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— INTRODUCCION

Muchos fenémenos biolégicos y quimicos, como reacciones orgénicas oscilantes (la de
Belousov-Zhabotinskii por ejemplo), redes de neuronas, generadores centrales de patrones,
ondas intestinales, ritmos circadianos, ciclos celulares, formacién de patrones etc., se mo-
delan como sistemas de osciladores acoplados. Generalmente los modelos son complejos,
y para poder entenderlos se hacen hipdtesis que los simplifiquen. Una de cllas es que los
osciladores son casi idénticos y que estdn débilmente acoplados. En este caso lo tinico que
importa es la fase de cada uno de los osciladores, el sistema se reduce a uno més pequesio
sobre un k-toro y puede estudiarse usando técnicas de perturbaciones, promedios o escalas
miltiples. Estas simplificaciones sc usan tanto en sistemas discretos como en ccuaciones de
reaccidn y difusién.

Sin embargo, restringiendo a los osciladores a que estén cerca de sus ciclos limite se
pierden muchos fendémenos interesantes como atrapamiento de fase, estados periddicos es-
tables multiples, falta de periodicidad y caos. Estos efectos dependen de un acoplamiento
fuerte que saque al sistema del toro de fase. En |S.M.] se encontré numéricamente que
dos osciladores idénticos acoplados con-difusién no escalar pueden mostrar una variedad de
fenémenos dindmicos complejos que incluyen transiciones a toros invariantes, doblamiento
de perfodo y caos. En sistemas continuos (i.e. reaccién-difusién) con cinética oscilatoria,
muchos de estos mismos fenémenos ocurren. Cuando la difusion no es escalar, pueden
aparecer patrones estacionarios en medios oscilatorios (véase (.H.T].) También es posible
que sistemas no homogéneos con difusién {uerte pierdan periodicidad y lleguen a un estado
estacionario homogénco.

La fibrilacién y el ataque cardiaco se estudian con ecuaciones parecidas a las de la
reaccién Belousov-Zhabotinskii, que presentan ondas espirales. Se cree que la fibrilacién y
el ataque cardiaco sc deben a la aparicién de ondas espirales de actividad eléctrica en el
miocardio ventricular. Las ecuaciones que se usan para modelar este tipo de fenémenos son
aproximadamente una versién continua de las que se estudiardn en los capitulos siguientes;
son de la forma:

du
e—=e gl u+ flu,v)

at

dv !
— =D v+ g(uv

2t v 9( ’ )
con 0 < e <1, D>0, donde ¢ es la razén de escalas temporales de velocidades de reaccion
para las dos especies v, v. Las funciones £, g tienen la dindmica tipica de medios excitables.

Los peces de muchas especies se mueven por medio de ondulaciones ritmicas debidas a

contracciones que pasan a lo largo de la espina dorsal, y que se deben a su vez a cambios
ritmicos de voltaje. El “programa” neuronal que produce este tipo de comportamiento se
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conoce como generador central de patrones (CPG). Excepto en invertcbrados muy sencillos,
el funcionamiento de los CPG es desconocido. Sin embargo, se acepta como hipétesis de
trabajo que los CPG involucran la interaccién de osciladores acoplados, en donde cada
oscilador puede ser una sola célula o una red de ellas. Una pregunta muy importante es ¢cémo
interactdan los osciladores para generar espontdncamente y establemente los patrones de
fases espaciales y temporales adecuados para que los misculos se contraigan en los motnentos
debidos. A pesar de lo poco que se sabe, algo puede hacerse, porque muchas observaciones
son consecuencia de propiedades generales de osciladores acoplados, independientes de los
detalles de la fisiologfa. Las matemdticas proporcionan una herrainienta para identificar qué
aspectos de la fisiologfa son significativos y hacen predicciones acerca de ella.

El modelo utilizado para el movimiento de peces consta de osciladores acoplados pero no

. por acoplamiento difusivo (como el que se tratard en este trabajo) sino por un acoplamiento

més general como el que se espera de células que interactian por medio de sinapsis y no
por mera difusién. Se supone que ¢l acoplamiento es débil, que los osciladores interactian
solamente con sus vecinos mds cercanos y que cada oscilador tiene un ciclo lmite.

El acoplamiento sindptico se introduce porque en el caso del movimiento de peces, se
buscan soluciones en las que haya atrapamiento de fase (es decir, la diferencia de fase es
independiente del tiempo) y con acoplamiento difusivo la solucién que se tienc es aquella en
que la diferencia de fase es cero.

Se ha observado que los embriones de peces presentan movimientos en que la diferencia
de fase es cero, lo que segin las matemdticas corresponderia a un estado en el que adn no
hay sinapsis desarrolladas. Mds adelante, los embriones comienzan a mostrar el tipo normal
de movimiento, que indica ¢l desarrollo de la sinapsis,

El cerebro es un érgano muy complicado y hasta ahora no sc sabe realmente cudl ¢s la
mejor manera de estudiarlo. Algunos piensan que por medio de fisica, quiinica y modelos
matemditicos como el que se tratard en los siguientes capitulos es posible dilucidar lo que
estd pasando, pero otros crcen que es necesario tratar de entender las cosas en forma més
cualitativa y no tratar de entender cada detalle; este es aproximadamente el enfoque de
René Thom. Hay otros mds que dicen que las funciones no son ni fisicas ni quimicas sino
cibernéticas. El cerebro es un érgano sensor y de control ¥ debe por lo tanto cstudiarse con
métodos de computacién. Este enfoque tampoco s sencillo ya que el cerebro se comporta
a veces como computadora digital, a veces como computadora analégica y a veces como
mucho mas que ambas. Se modela como mdiquina de Turing, como autémata de estados
finitos o como algo continuo. Un modelo continuo s por ejemplo la teoria de holograma de
la memoria. Sin embargo, estos modelos no contemplan los aspectos de computadora del
cerebro. La expericncia con inteligencia artificial ha mostrado que muchas de las cosas que
realiza el cerebro requieren algoritmos muy sofisticados. De hecho muchas de las funciones
del cerebro, algunas en ¢l drea de reconocimiento de patrones y voces ha resultado imposibles
de duplicarse hasta ahora [Br|.

En lo que sigue se estudia un sistema (con tres pardmetros) de dos osciladores con ciclo
lfmite acoplados por acoplatniento difusivo. Se estudian las diferentes soluciones que existen
cuando se varian los pardmetros que son, uno la frecuencia natural de los osciladores y
los otros dos parte del acoplamiento. Se observan varios tipos de bifurcaciones y algunas
regiones de biestabilidad.

En cl capftulo 1 se presenta el problema que va a estudiarse, explicando en qué sentido
puede considerarse como un modelo candnico de osciladores acoplados. Se da también un
repaso de los elementos de la teorfa de Floquet que se usardn en los capitulos siguientes.

En el capftulo 2 se ve qué soluciones existen cuando los osciladores estin desacoplados
y se demucstra que las que subsisten cuando hay acoplamiento son la solucién estacionaria
(ambos osciladores en reposo), aquella en que un oscilador sc mueve mientras el otro per-
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manece en reposo, una en quc los osciladores se mueven en fase y otra en que se mueven
fuera de fase. Se estudia con cierto detalle cada una de estas soluciones.

La solucién en fase, wy, ¥ la solucién fuera de fase, w, son de particular interés. La
primera se estudia en el capitulo 3. La existencia y estabilidad de la segunda se estudian en
el capftulo 4.

En el capftulo 5 se utiliza el niimero de rotacién, cuyss propiedades se demuestran en
el apéndice 1, para estudiar la estabilidad de la solucién fuera de fase en el espacio de los
parémetros. Se dice lo que se entiende por estructura de resonancia y se ve c6mo varfa ésta
con los pardmetros.

En el capitulo 8 se estudia el caso particular en que uno de los pardmetros es cero. Se
ve que es posible encontrar una solucidn completa al problema para este valor particular del
pardmetro.

Fl trabajo se basa principalmente en la referencia {O.W.].

Los diagramas de bifurcacién se hicieron en una VAX con el programa AUTO.

Se agradece todo el trabajo y paciencia de Jorge Ize y las correcciones y comentarios de
Arturo Vargas, A.A. Minzoni y Catherine Garcia Reimbert,



CAPITULO 1

1. DERIVACION DEL PROBLEMA CANONICO-

El comportamiento de osciladores acoplados puede, en el limite de acoplamiento débil,
estudiarse sin conocer la estructura precisa del campo vectorial subyacente. Sin embargo,
para acoplamiento intermedio, que es importante en las aplicaciones, el comportamiento

_ depende fucrtemente del campo. En lo que sigue se estudiardn sistemas descritos por

_{ ax+ By —z(z*+y7)
IHzy) = (—ﬂz-}-ay—y(z’ +yy:))- o, >0

(% R
zy (vl), 2 (y:)r

En las coordenadas

dos osciladores descritos por el campo anterior y acoplados linealmente obedecen al sistema

d
-&i—l' = f(z,) -+ 6D(22 had .'.'1)

% = f(z2) + 6 D(z) - z3)

(r.1.1)

donde D es una matriz de 2 x 2.
Se mostrara primero en qué sentido puede (1.1.1) considerarse como un modelo canénico
de osciladores acoplados linealmente pasando las ecuaciones generales de este tipo de os-

ciladores a su forma normal.

1.1 FORMAS NORMALES
Supéngase que se tiene un sistema suave en R* de la forma

di
"‘;E" = fie1,¢3,4)
deg (1.1.2)
Tjt— = fi(cl»clra):
con o € B. Supéngase que el sistema
fileyye3,8) =0, i=1,2 (1.1.8)

5




6 1. DERIVACION DEL PROBLEMA CANONICO

tiene una solucién tnica (cj{a),c3(a)) para a en una vecindad de un punto dado g y sean
y=c—cf, 1=12

Entonces expandiendo en series de Taylor se tiene que (1.1.2) puede escribirse como

du
i Lu + f(u),

donde I es un operador lineal, f es polinomial y se ha eliminado la dependencia en a.
Supéngase que para alguna o cerca de ao, L tienc valores propios de la forma afa) +ig(e),
donde a(ap) =0y B(ag) # 0.

Sea 5 tal que Ly = An, con n € C A= A(a) = a — if, entonces Lij = 1§, por lo que, como
X #2), (Blao) #0) se tiene que 5 es vector propio de L. Como dos valores propios diferentes
no pueden tener vectores propios iguales, n,4 son lincalmente independientes y constituyen

2
una base de C*; como u € R* puede pensarse como u € C*, u puede expresarse como
=+,

con z, z; € C. Como u = se tiene que z; = 2. De la misma forma puede expresarse f como
combinacién lineal de y y i por lo que se tiene

S=g-+

u = 2n + £,

donde por ser f polinomial, g(z,2) = I, 53 95,272, Se tiene entonces que

du

i Lu + f(u)
=a'p+ 27
= L(zn + £} + ¢(z, 5}n + 3(z, £}7
= Az + X2 + g + 3

Como n y 7 son linecalmente independientes se concluye que

2'=Az4g(z,%,0)

8 = 82+ §(z,2,0).

Considérese ahora la transformacién

=z Z TpgzP 0. (1.14)
p+q23
Por el Teorema de la Funcién Implicita se tiene que )
=gt ) Poosfil, (1.1.5)
Ptq23
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y por lo tanto

dz dz dz dz
= E Yoo (PP 18— 4 q2P2%1 )
d dt pria di dt
=Adz+4 Z Inmz"E™ + Z '1W(gnmpz¥"|+"z'l+m + ﬁ"quwmsq-—un)
T m4n23 r+e22
ntmp2
+ Z Ype[pA2PE + ghzP 1)
pte23
=Az+ Z (990 + Tpe (A + ¢1))27 2% + Z hpea? 5t
ptq232 pes

' donde h,, depende de qpqr, gpg CON p' 4 ¢’ <p+q. Por (1.1.4) se ticne que

d —
l. T=Ast 3 (g +apa(Mp = 1)+ Rq))P2T 4 30 Ry,

pte21 pte2s

I o escrito de otra forma

d
22 a4 z {g5q + Tog{Mp ~ 1) + Ag) + hpq)2f 54,

dt pte23

l Por (1.1.5) lo anterior es igual a

. dz -
l, e Az + Z {9pq + Tpe(Mp — 1) + Aq) + ko) 2P2Y,

pte23

~ donde ky, depende de gy, vprqr, COTL ' +¢' < ptg.
Para el valor del parimetro g, se tiene que A = if, entonces

I. . Upa(MP = 1) + 30} + gpq + hog = Tpg(iB)(p — 1= q) + gpq + g (

Si p# ¢+ 1 por el Teorema de la Funcién Implicita puede escogerse 7,4 tal que esa expresién
sea 0. En forma inductiva puede hacerse lo mismo para las demds k. Lo que se tiene

l entonces es d
x

- = Az + chplzlﬂ”z

21

l o de otra forma

d
Lot e3)z[?z + residuo.

: dt
l Separando partes real e imaginaria se obtiene

d
l A -7? = azy + iy + caz (2] + 1) + O(}=]")
dy; _ 3, .9 ‘
il =Bz + ay; + eays(=] + vi) + O{|=]).

l Sin pérdida de generalidad pueden tomarse o = 1 (dividiendo todo entre a‘) Yea =1,ya
_ que si es diferente de 1 se toma £, = pzy, §, = gy con p? = 1/c;. Esta es la forma normal.



& 1. DERIVACION DEL PROBLEMA CANONICO

Despreciando términos de orden O(|z}) y escribiendo ¢ = (;') lo anterior puede escribirse’
1
como
¢ = K¢ +ris,

g1
Supéngase ahora que se acoplan dos osciladores, cada uno gobernado por (1.1.2). Scan

¢ = {e1,¢3), / = (fi,fa). Si los superindices denotan al oscilador, el sistema obedece las
ecuaciones

donde K = (_1 b yrl=z3+yl.

1
% = f(c!, a) + F(c', %)
de? 3 3 1 (1.1
Tii’= ( l°)+F(C 1 )

Se supondrd que el acoplamicnto es conservativo o antisimétrico (i.e. F(c?,c!) = —F(c!,¢?) o
F{c!,c') = 0), lo cual implica que existen soluciones estacionarias de {1.1.6) de la forma (¢!, ¢?)
donde ¢* es solucién de (1.1.3). Seca ¢* dicha solucién y escribase

ul=¢f -

Si F es suficientemente suave (1.1.6) puede escribirse como

d
..5?’. = Lu' + Q(u!) + o+ Fiu' + Fyu+
+ Fr{ut, u') + Fa(v', %) + Faa(o?, 6%) + - (L.1.7)

"%,- = Lu? + Q(u?) + C(v%) + -+ + Fiv® + Fpu'+
 Fufe?, @) 4 P ut) + Faa(u', ) 4o,
donde aF
Fo=22(ehe'), =12

2 9F . .
‘jz;'—!—ﬂm(c.’c‘)’ I,]=1,2‘

Por ser F antisimétrica debe satisfacer

Flu’ + qul + Fn(u’,u’) + F,g(u’,ul) + Fzz(ul, u.l) =
= =R = Fu? ~ Py (v, u!) = Fig(u!,6%) - Fau?e?)+ o

para toda u!,u?. Se concluye entonces que

Py’ = -Fu?; Bu' = - Fiod
Fu(e?, o7) = - Fo(u?,u?); Faa(u!,u') = —Fyu(u', u')

F]:(u:, ul) = Fn(ul, u’) = 0,

de donde (1.1.7) puede escribirse como

1 -

% = Lu' + Q(ul) 4+ C(u') + o+ + D(u? ~ u?) + Fpg(u?,u?) = Faa (e, u!) + -
2 -

:i-;T = Lu? 4 Q(u?) + C(6?) + + o+ + D(u' — u?) + Fagu', 6') = Fap(u?, %) + -+,
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1.2. REPASO DE TEORIA DE FLOQUET ¢

donde D es la matriz /3. Ahora hay que reducir este sistema acoplado a la forma normal.

Lo que se hard es tomar acoplamicento lineal, que ¢s la primera aproximacién al aco-
plamicnto por difusién a primeros vecinos. En este caso se puede usar la misma transfor-
macién que antes para reducir la parte no acoplada a la forma canédnica y como sélo se
agregan términos lineales con el acoplamiento y estos no cambian a primer orden con las
transformaciones hechas se tiene que el problema candnico para dos osciladores acoplados
linealmente estd dado por las ecuaciones

d‘ ={K-ril)g' +6D(* -¢")
d{ (1.1.8)
= (K - 31} +6D(s' - ¢7),

L Dy Dn

¢ —(y‘) (Z +y|)l (D;] D:)).

Nétese que aun si la matriz original de acoplamiento I es diagonal, D no lo ¢s en general
ya que la transformacién a la forma candnica introduce acoplamiento fuera de la diugonal.
Sin embargo, como ¢l campo es invariante bajo rotaciones, ¢l campo vectorial para el sis-
tema acoplado s equivalente bajo una transformacién ortononal a uno ¢n que la matriz de
acoplamiento estd dada por D = diag(Dy, D;); si ¢ = £z dondc P es una matriz de rotacién
entonces

donde

i}f- =(PTKP ~* 1)z + PTDP(z - 2
= (K = Nz+ PTDP(2! - 17).

Lo que se hard es ver cémo cambia la estructura del conjunto de bifurcacién cuando la matriz
de acoplamiento D va de diag(2,2) a diag{2, ~2) pasando por todas las posibles matrices
diagonales (médulo un rescalamiento). Obsérvese que los casos en que un valor propio es
negativo no corresponden a problemas "rcales”. Ademads se tomard Dy =2y D3 = 2(1 - 2%},

con ¢ € [0,1], es decir D = ((2) 21 0_ 2) )" Las ecuaciones {1.1.1) s¢ escriben entonces como

dz
: =z + fy, —-.z,(z, +93) + 26(z5 — z,)

rn

dy, _ 7 2

i =Pz +y — nfz] +yi) +26(1 - 2¢){ys — 1)
2 (1.1.9)
H o + Bys — za(z3 +¥3) + 26(zs — 73)

dys

i ~Bz3 +y3 — yalz3 + y3) + 26{1 - 2¢) {1 - v2)-

Iy . g e ’
Tomando z = ( y‘) las ecuaciones pueden escribirse en forma mdis compacta como
Ad

dzy
—E—KZI—21I2112+6D(:3—21)
d:
;: K23 — 5|z +6D(2y - z3),

donde nuevamente X = (_1", f )
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Estas son las ecuaciones que sc estudiardn en este trabajo. Para e =0, D = diag(2, 2}, para

T e=1/2, I =diag(2,0) y para e=1, D = diag(2,~2).

1.2 REPASO DE TEORIA DE FLOQUET

En los capftulos siguientes se usaran mucho los llamados multiplicadores de Floquet y
algunos otros elementos de la teorfa de Floquet, por lo que a continuacién se presenta un
breve repaso del tema. Para un tratamiento mds completo se recomienda consultar [Jo)

capitulo 6.

La teorfa de Floquet estudia ecuaciones de la forma
> v = Alt)y, (L2.1)

donde y € B" y A(t) es periddica con periodo minimo p, es decir, p es el menor nimero
positivo tal que
Alt+p) = Alt), -oco<t<oo.

Las soluciones no son necesariamente periddicas, como puede observarse al considerar por
ejemplo la ecuacién g = (1 +sent)y, cuyas soluciones estan dadas por y = eet~***t donde ¢ cs
una constante; sélo la solucién y = 0 es periédica. Sin embargo puede decirse mucho acerca

de las soluciones.
Obsérvese que si y{t) es una solucién de la ecuacién entonces gt + p) también es una

solucidén, ya que si y'(t) = A{t)y(t) entonces
V(e +p) = Alt+p)y(t+p) = A{t)y(t + p).

Esto implica que si ¥ (t) es una matriz fundamental, Y {t+p) también lo es, y como un conjunto
completo de soluciones es combinacién lineal de cualquier otro se tiene que existe una matriz

constante no singular 2 tal que
Y(t+p)=Y(¢)0.

Poniendo t = 0 se observa que N estd dada por
n=Y"'0)Y().
Si se escoge otra matriz fundamental Z{t) = Y(t)C entonces
2(0)2(p) = €'Y QY ()0 = C'AC,
es decir se obtiene una matriz similar. Esto implica que los valores propios de 1 no dependen
de ]a matriz fundamental que se escoja; estos valores propios se conocen como multiplicadores

de Floguet. Si se cscoge la matriz fundamental tal que ¥{0) = 7 entonces los multiplicadores
de Floquet son los valores propios de ¥ {p).

Se tratard ahora de caracterizar las soluciones de la ccuacién (1.2.1). Supéngase que
puede encontrarse una matriz real € tal que 01 = ¢#¢, Definase
P(t) = Y(t)e°.

P~'(t) existe porque Y(t) tiene determinante diferente de cero y ¢~'¢ también, csta dltima
por ser una matriz fundamental para la ecuacién 2 = ~Cz. Ademds P(t) cs periédica pues

P(t+p) =Y(t+ple 9% = Y (1)0e %47 = P(t).
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Lo matriz fundamental puede entonces escribirse como
Y(t) = P(t)e'?,

donde P(t) es periédica y C es constante. Cualquier solucién es de la forma y(t) = pt)etCe.
Obsérvese que la sustitucién y(t) = P(t)z(t) transforma la ccuacién (1.2.1) en 2! = Cz, una
ecuacién con coeficientes constantes. Como P(t) es periddica, el comportamiento de las
soluciones depende nicamente de los valores propios, A, de la matriz C.

Para todo esto se supuso que existia una matriz real ¢ tal que O = ¢*°. Como w =0 no ¢s
un valor propio de 01, siempre puede encontrarse una matriz compleja ¢ que cumpla con la
condicén mencionada tomando C = (log)/p, donde log z se define como una funcién analitica
univaluada en el plano complejo cortado a lo largo de un rayo que no contenga ningin valor
propio de 0. El problema es que para el estudio de las ecuaciones diferenciales no lineales
es necesario que C sea real.

Obsérvese que si 0 no tiene valores propios negativos entonces ¢ puede escogerse real
definiendo logz en el plano complejo cortado a lo largo del eje real negativo con log(1) = 0.
Entonces si I' es una trayectoria simétrica con respecto al eje real se tiene que

=1 _ -t
logﬂ—-zm.',(;(gl )~ og¢de¢

es real, ya que log¢ = Togs y 0 es real. Ll problema ocurre cuando 0 tiene valores propios
negativos; en algunos casos puede de todas mancras encontrarse una C real tal que 0 = ¢#9,
pero puede demostrarse que si k es un real mayor que cero y el espacio nulo de 0 — kI es
unidimensional entonces la ecuacidn 01 = ¢P? no tiene soluciones reales para 0 real. Sin
embargo se tiene el siguiente lemas

Lema: Si 0 es real y no singular existe una matriz real ¢ tal que 0? = %9,
‘81 se usa esta C cn la transformacidn P(t) = Y(t)e *C los resultados no cambian, lo dnico
que pasa es que ahora P(t) tiene el doble del periodoe que antes.

Prueba: Como la aseveracién es invariante bajo transformaciones de similitud puede
suponerse que 1 estd en una forma de Jordan real. Ademds pueden etiquetarse los valores
propios de manera que

Q= (A o)
» 0 B 1

donde A es una matriz real en forma de Jordan sélo con valores propios negativos y B es

une matriz real, también en forma de Jordan, sin valores propios negativos. Por lo que se
2

dijo antes, B = ¢*? para alguna matriz real 8. Pero 0% = (‘% g,), y A2 s6lo tiene valores

propios reales positivos, por lo que puede encontrarse una matriz real « tal que A?= %%,y

I"=e¢e .

a 0) se tiene que 1% = 29,

Sisetomac':(o p



CAPIiTULO 2

2. SOLUCIONES PERIODICAS PARA § PEQUENA

2.1 INTRODUCCION

En este capftulo se verd cudles de las soluciones que existen cuando § = 0 subsisten
cuando § # 0 y pequefia. .
Un oscilador gobernado por las ecuaciones

PR
:i—:;~=a:+ﬁy—::(z’+y’)
d.
% = =Bz +ay - y(z* +y°)

tiene un ciclo limite asintéticamente estable 2y = (cos Az, ~sen ¢).

s

anys
- .n.. d_}l :

Figura 2.1.1

Por lo tanto cuando é = 0 en las ecuaciones (1.1.9), es decir, se consideran dos osciladores
con la forma de arriba y desacoplados, se tiene un toro invariante atractivo 73 generado por
¢l producto {1y x 0y de los ciclos limite. T2 estd cubierto por una familia biparamétrica de
soluciones periddicas y cada miembro de la familia estd determinado por un par de dngulos de
fase iniciales. Como el sistema es auténomo y ¢} origen del tiempo puede entonces colocarse
arbitrariamente, sélo hay un pardmetro esencial, la diferencia de fase inicial., Todas las
soluciones periddicas sobre el toro son degeneradas ya que cada una tiene dos multiplicadores
de Floquet iguales a uno, como se verd mids adelante, por lo que no puede esperarse que
toda la familia uniparamétrica subsista cuando se introduce un acoplamicnto pequefio, Es
necesario determinar si alguna solucién persiste y cual.

12
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‘Ademds del ciclo limite mencionado arriba se tiene para cada oscilador la solucién esta-
cionaria = = y = 0. Estas dos son todas las soluciones posibles para § = 0, como se demostrard
abajo.

Como =2z, = r} se tiene que

de donde se concluye que si para algin ¢, se tiene ri{to) = 1 entonces por unicidad ry, = 1.
Si ry{te) < 1 entonces ry{t) < 1 Ve y si ry(to) > 1 entonces ri(t) > 1 V¢, por lo que no hay
soluciones periddicas mds que para ry =0 o r; = 1, es decir, las (inicas soluciones periédicas
para un oscilador son y(t) = (cosBt,—sen 8t)T, y{t + 6} o 0. Sc concluye entonces que para
los dos osciladores, en § = 0 las posibles soluciones periddicas son: (0,0, {3(t},0), (0,#n{t}},
{n(t), n(t+0}), para toda 6. En la seccién 2.2 se estudian las ramas de solucioncs cstacionarias
y las bifurcaciones que aparecen en ellas. En la seccidn 2.3 se definen las 6rbitas hiperbdlicas
y la cstabilidad estructural y se demuestra que las soluciones (5,0} y (0,4) subsisten para 6
pequefia. En las dltimas secciones del capitulo se tratan las soluciones (g, ye), utilizando lo
que se conoce como reduccién de orden. Se demuestra que de esta familia uniparamétrica
las {nicas soluciones que subsisten cuando el acoplamiento es diferente de cero son aquella
en que Jos osciladores estdan en fase y aqueila en que estdn « radianes fuera de fase.

2.2 SOLUCIONES ESTACIONARIAS

La solucién estacionaria de las ccuaciones (1.1.9) estd dada por 2z, = 2 = 0. Si se escribe
wy = BN, w, = 254 entonces las ecuaciones (1.1.9) tienen la forma

.

dw,

Tl Kwy = (jwy * + w3 )wy = 2wy, wy)w, } (2.2.1)
d
T}f_ = Kwy - ([ + |wal*)ws — 2(wy, ws)w; ~ 26 Duy, {2.2.2)

(1 8 _ (2 0 N . .
donde K = (—-ﬂ 1) yD= (0 201 —2:))' Al linealizar las ecuaciones anteriores cerca de

(0,0} lo que se obtiene es

dwl _

o R

dtU7 _

T = ng —26Dw,.

K tiene valores propios 1418 por lo que las soluciones estacionarias tienen w, = 0. Entonces el
comportamiento de las soluciones estacionarias estd determinado por los valores propios de
(K -26D). Si esa matriz es invertible entonces la {inica solucién estacionaria es w; = 0; si tiene
un valor propio que pase por cero, en ese punto la matriz no es invertible y por lo tanto se
tienen soluciones estacionarias diferentes de la trivial, es decir, cuando un valor propio pasa
por cero se tiene una bifurcacién de estados estacionarios; si tiene un par de valores propios
complejos conjugados que crucen el eje imaginario entonces, se tendrd una bifurcacion de
Hopf. Obsérvese que debido a los valores propios de K, las soluciones estacionarias son
inestables.

Bifurcacidn de Hopf
(Véase {Iz] pp. 13-15). Considérese la ecuacién

d
7 =f(=9),



14 2. SOLUCIONES PERIODICAS PARA § PEQUENA

con z € B, § un-pardmetro real. Supdgase que se tienen soluciones estacionarias de la forma
(=(8),6) ( se tomard z(6) = 0} y lo que se quiere es buscar soluciones periddicas vecinas a las
soluciones estacionarias.

,(ol 6) =0= 1(516) = A(’s)z + Q(I, 6))

donde A es lineal en z y g(z,6) = o{|z]). La ecuacién puede escribirse entonces como
dz
T A(8)z + g(z, 5).
Las soluciones de la parte lincal son ¢4}z, Para la ecuacién completa las soluciones son
t
x(t) = Az, +/ ALN=g(2(s), 6) do,
0

donde z(0) = z,.
Para sistemas auténomos, z(t) es solucidn periédica de perfodo T <= z(T) = z{0), debido
a la unicidad de la solucidn, es decir que la solucién es periddica de perfodo T si y sélo si

T
(1= AWz - [ eAOT=y(2(5),6)ds =0,
0

Nétese que en la ecuacién anterior se tienen dos pardmetros, § y el periodo T. La integral
es5 of|zo]) porque T < oo y por lo tanto si (I—¢A6)) es invertible entonces la vnica solucién es
la trivial zo = 0, y la condicién necesaria para tener soluciones no triviales es entonces que
{I — eAl)T) no sea invertible, es decir, 1 € o(eA87) = 2487 donde ¢(L) denota el espectro
del operador L. Se ticne entonces que la condicién necesaria para que haya bifurcacién de
Hopf es que exista u € o{A(6)T) con ¢# = 1, es decir p = 2kxi, con k € .

Estas son condicioncs necesarias para que haya una bifurcacién. Algunas condiciones
de suficiencia se prueban en el apéndice 2.

Lo que se hard entonces es caleular los valores propios y ver si muestran alguno de los
comportamientos mencionados arriba. Los valores propios estin dados por

_ ot AT 1-46 -2 I
0 =det(X - 26D AI)-—det( y 1—46(1~2e)—A)
= (146 — A){1 - 48 — A+ 86¢) -+ §°
= A1 = 2A(1 — 46 + 46¢) + (1 — 46)° + 8be(1 - 46) + §°,

de donde se concluye que los valores propios son
Apa=1-46(1 - €) £ (166%¢* - 7)1/

Si B > 4|6¢| entonces los valores propios son conjugados con parte real 1 - 46(1—¢) y se tiene
bifurcacién de Hopf cuando la parte real se vuelve cero, es decir, cuando § = 1/4(1 —¢).
Para que los valores propios sigan siendo complejos cuando su parte real se vuelve cero es
necesario que § > ¢/(1 —¢), es decir, siempre que § > ¢/(1— ¢} se tiene una bifurcacién de Hopf
en § =1/4(1-¢).

Por otro lado, si 8 < 4|6¢| entonces los valores propios son reales y estdn dados por

A= 1—45(1 — €) - (16826 ~ g7)*/3,
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A3 =1~ 46(1—¢) + (166%7 — g2)1/2,
En este caso se tiene ); =0 si 166%¢? — 52 = (1 - 46(1 - ¢))2, es decir, si

1(6) = 16(1 ~ 2¢)8% ~ 86(1— ¢} + 1 + 2 = 0.

Sie=1/2 cl coeficiente de 62 es cero y se obtiene § = (1+52) /4, y si ¢ # 1/2 entonces se encuentra
que los valores de § para los cuales se tienen bifurcaciones de estados estacionarios son

_A{1=q # (16(1 - ¢ ~ 161 - 2)(1+ )2
16(1 - 2¢) ’

o simplificando,

6= (1—ex (P~ (1-2¢)87)1%).

1
4(1 - 2¢)

Esto es real siempre que &€ > (1~ 2¢)5%.

Si se toman ¢, § fijos y se hace variar ¢ se tiene que para |§| suficientemente grande, g
es siempre menor que 4|fe| y como en esc caso 1y #% son despreciables se tiene que Ay — Foo
siempre que § — koo y como Ay ~ 46(2¢ — 1) cuando |§| es grande, se tiene que A, se comporta
como A si € < 1/2 ¥ A3 — oo cuando § — oo si € > 1/2. En cualquier caso ambos valores
propios cruzan el eje imaginario por lo que deben tenerse necesariamente bifurcaciones de
Hopf o bifurcaciones de estados estacionarios o ambas.

En los diagramas de bifurcacién, » representa una bifurcaciénde Hopf y guna bifurcacién
de estados estacionarios. En resumen se tiene:

€>1/2

a) B> % En este caso, los valores propios hacen lo que se muestra en la figura 2.2.1 y

7(6) se comporta como se ve en la figura 2.2.2, es decir, se tiene una bifurcacién de Hopf y
dos bifurcaciones de estados estacionarios, como se observa en la ﬁgura 2.2.3.

& { £(3)

§:'G-¢)
Z e
S —

7154 §rot
5 2 \ Ac 5
€ §i
i
-2
Figura 2.2.1 Figura 2.2.2
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b) # < ;% En este caso f(§) es muy parecida al caso anterior, pero los valores propios

1~

ya no cruzan el eje imaginario como complejos conjugados (Figura 2.2.4) y por lo tanto ya
no se ticne bifurcacién de Hopf pero se tienen dos bifurcaciones de estados estacionarios. El

~ diagrama de bifurcacién se mucstra en la figura 2.2.5.

mfv'-v Srtw fis‘v&
§p S=-p )
e 1€
P S
2 N
Figura 224
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Figura 2.2.5
e=1/2 Aquf f(6) es lincal, tiene una sola rafz (Figura 2.2.6) y por lo tanto hay sélo una
bifurcacién de estados estacionarios en § = (1 + f)/4.

f&"

4

Figura 2.2.6

Si 8 > 1 entonces los valores propios cruzan el eje imaginario como complejos conjugados
(Figura 2.2.7} y se tiene una bifurcacién de Hopf en 6 = 1/2. Aquf A; ~ —co cuando 6 — —co
y -+ 1 cuando & — oo; 3~ 1cuando&—o—-ooy ~+ —co cuando § — oo.

8i A < 1 un valor propio no cruza el eje imaginario y el otro sc vuelve real antes de cruzar
ese eje, (Figura 2.2.8), por lo que no hay bifurcacién de Hopf. Aqui A, =1 cuando 6~ ¥
Az — 1 cuando § — ~oo.

Los diagramas de bifuracién correspondientes se muestran en las figuras 2.2.9 y 2.2.10.
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8) f > 1% Los valores propios cruzan el eje imaginario sélo como complejos conjugados

(Figura 2.2.11), f(6) no tiene raices reales (Figura 2.2.12) y por lo tanto cn el diagrama de
bifurcacién aparece solamente una bifurcacién de Hopf en § = 1/4(1 ~ ¢}(Figura 2.2.13).

b) £ < f* < ==, Aqui los valores propios cruzan el cje imaginario una vez como
[1=¢7 T TR prop ) @ a

complejos conjugados y después uno de ellos cruza dos veces sobre el ¢je real antes de ir a
—oo0 (Figura 2.2.14) y 7(6) tiene 2 raices reales (Figura 2.2.15). El correspondiente diagrama
de bifurcacion se muestra en la figura 2.2.16.

¢) f2 < H%T’ Los valores propios no cruzan el cje imaginario como complejos conju-
gados (Figura 2.2.17) y f(6) tiene dos raices reales, por lo que se tienen dnicamente dos
bifurcaciones de estados estacionarios (Figura 2.2.19).
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Debe tenerse cierto cuidado al hacer los diagramas de bifurcacién con AUTO ya que si
el tamafio del paso es demasiado grande puede no ser claro si los valores propios cruzan el
eje imaginario como recales o como complejos conjugados (es decir, si la bifurcacién es de
estados estacionarios o de Hopf.) En esos casos no aparece ningin tipo de bifurcacién en
los diagramas,

2.3 LA SOLUCION (y,0)

En el estudio de las ecuaciones diferenciales no lineales se utiliza mucho la Hamada
ecuacién variacional asociada al problema (véase |Ha]). En general si se tiene una funcién
Flt,z,)) con zeR” y A e R*, y F tiene primeras derivadas continuas con respecto a (z,A)
para (t,z) en cierto dominio D y A en un abierto G de B*, entonces la solucidn z{t, to, 2o, )),
(to; 20, 20, A) = 7o de la ecuacién

i = F(t,z, )

es continuamente diferenciable con respecto a t, ty, zo, A en su dominio de definicién y por
lo tanto la matriz %(t,to,zo,,\), %(to,to,zu,,\) = I satisface la ecuacién variacional (lineal)

j= 8F(t,z(t,t0,zo,,\),,\)y‘

2 (23.1)

Para estudiar la solucién (n,0) = (cos g¢, -sen At,0,0)T de (1.1.9) escribase z; = g+ y1, 23 =
y2. Como

doy _dn  dn
dt  dt @ dt

=Kn+ Ky — (o + "+ 20 -1} (0 +3)
=Kgp-n+Kyy—p—(2n-m)n+--
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’

se tiene que en estas coordenadas las ecuaciones variacionales son

d

7}'} =(H-Dyp-20n- -y (2.3.2)
dy

2 = Kn {2.3.3)

De la segunda ecuacién se encuentra que
#(t) = ¥ (0).

Como los valores propios de K son {1418), al evaluar en el perfodo que es 2x/8 se ticne que
los multiplicadores de Floguet asociados a la segunda ccuacidn son e #1#0) = % 5 3,
Para la primera ecuacién se usari el hecho de que como

_ [ cospe 1 (—Bsenft
7=\-senge)' T T\ ~Beospt )
n ¥y %' son vectores linealmente independientes del plano para cada t. Ademds (K - Hy=y'
¥ (K - I}y’ = ¢", por lo que si y,(t) denota la posicién del oscilador que estd en movimiento,

pam cada t se tiene
() = a(t)n(t) + b(t)n'(t). (2.3.4)
De (2.3.2) y (2.3.4) se obtiene
yi{t) = a'n +an' +b'g" +by"

= {K ~ I){an +by') — 2an.
=an' +by" - 2ap

De lo anterior se concluye que a’y + ¥y’ = ~2an y por ser ¥ ' lincalmente independientes,

o =-2ay b =0 esdecirb=0, a=e"?y y{t) = ¢~y es solucién a la ecuacién variacional,
Una matriz fundamental es entonces

o(t) = ( e~ cos Bt senﬂt).

—e“3senft cospt
Se tiene que &(0) =
3‘“_' _ c:;!' (]
§( ﬂ ) - ( 0 1)1

por lo que los multiplicadores de Floquet asociados a la primera ecuacién son Tyl

~4n/, ]
P 4

Figura 2.3.1
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Estabilidad de (n,0)

Como hay un solo multiplicador igual & 1 la 6rbita es hiperbdlica y por lo tanto por
el Teorema de la Funcién Implicita se concluye que bajo perturbacidn en & se obtiene una
rama de soluciones periédicas con periodo vecino a 2x/8 si § s pequenia. Més formalmente
(véase [P.M.}), si X es un campo vectorial C, se ticne

Definicidn Sea p € R™ un punto fijo de f, f un difcomorfismo ¢*. Se dice que p es un
punto fijo hiperbdlico si DJ, : R" — R" es un isomorfismo hiperbélico, es decir, si Df, no
tiene valorcs propios con mddulo 1.

Definicién Sea p € 4 donde 4 es una drbita cerrada de X. Sea ¥ una secciédn transversal
a X en ¢l punto p. Se dice que v s una drbita cerrada hiperbdlica de X si p cs un punto fijo
hiperbélico del mapeo de Poincaré P:V c 5~ Z.

Definicidn Sea v una érbita cerrada de un campo vectorial X diferenciable. Considérese
la seccién transversal £ al campo X en ¢l punto z, € 4. La érbita que pasa por z; regresa
a intersectar o v en un tiempo r, donde r es el perfodo de 4. Por la continuidad del flujo
de X, la érbita que pasa por un punto z € y suficientemente cercano a zp, también regresa a
intersectar a £ en un tiempo cercano a r. Entonces si V ¢ £ es una vecindad suficienterente
chica de zo puede definirse un mapeo P:V — X que a cada punto z € V le asocia P(z), el
primer punto donde la érbita de = regresa a intersectar a £. A este mapeo se le conoce como
Mapeo de Poincaré asociado a la érbita v. Puede demostrarse que P es un difecomorfismo
local de la misma clase que el campo. 5

Como se dijo arriba, la érbita que pasa por z tarda un tiempo cercano a r en regresar
a . Por otro lado, para encontrar los multiplicadores de Floquet se considera la solucién
después de un tiempo r, por lo que a primera vista el espectro de P no tiene por qué coincidir
con los multiplicadores de Floquet. ‘

z
x(r4s %(%)

Sin embargo, puede demostrarse ([P.M.| p.96) que es posible encontrar una reparame-
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trizacién que haga que clectivamente coincida el espectro del mapeo de Poincaréd con los
multiplicadores de Iloquet. La solucién (»,0}) sf es entonces una 6érbita cerrada hiperbélica.

Para demostrar que cerca de (7,0) hay una rama de soluciones periédicas con periodo
cercano al de (#,0) basta entonces demostrar que los puntos fijos hiperbélicos de mapeos son
estructslmlmcnte estables, lo cual es parte del teorema de Hartman-Grobman (véase [Ch.H.]
p. 108.

Definicion Si f es un difeomorfismo € entonces se dice que f es estructuralmente estable
si existe una vecindad V de f en el espacio de difcomorfismos € tal que toda g en V sca
conjugada de [, es decir, que para toda g en V exista un homeomorfismo £ : R" — R”™ tal que
hof=goh.

Sea A una matriz no singular de n x n. Supéngase que R" =w*@ W+, donde W*, W* son
subespacios invariantes bajo A. Para cualquicr z ¢ R, sea z = z, + z,, con z, € W*, z, e W,
Si A, = AW, A, = A|W", supdngase que los valores propios de 4, tienen mddulo menor que
1y los de A4, tienen médulo mayor que 1; si el mapeo es hiperbédlico no hay valores propios
que no cumplan alguna de estas dos condiciones. Escogiendo un sistema de coordenadas
apropiado en W*, W* puede suponerse que

A0 <, JA7Y <,

y por lo tanto 4, es una contraccién y 4, es una expansién.

Sea C7 el espacio de funciones de B" — B" cuyas derivadas hasta orden j son acotadas y
uniformemente continuas. La norma |-|; en €7 se toma como la norma sup usual de todas
las derivadas hasta orden ;.

Teorema: Lziste po > 0 tal que para cualquicr f € CL = {f € C':|f)i < mo} existe un tnico
homeomorfismo h = h{f) en C°, continuo en f, con h{0) = I, tal que

ho(A+])=th..

Prueba: Sea a = max(|4,[,|A7']) < 1y escbjase po tal que a—pe > 0y para toda f € CL,, (A+/)"!
existey es C'. Si fe G}, la ecuacién ko(4+ f) = Aoh es equivalente a

h=Aoko(d+f)!
h=Aoho(4+/).

* Se usard la primera ecuacidén para definir &, y la segunda para definir 4,.
Para cualquier A€ C?, f e C) definase T(%, f}) = T'(k, /), + T{h, f}u POT

ThJ)s=hy =~ Asoh, oA+ f)7"
T(hf)u=hu— A7 o hyo(A+]).

Pucde verificarse que T:C° x CL — C° es continua en 4, f y T([,0) = 0. Ademds, DaT'(h,/)
existe y es continua en &, f con

(D;.T(h,O)g], =g, ~A,0g,0A47!
lD;.T(h,O)g]u =gy — A;I ogy 0 A,

Para cualquier w e C°, la ecuacién D,T{h,0}g = w tiene una nica solucién acotac.lfx por ar,ri.ba
por (1-a)~![w}, por lo que D,T(k,0) es un isomorfismo. El Teorema de la Funcion Implicita
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implica que existe la funcién & = k(f), continua en f € G}, (puede tener que tomarse yo més
chica para lograr esto), k{0)= 7 y T(a(f),f) = 0.

Falta demostrar que k es un homeomorfismo. Para cllo considérese la ecuacién (A+ f)og =
go A para g € C° f € C'. Puede repetirse el argumento de arriba para obtener una tnica
funcidn g=9(f) € C°, fe G}, tal que g(f} cs continva en f, g{0} =7 y {A+ flog=goA. De las
definiciones de (s}, k{f) y de la unicidad se sigue que g(f) = A '(f). =

Se concluye entonces que las soluciones {5,0), (0,4) subsisten para é # 0 y pequeiia.

2.4 LA SOLUCION (n,7,)

En § =0 esta solucién es
cos gt
—gen ft

cos{f + o}t
—-sen{f + o)t

fe0,2x)

y por lo que se vio en la seccidn anterior, los multiplicadores de Floquet son 1y e~4/8, ambos
dobles. Por ser 1 multiplicador doble el nicleo de la seccién de Poincaré ticne dimensién 1
por lo que no se puede aplicar el Teorerna de {2 Funcién Implicita como se hizo en la seccién
anterior. Lo que se hard es utilizar un proceso de reduccion basado en la construccién de
un sistema de coordenadas que rota junto con la érbita periddica. (Véase [Ur])

Sistema ortonormal a lo largo de una drbita cerrada

Si se tiene una solucién periédica es natural estudiar la soluciones cercanas a ella
tomando un sistema de coordenadas que sc mueva a o largo de la érbita.

Un sistema local de coordenadas puede construirse ficilmente y uniendo estos sistemas
paso a paso puede construirse un sistema que se mueva junto con la dérbita cerrada. El pro-
blema es que con esta construccidén no se regresa necesariamente al primer sistema despuds
de der una vuelta completa a la 6rbita, lo cual s poco conveniente. Se construird entonces
un sistema en movimiento tal que se pueda asociar unfvocamente con los puntos de una
vecindad de la érbita cerrada. Se mostrard que esto cs posible para el sistema auténomo

dz
= F(z), (2.4.1)

donde F(z) satisface una condicién de Lipschitz local.

Lema 1

8 n >3 yv(0) es un veclor unitario en R con periodo w y que satisface una condicidn
de Lipschitz entonces existe un vector unitario ¢, (independiente de 0) tal que v(8) # *e,¥9.

Prueba: El conjunto z = {v(8), |v{0)] = 1, 0 £ 8 < w} es una curva en la esfera unitaria
sn-t en R". Como u{0) satisface una condicién de Lipschitz, la curva es rectificable y una
curva rectificable en una esfera en B” con n > 3 cubre un conjunto de medida cero. Por lo
tanto siempre existe un vector ¢; en S*~! que no estd en esta curva ni en la curva definida
por —v(6}.

Otra manera de demostrarlo es la siguiente: si S es cualquier conjunto sobre la esfera
unitaria en B" de didmetro menor que d entonces existe una constante X (independiente
de §) y un casquete esférico S, tal que S ¢ 5, y el 4rea de S, es menor que Kd"~! (para la
deduccién de la férmula para el drea de S véase Courant y John vol 2 p.513). Si i es la
constante de Lipschitz para v, es decir [v(0) - »(0")] < M|0 - 0'] y si el intervalo [0,w) se divide
en n partes iguales, entonces ln curva definida por »(8), 0 < 8 < w puede ser cubierta por
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casquetes esféricos cuya drea total es menor que la misma cantidad. Como n > 3 esta cota
superior para cl 4rea tiende a cero cuando N — oo, lo cual implica que el vector ¢, se puede
escoger de casi cualquier lugar en la esfera unitaria,
L}
En particular puede tomarse v(8) = F(z) = F(z)/|F{z}}, ya que para z en la érbita F(g(1)) # 0
porque se supuso que la drbita no es un punto estacionario; por la unicidad de la solucién
5i F(¢(to)) = 0 = F(g(t)} =0 ¥t. Sea € una érbita cerrada del sistema (2.4.1) ¥ z = 4(¢) su
ecuacién. En el problema que se estd tratando, la dimensién n del espacio fase es mayor
que dos y por lo tanto, por el lema de arriba se puede tomar un vector unitario ¢, tal que
F(8(t)) = F(4(1))/1F(8(t))] no coincida nunca con ¢y Empezando con este ¢, se construye un
sisterna ortonormal constante arbitrario {e;}, (i =1,2,...n). Témese

7 F(${t)) = cosg{t), (1=1,2,...n) (24.2)

De (2.4.2) se ticne que
F(s()) = cost e,

=1

esto es F es Ja suma de sus proyecciones sobre cada uno de los elementos del sistema ortonor-
mal. Como F ticne norma unoy ¢; -¢; = §; esto implica que

n
> cos?t; =1
{=1

Como F # ke;, .
cosf; # £1. (2.4.3)

Rétese shora el sistema ortonormal {¢;} alrededor del subespacio {n — 2}-dimensional § per-
pendicular a ¢y y a F(4(t)) hasta que ¢, coincida con F(é{t)).

Escribanse ¢, (v=2,3,...n) en la forma
ey =& 4 A+ I‘VF:

donde P = F(4(t)) y & es la componente dee, en 8, por lo que e, L e;, F. Dela or?ggonalidad
de {¢) v de la forma dada arriba se tiene que (¢, e;) =0 = A, + gy coséy. Tambicn (e, F) =
cos b, = A, cosd; + pu,, por lo que

0 _ 1 cosfd (A
cosf, / ~ \cosb, 1 I
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es decir
AN 1 1 —cosd, ]
v o] 1-cos?g, \ —cosd, 1 cosd, /'

de donde -

A= —cosb; cosd,

¥~ 7 senh,
_ cosd,
¥~ gen?gy”

La posicién final ¢, de ¢, después de la rotacién puede escribirse como
b =&+ M e+ u P

Haciendo lo mismo que arriba se encuentra que

AN 1 ( 1 -cosl),) ((5.,,:,)

pl, ) sen2g; \ —cosé, 1 (€ F))°
Falta determinar cédmo se ven los miembros de la dltima matriz en términos de algo conocido.
Si 4 es la rotacidn tal que Ae; = F, entonces €, = Ae, y por lo tanto

(6, F) = (4e,, F) = (eu,A'lﬁ') = {e,,¢1) =0,
y
(6vier) = (ev A7 er).

Ahora, A~!e; esté en el plano generado por ¢, y F por lo que puede escribirse como A™ley =
aey + AF y entonces (¢,, A~ Ye;) = fcos,.

F

/
\\'C'

~)
Ae,

Para determinar a y 8 se usa .
a+ﬁcosf?1 = (A"’e;,el) = (el,Acl) = ‘t]l,.P) =c¢o0sé,

y
(A~es, F) = 0520, = acosf, + B.

(comsn ™) (5) = ()
v (;) ) (2c3i01>’

Ay 1 ~cosl, \_ _{#
s, ] " sen?0; \cosycos0, /T T\A )T

Se tiene entonces
de donde

y por lo tanto
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Se tiene entonces que

&= (cu - ey "’I‘VF) + ’\Lcl + F:F
= e+ (A, = A)er + (= pu) P

cosf, cosf,
=y~ m(l €058, )ey + {cos O —l)m)’
cosl,
=gy OBy .
%~ T cosd, (e + F) (2.4.4)

De {2.4.3) y (2.4.4) se observa que £ = &(t) son continuas y periédicas en ¢ con el mismo
perfodo que ¢(¢). El conjunto

(PB), (1), -0 &)} = (F (), ¥(1)) 245)
es el sistema ortonormal deseado:
(€ur 6} = (Aeu, Aey) = {es,64) = b,
(&, F) = (Acy, Aes) = (ey, e1) = 0,

donde §,, es la delta de Kronecker.,

En el caso n =2 puede tomarse &{¢) = (- Fy{t), Fi(t)), donde P(g(t) = (Filt), Fa(t)).

Si F(z) es p veces continuamente diferenciable en una vecindad de la érbita cerrada €
entonces F{¢{t)) es p veces continuamente diferenciable con respecto a ¢, lo mismo que ¢,(t)

como se observa de (2.4.4).
Si la 6rbita tiene perfodo minimo T entonces la matriz ¥(t) de r x {n - 1) satisface

V(e +T1)=¥(t)
WT(‘)WU) = I(n—— 1)x{n~1) (2.4.6)
FT(‘#(‘)N’(‘) = Ogx (-1}
para toda t. Se dird que ¥} es admisible para una pareja (F,¢(-)) si ¥{-) satisface las

condiciones (2.4.6).
En el caso considerado aquf, cada’sub-sistema del sistema desacoplado tiene la solucién

periédica
_ [ cosgt
ﬂ(‘) - (—Benﬂl) 1
y puede verificarse directamente que una (-} admisible para el subsistema. estd dada por

cOos fs

o) = (553! ﬂ,‘) ,

que es ortogonal al vector tangente a g{e}.
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.2.5 ECUACIONES DE ORBITAS CON RESPECTO AL SISTEMA ORTONORMAL

La construccién que se hizo en la seccién anterior puede hacerse en forma aniloga si en
vez de (2.4.1) se tiene la ecuacién

i=F(z,6), F(z,0) = Fy. (2.5.1)

Supéngase que F(z,6) de (2.5.1) es continuamente diferenciable en D. Sea € : z = ¢y(s) una
6rbita cerrada de (2.5.1) con dominio en D. Entonces, como se vio en la seccién anterior,
existe un sistema ortonormal continuamente diferenciable {F{go(s)], ¥} = {F{dols)], &, ..., En(s)}
a Jo largo de €. Sea C' una drbita cercana a C. Entonces, (véase [Ha]) €' cruza cualquier
hiperplano normal a C en una vecindad de €. Por lo tanto, cualquier punto z = z{t) de ¢
puede expresarse como

z{t) = go(s) + ¥(s)y, (2.5.2)
donde ¢; es solucién de z = Fy(z).
>
A ¢
Figura 2.5.1

(véase la figura 2.5.1). Aqui ¢ es el tiempo necesario para llegar al hiperplano normal a
O en el punto z = ¢o(s) 2 lo largo de ¢’ desde algin hiperplano fijo de 0. Como G’ también
es una érbita de (2.5.1), la funcién =(¢) satisface la ecuacidn

sl _
ke F(I(f),ts), (2.5.3)

Si se escribe
G(‘)Vh' "lynn‘) = z(t) - ¢0(5) - W(‘)yl
entonces
29 = Fet0), 5"’7" =—&0), (v=28...,m). (25.3)

Si ¢ estd suficientemente cerca de C, |yu| (v = 2,3,...,n) son pequefias y z(t) estd cerca de
¢o(2) como puede verse de (2.5.1). Por las condiciones que cumplen las matrices admisibles

se tiene que
a(Gy,...,G,)

8(3, Y3, "syn)

para €' suficientemente cercana a ¢, donde G;(i = 1,...,n) son las componentes del vector
G{t,y2,-- -1 ¥nr8). Como G(t,13,...,10,2) = 0y C es compacta, por (2.5.4) se puede aplicar el

#0 (2.5.4)
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Teorcma de la Funcién Implicita un nimero finito de veces para concluir que t = t(s), y, =
vo(2) (v=2,3,...,n) estén determinadas de manera tnica y estas funciones son continuamente
diferenciables con respecto a t.

Sustituyendo (2.5.1) en (2.5.2) se obtienc

% vyt v = Fgolo) 4 Wy 0) S,
o de otra forma,
Foldols) + ¥}y + 950 = [F(do(e) + ¥(s)u, ) - (2.3

Multiplicando la 1iltima ecuacién por F§ (40(s)) se tiene

dt _ FJ (3o(s))[Fofdo(s)) + ¥'(s)y]

& H GGl + ¥ 0 (354)
y multiplicando (2.5.5) por ¥7(s) se obtiene
4
% = ¥ (s)[r(s,y,6)F(do(s) + ¥(a)y,6) = ¥'(s)y) = Y (8,1, ). (2.8.7).

Desarrollando F(¢o(s) + ¥(s)y,6) en series de Taylor se tiene

F(go(s) + ¥(s)y,6) = Fo(¢o(s)) + DFo(do(a))¥(s)y +o(fly*f)) (y—0),

por lo que (2.5.7) puede escribirse como
d
& = Plaly+o(lvl) (258)

donde P(s) = W7 (s)[DFo(¢o(s))¥(s) — ¥'(s)].
Las ecuaciones (2.5.6) y (2.5.7) son equivalentes a

dz
= F(z,6) (25.9)

en el siguiente sentido: si zo € Py, yo = ¥(0)7[20 — ¢0(0)] ¥ t{s) satisface (2.5.6) con ¢(0) = 0

entonces
y(’|y016) = ‘I’(G)T[¢(‘(5)),Io,5) - ¢0(‘)]:

donde y(s, yo,8) es solucién de (2.5.7) con y(0,y0,6) = yo. Inversamente, si r(s,y(s, v0,6),6) > 0
es decir, si t(s) es invertible para toda s y si zo = ¢(0) = ¥(0)yo, entonces la solucién de {2.5.9
es

. ¢(‘- 1:016) = ¢0(“(")) + ‘P(a(t))y(a(t),yo,J),

donde ¢(t) es la inversa de t{s).

Aplicacién a dos osciladores acoplados

Ahora se aplicaré lo anterior a un sistema de dos osciladores acoplados, cada uno en R’,
con ecuacién
dz
=10, (2.5.10)
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y una solucién periédica hiperbélica no constante p{t) con perfodo minimo 7. Se pucde hacer
exactamente lo mismo si f: R™ — R™ con m # 2 y puede generalizarse todo al caso de N
osciladores acoplados.
z= (z,) eRY,
z

Sean z;, z, € B,
_ [ H(z:) +6g1(2y, 23, 6)
F(z6) = (/(Zz) +592(2|.22,6)) !

definase F:B*x R — Rf por

donde g, g5: R* xR’ x R — B® y considérese la ecuacién
i=F(z,6). ‘ (2.5.11)

El sistema desacoplado, i.e. con § =0, tiecne una familia uniparamétrica de soluciones

w0 = (1)

parameterizada por ¢ € [0, T). La familia {3o(t,0)/0 € [0,T}, t € R} definc un toro bidimensional
T2 que es invariante bajo ¢l flujo en 6 =0.

Si ®(}) es una matriz admisible para (f,n(-})), entonces una matriz admisible para (F,¢(-,6))
(que es una matriz de 4 x 3) estd dada por

afs,0) O(e 0
‘I’("”)=(b((a,o)) 3 @(a+o))'

donde
op e lals +0) e
)= Gt e ra ) = el
ba,) = /o)) (als+6)) = B(s,8)/(n(s +0),

If (n(e+ ONVIS(n()F + 17 (n(s + 61)

ya que se satisfacen las condiciones (2.4.6).
El sistema acoplado (2.5.11) tiene una solucién periddica en una vecindad de la érbita
#(-,00) para alguna 8, fija si y sélo si para alguna 6 cercana a 8, la ecuacién

d
d—‘: =Y(s,y,6,6) (2.5.12)
tiene una solucién periédica. La funcién ¥, como se vio antes (ecuacién (2.5.7)), estd dada
por
Y(’) ylold) = W(G,H)T[r(a,y,O,J)F(&O(a,U) + \p(‘vg)y)‘s) - \I"(‘lo)yll
donde
Fo(¢o(,0))7[Fo($o(s,0)) + ¥'(2,0)y]
Folo(s,0))T F(o(s,0) + (s, 0)y,6)

Como se dijo antes, (2.5.12) puede escribirse como

r(s,9,0,6) =

B P(o,0)y+ Q(e19,0) +6Gls,2,0,8), (2.5.13)
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donde P(s) = ¥{s)T[DFo(do{s))¥(a) ~ ¥'(s}]. Ahora,

_ [ Df(n(s 0 afs,0) ®(s 0
’”’°“’°“””‘"( G Df(fl(«”)))(b((ﬂ»a} y @(wv))

( Df{n(s))a(s,0)  Df(n(s))(s) 0 )
Df(n(s + 6))5(s,0) 0 Df(n{s+0))(s+6)

por lo que si se escribe A() = Df(y(-})@() — ¥'() ¥y Ta{s,0) = Df(n(s))a(s,0), To(s,0) = Df(n(s +
6))b(s,6), entonces

“(’lo)T b(s,ﬂ)T Df{n(s))a(s, 0) - a'(s,0 Als 0
Pls) = ( &(e)" 0 ) (Df({,((q(Jr))o)§b'(a)o) -—g'(a )o) <(>) A(°+0)>

] Tl +0)T
: a”(s,0){Ta(a, 0) do'(a, 0))+b7(a 6) [I‘b(a 0) —b'(s,0})] ala, O)TA(e) b(s, 0)TA(5+0)
= @{s)TIDJ(n(s))a(s,0) - o'(s,0)] &(2)7 A(e)
&(s -+ 0)T|Df{n{s +6))b(a, 6) — 8'(s,0}} 0 o(s +0)TA(5 +0)

Como
Df(9(2))a(s,0) ~ d'(s,0) = =a{D f(n{8)) F(n(e}) = Df(n{8))w'} + &' f(n{s))

= o'f(n(s))

es ortogonal a (s} por (2.4.6), lo anterior puede escribirse como

Pu(s,0) Pias,0
Pls) = (P,,Ea,ﬂg f’::éhon

donde
Py3(s,0) = —aa'|f(n(8))* ~ BE'| (n(s + O}

= (o' + g')/(a + 8)

_df, (GRSt P
= (‘“ mwmw|f(»(a+om=)'

Pﬂ(ho) = (“(‘»0)TA(‘)1 b(a,O)TA(J + 8)))
Pn =0

y
o(s)TA(s :
Pas(s,0) = ( ( )0 ) Q(a-i-())g:\(a +0)) ’

Debido a la forma de P{s), la matriz fundamental (s,0) del sistema variacional

n)' dy Py ¢ d y
¥ = -‘;‘- == P(s|ﬂ)y = g m 0 n
¥s 6 0 n Us

con 0(0,0) = I tiene la forma

0 1 5,9 nn 8,0
n(a,a)=( ! f, ) nnEJ,O;)’
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donde

fy3(0,0) = (o (ONE + 1/ (n(@)F [ 1S (n(e)? - |f(n(s + O}
' (7 O) - 1S ()P Y 1S (nls)I* + 1S (n(a +0))?

N43(s,0) = /0' 011 (2,0)07 (4, 8) Pra (g, 0)033(u, 0) du

Vs 0
{21(s,0) = ( (() ) V(a+0)V-l(a))

¥ V(s) es la matriz fundamental de

dv _ T
v Fri OS2} Afs)v
con V(0) = I. En cfecto, la solucién de este sistema es
ya(8) = 2 (0)ele MO, y(a) = pa(0)efe (O,

n(s) = n(0)ele e, / Je PO ey 6) + dle)us () de

0 (kT,0) = 1, y se supondrd que 055(kT,0) = 0, ya que siempre puede escogerse un sistema
de coordenadas en el que esto sea cierto y esta cleccién no afecta el hecho de que Pyy(s,0) = 0.
No se demostrard esto en el caso general, pero se verd mis adelante que esta hipétesis se
cumple en el problema particular considerado. Ademds, como P ¢s la suma directa de
las matrices P(s) asociadas con cada oscilador, el hecho de que la érbita y sea hiperbélica
implica que N33(kT,#) no tiene valores propios con médulo 1.

En el sistema acoplado la primera coordenada de y es de “fase” ya que mide la distancia
ortogonal a la érbita ¢¢(s,0) en el espacio tangente a 3. Las otras 2 coordenadas son
. coordenadas normales y resulta conveniente separar y en estos dos tipos de coordenadas,

v=(*).

donde p es la primera componente y r el vector que consiste en las dltimas dos componentes
de y. De la misma forma sean

ety = (2sord),
clo)= (Gloorsd).

La ecuacién (2.5.13) puede escribirse entonces como

% Pu(0,0)p+ Pales 0 + Qulo, 001 0) 4 6Ga 5,0, 006)
g‘:‘- = Pﬂ?(‘ro)r + Q’(,IP) L] 9) +‘SG!(5|W1 "16)

La solucién de este sistema homogéneo y T—periddico que satisface la condicién inicial

(2.5.15).

P(O,TO.U-J) =0
r(O,ro,ﬂ,G) =Trg
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se denotaré (s270.0.6)
_ [P o
U(‘;70,0,6) = (r("rolg“;).)
Para determinar si alguna de las soluciones del sistema desacoplado puede continuarse para
§ # 0, se buscan soluciones de Jas ecuaciones

(kT r0,0,6) =0

r(kT,r0,0,6) —ro =0 (2.5.16)

para alguna k positiva. En efecto, la homogeneidad y la T-periodicidad de (2.5.15) garan-
tizan que cualquier solucién de (2.5.16) genera una solucién kT'-periddica.

Como y = 0 es solucién de (2.5.13) cuando § = 0, (ro,6) = (0,0) satisface (2.5.16) para
toda ¢ € [0,7). Ahora, como f; es matriz fundamental de dr/ds = Pur con 05;(0,0) = I, por
la férmula de variacién de pardmetros y la ecuacién (2.5.15b) se tiene que

r(s) = Ozals, 8)ro + D (s, 0) /0 053 (6)(Qs + 5Ga) du,

por lo que, en ry, b,
8
-a—r;[r(kT, ru,0.6) - ro’ = ﬂg,(kT,o) - L

Como se dijo en la pédgina anterior, M3, no tiene valores propios con médulo 1, por lo que
esta matriz es invertible y el Teorema de la Funcién Implicita implica que hay una Ry(0,6)
suave definida para toda ¢ €{0,7) y § pequeiia, con la propiedad de que

r(kT, R(0,6),0,6) — Rc(6,6) =0
¥y Ri(9,6) — 0 cuando § — 0. Entonces se satisface la ecuacién
o(kT, Ry (6,6),0,6) = 0 (2.5.17)

en § = 0 para toda ¢ € {0,T). Esto implica que hay una funcién ¢»~! si f es O™ que se denotaréd
hi{0,6) tal que .
W(ka Rk(nl 6)! 0»6) = th(als)l

y para § # 0 esto es equivalente a la ecuacién
hi(8,6) =0, (2.5.18)

donde ,{0,6) se encuentra resolviendo (2.5.15 &) por la férmula de variacién de pardmetros,
derivando con respecto a § y evaluando en § = 0. A (2.5.18) se le conoce como ecuacién
de bifurcacién. Si h.{6,6) tiene un cero simple en 0, (i.e. 34,(0,0)/80)s, # 0 puede aplicarse
el Teorema de la Funcién Implicita para concluir que la ecuacién (2.5.12) tiene soluciones
periédicas cercanas a go{-, 6o} con periodo cercano a T para § chica.

Como o " »
o' = (nn Ut rzllinm )
0 05 !

se tiene que

#{0,r0,0,6) =y3(s,0)r0 + '/:lnn(’»”)nf\l(u, 8)(Q1 +6G)
— (D41 (5, 8)37 (1,0) 043, 8) -~ O3, 0))05;' {1, 8)(Q1 + 6G)} du.



R U N A s ey e

2.6 ECUACIONES DE ORBITAS CON RESPECTO Al SISTEMA ORTONORMAL §7
Para ¢ = kT, con las hipbtesis sobre 2: 0y (kT,0) = 1, (,3(kT,0) =0,
AT
6he(0,6) = /o 07 (w,0)(Q1 + 6G1 = D42 (8,003, (Qa + 6G1)) du

Como y(s, hx(0,6},0,8) = O(8), los términos en Q, y @3, que son por lo menos cuadriticos en
y, desaparecen en e} cdlculo de k,(0,0), ¥

kT
h(0,0) = / 7 (1,0)(G1 (,0,6,0) - Byalw, 6)05, (u,0)Ga(u, 0,8, 0)) du.
[}
Reemplazando 3(u,8) por su valor,
kT u
h{0,0) = /o (05 (4, 0)G (1,0,0,0) — ( /o 071(0,6) Paa(v,0) 32 (v, 0) d) (511, 0) G, 0,0, 0)] du.

La doble integral se puede eseribir como

/"(/ )du)du—/kr( - )du)du:AkT/:T(---)dudv—/okr(/ov(---)du)dv.

La primera integral es 07} (+T,0)0,3{kT, 0) 05, (4,0)G3(v,0,8,0) du = 0, y al cambiar « por v
en la segunda se encuentra que

he0,0) = / 5 (s, 0){Pra(u, 0) / R, 0)35 (4, 0)G5 (4,0, 0,0) dv+ Gy (w,0,0,0)] du
= N H(u) du.
[+]

Al calcular f H(u)du= f] H{w+ T)dw se observa que por la periodicidad de 0,1, Pua, G1 ¥
Gy, el término en G, no cambia y el término en G es

fu T 5w} Paa () /o " a0+ TIOE (0} G (o) duds
Como Nya{w+ T) = Nya(w)la(T) ¥
f 051 (10) Pra{) Oaa (1) duw = s (T,0) =
el término en G, puede escribirse como

T w
/ 05 (w) Pa(w) / a2 (w)05;} (v)Ga(v) dv dw
0 [}

wtT r
(/ g {w + T — v)Gafv) dv =/° 33{w — v} Gs{u} du,

w

por la periodicidad de &;). Esto implica que
he(6,0) = ky (0,0).
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Se concluye entonces que hi(0,0) y h(0,0) tienen los mismos ceros y dan las mismas
soluciones periédicas:

Proposicién 1
Supdngase que la drbita periddica 4(t) del sistema desacoplado es hiperbdlica y que la
ecuactén de bifurcacidn

T u
ki (6,0) = /o N5 (4, 0)[Pis(v,0) /0 Q23 (x, )05, (v,0)G3(v,0,6,0) dv -+ Gy (u,0,0,0)] du,

tiene un cero simple en 6,. Entonces dada una vecindad arbitraria N de la drbita éo(,00)
existe una & > 0 tal que para toda § € (- &g,%0), (2.5.1) tiene una solucién periddica ¢5 que
es una [unc:on suave de §, cuye drbita estd contenida en N y cuyo periodo es cercano a T.
Ademds si 6 es sufczentcmente pequenia hay una vecindad de la drbita de ¢o(-,60) en la cual
no hay soluciones periddicas de (2.5.1) cuyo periodo minimo esté cercano a kT para alguna
k>1.

Esbozo de un método alternativo

En el caso particular que se estd considerando, puede probarse que el toro invariante

" persiste para acoplamiento pequefio y puede usarse este hecho para encontrar qué soluciones

periédicas son las que persisten cuando hay acoplamiento. Sin embargo, las superficies
invariantes no siempre persisten, eso depende de la velocidad de convergencia a la superficie
invariante comparada con la velocidad de acercamiento a conjuntos atractores en la superficie
invariante [Fe}.

Sabiendo que el toro persiste, puede determinarse qué soluciones periédicas lo hacen
también usando una aproximacién asintética para la ecuacién que gobierna la evolucién de la
diferencia de fase de los osciladores en el limite dc acoplamiento débil (véase [A.D.O.&). Esta
ecuacidn puede llevarse a una forma en la que se le puede aplicar el método de promedios; los

" puntos criticos de la ecuacion promediada corresponden a lus soluciones periédicas buscadas.

Como se dijo antes, el toro persiste para acoplamiento débil, pero se sabe que desaparece
para acoplamiento grande. Hasta ahora no se sabe cémo desaparece.
2.6 BIFURCACIONES DE (1, ne)

En esta seccién se dardn los detalles de la construccién que se acaba de esbozar para el
caso particular considerado, en el que

_{ z+Py-z{z?+¢?)
fHzy) = (—ﬂx+y—y(z’+y’))’

por lo que

_[1-3822—y? B~ 2zy
DJ—( —-f—-2zy 1-8y*-23 )

B ~2cos? fit B +2cos ftsen St
Df(n) = (—ﬁ+2cosﬂtscnﬂt ~25en?ft ) !

.

= (Sosbs, ) =20
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Entonces

A(s) = D{(n(a))®(s) — 2'(s)
: =( ~2¢0s? fa ﬁ+2cosﬂsscnﬂa) ( cos fa )+ﬂ(scnﬂa>

—~f +2¢0s fascn fe —~28¢n? fs —sen fa €os fs

_ [ —2cos® Bs — 2cos fssen? s
| 2cos?fssen fa + 25en® s

=2 (o)
= ~2n(s) = ~20(s).

Como a(s,8), b(s,0) son miltiplos de f(n(s)) y de (f((s +0)) respectivamente y
ot = (Gotee)
_ 4 cosps
~ ds \ —senfs
_ [—PAsengs
T \—fcosfs

entonces a”A{a) = 0=bTA(s + 8) por lo que P,; =0. Por otro lado &(-)TA() = ~2|®{)? = -2, es
-2 0

decir Py = ) La matriz ¥(s,0) estd entonces dada por

0 -2
—\‘Esen Ba cos fs 0
1
_ 7 cos fa —~&CN e 0
¥(s,0) = —v"-szen Bla+0) 0  cosp(s+0)
—7‘,- cos (s +6) 0 —sen B(s + 0)

Por otro lado dv/ds = ®(s)TA(s)v = —2v por lo que V(s) = e~?*]. Se calculard ahora Y (s,y,0,6)
que estd dada por la ecuacién (2.5.7). A pesar de la longitud de las férmulas, se da un
desarrollo detallado de los célculos para que el lector pueda seguirlos mas facilmente.

Y(s,y,0,6) = \Il(a,ﬂ)r[r(a, ¥,9,8)F(do(a,0) + U(s,0)y,8) — ¥'(s,0)y|
donde

Fo(do(s,0))" | Fo(o(2,6)) + ¥'(s,0)y]
Fo(do(s,0))T F(ga(s,0) + ¥(s,0)y,6)

¥(s,0) (3§) -(3).

ys

f(‘lyf 0l6) =

Puede escribirse

en donde
% senfs  cospfs

_ 171 -
e (). e (B0 )

Y= K¢ (:f:l) y K= Kifa+0).



- Con esta notacién, n = n{s+8)y
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K=(~1ﬂ /1’)'
fin+ W)= {(n+K, (::))

— —_ ni_ iy _ " _ 2. _ 2
Kn r)+KK1<y2) K‘(y;) 2V2(U+Kl(y2)) [9:*n - |9,

porque ¥ n = ¢T¥, = y,. El término de acoplamiento §D(z; ~ 2,) es en este caso

§D(no —n+ Ky ("y‘s“) - K S“)).

3]
o = G (2 )78 (%) -

=V1T1/2° " =_1_:+2
V2 0 1)\p)TETH

Se tiene que

‘ Ademés Kn-n=f(n)=~f (Se?‘p’) y por lo tanto

cOs fls
~ F(do(s,0) + ¥(a,0)y,6) =
flo)+ 6= 1) () =2t 4 6 (4 ) - 0P - o
+6D(')0"7I+K|.g< ve )-K (y;))

Jlne) + (KKy0 — Ki,6) (—J:l) = 2ys{n0 + Ks0 —;!;“ Y= [¥a[Pne — (Waf? s+

- — n c (U
§D(ng —n+ Ky 0 ( v ) K (yz))
0 0

donde D =21 - 4e (0 L) = —ded.
Por otro lado, f(n)T f{n -+ ¥,) involucra términos de la forma

o (3) -t (3)- () ()

(:‘*) o (3)- () (2)

T =0, f(n)Tne = —1(no)Tn = psen 6,
T
Jn)T Ko = (KTt (n) = (—ﬁeﬁf 9) '

T
oot ()

1

por lo que
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T T
R R =204 () (2)+ () (1) - ot () (1)
- (;fvfﬂls ( 3/9) ( ) +V2By1(y2 — ys) + 268 5en B0y — o)+
4p5¢(cos B0 — 1) sen (22 + 6) + 4p6¢(cos e + 8) ~ cos fa)x
[\,.(cos B2 +cosB(s +0)) - yasen fs + ys sen B(a + 6)]
=207 + (12 + 1) (67 + 7y; (v3—w)l+
+ 486¢|(cos 9 — 1) sen B(2s + 0) + cos A{s + 6) ~ cos ﬂa)(\/_(cos Bs+

+cos B(s +0)) — yasen Bs + yy sen f(s -+ 0)] + vV2By1 (v2 — ys)+
+ 26 8sen A0(ys — ya).

Por otro lado

Alpo Ao + ¥l =268 (3) (1) 0 (8) () =284 a0

Se concluye que

r(8,3,0,6) = ———-—————2’9’”3”’ 1y

-

donde

=257 + (33 + ) (B + ny(vz — 1s)) + V2Bys (y2 — 3) + 4B6e|(cos A9 — 1) sen f(2s + 0)+
+ (cos B(s + 8) - cos ﬂa)(\/_(cosﬂa +¢€0s f(s +0)) - yasen fa + ys sen f(a + )]+
+ 26@sen 0(ys — ya).

BIV: 1

-1 0 0

{1

0 -1 1
Ademéswfw'=;,%(1 0 o),K,TKK,=(‘/2 ‘ﬂ/ﬁ),xrx,=(l/2 0) Kly=

(g), por lo que las primeras dos componentes de ¥7 F(gy(s) + ¥y, §) estdn dadas por
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()« (ol 207)- (5" () - () - (o)
e (5 9) (o) el () (Lo, ~Hen®) ()«
_ (1(/)2 g) (L’:)J — 4e8{{sen B  sen p(s + ) (v_’fs;ff;;) .

1 cospscos fls +0) —7‘;senﬂ(a+0)cosﬂa (—m) .
—7‘,-senﬂa cos (s + 0) sen gsen f(s + 6) vs

_ ( Lcos? g -;}isenﬂacosﬁa) vx)] + (ﬂ/ﬂ) .
7] 0

~3senpacosfs sen? fs
1 T T
() (2):02) (2)-2) (3w
(R () () (Gl) ()

—:};—c(cosﬁ(a-w)(scnﬂa—senﬂ(a+0))+( 7‘;cos’ﬂ(a+0) )T (_y‘>+

—sen f(s +6)cos f{s + 0) ys
L cospscosp(s+0)\" [y
- (Z;senﬂacosﬂ(a+0) ) (y;))

3
= (—5;(1/; —pa) - %(93 +y3+9) —wnln+w), —%y: ~ (B g2 - 2p(1 4 1)+

2
~v/Zsen f0 — y; — cos foy; — 1 sen Ay — 7‘; sen A0y,
1 —4ebx
cos B0 —1—y; — 73 sen B0y, + cos flys
;—}-’-(senﬁa —sen f(s + 6))(cos Ba + cos f{a + 0)) + (cos fs + cos B(z +B))[—(cos fa+
X cos f(s +0)) 4 + + sen fay; — Iz sen f(s + O)ys|
~§en fs(sen fe — sen B(s + 0)) + sen ﬂa[c—oﬁ—%ﬁly, + €058, 1 sen B(s + 0)y; — Sen Bays)

La tercera componente de ¥(s)TF(¢o + ¥(s)y) estd dada por

(A5 ()= ) () o=t (8 ()
it st (1) (3)- (85 ()

—J; ¢0s f(a +0) sen s + 0))T ("V‘ ) +

+4c6(-— sen f(s + 0)(sen A(s +0) — sen fs) + ( sen? (s +0) v

_ (-%cosﬂasenﬂ(a+0))r (yx))
sen fesen f(s + 0) 2
. 2
=—v1’\%=— Bt y2) (1 +ys) — 26(1— cOS B0+ ys + 1

2
—scn B(s + 0)(sen f(s + 0) —sen fs) + {i/L(sen B + 8)(cos B(s + 0) + cos fa) ) .
~ Zus(L+ ys) + 4eb ( ' —sen f(s+0)sen ﬂay:+ sen? f(s +8)ys

sen;io — y3€OS f0)+
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Se concluye cntonces que si Y = (¥}, Y5, ;5)T entonces

J-(ya v:)(f—1)—fv:(ya+m)-f—(yx+v: +y3) + 26r(~v25en B0 - y (1 + cos A0)+

- %senﬁo Y- L sen Al ys) — 4ebr(cos fs + cos f{a + 0))(ﬁ(scn Bs —senf(s +0))+

v2
— [cosfs+cos (s + 0))-— + % senpfsy; — ‘}iscn Bz + 0} ya),

3
- 1
Ys = —%y,(r— 1) - (3!2l +y3)r + 26(cos 80— 1 — ﬁsenﬂo Y1 — Y2+ €08 B0 ys)r — 2rya (1 +ya)+

— 4eSrsen fafsen B{a +0) —sen fs + o8 ﬂ\(f;+ ) nt co:szﬁam +sen f(s +0)yz — sen fays),

v}
0
Y= "Vl”%(f ~-1)- r(%‘- +43)(1 4 ys) = 26r(1 — cos B0 + yy sef}; — ¥2€05 B0 + y3) = 2rys(1+ ys)+
+4eSrsenf(s +0)(sen fs — sen (s + 0} + f(cosﬁ(u +0) + cos fs) — sen Bsya + sen f(a -+ 0) ys).

Esto implica que

5G1(8,y1 = 0,3 = O,ys = 0,4) = 26r0(—v25en §6) — ‘g" {cos fs + cos B(s -+ 0))(sen fs — sen B(s + §)),

donde
28°
20% + 4B8c¢{cos B0 — 1)sen B(2s -+ 0)

o=

Se tiene entonces
G1(2,0,0,0,0) = %(—4 sen g0 — de(cos f1 + cos B(s + 0)}(sen fs — sen f(s + 6))

= -rl(—4 sen §9 — 2esen 288 + 2esen 28(s + 0) + 4esen f0).

V2

Cuando § =0, n = 1, ¥ en ese caso se obtiene

G1(s,0,0,0,0) = -1—(—4 sen 0 — 2esen 2fs + 2esen 26(s + 0) + desen F6).

V2

Para encontrar los valores de 6 para los cuales se bifurcan soluciones de {n,n5) hay ahora que
sustituir lo encontrado en la ecuacidén de bifurcacién. Como Py, =0 se tiene

In/p _ _
hy{0,0) = /u G1(1,0,0,6) du = —ﬁ-@;——c)lsenﬁo.

Esto tiene dos ceros simples, 8, = 0y 8, = x/f y por lo tanto, por la Proposicién 1 se sabe
que hay soluciones con perfodo cercano a 2x/8 que se bifurcan de 6, =0y de 6, = x/f. Como

do = (.,,(z(i)o))' o) = (*c::’f‘;‘) '
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cuando 4, = 0 se tienen soluciones en fase y cuando 6 = /8,

cos f(s + %)
lo+0= (Sonpor)) = -0

"es decir, se tienen soluciones fuera de fase. A las primeras se les llamar4 wy y a las segundas

Por lo dicho arriba, la érbita de wy estd en el subespacio 0 dado por
0 = {(z1,23)}z1 = 23}
y la de w, en el subespacio
= {(21,2z3)|z1 = —2}.

Estos dos subespacios son subespacios invariantes ya que si z; = 2, 0 2y = —2; en t = 0 entonces
2, = 13 0 z; = —z; para todo tiempo, como puede comprobarse directamente de las ecuaciones
del sistema desacoplado, es decir, para § =0.

La proposicién 1 y el desarrollo que se ha llevado a cabo son un caso particular de un
argumento de Melnikov. Para mds detalles sobre este tema véase [G.H.).



CAPITULO 3

3. LA SOLUCION EN TASE

En este capitulo se demuestra que los multiplicadores de Floquet asociados a wy, la
solucién en fase, estdn dentro del circulo unitario cuando & > 0. Esto implica, por el teorema
2 demostrado en este capitulo, que wy es estable para esos valores de §. Se demuestra también
que wp s inestable si § < 0 y los otros dos pardmetros estdn en determinados rangos.

3.1 ESTABILIDAD Y BIFURCACIONES DE w,
En 0 las ecuaciones

d
7"7‘ = f(21) +6D(z2 - 1)
d
’5:‘ = {{z1) + 6D(2) - 23)
sc convierten en
:‘..z_l. = !(z )
dt !
dz; _
7 = 1tn)

que es independiente de 6, y por lo tanto w, existe para toda § € R. Para estudiar las
soluciones en O o en II es conveniente definir ,

_atn _n—n

wy 9 y Wi 2

En estos términos la ecuacidn de arriba se escribe como

“%”“l' = ';'[I(wl A wg) + f{wr — wa)] = Kwy — (Jwy] + sy = 2wy, wy)uw
T IU(W‘ +ws) = f(wy — wa)] - 26 Dwy = Kun — (jur[* + Jwal Jws = 2wy, wa)wy ~ 26 Dy,

@& T2
0 = {wy, w3 =0}, TI={w =0,uw3}, ¥y w estd dada por

w;(t):( cos ft ) wa(t) = 0.

—sen ft

{Esto estd en 0.) En estas mismas coordenadas la ecuacién variacional en 0 (es decir
wy — 1+ wy, wy —0) es la misma que se obtuvo para (n,0):

& L (k- 16 - 2(n, €.

dt
45
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Como se vio en la seccidn 2.3, los multiplicadores de Floquet correspondientes a esta ecuacién
son 1y ¢*/8 por lo que no hay bifurcaciones de soluciones periddicas sobre wy en 0. Sin
embargo, tomando variaciones también en II las ecuaciones obtenidas son

p .
_;i:}' = (K = Iwy = 2(n,wi)n + -+

di

—d‘gzl = (K = Iwa - 2(n, wa)n — 26 Dwy 4 -+

ya que n' +wi = Kn+ Kwy = (o’ + jwi|* + 2(n, w1} + [wa[*) (0 + wi) = 20 + wy, wa)uwn ¥ wh = Kuw,y -
2y + wiywa)(n + wi) = (1+ |l f? + 2(n, wy) + jwa*wa ~ 26Dwn.
La ecuacién para w; puede escribirse como

d
-E"t”- = (K = I - 26 D)w; — 2(n, wa)y. (.L.1)

Para resolver esta ecuacién se utilizard nuevamente el hecho de que 5, »' forman una base
de C%. Escribase w» = an + by, entonces por la ecuacién (3.1.1) sc tiene

a'n+b'n" +an’ +bn" = a(K - I)n + b(K ~ I)n' - 2an — 26(aDn + bDy'). (3.1.2)

Como se vio antes, (K —I)n =19, (K =)' =9", D=2 —4cA, A= (8 2), por lo que

0 . 0
An= (—senﬂt) An = (—ﬁcosﬂt)

Para expresar lo anterior en términos de n, 5’ escribase
An=antay, Av =an+un
Entonces L1
a=(An,n)=sen?ft, 1= (A""")W = Esenﬂtcos Bt,
ay = Bsenftcos ft, - = cos? ft.
Sustituyendo en la ecuacién (3.1.2) sc obtiene

sen ft cos Bt
Btcosp ")

a'n + by’ = —2an — 46an — 46by’ + 8Sea(sen? Bt g + 7

+ Beb(fsen fecos ft n + cos? ftn’)

de donde ‘
. ' = —2a — 46a -+ Bée(asen® At + b sen fLcos ft)

= ~(2+46(1 —¢))a+ 46¢(— cos 2fta + B sen2ftb)
b = —~46b+ 865(%sen Bt cos Bt + beos? t)

= —46{1 - )b+ 466(59252—@56 + cos 2/t b).

Para resolver estas ecuaciones definanse

a= c("”“(l"))‘a’ E = _ﬂc“(l—()tb‘
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Las ecuaciones para &, b pucden escribirse como

a\'_ cos2ft  eMsenft\ (@
(5) = —Hde (c"‘scn 20t —cos2ﬂt) (b) : {8.1.8)

El caso € = 0 se estudiard en el capitulo 6. Para ¢ # 0 se hardn estimaciones que permitan
determinar la estabildad de w, y si hay bifurcaciones sobre esa rama.
Si &(t) es matriz fundamental de ¢'(¢t} = 4,(t)®{t) entonces

et &(t) = det &0 cJo rerr A b

(véase [C.L.] p. 28.)
Por otro lado si W(t) es solucién de W!{t) = 4, ()W (t) entonces

WIW' = WT AW = %(WTA,W +WTATW),

por lo que |W]?' = WT (4, + AT)W = 2(WT5W), donde S = (4 + AT)/2. Si se denota por X; a los
valores propios de 8, g = min{);}, v = max{X;} entonces por lo dicho arriba,

w(OW P < WP < (W,
y por lo tanto , ,
2l o)p < wp < 2,
Ji sy (o)) < ) < ofe O ),

En el caso de dos dimensiones, sea W, vector propio de #(7) con valor propio MT) € R, es
decir, $(T)Wo = M\W,. Ademds W(t) = & (¢}, es solucibn de W' = AW con W(0) = &{0)W,(0) = W,
(st ®(0) = 1), por lo que ‘
T T
¢Io ple) de < l/\(T” < cfﬂ u(n)dn'

En el caso de dos dimensiones, sil € € es valor propio, & también lo es, y entonces |
M= det O(T) = ofo s o fvremes

(traza S = i+ v) y entonces 2u(s) < trazady < 2v(s), y la desigualdad anterior sigue siendo
vélida.

La ecuacién que se quiere resalver es (3.1.1), en la que

Ajug = (K ~ I —2D)w; - 2(n,w3)n
_ (-4 B o
(5 ) (3) -reossu-senmn (S505),

entonces
A = ( —~45 — 2c08% Bt B+ 2sen ftcos ft )
1= [

~p+28enftcosft  —~46(1 ~ 2¢) ~ 2sen? ft
y traza A, = —86(1 ~ ¢) — 2, por lo que )y = ¢~301+460-a)T,

§= —45 ~ 2cos? At 2sen St cos ft
T\ 2senpftcosft  —45(1—2¢) - 2sen® Pt ) °
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Los valores propios de S estin dados por

A4 X(B6(1 ~ €) ++ 2) + 46(48 4 2) — 325% — 165 ccos? Bt,

es decir, .
My = ~(46(1 — €] + 1) & (1 4 166°” — 8¢ + 166¢ cos® pe)'/?,
Como :
(1~ 46e)* < 1+ 16677 — B8e + 166ccos? At < 1+ 46¢)? &i be> 0,
{1+ 46¢)® < 1+ 166%€? — 85¢ + 166¢c05 Bt < {1 — 46¢e)® »i e < 0,
entonces

c(-—(“(1-«)—{'1)-—((!--(]64)])1‘ < A(T) < c(-((&(l—c)«\l)+(l+4l6:l})7'.

Se concluye que
16e 2 1= ¢ 10T < [A] & ol~40488gT

0 S48 S 1= eTUIHECAT 3 ¢ ((ma0300T,
~1<4be S0 = THNT < 3] < 7T,
46¢ L£—~1= C("l&-f!h)l“ < 'ALS c—-lGT,

o puesto de otra forma,

§>0 46e2 1 = e~ < 3] < o~ 450-2dT
= 0<46e St = e~ HU-3GT =T )} ¢ o= U(1-3T
~1<46e <0 = ~WT-IT ’,\! < gm T
§<0 Sdoes A
- 48e < ~1 = ¢~ 4(1~29T I\ < e~ 4T,

De lo anterior se concluye que si § >0 y 0 < ¢ < 1/2 entonces los dos valores propios estin
dentzo del cfrculo unitario, i.e. todos los multiplicadores de Floquet no triviales estdn dentro
del circulo unitario y por lo tanto, como se demostrard en la seccién 3.2, w, es estable y no
tiene bifurcaciones de soluciones periddicas.

Si 6§ <0y e <1/2 entonces si ~1 > 46¢, los dos multiplicadores estdn fuera del circulo
unitario; si 46 < —1/(1 — ¢}, i3 > 1 ¥ por lo tanto al menos un valor propio estd fuera del
circulo unitario; si 46¢ > ~1 y 46 < -2 hay dos multiplicadores fuera del circulo unitario; en
todos estos casos la solucién es inestable. Parece que no puede demostrarse que de hecho
wq es inestable para toda f, ¢ siempre que § < 0 pero hay fuerte evidencia numérica de que
es0 cfectivamente sucede.

En la siguiente seccién se demostrard que en general una solucién periédica es estable en
cierto sentido si todos sus multiplicadores de Floquet excepto uno {que estd sobré el cfrculo
unitario y es el que hace que haya solucidn periédica) estdn dentro del circulo unitario e
inestable si al menos un multiplicador estd fuera del circulo unitario.

3.2 ESTABILIDAD ORBITAL DE SOLUCIONES PERIODICAS
En esta seccién se discutird la estabilidad orbital de la solucién periédica = = ¢(s) del
sistema general n-dimensional

dz

= F(z,8), F(z,0)=F; (3.2.1)

usando el sistema ortonormal introducido antes (véase {Ur} cap.6.)
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Definicidn Si M ¢s un conjunto en R”, U, (M) = {z € R" tal que dist(z, M) < 5}, se dice que
un conjunto invariante de la ecuacién

i={(z) (3.2.1)

es estable si para toda ¢ > 0 existe § > 0 tal que para cualquier z° en U,(m), la solucién
z(t,2°) cstd en Us(M) vt 2 0. Se dice que el conjunto es asintdticamente estable si es estable y
ademis cxiste b > 0 tal que para toda z° € Uy(M) la solucién z(t,z°) tiende a M cuando t — co.
Si ugt) es una solucién periddica no constante de (3.2.1) se dice que uft) es orbitalmente
estable (asintdticamente orbitalmente estable) si la correspondiente curva cerrada invariante
I generada por u es estable (asintéticamente estable). Se dice que una solucién periddica es
asintdticamente orbitalmente cstable con fase asintdtica si es asintéticamente orbitalmente
estable y existe b > 0 tal que para toda z, con dist(z,,T') < b, existe r = r(z,) tal que |z(t, z,) -
u{t,r)| — 0 cuando t — co.

Se supondrd que P(z) es continuamente diferenciable en un dominio D que contienc a la
6rbita cerrada C representada por la solucién periédica z = 4(s). Sea ’

(P9} = {Flgle)l = W%g—%;—}ﬁ.&(a)..--.fn(s)} (3.2.2)

un sistema ortonormal continuamente diferenciable a lo largo de €. Entonces, como se vio
en la seccién 2.5, cualquier punto z = z(s) de cualquicr drbita de (3.2.1) cercana a C se
escribe como

z(s) = ¢(s) + ¥(s)y (s.2.3)
yparatyy, {v=123,...,n) se tienen las ecuaciones
L _ Foldole)) | Fo(dols)) + ¥'(s)y]
& = "8) = B ) Floale] + ¥(eT0. 0 (s:24)
: % = Y(s,,6) = ¥(s)[r(s, 4, 6)F(ols) + ¥(a)s, 6) = ¥'(e)y]. (8.2.5)

La ccuacién (8.2.5) puede escribirse como
d
== Plaly+o(lul) (v~ 0) (3:29)

donde el vector n - 1-dimensional y representa el incremento normal de la érbita. Para s = 4

fija supéngase que
z(to) = $(s0) + ¥(s0)y (3.27)

¥y sea

o(8) = [z(to) ~ #(e)|T[z(to} ~ $(a)], (328)

es decir; o(s) es el cuadrado de la distancia entre el punto z{to)} y el punto ¢(s) en C. Como

20 _ prgqe),

ds
de (3.2.8) se tiene
o(s0) = llvoll? (3.2.9a)
% (00) = ~2F8{s0)[={s) ~ $len)] =0 (3.2.)
22 () = ~2Figlso) Eul¢(s0)le(t) = 6(eo)] + 2 P el (3.295)
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De (3.2.9¢) se observa que d®c/ds*(s0) > 0 5i |jyo] es suficientemente pequefia. De (3.2.9b) se
tiene que o(s) > o(so) si s #0, es decir

ly(s)l = dist|z(to), C]. (s.2.10)
Como s, es un valor arbitrario de ¢, lo anterior implica que
lu(s)] = dist[z(t(s)), C].

Como y = y(s) satisface el sistema (3.2.6) y por definicién una érbita C es orbitalmente
estable con respecto a una familia 7 de soluciones si V € > 0 36 y T > ¢, tales que para toda
solucién z = ¢{t) e 7,

dist[¢(t), Co) < ¢

(donde 0, es la curva cerrada correspondiente a z = ¢o(t)) para t > T si [p(to) - dolto)] <6, se
concluye que la estabilidad orbital de ¢ de decide por la estabilidad de la solucidn trivial

y =0 de {3.2.6). Se demostrar primero:

Teorema 1

81 se tiene el sistema g
-‘f = Alt) + X(t, z) (8.2.11)

donde A(t) es una matriz continua y periddica y X(t,z) satisface
1) X{t,z) es continua y satisface una condicsion de Lipschitz con respecto a z en la regidn
Dzl <, tg St<oo {(H>0);
i) X(t,0) =0
¥11) X(t,z) = o{|z]) uniformemente en [to,00) cuando z — 0, entonces la solucidn trivial de
(3.£.11) es asintoticamente estable si los exponentes caracteristicos del sistema lineal

homagéneo

dy
= = Al

tienen todos parte real negativa.
De aquf se concluird el teorema 2:

»

Teorema 2

Supdngase que el sistema (9.2.1) tiene una solucidn periddica no constante = = $(t) ¥
gue F(z) es continuamente diferenciable en el dominio D que contiene a la drbita cerrada
O representada por la solucién periddica = = ¢(t). Entonces la solucidn periddica z = $(t) es
asintdticamente orbitalmente estable si n—~1 ezponentes caracteristicos de la primera ecuacion
variacional de (8.2.1} con respecto a z= $(t) tienen partes reales negativas. :

Prueba (del teorema 1)
Se demostrara primero que si se tiene un sisterna de la forma

d:

2':' = Az + X{t,z) (3.2.12)
donde 4 es una matriz constante y X{t,z) satisface (3.2.9) entonces la solucién trivial z =0
de 53.2.12) es asintdticamente estable si los valores propios de la matriz 4 tienen todas parte
real negativa. Después se usard una transformacién para. reducir el caso no constante al
caso constante.
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. Sea z = ¢{t} una solucién arbitraria de (3.2.12) tal que |g(to)| < 7. Tal solucién existe
para t (> t) suficientemente cercana a to y puede continuarse siempre que [¢(t)] < I Para
dicha solucién se tiene

d—i‘(—‘l = A$(t) + X[t, $(t)]s
por lo que L
) = 6Mg(t0)+ [+ =14 x1e, 40) (5.213)

en el intervalo en el que z = ¢(t) existe y |g(t)] < H.
Ahora, puede demostrarse a partir de la forma canénica de Jordan que los elementos de
la matriz !4 son de la forma
Sehin), (3.2.14)
{

donde X; son los valores propios de A y F(t) son polinomios en t. Como los A; tienen parte
real negativa por hipétesis, existe una constante positiva o tal que Re{);) < —¢ y por lo tanto

P zc"\‘l’;(t) -0 si t— o0
¢

" Dicho de otra forma, para cualquier mimero positivo ¢, hay un niimero r > 0 tal que

Ic"'ze"“}’;(t)[ <t{Vizr.
‘

Esto implica que ' ¥, ¢** B;{t) es acotado en [0,00). Se concluye entonces que existe una
constante positiva K tal que ,

|4 < Ke™ot Ve>o0. (3.2.15)
_ Sea 5 un mimero positivo arbitrario menor que o. Entonces, por la suposicién (3.2.9¢) hay
un nimero positivo § < H tal que

1X(t, z)| < %[:[ (8.2.16)

en [tg, 00) siempre que |z| < 6.
Sea z = 4(t) una solucién arbitraria de (3.2.12) tal que
I8(to)| < 6/K < 6.

Se mostrard que tal solucidn z = ¢(t) existe para t > ¢ suficientemente cercana a ¢, y puede
continuarse siempre que |¢(t)| < H. Supdngase que la solucién = = ¢(t) existe en el intervalo
{to,t1] ¥ que

Ié(t)l <é en ‘tﬂttl):

[8(t1)| = 6.
Entonces de (3.2.13), por (3.2.15) y (3.2.16) se tiene que

I#(e)] < Kem ot [g(to)| + r)/:' e=ot=)4(s) | ds (3.2.17)

parat e tg,t]. Sean
e C=g(e)] = u(t),

¢ 3.2.18
/‘ et |g(s) o = o(t), (8249



58 8. LA SOLUCION EN FASE

. entonces (3.2.17) puede escribirse como

u(t) < Kig(to)] + noft), (s.2.19)

- (Desigualdad de Gronwall). Como dv(t)/dt = u(t) lo anterior puede reescribirse como

f‘ldg_‘l — no(t) < K|g{to)l.

Esto puede intergarse multiplicando por ¢~ ambos lados. Lo que se obtiene es
M) < KBt e ~ ™)
es decir
oft) S Tig(taen=*) 1,
Sustituyendo en (3.2.19) se tiene
ult) < K[g(to)lenl*),

y por (3.2.18), A
$(6)] < Klp(to)[emlommi=to), (3.2.20)

Esto es vélido pars toda t € [to,11], es decir para t =¢; se tiene

[$(t)} < e~tomlta=te) £ 5 (3.2.21)
ya que g < o por hipétesis. Esto contradice el hecho de que |8(u)] = 6 ¥ por lo tanto se
concluye que z = §(t) existe en el intervalo jto,00) ¥ en todo el intervalo |¢(t)] < 6. Se tiene
entonces que (3.2.20) es vilida para toda t € {t,, o). Entonces, como 5 < ¢, para toda ¢ > 0,

[$(t)] < € en {tg,00),

sl J4(to)] < K~ min(6,¢). Por definicién esto significa que la solucién trivial z = 0 es estable.
De (3.2.20) se tiene también que '
Jim (8] =0,

es decir, la solucién trivial es asintéticamente estable.
Si ahora se tiene el mismo sistema
2 = A+ X(t2) (3.2.22)

donde A[t) es continua y periédica de periodo w, la idea es reducirse al caso anterior.
Sea ¢(t) una matriz fundamental de dz/dt = A{t)z. Procediendo como se mostrd en la
seccién de repaso de teoria de Floquet puede construirse una matriz constante B’ tal que

Bt +20) = 9()™2',
y que la matriz §(t)e~*8' = P(t) es periddica en ¢ de perfodo 2w. Usando la transformacién

z=Pt)z (s.2.23)
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en (3.2.22) se obtiene
— =B+ 2't
) z (t,2), {3.2.24)

donde Z(t,z) = P71 X]t, Pi(t)2].

Como Pt} es periédica, || ¥ |P(t)} son acotadas en (—oo,c0) ¥ por lo tanto 2'(t,z)
también satisface las condiciones (3.2.9) del teorema. Por otro lado, los valores propios de
B’ son iguales a los exponentes caracteristicos del sistema dy/dt = A{t)y en sus partes reales.
(Si A son los multiplicadores, g los exponentes caracteristicos del sistema y 4 los valores
propios de la matriz B' se tiene A} = expf2wpf]. Por otro lado A; = ¢“# y por lo tanto

A} = expl2wul} = expltwpi],

por lo que

Re(u}) = Re(s).
Se tiene entonces que por hipétesis los valores propios de ' tiencn parte real negativa. Por
lo que se vio arriba la solucién trivial z = 0 de $3.2.24) es asint6ticamente estable porque
P ()] ¥ |P7Me)] son ambos acotados en el intervalo (~oo, 00).

Teorema 8§

Se verd ahora que st se cumplen las condiciones del teorema 2, la solucsén periddica
z = ¢{t} es no sdlo asintéiicamente orbitalmente estable sino que ademds cuando t — co,
todas las solucioncs cercanas z = z(r) de dz/dt = F(z) tienden a la solucion periddica z = ¢(t)
excepto por diferencias de fase, es decir z = ¢(t) tiene fase asintética.

Prucba

Por el teorema 1, para cualquier érbita cercana ¢’ hay dos constantes positivas K y o

tales que
y{t) € Kem=t . {8.2.25)

pera t 2 0. Se tenfa que

9 ey, 5) = Feltol) [Foldole)) + ¥'(e)y
ds TN Folgo(e))TF(gofe) + ¥ (e)yi6)’

por lo que

1) = %] = [t(s") = o°] = / o) - 1) do

- / Folgo(s)) ¥ (s)y ~ DFolgo())¥(s)y ~ Foldo(s)) u(a3) ,
a Folgo{s))T Fdo(a) + ¥(s)y,6)

(3.2.26)

3

donde
(s, y) = Fgols) + ¥(a}y, §) — Fo(do(s)) — DFo{do(s))¥(a)y

1
= -/o DFo{do(e) + 0%(s)y) — DFo{do(e)) db - ¥(a)y.
Sustituyendo (3.2.25) en {3.2.26) se tiene

Hefs**} — o)~ [t[s* ~ 8*]} & Kx/ e *Mds < —!—i—l-c““",

£l
g
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donde K, es una constante positiva. Como ¢=**" — 0 cuando &* — oo, la igualdad de arriba
implica que existe 4, tal que
Jim [t(s) - o] = 0. (s.2.27)

‘Pnra ¢,
t(e)
2[t(o)] - zla + 10) = / . rlalole, (3.2.28)

y Fiz(t)] estéd acotada pﬁra t grande ya que C' estd en una vecindad de C para t grande. Se
tiene entonces de (3.2.28) que

[z[t(2)] — z(s + 80)| < Klt(s) + (s + 2]
para s grande, donde K; es otra constante positiva. Por (3.2.27) esto implica que
lim [2lt(o)] - ¢(a)] =

es decir
'1330 [z(s + 80) — ${s)| =0,

por lo que se concluye que
‘ Jim [z(2) — ¢{t ~ a0)| = 0.

Se ha demostrado que

Proposicidn 2

Si6>0ye<1/2, wy €3 asintlicamente orbitalmente estable con fase asintdtica y no
tiene bifurcacioncs de soluciones periddicas.

$16<0ye<1/2 entonces 3i —12 46e 0 45 < —1f{1~¢) 0 46e > —1 y 45 < ~2 entonces wy €3
tnestable.



CAPITULO 4

4. LA SOLUCION FUERA DE FASE

En este capitulo se estudia la solucién w, utilizando una transformacién (valida sélo
en cierta regién del espacio (4,6, ¢) que convierte a las soluciones periddicas en circulos. Se
encuentra el perfodo de la drbita y se ve dénde se vuelve érbita heteroclinica. Se encuentra
la forma explicita de w, (en ciertas coodenadas) y se ve una regién en la que esta solucién es
inestable. Ademds de unos bosquejos de las soluciones analiticas, se muestran los diagramas
de bifurcacién obtenidos con AUTO.

4.1 REGION DE EXISTENCIA
En las coordenadas wy,w, se vio al principio del capitulo 3 que las ecuaciones eran

d
—;t—l = %[/(uu + w3} + f (w1 — w)| (.11)
21 s +93) = flws = wa)] - 26 Dun

Como f es impar, una solucién (no es la tnica) es w; =0y w; tal que satisface

du; _ J(w1) — 26 Dw,.

.
Escribiendo w; como w para simplificar la notacién, la ecuacién anterior tiene la forma
% = Kw - |w|’w - 26Dw = (K — |wl’I - 26 D)uw. (4.1.2)

Es razonable esperar que las soluciones periddicas de esta ecuacién sean especies de
elipses y por lo tanto se va a buscar un cambio de coordenadas de tal forma que las soluciones
periddicas en esas coordenadas sean circulos, Un cambio de coordenadas es una matriz
invertible que puede siempre expresarse en la forma MRy donde

[k O _ [ cos¢ send
M—(Ol k,)’ Ré"(-—sengﬁ cos¢)‘

P{t) coss(t)) ;X(t) = (;) = MRyw entonces

Si se pone (P(t) sen¢(t)

T X' = MRyvw'
= MRy(K - |w|T - 26D)w
= MRy(K - |w|*I ~ 26D)R_4M™'X
= MR4AR_4M7'X,

55
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donde A = K ~ |wf*I - 26D. Ahorg,
P = wTw=XT(M )RR M~'X = XT(MY)X

_ 13K 0 Pcosg¢
(Pcoss,PSGHC)( 1/k§) (Psen;)

_p
k’ —-cos? ¢ +

4=(5 0)-0 2)-( wln)

=(1—p=-46 I )
-8 14 p —45(1 - 2¢)

p
kgsen f—ﬂ,

por lo que

Si se escribe

entonces

MR4AR_ M~ =
_( acos? § + dsen? ¢ + (b -+ c)sen ¢ cos ¢ —l[(d a)sen ¢ cos ¢ + beos? ¢ - csen? ¢
ﬁ[(d —o)sendcos ¢ ~ bsen? ¢ + ccos? ¢} usen‘ ¢+dcos?$— (b+c)sendcosé )
Como P? = z? 4+ y* y tan¢ = y/z se tiene que PP = zz' +yy' ¥ ¢' = (y'z — z'y)/ P?, es decir,
P' = Pla(cos” gcos” ¢ +sen” g sen’ ¢) + d(sen? ¢ cos? ¢ + cos® ¢ sen?¢) + (b + ) sen ¢ cos (cos? ¢+
K+ ka
1

—sen® ¢) +cos¢seng(d — a) "3

sen¢cos¢+bcosgsen;(—cos é— k scn )+
+ccos;seng(£3 cos®¢ - ?sen 3)|
1 7]

k k
¢ =[{d—a)[sen g cos ¢(—1 cos?¢ — -L sen?¢) — sen ¢ cos¢ cos 24] ~ b(-l,z-’- sen® g cos’¢ + L cos? ¢-
1

ka k3
-sen?¢) + c( cos’ $cos?¢ + : sen’ ¢sen’¢) — 2(b + ¢)sen g cos $ sen ¢ cosg|.

Sustituyendo los valores de g, b, c, d sc obtiene

P=P1-46-p+ ﬂ cos ¢sen¢ + 88¢[(sen? ¢ cos? ¢ + cos? gsen’¢)
2 2
+ k;ik’ sen ¢ cos ¢ sen¢ cosg¢|| (4.12)
1A32

¢' = —8be(sen ¢ cos ¢(% cos’¢ ~ % sen? ¢) — sen ¢ cos ¢ cos 2¢)
k
- ﬂ(% cos"g + 7:5 sen®¢) (4.1.3)
Como p? = P’(Q%%'—i + %rgl'_;) = PT’(El}‘ + 4 +cos2¢(g - ), entonces la ecuacién para P! puede
reescribirse como
- P11 1 1.p?
P'=Pj1-46- —2—(p- + p') + 48e — (466 0S8 24 + (;? - E)—z—)cos2g+

sen 2;

M T (B(kD — k3) + 48¢(k? + k3) sen 2¢)].
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' Se quiere expresar a P* como producto de una funcién sélo de ¢ por una funcxon sélo de P,

= g{¢)/(P) y para cso es necesario eliminar los términos en sen 2¢ y factorizar los termmos
en cos 2 para que queden en la forma deseada, es decir

P

1 1 1 P?
1-46(1—¢) - T(E + ;3-) ~ (46ecos2é + (k—? - E)T] €052 = (1+vc0s2%){m +nP?)  (4.14)

BLKI ~ k3) + 46€(k} 4 k3) sen2g = 0. (4.15)

De la primera ecuacién, comparando términos independientes y coeficientes de P? se obtiene

m=1-45(1-¢), n= -—51,1'31 Igualando coeficientes de cos?2¢ y coeficientes de P?cos2 se

tiene
m = —48¢c0S 29

de donde
_ —4becos2 K-

T1-d8(1-¢ KR

Nétese que para que esto sea vélido es necesario que 45(1 ¢} # 1. De las ecuaciones (4.1.4)
y (4.1.5) se concluye también que

_ Bl -K)

R CEr
__(1-4s(1-€)) (K - )

Co82¢ = e P
——t

tan2¢ = T—46(l—e)

Como [sen 24| <1y |cos2¢| <1 entonces
[B(k3 ~ k)1 < 4l6el(k7 + K3)

L B P L
K1+ T L-48{t-¢))

Sustituyendo los valores de sen2¢ y cos2¢ en (4.1.3) se encuentra

B{k} — k}) kjcos?s ~ kisen®s
48¢(k? + £3) kiks '

¢'= k:-kg-(k;‘ cos? ¢ + ki sen’® ¢) + 48¢[
182

(1 48(1 ~¢€))
A5e(kd + k3)

3 4 )3 7 __ 13 __(f_z’_j_ﬂl__ 1_ 13 34 i3 2
L 0a- K cos2g) + fpl (6 — K+ (8 + ) cos26)+

- sen2 (k3 - )]

2k ks
- (14501~ e))( k)semg

_ —¥kik

k’+k1 —(l 45(1 5))( sen2§

k’+k’
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‘Como sen? 2¢ + cos? 2¢ = 1 entonces

(B = K (8 + (1~ 45(1 - O)?)
CET LR

=1
Ademés no se cambia nada con un rescalamiento uniforme, k; — aky, k; — ak;. Para poder
comparar resultados con [0.W.] se tomard k? + k3 = 2. En este caso

8¢ _
VB +(1-48{1-¢)

#-8.-

y por lo tanto

k|=\/1+k, ka =V1-k

De aqui se observa que es necesario que |k < 1.
En estos términos, las ecuaciones para P y ¢ tienen la forma

2
P = P(1- keos 5)(1- 46{1 - ) - 12z)
¢' = —BV1 -k + k(1 - 45(1 - )} sen 2.

Ahora, |k| < 1 implica
J(6) = (46)*(1 - 2¢) - 2(1~ €)46 + f? + 1> 0,

es decir que la transformacién sélo es vilida en la regién del espacio (8,6,¢) que cumple con

la desigualdad de arriba. Fuera de esa regién podria también haber soluciones periédicas

pero no pueden estudiarse por medio de esta transformacién. La funcién f{6) es la misma

que se encontré en la seccién 2.2, y como se vié ahi, sus raices son § = (f>+1)/4sie=1/2y
_d-ex (P - Bli-2e)?

6= =29 = bua

si e#1/2. La regién del espacio (8,6,¢) en la que es vilida la transformacién es entonces:
€< 112:
Si 2 > €3 /(1 - 2) es vilida en todo el espacio;
; Si B2 < /{1~ 2): es vilidasi 6 <6 0sié>é.
e =1/2: es vélida si 6 < (8% +1)/4.
€ >1/2: es vélida si § < § < 4. .
Para poder tener una solucién periédica es necesario que

P=((1-K)(1-45(1 - )"/ = Py = [£(6)(1 - 46(1 = €)) > + (1 - 48(1 - ))]'/?

(=>1-45(1-¢) >0 ya que si 1-4§(1—¢) < 0 entonces P’ < 0 y todas las érbitas van hacia
P=0.) Si (1-46(1-¢)) - ;5 > 0 en ¢, entonces P es creciente y si (1 - 45(1~¢)) ~ Zr <0 en
t, entonces P es decreciente, por lo que P, es globalmente atractor.

Ademés para tener un ciclo limite (todo el circulo) es necesario que ¢' no cambie de
signo ya que entonces tendrfa que ser 0 en algin punto y por unicidad seria 0 siempre. Esto
implica que

~BV1-K 4+ k{1 - 46(1 - &)} <0

= [6e|(1 — 46(1 — €)) < B(B® + (1 — 46(1 — €))® — (46¢))/2
= B7(67 - (48€)%) + (87 - (46¢)*)(1 - 46(1 - ¢))* > 0

= B > (46¢)? = |46] < f/e.
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Ademids, como 1-46(1—¢) > 0 se tiene que 46 < 1/(1-¢).
Como el circulo es una curva cerrada, se tiene una érbita periédica con perfodo T, =
2 . 2
o 1/{dg/dt) dg, es decir

B an d¢
T.(5,ﬂ)—/° BVI— K3 +(1—46(1— ¢)ksen 2

Ahora, en general

aten 546

j dz #muctan ﬁ sia>b
atbsenz = 1 atan E+b-y/bI—-a? .
mts“::%:%gg 516>,

donde si se tiene arctan{B+ Ctan f(z)] se usa la rama de arctan sobre la cual estd f(z) para
una z particular.

Sea 2¢ = z, entonces

dz
a+bsenz

n6p=3 [

. cona=pgy/T- k3, b=[1—46(1 — ¢J}k. Se encuentra entonces que

1 atan2r+b atan0+b
T(6,8) = T {(arctan T arctan ﬁ)
_
7S )

Pero
o -8 = fi{1 - B) = [t~ 45(1 - I

= - (8" +[1- 451~ )]
= ﬁ’ - (466),-

Se concluye que
2%

T.(6,8) = N/

De aquf se observa que cuando § >0 y f < ¢/(1—¢) 0 cuando § <0, el perfodo T, — co cuando
§ — +£f/4e y un par de puntos fijos aparecen en w,, es decir aparece una 6rbita heteroclinica.
Tomando ¢ =0, k; = k; = L en (4.1.2) y (4.1.3) se encuentra que

& = —f + 4ef sen 20

a
5 (4.1.8)
it

= p(1 — 46 — p* + 88esen?0).

Estas férmulas se utilizardn més-adelante. :
Si |46 > B/e (y 1 — 46(1 — ¢) > 0) entonces las érbitas sobre P, tienden a los puntos en los

~ que ¢' =0, que estdn dados por

senls = fv/1— kI/k(1 - 46{1 — €)) = sen 2¢,

es decir, ¢ = ¢, G+, 7/2— ¢, 35/2 — . Como sen2 = —1 para 4§ = -—.ﬁ/e y sen2¢ = 1 para
46 = f/e, dos de los puntos criticos son estables y dos son inestables (Figura 4.1.1)
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Wi,
=g
z .
Figura 4.1.1

Nétese que P se anula sélo para § = 6; o0 para § = (1 - €)/4, si estos valores estén en el
rango de validez de la transformacién. Por otra parte, para e < 1/2, P~ (~46(1~2¢)/(1 ~¢))!/3
cuando § — —co ¥ por lo tanto P — co. Para ¢ = 1/2, P ~ v2 cuando § — —co. Calculando
1(1/4(1 - ¢)) = * — €/(1 — €)?, se observa que si e > 1/2, 1/4(1 — ¢} estd entre las rafces 6, y & si
B> ¢/(1-¢) y es més grande que §, en el caso contrario. Para e = 1/2, 1/2 estd en el dominio de
validez de la transformacion sélo si § > 1. Para e < 1/2, 1/4{1—¢) < §; 51 8 > ¢/(1~¢), ¥ 1/4(1~¢)
estd entre las raices §;, 6 (donde la transformacién no es vélida) en el caso contrario. La
informacién que se ha encontrado hasta ahora puede resumirse en las siguientes gréficas:

€2 e ' | |
1-€ ! Solvciotes pedcdcas !
1 NADA |
4?\:!\105 — ;L punos {‘j°5 l
&JDS ] ] 1
- of ! L ; ‘{
15, Pl 3 15, 8
' ! Solucione s ! !
| } pedcdeas | ]

%, p<ck
€

Solutiones Avdicay
i

2 ponfos

| fiyjos

|

~2p ap "P’

ﬂfunio,
e, oo e

1§
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Estos diagramas son vilidos en el plano (P,¢) y la transformacién cs singular cn §. En
el plano w se tiene que, como p* P’(—y cos?¢ + —rscn’ §) = ~—(—, + p +c052;(-, _,)) =

—-—;;(1 kcos2¢), entonces para Py = ({1~ k’)(l - 46(1 N A (1 —45(1-¢€))(1 - kcoszg(t))

Ahora,
(:)_<\I1+k (] cos¢ seng) (u
v/ 0 VI=k/\-sen¢ cos¢/ \v
V14 k(cos u + sen ¢v)
Vi= k(—sen ¢u + cos ¢v)

Si u = cos0, v=send,

VI-k (—sendcosd +cos ¢ send)
1+k coOS¢gcosl +sengsend

_ YI-Esen(6-¢)

T /it Ecos(0~¢)

JIsE

= g tan(d - ¢).

tan¢ =Y =
z

Esto implica que

1-tan’¢  1-tan’(0-¢) + k(1 + tan’(6 - ¢))

€082 = e 17 tan?(0 - ¢) + k(1 - tan’(6 - ¢))’
por lo que
_ _ (1+tan’(0 - ¢))(1- ¥ = (1= F)
1—kcos2¢ = I+tan’ (9 - ¢) + k(1 ~ tan’(9 —¢)) 1+ Fkcos2(0—4))’
y finalmente,

_ (1= 48(1- (1= k)
Ch 1+ kcos2(0(t) — ¢)

Este es el ciclo limite en coordenadas p,6. En estas coordenadas

we = (wy, wa) = (pg cos(8(t)}, po sen(6(t)).
Ahora, para los puntos fijos, es decir, las soluciones estacionarias con 4|8] > f/e,

BvV1-k?

SenX = Hi=45(1- <))

€ON ¢ = ¢y, o+ 7, 7/2— ¢, $7/2—¢o. Esto implica que

€052¢ = +€052¢y = +(1 — sen? 2¢)"/?
ﬂ (1 - k’ )1/2
Bl-4(1-¢)?

im(k:(l —46(1-¢€))? - (1~ k)1,

=4(1~



4.1 REGION DE EXISTENCIA 69
Como k*(1 - 451 — €))? — (1 - k*) = (46¢)® - B2, se ticne que

1 46(1 — €) £ ((46¢)° — f2)*/3
1-45(1—¢) !

1—-kcos2 =

y por lo tanto
P =1 —48(1— €}k ((46¢)* - B2) P = A, s

Estos son los valores propios de la matriz K — 26D que se encontré antes y dan la norma de
los puntos fijos. Esto explica el desdoblamiento de las ramas estacionarias cuando § — &;.

Esto proporciona todas las soluciones estacionarias o periddicas con wy = 0 en el rango
de validez de la transformacién. Hay que recordar que como la ecuacién es impar, si w; es
solucién, también lo es —w;.

A continuacién se muestran los resultados numéricos obtenidos con AUTO.,
@000 Soluciones periédicas estables
©0 0 Soluciones periddicas inestables
— Estados estacionarios estables
-~ ~ Estados estacionarios inestables
8 Bifurcacién de Hopf
0O Bifurcacién de estados estacionarios
(Las estabilidades son en I, no en B".)
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4.2 ESTABILIDAD
La ecuacién que debe considerarse para estudiar la estabilidad es

de
E = A(t]€l
. donde A(t) es el jacobiano de f(z,y) evaluado en w, = (p(t) cosd(t), p(t) sen b{t)), es decir
Alt) = 1-2p%{t) — p*(t) cos 20 B - p*{t)sen20
- ~f—p*sen20 1-2p%(t) + p2(t) cos 20 /

Como , \
cfo Hle)de < |multiplicadores) < cfo v(e) @

donde g, v son los valores propios de

Alt)+ AT _ (1207~ pcos20 ~p*sen2f
P - —~plsen 20 1-2p* 4+ p%cos20 )

Esta matriz tiene valores propios A que satisfacen
Moa-2) 4+ (1-20 - pt =0,

es decir,
A=1-20"2 (1 -2 - (1= 2P + o) P =12 £ %,
de donde p = 1-3p7, v=1-p%. Entonces, como
2 (1-46(1- )(1- &%) )
P = ¥ kcos2(0-9)

se tiene que

- —_ - }2 — - - L2
{1 —46{1-¢))(1-4) << (1-46(1-e))(1 -k )'
1+k 1—k
(1—46(1—-)}(1~K) <P < (1 -46(1—€))(1+ k).
Esto implica que si § <0, k<0, (1—45(1-¢€)){1t - k) >1y por lo tanto jA| < 1, es decir, w, es
estable para § <€ y no hay bifurcacién de soluciones periédicas sobre w, para § < 0.
Para 6 > 0, si p* < 1/3 entonces por la desigualdad de arriba se tiene que w, es inestable.
Ahora se vera para qué valores de los pardmetros se cumple p? < 1/3. Para que w, exista se
requiere que 46 < 1/{1-¢). Si p* < 1/3 entonces (1 - 4§(1 ~ ¢))(L + k} < 1/3,

1 _2{e8(1-¢€) ~ 1)

k< Sowoe) T s s )

Como k> 0 para § > 0 5¢ necesita 65 > 1/(1 —¢). Entonces para que p* sea menor que 1/3 se

requiere que
88e(1 — 48(1 — )

(8% + (1= 481 )P > =gy

es decir,

(06 )= (1-45(1 - ¢))?
@i-qg-iF V7 (@i-g-1p
De todo esto se concluye que w, es inestable si (6,5) estdn en las regiones mostradas en las
figuras 4.2.1 2 4.2.3,

B> (1- 48(1-€))( {(66 — 1)(1 - 66(1 - 2¢)).
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CAPITULO 5

6. CAMBIOS EN LA ESTRUCTURA DE RESONANCIA

5.1 ESTABILIDAD DE w,

En este capftulo se analiza edmo var{a la estabilidad de w, con g, § y ¢ usando, ademds
de los muitiplicadores de Floquet, lo que se conoce como nimero de rotacién. Se encuentra
que w, es estable (en cierto sentido) en un subconjunto bastante complicado del espacio de
pardmetros.

Recuérdese que cn las coordenadas w;, w; las ecuaciones que se tienen son

d 1
= 51w wa) 4 £l = )
= Kwy — (w1 + |waf*)wy = 2{wy, wa)ws,
d 1
—-‘;—l;,—- = iif(wl +w'3) - I(W\ - wg) - 26Dw3
= Kw, - 2(w,,w,)w; - (lw, [’ + (wﬂ’)w, it 26Dw,.

Si se toman w; = £, ws = w, + &, ¢s decir, variaciones de w, en O y en II, entonces se obtiene
la ecuacién variacional : :

B o K el 2w+
%?— = Ky — |we €2 — 2(62, we)wn — 26D &3+«

Ahora, como |w.]? =p* ¥
(e, €1t = p*cos’d  p'sendcosf {u) _ o’ [1+cos20  sen20 ©
WmSlWe =\ ptsenfcosf  p?sen’d v/ 2\ sen20 1-cos28/\v/}’
entonces si se define

1-2p%(t) — p? 20 -p 20(t
a= (Y ) (511

la ecuacién variacional con respecto 2 w, puede escribirse como

6 -

T (5.1

dé;

- = 4t - 26Dl (5.1.3)
69
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La ecuacién (5.1.3) es la ecuacién variacional para w. con w; =0, y ya se¢ vio que en este
caso la solucion periddica es atractora: un multiplicador es uno por ser el sistema auténomo
y el otro estd dentro del circulo unitario (si no, la solucién periédica no seria un atractor.)
Esto implica que (oy,04) = (0,-1) en la firma de Floquet de w,, por lo que basta ver ¢émo

cambian {);,);}, los valores propios de A(t), con 8,6,¢.
Por la férmula de Liouville, se tiene que

T.(5.8)
MAg = cxp(/ t.rA(a)da).
0

Se demostrard abajo que esta integral puede evaluarse explicitamente y el resultado es

ix|8(1L — )6 - 1]}

VBT - [Heb)?

A]t\z = eX {

Prueba

T{8.8) T.(4.8)
/ trA(s) ds = 2/ (1 —20(0(s))) da
o )

T, 2
=4/ (1~ 252(0(6))) de,

donde T./2 es el periodo de A(s). Como 6 #0 para § < §/4e, entonces

™ " 1-27%(0)
1-2p =
/o (1= 27°(0(a))) do o =B+ 4efsen2s d
~/" do , [0
T Jo —B+4efsen?g b B —4eisen 20

= I] 4 21:.
Para resolver la primera integral se usa el cambio de variables z = tan#, dz = (1 2%)d0,

sen 20 = 2z/(1 + z%), c0s 20 = (1 — z®)/(1 +z%). Ademds [ = "/’+ e ie. [T()do=[()dz+
2. ()dz= [ ()dz. Entonces

o dz
5L = ————
1 / _ﬂ(zn 86!: + 1)

) ﬂ/m(z—!ﬂ)m EaE

ﬁ]mw+1—W‘
dz

Ve (‘—5—‘)* [75

0
arctanz |~

-1

T VB - (18e)?
-

87— (46¢)7
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Para la segunda integral sean a = kcos®, b= ksen®. Entonces la integral se escribe como

) an dz
[1—46(1-6](1—‘:)./; (B —4césenz)(1+ kcos(z — @)’

El integrando puede escribirse como

d B —4debsenz B c

A
dz l-+acosz+bsenz pJ—4efsenz 1+acosz+bsenz

Igualando cocficientes de senz, cosz y términos independientes se encuentra que 4, B, C

satisfacen cl sistema
: Aaff 4 Bb—4Ceb =0

~4Acs ~ ABb+ Ba =0
—4Acba+ B+ Cp =1,

de donde
A= deba
= 4BY[1 = o%) + Bt + f3(ad + B9)
B= A(4c6a+ Bb)
o = bt Aldesb + af]
- Pb+4deb

Si se separa I, en 3 integrales usando las constantes encontradas arriba, la dnica que es
diferente de cero es
’)/h B
1-45(1 - (1 -k
-a60-aa-#) [ 5

efsenz dz
Puede demostrarse que {1 ~ k*)B =1, y por lo tanto se obtienc el resultado deseado. =
Se tiene entonces que

=1 si§=1/8(1-¢)
>1 s8ié>1/8(1-¢),

por lo que u, es inestable si 6 > 1/8{1—¢) { recuérdese que w, existe para 46 < min(1/(1—¢), B/¢))
y asintéticamente estable si § < 1/8{1 — ¢} y |A¢[,[A2] son ambas menores que 1; esto 1ltimo
sucede en particuar si ;, Az son complejos conjugados, en cuyo caso || = [A;]. Para ver si
esto realmente pasa, se estudiard de nuevo la ecuacién variacional (5.1.2), con A{t) dada por

{5.1.1). Definanse
_ [Rcos¥/2) _ [u _ _
b= (Rsen\P/z) - (u)’ ©=120, ¥=2y.

De la ecuacién (5.1.2), usando el hecho de que RR' = uu'+vv' y ¥'/2 = (v'u—u'v)/R?, agregando
la ecuacién (4.1.6a) para © para tener un sistema cerrado se obticne el sistema

<1 sl6<1/8{1—¢)
M2

%?— =-2(f - 4efsen@)
& = —alp- s(e)sen(t - o) (5.1.4)
5T = [1-25(6) - 5(0) cos(¥ - O]},

.
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1-4(1-¢)8](1~K?
donde §(0) = p* = LT;(::;.)(QL—@)'J $= uctanl—-‘Tﬂ—_—)—

8i g > [4¢s], © # 0y por lo tanto puede usarse © como variable independiente en (5.1.4)

para obtener
d¥ _ f-S{0)sen(¥ - ©)

d6 ~ ~ f-4esscn®
dR _ _R|1-25(0) - 5(9)cos(¥ - ©)] (5.1.5)
e~ 2(p ~ 4cSsen B)

Sea (0, 0, g, 6, A) la solucién de (5.1.5) que satisface (00, O, ¥0,4, B) = Como el lado

derccho de (5.1.5) es 2n-periddico en © y ¥, cl flujo de la ccuacién dcﬁnc un mapeo de
Poincaré ¢ de la seccién © = 8y del toro T en sf misma. El mimero de rotacién

L W(Og -+ 2w, ©p, Vo, 6, B) ~
r(‘s’ﬂ)___,klgl ( 0 n 2;);7r 01 ﬁ)

del mapco estd dcﬁmdo es continuo en 2, = {(6,8)] - f/1c < § < (1—¢€)/4, 8 > 4¢6} (donde
los denominadores de (5.1.5) no se anulan ), y es independiente de 94 y de ¥, 8Véasc el
apéndice 1.)

El siguiente lema da la relacién entre los valores propios de Wy(T.(6,8)/2), la matriz
fundamental de (5.1.2), y el nimero de rotacién.

Lema 1: Wy(T.(6,6)/2) tiene un valor propio real st y sdlo st ezisten ©y y Yo para las
cuales .
\I’(eo + 271 001 \Pu,6, ﬁ) = \PO + 2"“”1

para algin neN.
Como r(5,8) es independiente de 64 y de si las “vueltas” se dan para un lado o para el
otro del toro, r puede definrse equivalentemente como

Y(-(2k-1)7,%,6,8) -

2kx

(6, 8) = klin;:

En esta forma el nimero de rotacién mide el promedio de cambio en ¥ cuando © corre una
vez alrededorde T de @ =72 0= -n.
Se demostrard que Wi (T.(6,8)/2) tlenc un valor propio real p # 0 <= (5.1.5) tiene una
solucién ¥ = ¥(0©) tal que ‘
\P(-ﬂ') — ¥(x) = 2kr,

para alguna k eN. De hecho p = (~1)*£(~x}, donde I es la integral de

—1+25(0) -+ S(©) cos(¥ ~ )
2(p — 4¢6sen ©)

d
Bhit= (5.1.6)

Prueba
Supéngase que p # 0 es un valor propio real de W;(T./2) ¥ sea ¢ un vector propio normal-
izado, que puede escribirse como
COS I\I’o
sen 3 ? !

Sea ¢ = £() la solucién de ¢ = A(t)¢ con £(0) = ¢. En coordenadas (R,¥) esa solucién estd
dada por

e = o) (S falot) )
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donde 0 =0O(t)es la solucién de 55.1.4&) con ©(0) = =, ¥(0) es la solucién de (5.1.4b) con
¥(x) =¥, y R(O) es la integral de (5.1.4c) con ¥ = ¥(8) y R(x) = 1. Puede escribirse también
£(t) = Wh{t)s; como O(T,/2) = ~x, se tiene

- () v (21)

Por lo tanto {u] = R{—x} y ¥ debe satisfacer las ecuaciones

€08 l\I/(—ar) =2 __cos f\po

2 R(-x) 2
sen —I-\Il(—x) =~ _sensy
2 TR(Ex) 2T

Como se supuso g real entonces ¢ = 4£R. Si p = R las ccuaciones se satisfacen sélo si
(1) =¥+ 457 ¥ 51 = —R se satisfacen sdlo si ¥(-7) = ¥ + (25 — 1)2r para alguna jeN.
Inversamente, si = ¥(®) es una solucién de

d¥ _ f-5(0)sen(¥ - 9)

d® {4 -4cbsen©) (5.17)
que satisface
Y(—x) — ¥(x) = 2= © (5.1.8)

para alguna keN y R = R(0) es la integral de (5.1.6) con f(r) = 1 entonces

Wi(T./2) (cos %\Il(x)) = R(-n) (cos %‘i'(—r)) — (U (=7) (cos %\i’l(w)) ,

sen 5 ¥(x) sen 1 §(-7) sen ¥(r)

- por lo que g = {~1)*A(-x) es un valor propio de W,(T./2).

Nétese que si se cumple {5.1.8) entonces

I‘(ﬁ, p) - Nh_‘.nw ‘p( (2N 11’7;\}:"%81 ﬂ) ‘I’O
N2kr
= Ngnoo —2-1—V_;
=k,

Una manera equivalente de enunciar el lema es entonces:
La matriz W, (T./2) t1ene un valor propio real p#0 <= el mapeo de Poincaré ¢ tiene un

punto fijo.
De la prueba se observa que el resultado es aplicable a cualquier sistema lineal periédico

bidimensional.

Si r(é, 8) no es un entero, ¥(&o + 21,00, ¥o, 4, 8) # ¥q + 2kn por lo que los valores propios
de W(T./2) son complejos conjugados (en particular si son reales deberdn ser iguales) y por
lo tanto en ese caso MA; < 1= |\] <1, |A3f < 1. Se ha demostrado entonces la siguicnte

proposicién:

Proposicion §

i {6,8) € 2. {(5,8)16 < g5} v r{6,8) NO es un entero, entonces wy €3 asintdticamente
orbitalmente estable con fase asintdtica.
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“iey
Figura 5.1.1

Falta investigar para qué valores de los pardmetros no es r{6,8) un entero para saber
si realmente hay una regién de estabilidad de w, y cémo es. Se demostrard que para §
suficientemente chica o # suficientemente grande, el nimero de rotacién es siempre menor
que 2. Més cspecificamente,

Lema 2: Sea

4eb

m <1 |k}

Dl,l = {(615) € Dzl
Entonces ¥ (6,8) € Doy, r(6,8) = 1.
Prueba Sea A = ¥ - © y rescribase (5.1.7) en la forma

dh  d¥ _deSsen © — 5(0)sen A

:i_é:'ﬁ) B —4cbsen®

(5.1.9).

Una solucién periédica de (5.1.9) con perfodo minimo 2r genera un punto fijo del mapco de
Poincaré ¢ con niimero de rotacién 1, Para toda g, € R”, se tiene que

©)=1

Iim S
(8,8){0.84)

uniformemente con respecto a © € R y por lo tanto

dA 1
B-"F sen A (5.1.10)
para (5,6) = (0,8). Esta ecuacién tiene las soluciones independicntes de ©, A, = txr ¥ L €l
y como A = ¥ — @, estas soluciones corresponden a puntos fijos del mapeo de Poincaré ¢
con r(0,5) = 1. Se verd que para § suficientemente chica, las soluciones A, se convierten en
soluciones 2r periddicas y dependientes de © de (5.1.9).
Si (6,8)€ D, 6>0y por lo tanto

4eb

oo g StH

Dea = {(8,8) € 0|

En 0., puede definirse A = A5, §) € (0,#/2) como

sen A = ,_.____4_55._._.
T (t-45(1- )1 - k)
Como $(0) > S(¥) = {1 ~ 4§(1 - ¢)}(1 - k), entonces send > & > 455 para toda © €

R\ (4¢+1)n/2, te N. Sc tiene entonces que

ﬂ_l >0 sifesimpar
d6 laztrsa | <0 siLespar
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[13 <0 si¢es impar
d0 la=en-2 | >0 siLes par
(usando el hecho de que g < SCISERA-S(OISENL v 5(0)sen ) > 4¢h.)
Para toda (4,8) € D1 y ¢ impar, las trayectorias de (5.1.9) no pueden salir de la franja
[A - ¢x] < A(5,8) para © decreciente (Figura (5.1.2)).

1A
T4\
5 Ne—fi >
= ——®
ya ya -
r rA A

Figura 5.1.2

Entonces el flujo mapea al segmento cerrado {¢r— A, tr-+3] en © = r en el segmento abierto
(tr— ) txr+)) en © = —x, Se concluye que el mapeo de Poincaré inducido, ¢, ticne un punto
fijo A¢ € (&r = A\, Lr 4 A) con r(6,8) = 1, Le. si A= A(®;6,8,)) es la solucién de (5.1.9) con
A(x) = A, entonces A(-7;6,8, ¢} = A, esto es, la solucién es 2r— periédica.

-

Un argumento similar con ¢l mapeo inverso C~! muestra la existencia de soluciones 2r-
periédicas cerca de A = ¢r para ¢ par.

- Lema 3 Sea
1 4
Dea={(6,B)eDj0<6< mu B> T——e}
Entonces r(6,8) < 2 81 (6,6) € Dea-
Pruceba Considérese nuevamente la ecuacién
' d¥ _ p-5(O)sen(¥ - 0)
d6  f—4ebsen®
_,, 1 4ebsen@ - S(O0)sen(¥ - O)
—1+ﬂ( l—‘—f,ﬁseno )
con (1= 4(1 - &)6)(1 - B} 4es
~4{1—-¢ - €
S(8) = 1+kcos(®@—@) ' k= (B +{(1-46(1— )i

Para 0 < 6 < 1/(4(1-¢)), k < +%/8 (va sc vio que k es creciente como funcién de 6.) Si se
toma g > 2/(1 — ¢) entonces k<1/2y

¥(6) = ¥(0) + 6 + % /oe £(0,9)do

donde 7(0,¥) cs continua y acotada, por lo que

Y(2kr) — W(0) _

1 2kn
— doe,
2kx 1+ 2kxf _/o 1)
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Como 5(9) <2 entonces |/{0)] < 2{i% + 2) £ 1%;. Esto implica que el nimero de rotacidn en
D3 es estrictamente menor que 2.

\ \o<re<? \J I\

\\\ 5

\ l I g
o >
a@t¢) “ ‘/1((..( )
Figura §5.1.3

4es

5.2 NUMERO DE ROTACION CERCA DE LA RECTA DE BIFURCACIONES DE HOPF

Ahora se verd cémo se comporta el niimero de rotacion cerca de la semirecta £ = {(6,8)|§ =
1/(4(t - ¢}), A > ¢/{1 —¢}} que como se vio, es donde ocurren las bifurcaciones de Hopf. Para
B> ¢/(1~¢), 50a p=1-45(1~¢). La ecuacién {5.1.9) puede escribirse como

Cdy Bl —¢)
B~ Fi=g—<csamo T /(0K (5:21)

con

_ {(1 = k%) sen{¥ — B){B(1 ~ ¢} ~ esen ) + B(1 + kcos(6 - 3)]
1(#,8p) = ~(1-¢) {1+ kcos(® — ))(B(t ~ ) —¢(1 — p)senB)(f(1 —¢) — esen ©)'
2x— periédica en ¥ y © y funcién suave de sus argumentos.
Para p =0 se tiene

¥(0) = 2(x) - ,/ﬂ(l—-cl::l‘enedo

$(r) - 2P ( Ac“nﬁ(l-—c)tan—g——c x

Ve (L- (Bi-¢i~c) te

por Jo tanto,

() = g Bl ﬂ(l J)

y entonces

r{1/(4(1 - €)),8) = -—\/-B—aélg'l—_-———-—‘—-(——:—)?—_.-? >1,8e>0.

Ademfs S(6) =0 para p=0= LWmR=1, = R= Ree', & =20 = ¥(t) = -2pt+ k. Esto
implica, tomando k = 0, que

_ cos Bt
€= Roe! (—senﬁc) ’
2 sen gt
&= Rﬂc' (cosﬂt) '

Bt = ( cos gt senﬂt) ‘

—-senft cospt

para k = . Es decir,
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o) = e**/P1,y por lo tanto los multiplicadores son ¢**/#, Esto implica que para 46 ~ 1/(1-¢),

la solucién periddica w, cs inestable cn una vecindad (si existe, es decir, si g > ¢/(1 - e)).

El flujo ¥ ~ © es periddico si y sélo si #{1/(4(1 - ¢}), 8) cs racional. La pregunta es si esas
soluciones periddicas pueden continuarse para p > 0, '

Puede mostrarse ({Bu]) que el conjunto

H, = {(6,8) € D|r(6, ) = p, p racional}

es una regién en forma de cispide con frontera continua, dngulo no cero y con vértice en

60~ (i =)

r6,f)=p= Wé(:):i)cz)llz

ya que

implica que

= —or
(1-evp -1

De lo anterior y de la proposicién 3 se tiene que si el conjunto

(DN U, Ha) 0 {(6,8)18 < 1/8(1 - €)}

no es vacio entonces w, es estable para algunos (5,8) € .. Por la continuidad del niimero de -
rotacién, H; no interesa para ¢ > 0. El caso ¢ = 0 se estudiard cn el capitulo 6.

A los conjuntos H,, n =2,3,--- se les llamard cucrnos de resonancia por el parecido que
tienen con las regiones de resonancia paramétrica ({A.1] sece. 25): para la ecuacién

= -w(1-ccost)r, el

- puede mostrarse que las zonas sombreadas de la figura 5.2.1

€ A / y .
2 W

/A2

e

A

Figura 5.2.1

son zonas en las que el cero es punto de equilibrio inestable. Esto explica por qué si uno
se agacha y se levanta en un columpio con la frecuencia adecuada, el columpio comienza a
oscilar cada vez con mayor amplitud, como sucede cuando un oscilador entra en resonancia
por causa de una fuerza externa. Falta determinar el comportamiento de los cucrnos de
resonancia en p,.

5.3 COMPORTAMIENTO DE LOS CUERNOS DE RESONANCIA

Como el nimero de rotacién es una funcién continua de (5,4) en P, un cuerno no pucde
terminar en 0, ya que si asi fuera seria posible conectar un punto en § = 1/4(1 - ¢) con
r € (n—1,n) con otro en § = 1/4(1 - ¢) con r € (n,n+1) por medio de un camino I a lo largo
del cual r nunca vale n, contradiciendo la continudad de r sobre I' (véase la figura 5.3.1).
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t=n-t
/ / fon
/ 04 )
P
s :'/Kl‘é)
Figura 5.3.1

Por la unicidad del ndmero de rotacién, diferentes cuernos no pueden intersectarse . Por
los lemas 2 y 3, H, debe permanecer en la regién E = (0, \ D1} N (D \ Di,3). Pero

_ (1~ 46(1 - €))V/[{4e8)? = (1 - 46}7] 1 1
Dl—((6’ﬂ)epll (1'—45) Sﬂ) 4(1+() <48 <Z}U
{Mmeuwemﬁézﬂﬁzu&

y por lo tanto E es como se muestra en la figura 5.3.2,

P 1 ! |
74
| |
| A |
| !
; L 5
(2T f4a-¢)
Figura 5.3.2

atq lmpllos quo los cuernos cruzen la recta g = des en alguna 6 & (67, 1/4(1-¢)), donde 5}
e o] vilor de & para ol cual 80, Intersecta a In recta g = 4¢5. Ademds se verd que r(6, 1) —
cuando § — ﬁ,,(le Y€ (ee/(1-€), (i.e. §€(1/4,1/4(1~¢))), y por lo tanto los cuernos deben
terminar en el ablerto I = {(6,8)|8 = 4¢6,8; < 6 < 1/4}.
Lema 4

T(J,ﬂo) — 00 86— ﬂo/‘ie Y fo€ e,e/(l — e))_
Prueba Escribase la ecuacién (5.1.5) como
i‘l_’. - ACRANX)
d0  f-4cbsen®
12(6,9,6,8,¢) (5.8.4)

d
EIHR__Eﬂ—hasene’
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donde
W(8,¥,6,6,¢) = - 5(O) sen(¥ - O),

Z(0,%,6,4,¢) = 1 - 25(8) — 5(6) cos(¥ — 8},
y como antes,

46¢
{3+ (1 - 48(1 — ¢)2)1/2 )

(L—46{1 - )){1 - &?
1+ kcos(6 - &)

5(8) = ). ® =arctan k=

-8
1-48(i—¢’
Sea Wo(¥) = W(kx, ¥, fo/de, fo,¢). Aliora, en 46 = f/e,

- A
(B (1 - e’

TR Sl sy
(@ + (1- 8=y

% = —arctan

=20’
de donde
! 1-2(1-¢
cosd =
(1+ tan’ ‘:’)'/’ (87 + (1 - El=dlyapia’”
_ f1-e)ys
{1 keoa(x - 8) = 1 - kcos @ = S() = (11_ 1)) ‘
1+ (1 - Bty - gre— 8(y )
Pata lwpllea aue

(1-4(1-g)°
A+ (1-8-gP-plt-4(t-e)

El denominador no tiene rafces y tiene un minimo en g = (2 — ¢}¢/(e? — ¢ + 1) con valor 1.
Entonces

Wol¥) 28—

Wo®)2 - (1~ L(a-qp,

y por lo tanto :
Wo(¥) 2 (1 - €*).

De aqui se deduce, por continuidad, que existe 5 = n(f) tal que
W(O,¥,6,8,¢) > 2(1 ~ ) = C1(Boy ), (5.3.2)
8i |0 - (£x)] <n ¥ (6,8) = (fo/de, fo). De (5.3.1) y (5.3.2) se concluye que

B - 465
ﬂ+46

Cy{bo, ) _albod T _ arctan

R/t

,W(—1r+n)—-\l»'(-—1r)2-—gﬁ%[%—arctan‘fg_*_:‘;z a(f -1y,

¥(n) - ¥(r—n) 2 (-- U



80 5. CAMBIOS EN LA ESTRUCTURA DE RESONANCIA
Por otro lado existe C,(f, ¢) tal que

dv
B 2-C;

81 © € [~r+n,x - 5. Se tiene entonces que para toda fy fija en (¢, /(1 - ¢)),

C ’ﬂ—46c T
\I’(W) - W(—'ﬂ') > 'ﬁ—t—ﬁmlr - 2arctan ﬂ+46€(§ - 12-)] - 21|'O:,

y por lo tanto,

r(6,8) — oo cuando (8, 8) — (fo/4e, Bo) con fo € (g, ¢/(1 —€)).

[ ]
Si los cuernos se acumularan sobre la recta g = 46¢ en otro punto que no fuera (6, 8) =
(1/4,¢) habria una regién en la que r(é, 8) no podria tomar ningiin valor (figura 5.3.2)

P
p=9e§
4 ! = ¢ fo podtm doma
: ! l £ f-ane M”\'X\ wlof

v‘*y-.-——-q-

J'((Vﬂhe)

Figura 5.3.2

y por lo tanto se acumulan sélo en (6, 8) = (1/4,¢). Por otro lado, Io = In{(6,8)]f >0, 0 < 6 <
1/8(1—¢)} coincide con I cuando ¢ = 1/2 pero estd estrictamente contenida en I para cualquier
€ <1/2 y contiene a I para ¢ > 1/2, por lo que sélo un niimero finito de cuernos de resonancia
intersectan la regién del plano (5, 5) en la cual A ); < 1 (i.e. donde w, tiene posibilidad de ser
estable) para cualquier ¢ < 1/2. Ademds para e < 1/8, 1/8(1—¢) < 1/4(1 +¢) < 67, es decir, I es
vaeln, por lo que todos los cuernos de resonancia estén confinados a la regién en la que w,
) ‘neatab’)& (lo que no impide que w, pueda ser estable en algin subconjunto de p). Puede
veraa tamblési, por continuidad con respecto al caso € = 1/2, que si é; es la coordenada § para
la cual la frontera izquierda de H, intersecta a I, entonces existe ¢ tal que 6 < 1/8(1—¢)
cuando e e Jen, 1) Resumiendo:

Proposicién §:

Para toda ¢ € |e), 1] hay un abierto en D, en el cual w, es asintéticamente orbitalmente
estable con fase asintdtica. Como w, es estable para toda & > 0 esta regidn es de biestabslidad,

Para toda €€ [0,1], w, €s tnestable V § > 1/8{1 —¢).

Cuando ¢ — 0, E = (D.\ Dot} N (D \ D._zl) tiende al punto (5,8) = (1/4,0) y los cuernos ae
colapsan a un punto, como se observa de lo siguiente:

Para e=0,

a¥ _ | (1-46)

48 = B

sen(¥ — 9),

de donde
' sen(¥ - 0),

d¥-0)  (1-46)
e B
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{1 - 45)
g

lnt&ﬂ('———'w;e):"‘ 9,

por lo que ,
¥ = © + 2arctan(e~ *59),

y entonces
D(2hr) ~ ¥(0)
2kx
donde h — 0 cuando 8 — oo, Se concluye que para 46 < 1, r{8, ) = 1 y por lo tanto no hay
cuernos de resonancia.

=1+4h,



CAPITULO 6

_ 6. ELCASO¢=0

En el sistema desacoplado

tiene aparte de las soluciones periédicas wy y wy, dos en que uno de los osciladores se mueve
mientras el otro estd en reposo: (0,0) x {n{t}) ¥y {n(t)} x {0,0), donde

cos At
nit) = (—sexfﬂt) '
Resultados numéricos (Figuras 6.1.1, 6.1.2 y [A.D.0.]} muestran que cuando ¢ = 1/2 las
continuaciones de este par de soluciones para 6 > 0 se conectan con w, para alguna é € (0,1/2)
o terminan en una 6rbita heteroclinica. En este capftulo se demostrard que para e=0 (i.e.
la matriz de acoplamiento es un miltiplo de la identidad y se tiene acoplamiento isotrépico),
las continuaciones de las soluciones mencionadas se conectan por un lado con w, y por el

otro con wy. este resultado analfticamente para ¢ = 0, i.e. cuando la matriz de acoplamiento
es un miltiplo de la identidad. Ademsés se obtendré. una solucién completa del problema.

6.1 LA SOLUCION w,

Se estudiarén primero las bifurcaciones de wo para el ceso ¢ = 0. Para eso se utilizardn
las ecuaciones {3.1.3) que ticnen la forma

8\'_ _ype( cos28t  ctsen2pt) (a
b/ T\ e Mgenapt  —~cos2ft b/°
E [ 1 i 0 . . .
ne=0,{;)={o)¥{;)=1{y)50n soluciones, Esto implica que

()= (7") (2) = ()

y por lo tanto una matriz fundamental esté deda por

8(1) = e~ (48t eog Bt e~ Y¥tgen fi
)= —e~(H48)tgen gt ¢~ 48t cos ft

82
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1.50 o 6.1 LA SOLUCION w, 88
[ '.c. :’;: P00 0b0 00 vron B8 PILLILEI AN LAARAR
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Figura 6.1.1
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DELTA
. BETA = 0.49 ‘
Figura 6.1.2

Como &(0) =1
(0) ’ e"’“”")"f" 0 )
’

atar/p)= (g st

Esto implica que los multiplicadores de Floquet asociados a wg on 1, e~#7/# (correspondientes
8 wy) y e~2(+36)3n/8  o-88n/8 (correspondientes w,?. Se concluye entonces que si § > 0 los
multiplicadores de Floquet no estén fuera del cfrculo unitario y wy es estable; si 6 < ~1/2 dos
multiplicadores estdn fuera del cfrculo unitario y si —1/2 < § < 6 hay uno fuera: en ambos

‘
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casos wp es inestable. .
Esto implica que en 6§ = 0 y en § = —1/2 hay bifurcaciones de soluciones periédicas con

perfodo cercano a 2x/8. En ¢ =0 la rama bifurcada tiene w, = (n+ ne)/2, wa = {n —10)/2, €8
decir se tiene el toro que se habfa mencionado para § =0 (Figura 0.1.3). La solucién que se
bifurca de 6 = —1/2 no est4 en el plano w, = 0.

o 190l
— wo
|. “"g
:
¢ -~
o, y
2 Y )
'Tc;b o«\a‘\m\
{wy |
Figura 8.1.3
6.2 LA SOLUCION w,
En el subespacio 1T la ecuacién (2.2.1) es vy =0y la ecuacién (2.2.2), escribiendo w,
como w es o

= Kw - |w]'w - 26 Dw.

B8i g = (con ﬂt.—scnﬂt)’, 7 = (sen §¢,cos Bt)T, entonces 7, § forman una base de C* y por lo

tanto w puede escyibirse como
w = an + bif.

Nado veme divectamente quo n y 4 satisfacen
(§-Dn=1n', K-D)i=pn=7.

Se tiene entences que
o'y + 85 + o’ + b’ = aKn + bK7j — (a® + ") (an + b7) — 28{e Dy + bD#)
= a(n+n') + b(f + ') = (a? +8*)an — (a” + b")b] — 26(aDry + bD4),

donde, como antes D = 2] — 4ed, A= (g 2) Como

4]
An= (—senﬂt)
= an + i,
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- 0
A= (cosﬂt)
=¢n+ai,

Y
a=(An,n) =8en? ¢, §=(An, )= -senfecospt,

de donde
An =8en® Bt g —sen fLcos At 7,

De la misma forma
¢ = {Af,n) = —sen ftcos ft, o = (Af, 7} = cos? i,

de donde
A = ~gen ftcos Bt v + cos? Bt 4.

De lo anterior se deduce que
@' = a — afa? + b?) ~ 46a + 86¢(asen? ft — bsen e cos Bt)
b' = b~ b(a® -+ b%) ~ 46b + 86¢{~asen ft cos At +beos? Ft).
Para el caso ¢ = 0 las expresiones anteriores se reducen a
a' = afl - 46 - (a® + %))
b = b(t - 46 — (a® +8%)},
de donde se obtiene,

ga' +bb' = (@ + b1 =48 ~ (& + D)) = PP (1~ 45 ~+?) = -;-(r’)'.

Si se escribe r? =z se tiene la ecuacién
el z' = 2z(1 ~ 4§ - z),

que es una ecuacién logfstica cuya solucién se ve como se muestra en la figura 6.2.4,

e

PFigura 6.2.4

8%

Por lo tanto para tener una solucién periédica es necesario que z = 1~ 46 = r?, es decir,

r=v1-4§, 46 <1,

Esto Implica que o' = 0, ¥ = 0. Pueden tomarse b = 0, a = /T~ 4§ {otros valores dan la misma

sojucldn), ¥ por lo tanto, para ¢ =0, w, = vI— 48y, (Véase la figura 6.2,5,)
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Figura 6.5.5

Para estudiar la estabilidad de w,, que para ¢ = 0 estd dada por wy =10), wy = gy/J= 48,
se linealizardn las ecuaciones (2.2.1) ¥ (2.2.2) alrededor de esta soluélém wy w "“ W o
VI=&n + &, Entonces .

d d
*&u;—l = "J?' = K&y — (&P + |6 + (1~ 46) + VT =48(n, &)} ~ 2(&1, VI— 481 -+ &}VT = 461 + &),
y & primer orden
o Ky - (1= 408~ &)L~ 40, (0.2
dus % AT = KT8 - (ol + [6af + (1 - 46) + 2VT = 88(n, &) (62 + VIT 1)

dt = dt
. =28, V1~ 480+ £)& ~ 48(V1 — 46y + &) + Ko
= KT =88y ~ 46T = Mbn + K6 — (1~ 46)6s ~ d6at
= (L= 48)VT ~ 48y - 2{1 —48){n, &0 + -+,

de donde, a primer orden,

L - (i~ 1t~ 241 ~ 48)(m, & (8.0.)
Ahora, escribiendo £ como & = an 4 b7 se tiene
a'y + 8+ an’ + b7 = (K — Ian+ (K - I)bi — 2(1 — 48)aiy.
Por otro lado, 4 = ~8ij, §' = fn, Ky =1n+rn', Kij=q+i. Entonces
¢ = -2(1 - 46)a
b =0,

por lo que
a= c-?(l—“)ta(o)

b = b{0).
Tomando ¢(0) = 1, b(0) =0y a(0) =0, {0) =1, se encuentra que
L=y o g3 =14,
de donde una matriz fundamental para (6.1.2) estd dada por

e2U-U)cosft  senpt
Wit} = (-e~7(‘-“)‘senﬂt cosft )’
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W(?p:.) - (6—7(1‘-)45)1,! (1])'

y dos de los multiplicadores de Floquet son 1 y e=3(1-4)%
Para £ se tiene que como ¢ = an + b7,

a'n + 85 + an' + b7 = aKy + 8K ~ (1~ 45){an + bjj) ~ 2a(1 — 46})n,

por lo que
o' =a-{1-46)a- 2a{1 - 4§) = —2a(t ~ 66)
B =b— {1 - 46)b = 46b,

y resolviendo,
’ a= 6—2“_66)‘0(0)
b= etb(0),

87

Bi se toman a(0) = {, b(0) = 0 entonces & = e~31-%)y. v gi ge toman a(0) =0, 5(0) = 1, entonces

¢ = ¥4, Bato implica que una matriz fundamental para (6.1.1) es

e~Mi-8leogge  (Htgen gt
Wt} = (_c-m-ao)c senft ¢t¥ cosﬂt) L

W(%) = (,-l(l;“)'f e‘?'ﬁ‘) .

Se concluye entonces que los otros dos multiplicadores son e~2-00 3 y (424,

Como se demuestra en el apéndice 2, cuando un multilplicador de Floquet pasa J)ordl,
7 de

se tiene una bifurcacién de una rama de soluciones periédicas. Aquf un multiplicade:

Floquet pasa por i en 6 = 0,1/6,1/4, pero como v, estd dada por n(vI~48), en § = /4 In
que se tiene es una bifurcacién de H’opf. Ademds, w, es estable si todos los n’mltlplica area
de Floquet est4n dentro del cfrculo unitario e inestable sl al menos uno estd fuera, como se

demostré en capftulo 3. Se tiene entonces para wy:

Inesh bl
('l'l“l"? 4~ -
fstable thie) &7me) é&’Pf
t + : 2 s
/o Vs\ '/1
Difutcacdn de Solociomes feﬁo'd:uu fo en (T

Sotocione s Pcv\dd‘.m 3

fo en [T,
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6.3 OTRAS SOLUCIONES

En esta seccién se verd que ademés de wy, w, las dnicas soluciones periddicas para el caso
¢=0son las que coinciden en 6 = 0 con (n,0) y (0,n). A estas dos soluciones se les denomina
26' .

Considérense las ecuaciones (2.2.1) y (2.2.2) ene=0:

d
9 Ky (o P+ sy 2, w3)

dw
_dtl = Kwz = (jwgl” + Jwa|") wa — 2wy, wa)wy ~ 46wy,

Como wy, w; pueden escribirse en la forma wy = ayn+b1if, wa = aan+4aff, ¥y Kn = g+y', Kij = f+ij',
8i se escribe .
0"+b?=r(’, r}+r; =p’, ala,+b,b, =k, (0.3.1)
entonces
ajn + b1+ agn’ + b, = oy K + by K = p*(ayn + b1) ~ 2k{aan + b3if),
por lo que
a', =ay —play — 2kay
B, = by — p?b; — 2kby
aj = az(1 — 46) ~ p’ay ~ 2ka;
b'z = b:(l - 46) - p’b, - 2kb|.

(6.3.2)

Esto implica que

%(P’)I = aga} + byb] +aza) + byt = 1] + r3(1 - 46) ~ p' - 4K?
= p?(L ~ 46 — p%) + 46r] — K7,

Como
k' = ﬂ'laz + a,a', + b’lb: + blb,,
= 2k(1 - 28 — 2p%),
;(k’)' = 2k3(1 ~ 26 — 2p°),
patonces '

%(rn' = (1~ 48)r] ~ p'r] — 2K, -;-(rf)' =r](1-p%) -2,

Ahors, sea 6; e] dngulo dado por 4; = ( ::) =r (E:;::)’ i=1,3, Entonces

ady —aldy -2
0; = ._l.’_r.?__l_ = —I‘T_(alb: - a:h)
b, — ahb 2k
0; = E’—r’—a?—’- = -;’—-(ulbz - a,bl).
2 3

. Adem4s (asby — azbs)' = 2(1 ~ 26 — p*)(asb; - azby), 0 de otra forma,

m! = 2(1 — 26 - p?)m. (6.3.3)
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Si ¢ es el dngulo entre A; y A4, se tiene

m
k=rir;co8¢, m=riryseng, z= = tang,

con
vy mEk=Km 21— 28 ~ p?)mk ~ Imk{1 ~ 26 — 2%)
z(t) = B B

= 2zp’.

Por lo tanto z(t) = z(o)e’f- ¢4 Fgta golucién es tinica siempre que z 0) # 0,4c0. De esta
férmula se ve que z(t) est4 definida para toda ¢ (si z(0)] < ») y para que la solucién sea T~ -
periédica debe tenerae

z(T) = z(0),

¢ declr, el gnlulo ¢(t) no puede pasar por los valores kx/2, ( menos que éste sea su valor
Mmi=0 40 ) regmnucccr en el mismo cuadrante y regresar al dngulo inicial. Pero esto es
mpes|bla & menos qus p(ag = 0! pars tener soluciones periédicas es necesario ya que p=0
carreapondiente a {n solucién eqtaclonaria wy = vy = 0) o que $(0) = kx/2 = 4(t) (tomando
#(0) = 0 o escriblendo |y ecuaclép para k/m), es decir, m o k son slempre copo. K aymbos
casos 8;(f) y 6,1} son copstantes. !

Si k=0y m#0 (lLe. A, es ortogonal & 4;) entonces

l U
3= (=46 = ) = (5=~ o)

es decir 4 ,
Eg—ln(r;/ImD = —46,

Integrando sobre un perfodo (usando que r3/|m| es periédico y que m{t) = m(0)eS (1=38=4 (s} ds
tiene el signo de m(o)li, se encuentra que

0= —46T,

lo cual es imposible para toda § £ 0.

Esto implica que m =0, ry 0 r 501 cero.

St ry=0, 3(rd)' = (1 - 46 ~ r})r3, que es una ecuacién logfstica con tinicas soluciones r;=0
ord=1-46.

8ira=0, {(r})' = (1-r})r}, con dnicas soluciones periédicas ry =0y r, = L.

. _ { cos¢é seng .

Ademis si By = (-—sen s cos ¢) es una rotacién con dngulo constante ¢, entonces las

ecuaciones (6.3.2) pueden escribirse como

(RdAl)' = (l - pz)R¢A| - 2kR¢A: (6 s 4)
(RyAq) = (1—46 — pY) Ry Ay — 2kRy Ay, =
donde k = A+ A;. Si (4, 42) es solucién de (8.3.3) entonces (RgAy, Ry A;) también lo es ya que
RyAy- Rydy = Ay - Aa.

Siri=0, r3=1-46= g2, 04(t) = 05, Ay = constante, se puede tomar una rotacién ¢ tal que
é = —0p, en CUyo cas0 a3 = /1 — 46,b; = 0, y esa solucién corresponde a w,.

Sir =1=p ry =0, entonces 6;(t) = 6, A; = conatante y haciendo una rotacién ¢ = 6, se
tiene a; = 1, b; =0, que corresponde & wy.
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Si m =0, entonces A, y A, son colineales, 8,(t) = 8,{t) = 6,(0) = 6,(0) ya que los 4ngulos son
constantes, o 6{t) = 0,(t) + x = 0,(0) 8i A, y A, son opuestos. En el primer caso k = ryry > 0,
en el segundo k= —ryr; <0 (el caso k =0 ya fue estudiado).

En el caso 0, = 0, = 05, tomando ¢ = —6, se tiene que RyA; y R;A; ticnen éngulo polar
cero, es decir, by = b; =0, r; =9y, r; =4a3. En este caso las ecuaciones (8.3.2) se reducen a

a} =ay — pay — 2a;a] = 0y (1 — a} — 3a)

6.3.6
af = ag(1 — 46 — p?) — 2alay = a3 (1 ~ 46 — 847 — &) (6.5.5)

Las dnicas soluciones estacionarias de estas ecuaciones son a; =0, 3 =1-45; r3 =1, a3 =0
: - 138 all _ 1 .
(correspondientes a k=0) y (3 1) ( ) = (1—-46)’ es decir,

2
a3

ad\ _[-1/8 /8 1
ad)=\s/8 -1/8)\1-45)"
y tomando en cuenta que ay =r; >0, a3 =ry >0,

_Vi—& Vit
I 2

, bi=bh=0.
o () [
wy .E’i!" !
¥ en las coordenadas originales,

(Y _[(witw_ [(VI-8-+VI+28) Y _ ,

*= (33) - (wt—u)a) - ( (VI=6 - vIT20) )'2' = 24,

. En o} casp en que A, ¥ A; son opuestos, como (Ry Ay, Rayn A7) también es solucién (porque
Rodis Bosedr= -4y v‘A.i. eptonces

)

Esto implica que

241+ AaR4Ay = -2 Ry Ay i RypnAr) Ryin Ay
—34A; ARy Ay = —2(}1‘4‘ ’ R¢+"A3)R¢A1.

Tomando 6y =6, +x=0p y ¢ = -0p, R4A), R4snAs tlenen dngulo polar cero, por lo que en Jas
ecuaciones (6.3.2) se tiene by =b; =0, ry =4y, ra = —aj, k= -rirs = 6105 y 8¢ obtiene de nuevo
el sistema (6.3.5) cuyas iinicas soluciones estacionarias sop (con g > 0, 49 < 0);

? VI—88 i+ ®
2

b=b=0, o= Y22, =22
=88
= 7 "
w = (_11173,,)'
F

—88 /1138
_ ny_ .2
#= (@f_@,,) =%
2
Estas soluciones coinciden en § = 1/6 con w, y en § = —1/2 con w; en § =0, z} es igual 2
('710) y z: a (Or 'l)'

de donde
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Para probar que el sistema (6.3.5) no tiene solucjones periédicas deffnanse #; = o}, # =of.
El sistema gse escribe entonces como '

z', = 221(1 -y - 323)
I', = 221(1 — 45 - 3zy — z,).

Este sistema se estudia examinando el plano fase para z, > 0, z; 2 0. Del anélisis del flujo
y del teorema de Poincaré-Bendixon se concluye que no hay més soluciones periédicas del
problema original que las que corresponden a las soluciones estacionarias ya encontradas.

L

Mo

i

)]

<
t~-¢6 X370
7

S?‘/q

Figura 6.3.1 Figura 6.3.2

Para § > 1/4 los vinicos puntos fijos son (0,0) y (1,0}, el primero inestable y el segundo
estable; no hay soluciones periédicas.

Para 1/6 < § < 1/4 se tienen 3 puntos fijosir] = 0,r3 = 1 — 45 que es inestable, z; = 1,2z, =0
que &8 estable y el origen también inestable. Ademés hay una curva heteroclinica entre el
_origeny (1,0). No hay soluciones periédicas.

Para —1/2 < § < 1/6 no hay soluciones periddicas; hay 4 puntos fijos: (0,0) que corresponde
a la solucién estacionaria del problema original y es inestable, (1,0) que corresponde a wy y
es estable, (0,1-46) que corresponde a wy ¥y es estable y ((1-66)/4,{1+26)/4) que corresponde
a 3} que es inestable.

Para § < -1/2 no hay soluciones periédicas y hay 3 puntos fijos: (0,0) y (1,0) que son
inestables y (0,1 - 46) que es estable,

El dnico caso en el que hay un punto estacionario con z; > 0, z; > 0 es para —1/2 < 6§ < 1/,
y este punto es hiperbélico, por lo que no puede haber un ciclo limite a su alrededor.

Nétese que estas estabilidades no son para las soluciones wy, w, etc. porque z;, z; son
cuadrados de qa; ¥ a;.
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Figura 6.3.3

Figura 6.3.4

1

.

(figura 6.3.§). 2

Se concluye que las tinicas soluciones periédicas en el caso ¢ = 0 8on (0,0), wo, we, 2 ¥ 2§
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6.4 ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES BIFURCADAS

Para estudiar la estabilidad de las soluciones z;? sea ¢ = 1 y escribanse wy = (a; + &)y +
4uffy wa = (eaa + £2)y + . Como se vio en la seccién anterior o = V1-68/2, a3 = ey/1+ 26/2.
Por (6.3.1) se tiene que

k= (a1 4 é1)(eas + €3) + 103 = €ayag + a1éy + eagéy + oo+
p’=a:+ag+2(a|£+ca:&)+Ez+§|’+€::+§2,n

a primer orden en & y en . Sustituyendo en (6.3.2) se encuentra que

& = (a1 +&)(1-af —a - 2aréy + €asla)) — 2(earas + 6,5 + easls)(eaz + €2) 4 oo
= &{1 - 3(ad + ad)) — Beayaz by + -+

¢t = 1(1 - ol - a3) — 2easa302

& = (o3 + &2){1 — 46 — a — 0 — 2(a; &1 + €as&3)) — 2(earng + arfs + easéy)(ay + &) + oo
= £3(1 — 46 - 3(ad + a3)) ~ Beas a1y

6 = §a(1 - 46 — o] - a3) — 2easaz1.

Sean py = a} +ad = (1 - 26)/2, ko = eayay = ¢y/1 + 26+/1 - 66 /4, entonces las ecuaciones de arriba
0 1 2

pueden escribirse como
aY _(t-38% -6k &
& —-Bkg 1-46-302/ \ &
€l)
"(&
Y (17 L $1
& “ky 1-46-p3/ \ &
=n(
”(u)'
Ay Bson matrices simétricas y constantes por lo que 8} Az; = Ayzy, 452 = A33a, cop ); vajpyes
propios y z; vectores propios entonces z,(t) = 'z, ¥ z,(t) = e*'z, son soluclopes da o' &= 42

y cualquier solucién puede escribirse como z(t) = az;(t) + Aza(t). Deben epcoptrarse entonees
los valores propios de A. '

det{A ~ AT) = A* — 20(1 - 26 — 3p3) + (1 — 8p3) (1 — 46 — 8p)) — 36k3
= AT+ A1 — 26) — 2(1 + 26){1 — 65)
= A% 4 223 — 32K,
Ma = —pd & (of + 32k3) V2.
En la misma formsa
det{B — AT} = X — M4pj — 2p3) + (1 - 46 — p3) (1 - o) — 4k
= 27— 2050 = (A - 203),

de donde
A; =0, /\4 = 2p3.
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Ahora,
2= (51) = w0 = (et pe)
= (57) = 0700 = (cacbin o)
a=(5) =)= (i)
‘

24 - -
"= (fh) = wi{t) = (aue* 7, ue™')
son soluciones linealmente independientes, es decir forman una matriz fundamental:

ae*tcosft aze'cosft  assenft  oyet¢tsenft

o(t) = —aetttgenft  —me*tsenft ascosft  agettcosft
fieMtcosft  fiettcosft Besenft  Bit¢senpt
—fieMtgenft  —fietsenft  fscosft  Pietetcosft

Como
et [V ] 0
0 et 0 0
Q(T"' 2”/5) - Q(O) 0 i} 1 0 ’
0 0 0 et
entonces
a1 CO8HAt  a;COBSt agBEnft agsenfi elit
a(t) = —ay8enft -—o;Benft ayCo8Pt ayCOSAL et
“ | picospt  ficosft fisenft - f,senpt 1
: ~pisenft —pfsenpt fico8ft P cospt et

. Esto implica que los multiplicadores de Floquet son

(MT, eMT, 1, MT) = (emriH a3 mpi=loi+02k0)' y 20hy,

- La firma de Floquet para =}’ es entonces (+,-,0,4+) y por lo tanto esas soluciones son

- inestables.



RESYMEN

Se estudi6, como en [0.W.], un sistema de dos osciladores, cada uno con ciclo lfmite,
acoplados con acoplamiento lineal. Las ecuaciones son de la forma

8 = [{z1) +6D(23 - 1)
23 = f(zz) +6D(zl —l:),
donde D es una matriz diagonal de la forma

(3 zugze))'

En [0.W.] se estudi6 el rango ¢ € [0,1/2]. En este trabajo se traté el rango ¢ € {0,1) (nétese
que para ¢ € (1/2,1) uno de los elementos de la diagonal es negativo, lo cual no corresponde
& casos fisicos, ’

Se observé que de todas las soluciones que existen cuando 6 = 0, las dnicas que subsisten
cuando el acoplamiento es diferente de cero son por una parte las estacionarias, aquellas
en que un oscilador se mueve mientras el otro permanece en reposo, y por otra parte, 2 en
que ambos osciladores se mueven: en una lo hacen en fase y en la otra fuera de fase, Para
poder demostrar que estas tltimas soluciones subsistfan se tuvo que introducir un método
de reduccién, ya que, como se tienen dos multiplicadores de Floquet en 1 no es posible
aplicar el Teorema de la Funcién Implicita (secciones 2.4-2.8).

Las soluciones estacionarias se estudiaron en la seccién 2.2, donde se vio que eran inesta-
gleis y s;a encontraron todas las posibles bifurcaciones, de Hopf y de estados estacionarios,

el (0,0).
a8 soluciones en que un oscilador se mueve y el otro no, se estudiaron analiticamente
86lo en el caso ¢ = 0; en algunos otros casos se hicieron diagramas de bifurcacién con AUTO
(véanse las figuras al final de este resumen.)

Se demostré (capftulo 3) que la solucién en fase es estable para § > 08i ¢ < 1/2, La
evidencia numérica sugiere que esa solucién es inestable siempre que & < 0, pero sélo se
probé analfticamente para ciertos valores de los demés pardmetros- serfa bueno probarlo
para todos.

La solucién fuera de fase se comporta de manera interesante y que va un poco contra
la intuicién (capftulos 4 y 5): cuando el acoplamiento es isotrépico, es decir, la matriz de
acoplamiento es un miltiplo de la identidad (lo cusl sucede para ¢ = 0), w, es inestable
para toda § > 0 y estable para toda § < 0. Sin embargo, una pequefia anisotropfa en el
acoplamiento estabiliza a w, dpor un mecanismo de resonancia paramétrica en un subconjunto
abierto y bastante complicado del espacio de pardmetros (capftulo 5). Este comportamiento
es parecido al del péndulo invertido (figura 1

95
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Figura

. En general el punto § =  para el péndulo es un punto de equilibrio inestable, pero i se
hace vibrar el soporte del péndulo con la frecuencla y amplitud adecuadas, o] punto se vuelve
estable también por un mecanismo de resonancla paramétrica. En e) caso conaldorado en
este trebajo la situacidn es un poco més complicada porque es tods una Srbits Ia que se
éstabiliza por la anisotropfa del acoplamiento.- Hay también casos hiolégicos en lo qgue so
observa el mismo fenémeno. Algunas colonias dé bacterias, si se afslan del medlo ambiente
eventualmente desaparecen (ain teniendo suficiente comida), pero si se permite que entren
pequefias perturbaciones del medio la colonia sobrevive,

En el caso ¢ = 0 se encontré la misma solucién que en [0.W.] pero por un método més
corto y adem4s se demostré que la solucién encontrada era completa.,

Se agregaron diagramas de bifurcacién, algunos al final de este resumen, que a veces
plantearon problemas interesantes y ayudaron a visualizar las soluciones.

A continuacién se muestran algunos diagramas de bifurcacién para ¢ = .8, es decir, en el
rango (1/2,1) no estudiado en [0.W.], y algunos para e€ (0,1/2], en los que se trata de ver,
entre otras cosas, cémo se comportan las soluciones z5? encontradas para ¢ =0.
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APENDICE 1

Al. NUMERO DE ROTACION

En este apéndice se definird lo que es el nimero de rotacién y se demostrardn algunas
de sus propiedades (véase [A].)

Mapeo de Poincaré y Funcidn Angular
Considérese la ecuacioén

i=wz), z= (:), w= (z;), w(z) = w(z + x).
Debido a la periodicidad de w, el sistera puede pensarse como un sistema sobre el toro. Si
el campo w(z) no tiene puntos criticos y w, # 0, la ecuacién se puede escribir como

d
1 = Maw),

donde A = w,;/w,. Las soluciones de esta ecuacién pueden prolongarse indefinidamente porque
el segundo miembro es acotado.

El mapeo de Poincaré va del eje y en sf mismo y manda al punto (0,y,) 2l velor de la
solucién que pasa por ese punto en z = 2r. Puede también verse como un mapeo 4 de un
meridiano del toro en sf mismo que le asocia a un punto el valor de la solucién que pasa por
él, después de una vuelta. (Figuras Al.ly A1.2.)

N ,
Ayl -7~ ————
D .
=
» X
Figuta A1, Figura A1.2

, m thaped de Poincaré es perlédico A(y+2x) = A(y) +2r y de acuerdo con el teorema
de difereniciabilidad de la solucién con respecto a las condiciones iniciales, A y A~* son
diferenclables.

101



102 Al. NUMERO DE ROTACION

Usando el mapeo de Poincaré, e} estudio de soluciones a ecuaciones sobre el toro se
convierte en el estudio de difeomorfismos del cfrculo en sf mismo. Si el difeomorfismo del
cfrculo tiene un punto fijo, le corresponde sobre el toro una curva integral cerrada y toda
2urva integral cerrada corresponde a un punto fijo del difeomorfismo o de una potencia de

ste, SO S

=

Figura A1.3 Figura Al4
El mapeo de Poincaré es un difeomorfismo del cfrculo que preserva la orientacién__..
mapeo de Polnca |

Figura ALD Figura Ai.B

y por lo tanto puede escribirse como A(y) = y +a(y), donde a{y +2x) =a(y) ¥y a~}{y) > ~1.
A la funcién a(y) se le conoce como funcién angular.
Nimero de rotacién

El nimero de rotacién da la pendiente promedio de las soluciones de ecuaciones sobre
el toro, Para el caso sencillo de la ecuacién dy/dz = ), el nimero de rotacién es ). Para una
ectacién genetnl sobre el toro, el nmero de rotacién se define como

gzl
” ﬁll-‘-ongo z !
doitde ¢(z) es una solucién sobre el plano,
Entre el niteto de rotacién y la funién angular se tiene la relacién

1 afy) taldy) $ooe kA4 ) a{dhy) g
."z 'g',.-'kl_'.":, k h’-l-xgw _—ﬂ%_‘

Esta tltima deflnicién se aplica a cualquier difeomorfistho def elrenlo qué presetve ln
orientacidn. '

Teorema

El lfmite de la definicién anterior de ndmero de rotacién existe y no depende del punto
inicial. Es racional si y s6lo si una potencia del difeomorfismo posee un punto fijo {es decir,
cuando la ecuacién diferenciel tiene una trayectoria cerrada.)

Prueba
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T

«(Ar) { A’(v)

afy) 1_ A
Y

{

i

|
2r AT
Figura ALT .

Considérese el dngulo que rota el punto al aplicdrsele la potencia k de un difeomorfismo,
Denétese este dngulo por
ax(y) = aly) +a(4y) + - +a(4*71y).
Se tiene que {ai(y1) — ax{ys)| < 27 para cualesquiera yy, ys; para jy, ~ g} < 27 e8 claro ya que las
imégenes de scgmentos de longitud 2x bajo las aplicaciones 4* son segmentos de longitud
2x. Pero la funcién a; es 27— periédica y por lo tanto puede modificarse y; por un miltiplo
entero de 2r de manera que a,(y2) no varle y que la distancia entre y; y y; se vuelva menor

que Ix.
Sea m, un entero tal que 2xmy < a,4{0) < 2x(my + 1), Se verd que para toda ¢, y para toda

¢ entera,

se(y) _ ma
l 2%kt k | <2/k.

En efecto, como
lok () = dxma} = Jaa(y) — au(0) + 65(0) — 2xmsf
< laa(y) = oa (0)] + an{0) —~ 2xmy] < 4w,

ge tiene

anly) - ma
2wk o E <3/k Yy

Como ay(y)/2vkt es la media aritmética’ de las cantidedes ay(y)/27k, donde y; = A%y, ¥ =
0,:+:,L—1, ge tiene .
‘ alv) _
ke k

Sea oy el intervalo [m4=2, ™21, Se ha mostrado que oy (y)/2xk¢ partenece tanto & o, como
a o¢. Se tiene entonces que los intervalos o, tienden a cero y se intersectan dos a dos. Se
concluye entonces que tienen un punto de interseccién Gnico que es el nimero de rotacién.
Se ha mostrado entonces que el l{mite que define al nimero de rotacién existe y no depende
del punto inicial.

Supéngase ahora que AY posee un punto fijo en el circulo. Entonces la imagen de ese
punto bajo A% sobre la recta se desplaza un miltiple de 2x, digamos a(y) = 2xp. En este
caso el nimero de rotacibn p = p/g es racional. Después de ¢ vueltas se regresa médulo 2r al
punto inicial. '

8i u = p/g entonces si para toda y se tiene que a,y) > 2xp entonces para alguna e > 0 se
tendrfa u < p/q. Si a,{y) < 27p para toda y se concluye de la misma forma que p <p/g, y por
lo tanto a, - 2xp cambia de signo, i.e, a,(y) = 2rp para alguna y, es decir, 49 tiene un punto

fijo.

<1/k.




APENDICE 2

BIFURCACION DE SOLUCIONES PERIODICAS

En este trabajo se han usado varios resultados de bifurcacién de soluciones periddicas,
sea a partir de una solucién estacionaria (bifurcacién de Hopf) sea a partir de una solucién
periédica. En este apéndice se darén pruebas de estos resultados. No se demuestran los casos
m4s generales (que pueden verse en las referenciag dadas en la bibliograffa) sino aquellos
que efectivamente se usan en el trabajo,

A2.1 BIFURCACION DE HOPF
Supéngase que el sistema

%:‘:'_"!(zv)‘)

con z € R", A € R tiene una solucién estacionaria conocida z(1), que puede sin pérdida de
generalidad tomarse como z(0) = 0. Se quieren buscar soluciones periédices vecinas a esta
curva de soluciones estacionarias., Linealizando la ecuacién cerca de z{3} se obtiene

‘.:.:. = ANz + g(z, ) (A2.1.1)

con g(z,A) = o{|z|) y 0, 4 lineal.
Como se vio en la seccién 2.2, las soluciones periédicas son aquellas que satisfacen

T
(I = ATz / AUT =) g(2(5),A) ds = 0, (42.1.2)
)

con z(t) = Az 4 f; A =1 g(5(s), 1) da.

En la seccién 2.2 se vio que una condicién necesaria para que existan soluciones con =,
vecino 2 0 (pero diferente de cero) y A vecino a cero es que existan un valor propio 4 de
A(0) = Ao y una T > 0 tales que uT = 2kxi.

Supéngase ademés que se cumplen las siguientes hipétesis (lo cual es cierto en este
trabajo):

(1) );4(,\] = afA) +1i8{)) es un valor propio algebraicamente simple de A()) tal que a(0} =
0, 8(0) = By > 0, con a, # diferenciables y o'(0) # 0 para ) cercana a 0,

(2) A(») no tiene otros valores propios puramente imaginarios para A cerca de { excepto
#(2) ¥ 8(3) (condicién de no resonancia}.

104
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Bajo estas hipétesis existe un cambio de coordenadas P()) tal que P-}(3)A(A)P()) tiene

la forma 0 By o
@ B(}) o©
A= [ -0) a(d) - ( ).
( o o om) ¢ o
donde O()) no tiene valores propios sobre el eje imaginario. Escribiendo z = P(\)y y multi-
plicando la ecuacién (A2.1.1) por P-(}), se tiene '

% =AMy + P (N)g(P(N)y,A)
= Ay +h(y,A),

donde h tiene las mismas propiedades que g. Tomando y = (v,v)%, h = (k)T la ecuacién
(A2.1.2) se transforma en

(1= 20070y [ BT, o) 3 s =0 |

’ T (A2.1.8)

(I - ONTyy, — / POUT=)(u(a), u(s),A) ds = 0
0

La segunda ecuacién es de la forma Flup,vg,), T) =0, (u(s) ¥ v(s) estén dadas en forma dnica
a partir de las variables ug, vy, A resolviendo el problema de valores iniciales y son funciones
tan diferenciables de las otras variables como A()) y Ay, A). :

Ademés F(0,0,A,T) =0y DF,(0,0,),T) = I - 97 ya que DI,(0,0,A) =0y ufs), v{s)=0
para up = 0, v = 0. Por lo tanto para T > 0, A vecino a 0, I - OWIT eg invertible y el
Teorema de la Funcién Implicita da una iinica solucién vo(ug, A, T) de la ecuacién (A2.1.3b),
con (0,2, T) =0, Dy,u(0,A,T) =0 (porque I(y} = O(|y|*)). Recordando que

(ST o7 ( cosf(A)T'  sen ﬂ(*)7'>
—-sen B(A)T  cos B(A)T

.

y tomando u, de la forma {p,0}, p > 0, la ecuacién {A2.1.32) puede escribirse como
1 AT cos BT - ({0, 1, T)/p =0
N7 gen B(N)T — r(p, ), T)/p = 0,

donde ¢y r son de orden p* (debido a la forma de k) y por lo tanto ¢/p ¥ r/p son diferenciables
para p=0. Llamando G(p,},T) a este sistema, se ticne

G(0,0,2x /) = 0,

—a'(0

‘. DG,1)(0,0,2x/f0) = (ﬂ:(o)gg/)po Zr(;ﬂo) '

Como o'(0) # 0, el Teorema de la Funcién Implicita permite resolver de manera inica
esta ecuacién como A(p), T(p) generando soluciones periédicas con perfodo T(p), con T(0) =
2x/Bo, Mo) = 0.

Ahora bien, 8i up = Ry (8), R una rotacién de éngulo ¢, multiplicando (A2.1.3a) por

R;! se tiene

(r-emitoeeny (0) <y () e () 0 = (1) G
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106 BIFURCACION DE SOLUCIONES PERIGDICAS
Como R;'B{))Re = B(}), el mismo argumento de funcién implicita dard una dnica solucién

(e () 7t2a ()1

Para ver que se trata de la misma érbita, sea p > 0 Rjo y sea {u{s), v{s)) la drbita periddica
generada por (p,0). Para s, fijo sea uf{s) = (p(ss) cO86{s0), p{ao} 5€16{20}} un punto sobre ecsa
6rbita. A partir de u{sg) existe una dnica érbita periédica (por el argumento anterior}, pero
como {u(s),v(s)) es también periédica y pasa por (u(to),u(ao)z), entonces la solucidn periddica
generada por u(s;) es (u(a),v(s)). Esto quiere decir que el haber escogido u, de la forma (p,0)
no viola la unicidad de la érbita.

Nétese que A(p), T(p) son tan diferenciables como u(A), C(A) y h(y, A); en particular son
analfticas en caso de que estas funciones lo sean. Ademds queda claro que T'{p) es el perfodo
minimo ya que para T < T(p), {—¢?(AIT eg invertible. Finalmente la bifurcacién es de un
solo lado en términos de A yo que —p =~ u{sp) para algiin sg y por lo tanto A(~p) = Ay} {figura

A21.2).

K/_ + h(’

.
9‘('*& \ )

~

Se ha probado el cldsico:
Teorema de Bifurcacidn de Hopf

Bajo las hipbtesis (1) y (8) existe una unica familia de soluciones periddicas {u{p,t), v(p, 1))
con ufp,0) = g , con perfodo minimo T(p) correspondiente a Mp), con una diferenciabilidad

en p sgual a la de las hilpdtesis,
A2.2 BIFURCACION A PARTIR DE UNA FAMILIA DE SOLUCIONES PERIODICAS

Si el sistema 4
F =1z (42.2.1)

tiene una familia de soluciones peri6dicas z(,t) con perfodo T()) (aquf we ¥ w,), s€ quiere
saber si pueden existir otras soluciones periédicas vecinas a esta familia con perfodo vecino.
Cambiando ¢ por ¢T(0)/T(A) se puede suponer que T{}) = T(0) = To {esto multiplica a f por
el factor TéA)/T(O) . Sea G(A,t,z0) la solucién de (A.2.2.1) con valor inicial £, Como z(),¢) es
una solucién vélida para todo ¢ {puesto que es periédica), G\ ¢, z,) existe para z, cercana a
z(\,t) para ¢ tan grande como sea necesario. ‘

Sea z(t} = z(),t) + ¢(t), entonces:

2 o S=00) +9,0) = Sla08),2) = D100, M)y + sl A1)
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2 Ay ol 00 (4223)
con A y g periédicas de perfodo Tb y g{y, A, t) = O(jy}*). Sea &(A,t) la matriz fundamental de
Y

con &(A,0) =
Recuérdese que los valores propios de (3, 7%) son Jos multiplicadores de Floquet y que

1 es siempre uno de ellos ya que derivando la ecuacién
Z08 < 0,0,

se obtiene
d, d d
E(EZ(A")) = A(A, t)’&?z(x,t)

y por lo tanto i
d
d—t-z[,\,t) = @(,\,t)d—tz(,\,o).
Pero como z{),t) es periédice,

i‘—:(A t) = ix(,\ 0)

¥ (d/dt)z(),0) es un vector propio de &(A, To) asocmdo a 1. Usando la férmula de variacién de .
parémetros, la soluci6n al problema de valores iniciales (A2.2.2) es

MOEX 10N +'Q(o\,t)/o &1\ 0)g(u(s), A 0) ds
= z(t) — z(A,¢)
= QM t,2(3, 0} + yo) - G(A,¢,2(1,0)).

De estas férmulas y del hecho de que g{y(s), 3, 2 = of|y(s)]?) se ve que pa, k\ W2, 2{),0)) = Q(;\ £).
Las soluciones peri6dicas son las que satisfacen z(T} = z(0) (por ser 2.2.1) auténotua),

es decir,
¥(T) = y(0) - (z(\, T) - =(3,0))

o de otra forma
(-2, T))yo - f O, T = a)glyle), A 8} ds ~ (z(2 T) - (3, 0)) = (42.2.3)
FIAT, 1) =0,
con F(}),To,0) =0, Dy, F()Tp,0) =T~ 8(, o). Como =(3, To) = z(},0), el término
oA, T) = 2(3,0) = (s, T))(T - To) + O(T - o))

! DrF()\, Ty, 0) = —1( (X To)).

Por lo tanto ‘
D140} F(3, To, 0}, o} = (I — &(A, To))wo ~ J‘d“(r()\ ).

Esta aplicacién lineal de R™*' a R" tiene a (0, &(z(),T))) en su nicleo. Si se considera el
subespacio E(\) de R"*' generado por un complemento de (A, To)} = f(=(A, T}, A) (por

ejemplo dado por {£(Ty),.. .En(To)) construido en la seccién 2.4), entonces Dy, F : Rx
E()) R" es un isomorfismo si y sélo 8i 1 es un valor algebraicamente simple de &(2, T;)

(figura A2.2.1).
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Figura A2.2.1

En efecto, si ]
(1= (X To))wo = p 5 (=(%, To)) (A2.2.4)

entonces (I - 8(, To))’yo = 0, es decir yo € ker(I ~ &(A, To))? > ker(I — (X, T0)) 2 {£(z(\, To))}. 1
NO es simple si y s6lo si una de estas inclusiones cs estricta: en ese caso existen p y y, tales
que la relacién (A2.2.4) se cumple, mientras que si 1 es simple, entonces yo es un miltiplo
de £(z(),To)) y puede tomarse s = 0. Como la dimensién de B x E(}) es n esto implica el
isomorfismo,

En el caso en que 1 es un valor propio algebraicamente simple, el Teorema de la Funcién
Implicita permite resolver de manera dnica {A2.2.3) para yo(A), T(A). Como F(),Ts,0) =0
entonces y(A) =0, T(A) = To ¥ no hay bifurcacién de soluciones periddicas, ya que el mapeo
de Poincaré (retorno a E(A) en el tiempo T) no tiene més puntos fijos que z(),Ty). Por lo
tanto une condicién necesaria para la bifurcacién es que en A = Aq, 1 NO sea algebraicamente
simple.

Nétese que este argumento puede modificarse para probar la estabilided de z(),t) (véase
la seccién 3.2), en caso de que la érbita sea hiperbélica, es decir, si no hay multiplicadores
con norma 1 (excepto 1).

Supdngase shora que det(®(A,To) = ») = (I - ¥)(a(A} — »)Q()¥) con afdo) = 1, a'{Xo) #
0, Q(), 1) #0, QX a(N)) #0, es decir, 1 y a(}) son de multiplicidad algebraica 1 para A# X ¥
1 es de multiplicidad algebraica 2 para A = A,

Teorema 1

Eziste una tinica rama de solucioned periddicas 2(¢, \(8)) con periodo T(f), T(0) = Tp, M0) =}
do con 2(t, Ao) = z(t, Ao). Notese primero que este teorema no es el més general en esta drea
(pero es la versién que se necesita aquf )y se verd que es un caso particular de bifurcacién
en un pardmetro.

Prueba:

I— ®(,T) tiefie a 0 como velor propio de multiplicidad algebraica 2, es decir,

ker([ — 8k, 7)) = {5 (00,00, €} = {£0%0), €
(multiplicidad geométrica 2}, o
ker{ I — 830, )" = (5 (e(00,0),)

con (I - &(do,To))€ = 3(X) (multiplicidad geométrica 1). Nétese que en ambos casos se
puede escoger ¢ ortogonal & z(Ao). Sea E(Xo) = {& &,..., &}y ;...\ €n cualquier complemento
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ortogonal, y considérese F(A,T,yo) : R x B x E(Ao) — R”, F(A,Ty,0) = 0, Di,40) F(A, To,0){1t, o) =
(I - ®(X\ To)yo — w3 (=(),0)). Asf que si (u,10) anulan esta expresién para A # ) entonces

yo € ker(1 — &(), Tu))? = ker(I — &(), Tu))

es decir, p$z(),0) = 0, por lo tanto s =0, yo es proporcional a $(z(3,0)) = £(A). Pero como
- la proyeccién de $z(3,0) sobre ﬁz(,\o,o) es casi 1 (por continuidad) y la proyeccién de gy
.sobre este dltimo vector es cero si yo estd en E()), esto implica que y =0 y el jacobiano es
invertible para A # Ao. Para A=), se tiene yo = az{)) + B¢ (« debe ser 0 si y; estd en E(X,)),
Y
(I = ®(%0,T0)) B¢ — pi(ro) = 0. !

En el caso de multiplicidad geométrica 2 se tiene u = 0 y (0,¢) es el dnico vector propio de
Diz,45) F{20,T5,0) (en R x E(Xo)). En el caso de multiplicidad geométrica 1, se tiene f=p y
(1, ¢) genera el nicleo de Diz,y,) (4, To,0). Ahora, podemos cscoger una hase de B" tal que:

a»(A,,,Tu):(((l) i) IO).
0’ 4

con A e I~ A invertibles, ¢ = 0 en el primer caso y ¢ = 1 en el segundo, es decir, #(})7 =
(1,0,-.-,0), £T =(0,1,0,...,0), escalando la primera variable para que |#(A)] = 1. Entonces

1 €
B\ Th) = ((0 a(A)) 0 ) +B()),
0 A

con B{Xg) =0, A(A) = 4, ¥y £{A) = 2(Xo) + C(4), donde O(X;) =0, C(A)T = (C,, C3,Cs). Desarrol-
lando en serie de Taylor se obtiene

F(\T,p0) = F(,T0,0) + (I - &%, To))yo ~ (T = To)2(A) + O(lwal* + (T - To)?).

’ 1
Témese p=T ~ Ty, y§ = (0,4,2), ¥ sean P(A) una matriz tal que P(A)i(}) = (0) ¥ P(A)yo = o,
0

es decir
1+C, 0 0
P"’(A):( C; 1 o),
Cs 0 1
(1+01)—‘ 0
P\ =| -Gy(1+C1)! )
—0,(1+0,)“

Multipllcmdo F por P()) se obtiene:
P(A)F = (I~ P(\)®(), To)P(A)~*)P(N)yo = sP(N)(3) + P(A)O(Iwo[ + 4?).

La primera columna de PdP-! es esta matrix aplicada a (1,0,...,0)7. Para las siguientes
columnas, como P(A)ys = yo, 86lo se modifica el primer renglén con términos que valen
cero cuando A = )p. Se puede suponer entonces que &(),Ty) tiene como primera columna
(1,9,...,0)T y que O(\) =0.

1 e +by(A) By())
Q(A,T) = 0 G(A) +bz(/\) Bg(/\) y
(o B A+ B,(A))
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pAef+bi(N)B+ Bi(A)z+ hy(B,2,41) =0
{a(A) = 1)8 +b2(2) A + Ba(A)x + hs(B, 2,8, 2) =0
(A(A) - I)"*' ba(x)ﬂ + B’()‘)z + h’(ﬂbz)l“l A) =0,

donde b;(20) =0, Bg(z\.o) =0, _0((,\0)'= 0, hi{B,3,p2) = O(f? +|z]* + 4?). Para la primera y la
tercera ecuacidn, se tiene un jacobiano con respecto a (p,z) en {(p=0,z=0,§=0,A = Ao) de la

forma
1 0
(0 Aldo) - f) '

es decir, una matriz invertible. Por el Teorema de la Funcién Implfcita se pueden resolver
estas ecuaciones de manera dnica como u = u(8, )), 1= z(8,1). Para 8 =0, la matriz

(3 A fl]ia,()u))

es invertible para ) pequefia, y k((0, 2, 4, ), hs(0,3, 1, ) son de orden [z]*+[u|*. Por la unicidad
de la solucién, se tiene que u(0,A) =0, 2(0,1) =0y por lo tanto z(8,)) = 8O(|8] + A}, s(8,)) =
~ef+ AO(|| + 1A]). Dividiendo la segunda ecuacién entre g se tiene:

a(2) = 1+ ba(A) + By(N)2(8,)/B + halB, 2(8, 3), u(8, 3), ) /B = 0 (42.25)
con £(8, 1)/ = O(|g|+ |A]), ka(8,2(8, ), 1(8,3), 2)/8 = BO(|8)). Ahora bien,

dey (PO To) P(N)™! = v1) = det(@(, Ty) - v1)
= (1= v)det(C(}) - v]),

con () + ba(A) B:{2)
0(A)=( b,m’ A(A)iaa(x))

det(0(2) - vI) = (a(A) - v)@Q(A,v) con Q(A,1) £0, Q(A,8(A)) # 0. En particular
2 (3et(O(X) = vIlsnims = (30)Q (Mo, 1)
_ a'(Ao) + 85 (%a) 0 > 1-v 0 Bl 0
= det ( %',(Aof " Ah) —uI) +,§d°‘ ( 0 D)~ v ) '
donde en la suma se deriva una columna & la vez. Lo anterior es igual a

(a'(Ao) + 63 (%)) det(A(Xo) - vI) + (1 - V) R(v)

en v =1 se tiene a’(xo)Q(Ao, 1) = {a'(Xo) + b4 (Xo)) det(A{do) ~ I}, es decir a’(Xo) +%(Xo) no se anula
8i o'(Xo) no lo hace. Regresando a la ecuacién (A2.2.5) se ve que su derivada con respecto a
Aen dgy f=0es a'(A)+ bj{d) # 0. Por el Teorema de la Funcién Implicita se obtiene una
dnica solucién A = A(8), u(f) = —¢B + BO(B), s(B) = fO(B), ¥ otro dnico punto fijo del mapeo
de Poincaré, generando la solucién 2(t,A(8)). En el caso tratado aqui, se vio que para ¢ =0,
la bifurcacién a partir de wy ¥ w, s de un solo lado con respecto a 6.

Si Ty no es el perfodo minimo de la primera familia (), t), pero es un miltiplo, por ejemplo
2Ty, entonces al trabajar cerca de T, se consideran dos vueltas del mapeo de Poincaré. Como
(), 2Tnin) = ®(\ Tui)? ¥ el espectro de ®(), Tp) es el cuadrado del espectro de ®(), Tp/2), se
puede tener la situacién en que el valor propio a()) = 5())? es tal que b(A) <0, b{);) = -1. En

3
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ese cago si ${)o, To/2) no tiene multiplicadores con valor 1 (excepto el trivial), entonces no hay
soluciones periédicas que bifurquen con perfodo vecino a Ty/2 (L;)rimera parte de esta seccién)
pero si hay (una dnica rama) con perfodo vecino a Ty, Este fenémeno se Hama doblamiento de
periodo. Para miiltiplos més altos de Ty, los posibles valores propios de &(), kT,,) cruzando
por 1 serfan de multiplicidad més alta, provenientes de complejos conjugados, o repitiendo
el caso k = 2, para los cuales este teorema no se aplica, Sin embargo, usando téenicas més
refinadas se puede probar en ciertos casos la bifurcacién de un toro de soluciones (no de
soluciones periédicas). En este trabajo no se estudiaron analfticamente ni doblamientos de
perfodo ni toros de soluciones. Sin embargo, la evidencia numérica reportada en [A.D.O]
parece indicar que en el caso ¢ = 1/2 existen estos fenédmenos, de hecho hay cascadas de
doblamientos de perfodo y probablemente regimenes cadticos.

Este argumento prueba que si z(),t} es una drbita hiperbélica (sin multiplicadores con
médulo 1) y z()«o,tf tiene un solo multiplicader con valor 1 y ningdn otro sobre el circulo
unitario, entonces las soluciones periédicas bifurcadas tienen perfodo minimo 7(g).

Nétese finalmente que no es diffcil modificar este argumento para probar la existencia de
una rama de soluciones periédicas en una vecindad de una 6rbita periédica. Esto se probd

de otra manera en la seccién 3.2,
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