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1. INTRODUCCION

El objetivo de este trabajo es presenter un panorama de los resultados
més recientes en Teorfa de Nicleos y algunas de sus aplicaciones.

En 1086, M. Blidia demostré que toda digrédfica de paridad tiene nicleo.
Aquf doy una nueva demostracién més simple de dicho resultado.

Definimos una digrdfica D como un conjunto finito no vacfo de objetos
llamados vértices y denotado por V{D}), junto con una coleccidn de pares
ordenados de distintos elementos de V(D) llamados flechas y denotada por
F(D). Para (uy,u,) € F(D) escribiremos uyu, en lugar de (uy,usz).

Se dice que un conjunto I ¢ V(D) es tndependiente si para cualesquiera
dos vértices z, y € I, (z,y) ¢ F{D). Un conjunto § ¢ V(D) es absordente
si para cada z € (V (D) — 5) existe una flecha de z 2 § en D. Un conjunte
N c V(D) se dice que es un ntcleo 8i es independiente y absorbente, No
toda digréfica tiene nicleo y si una digréfica tiene nicleo no necesariamente
éste es Gnico.

NS

Digré fica sin nicleo Digréfica con dos nieleos

Es f4cil ver que en general los ciclos impares Cjxyy no tienen nicleo y
-
que los ciclos pares C3, tienen dos nticleos.

El concepto de niicleo de una digréfica fue considerado primeramente por
Von Neumann en Teorfa de Juegos donde lo llamé “solucién de un juego
de cooperacidn entre n personas”, Posteriormente C. Berge [6] noté que el
mismo concepto resultaba de utilidad en otros contextos y propuso llamarlo
“el ndcleo de una digrdfica” y demostrar més teoremas de existencia,
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En la seccién 2 se incluyen aplicaciones de la Teorfa de Nicleos en varios
campos. Y en la seccién 3 se mencionan los primeros resultados cbtenidos
sobre la existencia de nicleos en digréficas.

En la seccién 4 se introducen los conceptos de R-digrdfica y R--digréfica
y & partir del estudio de la estructura de éstas ultimas (secciones 4 y 5) se
obtienen més condiciones suficientes para que una digréfica tenga niicleo,
como se muestra en las secciones 6, 7y 8. En particular en la seccién 7, doy
una demostracién més simple del resultado ahf expuesto que la obtenida
por M. Blidia en [9].

En las secciones 8 y 9 se estudian casos particulares de la relacién entre
los conceptos de R-digrdfica y Gréfica perfecta establecida por Berge y
Duchet [8].

Preliminares

Dada una digrafica D y u € V(D), definimos I'*(u) = { ve V(D)/ {u,v) €
F(D)}y I~(u) = { ve V(D)/ (v,u) € F(D)}. S Dy es una subdigrdfica (resp.
subdigrdfica inducida) de D, escribiremos Dy C D (resp. Do C* D). Si
51,8, C V(D), Ia flecha uyu, de D seré llamada una S, S;-flecha siempre que
uy € S ¥ 4y € 53. D[S)] denotaré la subdigréfica de D inducida por 8y, y
D|S4, 53] 1a subdigréfica de D con conjunto de vértices §,US; y cuyas flechas
son las S;S,-flechas de D. Una flecha uyu; € F(D) es llamada asiméirica
(resp. simétrica) si usu; ¢ F(D) (resp. uyu; € F(D). La parte asimétrica
de D (resp. parte simétrica de D) que sers denotada por Asim{D) (resp.
Sim(D)), es la subdigréfica generadora de D cuyas ficchas son las flechas
asimétricas (resp. simétricas) de D. Diremos que D es una grdfica orientada
si Asim(D) = D.

Conezidad fuerte. Un camino dirigido en una digréfica es una sucesién de
puntos y flechas, (vg, z;,vy,..., 24, va) en el cual cada flecha z; = (w1, v;). La
longitud de dicho camino es n, el niimero de flechas que aparecen en él. Un
camino cerrado es el que tiene los mismos puntos inicial y final, un camino
generador contiene a todos los puntos de la digrafica. Una trayectoria es
un camino en el cual todos los puntos son distintos; un ciclo es un camino
cerrado no trivial con todos los puntos distintos (excepto el primero y el

1ltimo), el ciclo de longitud n ser4 denotado por 5,.. Si hay una trayectoria
de u a v, entonces se dice que v es alcanzable desde u.

Una digréfica es fuertemente coneza, o fuerte, si cualesquiera dos puntos



son mutuamente alcanzables. Notemos que la digréfica trivial, consistente
de exactamente un punto, es (por vacuidad) fuerte ya que no contiene dos
puntos distintos.

Una componente fuerte de una digrafica es una subdigréfica {fuerte maxi-
mal, Es fécil verificar que cada punto est4 exactamente en una componente
fuerte y una flecha est4 en una componente fuerte o en ninguna dependiendo
si pertenece o no a algtn ciclo. Una componente fuerte terminal de D es una
componente fuerte tal que de ella no salen flechas hacia otra componente
{uerte distinta.

Definimos el complemento de D, como la digrafica D tal que V(D) = V(D)
¥y (z,9) € F(D) si y solo si (z,y) ¢ F(D).

Para terminologfa no definida aquf ver por ejemplo C. Berge 3], Behzad-
Chartrand [1].
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2. APLICACIONES

2.1 Aplicacién en Teoria de Juegos
{Von Neumann, Morgenstern, 1944 {36])

El concepto de nicleo fue presentado primeramente bajo el nombre de
solucién en la Teorfa de Juegos en el siguiente ejemplo:

Supongase que n personas (1),...,(n) deben discutir juntas y elegir un
punto z (“una situacién”) de un conjunto X (“un conjunto de situaciones”).
Notemos primero que tenemos un conjunto no vacfo X, y entre las n per-
sonas deben elegir un elemento z (una situacién) del conjunto X. Asf,
entre las n personas se debe establecer la preferencia de una situacién so-
bre las demés. Para esto necesitan establecer una relacién de preferencia
entre algunos pares de “situaciones”. Veamos ahora cémo (con qué cri-
terio) establecer una relacién de preferencia entre un par de situaciones.
Las preferencias individuales podrfan no ser compatibles y se requiere una
eleccién de grupo, asf que la preferencia individual no serd considerada. La
preferencia undnime de una situacién a sobre una situacién b serfa la mejor
solucién, pero es muy diffcil que esto suceda. Notemos que en realidad la
importancia de la unanimidad es la capacidad de imponer o de obligar la
preferencia de a, sobre b, y esto es lo que se consideraré.

La “preferencia efectiva™: diremos que a es cfectivamente preferida a la
situacién b si entre las n personas existe un grupo de personas capaces ellas
juntas de obligar o de imponer la preferencia de a sobre 5.

El conjunto de situaciones y la relacién de preferencia efectiva que se da-
ré en algunos pares de situaciones define de manera natural una digréfica
D con V(D) = X y con (a,b) € F(D) si b es efectivamente preferida sobre
a, a — b. Si la digréfica D tiene algin nucleo S, la eleccién de el punto z
se limita a elegir un punto de S. Ya que por ser S independiente ninguna
situacién en S es efectivamente preferida a otra de S, y si z ¢ §, entonces
existirfa otra situacién en § que es efectivamente preferible a z.



2.2 Base de axiomas
(C.Berge {3])

Consideremos una “teorfa”, esto es: un conjunto de proposiciones q, b,
¢, ... ¥y se quiere encontrar una base de axiomas para esta teorfa, esto es,
un conjunto B de proposiciones tales que:

(1) Cada proposicién que no est en B se sigue de alguno de los axiomas.
(2) Ningiin axioma se sigue de otro.

Podemos representar cada proposicién por un vértice y una flecha de
a ab, a— bsibimplica e. La digréfica resultante D es transitiva, esto
es, {a,b) € F(D) y (b,¢) € F(D) implica que (a,c) € F(D). Claramente el
problema de encontrar una base de axiomas se traduce a encontrar un ni-
cleo en la digréfica D. Se ha demostrado que toda digréfica transitiva tiene
micleo, la demostracién se daré en la seccién 3.

2.3 Juego entre dos personas -
(C. Berge [3])

Dados los jugadores A y B y una digréfica D, se puede definir el siguiente
juego: se fija un punto inicial z,. El jugador A selecciona un punto z, en
P*{zo), el jugador B selecciona cualquier vértice z; en I't(zy), enseguida el
jugador A selecciona un punto z3 en I't{z,) etc, y pierde el primer jugador
que no puede elegir un vértice. Claramente si la digréfica tiene ciclos el
juego podrfa no terminar. Si la digréfica D tiene un nicleo, entonces el
jugador que escoge un punto en el niicleo empata o gana.

2.4 Un problema de combinataria en 16gica
(C. Berge [2])

Consideremos un conjunto de propiedades P = {P;, Py, ...} y un conjunto
de teoremas del tipo: “propiedad B implica propiedad P;”. Estos teoremas
pueden ser representados por una digrafica D, con conjunto de vértices P,
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donde (P, P;) € F(D) si y solo si se sigue de uno o més de los teoremas
dados que P; implica P;. Supongamos que querernos mostrar que todas
las implicaciones representadas por las flechas del complemento de D, D
son falsas, es decir, que la teorfa representada en D ya estd completa, més
precisamente, por cada pareja (p,q) con p # ¢ ¥ (p,q) ¢ F(D), asignaremos
un estudiante que tiene que encontrar un ejemplo donde p se cumple pero
¢ no, (es decir, un contraejemplo de la afirmacién p implica g}.

Aquf determinaremos el minimo nimero de estudiantes necesarios para
mostrar que todas las posibles implicaciones estén ya representadas en la
digréfica D.

Consideremos la sigulente digrafica D:
P
. / )
\.
By

D, digrafica complementaria de D:

Es suficiente con probar la falsedad de las implicaciones representadas
por las cinco flechas 3, 4, 5, 7, y 10 de D de las cuales se sigue la falsedad
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de las otras posibles implicaciones, Por ejemplo tenemos B, # P, de otro
modo P, = P, = P contradice la afirmacién de que la flecha (P, P) es
falsa.

Sea H una digréfica cuyos vértices representan las flechas 1,2,...,10 de
D y donde una flecha es dibujada de 1 a 5 si y solo si “la implicacién 1 es
verdadera” implica “la implicacidn ; es verdadera™.

1 2 9 8 8
. . . . .
l J l s .
4 3 5 7 10

En H, el conjunto N = { 3,4,5,7,10 } es un ntcleo, es decir, es absorbente
e independiente. Del hecho que N es absorbente, se sigue que si las impli-
caciones 3, 4, 5, 7 y 10 son faisas entonces todas las implicaciones 1, 2, 3,
4,5, 6,7, 8,9, 10 son falsas, y al ser N independiente, resulta ser minimal
con respecto a la propiedad anterior. Como N es el tinico nicleo de H, se
sigue que cinco contraecjemplos son necesarios para mostrar que todas las
implicaciones de D son falsas.

2.4.1 Las antibases de una teotfa

Una teorfa T' = (X, C) esta definida por:

(i) Un conjunto X cuyos elementos z;,z3,zs,... pueden ser pensados como
proposiciones.

(i) Una relacién de cerradura C en X; para § ¢ X, C(S) denota el conjunto
de todas las proposiciones en X que pueden ser probadas a partir de las
proposiciones en .

Por conveniencia escribimos C{s} en lugar de C{{s}) para s € X.
Una teorfa T = (X,C) es unitaria si z € C{S) implica la existencia de
algin s € S tal que z € C(s). En otro caso T es plural Si una teorfa T es

unitaria, puede ser representada por una digréfica transitiva con conjunto
de vértices X, donde (z,y) es una flecha si y solo si z € C(y). Una base de



aziomas para T es un conjunto B C X tal que C(B) = X y el cual es minimal
con respecto a esta propiedad.

Una antibase para T es un conjunto A C X tal que C(z)NA # ¢ para todo
z € X y el cual es minimal con respecto a esta propiedad. La interpretacién
de esta definicién es que si todas las proposiciones en A son falsas entonces
todas las proposiciones en X son falsas y A es minimal con respecto a esta
propiedad. La inversa T' = (X,C'} de una teorfa T = (X,() esta definida
por: z € C'(S) si y solo si €{z) NS # §. Es fécil checar que T* es una teorfa,
pues X es el mismo conjunto de proposiciones que en T y ¢’ ¢s una relacién
de cerradura en X,

Lema 2.1 Lainversa T¥ de una teorfa T es unitaria.

Demostracidn, Sea S € X y z € C'(S), entonces C{z} NS # § por defini-
cién de C'. Sea 2 € C(z)NS, entonces C(z)N{a} # # esto implica que z € ('{4)
y por lo tanto T' es unitaria. §

Lema 2.3 Un conjunto A € X es una antibase para T si y solo 8i A es
una base para T',

Demostracién. Si A C X es una antibase par T entonces {(z) N A # 8
para toda z € X y es minimal con respecto a esta propiedad. Esto es,
z € C'(A) para toda z € X, donde C' es la relacién de cerradura de T. Esto
implica que X = ¢'(A) y A es minimal con respecto a esta propiedad, por
lo tanto A es una base de axiomas para T".

Ahora, si A es una base de axiomas para T, entonces C'(A) = Xy A es
minimal con respecto a esta propiedad, esto es, z € C'{A) para toda z € X.
Esto implica que C(z) N A # 8 para todo z € X, por lo tanto A es una
antibase para T. §

Como T!, la inversa de una teorfa T es unitaria, entonces puede ser
representada por una digrafica transitiva.

Lema 2.3 A C X es una base para T' = (X, (') si y solo si es un micleo
para H, donde H es la digrafica transitiva que representa a T'.

Demostracién. Sea H la digréfica transitiva que representa a T', en-
tonces V(H) = X y (z,y) € F{H) 8i y solo si z € {'(y).
Sea N un nicleo de H, entonces N es un conjunto independiente y ab-
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sorbente. Entonces para cada z € X — N existe y € N tal que {z,y) € F(H),
esto es z € C'(y), por lo tanto X = C'{N) y N es minimal con respecto a
esta propiedad, ya que si suponemos que existe N' ¢ N tal que X = ('(N'),
tomamos z' € N~ N'y como N es independiente z' ¢ C'(y) para todo y € N,
entonces z' ¢ C'(N') y por lo tanto X € C'(N'), por lo tanto N es una base
de axiomas para T'. '

Inversamente, sea N una base de axiomas para T", esto es, X = C'(N) y
N es minimal con respecto a esta propiedad. Como T es unitaria entonces
para cada z € X existe y € N tal que z € C'(y), es decir {z,y) e F(H)y N
es minimal con respecto a esta propiedad, por lo tanto N es absorbente.
N es independiente ya que si suponemos que existen z,z' € N tal que
(z,2') € F(H), entonces 8i y € C'(z), (y,z) € F(H) y por la transitividad de
H, (y,z') € F(H) es decir y € C'(z’) por lo tanto X = C'(N — {z}} pero esto
no es posible porque N es minimal. Por lo tanto N es un nicleo de H. 4

En la seccién 3 se probara el siguiente resultado: en una digrafica tran-
sitiva, todos los nicleos tienen la misma cardinalidad.

Teorema 2.1 En una teorfa T = (X,C} todas las antibases tienen la
misma cardinalidad.

Demostracién. Por el Lema 2.2, A C X es una antibase para T sl y solo
si A es una base para T", por el Lema 2.3 esto sucede si y solo si A es
un nicleo de H, donde H es la digréfica transitiva que representa a T".
Por el resultado mencionado anteriormente todos los ntcleos de H tienen
la misma cardinalidad, por lo tanto todas las antibases para T tienen la
misma cardinalidad. j

2.4.2 La digrdfica de implicaciones

Sea D una digrifica transitiva cuyos vértices representan proposiciones
y cuyas flechas representan implicaciones y sean z;,13,...,7n 1as flechas
de la digréfica complementaria D. Sea X = {z1,%3,...,%2m} ¥ para § ¢ X,
denotemos C{S) las implicaciones que se pueden derivar de las implicaciones
en S, es decir todas las flecchas de X que estdn en la cerradura transitiva de
D+ 8. La pareja T = (X,C) es una teorfa.

Teorema 2.2 En la teorfa T = {X,C), definida anteriormente por una
digréfica transitiva D, todas las antibases tienen la misma cardinalidad,
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y esta cardinalidad es el nimero de absorcién de la digrdfica H definida
por V(H) = X y (=z,y) € F(H) si y solo si y es una flecha de la cerradura
transitiva de D + z. Adem4s, hay una correspondencia uno a uno entre las
antibases de T y los nicleos de H.

Demostracién. Primero demostraremos que H es un digréfica transitiva.
(x,¥) € F(H) sl y solo si y € C(z) esto es si y solo si C(z)n{y} # 0§ es decir, si
y solo si z € C'(y). Esto quiere decir que H representa a T¢ y por el Lema
2.1 TY es unitaria y por lo tanto H es transitiva, El resto de la demostracién
se sigue directamente de los Lemas 2.2y 2.3. §

Este Teorema da ¢l mfnimo nimero de estudiantes necesarios para el
problema planteado.
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3. ALGUNOS RESULTADOS CLASICOS

Ya que el concepto de niicleo tiene un papel importante en el juego de
cooperacién entre n personas, resulté interesante tener teoremas de exis-
tencia y unicidad.

Teorema 3.1 Sea D = (X,U) una digrédfica siméirica {es decir (z,y) € U
implica {y,z) € U). Entonces D posee un nicleo, de hecho S es un nicleo
8i y solo 8i S es un conjunto independiente maximal,

Demostracién. Sea S un conjunto independicnte maximaly z € V(D)-S,
entonces existe una zS-flecha o una Sz-flecha en D, pero como D es si-
métrica entonces existe una zS-flecha y una Sz-flecha, por lo tanto 5 es
absorbente y S es un nicleo de D.

Sea § un nicleo de D, supongamos que existe §' D § tal que S' es un
conjunto independiente, sea z € §' — S, entonces no hay z5'-flechas en D,
en particular no hay zS-flechas, esto contradice que S sea absorbente. Por
lo tanto § es un conjunto independiente maximal. §

Teorema 3.2 (Konig). Sea D = (X, U) una digréfica transitive, (es decir
(z,y) € U, y (y,2) € U implica z,2) € U). Entonces D posee un nicleo.
Mi4s ain, todo nicleo se obticne escogiendo un vértice de cada compo-
nente fuerte terminal (y por lo tanto todos los nicleos tienen la misma
cardinalidad) y todo conjunto absorbente minimal es un nicleo.

Demostracién. Sea N C V(D) tal que cada elemento de N proviene de
una componente fuerte terminal de D.

(i} N es un conjunto independiente. Sea v € N, por definicién de N, v
pertenece a alguna componente fuerte terminal de D, entonces de v
no salen flechas hacia otra componente distinta, en particular no salen
flechas a otras componentes fuertes terminales. Por lo tanto v no es
adyacente hacia los demas elementos de N.

{ii} N es absorbente.
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Observacién. Como D es transitiva, u, v, estdn en la misma componente
fuerte si y solo si (u,v) y (v,u) son flechas de D.

Sea v € V(D) - N, entonces v estd en alguna componente fuerte de D. Si
dicha componente es terminal, existe u en esa componente tal que ug N y
por ia observacién anterior (v,u} es una flecha de D.

Si la componente que contiene a v no es terminal, como D es finita,
existe un camino dirigido de esta componente a otra que si es terminal
Bean ug, uy loa vértices inicial y final de este camino , como D es transitiva,
{u1,43) € F(D), por 1a obgervacién (v, u;) € F(D), por lo tanto (v, ua) € F(D).
Por otro lado existe u en la componente fuerte terminal que contiene & uj,
tal que u € N, y nuevamente por la observacién (u;, u} € F(D) y por lo tanto
(v,u) € F(D) con ue N,

Inversamente, sea N un nicleo de D, supongamos que existe una com-
ponente fuerte de D tal que ninguno de sus puntos pertenece a N, como
de dicha componente no salen flechas hacia las otras, entonces N no serfa
absorbente, lo que contradice que N sea un nicleo. Por Jo tanto N con-
tiene un punto de cada componente fuerte terminal, que por lo anterior,
con ellos obtenemos un nicleo, es decir, si en N hubiera algin punto que no
pertenece a alguna componente fuerte terminal entonces N no serfa inde-
pendiente. Por lo tanto cada elemento de N pertenence a una componente
fuerte terminal. Con esto conclufmos la primera parte de la demostracién.

Ahora sea N un conjunto absorbente minimal, supongamos que N no es
independiente es decir que existen u,v &€ N tal que (v, v) € F(D), como D es
transitiva, entonces 8i {z, u) € F{D) también {z, v} € F(D)}, esto implica que
N — {u} es absorbente, pero esto contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto
N es independiente y un niicleo para D. §

Teorema 3.3 (Von Neumann y Morgenstern, 1944, {36]). Si D = (X, U}
es una digréfica sin ciclos dirigidos entonces D tiene un nicleo. Mas atn,
el micleo es tnico.

Demostracién. Por induccién sobre |V{D}| = n.

Para n = 2, sea V(D) = {u,v}, si {{y,v)} = F(D), entonces N = {v} es
niicleo de D, andlogamente si {{v,u)} = F(D), el nicleo de D seria N = {u},
y si F{D) = 4, entonces N = {u,v} ser(a el nicleo de D, claramente en todos
los casos el micleo es tnico.

Hipdtesis de Induccién: supongamos cierto el resultado para toda digra-
fica D sin ciclos dirigidos y con |V(D)] <n~ 1.
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Sea D una digréfica aciclica tal que |V{D}} = n. Sea Ny = {ve V(D)/(v,s)
¢ F(D}, para todo z € (V(D) — {v})}, No # 8 ya que D no tiene ciclos
dirigidos. Sea By = {v € V(D)/ existe alguna vNg-flecha en D}, ahora
consideremos s la digrafica D' = D[V (D) —{NoU By}}, como Np # 8, [V{D')| <
n — 1, por hipétesis de induccién D tiene un tnico nicleo N'y N = Nou N'
es un niicleo de D.

Ahora demostraremos que N es el tinico nicleo de D.

Supongamos que existe N; otro nuicleo de D, por definicién de Ny, Ny C
N; y también por definicién de D', N, — Np es un nicleo de D', entonces
por hipé6tesis de induccién Ny — No = N'. Por lo tanto Ny = N. }

Teorema 3.4 (Richardson, 1946, [40]; 1953 [41], [39]). Si D = {X,U)
es una digréfica sin ciclos dirigidos impares (es decir ciclos dirigidos de
longitud impar), entonces D tiene niicleo.

La demostracién original es larga y complicada, en el afio de 1971 Victor
Neumann Lara {37} introdujo el concepto de semintcleo, que permitié una
demostracién nueva mucho més simple.

El concepto de saeminiicleo ha sido importante en el desarrollo de la Teorfa
de Nucleos en Digraficas.

Definicién 3.1 (V. Neumann Lara, 1971, [37]}. Sea D una digréfica.
Diremos que S C V(D) es un semindcleo de D, si:

(a) S es independiente.

(b) Para cada flecha f que va de S a z (en virtud de la condicién anterior,
z € V(D) - §), existe una flecha ' que va de z a S.

Claramente @ es un semindcleo.

Debido a que golo consideramos digréficas finitas, entonces resulta obvio
el siguiente teorema.

Teorema 3.6 (V. Neumann Lara, {37], 1971). Todo seminiicleo estd
inclufdo en un seminiicleo méximo.

En caso de que la digréfica no sea finita, es consecuencia directa del
siguiente lema y el Lema de Zorn.
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Lema 3.1 (V. Neumann Lara, {37]) El conjunto de seminicleos de D,
ordenado por inclusién, es inductivo superiormente.

Demostracién. Sea C una cadena de seminvcleos de D, es decir una co-
leccién de seminicleos tal que si S),5; € C, se tiene S, € S5 6 83 G S;. Sea
U=y s.

- [14
(a) U es independiente, pues si existiera una flecha f = (v;, ;) con sus dos
terminales en U, se tendrfa v, € S, € C para alglin S, y v, € S € C para
algin S;. Luego v;, v3 € maz(S, S5) € C lo que es imposible,
{b) Si s es una flecha que va de U & z, existen ¢ y S tales que f = (s,7) ¥
s €85 €. Como S es un seminiicleo, existe una flecha /' que va de z a
Sy, por consigulente a U. 4

Lema 3.2 (V. Ncumann Lara, [37]) Sea S un seminticleo de D, B = {v €
V ~ S/ No existe flecha de v & §} y §' un seminticleo de la subdigrifica B
de D inducida por B. Entonces SU S’ es un seminticleo de D.
Demostracién. Sea f una flecha de u a v. Consideremos los siguientes
casos:
(i) ueS,ves
(i) ue S’ ves
(i) ue S’ ves
(iv) weS,ves
(i) e (ii) no pueden cumplirse por ser § y S’ independientes. (iii) es
imposible ya que §' C B. Finalmente, si {iv) se cumpliera, existirfa otra
flecha de S' a S, por ser S seminticleo, lo cual satisfacer(a (iii). Luego SUS’
es independiente. Sea 4 =V — {SUB), sca f una flecha de SU S’ a z. Si
z € A, obviamente existe una flecha de z a S y por consiguiente a SUS’. Si

x ¢ A, [ necesariamente sale de 5’ y llega a B~ S’ y, por ser §' semintcleo
de B, existe f' de z a S’ y, por consiguiente, a SUS'. }

Si en el lema anterior en lugar de pedir que S' sea un semintcleo de B
pedimos que sea un nicleo de B, claramente la conclusién serfa: SU S’ es
un niicleo de D.

Analizaremos ahora algunas relaciones importantes entre los conceptos
de nicleo y semimicleo de una digréfica.

Claramente si N es un nicleo de D entonces N es seminiicleo de D,
ademds los nicleos son semintcleos mdzimos, pero no rec{procamente.
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Existen digréficas con seminticleo no vacfo y que no tienen niicleo.

4 5

® b @ e &

/.M
(7 ]

[

{ 5} es un semindcleo de D

Por otra parie es facil demostrar, echando mano del Lema 3.2 que si
Bg,By,. .., Bu,Brsr ¥ So,S1,..., 5k 80n dos sucesiones de subconjuntos de V
tales que:

(l) By =V, B ?éﬂ, Bry1 =8

(ii) Si es un seminticleo de la subdigréfica inducida de D por B; para i =
0,...,k

{iii) B4s = {z € B;/ No existe flechade z a §},{=0,...,k
k k
Entonces |J S; es un micleo de Dg. Ya que por el Lema 3.2 {J 5; es un
i=0 =9

semintcleo y si existiera z € V tal que no existe flechadez a O S;, entonces
no existirfa flecha de z a S; para i =0,...,k, y esto implicz;:foa que z € B;
para i = 0,...,k + 1 pero By, = 0, por lo tanto 0 S; es un nicleo de la
digréfica. =

Definicién 3.3 (V. Neumann Lara, (37]) Diremos que D es una R-
digrdfica, si toda subdigréfica inducida de D posee un seminucleo no vacfo.
(Estas digréficas fueron llamadas independientemente por C. Berge grdficas
nicleo perfectas).

Es evidente que si D es R-digrdfica y D, subdigréfica inducida de D
entonces Dy es también R-digrdfica.
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Teorema 3.6 (V. Neumann Lara, [37)) Toda R-digréfica posee al menos
un nicleo.

Demostracién. Sea D una R-digréfica, § un semindcleo m&ximo de D,
y B={veV - §/ No existe flecha de v a S}.

B = ¢ pues de lo contrario, existirfa un seminicleo 5! # ¢ de la subdigra-
fica B de D inducida por B, y por el Lema 3.2 SUS' serfa un seminucleo de
D que contendr{a propiamente a S, lo que contradice la maximalidad de
S.4

En realidad, como es fAcil observar, el que D sca R-digréfica implica que
toda subdigréfica inducida de D contiene un nicleo.

Este resultado es importante en Ja investigacién de la existencia de ni-
cleos para digréficas con alguna propiedad que se hereda para subdigré-
ficas inducidas. Claramente para tales digréficas es suficiente demostrar
que poseen algtin seminidcleo no vacfo. (Como es el caso de las condiciones
analizadas en los Teoremas 3.1 a 3.4).

Se dard ahora como aplicacién del Teorema 3.6 un bosquejo de demos-
tracién del Teorema de Richardson (Teorema 3.4).

Definamos en V las relaciones ~ y < poniendo:
a) v' <wvsiy solosi existe en D un camino de v a ¢'.
b) v~v'siysolosiv<y' y o <,

Es fécil ver que < es un preorden (relacién binaria transitiva y reflexiva)
y ~ es una equivalencia.

Sea mg € V un elemento minimo con respecto a < (es decir, tal que
m < mg implique m ~mp) y M ={m €V /m ~ mo}. Sisetoma §={meM/
existe un camino de longitud par de mo a m} y I = {m € M/ existe un
camino de longitud impar de m; a m} se tiene:
) mes
il) SN I =8, pues si existiera s € SN I, existirfa un camino de mp a + de
longitud par, otro de longitud impar y ademés uno de s & mg por ser
mg ~ & Luego existirfa en D un camino cerrado dirigido de longitud
impar y, por lo tanto, un ciclo dirigido de longitud impar, en contra de
1a hipétesis.
Es fécil ver que todas las flechas de D que salen de elementos de S llegan
a Iy que de cada vértice de I sale alguna flecha hacia §. De aquf se sigue
sin més que S es un semindcleo de D. }
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Corolario 3.1 (Teorema de Richardson). Si D es finita y no posee ciclos
impares, D es R-digréfica y, por consiguiente, posce un niicleo.

Una digréfica D es bipartita si existe una descomposicién de V(D) en
dos subconjuntos ajenos independientes. En [40] M. Richardson demuestra
que toda digrifica bipartita contiene un ndcleo. Aquf se d4 una demostra-
cién simple de que las digréficas bipartitas son R-digréficas. Como toda
subdigréfica de una digrafica bipartita sigue siendo bipartita, basta probar
que cada digréfica bipartita contiene al menos un seminiicleo no vacfo. La
demostracién es como sigue:

Si existe algiin vértice v del cual no salen flechas, {v} es un semindcleo,
Si no es ése el caso, sea (V),V3) una descomposicién de V en conjuntos
independientes ajenos. V; y V3 son, claramente, niicleos de D. |
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4. ESTRUCTURA DE LAS R--DIGRAFICAS

Ya en 1976 Claude Berge propuso (en [4]) caracterizar las gréficas nidcleo
criticas, que son digréficas sin nicleo tales que la eliminacién de cualquier
vértice produce una digrafica con nicleo. Se conocen algunos ejemplos de
graficas nicleo criticas (los ciclos impares y otras digréficas que mencionare-
mos més adelante) pero él y sus colaboradores encontraron poco accesible
trabajar este problema. En 1880 [15] C. Berge y algunos de sus colabo-
radores consideraron més conveniente investigar digrdficas minimales sin
nicleo (digréficas sin ndcleo tales que toda subdigrafica inducida propia
tiene nicleo), les llamaron grdficas nicleo perfectas criticas. Independien-
temente Victor Neumann Lara y Hortensia Galeana S&nches consideraron
estas digréficas (24 en 1980, las llamaron R™-digréficas. Claramente toda
digrafica sin niicleo contiene una subdigrafica inducida que es R~-digréfica,
de aquf la importancia de conocer la estructura de R~-digraficas para el
desarrollo de la Teorfa de Nucleos en digraficas.

81 C = (uq, u1, ..., tn, uo) €8 un ciclo dirigido, y (w,u;) € F(D),con j #1+1
entonces (u, u;) es llamada una seudodiagonal de C y a u; se le denomina
polo de C.

Denotaremos por

03, = {w/i=0 (mod 2), ¢ # 0}, C, = {ws/i =1 (mod 2) }.

Sic= (“0) “l)"lluo)i 03. = {“7}1 C\‘l. = {“l)‘

Para una trayectoria T = (ug,u;,..., u,) denotaremos por
T, ={w/i=0(mod2) ), T}, = {w/i=1 (mod 2) }.
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4.1 Ejemplos de R--digréficas y algunas construcciones

Los Primeros Ejemplos (P. Duchet [15], 1980, independientemente H.
Galeana S4nchez y V. Neumann Lara, [24], 1980).

(a) Los ciclos dirigidos impares.

A O

L e . ]

-

C, C&

(b) G-,,,,, donde V(Cy'hg) = ( 0,1,2,3,4,5,6 } y (z, y) € F(Gﬂ;,g) si Y solo si
y—-z€{1,2} (mod 7).
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(c) [ TREXY donde V(Cll.lﬂ.‘) ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 } y (zy) € F(Cll.l.ﬂ,c)
siy solosi y—z€{1,24) (mod 11).

A partir de éstos se puede construir una coleccién infinita usando algunas
construcciones dadas en la seccién 5.3.1 y que preservan la propiedad de
tener (no tener) nicleo. ’
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4.2 Seminticleos médulo R y trayectorias dirigidas K-normales
(H. Galeana Sdnchez, V. Neumann Lara (28], 1984)

En esta seccién se introduce el concepto de semindcleo fuerte de una di-
grifica mddulo un conjunto de vértices y se establece el Teorema 4.1, el
cual es la principal herramienta en esta seccién. Teoremas 4.2 y 4.3 son
variaciones usuales del Teorema 4.1,

Definicién 4.1 Sea D una digrafica; I, R ¢ V(D) y consideremos las
siguientes condiciones:

(i) In R° es un conjunto independiente.
(i") D no contiene (I'n R¢)I-flechas,

(ii) Si wv € P(D), w € INR y v € I° N R, entonces existe w € I tal que
vw € F(D).
Si las condiciones (i) y (ii) son satisfechas, I serd llamado un seminidcleo
de D médulo R.

Si las condiciones (i’) (la cual es més fuerte que la (i)} y (ii) son satis-
fechas, I sera llamado un seminidcleo fuerte de D mddulo R.

Definicién 4.2 Sea K C V(D). Una trayectoria dirigida T' = (wo, wy,...,
wy,) en D serd llamada K-normal cuando T satisfaga:

(i) V(T)NK = {w;/1 <j<n,jimpar}o
V(T)nK": {wlll <isny par })
(ii) Si s <j<n,w;€ K v, € K entonces wjw, ¢ F(D).

Observacién 4.1 Note que cualquier K-normal, trayectoria dirigida pa-
sa alternativamente por XK y K°.
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Teorema 4.1 Silg,I,Rc V(D) son tales que Iy Cc I, [,NnR = § y satisface
a) I es un seminvcleo fuerte de D médulo R.
b) Toda I-normal, I R-trayectoria dirigida pasa por U = I~ (I} n R®.

Entonces § = {w € I/ existe una [ normal, Iyw-trayectoria dirigida que
no pasa por U} es un seminicleo de D el cual satisface Io ¢ § ¢ In R¢,

Demostracidn. U C I*nR": seau € U = '~ (Ig)NRE, por (a) D no contiene
(InRe)I-flechas y como I, ¢ I entonces u ¢ I N R°, es decir v € I°U R, pero
comouelU,u€*NR",

S C R®: sea w € S, entonces existe una [-normal, Jhw-trayectoria dirigida
que no pasa por U =T"(Ip) N R¢, y por (b) w ¢ R por lo tanto w € R°.
Como § ¢ I por definicién, entonces S c I'n Re.

D no contiene S/-flechas, pues, por (a) D no contiene (I n R¢)I-fiechas y
§ c InR®, Por lo tanto S es un conjunto independiente.

Supongamos que S no es un semintcleo de D. Entoncesexistes€ Sywe
V(D) - S tal que sw € F(D)} y D no contiene wS-flechas. Sea (wo, wy,...,wm),
Wm = 8, wy € Iy, una I-normal Jos-trayectoria dirigida que no pasa por U.
Como D no contiene sl-flechas, entonces w € I¢ y la trayectoria dirigida
(woy wiy+. ., Wm, w) €3 también I-normal. Entonces w ¢ R, pues de otro
modo, por el inciso (b) w pertenecerfa 8 U = T'~ (o) N R®, es decir, we R y
w € R lo cual es imposible. Por lo tanto we I°N Ry por (a) existe z €]
tal que wz € F(D). Entonces la trayectoria dirigida (wo, wy,..., wm,w,z) €8
I-normal y no pasa por U, por lo tanto z € S y wz es una wS-flecha en D,
contradiciendo la suposicién de que D no contiene wS-flechas. Conclufmos
que S es un semintcleo de D.
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Los Teoremas 4.2 y 4.3 son variaciones usuales del Teorema 4.1.

Teorema 4.3 Supongamos que fo, [, R ¢ V(D) satisfacen las condiclones
siguientes:

() 7 es un seminicleo fuerte de D médulo R.
(ii) D no tiene seminvcleo S tal que I, ¢ S c INR®.

Entonces existe una I-normal, I R-trayectoria dirigida T = (tg,t1,...,tn)
que no pasa por I'"(J;) N R° la cual satisface las siguientes propiedades:

1. T no tiene (V(T) - t,)T%-seudodiagonales.
2. I{T) es par si y solosit, € /.

Demostracién. Por (ii) y el Teorema 4.1 existe una I-normal, JoR-tra-
yectoria dirigida que no pasa por I'"{Jy) N R°. Escojemos T tal que {(T)
toma el valor mfnimo posible y como /N R¢ es un conjunto independiente
entonces T satisface:

tijt; ¢ F(D) paratodo 0< 25 <y<n, s # 2%+ L
taisatay ¢ F(D) para todo 0 < 24 +1<25<n, A+ 1.
Por lo tanto se cumple 1) y usando la I-normalidad de T' se cumple 2), §

Un caso especial del Teorema 4.2 es el siguiente resultado:

Teorema 4.3 Sea Iy, [,Rc V(D) tal que 8 # I c ], L, n R = §. Supon-
gamos que las condiciones (i),{ii), y (ili) son satisfechas.

(i) I es un semintcleo fuerte de D médulo R.
(i) D no tiene nicleo.
(iii) D - (lonT~ (L)) es una R-digréfica.

Entonces existe una J-normal, IoR-trayectoria dirigida, T que no pasa
por T~ (k) N R, el cual satisface las condiciones 1) y 2) del Teorema 4.2.

Demostracién. Siel Teorema 4.3 fuera falso, por el Teorema 4.1 D ten-
drfa un seminiicleo S tal que 8 # Iy ¢ S ¢ InRe. Por (iii) y el Lema 3.2, D
tendrfa un nicleo, contradiciendo (ii). 4
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4.3 Resultados Estructurales en Teorla de Nicleos
(H. Galeana Sanchez, V. Neumann Lara, [28], 1984)

En esta parte aplicaremos los resultados de la seccién 4.2.

Teorema 4.4 Sea D una digrdfica, v € V(D) y N, un nicleo de D — u.
Supongamos que las condiciones (i} y (ii) son satisfechas

(1) D - v es R-digréfica.
(ii) D no tiene nicleo.

Entonces existe una N,-normal, vu-trayectoria dirigida T sin (V (T)—u)T*-
seudodiagonales (donde ¢ es el residuo de {T) + 1 médulo 2).

Demostracién. Tomamos I = Ny, R = {u} y definimos J, como sigue:

8i ve Ny, Iy = {v} y de otro modo I = I'*(v)n N,. Como las condiciones
del Teorema 4.3 son satisfechas, se sigue el Teorema 4.4,

1) Sive N,
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2) Sivg N,

Corolario 4.1 Sea f = uv una flecha de D. Supongamos que D no tiene
nicleo y satisface

(i) D - u tiene niicleo
(ii) D - v es R-digréfica.

Entonces existe un ciclo dirigido C, de longitud impar que pasa por
/ ¥ no tiene V(C)C3-seudodiagonales. (En particular C3 es un conjunto
independiente).

@ i @,

Nu

Teorema 4.5 Si## A c F} y Iy = {z € V(D)/uz € A} satisfacen las
propiedades (i) y (ii)
(i) D ~ A tiene nicleo pero D - A’ no tiene nicleo para 4' ¢ A,
(ii) D~ (I,uT~(Jo)) es R-digréfica.



26

Entonces existe f € A y un ciclo dirigido C de longitud impar que pasa
por f, no intersecta I' (Ip) - {u} y sin V(C)(C! U {u})-seudodiagonales.

Demostracién, Por (i) D no tiene ndcleo. Sea I un nicleo de D - A,
Claramente I es un seminicleo fuerte de D mdédulo R = {u}.

Iou {u} c I pues si suponemos que existe v € fo U {u} tal que v ¢ I,
entonces tendrfamos que / es un conjunto independiente en D 8i v = u, 6
que I es un conjunto independiente en D — A', con A’ = A — {uv} si v # u.
Como D - Ac D, I también es un conjunto absorbente en D 6 en D — A’
respectivamente, por lo tanto [ ser{a un nicleo de D 6 de D— A' con A' G 4
lo que contradice (i).

Por el Teorema 4.3 existe una [-normal, tyu-trayectoria dirigida T con
‘tg € I que no pasa por T~(l,) ~ {u} y sin (V(T) - ta)T%seudodiagonales,
Agregéndole la flecha uto a T, tendremos un ciclo dirigido que no pasa por
T~ (k) — {u} y sin (V(O)(C! U {u}}-seudodiagonales.

Corolario 4.2 Sea [ =uv € F(D). Si D no tiene nicleoy D - f es R-di-
gréfica entonces existe un ciclo dirigido C de longitud impar que contiene
a f y sin V(C){C! U {u})-seudodiagonales.

Corolario 4.3 Sea u € V(D). Si D no tiene nicleo y D—u es R-digréfica
entonces existe un ciclo dirigido € de longitud impar que contiene a u y sin
V(0)(O} u {u})-seudodiagonales.

Demostracién. {u} es un seminiicleo de D - F} y B = {v € V(D) - {u}
/ no existe vu-flecha en D} ¢ D - {u} que es una R-digréfica, entonces
por el Lema 8.2, D — F} tiene un nicleo N, que contiene a u. Escojemos
N, de tal forma que |F(D{N.}) N F}| tome el valor minimo posible, sea
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A = F} n F(D[N.)) y aplicando el Teorema 4.5 ge concluye la demostra-
cidn. 4

Teorema 4.6 Si @ # A C F; tiene las siguientes propiedades:

(i) D - A tiene nicleo
(ii) D - A’ no tiene niicleo para A' G A.
(iii) D — (I~ (v) U {u}) es R-digréfica.

Entonces existe f = wu € 4 y un ciclo dirigido C de longitud im-
par que pasa por f, no intersecta I'"(u) — {uv,w} y gin V(C)(CL U {w})-
seudodiagonales,

Demostracién. Sea I un nicleo de D — A y tomamos Iy = {u} y R =
{s € V{D)/zu € A}, Por (ii), Ru{u} c I. Por el Teorema 4.3 existe una
I-normal, uw-trayectoria dirigida T que no pasa por I'"(u) N R¢, tal que
w € Ry sin (V(T) - ta)T%seudodiagonales. Agregéndole la flecha wu a T,
obtenemos un ciclo dirigido con las propiedades requeridas.

Corolario d.4 Sea u € V(D). Si D no tiene micleo y D ~u es R-digréfica
entonces existe f = uv € F(D) y un ciclo dirigido C de longitud impar que
pasa por { y que no contiene V(0)(C} U {v})-seudodiagonales.

Demostracién. Sea N, un nicleo de D,, tal que [~ {u})N N, | tome el valor
minimo posible. Sea A = F; N F(D[N.)).

A # @, pues si A =@, como D no tiene nicleo no hay flechas en D de u
hacia N, entonces N, U {u} serfa independiente en Dy por lo tanto serfa
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un niicleo de D, lo cual es una contradiccién. Aplicando el Teorema 4.6 se
concluye la demostracién. b

4.4 Estructura de las R--digraficas
(H. Galeana Sanchez, V.Neumann Lara, [28], 1984)

Los resultados de esta seccién son corolarios de la seccién 4.3.

Teorema 4.7 Sea D una R~-digréfica u,v € V(D). Entonces existe un
vu-paseo dirigido T = {wp, wy,..., wa}, wo = v, wy = v, que no tiene V(T)T-
seudodiagonales (donde ¢ es el residuo de n + 1 médulo 2).

Demostracién. Se sigue directamente del Teorema 4.4.

Como consecuencia directa se obtiene el siguiente Corolario.

Corolario 4.5 (Duchet, 1979, [18]). Toda R~-digrifica es fuertemente
conexa.

Teorema 4.8 Sea D una R™-digréfica y f = uv € F(D). Entonces existe
un ciclo dirigido C de longitud impar que contiene a f y no tiene V(C)CJ-
seudodiagonales (En particular €9 es un conjunto independiente).

Demoatracién. Se sigue directamente del Corolario 4.1.

Corolario 4.6 Sea D una R~-digréfica u € V(D). Entonces existe un
ciclo dirigido O de longitud impar que pasa por u y no tiene V(C)CJ-
seudodiagonales y tampoco uC-seudodiagonales.

Teorema 4.9 Sea D una R--digréfica, u € V(D). Entonces existe un
ciclo dirigide C de longitud impar que pasa por u y no tiene V(C)(Clu{u}}-
seudodiagonales,

Demostracién. Se sigue directamente del Corolario 4.3. §

Teorema 4.10 Sea D una R--digréfica y u € V(D). Entonces para
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alguna [ = uv € F(D) existe un ciclo dirigido C de longitud impar que pasa
por f y no tiene V(C)(C} u {v})-seudodiagonales.

Demostracién. Se sigue directamente del Corolario 4.4.

Teorema 4.11 Sea D una R~-digrdfica que no es un ciclo dirigido de
longitud impar, u € V(D). Entonces existe /' € F y f' € F} tal que cada
una de ellas pertenece a al menos dos ciclos de longitud impar.

Demostracién. Por el Teorema 4.10 existe un ciclo dirigido C de longi-
tud impar que pasa por alguna f' = vu € F; y no tiene V(C)(C! U {v})-
seudodiagonales. Por el Teorema 4.8 existe un ciclo dirigido C' de longitud
impar que pasa por [’y sin V(C’)C’s-seudodiagonales, C' # 0, de otro
modo C ser{a una subdigréfica propia de D que no tiene nicleo y esto no
es posible por ser D una R™-digrdfica. De manera andloga y aplicando los
Teoremas 4.8 y 4,9 probamos la existencia de f”.

Corolario 4.7 Sea D una R~ -digréfica que no es un ciclo dirigido de
longitud impar, u € V(D). Entonces u pertenece a al menos Ap (u)+1 ciclos
dirigidos de longitud impar (Ap (4} = maz{{T~ ()}, [T (u)}}}).

Demostracién. Se sigue directamente de los Teoremas 4.8 y 4.11.

4.5 R-digréficas
{H. Galeana Sanchez, V. Neumann Lara, [28], 1984)

En esta seccién se estudian algunaa condiciones suficientes para que una
digréfica sea R-digréfica. El Lema 4.1 da un esquema general para resulta-
dos y pruebas inclufdas en esta seccién.

4.5.1 Resultados Generales

Lema 4.1 Si B ¢ P(D) = {Dg C* D / no existe H tal que H es una
R--digréfica y Dy c* H c* D}, entonces D es una R-digréfica si y solo si
toda subdigréfica inducida Dy de D que no tiene subdigréficas inducidas en
P, es una R-digréfica .

Demostracién. Supongamos que D es una R-digréfica, entonces toda
subdigrafica inducida de D es también una R-digréfica, en particular lo son
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1as que no tienen subdigréficas inducidas en F,.

Inversamente, supongamos que toda subdigréfica inducida Do de D que
no tiene subdigréficas inducidas en P, es una R-digrdfica. Si D no fuera
una R-digréfica, contendrf{a una R~-subdigréfica inducida H. Como H no
contiene subdigraficas inducidas pertenecientes a Py, H es una R-digréfica,
pero esto es una contradiccién. Por lo tanto D es una R-digréfica . 4

Teorema 4.13 Sea D una digrafica y T c V(D) tal que D —~ T es una
R-digrafica. Ademés supongamos que para todo u € T se satisface (a) o
(b),

(8) Tode ciclo dirigido C que pasa por u tiene al menos una V(C)CS-seudo-
diagonal.

(b) Todo ciclo dirigido C de longitud impar que pasa por « tiene al menos
una V(C)(C} u {u})-seudodiagonal.

Entonces D es una R-digréfica.

Demostracién. Supongamos que D no es una R-digréfica, entonces D
contiene una R~-subdigrdfica inducida H. Como D — T es R-digréfica en-
tonces V(H)NT # §. Sea u € V(H)NT. Por los Teoremas 4.8 y 4.9 no se
satisface (a) y (b) en H y por lo tanto, tampoco en D. Esto contradice la
hipétesis. Entonces D es una R-digréifica. |

Teorema 4.13 Sea D una digrafica y A c F(D). Supongamos que toda
/ = wv € A satisface la condicién (i)
(1) Cada ciclo de longitud impar que pasa por f tiene alguna V(C)C2-
seudodiagonal.

Entonces D es una R-digréfica si y solo si toda subdigréfica inducida H
de D tal que F{H)N A =90 es una R-digréfica.

Demostracién. Si D es una R-digréfica entonces toda subdigréfica in-
ducida H de D también lo es, en particular si H es tal que F(H)nA=9.

Inversemente, supongamos que D no es una R-digrafica, entonces D con-
tiene una R--digrédfica inducida H. Se sigue de las hipétesis que F(H)NA #
®. Sea f € F(H)n A y aplicando el Teorema 4.8 se contradice la condicién
(i). Por lo tanto D es una R™-digréfica.

Sea C un ciclo dirigido de longitud impar y p(C) = {w € V(C)/ existe
V{C)w-seudodiagonal de C}. Definimos:
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iy e =y a
vEp(C)

(i) oW =p(c)u U cl.
u€p(0)

Corolario 4.8 (del Teorema 4.12) Sea D una digréfica y T c V(D).
Supongamos que D — T es una R-digrédfica. Si todo ciclo dirigido O de
longitud impar tal que V(C) N T # @ satisface C = Cl!, entoncea D es una
R-digrafica.

Demostracién. Si C es un ciclo dirigido en D de longitud impar tal que
€ =0y ue V(C) entonces u € p(C) 6 u € C? para algin v € p(C). Si
u € p(C) entonces existe al menos una V (C)v-seudodiagonal Ia cual es una
V{C)C!-seudodiagonal. Y por el Teorema 4.12, D es una R-digrafica.

Corolario 4.9 (del Teorema 4.13) Sea D una digrdfica y A ¢ F(D).
Supongamos que todo ciclo C de longitud impar tal que F(C)n A # 8
satisface € = C®), Entonces D cs una R-digréfica si y solo si toda subdi-
grifica inducida H de D tal que F(H) N A =@ es una R-digréfica.

Demostracién. Si C es un ciclo dirigido en D de longitud impar tal
que C = C y f = wv € F(C) entonces C tiene al menos una V(C)C3-
seudodiagonal. Y por el Teorema 4.13 se sigue la demostracidn. §

Observacién. Sea C = {ug,uy,..., u2n, %) un ciclo dirigido en D de lon-
gitud impar, p(C) = {u,,...,w,}. Entonces
(i) v(c)=cW sy solo si
(i.1) Existe s, 1 < j< ktal queijyy =1;+16
(1.2) Existen s)l, ¢ € 5 < 1 < k, tal que la w,u;,,,-trayectoria diriglda y
la w;, u;,,,~trayectoria dirigida contenidas en C, tienen ambas longitud
impar, (la suma es tomada médulo k).
(i) V(€)= €9 siy solo sl (i.2)

(i) Demostracién. Supongamos que V(C) = ¢}, 8i no sucede (i.2)
entonces para todo 3, 1 < y <! <k, si consideramos la u;, u;,, , -trayectoria
dirigida y la w;,u;,, -trayectoria dirigida ambas contenidas en C, alguna de
ellas es de longitud par, o las dos. Esto implica que a lo m4s existe una j,
1 <5 < k tal que la v, -trayectoria dirigida contenida en O es de longi-
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tud impar, pero como C es de longitud impar entonces sf existe esa j, y es
tinica. Supongamos que u;,,, ¢ p(C), como V(C) = cM = p(C)u {J C°
u€p{C)
entonces u;,,, € C} para alguna u € p(C), por lo tanto existe [, 1 <1 <k
1 # 5, tal que la u; u;,,,-trayectoria dirigida contenida en C es de longitud
par. Si consideramos ahora la w;,u,-trayectoria dirigida contenida en C,
ésta deber4 ser de longitud impar por lo que existe I' | <I' < j—1tal quela
w, u;, , -trayectoria dirigida contenida en C es de longitud impar, pero esto
es una contradiccién con lo que habfamos supuesto. Entonces u;,, € p(C)
y por lo tanto u;, 4, = u;,,, ¥ se cumple (i.1).

Inversamente, sea v € V(C), si v ¢ p{C) y sucede (i.1) entonces existe j,
1< 5 < ktal que ij + 1 =144, €8 decir w, € p(C) ¥ i, +1 € p(C). Sila uj v
trayectoria dirigida contenida en C es de longitud par entonces v € 03. ,
si no, entonces la u.,“u-t.rayectona dirigida contenida en C es de longxtud
paryve G2 iyt . Por lo tanto si sucede (i.1)ve |J €2 Ahorasiv¢ p(C)

u€p{0)
y sucede (i.2), entonces existe j,I, 1 < 5 <1< k tal que la u;,u;,, -trayecto-
ria dirigida y la u;,u;,,,-trayectoria dirigida contenidas en C, tienen ambas
longitud impar. Si la u;,v-trayectoria dirigida tiene longitud par entonces
vE CS,’, si no, entonces la u;,,, v-trayectoria dirigida es de longitud pary
vE Oﬂ, . Por lo tanto, si sucede (i.2) ve U( )03. Entonces V{C) ¢ ClY),
u€p(C
pero la otra contencién es inmediata, por lo tanto V{(C) = GV si sucede

(i.1) 6 (i.2).

(li) Demostracién. De (ii). Supongsmos que V(C) = €1 = U( )08.
u€p{C

Como C es de longitud impar, entonces existe I, 1 < I < k tal que la
w, ui,,,-trayectoria dirigida contenida en C es de longitud impar. Como
V(C) = CV), entonces u;, € G} para alguna v € p(C), es decir, ', 1 < ' < k
tal que la u;, u;-trayectoria dirigida contenida en C es de longitud impar,
esto implica que existe 5, I' < 5 < -1 tal que la u, u,, ,-trayectoria dirigida
contenida en C es de longitud inipar, Por lo tanto se cumple (i.2).

Inversamente supongamos que se cumple (i.2). Es decir existe y,I, 1 <
) < 1 <k tal que la u,u,,,-trayectoria dirigida y la u;,u,,-trayectoria
dirigida, ambas contenidas en C, son de longitud impar. Sea v € V(C}), si
la u,v-trayectoria dirigida contenida en C es de longitud impar, entonces
v € Cl, , 8i no, entonces la w;,,, v-trayectoria dirigida contenida en C, es de

longitud impar y v € G,Lm. Por lo tanto V(C) ¢ U )0,}, pero la otra
vep(0
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contencién es inmediata, por lo que V(C) = 9, j

4.5.2 Aplicaciones

A continuacién se mencionan ocho aplicaciones de los resultados obteni-
dos en esta seccién.

Sea D una digréfica y T ¢ V(D). Supongamos que D — T es una R-digra-
fica y que para todo ciclo dirigide C = (o, 41,...,u3q, %) en D de longitud
impar tal que V(C) N T # 8 existe ¢ tal que w,uy1 € p(C). Entonces D es
una R-digréfica,

Demostracién. Por la observacién 4.1, ¢ = ¢V y aplicando el Corolario
4.8 se concluye la prueba. {

Esta proposicién implica el siguiente resultado obtenido por Duchet.

D es una R-digréfica si y solo si D~V, 4(D) es una R-digréfica, donde V,,
denota el conjunto de vértices de D que no pertenecen a ciclos dirigidos de
longitud impar,

Demostracién. Aplicar el Terorema 4.12 y el Lema 4.1.

Si todo ciclo dirigido C en D, de longitud impar, tal que para alguna
uv € F(C), vu ¢ F(D), tiene una seudodiagonal f. tal que para todo ciclo
dirigido 7 de longitud impar que contiene a f., 7 = 4%, entonces D es una
R-digréfica.

Demostracién. Si D no es R-digréfica, existe H una R--digréfica in-
ducida de D. Sea C un ciclo dirigido de longitud impar en H. Si C no fuera
simétrico, H contendrfa una flecha f. = uv asimétrica tal que para todo
ciclo dirigido 4 que contiene a f., v = +(°) lo cual contradice al Teorema
4.5. Entonces, todo ciclo de longitud impar es simétrico y ¢ = ¢(V). Por
el Corolario 4.8, H es una R-digréfica lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto D es una R-digréfica. §

Esto generaliza el siguiente resultado obtenido por Romanowicz, Zbig-
niew en [42].
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Denotemos por F,o(D) el conjunto de flechas de D no contenidas en
los ciclos dirigidos de longitud impar. Entonces D es una R-digréfica si y
solo si toda subdigréfica inducida H de D tal que F{H)N Fou. = €8 una
R-digréfica.

Demostracién. Aplique el Teorema 4.13. §
En particular, D es una R-digréfica cuando D - F,,, es una R-digré-

fica. El inverso de la proposicién anterior es falso, considere la digrafica
representada en la siguiente figura:

En este caso D es una R-digrafica ya que { 1, 3 } es un ndcleo y toda
subdigréfica inducida ya no tiene ciclos dirigidos de longitud impar, pero

D~ F,a. ~E‘; y por lo tanto no es R-digréfica,

Sea D una digrafica sin ciclos dirigidos inducidos de longitud impar y
T C V(D). Suponga que todo u € T pertencce a lo més a8 Ap(u) ciclos
dirigidos de longitud impar. Entonces D es una R-digrafica si y solo si
D - T es una R-digréfica.

Demostracién. Supongamos gue D — T es una R-digréfica, si D no es
una R-digréfica, entonces existe H una R--subdigrdfica inducida de D, H
no es un ciclo dirigido y ademés V(H)nV(T) # 8. Sea w € V(H)NV(T)
y M=ntmero de ciclos dirigidos que contienen & u. Por el Corolario 4.7,
M 2 Ap(u)-+1y por hipétesis M < Ap(u) entonces Ap(u)+1 < M < Ap(u),
es decir Ap(u)+1 < Ap(u), lo cual és una contradiccién. Por lo tanto D es
una R-digréfica. La otra implicacién es inmediata. }
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Teorema (P. Duchet, 1980). Sea D una digréfica tal que al menos una
de las siguientes dos propiedades se satisface.

{a) Si(z,a) € F(D} y (a,4) € F(D) entonces (z,y) € F(D) o (y,a) € F(D)
(b) Si(z,8) € F(D) y (a,y) € F(D) entonces (z,y) € F(D) o {a,z) € F(D)
Entonces D es una R-digréfica.

Demostracién. Sea T c V(D) tal que D~ T es R-digréfica, Sea ue T
y sea C un ciclo dirigido de longitud impar que pasa por u, C = (u =
Yoy U1y U2ye . Uz, 8= uo)'

Supongamos que en D se cumple (b), entonces uz,—14; € F{D) 6 uaptizn-1
€ F(D), por lo tanto C tiene al menos una V(0)(C} U {u})-seudodiagonal.

Entonces tenemos que para todo u € T 8e cumple que todo ciclo dirigido
de longitud impar que pasa por u tiene al menos una V(C)(CL u {u})-seu-
dodiagonal, aplicando el Teorema 4.12 obtenemos que D es una R-digré-
fica. §

Teorema (P. Duchet, H. Meyniel (20}, 1983). Si todo ciclo dirigido de
longitud impar C = (z),23,...,%ak+1,2;1) tiene dos cuerdas cortas cruzadas
(es decir dos flechas de la forma (z;,7;42) ¥ (%i+1, Ti+3)), entonces la digréfica
es R-digréfica.

Demostracién. Sea u € V{D)y C un ciclo dirigido de longitud impar que
pasa por u, O = (u = ug,uy, u3,..., U35, == ) entonces C tiene dos cuerdas
cortas cruzadas, esto implica que C tiene al menos una V{C)(C!L L {u})-
seudodiagonal. Por lo tanto, aplicando el Teorema 4.12, D es R-digré-
fica. }

Teorema (H. Galeana S&nchez y V. Neumann Lara [28], 1984). Si todo
ciclo dirigido de longitud impar tiene dos seudodiagonales cuyos extremos
terminales finales son vértices consecutivos en el ciclo, entonces la digréfica
tiene micleo (es R-digrafica).

Demostracién. Sea C = (u = ug,u;,u3,...,Uan, % = vg) un ciclo dirigido
de longitud impar entonces C tiene dos seudodiagonales cuyos extremos
terminales son vértices consecutivos en el ciclo, esto implica que C tiene
al menos una V(C)(C} U {u})-seudodiagonal. Por lo tanto, aplicando el
Teorema 4.12, D es R-digréfica.
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5. LA CONEXIDAD DE R--DIGRAFICAS
{H. Galeana Sénchez, V. Neumann Lara [26],1986)

Una digréfica D es llamada quasi R-digrdfica si toda subdigréfica inducida
propia de D tiene nicleo.

Notemos que una quasi R-digréfica es una R-digrafica 6 una R~-digréfica.

En esta parte estudiaremos nuevas condiciones suficientes para que una
digréfica sea una R-digréfica y propiedades estructurales de R--digréfi-
cas, En particular se prueba que la parte asimétrica de una R™-digréfica
es fuertemente conexa. Un nuevo método para construir R--digréficas es
desarrollado.

Ademsés se estudian relaciones entre quasi R-digrdficas y su parte a-
simétrica as{ como la existencia de R-digraficas con niimero dicromético
arbitrariamente grande.

5.1 La Parte Asimétrica de Quasi R-digréficas

La mayorfa de los resultados obtenidos en esta seccién son consecuencia
de] Teorema 5.1.

Teorema 5.1 Supongamos que V(D) tiene una particién {V;,Va} tal que
toda V,V5-flecha en D es simétrica y D[V;] y D|V5) son R-digrdficas. Entonces
D es una R-digréfica.

Demostracién. Sca D’ una subdigrafica inducida de D. Si D' c D|Vy] o
D' c D|V;] entonces I¥ tiene nucleo. En caso contrario, cualquier niicleo de
D' n D{Vy] es un seminiicleo de I¥. Entonces D es una R-digréfica. §

Un corolario del Teorema 5.1 es:

Teorema 6.2 Si D es una R™-digréfica, no existe una particién {V;,V;}
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de V(D) tal que D[V}, V3] c Sim(D); en otras palabras, Asim{D) es fuerte-
mente conexa.

Demostracién. Por el Teorema 5.1, no existe una particién {Vy,V,;} de
V(D) tal que D[V, V3] c Sim(D).

Supongamos que Asim(D) no es fuertemente conexa, entonces existe
{W1,V3} una particién de V(D) tal que no existe V,V;-flecha asimétrica de
D 4 no existe V3¥;-flecha asimétrica de D, pero como D(Vy, Vi) ¢ Sim(D),
entonces deben existir V,V,-flechas asimétricas é V;V,-flechas asimétricas.

Sin pérdida de generalidad supongamos que existen solo V;Vi-flechas.
Como D es R™-digréfica, entonces D[V3} tiene un niicleo N; y como no
hay VaV;-flechas asimétricas entonces N; es un seminticleo de D, pero esto
contradice la suposicién de que D es R™-digréfica. Por lo tanto Asim(D) es
fuertemente conexa. i

Como consecuencia directa del Teorema 5.2 tenemos el siguiente Coro-
lario

Corolario 4.6 (Duchet{18]) Toda R~-digréfica es fucrtemente conexa.

Corolario 5.1 (Duchet y Meyniel [10}). Si Asim(D) es acfclica, entonces
D es una R-digréfica.

Demostracién. Supongamos que D no es R-digréfica, entonces existe &
una subdigréfica inducida de D tal que H es R™-digréfica. Por el Teorema
5.2 Asim{H) es fucrtemente conexa, y por lo tanto tiene un camino cerrado
generador, el cual a su vez contiene un ciclo dirigido C, pero también C es
un ciclo dirigido contenide en Asim(D}, lo cual contradice la hipétesis de
que Asim(D) es aciclica. Por lo tanto D es R-digréfica. }

Como aplicacién del Corolario 5.1 obtenemos los siguientes Teoremas:

Teorema 6.8 Si D es una digréfica tal que todo ciclo dirigido tiene al
menos una flecha simétrica, entonces D es R-digrafica.

Teorema 5.4 Si Asim(D) =5,., entonces D es quasi R-digrificay D~ f
es una R-digréfica para toda f € F(Asim(D)).
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Definimos la digrafica C =Cy, (i, 5a,..., j) como V(C) = {0, 1,..., n— 1},
F(C) = {uv/ v—u=j, (mod n) cona=1,..., k}

Una aplicacién del Tecrema 6.4 es el siguiente Teorema:

Teorema 5.6 Si 2 < r < [4n], entonces C =5n (1,%2,48,...,4r) es una
R-digréfica 6 una R--digréfica dependiendo si n = 0 mod(r+1) 6 n £ 0
mod(r + 1).

Demostracién. Como Asim(C) =Z*,. y en virtud del Teorema 5.3 tenemos
solo que probar que C tiene nicleo si y solo si n = 0 mod(r + 1).

Si n= 0 mod(r + 1), {i/i = 0 mod(r + 1) } es un niicleo de C.

Inversamente, sea N un niticleo de C. Siue N, v' =u+1¢ N. Tenemos
o'+ € N tal que v'(v' + j) € F(C). Claramente v’ + k ¢ N, para k =
:tZ,...,:i:(‘ - 1} -r), ya que para estos valores de k, v’ + k es adyacente a
u. Entonces j debe ser igualary u+r+1€ N, Ademés u+m(r+1) €
N (tomando operaciones mod n) para toda m. Como N es un conjunto
independiente, debemos tener que n =0 mod (r+1). h

Un caso particular del Teorema 5.5 es:

Corolario 5.2 Z'n (1,%£2,...,%|3n]) es una R~-digréfica para n > 4.

Otra consecuencia del Teorema 5.2 es:

Teorema 5.8 D es una R-digréfica si y solo si para toda componente
fuerte a de Asim(D), D|V(a)] es una R-digréfica.

Demostracién. Si D es una R-digréfica, entonces toda subdigréfica in-
ducida de D también lo es, en particular D|V(a)] ea R-digréfica, para toda
a componente fuerte de Asim{D).

Inversamente, supongamos que D no es R-digréfica, entonces existe H
una subdigréfica inducida de D tal que H es R™-digrdfica. Por el Teorema
5.2, Asim{H) es fuertemente conexa y por lo tanto estd contenida en una
componente fuerte a de Aeim(D). Ademés H es una subdigréfica inducida
de DV (a)}. Lo cual contradice que D[V (a)] sea R-digréfica. {
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En la seccién 3 se prueba que toda digréfica bipartita es R-digréfica.
Como una aplicacién del Teorema 5.8 obtenemos

Corolario 5.3 Si para toda componente fuerte a de Asim(D), D[V (a)|
es bipartita entonces D es una R-digrafica.

El Corolario 5.3 incluye como un caso particular el siguiente resultado
obtenido por Duchet.

Teorema 6.7 (Duchet [15]). Si todo ciclo dirigido de longitud impar en
D tiene al menos dos flechas simétricas, entonces D es una R-digrafica.

Demostracién. Es suficiente con probar el siguiente Lema:

Lema 5.1 Sitodo ciclo de longitud impar en D tiene al menos dos flechas
simétricas, entonces para toda componente fuerte a de Asim(D), D{V (a)]
es bipartita.

Demostracién. Sea a una componente fuerte de Asim(D), supongamos
que |V(a)| > 1. Sea my € V(a), y sea V; = {u € V(a) / existe un myu-camino
dirigido en Aeim{D) de longitud impar }, y sea Vo =V(a) - V;.

Vi # 8 ya que I't {mg) < V; y I'*(mg) # § por ser a fuertemente conexa.
mg € V; entonces V; # @, Claramente ViUV = V(a) y Vi NV, = §, por lo
tanto {V;,V,} es una particién de V{a).

Sea f = uv € F(a), 8i u, v € Vy, entonces existe C, un mgu-camino dirigido
en a de longitud impar, y existe C; un myuv-camino dirigido en « de longitud
impar, como a es fuertemente conexa existe Cs un vmy-camino dirigido en
«. Si C; es de longitud impar entonces C, U (1, v}UC; e8 un camino cerrado
asimétrico de longitud impar, el cual contiene un ciclo dirigido de longitud
impar y esto contradice la hipétesis. Si Cs es de longitud par entonces
U3 UC; es un camino cerrado asimétrico de longitud impar, y éste contiene
un ciclo dirigido de longitud impar lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto 0¢V1 6 U¢V1.

Supongamos que u, v € V3, como a es fuertemente conexa, entonces existe
C; un mgu-camino dirigido de longitud par, C; un mouv-camino dirigide
de longitud par, y Cy un vmy-camino dirigido. Si C; es de longitud par
entonces Cy U (u,v)UCy es un camino cerrado asimétrico de longitud impar,
y contiene un ciclo dirigido de longitud impar lo que contradice la hipé-
tesis. Si Cy es de longitud impar entonces G, U Cy es un camino cerrado
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asimétrico de longitud impar, y éste contiene un ciclo dirigido de longitud
impar lo cual es una contradiccién. Por lo tantou eV, yveVa 6ueV;
y v € Vi. Entonces {V;,V,} es una particién de V(a) tal que no existen
ViVi-flechas ni V3V;-flechas en a. Si suponemos que existe una VyV;-flecha
simétrica en D{V (a)] 6 una V3V;-flecha simétrica, con argumentos anélogos
a los anteriores obtendrfamos ciclos de longitud impar con una sola flecha
simétrica, por lo tanto {V;, V3} es una biparticién de V() tal que no existen
ViV;-flechas ni V,V;-flechas en D[V (a)]. Por lo tanto D{V (a)} es bipartita. §

La digréfica mostrada en la siguiente figura, la cual es R-digréfica por el
Corolario 5.3, muestra que éste es més fuerte que el Teorema 5.7.

5.2 R--digréficas cuya parte asimétrica es separable

El principal resultado de esta seccién es el Teorema 5.11.

Lema 5.3 Sean D,,D; y D digréficas, v € V(D;)i = 1,2, Supongamos
que DyU Dy = D, V(D;)nV(Dy) = {v} y que Ny es un nicleo de D,

(1) Si N; es una nicleo de Dy y v € (N; N N;) U (N N Nj), entonces Ny U N,
es un nicleo de D,

(ii) Siv¢ Ny y Nj es un nicleo de D; — v, entonces Ny U N es un niicleo de
D.

Demostracién.
(i) Supongamos que N, es un nicleo de Dy y v e (Nyn N3} U(Nf N N3).
Sea u € V(D) - (M UN,), si u € V(D;), como u ¢ N, entonces existe
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w; € N tal que uw; € F(D;) ¢ F(D). Por lo tanto Ny U Ny es un conjunto
absorbente de D,

Supongamos que v € N; N N,, sean w;,wy € Ny UN; 8l wy,wy € N; 1 =1,2
entonces wywy ¢ F(D;)f = 1,2, por ser ¥y y N, conjuntos independientes,
por lo tanto wyw; ¢ F(D). Si {w,us} & Ny y {w,w;} ¢ N,, supongamos
sin pérdida de generalidad que w, € N, y w; € N;, entonces w; # vy w; # v,
por otro lado tenemos que V(D) NV {(Dy) = {v} y D, U D; = D entonces
wywy € F{D). Por lo tanto N, U N; es independiente.

Sive (NFNNg) esdecir vg Ny y v Ny entonces NyNnN; =9 y como
ambos son conjuntos independientes, N, UN; es independiente.

Por lo tanto N, U N3 es un nicleo de D.

(i) Supongamos que v ¢ N; y N} es un nicleo de D; - v. Como V(D) N
V(Ds) = {v}, Ny c V(D)) - {v} y Nj c V(D) — {v}, entonces Ny N N} = @,
y como ambos conjuntos son independientes, entonces N, U N} también
lo es.

Seave V(D) - NyUNj, Ny cV(Dy), Njc V(D) y vi¢g Ny N Nj entonces
u € V(Dl) had Nl ouE V(D)) - N;, siuy€ V(Dl) - Nl, existe wy € N] tal
que uw; € F(D,) c F(D), si u € V(Dg) - Ni y u # v, existe wy € Nj tal que
uwy € F(D3) ¢ F(D), sl u = v, u € V(D;} ~ Ny y es el caso primero. Por lo
tanto Ny U Nj es absorbente y en consecuencia es un nicleo de D. 4

Lema 5.3 Sean D;,D; y D digraficas, v € V(D;) ¢ = 1,2. Supongamos
que DyU D, = D, V(D))nV(D;) = {v} y que N es un nicleo de D y
Ni= NnV{(D;),s = 1,2. Si N; no es un nicleo de D,, entonces N, es un
ntcleo de D; y N3 es un nicleo de Dy — v.

Demostracién. Si v € N, entonces N; es un nucleo de D;, ¢ = 1,2. Si
vé N,y N3 no es un nicleo de D;, entonces existe una vV;-flecha y no
existe vN;-flecha, por lo tanto ¥; es un nicleo de D; y N, es un nicleo de
D] -, h

Lema 6.4 Sean Dy,D; y D digréficas, v € V(D;) ¢ = 1,2. Supongamos
que V(D)) nV(D;) = {v}, wiv € Sim(D;), Hi = Di — v —vy { = 1,2 y
D= (Hl UH;) + ugug + uguy. Si Hyy, Hy—v (f = 1,2), Hy—uy y Dy, cada una
tiene nicleo entonces D tiene niicleo.

Demostracién. De aquf en adelante N(S) denotaré cualquier niicleo de
S. Supongamos que D no tiene nicleo, entonces:

Por el Lema 5.2, H; U H; tiene nicleo, entonces
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{uy, va} € N{H, U H,) para cualquier nicleo N(H, U H;) de H, U H,. De
otro modo N(H, U H,) serfa un niicleo de D. Sea N(H,) un ndcleo de
H, y supongamos que v ¢ N(H,). Entonces u; € N{H,}, de otro modo
N = N(H,)uN(H; - v) por el Lema 5.2 serfa un nicleo de H, UH;, y no
contendr(a a u;, contradiciendo {i}. Entonces N' = N{H,)JUN(H;—{v3,v})
es un niicleo de D, ya que como V{H,) U (V(H;) - {u3,v}) = 8, entonces
N{H;) U N(H; - {u3,v}) es independiente, y como v ¢ N(H,) pero v €
V(H,), existe una vN(H,)-flecha en H;, que es & su vez una vN’-flecha
de D, y (u3,w1) € F(D) con u, € N(H;), entonces N' es un conjunto
absorbente de D, pero esto contradice la suposicién inicial. Por lo tanto
debe suceder que v € N(H,) y andlogamente v € N(H;). Por el Lema 5.2,
se sigue que N(H;)UN(H;) es un nicleo de HyUH,, y por (i) u; € N(H;).
Hemos probado:

w;,v € N(,) para todo nicleo N(H;) de H,s = 1,2. Sea N{D;} un nt-
cleo de D,. Entonces v ¢ N(D,), de otro modo N(D;}u N(H,) serfa un
nicleo de D. Por lo tanto v ¢ N(D,) para cualquier nicleo N(D;) de D,.
Ademés vy € N(D), ya que si u; ¢ N(D;), N(D,) serfa un niicleo de Hs
no conteniendo a v. Hetnos probado:

Todo niicleo N(D;) de D, satisface v ¢ N(Da) y us € N(Ds).

v € N(H, — u;) para todo nicleo N(H, — u,) de H; ~u;. De otro modo
por (iii), N(H, - u;) U N(D;) serfa un nicleo de D. Finalmente por (ii)
y (iv) conclufmos que N(H; — u;) U N(H;) es un nicleo de D, lo que nos
d4 la conclusién final. Por lo tanto, D tiene nicleo.

Lema 6.6 Sean Dy,D,, v € V(D;} ¢ = 1,2. Supongamos que V(D) n

V(D;) = {v), v € Sim(D;}, Hi = D — wiv ~ vy i = 1,2y D= (H UH,) +
upu; + ugu;. Si N es un nicleo de Dy N; = NnV (D), i = 1,2, entonces Ny
es un nucleo de Dy 6 N3 es un niicleo de Ds.

Demostracién. Sea N un nicleo de D, N; = NnV(D:), « = 1,2. Como

wiuy € F(D) y ugu, € F(D) entonces {u;,uz} ¢ N. Sin pérdida de generali-
dad, podemos asumir que u; ¢ N. Sive N, entonces N; es un niicleo de Dy;
si v¢ Ny uz € N, N; es un nicleo de D;. Finalmente,siv¢ Ny ua ¢ N,
como Ny NN, = @, debe existir alguna vN;-flecha para alguna ¢ = 1,2. Y
para esa ¢, N; es un nucleo de D;. 4

En lo que sigue, necesitaremos el siguiente resultado obtenido por Jacob,
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Teorema 5.8 (Jacob [31}). Sean Dy, D; y D digréficas, tales que V{D;)n
V(D3) = {v},y D = DU D;. Entonces D es R-digrédfica si y solosi D; y D,
son R-digréficas.

El Teorema 5.8 es una consecuencia directa del Lema 5.2.

Teorema 5.9 Sean Dy, D;, D, Hy y H; como en el Lema 5.5, Supon-
gamos que Hy y H; son R-digréficas. Entonces D es una R™-digréfica si y
solo 8i D, y D, son R™-digréficas,

Demostracién.

(i) Supongamos que D; y D; son R~-digréficas. Por el Lema 5.5, D no tiene
nicleo. Sea D' G* D. Si {v,u;,uz} ¢ V('), entonces D' tiene nicleo
por el Teorema 5.8 Si {v,u,, u3} ¢ V{D'), entonces D' tiene nicleo por el
Lema 5.4, Por lo tanto D es una R-digréfica.

(ii) Supongamos que D es una R~ -digréfica. Por el Lema 5.4, D; no tiene
niicleo para i = 1,2. Sea Dj G* D;. Si {v,u;3} ¢ V{D3} entonces Dj tiene
nicleo. Si {v,us} c V(D}}, sea D' = DV(Dy) uV(D,})}, como D' G* D,
D' tiene nicleo y por el Lema 5.5 y el hecho de que Dy no tiene nu-
cleo, conclufmos qie D} tiene niicleo. Por lo tanto D, es R™-digréfica.
Andlogamente Dy es R™-digréfica.

El Teorema 5.10 puede ser obtenido aplicando el Teorema 5.8 y los Lemas
54y 5.5 :

Teorema 5.10 Sean Dy, D,, D, H; y H; como en el Lema 5.5. Si Hy y
H, son R-digréficas, entonces D es una R™-digréfica si y solo si al menos
una de las digrédficas Dy, Dy es una R™-digréfica.

Definicién 5.1 Sea D una digréfica tal que vy, uv € F(D), se dice que D
s una R~ (u,v)-digrdfica si y solo si D es una R™-digrdficay D~uv—vues
una R-digréfica.

De los Teoremas 5.8 y 5.9 podemos probar fécilmente el Teorema 5.11.

Teorema 5.11 Sea D;, D; ¥y D como en el Lema 5.4. Si D; es una
R~(u;,v)-digréfica para i = 1,2, entonces D es una R~ (uy, ua)-digréfica.
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Ejemplo 6.1 Sea D =C, (1,£2,...,%r), n # 0 (mod(r + 1)). Por el
Teorema 5.4 D es una R™-digrifica. Sean 1,k enteros modulos r + 1 tal
quer=j+i,i=2,...,r. Entonces I no es una R~(j, k)-digréfica solo en el
casot=r,n#r (mod(r+1)) yn>2r+1.

Demostracién. Por simetrfa podemos asumir k = 0; entonces j = n —i.
Cualquier nicleo N de D; = D - j0-05 debe contener a8 0y 5, de otro modo
N serfa un ndcleo de D. Sin =1 (mod(r +1)), {k(r+1)/0 < k < 21} es
un nicleo de D, y por el Teorema 5.3, D, es una R-digréfica. Si n # ¢ mod
(r+1)yi#r,tomamos A4 = {r+1,r+2,...,n~i~r-1} cuando n > 2(r+1)+{
y en otro caso 4 =0, y sea N(D[A]) un niicleo de D[A]. Es fécil ver que
N{D[A])u{0,n -7} es un niicleode D;. EnelcasonZimod (r+1) yi=r:

{(a) Sin>2r+1 se procede como en la demostracién del Teorema 5.11 para
concluir que D; es una R~-digrafica.

(b) Sin=2r, {0,r} es un niicleo de D,. §

Ejemplo 5.2 Tomando D; ~ D, ~5¢ (1,£2), aplicando el Lema 5.4
obtenemos la digréfica de la siguiente figura:

NN gy

(u3v, vu; son las flechas correspondientes al la diagonal de 5.). Usando el
Teorema 5.11 y la demostracién anterior conclufmos que D es una R~-di-
grafica. MAs atn, D es un ejemplo de una no Hamiltoniana R-digréfica.

Comenzando con D y usando repetidamente la operacién a{G,v), pode-
mos obtener ejemplos de no Hamiltonianas R~-gréficas orientadas, donde
a(G,v) denota la digréfica obtenida a partir de G sustituyendo el vértice v
de G y las flechas incidentes en v por tres nuevos vértices v=, v°, v* y las
nuevas flechas:
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(i) wv~ si wve F(G)
(if) v~
(iii) vt

(iv) v*twei vwe F(G).
5.3 Niimero dicromdlico y Quasi R-digraficas

5.3.1 Algunas construcciones

Las construcciones dadas en esta seccién son usuales para agrandar la
clase de R-digrdficas y R™-digréficas conocidas,

Deflnicién 5.2 Si f = uv € F(D), D(f/F,) denotard cualquier digréfica
D' tal que D' = (D~ f}UP,(u,v) donde P,(u,v) es una uv-trayectoria dirigida
de longitud n — 1 que satisface V(Pa(u,v) N D} = {u,v}.

D D(f/Pax)

Los Teoremas 5.12 y 5.13 fueron encontrados independientemente por
Galeana-Sanichez y Neumann-Lara [22] y Duchet y Meyniel (19)].

Teorema 5.13 D(f/Pax) tiene niicleo si y solo si D tiene niicleo.

Demostracién. Cualquier nicleo de D puede ser extendido a un nicleo
de D(f/Ps). Si N' es un nicleo de D(f/P,,), N'nV(D) es un micleo de
D. 4y
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Usando los Teoremas 5.8 y 5.12 podemos probar

Teorema 5.13 Supongamos que D — f es una R-digréfica. Entonces
D(f/Pa) es una R-digréfica (resp. R~-digréfica) si y solo si D es una R-di-
gréfica (resp. R~-digréfica).

Observacién 5.1 Por el Teorema 5.12 es suficiente demostrar que la
digréfica D(f/Ps) es una quasi-R~-digréfica si y solo si D es quasi R-di-
gréfica.

Omitimos la demostracién del Teorema 5.14 la cual es una simple gene-
ralizacién del Teorema 5.13.

Teorema 5.14 Sea § # Fo C F(D) y D' una digréfica obtenida a partir
de D reemplazando cada uv € Fo por una uv-trayectoria dirigida P(u,v) de
longitud impar tal que V(D N P(y,v})) = {u,v} N {v',v'} cuando uv # u'¢/,
uv,u'v’ € Fp. Supongamos ademsds que D — F' es una R-digréfica con @ #
F' c F;. Entonces I es una R-digréfica (resp. R™-digréfica) si y solo si D
es una R-digréfica (resp. R™-digréfica).

Deflnicién 6.3 Sea D una digréfica y a = (@u)uev(p) una familia de di-
gréficas no vaclas mutuamentc ajenas. La digréfica ¢(D, a) cstd definida
por:

() V(D)= U Vi)
uev (D)

(1) wy,w; € Flo(D,a)) si y solo si
(1) wi,wa €V{a,) y wiw; € F(a,) para alguna u € V(D) o
(2) w1 €V{a,), w3 € V{ay) y uv € F(D) para alguna u,v € V(D).

Observacién 5.2 Note que si o, es isomorfa a o® para toda u € V(D),
o(D, ) es isomorfa al producto lexicogréfico D[a®], Ademés si D y las a,’s
son gréficas orientadas, o(D, a) es una gréfica orientada.

Teorema 5.16 o{D,a) es una R-digréfica si y solo si D y toda a, son
R-digréficas.
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Demostracién. Como a, y D son subdigréficas inducidas de o(D, a) se
sigue que Dy a, son R-digraficas si o(D,a) es una R-digréfica. El inverso se
sigue de la observacién de que toda subdigréfica inducida de o(D, a) tiene
la forma o(D',a'), donde D' c* Dy o', C* ay para u € V(D'), y ademds

U Q. es un nicleo de D' cuando K es un nicleo de D' y Q, es un nicleo
uEX
de a, para cada u € V(D'). 4

Corolario 5.4 D[a’] es una R-digréfica si y solo si D y o son R-digré-
ficas.

5.3.2 El miimero dicromético y la Teoria de Niicleos

El ndmero dicromdtico di(D) de D fué definido por V. Neumann Lara
en {38) (ver también P. Erdds, [21]), e independientemente en [34] como
el mfnimo mimero de colores requerides para colorear los vértices de D
de tal forma que las clases dicromAticas inducen subdigréficas aciclicas
de D. Claramente di(D) < x(D), donde x(D} =numero cromdtico de D
definido andlogamente pero con la condicidn de que las clases crométicas
sean conjuntos independientes. El nimero dicromético es una generaliza-
clén del niimero cromético. En particular éstos coinciden para digraficas
simétricas. Estd probado en [38] que dx(D) < 2 para cualquier digréfica
D que no tiene ciclos dirigidos de longitud impar. Ademés el Teorema de
Richardson se aplica solo para digréficas con nimero dicromético menor
o igual que 2. De acuerdo con el Corolario 5.2 existen R™-digréficas (y
obviamente R-digrificas) con nimero dicromético arbitrariamente grande;
més precisamente du{Cy (1,£2,...,%{}nl) = {n].

Para gréficas orientadas la situacién es més complicada: el {inico torneo
que es una R~-digréfica es el tridngulo (ciclo dirigido de longitud 3); ademas
un torneo T es una R-digréfica si y solo si es acfclico o equivalentemente,
dx(T} = 1. Esta probado en [38] que dx(Dla]) > di(D) + dx(a) — 1. Entonces
d,(D[Z'.]) > dy(D) +1 ya que dy(C,y) = 2. A partir de ésta desigualdad y la
Observacién 5.2, obtenemos que R-digréficas orientadas con niimero dicro-
mético arbitrariamente grande pueden ser construfdas. En (25} H. Galeana
Sénchez y V. Neumann Lara prueban el siguiente resultado.

Teorema 5.16 Para toda R-digrdfica (resp. R-gréfica orientada) D,
existe una R™-digréfica (resp. R~ -gréfica orientada) D tal que Do c* D.
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Este Teorema implica que existen R~-gréficas orientadas con nimero
dicromético arbitrariamente grande y consecuentemente con némero cro-
mdtico arbitrariamente grande.

En 1981, P. Duchet y H. Meyniel {19}, plantearon lo siguiente: “Una
digréfica nicleo critica es fuertemente conexa”. Después dieron el siguiente
contraejemplo.

Contraejemplo 5.1 (P. Duchet, H. Meyniel, {19}, 1981). Las siguientes
figuras muestran una digréfica y una digréfica asimétrica (resp.) nicleo
critica y que no c¢s fuertemente conexa,

A YARN

Hasta 1981 todos los ejemplos conocidos de R--digréficas y de digréfi-
cas niicleo criticas tenfan una inversa D' (la digréfica obtenida a partir
de D invirtiendo cada flecha) con la misma propiedad. Planteando asf V.



49

Chvétal y C. Berge en [19] lo siguiente: “Si D es R-digréfica entonces D!
es R-digréfica”.

Contraejemplo 5.2 ([19], 1981). La siguiente figura muestra una R™-
digréfica cuya inversa D! es R-digréfica,
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6. UNA CONDICION SUFICIENTE PARA QUE UNA
DIGRAFICA SEA R-DIGRAFICA
(P.Duchet, [14], 1987)

Un resultado poderoso de Hortensia Galeana Sénchez y Victor Neumann
Lara expuesto en la seccién 4 (Corolario 4.8) puede ser establecido como
sigue:

Teorema 6.1 Una condicién suficiente para que una digrdfica D sea
R-digréfica es la siguiente propiedad (P): Todo ciclo de longitud impar
(vi,va,.. ) vans1, v1)(n 2 1) tiene al menos dos polos consecutivos.

En [17] una clase no trivial de digréficas con la propiedad (P) es expuesta.
En [22] Hortensia Galeana Sanchez enuncia el siguiente resultado.

Teorema 6.2 Sea D una digréfica sin ciclos dirigidos de longitud tres.
Si todo ciclo de longitud impar posee dos cuerdas cortas, entonces D es
R-digréfica.

Aquf se prueba la siguiente generalizacién de este resultado, que tiene
como una consecuencia que las digrdficas que satisfacen la condicién de H.
Galeana Sanchez cumplen la propiedad (P).

Vale la pena repetir que la condicién sobre los ciclos dirigidos de longi-
tud tres en el Teorema 6.3 no puede ser eliminada. Consideremos el ciclo
dirigido de longitud cinco (v, vz, vy, vq, v5, ;) con las cuerdas vauy, vevy, vavg,
v1ve ¥ vsvs que constituye una R-digrafica y no satisface la propiedad (P),
pero en la cual todo ciclo de longitud impar posee dos cuerdas cortas.
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Ve

Lo anterior sugiere la siguiente conjetura:

Conjetura 6.1 Si todo ciclo de longitud impar de una digréfica D tiene
dos cuerdas cortas, entonces D es R-digréfica.

Teorema 6.3 Sea D una digrifica en la cual todos los ciclos de longitud
tres son simétricos. Si todo ciclo de longitud impar de D posee dos cuerdas
cortas, entonces D satisface la propiedad (P}, y por lo tanto D es R-digré-
fica.

Demostracién. Se procederd por contradiccién, Sea D = {X,V) un con-
traejemplo. Supongamos que todo ciclo dirigido de longitud impar de D
tiene al menos dos cuerdas cortas y que los ciclos de longitud tres son si-
métricos, pero que no se satisface la propiedad (P). Entonces existe en D
un ciclo de longitud impar 4 que no tiene polos consecutivos,

En el resto de la demostracién, 7= {v1,v3,...,v3n+1,v1) €s fijo. El hecho
de que k£ > 8 vértices z;,z3,...,2x de v estdn en el orden correcto con
respecto al orden cfclico de ~ lo denotaremos por z; < z3 < ... < z4.

Definimos recursivamente una clase especial de flechas de D, las flechas
~-normales, como sigue:

(1) Las flehas de 4 son flechas y-normales.

(2) Sia<b<e, (a,b)y (be) son flechas y-normales y si (a,c} es una flecha
de D, entonces (a,¢) es una flecha y-normal de D.
Todas las flechas y-normales son entonces, flechas o cuerdas de ~. Indi-

caremos la propiedad requerida en el paso (2) de la construccién de una
flecha y-normal (s, ¢) por la notacién (s, c) = (a,) A (b,c).
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E! peso w(e) de una flecha y-normal ¢ es definido recursivamente por
medio de lo siguiente:

{3) w(e) =1 si ¢ es una flecha de 7.

(4) wle) = w(f) + w(g) sie=fAg.
Es fécil checar la validez de esta definicién.
La nocién de un ciclo y-normal es también definida recursivamente

(5) 4 es un ciclo 4-normal.

(8) Si (x1,73,...,2p,71) €3 un ciclo y-normal x, con p > 8, y 8i {zp-1,z,) €8
una cuerda corta de =, entonces (z1,z3,...,2p-1, 1) €8 un ciclo y-normal.

Los vértices de un ciclo v-normal son vértices de v en el mismo orden cf-
clico, y las flechas de un ciclo y-normal son flechas y-normales (sin embargo
un ciclo constitufdo por flechas y-normales no siempre es un ciclo y-normat).
Diremos que un ciclo » es un ciclo y-normal mfnimo cuando no existe un
ciclo 4-normal menor que ». Notemos que un ciclo 4-normal minimo tiene
longitud par puesto que no puede tener cuerdas cortas.

- La demostracién se descompone en tres lemas.

Lema 6.1 Sea x = (y1,...,¥p,31) un ciclo y-normal minimo. Para toda
flecha (yi, yi+1) de © que es una cuerda de v, el vértice g7 de « es un polo
de 7.

Lema 6.2 Los vértices de un ciclo 4-normal minimo son polos de 4.

Lema 6.3 Existe un ciclo y-normal minimo que contiene al menos una
flecha de 7.

Claramente, los Lemas 6.2 y 6.3 implican que v tiene dos polos consec-
utivos, contradiciendo la hipétesis. Por lo tanto D satisface la propiedad
(P) y en consecuencia es R-digréfica. b

Demostracién. Del Lema 6.1 Procederemos por contradiccién. Supon-
gamos que el Lema es falso, supongamos sin pérdida de gencralidad que
(vp)v1) €s una cuerda de v y que y; no es un polo de 7.

Por las definiciones de ciclo y-normales y flechas y-normales existe una
sucesién (zg,1,...,2,) con las siguientes propiedades
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(Mzn=p<n<n<..<zp<p
(8) (zx:%1) = (zxy2x41) A (2441, 1) PBTA 0 S k < ¢
(9) (2q,w1) es una flecha de v

Estas condiciones implican que todos los vértices yy,...,yp, 21,...,2, sON
distintos.

Entonces, (y,,21,¥1,41,...,¥p) €3 un ciclo y-normal impar =,. Por hipé-
tesis, =, tiene al menos dos cuerdas cortas y una de ellas es (y,,y,). Como
x es minimo y como y, no es un polo de ¥, (yp-1, 21) debe ser otra cuerda
corta de x;. Ahora mostraremos que

(10) (yp-1,2x) es una cuerdade 7 para 1 <k <gq

La afirmacién, es cierta para k& = 1, procederemos por induccién. 8Si
(yp-1,2:) €8s una flecha de D, con & < ¢, entonces (yp-1, 2k, Zke 1y Yiy Y21
Yp-1) €8 un ciclo y-normal x’; si p = 2, entonces =’ es un ciclo de longitud tres,
el cual es simétrico por hipétesis y por lo tanto (yp-1,2x+1) es una flecha
de D. Sip > 2, »' debe tener una cuerda diferente de (z,y;). Como el
ciclo x" = (yp_1,2x,41,...,¥p-1) €3 y-normal de longitud p, no tiene cuerdas
cortas. Ademds, (zx41,¥3) ¢ U, ya que y; no es un polo de 4. Por lo tanto,
(¥p-112x41) debe ser una cuerda corta de x'; esto prueba a (10).

La afirmacién (10} implica que z, es un polo de 4. Entonces, por (9), z,
y yi son polos consecutivos de v. Esta contradiccién completa la prueba
del Lema 6.1. 4

Demostracién. Del Lema 6.2 Sea x = (y;,...,yp, %) un ciclo y-normal.
Alguna flecha de r, digamos (y;, y3) es una cuerda de 7. Entonces, y; es un
polo de 7 y por el Lema 6.1 yy es también un polo de 4. Como v no tiene
polos consecutivos, entonces (y;,ys) es una cuerda de v, y podemos aplicar
el Lema 6.1 otra vez: y, es un polo de v. Se sigue que y; es un polo de v,
paratoda 1 <{<p. }

Demostracién. Del Lema 6.3 De los ciclos mfnimos y-normales, esco-
Jamos uno, digamos =y, con una flecha ¢ de peso minimo. Supongamos que
w(e) > 1, podemos asumir sin pérdida de gencralidad, que %o = (y1, y3,..
Yoy ¥1) ¥ € = (yp, 11). Para algiin vértice z, tenemos (yp, 41} = (yp,2) Az, 91)
y w{(z, 1)) < wle).

El ciclo «' = (y1,¥2,- -+, ¥p 2, 1) €8 un ciclo y-normal de longitud impar y
tiene a (yp,y:) como una cuerda corta; otra cuerda corta debe ser (Vp-1,2)
o {z,y1).

Si (yp—1,2) €8 una flecha de D, entonces x" = {y1,920--» Yp-122,11) €8
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un ciclo y-normal de longitud p, y por lo tanto es también mfnimo. Pero
w((z,11)) < w(e), contradiciendo nuestra eleccién de xo. Una contradiccién
similar ocurre si (z,ys} es una flecha de D. Por lo tanto, debemos tener que
w(e) = 1, que es la conclusién requerida.

Este resultado es un caso psrticular de un interesante problema plantea-
do por H. Meyniel {15]:“Si D es una digréfica tal que todo ciclo dirigido de
longitud impar posce al menos dos diagonales, entonces D es R-digréfica”.

Esta proposicién resulté ser falsa, lo cual se muestra en el siguiente Teo-
rema.

Teorema 6.4 (H. Galeana S&nchez [22], 1082). Para todo k > 2, k€ N,
existe una digréfica sin nicleo tal que todo ciclo de longitud impar tiene al
menos k diagonales.

Demostracién. En lo que sigue todas las sumas estén escritas médulo
Bk + 4.

Sea D la digréfica con V(D) = {0,1,...,8k+ 8} como conjunto de vértices
y con flechas (f,3 + 1), (fo + 21,4k + 2 + i) para toda 0 < i < k y para toda
Vo € {0,2k + 1,4k + 2,6k + 8},

Sea C = (0,1,2,...,8k +3) el ciclo dirigido de longitud par generador de
D; es facil ver que todos los ciclos dirigidos de longitud impar de D son:

(4k+ 2419, C, 30+ 20) U (io + 2¢, 4k + 2 + ip) para toda 0 < ¥ < k y para toda
io € {0,2k + 1,4k + 2,6k + 3},

Claramente el ciclo dirigido de longitud impar (4k +2+1o, C, %o + 28) U (io +
21,4k + 2 +1o) ticne las cuerdas (4k+ 2 + 1o + 25,40) para toda 0 < 5 < k.

D no tiene nicleo: de otro modo, supongamos que N es un micleo de D,
Entonces

0eN=(4k+2¢ N,2k+1¢ N,6k+3 ¢ N)
6k+3¢Nydk+2¢ N=>2k+2¢N.

Entonces0 e N = (2k+1¢ N,2k+2¢ Ny 6k+3 ¢ N). Esto es imposible, y
conclufmos 0 ¢ N. Similarmente, podemos probar que 2k+1¢ N, 4k+2¢ NV
y6k+3¢N,

También 0 ¢ Ny dk+2¢ N = 2k ¢ N. Entonces 2k ¢ N, 2k+1¢ Ny
4k +2 ¢ N, lo cual tampoco es posible.

Conclufmos que D no tiene nicleo,
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7. UNA DIGRAFICA DE PARIDAD ES R-DIGRAFICA

En [9], M. Blidia prueba que toda digrédfica de paridad es R-digréfica.
En esta parte doy la demostracién de un resultado sobre la estructura de
este tipo de digrédficas (Teorema 7.2). Con éste y aplicando un teorema de
V. Neumann Lara y H. Galeana Sénchez (Teorema 4.12) se abtiene una
prueba més simple del resultado mencinado al principio.

Definicidn 7.1 Una trayectoria dirigida T' = (u = ug,uy,...,u, = v) es
una uv-trayectoria minimal si (u;, u;) ¢ F(D) parai<jistj— 1.

Definicién 7.2 Una digréfica D es de paridad, si para cada par de vér-
tices z y y, z # y, todas las trayectorias dirigidas minimales de z a y y de
y a z son pares 6 todas impares.

Teorema 7.1 Una digréfica de paridad es R-digréfica.

Demostracién. Es consccuencia imediata del siguiente teorema y del
Teorema 4.12. §

Teorema 7.2 Sea D una digrafica de paridad. Si C es un ciclo de longi-
tud impar de D, C = (u = up, uy,..., un, ug = u}, entonces C tiene al menos
una V(C)(C} U {u})-seudodiagonal.

Demostracién. (R. Rojas Monroy, 1988) Se procederd por induccién so-
bre la longitud de C, }(C).

Paral(C) = 8, C = (u = ug, u;,u3), como D es de paridad, entonces {uy, ug),
(u3,u;) ¥ (u0,uz) deben ser flechas de D y (ug,uy) es una V{C)(Cl U {u}})-
seudodiagonal.
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Supongamos ahora que si C = (u = ug,uq,..., %3, tp = u) es un ciclo de
D de longitud impar tal que {(C) < 2k -+ 1, entonces C tiene al menos una
V{C}C! u {u})-seudodiagonal.

Sea C = (u = up,uy,...,ux, up = u} un ciclo de D de longitud 2k + 1.

Como (u = ug,u;) es una wu;-trayectoria minimal de longitud impar,
entonces la trayectoria T' = (uy,uz,...,u3x, uo = u) debe inducir una u,u-
trayectoria minimal de longitud impar, es decir, en esta parte del ciclo
debe haber diagonales que recorten a T, 6 debiera existir la flecha (uy, uo)
pero en tal caso ya tendrfamos una V(C)(Cl U {u})-seudodiagonal.

(a) Supongamos que C contiene alguna {ugj41, us;)-seudodiagonal 25 +1 < 2
entonces C; = (u UG, Uy eey Ui, U, Bak, Yo = u) es un ciclo de
longitud impar tal que I{C;) < I{C) = 2k + 1, por hipdtesis de induccién,
O, tiene al menos una V{(C;)((C1)L U{u})-seudodingonal la cual es Lambién
una V (C)(C} U {u})-seudodiagonal pues ()} ¢ CL.

= Ug #y
“2k o.__—-_,..\hu;
/—' .~
-~
/‘ \\\
/l “
M \
1\ N
’
\
\\ /——\ /0/
U4l @ ol e - PE— Uzj
2| Uzj+1

Supongamus que C no tiene V{C){C! U {u})-seudodiagonales ni del tipo
{ugj41,u3;) cOn 257+ 1 < 2 y tratemos de llegar a una contradiccién.
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(b) Si C contiene alguna (us;, ux)-seudodiagonal con j < ¢, Sean s, = min{s/
(xi¢,us;) € F(D), para alguna j < <} y jo = min{j/ (uy;,ua,) € F(D),
3 <1}, Entonces T} = (u = ug, tig,..., uz,—1) €3 UNA uugy,, - -trayectoria
minima! de longitud impar lo cual implica que T3 = (3,1, Y300, Y2ig+1, - - oy
s, % = u) debe inducir una trayectoria minimal Ts de ug;, -1 8 u = o de
longitud impar, pero Ty debe pasar por uy;,, entonces Ty = Ty~ {u3i,~1} €8
una uj;, u-trayectoria minimal de longitud par, pero Ty = (u = ug, w1,...,
Uaj,y Y20y} €8 UNB uug;,-trayectoria minimal de longitud impar, lo cual
contradice a la paridad de D.

.\ L
3, P — _---.-.‘—-"'/“ﬁn

Uzt B3jp+1

Por lo tanto C no tiene uajus-scudodiagonales. Esto implica que T' =
(#1,¥3,..., 42k, Up = u) es una uyu-trayectoria minimal de longitud par, lo
que contradice a la paridad de D. Con esta dltima contradiccion se concluye
la demostracién. §
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8. LAS GRAFICAS DE PARIDAD SON NUCLEO-M-SOLUBLES
(Pierre Duchet,[17],1987)

En esta seccién se prueba una forma mé4s débil del problema: “Toda orien-
tacién normal de una grafica de paridad es R-digréfica”. Esto corresponde
a un caso particular de la conjetura de C. Berge y P. Duchet sobre la
caracterizacién de la clase de gréficas perfectas.

Para una gréfica G = (V,U), sea

a(G) el nimero de independencia, definido como la méxima cardinalidad
de un conjunto independiente de G.

8(G) el minimo ndmero de clanes que conforman una particién de V, donde
un clan es una subgréfica completa.

x(G) el nimero cromdtico, definido en la seccién 5.3.2.
w(G) la mdzima cardinalidad de un clan.

Claramente, a(G) < w(G) ya que un conjunto independiente § de G
puede tener a lo m4s un vértice en cada clan de la particién. Similarmente,
v(G) < x(G).

Una gréfica G es definida a-perfecta si a(G[A]) = 6(G[A]) para todo ACV

Una gréfica G es definida x-perfecta si x(G[A]) = w(G|A]) para todo ACV

Se ha probado que las definiciones a-perfecta y x-perfecta son equivalen-
tes, siendo éste el “Teorema de la gréfica perfecta”.

Teorema 8.1 Una gréfica G es a-perfecta si y solo si, su complemento
@ es x-perfecta,

Demostracién. Claramente o(G[A]) = w(G[4]) y 6(G(4)) - x(CTA)). En-
tonces a(G|A]) = 8(G{A}) es equivalente a w(G[4]) = x(G[4]). &

Corolario 8.1 Si una gréfica ¢ 6 su complemento G contiene un ciclo de
longitud impar > $ sin cuerdas, entonces G no es a-perfecta ni x-perfecta.

Demostracién. Sea A un conjunto de vértices que induce un ciclo de
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longitud impar en G, entonces a(G{A]) = k, 8(G|A]) = k + 1, x(G[A]) = 3,
w(G|A]) = 2, por lo tanto G no es a-perfecta ni x-perfecta.
Si el complemento G contiene un ciclo de longitud impar, entonces no es

a-perfecta ni x-perfecta, y por el Teorema anterior, G no es a-perfecta ni
x-perfecta. |

Este resultado y el estudio de varias clases de graficas perfectas (Berge
[1963], [1967], [1969]) sugirieron la siguiente conjetura:

Conjetura 8.1 Conjetura de la gréfica fuerte perfecta (Conjetura de
Berge). Para una grifica G, las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) G es a-perfecta
(2) G es x-perfects

(3) G no conticne un conjunto ‘A tal que G[A] o G[A] es un ciclo impar de
longitud > 8 sin cuerdas.

Hemos mostrado anteriormente que (1) = (3), (2) = (3), lo que d4 una
prueba parcial de la conjetura.

Mientras la famosa conjetura de Berge de la Gréafica fuerte perfecta re-
mite un problema mayor en Teorfa de Gréficas, una caracterizacién de
Gréficas Perfectas fue conjeturada en 1982 por Berge y Duchet [8]. Esta
segunda conjetura asegura la existencia de niicleos para cierto tipo de orien-
taciones de gréficas perfectas. Aqul se debilitan las hipdtesis de la conjetura
y se prueba para una clase especial bien conocida de gréficas perfectas, la
cual generaliza gréficas bipartitas llamadas gréficas de paridad.

En esta seccién, toda digrédfica D es vista como una orientacién de su
gréfica subyacente denotada por Dy. En particualr, una orientacién de una
grafica puede contener flechas simétricas,

Una gréfica D es llamada (niclea)-soluble si toda orientacién normal de
Dy es R-digrifica, donde D es una orientacién norimal si satisface que toda
subdigréfica inducida completa de D tiene nucleo. La conjetura de Berge
y Duchet puede ser estableciada como sigue:

Conjetura 8.2 (C. Berge, P. Duchet [8]) Una gréfica es perfecta si y
solo si es niicleo soluble,
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Un tipo simple de orientacién normal consiste en lo que llamamos una
M-orientacién, es decir una orientacién que satisface la propiedad:

(M) Todo tridngulo dirigido posee al menos dos flechas simétricas.

Diremos que una grifica G es (nicleo)- M-soluble cuando toda M-orien-
tacién (orientacién de Meyniel) de G es R-digréfica. Entonces, una forma
més débil de la Conjetura 8.2 es:

Coﬁctura 8.3 Toda gréfica perfecta es nicleo-M-soluble.

En esta seccién se probard la Conjetura 8.3 para graficas de paridad.
Usaremos la definicién original de gréficas de paridad de Olaru y Sachs
{43]: todo ciclo de longitud impar > 5 tiene dos cuerdas que se cruzan.

Teorema 8.2 Toda graficas de paridad es niicleo- M-soluble.

Se probard aquf una versién més fuerte del Teorema 8.2, basado en un
resultado de H. Galeana Sénchez y V. Neumann Lara:

Teorema 8.3 ({28}, Seccién 4). Una condicién suficiente para que una
digréfica sea R-digrafica es la siguiente:

(P) Todo ciclo C de longitud impar ticne dos cuerdas cuyos vértices
terminales son consecutivos en C,

Nuestro resultado principal puede ser obtenido probando:

Teorema 8.4 Toda M-orientacién de una gréfica de paridad satisface la
condicién (P).

En la seccién 7 se probé que las digréficas de paridad son R-digrafi-
cas. La digrédfica con nueve vértices 1, ..., 9, con flechas (1,5), (4,8), (7,2), ¥
(,5+1) (mod 9) es una digréfica de paridad, en la cual el inico ciclo dirigido
de longitud impar tiene tres cuerdas cuyos vértices terminales son 5, 8, 2;
entonces no satisface la propiedad (P). Este ejemplo puede obviamente ser
generalizado. Adem4s, notemos que M-orientaciones de cualquier grafica
de paridad no necesariamente son digrédficas de paridad.
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8.1 Terminologfa y notacion

Dada una digréfica D = (X,U), denotaremos por D, a la gréfica subya-
cente de D, {z,y| es una arista de D, si y solo si {z,y) € U 6 (y,1) € U.
Un ciclo de D serd considerado como un ciclo de Dy, es decir, como una
“sucesién ciclica™ de p > 2 vértices distintos, se denota de la siguiente forma
Cc(1), C(2),..., Ci), C(p), C(1) donde la variable i es tomada médulo p. Las
aristas de la [C(1), C{i + 1)] son llamades aristas de C: dos vértices unidos
por una arista de C se dice que son consecutivos en C. El vértice O@i + 1)
es el sucesor de C(i) en C y C(i) es el predecesor de C(s +1). La longitud p
de C se denotar4 por [C|. Una cuerda de C es una arista de Dy de la forma
Cc3), 0} donde |i - j| # 1. Dos cuerdas |z,y] y [2,t] de C se cruzan si los
vértices z, y, z, ¢t estdn en este orden en el ciclo.

Una cuerda ¢ = {C[i), C(5)] de C determina dos ciclos més cortos teniendo -
a e como arista. Uno es C(i}, C{;}, C(j + 1).., Cli - 1), C[1), el otro es
c(j), Ci), Cli+1)..., C(5 - 1), C(y). Cuando C es impar, exactamente uno
de estos dos ciclos es impar y lo denotamos por C,. Cuando |C.} =3, ¢ es
llamada una cuerda triangular.

Un polo de un ciclo C es un vértice terminal y de una flecha (z,y) € U
tal que |z,y} es una cuerda de C.

Una trayectoria L de D scré considerada como una trayectoria de Dy,
denotada por L{1), L(2},..., L(i}, L{p}. Aristas y cuerdas de trayectorias
estén definidas anélogamente que para ciclos. Una cuerda ¢ de L Unica-
mente determina un ciclo L(s), L{s + 1} ..., L(5), L{i) donde L(i) y L{;} son
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los respectivos vértices de ¢, en el orden que L induce en sus vértices. Este
ciclo es denotado por L.. Si L, es impar, ¢ es llamado una cuerda impar de
L. Una trayectoria minimal cs una trayectoria que no tiene cuerdas.

Ciclos dirigidos de D estdn definidos similarmente y denotados por letras
griegas. Un ciclo dirigido 4(1).. ., 9{p), 7(!) tiene flechas (v(:},9{i + 1)) € U.
Las cuerdas dirigidas de v son flechas de D de las forma {4(i},7(j)) donde
J # i+ 1 (mddulo p). Los vértices finales de cuerdas dirigidas de 4 son
llamados los polos de 4. Note que un ciclo dirigido 4 puede tener més
polos que su ciclo subyacente. Por ejemplo un tridngulo dirigido tiene
tantos polos como flechas simétricas. Con esta terminologfa la propiedad
(P) puede ser establecida como sigue:

(P) Todo ciclo dirigide de longitud impar tiene al menos dos polos con-
secutivos.

8.2 La demostracion

El Teorema 8.4 serd probado como una consecuencia del siguiente Teo-
rema: :

Teorema 8.5 Sea D una AM-orientacién de una grafica de paridad Ds.
Entonces todo ciclo dirigido C de D de longitud > 5 admite dos polos
consecutivos 6 tiene dos cuerdas triangulares cruzadas.

Demostracién. del Teorema 8.4 asumiendo el Teorema 8.5. Supongamos
que D = (X, U} es una digrdfica que satisface las hipdtesis del Teorema 8.4
y D no satisface la propiedad (P). Entonces D tiene un cicle dirigido
de longitud impar y sin polos consecutivos, Por nuestra hipdtesis, v tiene
longitud > 5, y dos cuerdas triangulares cruzadas. Entonces tenemos cuatro
vértices a, b, ¢, d en + tal que (a,b), {b,c}, (¢, d) son flechas de v y |a,¢], [b,d]
son aristas de Do. Si {a,c} ¢ U, entonces (c,a) € U, entonces {c,a) € U y
a, b, ¢, a es un tridngulo dirigido; esto implica que (a,b) y (b,c) son flechas
reversibles de D, entonces a y b son polos consecutivos de + lo cual es una
contradiccién. Entonces tenemos {a,c) € U. El mismo razonamiento para
la arista {b, d] muestra que (b,d) € U. Entonces ¢ y d son polos consecutivos
de v lo que contradice nuestra suposicién. Por lo tanto toda M-orientacién
de una gréfica de paridad satisface la condicién (P). §

Demostracién. del Teorema 8.5. Consideremos una digréfica D = (X, U)
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que satisface las hipétesis de] Teorema. Por definicién de gréficas de paridad
todo ciclo de longitud impar de Dy con longitud > 5 tiene dos cuerdas
que se cruzan [43]. Usaremos la caracterizacién de gréficas de paridad de
Burlet-Uhry [13]: todas las trayectorias minimales que unen dos vértices
de Do tienen la misma paridad. Sea € un ciclo de longitud impar de D
que contradice el Teorema 8.5, con longitud mfnima. Claramente tenemos
|C| 2 7. Consideremos tres casos:

Caso 1. C no tiene cuerdas triangulares. Sea ¢ una cuerda de C tal que
C. sea lo més corio posible. Sean z, y los vértices de ¢; sean z’ y y' los
respectivos vecinos de z y y en C - {z,y}.

Por minimalidad de C:
(a) C. posee dos polos consecutivos 6
(b) C. tiene dos cuerdas triangulares que se cruzan.

Subcaso 1(a). Los polos de C. son polos de C. Como C no tiene polos
consecutivos, los polos consecutivos de C. deben ser z y y. Si [z,4] no es
una arista de Dy, z ¥y 3 es una trayectoria minimal de longitud 2 que une a
zy y'. Como D, es una grafica de paridad, la trayectoria de longitud impar
L, inducida por C, y que une a y’ con z no es minimal: alguna cuerda
minimal ¢’ de L debe existir; el ciclo Lo que es igual que C.s y es més corto
que C,, es una contradiccién con nuestra eleccién de e. Entonces [z,y'] es
una arista de Dg.

Sea f = [z,4']. Como |C.| > 5, f es una cuerda de C y tenemos 5 <
ICs| < |C). Por minimalidad de |C], C, tiene dos polos consecutivos o
tiene dos cuerdas triangulares cruzadas. En el primer caso, los polos estdn
forzados a ser los vértices de f (de otro mode C tendr{a polos consecutivos).
Entonces z,y y ' son polos de € con y y ¥ consecutivos, lo que contradice
nuestra suposicién. Entonces estamos en el segundo caso: Cy tiene dos
cuerdas triangulares cruzadas. Como C no tiene cucrdas triangulares, estas
cuerdas son necesariamente [z,y} = ¢ y [z”,y] donde z" denota el vértice de
C; adyacente a z y diferente de y'. Entonces z” 4 y' es un polo de C. Pero z
y y son polos de C, entonces C tiene dos polos consecutivos contradiciendo
nuestra suposicién: por lo tanto el subcaso 1(a) es imposible.

Subcaso 1(b). C, tiene dos cuerdas triangulares cruzadas. Como C no
tiene cuerdas triangulares cruzadas, |z,y'] y [2',y] deben sercuerdas de C,
y por lo tanto lo son de C. Ahora, z 6 y es un polo de C. Si z es un polo
de C, 7’ no es un polo; entonces {z',y) € U y y es un polo. Entonces z y y
son polos de C y caemos en el subcaso 1(a). Por lo tante el Caso 1 no es
posible.
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Caso 2. C tiene una cuerda triangular e cruzada por otra cuerda f. Sca
e=lz,y|y f=|v,w], donde z, v, y sBon vértices consecutivos de C, en ese
orden. Uno de los vértices z, y ¢s un polo de C; entonces v no es un polo
de C y (v,w) € U. Por hipétesiz C contradice al Teorema 8.5, entonces f
no es una cuerda triangular por lo que tenemos 5 < |Cy| < |C], entonces

(a) €, tiene dos polos consecutivos &
(b) Cy tiene dos cuerdas triangulares cruzadas.

Subcaso 2(a). Los polos de C; son polos de C. Como C no tiene polos
consecutivos, los polos consecutivos de C; deben ser v y w, pero esto es
imposible ya que v no es pole de C.

Subcaso 2(b). €, tienc dos cuerdas triangulares ¢ y A. Como C no
tiene cuerdas triangulares cruzadas, ninguna cuerda triangular de € puede
contener a v. Entonces g 6 4 es la arista {v,w'] donde v’ es un vecino de
w en C;. Como v no es un polo de C, {v,w') € U; entonces w y v’ son dos
polos consecutives de C. Pero esto es una contradiccién. Por lo tanto el
Caso 2 es impaosible.

Caso 3. C tiene una cuerda triangular ¢ y ninguna cuerda triangular
de C se cruza con alguna otra. Sean z, v, y los tres vértices de C en este
orden en C tales que e = {z,y]. Sean z’ y ¢ los respectivos vecinos de z y y
en C— {z,y}. Como |C| 21, z, 2, ¥, ¥ son todos distintos. Mostraremos
que [z',y] y [z,y'] son aristas de Do. La trayectoria v, z, 2’ es minimal de
longitud 2. El ciclo € induce una trayectoria [ de longitud impar de v a

@', que pasa por y. Como no hay cuerdas de C que contengan & v, una
trayectoria minimal L' contenida en L de v a z' debe pasar por y. Como Dy
es una grifica de paridad, L’ es de longitud par. Entonces la parte de L' que
vade y a z' es minimal y de longitud impar. Por lo tanto la trayectoria y,
z, =’ de longitud 2 no es minimal y |y, '] es una arista de Dy. Por simetr{a,
|z, ¥'] es una arista de Dy.

Sea f=[z,y'| y g = [z',y]. Como |C] > 7, tenemos § < |C;] = |G| < |C].
Por nuestra hipétesis referente a C, Cy tiene dos polos consecutivos o tiene
dos cuerdas triangulares cruzadas.

En el primer caso, z y y' son polos de C. Entonces z’ no es un polode C'y
por lo tanto (z',y) € U. Entonces y y y' son polos consecutivos de C, lo cual
es una contradiccién. En el otro caso, C; tiene dos cuerdas triangulares
cruzadas, pero C no. Entonces |z, y'] es necesariamente una cuerda de Cy.
Por simetr{a, podemos suponer que (z',y') € U; y' es un polo de C. Como
y no puede ser polo entonces (y,z) € U y (y,z') € U, por lo tanto z y «’
son polos consecutivos de C. Esta contradiccidn prueba que el caso 3 no es
posible y conclufmos la prueba del Teorema 8.5. 4
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9. Ndcleos en grdficas i-trianguladas
(F. Maflray, [33], 1986)

Una condicién necesaria para que una digréfica sea R-digréfica es que
toda subdigrafica completa K tenga un vértice absorbente (es decir, un
sucesor de todos los vértices de K), de manera andloga se puede ver que
tiene un vértice dominante. En esta seccién, mostraremos que esta condi-
cién es suficiente para grélicas i-trianguladas, donde todo ciclo impar tiene
dos cuerdas que no se cruzan.

Nétese que este resultado es un caso especial de la Conjetura de Berge
referente a R-digréficas y gréficas perfectas.

Consideremos graficas finitas, sin lazos y sin aristas multiples, Dos cuer-
das [z, z;] ¥ [zx,2m) de un ciclo,donde 0< i<y <p-1y0<k<m<p~1,
son cuerdas que se cruzansii<k<j<mék<i<m<j.

Una gréfica se dice que es i-iriangulada si todo ciclo de longitud impar
(por lo menos ¢inco) tiene dos cuerdas que no se cruzan. Esta nocién, intro-
ducida por Gallai {29] es una generalizacién comiin de graficas trianguladas
(donde todo ciclo tiene una cuerda) y graficas bipartitas. Esto es una parte
de una clase de gréficas perfectas definidas por Meyniel [35], donde todo
ciclo de longitud impar tiene dos cuerdas. Podemos considerar de mane-
ra natural las llamadas gréficas de paridad (donde todo ciclo de longitud
impar tiene dos cuerdas que se cruzan) definidas por Olaru y Sachs en [43].

Si D = (V,U) es una digréfica, denotaremos por Dy la gréfica subyacente
de D. La digréfica D o cl conjunto de flechas U es llamado una orientacién
de Do.

Una digrdfica D es una orientacién normal de Dy si toda subdigréfica
completa de D tiene un vértice absorbente (o equivalentemente un vértice
dominante).
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9.1 Resultados

En la seccién 8 se prueba un caso particular de la Conjetura 8.2. En lo
que se refiere a graficas i-trianguladas, en esta parte se demuestra el siguien-
te resultado: Si G es una gréfica i-triangulada, entonces una orientacién de
G es R-digréfica si y solo si es una orientacién normal.

La necesidad de la condicién resulta de la siguiente observacién: Una
R-digréfica es una orientacién normal de su gréfica subyacente. Para la
suficiencia se usardn tres resultados obtenidos por Gallai, Jacob y Richard-
son. Recordemos que la suma G de n graficas Gy, G;3..., G, se obtiene
como sigue: el conjunto de vértices de G es la unidn ajena de los conjuntos
de vértices de las Gy's; dos vértices de G son adyacentes en G si estédn en
diferentes G;’s 6 si son adyacentes en una G;.

Teorema 9.1 (T. Gallai [20]) Si G es una gréfica conexa i-triangulada,
una de las siguicntes tres propiedades es satisfecha:

(i) G tiene un conjunto de corte A que induce una subgréfica completa de
G.

(i) G es la suma de una gréfica completa y una gréfica bipartita.

(iii) G es la suma de varios conjuntos independientes (es decir es una gréfica
multipariita completa).

Teorema 9.2 (H. Jacob [32]) Si una digréfica D tiene un conjunto de
corte A, el cual induce una subdigrafica completa de D, y tal que la digréfica
D~ A tiene p componentes conexas By, By,..., B,. Entonces D es R-digrafi-
ca si y solo si todas las subdigréficas inducidas por AUB,, AUB,,..., AUB,
son R-digréficas,

Teorema 9.3 (M. Richardson [41], demostracién corta en la seccién 3).
Una digréfica sin ciclos dirigidos de longitud impar es R-digréfica.

Denotaremos por P(z,y) una trayectoria dirigida de = a y, si P(z,y) ¥
Q(y, 2) son trayectorias disjuntas, P(z,y) + Q(y, z) denota la trayectoria de
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z & z, pasando por P(z,y) y Q(y, z), respectivamente.

Teorema 9.4 Sea G una gréfica i-ltriangulada. Entonces una orientacién
de G es R-digréfica si y solo si es una orientacién normal,

Demostracién. Procederemos por induccién sobre n el nimero de vérti-
ces de G. El resultado es obvio paran =1 o n = 2. Supongamos cierta la
propiedad para gréficas con a lo més n ~ 1 vértices. Ahora consideremos
una gréfica G +-triangulada con n vértices y una orientacién normal D. Por
hipétesia de induccién, las subdigraficas inducidas propias de D tienen nu-
cleo. Asf que basta con demostrar que D tiene micleo, Si G es no conexa,
obtenemos un nicleo uniendo los nicleos de cada componente conexa de
D. Si G es conexa, aplicamos el Teorema de Gallai y analizamos los casos
siguientes para completar la demostracién:

1. G tiene un conjunto de corte de A, el cual induce una subdigréfi-
ca completa de G. Por hipétesis de induccién, las componentes de 4 en
D inducen R-digréficas y por el Teorema de Jacob (Teorema 9.3), D es
R-digréfica.

2. G es la suma de una gréfica bipartita B y una gréfica completa C.

Haremos una segunda induccién sobre el nimero de flechas simétricas de
Ben D.

En el caso de que B no tenga flechas simétricas junto con la hipétesis
de que B no tiene ciclos de longitud impar, obtenemos que no tiene ciclos
dirigidos de longitud impar, y por el Teorema de Richardson tiene un micleo
N. Si N noes un nicleo de D, existe un vértice z de C tal que I'*(z)NN = 0.
Entonces N ¢ I'"(z).

Sea P(z,w) una trayectoria dirigida maximal de C, con origen z, que no
usa flechas simétricas de C. Mostraremos que su extremo w es un nicleo

de D.

Sabemos que w es vecino de cualquier otro vértice de D, puesto que C
es completa y D es la suma de C con B.

Si {w)} no es un ntcleo de D, existe un vértice u tal que (w,u) € F(D) y
(v,w) ¢ F(D). Lo cual no es posible ya que:

Si u € C — P, esto contradice la maximalidad de P.

Si u € P, sea P'(u,w) la parte de P de u a w. Entonces P'(u,w) + (w, u)
es un ciclo asimétrico de C.

Si u € N, entonces (u,z) + P{z,w) + (w,u) es un ciclo asimétrico en la
subdigréfica completa inducida por Cu {u).
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Si u € B~ N, entonces por definicién de N, u tiene un sucesor v € N. Por
hipétesis, la flecha (v, v) no es simétrica, y (u,v) + (v, z) + P(z,w) + (v, u) es
un ciclo asimétrico en la subdigrdfica completa inducida por C U {y,v}.

Estos tres casos contradicen la condicién de orientacién normal.

—
g

Nt N

Supongamos ahora que B posee flechas simétricas y que D tiene niicleo
gi el nimero de éstas es a lo mis & - 1,

Sean B con k flechas simétricas, (a,b) y (b,a) un par de ellas. En la sub-
digréfica completa inducida por Cy = C U {a, b}, consideremos z; un vértice
absorbente de Cy — {zy, z2,..., zj=1} paraj = 1,..., [V(Go)|. Tenemos a = z;,
b =1z; para 1,5 < |V{Co)|, i #j. Si i< j, podemos borrar (z;,z;) = (a,b) de
D. De esta forma obtenemos una digrdfica D' la cual es la suma de una
grafica bipartita B' = B ~ (a,b) y una completa C. Mostraremos que D'
sigue siendo una orientacién normal.

Sea C' una subdigréfica completa de D',

Si C' no contiene a cualquiera de los vértices {a,5}. Entonces ' no ha
sido modificada al eliminar la flecha (a,5); y de aquf que posee un vértice
absorbente.

En caso contrario, como B' no contiene tridngulos, en C' no hay otro
vértice de B', y C' C Cy — (a,b). Entonces zx, donde k = min{l ; z; € C'} es
un vértice absorbente de C' y por lo tanto D' es una orientacién normal.

Como B’ tiene menos flechas simétricas que B, por hipétesis de induccién
la digrafica D’ tiene un nicleo N.

Para concluir con esta parte, consideramos necesario reafirmar que afia-
diendo la flecha (a,b) la propicdad de que N sea un conjunto independiente
y absorbente se sigue cumpliendo. De aquf que N es un nticleo de D.
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3. Por Gltimo consideramos a G como la suma de p conjuntos indepen-
dientes, sean éstos 5,,83,...,5,, Yy % € 5i,¥=1,2,...,p.

Observemos que € = {z,xs,...,7,} es una subgrifica completa de G.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que z; es un vértice dominante
de C y por hipétesis de induccién, la digrafica D' = D~ {z,} tiene un nicleo
N.

De lo anterior tenemos que §; — {z;} 0 S; (i > 2) debe ser un niicleo.
Con esto tonclufmos Ja demostracién. 4

El resultado es ademés cierto para la clase de graficas que pueden ser
contrufdas por medio de operaciones iteradas de subgréficas completas de
graficas bésicas: (1) graficas completas multipartitas, (2) la suma de grafi-
cas completas con una gréfica bipartita.
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