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I n t r o d u e e i 6 n 

En cursos caro los de Investigaci6n de Operaciones, F.concrnta Ma~tica 

y Wlisis Materatioo que tare durante mis estud:ios en la Universidad, se 

mencionó o utiliz6 el teorena de punto fijo de Brouwer: para resolver juegos 

binutriciales, para enoontrar un equilibrio de un m:x:lelo eroránico, etc. Es 

de ahí que sill:ge la idea de elaborar este trabajo. Se presenta un desarrollo 

foonal y carprensible de este teorema y del algoribro de Scarf que· es uno de 

los algoritrros propuestos para encontrar una aproximaci6n a un punto fijo. 

Jldeitis, se desarrollan algunas de las aplicaciones que dicho teorema y algo­

rioro pueden tener en otros carrqx>s de la MatE!l'ática. 

En el primer cap1tulo del presente trabajo se demuestra el Teorema de 

Brouwer para cualquier conjunto c;arvacto, convexo y no vacfo. Para ello, 

hul:xl necesidad de auxiliarse de varios resultados, enumerados caro seccio­

nes del capitulo. Corro se dijo, se trata de que esta d€5l'Ostraci6n sea 0011-

prensible para estu:iiantes a nivel licenciatura, pero .cuidando sierrpre el 

aspecto fonnal de la misma. 

Una vez dGtPstrada la existencia de un punto fijo, surgirían las si­

guientes preguntas¡ ¿oáro encuentro dicho punto fijo? , y ¿cuáles son 

las aplicaciones de este teorema? El segundo cap!tulo se ocupa de la pr!_ 



1 rrera de estas interrCXJantes; los dos tllt.llros tratan sobre la utilidad de 

este resultado y de sus aplicaciones, 

Varios han sido los algoritmos propuestos para detenninarel punto f.!_ 

jo de una función. En este trabajo hablarem:>s del algoribro propuesto ¡,;or 

Herbert Scarf, que encuentra una aproximación a uno de los puntos fijos de 

la funci6n. Entre las ventajas de este algorit:rro cabe señalar la factibil_!. 

dad de su desarrollo mediante prCX]ranas canputacionales. Se demuestra ade­

m1s, en el capítulo II, que la citada aproximaci6n al punto fijo puede ha­

cerse tan exacta caro se desee. Finalmente, se presentan dos ejenplos con 

el objeto de fijar ideas sobre el algoritmo de Scarf. 

caro ya se rcencion6, en los capítulos III y r.v se tratan algunas de 

las aplicaciones del Teorewa de Brouwer y del algoritno de Scarf. Tres son 

los carrp:>s a los que nos referirenos: Teoría de Juegos, Programaci6n no­

lineal y Econanía Matanática. Dentro de Teoría de Juegos, se estudiarán 

los juegos b:imatriciales no cooperativos, y se har& una generalizaci6n a 

juegos finitos. En arnl:x:>s casos, el resultado de Brouwer juega un papel Cr:!! 

cial para probar la existencia de una soluci6n o punto en equilibrio. 

Dentro de programación no-lineal, un problema particular bajo ciertas con­

diciones puede ser resuelto si nos auxiliarros del algoritmo de Scarf. 

El últim:> capítulo de este trabajo plantea dos rrodelos eronánicos y 

cita un ejerrplo nl.l!l'érico del segundo. Tanto en el !>tldelo Neocl&sico caro 

en el de Intercambio Puro se demuestra la existencia de al irenos un equi-



librio ecortAni.co utilizando el Teorema de Punto Fijo. El ejemplo de Inter­

canbio puro que se presenta fue resuelto a trav~s del algoribro de Scarf, 

y nos lleva a e:ncontrar un vector de precios bastante pro>d.m:> a un equili­

brio ec:onf.tnico. 

En s1ntesis, p:xlr{am:)s dividir este trabajo en una parte te6rica y 

una parte 'práctica', de aplicaciones. La primera presenta y demuestra el 

Teorem:i de Punto Fijo de Brouwer y el algoritno de Scarf para encontrar 

una aproxirMci6n a dicho punto fijo. La segunda estudia algunas de las va­

rias aplicaciones que dichos resultaqos tienen. 



I. - EL TEORfM¡\ DE BROlJWER 
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El teorema de pLmto fijo de Brouwer, demostrado por> pr>.irrera vez para 

los simplex en 1910 , af.irm:t lo siguiente: 

cualquier> función continua de un subconjunto no vacío de íit , compacto y 

convexo, en él rrúsm::>, deja al menos un punto fijo. Es decir>, si KC fR" es 

oompacto, convexo y no vacío, y f: K- K es continua, entonces existe 

pe. K tal que f(p) = p , 

Para la derrústración de este teor>ema, utilizarercos los siguientes re­

sultados por> denostrar>: 

1. - lena de Spemer>. 

2.- El teoI'ellB de Brouwer> se cunple para el n-simplex urútario. 

3.- Todo subconjunto de íR" canpacto,c:mvexo y de inter>ior> no vacío es ~ 

ll'Orf.o' ~ la bola unitar>ia de la núSTia dimensión ( D" ) , 

4.- Todo conjunto compacto, convexo y no vacío es horr.e::roi.5oa la bola uni­

taria de uu misma dimensión. 

5.- El n-simplex unitario es LU1 conjunto rorripacto, convexo y no vacío. 

G.- lbs o:injuntos}Y..rrecirPrfos a un ter>cero son~rfos entre sí. 

7.- Si el teorema de Brol.l'Wer> es válido para el n-simplex unitario, enton­

ces también lo es para todo conjunto compacto, o:invexo y no vacío de la 

núsma dimensión. 

Dem:>strar el teorena de Brouwer> equivale a derrostrar los resultados 
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2 y 7. Por lo tanto, se procederá a dem:>strar estos resultados auxiliándo­

nos de los demás; bajo la siguiente secuencia: 

1 ) 2 

3 > t¡ ) 7 

5 

6 

4 y 5 implican que el n-simplex unitario es homeorrorfo a la bola uni~ 

ria de su m:iSIM dimensión. Por 6 y 4, dicho simplex unitario será también h~ 

.rr.eOllX)rfo a cualquier otro conjunto compacto, convexo y no vacío de. su di­

nensión; hecho que será '.!I'Ucial para denostrer 7. 
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1.- Lena. de Sperner 

El lena de Sperner puede ser ilustrado en la figura 1. El de la izquit3E. 

da, es un triángulo cualquiera ron sus vértices etiquetados ron O , 1, 2 . A la 

derecha aparece el misno triángulo pero subdividido en pequeños triángulos. 

l.Ds vértices del triángulo original mmtienen sus anteriores etiquetas. I.Ds 

o o 

figura 1 

1 2 

vértices aumentados, si están sobre un lado del triángulo grande, deberán 

llevar la etiqueta de uno de los extrem:>s de dicro lado; vértices en el in­

terior del triángulo original pueden llevar cualquiera de las tres etique­

tas (0,1,2). 

El lena establece que, siguiendo sólo la regla anterior , al menos 

uno de los triángulos pequeños tiene etiquetación completa (diferentes eti 
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quetas en sus vértices). En la figura 1, los triángulos sombreados tienen 

etiquetación completa. 

Este resultado no es aplicable sólo a triángulos, sino también a polie­

dros en otras dimensiones 11.anados n-simplex. 

+ Definición 

un n-simplex o simplex n-dirrensional es la región convexa más ~ 

queña en IR"+' que contiene a (n+l) vértices dados. Es decir, si 

xº , x' , .••• , x~ son los vértices, 

n-simplex = [ x / x =#}'•X¡ , ¿ >.; = 1 , ~.~O j 

· Ilustrando la anterior definición tenenns que 

-1 - simplex. conjunto vacío 

O - simplex 

1 - simplex 

. 2 - simplex • 

3 - ::;implex 

+ Definición 

un punto 

par de puntos y el segmento de recta que los une 

vértices, ladós e interior de un triángulo 

vértices, aristas , caras e interior de un tetraedro 

los simplcx naturalmente asociados con un n-simplex S son los 

simplcx de cualr¡túcr dimensión (desde -1 hasta n) que tienen 

vértice::; r¡uc tambi~n lo son de S. Por cjempl<J, en un 3-simplcx 
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los simplex naturalm:!nte asociados con él son: 

+ Definici6n 

conjunto vacío (-1 - simplex) 

los 4 vértices (O - simplex) 

las 6 aristas (1 - simplex) 

las 4 caras (2 - simplex) 

el tetraedro (3 - simplex) 

un conjunto de puntos de un simplex S es un conjunto oon eti­

quetación propia si 

i) contiene a los (n+l) vértices de S (xº, x', , xn) 

ii) las etiquetas de estos vértices son o, 1, . , n (sin 
im:¡xirtar el orden) 

n 

iii) x : ~ >.; x~ € S , tiene por etiqueta a+guna j ~ Aj~ O • 
.&.:o 

+ Def inici6n 

ima sulxlivisión simplicial de un n-simplex S es un conjunto fi­

nito de n-s.implex { s, J tal que 

i) S¡ C S 

ii> V s, = s . 
iii) S¡· íl si( = 1 conjunto vacío 

{ un simplex naturalmente asociado a ambos 

+ l.em3. de Sperner 

si el conjunto de los vértices correspondientes a una sub­

división simplicial de un n-s.implex S es un conjunto con 

etiquetación propia, entonces existe al menos un n-simplex 
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S; de la subdivisión que tiene etiquetación completa. 

Denostración. - se hará por inducción sobre la d:irrensión del simplex; de110s­

tréndose un :resultado más fuerte: el n~ro de simplex de la suE_ 

división con etiquetación completa es impar. 

(i) n = 1 

~----1 

o 1 

Con el objeto de obtener una etiquetación pro­

pia, este segmento se subdivide con un númen:i fini­

to de puntos. Cada uno de los cuales se etiqueta 

con O ó 1 arbitrariam:mte. 

Toroom:Js los "subseg¡nentos" con al menos un extrerro etiquetado con O; 

hay dos tipos: ambas etiquetas O, ó una etiqueta O y la otra 1. 

Considerenos por separado estos "subseg¡nentos"; sea a el número de 

ellos con dos etiquetas O: contarrps 2a extreiros con etiqueta O. Sea b el 

n~ro de "subseg¡nentos" con una etiqueta O y otra 1: contarrps b extre­

rros con etiqueta o. Así, el núirero de extraros de los "subsegmentos" con 

etiqueta O es 2a + b • 

Ahom teme.nos el ser;rento de recta com:> un todo. Existe una sola eti_ 

que.ta O en un extrerro del se!1fento original, pues, si existiera otra eti­

queta O, estaría en el interior del seg¡nento y, por lo tanto, a ella inci_ 

den 2 simplex de la subdivisión. Es decir, estos extrerros son contados dos 
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veces o:mo extrenns con etiqueta O. Así, el total de extrerros contados 

con etiqueta O (2a + b) debtl ser dos veces el número de etiquetas O en 

el interior del segmento más 1 (correspondiente al vértice original eti­

quetado con O); por tanto, 2a + b es impar, entonces b es impar. 

Pero b = número de simplex con etiquetación completa. I 

(ii) n = 2 (aunque formalrrente este paso no es necesario, se presenta por 

considel"CII' que puede aclarar el procedimiento seguido en (iii) ) 

'Ibmenos los simplex de la subdivisión que tengan etiquetas O y 1, 

exclusivamente, en sus vértices. Hay dos casos: 

- con dos etiquetas O y una etiqueta 1, 

- con dos etiquetas 1 y una etiqueta O, 

en cualquiera de los dos casos, el simplex tendrá dos lados oon etique­

tas 1 y o. 

Sea a 1 el número de simplex que cumplen el primer caso y a1 el nú­

mero de simplex del segundo caso. Entonces a = a 1 + a2 es el número 

de simplex de la subdivisión que llevan etiquetas O y 1 pero no etique­

ta 2. Sea b el número de simplex que llevan las tres etiquetas. D= aquí, 

el número de lados con una etiqueta O y la otra etiqueta 1 es 2a + b • 

Considerando com un todo el 2-simplex original, tenerros que los 

lados con etiquetas O y 1 del interior son contados dos veces; y los l~ 

dos que estén sobre la "frontera" del 2-simplex, estarán sobre el lado 

con etiquetas O y 1 por definición de etiquetación propia. Pero este l~ 

do es un 1-simplex, y, por (i), contiene un número impai.' u~ 1-s:implex 

con etiquetas O y 1. 
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Por tanto, el nÚJnero de lados con etiquetas O y 1 que henos contado 

es este núrrero impar más dos veces el número de lados "internos" con eti 

quetas O y 1; es decir, 2a + b es impar, entonces b es impar y es, pre­

cisan-ente, el nÚJmro de 2-s.implex con etiquetación completa. J 

(iii) Supongarros que paro un k-sirnplex toda sulxlivisión simplicial nos da 

un número impar de k-sirnplex con etiquetación completa. 

Considerem::>s una subdivisión simplicial de un (k+1)-simplex con una 

etiquetación propia. Sea a el núrrero de (k+1)-simplex de la subdivisión 

con vértices llevcll'ldo todas las etiquetas de O a k, pero no (k+1); COllú 

estos simplex tienen (k+2) vértices, alguna de las etiquetas aparece dos 

veces y las demás una SÓla vez. 

De aquí que haya dos form:is, en cada uno de estos (k+1)-simplex, de 

que un k-sirnplex naturalmente asociado a él tenga las etiquetas 0,1, •• ,k 

Por lo tanto, el número de k-caras con etiquetas de O a k es 2a. Sea b 

el número de (k+1)-s:Í.!nplex de la subdivisión con etiquetas O, 1, •. ,k+1, 

entonces cada uno de éstos contiene una sóla k-cara con etiquetas de 

O a k, y así, el nún~ro total de k-cares de los sirnplex de la subdivi­

sión con etiquetas O, 1, ••• ,k es 2a + b . 

D:! la:;; k-carus anteriores, algunas están en el interior del (k+1)­

simplcx original y otras en su"frontcra". Las interiores son incidentes 

,1 dos (k+1 )-simplex y Ge cuentan dos vece:;. I..1s que están en la "fronte­

ru" inciden :;Ólo en el k-s:i.Jnplex, natura]Jrr.nte usociado al (k+1)-simplex 

orir,inal, r¡uP lleva etiquetas de O a k; pero ¡nr hir.ótesis de inducción 

es t:e núrrero sení j mp.:ir. 



- 10 -

El total de k-caras contadas con etiquetas O, 1, •.. ,k será el 

número impar illlterior más el doble de las k-caros interiores, es decir, 

2a + b es impar, entonces b = número de (k+1)-simplex con etiquetación 

completa es impar. J 
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2.- El teorema de Brouwer ~ ct.nnple ~el n-simplex unitario. 

+ Definición 

S 11 = n-simplex unitario = l x = Pu,>.,,. .. , q / .?/1; = l , A; ~o) e ñt' 

+Notación 

x" = (1,0,0,. •• ,0) 

x1 = (0,1,0, ••• ,0) 

xn = (0,0,0,. •• ,1) 

x'éS~ i=0,1, .•• ,n 

xº,x', ••• ,xn serán los vértices 
del simplex sn. 

+ Definición 

el diámetro de .!:!!!. conjunto convexo es el rráxi.m:> de las distan­

cias entre dos puntos del conjunto. 

+Teorema 

f: s"-..s" continua ) 3 x € s" 7 fCX) = x 

Derrostración.-

Sea (A., .>-.,, •.. ,An)€S11 , denotanos f ( >., >., ... ,)..,.,)=(ó. ó., .. ,ó,) ES" 

Definanos la siguiente etiquetación propia 1: 

1( >. •. >. .... •, ),., ) = i donde i es el índice nás pequeño tal que 

¿,, ~ )., , :/; O ; esta i existe , pues de lo contrario 

L = :L b¡ > ¿ X• = 1 'il 
o 

L3.s etiquetas de los vértices serán l(xn) =O, l(x1 ) ~ 1, .•. , l(x") = n 

Consideremos ahora una sucesión de subdivisiones simpliciales f-"") { 5né ~ 
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sup { diárootro de s¡ } --> O 
:S¡E.)/' t14oc:> 

tal que 

De cada subdivisión simplicial ~ '- esc:ogenx:is tm simplex con etiquetación 

oompleta s¡ ; dicho simplex existe ¡:or el 1em:i de Sperner. 

. .. Terrenos ahora un punto cualquiera x• 6 s ¡ • l x'J. es una sucesion 
•E IN 

infinita de puntos en un compacto sn , entonces ¡:oderros extraer de ella una 

subsucesión { xj¡J. que c:onverge a x = ( >: •. >;",, ... ,X.,) E S" 
L ~IN 

Sea Sj¡ = { x / x =~ºtic xi•"', ¿t.,= l. E.k ~O J el simplex que 

contiene a xh , donde: 

Xj¡O: >, j, o . . >. i. o 
1 • 

Xj¡I ,\j¡ 1 i·' = o 1 1 1 

Corro el diárretro de s .Íi tier.de a cero si i -t oo , tenerros: 

l xj'ºl. ~ X . .(1) 
• é""' 

/ xj''J. --+ X .(2) 
•E./¡.¡ • 

/ xj•ºJ. ---) x .(n+l) 
·~11-J 

estas sucesiones son las de los vé..."'"'l:ices de los simplex, c:on etiquetas O , 

1, . , . ,n respectivarrente. 

Sean 'ii., Ti, , , .. , íl., las proyecciones sobre la 1 e , 2 ~ , • • . , 

(n+1)-ési.m;i coordenada. Por ser f y estas proyecciones c:ontinuas, la c:im-

¡:osición TI¡ - íT,•f es continua para i=0,1, •.• ,n 
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Por (1) e Tí. - rr •• n e.xi·º> --~ e rr. - rr. º f> ex> 

donde f(x) = f( ~ •• ">: ••• ... ¡ n) = l ~ •.. ... ~.); pero según la etiquetación definida, 
.i.o \'.·º .-.o c•.o u· - -

ó., ~ " => l\o - o. ~O v A. ) A. - Ó. ~O, . . . (a 
1

) 

Por (2) (ií1 - ÍÍ1 o f) (xj;I) 

>.i,.1 ~ 6:•1 
---4 ( 'l"T, - ir, o f) (X) 
i. -t<o 

~ >::, - s. 
pero según la etiquetación definida, 

s:· 1 ~ x,·' -~ ~:' - s~·· ~o 'ti - -) ~. -S, ~O ...• (a 1) 

Por (n+1) ( íi. - !T" 0 f) (xJ.11
) -:---> ( TT. - rr" ~ f) (x) ..... '° 

pero según la etiquetación definida, 
. 1,r. \i,n :> ,'·"- c'·"~o u· 

ÓI\ E- f\,,. "" On 7 V4. - ~ >:,.-5".,~o ... . ca •• ,> 

Por (a,), (a 1), ••• , (aM,) >.. ~ S, V;., pero E >., = 2. S. = 1 

=) >. • .: ó. v;. , es decir, f(x) = x J 



- 14 -

I:jemplo 

Siguiendo el procedimiento usado en la derrostración del teorena de 

Brouwer, encontrarcrros un punto fijo de una función específica. 

Sea f una función del 1-simplex unitario en él misnn, es decir, 

f: S1-1-S 1 

definida de la sigiriente mmera: 

Claromente, f es continua y su :i.nagen está contenida en S' • 

!.a etiquetación propia será: 

1 (xº) = 1 (1,0) = O 

1 (x') = 1 (0,1) = 1 

x,) = [ ~ . 1 2 si - x, ~ X 0 

en otro caso 1 ex., 

Considerenos la siguiente sucesión de subdivisiones simpliciales ll/'J . 
l\~1-l 

IJ' = l 1-simplex de vértices (0,1) y Cf,{>, 1-simplex de vértices <1,1> y (1,0) J 

.{)
1 = { 1-simplex de vértices (0,1) y (~,~), de vértices (~,~) y (~,~), 

l 1 l 1 (l 1 ) \ <4.<¡> y <11 .¡¡>. ¡¡-.¡¡> y (1,0 ) 

~ 1 
= ¡ 1-simplex de (0,1) a <t,¡>, de <t.~> a <i,~>. de (~,~) a <i,i>. 

... , de <i,~> a (1,0) ~ 

.(/ ~ ¡ 1-simplex ele (0,1) a ( ;h , 2 ~:' ) , de <y· 2
·;.' ) a ( ;. , 2·;} ), 

2"· I 1 • ¡ 
••• ' de <--;::;-' r) d (1,0) ) 

Por ser dí! ir,ual "tillMño" todos los 1-simplcx pertenecicnt,~s a la sub 

divi.sión Jf, el diánr!tro de cualquicrn de ellos será 
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) l:ún f sup { diárootro de s.J) = 
11 .. CV lS.:tr~n 

lim .J2 
2" ..... co 

= IT. 
2" 

:: o 

De acuerdo a los pasos seguidos en la dem:>stración, deberros escoger un 

1-simplex con etiquetación completa de cada subdivisión simplicial Í)n • Ve-

:t:'eITIJS que este simplex siempre será el de vértices 
( 2n - 1 1 ) -2-,.-, F y <1,0) 

para cualquier n €. N . 

Sea k € { 1, 2, • , • , 211 
- 1) ) k < 211 

2k ( 2"+1 

k 1 
ri<-2-

1 k 
-2- - 2"'' >o 

Por otro lado, 2~-1 > o -'.> k ( 1 k ') F-i -2- - Ft ') o 

2~-· ( 1 - 2~ •• - +) > o 

k k 1 k 
2"·1 - 2Tn" > F 

1 - l 2k k2 l k 
1-2i'+2f'~J> 2ñ" 

( 2" - k( > k • • • • (1'1) 1 - _2_"_ pr 
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Por ~er k t: { 1, 2, • • , 2A·1j, cualq1..tii:::r véM:ice de un simplex s, !. )/' 

excluyendo (0,1) y (1,0) puede representarse CO/ll'J 

( k 2" - k) Xo Xa) : ~, ~ 

pero entonces, por(*), teneiros que 1 - x.,2 ) x0 , lo cual es el criterio 

para que 1 (x 0 , x 1 ) = 1 . Por lo tanto, tcdos los vértices de los simplex 

f'IA 
pertenecientes a AJ tendrán etiqueta 1 , excepto 0,0) que estará etiq~ 

tado con O. 

J:l único S¡ t ~n con etiquetaciÓn completa sera entonces el de vérti-

ces 
( 2"-1 1) -2-... -, 2" y (1, O) ; considereiros el punto ( 2 n - 1 1 ) 

2" '21' 

de e:.c :>implex. Tenerros pues la sucesión de puntos { ( 2 n - 1 _1_) } 
2 n ' 2" 

nE IN 
En este 0350, no será necesario .extraer una subsucesión cxmvergente, ya que 

la r.úsrra sucesión converee a ( 1, O). 

En la dPJTOstración se prooo que este punto de convergencia era un pun-

to fijo, lo cual es directo en este caso ya que 

r c1, o> = e 1 - 02
, ot) = c1, o> J 

De la unicidad del punto fijo no poderros afirllm' nada. En este caso, 

¡::or ejemplo, (0, 1) también es un punto fijo. 
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3.- 'lb<lo subconjunto de í'Rn rompacto, convexo y_ dP. interior !!<2_ vacío~ ho­

meJnorfo ~ le. rola uní taria de la misma dimensión ( D 
11 

) 

+ Definición 

un napeo f de un conjunto A en un conjunto B es un hol'OOCt'Or 

fisro si (i) f es una biyección, 

(ii) f y el ITEpeo inverso f" 1 son continuos. 

+ Definición 

dos conjuntos A y B ~ hreo::>m:>rfos si eYiste un hor.lecnc,r Cis'!:o 

de A en B. 

+ Proposición 

Sea K e !Rn compacto, convexo y de interior no vacío. Sea 

x0 e Int K y u E. fi<'\. llÚll = 1 . Entonces existe un único 

tal que " ,,. :.." , Y. = x 0 + t u €. Fr K 

Derrostreción.-

Por ser K acotado, existe 11 >O t K e B11{x.) 

Sea A= { telR/ t>O ,ex.+ tU)E KJ. !·. /. rb p•1es %.E.Int K 

t Eó A =::) t < 11 + 1 , es decir, A está acotado superionrente, por lo que . 
existe su suprem::i tu> O . 

Ahora derrostrarerros que Y .. :: ~º ~ tz.G. E Fr K , es decir, dado r 

tal que O< r <2é, (i) Br (y0 ) () K .¡. r:/i 

(ii) B, (y
0

) () K' .¡. r:/J . 
(i) Com:> tu = sup A , t:._ - ~ ) € A no es suprorio de A, ¡:x:>r lo qu~ 
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3 t, e. A t t" - '2 < t, ~ t" 

t, t! A ) y, = X0 + t, U €. K 
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(1) 

(a) 

llY· - Yil\ = ll<t:. - ti> ull = lt" - t,¡ l\u\l = cé - t, ><1> 

=;> y
1 

6 B,(y0 ) • • • • • (b) 

(a) Y (b) _,:::-) B,(y
0

) (\ K # 0 J 

(ii) Sea t 1 = t~ + !: 
2 

• r 
= t"' - t. < - < r 7 2 

por (1) 

~ e ) Yt G'. K • • • • • (c) 

l\Y2 - Yo 11 = ¡\<ti - é> U ll = t2 - t,: = Í < r => Yt € Br(y.) • • (d) 

(c) y (d) => B,(y.) () K' # 0 j 

Quctla pues prol::ddo que Y. €. Fr K · , es decir, existe t:. E. fK tal que 

~. + t:.u é. Fr K • Falta denostrar que este é es único. 

(I) t > t:. = sup A => x. +tu 4- K ;> , por ser K cerrado, 

x0 +tUfÍFrK J 

(II) t<t .. , " . " P.D. y = x. +tu € Int K 

Fbr ser ~ 0 ttn punto interior de K, existe r '> O tal que B,(x .> e K • 

" . T01rr.Jroa .:ihora una bola de centro en y y radio r' tal que 

O < r' < r ( t\i t) 
:iE!<.1 z cualquier punto de euta bola, entonces \\z - y \I!. r' 
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Sea 
1\ tu A 

h = t" - t ( z - y ) + x. 

... ... ... 
!> h €. B,(x 0 ) ==> h GK 

. 
Por otro lado: t" - t ... A t Ú, - t [ t.Á A 

(h - Yo) = ~ tu - t (z - Y t:-

= z - y + t~~ t ex. - y.) 
.\ "'\ "'\ t A " = z - Y + X 0 - Yo - --:-.- (x., - 'J ) tu o 

.. " 
: z - y+ X. - Yei + t Yot¡ X:, 

" .. 
A '\ •A " Yo - Xo pero y. = x 0 + t"u => u = t t. 

entonces t~ - t .. 
(h - y.) • A 

cir, 

tr" = z - Y - Yo 
,. A 

= z - y - y • 

• = z - Yo 

.. t:.. - t (.. ... ) 
z = Y. + ---:¡;r- h - Yo 

t~ - t ... 
= ~h ( 

t~ - t) A + 1-~Y. con 

z es combinación convexa de 

+ x. " + tu 

+ y 

. 
O < t" - t < 1 , es de­

t u 

(por(*)) > zEK; de 

aquí que, al ser . z ?ualguier ptll'lto de Br,(y) , y E Int K J 

Dem:lstrada la proposición anterior, definarros la función f tal que 

f : n" = { x é fi(n I llx 11~ 11 ~ K 

de la siguiente llEilera: 
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+ f (0) = ~ºe Int K 

,.. "' n tí) para O '/. x ~ D donde t 1én<; (0< t'~ 1) y 

u e. fít ( 11 u 11 = 1 ) son tales que x = t' u 
t t. es el supI'elJX) manejado en la proposición an-

terior. 

1a función f será una biyección por (a) y (b) que se demuestran a 

continuación: 

(a) Sean " , Xi E Dn " .¡. ~l '> t: u1 
.¡. , .. 

x, 7 x, tau2 

i) Si 
.... .¡. " t' 

. . .¡. t' t:.•ui u, u'l. 1 t"'•u, 1 

" + t: tÜ, u, .¡. " + t~ t:..•Li2 Xo Xo 

ii) Si u, = ul, la t.U. correspondiente será la misma, o sea que 

to'.., = ti'.. 1 • Pero t: u, .¡. t' 2 u2 ~ t: .¡. t' 2 

t' 
• 11 .¡. ti t"1u1 1 t"'•u, 

" + t,' tú.·" .¡. xº + t~ é 1 u1 x. u, 

f e:<,) .¡. f <x1) j 

Queda pues deirostrado que f es inyectiva porque 

x, , x1e.n" 7 x, .;. xi =9 f ex,).;. f <x1) 

(b) Sea y E. K Por ser x. e Int K , 3 sé íK (s ~O) , u dit < 11u 11 = 1) 

tales que " " .. Y : Xo + SU • 

Por otro lado, y0 = ~. + t..4 u E. Fr K , de donde, por ser K compacto, 

y se encuentra en el segmento de recta que une x0 y Yo ; es decir, 

y se puede representar corro con O~t 1 ~1 

= r ct'u) con t'u e D" 

Queda pues deirostrado que dado y E K , :l. x = t'u E D" ~ f (x) = y . Es 
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decir, f es suprayectiva. 

Dado que f es una biyección, su inversa f "1 K --> D" existe y que-

da dada por X0 € Int K 

+ r' <y> para x0 # y€K ; donde t:. es el 

suprerro manejado en la proposici6n 

anterior y que COI"l"€sponde a la u 
tal que y= Xa + t't~ u (t'eíK, 
O<.t'S1). 

Chequenns que f y r-1 son realmente funciones inversas: 

f ( r-' (y) 

f"'<f<x>> = f"'(xo+t~x) = x.+t;f-x0 = x J 

~i 

Para derrostrar la continuidad de f , considerarem::is el caso de IK • 

Para otras dimensiones, el razonamiento sería análogo. 

i) 

ii) 

lim r ex> = .limJ x. + t't~ u . 
• _., CJ ~->O 

-· .lim .. ( xº + t~ x > 
~->o 

A 
,.. 

= Xo j f es continua en O 

Sea O# x,éD". P.D. lim f<x> = f<x, > . . 
-~'( . 

iim f <X:> = 
;, --.i, 

. lim. < x0 + t M. x ) 
~ -" x, 

Basta pues dem:istrar que t"'"' 1 

Sabem:>s que x = t'u , x,= t,'u, con t' , t: t::. IR , o <t', t:~ 1 

y 11 u 11= 11 u, 11 = 1 
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Ahóre, por ser x0 i: Int K , 3 Bé (x 0 ) C K • Considerem:is los puntos 

" " +E. t'u = x. +E X y = x. 
A "' + (t:O., =x.+fx, y, = x. 

elementos de esta lx>la. Por ser " x. y E constantes, 

(1:) 

Trate.ms de "visualizar" el problema: 

Por la proposici6n dem:Jstrada, los seg¡nentos de recta q~e parten de Xu 
y que pasan por y y y1 respectivamente, "tocarán" a la frontera de !.. 

en un s6lo punto. Sean z y z, estos punt<;>s de la frontera. 

Sabeiros, también por la proposición, que 

z = x. + tt.. u 

Si hacemos tender y a y, , en el límite o( = 0°; es decir, el trián­

gulo de vértices x0 , z y z, será un se~nto de recta. Por otro la­

do, si en ese l.ímite z # z, , tendríamos que el seí?)OC?nto de recta que 
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parte de x" y pasa por z E Fr K , también pasa por z, E Fr K , lo 

cual es una contradicción. Por lo tanto, 

lim 
. " lim ( • + t~ u ) . + t:." z = z, - x. = x. • u, 

~ _. .;, ;---;. 
lim t~ u => ~ .... ~. 

. ... 
= t," u, 

en este Últim:i límite ti: y t~ determinan el tamafio de los vectores, 

mientras que u y u, detenninan su dirección. De donde, para que se 

de la ieualdad: iim t:,. = tP 
~~~, 

lim u = u, 
; _. .;, . . . 

Fbr (•'<) y (Mi) conduim:is que lim t"' = lim t"" = t:'" Que es 
~ _.;j •-.x. 

precis.:urente lo que necesitábarros para terminar de del!Pstrar que f es 

continua. J 

Denostrarem:>s ahora que r- 1 es también continua: 

lim f (y) 

~ -- ~" 

. . 
= lim ~ "' .. tu. 

., ... !\, 
A 

= o i · 1 es continua en x o I 

ii) Sea P.D. lim f' 1
(y) = C 1

(y ) 
• • 1 

li.m 
~ --~. 

f'(y) 

., _. .,, 
= lim . ~ 

';¡-o'), 

" .. = y, - x. 
tf por (ú:~) 

= ['''(y,) ¡ 

l:t m1peo f , por ner una biyección y ¡v:>r ser f' y f"1 oontinuas, es 
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un home,cu:)i:f~~lf.'P tie Dn en K • Y al ser l< e lit un conjunto o::>mpacto, 

ronvexo y de interior no vacío cualquiera, queda derrostrada la afinrEción 

de la pres~nte sección: 

todo subconjunto de íR" compacto, convexo y de interior no vacío (K) es 

h~rfo a la tola unitaria de la misma dimensión (D~) • 
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4.- ~conjunto ronpacto, convexo y_ !E_ vacío~ homocr:orfo ~~~ uni­

taria de ~ misma dimensión. 

Denostración.-

Sea K e fi<" compacto, convexo y no vacío. Sea m~n la dimensión de K. 

(i} Si m = n , Int K # 0 y, por el resultado 3, K es horcearorfo a D" 

(ii) Si m <: n , nediante una transfonnación continua y biyectiva T se 

puede mapear el conjunto K en otro K' e IR"' tal que K' es compac-

to, convexo y de interior no vacío. 

fur 3, K' en_hcr.eolrorfo a D"' , es. decir, 3 f: K'-> D"' tal que f 

es una biyeccién y f . y f" 1 son continuas. 

Tenerros pues que 

K ...!. K' ~ D"' 
f •T : K -4- D"' 

T"1 
• f"1 

: D"' ~ K 

por ser f y T biyecciones, estas canposiciones también lo son, y, 

por ser continuas, las composiciones son continuas . 

Pero ( f o T f 1 = T"' º f"' pues 

X€ D"' => (f o T) o (T
01 

o f-' ) (x) = f (T (T" 1 (f"'(x)) ) ) 

= f (f" 1 (x)) = X J 

y,,_ K => (T" 1 of" 1 )o ( fo T) (y) = T" 1 (f"'(f (T (y)) ) ) 

= T" 1 
( T (y) ) = y ¡ 

. . . fo T : K ~ D"' es un ho;;e)JTOrfiSITD o, equivalentemente, K es 

horrorreorrorfo ~ · · D,.,, , j I 
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5.- El n-simplex unitario ~·~conjunto compacto, convexo y I!9. vacío. 

Derrostración.-

Habiendo definido el n-simplex unitario corro 

S" = {X= ( .>. ........... ,A,) / i )..~ :: 1 ' "•'-o) tenenos que: 
•=-o 

i) S" es cerrado pues su frontera pertenece al conjunto por pedirse las 

)>., mayores o iguales a cero. 

ii) S" es acotado porque o~ >-• ~ 1 i,¡ i '> s" e B, ca> 

iii) Sean x,:: ( ;...,. ,>..) Xi= cs ..... ~.) E. S"; os t~ 1 

x :: tx, + (1 - t) x2 , es decir, ~ es combinación convexa de x, 

:: t (>. ..... ,.>.n) + (1- t) Cc5 •. .,S,,) 

= (. t>i.+ (1 - t)ó., , t >..+ (1 - t) t),,) > ¡:ior ser 

t, ),¡ , (1 - t), b. ? O , cada comoonente de 

X es ~ O 

= ( t ( \o - ~.) + b<>, , , t ( "'-· - tJ, ) + ,S,, ) 

la sum3. de las componentes de X será 

t t ( A; - S•) + S• 
''º 

:: t i'. ( il• - 61) + i 6. 
~:o ._:o . 

:: t ( ¿ "' \:o 

= 1 

;{ 6 s~ y s" es un ronjunto convexo. 

iv) S" es no vacío pues, al menos, 
1 

' n .:¡: 1 ) 

pertenece a sn . 
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Dem::>stración.-

Sean A y B dos conjuntos tales que 

(i) A es h~rfo al conjunto C , 

(ii) B es hon:e.Jirorfo al conjunto e 

Por (i), existe una biyección f : A - C tal que f y f"' son continuas; 

por (ii), existe una biyccción g : B __, C tal que g y g-1 son continuas. 

Ahora, consideremos la siguiente composición de funciones: 

f"' B..&., C -t A f"' o g 

A----+ B 

B~A 

por• ser f y g biyecciones, estas composiciones también lo son, y por ser 

f y g continuas, las dos composiciones de funciones también son continuas. 

Cheque.l!Os que ( g"' • f )' ·1 = f o g 

e g" 1 
u r ) • e ('. g > (x) = g"I ( f ( f" 1 (g(X)) ) ) 

= g"' ( g(x) ) = X J 

( f'' • g ) º ( g"' o f ) (x) = f" 1 ( g ( g·• (f(x)) ) ) 

= f"' ( f(x) ) = X J 

: , ¡f 1 
o f es un horreorrorf isrro de A en B , es decir, A y B son 

OOl!T.JCJrorfos, 
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7.- S.i el teorena de Brouwer ~válido™ el n-simplex unitario, entonces 

también lo es ™ todo cxmj unto ~~· convexo y no vacío de la mil?_-

1!13. dimensión. 

Denostración.-

Sea f : K ~ K una función continua de un compacto, convexo y no 

vacío en él mismo. 

Sea n la ciinensión de K , entonces , por 4 , K en hate::lrrorfo a la i:.2_ 

la unitaria D" • Por otro lado, el simplex n-dimensional unitario sn es 

también horrcom':>i:o iJ, D" , por 4 y 5; de aquí que, usando 6, tenerros que K 

y 811 son hXeúrrorfos. 

Sea g : K---+ Sn la biyección tal que g y g"' son continuas, 

-1 
g 
~ 

por ser com¡;osición de continuas, g º f º g·
1 s" - s" es contin·..:a y, 

por el teorem:t de Brouwer derrostrado en 2, 

3 X ES" g e f e gi Cx) ) ) = :x 

Ahora, por ser g biyectiva, existe una única y € K 7 g(y) = x , 
entonces, aplicando g1 

, Y = g '<x) 

y ' 

Teníairos que g ( f ( g'(x) ) ) = x 

y = fe g'Cx) ) 

••• (a) 

entonces , por la unicidad de 

(b) 
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Finalmente, de (a) y (b), f ( gº 1 
(X) ) = g1 (x) , es decir, 

gº'(x) e K es un punto fijo be.jo la funci6n f . JJ 
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II.- APROXIWl.Cim A UN PUNTO FIJO DE BROUWER 
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A partir de este capítulo, referiremos el Teorema de Punto 

Fijo a los simplex exclusivamente; en especial, al simplex uni­

tario. La razón de ésto es que las aplicaciones prácti~as del 

Teorema de BrouweI', que se verán más adelante, se refieren a e~ 

te tipo de conjuntos. Además, el simplex unitario es homro.rorfo 

a todo simplex, por lo que "sus" I'esultados se pueden generali­

zar a los demás simplex. 
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1.- Conceptos preliJninares. 

+ Defirúción 

sea S11 el n-s:implex unitario, es decir, 

S" = l x = (x 0 , x,, , .... ' 
Un subsiinplex de S" c.11.1c ºtiene fo 1nisr.U.iortentaci6n que Si. 

es el r¡uci está definido por las siguientes desigualdades: 

x, ~ a, 

con a 4 3 O y 

GeOmétricamente, considerando el 2-simplex unitario, tendríam:>s 

z 

X 

subsimplex con la miSTIE. 
orientación que S" 

y 

tn contrantc, en lü :>iE;Uicnte figura el subsimplex no tiene la miSJM. 
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orientación que S " pues el lado correspondiente a la primero coordenada 

no está "alineado" al del s.implex. 

z 

"'• '\ 
nr_ ' ' 
-Y.(., ' \ 

y 

FormalrrEnte hablando, tenerros que o( 2 :> O{ , • El subsimplex no puede 

quedar definido por 

con oc > «1 

porque el punto (o<, , a , , ~ ) no cumpliría las desigualdades. Por otro 

lado, tampoco es posible que <>( ~ C>( , pues los punto3 de la zona sombreada, 

que no pertenecen al subsimplex, cumplirían todas las desigualdades. 

Hif!6tesLs de no ~e~ac:tón 

Considerenos ahora una lista finita de vectores xn" , x·• 1 
, •• , x • 

que pertenecen al simplex y tales que 

i) ningún vector en la lista tiene alguna componente cero, y 

ii) no hay dos vectores que tengan la misrM i-ésima componente. 

Seleccionemos arbitrariamente n + 1 vectores de la lista anterior, 

¿será posible construír un subsimplex, con la misma orientación que S~, 
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tal que cada uno de sus lados pase p:Jr uno y sólo uno de los n+1 vectores 

de lu lista ? 

+ l.erra 

dados n+1 vectores de la lista anterior, 

habrá un subsimplex con la misrra orientación que S" tal que cada 

lado pase exactamente p:Jr uno de los n+1 vectot'es, si y sólo si, 

en la m:itriz X , el menor elemento de los diferentes renglones a~ 

rece en diferentes oolumnas. 

.. ~· x. x. :Onde 

X = 
,. 

X, 
)¡ 

x, 

:,J.. x' ;, x.i.' 
hf\ f\ ••• ' • " 

Derrostración.-

-) ) Para cada coordenada i ( i = O , 1, . . . , n ) , uno de los 

n+1 vectores debe estar en el lado x, = a¡ , digamos que es x.>o< , 

entonc~s x~ = a¡ • 

CO!T'O no pueden tener dos vectores igual comp:Jnente i-ésima y ~ 

no loa restantes n vectores x 1
1l pertünecen al subsimplex, se cLun-

IX! aquí se sigue que 

X~ = m:1'n { x
1
' x'' 

' • ' i ' 

e;, decir, es el mínimo de su rcnelón en la matriz X 

;A ) 
' X¡ ) 

Ahom, corro ruda uno de lo;; vcctorn::; cstS sobre uno de los lados 
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a;, , se s::.gue que cada vector ( columnas de la llk'ltriz X ) tendrá un mí 

nirrD único de su rengl6n, es decir, el núnirro de los diferentes renglo­

nes está en columnas distintas. J 

*= ) la rondición de que los llÚn:i.nPs por renglón aparezcan en diferen-

tes colunmas implica la construcción del subsimplex requerido, pues é~ 

te estaría dado por el conjunto de puntos ( x0 , x, , ' x,. ) 

tales que " 2:, X¡,= 1 ' y x. ~ min , . '" } . ' x. 

Corro todas las componentes de los vectores son no negativas, los 

rnínirros lo serán también. Por otro lado, 

pues la columna j 0 sólo tiene uno de esos nún:ims, digar:os que es 

lo 
xO( ; por lo que ' l l• j¡ J, ~ Xa>min X~ , X~ , .•• , X¡. ) 

Queda pues completamente definido el subsimplex con la mi.srra 

orientación que s" . El hecho de que cada lado pase exac-ra"'.'.ente ¡:,or 

uno de los n+1 vectores se sigue de que'dada i = O, 1, ..• , n 

existe una única k€ O,n tal que 
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+ Definición 

los n+1 vectores x'", . . • , xin se definen corro un con-

junto primitivo de vectores si 

i) un subsimplex que satisface las condiciones del lema ante 

rior se puede obtener, y 

ii) rúngún vector en la lista x"", •.• , x~ es interior 

a este subs:únplex, es decir, ningún vector satisface estríe-

tamente las n+1 desigualdades que definen al subs:implex. 

+ Definición extendida 

los n-m+1 vectores )o 

X ' ... ' X 
.),.,.rn junto con los m 

lados 11.1' ·~ ... ' 1 forman un conjunto primitivo si ni!! 

eún vector 

do por 

x•••' ' 
x" 

X¡,'.! 0 ' ' ' 
' 

/ 
X,"'"? 0 / 

• j Jo 
X¡ 3 llUl1 { X;. , 

es interior al s:implex definí-

( el lado 1lr es aquel en que 

la coordenada Íp = o ) 

Ahora, si a los n+1 lados los representam::>s corro vectores, 
o : X : (O, Mo , M., , • . ' 

l' = x' = (M 1 , O , M, , • . , 
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l" = x" = (Hn , M" , • ' O) 

donde M 0 , M, , • • • , Hn ';> 1 y 

ner la suposición de que no hay dos vectores con igual componente i-és:i.ma ); 

dec.i.m:>s que los n+1 vectores x)", ••• , xJn form:m un conjunto prinJi 

tivo si y sólo si no hay vectores en la lista x·••, ... , xK interio-

res al subsimplex definido por 

\..eor~tricaioonte ( en iK3 ) 

z 

X 

... , 

... ' 

e.o ,a, 1l 

I 

5 I 

X• 
L - -• ...... 

X~ 

y 

J.oc vectores x'i y x 5 y el lado 1° formm un conjunto primitivo, 

.. 1:;Í r:ono "l. vector x" y los lados l~ y l' . 
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En el algori1Jro que se describirá para lograr una aproxinación a un 

punto fijo de un mapeo continuo será de gran .im¡x>rtancia el "desplazamien-

to" de un conjunto primitivo 3. otro; es decir, si xi. , x'' , . • • , x ¡" 

form:in un conjunto primitivo, ¿existirá alguna xj~ que reemplace a una 

xl' específica tal que el nuevo conjunto x'º, 

, xl' sea también primitivo? 

Veam:>s en una gráfica qué sucede: 

z 

X 

X
Ji'I Xj~ vl<+I , ,~, ..... , .. 

o::insidererros el conjunto primitivo fome.do por x~ , xs y x" y supon­

gam::is que se quiere reemplazar x" . Tom:ll!Os el lado del pequeño s.implex 

sobre el que está x~ y lo novenos paralelai~ente hacia el interior del 

s.implex, hasta encontrar otro elemento del conjunto primitivo ( xs en 

este caso ) • En el conjunto primitivo original, x~ está en el lado del 
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simplcx de primera coordenada o::mstante; en el nuevo conjunto primitivo, 

este papel lo tO!!B x 5 
• Buscarros entonces en el cono definido ¡::or x., ~ x~, 

el vector en la lista ' . • , xK con la mayor segtl]l 

da coordenada ( x l en este caso ) , por lo que x s , x' y x 1 form:m el 

nuevo conjunto primitivo. Si no hay vector alguno en el cono descrito, el 

lado 11 (denotado ¡::or x 1 
) reemplaza a x'I •. 

Otro conjunto primitivo está dado ¡::or los vectores x1 
, x1 y x3 ; 

si se quiere elÍJnÍn,:J.r> x1 
, sería reemplazado µir x" de a<.:uertlo al pro­

cedimiento <lescri to. Pero si quisiérarros reemplazar a x V del conjunto 

l x' , x1 
, x1

) , tendr>íarros que no es posible tal reemplazo. 

Generalizando lo anterior, tenenos 1,1 síguie'lte 

+ Regla de reemplazo 

sea l X io ' • , xl·) un conjunto primitivo con el subsim-

plex asociado 

x" ~ a,, = min 1 x~" , . . • , x~· J 
Pare reemplazar un vector d<ido, encontrar la cara del subsimplex 

que lo contiene, digarros que es aquella en que la cooroenada i" 

es constante. Ahora, enr:ontror x'" en el conjunto primi.tivo con 

la :m~unda 1T1Jnor oxin:kmada i"-ési.JM. Si x'" ori~inalmente e~ 
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taba en la cara de coordenada i constante, el vector de reempla­

ZIJ x debe satisfacer las desigualdades 

Xj "7 aj 

~ 
X4c :;o- X¡• 

para j ~ i"', i 

y, además, tener la mayor coordenada i-ésima de entre todos aqu~ 

llos miembros de xº , x' , • . . , x" que satisfacen las desigual 

dades. 

A continuación, se demuestra la factibilidad y unicidad de esta regla 

de reemplazo. 

+ Teorena 

sea {xl•, ..• , :xj•} un conj~to primiti•10. Si un vector es~ 

irovido, siempre hay uno que lo reemplaza para fonifil' U.'1 nue·;o con-

junto primitivo; excepto cuando los restantes n vectores sean 

lados del simplex S" . 

Derrostración.- ,, '. 

1 

lo lo J, 
x. x. Xo 

X x~· x'' x'• = ! 
1 . 

1 
1 
1 

~!-
.. 

l xi• . . x'" • n 

Supongarros que los vectores se acorrodaron, en la natriz X , de mane-

ra. tal que el menor elemento del renglón i aparece en la i-ésirra col\.ll!ma. 
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Es decir, el vector xl• t~stá en el lado del subsimplex cuya (i+1)-ésirna 

coordenada es constante. 

Suponganos que el vector xJ~ será eliminado r'::!l conjunto primitivo, 

El vector está en el lado cuya ( 'J> + 1 )-ésirna ooordenada es constante. 

Busquem:is el vector en el conjunto primitivo que tenga la segunda menor 

( 1> + 1 )-ésima coordE.nacla, digairos que es xJ" ( x~~ <: 1 ) . Un vector con 

tales características siempre existirá a rrenos que los n vectores del 

conjunto primitivo restantes sean lados del s-implcx, pues en este caso 

tal segunda irenor ( ~ + 1 )-ésima coordenada sería mayor que 1 • 

En el nuevo subsimplex, x 1-< estará en la cara de ( 51 + 1 )-ésima 

coordenada constante; dcbelOCls entonces encontrar un reemplazo que esté 

en la caro del nuevo subsimplex cuya (e( + 1 )-ésirra coordenada será con.§_ 

tantc. Este vector será el que satisfaga 

X)!>')>X~" 

y tenga la nayor (e(+ 1 )-ésima coordenada. Siempre existirá, pues en el 

"peor" de los casos sería el lado del simplex 

l"' = xo4 = ( M"<' , Mo1 , • • • , O , , M « ) por ser Mo1 ) 1 • 
f 

lugar ("< +1) 

+ Tcon:mu (unicidad del rcemplaw) 

el único reemplazo de un vector dado, ¡ura que resulte un nuevo 

conjw1to primitivo, es el descrito por la rcp;la de rcP.mplazo. 
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X
,, 
o • 

,, 
x, • )n 

Y., 

'J1 '" Xn • • • • • X ... 

Sea la matriz X corro en la derrostra.ción del teorema anterior. Enton 

ces el subsimplex detenninado por el conjunto primitivo estará definido por 

Xo >.. = JO 

ªº x., 

x, ~ ª1 = x" 1 

Supongarros que se quie:re renover el vector x'º (para otro vector, el 

razonamiento sería totaJmente análogo), y que el reemplazo es posible. Sea 

x)Jl el vector que tiP.ne el segundo menor elemento del primer renglón. 

Si el vector x'" es el que reemplaza a x'º , el nuevo conjunto pri-

mitivo estaría descrito por la matriz 

xJ• lo ,. l o x. x. 
l• ,, Jn 

1 

X 111 = 
X, X, X, 

1 

~'" 
• ¡, ~~n J n x. • 

y, por el lema de la página 34, cada columna de X • debe contener uno y só 

lo un mínirro de renglón. 

Si x~· < x~· , la columna 2 no tendría rrúnirro de renglón pues 
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:i. 
Xo < 

x~' < 

xli 
1 < 

x~· < 

entonces 
h ), ,,. 

x, ::> x, • Análogamente 

-

,, 
Xo 

J• x, 

x{• 

,. , ... 
' x, .• -:;> x,.,, 

Esto indica que n-1 de las desigualdades propuestas para que x'~ 

sea reemplazo se satisfacen. ::xis posibilidades restan para la localizaci6n 

de los mín.irros en los renglones 1 y ,B+1 

a) j'llt' es el mínirro del primer reng16n y 
J) 

del renglón .P+1, ó x~ XII 

b) 'ª es el mínim::> del primer renglón y 
j. del renglón i+1 Xa XII 

Si se cumpliera a) , el nuevo subsimplex quedarÍa dado por 

,, 
= x, 

y corro se tiene un conjunto primitivo, x'" no puede ser interior a este 

subsimplex; pero entonces 

otro lado, cooo xi• no es interior al subsimplex original y cooo 

;. l x, ::> a, , • • . , x,.' '> a.., , tendríarros que x': ~ x~· • Es decir, 

'" :,. Xo = x0 , pero por no poder tener dos vectores igual alguna ccr:i!=Qnente, 

se debe dar que xh = x'•, o sea que no hubo reemplazo. 

Dado que al no implica reemplazo, éste es único y se debe Cl."llplir 
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b) , por lo que el vector x)w satisface 

i. 
X¡_ > a 4 para i = 1,2, •• , 1> -1, '1>+1., •• , n 

que son las desigualdades que estipula la regla de :reemp1aro. De aquí que el 

nuevo subsirnplex está dado por 

x, ? a 1 

X11-1 ~ ªJI-• 

X¡¡ ~ 
xj~ 

Jl 

Xll+• ~ ª1'+1 

x,, ~ ª" 

Por Úl túro, x.;.,. debe tener la nayori (. ~ +1 ) coordenada de todos los 

vectores que satisfacen las n desigualdades estrictas, pues de lo c::mtra­

rio el que tuviera dicha mayor coordenada sería interior al nuevo subs:im­

plex, lo cual no es posible. ./ j 

Analicerros ahora un ejemplo m.nnérico para 1:ratar de fijar ideas. Esta-

nps en Íl( 11 
, y las columnas de la natriz nos representan la colecci6n de 

vectores. en el sirnplex ( las pr:imeras cuatro rolumnas son los lados del 

simplex ) : 

1 
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o 19 18 17 .7 .6 .2 .1 .21 .5 .3 

20 o 18 17 .1 .2 .4 .3 .39 .01 .15 

20 19 o 17 .1 .09 .2 .41 .31 .19 .15 

20 19 18 o .1 .11 .2 .19 .09 .3 .4 

xº x' X'\ xl X~ XS xc. x" x3 x'l x'º 

los vectores x' , x1 , x' y x 4 form:m un conjunto primitivo pues~ 

gún vector de la.lista es interior al subsimplex 

x. ~ o. 7 = min l X~ x• x! ' X~ l . 
x, ~ o = min 1 x: 

: 
' x, ' X~ X~' 

J 

X1 ~ o = min {X~ X~ ~ 

X~ 1 ' X¡ ' 
X1 ~ o = min l X~ x; 1 

X~ J ' x, ' 
Supongam:>s que quererros rerrover x' del conjunto primitivo. Vem::>s que 

el segundo renglón es E!n el que el mínino pertenece a x 1 , por lo tanto, 

buscarros el segundo menor elemento de este renelónt que es 0.1 (de x4
) • 

En el subsirnplex asociado al nuevo conjunto primitivo, el vector xi ~ 

nece en la cara de tercera coordenada constante, y x3 en la de ci.:arta 

coordenada constante; x4 
, ahora, estará en la cara de segunda cooreenada 

constante. Por Último, se busca el reemplazo de x' que será el 'lector de 

la lista que cumpla x, > . 1 , x1 > O , x3 . > O , y i:;ue ader.ás tenga 

la mayor de las primaras coordenadas ( en este caso es X S ) , El nuevo 

conjunto primitivo será entonces / x 1 , x 1
, x~, x5 J, que genera el 

subsirnplex Xo ~ 0.6 

x, ~ 0.1 

X2 ~ o 
X;¡ ~ o 

* en las columas pertenecientes al conjunto primitivo 
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puesto que los rrúnim::>s por renglón serían ( los subrayados 

18 17 .7 .6 

18 17 .:1 .2 

o 17 .1 .09 

18 o .1 .11 

x2 xl X~ xs 

Quitenos ahora x2 • Corro tiene el mínim:> del tercer renglÓn, busca­

mos el segundo roonor elemento que es • 09 ( de x 5 ) • Ahora, el vector de 

m:i.yor primera coordenada que cumple 

es x'º ; por lo que el nuevo conjunto primitivo sería 

/ xl ' X 
~ 

, x
5 

, x'º J 

r 

17 .7 .6 • 3 

1 
x. ~ 0.3 

17 .1 .2 .15 generándose x, ~ 0.1 

17 .1 .09 .15 

J 
el subsimplex Xi ~ .09 

l o .1 .11 .4 x 3 ~ 0 

xl X~ xs x'º 

Se pued'3 verificar que efectuando una operación de reemplazo cada 

Vf!7., lleg~íanos a los siguientes conjlll"ltos primitivos ( partiendo de 

{ x' ' xi ' xl ' X~ J ) : 1 x' ' x2 xi ' X~) ' l x5 ' xl ' 
xi , X~ l 

1 xs x'º ' ' x' X~ 1 
' J 

{ x' ' x'º ' x'l ' X~! 
) XS x'º ' ' 

xi X l •' 
' 1 

l X 5 ' x' ' x" ' xt j 



- 47 -

2 . - El algori tnP de Scarf. 

+ Teorem:t 

si a cada vector de la lista xº , x' , ... , x" , x .. 1, ••• , x1: 

se le asigna un nímero o etiqueta O, 1, 2, . . • , n ; de tal 

forma que a x~ se le asigne i i = O, 1, ••• ,n ) . Entonces exi§_ 

te un conjunto primitivo tal que cada uno de sus Ve".)tores tiene eti, 

qucta diferente. 

f:enostrncjón.-

Se construirá una sucesión de conjuntos primitivos, cada uno obtenido 

del anterior reemplazando alr,uno de sus vectores. La sucesión empieza con el 

conjunto primitivo que consta de x1 
, x1 

; •. ,. xn y un vector xj 

(. j é n+l ,k ) , el de myor primera coordenada. 

i) Si la etiqueta de x> es O , 1 (xi) = O , ya tenerros el conjunto pri 

miti vo deseado. J 

ii) Si 1 (x') f. O , reemplazarerros del conjunto primitivo el vector (la-

i) 

ii) 

do) con etiqueta 

,, . 
..il 

Si 

1 <~'> = o 
1 (x)') f. O 

1 (x') • Díganos que lo sustituye 

j 

., 
x' 

, en el sir,uiente reemplazo "novemos 11 el otro vector 

lli r,rmr~ml, en cada itemción el alp,or.i:tm:> presentará un conjunto pri.mi 
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(X , x· , .. ¡,, l 

• ' X ) cuyas etiquetas asociadas tienen las si-

guientes prDpiedades: 

1.- ningún vector tiene etiqueta O , 

2.- todos los vectores tienen distinta etiqueta, excepto un par de ellos 

que tienen la misma, y 

3,- uno de los dos vectores con iguales etiquetas es el que acaba de "en­

trar" al conjunto primitivo. 

El algoritrro elimina del conjunto primitivo a aquel vector, de los dos 

de etiqueta igual, que !E. acaba de "entrar" al conjunto primitivo, y encue!:!_ 

tra su reemplaw único. Si el nuevo vector tiene etiqueta O , el algorit­

rro termina; en caso contrario, se cumplen las propiedades 1, 2 y 3 y el 

algoritrro OJntinúa. 

Por ser I< un número finito, hay un número finito de posibles conjun-

tos primitivos que pueden form:irse de la lista xº , x' , ••• , x~ 

entonces el algoritr.o terminará en un número finito de pasos (encontrando 

un conjunto con etiquetación completa) si derrostrarros que: 

A.- El algoritrro no puede regresar a una posición (conjunto primitivo) por 

la que ya pasó, es decir, el algoritno no admite ciclos; y 

B.- Todo reemplazo que "ordene" el algoritm::> puede efectuarse (no se "ato 

ra") , 

A.- El algoritrro no admite ciclos (I.emke) 
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'c' 

'b' 

'd' 

La gro.!'ica representa las posiciones po:r. las que pasa el algor>itrro, y 

suponem:ls que éste "regresa" a la posición 'a' que ya visitó. Su_¡xmganos, 

aderrás, que la etiqueta que aparece dos veces en la posición 'a' es lo.., 

en la posición 'b' es lb , etc. 

Al ir de 'd' a 'a', uno de los dos vectores con etiqueta lc1 es 

reemplazac.b_ por uno con etiqueta l a. • Sin eml:X!rgo , por la unicidad del 

roumplaw, al · rell'Dver de la posición 'a' alguno de los dos vectores con 

etiqueta lQ. , ¡xxlrÍairos llegar sólo a dos conjuntos priIÍlitivos "adyacen­

tes", y no a t!'€s corro aparece en la gráfica ('b' , 'c' y 1d 1
). Por lo 

tanto, si el algoritm::> presenta un ciclo, el primer conjunto primitivo "I'!:. 

visitado" debe ser el inicial, que consta de los vectores x 1 
, x2 , • • , xn 

y lll1 x l • Gráficamente: 

Pero i):>to Últiiro ce también imponible pue:;, de acucr<lo a la regla de 

r<~cmplam, 1?.n la podción inicial sólo uno de lm> dos vectores con ir,ual 
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etiqu.eta (el otro de xJ ) puede reemplazarse, es decir, la posición inicial 

es "adyacente" a un sólo conjunto primitivo y no a dos. Por lo tanto, el 

algoritmo no admite ciclos. J j 

B.- Todo reemplazo que "ordene" el algoritmo puede efectuarse. 

Derrostram:ls que la operación de reemplazo no puede efectuarse sóla'nen­

te si el conjunto primitivo consta de n lados del s:implex y de otro vec­

tor, el cual quiere reemplazarse. Pero este conjunto primitivo no puede ser 

aquel en que el algoritrro comienza (por lo dem.:>strado en A) , por lo tanto, 

debería contener al lado xº que tiene etiqueta O ; es decir, el algorit­

rro hubiera tenninado pues ésto sucede en la primera posición en que uno de 

los vectores del conjunto primitivo tiene etiqueta O . De aquí que el alg~ 

ritmo no se"detiene" a menos que encuentre un conjunto primitivo de etique­

tación completa. J J 

Retomerros el ejemplo de la sección anterior (páginas 44 y 45) y asign~ 

nos las siguientes etiquetas a los vectores 

o 1 2 3 1 2 1 3 o 1 3 

lil sucesión de conjuntos primitivos que induce el algoritr:o es 

l x' ' x2 ' xl 

J xs x2 xl 

cuyas etiquetas son 

" " 11 

1, 2' 3, 1 

2, 2' 3, 1 
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i X S , x'º , X~ ' x'f} cuyas etiquetas son 2, 3, 3, 1 

! xs x'"'' x·1 X~ J " " " 2, 3, 1, 1 

~ x5 x'º ' x" xl} 11 " 11 2, 3, 1, 2 

! x' x'º x<t xl) 11 " " 1, 3, 1, 2 ' ' 
l x' x'º' xº xi) " 11 ti 1, 3, o, 2 I 

En este ejemplo, se cumple que también { xs 
' x1.,xª,x"'} es un 

conjunto primitivo con etiquetación completa; es decir, no hay siempre uni.-

ciclad. Aún rrás, se puede denostrar que 

+ Teorena 

existe un número impar de conjuntos primitivos con etiquetas dis-

tintas. 

I:.enostraci6n.-

Un conjunto primitivo con etiquetas distintas es el que se obtiene con 

el aJ.goritmJ a partir de í 1 1 
~ X , X , , . , x" , xj l ; digam:>s que es 

, x ¡, J .. Hay dos casos : 

• ) f Jo l {X , , 

por' lo tanto, 

, xi•) es el único conjunto primitivo con m:ircaje completo; 

es impur el número de dichos conjuntos. J 

ii) Supongarros que existe otro conjunto con JMreajc completo, sea éste 

}¡. .), )A • • • J lx ,x , ... ,x . IniciCIOC1s el al~ol'itrro en este últm conjll!!. 

to primitivo, rnempla;/Jndo el vector con cU.r¡w~ta O ( xJ:); digairos 
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que su reemplazo único es xj • Si l (.xJ} = O , ha siclo enmntrado otro 

conjunto primitivo con marca.je completo;· en otro caso, el nuevo conjunto 

pr.imi ti 'IO 
; .), J ... l - • . • J 

X , X , ••• , X tiene las propiedades 1, 2 y 3 de 

la página 48 y el algoritm:i puede continuar. 

Corro se vió, el algoritmJ no retornará a la misna posición y debe, 

por ello, terminar en un conjunto primitivo de etiquetación COl!Ipleta, o 

alcanzar una posición en que no se pueda efectuar el reemplazo. Pero é§. 

to Últi.mJ no puede ocurr>ir pues la posición indicada sería la que con­

tiene los vectores-lados del simplex x' , x~ , •.. , x' , y para 
. . 

llegar a ella tendríam::>s que pasar por 1 xi. , xJ• , • • • , :~J.} , es 

decir, 

l )o )n) ¡ ~e" .): 1 
X 

' 
••• ,X X V Po .. , ~ - , ••• , b 

. s:c:oaln ----o-----••---oo--<o • 
l!UCl 

Lo cual significa que al "quitar" de f x1" , ••• , xJ• J el vector con 

etiqueta O podrÍam::>s llegar a dos distintos conjuntos pri':li~iv:is"ady~ 

centes", lo cual no es posible por la unic~dad del reemplazo. Por lo 

tanto, el algorítm::> debe terminar ( partiendo de {xi,', ... , x'·~J ) 

en un ~conjunto primitivo con etiquetación completa. 

Concluyendo, habrá un :::'Jnjunto primitivo con etiquetación ccmpleta 

obtenido a partir de {x' , ;.:· , .•• , x' , xJl y, si existen más, 

se presentarán por parejas. Es decir, hay un número impar de conjuntos 

primitivos con etiquetas distintas. J J 
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3. - Aproxi.iiución al punto fijo. 

En las aplicaciones del Teorenu de Brouwer nos interesará, muchas veces, 

encontrar un vector que sea "casi" un punto fijo, es decir, que sea muy ~ 

cido a su .im:igen. Más adelante vererros que si los vectores xM1, ••• , xi. 

están lo "suficientemente cercanos 11 unos de otros, cualquier vector que per-

tenezca a alguno de los subsimplex con etiquetas distintas se "parece" a su 

im:lgen. 

De finanos la norma de un vector y = ( y 0 , • • • , y,, como el má-

x:i.Jro de los valor-es absolutos de sus componentes, es decir, 

Sea. f ff'-+ S" una función continua del n-simplex unitario en él 

misrro. Sean x, x' E s" Por ser f continua y el simplex un conjunto c~ 

rrado y acotado, 

dada ~>O, 3 &?0 "' ¡x'-xl~S ::;> !fCx') - f(x}I~ E 

Con::;idcrerros al \Ora los vectores MI 
X 

(1) (2) 

' . . ' lo "suficient~ 

rrcntc cc-r'Canos" para que dados dos punton x y x' en el misllP conjunto 

primitivo, :;e cumpla que 

r.dr¡uctemx; lo:; v .. ctorcs xº , ••• , x" , x"'1, .•. , xK de la si 

. } l(x'>=i ¡vuu j :: O , 1, ••••• , n 

-
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.. ) 1 (x>) = min { i I f¡ (xi ) - xt ~ O~ para j = n+l, .•••• , k • 

Es decir, la etiqueta será el ioonor índice para el cual f¡ (xi) - x! ~ O 

Esta etiquetaci6n siempre sera factible pues 

" . 
¿ e r~ cx-i > - < > = o =:-
JC=o 

• J 
3 i ;t f¡ (x-!) - X¡ ~ 0 

Por el teorem:t enunciado en la página 47, existe al menos un conjunto 

primitivo con distintas etiquetas; es decir, dada i ( i = 0,1, •.. ,n ), 

existe x' en el subsimplex definido -¡:or el conjunto primitivo con distin­

tas etiquetas tal que 
f 4 (x') - xi~ O ••••• (3) 

Sea x E: subsimplex con marcaje completo, 

por (2) (pag.53) f 4 (x') - f¡ (x) ~ jf1(x1
) - f¡(x)I ~ ~ 

por (1) 11 
X¡ 1 ~ S 

f 4 (x') - ( f.:(x) - x.:) - xt ~ E +S 

- ( f;(x) - x 1 ) .s t +S- Cf.Cx') - x: 

y por (3) - ( f ~ (x) - X¡ ) ~ t + S , , , , , ( 4) 

Por otro lado, 

" 
~ ( fk (x) - x1) = O ~ f¡ (x) - x¡ = - í: ( f~ (x) - x.) V¡ 
l'.•O H• 

f~(x)-x¡~ n(t+ó) por(4) 

Y caro jf<x) - xi = rMX f jf.,(x) - Xo 1 , .. . ,¡f"(x)-x"I} 

se sigue que jf<x>-xl~n(t+&) JJ 

Esta cota dependerá directaioonte de la distribuci6n de los vectores 
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xn+t, •• , , xk en el interior del simplex, o sea que la diferencia entre 

un vector que pertenece a un subsimplex con etiquctación completa y su ima­

gen, bajo la función, puede hacerse tan pequeña coiro se desee. 

Ejemplr.; 1 : 

Sea S1 el 1-simplex unitario, es decir, 

S1 = { Cxo, x,) é IRl / Xo + x, = 1 

Sea f S
1 ~ S' una función continua tal que 

f (x x ) - ( 1 + Xo ' ~ ) o, 1 - 2 2 

X0 , X¡? 0) , 

!ns lados del simplex estarán representados por los vectores xº = (O, M0 ) 

y x 1 = CM, , 0) • Y sean 2 1 99 
X : ( 100 ' 100 ) 

3 2 98 
X : ( 100 ' 100 ) 

x",= 98 2 
100 ' 100 ) 

x'ºº= 99 1 
100 ' 100 ) 

'\ ... 
""· . ' .,. 

¡_ _______ -·---·-~"" ·- > 
x' 
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Etiquetando los vectores tendt'Íam::>s: 

. ) l (xl) = j para j = o, 1 

.. ) l (x 1 ) = O para j = 2, ••• ,100 , puesto que 

en donde 

es decir 

f (xi)_ f ( i:1. 100-j+l) 
- . 100 , 100 

= 

= 

i:1. 1 + 100 1 100 - j + 1 

2 2 100 

1 i:1. 1 100-j+l 
2 + 200 , 2 100 

f 0 (xj) - x! = ( ~ + ~ ) - foi "> O 

y por> otro lado 

pues 2 ~ j i:; 100 

= 1. ( 100-j+l ) - 100-j+1 < o 
2 100 100 

Siguiendo el algoritJro de Scarf, parti.Iros del conjunto primitivo 

Í x' , x••v J , que es el buscado pues sus etiquetas son distintas. 

Ahora, sean x, x' é. S1 y sea t ::>O tal que 

lx' - x 1 ~ 2E =7' t lx' - x¡ ~ t 

~ m:ix { lx~ - x.,\, \x: - x,j) ~ t 

nBX { r 2 Xo I· 1 x: 2 x, 1) ~ t 

TMX ll 1 ; X~ - 1 ; Xq I· 1 f -r q ~ ~ 
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1 ( ~- 1 + Xa ' ?!.'i__~ 
) 1 ~ E. 2 2 2 2 

f(x') - f(x) 1 ~ f. J 

es decir>, dado E> o , 3 s = 2~ tal que 

lx' - X 1~ b : 2f. =;> lf<x') - f(x) I~ E 

Por la forma de definir los vectores x 2, •• , x'ºº , los conjuntos 

primitivos que poclrenos fonrar son { x• , x 1 J , l x1 , ~ j , 1 x\ , x'I J , • . 
... , lx.,,, x"ºJ y {x'º~, x'} Y si toffi311Ps dos puntos de un misrro con-

junto primitivo, x y x' , tenc:Werros que 

lx' - x 1 ~ 1 xº - x2. I = 1 x1 
- x3 1 = 

1 1 11 -1( 1 2 ~ X - X - 100 - 100 ' 

= 
1 

100 

por lo cual, podenos considerar ó = 1~0 , y corro S = 2 E. , f. = 2~0 

Fbr la cota encontrada en la página 54, tenerros que si x es un eleJ!le!l 

to cualquiera de un subs.i.mplex con m:ircaje completo ( en este caso el sub­

s.i.mplex limitado por x 'ºº y x' ) , 

1 f(x) - x 1 ~ n ( E + ó. ) 

1 1 3 
~ 1 ( 200 + 100 ) = 200 

fX:! h.:Jlierse deseado una mayor apro:<.im-1ción, huhiese sido necesario aumeD_ 

tar V•Jctorus 'l 1,1 listil x2
, • • • , x'ºº • r:n este c·jE".mplo en particulilI', 
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se puede checar que un punto fijo es (1, 0) ya que f(1, O) = (1, O) ; sin 

eml:Xlrgo, no siempre será posible "deducirlo11 y nos con.fonn:ire¡¡ps oon una 

aproximación a dich:::i punto fijo. 

Ejemplo 2 

Sea S = { (íT., 'lí1) e fQ
2 

/ lT. + U-1 = 11 ; íl. , fT, ~ O J 1.tt1 l-s:islplex 

(Si qtúsiérarros trabajar con el s.implex unitario correspondiente, bastaría 

normalizar dividiendo cada componente de los elementos de S entre 1r ) • 

Sea g : § - S la función continua definida ¡:or 

g (fT., ír1) = (}sen 'fr. , 'iT ( 1 _ sen 'if. ) 
2 

Como anteriormente, los lados del simplex serán >(' = (O, Mu) y 

x' = (M 1 , O) • Y los demás vectores : 

xl = 

x" = 

2íi n-2 .­
n' n 11 

n-2 íl' 2 íi ) 
n ' n 

( n-1 rr .1l.. ) 
n ' n 

donde n es un entero positivo par que puede tomarse tan grande como se 



- 59 ~ 

desee: a mayor n , mayor grado de aproxiinación. 

Los ext:I'enYJs tendrían etiquetas O y 1 : 

l (x') = 1 

y los vectores "de la segunda mitad" etiqueta 1 

'n p:>rque en estos casos 

sen ( i::l TI ) e: 1 => 
n 

g
0
(xl) = 1L sen ( i::l Ti ) < 1L_ < i::l íT = x~ 

2 n 2 n 

==} g 0 (xJ) - x! .l. O , condición que implica que di­

chos vectores no pueden tener etiqueta O • 

El siguiente vector en orden descendente sería !l + 1 , y para eti-
2 

quetarlo: 

go(xi+')= 

es decir, 

n 
..1L sen .l._ Tí = JL sen ..!L ) íi = 2 n 2 2 -2-

1 ( X~ +I ) : 0 

Al seguir el algoritrro de Scarf, part:úros del conjunto primitivo 

de etiquetas 1 y 1 , y obtendremos la 

sieuiente sucesión de conjuntos primitivos 



De donde 

t X~ , x~·• 1 
{ x~·• , x"·1 J 

¡ !IH • !& } l x • ' xa~t 

¡ !l +1 ll +I) 
X 1 , X' } 
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de etiquetas 1 y 1 , 

de etiquetas 1 y. 1 , 

de etiquetas 1 y 1 , 

de etiquetas 1 y O 

es el conjunto buscado de etiquetas distintas, 

[.lOr> lo que cualquier punto que sea combinación conv.exa de su::; elementos es· 

una aprox:iJU3.ción a un punto fijo de la función. 

Tenemos que !l + 1 _2 __ ¡¡ !l - 1 
_2 __ 1T 

n n 

llH xY : ( 11 JL) 
2 ' 2 

Tcrnem::is ahora de cada conjunto primitivo con etiquetación ccmpleta el elemento 
A +1 

x 1 , y considererros la sucesión que dichos elementos forrran al variar n: 

~ !l + 1 { ( 1níT !! - 1 } 2 ,... 
'--11) ~ 

n nl!" n .. ~ 
( 7i .1t. ) 

2 ' 2 

¡¡ rr > donde ( T , -
2
- es precisamente el punto fijo a que nos condujo en este 

<".a:;o el alr;ol"itmo pues 

( JL JL) 
~ 2 ' 2 

:: 

:: 

sen .iL 
" it 2 -
2
- sen - 2- , íi ( 1 - - 2- ) ) 

iT JL) 
-2-' 2 J 
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El teorema de Bro!J\oK:)r del punto fijo es muy utilizado en diversas ranas 

de las rratem§ticas para pruebas de existencia. Sin embargo, no es sólo un 

instrurento teórico, para daiostraciones; sino que es, tambi&l, un resultado 

a trav~s del cual es posible obtener resultados concretos, numéricos. Cite­

rros, por ejerrplo, un punto de equilibrio en un m:.xlelo económico. 

En el presente cap'.i'.tulo, aparecerá en primera instancia una "aplicación" 

del Teorema en la teor'.i'.a materMtica de los juegos. Y, posterionnente, se de­

rrostrará que, utilizando el algoribro de Scarf, una aproximación a la solu­

ción de un problema de programación no-lineal puede ser encontrada. 
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1. - Juegos b:im:ltriciales no-cooperot.i.•r..is. 

Un juego finito entre dos personas de surca general (103 intereses de 

ambos jugadore~ no son forzosamente opuestos) puede expresarse corro un par 

de IMtrices de m x n , A = (a¡i ) y B = (b,j ) , o, equivalentemente, 

corro una IMtriz ( A, B ) de m x n en la que cada entrada es un par oE_ 

denado ( a;; , b¡; ) donde 

u<; es el pago al jugador I si I juega su estrategia i y II juega su 

estrategia j , y 

b¡j es el pago al jugador II si I juega su estrategia i y II su es-

trategia j . 

Un juego con las características anteriores se llama b.imatricial / 

y considerareiros el caso no-cooperativo, es decir, aquel en que cualquier 

tipo de acuerdo entre los dos jugadores eGtá prohibido. 

Dafiniiros las estrategias mixtas para I y II rorro un m-vector y un 

n-vector respectivamente: 

"' X : ( x, 1 Xi , . . , x.., ) J X¡~ 0 ¿ Xi. = 1 
1 

y = c. y, • Y1 , , y,,. ) :t Yj ~O t Yj = 1 
1 

L:ls esperan:~as de pago paro I y II , dado que I sigue su estrategia 

mi>:t:a X y IJ la eGtn1tegia '/ ' son: 

í~ .[ ( x, y = X A yt 

r: lI ( x, y = X B yt 



D.irenos que un par de estrategias mixtas, C. ~. y ) 1 para. el juego bi-

natricial ( A, B ) está en eguilibr'io si para cualquier otra estrate-

gia rrúxta ( x, y ) 
E1 ( x, y ) ~ E1 ( x, y . .. 

El!. ( x, y 

+ Teol"ella 

todo juego b:i.matricial tiene, al menos, un punto o par de estrate­

gias en equilibrio. 

Dem:>stración.-

Sea ( x, y ) un par de estrategias mixtas para el juego b:i.matricial 

( A, B ) • Defininos 

C¡ :: m:lX {A;. yt X A yt o) ro .. ng16n 
i de la na-

{X Bj o} 
donde triz A 

d) :: max - X B yt 
' B, = colu.l'l\l\3 j de la r:ia-

triz 3 

x[ = X¡ + C¡ 
es decir, si alguna e~ 

1 + ~e" trategia pura nejora 
1( la esperanza de pago 

y.' y· + d:. del ji.¡;¡ador, ~ste la :: .! 

J 
1 + ¿dk usará res. 

" 
la transfornación T (x,y) = Cx' ,y') será continua p:Jr ser com]X>si-

ción de continuas. Por otro lado, x' y y' son estrategias mixtas pues 

i) x' 1 = L: x! . < 

' 
= :¿ 

L 

X¡ + Ci 

1 +Le" 
1( 



ii) y! 
J 

= y;, + d¡ 

1 + :r dic 
1( 

~ o 
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r. y~ 
j J 

= 
1 + ~ Cic 

IC 

1 + ~º' 
= 1 = 

: 2; Yi + d:. 
j 1 + kd,. 

" 

= 
+ ¿ d· 

J J 

./ 

= = 1 ../ 
1 + ~ d~ 1( . 

Sean X = [ x / x es una estrategia mixta de I j - es el (m-1i-

s:implex unitario - , 

Y = { y / y es una estrategia mixta de II) - es el (n-1)­

s:implex unitario -

entonces, siendo T : X • Y --) X "Y continua y X l( Y un conjunto compa::_ 

to, convexo y no vacío, por él teorema de Brouwer 

3cx,y)EX•Y tal que Te~. y>= <x', §'> = ex,§> 

Basta ahora denostrar que precisamente este ptmto (~, y) está en equi-

librio. De hecho, se da la doble :implicaci6n; es decir, 

T (x, y) = C~, y) { ) (~, y) está en equilibrio 

:::;>) Supongam.':>s que (x, y) no está en equilibrio, entonces 

1 x 7 x A y t > )( A y t , o bien 

3 y t X B yl >X B yt 
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- A o-l X y es un promedio ponderaoo de los términos 

lo que existe i tal que A;. y\> " A oi X y 

~ e~ = A "t ¡ y X A y*> o 

~;?:e.) o 
k 

Di: A;y , por 

b) x A §' es también un promedio ponderado de los términos 

A1 y* , por lo que existe j tal que 

A) yl ~ X A yi: 

==:;> Aj y' - x A yt. ~ o ~ Cj = 0 

" o' x· . • *' V de donde xj = J < x· ~ X 'I 1 + ~ e1e J 
o 

2.- s~ .3 'Y e: Y .t x B 9t > x s y-t 

a) x By~ es un pro¡oodio ponderado de los términos X Bj ' por 

lo que existe j tal que x Bj > xB yt. 

:::? d· = X B· X By\ > o J J 

==:> ¿d. > o 
~ 

b) X B yt es también un proroo<lio ponderado de los términos 

x B~ , por lo que existe i tal que 

X 84 ~ X B yt 
~ X Bi - X B yl ~ o zj d¡ = o 

• 
tic donde 

.. , 
Y;. = y, < yº •. 

1 +~d .. 
y 'I y' 

:;e concluye, ¡x.>r lo t.:mto, r¡uu {x, y) e:; un r>:ir en equilibrio. J 
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~ ) Por ser Cx, y) un par en equilibrio, 

E:r ( (1,0, ••• ,0), y) = A, ~¡t ~ x A yl 

E"' ( (Q,0, ... ,1), y = A ""-rnY ~ X A yt 
es decir, A;. y ... ~ ;{A yt \Ti ~ A¿ yl - x A y~~ o J.;} i 

=> C.¡ = o Vi 

=> º1 o 'ef i X¡ : X;. 

x' o 
~ : X 

Análogamente, por ser (x, y) un par en equilibrio, 

X Bj ~ X B y-1: \fj =} X B· - x B yt ~ o \tj j 

=> dj ·= o ~j 

º1 o Vj .:=} Y· = yj 
J 

==> yl o = y 

Por lo tanto, T ex, y) = ex, y) J J 
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2.- Generalización~ juegos finitos. 

En la sección anterior de este capítulo analizal!Os la existencia dre un 

[;ar en. Er-!Jlilibrio ¡Al.!'<\ juegos- b;!.mi.\'Ci'icill,l,es .no-OOO¡:énltivos:. Obten&-t?OC>s, 

ahora, résult:i\dos €<qw.valcmtes pq.r~ juegos finitos n-personales. 

+ Definición 

un juego finito n-personal es un conjunto de n jugadores, ca­

da uno de los cuales tiene asociado un o:mjunto finito de estr~ 

tegias puras y una f\mción de pago p ~ 

Nótese que los juegos birratriciales son un caso particular de los jue-

gos finitos n-{Y'..rsonales. Sin emb:lrgo, se consideraron i:or separado para 

facilitar la interpretación de conceptos y los procedimientos de derrostre­

ción. 

+ Definición 

una estrategia mixta Si del jugador i es un vector cuyas 

corrqx:mentes son números no negativos que S\IDlélfl 1 , y que son 

corresi:ondientes uno a uno con sus estrategias puras: 

s ¡ = ¿ c,o<íiú< 
o( 

con c;«40 y 'f c,'< = 1 
o( 

donde las 'ir;" son las estr'ategias puras del jugador i 

(1,0, ... ,0), •.• , (0,0, ... ,1). 
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Nótese, antes de continuar, que una estrategia pura cumple la definición 

de estrategia mixta. 

El ronjunto de las estrategias mixtas { s, J puede verse caro el sim­

plex unitario cuyos vértices son las estrategias puras ÍÍ,¡« • Ejemplificando 

en 'iR 3 
, las estrategias puras posibles del jugador i serían 

'ir;., = (1, O, O) ÍÍ.<.2 = (0, 1, 0) y tt,¡~ = (O, O, 1) 

y las estrategias mixtas tendrían la forma 

' s;. = 'i:. e, ... 'ir.'( = c,, (1,0,0) + C,¡ (0,1,0) + c_.>(0,0,1) 
0(:.1 

~ 

con e, .. ~o L Ci« = 1 
o(: 1 

las letras i, j, k seren usadas para jugadores; O( , f> , '{ para in­

dicar las diverc....as estrategias puras de un jugador. l.Ds sí.mb::>los s, , t 4 , 

r ¡ indicarán estrategias mixtas; mientras que 'ir .. < indicará la o< -ésima 

estrategia pura del jugador i . 

+ Definición 

la función de ~ P• es una función lineal de las n-adas de 

estrategias mixtas en los reales: 

p¡ (s,, •.• , s 11 ) e. IR será el pago esperado al jugador i 

si el jugador 1 sigue su estrategia mixta s, , el jugador 2 

sigue s 1 , etc. 

la n-ada de estrategias mixtas ( s, , s1 , • • • , s 11 ) será denotada 

por ~ ; de donde 
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P; ( S, , • • • , S n ) = P.._ ( ~ ) 

Se usará ( ~ t • ) para representar ( s, , .•. , S¡.1 , t;. , s¡ ~. , .•• , s n ) • 

+ Definición 

una n-ada de estrategias mixtas A} es un punto ~ equilibrio si 

y sólo si P.< ( 11 ) = lll.'lX ( p,¡ ( .4 ; r.; ) ) 
r• 

es decir, un punto en equilibrio es una estrategia que JMX.imiza 

el pago a cada uno de los jugadores si las estrategias de los 

otros permanecen fijas. 

Direnns que una estrategia mixta S,¡ del jugador i usa la estrategia 

Pura 'IT.· H si siendo ·· 
"' ' s, = ¿ e,_. 'ir.~ , e i.c-;. O 

/l 

Generalizando, dir>erros que la n-ada de estrategias ~ = ( s, , ... , s • , ... , s") 

usa fü" bajo el miSllO criterio. 

+ Lena 

max ( p • ( ~ r .. ) ) = max ( p ¡ ( /) ; moe ) ) r, oC 

i.Jem:>stración.-

Sea y 

= p¡ s,, ... , s,.,, r 4 , s, 11 , ••• , s") 

= p.;, s, , .•• , s,.,, Z c,.,tr,«, s..,, .•• , s 11 > 
<>( 

= p~ ( L e Á"f ( ~ ; 'iT¡c.c) 
o( 

= ~ e,., p ... ( J., ; lT,c.1> por ser p¡ lineal 
o( 

ffiJX ( p ¡ ( ~ ; ír;cc) ) 
o( 



es decir, 
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P, ( JJ ; r • ) ~ max ( p ¡ ( ./) ; 1T"') 
e( 

p;. ( .() r· • ~ rrax ( p' ( ./) ; """ ) ) O( 

pues !. c,"( = 1 
O( 

•• (*) 

Por otro lado, 1Til( puede ser expresado de la "fonna r 4 " 

con i"< -- O 
{

c = 1 

C.¡jl 

Por lo tanto, siendo 1 rr ... J e { r ..J y por ( ,., ) , se concluye que 

rrax ( p, ( Ji ; r, ) ) = 
Í.( 

max 
o( 

Denotando p 4 ( .€1 ; TT.o<) corro P.:<i( ~) , tenclreroc>s que una condi-

ción necesaria y suficiente para que ll sea un punto en equilibrio es que 

p;. (,&) = 

+Teorema 

max P,;.«~> 
o( 

todo juego finito tiene un punto en equilibrio. 

Derrostración.-

Sea J} una n-ada de estrategias mixtas; P; ( .€1 ) la correspondiente 

función de par;o del jugildor i ; y P•« ( h ) la función de pago del jugador 

i si Ól cambia a su o( -ésiira estrategia pura Tí,;~ y los otros continúan 

usando sus respectivas estrategias mixtas de 4 . 

Defi!ÚJios un conjunto de funciones continuas 4>io1 de la siguiente ma-

nero: 
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~,o(Ul) = 11EX (O , p,'IC~) - p¡( ~) ) ; 

y para cada canponente s.: de ./) definill'Os una transformación T4 (s,) = ~ ~ 

donde 
S¡ + ¿ 'f¡.« ~ ) 'ji¡« 

s' = .. s'.< es un vector 
.t 

1 + ~ tp¡,.( ~) estrategia mixta 
O( 

A la n-acla (s,', s~ ' . . ' s' 
" 

) la denota.reiros -4' 

T.<. será una función continua por ser composición de continuas, e irá 

del simplex de estrategias mixtas del jugador i al. ·. mismo simplex, 

i) 

ii) 

s! = • 

= 

S_¡ + _l ~¡'!(.{) )'if¡« 

1 + r !f ,o(<ll > 
O( 

C;,"' +\ji,., (-l¡) 

1 + 2: ~ ... ( ~) 
"( 

con 

, pues 

1 + ¿te, .. ( -6 ) 
O( 

1 + t.ljl,t((..O) 
« = 1 J 

Entonces, ~el teorema de Brouwer, existe una estrategia mixta s; 

tal que T.: ( S¡) = s, = s¡ 'V- i . Sea T 7 T : .1) _,, .b' • 1-bs-

trarerros que los puntos fijos de la función T son los puntos en equili­

brio. 

P!':ilrern considcrerros cualquier n-acla ,tJ • En .() , la es-:rategia 

mixta s¡ del jueador i usará algunas de sus estratee;ias puras. Al me-
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nos una de estas estrategias puras, sea 11', y, , será "menos preferible", ésto 

es, 
P.¡. ( () ) :!; p,¡ ( .ó ) 

-=* p., (-O ) - p. (¡¡ ) :lií o 

~ 'i' i¡,( ~) = o 

Ahora si esta n-ada J.i es el punto fijo bajo T , 

s;, = s.' = L. 
• e( 

c .. ,+ 'f~(..,O) 
----- 'iriO( 
1 + ¿: lf ,o( ( ¡¡ ) 

O( 

de donde, por ser s 1 y s 1 iguales , sus P, -ésirras coordenadas son tam­

bién iguales, es decir, 

c •11 + 'P1J> ( ~ ) 

1 + ~ 'fLO((~ ) 
o( 

= 

si .b es un punto fijo bajo T. 

ID anterior significa, por CO!IP ~t'l(C.ó) fue definida, que ni.ng'..m ju-

gador puede mejorar su pago cambiando a una estrategia pura 11.~ • En parti 
por leTI?. pag, 70 

p;.(.4)) ~ Jn3X ( p¡ ( JJ ;ir;q) ) ~ Jn3Xr (P.C.(); r,:)) 
~ 4 

cular 

y caro en 1> i sigue su estr~tegia_ s.1Elr:},·.·· pJb l = ~ (p,(A; r¡)) 

Pero ésto es justamente la condición necesaria y suficiente establecida pa­

ra que ~ fuera un punto en equilibrio. j J 

Recíprocamente, si ,{) es un punto en equiH brio, tendrews que 

V i , V<>< 
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C¡<( + 'f!¡'<(.() ) a-. 
s' = L "•o<= L,c«<f¡•« = s4 

• O( 1 + ! l(l," <..b) O( 
O( 

Jj 

Por lo tanto queda dem:>stredo que l,J es punto en equilibrio si y sólo 

si T ( ,/) ) = /j , es decir, ¡;, es punto fijo bajo T • Y coro se encon-

tró tal punto fijo por el teor'ellB. de Brouwer, entonces existe un punto en 

equilibrio para todo juego finito n-personal. 
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3.- Programaci6n ~lineal 

CoilO ya se ::l:!nciun6, t~atarerros ahora la resolución de un problema de 

progrélll'aci6n no-lineal,para ello necesitarerros el siguiente 

+ Teol"€1M 

sean Co , C1 , ••• , C 11 conjuntos cerrados en el n-simplex 

uní tario S n , tales que 

i) todo vector en S" pertenece a al menos un C ¡ ( U C ¡ = S" ) , 

ii) todo vector en el lado x1 = O pertenece a C.i , i e O,n 

,. 
entonces 

(\ C;, -F 0 
• 

Derrnstración. -

Cons.idererros una lista de vectores xº, x' , .•• , x~ en el simplex sn 

tnl que cada Cj co:iticni:: a uJ, !OOl\OS uno de estos vectores, y que están 

etiquetados ele fa niguit:nte ¡;\'.ll'\cra: 

1 (x.i) = i si x'e C; 

entonces, aplicando el ale;oritm::i de ~ , obtendre!ros 1m conjunto primiti 

vo Pg tal que sus elementos tengan distintas etiquetas, es decir, 

para i = o, 1, ... ,n 

TncronentP.JTOS Cr.ldci vez Jffis la lista de Vectores, de tal manera que la 

rlfatdilcia entre dos vectores cllillesquiera de un misrro conjunto primitivo 

:::;oo c,1JJ vez menor. r.n tonces , la sucesión de conjuntos primitivos P 1 con-

V•!n:c a un punto límite r con la propiedad de pertenecer a cada uno de 
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" " los e, , es decir, P é. 0 c. => r;i c1 ~ !!! J 

Una vez dmostrado el teorena anterior, poderros considerar ahora el pro­

blema de progrruaaci6n convexa: 

maximizar g' (X) 

sujeto a g 1 (x) ~ O g, cóncava 

g i , • • • , g,. convexas 

g,. (x) ~ o 
X ~ o 

' Definirros G {X) =íTig,(x) - í.. íT. g, {x) 
l 

íl 
,,.1 

{ ( íi., 1 íj" ) / rr. ~o, Zi\== 1 3 (*) ron E s . . 
1 

y supondreiros que dado un TI = ( rr, I ••• , j¡,) E. s""' particular, el valor 

de x ~O que IMXimiza la función G {x) es finito, único, es función con­

tinua de íT ( denotada por X (íT) ) y, aderrás, X (il') se puede enoontrar en 

forma explícita. Aunque se trata de una suposición fu8rte, no entrareros en 

detalles por ser solarrente el objetivo de esta sección mencionar una posible 

aplicación del algoritmo propuesto por Scarf. La aplicaci6n que harerros del 

algoritmo será sobre el sinq;>lex s""' . 

Definirros los n conjuntos cerrados e 1 , • • • , e" en el sirnplex S 

e, = l iT / f.', = O 6 g, (X{íT)) ~ O para i=2, ..• ,n l 
C..: =~ir/ li, =O 6 g~(X(íT )) ~O j i=2, ... ,n 

(*) Nótese el cambio de notación: la primara coordenada tiene subíndice 1 en 
lugar de O para facilitar su manejo. 

!\ .. 1 
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cada tmo de estos conjuntos es cerrado y satisface las dos rondiciones del t~ 

rema de la página 75,por lo que 
/\ 

('¡c. f. ~ , es decir, 
1 

A continuación se verá que esta íi" nos llevarS. a encontrar una aproximación 

a la soluci6n del problema de maximizar g 1 (x) • Dicha aproximación será pre­

cisamente X (~') • 

+ Proposici6n 

si existe un vector no negativo x tal que g4 (x) <O i=2, .• ,n 

(satisface estri~te las restricciones del problema de pro-

" -· gramaci6n convexa) , entonces 

Denostraci6n.-

rr• é" n e, => 11, > o 
' 

o' e. s~·'=> TI~~O • SU¡:ongarros que íi~ = O 

n't.. A C;.~íl"·~c~ i=2, ... ,n=) 1T.~=O 6 g,(X(íl'")l:;¡:O 
1 

'9 Z 11,"' g,(X(.if"'ll ~O 
1 

Por Otro lado, 3 X;:' 0 ; g;. (X).:'.. 0 i=2, ... ,n =':! ~ iT,• g~ (X) .C 0 

de donde -Z TI,11 g;(X} "='O ~ -Z1T 11 g¡(X~it)l ; y cano-¡¡;= O 
2 l 4 • 

G •(X) = 1T7 g i{x) - l 1T,"' g, (X) > íT,• g, (X{rl+ )) "" 
t 

• • l'°iT,g,(X(~}) 
t 

= G" (X( Ti"')) 

= 

ID cual es una contradicción puesto que X ( íl* ) maximiza la función G • • 

Por lo tanto, n ... > o I 
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~ 

Retomem:>s a ir'1 
é fl C .t 

1 

íT' E C1 y íT.~ ::> o ::::} pare i=2, ..• ,n 

así. que las restricciones del probl~ original son Clllllplidas por XC rr ) 

Adenás, 'iT' € c.. i=2, ••• ,n :::> rr: = o ó g; (X(tr• )) ~ O , 

pero teníairos que g¡ (X( ir'')) ~ O , por lo que 

n .. • = o ó 

de donde 

Dado TI"€ s"",' X(íi'°') m:ix.imiza la función G•(x) correspondiente. 

te aquí que si otro vector x ~ O satisface las restricciones 

i=2, ••• ,n 

i;er1dríaioos i u," g, ex< rr~ > > 
l 

i_ íT,~ g¡(x) = G" (x) 
1 

por ( *) y poi ~ue 

íi,"' g
1
(X(íi" )) iT,' g 1(x) 

~ ' ii," g, (x) resulta que ~ - . 2. íY, g /x) ~ 
l 

g
1
(X( frt)) ~ g,(x) 

es decir, XC Ti*) resueJve el problena de m:ix.imizai· g, (x) sujeto a 

las nasn1:icciones cadas. 

Eii base a lo antPrim., rn1~diante el algorii100 <le~ Scarf podE'JllOs mccn­

ttiar una apro:dmación a ri•, y, una vez obteruda ésta, se puede calcular 
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ESTA TESIS 
SALIR DE LA 

NO DEBE 
31SUOTECA 

X( 11•) que será una aprox:ima.ción a la solución del problerra de program:i.­

ción no-lineal propuesto en la ~g.i,na 76, 

Vearros un ejemplo: 

rraxirrúzar 

sujeto a 

g,(x) = 2x,x 1 

g2(x) : % X 1 + X1 - 1 6 8 

X ~ 0 

entonces G (x) = fí, g,(x) - TI1 g 2(x) 

= 2 lí, x,x 1 

bG 
2 fT1 X2 ~ IT1 = = 

<) x, 

() G 
2 rr, x, Íit o 

<) X1 
= - = 

es decir X (íT) = 

e, = { ( fj, 'fT1) I fi, = o 

= t ( fi 1 ' ÍÍt ) / fí, :: o 

= l ( fj 1 , íi~ ) / íi, = o 

e 1 = {e rr1 , íii ) / fi1 = o 

: ! ( TI,, ift) I íi1 = O 

o 

ó 

6 

ó 

6 

6 

,..,. ( 1 lh 3 x,+xt-1) 

1 f h 
2 f!'o 

1 -'J .L ttt 

5 !T. 

gz(XCíi)) ~ Q } 

±. Íit + ±. 'ii 1 - 1 <. o J 
6 1i, fi. 1T. ~ ~ 

1 iii - 1 ~ o ) 
3 il'1 

g 2(X(íj ) ) ~ O } 

;!. iT2 - 1 ~ o } 
3 í'f, 

En estf! caso, siguiendo el algoritrro de Scarf, llegaríar.cs a que ün 

elemento TI* que pertenece a la intersección de e , y e 2 es aquel que 
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satisface .!. Tit' - 1 
3 "~ 

= o ·F.;L.o"tro ele.,_""".l:.nto de ~. (\ C1 . m¡ ·(1,0) · 

que no se considera· pues 

X ( 1 , 0) = 

Tenenos entonces que 1. nt 
3 ir,• 

y 

por lo que 

= ( 0,0) ~ 

- 1 = o 

1i1' = 3 Ti,' 

! n,• ' ! .TI.L 
2 Tí,' 6 íi,' 

g, <:m.,oi l .. o 

es el valor de x que maximiza la función 2x 1:-:: 1 con las restricciones se-

ñaladas. De aquí que el valor mfud.ro de la función será 

2c-ª-)cl) = _23 
2 2 

Veairos otra r.ianera de obtcni:Ol c:,te result:D.do, La rcgi6n de soluciones 

factibles serta; 

donde el vector que rrax:i.miza la función g 1 ( x) = 2x, x 2 debe estar sobre la 

recta x 1 = - ~ x 1 + 1 , pues pare cualquier punto interior existe sobre 
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la recta otro punto con al rrenos una coordenada llByor (y por lo tanto imagen 

b-:ijo e, m:iyor ) ; y para algún punto sobre tui eje, la función valdría cero. 

I::ntonces, la función a m:iximizar se puede expresar corro 

g (X 1 ) : 2x 1 (- ~ X 1 + 1 ) con O<x, < 3 

= - ~ x, 2 + 2x 1 

9_g_ = - !±.3 x, + 2 = o => d x, 

~ -- l¡ 
2 --3 <o d x, 

por lo que es un máxirro. 

Y, finalmente, CO!IP 1 
X 1 : - 3 X, + 1 

= 13+1=1 -32 2 

tcndríanns 1ue g(x) = 2x,x1 

bfom::m obtenido. J 

se maximiza si 3 1 x = ( 2 , 2 ) , corro lo ha-
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I.Ds tres problemas centrales de la teorfo del equilibrio econ6mico ge­

neral son los de existencia, unicidad y estabilidad. Para probar la existe!!_ 

cía de dicoo equilibrio econánico, varias son las teorias que en su desarro­

llo han utilizado el teorema de punto fijo de Brouwer. 

im este capitulo final se presentará una visi6n general del r.txlelo Neo­

clásico y de un rrodelo de intercambio puro, que son dos rrodelos econ6micos 

que se auxilian del teorema de punto fijo de Brouwer para probar la existen­

cia de un equilibrio econ6mico. 1\denás, se cita un ejemplo nurerico del rro­

delo de intercambio puro resuelto a travl!s del algoritno de Scarf descrito 

en el segurrlo capitulo. 
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1. ·· V.odelo Neoclásico (~de dezronda) 

Considere.!JY.)s una econorrúa compuesta ¡:.or consumidores (familias, indivi-

.luos) y por productores (empresas, comercios). EXisten n bienes: 

X1 , Xi , , •• , Xn 

Los precios de estos bienes quedan dados por el vector p =. (p 1 , p2 , ••• , Pn) 

A cada vector de precios corresponde una :unción global de demanda del 

bien j : el " X; = X; (p) 
d x, : p - íK 

obtenida de ºjuntar" las demandas de consumidores y productores. P..náloga"!lente, 

X~ :: X~ (D) 
J J -

X~ : P-'> fK 

es la función oferta global del bien j • 

El exceso de demanda del bien j será 

E) (p) 
d :: X j (p) - X? (o) 

J -
j = 1, 2, .... ., n 

y los n excesos de demanda serán agrupados en el vector 

+ Definición 

E (p) = ( E, (p), • • • , E..,(p) ) 

un equilibrio es un vector precio p* tal que todos los excesos 

de derranda son no positivos, y ei precio de un bien es cero si 



- as -

el exceso de dem:u1da correspondiente es negativo. Es decir, 

P~' ~ O es un equilibrio si 

i) í:. (p'") ~ o (componente a componente) 

pi• = o 
J 

fu otras palabras, dado un equilibrio, no hay ningún bien cuya demanda 

supere a la oferta; y si la oferta de un bien es m:iyor que la dem:mda, el 

?recio C::el .. bic:1 caer~ a. cero, 

La existencia del vector precio en equilibrio estará sujeta a ciertas s~ 

posiciones que hQre!!Ps sobre las funciones exceso de demanda: 

i) Son continuas: al variar poco el precio, ·1aría poco la demanda. 

ii) Están inferiormente acotadas; es decir, E (p) ~ b lf p , con b 

un vector cuyas componentes son finitas. Esta restricci6n implica c_·1e la 

oferta de todo bien es limitada. 

iii) Son hom:igéneas de grado cero para cualquier precio; es decir, 

E (o< p) = E (p) \¡- p 

Esto implica que sólo precios relativos y no absol11tos serán de i:~·~C'tan-

cia para el análisis. 

iv) Satisfacen la ley de Walras: el valor en el mercado del exceso de de::-.a.1-

da es cero, " pE(p) = ¿'_pJEj(p) =O 
;.: 1 

'efp~O 

o sea que el valor de la denanda en el mercado es igual al valor de la 

oferta para curil'".·1i e::·'.' vector de precios dado. 
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+ Teorenu 

suponiendo las cuatro restricciones anteriores sobre las funciones 

exceso de demanda, existirá siempre un vector de precios en equil~ 

brío para una econo:nía dada. 

Denx:istración.-

Usando la su¡xisición de horrPgeneidad (iii), es posible norm:iliza.r los 

precios de tal 1Mneru que su suma sea uno. Hecho ésto, todo vector precio 

pertenecerá al simplcx unit.::rio 8•·'= { PE. fR" ¡ _f P; : 1 , Pj ~o 'V j l 
.):1 J 

Considerando ahora las funciones exceso de demanda, podemJs definir, 

para cada precio p , un nuevo vector precio p de la siguiente manera: 

1) P· = P; si Ej (p) = O 

) 
J 

j = 1, ' n 
2) P1 = Pj + ti si Ei(p) "7 o 

!:. tma constante positi-

3) I>:i =max(O,P,¡-ll) si E;(p) < O va pequeña. 

Ftx:lemos "ajustar" A p.lra que las coon:lenadas de los precios p su ... 
:nen uno y pertenezcan, por tanto, al simplex S . Tendríarros, entonces, 

una transfomiación T del simplex unitario en él misrro: 

T (p) = p 

donde p es obtenida de acuerdo al valor de E(p) : dejando el precio ina!. 

teru!Jle ci el exceso de demmda es cero, incrementando el precio si el exce 
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so de demanda es positivo, y disminuyendo el precio (nunca menor que cero) 

:ü el exceso de demanda es negativo. Fsto tiene una explicación económica: 

1) si se consume todo lo que se produce de un bien, no hay porque cambiar 

su precio; 

2) si se demanda m3.s de lo que se produce, hay que aumentar el precio pa-

ra que baje la dem:mda; y 

3) si se produce m3.s de lo que se dem:mda, hay que disminuír el precio @ 

ra que haya m3.s demanda. 

El hecho de que el precio sea no negativo significa que nunca ·se· va a pagar 

:ai·có:prador pór obtener un·bien, 

Fbr las suposiciones de continuidad (i) y cota inferior (ii) de las ft:n-

ciones exceso de demanda, la transformación T es una transformación conti-

nua del simplex unitario en él misrro. De donde, por el teorema de punto fijo 

de Brouwer, existe un punto fijo bajo la transform:ición T .;. T(p*) = p* = p* 

denostrarenos que este punto fi}o e~ precisamente el equilibrio. 

Ahora, tendrerros que pues de lo contrario, 

Fbr otro lado, si Ej (p>'1) < O tenclríarros que tener 

P~' = max ( o, p!• - ~) = p•'• 
> j 

lo cual implica que PÍ' = o = pt' > 
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.. ) 
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'f j 

P'~ = O 
J 

y 

son precisamente las condiciones par~ que p* sea un vector de precios en 

equilibrio. 

Así queua demostrado que el equilibrio económico en el Modelo Neoclásico 

existe si se cumplen las condiciones establecidas. J 
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2.- ~~~Intercambio ~ 

El m::xlelo de intercambio puro considera que tcxlos los agentes econ6nicos 

son consumidores; sea k su nfurero. Cada consumidor posee inicialmente n 

rrorcancias. El vector W • 1 con n o:mponentes1 es la cantidad de cada ne!. 

cancfo que el consumidor i posee inicia~nte. A base de intercambios 

(trueques) los consumidores tratan de obtener las cantidades deseadas de cada 

irercancia. 

Los precios de las irercancías est.fu1 dados y no serán afectados por el 

carp:>rtamiento de los oonsumidores; sea p = (p,, ••• , pft) el vector 

de precios. Una canasta de consUJlX) pretendida ¡;x:>r el consumidor i será 

X ¡ , un vector de n corcponentes que representa la cantidad de cada irercan­

cia o bien que desea tener i • X~ será la cantidad del bien j que de-

sea tener i . W • , entonces, puede considerarse caro la canasta inicial 

de consUilP de i . 

Una asignaci6n X = ( X 1 , • • • , X" ) es una oolecci6n de k canas-

tas de consurro que describe lo que pretende obtener cada uno de los k con­

suntidorcs. Una asignaci6n factible es la que cumple 

.. 
¿X, = ,., 

e~ dc..'<:ir, s6lo los bienes que ¡;x:>scfon inicialmente los consumidores son con­

s itlerados para el intercrunl.iio. Esta surxisici6n .implica que todo bien "forma 
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parte" del intercambio¡ de ~tra manera, bastaría suponer que 

A cada canasta X¡ corresponde una preferencia o utilidad del consumi­

dor i , llam:ida la función de utilidad u4 ( X¡) • Por lo tanto, cada con-

sumidor i trata de resolver el problenE. de 

rrax U;. (X;) 

s.a. p X¡ = p W;. 

Cada canasta X, será posible de obtener para el consur.i.idor i depen­

diendo de los precios p en el mercado , y de los bienes W 4 que posea in.f. 

cialmente para el trueque. ?odem::>s entonces representar a tal canasta com:J 

Xi (p , p W4 ) (funci6n de demanda del cons1.n:úd0r i ) 

donde p W¡ sería el valor en el mercado de lo IJUe inicialr.:ente tiene ' 

A partir de ahora, supondrerros que toda dem3.nda i'. 4 qué oretcr.da obtener el 

con5ui:lid6r i está sujeta exacta'l'.el1te ü su presupuesto .inicial, es decir, 

p X¡ = D \oJ. . . 
Cabe señalarse que, dadas ciertas canastas deseadas por los cons1..rnido-

res, ~uede habP..r valores de p donde no sea posible e:ectuar las tl'ansac­

c.iones pretendidas, rues la d8lléll1da total no sería igual a la oferta total: 

'í, X; (p, p W;) =/: "¡ I·/ ¡ 
j • 
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+ Definición 

un vqctor .. ~.?recion p* eg un equilDi:'icHrahra.áiaiiÓ oi ' 

~ X;.(p1:, p* W,¡) ~ 2: Wi 

o sea que E (pf:) = ¡ X¡ (p*, pf: W¡) 
L 

es decir, no existe exceso de demanda positivo de ninguno de 

los bienes. 

Análogamente al m:xlelo neoclásico, el exceso de demanda estará en :un­
ción de los precios y dado por 

E (p) = !: X;_(p, p W¿) ~ '111 

Notar que E se considera independiente de ~·1 ¡, , pues las dotaciones inicfo 

les pennanecen constantes independientemente de los precios. 

e.amo los precios son dados de anterrano y afectan tanto a :!.os bienes iri-

ciales de los consumidores (W¡) caro a los bienes de'!Endados ( X¿(p, p W¿) ) , 

el valor relativo de los precios es el que nos interesa, y no el absoluto. Es 

decir, cada precio absoluto pJ lo poderos normalizar obteniendo •.m Pi tal 

que 

Tendremos así que la suma de los precios relativos ( p .i ) h:l de ser 

siempre igual a 1. Por lo tanto, nos centraremos en vectores de precios perte:-

necientes al s:i.mplex unitario (n-1)-di~ensional: 
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··' { s = p E f'V, 11 I P¡ ~O t P; = 1 J 
1 

+ Proposición (Ley de Walras) 

p:¡ra cualquier precio 
.... 

p E S se cumple que p·E(p) = O , es 

decir, el valor del exceso de demanda es cero. 

Demostración,-

p • E(p) = p ( 1 X, (p , p·W¡) 't W¡ 

= ¿ ( p·X;(p, p·W¿) p·\v¡) 

= o pues p·X; = p· ':!• I 

En realidad, al suponer que cada consumidor se ajusta a su presupuesto 

de m:x:lo que el valOI" de su exceso de demanda ( o· X; - p· W i. ) es nulo; la 

Ley de Walras (el valor de la suma de los excesos de demanda es nulo) resul-

ta obvia. 

+ Teorerra 

si la función exceso de derranda E: S~ fK es continua y se cum-

ple la Ley de Walres , entonces existe un equilibrio walrasiano. 

Demostración.-



- 91¡ -

'5' p,* E· (p"') r max (0 E.(pf:) ) = i E,¡ (pf•) max (0 1 E¡(p>'•) 
T 4 ' j 'J 1 

~ JMX CO, E· (p•'•) ) 2 p~ E ·(p"•) = 4: E¡, (p•'l) max (0 1 E; (p•'l) i J ;. ... c. • 

pero, p:ir la ley de Walras, 

. de donde ambos lados de la igu<ildad serán cero. En particular 

¡ E.: (pf•) IMX (0 1 E¡(p•':) ) = O • 
• 

Cdd;.i término de esta sum:1 es rw.iyor o igual que ce.ro, puesto que es cero ó es 

(E¿Cp*))2 • Pero si alguno fuera estrictamente 110yor que cero, la suma tam-

bién lo sería; por lo tanto, cada sumando es nulo, es decir, 

E4 Cp*) max (0, E.: (p"•) = O 

....;) E; (p*) ~ O i=1, ••• ,n 

que es precisamente la definición de equilibrio walrasiano, / 

Nótese que a diferencia del Modelo Neoclásico (pag, 8~) en que se hace 

un ,1juste rle precios para lograr el equilibrio económico, el nodelo de intC!:_ 

c;3mbio puro ";iju::-;ta" la repartición de bienes m:mteniendo los precios fijos. 

1:n amt.o:o rrndelo~;, sin emb:lrP,o, el teorema de Brouwer es i~almente útil para 

l..1:. d1~ro~;tr.1c.iones de existencia de los equilibrio::; respectivos. 
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Definamos la función 
n•I n \ 

g S - S • de la. siguiente manera: 

g¡ (p) = O¡+ max (O, E;(p) ) 

1 + f nax ( O, Ej(p) ) 
; .. 

i=1, ..• ,n 

e sen'i continua por ser composición de continuas, y g (p) € s~·• pues 

g¡ (p) ~ o '-V i 

'[ g~(p) = 1 

Notar li.\ analog~a entre esta función p; y la usada en la d':ID')stración de 

juegos hirrrltriciales no cooperativos (pag. 64). 

La explicación "económica" de esta función es que al existir exceso de 

demanda de algún bien ( E¡(p) >O ) , aumentaría el pl"eCio g¡(p) de di-

cho bien, 

Por el teol"eíl'il de punto fijo de Brl0uwer 1 existe un vector de precios 

pf1 tal que pi• = g(p*) , es dedr, 

Pt = p,i(pl't) = PÍ' + max ( O, E¡(p:':) ) 

1 + ¡ max ( O, Ej(p<•) ) 
J 

i=1, .•• ,n 

<imdc1 j/Jl" dr.m:mtrar q1ie p* es pr~cisamente el equilibrio t-.elrasiano buscado. 

De lr.i antí!r.ior expresión se Gi~e que 

P,ir + rr• ¡ ffi.1X ( 0' f, ,i (pi:) 
j 

t:, (pi:) P[' t ITHX (0, r.j (pf•) 
j 

= p!~ + :rnx (O , E¡ ( P'°' ) ) . , i=1, ••. ,n 
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3.- Un Ejemplo de Intercanbio Puro 

Qued6 deirostrado en la secci6n anterior que si la funci6n exceso de ~ 

da E es continua y se CU!Uple la ley de Walras, entonces los puntos fijos de 

g ¡ ( p ) p¿ · + max ( O, E:. ( p ) ) 

" 1 + l:. max ( 01 Ej( p ) ) .,:, 

serán precios en equilibrio. 

Siguiendo el algorit:rro de Scarf, tendraros que los primeros n precios, 

(l,O, ••• ,O) , (0,1, ••• ,O) , ••• , (O,O, ••• ,1) , llevarán las eti 

quetas 1,2, .•• , n respectivarrente. Notar que una vez más los subíndices se 

han increrrentado en una unidad, es decir, el subindice corres~diente al lado 

(o vector) de pri.rrera coordenada nula es 1 y no O COITO se había manejado. 

La raz6n de este cambio es facilitar el manejo de indices al elaborar el dia­

grama de flujo del algorit:rro. !Ds dem!is precios tendrán la etiqueta i tal 

que 
9; ( p ) :;. P• 'f Q 

la cual es una etiquetaci6n propia pues todos estos precios serán puntos inte­

riores del simplex y cualquier !ndice i podría ser la etiqueta, Para evitar 

ambigÜedades, la etiqueta será el rrenor ínc:ice que runpla la rooncionada desi-

gualdad. 

Para proceder con el algorit:rro de Scarf, necesitarros definir las funcio­

nes exceso de demanda individuales E: ( p ) , que serán el increrrento neto 
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del bien i dese:.ido por el consumidor l al '?recio p • Por ejemplo, si 

E! ( p ) < O , el ~ -~sirro agente econánico desea disminuír la cantidad del 

bien i que posee actualmente para poder obtener los bienes cuyo exceso de 

demanda es positivo ( E~ ( p ) > O ) • ( Reoordar que el sistema funciona 

en base a intercambios ) • 

Las siguientes funciones exceso de demanda son un ejemplo de las mu­

chas que han sido descritas en la literatura econ&tica: 

donde W = ( WQl )K•n y A = ( aQj > • ., son dos matrices estrictamente posi­

tivas con k renglones (uno J:Xlr cada coosumidor) y n columnas (una por 

cada bien). Por otro lado, ( b1, .•• , b, ) es un vector estrictamente 

positivo. 

Al no ser un an§lisis econ6nico el objeto del presente trabajo, baste 

decir que estos excesos de demanda fueron tanatlos de un m:idelo de intercam­

bio puro en el que el consumidor Q posee inicialmente w,j unidades del 

bien j . Notar que al exigir a W Rj ser estrictamente positivo, una cond! 

ci6n m§.s está implícita: todos los consumidores poseen inicialmente "algo" 

de cada uno de los bienes. 
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ConsideraTPs en nuestro ejeriplo 5 bienes y 3 conslll'lidores. ü:>s parli-

rretros de las funciones exceso de dE:!llal'lda son: 

( 
1.0 3.0 10.0 1.0 2.0 

w = 0.1 2.0 20.0 5.0 '·º ) 
1.5 s.o 15.0 5.0 10.a 

( 2.0 
1.0 o.a 1.5 

1.0 ) 
A = 3.0 o.s 1.2 1.6 l,8 

0.9 o.a 2.0 1.0 i.a 

( 0.9) 
bt = 1.3 

o.a 

El oonjunto de vectores P que considerarerros es 

I k, ~o .~ k,: = 160 } 

P tendrl1 alrededor de 26 millones de elementos, Sin E11lbargo, esta fonna de 

considerar P evita que, al reesiplazar un vector de t.m cx:injunto primitivo, 

se necesite buscar entre todos los eleirentos restantes de P el vector que 

C."U!ltJla las oondicioncs de la regla de reenplazo ( página 39 ) ; debido a 

que dicho vector se puede generar directaxrcnte en cada paso, 
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Un problema surge aquí: hay elerrentos de P que tienen la misrra i-ésima 

coordenada, lo cual viola la suposición de no degeneración he.~ha en la página 

33 del capitulo II. Sin embargo, para evitar este problema, se puede constru1r 

en cada paso del algorit:rro una matriz 

¡ 1 o 2,000 5,000 P, p, 

1,000 o 5,000 

1,000 2,000 5,000 

1,000 2,000 5,000 
1 2 1 

1,000 2,000 o Ps Ps / 
fornada por los prirreros 5 vectores de P los lados del simplex de acuerdo 

a la definición extendida de conjunto primitivo -~gina 36- ) y tedas los de­

nás vectores que han formado parte de un conjunto primitivo, en el orden en 

que fueron entrando. Entonces, si dos columnas de la matriz tienen el mism:i 

rengl6n i-és:Uro,el prirooro se considerará mayor; y si un vector de la matriz 

tiene el misrro renglón i que otro que no está en la matriz, el pr.i.trero de 

ellos se considerará mayor. Puede dertPstrarse que este procedimiento para r~ 

solver empates también conduce a un algorit:rro finito. 

De manera igual a la que se procedi6 con los sub'lndices de los vectores, 

las coordenadas de p son representadas a partir de p1 
, o sea, 

P = ( p' • Pi , P\ ' P ~ , Ps l , y no P = ( pº ' p' , p1 , P) , !? .. ) caro se 

había hecho. Estos cambios sirrplificar'lan el manejo de índices para progra-
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mar el algoritno. 

A continuaci6n se presenta el diagrama de flujo del algoribro, diagrama 

que de hecho es el programa a trav~s del cual se resolveda nuestro ejerrplo. 



i = i+l 
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e 
1 ~ 

alcular g, (p) W,5 

conjunto primitivo: 

P, = { Pa 'P) 'P .. 'Ps 'P} 

si 

2 
p = (155,1, .. ,2, .. ,1) 

lugar iJ 

i 
j 

o 
2 

1 

l(p) 

Calcular gi <b> L~-;$. i l(~) 

si 

Conjunto primitivo: 

conjunto pr1m1 
tivo con etiqÜe 
tación completa; 

P, = { Pz 'P3 • P~ • Ps • P) 

con p e. P, 

conjunto pr1m1 
tivo con etiqÜe 
tación completa: 

Pj "P;.1 - {P}V f~J 

j = j+l Calcular E,¡ ( p) 
Í E '1,5 

Pj = Pj-1 - { P} U fb) 

J 
P,¡ tal que. 
{,PJ_; 
J. ..: 2 '5 

1( p~ ) =i 

no 

.---------------·- ···- ... -·-···-------- -·-------------------------. 
= [ min (las coordenadas de p) + 1, ..• , 160 - (Lmin+l), •.. ,min (5as coordenadas de p) + 1] jH 

p 
p 6 i'j • 1 p' ) ? p € p p ) '--------'-------------=l~ug~,a:.:r-=i _,. J • lP j 
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Finalizando el algoritrró, el subsinplex generado por los precios del 

conjunto primitivo con etiquetaci6n ccrll;)leta contendrá preciJs que aproxi­

man a un equilibrio: cualquier elerrento p de este subsinplex sería una 

aproximación ( darostrado en las páginas 53 y 54 ) • Las funciones ex~ 

so de derranda ( E¡(p) ) serán las que corresponden a este "casi" equili­

brio. Por filtiiro, el indice final j nos dirá el narrero de reeJ!lllazos que 

· debieron efectuarse para encontrar un conjunto 9l"imitivo con etiquetaci6n 

c:cnq;>leta. 

Señala Scarf que el algoritrro, en una IEM 7094 , tennina después 

de 158 iteraciones ( j=15B ) con el siguiente conjunto primitivo 

J• J1 J} J, is 
p p p !? p 

101 102 103 102 103 
'ibó 160 160 m mi 

13 12 .11 _lJ. _.u. 
160 160 160 160 160 

_§_ _§_ 5 6 6 
160 160 160 16C 160 

J-2 ~ 25 24 25 
160 160 160 160 160 

15 15 14 15 14 
160 160 160 160 160 
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Un elemento de este conjunto primitivo sería 

1\ 

p = ( 104.4 12.3 5.2 24 14.1 ) 
160 I 160 ' 160 I 160 I 160 

y las funciones exceso de demanda corresp::mdientes son: 

E (~) = ( 0.1 , 0.4 , 2.3 , -1.8 , 0.9 ) 

Aunque s6lo E~ (p) ~ O , los excesos de demanda positivos representan 

una pequeña fracci6n del total de la oferta ( sllll'a por columnas de W ) , y 

listo es inportante pues !>r§cticarrente todos los bienes se reparte."l "satis-

factorirurente" entre los constnnidores. 
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e o n c 1 u s.i o ne s 

Caro se rrencion6 en un principio los objetivos fundam::!ntales de este 

trabajo fueron: 

1) Presentar un estu:lio CC1Tprensible y formal del teorema de punto fijo de 

Brouwer en general, así caro un desarrollo del algoritm:> de Scarf. 

2) ~cionar y ejemplificar algunas de las aplicaciones que el Teorema de 

Brouwer y el algoritrro de Scarf tienen en. diversos cantp'.)S de las matemá­

ticas. 

la prirnera conclusi6n que obtuve, tratando de alcanzar estos objeti­

vos, fue que un resultado aparentemente simple ( el Teorema de Brouwer ) 

en realidad no lo es tanto. Prácticarrente todo el primer capítulo en eon­

junto se refiere a su de:rrostraci6n; habiéndose tenido que recurrir a con­

ceptos y resultados de diversas áreas caro el Algebra Lineal y el Análisis 

Matemático. Buscando formas de derrostraci6n más cortas o directas, rre en­

contr€ con que eran rrenos canprensibles a mi rrcdo de ver, por lo que deci­

dí niantener la que se presenta. 

Una vez derrostrado el teorema, se estu:lia el algoritm:> de Scarf. ros 

son los aspectos de este algoribto que más rre llamaron la atenci6n: lo in­

genioso y "entretenido", y las ventajas que presenta para nanejarlo por 

corrputadora. Habiimoolo cx:m:ntado con alumnos de nivel rredio superior, a 



pesar óe no entender ellos la base teórica, lo encontraban müy 

ingenioso y muy "atractivo" para utilizarlo. Una vez pasada 

la teoría formal del primer capitulo, esta siguiente parte se 

siente como una especie de juego matemático. Además, la facti 

bilidad de programar este algoritmo en lenguajes computaciona­

les lo hacen práctico y útil. Se presentaron resultados obte­

nidos por Scarf, sin ahondar mayormente en el campo cornputaci~ 

nal. 

Haciendo una revisión bibliogr&fica, encontré varias apl~ 

caciones del teorema de punto fijo y del algoritmo de Scarf, 

por lo que decidí estudiar aquellas que me llamaron la atención 

particularmente: Teoría. de Juegos, Programación No-lineal y 

Economía Matemática. En todas ellas se mantuvo siempre el as­

pecto teórico formal, incluyendo ejemplos en los casos en que 

lo consideré conveniente y aclaratorio. 

En términos generales, podríamos decir que el Teorema de 

Brouwer se aplic6 para demostraciones de existencia, ya sea de 

un punto en equilibrio de un juego n-personal, O de un equili­

brio económico en un modelo dado •. Mientras que el Algor:..trno 

de Scarf, a través de una búsqueda sistemática, nos lleva a la 

obtención de ~esultados concretos corno el vector solución de 

un problema de programación convexa, 6 un equilibrio económico 



en el ejemplo de Intercambio Puro. 

Queda la puerta abierta a posibles extensiones de esta in­

vestigación: ¿qué otras demostraciones existen para el Teorema 

de Brouwer? ; ¿qué tan eficiente es el algoritmo de Scarf comp~ 

rada con otros propuestos para obtener aproximaciones a puntos 

fijos? ¿en qué otros campos de la matemática aplicada tendr!a 

cabida el teorema de punto fijo 6 el algoritmo estudiado? 

¿cuáles serian las limitaciones de "nuestro" algoritmo al apli­

carlo a un modelo econ6mico que considerara millones de agentes 

(productores-consumidores) y miles de bienes de consumo? • • • 

Como se ve, muchas son las interrogantes sin responder. E~ 

pero, sin embargo, haber alcanzado los objetivos propuestos y 

que este trabajo pueda para alguien, algan d!a, ser de utilidad. 
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