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Introducci6n

En cursos como los de Investigacifn-de Operaciones, Economia Matemitica
y Anilisis Matemftico que tamé durante mis estudios en la Universidad, se
mencion o utilizé el teorema de punto fijo de Brouwer: para resolver juegos
bimatriciales, para encontrar un equilibrio de' un modelo econfmico, etc. Es
de ahi que surge la idea de elaborar este trabajo. Se presenta un desarrollo
formal y comprensible de este teorema y del algoritmo de Scarf que es uno de
los algoritmos propuestos para encontrar una aproximaci6n a un punto fijo.
Ademds, se desarrollan algunas de las aplicaciones que dicho teqrema y algo-

rittno pueden tener en otros campos de la Matemdtica.

En el primer capftulc del presente trabajo se demuestra el Teorana‘ de
Brouwer para cualquier conjunto compacto, convexo y no vaclo. Para ello,
hubo necesidad de auxiliarse de varios resultados, enumerados como seccio-
nes del capftulo. Como se dijo, se trata de que esta demostracibn sea com-
prensible para estudiantes a nivel licenciatura, pero cuidando siempre el

aspecto formal de la misma.

Una vez demostrada la existencia de un punto fijo, surgirfan las si-
guientes prequntast  ¢ofmo encuentro dicho punto fijo? , y ¢cudles son

las aplicaciones de este teorema? El segundo capftulo se ocupa de la pri



mera de estas interrogantes; los dos Gltimos tratan sobre la utilidad de

este resultado y de sus aplicaciones,

Varios han sido los algoritmos propuestos para determinar el punto fi
jo de una funcibn. En este trabajo hablaremos del algoritmo propuesto por
Herbert Scarf, que encuentra una aproximaciSn a uno de los puntos fijos de
la funci6n. Entre las ventajas de este algoritmo cabe sefialar la factibili
dad de su desarrollo mediante programas camputacionales, Se demuestra ade-
mis, en el capitulo II, que la citada aproximacibn al punto fijo puede ha-
cerse tan exacta como se desee. Finalmente, Se presentan dos ejemplos con

el objeto de fijar ideas scbre el algoritmo de Scarf.

Como ya se mencionS, en los capitulos IIT y IV se tratan algunas de
las aplicaciones del Teorema de Brouwer y del. algoritmo de Scarf. Tres son
los campos a los que nos referiremos: Teoria de Juegos, Programacitn no-
lineal y Economia Matemitica. Dentro de Teorfa de Juegos, se estudiarén
los juegos bimatriciales no cooperativos, y se har§ una generalizacifn a
juegos finitos. En ambos casos, el resultado dé Browwer juega un papel cru
cial para probar la existencia de una solucién o punto en equilibrio.
Dentro de programacibn no-lineal, un problema particular bajo ciertas con~

diciones puede ser resuelto si nos auxiliamos del algoritmo de Scarf.

El Gltimo capitulo de este trabajo plantea dos modelos econtmicos y
cita un ejemplo numérico del segundo. Tanto en el Modelo Neocldsico como

en el de Intercambio Puro se demuestra la existencia de al menos un equi-



librio econfmico utilizando el Teorema de Punto Fijo. El ejemplo de Inter-
carbio puro que serpresenta fue resuelto a través del algoritmo de Scarf,
y nos lleva a znoontrar un vector de precios bastante prdximo a un equili-

hrio econfmico.

En sintesis, podriamos dividir este trabajo en una parte teSrica y
una parte 'prdctica', de aplicaciones. La primera presenta y demuestra el
Teorema de Punto Fijo de Brouwer y el algoritmo de Scarf para encontrar
una aproximacién a dicho punto fijo. 'La segunda estudia algunas de las va-

rias aplicaciones que dichos resultados tienen.



I.- EL TEOREMA DE BROUWER
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El teorema de punto fijo de Brouwer, demostrado por primera vez para
los simplex en 1310 » afirma lo siguiente:
cualquier funcidn continua de un subconjunto no vacio de R, compacto y
oonvexo, en &l mismo, deja al menos un punto fijo. Es decir, si KCR" es
compacto, convexo y no vacio, y f: K—» X es continua, entonces existe

pe K tal que f(p)=p.

Para la demostracifn de este teorema, utilizaremos los siguientes re-

sultados por demostrar:
1.~ Lema de Sperner.
2.- E1 teorema de Brouwer se cumple para el n-simplex unitario,

3.~ Todo subconjunto de R" campacto,convexo y de interior no vacio es homeo

morfo’ a4 la bola unitaria de la misma dimensidn ( D" ) .

L, - Todo conjunto compacto, convexo y no vacio es homennofSoa la bola uni-

taria de su misma dimensidn.
5.~ E1 n-simplex unitario es un conjunto compacto, convexo y no vacio.
6.~ Dos conjuntoshcmecimorfos a un tercero sonhomeororfos entre si.

7.~ Si el teorema de Brouwer es vdlido para el n-simplex unitario, enton-
ces también lo es para todo conjunto compacto, convexo y no vacio de la

misma dimensién.

Demostrar el teorema de Brouwer equivale a demostrar los resultados
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2 y' 7. Por lo tanto, se procederd a demostrar estos resultados auxilidndo-

~ nos de los demis; bajo la siguiente secuencia:

4 y 5 implican que el n-simplex unitario es homeomorfo a la bola unita
ria de su misma dimensién. Por 6 y 4, dicho simplex unitario serd también ho
regmorfo a cualquier otro conjunto compacto, convexo y no vacio de su di-

mensidn; hecho que serd rrucial para demostrar 7.



1.- Lema de Spermer

El lema de Spermer puede ser ilustrado en la figura 1. El de la izquier
da, es un trifngulo cualquiera con sus vértices etiquetados con 0,1,2. A la
derecha aparece el mismo tridngulo pero subdividido en pequefios tridngulos.

Ios vértices del tridngulo original mantienen sus anteriores etiquetas. Ios

figura 1 440

vértices aumentados, si estén sobre un lado del tridngulo grande, deberdn
llevar la etiqueta de uno de los extremos de dicho lado; vértices en el in-
terior del trilngulo original pueden llevar cualquiera de las tres etique-

tas (0,1,2).

El lema establece que, siguiendo sblo la regla anterior , al menos

uno de los triingulos pequefios tiene etiquetacifn completa (diferentes eti




quetas en sus vértices). En la figura 1, los tridngulos sombreados tienen

etiquetacidén completa.

Este resultado no es aplicable sblo a tridngulos, sino también a polie-.

dros en otras dimensiones llamados n-simplex.

+ Definicibn
un n-simplex o simplex n-dimensional es la regidn convexa mds pe
quefia en R™*' que contiene a (n+1) vértices dados. Es decir, si

x°,x',. ..., x" son los vértices,

n—simplex={x/x=§>qxi , ZN=1, X.BO}

" Ilustrando la anterdor definicién tenemos que
-1 - simplex. . . oconjunto vacio
0 - simplex . . . un punto
1 - simplex . . . par de puntos y el segmento de recta que los une
.2 - simplex . . vértices, ladds e interior de un tridngulo

3 - simplex . . . vértices, aristas, caras e interior de un tetraedro

+ Definicidn

los simplex naturalmente asociados con un n-simplex S son 1los

simplex de cualquier dimensi6n (desde -1 hasta n) que tienen

vBrtices que tambifn 1o son de S. Tor cjemplo, con un 3-simplex



los simplex naturalmente asociados con &1 son:
conjunto vacio (-1 - simplex)
los 4 vértices (0 - sﬁnplex)
las 6 aristas (1 - siﬁrplex)
las Y4 caras (2 - simplex)
el tetraedro (3 - simplex)

+ Definicién
w conjunto de puntos de un simplex S es un conjunto con eti-
quetacién propia si
i) oontiéne a los (n*l1) vértices de S (°, x', . . . , x")

ii) las etiquetas de estos vértices son 0,1, . . . , n (sin
importar el orden)

iii) x =2 \;x; € S, tiene por etiqueta alguna j 5 Mo
iz0
+ Definicién

una subdivisidn simplicial de un n-simplex S es un conjunto fi-

nito de n-simplex { S.-} tal que
i) s, €8
il s =5

iii) af g, = }conjunto vacio
yorK un simplex naturalmente asociado a ambos

+ Lema de Spermer
si el conjunto de los vértices correspondientes a una sub-
divisibén simplicial de un n-simplex S es un conjunto con

etiquetacibn propia, entonces existe al menos un n-simplex



Sy de la subdivisifn que tiene etiquetacién completa.

Demostracidn.~ se hard por induccidn sobre la dimensitn del simplex; demos-
‘ tréndose un resultado mis fuerte: el nimero de simplex de la sub

divisifn con etiquetacidn completa es impar.

Wn=1
Con el objeto de obtener una etiquetacidn pro-
‘______________...... . " e - . e
y pia, este segmento se subdivide con un nimero fini-
0 1

to de puntos. Cada uno de los cuales se etiqueta

con 0 & 1 arbitrariamente.

Tomemos los "subsegmentos" con al menos un extremo etiquetado con 0;

hay dos tipos: ambas etiquetas 0, 6 una etiqueta 0 y la otma 1.

Consideremos por separado estos "subsegmentos'; sea a el n{mmero de
ellos con dos etiquetas 0: contamos 2a extremos con etiqueta 0. Sea b el
nlmero de "subsegmentos” con una etiqueta 0 y otra 1: contamos b extre-
mos con etiqueta 0. Asi, el n{mero de extremos de los "subsegmentos" con

etiqueta D es 2a + b .

Ahora tomemos el segmento de recta comd un todo. Existe una sola eti
queta 0 en un extremo del sepmento original, pues, si existiera otra eti-
queta 0, estaria en el interior del segmento y, por lo tanto, a ella inci

den 2 simplex de la subdivisién. Es decir, estos extremos son contados dos



veces como extremos con etiqueta 0. Asi, el total de extrems contados
con etiqueta 0 (2a + b) debe ser dos veces el nimero de etiquetas 0 en
el interior del segmento mis 1 (correspondiente al vértice original eti-

quetado con 0); por tanto, 2a + b es impar, entonces b es impar.

Pero b = nimero de simplex con etiquetacidn completa. ¥

(ii) n = 2 (aunque formalmente este paso no es necesaric, se presenta por

considerar que puede aclarar el procedimiento seguido en (iii) )

Tomenos los simplex de la subdivisidn que tengan etiquetas 0 y 1,
exclusivamente, en sus vértices. Hay dos casos:
~ con dos etiquetas 0 y una etiqueta 1,
- con dos etiquetas 1 y una etiqueta 0,
en cualquiera de los dos casos, el simplex tendrd dos lados con etique-

tas 1 y Q.

Sea &, el nimero de simplex que cumplen el primer caso y a; el ni-
mero de simplex del segundo caso. Entonces a = a; + a; es el nimero
de simplex de la subdivisién que llevan etiquetas 0 y 1 pero no etique-
ta 2. Sea b el nimero de simplex qué llevan las tres etiquetas. De agui,

el nimero de lados con una etiqueta 0 y 1a otra etiqueta 1es 2a+ b .

Considerando como un todo el 2-simplex original, tenemos que los
lados con etiquetas 0 y 1 del interior son contados dos veces; y los la
" dos que estén sobre la "frontera" del 2-simplex, estarfn sobre el lade
con etiquetas 0 y 1 por definicidn de etiquetacidn propia. Pero este la
do es un 1-simplex, y, por (i), contiene un nimero impar de 1-simplex

con etiquetas 0 y 1.



Por tanto, el nimero de lados con etiauetas 0 y 1 que hemos contado
es este nimero impar mis dos veces el nimero de lados "internos" con eti
quetas 0 y 1; es decir, 2a + b es impar, entonces b es impar y es, pre-

cisamente, el nfmero de 2-simplex con etiquetacidn completa. v/

(iii) Supongamos que para un k-simplex toda subdivisibén simplicial nos da

un nmero impar de k-simplex con etiquetacibn completa.

Consideremos una subdivisidn simplicial de un (k+1)-simplex con una
etiquetacic’an' propia. Sea a el nimero de (k+1)-simplex de la subdivisibn
con vértices llevando todas las etiquetas de 0 a k, pero no (k+1); como
estos simplex tienen (k+2) vértices, alguna de las etiquetas aparece dos

veces y las demds una sbla vez.

De aqui que haya dos formas, en cada uno de estos (k+i)-simplex, de
que un k-simplex naturalmente asociado a &l tenga las etiquetas 0,1,..,k
Por lo tanto, el nimero de k-caras con etiquetas de 0 a k es 2a. Sea b
el nfimero de (ic+1)-simplex de la subdivisidn con etiquetas G, 1, . .,k#l,
entonces cada uno de éstos contiene una sbla k-cara con etiquetas de
0 ak, yasi, el nlmero total de k-caras de los simplex de la subdivi-

sidn con etiquetas 0, %3, . . . ,k es 2a+ b,

Do las k-caras anteriores, algunas estén en el interior del (k+1)-
simplex original y otras en su"frontera". las interiores son incidentes
a cdos (k+1)-simplex y se cuentan dos veces. las que estén en la "fronte-
m'" inciden s6lo en el k-simplex, naturalinente asociado al (k+1)-simplex
origimal, que lleva etiquetas de 0 a k; pero por hipdtesis de induccidn

este nlmero serd jmpar.
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El total de k-caras contadas con etiquetas 0, 1, . . . ,k serd el
nimero impar anterior mis el doble de las k-caras interiores, es decir,
2a + b es impar, entonces b = nlmero de (k+1)-simplex con etiquetacidn

completa es impar. v
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2.~ E1 teorema de Brouwer se cumple para el n-simplex unitario.

+ Definicién

8% = n-simplex unitario = 2 x = (Ao .., )\..)/Z A=l )m,o} <R

+ Notacibn

x* = (1,0,0,...,0)

x' = (0,1,0,...,0) xte 8" iz0,1,...,n
: x°,%'y...,X" serin los vértices
v n
X" = (0,0,0,...51) del simplex S'.

+ Definicibn

el didmetro de un conjunto convexo es el miximo de las distan-

cias entre dos puntos del conjunto.

+ Teorema
£:8"—8" continia => 3 k€s" , f® =%
Demostracidn. -
Sea (Ao, Ar,...,A) €S, denotamos £ (.,\. Moo A= (8 8, 8 e 8T
Definamos la siguiente etiquetacidn propia 1:
(A A, ... %) =1 donde i es el indice mis pequefio tal que

S.¢ N:# 0 3 esta i existe, pues de lo contrario
1=3 6 > M =1 ‘Z

las etiquetas de los vértices serdin 1({x°) = 0, 1(x') = 1,..., 1(x™ =n

+ N » 0 3 . . » ) N
Consideremos ahora una sucesién de subdivisiones simpliciales {A L\em
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tal que sup { difmetro de s;{ —0
e M A

De cada subdivisidn simplicial 4° escogemos un simplex con etiquetacidn

completa s; 3 dicho simplex existe por el lema de Sperner.

Tomemos ahora un punto cualquiera x‘gsi ., { x‘}‘m es una sucesidn
4

infinita de puntos en un compacto S® , entonces podemos extraer de ella una

subsucesidn {x“} que converge a x = (%, N,..., %) € S
ielN

Sea s;, = {x/x=Z£“ Xi‘k, 2 €zl & 20} el simplex que
K20

contiene a x’* , donde:

: . " %o
x%0= l)\:o, )\:0‘ ".'A/\ )
;. ST ol bt
XJ.': ‘An R )\" "'l}"")
i Jon Xn IR,
X""=(/\°,>\.,..‘,)\~)
Como el difmetro de §j, tiende a cero si i- o0 , tenamos:
{X:“'o} "‘—) ; 0. LY -(1)
ieN
X v e D

;XJ;IJ“'N__._, '

{x’i"}_ — % ... . (#D)

N

estas sucesiones son las de los vértices de los simplex, con etiquetas 0,
1, . . . sn respectivamente.

~ ~ ~

Sean ., W, , ..., W. las proyeccicnes sobre la 12,28, . . .,

(n+1)-8sima coordenada. Por ser f vy estas proyecciones continuas, la com-

posicidn T~ Wof es continua para 1=0,%1,...,0



- 13 -

Por (1) (Tl = Wev ) (x}0) > (T, -~ Mo £) ()

AJD‘O - lSoho ' — -A—u - 5—0
donde F(%) = £( X, X,,... A= (5_,_‘,5,)-, pero segln la etiquetacibdn definida,
e N = K-8%30 ¥io= X.-4.20.. . .a)
Por (2) (T =Tof) (x5') —— (W, - Mo F) (R)
Ao
Ai;l - él)“ _— >\| . 6'
pero seglin la etiquetacifn definida,
she X = X80 v o= .10,

Por (n#1) (i = a0 f) (XM b (M0 - flae £) ()

R S T LI
perc segln la etiquetacién definida,
N S

- -

Por (a)s (@2, + + « 5 (an) M2 d ¥,pero S A= S8 = |
=) Y ¥. , es decir, f(R) =% V
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LCijemplo

Siguiendo el procedimiento usado en la demostracidn del teorema de
Brouwer, encontraremos un punto fijo de una funcibn especifica.

>Sea f una funcién del 1-simplex unitario en &l mismo, es decir,

f: S'—»§! con S' = {(xc,x,) /%t x, =213 xa,x,zo}

definida de la siguiente manera: f (xg,%,) = ( 1-x; , x}!)
Claramente, f es continua y su imagen estd contenida en S' .

la etiquetacién propia serd:

1 (x®

1 (1,0

"

0
1

. 1
0 - %, £
l(:r(qaxn)={1 zjxofj.lmxcésoxo

1(x") =1 (0,1

. . . . ) . o« h N
Consideremos la siguiente sucesidn de subdivisiones simpliciales {A J N
ne

4 - {1-simp1ex de vértices (0,1) vy (';,-i), 1-simplex de vértices (12 ,",j) y (1,0)}

At = {1 simplex de vértices (0,1) y (._,,q), de vértices (q, Yy (q,“),

VX ={ simplex de (0,1) a (8’8 de (8’8) a (B’B)’ de (ﬁ-,&a) a (é,-%), . 0
.y do ('8‘)") d (1,0)}
4 ;{1sn1plcxde(01)a(,n. "2;'), —‘—ﬂ—)a(—-.—-—-),...

" 1 .
o de (2 .Tmu,m}

Por ser de igual "tamafio" todos los 1-simplex pertenecientes a la sub

. v .3 fad s 3
divisién 4, el difmetro de cualquiera de ellos serd
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2 2 2
1 2' -1 1 1
J( 2"‘0) *( 7 ') INE (1‘?’""1)
A
\2" 2%
Sl .2
\7“ 2"
=> lim |sup {diénetro de s;} = lim ‘%_2;- = 0
n-ao SLGA" Y.

De acuerdo a los pasos seguidos en la demostracidn, debemos escoger un

1-simplex con etiquetacidén completa de cada subdivisidn simplicial A%, Ve-

remos que este simplex siempre serd el de vértices (2" -1 1
—"27\—' » 3R y 1 aO)

para cualquier neN.
Sea ke{i,Z,...,Z"—ll =) k< 2"

2% ¢ 2™

K 1
7S
X

Por otro lado Kk
i w2 0= _k__(

1 k
7 (77w 70
k 1
21\-1(1_2}5"‘ 2)> 0
ko x? k
2A-|‘ Zin > Zn
2%, X2
1~ [1_ R +"§TA} > Q']'(F\—

< ()

-
¥
—
~N)
>
n
S
-
N
N
v
=
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Por cer ke {1, 2y e ey 2""3, cualquier vértice de un simplex s;¢ 4"
( excluyendo (0,1) y (1,0) ) puede representarse comn

(%o 5 %, ) =(-2—},<.—-,-212~R—k—)

pero entonces, por (%), tenemos que 1- x,’ 2 X, » lo cual es el criterio
para que 1 (x,, x,) = 1 . Por lo tanto, tcdos los vértices de los simplex
pertenccientes @ A tendrdn etiqueta 1 , excepto (1,0) que estard etique

tado con 0.

Bl Gnico s: ¢ 4" con etiquetacidén completa serd entonces el de vérti-

ces (_2..__2_:._1_ , -2—1"-) y (1, 0) ; consideremos el punto (2"2; 1 , _2_}{_)

de ese simplex. Tenemos pues la sucesidn de puntos {( 2" -1 1
2" b 2!\

nemN

En este caso, no serd nccesario extrder una subsucesién convergente, ya que

la misma sucesidén converge a (1, 0).

En la demostracidn se probd que este punto de convergencia era un pun-
to fijo, lo cual es directo en este caszo ya que

F(,0 = (1-0%0%) = 1,0 V

De la unicidad del punto fijo no podemos afimmar nada. En este caso,

por ejemplo, (0, 1) también es un punto [ijo.



- 17 -

3.~ Todo subconjunto de R" compacto, convexo y de interior nc vacio es ho-

meonorfo a 12 bola unitaria de la misma dimensién ( D%)

+ Definicidn
un mapeo f de un conjunto A en un conjunto B es un homeoror
fismo s1 (i) f es una biyeccidn,

(ii) £ y el mapeo inverso f™' son continuos.

+ Definicién
dos conjuntos A vy B &on homeomorfos si existe un homeomer figo
de A en B.

+ Proposicidn
Sea K¢ MR" compacto, convexo y de interior no vacio. Sea
XoeIntX y UeR",Mill=1. Entonces existe un tnico
theR, t4»0 talque ¥, =% +td € Fr K
Demostracién. -
Por ser K acotado, existe M»0 , K C B,(R.)
Sea A = { teR/ €50 G, + thE K], £71d pes % ety
teA = t<M+1,esdecir, A estd acotado superiormente, por lo que
existe su supremo t“‘>0 .
Ahora demostraremos que 9" = ;t,, ¢ taﬁ € Fr X , es decir, dado r
tal que 0<r(2ta, () B, 3ONX # ¢ ,
(i1) B, (§) N K° £ &

a

(i) Como t" = sup A, (t:‘—g)eA no es supremo de A, por lo que
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LEA DY, sXettl€E K « v .. (@)

o - 0| = lles - w0 &) = |t?~ - 1) il = % - £
= 'Ca -t < g < r
por (1)

=9 €80 ..., (b
@y (b = B8,GINK # 6

(ii) Sea t,=t“*+§- , tertizsp A=y y, T x, + tud K
= y, € K. .. .. ©
W -0l = fta-th bl =ti-ti=Z¢r = Je8G . .. @
@y (@ = BGINK? ¢ | .

Queda pues probado que ;', € Ir K', es decir, existe t&efR tal que

Xo + t40 € Fr K . Talta demostrar que este t% es Gnico.

(1) t>th= supA=>§<,+tf1¢K =>» , por ser K cerrado,

X, ttud rK J

(1) tet®, P.D. y=3 +tl € Int K
Por ser ;tg un punto interior de K, existe r » 0 tal que B, (X,)C K.
Tomamos ahora una bola de centro en 9 y radio r' tal que

“ _
U<Y"<P($—-tT£)

sea 2z cualquier punto de esta bola, entonces uz - 9“5 r'
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a

Sea ;1='{:';:“‘Tt‘(z—&)+§(u
= fh-k) s wx - y||<_%r'<ﬁt_j7(t_%-,£r).w

= ﬁeB,(Qo) = heK..... ()

Por otro lado: té-t & A, _té-t[ td Syl 0
——t—:—(h—y.)=———t—;——{—-——-:c-(z—y)+xo—yo]v

tu -~
= z-y+ 5@ -9
A A A
=z"y+xo—yo°'——"(xb ja)

A sa v - Xeo
pero &D:xo+tuu =>ﬁ:¥9__t_r)i_
entorices tt-t (h Y~)~ z—§—§r.,+x + 2
= z-§1~§1,+§1
= Z‘i’e
‘t‘A‘-t A A
= z=5 + G-
. thot th - t\a t
= ——tr—'h +(1 ——t-—;——-)y,, con 0 € ——s— t’l <1,esde—

A
cir, z es combinacién convexa de h , 9, eX (por(®) = zek ; de

aqui que, al ser z cualquier punto de Br.@) ' fre Int K J

Demostrada la proposicién anterior, definamos la funcién f tal que
£oopt = {ReRY [Rfe) -k

de la siguiente manera:
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A
Xo € Int K

n

+ F (0)

+ FR) =% +EIEAG para 04%eD ; donde t'ef] (0<t'€1) y

weR™ Hﬁ“: 1) son tales que X = t'Q
th es el supremo manejado en la proposicidn an-
terior.
la funcidén f ser& una biyeccibn por (a) y (b) que se demuestran a

continuacién:

(@) Sean R, » X2 €D" 3 X, # %, =D ti0, # thl,
si G, # Gy,  tthd, 4ot teg,
Ro + ! ER, £ %o *t] til,
FR) # F(x)
ii) 81 0, = 4y, la t% correspondiente serd la misma, o sea que
th = th, pero ] 0, # t) Ga =] # t)
t e, ¢ ) th,
%o + £ MG, # R, +t] £,
CTFR) O FGy
Queda pues demostrado que f es inyectiva porque
Ry %p&D" | R Ak = F (k)AL (R
(b) Sea Y€K . Porser % eIntK, JseR (s30) , 0eR" (b= 1
tales que v = % + st
Por otro lado, Y, = R, + t4 4 € Fr K , de donde, por ser K compacto,

1.y b v
y se encuentra en el segmento de recta que une X, Yy §/u 3 es decir,

y se puede representar como ¥ = X + t't%48 con O0gt'¢1

F (') con t'hieD"

Queda pues demostrado que dado y € K, 3% =t'ieD" y £ () =y ., Es
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decir, f es suprayectiva.

Dado que .f es una biyeccidn, su inversa £ : K— D" existe y que-

da dada por

+ (%) = 0 . R EInt K
A A . N
+ £ (\)) s Y—%{—E‘l para X, # Y€K ; donde t*es el

supremo manejado en la proposicidn
anterior y que corresponde a la U
tal que y = %o + t't%0  (t'eR,
get'st) ,

Chequemos que f y f f' son realmente funciones inversas:

. .-l ) 4_;{ ~ A " ‘\_.26 -_ . . A
- f£(f (9)) = f(LgrL)~ X, * t4 (LE-“‘—) =y J
- FNEB) = (Re + tRR) = ﬁLiigg;zh = 5/

—~1
Para demostrar la continuidad de f , consideraremos el caso de K .

Para otras dimensiones, el razonamiento seria andlogo.

i lim £ R

2 — 0 %
A . N A
T X .w f es continua en 0

ii) Sea 0#%e€D'. P.D. lim £ = £(R,)

X —» X,

lim £ = Lim (%, +th%k)
A —» ), » —X,
= %, o+ % limtw
X —p %,
Basta pues demostrar que dim td o= M
X o,

A A

Sabemos que % = t'd , %, tM, con t',tleR, 0<t', tlg1l

y  lall=la =1 .
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Ahora, por ser X,eInt K, 3 B, (io)c; K . Consideremos los puntos
Vo= % FEEW =%, +ER
Vo= ke HELN, =%, +ER,
elementos de esta bola. Por ser %, y £ constantes,
X X & T H oo ()
Tratemos de "visualizar" el problema:
i 2
K
ot
Py

Por la proposicién demostrada, los segmentos de recta que parten de X.

yquepasanpor y y ¥

respectivamente, "tocar@n" a la frontera de 4

en un s6lo punto. Sean z y 2, estos puntos de la frontera.

Sabemos, también por la proposicidn, que’

A
Z

a
Zy

A

=%, +tAQ

= % FTEQ,

Si hacemos tender ¥ a 9, ,enel limite X = 0°; es decir, el tridn-

gulo de vértices X, , 2

y Z, serd un segmento de recta. Por otro la-

do, si en ese 1imite % # %, , tendriamos que el segmento de recta que
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parte de ;eg y pasa por 2 € Fr ¥ , también pasa por 2efr K , lo

cual es una contradiceidn. Por lo tanto,

lim, 2 = 2z, =  lm (% +t2d) = x, +thQ,
Y2, '3"'"‘9«
:_"_"") 1lim 't“'ﬁ = 't-“al
§ -3,

en este Gltimo limite t¢ v tf‘ determinan el tamafio de los vectores,

mientras que U y U, determinan su direccidn. De donde, para que se

de la 1gualdad: Alim‘ _ta - .t.:n e (*;vf)
Y=y,
din U =4,
hry,
For (%) y (%) concluimos que . Lim th oz JLim th o= ¢ . Quees
3 =y, * %,

precisamente 1o que necesitdbamos para terminar de demostrar que f es

continua. v

Demostraremos ahora que f£°' es también continua:

D dm £ = lm T
‘:,'-,ib Y X
A . col . A
= Q . £ es continua en x,

ii) Sea X, #9,€K. PD. lm £ =G

5 -5,
lim £ = Lim Y- k.
:)—-‘“;I 5""‘;0 'tll
A A
= 4= K Wi
T por (#%)
= 'y 7

EL mipeo f , por ser una biyeccibn y por ser f y 7 continuas, es
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un honegrosfiano de D en K. Y al ser K CR"  un conjunto compacto,
convexo y de interior no vacio cualquiera, queda demostrada la afirmacién

de la presente seccién:

todo subconjunto de R" compacto, convexo y de interior no vacio (K) es

hameomorfo a la bola unitaria de la misma dimensién (D®) .
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4.~ Todo conjunto compacto, convexo y no vacio es homeororfe a la bola uni-

taria de 5u misma dimensién.

——— T T T

Demostracidn.-

Sea K< MW" compacto, convexo y no vacio. Sea mg¢n la dimensidn de K.
(i) i m=n, Int K#d& vy, porel resultado 3, K es homeororfo a D" .

(ii) S m < n , mediante una transformacidn continua y biyectiva T se
puede mapear el conjunto K enotro K'¢RR™ tal que X' es compac-

to, convexo y de interior no vacio.

Por 3, K' es_hareotorfo a D™ , es decir, 3 fi1 K'—> D™ talque f
es una biyeccién y £ y £°' son continuas.

Tenemos pues que

K I fypn > EeT: K=>D

m m

-1 N
i Ik, et Ptk

porser f y T Dbiyecciones, estas composiciones también lo son, V,

por ser continuas, las composiciones son continuas.

“

Pero (feT)' = T'eof"' pues

"

XED™ =) (fo To (T"of") (x) FAT (T (£ () ) )

FOE ) = x

yeK =) (T"ef "o ( foT ) (y) = T (E (T () ))

T ) =y

s FeT : K —D" es un homexorfismo o, equivalentemente, X es

homomeomorfo a ™ . YV
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5.~ El n-simplex unitario es un conjunto compacto, convexo y no vacio.

Demostracidn. -
Habiendo definido el n-simplex unitario como

s = {x = (Ao, AL A/ :Z_ e =1, M2 0) tenemos que:
Mo

i1} 8% es cerrado pues su frontera pertenece al conjunto por pedirse las

A mayores o iguales a cero.
ii) 8" es acotado porque  0€ Mg 1 Ni = $"¢ B (D)

iii) Sean X, = (Ao ,A) 5 %= {§,,.., 80 € 8% 0O0stgl
Xztx, +(1-1)x, ,es decin, & es combinacién convexé de %,

Yy X

t(_Au,.,.,An)+(l-'t) (60, .‘61\)

"

Cthet (A -1)8es + v o o o 5 At (1 -1)8n) = por ser
t, A, (1 -1),8 20, cada componente de

X es 3 0

"

Ct (Ae=8)+ 8, o v v v vyt (Aa~80) #8:)

la suma de las componentes de x serd

STE(AN-8)+ S o= t 2 (A-bi) 2
) e R o
=t (EA0-280) + 1
. 10 ito
= 1
x &8 y S es un conjunto convexo.
1
iv) S* es no vacio pues, al menos, 1 1 =

+
>

n + 1 b n + 1 4 * . - * - , n
pertenece a S,
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6.~ Dos conjuntos homeamorfos. o wi terseto.sor nopwnorios ontid'sg

Dempstracién. -

Sean Ay B dos conjuntos tales que
(i) Aes h&maofmrfo al conjunto C ,
(ii) B es homesmorfo al conjunto C .
Por (i), existe una biyeccién f : A->»C talque fy £ son‘continuas;

por (ii), existe una biyeccién g :B—C tal que gy g™ son continuas.

Ahora, consideremos la siguiente composicién de funciones:

- ] '
Abc st , gle f: A—>B
f"
B-E»c A , f'eg: B—>A

por ser f y g biyecciones, estas composiciones también lo son, y por ser

f yg continuas, las dos composiciones de funciones también son continuas.
Chequemos que ( g'e f)' = flog

- (gler)e(flag) 0 = gV CE CFN (g ))

gtlgx)) = x

' Cg (g (£(x)) ) )
FPOf) ) = x

= (flego(glef) (%)

S g"or‘ es un homeomorfismo de A en B , es decir, A y B son

homoamor fos,
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7.- 8i el teorema de Brouver es vdlido para el n-simplex unitario, entonces

también lo es para todo conjunto compacto, convexo y no vacio de la mis-

ma dimension.

Demostracién. -

Sea f:K—>K una funcién continua de un compacto, convexo y no
vacio en &1 mismo.

Sea n la dimensién de X , entonces, por 4, X es homeomorfo a la bo
la unitaria D" . Por otro lado, el simplex n-dimensional unitario S" es
también homeomorfo a D* , por b y 5; de aqui que, usando 6, tenemos que K

y S" son hipesmorfos.

Sea g : K- 8" labiyeccién tal que g y g' son continuas,

sn K K
- Q |
— _

por ser composicién de continuas, goefoe g

15"~ 8" es continua y,
por el teorema de Brouwer demostrade en 2,

3 xes” g(f(g'®)) = %
Ahora, por ser g biyectiva, existe una Gnica ye€X , g(¥) = X,

entonces, aplicando g', F=g'G) ..., (a)

Teniamos que g ( £ ( £'(X) } ) = Xk  entonces, por la unicidad de

s oF(E®) ... . (b)

<l
-
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Finalmente, de (a) y (b), £ (g'(x) ) =g'(R) , es decir,

g% € K es un punto fijo bajo la funcibn £ . YV
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iI.- APROXTMACION A UN PUNTO FIJO DE BROUWER



A partir de este capitulo, referiremos el Teorema de Punto
Fijo a los simplex exclusivamente; en especial, al simplex uni-
tario. La razbn de &sto es que las aplicaciones pricticas del
Teorema de Brouwer, que se verdn mds adelante, se refieren a es
te tipo de conjuntos. Ademds, el simplex unitario es homeomorfo
a todo simplex, por lo que "sus" resultados se pueden generali-

zar a los demds simplex.



- 32 -

1.~ Conceptos preliminares.

+ Definicidn
sea 8" el n-simplex unitario, es decir,

X;=1}

«M>

st ={x=(x,,x.,.. e e Xa) /o oxi20

Un subsimplex de S" cue ticne la missa‘orientacién cqae 81

es el que estd definido por las siguientes desigualdades:

X, 2 de
X, » a,

: con a;20 y %‘,a.<1
X, o

subsimplex con la misma
orientacidon que S"

In contraste, en la siguiente figura el subsimplex no tiene la misma
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orientacién que S" pues el lado correspondiente a la primera coordenada

o estd "alineado" al del simplex.

.°‘1“\\\ // (4, a, ,¥)
(“2 s ﬁ ’ ai)

Formalmente hablando, tenemos que ™:>o(, . El subsimplex no puede
quedar definido por Xy 2 &
X, 2 a, con o » «,
X132 ay
porque el punto (&, , a, ,¥) no cumpliria las desigualdades. Por otro
lado, tampoce es posible que (<€, pues los puntos de la zona sombreada,

que no pertenecen al subsimplex, cumplirian todas las desigualdades.

HipStesis de no degex{eracién

Consideremos ahora una lista finita de vectores x™, x***', .., x"
que pertenecen al simplex y tales que
1) ninglin vector en la lista tiene alguna componente cero, y

i1) no hay dos vectores que tengan la misma i-&sima componente.

Seleccionemos arbitrariamente n + 1 vectores de la lista anterior,

¢ serd posible construir un subsimplex, con la misma orientacién que S°,
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_ tal que cada uno de sus lados pase por uno y s8lo uno de los n+l vectores

de la lista ?

+ lema

dados n+1 vectores de la lista anterior, x*, x*, .. . ., x*",

habrd un subsimplex con 1a misma orientacidn que S +tal que cada
lado pase exactamente por uno de los ntl vectores, siy s8lo si,

en la matriz X , el menor elemento de los diferentes renglones apa

rece en diferentes columas.

Donde oA
X = AN PR L
.it o1 ';
L e ,\.....x,\‘J
Demostracién. -
=)) Para cada ccordenada i (1 =0,4, ... ,n) , unc de los

n+l vectores debe estar en el lado X = a; , digamos que es =™,

Sat
entongas X,

LT ai .

Como no pueden tener dos vectores igual compornente i-&sima y co
m loo restantes n vectores x’? pertenecen al subsimplex, se cum-
ple que xi’ »a; (con B £« ). Deaquise sigue que

oo b ) ia
Ko F omin | X; o3 Xy e 0. s X

A s

¢ decir, es 21 minimo de su rengldn en la matriz X .

Ahora, como cada uno de los vectores estd sobre uno de los lados
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a; , se sigue que cada vector ( columnas de la matriz X ) tendrd un mf
nimo Gnico de su rengldn, es decir, el minimo de los diferentes renglo-~

nes esti en columas distintas. Vv

&=) L2 condicidn de que los minimos por renglén aparezean en diferen-

tes columas implica la construccifn del subsimplex requerido, pues és

te estaria dado por el conjunto de puntos € Xe 5 X 5 = + + 5 Xn )
tales que £ . 3 3 Ja
4 2x=1 ,y x,;mn{x,",x,,‘,...,x‘}
o
o IR )
x,‘;mln{x':,x',\,...,x:l

Como todas las componentes de los vectores son no negativas, los |

minimos lo serdn también. Por otro lado,

n B

, % ¥ 2 )
2. min {xk s Xy oy e s ,xf}(Zx{= 1
" Vo

£Y

pues la columa jo sBlo tiene uno de esos minimos, digamos que es

Yo . ) :
3 o o . ) :

Xy 3 por lo que xi)mn{x;,x;,...,xr; para B .,

Queda pues completamente definido el subsimplex con la misma

orientacibn que S" . El hecho de que cada lado pase exactamente por

uno de los nt+l vectores se sigie deque'dada i =0,1, ... ,n

existe una Gnica k€ O,n tal que

) : R
x: = min{x’:,...,x’g J

v
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+ Definicién
los ntl vectores x’, .. ., x'™ se definen como un con-

junto primitivo de vectores si

i) un subsimplex que satisface las condiciones del lema ante
rior se puede obtener, y

. . . 1 . .

11) ningiin vector en la lista ' s « + « 5 ¥* es interior

a este subsimplex, es deeir, ninglin vector satisface estric-

tamente las n+l desigualdades que definen al subsimplex.

+ Definicidn extendida

) Jne .
“los n-mtl vectores x°, ..., x™™ junto con los m

lados 1%, ..., 1'™ forman un conjunto primitivo si nin

gln vector x™', . . ., x* es interior al simplex defini-

do por Xi, 20 N
. / (el lado 1'" es aquel en que
x‘n'? 0 -~ la coordenada ip = 0)

Jo Ja-m

x;>min2xi,...,x‘}para 123,000 1Im

Ahora, si a los ntl1 lados los representamos como vectores,

l°=x° (O,Mo,MosO'-,MD)

' = x'z @, 0,M 5.0 .y M)
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donde M¢g, M, ,...,Hs>1 y M

#

Moy Ma s oo o, 0)

M, si i#3j ( para mante

ner la suposicidn de que no hay dos vectores con igual componente i-8sima );

decimos que los n+l vectores x’

tivo si y sblo si no hay vectores en la lista

res al subsimplex definido por

e

E °

xo,min{x

Jo

xngndn{

GCeoétricamente ( en Rs) :

H

X 1°

x‘(

los vectores y y el lado

b

ast rome ol vector  ¥° y los lados

Yy e e e s wM

o s+ 0 ooy X

forman un conjunto primi

", ..., ®%  interio-

In
s )

n

|

forman un conjunto primitivo,

ll
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En el algoritmo que se describird para lograr una aproximacidn a un
punto fijo de un mapeo continuo serd de gran importancia el "desplazamien-

to" de un conjunto primitivo a otro; es decir, si  x’°, x’

x*®, xt, ..., x™

forman wn conjunto primitivo, iexistird alguna x? que reemplace a una
%’ especifica tal que el nuevo conjunto x, . . , x¥* ¥, XM L.
.+, %™ sea tambidn primitivo?

Veamos en una grdfica qué sucede:

(051,00

oonsideremos el conjunto primitivo formado por x',x* y x* y supon-

ganos que se quiere reemplazar %" . Tomamos el lado del pequetio simplex
sobre el que estd %! y lo movemos paralelamente hacia el interior del

§

simplex, hasta encontrar otro elemento del conjunto primitivo ( x° en

. ) o L]
este caso ) . In el conjunto primitivo original, » estd en el lado del
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simplex de primera coordenada constante; en el nuevo conjunto primitivo,
este papel lo toma x% . Buscamos entonces en el cono definido POr %o 2 X5s
X 2 x," el vector en la lista x* , %", ..., x* con la mayor sepun
da coordenada ( x* en este caso ), por o que x*, x*y x' forman el
nuevo conjunto primitivo. Si no hay vector alguno en el cono descrito, el

lado 1' (derotado por x' ) reemplaza a x* ..

O*ro conjunto primitivo estd dado por los vectores x' , x*y x! ;
si se quiere eliminar x', serfa reemplazado por x“ de acuerdo al pro-
cedimiento descrito. Pevo si quisiéramos recmplazar a x°® del conjunto

{x‘ , X%, x'} , tendriamos que no es posible tal reemplazo.

Generalizando lo anterior, tenemos 1a siguiente

+ Repla de reemplazo

sea {x"’, e e ey x"‘} un conjunto primitive con el subsim-
plex asociado R e n
Xe ¥ 8, = min x,,...,x‘,}
~ - | 1% Fa
X, » a, = min x,,,...,x,,}.

Para reemplazar un vector dado, encontrar la cara del subsimplex
que lo contiene, digamos que es aquella en que la coordenada i*
@s constante. Ahora, encontrar »¥ en el conjunto primitivo con

la sepunda menor coordenada i"-8sima. Si  x’ originalmente eg
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taba en la cara de coordenada i constante, el vector de reempla-
20 x debe satisfacer las desigualdades

Xy 7 a; para i #i%, i

K > x.f'_‘
¥, ademds, tener la mayor coordenada i-&sima de entre todos aque

llos miembros de x° , x', . . . , x* que satisfacen las desigual
dades.

A continuacibn, se demuestra la factibilidad y unicidad de esta regla

de reemplazo.

+ Teorema

sea {x"’ ’ v e ey x”‘} un conjunto primitivo. Si un vector es re
movido, siempre hay uno que lo reemplaza para formar un nuevo con-
junto primitivo; excepto cuando los restantes n vectores sean

lados del simplex S".

Demostracidn. -

V' . N
I h ' Ja !
Ko  Xo o e s s e Mo
J. Jll j

% = | X A 1A

i » L[] L]

{ . N .

!

by .. T

L xn" xi‘ e s e s x:;‘

Supongamos que los vectores se acomodaron, en la matriz ¥ , de mane~

ra tal que el menor elemento del rengldén 1 aparece en la i-2sima columna.
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Es decir, el vector x’ estd en el lado del subsimplex cuya (i+1)-&sima

coordenada es constante.

Supongamos que el vector %’ serd eliminado r’ei conjunto primitivo,
El vector estd en el lado cuya (P + 1 )-ésima ooordenada es constante.
Busquemos €l vector en el conjunto primitivo que tenga la segunda menor
(B+ 1 )-sima coordenada, digamos que es x** ( xi"< 1) . Un vector con
tales caracteristicas siempre existird a menos que los n vectores del
conjunto primitivo restantes sean lados del simplex, pues en este cago

tal segunda menor (B + 1 )-&sima coordenada seria mayor que 1 .

En el nuevo subsimplex, %' estard en la cara de (8 + 1 )-Gsima
coordenada constante; debemos entonces encontrar un reemplazo que esté
en la cara del nuevo subsimplex cuya (% + 1 )-8sima coordenada serd cons

tante, Iste vector serd el que satisfaga

xm>x’: param#"(,f’

PES

Kﬂ? Xs

y tenga la mayor ((+ 1 )-&sima coordenada. Siempre existird, pues en el
"neor” de los casos seria el lado del simplex
=2 2% = (MasMas v o0 305 4004 ,M¢) porser Me>1l.

lugar (X +1)

+ Teorema {(unicidad del reemplazo)
ol {nico reamplazo de un vector dado, para que resulte un nuevo

conjunto primitive, es el descrito por la regla de reemplazo.



Dempstracidn. -

X X0 e axy
O v

. . .

*) .J °la
Lx,’." A
’

Sea la matriz X como en la demostracién del teorema anterior. Enton

ces el subsimplex determinade por el conjunto primitivo estard definido por

Je
Ko 2 3, T Xg

x
W
p

fn

x

Xa2 a, = xV

Supongamos que se quiere remover el vector %’ (para otro vector, el
razonamiento seria totalmente anilogo), y que el reemplazo es posible. Sea

x’* el vector que tiene el segundo menor elemento del primer rengldn.

Si el vector x’* es el que reemplaza a x* , el nuevo conjunto pri-
mitivo estaria descrito por la matriz

. ; .
R A * R oy

')' ;' _‘Sf\
X« - X, Xy oo o s 0 o %

JUNNE—

) ")
{ xS e xw

¥, por el lema de la pigina 34, cada columa de X" debe contener uno.y sé

lo un minimo de rengldn.

Si %< x!' , la columa 2 no tendria minimo de renglén pues
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38 ;a
X, € X,
) )

X" %!
3

e x
_ 3

X0 %)

3 3 Ju ) Ie i
entonces X, > X, . Anflogamente ¥, * X; 5 « v . ¥ ¥ Xy

m Ig4 3 o
AL TR s X7 XS .

Esto indica que n-1 de las desigualdades propuestas para que =%
sea reemplazo se satisfacen. Dos posibilidades restan para la localizacifn
de los minimos en los renglones 1 y A+1: I
a) xi" es el minimo del primer renglén y ¥, del renglén R+1, &

b %.® es el minimo del primer renglén y x’; del renglén 3+1 .

Si se cumpliera a) , el nuevo subsimplex quedaria dado por

Je
Xo 2 Xa
1
X, 2 as = x,
° _ Jn
X¥n 2 85 T Xa o

y com se tiene un conjunto primitivo, ¥’ nc puede ser interior a este
. . ). L )é. Ja

subsimplex; pero X' ® &, , « « .« , X, » 8, , entonces . < ¥, . Por

otro lado, com  x* no es interdor al subsimplex origiral y como

.h 'ﬂ LJ
Xr>a, 5 ..., % >a, ,tendrfamos que %) £ x)° . Es decir,

(3
Vog 3 .
Xe = x:' s pero por no poder tener dos vectores igual alguna componente,

se debe dar que x' = x’*, o sea que rno hubo reemplazo.

Dado que a)l no :'mplica_ reemplazo, éste es imico y se debe cumplir
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b) , por 16'Qi1e el vector %’ satisface
X' > a;, para i71,2,..,5-1,84,..,1n

n 3
Xo > XUB

que son las desigualdades que estipula la regla de resmplazo. De agul gue 61

Tieyo subsiminlex estd dado por

Xp4 2 g4

n

Xgn 2 S

Por filtimo, x°* debe tener la mayor (PB+1 ) coordenada de todos los
vectores que satisfacen las n desigualdades estrictas, pues de lo contra-
rio el que tuviera dicha mayor coordenada seria interior al nuevo subsim-

plex, lo cual no es posible. W

Analicemos ahora un ejemplo numérico para tratar de fijar ideas. Esta-
mos en K" » ¥ las columnas de la matriz nos represemtan la coleccibn de

vectores en el simplex ( las primeraes cuatro columas son los lados del

simplex )



0 19 18 17 .7 .6 .2 1.2 N .3
20 0 18 17 .1 ..2 .4 3 .33 .01 .15
20 18 c 17 .1 .09 .2 .41 .31 .19 .15
200 19 18 o .1 11 .2 .19 .09 .3 N

x ¥ ¥ x x5 xe X' o x* oy

los vectores x' , x*, x* y x' forman un conjunto primitivo pues nin

gln vector de la lista es interior al subsimplex

Xe2 0.7 = min {x, ,x}, 2}, %]
¥, 2 0 = min lx: ,x,z ,x‘s ,X‘:}
Xaz2 0 = min {Xlz aX: s):&z sx"23
Xy 2 0 = min ’x.} ' ,X: ,X;S

Supongamos que queremos remover x' del conjunto primitivo. Vemos que
el segundo rengldn es en el que el minimo pertenece a %' , por lo tanto,
buscamos el segundo menor elemento de este renglén# que es 0.1 (de x") .
En el subsimplex asociado al nuevo conjunto primitivo, el vector %* perma
nece en 1la cara de tercera coordenada constante, y %} en la de cuarta
coordenada constante; x° , ahora, estard en la cara de segunda coordenada
constante. Por {iltimo, se busca el reemplazo de »' que seri el vector de
la listaque cumpla %, » .1 4, %20 , %70 , vy cue ademis tenza
la mayor de las primeras coordenadas ( en este casc es x° ) . El nuevo

. ST .
conjunto primitivo serd entonces ’j x, xb, x', Xs} , que genera el

subsimplex 0.6

0.1
0

X X X
» - [+]
Vv WV W

x
[
W

* en las columas pertenecientes al conjunto primitivo
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puesto que los minimos por renglén serian ( los subrayados ) :

18

18
0
18

x2

Quitemos ahora x?

17
17
17

X

0

6

.2

.09

.11

. Como tiene el minimo del tercer rengldn, busca-

mos el segundo menor elemento que es .09 ( de x3 ). Ahora, el vector de

mayor primera coordenada que cumple

~es x'. ; por lo que el nuevo conjunto primitivwo seria

&

-

17 .7 .6 .3
17 .1 .2 .15
17 .1 .08 .15

o .1 .11 4
L = '

X3 x X X

X, > .1

4
, X ’xi,xlo}

generdndose

el subsimplex

Xy > .09 ,

x3> 0

Se puede verificar que efectuando una operacidn de reemplazo cada

ver, llegariamos a los siguientes

{x' ,x‘,x‘,x"} ) {x'
¢ =
i
{x
fx?

fnl

3

3

b

conjuntos primitivos

x"}
%'}
X"
x4}
xy
x4

( partiendo de
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2.~ El alporitmo de Scarf.

-+ Teorema
si a cada vector de la lista x°® , x' , . . ., x" ,x™, ..., x*
se le asigna un nimero o etiqueta 0,1, 2, . .., n 3 de tal
forma que a x* se le asigne i (i=0,1,...,n) . Entonces exis
te‘ un conjunto primitivo tal que cada uno de sus vectores tiene eti
queta diferente.

Demostracién. -

Se construird una sucesién de conjuntos primitives, cada uno obtenido
del anterior recmplazando alguno de sus vectores. la sucesidn empieza con el
conjunto primitivo que constade %' , x*, . . . X" yuwn vector x!

{ j&n*tl,k ), el de myor primera coordenada.

i) Si laetiquetade %x* es 0, 1 (+)) = 0 , ya tenemos el conjunto pri
mitivo deseado.

i) si 1) # 0. ., reemplazarenné del conjunto primitivo el vector (la-
do) con etiqueta 1 o) . Digamos que lo sustituye X .

Hosio1wh=o0

i) s 1N A0 , en el sipuiente reamplazo "movencs" el otro vector

(o % ) de otiqueta 1 (x¥) .

In general, en cada iteracifn el alporitmo presentard un conjunto primi
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. ! \ ; . . . '
tivo {x X, L, x“‘s cuyas etiquetas asociadas tienen las si-

guientes propiedades:

1.~ ningln vector tiene etiqueta 0 ,

2.- todos los vectores tienen distinta etiqueta, excepto un par de ellos
que tienen la migma, y

3,- uno de los dos vectores con iguales etiquetas es el que acaba de "en-

trar" al conjunto primitivo.

E1 algoritmo elimina del conjunto primitivo a aquel vector, de los dos
de etiqueta igual, que no acaba de "entrar" al conjunto primitivo, y encuen
tra su reemplazo (nico. Si el nuevo vector tiene etiqueta 0 , el algorit-
mo termina; en caso contrario, se cumplen las propiedades 1, 2y 3 yel

algoritmo continda.

Por ser k un nimere finito, hay un nimero finito de posibles conjun-
tos primitivos que pueden formarse de la lista x° ,x' , . . . ,z% ,
entonces el algoritmo terminard en un nimero finito de pasos (encontrando

un conjuntc con etiquetacién completa) si demostramos que:

A.~ El algoritmo no puede regresar a una posicién (conjunto primitivo) por

la que ya pas8, es decir, el algoritmo no admite ciclosj y

B.~ Todo reemplazo que "ordene" el algoritmo puede efectuarse (no se "ato

ra") .

A.- El algoritmo no admite ciclos (Lemke)
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ld'

la graica representa las posiciones por las que pasa el algoritmo, y
suponemos que éste "represa" a la posicidn 'a' que ya visitd. Supongamos,
ademds, que la etiqueta que aparece dos veces en la posicibn 'a' es lgq,

en la posicibn 'b' es 1, , etc.

Al ir de 'd' a 'a', uno de los dos vectores con etiqueta 14 es
reemplazado por uno con etiqueta lg . Sin embargo, por la unicidad del
reunplazo, al remover de la posicibn 'a' alguno de los dos vectores con
etiqueta la , podriamos llegar s6lo a dos conjuntos primitivos "adyacen-
tes", v no a tres como aparece en la grafica ('b' , 'e'y 'di). Por lo

tanto, si el algoritmo presenta un ciclo, el primer conjuntoe primitive "re

visitado" debe ser el inicial, que consta de los vectores x' , %, o0, %"
yun %’ . Gréficamente:
1 &> >

Pero Gsto time oo tambitn imposible pues, de acuerdo a la regla de

reanplaza, en 1a posicidn inicial s8lo urno de los dos vectores con igual
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etiqueta (el otro de x” ) puede reemplazarse, es decir, la posicidén inicial
es "adyacente" a un s6lo conjunto primitivo y no a dos. Por lo tanto, el

algoritmo no admite ciclos,

B.- Todo reemplazo que "ordene" el algoritmo puede efectuarse.

Demostramos que la operacidn de reemplazo no puede efectuarse s8lamen-
te si el conjunto primitivo consta de n lados del simplex y de otro vec-
tor, el cual quiere reemplazarse. Pero este conjunto primitivo no puede ser
aquel en que el algoritmo comienza (por lo demostrado en A) , por lo tanto,
deberia contener al lado x® que tiene etiqueta 0 ; es decir, el algorit-
mo hubiera terminado pues esto sucede en la primera posicidn en que unc de
los vectores del conjunto primitivo tiene etiqueta 0 . De aqui que el algo
ritmo no se"detiens" a menos que encuentre un conjunto primitivo de etique-

tacidn completa. ¥V

Retomemos el ejemplo de la seccifn anterior (piginas &l y &%) y asigne

mos las siguientes etiquetas a los vectores

la sucesidén de conjuntos primitivos que induce el algoritmo es

{x‘ , X, %, x"} cuyas etiquetas son 1, 2, 3, 1

;XS,XZ,X:‘,X“) " " " 2,2, 3, 1
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fx3, x°, %3, %3 cuyas etiquetas son 2, 3, 3, 1
fx* %, %", %) " v "2,3,1, 1
?xs ,x"’,x‘ ,XZ} " 1" " 2’ 3, 1, 2
{X' , X' %9 . Xl} n " " 1, 3,1, 2
’xl R xw, 20 , X‘} " " n 1, 3, 0, 2 /

In este ejemplo, se cumple que también {x’ NEARNE LN x"‘} e un
conjunto primitivo con etiquetacidén completa; es decir, no hay siempre uni-

cidad. Aln nds, se puede demostrar que

+ Teorema
existe un nlmero impar de conjuntos primitivos con etiquetas dis-

tintas.
Demostracibn. -

Un conjunto primitivo con etiquetas distintas es el que se obtiene con

1

el algoritmo a partir de {x' B sz ;3 digamos que es

; )
2, %, ..., x’“} .+ Hay dos casos:

i) {x’“ 5 v s ey x"‘} es el Unicw conjunto primitivo con marcaje completo;

por 1o tanto, es impar el nmero de dichos conjuntos. J

ii) Supongamos que existe otro conjunto con marcaje completo, sea éste

.
PSRN x"‘j . Iniciemos el alporitmo en este Gltimo conjun

Exu',x

to primitivo, recwplazando el voctor con etimnta 0 ( % ); dipamos
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que su reemplazo finico es x? . 8 1 (¥) = 0 , ha eido encontrado otro
conjunto primitivo con marcaje completo;. en otro caso, el nuevo conjunto
L
)I

primitivo {x7’ s X s e ey xj‘.; tiene las propiedades 1, 2y 3 de

la pagina 48 y el algoritmo puede continuar.

Como se vid, el algoritmo no retornard a la misma posicidn y debe,
por ello, terminar en un conjunto primitivo de etiquetacidn completa, o
aleanzar una posicién en que no se pueda efectuar el reemplazo. Pero &s
to {ltimo no puede ocurrir pues la posicién indicada seria la que con-

[ 2 n

tiene los vectores-lados del simplex %' , %, ..., x" , v pama

llegar a ella tendriamos que pasar por {x™, x™, ..., :4’"} , €5
decir,
l)o 3o N ):
Posicién {x ”'-’X} ‘___IX°,...,X
e s *——0 Y
inicial o=
Lo cual significa que al "quitar" de {x’“ s o0 x’“} el vector con

etiqueta 0 podriamos llegar a dos distintos conjuntos primitivos"adya
centes", lo cual no es posible por la unicidad del reemplazo. Por lo

. \ .
tanto, el algoritmo debe terminar ( partiendo de {x“ y v e ey x"‘g)

en un nuevo conjunto primitivo con etiquetacidn completa.

Concluyendo, habrd un zonjunto primitivo con etiquetacidn cempleta
obtenido a partir de {x’ STy e e, 1, x’} v, 5i existen més,
se presentardin por parejas. Es decir, hay un nimero impar de conjuntos

primitivos con etiquetas distintas. JJ
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3.- Aproximacidn al punto {ijo.

Fn las aplicaciones del Teorema de Brouwer nos interesard, muchas veces,
encontrar un vector que sea "casi" un punto fijo, es decir, que sea muy pare
cido a su imagen. Mis adelante veremos que si los vectores x™, . . . , x*
estidn lo “suficientemente cercanos" unos de otros, cualquier vector que per-
tenezea a alguno de los subsimplex con etiquetas distintas se "parece" a su

imagen.

Definamos la norma de un vector y = (Yo 3 v o » 3 Yo ) cOMO €l ma-

ximo de los valores absolutos de sus componentes, es decir,
\y\=ma:<{|y°| AWl 5 e ,‘yﬁl}

Sea f : S8~ 8" una funcifén continua del ln-—simplex unitario en &1
mismo. Sean %, x'€ S" . Por ser f continua y el simplex un conjunto ce
rrado y acotado,

dada £>0 , 3670 , |x'-xlg§ = |Fx") - f¥)|< &
1 2)

Consideremos alora los vectores x™'y . . . , x°€ 8" 1o "suficiente

mente corcanos” para que dados dos puntos %y %' en ¢l mismo conjunto

primitivo, se cumpla que ' -~ x|=§ .

. 1 .
Ltiquetemos los vectores %%, . . , X", %™, .. ., x¥ delasi

puiente mipera:

D100 =3 pama § =0, dyeneen, 1
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W16 = min {i/ RGO -x 20} para JEnr,en ko,
Es decir, la etiqueta serd el menor indice para el cual f;(x') - >d 0.

Esta etiquetacibn siempre serd factible pues

LG -x )0 = 3i, K6 -x 20

k=0

Por el teorema enunciado en la pdgina 47, existe al menos un conjunto
primitivo con distintas etiquetas; es decir, dada 1 (i = 0,1,...,0n ),
existe  x' en el subsimplex definido por el conjunto primitivo con distin-

tas etiquetas tal que Fx) -x] 2 0 ... .. (3)

Sea % € subsimplex con marcaje completo,
por (2) (pag.53) fx) - £ £ |5&D - fM) g

por (1) " ® -~ %} €

£(X) = (G0 = %) - %L € €48

~ () -1 VS E+S - (Fi(x") - x} )

y por (3) : - (0 - x )EEES L. (W)
Por otro lado,
i (£G0 -%) 50 = 60 -x = -3 (A0 -%) Fi
e £ - % = ;*EE +8) por (4)
Y como If(x) - x} = max { [£.00) = %o| 5« « 5 |Fa00) - xa[}
se sigue que l£Go - xlsn (648) Y

Esta cota dependerd directamente de la distribucién de los vectores



™, ..., x* enel interior del simplex, o sea que la diferencia entre

un vector que pertenece & un subsimplex con etiquetacidn completa y su ima-

gen, bajo la funcidn, puede hacerse tan pequefia como se desee.

Ejemplv.z 1

Sea 8' el 1-simplex unitario, es decir,
2
s' = {(xo, x)ER / xotx, =1 ; x,,,x,-zo} .

Sea [ : 8= S una funcién continua tal que

+
[ (xy %) = ( 2pXe > X

Ins lados del simplex estardn representados por los vectores x° = (0, M)

y x'=(M ,0 . Ysean WL .9,
' 100 * 100
3.2 98

x* = {155 » 1op )

[N
Q
[=}

-
[y
=1
o

[
o
[an]

-
fy
o
o

L.




~ 56 -

Etiquetando los vecteres tendriamos:

DL (k)

= j para j =0,1
L) 1) =0 para j = 2,...,100 , puesto que
'y - j-1  100-j+1
FX)Y=£1( 00 * 100 }
1*%‘5% 1 100 - +
=( 20 1180 -321,
2 2 100
S dai ) 1200
2 200 * 2 100
en donde
-1 _ 3i-1,3-1 ji-1.1
00 - 200 ' 200 < 70 2
es decir

() - % = (%—4»1‘.'1)-323-)0

y por otio lade
£, ()

i
X
t

100

) - ;21_ ( 20034 5 10(;53[';1 < 0

Siguiendo el algoritmo de Scarf, partimos del conjunto primitivo

n

Ahora, sean x, x' € S'  ysea £>0 tal que

%' - x| <28 = %—lx‘-x|s£
%mx{|x:,—xh|, |x', -x,|) £¢
max{ 9‘&57("}56

4 8! + 1
[ N B IRT:

xt'y = Xg
2

{%, x"’"} , Que es el buscado pues sus etiquetas son distintas.
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] 1
(i s e

[ £ -0 | S €

es decir, dado £>0 , 3 §=2€ tal que
Ix' - x|€b=2 = |f(x")-fx)|<E

Por la forma de definir los vectores x?%, . . . , x'¢

» los conjuntos
primitivos que podremos formar son  {x*, x*} , {x‘, x’j N A S
e fx"’, x""} y {x'”, x'} . Y si tomamos dos puntos de un mismo con-
junto primitivo, x y %' , tendremos que

100

|x'-X,SIX°-x"|= [ -] =, .. = | %" - x|
1 3 . 1 2 99 98
sl -lelods -5 -9
ooy o] -
100 * 100 100

por 1o cual, podemos considerar ‘S:‘f%‘f;' , yoomo § =2§& , £=5(1)—0

Por la cota encontrada en la pigina 5%, tenemos que si X es un elemen
to cualquiera de un subsimplex con marcaje completo ( en este caso el sub-

simplex limitado por x'° y x' ),

600 - x| g n(€ +8)

De halerse deseado una mayor aproximacidn, hubiese sido necesario aumen

tar vectores a 1a lista  x%, + . . , %™ . Fn este cjemplo en particular,
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se puede checar que un punto fijo es (1, 0) yaque f£(1, 0) = (1, 0) ; sin
embargo, no siempre serd posible "deducirlo" y nos conformaremos con una

" aproximacidn a dicho punto fijo.

Ejemplo 2 :

= 2
Sea 3:{(w,,ﬁ,)eﬂl [T+ =7 3 W, 2 0} un l-simplex
(81 quisiéramos trabajar con el simplex unitario comépondiente, bastaria

rormalizar dividiendo cada componente de 1os elementos de 3 entre T ).
Sea g :S—35 la funcibn continua definida por

g(ﬂa,m): ('g“senﬂ-o ,W(l_s.egﬂa) )

Como anteriormente, los lados del simplex serdn =° = (0, My) vy

x' = (M, 0). Y los demis vectores:

1. (AL nely
x° = n h 1)
3o (20 2
x* = (n,nu)
= (D_;l_?_ﬂ"zn)

donde n es un entero positivo par que puede tomarse tan grande como se
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desee: a mayor n , mayor grado de aproximacidn.

los extremos tendrian etiquetas 0 y 1 :
1 (x°)
1" =

u
o

§
[

y los vectores "de la segunda mitad" etiqueta 1 :

1(x)=1 para j=52‘~+ 2,%+ 3, » + + » N porque en estos casos
sen(l;\-}-ﬁ)-tl = go(x")=-',:—-sen(3%1-77)<-12'—~<%—1-ﬂ' = X,

= g.(x?) - x.f, £0 , condicidén que implica que di-

chos vectores no pueden tener etiqueta 0 .-

El siguiente vector en orden descendente seria %+ 1 , y para eti-

quetarlo: n

| Py . Mo 24 s Mg Iy B . A0
gol x%37) 5~ sen ———Ti 5 Sen = ) 7 X,

es decir, g,( ay - xﬂ” 20 , por lo que su etiqueta serd

l(xq“) = 0

Al seguir el algoritmo de Scarf, partimos del conjunto primitivo
{ x' o, x" 3 de etiquetas 1 y 1 , y obtendremcs la

sipuiente sucesién de conjuntos primitivos



{;(" R x""} de etiquetas 1 y 1.,

de etiquetas 1 y. 1,

{x%n; x%"'} de etiquetas 1 y 1,
! ,

de etiquetas 1 y 0.

. D47 A . . P

De donde { xt o, xq_ } es el conjunto buscado de etiquetas distintas,
por 1o que cualguier punto que sea combinacidn convexa de sus elementos es
una aproximacidn a un punto fijo de la funcidn.

n
=+

5 1

T
n ? n

(

Tenemos que <1

O S
® -(2,2)

Tomemos ahora de cada conjunto primitivo con etiquetacidn completa el elemento
&+l ]

V_ x1 » ¥y consideremos la sucesién que dichos elementos forman al variar n:
n n
Js1 2-1 -~
( 2 o, 2 ?{)B ---—a(,.l'._,__ﬂ:_)
n ne W N0 2 2
donde  ( -'—?'—— s -%—— ) es precisamente el punto fijo a que nos condujo en este
casn el algoritmo pues
o
sen
1 s 2 ) 2
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El teorema de Brouwer del punto fijo es muy utilizado en diversas ramas
de las matemiticas para pruebas de existencia. Sin embargo, no es s6lo un
instrumento tebrico, para demostraciones; sino que es, también, un resultado
a través del cual es posible obtener resultados concretos, numéricos. Cite-

mos, por ejemplo, un punto de equilibrio en un modelo econémico.

En el presente capitulo, apareceri en primera instancia una “aplicacifn"
del Teorema en la teoria matemitica de los jueges. ¥, posteriormente, se de-
mostrard que, utilizando el algoritmo de Scarf, una aproximaci6n a la solu~

cién de un problema de programacién no-lineal puede ser encontrada.
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1.- Juegos bimatriciales no—ooopemt.i.vos.‘

Un juego [inito entre dos personas de suma general (los intereses de
ambos jugadores no son forzosamente opuestos) puede expresarse como un par
de matrices de m=2n, A= (a;) y B=(b;) , 0, equivalentemente,
como una matriz (A, B) de mxn en la que cada entrada es un par or

denado ( aij; , bi; ) donde

ai; es el pago al jugador I si I juega su estrategia i y IT juega su
estrategia j , y
bi; es el pago al jugador II si I juega su estrategia 1 y II su es-

trategia 3 .

Un juego con las curacteristicas anteriores se llama bimatricial ,
y consideraremos el caso no-cooperativo, es decir, aquel en que cualquier

tipo de acuerdo entre los dos jugadores estd prohibido.

Definimos las estrategias mixtas para I y II como un m-vector y un

n-vector respectivamente:

1
[y

x= (X 3% 5 000 yXn) 3 %20 , 2 X

M
=
1
[y

y={y a)’:a-"’y;v\)j Yjao

las esperanzas de pago para I y II , dado que I sigue su estrategia
mixta x y IT la estrategia v , son:

xAyt

Eg(xy)

Eg(x, y) x Byt
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Diremos que un par de estrategias mixtas, ( X, v ), para el juego bi-
matricial ( A, B ) estd en equilibrio si para cualquier otra estrate-

gia mixta ( %, vy ) . . .
Ex(xy) £ Ex{(xy)

Eg{ % y) & Eg(x§)

+ Teorema
todo juego bimatricial tiene, al menos, un punto o par de estrate-
gias en equilibrio.
Demostracifn. -
| Sea ( %, v ) un par de estrategias mixtas para el juegc bimatricial
(A, B) . Definimos

e; T max {A; yt -~ xayt , 0} A, = rengidn i de la ma-
" donde iz A
d; = max{xB;, - xBy* , 0} B, =columna § de la ma-
triz 3.
.4 i’
® = it o es decir, si alguna es
14 gcn trategia pura mejora
. la esperanza de pago
gt o= At & del jugador, &ste la
J 1 + gdk’ usaré mis.

"

la transformacidn T (x,y) = (x',y') serd continua por ser composi-

¢idn de continuas. Por otro lado, x' y y' son estrategias mixtas pues

1) xl:__}‘:_i..f...g_‘_;g , ZX{=§—}-LL~9—'-
1 + Zey ‘ 1o+ Zo
x



Zx; + Zo
Trf = i
N 1 +2Cg
[3
1+ 2o
= = 1
1 + T ox
X
ii) y!:uag . Zy':z..y_l.:__di.
’ 1+ Zd, » i1+ 24
1. 4 14
2y, + & d;
- J J
1+ 2d,
&
1+ T d,
=z g = 1/
1 +Zdy,
X
Sean X = {x/x es una estrategia mixta de I} - es el (m-1)-

simplex unitario - ,

Y

{ y / y es una estrategia mixta de II) - es el (n-1)-

simplex unitario - ;

entonces, siendo T : X*Y¥Y— XxY ocontinuay ¥XxY un conjunto compac

to, convexo y no vacio, por €l teorema de Brouwer

J(%,y)E XY talque T(% 9 =&, )= (X N

Basta ahora demostrar que precisamente este punto (%, ¥) estd en equi-

librio. De hecho, se da la doble implicacifn; es decir,

T (X, ¥) = Xy ) & (%, y) estd en equilibrio

=) Supongamos que x, §r) no esti en equilibrio, entonces

1x , AV > A9, o bien
3y, xByt>xByt
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1.-513 % &€ K, Ay >xat

a) %AY' es un promedio ponderado de los términos A; 9% , por

lo que existe 1 tal que Ay %A ;{

<

=y C; = A;;}" - )?Afl*)()

:—>§kjc,> 0

D) %X AY'Y es también un promedio ponderado de los términos
A. v, por 1o que existe § tal que
Ay ytg %A

= MY - XA <0 = ¢;=0

"
A
e
N

de donde X!

[N
Py
+
MK
0

%4 % ¥
<

2.-5437 €Y , ¥Byt>EBY*
a) xBy' es un promedio ponderado de los términos iBj , por
lo que existe j tal que $8 > % B
= d; = B - xBF' > 0
= %d, > 0

b) X Byt cs también un promedio ponderado de los términos

x B, , por lo que existe i tal que

%8B, € xByt
=> XB - By £ 0 = d;=0

9

- v IR [N,
de donde ¥, 1754, <

A

;Sa

= vy ¢ 9 Y
o

se concluye, por lo tanto, que (X, ¥) es un par en equilibrio.
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&=) Porser (X, y) un par en equilibrio,

Ey ( (2,05...,0), ¥) = A vyt < %A Y
Ep € (0y0500esl)y ¥ = Andt € KA
es decir, A; PP & XAYY Wi =D A Y - xAYtgo M
= ¢ =0 ¥ i
= xl=k Ni
= %' =%

Anilogamente, por ser (%, ¥) un par en equilibrio,

o

x8) ¢ xBY' Mj = %B - XBYt KO0 Vi
= d4;=0 ¥

= 3‘;;:;’3 N i
= ¥y =y

Por 1o tanto, T (§, §) = (x, N S
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2.~ Generalizacidn a juegos finitos.

En la seccifn anterior de este capitulo analizamos la existencid de on

fpar en eprilibrio para jueges bimatiiciales .no-cooperativos.. Cbtendremos,

ahora, resultados &guivalentes para juegos finitos n-personales.

+ Definicidn

un juego finito n-personal es un conjunto de n  jugadores, ca-

da uno de los cuales tiene asociado un conjunto finito de estra

tegias puras y una funcibn de pago py

Nétese que los juegos bimatriciales son un caso particular de los jue-
gos finitos n-personales. Sin embargo, se consideraron por separado para

facilitar la interpretacidn de conceptos y los procedimientos de demostra-

cibn.

+ Definicidn

una estrategia mixta si ‘del jugador 1 es un vector cuyas
componentes son nimeros no negativos que suman 1 , y que son

corr-espohdientes UnC & une con sus estrategias puras:
P d )

8i 5 D Cuuli on ce30 v 2c, =1
o o

donde las Wi« son las estrategias puras del jugador i

{1,0500450) 5 « o o 5 €0,0,00451)
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Notese, antes de continuar, que una estrategia pura cumple la definicién

de estrategia mixta.

El conjunto de las estrategias mixtas { s;} puede verse camo el sim-
plex unitario cuyos vértices son las estrategias puras Mix . Ejemplificando

en ’IRS , las estrategias puras posibles del jugador 1 serian

M =(1,0,0 , Tia=(00,1,0 vy Ta=(0,0,1) ;

y las estrategias mixtas tendrian la forma

n

3
S; .Z:, cuMu = ©4,€1,0,0) + ¢,,{0,1,0) + ¢;,(0,0,1)

3
= ( Ciy sy Cirs Ciy) con cik20 ek =1
3

las letras i, j, k serén usadas para jugadores; % , B , ¥ para in-
dicar las diversas estrategias puras de un jugador. los simbolos s, , t;: »
r; indicarfin estrategias mixtas; mientras que M. indicard la « -&sima

estrategia pura del jugador i .

+ Definicidn
la funcidn de pago p: es wna funcidn lineal de las n-adas de
estrategias mixtas en los reales: ,
Pi (Sis « . . s8a)€fR  ser el pago esperado al jugador i
si el jugador 1 sigue su estrategia mixta s, , el jugador 2

sigue s, , etec.

la n-ada de estrategias mixtas ( S,, S25 . «» « 5 S ) Serd denotada

pr 4 3 de donde



- 70 -

P‘-(S,,...,Sn)=p4(,9)

Seusard (& ; t: ) para representar (S, 5.4.y Siy s ti » Sisyaeecs Sn) -

+ Definicidn

una n-ada de estrategias mixtas 4 es un punto en equilibrio si

y s6lo si p; (4) = max (p;(d 3, ) ) MNi
[ :

es decir, un punto en equilibrio es una estrategia que maximiza
el pago a cada uno de los jugadores si las estrategias de los

otros permanecen fijas.

Diremos que una estrategia mixta s; del jugador 1 usa la estrategia

M« si, siendo ™
pura = » sien Sy = %" cu"Tm s Cu>0 .

Generalizando, diremos que la n-ada de estrategias & = (S, seevy Siseess Sa)

usa Tl bajo el mismo criterio.

+ lema
mra‘x(p‘(.o;m))=n?(x(p;(A;7T1q))
vemostracidn. -
Sea r; =‘§. ciTiu ¥
Pa (A 32 ) = Pi (8,000 Sy Tis Sqpsevey Sp)

2 Pi (8 yeees Sins E,cwmq,sm,...,s,‘)
= P (2 i (D W) )
of

= 2 Cwe P CB3M) por serp; lineal
of

< S och max Cpp (8 5Me) )
- o of



~

p; (b 3ri) g ngx (p; (4 3M)) pues :L:c‘-q=1

es decir, p;(,g;r;)Smgx(p,;(A;ﬂ'm)) M., ()

Por otro lado, i, puede ser expresado de la "forma r," :
Cig =1

0 p#X

Mix = X cpMp con
B Cip

Por lo tanto, siendo {W.ug C{r‘i} y por (*), se concluye que

rr‘l'a}x (p. (b 351, )) = m;a(x (p;(A;m,))J/

Denotando p; (4 ;My) comwo p,(4) , tendremos que una condi-
cidn necesaria y suficiente para que ) sea un punto en equilibrio es que

pi (4) = ma Pix(4d)

+ Tecrema
todo juego finito tiene wn punto en equilibrio.
Demostracién. -
Sea & una n-ada de estrategias mixtas; p;(4) la correspondiente
funcién de pago del jugador i ; y 1;,;.‘(13) la funcién de pago del jugador
i i &l cambia a su of -8sima estrategia pura T;y y los otros continfan

usando sus respectivas estrategias mixtas de 4 .

Definimos un conjunto de funciones continuas Y,, de la siguiente ma-

nera:
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W) = max (0, p(0) -pi(8) )
y para cada componente s; de 4 definimos una transformacién - T; (s;) = o}

donde
53 + . d ;
S' = g-?q( )IlTu( S'A r
1+ Z9.04) estrategia mixta
of

Alan-ada (s/, 8] 5, ... 48! ) ladenotarems .

T, serd una funcibn continua por ser composicién de continuas, e ird

del simplex de estrategias mixtas del jugador i a) . mismo simplex,

T : Zs;}——){s;} ,» pues

D, | SN, F CuMia * T i) T
s! = =
' 1+ S¢,04) 1+ Z9u(2)
_ Z M€ it Wiel ) ) .5 Ciq * Qi (D) Niw

1+ 29 (D) 14 ()
of & .

Cia + Yig (D)

con —_— % 0 ¥x
1+ gqm(b)

D et la) ;@m+%4Aﬂ: Lrgeute)
“ 1+ EWN(A) 1+ El‘?iq(‘é) 1+ g_l?m(é)

Entonces, por el teorema de Brouwer, existe una estrategia mixta s;

tal que T; (5;) =s5;=s8] Ni. Sea T 4 T:o-s0". Mos-

traremos que los puntos fijos de la funcibn T son los puntos en equili-
brio.

Primeio consideremos cualquier n-ada 4. I 4 , la estrategia

mixta s; del jugador i usard algunas de sus estrategias puras. Al me-
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nos una de estas estrategias puras, sea W.3 , serd "menos preferible", &sto

o Py () € pi (4)

= py(4) - p.) s 0
= Yip(8) =0

Ahora si estan-ada 4 es el punto fijo bajo T,
Cuwt l’?m(A)
sz s Y M
« 1+ Y ()
of
de donde; por ser s; y s] iguales, sus P -8simas coordenadas son tam-

bién iguales, es decir,

A Py C'ig"'\P[};(A) ci.@,
c:.. = 8 = g = =

1+ 24, (8) 1+ 79.(4)
o o

0

= 'gl Yi (4)

"

A YY) 0 ¥« si 4 esun punto fijo bajo T.

Lo anterior significa, por com W;,(d) fue definida, que ningln ju-

gador puede mejorar su pago cambiando a una estretegia pura ., . En parti

por leng pag, 70

cular ‘PL(A)QHEX(PL(A;TTJ«))="‘.§X(PL(A5I‘L))

y comw en 4 1 sigue su estrategia sxferi}"f' p.lA) =ri1?x (p,(4: xi))

Pero ésto es justamente la condicidn necesaria y suficiente establecida pa-

ra que 0 fuera un punto en equilibric. JV

Reciprocamente, si 4 es un punto en equilibrio, tendremos que
i, ¥ Pic(4) € p; (4)

= Pwlo) - p,8) s 0
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= ‘9;'4(43) = 0

Cia + \9‘“(4)
= s = Zj-——————~———-—-— i T L CuTe = 55 YV
1 +2:‘9m(4)) «

Por lo tanto queda demostrado que 4 es punto en equilibrio si y sdlo

si T(A)=4d, es decir, b es punto fijobajo T . Y cam se encon-

trd tal punto fijo por el teorema de Brouwer, entonces existe un punto en

equilibrio para todo juego finito n-personal,



3.~ Programacién no-lineal

Como ya se menciond, trataremos ahora la resolucién de un problema de

programacidn no-lineal,para ello necesitaremos el siguiente

+ Teorema
sean Cyo s Cy s o« v« s Cqp conjuntos cerrados en el n-simplex
witario S" , tales que .
i) todo vector en S" pertenece a al menos un C; (U Ci = 8" ),

ii) todo vector en el lado x; = 0 pertenecea C; , i€ 0,n

entonces m Ci.‘ 4

0
Demostracidn, -

Consideremos una lista de vectores x°, »',..., ¥ en el simplex S"
tal que cada C; contiene a al menos uno de estos vectores, y que estén
etiquetados de la siguicnte manera .

104):=1i si x'e C;

entonces, aplicando el algoritmo de Scarf , obtendremos un conjunto primiti

vo Py tal que sus elementos tengan distintas etiquetas, es decir,
Pe N C, # 8 para 1=0,1,...5n
Incrementenos cada vez mas la lista de vectores, de tal manera que la
distancia entre dos vectores cualesquiera de un mismo conjunto primitivo
sea cadi vez menor. Intonces, la sucesidn de conjuntos primitivos Py con-

verie a un punto limite P con la propiedad de pertenecer a cada uno de
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" [}

los C; , esdecir, PeNC D NC # 4 J

<

Una vez demostrado el teorema anterior, podemos considerar ahora el pro-

blema de programacién convexa:

maximizar g, (x)

sujeto a g, x} £0 g, cbncava
: gqar ¢« + ¢ Qs cCONVExas
g, x) ¢ O
x 32 0
Defininos G =g - Zhg,

ast

on e s={(m, ... W) /030, Zh=1 ] (*)

y supondremos que dadoun W = (i, . . . ,7ix) € 8" particular, el valor
de x 20 que mawimiza la funcidn G (x} es finito, Gnico, es funcién con-~
tinua de W ( denotada por X (W) ) y, ademds, X (7) se puede encontrar en
forma explicita. Aunque se trata de una suposicién fucrte, no entraremos en
detalles por ser solamente el objetivo de esta seccibn mencionar una posible
aplicaci6bn del algoritmo propuesto por Scarf, La aplicacifn que haremos del
algoritmo serd scbre el simplex S"™'.

asl
Definimos los n conjuntos cerrados C, , . . . , C, en el simplex S :

c, ={T/f =06 g (7)) <0 parai=2,...,n}

C; {W/ﬁ.

i
[t}

0 6 quX(T))30] i=2,...,n

{*) Nbtese el cambio de notacifn: la primera ccordenada tiene subindice 1 en
Jugar de 0 para facilitar su manejo.
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Cada uno de estos conjuntos es cerrado y satisface las dos condiciones del teo

rema de la pigina 75,por lo que

{:“\C‘ # & , es decir, B’K'cfjct

—
A continuacibn se ver& que esta I nos llevard a encontrar una aproximacién

a la solucifn del problema de maximizar g,({x) . Dicha aproximacifn serd pre-

cisamente X (T*) .

+ Proposicifn
si existe un vector no negativo x tal que g;(x}<0 i=2,..,n
{satisface estrictamente las restricciocnes del problema de pro-

n ~
gramaci6n convexa), entonces B'¢€ N C, = 1,>0

Demostracibn,~

e s"'= W30 . Supongamos que T = 0

We N ¢, =TecC, 1=2,,..m= W =06 gx(M)z0
B Za TN o
Por otro lado, 3 x 30 N g;xtc 0 i=2,...,n =2 2:71:' g;{x}< 0

de dande -~ T WA q0 >0 3 -3 W g, ()} ;ycow W =0
1 2 ' .
g = Waq,0 - .:;fn,"g.(x) > Mo, (1) = FWg (M) =
= G X(T*))

Lo cual es una contradiccibn puesto que X(M*) maximiza la funci6n G” .
Por lo tanto, Th' ¥ 0 v
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n
Retomemos @ W & O Ci

e ¢ y TW20 = g7 0 para i=2,...,n

asi que las restricciones del problema original son cumplidas por X(T%) .
Ademds, W'e Ci i=2,...,n = M =0 & gXT*N 30 ,
péro teniamos que g;{X(*)) < 0 , por lo que

~ ¥

W z0 6 g (XAt =0

de donde %T{‘:’gi(}((ﬂ’*)) =0 ... (B

Dade T & Sn_,‘ X(T*) maximiza 1a funcién 5*(x) correspondiente.
De aqui que si otro vector x3 0 satisface las restricciones
g,x)g 0 1z2,...,0

iendriamos

CUR(T YY) = T g TN - SW g (AT

2

s ifeg - %T"gi(x) )

por (%) ypoaque g, (x<0=> IN'gxI<0 = -%ng-(x) 20

» P

resulta que  T1,* g (X(A*)) 3 Mlg, - S W0 2 Mg, (0
1

gAX(N"Y) 2 g,
es decir, X(T*) resuelve el problema de maximizer g,(x} suieto a

las restyicciones cdadas.

Fn base a 1o anterior, mediante el algoriime de Scer{ podemos encen-

trar una aproximacién a T1*, y, una vez obtenida ésta, se puede calcular
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X{(T*) que serd una aproximacién a la solucidn del problema de programa-

¢ibn no-lineal propuesto en la b&gina 76,

Veamos un ejemplo:

maximizar

sujeto a

entonces e (x) =
06 1
3% = 2 m Xy - 'é"
————% ?(z = 21, X, - T =
es decir X G7)

¢ s {om,m) /T,
s(n ,Tm) /T

=i(ﬁlaﬂ.l) / T

Cz={(ﬁ,,ﬁ1) / fiy =

fom,my I m

2 %

it

L1}

1t

t

o

g, (%) = 2¢,%,
g,(x) TEN tx; -1 ¢
x320

. g,(X) - ﬂq gz(X)

- Th{

W=

X.*’X(“l)

1t

o
> =
A =
P )
= =
R St
11
e LTS
= A

0
1M, 1
2 m 5

6 gAX(TN <0}
im 1

6 FRtEm-1¢0]

g 1

] 3T, 150}

6 g7 2 o)

1m

31“—17,0}

En este caso. siguiendo el algoritmo de Scarf, llegarianos a que Gn

* . s
elemento 1 que pertenece a la interseccidnde C, y C; es aguel que
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y Elgtro elerento de C, N G - es -{1,0)

X(l,0)~(%-—2—— » L2 = (0,0 = g, =0
Tenemos entonces que %11;:_,;_ -1 =0
v o= 3T
por 10 que XY = %%‘,—’%—-},— )

es el valor de x que maximiza la funcidn 2x,%, con las restricciones se-
fialadas. De aqui que el valor miximo de la funcidn serd

3 1 - 3
2(*2-)(5) = 3

Veamos otra manera de obtencd este resultacdo. La regién de soluciones

factibles serfa: L
-1
T /x,—-—s-x,!- !
1
7%
4 > %
0 12 I~

donde el vector que maximiza la funcidn g,(x) = 2x,%; debe estar sobre la

recta Xy T - %—x. + 1 , pues para cualquier punto interior existe sobre



la recta otro punto con al menos una coordenada mayor (y por lo tanto imagen

bajo g, mayor ) ;3 y para algin punto sobre un eje, la funcidn valdria cero.

Entonces, la funcibn a maximizar se puede expresar como

g (x,)

xbe
X
i

CLL:
N
x

1

Y, finalmente, como

tendriams que g(x) = 2x,x%,

biamos obtenido. J

2%, (—%—x.+1) con 0<x,<3

-%X,Q + 2%,

Y 3
—3—x,+2=0 = X3
% < 0 por lo que es un miximo.
1
x,=-§-x,+1
S_13 ., .1
-3z vl 3
se maximiza si xr(%,%)

s como lo ha-
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v.- EL TEOREMA DE PUNTO FIJO EN EL BEQUILIBRIO ECCNOMICO
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Los tres problemas centrales de la teorfa del equilibrio econ@mico ge-
neral son los de existencia, unicidad y estabilidad. Para probar la existen
cia de dicho equilibrio econfmico, varias son las teorfas que en su desarro-

1lo han utilizado el teorema de punto f£ijo de Brouwer.

En este capitule final se presentar§ una visifn general del Modelo Neo-
clisico y de un modelo de intercambio puro, que son dos modelos econSmicos
qgue se auxilian del teorema de punto fijo de Brouwer para probar la existen-
cia de un equilibrio econfmico, Ademds, se cita un ejemplo numérico del mo-
delo de intercambio puro resuelto a través del algoritmo de Scarf descrito

en el sequndo capitulo,
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i~ Modelo Meocldsico (exceso de demanda)

Consideremss una economia compuesta por consumidores (familias, indivi-
duos) y por productores (empresas, comercics). Existen n  bienes:

Ki s X235 0 v 5 Xy

los precios de estos bienes quedan dados por el vector P = (D, 5 Py sery Pp)

A cada vector de precios corresponde una funcidn global de demanda del

. . ] ]
bien 3 : X?: X; (p) i X, ¢+ P—R
obtenida de "juntar" las demandas de consumidores y productores. Andlogamente,
X: = X:(p) H x;: P——’;m

es la funcién oferta global del bien 3 .

El exceso de demanda del bien j serd
Ey(p) = X5 () - X;(p) j21, 2,00y m
y los n excesos de demanda serdn agrupados en el vector

EMm = (Edp), ..., EdD))

+ Definicidn
un equilibrio es un vector precic p* tal que todos los excesos

de demanda son no positivos, y el precio de un bien es cero si
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el exceso de demanda correspondiente es negativo. Es decir,
P*32 0 es un equilibrio si
i) L(p") s ¢  (componente a componente)
i) EpM) < 0 = p;'= 2 0
Fn otras palabras, dado un equilibrio, no hay ningln bien cuya demanda

supere a la oferta; y si la oferta de un bien es mayor que la demanda, el

precio Cel bicn caer§ a cero,

la existencia del vector precio en equilibrio estard sujeta a ciertas su

posiciones que haremos sobre las funciones exceso de demanda:
i) Son continuas: al variar poco el precio, varia poco la demanda.

ii) Fstdn inferiormente acotadas; es decir, E{p)2 b ¥ p ,con b
un vector cuyas componentes son finitas. Esta restriccién implica cue la

oferta de todo bien es limitada.

iii) Son homogéneas de grado cero para cualquier precic; es decir,
E (<p) = E (p) ¥Nop
Esto implica que sdlo precios relativos y r;'o absolutos serdn de importan-

cia para el anilisis.

iv) Satisfacen la ley de Walras: el valor en el mercado del exceso de deran-

da es cero, A
PE( = S pE(p = 0 ¥pz0 ;
344

o sea que el valor de-la demanda en el mercado es igual al valor de la

oferta para cual~iier vector de precios dado.
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+ Teorema
suponiendo las cuatro restricciones anteriores sobre las funciones
exceso de demanda, existir@ siempre un vector de precios en equili
brio para una economia dada.
Demostracién, -
Usando la suposicidn de homogeneidad (iii), es posible normalizar los
precios de tal manera que su suma sea uno. Hecho &sto, todo vector precio

pertenecerd al siplex unitario ¢ [pe® / Sp =1, 230 Vi)
RH]

Considerando ahora las funciones exceso de demanda, podemos definir,

para cada precio p , un nuevo vector precio P de la siguiente manera:

1) IJJ = p) si E)(D) =0 .
721, .+, 4N
2) Py=pyta  si Ep)> 0 o
A una constante positi-
3) Py = max (0, pj-4) si Ej(p) < 0 va pequefia.

“Rodemos Majustar” A para que las coordenadas de los precios § su
men uno y pertenezcan, por tanto, al simplex S"'.I Tendriamos, entonces,
una transformacidén T del simplex unitarioc en &l mismo:
T:8>8™ , T(p) =}
donde T es obtenida de acuerdo al valor de E(p) : dejando el precio inal

terable 5i el exceso de demanda es cero, incrementando el precio si el exce
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s0 de demanda es positivo, y disnﬁnuyendo el precio (nunca menor que cerc)
51 el exceso de demanda es negativo. Esto tiené una explicacidn econdmica:
1) si se consume todo lo que se produce de un bien, no hay porque cambiar
su précio;
2) si se demanda mis de 1o que se produce, hay que aumentar el precio pa-
ra que baje la demanda; y
3) si se produce mis de lo que se demanda, hay que disminuir el precio pa
ra que haya mis demanda.
El hecho de que el precio sea no negativo significa que nunca "se¢ va a pagar

‘&l corprador por obtener un bilen,

Por las suposiciones de continuidad (i) y cota inferior (ii) de las fun-
ciones exceso de demanda, la transformacién T es una transformacién conti-

nua del simplex unitario en €1 mismo. De donde, por el teorema de punto fijo

de Browser, existe un punto fijo bajo la transformacion T ;.' T(p*) =p* = p*

demostrarenmos que este punto fidio es precisamente el eguilibrio,

Ahora, tendremos que Ey(p')s 0 ¥ J , pues de lo contrario,
existiria j 4, E}(p*) >0 = f)j‘f = p} ta >t §

For otro lado, si E;(p*) < 0 tendriamos que tener

pF = max(D,p;”-A) = p¥

1o cual implica que f)j = 0 = pf
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Pero DO E(p® €0 ¥ 30y
W) EpN<e 0 pj* = 0
son precisamente las condiciones para que p¥ sea un vector de precios en

equilibrio,

Asi queda demostrado que el equilibrio econdmico en el Modelo Neoclésico

existe si se cumplen las condiciones establecidas.
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2.- Un Modelo de Intercambio Puro

El modelo de intercambio puro considera que todos los agentes econémicos
son consumidores; sea k su nfimero. Cada consumidor posee inicialmente n
mercancfas. El vector W, , con n componentes, es la cantidad de cada mer
cancia que el consumidor i posée inicialmente. A base de intercambios
(trueques) los consumidores tratan de obtener las cantidades deseadas de cada

mercancia.

Los precios de las mercancias estfn dados y no serén afectados por el
caomportamiento de los consumidores; sea p=({p,, « « » , P,) el vector
de precios. Una canasta de consumo pretendida por el consumidor i serd
Xi . unvector de n componentes que representa la cantidad de cada mercan-
cia o bien que desea tener 1 . X:I serd la cantidad del bien j que de-
sea tener i . W; , entonces, puede congiderarse como la canasta inicial

de consumo de 1 .

Una asignacién X= (X, 4 + + « 4 X¢) es una coleccibn de k canas~
tas de consumo que describe lo que pretende obtener cada uno de los k con-

sumidores. Una asignacién factible es la que cumple

>
s

Wi

2. X, =

L x

4

es decir, sblo los bienes que posefan inicialmente los consumidores son con~

siderados para el intercambio. Esta suposici6n implica que todo bien "forma



- 90 -

parte" del intercambio; de Stra manera, bastaria suponer que

2 X < Z

A cada canasta X; corresponde una preferencia o utilidad del consumi-
dor 1 , llamada la funcifn de utilidad wu,( X;) . Por lo tanto, cada con-

sumidor i trata de resolver el problema de

max  u;(X;)

s.a. pX; = pW,

Cada canasta X; serd posible de obtener para el consumidor i depen-
diendo de los precios D en el mercado , vy de los bienes YW, que posea ini

cialmente para el trueque. Podemos entonces representar a tal canasta como
X; (p,p W) (funcibn de demanda del consumidor i)

donde p W, seria el valor en el mercado de lo aue inicialmente tiene I

A partir de ahora, supondremos que toda demanda ¥; qué pretendd obtener el

consumidsr i estd sujeta exactamente a su hresuplesto inicial, es decir,

P¥y = bl

Cabe sefialarse que, dadas ciertas canastas deseadas por los consimido-
res, puede haber valores de p donde no sea posible efectuar las transac-

ciones pretendidas, pues la demanda total no seria igual a la oferta total:

S X ppW) #F T
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+ Definicibn
un vectar..de. orecios ];:* es un equilivhia yalrasiane of

2 X% W) s I W
a A

Oseaque g (pf) = T X0MFHpEW) - TUW, £ 0O

»

es decir, no existe exceso de demanda positivo de ninguno de

los bienes.

Anfilogamente al modelo neocldsico, el exceso de demanda estard en fun-
¢ién de los precics y dado por
E{p = Z ¥{@,p¥W) - ;Wi
Notar que E se considera independiente de "; , tues las dotaciones inicia

les permanecen constantes independientemente de los precios.

Camo los precios son dados de antemano y afectan tanto a los bienes ini-
ciales de los consumidores (W;) como a los bienes. demandados ( Xilp, T W) ),
el valor relativo de los precios es el que nos interesa, v no el abscluto. Es
decir, cada precio absoluto p] lo podemos normalizar obteniendo un p; tal

que n;

Tendremos asi que la suma de los precios relativos ( p; ) ha de ser
siempre igual a 1. Por lo tanto, nos centraremos en vectores de precios perte-

necientes al simplex unitario {(n-1)-dimensional:
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+ Proposicién (ley de Walras)
. . !
para cualquier precio pe€ s se ample que p-E(p) =0, es
decir, el valor del exceso de demanda es cero,

Demostracién,-

p+E() pCS Xp,pW) - % W)

S (pX(p,pW) - pWy)

0 pues pX; =pth Wi oV

En realidad, al suponer que cada consumidor se ajusta a su presupuesto
de modo que el valor de su exceso de demanda ( o'¥; - p'W; ) es nulo; la
Ley de Walras (el valor de la suma de los excesos de demanda es nulo) resul-

ta obvia.

v

+ Teorena
A~
i la funcibn exceso de demanda E: S—MR  es continua v se cum-

ple la ley de Yalras, entonces existe un equilibrio walrasiano.

Demostracidn.-
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3. p* Ei(p*) 2 max (0, E;(p¥) ) L Ey(p*) max (0, E;(p*) )
i J

max (0, E,(p*) ) 2 p"’.f E,;(p%) Z E;(p*) max (0, E;(p*) )

-

pero, por la ley de Walras, Z PFE;(p*) = 0 ,

A

“de donde ambos lados de la igualdad serén cero. En particular
Z E;(p") max (0, E;(p") ) = 0,
&
Cada témino de esta sum es mayor o igual que cero, puesto que es cero & es

(£;(p*))2 . Pero si alguno fuera estrictamente mayor que cero, la suma tam-
»

bién 1o seria; por lo tanto, cada sumando es nulo, es decir,
E,(p*) max (0, E;(p*) ) = 0
= E;(p*) <0 izly...yn

que es precisamente la definicibn de equilibrio walrasiano, J

N6tese que a diferencia del Modelo Neocldsico (pag, 84) en que se hace
un ajuste de precios para lograr el equilibrio econfmico, el modelo de inter
cambio puro "ajusta" la reparticién de bienes manteniendo los precios fijos.
In amlbos mdelos, sin embargo, el teorema de Brouwer es igualmente Gitil para

las demostraciones de existencia de los equilibrios respectivos.
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Definamos la funcibn g & §s 5" de la siguiente manera:

g.(p) = Rt max (8, Ei(p) ) itl,.. 000

‘ 14 % max (0, ()

*

5 serf continua por ser composicifén de continuas, y g (p) e S™' pues
g;{p) 2 0 Wi
Zslp) = 1

Motar 1a analogfa entre esta funcifn g vy la usada en la demostracién de

juegos bimatriciales no cooperativos (pag. B4).
la explicacibn "econbmica" de esta funcidn es que al existir exceso de
demanda de algfin bien ( E;{p) > 0 ) , aumentaria el precio g;{p) de di-

cho bien,

Por el teorema de punto fijo de Brouwer, existe un vector de precios

p* tal que p* = g(p*) , es decir,
pf + max ( 0, Ei(p") )

1+ ¢ max (0, E;(p*) )
J

pf = pp) =

i=1,.,.,n

Mmeda por demostrar que  p¥ es precisamente el equilibrio walrasiano buscado.

De la anterior expresibn se sigue que

p"" +opf 2 omax (0, T(p%) ) pit + max (0, Ey(p*) ) 1=1,..450
)

Eop®) pf Tomax (0, E,(p™) ) = Ei(p®) max (0, Ei(p™) )
J
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3.- Un Ejemplo de Intercambio Puro

Qued6 demostrado en la seccifn anterior que si la funcifn exceso de deman

da E es continua y se cunple la ley de Walras, entonces los puntos fijos de

p;.-v+”maoc (. 0, E:xlp))
1+ & max (0, Ej(p))
3%

g; (p) =

serdn precios en equilibrio.

Siguiendo el algoritmo de Scarf, tendremos que los primeros n precios,
(,0, « v« ,00, (0,3, « v 4,0 ,. ¢+, (0,0, ... ,1), llevardn las eti
quetas 1,2,..., n respectivamente., Notar que una vez mds los subindices se
han incrementado en una unidad, es decir, el subfndice corresvondiente al lado
(o vector) de primera coordenada nulaes 1 yno 0 oomo se habia manejado.
La razbn de este canblo es facilitar el manejo de fndices al elaborar el dia-

grama de flujo del algoritmo. Los demfs precios tendrén la etiqueta { tal

que glpla p # 0 ;

la cual es una etiquetacifn propia pues todos estos precios serdn puntos inte-
riores del simplex y cualquier indice 1 podrfa ser la etiqueta, Para evitar
ambiguedades, la etiqueta serd el menor incice que cumpla la mencionada desi-

qualdad.

Para proceder con el algoritmo de Scarf, necesitamos definir las funcio-

nes exceso de demanda individuales E :( p )} , que serén el incrementc neto
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del bien 1 deseudo por el consumidor ¥ al precio p . Por ejemplo, si

E:( p)c 0, el R-gsimo agente econmico desea disminufr la cantidad del

bien i que posee actualmente para poder obtener los bienes cuyo exceso de
demanda es positivo ( E§( p)>»0) . {Recordar que el sistema funciona

en base a intercambios ),

Las siguientes funciones exceso de demanda son un ejemplo de las mu-

chas que han sido descritas en la literatura econfmica:

Bfp) = R EWB _ oy,
p?l zaQ)P; !
}
donde W= (W, desn ¥ A= (ag )., son dos matrices estrictamente posi-
tivas con k renglones (uno por cada comsumidor) y n columas (una por
cada bien). Por otro lade, ( b., . . ., be ) es un vector estrictamente

positivo.

Al no ser un analisis econfmico el objeto del presente trabajo, baste
decir que estos excesos de demanda fueron tomados de un modelo de inteicam-
bio puro en el que el consumidor { posee inicialmente W, , unidades del
bien 1§ . Notar que al exigira W g, ser estrictamente positivo, una condi
cibn mis estd implicita: todos los consunidores poseen inicialmente "algo"”

de cada uno de los bienes.
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Consideremos en nuestro ejemmlo 5 bienes y 3 consumidores. Los pard-

metros de las funciones exceso de demanda son:

1.0 3.0 110.0 1.0 2.0
W = 0.1 2.0 20.0 5.0 6.0
1.5 5.0 15.0 5.0 10.8

2.0 10 08 1.5 1,0
A = 3.0 0.5 1.2 1.6 1.8
0.9 0.8 2.0 1.0 1.8

0.9
0.8

El conjunto de vectores P que consideraremos es

{1%61%5' . A TR ék,»=1so}
P tendr& alrededor de 26 millones de elementos. Sin embargo, esta forma de
considerar P evita que, al reemplazar un vector de un conjunto primitivo,
se necesite buscar entre todos los elementos restantes de P el vector que
cumpla las condiciones de la regla de reemplazo ( p4gina 39 ) ; debido a

que dicho vector se puede generar directamente en cada paso.
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Un problema surge aqui: hay elementos de P que tienen la misma i-8sima
coordenada, 1o cual viola la suposicién de no decjeneracién hetha en la pigina

33 del capfitulo II. Sin embargo, para evitar este problema, se puede construfr

en cada paso del algoritmo una matriz

0 2000 . . . 500 p .. . b
1,000 0 « e s 5,000 . .
1,000 2,000 . . . 5,000
1,000 2,000 ., . . 5,000 R .

1,000 2,000 . . . 0 VA S
formada por los primeros 5 vectores de P ( los lados del simplex de acuerdo
a la definicién extendida de conjunto primitivo -pdgina 36- ) y todos los de-
mis vectores que han formado parte de un conjunto primitivo, en el orden en
que fueron entrando. Entonces, si dos columas de la matriz tienen el mismo
renglén i-&simo,el primerc se considerard mayor; y si un vector de la matriz
tiene el miamo renglén 1 que otro que no estf en la matriz, el primero de
ellos se consideraré mayor. Puede demostrarse que este procedimiento para re

solver empates tambi€n conduce a un algoritmo finito.

De manera igual a la que se procedi6 con los subindices de los vectores,
las coordenadas de p son representadas a partir de p' , o sea,
p = (p,p,0, 0, 0), yro p = (§,p,.p, 0,5 comwse
habia hecho. Estos cambios simplificarian el manejo de indices para progra-
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mar el algoritmo.

A continuacién se presenta el diagrama de flujo del algoritmo, diagrama

que de hecho es el programa a través del cual se resolveria nuestro ejemplo.
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[T =1 iefs|

[F = (186,1,1,1,1)]

¢

Calcular gi({)) i61,5 ; l(l")l

conjunto primi
tivo con etique
tacidn completa;

P = {Px 3Py 9Py 2 Ps ,153

conjunto primitivo: 1

- 1
il {p, 2Py 0Py ,p,,p} Calcular E;(P) con BeP
ie T, P \
(p)
—
-
P = (155,1,..,2,..,1)
lugar i-?
Y :
Calcular g; (p) i€l;5.; 1D
conjunto primi
tivo con etique
tacidn completa:
X :
B = By - {3V [B)
Conjunto primitivo:
. "
Pj = B - {p}U H)} Calcular E; (P)| con peP;

ie 1,5

3

Sea p; tal que
plery - {f) 3 m=d
ie

7,5
|

min (las coordenadas de By + 1,..

Pe?i-ip)

., 160 = (Z min+1),...,min (5as coordenadas de P) + 1]
Bep,-143

lugar i~
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Finalizando el algoritmd, el subsimplex generado por los precios del
conjunto primitivo con etiquetacién completa contendrd preciss ¢ue aproxi~
man a un equilibrio: cualquier elemento P de este subsimplex serfa una
aproximacidn ( demostrado en las péginas 53 y 54 ). Las funciones exce
so de demanda ( E;(p) ) serén las que corresponden a este "casi" equili-
brio. Por Gltimo, el indice final j nos dir& el nimero de reemplazos que

- debieron efectuarse para encontrar un conjunto orimitivo con etiquetacitn

campleta.

Sefiala Scarf que el algoritwmo, en una IBM 7094 , termina después

de 158 iteraciones ( j=158 ) con el siguiente conjunto primitivo

r 101 102 103 102 103 )
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Un elemento de este conjunto primitivo seria

A 104.4 12.3 5.2 24 4.1

160 * 160 ' 160 * 160 * 160 )
y las funciones exceso de demanda correspondientes son:
E@ = {(01,04,23,-1.8,009)

Aunque sblo E {p) < 0 , los excesos de demanda positivos representan
una pequefia fraccitn del total de la oferta ( suma por columas de W), ¥
ésto es importante pues orécticamente todos los bienes se reparten "satis-

factoriamente" entre los consumidores.
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Conclusiones

Como se menciond en un principio los objetivos fundamentales de este

trabajo fueron:

1) Presentar un estudio camprensible y formal del teorema de punto fijo de

Brouwer en general, asi como un desarrollo del algoritmo de Scarf.

2) Mencionar y ejemplificar algmaé de las aiplicaciones que el Teorema de
Brouwer y el algoritmo de Scarf tienen en diversos campos de las matemd-

ticas.

Ia primera conclusién que obtuve, tratando de alcanzar estos objeti-
vos, fue que un resultado aparentemente simple ( el Teorema de Brouwer )
en realidad no 1o es tanto. Précticamente todo el primer capitulo en con-
junto se refiere a su demostracifn; habiéndose tenide que recurrir a con~
ceptos y resultados de diversas &reas como el Algebra Lineal y el Anilisis
Matemdtico., Buscando formas de demostracién mds cortas o directas, me en-
contré con que eran menos ccmprensibies) a mi medo de ver, por lo que deci-

df mantener la que se presenta.

Una vez dempstrado el teorema, se estudia el algoritmo de Scarf. Dos
son los aspectos de este algoritno que mds me llamaron la atencién: lo in-
genioso y "entretenido", y las’ venﬁajas que presenta para manejarlo por

computadora. HabiZndolo comentado con alumnos de nivel medioc superior, a



pesar de no entender ellos la base tebrica, lo encontraban muy
ingenioso y muy "atractivo" para utilizarlo. Una vez pasada

la teorfa formal del primer capitulo, esta siguiente parte se

siente como una especie de juego matemdtico. Ademds, la facti
bilidad de programar este algoritmo en lenguajes computaciona-
les lo hacen préctico y Gtil. Se presentaron resultados obte-
nidos por Scarf, sin ahondar mayormente en el campo computacio

nal.

Haciendo una revisibn bibliogr&fica, encontré varias apli
caciones del teorema de punto fijo y del algoritmo de Scarf,
por lo que decidi estudiar aquellas que me llamaron la atencibn
particularmente: Teoria de Juegos, Programaciéh No-lineal y
Economia Matem&tica. En todas ellas se mantuvo siempre el as-
pecto tebrico formal, incluyendo ejemplos en los casos en que

lo consideré& conveniente y aclaratorio.

En términos generales, podriamos decir que el Teorema de
Brouwer se aplicd para demostraciones de existencia, ya sea de
un punto en equilibrio de un juego n-personal, & de un equili-
brio econbmico en un modelo dado. . Mientras que el Algor:tmo
de Scarf, a través de una b(isqueda sistemftica, nos lleva a la
obtencién de resultados concretos como el vector solucibn de

un problema de programacién convexa, 6 un equilibrio econémico



en el ejemplo de Intercambio Puro.

Queda la puerta abierta a posibles extensiones de esta in-
vestigacibn: i{qué otras demostraciones existen para el Teorema
de Brouwer? ; ¢qué tan eficiente es el algoritmo de Scarf compa
rado con otros propuestos para obtene: aproximaciones a puntos
fijos? ; ¢en qué otros campos de la matem&tica aplicada tendria
cabida el teorema de punto fijo 6 el algoritmo estudiado? ;
¢cudles serian las limitaciones de "nuestro" algoritmo al apli-~
carlo a un modelo econbmico que considerara millones de agentes

{productores-consumidores) y miles de bienes de consumo? . . .

Como se ve, muchas son las interrogantes sin responder. Es
pero, sin embargo, haber alcanzado los objetivos propuestos y

que este trabajo pueda para alguien, algGn dia, ser de utilidad.
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