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INTRODUCCION 

El presente trabajo tiene como objeto analizar las pr~­

piedades de los modelos lineales de Transporte, Asignación, 

Flujo Máximo y Flujo a Costo Mínimo en sus formulaciones mate­

máticas, de tal manera que puedan generalizarse todos ellos, -

bajo un mismo modelo; dicha generalización corresponde al pro­

blema de Flujo a Costo Mínimo con Variables Acotadas. 

Una vez establecida dicha generalización se analiza ~-­

alguno de los métodos de solución para este último modelo que 

engloba a los anteriores. 

Todos estos modelos son problemas de programación li--­

neal, la cual estudia la forma de minimizar o maximizar una -­

función lineal donde las variables deben satisfacer un conjun­

to de desigualdades y/o ecuaciones. La popularidad de la pro-­

gramación lineal se puede atribuir a muchos factores, entre -­

los que destacan la posibilidad de modelar problemas grandes y 

complejos, y facilita a los usuarios el resolver problemas a -

gran escala en un tiempo razonable mediante el uso del método 
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sirnplex y de las computadoras. Desde que George B. Dantzig de­

sarrollo el método simplex en 1947, la programación lineal se 

ha utilizado extensamente en el area militar, industrial, gu-­

bernamental y de planificación urbana, entre otras. 

La formulación general de un problema de programación -

1inea1 es: 

Minimizar 

sujeto a ª11 xl + ª12 x2 + 

ª21 xl + ª22 x2 + 

+ ª1 n xl n ~ bl 

+ ª2n x2n ~ b2 

o 

Donde c1 x1 + c2 X2 + •••• + e
0 

Xn es la función objet! 

vo que debe minimizarse y se denota por l. 

Los coeficientes c1 , c2 , .•.• , en son los coeficien­

tes de costo y x1 , x2 , x3 , ...• , X
0 

son las variable de de 
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cisión· cuyo valor debe determinarse. 

n 
A la desigualdad J,,,~ Aij Xj. -bj. se le denomina la ----

i-ésima restricción. 

Los coeficientes Aij para i=l,2, ..•• m • j=l, ••.. ,n se -

llaman los coeficientes tecnológicos. Estos forman la matriz -

de restricciones A siguiente: 

( 

ª1 n l ; ª11 ª12 
1 

ª21 ª22 ª2n ! 
1 

1 

A 

A el vector columna, cuya i-ési•a componente es bi se -

le llama vector de requerimentos, representa los requerim~ntos 

minimos que deben satisfacerse. Las restricciones x1, x2, ••.• 

O son las restricciones de no negatividad. 

A su vez, se analiza también el método simplex especia-

lizado en redes para el Problema de Transporte y se realiza un 
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Programa en Lenguaje Pascal para resolver este problema. 

Además se mencionan métodos de solucion para el proble­

ma de Flujo a Costo Mínimo con Variables Acotadas, que es el -

problema que engloba a los ya mencionados, dichos métodos ana­

lizan el tiempo de solución en base al número de arcos, pivo-­

teos, nodos, etc, de tal forma que se presentan los más efi--­

cientes. 



C A P I T U l O I 

• ESTRUCTURA Y PROPIEDADES DE LOS MODELOS LINEALES 

DE TRANSPORTE, ASIGNACION, FLUJO MAXIMO, F~UJO A 

COSTO HINlMO V FLUJO A COSTO MINIHO CON VARIABLES 

ACOTADAS.• 

1.- El PROBLEMA DE TRANSPORTE. 

Este problema supone que m orfgenes tienen que surtir a 

n centros de consumo con cierto producto. La oferta del origen 

i = 1, , m ) y la demanda en el centro de consu-

mo j es bj ( j = 1 , ... , n ) ' por lo que tenemos ai)O y bj)O 

Se supone que cij es el costo de enviar una unidad del produc-

to de origen i al centro de consumo j i = 1 • ... • m , j = 

1, •.. n ), por lo que tomamos Cij~O. El problema se reduce a 

determinar cuantas unidades del producto deben enviarse del 

origen i al centro de consumo j, tal que: 

Se minimicen los costos totales de distribución y se s~ 

tisfaga la demanda del centro de consumo j, sin exceder a la -
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capacidad de oferta de origen i. 

Sean Xij las variables de decisión. Entonces la formula­

ción matemática del problema es: 

m 
Min Z =L 

i=l 

sujeto a 
i=l, •.• ,m~~~~~~-(1) 

j=l, .•• ,n~~~~~~-(2) 

Esta última formulación se denomina una estructura de --

transporte. La restricción (1) indica que todo envio del pro--­

ducto que emana del origen i y que se envia a todos los posi--­

bles n destinos, debe ser igual a la oferta del origen i que 

es ai; existe una restricción de este tipo para cada origen. 

La restricción (2) indica que todo el producto que llega al --­

centro de consumo j de todos los posibles m orígenes debe ser -

igual a la demanda del centro de consumo bj. Existe una restric 

ción de este tipo para cada centro de demanda. 

Una condición necesaria y suficiente para que el Proble-
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ma de Transporte (PT) tenga solución es que este balanceado, -

es decir que la oferta total sea igual a la demanda total por 

lo que: 

.}!!. a. ~- b. donde suponemos a
1
.'-0, bJ.)O 2- l=¿___ J' i/ 

i=l j=l 

m . n b 
Si sucede que Z ª112 j 

i =l j=l 

a) 
m n "'":·-- a.,-..::--- b . 

.2__ 1/2- J 
i=l j=l 

entonces si ocurre que: 

Por lo que todo flujo que emana de los m origenes y que 

se envia a los posibles n destinos excede a la demanda total -

es decir que existe un excedente de flujo que no tiene un des­

tino que lo capte. 

b) 

n m ,_. b. )-.;;:--- a. 
L J ¿_ l 
j=l i=l 

Entonces existe una falta de flujo que no alcanza a cu­

brir la demanda requerida y por lo cual se necesita un centro 

de oferta que envie el flujo requerido para completar el flujo 

faltante por lo que resulta necesario que existan centros de -

oferta suficientes para cubrir la demanda. 
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Por lo tanto una condición necesaria y suficiente para 

que el Problema de Transporte tenga solución es que: 

...¿n..a.~~ b. 
,L_ 1..!.2_ J 
i=l j=l 

Podemos establecer dos matrices, una de costos y otra -

de flujos tal como se muestra a continuación. 

2 

ORIGENES • 

m 

DEMANDA 

xll 
2 X21 

ORIGEN ES 

m 1 xml 

1 
DEMANDA bl 

DESTINOS 
2 •••••••••••• n 

C12··········C1n 
C22··········C2n 

b2 .•..•••.••• bn 

DESTINOS 
2 ............ n 

X12··········X1n 

X22 · · • · · • • · · .x2n 

Xm2··········Xmn 
··------·-

b2 b n 

OFERTA 

OFERTA 

ª1 
ª2 

ªm 
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En el caso de que la oferta total sea mayor que la dema~ 

da total es decir "t.,, ªi) "f:_bj, entonces se añade un centro -
1 =1 J=l 

de consumo artificial, (n+l), cuya demanda bn+l es 

y cuyos costos unitarios Ck,n+l'k=l, ..•• ,m son todos ceros. 

En forma tabular se tiene 

i 
1 
1 

~ j Cml 

·:' f ~~~f 
o 1 ~2 ! .· 

DEMANDA -----r bl 
1 

m a - n b 
b2 ........ bn ~ i ~ j 

l=J J=l 

Por otro lado, si la demanda total excede a la oferta -­

total es decir ±_bj)1-ªi' entonces se añade un centro de ---
j=l i=l 

oferta artificial m+l cuya capacidad de oferta ªm+les: 
n m ¿bj-L_ª; y cuyos costos unitarios Cm+l,k'k=l, .•• ,n son "muy 

j=l i =l 
grandes" los cuales los denotamos por M 
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·Tabularmente tenemos 

DESTINOS 

2 3 •...• n 1 OFERTA 

en c12 el 3 .. · • cln 1 ª1 
1 2 C21 c22 C23 · ... c2n 1 ª2 

ORIGENES 

m 

M 
1 

-{1-b.-+a. ,.__J,._l 
¡j=l i=l 

m+ l i M M M •••• 

DEMANDA 
------------. --. ------,---- -- -----

b l b2 b3···· bnJ 

Cuando un problema real esta desbalanceado, es decir --­

~a;l~bj añadiendo ya sea orígenes o destinos artificiales, 
i =l j=l 

se le balancea y asi se satisface la condición necesaria y su--

ficiente para que el problema tenga solución. 

El Problema de Transporte puede escribirse en forma con-

densada como: 

Mi n z ex 
AX b ( PT) 

X~ O 



7. 

donde la estructura de los componentes de (PT) es la siguiente: 

Xt (X11•X12•···•X1n•X21•X22•···•X2n•···•Xm1•Xm2•···•Xmn) 

C (C11•C12•···•C1n•C21•C22•···•C2n•···•Cml'Cm2•···•Cmn) 

bt <a1•ª2•···•ªm•b1,h2····•bn) 

11 o o o o 
o 1l. o t· o o 

A m renglones 

o o o o 11 m+n renglones 

In In In In In n renglones 

mxn columnas 

El vector n y el vector O son vectores fila conteniendo 

n unos y n ceros, respectivamente: 

n componentes 

1l 1,1,1, ..... ,l 

o o,o,o, ..... ,o 
n componentes 

• 

o o 

o 
o 

n componentes 
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La matriz A es la que da al Problema de Transpo~te su -

estructura especial. Sus propiedades permiten una aplicación -

simple y eficiente del método simplex para problemas de trans­

porte (método simplex especializado en redes). 

La propiedad más importante que tiene la matriz de ---­

transporte es la propiedad de unimodularidad total es decir -­

que el determinante de cualquier submatriz cuadr.ada tiene va-­

lor O, 1 ó -l. Se demostrará esta propiedad y mediante la mis­

ma se verá que esto conlleva a tener soluciones enteras para -

este problema. 

DEMOSTRACION. 

Se probará primero que el rango (A)=m+n-1 

Suponiendo m y n1'2 se tiene que m+n'-mn de manera que 

rango (A)lm+n pues la suma de los primeros m renglones es 

igual a la suma de los últimos n renglones y en consecuencia, 

los m+n renglones de A son linealmente dependientes así que -­

rango (A) ~m+n-1; para demostrar que rango (A) es igual a m+n-1 

es necesario encontrar una submatriz de (m+n-1) de A que sea -

no singular. 

Primeramente consideramos la matriz A omitiendo el últi 

mo renglón de ésta y consideramos la submatriz A' dada de la -

siguiente manera 



A' = (aln•ª2n•·····•ªmn•ª11•ª12, ••••. ,al'n-l) 

la cual es una matriz triangular superior de la forma 

donde: 

!im 
A' =~ 

Q l 
1 

1 n-1 ! 
_:j 

Im es una matriz identidad de mxn 

1 1 es una matriz identidad de n-lxn-1 n-
o es la matriz "cero" de n-lxm y 

9. 

Q es la matriz de mxn-1 con l's en su primer renglón y 

ceros en los siguientes. 

de tal forma que A' tiene l 's en la diagonal por lo que -----­

det A'=llO lo que implica que A' tiene inversa, por lo cual A 

tiene rango =m+n-1. 

En el caso de la matriz de transporte, puesto que todos 

los elementos son 0 ó 1, cada submatriz lxl tiene el valor ---

0 ó l, además cualquier submatriz (m+n)x(m+n) tiene determina~ 

te de valor 0 pues el rango (A)=m+n-1. Sólo falta demostrar -­

que cualquier submatriz kxk con l<k<m+n tiene la misma propie-

dad. 

Sea Ak cualquier submatriz kxk de A. Debe probarse que 

det Ak =~ 1 ó 0. por inducción sobre k, supongamos que la pro­

piedad es cierta para Ak-l (se sabe que es cierto para A1). R~ 

cardemos que cada columna de Ak tiene, ya sea ningún l, solo -
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un 1, ó dos ls. Si ninguna columna de Ak t~ene l~ entonces el 

det Ak=O, si por otra parte, cada columna de Ak tiene dos l~ -

entonces uno de los l's ocurre en el renglón de origen y otro 

ocurre en el renglón de destino. En este caso, la suma de los 

renglones origen Ak es igual a la suma de los renglones destino 

de Ak. Por lo tanto los renglones de Ak son linealmente depen-

dientes y det Ak=O. Finalmente si alguna columna de Ak contiene 

un solo 1, entonces expandiendo det Ak en los menores de esa -

columna se obtiene 

det Ak = ± det Ak-l 

en donde Ak-l es una submatriz (k-l)x(k-1), pero por la hipót~ 

sis de inducción det Ak-l= ± l ó 0. Por lo tanto la propiedad 

se cumple para Ak, por lo tanto cualquier submatriz Ak de kxk 

de A tiene det= ± l ó 0. Por lo tanto A es totalmente unimodu­

lar. 

Ahora demostraremos que las soluciones para esta estruc 

tura de transporte son enteras. 

Si B es una matriz básica de A, entonces det BIO, esto 

implica que si tenemos el sistema BX=b la solución única al --
sistema es 

det Bj 
xij= 

det B 

donde como det BIO y A es totalmente unimodular el det B= + 1,. 



11. 

además como Bj es la matriz que se obtiene de reemplazar la -­

j-ésima columna de B por b y este es un vector de enteros (si 

la oferta y la demanda son enteros) entonces las soluciones a 

este sistema resultan ser enteras. 

2.- EL PROBLEMA DE ASIGNACION. 

Se puede pensar intuitivamente que en un Problema de 

Asignación los orígenes son personas buscando trabajo y los des 

tinos son trabajos disponibles. Existe un costo Cij por asignar 

a la persona i a un trabajo j. La restricción que existe en es 

te tipo de problemas es que a cada persona, se le asignará un 

solo trabajo y a cada trabajo se le asignará una sola persona 

de tal forma que si Xij son las variables de decisión estas so 

lo pueden tomar el valor de cero ó uno, cero en el caso en que 

a la persona i no se le asigna un trabajo j y uno en caso con­

trario, donde a la persona i se le asigna el trabajo j. 

ente: 

La formulación de un Problema de Asignación es la sigul 

Hin i! = :f: 'i:_cij x1j 
i=l j=l 

s.a n 
7 x. ·=1, ¿ __ lJ 
j=l 

m 

i=l, •••• ,m 

)-x .. =l, j=l, •••• ,n 
..__ -- l J 
i=l 

x .. (Ío,l} i=l, ..•• ,m 
lJ l j=l, •••• ,n 
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Este tipo de problemas son lineales, con una estructura 

de transporte, solo que la oferta en cada origen es de valor -

uno y la demanda en cada destino es tambien de valor uno. 

Una condición necesaria y suficiente para que este tipo 

de problemas tenga una solución, es que este balanceado, es d~ 

cir que la oferta total sea igual a la demanda total. Por lo -

que si hay m origenes y n destinos se requiere que m y n sean 

iguales. A un Problema de Asignaci~n desbalanceado se le balan 

cea del mismo modo que~ un Problema de Transporte. 

El Problema de Asignación, puede escribirse en forma --

condensada como: 

s.a. 

Mi n 1 ex 

t 
AX = J1 

i ,j=l, .... ,m 

en donde A, X y C estan definidos como en el Problema de Tran! 

porte en donde m=n, entonces X=(X 11 ,x12 , .•. ,x1m•···•Xml•···• -

Xmn>t y A es una matriz 2mxm2 cuya columna {i,j) es a .. =e.+e +· 
lJ 1 m J 



13. 

para i=l, ... m y j=l,2, ... ,m, y donde e1 y em+j son. vectores -
+. 

en Em J de tal forma que e1 y em+j tienen unos en la i-ésima y 

en la m+j-ésima posiciones. El vector C=Cc 11 ,c12 , .. c1m.c21 , ••• 

,c2m•···•Cml'"º .,Cmn) Y A tiene la misma propiedad de unimodu­

laridad total. 

Como un resultado de las restricciones AX = fl t ningún 

x1 j puede ser mayor que l, adem~s por consideraci~nes anterio­

res las soluciones del sistema AX=b son enteras por lo que to­

dos los Xij seran 0 ó l en una solución óptima. 

Esto permite reemplazar la restricción Xij=O ó 1 por la 

restricción Xij >º· 

Asi se obtiene: 

s.a 

Min z ex 

t 
AX ::fl 

X~ O 
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· 3.- EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO. 

Consideremos una red con m nodos y n arcos a través de 

la cual fluye un solo tipo de bien o unidad. A cada arco (i,j) 

se asocia sobre el flujo una cota inferior lij= O y una cota 

superior Uijº En el problema de flujo máximo no intervienen -­

costos. En la red se desea encontrar la cantidad máxima d~ flu 

jo de un nodo fuente s a un nodo destino t. Si representamos -

por v la cantidad de flujo en la red del nodo s al nodo t, en­

tonces el problema de flujo máximo se puede enunciar como si--

gue: 

M = '<)- X - / X = "5" X - ;.;. X a X V -- it ···-- t k -- S k '- - .. i S 

k k i 

s .a. 
r 
·-v si j= s 

'L .. Xij-LXjk=i o si j 1 t,s 

i k l V Si j t 

donde 

Xij es el f1 ujo del nodo i al nodo j 
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Uij es la cota superior sobre el flujo del nodo al -

nodo j 

v es el valor del flujo a maximizar 

Este problema tiene métodos propios de solución que re­

sultan más eficientes que el método simplex. 

Un algoritmo que resuelve este problema es el algoritmo 

de Ford y Fulkerson y lleva el nombre de algoritmo de etique-­

tas ( The Labeling algorithm ). 

El problema de flujo máximo puede plantearse en forma -

matricial como: 

donde 

Max v 
s.a 

AX = b 
O~ X~ U 

V es el valor del flujo a maximizar 

Xt= ( X11•X12•·····X1n•····•Xm1•····•Xmn 

r -v si j s 

bj= { o si j .¡. s, t 

l V si j t 

U U11•U12•····U1n•····•Um1•····•Umn> 

-lt 
A es la matriz de incidencia donde ésta tiene un ren---

glón para cada nodo de la red y una columna para cada arco. 

*ll!r' ~ce. 



16. 

4.- EL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO. 

Consideremos una red dirigida G, que con iste de un co~ 
1 

junto finito de nodos (puntos) M, = ¡ 1.2, •..•. ,m,.. y un conjunto 

de arcos dirigidos (lineas) S = · (i,j),(k,l), ••• ,(s,t)f que -­

unen parejas de nodos en M. 

Con cada nodo i en G se asocia un número bi que repre-­

senta los recursos disponibles de un artículo (si b.~o) o la -, ,. 
demanda requerida del articulo (si bi<O). algunas veces, los -

nodos con b;)O se llaman origenes y los nodos con bi(O se lla­

man destinos. Asociado con cada arco (i,j) se tiene el número 

xij' que representa la cantidad de flujo sobre el arco ( se su 

pone que o~xi j >. y el número cij' que es el costo unitario de 

transporte a lo largo del arco. 

Se supondra que la oferta total en la red es igual a la 
m 

demanda total, es decir > b.=O, si este no es el caso es de 
i = l l m 

ci r si 2-:=. b .)o, 
i = l 1 m 

entonces se añade un nodo ficticio m+l, con 

demanda bm+l= - ~~.~ bi y arcos con costo cero desde cada nodo -
l = l 

de recursos hasta el nuevo nodo. 

Las restricciones se llaman ecuaciones de conservación 

de flujo o ecuaciones de Kirchhoff e indican que, en la red, -
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no se puede crear ni destruir flujo. En las ecuaciones de con­
m 

servación ~ ... Xjk representa el flujo total que sale del nodo j, 
k=l m 

mientras que ~X~- es el flujo total que entra al nodo i. 
k=l id 

El problema de flujo a costo minimo en una red puede 

plantearse como el problema de programación lineal en donde 

Xij es la cantidad de flujo a través del arco {i,j)fS. 

Minimizar z L cijxij 
{ i ,j HS 

s.a. 

¿_xjk-~ij=bj HH 
k i 

x1j>-o V(i ,jlfS 

S conjunto den arcos (i,j) dirigidos en la red G{M,S) 

M conjunto de m nodos 

xij cantidad de flujo a través del arco (i,jHS 

cij costo unitario de transporte del nodo i al nodo j 

bj requerimientos en el nodo j 

bj >o es referido a la oferta 

bj <.o es referido a la demanda 

Las resticciones del problema se derivan del hecho de -

que la cantidad total de flujo que sale de un vértice i debe -
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ser igual a la cantidad que llega a él, más la oferta de éste 

vértice. 

El problema de flujo a costo mínimo puede plantearse en 

forma matricial como: 

donde 

Min z = ex 
s.a. 

(P) AX = b 

C = (C11•C12•··· .,C1n•····•Cml'Cm2•····•Cmn) 

Xt= (X11•X12•··· .,X1n•X21•····•X2n•····•Xm1•····•Xmn) 

bt= (b 1,b2, ..•• ,bn) 

A es la matriz de incidencia, donde esta tiene un ren-

glón para cada nodo de la red y una columna para cada arco. -

Cada columna de A contiene exactamente dos coeficientes distin 

tos de cero: un"+ 1" y un "- 1". La columna asociada con el 

arco (i,j) contiene un "+ 1" en el renglón i, un"- JN en e1 

renglón j, y todos Jos elementos restantes son cero. Por Jo 

tanto las columnas de A estan dadas por 

ªij = (ei-ej) 

en donde ei y ej son vectores unitarios en Em, con J's en la 

i-ésima y j-ésima posiciones respectivamente. La matriz A se 

llama matriz de incidencia. 
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Para resolver el problema de programación lineal asocia 

do a la siguiente formulación. 

Hin z ex 

s.a. 

(P) AX = b 

x~o 

puede utilizarse el algoritmo simplex; sin embargo, gracias a 

la estructura de A, este algoritmo puede simplificarse en es-­

tos casos. 

Esta simplificación del algoritmo simplex recibe el nom 

bre de método simplex especializado en redes. 

El primer problema que surge cuando se resuelve el pro­

blema (P) es la identificación de una base de la matriz de res 

tricciones. Se caracterizan dichas bases como árboles expandi­

dos con cierta característica. Más adelante veremos la aplica­

ción de dicho método para estos problemas. 

5.- El PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO EN UNA RED 

CON CAPACIDADES EN LOS ARCOS. 

El problema de flujo a costo minimo en una red con cap~ 

cidades en los arcos es el problema más general y en el que p~ 

demos englobar el problema de flujo a costo mínimo al problema 
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de transporte, al Problema de Asignación y al Problema de Flu-

jo Máximo. 

Su formulación mátemática es la siguiente: 

Minimizar Z = "'$ CijXij 
(i,jHS 

s.a. 

¿:xjk- 2x1 j=bj jfM 
k i 

donde 
Ses el conjunto den arcos dirigidos (i,j) en la red--

G(M,S) 

M es el conjunto de m nodos 

xij flujo dirigido del nodo i al nodo j 

cij costo unitario del flujo del arco ( i • j) 

lij cota inferior del flujo del arco { i • j) 

uij cota superior del flujo del arco ( i • j) 

bj requerimientos de 1 f1 ujo en el nodo j 

si bj( o es referido a la oferta 

si bj) o es referido a la demanda 

EL Problema de Flujo a Costo Minimo con Capacidades en 

los Arcos puede plantearse en forma matricial como: 

Min z = ex 

s. a. 



donde 

C = C11•C12•···•C1n•···•Cm1•···•Cmn} 

Xt= X11•X12•···•X1n•X21•···•X2n•···•Xm1•···•Xmn) 

bt= b1,h2•···•bn) 

L 111• 112•···• 11n•···• 1m1•···• 1mn) 

U U11•U12····•U1n•···•Um1•···•Umn) 
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A es la matriz de incidencia definida igual que en el -

problema de flujo a costo mínimo. 



C A P I T U L O II 

"UNIFICACION DE LA ESTRUCTURA DE LOS MODELOS LINEALES 

DE TRANSPORTE, ASIGNACION, FLUJO MAXIMO Y FLUJO A 

COSTO MINIMO CON LA ESTRUCTURA DEL PROBLEMA DE FLUJO 

A COSTO MINIMO CON VARIABLES ACOTADAS". 

Una vez analizada la estructura y propiedades de los m~ 

delos lineales se llevará a cabo la unificación de estos pro-­

blemas bajo la estructura más general que es la del Problema -

de Flujo a Costo Minimo con Variables Acotadas, por lo que ve­

remos alguno de los métodos de solución para este último obser 

vando cuales de estos son los más eficientes desde el punto de 

vista computacional, de tal forma que aunque cada uno de los -

problemas que estan englobados tienen métodos de solución pro­

pios que son más eficientes, estos pueden generalizarse bajo -

una misma estructura con un método de solución en común. 

1 .- UNIFICACION DEL PROBLEMA DE TRANSPORTE. 

Antes de dar inicio a la unificación ya antes menciona-
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da, introduciremos nuevos conceptos que nos ayudaran en los --

problemas que en adelante analizaremos: 

* Si G es una Gráfica Dirigida G=(M,S) 

Un vértice sucesor de X;fM, es todo vértice Xj{M tal -­

que existe (X1 ,Xj){S 

Al conjunto de sucesores de x1{M lo denotaremos por: 

r + ( Xi ) ={X j {M 1 ( Xi , X j ) { S} 

Un vértice predecesor de x1fM es todo vértice Xj{M tal 

que existe (Xj,Xi){S 

Al conjunto de predecesores de Xi{M lo denotaremos por 

r-(X;>={xjfMl<xj,X;HS} 

Una vez establecidos los conceptos anteriores proceder~ 

mos a unificar la estructura de los Problemas de Transporte, -

Asignación.Flujo Máximo y Flujo a Costo Mínimo con la del Pro­

blema de Flujo a Costo Mínimo con Variables Acotadas. 

El Problema de Transporte en su formulación matemática 

original es: 

*Ver ~ce. 

Minimizar l ~ c1 jxij 
( i, j HA 

s.a. 

~ x .. =b. 
-::--- l J J Hr (j) 

HM 

HN 

\ 
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pasa a tomar la siguiente formulación 

Minimizar Z = ~ c .. x .. 
L_ lJ lJ 

(i,j)fA 

x 1 j~ o 

2.- UNIFICACION DEL PROBLEMA DE ASIGNACION. 

El Problema de Asignación, en su formulación matemática 

original: 
-.;:--

Mi ni mi zar z 2_ c1jxij 

s.a. 

(i,j)fA 

LX .. =1 ifM 
lJ 

jf +(i) 

LXi{'l jfN 
if -(j) 



pasa a tomar la siguiente formulación 

Minimizar Z = ~ CijXij 

(i,jHA 

s.a. 

> x1j- Lxk1=1 ifM 
jfr+(i) kfr-<1> 

X •• ),. O 
l J·· 
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3.- UNIFICACION DEL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIHO. 

El problema de flujo a costo minimo en su formulación -

matemática original: 

Minimizar z = L cijXú 
{i,j)tA 

s.a. 
··- - 2= ./ x .. - x. =b. 
...... lJ ---- Jk J· 

if¡1 -(j) kfi'+{j) 

( i ,j HA 

queda en igual forma. 

HM 
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4.- UNIFICACION DEL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO. 

El Problema de Flujo Máximo en una red en su formulación 

matemática original es: 

s.a. 
~ , . - • -v si j=s 
2. x .. - ¿· x.k"'~ o si j/s,t 

if:-"-(j) lJ k{~:.¡:{'j)J l. V SÍ j=t 

equivale a la siguiente formulación 

donde: 

Minimizar -v= 

s.a. 

O:_.. X •• •. U •• 
1 J'- l J 

-v si j=s 
b.=~ o si j#s,t 

J l V Si j=t 

HM 

Una vez determinada la unificación de las estructuras -

de los Problemas de Transporte, Asignación, Flujo Máximo y Flu 

l 
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jo a Costo Minimo. veremos alguno de los métodos de solución -

para estos. Determinando primeramente el método, el algoritmo . 

y posteriormente veremos un ejemplo. 



C A P 1 T U L O 111 

ªEL METODO SIMPLEX PARA PROBLEMAS DE FLUJO 

EN REDES". 

l.- LINEAMIENTOS GENERALES DEL METODO SIMPLEX. 

Los pasos general~s en la aplicación del método simplex 

para un problema lineal son los siguientes: 

l. Encontrar una solución básica factible inicial y des 

pués 

2. Calcular los Zij-Cij para cada variable no básica x1j. 

Si Zij-Cij,(,o para toda variable no básica se alcanza 

la optimalidad y el proceso se detiene, en caso con-­

trario se selecciona, la nueva variable para la si---

guiente base y la variable que sale de la base actual. 

3. Se obtiene la nueva solución básica factible y repe-­

timos el paso No. 2. 
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Para el análisis de estos pasos consideramos el si--

guiente problema: Minimizar CX s.a. AX= b y JQO, en 

donde A es una matriz mxn)b es un vector mxl y e un 

vector (1 xm). 

Supondremos que ei rango (A,b) = rango(A) =m. Des--­

pués de un posible rearreglo de las columnas de A, -

tomamos A =[a.N] en donde B es la matriz invertible* 

mxn y N es una matriz mx(n-m). 

To•aremo• X ·[~:] donde x8 • s-
1
b y '• n 

A X se le llama soluci6n bisica del sistema. Si Xs}O 

entonces X se le llama solución básica factible. 

A B se le llama matriz básica (o simplemente la base) 

y a H matriz no básica. 

Las componentes de x8 se llaman variables básicas y 
las componentes de XN se llaman variables no básicas. 

Si x¡¡>o. entonces X se llama solución básica factible 

no degenerada, y si al menos una componente x8 es ce­

ro entonces X se llama solución factible degenerada. 

Determinación de una solución básica factible inicial. 

Primeramente se da una solución básica factible, aplican­

do el método a un ejemplo, después de éste, mostraremos la re­

g1 a de la esquina noroeste para encontrar una so--------------
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lución básica factible inicial. A este procedimiento se le 11! 

ma también regla de la esquina superior izquierda y lo veremos 

posteriormente. 

Cálculo de los coeficientes de costo reducido. 

Dada una solución básica factible el siguiente paso co~ 

siste en determinar si la solución es óptima ó si. se seleccio­

na una variable de entrada. Para este paso es necesario calcu­

lar las variables duales, dichas variables las tomaremos para 

este problema como variables auxiliares; el cálculo de éstas -

resulta sencillo ya que se calcula primero Wh= O para algún h 

que esté en la solución básica y después se calculan las sigu! 

entes variables mediante la formulación: 

Una vez calculadas dichas variables duales calcularemos 

los coeficientes de costo reducido, los Zij-Cij para cada va-­

riable Xij no básica, estos coeficientes de costo reducido nos 

dan el mejor incremento que podemos hacer en la función objet! 

vo Z cuando son positivos. Puesto que se desea minimizar z. es 

ventajoso aumentar Xij siempre que z1j-Cij)O, por ejemplo si -

ZK-CK es el máximo de los Zij-Cij el nuevo valor de la función 

objetivo Z está dado por Z = Zo-(ZK-CK)XK por esto conviene au 

mentar XK tanto como sea posible cuando ZK-CK)O 
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· Los coeficientes de costo reducido se calculan como 

Determinación del arco que entra a la base. 

Como hicimos ver anteriormente si ZK-CK es el máximo de 

los z1j-Cij el nuevo valor de la función objetivo estaria dado 

por Z = Z
0

-{ZK-CK}XK por lo cual el arco que entra a la base -

es cualquier arco tal que z1j-Cij>O donde Xij es no básica. 

Determinación del arco que sale de la base. 

Si consideramos al arco (i,j) como el arco que entra a 

la base entonces al entrar éste a la base se forma un ciclo -

(ya que a cada base esta asociado un árbol) de esta manera --­

existe una única cadena que une a i con j sea c={i.a1,i 2 ,a2 , •• 

• ik'ªk'j} esta cadena, si representamos la orientación de la -

cadeoa C como"" vecto• O(C)!nrl teod•emos OK(C) 0 /1 si ª•"(iK,;K~l) 
c-1 Sl ªK=(1K+l'1K) 

Entonces podremos calcular el mínimo valor para Xj tal 

que Oj(C)= -1 es decir calcularemos el mínimo valor de algún -

arco que exista entre i y j tal que la orientación de este ar­

co sea j a i • 

Por lo tanto si se cumple que el valor del arco K es --
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D=min{xj/Oj{C)=-l•jfC} y que K sea arco de la base entonces se 

tendrá que K es el arco que sale de la base a la variable bási 

ca asociada, y a este arco se le llama variable de bloqueo 

(pues bloquea o impide el incremento adicional de xij). 

Actualización de los arcos básicos en la nueva solución 

Una vez que se encuentra en la base el nuevo arco bási­

co y que salió el arco correspondiente a la variable de bloqueo 

atualizaremos dicho árbol conforme a la siguiente regla 

Xh-D para los arcos con Oh(C)=l ó si h=(i.j) 

y 

Xh-D para los arcos con Oh(C)=-1 

donde D es el valor minimo que tenia la variable que salió. 

2.- ALGORITMO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN )EDES. 

Propósito: Determinar el flujo a costo minimo en la red 

G(H,A). 

DESCRIPCION 

1. Determinese T={H.A') un árbol expandido de G. correspon-­

diente a la solución básica factible X del problema. Sea B 

la matriz triangular asociada a T obtenida de reacomodar 

columnas. si es necesario, y sea x8 el vector de flujos a 
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travªs de los arcos b&sicos. Calcúlense las componentes de 

x8 resolviendo el sistema BX 8=b sobre la red. 

2. Calcúlense las variables duales resolviendo el sistema 

A 
3. Calcúlense los coeficientes de costo reducido c1j=W1-wj-Cij 

para todo arco (i.j)fA' 
A . 

i) Si Cij<o para todo (i,j)fA'. entonces la 

solución dada por T es óptima. Terminar. 

ii) Si Cij)O para algún {i,j)fA' ir a 4. 

4. Determinese el arco que entra a la base. Este es cualquier 

arco (r,s) tal que Zr 5-crs>o 

5. Determinese el arco que sale de la base. Sea e la única -

cadena que une r y s en el &rbol T. Calcúlense 

D=m~n{xjloj(C)=-1,jfc} 
D=m1n{xtj} 

(i,j){r-

Sea kfA' tal que Ok(0)=-1 y Xk=D. Entonces k es.el arco -

que sale de la base. 
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6. Aétualicese la solución. Sea T'=f M, (A'-[(u,v)v(r,s)} >}el 

nuevo árbol expandido de R. 

Definase: 

X.= 
l 

si Oi(C)=l ó i=(r,s) 

si O;(C)=-1 

i fe 

Con este nuevo flujo regrese a 2. 

3.- EL METODO SIMPLEX APLICADO A UN PROBLEMA DE FLUJO 

EN REDES. 

Se presentará un análisis de cada una de las operaciones 

aplicables a problemas de flujo en redes. 

Tomaremos la figura siguiente a manera de ejemplo. 

' . 
~ .:= :: 
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donde el número asociado a cada arco es el costo unitario del -

flujo a través de él. Supongamos que se selecciona la siguiente 

base factible dada en la siguiente gráfica por los arcos bási--

cos. 

(1,5), (2,3). (3,4), y (4,5) 

E 

':2 '---....;:6;...._ __ 
_, 

donde el número asociado a cada arco es el valor del flujo a --

través de él. 

el sistema básico de ecuaciones BX 8 b, asociado a la -

gráfica que debe resolverse es : 
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o o ol Íx 15 I r 2 l o o o ¡ l X23; 

t:J 
j 

o -1 
_:j l X34 l 

l -1 o o \. X45J 

Analizaremos el valor del flujo de cada variable conju~ 

tamente en la tabla y en el árbol asociado a esta. En la tabla 

se tiene que: 

Aprovechando la estructura triangular inferior de la m! 

triz básica se pueden encontrar los valores de las variables -

básicas en forma iterativa, y las variables no básicas toman -

valor cero. 

De la l!. ecuación x15=2. De la 2!. x23 =5, de la 3era. 

ecuación x34=l+x 23 =1+5=6, después x45 =4-x 15 =2 se pueden hacer 

sobre la gráfica como sigue: 

Examinando la gráfica observamos que: 

Los vértices i y 2 son pendientes por lo cual 

X15=b1=2 y X23=b2=5 

Al eliminar los vértices l y 2 y los arcos (1,5) y (2,3) 

en el árbol resultante el vértice 3 es pendiente entonces: 
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Al eliminar el vértice 3 y el arco (3,4) el vértice 4 -

resulta pendiente, entonces: 

x45 =b 4+x 34=-4+6=2 

Los potenciales de los vértices se calcularon: en la gráfica: 

W5 o 

W4 w5+c 45 =0+3=3 

Wl . w5+c 15=0+6=6 

W3 w4+c34=3+0=3 

W2 w3+c 23::3+3=6 

En la tabla simplex lo·podemos calcular resolviendo el 

siguiente sistema: 

o o :1 o o 

( W1 .w2,W3,W4,w5J 
' ¡ 

( 6,3,o,3) o -1 

~ ' o o -1 

-1 o o -1 J 
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Tomamos w5 = O y sustituimos: 

W4 W5 ::: C45 W4 3 + o 3 

W3 - W4 C34 W3 o + 3 3 

w2 W3 C23 W2 3 + 3 6 

Wl - W5 Cl5 wl 6 + o 6 

En la siguiente figura se asocia a cada arco no básico 

su coeficiente de costo reducido: 

/ 
/ j 

Qf--- - --- - -~ 
1 
1 . 
1 -7 
1 

~) 

z .. - e .. 
lJ lJ 

Para el cálculo de los Zij - Cij existen dos métodos: -

uno usando los ciclos y otro usando el cálculo directo de las 

variables duales. 

l 
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Utilizando e1 ciclo en la gráfica obtenido de añadir el 

arco (i,j) a la subgráfica básica, llamamos a este ciclor, 

después tomando la orientación que tiene este arco, es decir -

de i a j' 1 a 11 amamos r +. entonces 1 a orientación contraria a 

este arco está dada r-. Por lo tanto el Zij-Cij estará dado 

por: 

Z e I 2= e 2-·- c .. ¡x .. es básica y (i;j}fr} .. - .. =l .. - lJ 1J 1J lJ ~ lJ -
(i.j)(r- (i.j)(r+ 

En la figura podemos hacer el cálculo así: 

Z13-C13=-C34-C45+C15-C13=0-J+6- 2=l 

Z12-C12=-C23-C34-C45+C15-C12=- 3-o-3+5- 2=-2 

Z53-C53=-C34-C45-C53=-o- 3- 4=-7 

Z42-C4z=-C23-C34-C42=-J+O-O=-J 

Para hacer el cálculo con las variables duales utiliza-

mos la siguiente definición: 

en donde 
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Z13 - C13 w1 - W3 - C13 6-3-2 

Z12 - C¡ 2 w, - w2 - Cl2 6-6-2 -2 

Z53 - C53 = W5 - W3 - C53 0-3-4 -7 

z42 - e 42 W4 - w2 - C42 3-6-0 -3 

Puesto que z13-c13= 1) O entonces el arco (1 1 3) entra a 

la base. Al agregar a T este arco se forma un ciclo con la ca­

dena 1, 5, 4, 3 que une sus extremos. En este caso D ={min x15}= 2 

puesto que este es el único arco tal que D = min{x,. ·1 
< i ,j}fr· J 

Por tanto este arco es el que sale de la base 

X,e-:::'í 
'· 

@ 
1 

1 •"4---ffo hay cambio 
¡L 

+/\ 
X:,if f> 

v-r2 .. 
.'ft ... é ' . _,,¡, 

·!,_,\ 
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Cuando x13 se incrementa por6, la única variable bási 

ca que disminuye es x15 y su nuevo valor es x15= 2 -{j,, asi -

pues, el valor critico de6es 2 valor para el cual x15 se ha­

ce cero y sale de la base. Se ajusta adecuadamente el valor de 

las otras variables básicas y· el nuevo árbol básica queda asi: 

'2 [6] 

5 

(5) Q)-~J_____ 3 --ª-----· 4 C~J 

4 

©r:oJ 

Se le asocia a cada vértice su potencial que fue calcu­

lado igual que en la iteración anterior con el sistema w5 = O 

y Cij = w1 - Wj para todo arco (i,j) no básico. 

A continuación se asocia a cada arco su correspondiente 

coeficiente de costo reducido. 
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~ 
1 

1 
1 -7 
1 

'~ 

El cálculo de los coeficientes de costo reducido lo ha-

cemos al igual que en la anterior interación calculándolos so­

bre las variables duales resolviendo el sistema Zij-Cij= Wi­

Wj-cij 

Puesto que todos los coeficientes de costo reducido son 

menores que O, la solución actual es la óptima; es decir el --

flujo a costo minimo en la red esta dado por: 

Xl2 O,X13=2, X15=0, X23=5, X34=8, X42=0 

X45 4 y X53 = O 

4.- DETERMINACION DE UNA SOLUCION BASICA FACTIBLE INI 

CIAL PARA El PROBLEMA DE TRANSPORTE. 

Una vez analizado el problema de flujo en redes, determ! 

naremos ahora, para el problema de transporte, una solución bá 
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sica factible mediante un procedimiento llamado regla de la es 

quina noroeste ó regla de la esquina superior izquierda. 

Para este procedimiento utilizaremos la siguiente tabla: 

ORIGENES 

1 

2 

n-• 

- ..., 
L 

1 

-+ . 

1 
l 
! 
' i i 

DESTINOS 
m-1 m 

o. 

Qz 

- . 
. 

1 
. . .OFERTA 

. . . 
------ -~· 

On-1 

On 

Durante este procedimiento, cuando se asigna un valor a 

una variable Xij se reducen las correspondientes ªi y bj por -

ese mismo valor. Denotemos los valores reducidos de ªi y bj --
" /\ 11 

por a1 y bj respectivamente. En particular al principiar ai=ai 

Suponiendo que la oferta total es igual a la demanda to 

tal, empezando en la celda (1,1) se hace 

x11 =M1nimo j ~l'bl} 
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/1 /\ /\ y se r~emplaza a1 por a1-x 11 y b1 por b1-x 11 • Despu~s si 

a1 h1 se pasa a la celda (1,2) y se toma 

y se reemplaza a1 por a1-x12 y b2 por h2-x 12 ... Sin embargo si -

a1 h1 se pasa a la celda (2,l) y se toma 

1\ 1\ 1\ 1\ y reemplazamos a2 por a2-x 21 y b por h1-x 21 • En el caso en que 

a1 = b1 produce degeneración, este caso no lo trataremos y su­

pondremos que la igualdad nunca ocurre. El proceso de asignar 

a una variable el minimo de la oferta o la demanda restante, -

ajustar ambos y moverse una celda hacia la derecha o hacia aba 

jo se continua hasta que todas las ofertas y demandas estan -­

asignadas. 

La regla de la esquina noroeste (en la ausencia de deg~ 

neración) producira m+n-1 números Xij positivos. Cada vez que 

se asigna un Xij un valor positivo se satisface una restri---­

cción de oferta o una demanda. Cuando se han asignado valores 

positivos a m+n-1 variables entonces se han satisfecho m+n-1 -

restricciones. Observando que una de las restricciones del pr~ 

blema es redundante, se ve que todas las restricciones se sa-­

tisfacen (demostrado anteriormente). 
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Una vez analizado el problema de flujo en redes, proced~ 

remos a analizar con el mismo método un problema de transporte. 

Determinese el flujo a costo minimo en la siguiente red 

de transporte mediante el algoritmo simplex especializado en -

redes. 

Obtenemos una solución básica factible por el método -

de la esquina noroeste. 

ORIGENES 

DEMANDA J.5' 
o 

DESTINOS 

;. 

3 

20 

8 

% 
o 

1 OFERTA 
+. 
1)(1' /o 

.1 
.~){ÍIJ 
! 
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Obtenemos el siguiente árbol asociado a la solución bá­

sica factible: 

Iteración l. 

Obteniendo el siguiente árbol T (M,S) correspondiente 

a la primera base. 
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El número asociado a cada arco es el valor del flujo a 

través de él y el asociado a cada vértice es su potencial. Los 

potericiales se·calcularon 

W5 o 

w2 = c2s + W5 = 8 - o = 8 

W4 w2 - C24= 8 - 9 =-1 

Wl Cl4 + W4 = 11- l 10 

W3 w1 - C13= 10-10 o 

En la siguiente figura se asocia a cada arco no básico 

su coeficiente de costo reducido. 

1 



Los coeficientes de costo reducido se calcularán: 

z 15- c15 =W 1-w5-CJ5 =10-0-20=-10 

z23- C23=W2-W3-C23 = 8-0-6=2 

. 48. 

Como z23 -c23 =2)0 entonces el arco (2,3) entra a la ba­

se. AJ agregar a T este arco se forma ciclo con la cadena 2, 4, 

l, 3 que une a sus extremos. En este caso D=Min { x13 ,x24 } = Min 

{ 15, io} =10 puesto que son los arcos con orientación igual -

a - l. Por tanto el arco que sale es el arco (2,4) 

(a) 



49. 

--J..0 . 
- A(é', ~~ 

[o) 

Al agregar el arco (2,3) y eliminar el arco (2,4) se oh-· 

tiene el árbol de Ja figura anterior, se actua~iza eJ flujo de 

acuerdo a la orientación de la cadena (2,4,1,3) dada en la red 

(a). Este flujo actualizado· se asocia a cada arco del árbol --

resultante. 
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Iteración 2. 

También se asocia a cada vértice del árbol anterior su 

potencial que fué calculado resolviendo el sistema W5= O y 

Cij= Wi-Wj para todo arco (i.j) básico. A continuación se aso­

cia a cada arco su correspondiente coeficiente de costo reduci 

do 

® 

Los coeficientes de costo reducido se calcularán de la 

misma forma resolviendo z1j-Cij=Wi-Wj-cij para todo arco (i,j) 

no básico. 

Ya que todos los coeficientes de costo reducido son me-

nores que cero. la solución actual es óptima. es decir el flu­

jo a costo mínimo en la red esta dado por: 

Una vez visto el algoritmo simplex especializado en re-

des, procederemos a conocer como se determina una solución fac 

tible inicial para estos problemas. 
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5.- DETERMINACION DE UNA SOLUCION BASICA FACTIBLE INl-­

CIAL PARA EL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO. 

Para determinar una solución inicia) para el problema -

de flujo a costo minimo en la red 6 = (M,A} con n vértices se 

utilizará una especialización del método de las dos fases. 

Para ello agregaremos un nuevo vértice f a la red y nu~ 

vos arcos de la forma (i,f), si bi)O, y (f,i) si bi<:o. Consi 

deremos la red 6' =[MU { f/, A U A',c',b'] donde 

A'= {ci,fJ 1 biqoJ u {cf,il / bi(oJ 

C ! . = { 1 , si ( i , j ){A' 
1 

J o' si ( i ' j HA 

{ 

bi, si i{M 
b 1 i= 

o , si i =f 

Entonces la primera fase de1 método consiste en resolver 

el problema de flujo a costo minimo en la red G'. Los valores 

de los flujos a través de los arcos de A' son: 

Xif=bi' para todo i{M tal que bi)O 

Xfi=-bi' para todo i{M tal que bi<o 

Una vez, determinada la solución óptima para la red G' 

pueden presentarse dos casos: 
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a) Si X es una solución óptima y XIO el problema origi­

nal no tiene solución ya que si XIO esto implica que existe ~n 

arco en la red auxiliar G' cuyo flujo es de valor distinto de 

cero por lo que no es posible obtener una base factible con 

los arcos originales del problema para iniciar esta segunda fa 

se. 

e.d. 

J AXa=b= l ~a 1 es una solución facti 

ble al problema en la fase 1 y por lo tanto 

O {Xa)+l{O)=O(X lo cual viola la optimalidad de X. 

b) Si X es una solución óptima y X=O el problema origi­

nal tiene solución ya que existe un arco en la red auxiliar G' 

cu~o flujo es de valor 0 y donde los arcos básicos restantes, 

son arcos de la red original por lo cual podemos eliminar este 

arco y el vértice f de tal forma que podemos iniciar la segun­

da fase del método con una solución basica factible y donde e~ 

ta fase consiste en determinar el flujo a costo mínimo en la -

red G' aplicando el método simplex para problemas de flujo en 

redes. 

Ejemplo: 

Determínese el flujo a costo minimo en la siguiente red 

utilizando el método simplex de las dos fases especializado en 

redes. 
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,/ 
/ ., 

'?> '·,o 

3i---0-·,_·"~h ~-4 
\:i..-:of -4 
" 

/ 
/ 

4 

El número asociado a cada arco es el costo unitario del 

flujo a través de él. 

PRIMERA FASE 

Ya que no contamos con una base inicial factible cons--

truiremos la red G' que a continuación se muestra con el costo 

unitario de flujo asociado a cada arco. 
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Entonces el árbol básico factible inicial en la primera 

fase, es la primera red de la ·Siguiente figura. Asociando a -­

ésta el flujo a través de cada arco y a cada vértice su poten­

cial. En la red contigua esta asociado a cada arco su coefici­

ente de costo reducido. 

4 [.O] 
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El cálculo de variables duales y coeficientes de costo 

reducido lo hacemos al igual que como lo veníamos haciendo. 

Ya que (1,5) y (3,4) tienen coeficiente de costo reduci 

do mayor que cero, cualquiera de estos arcos puede entrar a la 

base. 

Elegimos el arco (1,5) para entrar a la base. Entonces 

la cadena que forma ciclo con este arco es l,f,5 con orienta--

ción (-1 ,-1) por lo que D=Hin Xif'xf5 =2 por lo que el arco -­

que sale de la base es (i,f), se actualiza la red de acuerdo a 

la siguiente figura obteniéndose el nuevo árbol básico. 



66. 

En el nuevo árbol básico se ha asociado a cada vértice 

la correspondiente variable dual, a continuación se calculan -

los coeficientes de costo reducido para las variables no bási-

cas. 

Puesto que c34-2 34 )o entonces el arco (3,4) entra a -

la base 1a cadena que forma ciclo con este arco es 3,f,4 con -

orientación (-1,-1) donde D~Min{ XJf' Xf4} = l y por lo tanto 

el arco (3,f) sale de la base. Actualizamos el flujo de acuer-

do a la orientación y obtenemos el siguiente árbol básico, as~ 

ciando a cada ~értice su potencial y calculando los coeficien­

tes de costo reducido de los arcos no básicos. 
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tll ~-·-------~ (2.) 

\ '-
'\ '~ · .. -.. . 

tol Q) 

\ ..... ..,~ 
1 

' .. 

' \ 
"· 

®---.,-'-=© 
tol r.oJ 

-'l 
' ; 

.-2/A .~'2 
/ ' 

1 / ' 

1 

2. 

,et{_~º- -1 
1 

' ,-2 

/ 

o' 
1 

/o ,. 
, 

Elegi•os el arco (2,3) para entrar a la base, la cadena 

con la que forma clclo es 3, 4, f, 2 con orientación (1, -1, 

-11 entonces D =Hin\ Xf4, x2f} = 3 y por lo tanto el arco que 

sale de la base es (f,4). Actualizando el flujo obtenemos el -

siguiente árbol básico, asoclando a este los variables duales. 

' 

'4 
,·~ 

/ 
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/ 

/ 
/ 

/ 
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/ 

Los coeficientes de costo reducido de los arcos no bási 

cos calculados en base a las variables duales que muestran en 

el anterior árbol son: 
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Elegimos el a.reo (4,5) para entrar a la base, la cadena 

con la que forma ciclo es 5, f, 2, 3, 4 con orientación (-1, 

-1, 1, 1) donde O= Min Xf5, X2f 2 y por tanto (f ,5) ó 

(2,f), sale de la base. Actualizando el flujo se obtiene el si 

quiente nuevo árbol básico. 
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~· 
(·lJ \ t.ol 

1 , 

Is 

"' ~ ~', 
0

toJ / l•l 

i'~\(/2 
[o) 

Asociamos al nuevo árbol básico las variables duales y 

los coeficientes de costo reducido de los arcos no básicos cal 

culadas en base a las variables duales. 

Como z1j- Cij~O para todo (i,j) no básico, el último -

árbol es óptimo. Puesto que el costo del flujo en G' es O en-­

tonces existe solución factible para el problema en la red ori 

gi nal G. 
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SEGUNDA FASE 

Eliminamos el vértice f y el arco (2,f) del árbol ópti­

mo resultante en la primera fase. Entonces el árbol que se ob­

tiene es una base factible para el problema original. 

2 

Calculamos las variables duales como lo hicimos a lo -­

largo de la primera fase. 
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A continuación calculamos los coeficientes de costo re-

ducido de los arcos no básicos. 

Q)- -- l - ---cp 
1 
1 
,-~ 

+D 

Ya que (1,3) tiene coeficiente de costo reducido mayor 

que cero, este entra a la base y la cadena que forma ciclo con 

este arco es 3, 4, 5, 1 con orientación (1, 1, -1) por lo que 

D = Min jx15 r = 2 entonces el arco que sale de la base es 

(1,5). Actualizando el flujo se obtiene el siguiente árbol bá-

sico. 



2 
[nJ 

s 
[o] 
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Calculamos los coeficientes de costo reducido de los --

arcos no básicos. 

A 
/ ' 

/ ' -f:> / ,_~, 

/ \, 

/ " cÚ cp 
' ' 

'\ l-1 
-1 '· 

' 1 

1 

~ 
Como Zij - Cij <o para todo (i ,j) no básico, entonces -

la solución actual es óptima. 

Una vez visto y analizado el método simplex especializ~ 

do en redes veremos este mismo método aplicado a el problema -

de flujo a costo minimo con variables acotadas. 



C A P 1 T U L O IV 

"EL METODO SIMPLEX PARA PROBLEMAS DE FLUJO 

EN REDES CON VARIABLES ACOTADAS". 

1.- LINEAMIENTOS GENERALES DEL METODO SIMPLE~ ESPECIAL! 

ZADO EN REDES CON VARIABLES ACOTADAS. 

Nuestro propósito es determinar el flujo a costo mínimo 

en la red G{M,S) con n vértices. 11cotas inferiores y u cotas 

superiores. 

SOLUCION INICIAL 

El método simplex especializado en redes se extiende d! 

rectamente al problema con variables acotadas. En este caso co 

mo todos los arcos •originales• comienzan siendo no básicos du 

rante la fase I, se toman todas estas variables de flujo en 

los arcos en una u otra de sus cotas y se calcula 

hi = b;- E. xij+ L xKi 
j K 
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Una vez que se ha afiadido el vértice auxiliar f en G se 

definen los arcos (i,f) con flujo b'. si b'.)O y los arcos 
. 1 1 

(f,i) con flujo -b'i si b 1

1<o y se definen los costos iguales 

a l para los arcos artificiales y a S para los arcos •origi--

nales". 

CALCULO DE LOS VALORES DE LAS VARIABLES BASICAS 

Ya sea en la fase I ó en la fase 11 después de ajustar 

el vector b al b' para reflejar los valores de las variables -

no básicas, se procede de la misma manera que en el caso no 

acotado para calcular los valores de las variables de flujo 

básicas. 

CALCULO DE LAS VARIABLES DUALES Y LOS COEFICIENTES DE 

COSTO REDUCIDO 

las cotas inferiores y superiores no influyen en lo ab­

soluto sobre el cálculo de las variables duales ni sobre el --

cálculo de los coeficientes de costo reducido, no obstante es­

to en la presencia de cotas inferiores y superiores. Los crite 

rios de optimalidad son: 

si x 1 j=U;j~ z1j-cij ¡.o 
x 1 j=l;j'~ z1j-cij( o 
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Si no se alcanza la optimalidad se puede determinar ra­

pidamente si alguna variable Xij no básica debe incrementar o 

disminuir su valor. 

DETERMINACION DEL ARCO QUE ENTRA A LA BASE 

Una vez que establecimos el criterio de optimalidad po­

demos concluir que la variable que entra a la base es cualquier 

xij no básico tal que 

xij=uij J- z1j-cij( o 
ó 

xij=L;j .t zij-cij )O 

DETERMINACION DEL ARCO QUE SALE DE LA BASE 

Una vez que determinamos el arco de entrada, independi-. 

entemente de que la variable sea creciente ó decreciente se -­

añade el arco no básico entrante al árbol básico y se determi­

na el ciclo único formado. Si Xa es la variable que entra y es 

creciente se envia una cantidad D alrededor del ciclo en la di 

rección de Xa en donde D = min ~ D1 ,o2,D3 ~ 

y D1= Hin~ X;-1; \ifA, o; (c)=-1 f 
D2= Hin { ui-xi 1 HA, o~ (c)=l ~ 
03= Xa-la 

Entonces el arco que sale de la base es aquél para el -

*fl; (c} cam lo definillDS en la detemñnoción <i!l arco ~ sale m el pnblam ro ~. 
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cual el nuevo flujo es igual a su cota inferior ó a su cota su 

perior. 

Si Xa es la variable que entra y es decreciente se en-­

via una cantidad D alrededor de ciclo único formado en contra 

de la dirección de Xa y en donde D = min { D1 ,D2,D3 \ 

y D1=Min { Ui-Xi j HA, Oi (c)=-1 t 
o2=Min { Xi-li j ifA, Oi (c)=l f 

D~=Ua-xa 

Entonces el arco que sale de la base es aquél para el -

cual el nuevo flujo es igual a su cota inferior ó a su cota su 

perior. 

ACTUALIZACION DE LOS ARCOS BASICOS EN LA NUEVA SOLUCION 

Para la actualización de los valores de las variables -

bas1cas se procede de la misma forma que en el caso de varia-­

bles no acotadas. 

2.- ALGORITMO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN REDES CON VARIA 

BLES ACOTADAS. 

DESCRIPCION 

l. Consideremos una solución básica factible y el árbol 
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T = (M,S') ; sea B la base triangularizable asociada 

a T. Calcúlense los valores de los flujos a través -

de los arcos de T de la siguiente manera. Si p es un 

vértice pendiente del árbol resultante eliminar de T 

los vértices correspondientes a renglones de B ante­

riores al de p junto con sus arcos adyacentes y w es 

el único arco adyacente a p: 

Xw=b + 2:: X . -~ X . P JP ¡:_ p1 
si w = (p,k) 

j i ~k 

ó Xw igual al reciproco de est~ cantidad si w = (k,p) 

2. Calculemos los valores de las variables duales resol 

viendo el sistema wi - wj= Cij' para todo arco (i ,j){A'. 

3. Calcúlemos los coeficientes de costo reducido 

Zij- Cij=Wi-Wj-cij para todo arco (i,j)iA'. 

i) Si z 1j-Cij(,0, para todo (i,j)~A tal que X;j=lij' 

y z1j-Cij O, para todo (i,j)~A tal que X;j=Uij' 

entonces la solución actual es óptima. 

ii) En otro caso ir a 4 .. 

i (i,j)fA 1 X;j=l;j y Z;j-cij ¡o\ 
{ (i,j)fA l Xij=U;j y zij-Cij (o~ y 

Determínese como arco que entra a la base cualquier 



5. 

! 
d 1-1 

Calcúlense 

º1'' Mi n { X j-1 j ! O j 

l urs-xrs , 
D3= 

xrs- 1rs , 

si (r,s)ff 1 

si (r,slff2 

(c)=d}, 

si d = 1 

si d =-1 

y D Min{o1,o2, 03} 

69. 

n2= Min' uj-xj 1 oj Ccl=d} 

El arco que sale de la base es aquel para el cual Xu+Ou(c) 

O· d es igual a luó a Uu. Si Xrs+d ·O es igual a Lrs ó Urs se 

mantiene la misma base. 

6. Actualicemos los valores de las variables básicas co 

mo sigue: 

Xk + D·d , si K = (r,s) 

Xk + Ok(c) · D·d para todo kfC 

Xk , si kfC , k f (r,s) 

y regrese al paso No. 2. 

Una vez determinados los pasos del método simplex espe­

cializado en redes para variables acotadas, aplicaremos este -

método a un ejemplo. 



3.- EL HETODO SIMPLEX APLICADO A UN PROBLEMA DE FLUJO 

EN REDES CON VARIABLES ACOTADAS. 

70. 

Determinese, mediante el método simplex especializado -

en redes, el flujo a costo mínimo en la siguiente red. 

(0,4,'2.) 

~1----------4 
6~-::::;, (1,5,~) b4-=-8 

Los números asociados a cada arco son la cota inferior, 

la cota superior y el costo del flujo a través de él, respect! 

vamente. 

Se utilizará el método de las dos fases para encontrar 

una solución inicial. 
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PRIMERA FASE 

En la siguiente red G' se muestran los costos unitarios 

de flujo asociados a sus arcos y el primer arbol factible. 

Para determinar el sentido de los arcos adyacentes a f 

se definieron los valores de los flujos a traves de los arcos 

originales iguales a sus cotas inferiores o superiores; des--­

pués se calculó 
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,. 
- ~xlj+L_xkl bl bl = 5-3 = 2 

j le 
¡\ 

b2 b2 - E. X2j+ Z..xk2 0-4+1 = -3 
j k 

A "'º b3 b3 - ¿: - X3 .+ T Xk3 3-1-1+3 4 
J --·--

j k 
A 

- }~- X4j+ ~Xk4 b4 b4 -8+1+4 = -3 

j k 

,.. " Puesto que h1 y b3 son mayores que O, e~tonces se tienen 

los arcos (l ,f) y (3,f) con flujo 2 y 4 resp·ectivamente. Las -

" /\ cantidades h2 y h4 son menores que O por lo que se definen los 

arcos (f,2) y (f,4) con flujo igual 3 en ambos. la base inicial 

está formada entonces por estos cuatro arcos. En este primer -

árbol básico se ha asociado a cada vértice potencial que fué -

calculado resolviendo el sistema w4 = O y w1 - Wj = Cij para 

los arcos (i,j) básicos. 

En la primera red de la siguiente figura se asocia a ca 

da arco su coeficiente de costo reducido. En este caso se tiene: 

F1 = \ 0,2), {3,2), (3,4) \ ; F2 = 0 

Se elige (3,4) para meter a la base por lo que d = 1. -

Al agregar este arco al árbol básico se forma un ciclo con la 

cadena 3, f, 4. 
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-D 

\ 
~: __ 1 __ _.ct ·-------·.@ 

+D 

Calculamos 

º1 = Mi n \ X 3f ' xf 4 \ = 3 º2 = °' • 
03 = u34 - x34 = 5-1 D = Mi n \ 3, oo , 4 \ = 3 

Entonces el arco que sale de la base es (f,4). Se actua 

lizan los valores de los flujos a través de los arcos básicos, 

como se muestra en la figura anterior, obteniéndose el árbol -

de la siguiente figura 

yf\"' 
[o] 11)'~· -¡1-- - -\. 2) .,1 'Y ,.-·.·¡[. 

1 / 
1 

.1 / 1 
/ _.,.,.... 1 

: / / / 1 
/ /// 

('--­
[o) ~-' ·---··-··4. 

4 [o1 

CfJ 
1 

o' 1 

~-

\ 
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En el árbol básico de la figura anterior se ha asociado 

a cada vértice la correspondiente variable dual; en la segunda 

red de esta figura se ha asociado a cada arco su coeficiente -

de costo reducido. 

En este caso resulta 

Fl =1(1,2), (3,2) ~ F2 = { (2,4) } 

Se elige (2,4) para meter a la base; d = ·-1, se forma -

ciclo con la cadena 2, f, 3, 4 

l'[.~'J 
?- \?-··. '~-º-\ 

(~l . . . 
1 

'3 l 1 
1 
' _;_, __ 0-- - .. -----

~---:to~ · 5 

Se calcula 
' 

X3f ~ Min{ 5-4 J = º1 = Mi n 1 xf2 = 1 ; º2 = 

o3 =\4-0\= 4 D = Min\1. 1 • 4 \ = 1 
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De donde el arco que sale de la base es (3,f). Se actua 

liza la base como se indica en la primera red· de la figura an­

terior, obteniéndose el segundo árbol de dicha figura. 

Las variables duales se han asociado a los vértices del 

último árbol básico. A continuación se muestran los coeficien-

tes de costo reducido de los arcos no básicos. 

/ 
I cv-- ~l 

1 
~ 1 

1 

I 

.' ,-· ,.:i 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ .. 

'.-~~) 
>"' 

. . .- \ 
o.... ,o 
r· . 

De la primera red de la figura anterior se observa que: 
j 

( 1 '2) í 



76. 

Por lo que (1,2) entra a la base formandose un ciclo -­

con la cadena 1, f, 2. En este caso d 1, entonces: 

º1 Min{x1f x2f ~ = 2 ; º2 = 00 

D3 = 6-0 = 6 • o = Min~2,co,6} :: 2 

Por lo tanto pueden salir de la base (l,f) ó (f,2). El! 

jase (f,2). Se actualiza la base como se ilustra en la figura 

anterior resultando el siguiente árbol básico. 

o 

! ;'/ 

di-,-'-? --.---5' 

CA\ 
/ \ \ 

I ' "2 Í \ \ 

~ º/ \-2 ~ 
1 \/ 

o!. ___ //. //' 
/ \ 

1 / 

1 ·'º \ 

~// ~ 
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Los coeficientes de costo reducido, mostrados en la fig~ 

ra anterior, son menores o iguales que cero, para los arcos no 

básicos con flujo igual a su cota inferior, y mayores o iguales 

que cero, para los arcos no básicos con flujo igual a su cota -

superior. Entonces, la solución actual es óptima. Por otro lado, 

como el flujo óptimo en G' es de costo cero, existe una solu---

ción factible para el problema en la red original. 

SEGUNDA FASE 

Eliminando el vértice f y el arco (l,f) se obtiene el -­

siguiente árbol básico factible: 

CD 
' 

/ 
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En base a los coeficientes de costo reducido de los ar--

cos básicos se tiene: 

F1 =\(3,2)\ 

Elijase (1,3) para meter a la base; entonces d -1. Se 

forma ciclo con la cadena 1, 2, 4, 3. Por tanto: 

01 = Mi n 1 X 34 - l 34 ~ = 4 

1 
D3 =1X13 - 113f = 3 O 

¡ 1 

D4 =Hin 1 U12-X12'U24-X24 f = 

. l 
Min)4,1,3\= 

El arco que sale de la base es entonces (2,4) ya que el 

flujo a través de él alcanza su cota superior. Actualizando el 

flujo como se ilustra en la primera red de la siguiente figura 

se obtiene el árbol que se muestra a continuación. 

cv- ~D 

~ ~ ~ ,,,f¡r-. --- ------·· 2 [qJ 

1 / : 
' 1 / ¡ .. 

i' 

! , 
1 -D 1 , , .4 +D. 
! 

1 ·/ ' 

@- ·--~~ 
1 .4 <lf" A -D .. [61 [r;:J 
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Los coeficientes de costo reducido de los arcos no bá~1-

cos, calculados en base a los potenciales calculados en la fig~ 

ra anterior son: 

CD ~ 
/. 1 

/ 1 
/ 1 

. / 1 
"'')/ 1-7 
/ 1 

/ 1 

@: 4 

Ya que los coeficientes de costo reducido son menores e 

iguales que cero para los arcos no básicos con flujo igual a su 

cota inferior y mayores o iguales que cero para los arcos no 

básicos con fllujo igual a su cota superior, concluimos que el 

árbol básico actual es óptimo. 
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PROBLEMA DE TRANSPORTE 

En la tabla simplex. 

Una solución básica factible. 

Buscar el C.-zj minimo. 
J 

Entra la variable con el 
c.-zj minimo (positivo). 

J 

Calcular el minimo de los co­
cientes y{ V Xi básica. 

b1 

La variable que sale es la 
variable con el Min y~ 

1 

b1 

Se realiza un pivoteo de mane­
ra que se hace unitaria la co-
1 umna de la variable que entró. 

En la gráfica. 

Un árbol. 

Introducir los arcos de -
las variables no básicas. 

Entra a la gráfica el ar­
co con el costo reducido 
máximo. 

Al entrar el arco se for­
ma un ciclo, entonces to­
mar el valor minimo del -
Xij el recorrido sea de - . 

j a i e·d· en sentido 
contrario cuando recorre­
mos el ckl o. 

Sale el arco con el mini­
mo valor X •• recorrido de 
ja i. lJ 

Entra el arco con el va--
1 or minimo tomado, su~án­
dolo a los arcos en buen 
sentido de i a j y restan 
do a los ·de j a i. 



C A P I T U L O V 

"COMPARACIONES COMPUTACIONALES DE METODOS DE 

SOLUCION PARA EL PROBLEMA MAS GENERAL, EL 

PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO CON VARIA­

BLES ACOTADAS". 

Este estudio nos muestra las ventajas en tiempo y reque­

rimientos computacionales de tres métodos de solución para el -

problema de flujo a costo minimo con variables acotadas. Dichos 

métodos son variables del método out-of-kilter y reciben los -­

nombres de PNET, PNET-1 Y SUPERK. 

El propósito de estos metodos fue crear un código que no 

dependiera de un tipo único de máquina. 

Estos codigos consisten de un programa principal y una -

serie de subrutinas (aproximadamente diez). Se registro el tiem 

po utilizado en cada subrutina (en milisegundos), se hizo el --
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conteo de el número de pivoteos ejecutados. el tiempo total de 

pivoteos y el tiempo promedio de pivoteos (tiempo total de pi­

voteo entre el número de pivoteos). 

Los siguientes pasos son basicamente los que intervienen 

en la eficiencia de dichos métodos. 

INICIO DEL COOIGO 

Existe una variedad de procedimientos de inicio; se en-­

contró que un criterio para encontrar una solución básica facti 

ble inicial fue una modificación a la Regla del Mínimo Renglón, 

~ste criterio fue el mejor en cuanto a tiempo total de solución. 

Un importante factor de influencia en la eficiencia com­

putacional es el criterio de cambio de bases. Lo relevante para 

el criterio de cambio de base involucra el tiempo consumido en 

la búsqueda para que un nuevo arco entre en la base y el número 

de pivoteos requeridos para encontrar una solución óptima. 

Tres criterios para determinar la entrada de una varia-­

ble a la base fuerón evaluados: 

El primer criterio fue: La regla del evaluador más nega-

tivo. 
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El segundo criterio fué: El primer evaluador negativo 

del nodo exterior. 

El tercer criterio fué: El más negativo evaluador del 

nodo exterior. 

El criterio que fue encontrado ser más eficiente en -­

cuanto a tiempo total de solución, fue el Más Negativo Evalu­

ador del nodo exterior. 

En cuanto a la actualización de las bases, se tomo tam 

bién, en base a la efectividad en el tiempo de solución el m! 

todo llamado ATI que es una modificación del método llamado -

API (incremento al indice predecesor). 

En resumen los estudios revelan que los más eficientes 

códigos para problemas de redes de flujo a costo mínimo con -

variables acotadas surgen de unir el criterio de la Regla del 

Mínimo Renglón con el criterio de el Más Negativo Evaluador -

del nodo exterior y el método ATI. 

Estos métodos son: 

El método llamado SUPERK, PNET y PNET-1, los cuales ne 

cesitan alrededor de la mitad de requerimientos de memoria que 

los otros códigos utilizados para este tipo de problemas,algunos 



de los cuales son: 

Boeing 

General Motor 

Share 

ONET 

Texas Water Oevelopment Board. 
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A continuación mostramos el tiempo de solución de 40 

problemas que fueron corridos en un mismo tipo de máquina y 

que se aplicaron a varios de los métodos de solución ya men--­

cionados. (Estos tiempos de solución los mostramos en las 'ta-­

bl as I. II y III.) 
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87. 
TAli:.E llI 

Solutfo:l !:!J:.eg (in seccnde) 

...... ... 
Problema PNET PNET-I &NE! B!':.Wl SUPE.'U: GM 

' S8A!".E Bo1!ing TWll 
,~,. ' 
,q"tf 

'"' 1 l 1.30 1.17 12.85 20.25 5.bJ 46.25 17.76 30.25 21. 2J 

··'.·I 2 1.49 l.3S 13.56 211.35 6.47 6J.30 21.34 21.59 21.J9 
J ••• :. 3 1.94 1.74 21.44 34.'.i6 6.il7 105.72 26.16 Jt.47 ~ll.63 

··=··1 4 1.64 1.47 17.96 31.45 6.57 70.74 25.13 :x,,47 27.50 
),J.· 

1 5 1.68 1.73 23.34 52.10 6.77 90.10 30.97 :,~. 73 l'A 
~.:. ~ 6 3.55 3.06 46.11) 61.0G 11.05 92,32 46.40 4ó.ó4 NA 

1 

"'·! 1 4.G6 3.57 74.88 DN?.. 12.86 157.31 65.92 113.12 !li\ 

>.:·¡ 8 4.72 4.20 97.92 ü?ffi 13.69 160.71 Sl.00 175.lü NA 
·~'·. 9 4.80 4.35 101.65 DNR 13.40 158.01 81.21 la6. 99 NA 

1p;. ! 10 5,88 S.57 95.96 Dh"R 14.13 197.82 84.24 IB4. 75 NA 
..... ¡ 11 J.52 3.12 19.87 17.44 6.44 35.67 19.93 30.39 tL\ 
1..: ... ¡2 4.87 4.48 26.53 20.31 6.47 28.43 21.17 22.08 NA 
1-41« 'i3 5.52 4.91 27.98 24.92 7.25 31.39 25.Sl 20.02 :.lA 

14 6.02 5.56 30.15 27.40 6.95 18.62 24.95 2J.ll NA 
.,~. 15 6.50 5.91 31.57 Dh'R 7.56 23.48 27.05 21.0S NA 
\:C:i· 16 2.40 2.15 14.77 ll.77 5.27 60.27 Zl.51 15.05 17.55 
Ji!;. 17 3.ll 2.90 DNR 20.10 6.3& '16. 66 32.40 64.64 NA 
::..J. 18 1.9.2 1.70 DNll ll.31 5.13 61.54 20.os 18.31 19.15 

f,~:f l!l 2.60 2.40 DNR 20.62 éi.<i:i ü~ü\ Jl.75 5!.()7 ~\ 

2C 2.67 2.47 ONR 10.38 4.69 DNR 18.11 25. 72 21.43 
·'' ... 21 2.76 2.46 DNR 20.35 7.96 DNR 32.60 61..39 NA 

". t 22 2.22 2.01 D5R 9.97 4.60 DNR 17.91 2!i.84 NA 
u; .. 23 3.00 2.74 DNR 19.81 7.91 DNR 32.66 67 .96 ~;,\ 

.,, .. f 24 3.12 2.91 Dlil!. 11.71 5.59 DNR 25.27 21.57 NA 
1 

ur ... ~ Z5 4.17 3.96 DNR 18.27 8.37 DNR 33.19 /15.40 HA 
.100 .. f 26 4.45 4.15 DRR 11.38 5.51 Dl>R 25.05 19.34 :ti\ 
i.r.t.. , 27 4.42 4.31 D?ffi 16.37 7.50 DNR 30.45 41.98 Ni\ 

1 

"'· r 28 6.35 5.67 DNR DNR 13.91 DNR 53.87 83.98 '.;,\ 

29 7.39 6.55 DNR DNR 14.51 DNR 52.55 117 .83 M 
.1: ~ ' 30 9.0B 8.10 DHR D!i& 16.00 DNR 6!.33 152.21 !~A 

1 
• j ~ .... 31 9.59 8.48 DllR Dfül . 17.05 DZ.iR 61.33 135. 73 zu, 

32 15.70 13.59 DN!!. DNR 22.88 DNR 78.63 553.93 ~lA 

·'' 33 20.20 17 .65 DNR D~hl 25.89 D!IP. 101.92 210.14 , .. 
' 

,.,, 

34 17.10 14.86 DN!t !)~'R 25.42 DNR '12.25 248.16 :~.; 

35 19.39 17.13 ma DNR 29.Sló DffR j)Sj\ o:;R N.\ 

36 384.0IJ DNR D!iR NA NA !IA NA NA (l.\ 

37 245.iiO D:m. D!~ NA NA - llA NA NA :;.\ 

38 140.98 D!\'R DN!t NA NJ.. NA llA NA s,· . ' 
39 193.42 miR. DNR NA NA NA &\ NA :~f. 

''º 105.09 D?IR DNR NA NA NA NA llA ;¡A 

li.\ - Code and data would not fit in 104,0:)() 11orde of c=ory. 

u~~- Did not run. 
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TABLE IV 

CODE SPECIFICATIONS 

Developer Name Type Nllllber of Arrays 

l. Barr, G1 over, SUPERK Out-of-kilter 4N + 9A 
Klingman 

2. Bennington BENN Non-simplex 6N + llA 

3. Boeing Boeing Out-of-kilter 6N + 8A 

4. Clasen SHARE Out-of-kilter 6N + 7A 

5. Gl over, Karney PNET Primal network 8N + 3A 
Klingman 

6. G1 over, Karney, DNET Dual network 9N + 3A 
Klingman 

7. Glover, Karney, PNET-I Primal network 8N + 3A 
Klingman, Stutz 

8. General Hotors GM Out-of-kilter 3N + 6A 

9. Texas Water De- TWB Out-of-kil ter 4N + N2 + 7A 
velopment Board 

N - Node Length 

A - Are Length 
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1.- PROGRAMA COMPUTACIONAL APLICADO AL METODO SIMPLEX 

ESPECIALIZADO EN REDES PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE. 

INTRODUCCION AL PROGRAMA DE TRANSPORTE 

El propósito del siguiente programa es establecer un có 

digo para problemas de transporte en Lenguaje PASCAL que aun-­

que es un lenguaje poco empleado en este tipo de estructuras, 

hoy en dia es muy accesible y compatible en la mayoria de los 

computadores, además este programa pretende no depender de un 

tipo de máquina, por lo que se realizan subrutinas que fácil-­

mPnte puedan se modificadas para otro tipo de máquina, de tal 

forma que esta versión está constituida de un programa princi­

pal y 6 subrutinas. El computador utilizado es BOURROGHS ----­

B-7800. 

A continuación analizaremos cada uno de los pasos de -­

este programa. 

Dicho programa se analizará subrutina por subrutina, e~ 

pecificando cada una de las variables que forman parte del ---
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mismo. 

INICIO DEL PROGRAMA 

Primeramente se realiza la lectura de la red: 

Se lee el número de origenes y destinos y se almacenan 

en las variables enteras ORIGENES y DESTINOS. 

Se lee el valor de los requerimentos en origenes y des­

tinos almacenando estos valores en los arreglos enteros REQOR 

y REQDES. 

Se leen también los arcos que forman la red y sus res--

pectivos costos, estos valores los almacenamos en el registro 

ARCO. 

PROCEDIMIENTO ENCUENTRASOLBAS 

Una vez leida la red nos avocamos a encontrar una solu-

ción básica factible inicial, dicha solución la encontramos me 

* diante el método de la esquina noroeste , en donde los arcos -

que forman la solución básica inicial los guardamos en el arre 

glo entero llamado SOLBAS y donde esta solución nos da como re 

sultado un árbol. 

~ e.xpli<M> en ~ 42. 
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PROCEDIMIENTO VARSDUAL 

Con nuestra solución inicial procedemos a encontrar los 

valores de las variables duales donde estos valores son almace 

nados en un arreglo entero llamado VARIABLEOUAL, dichos valores 

se calculan en la misma forma en que lo hacemos en ejercicios 

anteriores. 

PROCEDIMIENTO VARNOBAS 

Con nuestra solución básica factible inicial y las vari 

ables duales procedemos a calcular los coeficientes de costo -

reducido de las variables no básicas, que en este caso estan -

representadas por los arcos que no forman parte del árbol exa­

minado, estos valores los almacenamos en el arreglo COSTNOBAS. 

Ya con el valor de los coeficientes de costo reducido de los -

arcos no básicos obtenemos el valor mayor de dichos coeficien­

tes almacenandolo en la variable entera MAXIMO, si MAXIMO es -

mayor que cero: 

guardamos los fodices del arco (el cual es el arco que 

entra a la nueva base) que nos dio el valor de si MAXIMO en -­

las variables enteras VERTICEOR y VERTICEDES, si MAXIMO es me­

nor ó igual que cero: 

entonces hemos llegado al valor óptimo y terminamos con 

el algoritmo dando el valor verdadero a la variable buleana 

OPTIMO. 
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PROCEDIMIENTO. ENCUENCICLO 

Una vez determinado el arco que entra a la base busca-­

mas el ciclo que se origina a la entrada de éste y guardamos -

los arcos que forman el ciclo en el arreglo entero CICLO. 

PROCEDIMIENTO COSTOMENOR 

Con los arcos del ciclo formado por la variable que en­

tra a la base, procedemos a examinar en que dirección se mueve 

el ciclo y entonces encontrar el arco básico con el menor va-­

lor es decir encontrar el arco básico que sale de la base (ár­

bol), entonces los indices que forman este arco los guardamos 

en las variables enteras A y B. 

PROCEDIMIENTO ACTVALARC 

Este procedimiento realiza la actualización de los arcos 

a la entrada del nuevo arco, que toma el valor del arco que -­

salió de la base, dicho proceso realiza con el arreglo entero 

CICLO y el registro ARCO. 

Una vez actualizada la nueva base regresamos al proced! 

miento VARSDUAL para de ahi proseguir hasta llegar a que en el 

procedimiento VARNOBAS la variable buleana OPTIMO tome el va-~ 

lor de verdadero y terminar así con la solución óptima y la --
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ejecuc1ón del programa. 

·A continuación mostramos un ejemplo del problema de --­

transporte que fue realizado también en el programa computaci~ 

nal realizado en este trabajo. 

Ejemplo: 

El propósito es determinar una solución óptima mediante 

el algoritmo simplex especializado en redes. 

Tomaremos la siguiente red. 

~~ 

b_z?.O ~ '·,,, __ 
~6;--10 

Obtenemos una solución básica factible por el método de 

la esquina noroeste 

PES TINOS 

1 " 3 

1 

4 5 OFERTA 

\{J 
i ! E. o 

?,-6 1 º '2 
1 1 uJ 

ir 
1 

C( 

215 t6 o o 2 10 10 

DEMANDA ¡,s· J6 JeS 
o ¿ó o 

o 
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Obtenemos el siguiente árbol asociado a Ja solución bá­

sica factible: 

Iteración l. 

Obtenido una vez el árbol asociado a la solución inicial 

básica factible tenemos: 

W5=0 

W2=C25+W5=4 
W4=W2-C24=-l 
W1 =C 14+w4=3 

W3=W1-C13=-2 
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En la siguiente figura se asocia a cada arco no básico 

su coeficiente de costo reducido. 

Los coeficientes de costo reducido se calcularon de la 

siguiente forma: 

zl5-Cl5 =Wl -W5-C15=3-0-3=0 

z23- c23 =W2-W3-C23=4-(-2)-3=3 

Como z23-c23=3)0 entonces el arco (2,3) entra a la ba 

se. Al agregar a el árbol básico este arco se forma un ciclo 

con los arcos (1,3), (l,4).(2,4). En este casci 

D Hin\ x13 ,x24 ! =Hin l15, 10¡ = 10 puesto que son 

los arcos con orientación igual a -1, por lo tanto el arco que 

sale de el árbol es el arco (2,4). 

(a) 



96. 

Al agregar el arco (2,3) y eliminar el arco (2,4) se ob­

tiene el árbol de la figura anterior, se actualiza el flujo de 

acuerdo a la orientación de la cadena (2,4,l,3,) en la red (a). 

Este flujo actualizado se asocia a cada arco del árbol -

resultante. 

Iteración 2. 

Se asocia a cada arco del árbol anterior su vértice po--

tencial que fue calculado resolviendo el sistema W5=0 y 

c1j=W1-wj para todo arco (i,j) básico. A continuación asociamos 

a cada arco su correspondiente coeficiente de costo reducido. 
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® 

' 

Los coeficientes de costo reducido se calcularán de la -

misma forma resolviendo z1j-Cij=Wi-Wj-cij para todo arco (i,j) 

no básico 

Z15-C15=W1-W5-C15=6-0-3=3 

Z24-C24=W2-W4-C24=4-2-5=-3 

Como z1 5- c15=3 O entonces e 1 arco ( l, 5) entra a 1 a base. 

Al agregar a el árbol básico este arco se forma el ciclo forma-

do por los arcos (2,5). 

ix25 : x13 } =Hin \10, 

(2,3} y (l.~). En este caso D = Min ---
1 

5 j = 5 puesto que son los arcos con --

orientación igual a -1. Por lo tanto el arco que sale de el ár­

bol es el arco (l,3) 

-D 

-D ~-. ,-
J 
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Al agregar el arco (1,5) y eliminar el ·arco (1,3) se ob­

tiene el árbol de la figura anterior, se actualiza el flujo de 

acuerdo a la orientación de la cadena (2,5,1,3,2,) en la red --

(b). 

Este flujo actualizado se asocia a cada arco del árbol -

resultante. 

Iteración 3. 

Se asocia a cada arco del árbol anterior su vértice po--
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tenci~l que fue calculado resolviendo el sistema 

para todo arco (i,j) básico. A continuación asociaremos a cada 

arco su correspondiente coeficiente de costo redu~ido 

® 

Los coeficientes de costo reducido se calcularon de la 

misma forma, resolviendo el sistema ~j-cij=Wi-Wj-cij para to­

do arco (i,j) no básico. 

Ya que todos los coeficientes de costo reducido son me­

nores ó iguales que cero, la solución actual es óptima; es de-

cir el flujo a costo minimo en la red esta dado por: 
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Una vez analizado un ejemplo del Método Simplex Espe-­

cializado en Redes, mostraremos el programa realizado en len­

guaje PASCAL de este método y el mismo ejemplo aplicado a es­

te programa. 
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APENO ICE 

Gráfica 

Una gráfica es una pareja (M,S) donde: 

M vértices ó nodos 

S lineas que unen todos ó algunos de los vértices 

La notación es G(M,S) 

118. 

- La pareja ordenada (X,Y) denota el arco.cuyo vértice 

inicial es X y cuyo vértice final es Y, X y Y son vértices ter 

minales del arco (X,Y). 

Oe acuerdo a la terminologia de la teoria de gráficas, 

una gráfica consta de un conjunto de ,qntos llamados nodos o -

vértices, y de lineas llamadas arcos ó artistas que unen cier­

tos pares de nodos. 
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Gráficá Dirigida 

Si los elementos de S tienen dirección se llaman arcos 

y se dice que G es una gráfica dirigida. 

Se considera una red como una gráfica con información -

de algún tipo sobre sus arcos y/o en sus vértices. 

3 

' 5 
)------~ 

Matriz de Incidencia 

Es la matriz para la cuál cada columna asociad al arco 

(i,j} contiene un u+lª en el renglón i, un "-lu en el renglón 

j y todos los elementos restantes son cero. Por lo tanto las -

columnas de A estan dadas por: 

ª;j=e1-ej 

en donde e1 y ej son vectores en Em, con l~ en la i-ésima y -­

j-ésima posiciones respectivamente. 
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Se dice que una gráfica es una gráfica conexa si para 

todo par de nodos existe una cadena que los conecta. 

6 4 

4 

3 

Un árbol es una gráfica conexa que no contiene ciclos. 
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Una cadena e= {i,a1,i 2,a 2, •• ~.,ik'ªk'j} entre los no­

dos i y j es una sucesión de arcos y nodos que conectan al no­

do i con el j. Si se especifica que los arcos de l~ sucesión -

deban ser todos en la misma dirección se llama ~amino. 

e 

... . . 
··~ 

Un ciclo es una cadena que empieza y termina en el mis­

mo nodo. 

01 -----/?' i------ ,_2) 

41't--------f 
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Un árbol de expansión es un árbol que contiene a todos 

los vértices de la gráfica. 

Un vértice pendiente es aquel que está conectado a un -

solo arco de la gráfica. 

1 

Vértice pendiente = { 1 } 
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Matriz Inversa 

Sea A una matriz cuadrada n X n. Si B es una matriz --

n X n tal que AB=I y BA=I, entonces B se llama la inversa de 

A. La matriz inversa, si existe, es única y se denota, por A-l. 

Sea C = { ; 1,a1,i 2,a2 ••••••• ak-l'ik} una cadena de i, -

a ik representada con la secuencia de vértices y arcos que la 

forman. La orientación de la cadena e es un vector O(c)fuf ---

donde: 

Oj(c) =J l l -1 

(ij,ij+l> 

( i j+ 1 , i j) 



c o N c L u s I o N E s 

Una vez analizada la estructura y propiedades de los mo 

delos lineales de Transporte, Asignación, Flujo Máximo, Flujo 

a Costo Mínimo y Flujo a Costo Mínimo con Variables Acotadas, 

se observó que dichas estructuras se pueden unificar bajo una 

estructura común la cuál correspondió al modelo de Flujo a Cos 

to Mínimo con Variables Acotadas. 

Se mencionaron los métodos de solución que existen para 

el modelo más general y cuales de ellos son los más eficientes 

desde un punto de vista computacional. 

Aunque cada uno de los modelos tienen métodos de solu-­

ción propios que son más eficientes, es importante que todos -

ellos se puedan expresar bajo una misma estructura y con un mé 

todo de solución en común. 

La eficiencia de un algoritmo para redes de Flujo a --­

Costo Mfnimo con Variables Acotadas y en general para cualquier 
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algoritmo de esta naturaleza radica en el número de pivoteos -

que se realizan, y este número a su vez depende del número de 

arcos y nodos de la red. 
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