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INTRODUCCION

El presente trabajo tiene como objeto analizar las pro-
piedades de los modelos lineales de : Transporte, Asignacion,
Flujo Maximo y Flujo a Costd Minimo en sus formulaciones mate-
maticas, de tal manera que puedan generalizarse todos ellos, -
bajo un mismo modelo; dicha generalizacién corresponde al pro-

blema de Flujo a Costo Mimimo con Variables Acotadas.

Una vez establecida dicha generalizacion se analiza ~--
alguno de los métodos de solucion para este Gltimo modelo que

engloba a los anteriores.

Todos estos modelos son problemas de programacion 1i-~-
neal, la cual estudia la forma de minimizar o maximizar una --
funcion lineal donde Yas variables deben satisfacer un conjun-
to de desigualdades y/o ecuaciones, La popularidad de la pro--
gramacion lineal se puede atribuir a muchos factores, entre --
los que destacan la posibilidad de modelar problemas grandes y
complejos, y facilita a los usuarios el resolver problemas a -

gran escala en un tiempo razonable mediante el uso del método
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simplex y de las computadoras. Desde que George B. Dantzig de~

sarrollo el método simplex en 1947, }a programacién lineal se

ha utilizado extensamente en el area militar,

industrial, gqu--

bernamental y de planificacidon urbana, entre otras.

La formulacion general de un problema de programacidn -

Tineal es:

Minimizar C] X1 + C2 X2 + .... + Cn Xn
sujeto a Ay Xt Ay Xp v e oAy, x]n;; b]
351 Xy + B9 Xy t .aen F A, x2n;2 b2
A Xyt A Xy oLl oA xmn‘z bm
X3 L X2, et Xp o 0
Donde €y Xy + C, X, + .... + € X es la funcidn objeti

vo que debe minimizarse y se denota por Z.

Los coeficientes C

1

c

tes de costo y X] R X2 . x3 s

2

. 3

X

2

C

n son los coeficien-

son las variable de de
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cisidén cuyo valor debe determinarse.

n. .
A la desigualdad > A.. X. -b., se le denomina Ja ~--~
j=1 14 T3

i-@sima restriccion.

lLLos coeficientes Aij para i=1,2,....m , j=1,....,n se -
1laman los coeficientes tecnolégicos. Estos forman 1a matriz -
de restricciones A siguiente:
a;, a

12 °°°° "1In

———

Dy

%21 %2 c+cr %o

. . e osa »

. - ss e o
. . enee o

. oml Az e amnj

A el vector columna, cuya i-ésima componente es bi se -
le 1lama vector de requerimentos, representa 1os requerimentos
minimos que deben satisfacerse. Las restricciones X], X2, cene
..,Xn 0 son las restricciones de no hegatividad.

A su vez, se analiza también el método simplex especia-

lizado en redes para el Problema de Transporte y se realiza un
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Programa en Lenguaje Pascal para resolver este problema.

Ademds se mencionan métodos de solucion para el proble-
ma de Flujo a Costo Minimo con Variables Acotadas, que es el -
problema que engloba a Yos ya mencionados, dichos métodos ana-
lizan el tiempo de solucidon en base al niimero de arcos, pivo--
teos, nodos, etc, de tal forma que se presentan los mas efi---

cientes.



"CAPITULO 1

" ESTRUCTURA Y PROPIEDADES DE LOS MODELOS LINEALES
DE TRANSPORTE, ASIGNACION, FLUJO MAXIMG, FLUJO A
COSTO MINIMO Y FLUJO A COSTO MINIMO CON VARIABLES
ACOTADAS."

1.- EL PROBLEMA DE TRANSPORTE.

Este problema supone que m origenes tienen que surtir a
n centros de consumo con cierto producto. La oferta del origenv
i es a; (=1, ... , m) y la demanda en el centro de consu-
mo j es bj {j=1, ... , n), por 1o que tenemos ai>0 y bj)ﬂ
Se supone que Cij es el costo de enviar una unidad del produc-
to de origen i al centro de consumo j { i =1, ... , m, j =
1, ... n ), por lo que tomamos Cij)O. E1 problema se reduce a
determinar cuantas unidades del producto deben enviarse del --
origen i al centro de consumo j, tal que:

Se minimicen los costos totales de distribucidén y se sa

tisfaga 1a demanda del centro de consumo j, sin exceder a la -



capacidad de oferta de origen i.

Sean xij las variables de decisidn. Entonces la formula-

cion matematica del problema es:

n

mon

min z =p_ 2 Ci5%ij
=1 j=

sujeto a : - S
S‘*x‘i.j:a‘i i=lyeee,m - 1)
=i ‘
St X5y del..on (2)
i=1

Xij>o

Esta dltima formulacion se denomina una estructura de --
transporte. La restriccidon (1) indica que todo envio del pro---
ducto que emana del origen i y que se envia a todos 165 posi---
bles n destinos, debe ser igual a la oferta del origen i que --
es a;; existe una restriccidn de este tipo para cada origen. --
La restriccidn (2) indica que todo el producto que 1lega al ---
centro de consumo j de todos los posibles m origenes debe ser ~
igual a la demanda del centro de consumo bj. Existe una restric

cion de este tipo para cada centro de demanda.

Una condicion necesaria y suficiente para que el Proble-



ma de Transporte (PT) tenga solucidn es que este balanceado, -

es decir que la oferta total sea igual a la demanda total por

lo que:
<" a;_->b., donde suponemos a0, b.>0
P LI 77 )
i=] j=1
L TP RS
Si sucede que >_"if_> " j entonces si ocurre que:
i=1 i=1
a)
m n
2 Az
i=1 i=1

Por 1o que todo flujo que emana de los m origenes y que
se envia a los posibles n destinos excede a la demanda total -
es decir que existe un excedente de flujo que no tiene un des-

tino que lo capte.

b)

Entonces existe una falta de flujo que no alcanza a cu-
brir 1a demanda requerida y por lo cual se necesita un centro
de oferta que envie el flujo requerido para completar el flujo
faltante por lo que resulta necesario que existan centros de -

oferta suficientes para cubrir la demanda.



Por 1o tanto una condicidon necesaria y suficiente para

que el Problema de Transporte tenga solucidn es que:
m
At b
i=1 j=1

Podemos establecer dos matrices, una de costos y otra -

de flujos tal como se muestra a continuacidn.

DESTINOS
1 r J n OFERTA
1 Ch Cipereeeere-s Cin ay
2 Coq Coprmenrncnns Con a,
ORIGENES .
m Cmt Cppeeemresnes Can a
DEMANDA b, Byeeenennnnns b,
DESTINOS i
1 2eiiiiiins n { OFERTA
TloXgy Xjprersenenes Xin , a
2 | Xy Xpgrennnnanns Xon a,
ORIGENES T
moloX Xpgereoees o Xon a,
DEMANDA by b, =1 !bﬁk’



En el caso de que la oferta total sea mayor que la deman
m = -
da total es decir :Z:ai:> :?:Pj, entonces se ahade un centro
1=1 J=1

D oa.- b
de consumo artificial, (n+1), cuya demanda bn+1 es ‘El i ;g] J
1= J=

y cuyos costos unitarios C, ,.q>k=1,....,m son todos ceros.

En forma tabular se tiene

DESTINOS
OFERTA
1 2eiinannnns n I n+l
nnne | N
1 L Cinl O a |
ORIGENES 2 | oy Cppevevnnne Conl O a,
| | :
|
. . . . E . .
m Cm] sz... ""cmng 0 ay
m n
a.- b.
DEMANDA ! b, byerenne by ;g% i }g% i

Por otro lado, si la demanda total excede a la oferta --

n 2] =
total es decir :E:bj>’§£lai’ entonces se aifiade un centro de ---
J=t i=1
oferta artificial m+1 cuya capacidad de oferta an4pest
n _.m N : = n

ZZ:bj S-a; ¥ cuyos costos unitarios Cm+1,k‘k T,...,n son “muy
J=1 i=1

grandes" los cuales los denotamos por M



‘Tabularmente tenemos

DESTINOS
12 3..... n !OFERTA
Vol Gy Gyp Cy3ee C1n ; 2
2 | € Cpp Cogeeer Gy 5
l .
i -
ORIGENES | e
. A
. Cmn ! am
n m
. Mol S PTS
Lim T i
s .
DEMANDA by by by b

Cuando un problema real esta desbalanceado, es decir ---

Zg-aifzfibj afadiendo ya sea origenes o destinos artificiales,

i=1 j=1
se le balancea y asi se satisface la condicion necesaria y su--

ficiente para que el problema tenga solucién.

E1 Problema de Transporte puede escribirse en forma con-

densada como:

Min Z

CX
AX

b (PT)



donde Ta estructura de los componentes de (PT) es la siguiente:

X" = (xll’XIZ"'"xln’XZI’XZZ""’XZn""’xml’XmZ""’xmn)

c = ‘C]I’CIZ"'"c]n’CZI’CZZ"'"CZn""’le’cmZ""’cmn)b

t .
b* = (a],az,...,am,b],bz,...,bn)
{ N
1 o R | )
o 1 o . . & . 0 O
A=]. e e e e . . |{m renglones
é 6 6 o & ﬁ m+n renglones

LIn n In - . . . In In j.n renglones

mxn- columnas

E1 vector ﬂ.y el vector 0 son vectores fila conteniendo
n unos y n ceros, respectivamente:

n componentes

1=(1,1,0,..... 1)
0= L0,0,0, ..... ,0 )

In= (i 0 0
0 1
., .| n componentes
0 0 . 1
L



La matriz A es 1a que da al Problema de Transporte su -
estructura especial. Sus propiedades permiten una aplicacion -
simple y eficiente del método simplex para problemas de trans-

porte (método simplex especializado en redes).

La propiedad mds importante que tiene la matriz de ----
transporte es la propiedad de unimodularidad total es decir --
que el determinante de cualquier submatriz cuadrada tiene va--
lor 0, 1 &6 ~1. Se demostrara esta propiedad y mediante la mis-
ma se vera que esto conlleva a tener soluciones enteras para -

. este problema.

DEMOSTRACION.

Se probard primero que el rango (A)=m+n-1

Suponiende m y n72 se tiene que mtn< mn de manera que
rango (A)#m+n pues la suma de los primeros m renglones es —
igual a la suma de los dltimos n renglones y en consecuencia,
lTos m+n renglones de A son linealmente dependientes asi que --
rango (A) <m+n-1; para demostrar que rango (A) es igual a m+n-1
es necesario encontrar una submatriz de (m+n-1) de A que sea -

no singular.

Primeramente consideramos la matriz A omitiendo el dlti
mo rengldn de ésta y consideramos la submatriz A' dada de la -

siguiente manera



AT = ypdge e 102, ey, )
la cual es una matriz triangular superior de la forma
I, q —!

n-1:

-

At =
0 1

donde:
Im es una matriz identidad de mxn
In_] es una matriz identidad de n-1xn-1
"0 es la matriz "cero" de n-1xm y
Q es la matriz de mxn-1 con 1's en su primer renglon y
ceros en los siguientes.
de tal forma que A' tiene 1's en la diagonal por lo que ~-----
det A'=1#0 lo que implica que A' tiene inversa, por lo cual A

tiene rango =m+n-1.

En el caso de la matriz de transporte, puesto que todos
los elementos son @ 6 1, cada submatriz 1x1 tiene el valor ---
# 6 1, ademds cualquier submatriz (m+n)x(m+n) tiene determinan
te de valor P pues el rango (A)=m+n-1. S6lo falta demostrar --
que cualquier submatriz kxk con I<k<m+n tiene la misma propie-

dad.

Sea A, cualquier submatriz kxk de A. Debe probarse que
det A, =215 p. por induccidn sobre k, supongamos que la pro-
piedad es cierta para Ak-] (se sabe que es cierto para A]). Re

cordemos que cada columna de A, tiene, ya sea ningin 1, solo -
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un 1, 6 dos 1s. Si ninguna columna de Ak tiene 1s entonces el
det Ak=0, si por otra parte, cada columna de Ak tiene dos 1's -
entonces uno de los 1's ocurre en el rengldon de origen y otro 1
ocurre en el renglén de destino. En este caso, la suma de Tos
renglones arigen Ak es igual a la suma de los renglones destino
de Ak. Por 1o tanto los renglones de Ak son linealmente depen-
dientes y det Ak=0. Finalmente si alguna columna de Ak contiene
un solo 1, entonces expandiendo det Ak en los menores de esa -
columna se obtiene

det A, = + det A, ,
en donde A, _, es una submatriz {k-1)x{k-1), pero por la hipdte
sis de induccidn det Apg= 1 6 #. Por lo tanto la propiedad
se cumple para Ak, por lo tanto cualquier submatriz Ak de kxk
de A tiene det= + 1 6 @. Por 1o tanto A es totalmente unimodu-

lar.

Ahora demostraremos que las soluciones para esta estruc

tura de transporte son enteras.

Si B es una matriz basica de A, entonces det B#0, esto
implica que si tenemos el sistema BX=b la solucién anica al --

sistema es
. det Bj
jT ——=

det B

donde camo det B#0 y A es totaimente unimodular el det B= + 1,



.

ademds como Bj es la matriz que se obtiene de reemplazar la --
j~ésima columna de B por b y este es un vector de enteros (si
la oferta y la demanda son enteros) entonces Tas soluciones a

este sistema resultan ser enteras.
2.~ EL PROBLEMA DE ASIGNACION.

Se puede pensar intuitivamente que en un Problema de --
Asignacion los origenes son personas buscando trabajo y los des
tinos son trabajos disporibles. Existe un costo Cij por asignar
a la persona i a un trabajo j. La restriccidn que existe en es
te tipo de problemas es que a cada persona, se le asignara un
solo trabajo y a cada trabajo se le asignard una sola persona
de tal forma que si xij son las variables de decisidn estas so
1o pueden tomar el valor de cero & uno, cero en el caso en que
a la persona i no se le asigna un trabajo j y uno en caso con-‘
trario, donde a la persona i se le asigna el trabajo j.

La formulacidn de un Problema de Asignacién es la sigui

ente:

n
Min 2 =§: E cij )(1.j
i=1 j=1

s.a n
{«—Xij=]’ i=l,.....m
i=1
m_
4_~}1j=l, J=l,....,n
i=1

=] AN
Xoo €lo,1p Tl
W { } J=T,evea,n
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Este tipo de problemas son lineales, con una estructura
de transporte, solo que la oferta en cada origen es de valor -

uno y la demanda en cada destino es tambien de valor uno.

Una condicion necesaria y suficiente para que este tipo
de problemas tenga una solucidn, es que este balanceado, es de
cir que la oferta total sea igual a la demanda total. Por lo -
que si hay4m origenes y n destinos se requiere que m y n sean
iguales. A un Problema de Asignacion desbalanceado se le balan

cea del mismo modo que a un Problema de Transporte.

E1 Problema de Asignacidon, puede escribirse en forma --

condensada como:

xij= o1 ij=l,....,m

en donde A, X y C estan definidos como en el Problema de Trans
porte en donde m=n, entonces X=(X]],X]2,...,X]m,...,Xm],...,

t . 2 . s _
an) y A es una matriz 2mxm~ cuya columna (i,J) es aij"ei+em+j
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para i=1,...m y j=1,2,...,m, y donde e,y em+j son. vectores -

en E™J de tal forma que e tienen unos en la i-ésima y

i¥ em+j
en Ta m+j-ésima posiciones. E1 vector C=(C]1,C]2,..Cim,62],...
’CZm""’cml""’cmn) y A tiene la misma propiedad de unimodu-

laridad total.

Como un resultado de las restricciones AX = ] t ningiin
Xij puede ser mayor que 1, ademds por consideraciones anterio-
res las soluciones del sistema AX=b son enteras por 1o que to-

dos los Xij seran # 6 1 en una solucion Gptima.

Esto permite reemplazar la restriccion xij=0 6 1 por la

restriccion Xij }0.

Asi se obtiene:

Min Z = CX

t
Ax =1
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* 3.~ EL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO.

Consideremos una red con m nodos y n arcos a través de
Ta cual fluye un solo tipo de bien o unidad. A cada arco (i,j)
se asocia sobre el flujo una cota inferior ]ij= 0 y una cota
superior Uij' En el problema de flujo maximo no intervienen --
costos. En la red se desea encontrar la cantidad maxima de flu
Jo de un nodo fuente s a un nodo destino t. Si representamos -
por v la cantidad de flujo en la red del nodo s al nodo t, en-

tonces el problema de flujo madximo se puede enunciar como si--

gue:
_(;* _".— :Y“ _"?"‘
Max v = “-xit ,i,th ‘i"xsk .fﬂxis
i k k i
s.a.
-v si j= s
pa xij'i#xjk= o0sij#t,s
i k vsig=t
ogxijguij
donde

xij es el flujo del nodo i al nodo j
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U,.j es la cota superior sobre el flujo del nodo i al -
nodo j

v es el valor del flujo a maximizar

Este problema tiene métodos propios de solucidon que re-

sultan mas eficientes que el método simplex.

Un algoritmo que resuelve este problema es el algoritmo
de Ford y Fulkerson y lleva el nombre de algoritmo de etique--

tas { The Labeling algorithm ).

E1 problema de flujo maximo puede plantearse en forma -
matricial como:

Max v

s.a
AX = b
0<XxgU

donde
V es el valor del flujo a maximizar

)

seaasaX

t_
X*= x]],xlz,....,x]n,....,x

ml mn

f-v si j=5
bj= 0si j# s,t
l vsi j=2t

U= { U]l’UIZ""’Uln"""Uml"""umn)

- - - .* - -
A es la matriz de incidencia donde &sta tiene un ren---

glon para cada nodo de la red y una columna para cada arco.

*$er apéndice.



16.

4,- EL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO.

Consideremos una red dirigida G, que consiste de un con
{ }
junto finito de nodos (puntos) M = il,z, ..... ,M> y un conjunto

de arcos dirigidos {lineas) S = ‘(i,j),(k,l),...,(s,t)é que --

i

unen parejas de nodos en M.

Con cada nodo i en G se asocia un nimero bi que repre--
senta los recursos disponibles de un articulo (si b;>0) o la -
demanda requerida del articulo (si bi<0). algunas veces, los -
nodos con bi}O se 1laman origenes y los nodos con bi<0 se 1la-
man destinos. Asociado con cada arco (i,j) se tiene el niamero

X;:, que representa la cantidad de flujo sobre el arco ( se su

ij
pone que ogxij), y el namero Cij’ que es el costo unitario de

transporte a 1o largo del arco.

Se supondra que la oferta total en la red es igual a la
m
demanda total, es decir bi=0, si este no es el caso es de
i=1 -
cir si  >_ bi>0’ entonces se afiade un nodo ficticio m+l, con
i=1 m
b+

1 : :;“

de recursos hasta el nuevo nodo.

demanda bi y arcos con costo cero desde cada nodo -

Las restricciones se llaman ecuaciones de conservacion

de flujo o ecuaciones de Kirchhoff e indican que, en la red, -



no se puede crear ni destruir flujo. En las ecuaciones de con-
m,

servacion §1ijk representa el flujo total que sale del nodo j,
k=1 m

mientras gque :1_in es el flujo total que entra al nodo i.

E1 problema de flujo a costo minimo en una red puede --
plantearse como el problema de programacion lineal en donde --
Xij es la cantidad de flujo a través del arco (i,j)¢S.

Minimizar Z = E cijxij
(i,3)¢S
<y L .
2 X5 257 tM

k i

X; 20 ¥(i,j)s

ij
S conjunto de n arcos (i,j) dirigidos en la red G(M,S)
M conjunto de m nodos
Xij cantidad de flujo a través del arco (i,j)4S
cij costo unitario de transporte del nodo i al nodo j
bj requerimientos en el nodo j

bj>0 es referido a la oferta

bj<10 es referido a la demanda

Las resticciones del problema se derivan del hecho de -

que la cantidad total de flujo que sale de un vértice i debe -
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ser igual a la cantidad que llega a €}, mds la oferta de éste

vértice.

E1 problema de flujo a costo minimo puede plantearse en

forma matricial como:

Min Z = CX

S.a.
(P) AX = b
X0

€= (c]]’clz"""C]n’""’le’cmZ"""cmn)

xt= (x X X X X )

]1’x12"""xln’ mi** " %mn

t
b= (b]’bZ"""bn)

212 22

A es la matriz de incidencia, donde esta tiene un ren-
gldn para cada nodo de 1a red y una columna para cada arco. -
Cada columna de A contiene exactamente dos coeficientes distin
tos de cero: un “+ 1% y un *- 1", La columna asociada con el
arco {(i,j) contiene un "+ 1* en el renglon i, un “- 1* en el
renglon j, y todos los elementos restantes son cero. Por lo
tanto las columnas de A estan dadas por

35 = (ei-ej)
en donde e; y ej son vectores unitarios en Em, con 1's en la
i-&sima y j-ésima posiciones respectivamente. La matriz A se

11ama matriz de incidencia.
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Para resolver el problema de programacidn lineal asocia

do a la siguiente formulacion.

Min Z = €X
s.a.
{r) AX = b
x>0

puede utilizarse el algoritmo simplex; sin embargo, gracias a
1a estructura de A, este algoritmo puede simplificarse en es--

tos casos.

Esta simplificacion del algoritmo simplex recibe el nom

bre de método simplex especializado en redes.

El primer problema que surge cuando se resuelve el pro-
blema (P) es la identificacidon de una base de la matriz de res
tricciones. Se caracterizan dichas bases como arboles expandi-
dos con cierta caracteristica. Mas adelante veremos la aplica-

cidn de dicho método para estos problemas.

5.- EL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO EN UNA RED
CON CAPACIDADES EN LOS ARCOS.

E1 probiema de flujo a costo minimo en una red can capa
cidades en los arcos es el problema mds general y en el que po

demos englobar el problema de flujo a costo minimo al problema
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de transporte, al Problema de Asignacidon y al Problema de Flu-

Jjo Maximo.

Su formulacion matematica es la siguiente:
Minimizar Z = =; cijxij
(i,3)¢s
S.a.
- SYX. = :
szjk AL}ij b; JtM
k i
0:_1ij\‘xij;'uij {i,3)€S
donde

S es el conjunto de n arcos dirigidos {i,j) en la red--

G(M,S)
M es el conjunto de m nodos

Xij flujo dirigido del nodo i al nodo j

€.. costo unitario del flujo del arco (i,J3)

13
]ij cota inferior del flujo del arco {i,j)
Uij cota superior del flujo del arco (i,j)

bj requerimientos del flujo en el nodo j
si bJ.(O es referido a la oferta

si bj'>0 es referido a la demanda

EL Problema de Flujo a Costo Minimo con Capacidades en

los Arcos puede plantearse en forma matricial como:

Min Z = CX
s.a
AX = b
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donde

C = ( CyysCypsernsCypsennslypsrseslyp)

XE= ( XqpsXygneeaXqpsXaqs-neaXppsennsdgysennsXun)
b= ( by,byse.usby) ‘

L= Ul laeeeeaTypeeesa g e ealyy)

U= Upqalygeeeslypsenaslqaensly )

A es la matriz de incidencia definida igual que en el -

problema de flujo a costo minimo.



CAPITULGO I1

"UNIFICACION DE LA ESTRUCTURA DE LOS MODELOS LINEALES
DE TRANSPORTE, ASIGNACION, FLUJO MAXIMO Y FLUJO A
COSTO MINIMO CON LA ESTRUCTURA DEL PROBLEMA DE FLUJO
A COSTO MINIMO CON VARIABLES ACOTADAS".

Una vez analizada la estructura y propiedades de Tos mo
delos Tineales se llevard a cabo la unificacidn de estos pro--
biemas bajo la estructura mds general que es la del Problema -
de Flujo a Costo Minimo con Variables Acotadas, por lo que ve-
remos alguno de los métodos de solucidn para este @l1timo obser
vando cuales de estos son los mnds eficientes desde el punto de
vista computacional, de tal forma que aunque cada uno de los -
problemas que estan englobados tienen métodos de solucidon pro-
pios que son mas eficientes, estos pueden generalizarse bajo -

una misma estructura con un método de solucion en comin.

1.~ UNIFICACION DEL PROBLEMA DE TRANSPORTE.

Antes de dar inicio a la unificacion ya antes menciona-
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da, introduciremos nuevos conceptos que nos ayudaran em los --
problemas que en adelante analizaremos:
Si 6 es una Griafica Dirigida* G=(M,S)

Un véertice sucesor de X1€M, es todo vértice Xj(H tal -~
que existe (X;,X;}{S

Al conjunto de sucesores de Xi(M 1o denotaremos por:

P“(xi)={xjm!(xi,xj){s}

Un vértice predecesor de Xi(M es todo vértice Xj(M tal
que existe (xj,xi)(s A

Al conjunte de predecesores de Xi(M lo denotaremos por

F‘(xi)={xjfml(xj,xi)€s}

Una vez establecidos los conceptos anteriores procedere
mos a unificar l1a estructura de los Problemas de Transporte, -
Asignacian,Flujo Maximo y Flujo a Costo MWinimo con la del Pro-

blema de Flujo a Costo Minimo con Variables Acotadas.

E1 Problema de Transporte en su formulacion matematica

original es:

Minimizar 2 = 2 cijxij

(i,3)¢A
S.a.
N :%%)Xij=ai i¢M
xij}o
id‘%)xij:bj "

*er ypéndice.
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pasa a tomar la siguiente formulacign
Minimizar Z = Z cijxij
{i,3)¢A

ZX ‘ ki~ itM

i v (i)

Zx 5t z_x =-b; JtN
14P el

X;320

2.~ UNIFICACION DEL PROBLEMA DE ASIGNACION.

E1 Problema de Asignacidn, en su formulacidén matemdtica

original:
Minimizar Z = v_—_)_ CiniJ.
(i,3)¢A
:E:: AT
it (1)
2K i
it (.1)



25,

pasa a tomar Ya siguiente formulacidn

Minimizar Z = E C” ij

{i,3)4A

DXl i

eﬂ*m u{‘ (i)

- E 2 X =-1 jtN
13 - N3k
Wl

N

3.~ UNIFICACION DEL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO.

E1 problema de flujo a costo minimo en su formulacién -
matematica original:

Minimizar Z = 5 t':..X,i .

{i,3)¢A
X D Xgch. e
e IS
it (3) k& T (3)

x].j}o (1,3)4A

queda en igual forma.
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4.~ UNIFICACION DEL PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO.

E1 Problema de Flujo Maximo en una red en su formulacidn
matematica original es:

Minimizar -v= :E::Xis— :E - Xk
id () kel*(s)

s.a.

e - -v si j=s

‘giw_xij- 2 K=t 0osiojs,t

TARIPT I T R

equivale a Ya siguiente formulacion

-t N

2 s — S - T
Minimizar -v= . vxis s XSk
it (s)  kE o (s)
5.2
xij— {% X kzbj jtu
it () ke (3)
0 xij"‘_ U'IJ
donde:
v si j=s
b=+ 0 si j#s,t
bolvosiojst

Una vez determinada la unificacion de 1as estructuras -

de los Problemas de Transporte, Asignacidén, Flujo Maximo y Flu
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jo a Costo Minimo, veremos alguno de los métodos de solucidn -
para estos. Determinando primeramente el método, el algoritmo .

y posteriormente veremos un ejemplo.



CAPITULO IXII

“EL METODO SIMPLEX PARA PROBLEMAS DE FLUJO
EN REDES".

1.~ LINEAMIENTOS GENERALES DEL METODO SIMPLEX.

Ltos pasos generales en la aplicacidn del método simplex

para un problema lineal son los siguientes:

1. Encontrar una solucidn basica factible inicial y des
pués

2. Calcular los Z,

157 ¢

13 para cada variable no basica xij'
Si Zij'0135;0 para toda variable no basica se alcanza
ta optimalidad y el proceso se detiene, en caso con--
trario se selecciona, la nueva variable para la si---
guiente base y la variable que sale de la base actual.

3. Se obtiene la nueva solucidén bdsica factible y repe--

timos el paso No. 2.



29.

Para el andlisis de estos pasos consideramos el si--
guiente problema: Minimizar CX s.a. AX=b y X320, en
donde A es una matriz mxn)b es un vector mx1l y c un
vector {lxm}.

Supondremos que el rango (A,b) = rango(A) =m. Des---
pués de un posible rearreglo de las columnas de A, -
tomamos A =[8,&] en donde B es la matriz invertible*
mxn y N es una matriz mx{n-m).

Tomaremos X ={X 1

X

A X se le Tlama solucibn blsica del sistema. Si Xé}O

B donde XB =8 by XN =0

entonces X se le llama solucidn basica factible.

A B se le 1lama matriz bisica (o simplemente 1a base)
y a N matriz no basica.

Las componentes de Xy se 1laman variables basicas y
las componentes de XN se 1laman variables no basicas.
Si X§>0, entonces X se 1lama solucidn bidsica factible
no degenerada, y si al menos una componente XB es ce-

ro entonces X se 1lama solucidon factible degenerada.

Determinacion de una solucidn basica factible inicial.

Primeramente se da una solucidn basica factible, aplican-

do el método a un ejemplo, después de éste, mostraremos la re-

gla de la

*er apéndice.

esquina noroeste para encontrar Una SO----------==--=
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luciﬁn.bésica factible inicial. A este procedimiento se le 1la
ma también regla de la esquina superior izquierda y lo veremos

posteriormente.
Calculo de los coeficientes de costo reducido.

Dada una solucién bdsica factible el siguiente paso con
siste en determinar si la solucion es optima 6 si se seleccio-
na una variable de entrada. Para este paso es necesario calcu-
lar las variables duales, dichas variables las tomaremos para
este problema como variables auxiliares; el cdlculo de éstas -
resulta sencillo ya que se calcula primero Hh= 0 para algin h
que esté en la solucidén basica y después se calculan las sigui
entes variables mediante la formulacion:

Hi = Cij + Hj 0 Hj = Hi - cij .

Una vez calculadas dichas variables duales calcularemos
los coeficientes de costo reducido, los Zij-cij para cada va--
riable Xij no bdsica, estos coeficientes de costo reducido nos
dan el mejor incremento que podemos hacer en la funciodn objeti
vo Z cuando son positivos. Puesto que se desea minimizar Z, es
ventajoso aumentar Xij siempre que Zij'cij70’ por ejemplo si -
ZK—CK es el maximo de los Zij'cij el nuevo valor de la funcidn
objetivo Z estd dado por Z = Zo-(ZK-CK)XK por esto conviene au

mentar XK tanto como sea posible cuando ZK-CK>0
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- Los coeficientes de costo reducido se calculan come

Z..~C..=W.-H-(.. para todo xij no basica

SRS Bl i e B

Determinacion del arco que entra a la base.

Como hicimos ver anteriormente si ZK-—CK es el maximo de
los Zij-cij el nuevo valor de 1a funcion objetivo estaria dado
por Z = Zo~(ZK—CK)XK por lo cual el arco que entra a la base -
es cualquier arco tal que Zij'cif>o donde Xij es no basica.

.

Determinacidn del arco que sale de la base.

Si consideramos al arco {(i,j) como el arco que entra a
1a base entonces al entrar éste a la base se forma un ciclo -
(ya que a cada base esta asociado un arbol) de esta manera ---
existe una dnica cadena que une a i con j sea C={i,a],i2,a2,..
.ik,ak,j} esta cadena, si representamos la orientacion de la -
cadena € como un vector D(C)4H9 tendremos OK(C)= 1 si aK=(iK,iK+1)
=1 si aK=(iK+]’iK)
Entonces podremos calcular el minimo valor para Xj tal
que oj(c)= -1 es decir calcularemos el minimo valor de algin -
arco que exista entre i y j tal que la orientacidn de este ar-

co sea j a i.

Por 1o tanto si se cumple que el valor del arco K es -~
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D=min{xj]0j(c)=-1-j{c} y que K sea arco de la base entonces se
tendrid que K es el arco que sale de 1a base a 1a variable bisi
ca asociada, y a este arco se le 1lama variable de bloqueo ---

{pues bloquea o impide el incremento adicional de xij)‘
Actualizacion de los arcos basicos en la nueva solucion

Una vez que se encuentra en la base el nueve arco basi-
co y que salid el arco correspondiente a la variable de bloqueo
atualizaremos dicho arbol conforme a la siguiente regla ------
X,-D para los arcos con oh(c)=1 o si h={i,3)

Y

X,-D para los arcos con 0, (C)=-1
donde D es el valor minimo que tenia la variable que salia.
2.~ ALGORITHO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN REDES.

Propdosito: Determinar el flujo a costo minimo en la red
G{M,A).
DESCRIPCION
1. Determinese T=(M,A') un arbol expandido de G, correspon--
diente a la solucidn basica factible X del problema. Sea B
1a mafriz triangular asociada a T obtenida de reacomodar

columnas, si es necesario, y sea XB el vector de flujos a
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través de los arcos basicoas. Calcilense las componentes de

XB resolviendo el sistema BXB=b sobre la red.

Calcilense las variables duales resolviendo el sistema --

W,=0 y Ni-w.zcij, para todo arco (i,j)¢A' y p.a. hi{M

J
A
Calcilense los coeficientes de costo reducide cij="i‘uj'cij
para todo arco (i,j)¢A' ‘
i) Si eij<0 para tode (i,j)}¢A', entonces 15
solucion dada por T es optima. Terminar.

ii) Si Eij>o para algdn {i,j)¢A' ir a 4.

Determinese el arco que entra a la base. Este es cualquier

arco (r,s) tal que er~Cr;>0

Determinese el arco que sale de 1a base. Sea C la dnica -

cadena que une r y s en el arbol T. Calcilense
D=min xj}oj(c)=—1.3€c}
D=min xij}

L™

Sea k{A' tal que Ok(0)=-1 y X, =D. Entonces k es el arco -

que sale de la base.
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6. Actualicese la solucidn. Sea T'=[M,(A'-{(U,V)V(P,S)})} el
nuevo arbol expandido de R.
Definase:
X;#D si 05(C)=1 4 i=(r,s)
Xj= 4 X;-D si 0,(C)=-1
X5 si ifc

Con este nuevo flujo regrese a 2.

3.- EL METODO SIMPLEX APLICADO A UN PROBLEMA DE FLUJO
EN REDES.

Se presentard un andlisis de cada una de las operaciones
aplicables a praoblemas de flujo en redes.

Tomaremos la figura siguiente a manera de ejemplo.
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donde el nimero asociado a cada arco es el costo unitario del -
flujo a través de &1. Supongamos que se selecciona la siguiente
base factible dada en la siguiente grafica por los arcos basi--

cos.

(1,5), (2,3), (3,4), y (4,5)

oI

donde el nimero asociado a cada arco es el valor del flujo a --

través de él.

€1 sistema bdasico de ecuaciones BXB = b, asociado a la -

grafica que debe resolverse es :
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—
(=]
o
o

S
x\

—_—
(2,1
JE———

Analizaremos el valor del flujo de cada variable conjun
tamente en la tabla y en el arbol asociado a esta. En la tabla

se tiene que:

Aprovechando la estructura triangutar inferior de Ta ma
triz basica se pueden encontrar los valores de las variables -
basicas en forma iterativa, y las variables no basicas toman -

valor cero.

De la 12. ecuacidn X]5=2. De Ta 2%. x23=5, de 1a 3dera.
ecuacién x34=1+x23=1+5=5, después X45=4-X]5=2 se pueden hacer

sobre la grafica como sigue:
Examinando la grdfica observamos que:

Los vértices i y 2 son pendientes por lo cual
X15=by=2 ¥y Xp3bp=5
Al eliminar lTos vértices 1 y 2 y los arcos (1,5) y (2,3)
en el arbol resultante el vértice 3 es pendiente entonces:

X34=b3+x23=5+]=6
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Al eliminar el vértice 3 y el arco (3,4) el vértice 4 -
resulta pendiente, entonces:
Xg5=bytXgp=-4+6=2

Los potenciales de los vértices se calcularon: en la grdfica:

We = 0

w4 = u5+c45=o+3=3
”1 = 'H5+C,5=O+6=6
Wg = w4fc34=3+o=3
Nz = H3+C23=3+3=6

En la tabla simplex lo podemos calcular resolviendo el

siguiente sistema:

rl 0 0 0\

o 1 0 o
[H],NZ,W3,H4,W5) 0 -1 1 0 = (6’3’0,3)
0o o -1 1
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Tomamos N5 = 0 y sustituimos:

My - Wy = Cyp My =3+0=2
W3 = Wy = Cgy Wy =0+3=3
My = Wy = Cp Wy=3+3=8
My - W = Cyg Wy =61+0=56

En la siguiente figura se asocia a cada arco no basico

su coeficiente de costo reducido: Zij - cij

. !'7,

©)

Para el calculo de los Zij - Cij existen dos métodos: -
uno usando los ciclos y otro usando el calculo directo de las

variables duales.
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Utilizando el ciclo en la grafica obtenido de aitadir el
arco (1,j) a la subgrifica basica, 1lamamos a este ciclo[j, -
después tomando la orientacidn que tiene este arco, es decir -
de i a j, la 1]amamos{1+, entonces la orientacidn contraria a
este arco estd dadal“‘. Por lo tanto el Zij-cij estara dado --
por:

. _I _ N7 €L 0X. . es basica y (i‘j)([1
Zij Cij—l ;E: cij ;2_ 13, 1] i
Gu Lt |

En la figura podemos hacer el cdlculo asi:

Zy3-Cq 3=-Cqq=CputCyg-Cqg=0-3+6-251

21570y 7=-Cp3-Caq-CagtCys-Cyp=-3-0-3+6-2=-2
2g37C5377C347C5-C53=-0-3-4=-7
Z4p7Cgp="Cp37C347Cqp=-340-0=-3

Para hacer el cdlculo con las variables duales utiliza-

mos la siguiente definicidn:

en donde
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]3 C]3 = H] - H3 - C = 6'3'2 = ]

Ly - 13

Zyy = Gy =Wy My -l =662 =2
Tgy - Cgq = Mg - Wy - Cgg = 0-3-4 = -]
Zyy - Cpp =MWy - My = Cpp =3-6-0 = -3

Puesto que 213—(:13: 1>0 entonces el arco (1,3) entra a
la base. AL agregar a T este arco se forma un ciclo con la ca-
dena 1, 5, 4, 3 que une sus extremos. En este caso D ={m‘n X]5}= 2

puesto que este es el inico arco tal que D I;HF{ ]
(i,]

Por tanto este arco es el que sale de la base
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Cuando x13 se incrementa por'ZB, la Gnica variable basi
ca que disminuye es Xls ¥ su nuevo valor es X]5= 2 -_ZX, asi -
pues, el valor critico de[};es 2 valor para el cual )(,5 se ha-
ce cero y sale de 1a base. Se ajusta adecuadamente el valor de

las otras variables basicas y el nuevo arbol basica queda asi:

[6]

o N
O

€

Se le asocia a cada vértice su potencial que fue calcu-
tado igual que en la iteracidon anterior con el sistema Wy = 0

y G

j = W - Hj para todo arco (i,j) no basico.

A continuacion se asocia a cada arco su correspondiente

coeficiente de costo reducido.
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E1l cdlculo de los coeficientes de costo reducido 1o ha-
cemos al igual que en la anterior interacion calculdndolos so-
bre las variables duales resolviendo el sistema Zij"cij= Hi'
”j'cij

Puesto que todos los coeficientes de costo reducido son
menores que 0, la solucion actual es la Optima; es decir el --
flujo a costo minimo en la red esta dado por:

X]2 =0, X]3 = 2, X]5 =0, X23 =5, X
X

3¢ = 8 X4p =
45 = 4 ¥ X553 = 0

4.- DETERMINACION DE UNA SOLUCION BASICA FACTIBLE INI_
CIAL PARA EL PROBLEMA DE TRANSPORTE.

Una vez analizado el problema de flujo en redes, determi

naremos ahora, para el probiema de transporte, una solucidn ba
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sica factible mediante un procedimiento llamado regla de la es
quina norceste 6 regla de la esquina superior izquierda.

Para este procedimiento utilizaremos la siguiente tabla:

DESTINOS
1 ) m-l m

1 > 0.

2 > Q2
ORIGENES T .OFERTA

_ ' l )
n-1 l Qna
N {ﬂﬂ4> Qn

or ba by ymion © 0 B bm

Durante este procedimiento, cuando se asigna un valor a
una variable xij se reducen las correspondientes a; y bj por -
ese mismo valor. Denotemos los valores reducidos de a; ¥y bj -~

A A . . ___A
por a; y bj respectivamente. En particular al principiar a;=a,
b.=b..
M

Suponiendo que la oferta total es igual a la demanda to
tal, empezando en la celda {1,1) se hace

A A
X]1=Hinimo {a],b]}
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A A
y se reemplaza 31 por QI-X]] y b} por b]~xll. Después si ~----

ay b] se pasa a la celda {(1,2) y se toma
xl2 = Minimo {a],hz}

y se reemplaza ay por a;=X;, ¥ b2 por bz-Xlz.”Sin embargo si -

ay b] se pasa a la celda (2,1) y se toma
XZI = Minimo {az,b]}

y reemplazamos 32 por %2~X2] y % por %]-XZI. En el caso en que
a, = b] produce degeneracidon, este caso no lo'trataremos y su-
pondremos que la igualdad nunca ocurre. E1 proceso de asignar

a una variable el minimo de la oferta o 1a demanda restante, -
ajustar ambos y moverse una celda hacia la derecha o hacia aba

jo se continua hasta que todas las ofertas y demandas estan --

asignadas.

La regla de la esquina noroeste (en la ausencia de dege
neracién) producira m+n-1 nimeros xij positivos. Cada vez que
se asigna un xij un valor positivo se satisface una restri----
ccion de oferta o una demanda. Cuando se han asignado valores
positivos a m+n-1 variables entonces se han satisfecho m+n-1 -
restricciones, Observando que una de las restricciones del pro
blema es redundante, se ve que todas las restricciones se sa--

tisfacen (demostrado anteriormente).
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Una vez analizado el problema de flujo en redes, procede

remos a analizar con el mismo método un problema de transporte.

Determinese el flujo a costo minimo en la siguiente red
de transporte mediante el algoritmo simplex especializado en -

redes.

Obtenemos una solucidon basica factible por el método -

de 1a esquina noroeste.

DESTINOS

’( : 2 U3 ‘ OFERTA
S {' SR S P + PN
’: ! !
ORIGENES ,[ LA L L B 4,;0'/0
L2 6 9 | 8 w0
' c e . S e —
) W AR CA GO
0 Lo o !
L
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gbtenemos el siguiente arbol asociado a Ta solucidn ba-

sica factible:

is'“,m;/»#<:)h3=-15

"
,/'/
bf-’m i S~ :
P
‘ =%
o by
S
by (O
S

Iteracidn 1.
Obteniendo el siguiente &rbol T = (M,S) correspondiente

a la primera base.
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E1 niimero asociado a cada arco es el valor del flujo a
través de &1 y el asociado a cada vértice es su potencial. Los

potenciales se calcularon

We = 0

W, = Copg tH; =8-0=28

Wy = Wy - Cpp=8-19=-1

H] = C]47+ H4 =1-1-=10
Ha = H] - C,3= 10-10 = 0

En 1a siguiente figura se asocia a cada arco no bésico

su coeficiente de costo reducido.



48.

Los coeficientes de costo reducido se calcularén:

215- C]5=N]-H5~C15 10-0-20=-10

z =W 8-0-6=2

23" Ca3WpW3-Cy3 =

Como 223-C23=2)()entonces el arco (2,3) entra a la ba-
se. Al agregar a T este arco se forma ciclo con la cadena 2, 4,
1, 3 que une a sus extremos. En este caso D=Min{ X]3,X24} = Min
{15. ]0} =10 puesto que son los arcos con orientacion igual -
a - 1. Por tanto el arco que sale es el arco {2,4)

o
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Al agregar el arco (2,3) y eliminar el arco (2,4) se ob~
tiene el arbol de la figura anterior, se actualiza el flujo de
acuerdo a Ta orientacion de la cadena (2,4,1,3) dada en la red
{a). Este flujo actualizado se asocia a cada arco del arbol! --

resultante.
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" Iteracién 2.

‘También se asocia a cada vértice del arbol anterior su
potenéia] que fué calculado resolviendo el sistema We= 0 y
cij= Hi'"j para todo arco {i,j) basico. A continuacion se a;o-
cia a cada arco su correspondiente coeficiente de costo reduci

do

Los coeficientes de costo reducido se calcularan de la

misma forma resolviendo Zij-cij=“i-wj_ci para todo arco {i,j)

J
no basico.

Ya que todos los coeficientes de costo reducido son me-
nores que cero, la solucidn actual es doptima, es decir el flu-
jo a costo minimo en la red esta dado por:

= = R :0,x =1 . =0, =
X13 5’x14 15 X15 23 0 x24 0 xzs 10

Una vez visto el algoritmo simplex especializado en re-
des, procederemos a conocer como se determina una solucién fac

tible inicial para estos problemas.
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5.- DETERMINACION DE UNA SOLUCION BASICA FACTIBLE INI--
CIAL PARA EL PROBLEMA DE FLUJO A COSTO HINIMO.

Para determinar una solucion inicial para el problema -
de flujo a costo minimo en 1a red 6 = (M,A) con n vértices se

utilizard una especializacion del método de las dos fases.

Para ello agregaremos un nuevo vértice f a la red y nue
vos arcos de la forma (i,f), si bipO0, y (f,i) si bidO. Consi
deremos la red 6’ = [M U {f’ , AU A'.c',b'] donde
A= {Gan 1 biyopu {(f,i) / bi¢o]

{1, si (i,§)4A"

c.
13 o, si (i,5)€A
bi, si i€M
b'i=
0o, st i=f

Entences la primera fase del método consiste en resolver
el problema de flujo a costo minimo en 1a red G'. Los valores

de los flujos a través de los arcos de A' son:

X;¢=b;, para todo i{M tal que bi)0

Xes=-bj para todo ifM tal que bi{ 0

Ti

Una vez, determinada Ta solucion optima para la red G'

pueden presentarse dos casos:
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"a) Si X es una solucidn optima y X#0 el problema origi-
nal no tiene solucidn ya que si X£0 esto implica que existe un
arco en la red auxiliar &' cuyo flujo es de valor distinto de
cero por lo que no es posible obtener una base factible con --
los arcos originales del problema para iniciar esta segunda fa
se.

e.d.
Xa
i 3 un xa)/o ¥ AX =b={ /| es una solucidn facti

ble al problema en 1a fase 1 y por lo tanto

0 (Xa)+1(0)=0<)( 1o cual viola la optimalidad de X.

b) Si X es una solucién dptima y X=0 el problema origi-
nal tiene solucidn ya que existe un arco en la red auxiliar G'
cuyo flujo es de valor P y donde los arcos basicos restantes,
son arcos de la red original por 1o cual podemos eliminar este
arco y el vértice f de tal forma que podemos <iniciar la segun-
da fase del m&todo con una solucidon basica factible y donde es
ta fase consiste en determinar el flujo a costo minimo en la -
red G' aplicando el método simplex para problemas de flujo en

redes.

Ejemplo:
Determinese el flujo a costo minimo en la siguiente red

utilizando el método simplex de las dos fases especializado en

redes.
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on)y-

E1 nimero asociado a cada arco es el costo unitario del

flujo é través de &1.
PRIMERA FASE
Ya que no contamos con una base inicial factible cons--

truiremos la red G' que a continuacion se muestra con el costo

unitario de flujo asociado a cada arco.
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Entonces el arbol basico factible inicial en la primera
fase, es la primera red de la siquiente figura. Asociando a --
ésta el flujo a través de cada arco y a cada vértice su poten-
cial. En la red contigua esta asociado a cada arco su coefici-

ente de costo reducido.

1]

Lel
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o : /
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‘El cdalculo de variables duales y coeficientes de costo
reducido 1o hacemos al igual que como lo veniamos haciendo.

wi=cij+wj y zij-cij=ui-uj—cij

Ya que (1,5) y (3,4) tienen coeficiente de costo reduci

do mayor que cero, cualquiera de estos arcos puede entrar a la

base.

Elegimos el arco (1,5) para entrar a la base. Entonces
la cadena que forma ciclo con este arco es 1,f,5 con orienta-~--
cion (~1,-1) por lo que D=Min Xigr X =2 por lo que el arco --
que sale de la base es (i,f), se actualiza la red de acuerdo a

la siguiente figura obteniéndose el nuevo arbol basico.
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En el nuevo arbol basico se ha asociado a cada vértice
la correspondiente variable dual, a continuacion se calculan -
‘los coeficientes de costo reducido para Tas variables no basi-~.

cas.

]
N 7/ \\
21 2)'/ \T2
Il B2 N
[ \
& \
"o““*é}‘a‘—’@
! //
: /

Puesto que C34-234)() entonces el arco. (3,4) entra a -
la base la cadena que forma ciclo con este arco es 3,f,4 con ~
orientacion (-1,-1) donde D=Min{ X3¢s Xf4} = 1 y por lo tanto
el arco (3,f) sale de la base. Actualizamos el flujo de acuer-
do a la orientacion y obtenemos el siguiente arbol basico, aso

ciando a cada vértice su potencial y calculando los coeficien-

" tes de costo reducido de los arcos no basicos.
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D) S ()] {3

Q

o

- -
L

Elegimos el arco (2,3) para entrar a la base, la cadena
con la que forma ciclo es 3, 4, f, 2 con orientacidn (1, -1,
-1) entonces D = Min [xf4, xzf) = 3 y por lo tanto el arco que
sale de la base es (f,4). Actualizando el flujo obtenemos el -

siguiente drbol basico, asociando a este los variables duales.
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Los coeficientes de costo reducido de los arcos no basi
cos calculados en base a las variables duales que muestran en

el anterior arbol son:
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Elegimos el arco (4,5) para entrar a la base, la cadena
con la que forma ciclo es 5§, f, 2, 3, 4 con orientacion (-1,
-1, 1, 1) donde D = Min st, Xzf = 2 y por tanto (f,5) &
(2,f), sale de la base. Actualizando el flujo se obtiene el si

quiente nuevo arbol basico.
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Asociamos al nuevo arbol basico las variables duales y
los coeficientes de costo reducido de los arces no basicos cal
culados en base a las variables duales.

C

Como Z, 0 para todo (i,j) no basico, el iltimo -

T i
arbol es optimo. Puesto que el costo del flujo en G' es 0 en--
tonces existe solucién factible para el problema en la red ori

ginal G.
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SEGUNDA FASE

Eliminamos el vértice f y el arco (2,f) del arbol dpti-
mo resultante en la primera fase. Entonces el &rbol que se ob--

tiene es una base factible para el problema original.

o

Calculamos las variables duales como lo hicimos a 1o --

largo de la primera fase.
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A continuacion calculamos los coeficientes de costo re-

ducido de los arcos no basicos.

Ya que (1,3) tiene coeficiente de costo
que cero, este entra a la base y la cadena que
este arco és 3, 4, 5, 1 con orientacion (1, 1,

D = Min {XIS} = 2 entonces el arco que sale de

reducido mayor
forma ciclo con
-1) por lo que

la base es -~~~

(1,5). Actualizando el flujo se obtiene el siguiente arbol ba-

sico.
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o]

Calculamos los coeficientes de costo reducido de los --

arcos nho basicos.

7/ \
/ \
-6y N2
s ' s
’ \\
g o ®
N ey
-1\‘» l

o

Como Zij - Cij €0 para todo {(i,j) no basico, entonces -
la solucidon actual es optima.

Una vez visto y analizado el método simplex especializg
do en redes veremos este mismo método aplicado a el problema -

de flujo a costo minimo con variables acotadas.



CAPITULO IV

"EL METODO SIMPLEX PARA PROBLEMAS DE FLUJO
EN REDES CON VARIABLES ACOTADAS™.

1.~ LINEAMIENTOS GENERALES DEL METODO SIMPLEX ESPECIALI
ZADO EN REDES CON VARIABLES ACOTADAS.

Nuestro propdsito es determinar el flujo a costo minimo
en 1a red G(M,S) con n vértices, 1/cotas inferiores y u cotas

superiores.

SOLUCION INICIAL

E1 método simplex especializado en.redes se extiende di
rectamente al problema con variables acotadas. En este caso co
mo todos los arcos "originales" comienzan siendo no bisicos du
rante la fase I, se toman todas estas variables de flujo en -~

los arcos en una u otra de sus cotas y se calcula

by = by- inj* PR PR
j K
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" Una vex que se ha afiadido el vértice auxiliar f en G se
definen los arcos {i,f) con fliujo b‘i si b'i)'o y los arcos -~
(f,1) con flujo -b', si b', {0 y se definen los costos iguales

a 1 para los arces artificiales y a # para los arcos “origi--

nales".

CALCULO DE LOS VALORES DE LAS VARIABLES BASICAS

Ya sea en ta fase I 6 en la fase II después de ajustar
el vector b al b' para reflejar los valores de las variables -
no basicas, se procede de la misma manera que en el caso no --

acotado para calcular los valores de las variables de flujo --

basicas.

CALCULO DE LAS VARIABLES DUALES Y LOS COEFICIENTES DE
COSTO REDUCIDO

Las cotas inferiores y superiores no influyen en lo ab-
soluto sobre el calculo de las variables duales ni sobre el --
calculo de los coeficientes de costo reducido, no obstante es-
to en la presencia de cotas inferjores y superiores. Los crite
rios de optimalidad son:

Si Xifuij:} Zij-cij;()

Xij=lij=) Zij-cij<0
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S1 no se alcanza la optimalidad se puede determinar ra-
pidamente si alguna variable xij no basica debe incrementar o

disminuivr su valor.
DETERMINACION DEL ARCO QUE ENTRA A LA BASE

Una vez que establecimos el criterio de optimalidad po-
demos concluir que la variable que entra a la base es cualquier
Xij no basico tal que

Xi5°%55 + Z357645€0

0 = -

Kig™hig 1 RS20

DETERMINACION DEL ARCO QUE SALE DE LA BASE

Una vez que determinamos el arco de entrada, independi-.
entemente de que la variabie sea creciente 6 decreciente se --
afiade el arco no basico entrante al arbol bésiéo y se determi-
na el ciclo énico formado. Si X, es 1a variable que entra y es

creciente se envia una cantidad D alrededor del ciclo en la di

reccion de Xa en donde D = {D D 03} ‘
*
y Dy= M1n{ i-li|1{A, 05 (c)=-1}
X, |i6A, 0 (c)=1
Dp= Min{ U, -x;l4a, 0; c-&
B3= X7,

Entonces el arco que sale de la base es aquél para el -

*Oi(c) ca 1o definimes en 1a determinacion del arco que sale en el problama no acotado.
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cual el nuevo flujo es igual a su cota inferior 6 a su cota su

perior.

Si Xa es la variable que entra y es decreciente se en--
via una cantidad D alrededor de ciclo inico formado en contra

de la direccion de Xa y en donde D = min{ 01,02,03‘

y D, =Min { U -X; | 16A, 0. (c)=-1 ;
D,=Min {Xi—li [itn, 0,(c)=1 f
D3=U,-X5

Entonces el arco que sale de la base es aquél para el -~
cual el nuevo flujo es igual a su cota inferior & a su cota su

perior.
ACTUALIZACION DE LOS ARCOS BASICOS EN LA NUEVA SOLUCION
Para la actualizacion de los valores de las variables -

basicas se procede de la misma forma que en el caso de varia--

bles no acotadas.

2.- ALGORITMO SIMPLEX ESPECIALIZADO EN REDES CON VARIA
BLES ACOTADAS.

DESCRIPCION

1. Consideremos una solucion basica factible y el arbol
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i1)
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T =(M,S') ; sea B la base triangularizable asociada
a T. Calcilense los valores de los flujos a través -
de los arcos de T de la siguiente manera. Si p es un
vértice pendiente del arbol resultante eliminar de T
los vértices correspondientes a renglones de B ante-
riores al de p junto con sus arcos adyacentes y w es
el dnico arco adyacente a p:

xw=bp+jz_xjp-:S:xpi , siw= (p,k)
j i#k

6 X, igual al reciproco de esta cantidad si w = (k,p)

. Calculemos los valores de las variables duales resol

viendo el sistema w, - Wy= cij, para todo arco (i,j)€A'.

. Calcilemos los coeficientes de costo reducido -

L5 cij=ui"wj'cij para todo arco (i,j)ﬁfA'.
si 1 €0, para todo (i,3)¢ A tal que X, ;=1

0, para todo (i,j)gl\ tal que Xij=u

157C4; i’

M TRF iy’

entonces la solucion actual es optima.

En otro caso ir a 4. .

3 3 '
. Sean F, % (L,006A | X 52155 Y Zij-ci:i>0&

F

Determinese como arco que entra a la base cualquier -

(r,s)€F]UF2 y asignese:
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{~51' si (r,s){F,
d=i

-1 si (r,s){F2

5. Calcilense
D= Min{ X5=15 105 te) = d} s Dy= u1n{uj~xj o, (c)=d}

- { Uog~Xpg » 8T d =1

xrs']rs , sid =-1

y D= Min{D], Dy, 03}

E1 arco que sale de 1a base es aquel para el cual X +0 (c)
D-d es igual a 1u6 a u,. si er+d- D es igual a Lig ] U., se

mantiene la misma base.

6. Actualicemos los valores de las variables basicas co

mo sigue:

X * D-d , si K = (r,s)

><
Lo
]

Xk + Dk(c)- D-d para todo k¢{C

X, » si kéC, k & (r,s)
y regrese al paso No. 2.
Una vez determinados los pasos del método simplex espe-

cializado en redes para variables acotadas, aplicaremos este -

método a un ejemplo.



70.
3.- EL METODO SIMPLEX APLICADO A UN PROBLEMA DE FLUJO

EN REDES CON VARIABLES ACOTADAS.

Determinese, mediante el método simplex especializado -

en redes, el flujo a costo minimo en la siguiente red.

b’ :\5 (0,6,1) by=0
©; 2

(4,84 (0,4,2)

(1,5,6) '{jb

Los nimeros asociados a cada arco son la cota inferior,
la cota superior y el costo del flujo a través de &1, respecti

vamente.

Se utilizara el método de las dos fases para encontrar

una solucion inicial.
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PRIMERA FASE

En la siguiente red G' se muestran los costos unitarios

de flujo asociados a sus arcos y el primer arbol factible.
p .

1 1

Para determinar el sentido de los arcos adyacentes a f
se definieron los valores de los flujos a través de los arcos
originales iguales a sus cotas inferiores 0 superiores; des---

pués se calculo
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A

by = by - I Xyt D Xyp = 0-441 = -3
j k

b. - ~ 1-1+3

by = by - 2 X3+ 3 X3 =3

Puesto que %] y %3 son mayores que 0, entonces se tienen
los arcos (1,f) y (3,f) con flujo 2 y 4 respectivamente. Las -
cantidades %2 y %4 son menores que 0 por lo que se definen los
arcos (f,2) y (f,4) con flujo igual 3 en ambos. La base inicial
esta formada entonces por estos cuatro arcos. En este primer -
arbol bdsico se ha asociado a cada vértice potencial que fué -
calculado resolviendo el sistema H4 =0 y Hi ~ W, = cij para

los arcos (i,j) basicos.

En la primera red de la siguiente figura se asocia a ca

da arco su coeficiente de costo reducido. En este caso se tiene:
F] = % (1,2), (3,2), (3,8)}; F, =9

Se elige (3,4) para meter a la base por lo que d = 1, -
Al agregar este arco al éarbol basico se forma un ciclo con la

cadena 3, f, 4.
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Calculamos

i

0, 2 ,

[)3=u34-x34=5"1 ’ D="in{3:m:4‘=3

Entonces el arco que sale de la base es (f,4). Se actua

Min\)(”,qu&:B , D, =

Jizan los valores de los flujos a través de los arcos bhasicos,

como se muestra en la figura anterijor, obteniéndose el arbol -

de la siguiente figura

©
i
~
]
9
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En el arbol basico de la figura anterior se ha asociado
a cada vértice 1a correspondiente variable dual; en la segunda
red de esta figura se ha asociado a cada arco su coeficiente -

de costo reducido.

En este caso resulta
Fo={tan el s, - ! (2,4)}
Se elige (2,4) para meter a la base; d = ~1, se forma -

ciclo con la cadena 2, f, 3, 4

Se calcula

Dy = Min {xe fae | =1 D=

D ={4-o\= 4 ; D

n
=

-—dy

=
——

ot

-

G ;
. b
-
— =

i

wead
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De donde el arco que sale de la base es (3,f). Se actua
liza la base como se indica en la primera red de la figura an-

terior, obteniéndose el segundo arbol de dicha figura.

Las variables duales se han asociado a los vértices del

altimo arbol basico. A continuacion se muestran los coeficien-

tes de costo reducido de los arcos no basicos.

De la primera red de la figura anterior se observa que:

IRRGE I AR
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Por 1o que (1,2) entra a la base formandose un ciclo ~-

con la cadena 1, f, 2. En este caso d = 1, entonces:

Min{xlf,xzf} =2;DZ=00

D 6-0 = 6 , D=Min{2,w,6} = 2

3

Por 1o tanto pueden salir de la base (1,f) & (f,2). E1i
jase (f,2). Se actualiza 1a base como se ilustra en la figura

anterior resultando el sigquiente arbol basico.

I\
/ \i\YQ
/R WA
o/ \=
°I g
,/ A
or [ S
) oo
I
! A \
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‘Los coeficientes de costo reducido, mostrados en la figu
ra anterior, son menores o igug]es que cero, para los arcos no
basicos con flujo igual a su cota inferior, y mayores o iguales
que cero, para los arcos no basicos con flujo igual a su cota -
superior. Entonces,la solucidn actual es optima. Por otro lado,
como el flujo optimo en G' es de costo cero, existe una solu---

cion factible para el problema en la red original.
SEGUNDA FASE

Eliminando el vértice f y el arco (1,f) se obtiene el --

siguiente arbol basico factible:
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En base a los coeficientes de costo reducido de los ar--

cos basicos se tiene:
F ={(3,2)‘ . F =1\n,3)k

Elijase (1,3) para meter a la base; entonces d = -1. Se

forma ciclo con la cadena 1, 2, 4, 3. Por tanto:

n]=uin]-x34-134}=4 D4=Min1U 0

[}
127%2:Y24 %24 |

| L b
13& =3 D = M1n$ 4,1,3k = 1

E1 arco que sale de la base es entonces (2,4) ya que el
flujo a través de &1 alcanza su cota superior. Actualizando el
flujo como se ilustra en la primera red de la siguiente figura

se obtiene el arbol que se muestra a continuacion.

~

1
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Los coeficientes de costo reducido de los arcos no hasi-
cos, calculados en base a los potenciales calculados en la figu

ra anterior son:

Ya que los coeficientes de costo reducido son menores e
iguales que cero para los arcos no basicos con flujo igual a su
cota inferior y mayores o iguales que cero para los arcos no -~
basicos con fllujo igual a su cota superior, concluimos que el

arbol basico actual es optimo.
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PROBLEMA DE TRANSPORTE

En 1a tabla simplex.
Una solucion basica factible.

Buscar el Cj-ZJ minimo.

Entra 1a variable con el ~---
CJ.-ZJ minimo (positivo).

Calcular el minimo de los co-
cientes yl ¥ X, basica.

b'l

La variable que sale es la
variable con el Min yj .
i

b'l

Se realiza un pivoteo de mane-
ra que se hace unitaria la co-

lumna de la variable que entro.

En la grafica.
Un arbol.

Introducir los arcos de -
las variables no basicas.

Entra a la grafica el ar-
co con el costo reducido
maximo.

Al entrar el arco se for-
ma un ciclo, entonces to-
mar el valor minimo del -
X.. el recorrido sea de --
i ; s :

jJai e«d- en sentido
contrario cuando recorre-
mos el ciclo.

Sale el arco con el mini-
mo valor X.. recorrido de
jai. J

Entra el arco con el va--
lor minimo tomado, suman-
dolo a los arcos en buen

sentido de i a j y restan
do a losde j a i. -



CAPITULO V

"COMPARACIONES COMPUTACIONALES DE METODOS DE
SOLUCION PARA EL PROBLEMA MAS GENERAL, EL
PROBLEMA DE FLUJO A COSTO MINIMO CON VARIA-
BLES ACOTADAS".

Este estudio nos muestra las ventajas en tiempo y reque-
rimientos computacionales de tres métodos de solucidon para el -
problema de flujo a costo minimo con variables acotadas. Dichos
métodos son variables del método out-of-kilter y reciben los --
nombres de PNET, PNET-1 Y SUPERK.

Ei propdsito de estos metodos fue crear un cédigo que no

dependiera de ua tipo dnico de mdquina.

Estos codigos consisten de un programa principal y una -
serie de subrutinas (aproximadamente diez). Se registro el tiem

po utilizado en cada subrutina (en milisegundos), se hizo el --
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conteo de el nimero de pivoteos ejecutados, el tiempo total de
pivoteos y el tiempo promedio de pivoteos (tiempo total de pi-

voteo entre el nimero de pivoteos).

Los siguientes pasos son basicamente los que intervienen

en la eficiencia de dichos métodos.

INICIO DEL CODIGO

Existe una variedad de procedimientos de inicio; se en--
contrd que un criterio para encontrar una solucidn basica facti
ble inicial fue una modificacidon a la Regla del Minimo Renglom,

este criterio fue el mejor en cuanto a tiempo total de solucidn.

Un importante factor de influencia en la eficiencia com-
putacional es el criterio de cambio de bases. Lo relevante para
el criterio de cambio de base involucra el tiempo consumidc en
la bisqueda para que un nuevo arco entre en la base y el niimero

de pivoteos requeridos para encontrar una solucion optima.

Tres criterios para determinar la entrada de una varia--

ble a 1a base fuerdon evaluados:

E1 primer criterio fue: La regla del evaluador mids nega-

tivo.
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£l segundo criterio fué: El primer evaluador negativo
del nodo exterior.
E1 tercer criterio fué: E1 mds negativo evaluador del
nodo exterior.
E1 criterio que fue encontrado ser mas eficiente en --
cuanto a tjempo total de solucidn, fue el Mas Negativo Evalu-

ador del nodo exterior.

En cuanto a la actualizacion de las bases, se tomo tam
bién, en base a 1a efectividad en el tiempo de solucién el mé
todo 1lamado ATI que es una modificacion del método 1lamado -

API (incremento al indice predecesor).

En resumen los estudios revelan que los mas eficientes
codigos para problemas de redes de flujo a costo minimo con -
variables acotadas surgen de unir el criterio de la Regla del
Minimo Rengidon con el criterio de el Mas Negativo Evaluador -

del nodo exterior y el método ATI.
Estos métodos son:
E1 método 11amado SUPERK, PNET y PNET-1, los cuales ne

cesitan alrededor de la mitad de requerimientos de memoria que

los otros codigos utilizados para este tipo de problemas,algunos
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de los cuales son:

Boeing
General Motor
Share

DNET

Texas Water Development Board.

A continuacion mostramos el tiempo de solucion de 40 --
problemas que fueron corridos en un mismo tipo de maquina y --
due se aplicaron a varios de los métodos de solucion ya men---
cionados. (Estos tiempos de solucién los mostramos en las ta--

blas I, 1I y III.)



Table 1
COMPUTATIONRL RESULTS O DUA. PIVOT (RITERIA AD PRET SOLUTION TDES
MNOST NEGATIVE CRITERION MODIFIED FIRST NEGATTVE CRITERION FIRST NEGATIVE CRITERION

Nmber of Mmber of SoTEion Stat Pivt 1o, of HOWRL ¥ The/ Solution Stat Pivot 1o, of FOWC* Time Solition  Stat Pivot Mo, of 1O + e/
Nodes Arcs Time Tine Tie Plwots Piwt Time Tee Time Pivots Pivt Time Tie Tim Pivots Pivot
50 ] 10 e @ 6 000 ws .0 a7 03 7 00 006 Ril] om0 9 08 005
1] 15 31 moaR 7 .08 s .2% R A - ] 048 006 219 K72 B U | 08 005
50 200 260 e a9 .0 00 .29 m| an 083 006 28 m 2 ¥ .08 006
1000 2900 151,743 13.003 148.730 1741 0,314 b 15228 12916 1032226 BEO .06 NNE9 1298 185253 AT 046
1000 3400 183,20 13.79%% 171.314 1866 86,636 02 165.707 B8 1987 247 H.08 0N 121,906 13.827 1079782188 77,267 088
1500 4500 28,418 28.39 380,089 008 186,491 1% XD.4488 28.777 0.6/ BB 199,685 095 245,96 28.396 217,50 30 R .05
PET
SoliETn  Stat Piwt B
Time Tive Tim  Pivots Piwot

N6 67 054 3w .00
.52 58 209 561 .04

* Time to find the new are entering the bas:

"G68’
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Table II
PROBLEM  SPECIFICATIONS

Naber of  Naber of  (oxt Rrge Total Spply  Transh Percent of  Percent of Arcs Uper Bound e
n High Cost  Capacitaded n
0 130 1100 100,000 0o 0 0 0 0 0
100 1500 1100 100,000 0o 0 0 0 0 0
10 20 110 100,000 0 0 0 0 0 0
12 %76 1100 400,000 0 o0 20, . 16,000 30,000
12 132 110 40,000 0 0 2. . 20,000 120,000
12 276 110 40,000 0 0 . a. 20,000 120,000
50 200 1 w0 1,000 0 0 0 0 0 0
8% 2300 1 W0 40000 5% W 0 0 0 0
500 3000 1w 2000 % 5% 0 0 0 0
70 15000 110 400,00 10 X0 ) 7 0 20
a0 2300 110 20000 5 10 .l 7 200 400

"98
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TASLE 111

Solutica Times (in seccnds)

g .

. H Problems PNET~I CNET BENN SUPERK GM SHAZE Boetng TWB
wau
""“% 1 1.30 1.17 12.35 20,25 5.6 46.25 1.7 30.25 21,23
""" 2 1,49 1.35 13,56 24.3§ 6.47 63.30 21.34 21.59 21.39
yws 3 1.94 i.74 21,44 34.3€ 6.87 105.72  26.16 3L.47 28,63
":"’ 4 © 1,64 1.47 17.96  31.45 6.57 70.74 25.13 35.47 27.50
[ 5 1.58 1.73 23,34 52.10 6.77 S5G.10  30.97 a%.73 ¥A
ol 6 3,55 3.06 46,10 61.CC 11.05 $2.32  46.40 46.64 SA
e 7 4.G6 3.57 74.88 DN 12.86 157.31  65.92 113.12 NA
""" 8 4,72 4,20 97.92 oHR 13.69 160.71 81.00 175.1¢0 NA
-, 9 4,80 4.25 101,65 DNR 13.40 158.01 81,21 136.99 NA
e 10 5.88 5.57 95.96 DNR 14,13 197.82  84.2% 184.75 YA
v | 11 3.52 3.12 19.87  17.44 6.64 35.67 19.93 30.39 NA
b 12 4.87 4,48 26.53 20.31 6.47 28.43 21.17 22.08 A
e ‘13 5.52 5,91 27.98 24.92 7.25 31.39 25.81 20.02 N
e 14 6.02 5.56 30.15  27.40 6.95 18.62 24.95 23.11 Na
am 15 6.50 5.91 31.57 DNR 7.56 23.48 27.05 21.08 K2Y
e 16 2.40 2,15 14.77  11.77 5.27 60.27 21.51 15.05  17.55
b ) 3.11 2.90 DNK 20.10 8.36 96.66 32.40 64.64 NA
x+ 18 1,92 1.70 DNR 11.31 5.13 61.54  20.05 18.31 19.15
s 4 10 2.60 2.40 DRR 20.62 3.a5 DR 31.75 §1.97 R
[“‘ 20 2,67 2.47 DRR 10.38 4.69 DNR 18.11 25.72  21.43
i 21 2.76 2.46 DHR 20.35 7.96 DNR 32.60 61.39 NA
2 2,22 2.01 DNR 9.97 4.60 DNR 17.91 24.84 RA
23 3.00 2.74 DRR 19.81 7.91 DNR 32.66 67.96 nA
24 3.12 2,91 DNR 11.71 5.59 DNR 25.27 21.57 NA
25 4.17 3.96 DRR 18.27 8.37 DNR 33.19 45,40 ®A
26 4,45 §.15 DRR 11.38 5,51 DX 25.05 i9.34 RY,
27 4,42 4,31 DNR 16.37 7.50 DNR 30.45 41.98 HA
28 6.35 5.67 DNR LR 13.91 DNR 53.87 85.98 HA
29 7.39 6.55 DXNR DER 14.51 DNR 52,55. 1i7.83 NA
30 9.08 §.10 DHR DR 16.00 DNR .33 152.21 NA
31 9.59 8.48 DR DHR "17.05 DNR 61.33 135.73 A
32 15,70 13.59 DRR DANR 22,88 DNR 78.63 553.93 A
33 20.20 17.65 DNR DNR 25.89 DR 101.92 210.14 MA
L 34 17.10 14.86 DR OXR 25.42 DNR 42,25 248.16 RES
’ 35 19.39 17.13 DNR DRR 29.95 DNR DNR DR NS
36 384,08 DNR DNR Na NA NA NA NA HA
kY 245.40 DR DXR RA NA . NA ¥ NA A
38 140,93 DXR DNR KA N& NA HA NA NA
39 193.42 DNR DN3 NA NA NA XA NA HA
40 105.09 DNR DNR NA XA KA NA NA dA

NA -« Code and dats would not fit in 104,000 vords oi memory.

ENR- Did not run.



Developer

1. Barr, Glover,
Klingman

2. Bennington
3. Boeing

4. Clasen
5

. Glover, Karney
Klingman

6. Glover, Karney,
KYingman

7. Glover, Karney,
Klingman, Stutz

8. General Motors

9. Texas Water De-
velopment Board

TABLE IV

CODE SPECIFICATIONS

Name

SUPERK

BENN
Boeing
SHARE
PNET

DNET

PNET-1

THB

N - Node Length

A - Arc Length

Type

Out-of-kilter

Non-simplex
Qut~of-kilter
Out-of-kilter

Primal network

Dual network

Primal network

OQut-of-kilter
Out-of-kilter

Number of Arrays

4N + 9A

6N + 11A
6N + 8A
6N + 7A
8N + 3A

9N + 3A
8N + 3A

3N + BA
aN o+ N+ 7

88.
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1.- PROGRAMA COMPUTACIONAL APLICADO AL METODO SIMPLEX
ESPECIALIZADO EN REDES PARA PROBLEMAS DE TRANSPORTE.

INTRGDUCCION AL PROGRAMA DE TRANSPORTE

E! propdsiteo del siguiente programa es establecer un cd
digo para problemas de transborte en Lenguaje PASCAL que aun--
que es un lenguaje poco empleado en este tipo de estructuras,
hoy en dia es muy accesible y compatible en la mayoria de los
computadores, ademads este programa pretende no depender de un
tipo de méduina, por lo que se realizan subrutinas que facil--
mente puedan se modificadas para otro tipo de maquina, de tal
forma que esta versidn esti constituida de un programa ﬁrinci-’

pal y 6 subrutinas. El computador utilizado es BOURROGHS -----
B-7800.

A continuacion analizaremos cada uno de los pasos de --

este programa.

Dicho programa se analizard@ subrutina por subrutina, es

pecificando cada una de las variables que forman parte del ~---
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INICIO DEL PROGRAMA

Primeramente se realiza la lectura de la red:-

Se lee el nimero de origenes y destinos y se almacenan
en las variables enteras ORIGENES y DESTINOS.

Se lee el valor de los requerimentos en origenes y des-
tinos almacenando estos valores en los arreglos enteros REQOR
y REQDES.

Se leen también los arcos que forman la red y sus res--
pectivos costos, estos valores los almacenamos en el registro

ARCO.

PROCEDIMIENTO ENCUENTRASOLBAS

Una vez leida la red nos avocamos a encontrar una solu-
cion basica factible inicial, dicha solucidon la encontramos me
diante el método de la esquina noroeste*, en donde los arcos -
que forman la solucidn basica inicial los guardamos en el arre
glo entero llamado SOLBAS y donde esta solucidn nos'da como re

sultado un arbol.

Metodo explicado en pag 42.
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PROCEDIMIENTO VARSDUAL

Con nuestra solucién inicial procedemos a encontrar los
valores de las variables duales donde estos valores son almace
nados en un arreglo entero 1lamado VARIABLEDUAL, dichos valores

se calculan en 1a misma forma en que lo hacemos en ejercicios

anteriores.

PROCEDIMIENTO VARNOBAS

Con nuestra solucidn basica factible inicial y las varj
ables duales procedemos a calcular los coeficientes de costo -
reducido de las variables no basicas, que en este caso estan -
representadas por los arcos que no forman parte del arbol exa-
minado, estos valores los almacenamos en el arreglo COSTNOBAS.
Ya con el valor de los coeficientes de costo reducido de los -
arcos no basicos obtenemos el valor mayor de dichos coeficien-
tes almacenandolo en la variable entera MAXIMO, si MAXIMO es -
mayor que cero:

guardamos los indices del arce (el cual es el arco que
entra a la nueva base)} que nos dio el valor de si MAXIMO en --
las variables enteras VERTICEOR y VERTICEDES, si MAXIMO es me-
nor & igual que cero:

entonces hemos llegado al valor optimo y terminamos con

el algoritmo dando el valor verdadero a la variable buleana --

OPTIMO.
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_ PROCEDIMIENTO ENCUENCICLO

Una vez determinado el arco que entra a Ya base busca--
mos el ciclo que se origina a la entrada de éste y gquardamos -

los arcos que forman el ciclo en el arreglo entero CICLO.

PROCEDIMIENTO COSTOMENOR

Con los arcos del ciclo formado por la variable que en-
tra a la base, procedemos a examinar en que direccidn se mueve
el ciclo y entonces encontrar el arco basico con el menor va--
lor es decir encontrar el arco bdsico que sale de la base {ar-
bol), entonces los indices que forman este arco los guardamos

en las variables enteras A y B.

PROCEDIMIENTO ACTVALARC

Este procedimiento realiza la actualizacion de las arcos
a la entrada del nuevo arco, que toma el valor del arco que --
salié6 de la base, dicho proceso realiza con el arreglo entero

CICLO y el registro ARCO.

Una vez actualizada la nueva base regresamos al procedi
miento VARSDUAL para de ahi prosequir hasta 1legar a que en el
procedimiento VARNOBAS 1a variable buleana OPTIMO tome el va--

lor de verdadero y terminar asi con la solucion optima y ta --



93.

ejecucion del pragrama.

"A continuacion mostramos un ejemplo del problema de ---
transporte que fue realizado también en el programa computacio
nal realizado en este trabajo;

Ejemplo:

E1 proposito es determinar una solucion optima mediante

el algoritmo simplex especializado en redes.

Obtenemos una solucion basica factible por el método de
la esquina noroeste

PESTINOS -

ORIGEMES

2! 10 lo;z{;do

DEMANDA I3
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Obtenemos el siguiente arbol asociado a 1a solucidon ba-

sica factible:

5 3 by-15
by

5

0 —¥D-t5

10

h@)b{:—--io

Iteracion 1.
Obtenido una vez el arbol asociado a la solucidn inicial

basica factible tenemos:

H2=C25+H5=4

= Coa=~
Wy=W,-Coq="1

w]=c]4+u4=

N3=H]-C]3=-2



95.

En la siguiente figura se asocia a cada arco no bdasico

su coeficiente de costo reducido.

/
/
O} 3,/
N pid
\\ B .
s N
Xooooo®
O
7 . X0

Los coeficientes de costo reducido se calcularon de la
siguiente forma:

Z,.-C =H] —HS-C]5=3-0-3=0

237 Cp3 “Wp-¥3-Cyg
Como 223-Cz3=3>'0 entonces el arco (2,3) entra a la ba _

15 115

z =4-(-2)-3=3
se. Al agregar a el arbol basico este arco se forma un ciclo
con los arcos (1,3), (1,4),(2,4). En este caso

D = Min ‘X]3,X24} = Min {15, 10{ = 10 puesto que son ~--
los arcos con orientacion igual a -1, por lo tanto el arco que

sale de el arbel es el arco (2,4).

(o.)
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Al agregar el arco (2,3) y eliminar el arco {(2,4) se ob-
tiene el drbol de la figura anterior, se actualiza el flujo de
acuerdo a la orientacidn de la cadena (2,4,1,3,) en la red {a).

Este flujo actualizado se asocia a cada arco del arbol -

resultante.

Iteracion 2.

Se asocia a cada arco del arbol anterior su vértice po--
tencial que fue calculado resolviendo el sistema H5=0 y ~em--

c1j="i'wj para todo arco (i,j) basico. A continuacion asociamos

a cada arco su correspondiente coeficiente de costo reducido.
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LG ;;)’
A
e X

oy .

v Los coeficientes de costo reducido se calcularan de la -
misma forma resolviendo Zij'cijzui-”j-cij para todo arco (i,j)
no basico

ZIS—C]5=H‘-Hs—c]5=6—0—3=3
224-024=H2-H4-C24=4-2-5=-3
Como Z]S-C]5=3 0 entonces el arco (1,5) entra a Ta base.

Al agregar a el arbol basico este arco se forma el ciclo forma-

do por los arcos (2,5}, (2,3) y (1,3). En este caso D = Min ---
] ’ . {
ixzs. X]3} = Hin ‘IO, 5 ;= 5 puesto que son los arcos con --

orientacion igual a -1. Por lo tanto el arco que sale de el ar-

bol es el arco (1,3) —

7
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Al agregar el arco (1,5) y eliminar el arco (1,3) se ob-
tiene el arbol de la figura anterior, se actualiza el flujo de
acuerdo a la orientacién de la cadena (2,5,1,3,2,) en 1a red --

{b).

Este flujo actualizado se asocia a cada arco del arbol -~

resultante.

Iteracion 3.

Se asocia a cada arco del arbol anterior su vértice po--
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tencial que fue calculado resolviendo el sistema
We=0 y €5 = “1‘"j
para todo arco (i,j) bdsico. A continuacidon asociaremos a cada

arco su correspondiente coeficiente de costo redugido

‘Los coeficientes de costo reducido se calcularon de la
misma forma, resolviendo el sistema zij-cij=ui-uj-cij para to-

do arco {i,j) no basico.

Ya que todos los coeficientes de costo reducido son me-
nores O iguales que cero, la solucidon actual es optima, es de-

cir el flujo a costo minimo en la red esta dado por:

X14=]5, X]5=5, X23=15 y X23=5, X]3=X24=0
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Una vez analizado un ejemplo del Método Simplex Espe--
cializado en Redes, mostraremos el programa realizado en len-
guaje PASCAL de este método y el mismo ejemplo aplicado a es-

te programa.
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AVIC A RRAY [1a0 17, 14013 9F 13 - - : nnnn1200
SIILOS=ATRAYET. W17, 140107 2F 1T2I2529N; : 01921220
: YARRAIT.. 10, 1.1 00 OF INTESTY ' 09701249
S4An T : ANN1260
o IAMTABLEOUAL:SOLY, ' : 11901230
QU L2,0,0,1,0RT FDIZ3,0E5TINGS, ITIT) S INTESRR, 10101300
IIIT4CIUOGL EAN; - LI nnnn1329
STIOKIARRAYCYa e 130 OF TNTZGIN, i 19701340
ALUCESTARRA YL, 0T OF INTE IR : , 1901340
A15CTARCOY; 20701180
331LA:CT0LOS; o : 70001400
JITTICEOR,VERTE $I0I3sINTR12Y, 00901420
JAIDUAL$SOLE; : 19901440
12 TI0NI CHAR; 001446
"(Qntitﬁ-aﬁw!tti'aatﬁti'ﬂttﬁitﬁtﬂht'h#htik(tlﬁiitilﬂﬂtktaiiit*ti'nttitt) aAnN4ae0n
, FAJIIILRE ENCUEMTRASSLIASCVAR ATCO14S2ARCIND; \ 09901438
v‘vr----'."(kﬁihi‘i"ilﬁltl.tt‘.‘iItt“hliil‘lihﬂ"kiﬁﬁIﬁ'ﬁi'iiiiﬁlﬂi.illi.i.lttt) qu]r)“ﬁfjfj :o"
AR 99701520
CEZITA, 1, J:INTEGER, . D701540
SILINISARRAYDE .10, 004170 OF INTIiR; 0990154¢

61N 10701580



B R R

ﬁRI1ZLV;Jﬁ115LN;HRITFL€;41:12'ﬂ)ﬂﬁ!?i-];ﬂﬂ!TéLN;
IRLTZLAEY 234, 9ENCCRTIANIG L STTULTITE 3ILUCION FA3ICAY,
¢OFACTIOLE FORYADIN PO1 LIS A9 & %))
WAL TILNARLTELN;
UMILZ 1110RCOFIGENEST €T 33
RELRY
JEIFTA);
FOR 133t Y0 QRIGENES )
FIG Jezat TC wESTINIG )N
1IN
50Lavs LI, 01523
apreaasCl, Il XI5 TazsFALS
15 &eapESLI1T Ty
TF CRERGIZIICT) Ay (HTINTA3D) THEN
ETCIN
SIS OU R FERERRERIS ST
FIIOTIINEEASAMTIISAT ALY,
CESRE RS A PERE-SEES DS TR IET-14 PR )
OFITA:=RENAL0Y,
N2
ELsE
IF FERCITIIS>Y THEY
LGN
$ILINEIT, Y7 31TAS
3T193620T0231 10 33001-1F52T;
131100101 IATAL

Y 1=t O CREIGII3 20
CRORCUDR1TC 0ZITINSS 09
CTE-SaLEast LI TN
D 3EEIN

n1M01400
n79N1620
NNNO4440
10001460
00901480
11001706
90901720
90921748
00971760
19301740
39901900
91701920
97001940
10991860
19171830
0999190¢
nnn01926
NIN04940
N0ANM940
1N 1920
11902000

Annza2n

NN12040

BULRIPLED

12180
1932106
1012120
nN0nN02140
10132140
99002180
1112200
19912220

- 10602240

MN2269

“eot



APCORAS D, J1.E3TI2aT )Y q0IN223%¢6

ARCORAS 12, J1aVALINe3ILASCE, 1Y) 9192300

APTTRLN O -._~,'(',: 1,9,0,0:1,0) 230 U3 vALOR oz', - Qn192320
TOLATIINSIIITLVALRE2), , . 10972360

YRITELN; 12ITELY; IRITSLYS . o ‘ T LU EATT

END - n19n2300

ELSE 19012400

EFEIN ' ' 06932420

APCOBASTY, JYLZXISTIe ey u iy 9079244¢

: END 19302466
sao, ' 00902480
"}nnncnnnn.u Akt lnnunnunwnunt.nnuw«nnnunnu) 1902500
SRCCEPURF VARSDJALCYAT 11207A24R831); ‘ 09132520

k (nnuuuunnnnnunnnununn-uuanninnnnnnnnn) 14992540
il : 10302560

R L, L, I NCEOSHARCADITIINTESTN; ' _ 19902540
HIdATFAYCTa . 10,1042] OF INTEISY, o - 013192600
ARSYINY 2 ARCCY; o 99702620
VALSAB0SAFRAYDT.. 1, 00423 IF DL TN : : © . aM22640
363N : . 09012660
IF NOT JFTINC THEN ) 09902688
3EEIN ' : S : 03302796
FOF 1:3% TO ORIGENES D) 9392720
FOA J:=1 10 OESTINIG IC : ' 90792740
NRCOOAMLT, 3= ACNIATLLIL, o 017192740
HODOSYARCADOS: =1 ; : , : 1992780
FOF 1:31 TG CRIGENES 19 ‘ ; ' 16902300
EZ31N . _ 1790282¢
AATSADOLT, 201 SFAL ST, ‘ UOLRELTY)
WioL,212m0; . 089N284C

END; : : ; 90072880

£OR J:=1 TQ PESTINOS 1) : g - : : 00002909
EEFIN : 1N12920

wiig,11sal; : . NN 2941,

"0l



AANSALOCS, 1202 FaL 5y
£END,
WIENE3TINO S, 135sC;
MARSAVICDESTINGS , 1] aTHyE,
WHILZ 12C0SHARCARCS ¢ (NRITENT3IMIISTINGS) I
FECIN
FOF Z33)RIGENES tOWNTI 1 20
£33 JsaDESTINGS 2544TY 1 9 :
T8 CAARCOBANCT, JI.ZXISTZITIIY 44D (KAHCA)OEI,§]=TRUE)TM1N
3ECIN o
(S H
MpRCAIITY, 1) TS,
NGEOSHAREABOS 2270303 1AT5AD054Y;
ERIF PR SFELM SRR R RALAS PR RN {1}
VERTAZLIDIALLS, R 1:a112),KD,
ARCOAIMITL, UL 35T s 2L 84,
Ent
HEL .
TF (ARCCBATZZ,)ILINISTI=TIN) AND (naw:Aoq:J,1j=Taus) THEN
3e6ty
k122,
waRCADC LD, 2YssTRE,
LEDCHHATIADIS22Y0903 1112400341
WI0T, KT 51 \A009ATE, 37, 3057040100, 10;
VARTABL SYALTT, %Tea 1T 1],
AHCCPAY 2, ). 3x03Y 2370008,

R 1.1

(ﬂl’!'l.‘i*ﬁ.lll!.ﬁ! CAND INR2AAAA VAR T LI ANRACRICRRCERAAIRANRARR AR ARe)
' FROCIDUTE VA S1DINSCYAT 423301, VAT AT73S:A0031);
{RerRdRAtasdvhddnttandd bbbtenns RRRN AT N AR RN RN RAA RN RAR AN AR ARACRR)

4AR

ancu2960
10092980
000N 3000
70313020
0101313940
nn993n6n
193030A¢C
10113100
193120
1070 3140
1999315C
UL LMLY
LUDRRELT
e
11003240
N0n3240
nAN32sn
M1033049
1710331
10703340
91993340
AnN31an
nanNn34n0
19703420
NM13440
19N03440
19903480
191135400
19011520
47003548
1903540
aNNn3sen
M034500
173420

“yot



144
15451
357)
N
N
L
175
7N
1933
IMnm
1347
15
1313
nel
M
140
134
3
41
4321
4241
LLER
4037
4107
412)
4147
4141

s

A%e)
412)
424
4261
4280
4307

IANTAC, 1, ds INTERES,

TOSTNCOASIAREAYI1 ., 10, 144101 A ZUTISSR,

135N
IF NCT IITING THEN
I
FR Z:at 10 QRIGEMES 3)
AL 11 TO CLSTINOS M)
T3ITNCRASLI I J3mr
ATASS RIETH
FEY TIaCRIGENES AGaATS 1 03
FIt JesDESTINOS 334413 1 1)
1F ARCOSCY, JD.3U23732040 3% THEN
BEGINM

COSTAI3ASTE, JYemd2T1,20-4223,12=40C0501, 3340870,
WELITE LY *235,'50 T)HIFICISNTI 9E COSTO RIVJLIDNOS,
VODEL ARDY (Y, 2a2,0,0,d02,0) 35 0% i,

YLLNTIIINGTY NI ),

WRITL L4, ARTTILA NI TILY,

LF COSTAO3ASII, IV IANZN0 THEN

. BEGIN

AA2TN0:22I5T1IIA3TL, 40,

IRTICE0%eaT,
WIATIC2083 58y,
END;
END;
I8 NAXINOS=0 THEN
JTEIN

KRITELNCY *317,0401,013<0 2430 TADA VARIAJLE 40 AsICA?,
'LAMTINGES C3TA)S 5N ZU DPTINGY)
WRITELNCT *1), "N SOLYSINY R3s0) NATTILNRITELA,

FCR Tea1 19 JNI53NES M
FOR Jo=1 TY 393TINDS )

PEOSUINIILINLILIT ISTRYT THAN
CAITILNCY 13f0, 000202

FAVAPRE B FAR LAY

13717134410
19913450
an348e
11903700
19993726
21713744
31313740
1013740
17903300
13903920
2009384¢
1013840
19993330
19773915
50093920
19993940
197030960
10113930
10904000
JN04n2n
19904040
10994040
19004080
404100
90904120
1500414¢
n079416¢
91014180
10134200
19794220

< 10934240

134260
1N4280
137174300

"solL



M
4141
4147

43317

M
R ERY]

E ‘551:5H~1
ahgr
AT
PR LR

SN

s
-
3
—

4347
§48)
45N
701

4135
RESETH

a
437

RVIETIS
LI
A2
SIEE
438
N

Om
SERER
(RID]
§11y

U AISIIL T AL0R )  reTaLY;
CETIMOs=T ;2

COMRLTELR(Y 51350300 4230 0% INTAA A Ly 3ase 23 £Le

3
A IRTIIIINI Y, L EITIC 305,000

’

CURITELK S RITECNS AIT I

Cw ,

£

‘utﬂ‘iﬂi'*l..tlt'l'l.l‘IC'QC.IQQ!QQIl!i"ﬁt‘"lllﬂ'.l'itl.'.'."ﬂtttﬁt)
S PACCEDURE BNCHINIIILILVAT VVINIARIIT A, YIINTIIER)
(iv*"iihwtltlnlnﬂﬂtltt\t'tttt"tﬁ"!'vt*""itl.!httQii'!'ﬁi.ﬁ'l‘ﬁ*lw)
VAL
ARJASTz 20004,
TI,01,08 1,2, 0CIN 852,
FANIZINY, IAMDEAA2:5 3L VH,
SALT IS, SALTE228COLF A,
37308
Sf NIT O3TI%0 THiM
JEEIN S
IF PILINENSY THEN T o
WTITELACY 1249, 168 41505 2143 OIINLIL TI6LY SO 5 4);
AVITIL LW TTELN; O
FIF 131 TC GRIGENES 10
FCR J2=1 TC DFSTINGE D)
E13l0
ARIASICL, )= 48B4 270,00
S15L3C1, 030N CHA Y,
Lad;
EANYIIM s2RALDF;
EAND IR eFALSE
PN, NILEND ST AT
) SISLIIR,YYI=CARREC Y,
YHILE YT 3AMIERAT rO

RURDI P
17134340
111346340
NI 4380
10724400
INNI442C
N0N24440
ANNN4440
10014430
33006500
10NN4520
90914540
nNGesse
MI04590
a6 400
N9104670
MNI464L
N4 660
2007444C
111004700
RULLTRDT
99004720
NNG740
MINGIEN
an147arn
11n4900
313304326
M 44y
N1N4240
33024980
11914900
11714920
AN1494(
05914950

°901



RN

517

s EW bed b k) = e w A s a2 .3 a2 ol
I T PV N
wd e s Nd e s ad e —s as

[ Y X Y e I Y SV TR Y VS Sy
-
£ e O e P g -

.
b Gt ad w? ad e S

wow v s
e

w
~t
o
—

313)
5401
5577
3449
HYD
542)
5597
532}
5542
5359
5553
5313

540)

1i23, J:=20;

DAY SANDFRAY D)

FATEV g =TPYE;
FALTE2:eTRUE;
TFOSILTETETRUE THII

1:3341;
TF ARBALICT, Y1, ANZ3T9aT )5 THIN
2EGIN

CICLCLT,¥23CONIRARLY;
ARPAPSIC YT ERT5TE 35 L3S,
1F OPCIZH=*3! THSN
WPITELN (Y £347,76L A1%) €9,332,¢,0,¥12,%)%);
WRITELN J4RITELY;
IF 10X THIY
RANDE FAY;3FALST
ELSE
£EGIN
BANSIPAY:=TUE;
SALTIYimFALSE;
SALTEY:3FALSY,
END;
WRILE MST BANIERA2 )9
BEGIN
TF SALTE22TUZ THEM
FERILAR
13 AT3ASTIX,IT43XISTEI2TRUG THEN
333IN
2T0L0T1,03:=302RECT0;
TF OPCI)IaSY THIy

ARTTELN QY 047,050 \13) (0, 232,0,0,0:2,000);

RITELMAIITILNG

AWRIAGIC, 11 INISTIeaFAL S o

001454y
19195000
00905020
anag 5640
UL
GLLLELET
29795100
annas1c
49905940
00N 516G
090951AC
19135200
17705210
01795220
nNNGS24C
1005264
02995240
19712300
1n995120
199514
99195140
9090538
190n5490
099)542¢C
N9NNS44G
09915450
29005430
nang ssf
00995520
00905940

© 11915550

0IN5540
7191153580
11975460¢

tLot



5420
3543
5669
353
5762
5711
574
1789
3737
5101
4
5141
3157

SRE

317)
§1
)
14}
o

SR

1321

1y
Ihree

121
1)
§1)
10
g6
IES
5131
51
4
ERLS

412

Yizdplicl lially
FALTERRALR L,
JALTIze AL,
IAMDINA2:RT YT,

R-LEY

1.
Eha;
SH);

(RARAARRE TN ARA MY R I IR0 4 LTTATARC I AR O R CTAIC LA A VAT R h N AN aw b hakae)
TOLIT; VAR ATKD:ARENT);

(R W m AR R AR AR AR AR UA AN LI AN A AL RN T TR N AR AR AN AN AN RN RO TN RCARAR)

PROCEOURE COS T USMANE vAR 1T1iLI2es

YA
1,0 A.SINTLGE RS
YRS
15 NOT LOTING THES
B35T 1
NN RMAKINT
F31 Tiwl YC ORIGLVIS UMD
P01 Jr=) TO D ISTINIG DO
1P AIKGET,J 00X I3TRATRIT THIN
TR OICL201,43 130480180 T
1F Aak0C 1,7 JALI QNI 4 Y
gECIM

LD ¥
EREYH
END;

PUITELACY 0551, 030 N0) 13 AL 085 5L,

LA CT R LR DS FR VLD LB I
IDITELN ;RR IYEL A JRTTILY,
ATIROLA, 33, FrTe izafaLss,,

WINR EVIRSIL L

1005420

RLLLULYTY

NeANsE4Ln
10195490
199N5790
nnns?20
01075740
LLDLRYS 1Y
nanns79n
nnnNNssng
annNns’8 1N
nAN05340
10905340
n90495842n
190105894
13013920
1305940
19905940
19915980
LLBBEL D]
aganéenan
NMNAENLD
19906068
104080
31976100
09916120
19006140
N610614¢
LLLDTRED!
10076200
1N 4220
13916240
N0"€260
117116240

‘8oL



\Rk0LA,R). VALORS=],
AMLTELNGY Ce 1,030 JALOT 110 33 7, NI4ING:2);
WYTYSLA;RRITELN  WRCTELY,
END,
Ny,

{'t!‘l'!i..lt'.ltt' RRRP AACR AR C VARV AR RSN ARG A RANANRRNRRON N RARSN)
PASLTONI ASTVALARCIVAT S2CLOT32I0LAS, AT AR KO ARCHI MINLIINTERER)
(Q'lﬁl.li.tlttil' RESRAN ARG RN O AN CNIROR PR RN COANR O AN RRRER AN AR ERN)

FAL
I,JsINTFLER;
TN
IF NIT JFTINC THEN
DESIN
FCR 2z=1 Y0 OPIGENE] DD
Fit J221 19 DESTINIS G
IF ATCKCDT,J L EXTSTEATYE THEN
e 3N
1B SICLOILY, JAsCORECTE THSY
ARCKCTI, I .VAL S5 3ARIKITT, J1 1 L0+ YIN]
L3
P ORRCKODI, D Ea03T83TRUS THEY
f CICLOTDT,J3=0UTRARTD T4
ARCKOLT, JTavAL0RemARSKIT T, JT,VALIR=NIYT;
M
{ss
TF ACKCLY, T .EXDSTERFALSE THIY
NTSKOLT, ). VALGA:aY,

N,
ENy;
:ilttliQQQQItialtt'ltlt|Q*Qt1t'ittﬁ"ﬁ~nt'ﬁﬁi'i""""""“"'.""')
(eanesaanand P R 0 G R 1 A 3T 40 IN AL etaataaninekattanee)

(ARRAARAANR AR AR AR I AN L ORARAN RO PN AN AR AR A A w A AR SREN AN AN 0y)

135IN

U BES )
1NMe3P
20706340
174160
10974380
10734408
11936420
NMINE4LAQ
20916464
19016440
N99G6500
0006520
0004540
107N6560
000U 6530
20006606
70906420
10906440
2070666"
n0nsssn
11906700
MIN67N
1990674¢
n00n6760
7096780
16900
11996326
10194940
0074840
NN 6330
0714940
09076920
09016940
NN EI4N

"601



AEALLUCINTSENES);
REACLALDISTINGS);
ANZTELICY V956,000 GRATZCN C2U3TA 27 & "I HAITSLY;
IRETELACY VB¢, 0RTGENESZT,Y JRTTENTT Y P 0E8TIN0%32,
OPESTINUSY), ARSTEL,
LTS WRITELY;
£0R 32l 70 NFIGEMES )
3304
JEADLA(REGAEC D)
WHITELNGY P38, L D IRTA 3N 4L IZITN fLL82,0 B3 a0,
LU B B RISA R B
AATILNRTYEL N,
P H
231 el 10 SRETINOG 29
N3
NZAILNREGPES (D),
SATTELNCY 13S0, L0 DIYANIY N oL G3TIND P,J82,% 2300 0,
VLORAINITID),; )
WAULTILNSWFITLL N
N,
SATTLLALY V20,0000 320 WE T2 04 LI ARCD5 JUT RORMAN 0,
LIS CYCLCS BE LY UNY DR LA STIRANINUES 20,Y SN Y)Y,
QIaoLIp LNy,
1a1ls N1 ROF o
kF¥ M
READLNAL Y, Le, ),
RASTELMEY V24, %20 03370 91 JHYTAU UNA UNIDND DL v,
TERE VICT N TINIY NTL ARSY (t,uta1,0,0,0200,
) LS DE Y, 92 NLTALHSERITELN, :
ARCCLLY, 2T, 3N25T3eaTRYY,
A9CCTLT, 12T, 233 gmy;

'

TN AT
MEOLEAS LR CC),

1MN6940
1007990
2997020
0007040
NNI7940
10007030
09007100
19977120
007140
40997460
0907186
nom 7206
N6N0722¢
25397240
9107 26¢
09972280
19907300
0997120
10997340
1007340
n01N7142
1097344
16107366
4NNN7390
AN997450
1190743¢
30907440
MN907440
7997480
1107500
20007520
nM99754C
SUULETTY
17907590

ToLt



753
752
Ti4)
74¢)
749
7780
772)
174
7741
7731

DIA S

¥3iaFALSE;

tHILE )T IRTIMO £C

1741

5N3;
END.

N
VAIIUALCARCD);

VAT IIBAS (VAR ABLE SUAL L, ARCD)
INTIENCTCLOCAFCO, VINT TIENT, YETICIIES)
ZOITINENOR(CCILLO, ARCY),
ACTIALARCCCICLO,ARCD, MINZN0)

10037600

0n0nN 7620
NaND7640
99N746C
00007680
10097700
1107720
0000774C
100N 7746
000N7780

TLit



LA GIAFTICA SNSTA Ol ¢

294163455 Y 3 OEITINGS
LVOFERTA SN EL IRISEM 1 ES DE 20
LA DFIRTA 34 EL JTLEN Y 65 DE 20
LA JEMANDA €N IL DISTIND 1 ES 0% 15
LY 234ANIN 34 3L 0I3TING 2 ES DE 15

LY OITYANDA EN L DEITING 3 ES 9F 10

FUIIRES QUE TE DT L3 A3V P45 I 175, 5T5L0 4 UNA DE LAS TTERASTONES 2
o e TN B S0 T 050 A IR AR TRIASE TS 200
EL 203TC DT INVIAT NN UNIDAD OEL H00UCTO A TRAVES DEL ARCO €1,2) €S OF
EL 25T DT TAIAT PIY JNIDA) JSL RODUSTO A TRAVES DEL ARSO €1,3) ES OE

€L CO3TC DT INJIAL LR UHI3A) OEL 200UCTI A TRAVES DT ARG (2,1) £S5 0f

FLOSIITIOOETIN/INI INA UNIIAY 5L PRODUSTI A TRAVES DiL ARi0 (2,2) €S OF

CFL293T 2 INYIADJUA INIBAD OCL PRODYCTA A TRAVES DSL APCO (2,3) ES UE

N CONTIALDS INTECSOLUSION JUSICA FACTIALE FORNADA POT LS ARCOS :

St

.

-



dw COSFITISNTE N1 CI3TI AOUCINO 1AL ARCD € L, 1) RS ey S
£2O43EFISTENTT 11 €I3TO AEHUCIDI IEL A0 ¢ 1, 3) ES pE 3 1)
SLOARC) WT ZATRA A LA JAST 85 % L2, 1)

L3 AAC2S 2JE FIANAL EL SICLO SON @

ALOARCT WS SAZE I3 AL L YD)

ILVALI? ATIH0 A3 10

P CA3T0 1ZUCIND DL A ( 2, ) ESNE 1)

RS T43 S ) 5

Y1030 REDUZINY DEL AMa (1, 3) ES DF & 3

aes
A o

CTIALATI) 291 SATRN A LA AST TR €1, D
CUUTI1T03600 298 FIRHAY L CICLY SON e
Moamd ¢, M '

WA, N

oAttt o

CELARE) QUE SAL?

CALTIALIL 41810 T
SUIJITITIENTI 0129370 N3DJCIDN OEL 2¢O ( 2, 2) ES 0F 1 0

TELL



EL COIFICISHTE nT CO3Y0 REDUCIDD DEL ARCO € 1, 1) ES DE ; =3

£l <{ Py VSO JATTCA ENTONCHS ZSTAMNT IN EL o

&1 §8EGC§O§ gégTOOA VARIAB 13 JASTCA, ENTONCRS S3TANAS N EL JPTINO
- . 13

Y }i; 15

'5: !: PR g

24



SAIMAFISU SYHITY O g
T ORTIENIS Y 3 IT5TINGS

T LA IETATA 24 3L 0715EN 1 ES oF 20
LA 493171 34 AL 02I3FY Y 3 00 A0

COUA IEANSN PEOIL VISTIIA Y R oon 1y

LA I N L 3T Y 31 96 15

R A TETTILLYREUISTARE P PR PR I LRV

SVISIOE A 1Tl DY ATIIT VI MY L) GITAT 0T W04 NG NE LAS ITFIASLANGS 2 S/N

TIONYIIL 2T A TRAYES NEL ARIA (1,1) €8 OC S
; ) AUTRAVAS 9EL Ase1 (1,7 €5 0E 4

TRAYSS nal Akgy {1,3) €5 0F 3

A TRAVES DEL ARSN (7,1) B% DE 3
v TRAVES dpCL AR%A (2,2Y S DE S

\ TRAVES prL AR3A (2,3) ES DE &

G199, 318154 FACTIILE FORNADA P97 105 ARCOS ¢

TSl

(L0 Y 0t

1 nr
!
hhunﬂb



Ce 22 32% 1 g vy

G, a0y s ot 1

[SEA o ; ) LY, 3

1iroei LEN R DL T LR LR

LIVITH ANITIN)0TL AT (N 2) 65 0F <3
$,SHEPIIITITI T TIITY MIVISIN 930 V0 €9, T BS 0E ¢ 3

SO T BNV Y L A N L 1, D

‘911

LAY M ART AL O, D



i

M

nLas

A5

‘ 1y

o5 os

v

bR

iLOVALDR

T ey

nz.



118.

APENDICE

Grafica
Una grifica es una pareja (M,S) donde:

M vértices 0 nodos

S

"

lineas que unen todos 6 algunos de los vértices

La notacidon es G{M,S)

- La pareja ordenada {X,Y) denota el arco.cuyo vértice
inicial es X y cuyo vértice final es Y, X y Y son vértices ter
minales del arco {(X,Y).

De acuerdo a la terminologia de la teoria de graficas,
una grafica consta de un conjunto de nuntos 1lamados nodos o -

vértices, y de lTineas 1lamadas arcos ® artistas que unen cier-

tos pares de nodos.
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Grafica Dirigida

Si los elementos de S tienen direccion se 1laman arcos
y se dice que G es una grafica dirigida.
Se considera una red como una grafica con informacién -

de algiin tipo sobre sus arcos y/o en sus vértices.

Matriz de Incidencia

Es la matriz para la cudl cada columna asociad al arco
{(i,J) contiene un “+1" en el renglon i, un “-1" en el renglon
J y todos los elementos restantes son cero. Por lo tanto las -
columnas de A estan dadas por:

dij7Cimey

, .
en donde e,y ej son vectores en Em, con 1s en la i-ésima y --

j-ésima posiciones respectivamente.
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Se dice que una grdfica es una grdfica conexa si para

todo par de nodos existe una cadena que los conecta.

Un arbol es una grafica conexa que no contiene ciclos.
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Una cadena C = {I,a],lz,az,..;.,1k,ak,3} entre los no-
dos i y j es una sucesidon de arcos y nodos que conectan al no-
do i con el j. Si se especifica que los arcos de la sucesion -

deban ser todos en la misma direccidn se-1lama camino.

Q

< Qi
lx
Un ciclo es una cadena que empieza y termina en el mis-

mo nodo.

Oy N
1/ *\2)
4 3
Gs

Cic]o = {‘)alyzia2.3!a3l4,a4!!
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Un drbol de expansidn es un drbol que contiene a todos

los vértices de la grafica.

Un vértice pendiente es aquel que esta conectado a un -

solo arco de Ta grafica.

Vértice pendiente = {l }
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Matriz Inversa
Sea A una matriz cuadrada n X n. Si B es una matriz --
n X n tal que AB=I y BA=I, entonces B se llama la inversa de

A. La matriz inversa, si existe, es Gnica y se denota, por A-].

Sea C = {i],a],iz,az, ..... ’ak—]’ik} una cadena de i, -
a ik representada con la secuencia de vértices y arcos que la
forman. La orientacidn de la cadena C es un vector o(c)(ﬂ* —--

donde:

1 sia, = {i,,;i.,,)
05(5) = ] J .J JT]
-1 si aj = (‘j+1"j)



CONCLUSIONES

Una vez analizada la estructura y propiedades de los mo
delos lineales de Transporte, Asignacidon, Flujo Maximo, Flujo
a Costo Minimo y Flujo a Costo Minimo con Variables Acotadas,
se observé que dichas estructuras se pueden unificar bajo una
estructura comiin Ta cudl correspondid al modelo de Flujo a Cos

to Minimo con Variables Acotadas.

Se mencionaron los métodos de solucidn que existen para
el modelo mas general y cuales de ellos son los mas eficientes

desde un punto de vista computacional.

Aungue cada uno de los modelos tienen métodos de solu--
cion propios que son mads eficientes, es importante que todos -
ellos se puedan expresar bajo una misma estructura y con un mé

todo de solucidon en comin.

La eficiencia de un algoritmo para redes de Flujo a ---

Costo Minimo con Variables Acotadas y en general para cualquier
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algoritmo de esta naturaleza radica en el nimero de pivoteos -
que se realizan, y este nimero a su vez depende del niimero de

arcos y nodos de la red.
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