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INTRODUCCION

El obdetivo principal de este trabajo es presentar ¥y desarrollar
la malriz de transicién para las reacciones de dispersién en general,
bajo el esquems del formalismo de Feshbach; pero en lugar de hacer
uso de lous operadores de proyveccién de Feshbach, el desarrollo se
realiza con operadores de proyveccion finitos y discretos, s los que
se llamd provectores , dando lugar a una cxpresidn cerrada para 1sa
matriz de transicion tan sdlo en términos de las funciones que se dan
por conocidas en el formalisno de Feshhach. Se mueshra que la matriz
de transicion tiene la estructurs  carvscleristica de las matrices de
transicidn con resonanelas.

El interés que reviste eate trabajoe se debe, en primera
instancia, ¢ la bellezs del formalisme de Feshbach, qgue mediante una
transformaciaon formal de ls ecuscidn de Shroedinger obtiene de manera
sencilla, resultados muy ricos conceptualmente, que son directamente
aplicables a la teoria de dispersion. Sin embargo, cuantitativamente
las expresiones son mnv complicadas v dificiles de aplicar. La matriz
que se obtiene en este trabajo, ademas de ser finits y discreta, esta
expresada en términos de las funciones que se dan por conocidas en el

£ ~.

formaliswo de Feshbach, por lu gue, en principio, debe ser wmas T4

il

]

de sgplicar a cdlculos.

La tesis se divide en cuatro capituleos. El capituleo I es una
breve intrednccion al tema de dispersién. En este capitulo se
define el fendmeno de dispersioén, de manera general, como el proceso

en que dos o mas particulas penetran a una regién de 1interaccidn,



de la cual emergen una, dos o mas particulas. Se plantea la
prediccion de probabilidad de cada configuracidn del estado final,
como el objetivo de las teorias de dispersion.

En el capitulo 11 se introducen y explican los elementos
fundamentales de la descripeién cuantica del fenodmeno de dispersioén.
Estos son la seccidn transverssl, g (& , % R la amplitud de
dispersion, (& , ¥ ); la matriz de dispersién, §; v la matriz de
trangicion, T; v se muestra la relscidn entre ellos.

Enn el ecapituln 111 e explicn ol fendmeno de resonsneis

evento propic de ls dispersion por sistemas comnpleios. Como
consecuencia de este fendmenc., ¢l espectro de la secciodn transversal
tiene una estructura caracteristics gque se explica a través de una

matriz de transicidn del tipo:

- A
T= T

+
e EIT AT
E Ef* l/i (1.1)

gue se conoce como matriz de transicidn con resonancias.

Para hacer 1la descripcion de las resonancias a través del
formalismo de Feshbach, se introducen los conceptos de canal y de
operadores de proveccion. El capitulo termina con el desarrollo vy
obtencidn de la matriz de transicion mediante el formalismo de
Feshbach.

En el dltimo capitulo, el IV, se presents la matriz de tansicidn:




i ~-(1,2)

donde “ﬂ es eigenfuncidn de H,, ,basada en la similitud entre la
ecunaeidn  de  Schroedinger v le del hsmiltoniano eguivalente de
Feshbach. Se demuestra que ests matriz de transicién coincide con la

formula de Feshbach:

T :T; * <w°(-) HPO. va\>/\\n ’

(1.3

donde:
+)
/\“: <(bn HQP U.)o(>
E’5“‘<¢“Hm | Hm@») (1.4)
§ E-H,
Con esta expresidn, se¢ desarrolla la matriz de transicién

siguiendo el método de Domcke: es decir a través de operadores de
proveccidén finitos v discretos, a los que se haréd referencia cono

provectores. Se llega a que




con:

) 1 , : (1.6)
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En el camino se obtienen vy comentan las matrices de transicion
nrtasonal v directa de Domeke.  Todas estas matrices son discretas Vv
finitas gracias o las caracteristicas de los provectores, con lo cual
presenlsn wenos proeblemas de caleulo gue la de Feshbach.

For qllimo, se muesbre gue li expresion final para la matriz de
transicién si adquiere la estructura carscteristica en la vecindad de
una resonanciz. Y se concluve comentando la construccion de la matriz
de transicion completa y la aplicabilidad de los resultados.

Para terminar ests introduccién se hacen notar dos cosas: 1la
primera es que la tesis trata sobre los formalismos de la teoria de
dispersion, y por lo tanto nc aparece ninguan ejemplo numérico; la
segunda es gue gran parte de los desarrcllos aparecen en una variada
gama de libros y articules, vy, exceplo en los casos especiales, no
sparecen las referencias en el texto. por ‘lo cual me disculpo de

antemano.




CAPITULO I

Existen bésicamente dos métodos para obtener intormacion sobre un
obieto. Estos métodos son: analizar la informacidn que el objeto
emite espontaneaméﬁtn; o interactuar con el objieto bajo condiciones
controladas vy observar los efectos de la intevaccion. Bl estudio de

la radiozctividad es un edemplo del primer método, wmientras que el

bombardeo con particulas alfa sobre ndcleos es un  ejJemplo del

segundo, Otros ejemples de intersccion serian calentar un  gas, [}
gsometerlo @ una diferencis de potencial v medir s los emitida.  pero

#8 precisaments ] bonboardeo ol cldeaplo gue interess en este trabajo;
ésto  en, la cbbtencion e informacidn sobre un objeto por medic de

lanzarle particulas v ver gueé pass; v 1o qQue pass se conoce  como

dispersion. Este wétodo es una herramienta extremadsmente util para

averiguar, entro oirves cooan, Fnergias
de excitacion, ete, de una gran variedad de sistemas: nucleares,

atomicos, wmoleculares, etve.

L1 primer resultado espectacuiar obtenide a traveées de ls
dispersiéon de particulas alfa fue el modelo stdmico de Rutherford. El
experimento consistié en bombardear un lémina de oro con particulas
alfa v observar los dngulos en que éstas eran dispersadas. El modelo
atomico de Thompson, aceptado en ese tiempo, no era capaz de explicar
los resultados obtenidos por Rutherford, mientras gue €l modelo
planetaric de HRotherford predecia con exactitud 1los resultados

experimentales.

o
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El tratamiento hecha por Rutherford para el fendmeno do
dispersion es el elenplo tipico de dispersidn cléasica. Actualmente,
se reconoce a la dispersidn como un fendmeno netamente cuéntico, y es
en este Lerrenc en ¢l que se describe.

Para hacer la descripceidn del fendmeno, s necesario definir bien
lo que se¢ vs a entender por dispeorsion.

En general, una reaceion de dispersion puede ser considerada como
un proceso en donde dos o mag partienlss. A, B, C, etc., penetran en
una region de dinteraccisn, de la cual emergen una, dos o mas
particulas, D, E, etc.

La siguiente figura representsa de manera esquematica un  proceso

dispersivo, desde un sistema inercial en el cual el centro de masas

estd en reposo.

Frevra L

Dado que la reaccion entre las particulas del tipo A y B puede
dar lugar a distintos estsdos finales, es de interés conocer 1la

probabilidad de que, como resultado de la reaccidn,se obtenga uno



otro estado final. También es de interéds conocer ls probabilidad de
gque una particuls con una energia dads salga de la zona de
interaccidén a un angulo y con una energia determinados. Estos estados
finales, energias y angulos, son, a fin de cuentas, lo que se va

a medir en un exper

de d}ﬁPersién. La energia vy la naturaleza
de las particulus incidentes detinen al estado inicial de 1la
reaccion; el numero, naturalesa, energias v angulos de
dispersidon de las particulus producidas por  la resccién  definen
sl estado final.

Entonces, el resultado de un experimento de dispersion se puede
gxpresar, en términos  generales, comna  la distribucion de
probabilidades correspondientes s un conjunto de estados finales que
difieren, por eiemplo. en las energdlss y lus Gngules deo dispersion de
las particulas emergentes. De esta distribucidn de probabilidades se
puede intentar inferir las caracteristicas de la  interaccidon entre
lag partienias incidentes v ¢l blaticu.

For otre lado, al igual gue la teoria de colisiones, las
reacciones de dispersion se clasifican en elasticas e inelésticas,
segun sea el balance de energia cineticsa entre el escvado inicial y el
estado final.

En términos generales, los elementos indispensables en un
experimento de dispersidén son: una fuente de particulas, un blanco y
un detector; también es conveniente contar con un colimador que sisle
al detector de la fuente y produzeca un haz delgado dirigido hacia el
blanco. Esquematicamente, el experimento se podria representar de la

siguiente manera:
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Estas condiciones oxperimentales se deben refleiar en la
descripeién tedrics que se resliza;  sin perder de vista que las
mediciones se van a tomar a través de un  detector inevitablemente

ksituado « una distancia muy grande comparada con la  zona de
interaccion.

A fin de cuentas, la teoris de dispersidén intenta predecir, a
partir de un modelo de interaccién, el espectro gue se va a registrar

a través del detector en el experimento de dispersion.



CAPITULO II

En el capitulo pasado se menciond que ‘el predecir las

proebabilidades relativas de los posibles estados finales de una

reaccion de dispersion, es i;?;;:; de ls teoris de dispersién. Esto
es  equivalente a predecir el espectro medido en el detector, va gque
el experimento rde dispersion no eongiste en reslizar  una  resceidn
ailslada, sine  en una  gran cantidad  de  rescolones, Vi cea
repitidéndolas, o bowbardesndo con un haz continuce.

g  costumbre expresas e probabilidad de dispersiéon de  una

particula dada, con una energia detevminada, v en cilerto dangulo, en
términos de un parametro llawmado seccion transversal diferencial, s

que eg tal que:

K E’ | dflc“;: Namero de particulas dispersadas en la

/ diferencial de &angulo so6lido dfL con
energias comprendidas en el intervalo
(E, E+dE) por unidad de tiempo por unidad

de intensidad del haz incidente.

Es decir:

de? ) 4 o :diN ) (2.1

QdE



Esta definicidn de seccidn transversal es valida en cualguier sistema
de referencia inercial.
A partir de ls secciédn transversal diferencial, se define 1la

seccion transversal total, U , como:

St e,

V}

1

que no es otra coss que el numero total de particulas dispersadas por
unidad de tiempo, ¥y, en téerminos generasles puede ser funcidn de la
energla

De  maners que 1 objetivo de la teoris sera predecir la  seceildn

rsal de un fenomeno dispersiveo. A continuascion se  mencionan

log elementos mas importantes de la teorias de dispersidén cuantica, su
iferrelacion v su conexién con la seccién transversal de dispersion.

Ern ganeral, el oproblema consiste en vesclver la ecuacién de

chroedinger:

WP =EY . 0

en donde H es el hamiltoniano de dos particulas:

kS

Pa |
H= M v TV (2.4)
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y V., es el potencial de inleraccidén entre las dos particulas.  Si

v Ve (I%-¥1), entonces se pueden hacer los siguientes cambios de

m

variable:

= _ = o= B _ Mar +mat .
r=r, -1 y Rzl lble. | (2.5)
My + My
q iy S 4 — -y
Sustituyendo P, =-iwV, vy P =-\%V,, ¥ = m+ m, , ¥y m _m,___.A.__n.* o
a Y My

la ecuacidon (2.3) queds:

2

-4 o -
mv;“z%v\,%\/(r)\f v, r) E\‘{J(r‘”\») ) (2.8)

Ahora, sl se propone \{/ V.Y (b( \})‘: , s posible realizar la

separacion de variables que da iugar o loz signientes ecuaciones:

A _ .
sz(b(ﬁ):E(d)(R) (2.7)

-%—f% S Ve Y@= E Y (2.8)

11



en donde Ec + Er = E

Las soluciones de estas ecusciones delren satisfacer las
condiciones de frontera impuestas por las condiciones en que se
realiza el experimento. En general, recordando la descripeidn del
experimento de dispersion del capitule I, se supondra que el haz
incidente esta pefPodtifente colinido vy que o5 monoenergético, asi
que se le puede representar por una onda plana. Entonces la solucion
de la ecuacion (2.7), que representa la evolucidn del vcentro de
masas, es una onda plana monocromatica que viaia hacia la derecha; es

decir:

— 1 kZ
d)(P‘)"" e ’ (2.9)

en donde k :igélh y 4 es la componente z del vector R. S$i no hubiera
blanco, entonces V(r) = 0 y la ecuacion (Z.8) también tendria como
solucién una onda plana, v el problems seria trivial. Es claro que
en presencia de un blanco, 1ls solucidén a la ecuacidn (2.8) no es una

onda plana; sino una funcidn gue asintdticamente cumpla:

) ke
Y (F) —— N {e'kz + S floy) (2.10)

Y .




bVonde se introduce la amplitud de dispersion f(Ey‘Q). Es deair, la
funcion de onda debe constar de una onda plans ineidente, mas unha

onda esférica saliente centruda en el centro dispersor. La amplitud

de esta onda  esférica estd modulada por la amplitud de
digpersion (@ w Y, que depende de Ja nasturalezs de la
interaccién. Egts~eondicion —agimtdtica se puede visualizar de
manera sencilla  en la figara  (3). La importancia de la amplitud

de dispersion radica  en gque describe o la onda dispersada en  la

region on la ane oo realizan lag mediciones  experimentales. De
manera  Que una ven determinada la funcidén (& Y), se posee toda

la informacion medible de 1la dispersion.

| P Flopray |’ b
0 L
| b DY LN
' | P YA
! :i [

V/*‘\-;/*/ !

N i .
l V' Guda e Neeica Salieute
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~

La ecuacion (2.10) no es la solucidn del problems, pero es
suficiente para empezar a analizar el fenomeno de dispersiodn. Si

se toma la onda incidente HNexp(ikz), la densidad de flujo:

13



(2.11)

queda:

B R s R o

N>

i
o

N>

m (2.12)

51 ahors se caleula la densidad de fluico para la onda esférica

sallente se obtiene:

o= IS, ©0lhi o= g eI,

m (2.13)

en donde z v r son los vectores unitarios en la direccidn z v en la
direccion radial respectivamente. Los demds términos de Ia ecuacidn
(2.13) son  términos en potencias mavores de 1/r, ¥ dadc que se
estd utilizando la expresion asintotica de 4/,35 pueden ignorar.

For otro lado, &1 ntmero de particulas dispersadas al é&ngulo

solido d() por unidad de tiempo sera:

YRR G

14



en donde el factor de proporcionalidad v{e,w), es precisamente la
seccidon  transversal diferencial gque se menciond anteriormente. De
hecho, esta ecuacidn contiene exactamente la misma informacion que la
ecuacion 2.1,

De le segunda igusldad de la ccuacidn (2.14), ° se tiene que

la densidad de fluFe~o5

Tl = 1. w(e.9)
H@l=d r* ’ (2.15)

v comparando con ls ecuacidn (2.13) se¢ obtiene:
V(GM):H(B,‘?)\ . (2.18)

Esta ecuacion es la relacioéon fundamental entre el experimento de
dispersién v la teovia.

Hin embargo, en  la Leoria cuénlica aparecen otbtros elementos
fundamentales para la descripcion del fenoweno de dispersidn, uno de
ellos es la matriz de dispersidén, gue a continuacion se desarrolla.

A partir de la ecunacidén de Schroedinger del problema:

(E"Ho)\P:V\?; (2.17)

15



definiende a las funciones d} , gue son las soluciones de particula

libre, medisnte:

(E;_ Ho) (b; =0 5

(2.18)

v resclviendo formalmente la ecuacidn (2.17) es decir:

* 1 S ‘ )
ﬂf& *d);+ EwH_«H&ng; j (2.19)

+

se puede construir unp paquete de ondas como sigue:

o .I‘g..._'r‘u-) f i
E{}(Vﬁ):(‘;fw)ajd kK ACK) Y, exp L'l‘i//k"\)g“f] 5 (2.20)

de manera que satisfaga la ecuacidn de Schroedinger dependiente del
tiempo. Sustituyendo la ecuacidén (2.18) en la ecuacion (2.20) se

obtiene:

P d=0OE D NCAD ,
: (2.21)

16



en donde:

S(.}DL g *) (@ )JOPK A(K

EK- q)“me&et () Ed]

e

%A
v hsciendo el cambio de variable L, = iﬁil
LYY

queda:

w

T [dE 1 X(E\Qexv[ (/{‘)E{]

o EeHovic

en donde:

- - Q)
¥ (e ,c)—(1 ; f K40, %‘l_\aA(k) Ve

(2.24)

La ecuacioén (2.22) se puede integrar sobre el siguiente contorno

si se supone que X(EK\ es continua y suave:

17
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3

Fiovra 4

Y dado que la singularidad no estd contenida en el contorno de
integracion, la integral vale cero:; ademas sobre la parte fuers del

ede  vreal, el integrando tiende & cero si T —+%-eo, por lo que se

obtiene:
\M \Ilo\:, (rz.“.) = O
1> -m .
(2.25)
% Este resultado se conoce como condicidén de onda saliente.

8i ahora se integra 1la ecuacidn (2.22) sobre el siguiente

18




contorno:

. Trwaa B

b
s L I
Wit

foa

se toma el limite cuando t tiende s infiniteo vy £ & cero, y se evalia

la integral por residuos, se ohtiene:

q}a.x 1-,m>2i¥;3 &(,\Sk'ﬁ(EK— HDA(R)VK}EZEXPE(‘/@EJ} - (2.25)

Entonces:

“th (Z(JT)’jO\ kA(k)[d} =T S(E,- \J‘)\/LP]QX?[ (A)E J(:J (2.27)

Se define la matriz de dispersidén como:

SCDKZ Cbk' 2T 5(EK~H0)\/LPK‘ ‘ (2.28)

19
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L i : 1R
Alwra, introduciendo el operador de ondatfl ), tal que:

&D ) _ o+ d) :
i = (1 , L (2.29)
Se puede escribir:

5:=1- ZTT‘_S(E‘;HJ\/QG)’ (2.30)

de manera que:

(2.31)

Y dado que %ﬁu tiende a cero cuando t——-w, COmO Sse vio

anteriormente, entonces:

| P (E 1) o d)(F,‘r) (2.32)

20



Asi, se puede pensar en una reaccion de dispersidn como le
evolucidén de una funcién de onda gue, mucho antes de llegar al centro
digpersor es précticamente una funcion de particula libre, y mucho
tiempo después vuelve g ser funcion de particula libre. De nmanersu

gue se puede interpretar a S como el operasdor que transforma a la

funcion de partienla Tibre iniecial en la funcidén de particula 1libre
final. De esto se puede intulr que la matriz S debe ser unitaria, que
es un resultado bien conccido.

- . o o 3
De la expresion (2.30). el operador V() se conoce como operador

de transicion, | . es decir:
4)
=V (2.33)
e manera aue la matriz de dispersidn queda:

S=1-2MiSCE-HYT | (2.34)

Es decir, ¢l estado de onda libre final va a ser, como es de
esperarse, la onda incidente original mas las transiciones de ésta, s
causa de la intersccidn.

Por otro lado, es facil demostrar gue (Rodberg & Thaler, éaéitulo

6, pag.180):

21



) i |
nr=1 e V , ! (2.35)

con lo cual la matriz de transicion queda:

T=V+V 1 ~V . (2.36)
E-H+ic

Pe manera que:

To =V

. ‘ . (2.3T)

Y los elementos de la matriz de transicién se definen mediante:

TTJ' =<d>: T Cb,>

(2.38)

La matriz de transicién determina la probabilidad de que el

estado de particula libre inicial q% , se transforme en otro estado

22



de: particula  libre final Cb;, Fs decir, 1s matriz de Lransicion
determina  la probsbiliidad de transicion entre un estado inicial vy
nno final, como resultado de la dispersién.

A continvacidn  se mostraréd como la matriz de transicidn sporta
directamente la amplitud de dispersidén, y por lo tanto también
determina la seccion trQHSVErSal.

Escribiendo la ecuacidén de Schroedinger como sigue:

(E-w)P=v g (2.39)

la solucion estard dada por:

b:@y= Giors | 0 7 mVE) B EY

3 (2.40)
en donde G (V ,¥") es ls funcidén de Green de particula libre; haciendo

explicitas las condiciones de frontera de la ecuacidn (2.10) se tiene

(tomando H=1):

G') ‘\a?
Eee e | e ePEeyven ey 0 e

Si r tiende a infinito:

’ \q =
C_‘cn(_ &) 2w e‘kr Q“l °r
QR v ) (2.42)

23



1Yoee
y dado que d%: e , 8& obtiene:

.
T U

‘I’(r>—-->e“”+-£;(w)§ bl Ve Py

(2.43)

i

Comparsndo con la ecuacidn (2.10) se lliega a que:

e (Mr rﬂ) f A & Ve B ey

(2.44)

v dada la definicion de T; , se tiene:

fey- QWW)T;E - ‘ (2.45)

De manera .que un formslismo aque dé lugsr 2 la matriz de
transicidn para una reaccion de dispersidén, aports también, a fin de
cuentas, la seccion transversal.

Con ésto queds clara la importancia de conocer, a travées de
la teoria, cualquiera de los elementos que se acaban de describir vy
cue ! es la conexidén que éstos tienen con los resultados

experimentales.

24



CAPITULO I11

Hasta 1960 se considerasba que el espectro de le secciodn
transversal de la dispersion atomica, cuando se bombardeaba al atomo

con electrones cuyas energias fueran mavores al primer umbral de

ionizacion, no  tenis mavor interés, por que s¢ consideraba  que
carecis de estructura. Sin embargo, conforme fue en  aumento  la
resolucidn de  los eupecirdomstros, ae empezeron 8 detectar  cambios

sbruptos en le socceidén Lransverssl en intervalos peguefos de  la
energia.

El fendmeno gque ocasiona estos cambios abruptos de la seccidn
transversal como {uncion de la energia, se conoce como resonancia; vy
a la energis alrededor 'de la cusl sucede, e la energla de
resonancia. Este fendmeno es carscteristico de la dispersidn por
sigstemas complejos, v  wscluslmente ue conocen miles de resonanclas en
sistemas nucleares, atdmicos, moleculares, etc.

La explicacidén del fendmeno resulta bastante simple en palabras;
el proyvectil puede guedsr atrapado en uno de Jos estados ligados del
blanco, formandose un estado compuesto excitado de vida larga,
comparado con el tiempo qgue dura una interaccion no resonante; este
estado compuesto eventualmente decae. Esto tiene como consecuencia el
sumento de la seccidn transversal pars energias cercanas a las
energias en gque estos estados ligados se pueden Tormar. Esta
explicacion supone la existencia de estados ligados de energia

positiva, o, equivalentemente, que hava en salguna regién del
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espectro, estados discretos mezclados con estados del continuo., Para
ver que esto es posible basta recordar gue la  ecuacién de

Schroedinger para el sistema es:

W= (TeV =\ P =BV

donde V, es el potencial del blanco, V, la interaccién entre el
blanen v 1a partienls incidente v T es el término de energia
cingtica. Entonces, si bkien los estados ligedos del blanco son
discretos, algunos de éstos guedan dentro del espectro continuo del
hamiltoniano completo debide & la presencia de Ve .

En otras paltabras, se puede pensar gue una resonuancia  es  la
formacion de un estado excitado metaestable, sepuido de una emisidn

espontanea que regress al blanco 8 su estado base.

)

S5e ssabe gue lu Porma carsecteristicn de Ia parte resonante pura de
la saccidn transversal es una lorenziana centrada en la energia  de
resonsncia.  Sin embargo estlo no se observa frecuentemente, debido a
gue aparecen cfectos de interferencis que se deben a la dispersidn

no resonsnte. En general, lsa seccidn transversal en una resonancis

puede tener alguna de estas formss:

A A Y
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dependiendo de como ses ls dispersion directa on esa direcciodn.

La matriz de transieidn que da lugar a este tipo de espectros es:

3 (3.2

donde | ticne que ver con ls enchura de la resonancia; T: es la
parte noe resoenante, o directs , de la matriz de transicidn, y varia
lentasmente con la energia; E, es la energia de resonancia; y A es la
amplitud de la resonancias.

Para ver que uns matriz de transicion de este tipo da lugar a las
secoiones transverssles aque  se muestran en la figura (6), se

escribe T, explicitamente como sigue:

To= T+,

" . . (3.3)
De manera que la seccion transversal serd proporcional a:
2 A 2 1 A?+ A(E- —E:E]

[T = (Ta*Tb)*‘M{ ZAE-E) 7 (3.4)

(E- £ (‘77)2

vy se ve claramente que segin sean los valores relatives de T, , T,
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y A; se obtendrd una u otra forma para el &spectro de v .
Cualguier formalismoe que pretenda describir correctamente al
fendmeno de resonancia debe dar lugar a una matriz de transicion de

la forma presentada en la ecuacién (3.2).

ixisten wvarios formalismos para describir  las reacciones  de

== entre

dispersion resonant Flos. el formalismo de operadogres
de proveccion de Feshhuch, guo es ol gue interesa para este trabajo,
L ierne la venlaia de ser conceptuslmente transparente v

cualitativamente rico, ademss de ser completamente general, aunque

formalismo,

@

dificil de usar cédleulos. Para captar la esencia de «
desarrollade por VFeshbach en 1962 originalmente paora  reacciones
nucleares, ¢ necesario Luabroducir los conceptos de canal v de
operadores de proveceidn.

Por costumbre, s  cada configuracidon posible del blanco y el

provectil se 1a llamus emusl. Lo configuracidn inicial es el canal de

entrada, mientras que las posibles contiguraciones finales son  los
canales de salida. A éstos también se les llama canales a&biertos,

mientras aue las configuraciones que, dadu el canal de entrada, son
imposibles, se les llama cansales cerrados.

La idea fundamental del formalismo de Feshbach es expresar la
mezcla de estados discretos v continnos a través de la interaccidn
entre canales abiertos y cerrados.

£l otro elemento fundamental del formalismo de Feshbach es el
usc operadores de proveccion P y Q. Estos operadores deben
cumplir las siguientes condiciones:

a) deben ser idewpotentes:
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=P \ Q'=Q (3.5)

a2 L I+ T et B .
v b)Y deben detinir una particion del espacio completo:

P+Q:1 . (3.8)

S5i cumplen estas condiciones, es fécil demostrar que:

PQ=QP=0 . (3.7)

De . gstas. caracteristicas se ve Gque P vy @ definen subespacios
ortogonales en el espacio de Hilbert.

Fuera de estas condiciones Py @ son completamente arbitrarios vy
el formalisme aque se presenta mas adelante es independicente de 1a
torma de los operadores de proyveccion.

Sin embargo, por lo general los opersdores de provecciodn se

defiven de manera que:

PLP o 7 \P (3.8
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y por lo tanto:

QYy—— 0

C—ne (3.9)

para cualquier %ﬂ De manera que la particidén que inducen en el
espacio de Hilbert es tal gue el espacic P contiepne 8 todas las
funcioncs que asintdéticamente se pueden expander en términos de  las
funciones de cunal abierto; mientras gue &l espscio U contienc a las
funciones que asintdoblicamente no tienen proveccion en  los canales
sbiertos. Es decin, ¢l operador U selacclona la parte
experimentalmente  medible de una funcldon;  mientres aue @ selecciona
la parte de la [uncicon que no repercute en la region asintotica.

Baio estas hipdtesis, es evidente gue 1o que interesa conocer es

8]

s parte de la solucion que esta ey el copocio P

Feshbach propone aue si existen funciones gue sean eigenfunciones
de  la proveccion en el cansl cerrsdo del hamiltoniane, pero que el
halltonisne  sctuando sobre ellus si tengs proyecceion on log canales
abiertos, esto da lugar a las resonancias. bs decir, si existe un

. A
coniunto Ldlj tal que:

QH(bn:Ewd?“ , (3.10)

pero:
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PH®, %0

(3.1

entonces las funciones de candl abierto van 8 verse afectadas por la
proyeccion PH @L. dando lugar a las resonanciss. Para ver que es asi,
a continuacion se presenta el desarrollo de Feshbach hasta obtener le
matriz de transicién, gue tiene la forma tipies de  la matriz de
transicién con resonancias gque se presentd anteriormente.

Sea ‘? la solucidon a la ecuscion de Schroedinger independiente

del tiempo:

Hy=EY

(3.12)

51 se aplica P a esta ecuscion se Liene:

PHY=EPY - (3.19)

Usando la condicion (3.6) se puede escribir:

PH(PY+ Q) - EP\P ; (3.14)

w
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y dado que P y Q son idempotentes se llega a gue:

(Hem E)PY=-H Q¥

(3.15)

; en donde:

!
i

(3.16)

HPPE PHP " HPGE PHQ .
Andlogamente, si se aplica @ a la ecuscion (3.12) se llegs a:
N Al 'n ‘ G
(HQQ“E)Q‘?:%{QPP\P (3.17)

Resolviendo esta ultims ecuscidén formalmente se obtiene:

Q\}):“""’L"“ HQ'P Pq}

E~ Heg ! (3.18)

y sustituyvendo esta expresion para C?%’ en la ecuacidn (3.15) se
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llega a

e+ H 1 Heo pY=rpd )l (3.19)

Pa 4 -
E - HQQ
con lo cual se define el potencial éptico generalizado como:

Vot = Hm»———L——“ng ' (3.20)

'

- . . 1
.Este potencial es, evidentemente, el causante de la interaccion entre
los canales abiertos vy cerrados, de la que se hablo al principio De

: 51 ¢xlicte ¢l econjunte de funcioneg, dl\ . tales que:

Hoa B, = €.,

(3.21)

(esta ecusclon es exsctamente la misma que la ecuacidn (3.10) va que
dado que @ es idempotente: d{:CQdZ), y dado que H es hermitiano,
entonces el conjunto {dzz genera al espacio Q@ y por lo tanto el

potencial 6ptico se puede escribir como:
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\Iari :Z “m d)n2<Q“ qu " A‘* Je Hmd)(.e;"(>> <®(£,°‘) HQX

E'-€a E'-€ ©(3.22)

Para obtener explicitaments la expresién de ls wmatriz de
transicion, se  supondré gue K= ¢,, entonces so6lo un  término del
desarrollo espectral del potencial dptico varia vapidamentc con la
gnerging recunfrdese que ésta es la caracteristica de una resonancia;
mientras que los demss terminos son funciones gue varian lentamente
con  la energia. De nanera que es convenients eseribir al  potencial

optico comn sigue:

VQ , - U“ 4 Hﬂa(bn><®“ HQ?

v £-¢ ’ (3.23)
A4Y

en donde:

; U“:X Havﬁ’if?:ﬂm + | dw Ag»“m@(&g?f?(ﬁﬂ) Hee (3.24)

| min

La ecuacion (3.19) gueda entonces:



(HPP* Un*ﬁ——}——\H°°q)E“~<?“H“’~E_)PLV:O ] (3.25)

51 se define H_ = H, + U,; . la ecuscion (3.25) se puede escribir

como:

Hpad% i =
(E-w)py= 2l e PY)= AW, O,

gue tiene como soiveion formal:

LB
P‘V—w,,*wt——giTHm(bﬂ A | (3.27)

[ Y

)] . . . + oz
en donde bay es la solueion de onda saliente de la ecuacidn
U& ) oo Sustituyendo esta expresidn en la identidad de 1la

ecuacion (3.26) se obtiene:

1

(E-£) A |

VA

(3.28)

<(b HQP s +/\ <d) Hav Hmd)>

de donde:
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/\ i <d) Hap (+)> ’
E e <®\h um¢> J (3.28)

con la cual se obtiene la matriz de transicidn a partir de la férmula

{ Feshbach 18962 ):

T=T« <w,("um('pﬂ>/\“ o (3.30)

Es decir:

: ; < M¥m¢><®‘%p m> J
TQ‘T;+ <®‘h? \%a®> (3.31)

donde T, es el términc de transicidn no resonante inducida por U“;;de
manera gue la interaccidén entre los canules abiertos y los canales
cerrados, que se expresa a traveés del potencial éptico, no solo
producev transiciones resonantes =sino que también puede producir
transiciones directas.

Cabhe mencionar que la matriz de transicidén que se acaba de
obtener, tiene exactamente la misma forma que la de la ecuaciodn

(3.2).
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CAPITULO IV

La matriz de transicién que se presenté en el capitulo pasado

"presenta serios problemas de cdleulo. Ademas de que sélo representa

transiciones debidas & la interaccion de canasles v no incluye a  1la
digpersion potencial.

A continuacidén se presenta ung  variante del formalismo de
Feshbach, en  la que se usan operadores de proyvecocion discretos vy
finitos, signiendo el wétodo presentado por Domeke ( Domcke 1983 ),y
se desarrolla explicitanente la motlriz de btransicion en términos del

PR
conjunto de eigentfunciones de Wag {d%ﬁ , v de las funciones de onda
libre. En el cawine se obtienen tambieén las expresiones explleitas de
la matriz de transicion potencial, v la matriz que Domcke llama de
transicidn ortogonal, que se comentarsn conforme aparezean,
Fara  hacer zl desoerrolleo de 1a matriz de transicién. primero se
regniere una expresion explicita para ésta. Fars ésto, el primer paso

consiste en notar la similitud entre ls ecuacion de Schroedinger:

(Ho+\/w=t4’

(4.1)

v la de Feshbach:
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(Hp+ a?‘)P‘V: Epd . (4.2)

2

para la ecuacidn de Schroedinger, la matriz de transicidén estd dada

por:
- J :
T o VY=, Tuw )

en donde Wy, es solucion de (\HO“E.)U{.W:O ., vy T = VL, como se vio en
g

el capitule 1l1. Entonces pareceria que se puede definir lsa

matriz de transicion de Feshbach como sigue ( Tavlor et al.):

(c) <‘P Voﬁ W> (\Jl“w‘&) (4.4)

’ . . - )
en donde, en analogia al caso anterior: U= Vot 177, con:

V"F* (4.5)

(F) (1‘ *_E*
op
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v Y es solucion de (Hy, -EDY, =0.

A coniinuacién se demostrard que esta matriz coincide ocon la
formula de Feshbach, ecuacidn (3.30), siguiendo los pasos mencionados
por Taylor et al.

Primere, es facil demostrar gue:

T}:xf(E; EA<%P\K> s (4.8)

donde B, v E,. son los eigenvslores de:

4 b

Hep V. = €. 4,

4.7)

v

(Mt Ve )P = £ Y

(4.8)

Akora, wusando la expresion de PW que se obtuvo en el desarrollo de

Feshbach:

[DLE:%(\&S_¥ - 1H Hm(b« A (4.9)

y sustituyéndola en la ecuaciodn (4.6) se llega a que:
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T= (101, |w >4 A[E <W khgb> <H”\? ihw¢> (4.10)

El. primer término corresponde a 7;’<fﬂ U“ug> gque es el término  no.

resonante; para desarrollar el términe resonante, es necesario usar:

Q- Uy g H=l-Uo .
H-Ey (4.11)

Sustituyendo esta dltimas expresion en la ecuacion (4.10) , v

reagrupando términos, el término resonante queda:

T..- /\i«r L0 ug 1,
b, Ho—Eb

5i B = Eq .y dado que todos los operaderes involucrados son

hermitianos, esta ecuacion se reduce a:

Tes= /\<( .

\?R\)UM(JD“>: A< w, Hpq(b“> ECREY

que es justamente la parte resonante de la férmula de Feshbach,
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Para hacer un andlisis detallado de 1la matriz de transicién:

T

(4.14)

es necesario conocer el conjunto de funciones {%J que son  las

soluciones de:

Hee 0 =Ea

(4.15)

Pero en el marco del formalismo de Feshbach, 1las funciones que se

conocen son las soluciones de:
and)“: E»«d).\ . (4.18)

vy se puede suponer conocido el conjunto de funciones L), tales que:

Kw,= Euw,

) (4.17)
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en donde K es el ovperador de cnergin cinética, o incluso puede ser un
hamiltoniano con un potencial que no interactus con &l proyeclil.
Para construir el conjunto {%& , se supondra adicionalmente y
sin perder generalidad, que (d%? es un conjunto discreto, lo cual
restringe la eleccion del operador @ ( sin embargo, si1 se elige Q de
manera  que {d}} ne o5 discreto, sino gue consta tanto de une  parte
discrets como de uns eontinua, se puede discretizar sigoniende el
método gue se describe mas adelante paryg discretizar a la base del
N
espacio P ). Entonces, debido a la hermiticidad de Hg. . (d%g es base

ortogonal del espacio € y se purde definir ] provector:
H
Q:i ®\><® : (4.18)
iz

aue en el limite en gue N tiende a infinito es el operador de
proveccion & gue aparece en el capitulo anterior.
11 primer paso consiste en encontrar el conjunto fXJ de

funiciones tales que:
Ko a=li%s o (4.19)

donde, como es usual, Ky = PRP.  De esta ecuaciodn, es evidente que

PXi=X: v aue QX0 entonces:
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(kpp_k)’)(-': (Ei-k) v, (4.20)

Pero es fédcil ver que: (l(pp“ k)‘){i - -QK’){; , con lo cual se tiene

que:

(k-E) %= QR

(4.21)

de donde:

')L-‘:: W + L akYi ,%
k- E ; (4.22)

Para expresar X; de manera cerrada se hace uso de QX.;=Q .,

entonces, va gque el proyector @ es idempotente, se tiene:

-t

;@(QQ w>=ZZ¥CQ> <¢3 1 QKQQKX.) . (4.23)
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Esta ecuacién se puede escribir en forma natricial como sigue:
— e
(Qw;)j = AiK(QKX‘)k s (4.24)

en donde A es la matriz de N¥N cuyos elementos son:

Alw:<¢j ‘ d)n> ; (4.25)

Bk

Y, (CQUL) y (CQK'X;\ son log vectores columna de las cantidades
representadas, en la base {d}? . bespejando (C}K7ﬁ] de la ecuacidn

(4.24) se tiene:

(@)= (K, (Qw), -

(4.26)

en donde se ha supuesto que A es invertible,. Sustituyendo ests

expresion en la ecuscién (4.22) se llega a:

'X;): w;>+‘z; Z_K_:LFET ¢5>(Aﬂ>w<¢v~w\> (4.27)
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en donde por construccidon, )Q> cample la ecuacion (4.19). De esta
expresion se obtiene la matriz de transicion que Domcke llama matriz

de trangicidn de ortogonalidad:

(T, = o &) (K], <y

* (4.28)

Este término no aparece ususlmente en el formalismo de Feshbach, en
este  formalismo  aparece debido & que los  operadores no  cubren
completamente el espacio de Hilbert como se vers mas adelante. IDEsta
nakriz e puede  interpretsr en terminos  de  la necesidad de
vepresentar a la onda incidente como cigenfuncion de Ry, . dando lugar
& una LrSnNSiclon  CcausSada por &1 pubuiie el RF“ . Cuande los
provectores estan  definidos con respecto 8 los canales abiertos vy
cerrados y no se considers 1s dispersidén potencial. las ondas libres
estan en canales ortogonales a lés canales cerrados y por lo tanto
T;:(} . MHientras que cuando si se considera la dispersion potencial,
¥ en general., lus ondas libres no necesarismente son ortogonales al
subespacio @ que se elida, vy para describir la dispersidén en el
subespscio F se van a reguerir las eigenfunciones de Ky,

Ahnra, va conocido el conjunto {XJ en base a los conjuntos
conocidos inicialwente., vy dado gue K, es hermitiano, se tiene una
base ortogonal del espacio F; pero {XJ es uan conjunto continuo en

principio, asi gque se define el provector P como:
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M

P=) L)X,

n=-n (4,29)

Donde 1los eigefvalorss E,, de MWX;:EnY“ ,definen, por conodidad,
una division redular en 2M partes del intervale [ -E,, E_ ], V¥ 3<Y
significe que Kp{Xd:-Ei)f% . El hecho de gque sea una division
regular implics aque E - E“ = A E constanle, v gue H=AL = EM

Entonces, es claro gue:

o P2 | (K, g

HE-50
-y Sw

es el opersdor de proyveccidn P gue apsrece en el capitulo III.
Tal vy como se han definidoe los provectores P y Q, cumplen con las

siguientes condiciones:

P*=P PQ=QP=0,

1_ : b Q+ b P =1 (4.31)
a=8, DR

Es esta dltima condicidn la que los diferencia de los operadores de

proyeccion de Feshbach; a cambio tienen la ventaja de estar definidos
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g Lravés de expresiones finitas v diseretas, dando lugar a matrices
cuyas inversas tienen sentido, e incluso son calculables.
Y& definido el provector P, se esta en condiciones de construir

el conjunto {Tﬁ de funciones tales que:

Hwkﬁ = EOA\P,, . (4.32)

Primero se reescribe HPP = K, + V en la ecuacidén (4.32), de donde:

(E;' krrN)o = VH, 9, . (4.33)

Ahora, el término Vg, se reescribe como:

Vee 22[ ')(n> <’Xh\/ ')(..\><')(M -:—E‘Z Z Xh> GSW {X. )’ (4.34)

0, en terminos matriciales como:

(V). = B... = IBM([B.‘)KE{B " (4.35)
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que finalmente se puede reescribir como:
-1
| 2y (B7),€
Veez) ) PV BV
<A
Entonces, la solucion formal de la ecuacidn (4.33) es:

w«>:yo>*\;;ﬁ; PVYa>([B—l"$<7(FVP (4.37)

51 se aplica V,, de ambos lsdos de la igualdad vy se usa el hecho de

gue X=PX se llega a que:
-1
Despejando \%{X£> v valviendo s usar la ecuacidén (4.36) se obtiene:

V=] LT KM BN

donde:
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0 s

MM:QXH(VFP' \/ve "‘E’%T(;vre)x"> )

equivalentemente:

MoV -V V)

La ecuacidn (4.39) se escribe matricialmente como sigue:

(V)= M8, (U, ),

(V%) =B (M), (V. 70,

De manersas que:

Vi $)=) }: }j %Y B, (M), %,
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sustituyendo ésto en la ecuscion (4.37) se obtiene:
-1\ '
WXy L LT L Py () BN, e
que, usando ls ecuscion (4.29), queds:

BY=Xp+) LZ Ko B (M), KN e

De esta expresion se obtiene la matriz de transicidén directa de

Domcle:

(o), = vy (7)Y,

(4.47)

que corresponde s las transiciones potenciales de 7;.

Parsa poder evaluar la matriz de transicion q5:<%L\LnPW>es
conveniente expresar a PV en términos de los proyectores. A la vista
del desarrollo anterior, la obtencion de PY es facil. Dado que Hy es
hermitiano, pﬂ& 28 buse ortogonsl del mismo espacic generado por

{Xm} , v 8¢ puede redefinir el proyector P como:



P:Z \{)"><L€“ ' (4.48)

nz-"

La ecuscromde=Temhbach e

[foe Ve PV = EPY

(4.49)

pPero  como WM: PV”,P . v s& conocen las eidenfunciones de Hy, . se

opnede calecar el procedimiento anterior, dando lugar a:

P\l/‘) \?> \“_77 ‘Ph> (qu@) 591\?>7. (4.50)

—
£y - Fr

donde:

ID <LP V°r\‘ L{)"> (4.51)
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LIS

N :<\P‘“(~V"PJ‘-V" \Le’)\?»a> ' (4.52)

O

Ahora si se tiene todos los elementos pera analizar (., ; ¥ para

simplificar las cosas, se puede volver a usar que:
Tz (g~ E.K‘{P‘lo , (4.53)

con lo cual, ussndo las ecuaciones (4.50) v (4.53), vy haciendo el

desarrollo espectral del operador , lo matriz de transicidn

E: - Hr-r

gqueda:

—U:'b = {Dm\ ( N‘l)\m ‘Dms

(4.54)

Esta expresién se puede reducir expresando a N como sigue:

N\wm: [Dmn‘ [D"\(S [\F.‘ B),(,\ 7 (4.55)
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donde AW‘ es la matriz diagonal:

1
2N
o

/\ ® (4.56)
£ E:-E* P

Entoncesg:

in 7 (4.57)

con lo cual, sustituyvendo en la ecuacion (4.54) se tiene:

ﬂ: = [ﬁ)’i.. /‘\}‘lL _ (4.58)

Esta expresiéon para ls matriz de transicion, si bien es cerrada vy
hasta bonita, no presenta de manera evidente la forma tipica de 1la
matriz de transicién econ resonancias gque se esperaba.

A continuacién se  demnestrs que esta matriz de transicion  se
puede reescribir de manera Que S&  reconozca la estructura
caracteristica de las matrices de transicidn con resonancias.

Para la discusidn qne se presenta a continuacidén se usara la

siguiente formula:
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[A-Ldd] = pte Lo gU4TRY, o

en donde A es CHEFTGTIEY Hatriz~IfVertible, d es un vector, dd’ es la

matriz dsda  por B, = ddd; v b oy el escalar b = d AJ d . La

demostracion de ests [drmula es dirvecta

Fara analizar el caso de une resonuncia en lg matriz definida por

la ecuacion (4.58), se supondra que Lb_fg .entonces:

:Z (¥, Hea .. ><(b Hoo 0> o [H\«] [Uﬁ] . (4.60)

Eo-ém T i, N

’n

donde:

] <LP HFQ®><® Hm j> (4.61)

-
e

[ ] Z(‘f)”md) ><¢~HQP . (4.62)

win
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A
Es claro que la matriz lHn]q se puede reescribir como d;d; sid es
ey =3 Cy . -
el vector cuyos elementos son d; -.<¥§qul>

Usando la férmula (4.59), D' quedsa:

S
=U, * 1 S ddT (4.63)
D e U ddTuT

T -l . - . . . .
donde b1 = d (U“') d. Sustituvendo ests ecuacidén en la  ecuacion

(4.58) se tiene:

-1

Tt )= e (U

E\~ E-m"' \31

(4.64)

Para poder volver a usar la férmula (4.59) es necesario notar que:

min i

.65)

(U(\)lj‘. = Z @i Hmi):?.é?m HQP%) = Z i\?x’ Hpad;%iciﬂ Hmkﬂ)-‘-’(uv\%i 7

¢s decir, que U, es hermitiana, por lo tanto se puede definir al
- T ~1Y . .
vector fII(UnU) v fZZ(JTUnU, con lo cual se obtiene la matriz de

transicion:
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Tl /\,;, IR
( -—-———-—--—H(M( AY U HL UL /\)

(4.68)

oo mvDTTTL R e =

donde el término:

(berby)= dT(UYW N (UA - A (U0

= d TN (A-AUAUT A () o canom

con lo cual:

= (vi- /\)~1+ T(U{.\_ A)h.l,u 3 E U (U:\_M-‘- 3
~dT(UU- N A-AUNU-AT0 )

*(4.68)

Esta ecuacion miuestra ls forma csracteristica que se esperaba en 1la

cercania de una resonancia. De maners gue la expresién:

T, = (D= 1), (4.89)
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efectivancnte  contiene  toda ls informaeidn del lendiicno  dispeirsivo
del sistema compleio a pesur de ser una matriz discreta v finita, con
todes lag facilidades computacionsles que ello implica, y de las gue

la expresion de Feshhach carece.

btener la matriz de transicion

Por otro lado, en al proce

resonante,  se obtuvieron lss matvrices de transicion de ortogonalidad
v diercts de Domncke, gue junte con la resonante se  pueden combinar
pora dar lugar & una matriz de transician total. Domcke la  propone

oW Sigue:

—— . |
To = Gl L 0 (%, 9, (4.70)
Donde cada término forma parte de uns matriz de dispersion como
sigue:
So - 1"2.7Tf1: ,
Sd: 1." ZTTfT}J

(4.71)

Y S.=1-2mT )
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Calre mencionar que la matriz de transicidn total de Domcke parcco
ve
incompleta ya la matriz de dispersion correspondiente seria:

Sm = 1‘ Z'Wi-ﬁﬁ = SOSD\S 472
=1-7T {(Tﬂ} +T)—zm('m;+“myq;v);(mﬁ;nﬂ'

0, mas estrictamente:

Ton = (B-E) Py (4.73)

Que da lugar o un iesultado cimilar al anterior.

De cualguier forma, la aplicabilidad de las expresiones gque se
presentan en este capitulo también es limitada. E]l problema radica en
definir, a priori, el provector Q. Estv se debe hacer a pavtir de un
modele del blanco independiente de este formalismo, o bien escogerlo

de wmaners arbitraris, en cuyvo casco se debe resoclver la ecuaciodn:
H o -¢ (4.74)
QG. w V\va\ 9
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que no necesariamnchLe sers cusa bacll.  Lstos problemas lus presenta

tambien el Tormalisme de Feshbach, con ¢l agravante de que, una vez

resueltos, el computo de la matriz de transieion sigue siendo
complicado; en cambio, con lag matrices de  transicidn que  se
presentan te capitulo, una vez conocido el conijunto {Q%z , el

computo es, tan sélo, un problema numérico.
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