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INTRODUCCION

Resolver una ecuacién diferencial en el sentido tradicional de la palabra, resulta en
1a mayorfa de los casos imposible; y aun cuando esto fuera posible muchas veces la
solucién no nos permite entender lo que esta pasando. Lo que quiera decir entender
una ecuacién diferencial dependera de cual es el punto de vista que uno adopte, y
puntos de vista en matemdticas hay muchos. En el presente trabajo adoptaremos el
que podria ser llamado el punto de vista estadistico. Es decir nos interesaremos por
las propiedades estadisticas de un movimiento, a priori deterministico, originado
por una ecuacién diferencial.

Concretamente estudiaremos el flujo geodésico en el haz tangente unitario (T\ M)
a una superficie compacta M de curvatura constante menos uno. Probaremos que
tiene una propiedad estadistica llamada ergodicidad. Esta puede ser caracterizada
por la siguiente propiedad en T1M: Dado un conjunto A, para casi todo punto z al
moverse este por el flujo pasa por A un tiempo proporcional al volumen de 4. Es
~ decir casi todo punto a la larga, se comporta como si se moviera al azar.

En el capftulo uno planteamos qué es y donde estd el objeto que estudiamos, esto
es, el flujo geodésico sobre en el haz tangente a una superficie; ademds probamos
el teorema de Cartan y algunos otros resultados de geometria. En el capitulo
dos precisaremos cual sera nuestro punto de vista de enfocar ¢l problema y las
herramientas para atacarlo, a saber el concepto de ergodicidad y conceptos bésicos
de andlisis. En el capftulo tres nos ocupamos del resultado principal de este trabajo,
probamos la ergodicidad del flujo geodésico cuando la superficie ¢s de curvatura
menos uno.



CAPITULO 1

ALGUNOS RESULTADOS DE
GEOMETRIA RIEMANNIANA

Introduccién

El objetivo de este primer capitulo del trabajo es introducir conceptos y teoremas
bésicos de la Geometria Riemanniana que necesitaremos posteriormente. En primer
lugar la definicién de geodésicas y de el flujo geodésico, concepto que se tratard
durante todo el trabajo. Terminaremos con el teorema de Cartan cuyos corolarios
seran utilizados en el capitulo 3. Para entender y demostrar este dltimo teorema
demostraremos antes el teorema de Hopf- Rinow y el teorema de Hadamard; y para
este 1ltimo explicaremos primero ¢l papel de los campos de Jacobi.

§ 1 Flujo Geoddsico

En una variedad Riemanniana M consideremos el siguiente problema. Dado un
punto p en M y un vector v en Tp M encontrar una curva que “no se acelere” y que
pase al tiempo cero por p y con velocidad v.

Para precisar lo que quiere decir que una curva “no se acelere” usamos la nocién de -
derivada covariante. (ver apéndice 1) Introducimos las siguientes definiciones
Definicién 1 Un campo de vectores a lo largo de una curva aft) : {¢,b] — M es
una aplicacién v(t) : [a,b] — TAM tal que v(t) esta en To()M. Donde TM es el haz
tangente y To()M es el plano tangente a M en aft). '
Definicién 2 Un campo de vectores v(t) a lo largo de una curva af(t) es paralelo
si la derivada covariante del campo es cero. Diremos entonces que una curva aft)
no se acelera si el campo de vectores v(t) definido como v(t) = o/(t) es paralelo a
lo largo de la curva aft).

Recordemos que en coordenadas locales la derivada covariante de un campo
n
. 3
Vi) =3 "k(t)—“‘az,. es

DV __ dv dzipk | 8

TE=L (“az" + 305 ‘a?‘f.-,f) En
k 4

Donde z;(t), z2(t},...,z.(t) son las coordenadas de la curva a0 y 1‘{-"]. son los sim-

bolos de Christoffel. De esta manera la ecuacién de una curva « que no se acelera

es '



DV da, | dz; ~drdriy | 0
e A RPN D T

%)

Assi hemos resuelto nuestro problema original; dadas condiciones iniciales (un punto
y un vector de velocidad) encontramos una solucidn.

Una ecuacidn diferencial en B o un sistema de ccuaciones diferenciales en R"de
segundo grado se puede transformar en un sistema del doble de incognitas pero de
primer orden. Esto se logra introduciendo n ecuaciones extras v; = %’il y luego

. . 2 . .
sustituyendo %";L por %—‘?. De esta manera el sistema

d*x dx
o = P gp)
se transforma en
dx dv :
TV 0 GT F(x,v)

En el caso de una variedad diferenciable podemos hacer algo semejante intro-

duciendo de nuevo el haz tangente. Si (U,x) es un sistema de coordenadas tenemos

que todo vector v € T,M con ¢ € U se puede escribir como 3 y.--a%. Por lo tanto,
‘. L]

con las coordenadas (zy,...,Zn,Y14+. ., Yn) parametrizamos a TU.

Definimos el levantamiento de una curva 4{t) : [0,a] - M como la curva en
TM (4(t),4'(t)). Es claro que un curva 4{t) es geodésica si y sélo si su levan-
tamiento satisface el sistema de ecuaciones

dzy
dzl = Yk .
para k=1,...,n

dy, _. k ...
—d%' = —Zri,jyly]
%)

en terminos de las coordenadas en TU.

Recordemos ahora el siguiente teorema de ecuaciones diferenciales
"Teorema 1

Sea V un campo C* en un abierto de M entonces

a) Para cada p € M existe una solucién «p tal que ay(0) = p. Ademds si 8, es otra
solucién con fp(0) = p, entonces ey = fp en la interseccién de los dominios.

De esta manera hay una dnica solucién &, definida en un intervalo maximal.

b) Si llamamos ¢(p,t) = &p(t), entonces @ esta definida en un abierto 2 de M X R.
A la funcién ¢ se le acostumbra llamar el flujo de la ecuacién diferencial.

Con este teorema probamos el siguiente



Lema 2

Existe un nico campo G en T cuyas trayectorias son de la forma (v (8),7'(t)
donde 4(t) es geodésica.

Demostracién: dado un {p,v) en TAL el teorema 1 muestra que existe una dnica
geodésica y(, ) (salvo el tamafio del intervalo) que pasa por p con velocidad v al
instante cero definimos

d
G(p1 1}) = 32(7([1,11)) 72;},1}))]’-:0

Al campo arriba definido lo llamaremos campo geodésico y 2 su flujo el flujo
geodésico.

Observacién 1 Por la segunda parte del teorema 1 si tomamos una vecindad
compacta W de p en M y definimos W, = {(p,v) € TM;p € Wylv| < €} entonces
podemos escoger § de tal manera que el flujo esta definido para todo ¢ con {t| < 6
stempre y cuando (p,v) este en V..

Denotemos por v{¢,q,v) la geodésica que pasa por g con velocidad v al tiempo cero.
Al aumentar las velocidades los tiempos disminuyen y viceversa; sin embargo la
‘curva geométrica no cambia. La demostracidn de este hecho es el siguiente lema
Lema 3 (de homogeneidad)

Si la geodésica ~¥{t,q,v) esta definida en el intervalo {—48,8) entonces la geodésica
(t,q,av) esta definida en (32,2) v

a

7(t, g av) = 7{at, q,v)

Demostracién
Seah:(=5,2) - M k() = q{at, q,v)

Tenemos que
1{0) = q, h'{0) = av y que

D dh »
o) = th(t)hl(t) = V.,,(n,)*/'(at) =a V,,:(()"[I(t) =0
Luego h(t) es una geodésica con las mismas. condiciones inciales que +(t,q,av) por
la unicidad de estas concluimos que son iguales.
Este lema junto con la observacién 1 nos permite definir el mapeo exponencial
expy : U C TpM — M como

expy(v) = 7(1,[),1))
Sabemos por lu observacién 1 que si la norma de v es menor que ¢ existe un 6 tal que
* 4{t,p,v) esta definido siempre que |t| < § y por el lema de homogeneidad 1t q, 3 gu)

esta definido en (~2,2) lo que implica que ezpp(w) esta definida si la norma de w es

4



6 .y . . .
menor que 52— De hecho ezp, es un ditecomorfismo si la vecindad es suficientemente
chica. Esto se debe a que :”

d d
d{ezpp)o(v) = d—terpp(lu)h:o = d—tq(t,q,v)ltﬂ =

En consecuecia la diferencial del mapeo exponencial en cero es la identidad y la
afirmacién se sigue del teorema de la funcidn inversa,

Denotemos por B.(0) = {v & T,AM : |v| <1}y B.(p) = ezpp(B.{0)). Sir es
suficientemente pequeiio de manera que CI})?IB'(Q) sca un difcomorfismo llamamos
& B.(p) una bola normal centrada en p.

El nombre de geodésicas queda justificado por la siguiente proposicidn, la de-
mostracién pucde ser encontrada en {C2].

Proposicién 4

Sea p € M y B.(p) una bolz normal centrada en p; sea v una geodésica contenida
en B.{p) con 7(0) = p y 7(1) = q; consideremos cualquier otra curva diferenciable
(diferenciable por partes) ¢ tal que ¢(0) = p y ¢(1) = g, entonces la longitud de v es
menor o igual que la longitud de c¢. Mas aun si las longitudes son iguales entonces
las trazas coinciden.

Observacidn 2

El problema pudo ser tratado desde el principio desde este punto de vista. Es decir
considerar la funcional:

Lifeie: {0, > M ¢(0)=p, c(l)=q} —R

L{c) =/; le' ()] de

Y buscar los minimos de esta funcional. Las ecuaciones de Buler-Lagrange de esta
funcional resultan ser las ecuaciones que ya tenfamos. Ver [C3],{S2}.

§ 2 Variedades Completas

Dos preguntas surgen mas o menos naturalmente

;Cuando esta el flujo geodésico definido para todo t7?

;Cuando podemos unir dos puntos arbitrarios por una geodésica de longitud
minima?

Por el lema de homogencidad, la primera pregunta la podemos reformular en

iCuando ezp, esta definida en todo T, M ? Las respucstas a estas preguntas estan
dadas por el teorema de Hopf-Rinow.

Definicién 3 Una variedad M es (geodésicamente) completa si para todo p en M
ezpp esta definida en todo el espacio tangente.

* Intuitivamente quiere decir que la variedad no tiene ni hoyos ni fronteras. Definamos
la siguiente distancia en A



d(p,a) = inf{i(c); c(0) = p,e(1) = q}

Es claro que es una distancia y que por la proposicién 4 la topologfa inducida es la
misma.

Teorema 5 (Hopf-Rinow)

Sea M una variedad Riemanniana; las siguientes afirmaciones son equivalentes.

a) ezpp esta definido en todo TpA! para algun p en M.,

b} Los acotados y cerrados son compactos en M.

¢) M es completa como espacio métrico.

d) M es completa {geodésicamente).

e) Existe una sucesidn de compactos K, C M tales que K, C Kp1 ,UK, =My
tal que si g, s una sucesién que satisface ¢, ¢ K entonces d(p, ¢,) — oo cuando
n — 00,

Ademds cada una de estas implica que

f) Para todo q en M existe una geodésica «y ligando a p con ¢ y de longitud d{p, q).
. Demostracién {a=>f)

Sea d(p, ¢) = r y Bs(p) una bola normal en p, y S su frontera. Tomemos un punto
z en S de tal mancra que d(z, q) sea un minimo en s .(Existe por la continuidad de
la distancia y por la compacidad de ) Entonces z = ezpp(6v) con |v] = 1. Vamos
a mostrar que exp,(rv) =g

Sea 4(s) = expp(sv) y consideremos la siguiente ecuacién

d((s),q) =r-s (1)

Definimos A = {s: s € [0, r]tales que (1) vale}. A es distinto del vacio pues (1) vale
para s = 0. Probemos que el supremo es r; supongamos que sp € A, probaremos
que so + 6’ € A si §' es suficientemente chico. Consideramos Bgi(y(so)) una bola
normal y z' nuevamente un punto en la frontera S’ de esth nueva bola donde la
distancia a ¢ tome un minimo.

Basta ver que 2’ = y{sp + &') pues tenemos que:
d{v(s0),q) = 6" + d{z', ) por como escogimos a z'
d{7(s0),q) =7 — sp pues s esta en A

Concluimos que
r—sg=26+d(z',q) (2)
Tendrfamos entonces que

r—so= &'+ d(v{s0), q)

Que es (1) para sp + &'



Para ver que z’ = y(sq + 6'). De la igualdad (2) y de la desigualdad del triangulo
obtenemos que: -

d(p,z') > d(p,q) - d(q,z") =1~ (r—sg—8') = 59 + &’
Pero la curvarligando p con z' definida como la geodésica y(s) hasta v(So) y luego por
el rayo geodésico, en principio quebrada, tiene longitud sy + é'. Por la proposicion
4 una curva que realize la distancia entre dos puntos es una geodésica y por lo tanto
no es una curva quebrada y concluimos que z' = 7(sq + §').

Probamos que sup A = r. Pero por continuidad, r de hecho esta en A, por lo tanto
d(¥(r),q) = 0y en consecuencia y(r) = ¢

(a) = (b) Sea 4 C M cerrado y acotado. Por ser acotado A4 esta contenido en una
bola B con la métrica d centrada en p de radio digamos r por (f) esta bola esta
contenida en la imagen de la exponencial de la cerradura de la bola B,4.1(0). Luego
A es un cerrado en un compacto por lo tanto es compacto.

(b) = (c) Sea pn una secuencia de Cauchy el conjunto {p,} es un conjunto acotado,
por (b) su cerradura es compacta, entonces hay una subsucesién convergente y
siendo de Cauchy, la sucesién misma converge.

(¢) = (d) Supongamos que M no es geodésicamente completa. Consideramos una
geoddsica ¥(s) que este definida para todo s < sg ¥ que no este definida para 3.
Sea s, un sucesién que tienda a sg. Ahora d{7(s,),7(sn)) < [Sn — Sm] concluimos
que la sucesién «(sp) es de Cauchy. Por (c) 4(s,) converge a un punto ¢ en M.

Tomamos una bola Ws(p) tal que las geodésicas que partan de aqui esten definidas
por lo menos una distancia é ; escogemos N tal que si n,m > N entonces y(r),v(m)
EWs (p). Luego existe una tnica geodésica g ligando a ~y(r) con y(m) de longitud
menor que § por lo tanto g coincide con 7, sin embargo ¢ esta definida por lo menos
una longitud §, con lo cual g extiende a v mas alla de so.

(d) = {a) Obvio

(b) = (e) Sea g en M y K, = B,(q), K, es compacto pues es cerrado y acotado.
Ademds la unién de todos es todo M. Ahora supongamos que g, no esta en K,
sca p en M, entonces d(q,,p) + d(p,q) > d(qn,q) la distancia de g, a ¢ tiende a
infinito y como la distancia de p a ¢ es fija concluimos que d{gn,p) — oo.

(e) = (b) Sea C un conjunto cerrado y acotado. Entonces C esta contenido en
una bola de la métrica d de radio r centrada en p, supongamos sin perdida de
generalidad que p esta en C. Afirmamos que C esta contenido en un K, pues
en caso contrario, de existir ¢, en C — I{,, para todo n por (b) tendriamos que
d(p,gn) — oo contradiccién con que C este contenido en una bola. Luego C es
compacto por ser cerrado en un compacto.

§ 3 Curvatura

En esta seccién definiremos dos nociones de curvatura, y daremos algunas inter-
pretaciones. Omitiremos gran parte de las pruebas, las demostraciones completas
- de estas pueden ser encontradas en {C2] y [M2].



Definicién 4 La curvatura R de una variedad Riemanniana M es una ley a cada
pareja de campos diferenciables X, Y asocia una aplicacién

RUX,Y) 5 x(M) — x(M)
Donde x(M) es el conjunto de campos diferenciables en M; dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ - VxVyZ + Vix,v|Z

Si X,Y provienen de un sistema de coordenadas (X = 5’3; Y= 5%—) tenemos que
A $)

(2, 29%;] = ( con lo cual la curvatura mide la no simetrfa de la derivada covariante.
Proposicién 8
R(X,Y)Z(p) s6lo depende de los valores de los campos en el punto.

Mostremos primero que es lineal en las tres variables. Por las propiedades de la
conexién tenemos que cs aditiva en las tres variables (ver apéndice 1) para demostrar
que )

R(X,Y)(f2)= FR(X,Y)Z

Calculamos

VyVx(f2)=Vy(fVxZ +X(f).Z) =

= fVyVxZ +¥(f)VxZ + X(f)VyZ +Y(X(f))2
VxVy(f2) =Vx(fVyZ+Y(f)2) =

= fUxVyZ+X(/)lVyZ +Y(f)VxZ + X(Y([))Z

VixyifZ = [VixyZ + X, Y|(f)Z

Sumando obtenemos
R(X,Y)(f2) = f(VyVx - VxVy)Z + X2+ fVxy 2+ (X, YNN)Z =

= f(VyVx ~VxVy)Z + fVixy)% = [R(X,Y)Z
Célculos semejantes muestran que la funcién es lineal en las otras dos variables.

8
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Ahora en un sistema de coordenadas (U, x), definimos R,!J‘k de tal manera que
5 8 . i
R(gzs E)Z’% = ZI: Rfjk’a%' Ahora si tenemos tres campos

Obtenemos que
. a
R(X,Y)Z = Rf- Sk WV WE T

“ W oz

1,5,k
lo que muestra que R(X,Y)Z(p) solo depende de los valores de X,Y,Z en p.
Debido & esta propoposicién llamaremos a la curvatura el tensor de curvatura.
Proposicién 7

Sea ¢ un subespacio de dimensién 2 de T,M, sean z,y dos vectores lincalmente
independientes entonces

_ _(R(z,v)z,9)
Koy = g =
‘solo depende del subespacio.
Para demostrar la proposicién necesitaremos el siguiente
Lema 8
El tensor de curvatura satisface las siguientes identidades
i) (R(:c,y)z,t) + (R(yvz)x’t> +{(R(z,7)y,8) =0
ii) (R(zs y)z,t) = —(R(y,z)2,t)
i) (R(z, 9)2,8) = —(R(z,)1,2)
iv) (R(z,y)z,t) = (R(z,t)z,y)
La demostracién de estos hechos puede ser encotrada en [C2].

Para demostrar la proposicién 7 observese que podemos pasar de una base cual-
quiera {z,y} a otra {z',3'} con composiciones de las sigui¢ntes transformaciones
elementales

{z,9} = {n,z} {z9}- {Azv} {z9} = {z+ Iy, 4}

Ahora K(z,y) es invariante bajo estas transformaciones; la primera combinando
(i) y (iii} del Lema 8, la segunda por la linealidad la tercera es un cilculo simple
usando (ii), (iii) y (iv) del lema. A

En vista de esta proposicidn definimos dado un subespacio o de dimensién dos de
TpM la curvatura seccional como K(p, o)

Observacién 3 Una interpretacién geométrica de la curvatura seccional es la si-
guiente; sea B C Tp,M un abierto que contenga al cero y donde ezpy, sea un difeo-
" morfismo. Entonces ezp,(B N o) es una superficie § encajada en M formada de
pequeiias geodésicas. S como subvariedad de M tiene una métrica inducida y por

9



lo tanto una curvatura Gaussiana, esta en p es precisamente K(p,0). (Ver {C2]
paginas 112 ,113).

Ademds de esta interpretacién geométrica la curvatura seccional determina al tensor
de curvatura, esto es

Proposicién 9

En un espacio vectorial V' con producto interior de dimensién mayor o igual que
dos, R y R' son funciones trilineales satisfaciendo (i},(ii),(iii),(iv) del lema 8, si
denotamos por

(R(z,v)z, y)
) = gy =z,
I{I(IE y) <R (13 J)I 1/)

lz?|y|? - (z,)?
Y si K(z,y) = K'(z,y) entonces, R = R'.

.

Basta probar que (R(z,y)z,t) = (R'(z ,y)‘.,t) para todo z,y,z,t. Por hipétesis
tenemos que (I(z, J):c,y = (R'(z,y)z,y) entonces

(R(z +z,y)z +,_z,y') =(R'(z + 2,y)z + 2,9)
de donde '

(R(z,y)z,u) + 2(R(z,y)2,y) + (R(zv)2,9) =

= (R'(z,y)5,y) + 2R'(2,9)2,9) + (R'(2,9)2,3)
y por lo tanto
(R(z,y)2,9) = (R'(z,v)2,9)
y de aqui que
(R(z,y + )2,y + 1) = (R(z,y + )2,y + 1)
de donde
(R(z)2,1) + (R(,)2,9) = (B (2, 9)2,8) + (R'(2,)2,9)

es decir

(R(z,v)z,t) — (R'(z,¥)2,t) = (R(z,t)z,y) — (R'(z,t)2,9).

10



Con lo que concluimos que la expresidn (R(z,y)z,t) — (R'(z,y)2,1t) es invariante
por permutaciones ciclicas de los primeros tres elementos. Por lo tanto usando (i)
del lema 8 obtenemos el resultado.

Terminamos ‘la seccién con otro resultado que usaremos mas adelante y que no
demostraremos, la prueba puede ser encontrada en [M2].

Proposicién 10

Sis:R? = M es una superficie parametrizada, y V es un campo a lo largo de la
superficie entonces

DD, DD, _ .02
dy 0z 9z dy ~  \az'dy
§ 4 Campos de Jacobi

Los campos de Jacobi jugardn un papel fundamental en las demostraciones de los
teoremas de Hadamard y de Cartan. Comenzemos considerando la siguiente super-
ficie parametrizada.

J(t,s) = expy(to(s))

Donde v(s} es una curva en T, M con v{0} = vy v'(0) = w. Consideramos sobre
la geodésica y(t) = expp(tv(0)) el campo de vectores, a lo largo de esta, J{t) =

81,0 = d(ezpp) s (tw).

Intuitivamente J(t) “empuja” la geodésica ~4(t) a otra geodésica cercana que co-
mienza en p y sale con direccidén v + ew

Proposicién 11

El campo J(t) considerado anteriormente satisface la ecuacién

Ddzgj +R(v,J)7' =0 ' ecuacién de Jacobi

Donde R(+',J)7' es el tensor de curvatura.
" Para probar esta afirmacién necesitaremos el siguiente lema, su demostracién se
puede encontrar en la pdgina 59 de [C2].
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Lema 12

En una superficie pnrametri;ndn f(t,s) tenemos:
Daf,_ D os
') = o)

Demostracién (Proposicién)

Z(5E) = 0 pues f(t,50) es una geodésica.

_DbDaf_bbos o1l
T dsdt 8t dtds ot at’ ds’ at )

at
_D*af af af.af
—325(5;) (?97‘}9_5)—5? (%)
_D* af —
—Eﬁ('é;)*FR(%J)”:

La igualdad (*) es por la proposicién (10) y la (+%) por el lema (12).
Definicién 5 Un campo a lo largo de una geodésica que satisface la ecuacién
anterior se llama campo de Jacobi.

Como veremos mas adelante, todo campo de Jacobi que empieze en cero se puede
obtener de manera andloga.

Lema 13

Todo campo de Jacobi J(t) queda determinado por J{0) y 2(0). Demostracién,
sean ¢;(¢) campos ortonormales y paralelos a la geodésica en cuestién. Escribimos
J(t) =3 filt)e(t) y si definimos a;;(t) = (R(v, €)', ;). Entonces:

O

DY "
i = Lfi (i)e;(l)

)

Y la ecuacién de Jacobi es equivalente al sistema de ccuaciones

F(0+ ) ais()i(0) =0 (f=1...n)

Y por lo tanto J(t) queda determinado por sus condiciones iniciales.

Afirmamos ahora que 2J(t)li=o = w Donde J(t) esta construido apartir de la
superficie parametrizada considerada anteriormente.

DI = Dlafenpphn(tu))) = 2 (td{eap)ia(w))
= d{ezpp)eo(us) + 1 (dlezpy)un(w))
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valuando en ¢ = 0 obtenemos que

Daf

. dt 3s l‘ =0 = d(e:l:pp)o(‘U)) =w

Corolario 14

Un campo de Jacobi que se anula en cero, esta dado por

70 = dlezpy)er o 22 (0))

Definicién 6 Sca v : [0,a] — M una geodésica; decimos que y(to) {(to € (0,a]) es
un punto conjugado de 4(0) a lo largo de « si existe un campo no identicamente
cero que se anule en 4{0) y en y(to).

Teorema 15

Sea v : [0,1] — M una geodésica tg € (0, 1], entonces ¥(to) es un punto conjugado
si ¥ s6lo si vp = tpy'(0) es un punto critico de la exponencial.

Por el corolario 9 J(t) = d(ezpp) ey (0){t(2£(0))). SiJ(to) = O entonces la diferencial
se anula en un vector distinto de cero y por lo tanto la exponencial tiene ahf un
punto critico.

Y si w esta en ef nucleo de la diferencial en el punto to7y'(0) Construimos un campo
de Jacobi que se anule en (ty).

Como una primera aplicacidn de los campos de Jacobi probemos el siguiente
Teorema 16

Sea M™ una variedad completa, simplemente conexa con curvatura seccional menor
o igual que cero. Entonces M" es difeornorfa a R", Antes dos Lemas

Lema 17

Sea M™ una variedad completa con curvatura seccional no positive, entonces expy, :
TpM — M es un difcomorfismo local. Por el teorema {15) basta ver que no hay
puntos conjugados. Sea « una geodésica, supongamos que hay un campo de Jacobi
con J(0) = J(to) = O, veamos que J = 0.

d DJ D*J DJ DJ
&'{(J"“'i?)=<‘])_d’t—)+(dtadt)_<‘] R('T J) ) l l2

_—K(Y) DJ,
=P w20

Lo que implica que (J, —%{) es no decreciente, sin embargo

<)dt>l¢0 ’dt ltto'—o

luego (J, 21) = 0. Ahora:
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d. DJ
E(J(t)a‘](t» = 2(‘]» ‘E’) =0

Y por lo tanto |7 (t)] es una constante y en consecuencia J(¢) = 0.

Lema 18

Sea M una variedad completa, f : M — N un difeomorfismo local que expande en
el siguiente sentido; para todo p en M y todo v en Tp)M se tiene que |dfp(v)] > |v].
Entonces f es una proyeccién cubriente.

Por una propiedad de los espacios de cubrientes basta ver que f levanta arcos. Ver
|C1], pdgina 382.

Consideremos una curva ¢ : {0,1] =+ N y g en M tal que f{g) = ¢(0}, por ser un
difeomorfismo local ¢ puede ser levantada a ¢ por lo menos en un intervalo [0, €).
Por la misma razén el conjunto de puntos en {0, 1] al que puede ser levantada es un
conjunto abierto de la forma [0, 4). Si mostramos que la curva puede ser levantada
también en ¢y habremos terminado. Puesto que el conjunto sera” abierto y cerrado.
Sea ¢,, una sucesién creciente convergente a to, afirmamos que &{t,,) esta contenido
en un compacto en M. Pues de no ocurrir esto tendriamos que:

o d tn d tn g
toanle) = [ 15l = [t [ 1 G

> d(é(tn), E(t0))

Y como M es completa d(&(t,),&(to)) — co. Por lo tanto la longitud del arco de °
¢(0) a c(t,) serfa arbitrariamente grande lo que no cs posible.

En consecuencia existe un punto de acumulacidén r de &(t,,), escogemos una vecindad
de r donde f sea biyectiva. Consideramos un levantamiento de ¢ empezando en r.
Esto es posible ya que f(r)= ¢(¢o). Los levantamientos coinciden por ser f biunivoca.
Entonces ¢ se extiende a £g. -
Demostracién del teorema 16

Como M es completa, exp, : T\M — M esta bien definida y es sobre. Por el
lema (17) es un difeomorfismo local. Esto permite introducir una métrica en T, M
de manera que exp, sea una isometrfa local. Esta métrica es completa pues las
geodésicas pasando por el origen son las mismas rectas, ya que una isometria local
manda geodésicas en geodésicas. De lo que se concluye que Ezpg : ToTp M — Tp,M
esta definida para todo vector, Usando (a) implica (d) del tcorema de Hopf-Rinow,
obtenemos que la métrica es completa.

Por el lema (18) ezpp : TpM — M resulta ser una aplicacién cubriente y como M
es simplemente conexo, concluimos que ezp, es un difeomorfismo.

§ 5 Teorema de Cartan

* El teorema egregio de Gauss afirma que si dos superficies son isométricas entonces
sus curvaturas se corresponden. El teorema de Cartan es el reciproco local de este.
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Mas precxsamente sean M y M dos variedades de la misma dimensién, py p en
MyM,i: T,M — Ty M una isometria linecal, y f: V C M — M definida como
[ =ezpsoio ezpp H deﬁmda en V una bola normal en suficientemente chica para
que ezp; este definido en o ezp; Y(V). Para todo g en V existe un tinica geodésica
normalizada + tal que 4(0) = py 7{t) = ¢. Denotamos por P, el transporte pare]eio
a lo largo de v, finalmente sea ¢ : ToAM — Tf(q)M definido como ¢ = P, oto P,
Teorema 19 (Cartan)

Sean R y R los tensores de curvatura de M y }\-l; con las notaciones de arriba
si para todo ¢ en V y para todes z,y,u,v en T,M se tiene que (R(z,y)u,v) =
(R(Se(z), 6:(v))P1(n), e(v)}, entonces f:V — f(V) es una isometria y df, =1
Demostracién: Sea genV y ven TyM, consideramos « : (0,1} — M la geodésica que
une a p con ¢ contenida en V. Construimos un campd de Jacobi tal que J(0) =0
y J(I) = v. Definimos J{t) = ¢:(J ().

Afirmamos que J(t) es un campo de Jacobi. Para ver esto construimos e;{t) ; 1 =
1...n (e, =7') campos ortonormales paralelos a lo largo de 4. Si hacemos & =
¢¢(e;{t)) entonces estos son campos paralelos ortonormales a lo largg de 4. por
lo tanto si J(t) = 3 yi(t)ei(t) obtenemos que J(t) = ¥ yi(t)é(t). J satisface el
sistema de ecuaciones

y_) Z elll Cn,CJ> ;=0 j=1...n

Y por la hipétesis sobre la curvatura tenemos que J satisface

Z (EnyE)En,Ej)yi =0 J=1l...n

Concluimos que j( t) es un campo de Jacobi. Ademds como el transporte paralelo
es una isometrfa tenemos que |J ()| = |J (!}

Solo falta mostrar que dfp(v) = J({). Tenemos que DJ 2 ,(Pl@l) pues

i) _ . JO)- BT _ i) - i)
dt t—0 ¢ t—0 ¢
-

Poar otro lado por el corolario (14) tenemos que

7(0) = dlezpp)erio 25 (0)
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DJ
J(t) = d(nﬂﬁ)z-‘,'(m(‘“gf(o))
Por lo tanto

J0) = dlewpgliyioti 2L 0))

= d{ezp;)iz(0) © 1 © (dezpp)iyr(0) (I (1))

= dfa(J (1) = dfy(v)

Demostremos ahora el siguiente
Teorema 20

Sea M" un variedad un variedad completa y de curvatura seccional -1. Entonces el
recubrimiento universal M de M" con la métrica de recubrimiento es isométrico a
H", .

M es una varicdad simplemente conexa con curvatura seccional -1. Fijemos puntos
pEH" ype M, y una isometria i : T, H" — TpM consideremos ahora f =
ezp; o4 o (expp)~!. Por el teorema de.Hndamurd la funcién esta bien definida y es
un difeomorfismo. Por el tecorema de Cartan f es una isometria, ya que como por
hipdtesis, las curvaturas scccionales son iguales, por lo tanto, por la proposicién 9,
los tensores de curvatura son iguales.

Por el teorema de Hadamard exp, : T,M — M es una proyeccién cubriente si
M es de curvatura no positiva. Y si esta es constante igual a menos uno TpM
con la métrica de la cubriente es isométrico a H™. Tenemos pues p : H™ — M™"
una proyeccién cubriente que es localmente una isometria. Consideremos ghora el
grupo G = {f : H® — H"™ homemorfismos de recubrimiento} conviene recordar
que tales f son isometrias pues como p = po f podemos, localmente despejar a f
como composicidn de isometrfas. Ademads se tienen las siguientes dos propiedades:

i) Si f € Gy f(z) = z para algun z entonces [ es la identidad.

_ ii) Tomamos U, una vecindad donde p sea un difeomorfismo entonces f(U;)NU, = @
para toda f € G distinta de la identidad.

.Demostracién (i) Supongamos que f(z) = z, sea y € H" tomamos una curva
a:[0,1] = H" que una a z con y. Definimos f = po a. El levantamiento de § que
empicze en f(z) termina en f(y). Por hipétesis f(z) = z y como el levantamiento
de una curva ,dado el punto incial, es Wnico concluimos que f(y) = y.

Para demostrar (i) supongamos que w € f(U;) N Uz entonces p(f(w)) = p(w) ¥
como p es uno a uno en esta vecindad tenemos que f{w) = w que por (i) implica
que f es la identidad.

Es decir G actua libre (i) y discontinuamente (ii) en H". Por lo tanto H" /G tiene
una estructura natural de variedad diferenciable. Donde Il : H® — H"/G es una
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aplicacién diferenciable. Ademss es posible introducir una métrica en H"[G de 1a
siguiente manera.

Sean g€ H" /G y v,w € T,(H"/G) escogemos p € H" tal que I1(p) = ¢ definimos

(v, 0} = {(dI1,) ™ (v), (d1T,) 7 (w))

Esta bien definido porque las transformaciones de cubierta son isometrias. (En la
préxima seccién lo veremos con mas detenimiento.)

Por construccién IT es una isometria local; es una pregunta natural que tienen que
ver M™ y H*/G. Recordemos que G es el grupo de transformaciones de cubierta
dep: H" - M™
Definamos .
g: M"™ - H*G como f(q) = II{r)

donde r € p~!(g),la funcién esta bicn definida ya que si r’ € p~'(g) existe f trans-
formacién de cubierta tal que f{r) = r', en consccuencia I(r) = II(r'). Es facil
verificar que es inyectiva y sobre. Ademds es una isometria local y por ser difeo-
morfismo es una isometria global. Demostramos entonces el siguiente

Teorema 21

Si M™ es una variedad completa de curvatura constante negativa entonces esta es
isométrica a H"/G donde G es un grupo libre y discontinuo de isometrias de H".
De hecho G es isomorfo al grupo fundamental de M™. . '

Este teorema serd fundamental en lo que resta del trabajo. Para finalizar la seccién
consideremos la siguiente situacién. Supongamos que tenemos p : M — N una
proyeccién cubriente. Sea G el grupo de transformaciones de la cubierta. ’
Definicién 7 Una funcién f: M — R es G-invariante si para toda g € G tencmos
que f(g(z)) = f(z). -

Proposicion 22

Las funciones F : M — R G-invariantes estan en correspondencia uno a uno con
las funciones f: N — R.

Sea F': M — R G-invariante definimos f : M — R como f(q) = F(r) donde
p(r) = ¢. No depende de la eleccidn de r pues si p(r'} = g existe una transformacién
de cubierta g : M — M tal que g(r) = ' en consecuencia F(r') = F(g(r)) = F(r).
Inversamente si f : N — R definimos F(r) = f(p(r)) Esta es G-invariante pues para
‘toda g € G se tiene que F(g(r)) = f(p(9(r})}) = f(p(r)) = F(r)

Observese que por construccién bajo la correspondencia definida F — f tenemos
que F(r) = f(p(r}). .

Definicién 8 En el mismo contexto, decimos que una métrica, un campo son
G-invariantes si, respectivamente

(VW) = {dg=V, dg-W) (1)
V{g(z)) = dg(V(z))
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Nétese que la G-invarianza es equivalente a que el grupo G sea un grupo de
. isometrfas, "

Proposicién 23

Las métricas’y los campos G-invariantes en M estan, respectivamente en correspon-
dencia uno a uno con las métricas y los campos en N.

Misma prueba que antes, sean { ) V invariantes en A
Definimos

(v, why = {V, W)

v(g) = dp,(V(r))

Donde p(r) = q y dp.(V) = v dp,(W) = w. Estdn bien definidos por la invarianza.
Inversamente dadas una métrica o un campo en N definimos los correspondientes

VW), = (2,10) ()
V(r) = v(p(r))

Notese nuevamente que bajo la correspondencia establecida tenemos

{dpV, dpW ) ey = (V, W),

v(p(r)) = dpr(V(r))

Y que esta primera condicién es la definicién de que p sea una isometria local.
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CAPITULO 2

ERGODICIDAD

Introduccién

En la primera seccién de este capitulo definimos los conceptos bdsicos de andlisis
que utilizaremos como lo son una o-dlgebra, una medida, e integrales. Después
probamos el Teorema de Birkhoff y algunos corolarios importantes. Finalmente
introducimos el concepto de ergodicidad, damos luego definiciones alternativas y
condiciones para verificar la ergodicidad de un flujo.

§ 1 Definiciones de AnAlisis

Definicién 1 Una o-digebra A sobre un espacio X es una coleccién de subeonjuntos
de X que satisface

iy Xel
ii) Si E € 2 entonces X — E € 2.
iif) La unién numerable de conjuntos en U esta en 2.

Definicién 2 Una transformacién T : X — Y con o—algébras 21, B respectivamente,
es medible si para todo B € B se tiene que T-}(B) € A

Definicién 3 Una medida ju sobre una o-dlgebra 2 es una funcién
p:U - RU{oo}

Tal que
i) g es no negativa
ii) Si {E,} es una coleccién numerable y E;N E; = 0 para i # j entonces p(UE,) =

2(En)

n
iii) Para evitar trivialidades suponemos que existe un 4 € 2 tal que p(4) < o0

Una medida p sobre 2 un o-dlgebra de X permite hablar de ia integral de una
funcién f: X — R medible. Descrito brevemente el proceso es el signiente; supon-
gamos que s es positiva y que el rango de s es un numero finito de puntos, a esta
funciones las llamamos simples. En este caso definimos

/ sdy = Z ‘w(s™Hz:))s(z)
X zi€lm(f)
En el caso de una funcién f no negativa definimos
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fdp = sup/ sdp  donde s es simple
X a<fIX

Y finalmente para una funcién arbitraria definimos primero

_{f@) sifm)z0
f+(x)—{0 sisz§<o

_ si f(z) >0
[-(a)= {-f(:) si f(z) <0

/delt=/xf+du—Lf-d#

Y lo tdnico que pedimos es que alguna de las dos integrales sea finita. -

Y entonces

También es posible definir la integral de una funcién solo sobre un cierto conjunto

medible I,
/-' fdn-—-/ Xefdu
E x

donde x g es la funcién caracteristica de E.
Deﬁnicjén 4 Al conjunto de funciones tales que

/X!fldu<oo

lo llamamos L*(u)
Definicién 5 Al conjunto de funciones tales que

[0 < o
X

' lo llamamos LP()

Si P es una cierta propiedad, por cjemnplo f = g diremos que es cierta en casi todo
punto (abreviaremos c.t.p.) si el conjunto de puntos donde no se satisface esta
contenido en un conjunto de medida cero. Nétese que si f = g en casi todo punto

en I tenemos que
/ fdp= [ gdp
E E
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/;(f—g)du=/N(f—y)du=0

Donde N ="{z: f(z) # 9(z)} y la dltima igualdad es que por hipétesis u(N) = 0.
§ 2 Teorema de Birkhoff

Cuando la medida total de un espacio X es uno lo llamaremos espacio de proba-
bilidad. De aqui en adelante y por todo el resto del capitulo supondremos que los
espacios son de probabilidad.

Sea T : X — X una transformacién medible. Una pregunta fundamental de los
sistemas dindmicos en general es : ;Que pasa con la érbita de un punto T"(z)
cuando n — co ? ; La érbita es periddica? § Es densa 7 O, ; Cual es el w-limite ?

Una manera de atacar ¢! problema es tomando una funcién f : X — R y considerar
los promedios sobre las distintas drbitas

n—1

lim ! Z foT!(z) (1)

n-—con <

Al variar las f nos podemos dar una ideade que pasa con la érbita de un punto.
" Por ejemplo con f = xp donde xg es la funcién caracteristica de E un subconjunto
medible. El limite (1) si existe, nos mide intuitivamente cuantas veces pasa = por
E. El teorema de Birkhoff da condiciones para que el limite (1) exista. ’

Definicién 6.- Una transformacién T : X — X preserva la medida si para todo E
en 9 se tiene

Teorema 1 (Birkhoff) [C3]

Sea (X, %, 1) un espacio de probabilidad, T : X — X ura transformacién que
preserva la medida, y f en L'() entonces

n—1 i
lim 2 5 f(T7(z)) existe en c.t.p.
n=oo T y=0

Para probar el teorema, necesitaremos el siguiente lema conocido como el teorema
ergédico maximal

Lema 2
Sea f en L'(y) si definimos

Alf) = {z:sup 3 (T () > 0}

"2°j=0
entonces
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Demostracién (Lema)

Sea Sn(z) = jzof(Tj(x)) ; So(‘:) =0
Y ¢n(z) = maz {So(z)...Sa(2)}
én(z) = maz {S1(z) ... Sn(z)}
Tenemos
8k(T(z)) = Sksa{z) — f(2) (2)

Tomando médximos 0 < k < n — 1 obtenemos en el lado izquierdo
n »
Sk(T(z)) =maz {0,f(T(z)),..., ) F(T9(z))}
maz 0<k<n j=0

n

= maz {[(z), /(z) + [(T()),.., 3_ /(T ()} - f(2)

J=t

= ¢ (z) - f(2)

Y en el lado derecho

n+1
S";‘.Lﬁzgs—k Sf’Sz) = maz { f(x),...,g (T ()} - f(=)

n+l

= mez(0,..., Y /(T7(2)

= ¢n(T(z))
‘Deducimos
b1 (z) = f(2) = én(T(x)) (4)
Tenemos
1(2) = dnys(2) ~ $a(T(2)) 2 83 (2) — én(T(2)) (5)

Sea An = {z € X : ¢n(z) > 0} entonces A(f) = U4, por lo cual para demostrar el
n

lema basta ver que para toda n :
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/ fdp >0
An

Tenemos por (5) que :

Nz / b (2)du - /A 4ulT(2) ©)

Ahora bien si z € A, tenemos, ¢(z) = ¢n(z) y si z ¢ A, tenemos que ¢,(z) =0, -
con lo cual

A ¢ndlu‘ = '/)( ¢"(I)

Y por ser ¢, no negativa

flT())du < / B (T(z))dp
An X

- Por lo tanto

/, ‘"f dp 2 fx én(z)dp - /xtﬁn(T(z))du

Pero como T preserva la medida tenemos que

/ dndy =/ ¢, o Tdp.
X X
Prueba del Teorema 1

Sea B(a,b) = {z : liminf 1S,(z) < a,limsup £ S,(z) > b} definimos

flz)—b SizeE(ab)
g(z):{o( ) Siz¢E§a,bg

Afirmamos que A(g) = E(q,b), siendo A(g) el conjunto construido en el lema para

g.
Para ver esto:

Alg) = {z : sup Sp(z,9) > 0}
1.
={z: sup— S, (z,g) > 0}

={z :sup% Sn(z, f) > b}
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Y como limsup< sup obtenemos que E(a,b) C A(g). Para ver la otra contencién
mostremos que z ¢ E{a,b) implica que T7(z) ¢ E(q,b) .

n-1 n-1 j-1
limsup-'-ll- Z F(T7+¥(z)) = limsup % Z (T4 (z)) + lim ;1; Z F(T7(z))
k=0 k=0 1=0

1 ntj-1 n 1 n+jy-1
limsup;; L 7(T*(z)) = lim o limsup - L J(T*(2))
k=0 k=0

1 n+j—1 .
=1i . Ti(x)).
imsup -~ 32::0 [ (Ti(=))

Obtenemos limsup 1 5,(T7(z)) = limsup 1 S.(z) y analogamente

liminf 15,(T7(z)) = liminf }S,(z)

Esto muestra que si z ¢ E entonces S,(z,9) = 0y por lo tanto sup S,(z,g) =0y
de aqui que z & A{g). Por lo cual obtenemos E{a,b) = A{g).

Observacién 1 Nétese que de existir el limite (1) probamos que este es el mismo
sobre puntos de la misma drbita. ’

Por el lema 2 tenemos

/ gdp 20
Alg)

O sea

[ G-wdzo [ gaxm(Ee) )
E(ab) _ E(a,b)
Si ahora consideramos la funcién

a— f(z) sizé€E(a,b)
h(z)z{o ) SimgéE((a,b)

obtenemos nuevamente que A(h) = (a,b) y aplicando de nuevo el lema concluimos
que

[ @-nawzoy [ jisau(sen) (8
Ela,b) E(a,b)

Las desigualdades (7) y (8)implican que la medida de E(a,b) es cero dejando correr
a,b en los racionales obtencmos el teorema.
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Corolario 3
n-1

Si f esta en LP(u), entonces f*(z) = lim L% /(Ti(z)) pertencce a LP(n) y

satisface

i) [x frdp= [y fdp
il) f*(T(z)) = [*(z)
Demostracién

Tenemos que
n-1

@< Jim = 1 @)

n-—1

|t (z)P < hm Zlf TI(z))|)?

Entonces para ver que f* esta en LP(u), como |f+(z)|P es positiva basta ver que
este 1ltimo limite define una funcién integrable. Por ¢l lema de Fatou tenemos:

A . »
/;nl_i_{%o (%gzolf(TJ(x))l) dp < hmmf/ ( L‘f (T/(= )

n-1 n—-l
= liminf |2 37 /(@ @I} < limint(E 3 17 0 77,7
J'=0

y=0

p

RS =t
= liminf(> ) S {1/1),)7 = 17115
1=0
La igualdad * es porque T preserva la medida. Con lo cual obtenemos:

IF* 1l < 11l )

Para probar (i) del corolario 3 consideramos el conjunto. C(a,b) = {z € X :a <
f*(z) < b} Definimos nuevamente

{f(:c)—b Si z € C(a,b)

=) =10 Siz ¢ Cla,b)

Volvemos a tener que A(g) = C(a,b) con lo cual aplicando el lema 2 como en el
teorema 1 obtenemos

/ fdu < bp(C(a,b))
C{a,b)
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De la misma marnera concluimos que

au(Cla,8)) < [ Fd

Cla,b)

Por lo tanto

euOe) < [ fiusu(Clab))

C(a,b

ademds por definicién

ap(Cla,b)) < / frdp < buCla,b)
Cla,b)

concluimos:

< (b - ﬂ)#(c(a,b))

[ frdp - / fdu
C(ab) C{a,b)

Si fijamos un nimero natural ¢ y consideramos e y b de la forma ,f,—, ‘%’- con p
entero obtenemos: :

’ [Fra-fras SN[ - | fdu’
X X p=—00 C('n%'n:tﬂl) C(iff'&:%l)
_1_ p+1 1

L4 —— -~
qll(c(§a$ od )) - 29

(33

00
< 2
p=—-00

Debido a que la medida de X es uno. Haciendo tender ¢ a infinito se sigue que

/Xf'“’du=fxfdu

La demostracion de la segunda afirmacidn, esta ya hecha en la prueba del teorema
cuando probamos que si = no estaba en E{a,b) implicaba que sus iteradas tampoco
estaban, probamos de hecho que los promedios coincidian {Observacién 1).

Lo que nos interesard posteriormente sera estudiar la 6rbita de un punto pero no a
través de una funcién sino a lo largo de un flujo p*!. El promedio de una funcién f
en L*(u) sobre fa érbita de un punto serd:’



Definicién 7.-Un flujo ¢ en X preserva la medida si ! preserva la medida para
todot € R.

Teorema 4 (Birkhoff para flujos)

Sea (X,%,12)"un espacio de probabilidad, ¢ un flujo que preserva la medida. Entonces
para toda f en L'(y) el siguiente limite existe en casi todo punto.

Stz llm—f I{et(z))d

T e T
Demostracién
Definamos la siguiente funcién:
1

F:X->R  F(z)= ; Flet(z))d

Afirmamos que:

Ya que

De esta manera

n—1

1T,
im - _E 7
lim T./(; [H{e{z)) nll{n - F(©?(z))

T—0c0

Lo que queda por hacer cs demostrar que F esta en L! (1), ¥ luego aplicar el teorema,
de Birkhoff para el caso que ya probamos Para demostrar esto utilizaremos el
Teorema de Fubini.
Teorema § (Fubini)

"8 (X, Y u) v (Y,B,A) son espacios o-finitos (unién numcrable de conjuntos de
medida ﬁmta) y g es una funcién AxB medible.
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Y si definimos

¢($)=/Ygzdz\ ' fl)(y)=/ gydp

4

Donde ¢, : ¥ — R definida como g.(y) = g(z,u) v g9y : X — B definida como
gy{z} = 9(z,y). Entonces ¢ os AU-medible, 1 es B-medible y

/:\’d’(z)d# = /:nyg(zﬂ)d(u X A) = /Yt'b(y)d’\

La demostracién de este teorema escapa a nuestros propdsitos. Una prueba puede
ser encontrada en [R1]. En nuestro caso (Y, 2, A) sera el intervalo {0,1] con los
boreleanos (la o-dlgebra generada por lo abiertos) y la medida de Lebesgue.

Definimos h : X x I ~ R como h{z,t}) = f(»'(z)}. Supondremos que f es no
negativa y en consecuencia h es no negativa para aplicar el teorema; posteriormente
nos ocuparemos del caso general, & es AxW medible pues  es continua y f es
medible. Siguiendo el teorema obtenemos:

1
Flz) = /0 ft@a = [ na

Son medibles y

ahora

¢(t)=/xfopl(x)dp=/xfdu=r<oo

Donde la segunda igualdad es porque ! preserva la medida. Con lo cual obtenemos
1

/}(F(z)du ::/ rdt =r (10)

0

Lo que implica que f esta en L!{p). Para ver el caso general dividimos a nuevamente
f en su parte positiva y en su parte negativa.

De esta manera f = fu ~ [~ ¥

F(z) =/;lfgot(x)dt=/(;lf+go‘(z)dt~'/;1f~go‘(z)dt )
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Si definimos F} = fo frot(n)dt y Fy = fo [-t(z)dt obtenemos que Fy yIy es-
tan en Ly(y) y en consccucncm F tiene integral ﬁmta, con lo cual terminamos la
demostracién del teorema 4.

Corolario 6
Si f esta en LP{y) entonces f*(z) = Tlim r}:foT flpt(z))dt esta en LP(p) y
—o0

) Jx frdu =[x fdu

i) f*(0!(z)) = f*(z).

Para probar la primera afirmacién notese que de la férmula (9) si [ esta en LP(p)
entonces F esta en LP(u) y que

ff(z)= lim = Z Flp (11)

n-soo 1,

y luego apliquese el corolario {3). Para probar (i) tenemos nuevamente por la
férmula (11} y por (i) del corolario 3 que

/f*du:/ Ftdu= | Fdu
X X X

Ahora recuerdese que por la ecuacién (10) [, Fdu = r = [, fdp. Finalmente (ii)
se prucba igual que antes.

Demostremos ahora ¢! siguiente:

Teorema 7

El promedio orbital del flujo es ¢l mismo hacm adelante que hacia atris, es decir,
para toda f en Ll([l,) se txene que f*(z) = f~(z) cn casi todo punto. Donde
f-= hm fo

Basta tomar funciones positivas pues descomponiendo como antes en su parte posi-
tiva y en su parte ncgatxva obtenemos que f+ = f+ —~f+ y f" = j'+ f_ ; entonces

si tuvieramos f¥ = f7 y /¥ = 7 concluimos que f* = =

Para demostrar el tecorema necesitaremos los siguientes

Lema 8

Si f estaen L'(s) y f > 0 hay una sucesién [, en L?(4) que tiende a f en norma
uno y que f,, es menor o igual que f.

Teorema 9

E! espacio vectorial L*(i) con el producto interior {f,g) (f\ lfg]dp.) i es un
espacio de Hilbert. Es decir es un espacio vectorial con producto interior, completo
con la norma inducida por este. :
Teorema 10

- Si H es un espacio de Hilbert, M un subespacio cerrado de H entonces H se descom-
pone como suma directa de M y el ortogonal a M (M)
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La demostracién del lema la dejaremos para después. Las demostraciones de los
teoremas 9 y 10 pueden ser encontradas en [R1].

Continuando con la demostracién del teorema 7, tomamos una sucesién f,, de las
caracteristicas del lema 8, tenemos que

if = fm]™(2) =

lim
T—o0

T
7| 1 - il
T T
= Jim 7 [ S i 2 [ e

fHe) = fi(@) =17+ = [il=)

Por (i} del corolazio (6) tenemos
[ 17= tuldi= [ 17 = gl = [ 17 =il
X X X

Entonces la convergencia de f,, a [ en L'(u) implica la convergencia de f a f*-
en L(u), analogamente la primera condicién implica la convergencia de f; & f~

en L'(p). De esta manera basta demostrar el teorema cuando f esta en L?(u) ya

que

/i.f*—f‘|=/xlf+—f,i+ﬁi—f‘+f,,+,~f,:1du

< [ 17 = T+ [ 1= Pl [ 1= Tl
X X ! X
i < § + % +0sim es suficientemnente grande

Y de aquf que ||f* — f'”; = 0 lo que implica que /¥ = f~ en casi todo punto.
Para demostrar el teorema en L?(u) consideramos el subespacio F = {g : ¢ €
L?(u), y g(w*(x)) = g(x) c.t.p. para todas}. F' es cerrado, pues si consideramos
una sucesién g, en F tal que lim||g, — gll2 = 0. Tenemos:

1

low* = alls = ( [ oe"(2) - o)

2

= ([, low*(e) - me*(e) + 9nls) - o(alfdu)

< ([t @) = e @)+l - s(alfin)”
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(*) S(/ lgo*(z) — g’ ()] du) (/ lgn(z) = g(z I’du>
(/ lg(z) = gn(= l’dn>‘+(/ Ia(r)—gn(m)lzdu)%

< £ + £ si n cs suficientemente grande

La desigualdad () es por la desigualdad de Minkowski, y la igualdad () es porque
* preserva la medida. Concluimos que flge? —glla = 0y por lo tanto que gp*(z) =
g(z) en casi todo punto. Con esto probamos que g esta en F y en consccuencia F
es cerrado.

Ahora utilizando los tcoremas 9 y 10 consideramos IT : L?{(1) — F la proyeccién
ortogonal Mostremos que I{f) = f*, f = (f f*) f* por (i) del corolario (6)
f+ esta en F tenemos que mostrar que f — f+ esta en F+, Consideremos g en F

entonces:
— fgdy = dp — f+qd
/;{(f 7 )edp /xfgit /ngu

=[ f*é*du—/ frodp

X X .

=/ f*gdu—/ fredp=0
X X

Andlogamente se prueba que f+ =TI(f) = f‘ , con lo cual concluimos que f"‘ = f+
en casi todo punto.

Demostracién del lema (8)
Sea an = f}n,n+1) y Ay = f(0,n) definimos

[ flz) size A,
f"(")’{o siz € AS

‘Entonces f, esta en Leo(it) y en consecuencia en L*(n) ademds fu(z) < f(z)
Demostremos que lim ||fu — flj1 =0
n-—-1o0

W = Flls = /x (o= fldp = /A fdu

oo .
Pero tenemos quefx fdu = Z f Jdp < oo lo que implica que dado € > 0 existe

n tal que E fa fdp < €y como Z f fdu = fA, Jdp obtenemos el resultado.
j=n
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§ 2 Ergodicidad

Seguimos trabajando con espacios de probabilidad, si ¢! es un flujo con t € R
decimos que.un conjunto E es o-invariante si p*(E) = F para todo ¢t en R.
Anilogamente decimos que una funcién f: X — R es p-invariante si f{p!(z)) =
f(z) para todo t en R. .

Definicién 8 Un flujo ¢ es ergddico si todo conjunto invariante tiene medida cero
o total.

Teorema 11

Sea (X2, 1) un espacio de probabilidad ¢ un flujo que preserve la medida entonces
las siguientes propiedades son equivalentes :

(i) ¢ es ergédica
(ii) Si f esta en L'(x) y es p-invariante entonces es constante en casi todo punto
(i) Si f esta en LP(u) y cs -invariante entonces es constante en casi todo punto

iv) Para todo Ay B en U vale que

T
lim pe {4) N B)dt = p(A)u(B)

Twro0 Jqo

(v) Para toda f en L'(u) se ticne que :

f(z:) = [ fdu c.t.p.
X

Probaremos
1=2=3=1, y 2=>5=4=1

1 = 2 Sea f en L'(p) p-invariante. Definimos 4. = {z : f(z) < ¢} Por 1a inva-
rianza de f concluimos que el conjunto A. es invariante para toda ¢. Por ser ¢ un
flujo ergddico tenemos que la medida de A, es cero o uno. Si ¢ < C tenemos que
A. € Ac con lo cual p(d;) < p{Ag) Sea :

K =sup{c: u(d:) =0} = inf{c : p(4.) =1}

Mostremos que f = K en casi todo punto. Consideremos a, y b, sucesiones
mondtonas creciente y decreciente respectivamente que tiendan a K. Ahora

p({z: f(z) < K}) = p(UAa,) < Zu an) =0

e 1) > K3) = pUX = 40)) € FulX - o)

Con lo cual tenemos ,u({:c :f(z) #K}) =0
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2 = 3 Recordemos que L¥(1) esta contenido en L'(y) por ser la medida finita y por
lo tanto si f esta en LP(u) y es p invariante estara en L!{st) y por (2) es constante
en casi todo punto.

3 = 1 Si A4 e$ p-invariante concluimos que su funcién caracteristica es yp-invariante.
Esta es ademas acotada y por lo tanto esta en LP(i) para toda p. Entonces y 4 = a
en casi todo punto donde ¢ es igual a cero a uno. Por lo tanto

;L(A):/ xadp =a
X

Lo que implica que p(4) es cero o uno.

2 = 5 Por el corolario (8) tenemos que f+ estaen LY(u) ¥ que es p invariante, f
es constante en casi todo punto. Ademds por (i) del mismo corolario y porque la
medida total es uno tenemos que:

ffd,u.:ff:f(x) c.t.p.
5 =» 4 Tenemos que Tlim %foT Xa®'(z)dt = Xa = [ xadu = p(4). Entonces:
—-—00

w(A)u(B) = u(4) /Yxmiu - /A (A)xpdi

=/x (Tl'iiléo%/f(xlw'(x)df) xpdy
(1) = 111{%0'1:/ (/ (xalp ))dt) X pdu

@ =m 3 [ ([ xaleexann) a

Tl‘l"mt/ (/ ""’""")x"d“)d"

= lim = (tp"‘(/l)ﬂB)dt
T—oo { 0
La igualdad (1) es por el teorema de la convergencia dominada ya que

%.—foT(xAgo‘(z)dt)xg <1y 1estaen L'(n) pues la medida de X es finita. Lo
igualdad (2) es por el tcorema de Fubini con la funcién k : [0, T] x X ~+ R definida

como h(t,z) = xpxalp(z)).
Finalmente 4 = 1 Si A es ¢ invariante tomamos 4 y A° entonces

T
KA)(A9) = Jim = fo plp!(A) N Addt = Jim % f (AN A9)dt =
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Concluimos que p(A)z(A°) = 0 lo que implica que () es cero o uno.
Cuando tenemos una transformacidn medible T que preserva la medida, y fjamos
un conjunto A medible podemos definir :

S 0< i< 7
Hz,4) = lim #{7:0<57<n: Ti(z) € A}

N0 n

El l{mite a Ja derecha nos mide intuitivamente cuantas veces pasa la érbita de ¢ por
n—1 i
el conjunto A. Tenemos que 7(z,4) = lim 2 3 x4(T7(x)) = ¥a. Motivados por
n-—oo J‘=0

esto definimos, ahora para flujos el tiempo de estadia media como:
m{z, A} = hm ——/ Xapt(z)dt = Xy

Proposicién 12 .

Sea p un flujo este es ergddico siy solo si para todo A medible se tiene que r(z, 4) =
1(A) para casi todo punto.

Una manera de reformular el teorema es “Hay que verificar la propiedad (5) sélo
en Jas funciones que son funciones caracteristicas de algun conjunto mcdxble para
concluir la ergodicidad del flujo.”

Demostracién

Supongamos que ¢ es ergédico entonces en casi todo punto, tenemos:

(z,4) = x4 = /; Xadp =/ Nadp = p(4)
by X

Inversamente sea A un conjunto (o invariante supongamos que es de medida positiva,
mostremos que ¢s de medida total. Por ser A invariante obtenemos que 7(z, 4) =1
para todo = en 4. Por hipdtesis sabemos que 7(z, A) = p{4) en casi todo punto
pero por lo anterior r{z, A4) es igual a uno en casi todo punto y por lo tanto la u(A)
es igual a uno.

 Los teoremas 11 y 12 tienen sus andlogos para transformaciones en lugar de flujos.
Las demostraciones son esencialmente las mismas, estas pueden ser encontradas en
[M1)]. De hecho las pruebas aquf presentadas son adaptaciones de estas.

Bl siguicnte teorema muestra lo complicado y enmarafiado que llega a ser un sistema
ergédico.

Teorema 13

Sea (X2, 1) un espacio de probablidad, ¢ un flujo que preseva la medida y ergédico.
Supongamos ademas que X es un espacio métrico separable y que la medida de los
abiertos no vacios es positiva. Entonces casi todas las rbitas son densas.

Demostracién
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Sea pr, un conjunto denso en X definimos los conjuntos V,,(pwm) = {z : d(z,pm) <
LYy Alpm,n) = {z : p!{z) ¢ Vi(pwm)para toda t} Veamos que p(A(pm,n)) = 0
Por la proposicién (11) sabemos que

T(I)Vn(pm)) = }J'(y Vn(pm)) >0 ct.p.

En particular para casi todo punto existe t tal que !(z) € V,(prm) pues en caso
contrario T

1 (T .
T‘}ﬂnwf/ XValpn) ' (T}t = 11’.’;?/ 0dt =
De esta manera definimos 4 = {JA{p,,,n) la unién sobre todas las n y m, luego

w{A) < 2 #(Alpmin)) =0

Pmn
Finalmente probemos que las drbitas de los puntos en X — A son densas. Sea z
en X — 4, yen X y V una vecindad de y. Entonces cxisten p,, y n tales que
Va(pm) CV y como z € X — A existe ¢ tal que pi(z) € Valpm) C V.
Para terminar con este capitulo demostraremos un teorema que necesitaremos en
el préximo.
Proposicidn 14
Si existe un conjunto F denso en L'{u) tal que

f z) = fx fdu ct.p.

para todo f en F, entonces ¢ es ergbdico.

Para probar la proposicién necesitaremos el signiente lema que demostraremos pos- -
teriormente.

Lema 15
Si denotamos por fu(z) = fo fgo }dt entonces fy, converge a }' €1l Norma uno.
Prueba (Proposicién) Deﬁmmos fn como en el Lema 15, por este tenemos que:

1= [ rauti= Jim s [ sauly
Por el teorema (11) ((5) implica (1)) nos basta ver que
Jin = [ s =0

Sea g en F tal que |[f — gll; < § definimos g, como en‘el Lema 15 tenemos que gn
tiende a § y por hipotesis
7 ~/ gdpfy =0
x

Escogemos Ny tal que n > Np implique

£
i lon— [ odul < 5
X
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Entonces
" — d <itfn = gnllt + lign — d !
I, / Jdully <|fn = gnlli + llg /»g Kl ’/xgd'u /de,ul

Hf,.—gnlh~f l—f fet dt—-/ﬂngp‘(x)dqdﬂ
<[ ([ w-aeei) a
0 =3 ([ - aetalian)
L[ ([ o) a

=/ -l <%

(1) Es por el teorema de Fubini, (2) es porque ©* preserva la medida, ahora

I/ngu—/xfduls_/xlg-f|=ng~fu1sg

Y si n > Ng obtenemos que :

1 = / Jiuls <

wlm
lef'l

Prueba de! lema 15

Consideremos primero el caso en que [ esta en L%{u), tenemos por el teorema de
Birkhoff que la secuencia |/ ~ f,| converge a cero en casi todo punto. Y que:

. ) 1 n i 1 n
i< Jim 3 [ et < im 2 [ et = 10n

Por lo tanto || fllee < [|flleo ¥

1F = £l <11 lloo + 1fllo0 1 < 20 lleo

En consecuencia la susecién |f — f,,| esta acotada por una constante y aplicando el
teorema de la convergencia dominada obtenemos

dim 17~ Sl = Jim [ 1= oldn= [ i 1F = = 0

En el caso general tomamos & en L™(y) tal que |[f — k|l1 < §. Tal k existe por el
Lema 7, no por el enunciado sino por la prueba. Escogemos IV tal que’
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- €
”h - hn”l < 5
S$i n es mayor que N, entonces

1F = Fally SN = Ry + 1 = Ball + 1hn = fals

Por los mismos argumentos que en ¢l teorema anterior obtenemos que

W = Rl S S = kil < 5

Recordamos gue por la férmula (9) del corolario 3 que “f“, < y como f=h=
(f — k)" tenemos

W =By -l <

Y si n es mayor que No obtenemos que:

”f"fn”l < 'g‘ + -+

wm
ol m

Concluimos que f, tiende a f en L(n).
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CAPITULO 3

FLUJOS GEODESICOS EN SUPERFICIES
DE CURVATURA CONSTANTE MENOS UNO

Introduccion

Este capitulo consiste en una serie de proposiciones para finalmente probar el Teo-

rema de Hedlund - Hopf {Teorema 12 Jque afirma: El flujo geodésico en una superfi-

cie compacta de curvatura menos uno es ergédico. Un bosquejo de la demostracién

pucde ser una buena introduccidn para este capitulo.

-Sea M una superficie compacta de curvatura menos uno.

-El Teorema 21 del capitulo 1 nos permite ver a M como un cociente de H? por

un subgrupo de isometrins. Esta proyecccién permite definir una proyeccién de

T\ H - T\ M

~Definimos una medida “natural” invariante en T\ M.

-Para verificar la ergodicidad del Aujo geodésico usaremos el Teorema 11 y la

proposicién 14 del capftulo 2; Es decir probaremos que para toda funcién continua

f:TyM — R el promedio hacia adelante {f*) es constante en casi todo punto.

-Construimos dos flujos mas (el horociclico expansor pf, y el expansor @f), cuyos
. s . 9

campos, junto con el geodésico forman una bhase de T, Ty H* para todo z en T1 M.

Como los campos son invariantes podemos definir los correpondientes campos en

T\ M.

-Probamos que si ¥ esta en la érbita de X bajo (2° (12°) en Ty H? entonces la distan-

cia entre Gi(X) y G¢(Y) decrece exponencialmente cuando ¢ es positivo {negativo).

-Como consecuencia de csto obtenemos que los promedios de funciones f : T1 M — R

hacia adelante (hacia atras) de dos puntos en la orbita del horociclo contactor

(expansor) son iguales.

-Por el Teorema 7 del capitulo dos f*{z) = f~(z) en casi todo punto. Ademas

“puntos en la misma érbita del flujo geodésico tienen promedios iguales tanto hacia

adelante como hacia atras. La idea ahora, es adaptar el problema, gracias a que los

campos son linealmente independientes a la siguiente situacién en B%. Supongamos

que en R® tenemos dos funciones reales gy, 99 (f~+, f7) tales que gy = go ¥

i} gy es constante en las rectas paralelas al eje X (f+ es constante en la érbita del
flujo contractor)

ii) g7 es constante en las rectas paralelas al ¢je ¥ (f~ es constante en la érbita del
flujo expansor)

iii) g1, 92 son constantes en las rectas paralelas al gje Z (f",f“ son constantes en
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la érbita del flujo geodésico)

Concluimos que ¢; (f.*”) es constante pues si (z,,y;,21), (T2, ¥2,22) son dos puntos

en R® tezu;mos )

1 2 3 4 5

a{zny,21) = oz, v,21) = alz2, 1, 22) e 92(z2, 11, 22) W 92(z2,v2, 22) © 92(%2,y2, 22)

(1) es por (i)

{2) es por (iii)

(3),(5) pues g1 = g

{4) es por (ii)

Usando esta idea probamos que f* restringido a un abierto es constante en casi

todo punto.

Finalmente por la conexidad y la compacidad de Ty M lo anterior 1mphca que es i
¢s constante en casi todo punto.

§ 1 Medida en el Haz Tangente

Primero definimos un producto interior en el haz tangente. Sea (z;,v) e TM
tomamos V, ¥ en Ty, ,yT'M. Escogemos curvas aft)=(p(t),v(t)), B(t) =(q(t), w(t))
edaptadas 2 V' y a W respectivamente; Es decir (p(0),v{0)) = (9(0), w(0)) = (p,v)
y V=(p'(0),v'(0)) y W =(4'(0), w'(0)). Definimos el producto interior en TM por

VW )0 = ATV, d13V)), + (22 (01, 22 0,

Donde IT : TM — M es la proyeccién; Y ?“”, %%"- son las derivadas covariantes
de los campos v(t),w(t) a lo large de las curvas p(t),¢(t). El producto esta bien
definido ya que la derivada covariante csta dada por la férmula

d 'd. d
-—_—Z vk+zr,J ]d}; 5’;}:

Es decir 32(0) sélo depende de v(0) y de las derivadas de v(t) y p(¢) en cero.
Ya definida la métrica y cvando la variedad es ovientable (como en el caso de

cualquier haz tangente ver [C2| Jobtenemos vna forma de volumen de la siguiente
manera. Si la base esta positivamente orientada definimos

Vp(vy s 0n) = (deile )3

Donde a;; = (v;,v;). De esta manera podemos definir la medida integrando en
pequefios abiertos

pu(U) = /;}p(x)da:, BT
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Donde I es la imagen de U bajo alguna carta positiva y p(x) = ”(3%{""’ ‘z )
= (det(gi ;))3. Al coeficiente p(x) sc lc llama densidad de la forma de volumen de

las coordenadas usadas.

Para verificar que no depende de la parametrizacién escogida utilizamos el Teorema
de cambio de variables para integrales. En efectosi &y f son dos parametrizaciones,
9,7, Ji,; los coeficientes de la métrica y r es el cambio de coordenadas tenemos que:

dr
=)

Mg

[ s ohriy = [ (et o)
v U

Y como b = for tenemos que ‘%ﬁ- = df(f;’;) concluimos que g;,; = (%)T(@,k)(%)

Por lo tanto

dr . dr
(95) = () ) 32)
Se sigue que

2

dat(gi ) = det91) (I (55)

Concluimos por (1} que

[ ety = [ (dertaistd)bax
v v

Por lo tanto el volumen (la medida) esta bien definida.
Teorema 1 (Liouville) (ver (C3])

Sea M una variedad Riemaniana, F un campo y v su forma de volumen. Tomamos
una carta donde F se escribe como

=i = F(z),...,z, = F,(z)
Y la forma v como
v=p(z)dr, A... Azy

Entonces una condicién necesaria y-suficiente para que el flujo !, asociado al campo
‘F preserve el volumen es que

div pF = Z
k

Una prueba intuitiva del Teorema es la siguiente, por el Teorema de la divergencia

=0

d(pFy)
d

Lk

(F-n)pa's:/ div{pF)dzdy
an R
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I F Pensamos en el flujo de un liquido con densidad

" p(z) interpretando el lado izquierdo como la canti-

dad de masa que entra a la regién R. Obtenemos

por un lado, que si la divergencia de pF es cero la

cantidad neta de lo que entra es cero. Es decir al menos infinitesimalmente no entra

mas masa de la que habia. Inversamente si para cualquier regién siempre entra lo

mismo de lo que sale concluimos que para cualquier regién fR div(pF) = 0 y por
ser ésta arbitraria concluimos que la divergencia de pF es cero.

A continuacién la prueba del Teorema, podemos restringirnos sin pérdida de gene-
ralidad a cuando los abiertos y el tiempo son pequenos.

Tomemos U una vecindad coordenada de M, f una funcién concentrada en U, es
decir que su soporte este contenido en U. Tomamos T suficientemente pequeno
para que f(p'(z)) también esta concentrada en U si [t| < T. Para la invarianza de
la medida cs condicién necesaria y suficiente que para todas estas f tengamos que

fpdz; ... dz, = f(pY)pdzy ... dz, (2)
M M

Es suficiente ya que si E es pequeno con f = yp obtenemos que

Y la ecuacién dos es una consecuencia de que ! preserve la medida.

La ccuacidn dos es equivalente a que para toda [ se tenga que

= fz /M I(#!(2))p(2)dz1 .. dzn li=o (3)

/f 5?) dl‘l .dz, |t=0

..-/ dt ( )dIl d-’la‘n lt:u

Tenemos que

= [ It 1 2 = / Y = ) k(e .. don

Valuando en cero obtenemos

ot [ YL
'0 R /U g o (@) e(alp(z)day ... dan
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/ 1)[‘ Vf(z)dz, .
Ui dIL

Entonces como f es arbitraria, tenemos

S d0F) _ jinipr) =0
k=1 Tk

La igualdad (*) es porque si definimos el campo h como fpF obtenemos por el
Teorema de la divergencia que

/divh:/ h. ndS =0
U av

Pues k se anula en la frontera por hacerlo f, luego

L3 L@t i+ [ 31

Con lo que terminamos la demostracién del teorema 1

z)f(z)dzy...dzp =0
k=1 dz"

A continuacién caleulamos p(z,y, w1, wa) la densidad de la forma de volumen en las
coordenadas canénicas de TH?; Calculamos entonces la matriz (gi,;) de la métrica

en TH?

a d
gi,j(P,w) = \;’52: (p:w)x b;;’ (p)w»(p,w)

= <dn(£_),dn(£7)),, + (%?(0), Dd—'f(o)h

Las curvas que tomaremos adaptadas a las curvas a 0_— serdn las propias curvas
coordenadas. Usando nuevamente la férmula de la derivada covariante y usando
que los simbolos de Chritoffel en H?, segiin el apéndice 2, son:

1 -1
=T?,=Ti,=0 T} = 12
1,2 2,2 12 v 2 Y

Obtenemos




D'Ug

=z =0
DU4
o = (0,1)

Entonces la matriz del producto interior serd

Lo witwy 0 Zwy
v? yt y* v
0 1 w? +wl2 —w) wy
PR v

— Wy 1
yS yd . 0
wy Wy 1
y® y* 0 y?

Para calcular el determinante observamos que la matriz ¢s de la forma

a 0 v uvs

0 b vy wy
L [ 0
vy W 0 d

En consecuencia el determinante, es desarrollando por menores,

a(b{cd) —va(vad) —va(vsc)) + vy (vy(v1vg—~vav3) ~b{v1d)) =~ v3(b(cvs)+va(v1v4—v3V2))

2,2
= abed — adv% — acug + va?l — VU4V V3 — b(ivl2 - bcv§ — Y3UU U4 — U3V

= (vyvg — vav3)? + abed — adv? — acv? — bdv? — bev?

En nuestro caso ademds

Y obtenemos la férmula

(v} -+ v2)? +a%e? -~ 2ac(viv?)

= (oF + 02 —ag)?

Sustituyendo, el determinante de la matriz del producto interior es

(w§+z)i_ 1 _w?+w§)2
N L T y®
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y*

El campo geodésico en estas coordenadas es, segin lo que vimos en el capitulo 1.

Entonces la densidad que buscamos es p(z,y, w,wq) =

Gi(z,y,wy,wy) = w,

G2($,3/, wy, w2) = Wy

— 2wy we
Galz,ywy, wy) = — 2}, I‘}l]-w;w,- = ”
5,
el _ N2 wil w%
4(I;y,whw2) = ?_fri,jwiwj = ~'(-y— - '?/‘)
¥
‘Entc}nces
) 9 ,w 8w,y 3 2wyw, 9 wi-uwt
div pG = —(—) + —(— o G (=t
—4 2 2
=0+ 2+ 1M

TTTET T e
v TS
Por el Teorema de Liouville concluimos
Proposicion 2
El flujo geodésico en T H? preserva el volumen (la medida).

Corolario 3

Sea M una superficie de curvatura menos uno, entonces el flujo geodésico en T M
preserva la medida.

Por el Teorema 16 del capitulo 1 sabemos que M es isométrica a H2/G donde G es un
subgrupo de isometrias de H? que actua libre y discontinuamente. Consideremos
p: H* - H?/G la proyeccién, que apartir de ahora escribiremos p : H? — M.
Definimos ahora P : TH? — TM como P(z,v) = (p(z),dpz(v)). El corolario se
sigue de las siguientes afirmaciones

i) P es una aplicacién cubriente

ii) P es una isometrfa local

iii} P manda el campo y el flujo geodésico (G, G*) en TH? en el campo y flujo
* geodésico (g,9') en TM

Demostracién (Corolario)
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Sean ¢ € TM y U una vecindad normal de q. Tomemos E y T suficientemente chicos
para que g*(E) este contenido en U para todo ¢ con |t] < T. Sea f : U — TH? una
inversa local de P,

Por (iii) tenemos que
o'(E) = P(G*(/(B)))
y por (i)

r(g'(B)) = Q(GH(S(E))) = DS (E)) = u(E)
Donde Ia segunda igualdad es por la proposicién dos.
Prueba de (i),(ii),(iii)
(i) Sea V una vecindad normal de p : H* — M Entonces TV es una vecindad
normal de P : TH? — TAlL
(ii) Para probar (ii) necesitaremos cl siguiente
Lema 4
Si h es una isometria, h preserva la derivada covariante. Mas precisamente si w(t) =
dh.yv(t) entonces %}’ = II%‘;%
Para su demostracién ver [C2].
Sean (g,v) € TH? y Wy,W, € TH?. Consideremos curvas (qi(t), wi(t)) adaptadas
a W;. Entonces P(gi(t),w;(t}) estan adaptadas a dPy(W;). A estas las llamamos .
{rs(t),z:(t)). Entonces

((lPUVl),(lP(I‘V:))p(q'u) =

= (400,700 )+ (222(0), 2220

= (a}(0),a4(0))y + ¢ 2r2(0), 222 ),

= (Wls LV?)(p,v)

Donde la segunda igualdad es por ser p una isometria local y por el Lema {4).

(iii) Es consecuencia inmediata de (i} y de que las isometrfas mandan geodésicas
en geodésicas.

Observacién 1 Las transformaciones de las cubiertas p, P son esencialmente las
mismas. Si g esta en la primera entonces (g,dg) es transformacién de la segunda.
Ademds nétese que por el lema 4 si g es isometria entonces (g, dg) también lo es.

" Si definimos f : TM ~ R como f(z,v} = [v]; f es una primera integral del fiujo
geodésico, puesto que la velocidad de un geodésica es constante. Esto muestra,
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en particular, que el flujo geodésico no es ergdédico en TAM. Como veremos poste-
riormente, la situacién cambia en el caso de que M sea una superficie de curvatura
negativa, si restringimos el espacio fase « f~!(1). Por lo pronto redujimos el espacio
fase en una dimensién, por otro lado por cl lema de homogeneidad al entender que
pasa en Ty M = (1) habremos comprendido todo el sistema.

Observacidn 2 El dnico valor eritico de [ es el cero, por lo tanto f~!(r) es una
subvariedad suave de TM de codimension 1 para toda r mayor que cero.{Denotemos
por T.M = [~(r))

Quedan por aclarar dos preguntas

i) ; Cual es la medida en Ty M 7

it) ¢ Por que es invariante esta medida ?

T\ M como subvariedad de T'A tiene una métrica natural inducida por la métrica
en TM; Y por lo tanto como ya vimos una medida.

Para ver que esta medida es invariante necesitaremos el siguiente
Lema 5
Para cada (p,v) en TH? con v distinto de cero existe una parametrizacién H alrede-
dor de (p,v) con las siguientes caracteristicas
a) Dejando fija la primera coordenada, las otras tres parametrizan un abierto de
T.M para un cierto r.

aH T ' . 2 .
b) El vector 5z, os unitarioy ortogonal a T, H* para toda r mayor que cero:
Construccién
Sea I/ < B®y I : U — T\ H? una parametrizacién de un abierto de Ty H? que cubra
» 7~ Entonces h{z) = {(h1{z}, ho(z)). Definimos

H:UxR*— TH?

H(z,s) = (h(z), sh2(z))

La curva {ri{t),v1(t)) = (Re(x),{jv] + t)ha(z)) = (p.]v] + t)ﬁ[) esta adaptada a
81 en (p,v). Sea W2 € Ty (TiwH?) v una curva (ry(t),va(t)) adaptada a Wa.

Bs
Podemos suponer que ésta, e$td contenida en Tl,,le.

Calculamos
ay )y = (¥, (S, + (S0, 22O
a0 (TR0, e
= i 0.0
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Por como tomamos vy (t) tenemos que

(v2(t),02(t)) = |}
Concluimos que

sz

(20 0a(0)p =0

Pero como v,(0) = v pues la curva estaba adaptada tenemos que {2%2(0),v), = 0.
Concluimos que

JdH
(I'VZ) ‘0;') (pv) = 0

Ahora oH ol
; v ov

=, 25 = (0,00, + (my ) = 1

<as’(98) ( >P i'(ws lvl)
Con lo que terminamos la demostracién del lema.
Proposicién 6
Demostracién
El flujo geodésico preserva la medida en Ty H2,
Sea U ¢ TyH? Si denotamos DU, = t<J sV con v E‘ U. Tomamos la parame-

8 E

trizacién dada por el Lema 4, denotamos por v, las medidas en TH? y T, H?
respectivamente, Sea p(z) la densidad en esta parametrizacién.

Sea

1+e
 g(e) = v(DU,) = /;:u p(z)dzy...dzq =./; J(=z1)dzy

Donde f(z1) = [ p(z)dzqdzadzy

" Por el desarrollo de Taylor

9(€) = g(0) + ¢'(0)e + o(€?)

=0+ f(1)e + o(e?)

Afirmamos que f(1) = u(U) Esto yr que

, a1 0
- (g )i = delt?
p(z) = det7(gi;)i,j=1..0 = de (0 (g.',j)f,j=z...4)

= det (i )i j=2..4
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Que es precisamente la densidad de p.
Ahora puesto que la medida se preserva tenemos que

g(e) = v(G*(DU))
= v(D(G'(U))c)

Esta dltima igualdad por la invarianza de T, H? bajo el fujo. Y procediendo igual
que antes tenemos que

9{e) = p(G'(U))e + ofe?)

Por lo tanto

£—0 £ e—0 I

Corolario 7

Sea M una variedad con las hipétesis del Corolario 3. La medida inducida en TYM
es invariante bajo el fiujo geodésico.

Sea P : TH? — TM como P es isometria local tenemos que Plp, 3 : TV H? — T\M
sigue siendo una isometria local y proyeccién cubriente. Ahora sigase la prueba del
corolario 3.

§ 2 Horociclos

Durante toda esta seccién, para no tratar casos especiales en las definiciones adop-
taremos la convencién de considerar a las rectas como circulos con radio infinito.

En el modelo del semiplano superior las geodésicas son (geométricamente) circulos
ortogonales al eje real. Sea z = {p,v) € Ty H? tomamos la geddesica en H? que pasa
por py direccién v. Definimos los puntos co(z), —oo(z) & los puntos de interseccién
de la geddesica {el circulo ) con el ¢je real, oo{z), cuando se recorre la geodésica en
la direccién de v y —oo(z) en el otro caso. A los circulos tangentes al eje real que
pasan por p y por oo(z},—~co(z) los lamamos los horociclos contactor y ezpansor
respectivamente. Sera conveniente parametrizar estas curvas por longitud de arco;
Asi hS(t,z), he(t,z) denotarin esta parametrizacién de tal manera que h°(0,z) =
h%(0,z) = p y que las bases {v, ﬂ%g'—’:)|1=0}{v, d—'%(:-'ﬂ]ho} sean positivas.

Denotemos por n°{t,z) (n®{t, )} el campo continuo normal unitario a lo largo de
ke(t, z) (he(t,z)) de tal manera que n°(t,z) =v (n°(t,z) = v)
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§i no hay lugar a confusién llamaremos tambien horociclo contractor (expansor) a
la curva en TYH? He(t,z) ="(h(t, z), n°(t, z)) (H°(t, 3) = (he(t,z),n*(t, z))).
Definimos ahora dos flujos en Ty H?

W TVHYx B — T, H? p*:TVH> x R - T\ H?

[z, t) = H(t, z) oz, t) = H°(t,z)

Hay que verificar que:

l) Yo =id

”) Pat+t = Ps O QL

i) Es clara.

if) Basta ver que co{z) = co(pf(z)} vy que —oo(z] = —co(i0f(x]}. Puesto que en

este caso los horociclos coinciden geométricamente, y por lo tanto recorrer ¢ y luego

s es lo mismo que recorrer ¢ + 5. Tomamos cl circulo ortogonal al eje real que pase

por 0o(z) y ©¢(z). Este circulo es una geodésica y es ortogonal al horociclo en H?

he( z). Se concluye que cofz) = co(p${x)). La demostracién para el caso expansor
: { Pt P

es dnaloga. Estos dos flujos dan lugar a dos campos vectoriales que llamaremos

contractor y expansor respectivamente,

Proposicién 8

Los campos horociclicos y el campo geodésico son linealmente independientes.

Para probar la proposicidon necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 9

Dados dos puntos z;,z, € TyH? existe una isometria g : H2 — H? tal que g(p1) =

P2y dgp, (v1) = v2

Las inversiones con respecto a circulos ortogonales al eje real son isometrfas ver

[V1]. Para construir la isometriu requerida consideramos primero el circulo C;

ortogonal al eje real que une a z; con T, Sea m el punto medio, definimos Ty como

la transformacién obtenida al invertir con respecto al circulo que pasa por m y es

ortogonal a C;. Definimos ahora T3 la inversién con respecto al circulo que pasa

por o y que biseca a vy, dTy(v;). T2 o T} es la isometria buscada.

———\\ dTv A <

*

e TU——
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Lema 10

Sea h : H? — H? una isometria cntonces tanto h como (h, dh) llevan horociclos en
horociclos.
Entendidos los horociclos en H? el resultado es consecuencia de que las las isometrias
por ser inversiones mandan circulos en circulos; y entendidos en Ty H? se sigue de
lo anterior y de que los campos campos ortonormales van a campos ortonormales
por tratarse de una isometria. '
Por los lemas basta demostrar entonces que los campos son linealmente independi-
entes en un punto. Tomamos la parametrizacién punto-ingulo alrededor de (i, §1r)
las curvas correspondientes a los campos son
parag z(t) =0, y(t) = ety 0,(t) = 3m
para he zo(t) =t, y(t) =1, 0ot) = §m;
¢ = 1 -
para h® z3(t) = @iy, ws(t) = @y, Oa(t) = -

No calculamos explicitamente 03(t) pues como veremos mas adelante solo nece-
sitaremos saber que §3{t) # 0. Para calcular z3,y3 lo que se hizo fue. considerar
la transformacidon de Moebius que manda a la recta en el circulo considerado. Al
derivar los campos correspondientes obtenemos

0 1 wroe
-t 0 il’_-i?lt;’
0 0 05
Y evaluando en cero
0 1 1
-1 0 0
0 0 04{0);

Sélo hay que ver que 05(0) es distinto de cero para tener probado la Proposicién 8.

Ahora

{n°(t, (5, §m)), (1,0))
cos 03(t) = TL0)]

tenemos que

d . .3 1-t* -2
;i—th ({1, '2'7f)) = ((t7 +1)2 (2 + 1)2)

Por lo tanto

S e LA
n (ta(lv 5“)) - ((t2+1)2’(t2+ )2)
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Ahora

[

'(l, O)I(z.u) = '?;

-2

{n®(8),(1, O))(z,y) = m}ﬁ

) —2 —2t
coshlt) = T T wr e
Derivando
=22 + 1) 4+ 20(3(e% + 1)*2
sents ) = I LM+ )
Y evaluando en cero
scnf3(0)05(0) = -2 .

con lo que concluimos que 04(0) # 0.

En seguida justificaremos los nombres de contractor y expansor. Diremos “y esta en
horociclo contractor (expansor) de z”. Si existe ¢ tal que p§{z) =y (pf{z) =y)
Proposicién 11 '

Si z esta en el horociclo contractor de z entonces

i) gi(z)resta en el horociclo contractor de g,(z} donde g; es el flujo geodésico.

it} Para todo ¢ > 0 d{g¢{s),g:(z)) < ac™

Y si 2 esta en el horociclo expansor de z entonces

i') g:(2) esta en el horociclo expansor de g(z)

11") Para todo ¢ < 0 d(g,(z),0:(z)) < act

Sea z € Ty H? tomamos la geodésica en H? deter-
minada por . Por cada p en H? existe una dnico
vector v tal que co(p,v) = oco(z}. Consideramos
la familia de circulos ortogogales y una transfor- .
macién de Moebius que mande oo(z) al infinito;

o
Lds geodésicas van a dar a rectas perpendiculares al eje real y la familia ortogonal
de circulos a la familia de rectas paralelas al eje real. Basta demostrar entonces la

proposicién para este caso particular. L

Pero en este caso (i} es trivial, como la métricasolo Y * L

depende de y, si empezamos a la misma altura y P k4

recorremos la misma distancia llegamos a la misma

-altura Para probar (ii) sean p,q € H? tales que 5 3
B} [y

p=(p,y) ¥ ¢ = (q1,y) Sean z = (p, (y,0)),2 =
(¢,{y,0)) € TLH*. Entonces la curva a(s) = (s,v, (y,0)) satisface que a(p1) =z y
a{q) =y. Por lo tanto .



" d(n2) < /,, " 1o(s) s

Ahora

(e(8), &' (8)) ey = (dTled'(5), ATTe'(s)) (a,) + (D(‘;;O) {s), D(;; 0 ())(s,9)

Un céleulo sencillo usando la férmula de la derivada covariante y los sfmbolos de
Christofell, muestra que

D(y,0)
ds

(5) = (~1,0)

Entonces

(a”a’) = ((110)! (1,0))(;,1 v ((—1v0)7 (—1’0))(1’1.!!)

2 2
= - Px)
n P y y
Ahora y crece exponencialmente con respecto a ¢ (y(t) = €*).Por lo tanto

d(gi(z)9:(2)) <= & =ae™
Para demostrar (¢') y (it') se puede proceder de manera andloga o de hecho se puede
ver que si

S8i z = {p,v) y denotamos por z' = {p, ~v)

se tiene que

9e(z) = g—o(z')

Y que si y esta en el horociclo expansor de z entonces y' esta en el horociclo
contractor de z' y viceversa.
Por lo tanto

i") Si y esta en el horociclo expansor de z, y' esta en el horociclo contractor de z'
y por (i) tenemos que g,{y’) esta en el horociclo contractor de g.(z') y por lo tanto
g +(y) esta en el horociclo expansor de g_ ,( ).

1"} 8i y esta en el horociclo expansor
dg:(z),01(v)) = d(9-1(2),9-2(y)) S aet  si~t>0

" por lo tanto
d(gi(z), qe(y)) < aet  sit<0
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Por las dltimas observaciones del primer capitulo y por el lema 8 de éste. Podemos
definir los campos horociclicos en Ty M, siempre que M satisfaga las hipétesis del
corolario 3.

§ 3  Teorema de Hedlund Hopf

Teorema 12(Hedlund- Hopf) .

El flujo geodésico en una superficie de compacta de curvatura menos uno es ergédico.
Antes de probar este tcorema aun necesitamos los siguientes lemas.

Lema 13

Si f: M — R es una funcién diferenciable en una variedad riemanniana. Y v :
[0,{] = M cs una curva diferenciable parametrizada por longitud de arco. Entonces
existe s € [0,/] tal que

Fr0) = 1(2(0)) = (TS ()" (s

Demostracion

Sea ¢ = f o4 por el teorema de valor medio, existe s tal que

g(l) = g(0) _ f(v(1)) = f(~(0))

o) == = ]

Pero

gl(s) = df'y(a)"/’(s) = (vf(7(s))r7,(s)>

Y de aqui que

7)) = £(2(0)) = (25,2 ()

A partir de ahora M siempre serd una superficie compacta de curvatura constante
menos uno. Y ¢; denotard su flujo geodésico.

Lema 14

Con las notaciones del capitulo 2, sea f : M — R diferenciable tomamos z € T H*?
tal que f*(z) existe. Sea y en el horociclo contractor de x. Entonces

Consideramos X,Y puntos en la preimagen de z,y bajo el recubrimiento P, de tal
manera que Y este en el horociclo contractor de X. Sea F el levantamiento de f,
G, el flujo geodésico en Ty H?. Como P manda G; en g; tenemos que

F(Gy(X)) = /(9:(=))
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Por lo tanto

-~ T T -~
) = gim 7 [ pene= Jim 7 [ e = Fa

Basta demostrar entonces que F¥(¥) = F+(X). Como F es el levantamiento de
f, F esta determinada en la cerradura de un dominio fundamental y debido a que
Ty M es compacto éste s acotado. En particular |V F| esta acotado pues para toda

g transformacién de cubierta se tiene que Fog = F; por la observacién 1 obtenemos
que ¢ es isometrfa, en consecuencia

dFy(z) 0 dgz(v) = dF.(v) = (VF(z),v),
= (dg(VF(z)),dg(v))=z
Concluimos que
VF(g(z)) = dg.(VF(z))
y nuevamente por ser ¢ isometria
[VF(g(z))] = [VF(z)]

Por demostrar que

fm & / " PG = tim 7 / " PG e

T—oo T T—o0

Sea 7i(s) la geodésica que realiza la distancia de G,(X) a Gi(Y). Esta existe por
ser T.H? completo, y denotemos por s; a un punto sobre la geodésica v, tal que

F(G(X) = F(G(Y) = (VF(m(se)),ni(s0))d(Ge(X), Gu(Y)

Entonces

lim & / " PG(X) - F(G(Y)dt =

T—oo

Tr00

.1 (T . )
.7 /0 (VF(1e(se)), 74 (s0)d(Ge(X), Ge(¥))

1 (7 .
< Jim 2 /o IV F{r(s:)) [d(Ge(X), Go(Y )t

T—o0
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.- 1 T
< lim T/o Kae tdt =

il

Por lo tanto

Jim %/OTF(Gt(X))—F(G,(y))dzgo

T—o0

17
hm— F(G th<hm~— F(G(Y))dt
[ N )
Invirtiendo los papeles de X y Y obtenemos la otra desigualdad y ¢l lema estard
probado.
Corolario 15
Si debilitamos la hipdtesis de la diferenciabilidad de la f en el lema anterior y le
pedimos solo continuidad, este, sigue siendo cierto.
Sea € > 0 Como T1 M es compacto podemos encontrar una A diferenciable tal que

If~hl < é
T]l?loo——/ Hoi(= (ge(y)dt = hrn —-/ flae(z) = h(ge(z)di+
T
+ h.’.nm:%"/ h{gi(y) = S(ge(v)dt + Jlim *-/ h{ge(z) ~ hlg:(y)dt

eT €T
< —_—
< fim or tm oF

+o=¢

a2 ™m
wim

Corolario 16

Si [ es una funcién continua de 1M a & y si y esta en el horociclo expansor de ©
entonces [~ (y) = f~(z).

Si z = (p,v) denotamos, como zntes, z’' = (p,~v), definimos analogamente a y'.

. o1 /7 ,
Iy = lgr}w,f/ Fla-tly t-—"TlemT/O floe(y'))dt =

Tlgnwzl.—/ Toe(= dt—hm —/ flg-1(=z
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Pasemos a la prueba del Teorema 12. Para probar que el flujo geodésico es ergédico
es suficiente, por la Proposicién 14 del capitulo 2, que si f : TyM — R es una
funcién continua entonces f* es constante en casi todo punto. Basta verificar que
fT es constante, en casi todo punto, en una vecindad de un punto arbitrario. Ya
que si definimos Ay = {z;existe una vecindad U donde fly, = & c.t.p.} éste es
abierto y cerrado. En consecuencia para alguna ko tenemos que Ay, = TYM. Sea
B={z: f"‘(z) # ko} para demostrar que p(B) = 0. Por la compacidad de Ty M
tomamos, una subcubierta finita Uz, ... Uz, de la cubierta dada en la definicién de
Ak,- Definimos B; = BN U;,. Entonces u(B) < 3 p(B;) =0.
j

Sea g € T\ M 6y, &, 63 >0
Definimos

75, {zo) = pf{zo) con |t <&
05,5, (%0) = 05 (0i(z0) con |t| < by,ls{ < &

Us, 82,85 (z0) = @7 (a5 (i (20) con  [t] < &1, [s| < ba, r| < &3

Como los campos son linealmente independientes Uy, 5,6, (To) es una vecindad de
zp. La medida p induce medidas condicionales uy en las superficies a5, 5, (20} de la
giguiente manera Tomamos una parametrizacién de una vecindad de zg tal que las .
primeras dos variables parametrizen o4, ,5,(z0). Entonces definimos py integrando
nada mas estas dos variables.

Si definimos

A= {z€Us, 5,8,/ (z) = [ (z)}

A(zo) = ANas, 5,(z0)

obtenemos el siguiente

Lema 17

Para p-c.t.p. tenemos que py(A(zo)) = p1(0s, 5, {za))-
Demostracién : Por el teorema 7 del capitulo anterior tenemos que

#(A) = p(Us,,5,6)
En consecuencia
83 Sy
[ mateiea = [ mossle(eo)e
._.6!.

—&s
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Pasemos a la prueba del Teorema 12. Para probar que el flujo geodésico es ergddico
es suficiente, por la Proposicién 14 del capitulo 2, que si f : Th'M — R es una
funcién continua entonces [T es constante en casi todo punto. Basta verificar que
f* es constante, en casi todo punto, en una vecindad de un punto arbitrario. Ya
que si definimos A = {z;existe una vecindad U donde fly, =%  c.t.p.} éste es
abierto y cerrado. En consecuencia para alguna kg tenemos que 4y, = TYM. Sea
B={z: f*(:z:) # ko} para demostrar que pu(B) = 0. Por la compacidad de Ty M
tomamos, una subcubierta finita U;, ... U, de la cubierta dada en la definicién de
Ay, Definimos Bj = BN Uz, Entonces u(B) < 3 p(B;) =0.
J

Sea zp € WM &y, &, 63 >0
Definimos

76, (o) = pi(z0) con |t <6
05,6, (%0) = ga(0f(0) con [t < by,|s] < & :

Us, 52,61 (z0) = 7 (g4 (0F (o) con  |t] < b1,ls| < b2y |r| < &5
Como los campos son linealmente independientes Us, s, 6, (Zo) €s una vecindad de
zo. La medida u induce medidas condicionales py en las superficies o5, 5, (o) de la
siguiente manera Tomamos una parametrizacién de una vecindad de zg tal que las
primeras dos variables parametrizen o, s, (o). Entonces definimos fi integrando
nada mas estas dos variables.

Si definimos

A ={z€Us 556 f‘(z) =f- (=)}
A(zo) = AN 0, 5, (%0)

obtenemos el siguiente

Lema 17

Para p-c.t.p. tenemos que py1(A(zo)) = p1(0s,,6,(20))-
Demostracién : Por el teorema 7 del capitulo anterior tenemos que

w(A) = 1(Us, 6:,65)

En consccuencia

Oa 0s '
[ Attt = [ mios (o)

—~8s
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lo que implica puesto que 63 es arbitraria que para casi toda ¢ se tenga

pi(ei(A(zo))) = pi(os, 6, (0 ((z0)))

Tomamos ahora una ¢, suficientemente pequefia tal que el abierto Us, 4, 4, (tpfo) sea

vecindad de Us, 6, 6, (20) ¥ que mi(0f, (A(z0))) = p1(0s, 5 (5, ((20))). Andloga-
mente tomamos un s, (0§, (o)) de manera que con respecto a una nueva medida

.

condicional po tengamos que f+ = f‘. En casi todo punto.
Sea J = {z:z € 75, (¥, (20)), /* = f~}. Por hipétesis tenemos que J es de medida
total (u2(J) = pa(vs, (5, (z0). Definimos

H=g¢,(J) con |s|<é

H es de medida total pues

b2
o gs = 1) = [ o, (8, () = s

‘Pero como g, es diferenciable manda conjuntos de medida cero en conjuntos de
medida cero. Finalmente construimos

B =pf{(H) con |[t|<é;

Por la misma razén afirmamos que B es de medida total en Us, 5, 5, (5, (o))

Veamos que f cs constante en B. Sea z € B, denotamos por y € H su proyeccidn
a 05,6, (¢f, (20)) ¥ por z € J la proyeccién de esta a o5, 5,(F,).

Sean r;,1; € B entonces

)Y ) @ 7 a) Q) @ F(20) € ) Q Fr(va) © FH (=)

Las igualdades

(1) y (7) son por el corolario 14

(2) y (6) porque los promedios sobre puntos de la misma érbita son los mismos.
(8) y (5) porque z3,z3 € J

(4) por el corolario 15

Concluimos que f es constante en B.
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APENDICE 1

Conexiones

Definicidén 1 Una conezidn en una variedad diferenciable es una funcién

Vo x(M) x x{M) — x(M)

Donde x(M) es el conjunto de campos vectoriales C de M que satisface
1) VixigvZ = [VxZ +9VvZ

i) Vx(Y+ Z2) = VxY +VxZ

i) Vx(/Y) = [Vx + X(/)Y ,

En terminos de unas coordenadas z,,...,z, definimos I‘f,]- de manera que

Entonces si

Obtenemos

V.\’Y.=Z“i(vgg.‘. Z""az Zqu ra +Z”t JJ 8:1:_,
i j

— . a
= Z Lu;vjl‘f‘lj +X(‘_I/k) -(-9—1,—
K \ i k

Lo que muestra que la conexién esta determinada por las funciones real valuadas
I‘k] llamadas los simbolos de Christoffel; y que V xY (p) sélo depende de los valores
de Xy Y en el punto y de las derivadas X(yx) en p.

Proposicién 1

Para cada curva ¢ en M existe una dnica operacién que asocia a cada a cada caropo
V a lo largo de esta otro campo, llamado la derivada covariante ( ) que satisface
las condiciones

) D{V+W) _ - DV 4 2V DW

dt
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ETE TESS Mo g
) BfY Z gy 4 o U siaaregy

iii) 81 V(t) = Y(c(t)) para algun campo en M entonces 2F = ¥,

Prueba

Probamos primero la umcxdad scan ¢y,...,¢, las coordenadas de la curvay V =
EvJ - entonces por (i),(i1) y (iii) la dcrwada covariante tiene que ser

DV Z dv; 9 ad

i @ 3z, TV 5

_ dvk k
2 Z dt J "J BIL

Por otro lado si definimos la derivada covariante por esta férmula obtenemos que
esta satisface (i),(ii) y (iif).

Defincién 2 Una conexién V es compatible con la métrica si para todo par de
campos paralelos Py, Py {Py({t), P2{t}) es constante.

Lema 2 Si la conexién es compatible con la métrica entonces para cualesquiera dos
campos V, IV se tiene que

d DI Dw

—_{V WY = (T 7

)

Tomamos una base ortonormal py,...,p, la desplazamos paralelamente a lo largo
de la curva, por hipétesis sigue siendo una base ortonormal en cada punto. Si

V= va.’, W= Z wyp;
VW)= vy

Se sigue que

¥ que
DV i DV dui
& Lealh T Tk
Por lo tanto
dvl dw;
HV:-Zuw,_ wi + =
DWW
(—‘“ W) W’T)
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Corolario 3

Sila conexién es compatible éntonces para cualesquiera dos campos Y, Z y un vector

X(p) en T, M se ticne

Xp{Y,2) = (Vx (Vs 2)(Y, V() 2)

Prueba

Escoga una curva tal que su velocidad en p sea X(p) y apliquese el lema 2.

Definicidén 4 Una conexién es gimétrica si satisface la identidad

VY - Uy X = [X,Y]

Obsérvese que en un sistema de coordenadas como ¢l corchete se anula la condicién

de simetria cs equivalente a que I‘k - I“ =0
Proposicién 4

Una variedad riemanniana tiene una tnica conexién simétrica y compatible con su

P
métrica.

Prucba de la unicidad

Dado un sistema de coordenadas, si denotamos por g;5 = (dx ¥y ) y aplicamos el

: a a
corolario 3 a los vectores 95 9%, Ook

g 4d d 7}
i3y Bmr) 0z o Day !

obtenemos

ai‘ (gJ, ) (v

7% (9,6) = (V o sz’az.) + ("axk’ o az,.’)

P : a 9 J d
AT —_— =V 5 —

00 =V ) + e

Sumando (1), (2) y restando (3) obtenemos

a a Jd . : a 9
—(g:%) + —A(gr.i) — =—1gi 5} = 2V o —, —
az'. (g]:l\) + ax:’ (gl\,l) aIk (g 1.7) ('77%7 axj aIk
por lo tanto
1 i) 7] R
ZI‘ 91 = 5 ( o, —(g;%) + 5;:;(%.1) - ;9};(9'.1))
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Multiplicando por la matriz (¢*') inversa de (gx,) obtenemos que

VR o L S SRR Y
r‘:J - 2?(0:&_(0];")'{ azj(gk.l) ail:k (gl,J))g

Lo que ademds de mostrar la unicidad de los simbolos de Christoffel y en conse-
cuencia de la conexién, nos da una manera de calcularla en terminos de la métrica.
Inversamente si definimos la conexién por medio de esta f6rmula es inmediato veri-
ficar que es simétrica y que s compatible con la métrica.
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APENDICE 2

Plano Hiperbdlico’

Definimos

H? = {{z1,22) € R*; 22 > 0}

con la métrica

61]

2

95 =
5 3

>

La curvatura seccional, en el unico subespacio posible, es por definicién es

(R(E%, i:)ﬁ%’?)%)(xnzz)

K= :
(I3 1Pl 1)
Sean R tal que
g 9,9 — 1 0
== Riy
(61; ’ Bz,) 21-' Tk gy

Sabemos que

Concluimos que
9Ty, or
! &
k= E T - 2 Tiuld l“ Bz, ‘5“—;‘ (1)

Por la férmula del apéndice anterior tenemos que

1 %) 7] a .
k - . T L . km
I".J. = 7 E <ax‘.g_1m + aIJ_gm: —““—axm g;;) )

m
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En el caso del plano hiperbélico tenemos que gh™ = Simz3 por lo tanto

I‘k = 1 d a5+ 9 , a 2
v 5 az,'JJk 01‘_]’0&‘: E;ng] I3

Con un cdleylo directo obtenemos

1 -1
rl=r%=rl,=0 TI? == =72, = —
11 12 22 11 I3 2 22 Zq

L‘n nuetro caso particular para calcular el producto interior de R(Fa—— 5-0—-)3—-— con
3—— nos basta conocer R? 2,1+ Sustituyendo en la férmula uno

— or?,  oarl
L Py 11 21
m ——ZI‘”I‘ Zl,rzlruﬁ“ 9z, —‘5;1‘

ar:,  or}
=I‘flI‘ P;lrfl 0I2 _5;2;1‘

Con lo cual

] 3] :
(R(Taa}‘;)?)gx—,’ 2,)(::.1:)

(I Pla55 1) T

En el caso general definimos

H" = {(.’Ex,. ..,:L',,) S N";In > 0}
con la métrica

oSy

G5 = .’l:?‘
§i fijamos todas las coordenadas exepto la z; y la z, obtenemos un plano de di-
mensién dos isométrico a H?. Ademds las geodésicas de este son geodésicas del
espacio hiperbélico (Ver [C2]}. En consecuencia por la observacion 3 del capitulo 3
concluunos que la curvatura seccional del plano ¢ contenido en T, H? generado por
3——, Bz €S mMenos uno.
Finalmente la métrica es invariante bajo inversiones con respecto a esferas ortogo-
nales al hiperplano z, = 0 (ver {V1]). Esta transformaciones nos permiten llevar
cualquier plano en cualquicr otro, se sigue que la curvatura cs constante igual a
menos uno.
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