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INTRODUCCION

-En 1a materia que nos ocupa, uno de los inconvenientes con
los que se encuentra el alumno es sin duda, la falta de -
libros de texto y pudlicaciones.

En 1la poca bibliografia citada al final, debe hacerse no-
tar lo atrasado de las fechas ya que omitiendo las tesis,
le publicacidn mas reciente es el Hooker y data de 1957. -
Aunado a lo anterior nos encontramos con la escasez y alto
costo, si se llegan a pedir al extranjero, ya que précti-
camente no se encuentran en México.

Por lo que respecta a tesis, intentos tales como el de Pe
dro Gonzédlez Covarrubias en su "Proyecto de texto para un
Curso de Cdlculo Actuarial I" 1978, UNAM, son por demds -
satisfactorios, mas no hay ejemplares en la biblioteca de
la Facultad, y en la central ailn cuando existe uno de e-
1los no estd disponible para consulta por cuestiones de -
tipo administrativo; y asi por el estilo con las demds ci
tades en la bibliografia, tal como la de Mario Arriaga Pa
rra "Elementos de Cdlculo Actuarial" 1981 ENEP Acatlén.

El poco material que se tiene, es aportado por el propic

maestro,en su gran mayoria fotocopias o bien éstas se ob-



tienen a través de un compafhero.

Esta (ltima alternativa con la recopilacidn de apuntes y
notas han servido de base para el presente trabajo por lo
que el"Calculo Actuarial I" aqui presentado, refleja as-
pectos recogidos a través de la clase diaria, esto es, de

la experiencia directa entre el maestro y el alumno.

La presentacién se inicia con las Funciones Biométricas,
las cuales son aquéllas que nos permiten relacionar la -
edad x con la probabilidad de vida, aspecto fundamental

del Célculo Actuarial.

Siguiendo con anualidades y primas netas {inicas, presentan
do en cada caso el concepto a través de la“palabra escri
ta, el concepto grafico y finalmente el matemdtico para -

ligarlo con relaciones y ejemplos.

Después de establecer lo relativo a la prima neta nivela-
da, se sigue con la prima de tarifa integrando el concepto
de recargos y anilisis de primas ya que resulta natural -
el desarrollo de estos temas, con la exposicidn del tema
central. Finalmente se trata sobre reservas y sistemas =~
modificados de reservas con especial énfasis en los "asset

Shares",



Al principio de cada capitulo que lo requiere se presenta
la notacidén utilizada, a efecto de dar mayor claridad y -
firmeza en la exposicién, ye que evita las confusiones na
turales por no contar con la informacién minima requerida

en esta y en cualquier otra materia.

Se ha procurado que la notacidn utilizada se acerque lo -

mis posible a las publicaciones actuariales clésicas.

Por lo anterior considero que el presente trabajo Bien po-
dria servir de base para la elaboracién de comunicaciones
internas o bien ayudar como consulta o guia, mas bien -
que como libro de texto debido a la variedad y dinamismo

que se observa en el campo de aplicaciones del Cdlculo Ac
tuarial I. Sin embargo, es conveniente decir, que el ma-
terial incluido cubre ampliamente lo que se puede estu-
diar en un semestre,ademis de que la exposicidén sencilla

matemdticamente hablando ayuda en la comprensidn y asimi-

lacibén de los temas tratados.
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CAPITULO 1

FUNCIONES BIOMETRICAS



I.1 Notacibn.

S(x)

Funcidén de sobrevivencia o probabilidad de que
una persona de edad cero llegue a la edad x.

Probabilidad de Sobrevivencia {Exito).
Probabilidad de Fallecimiento (Fracaso).

& [
Personas vivas a edad x

Personas muertas a edad Xx.

Probabilidad de que una persona de edad X so-
breviva hasta la edad xt1.

Probabilidad de que una persona de edad X mue-
ra entre x y xi1.

Esperanza de vide

8-

(o]

x+t

o

Mo~ gt~
o

xtd

C"

M_BO

B Mot



i 2 Funclén de” Sobrevivencia

L.
P(X) 1

Esta-funcidén de sobrevivencia nos muestra en las ordenadas la
edad, y en las abscisas la probabilidad de vida para las =~

diferentes edades, i.e. p(x) =y ¥ xelO,wl, y €[0,1],

El comportamiento normal de mortalidad observado en la vida
humana, reflejado gréficamenté, resulta familiar ya que al
inicio de la vida la pérdida de individuos debido a muertes
es bastante grande, especialmente en palses econdémicamente
débiles; durante la nifiez disminuye, incrementdndose duran
te 1la adolescencia y la edad madura, acelerdndose conforme

se llega al final del lapso de vida.

El problema fundamental que se plantea, es considerar la -

probabilidad de que una nueva vida de edad cero sobreviva
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hasta alcanzar la edad x. Es claro que ésta probabilidad
se pusde considerar comoc una funcion de x, la cual se de-

fine como S(x).

Dicha funcidén de supervivencia S(x), de acuerdo al compor-
tamiento normal de mortalidad antes descrito, tiene las si

guientes propiedades:

i) Es decreciente, i.e. d8{x ) <0 ¥ xe[O,w]
lo cual nos indica-quedg;nforme x crece S(x) decrece,
de lo cual se infiere que la probabilidad de sobrevi=-
vir a la edad x, es mayor que la probabilidad de sobre

vivir a la edad x#t , t>0.
ii) Conocemos dos valores especificos de S(x): cuando x=0
entonces S(x)=1, y cuando se toma la cota superior del

lapso de vide definido por w, para lo cual S(x}=0.

iii) S(x) es continua en el intervalo {O,w], puesto que es-

~tamos considerando patrones normales de mortalidad.

Como ejemplo particular pere verificar las propiedades, da

da una funcién,tomemos el siguiente caso:

Sea * 8(x) = %5 /100-x para 0 2 x 2100
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a) P.D. Que 8(x) es decreciente,i.e. %FLE); <0
x

sustituyendo tenemos que:

A
d /100-x) 1/2 -1/2
dlg M100-%) 4 g(00n'’? L _1[_ 1(100-x) -
dx 10 dx 10 2 i
=L 1l <o
20 00-x

.b) - P.D. Que S(0)=1 y que S{w)=0, esto es

“s(0) = '1?6”00"‘ =1 y que S(w) = 1. /100-x =0

-
10

Lo cual resulta evidente al hacer la sustitucidn.

e} P.D. que 8(x) es continua, esto es, lim S{x)=S(a)
x+a
El dominio de § es [0,100] y como

S(a) = = v/T00-d entonces 1limS(x) = S(a)
10 X8

si a es punto de acumulacidén del dominio de S.

Debide a que la funcidn de supervivencia S(x), represen
ﬁa la probabilidad de que una persona de edad 0 sobrevi
va a la edad x, dicha funcidén se puede utilizar para en
contrar probabilidades de supervivencia y mortalidad da

das, en intervalos de x a x+t ¥ x,t> O.



Ejemplo (1): Utilizando la funcidn anterior, encontrar la
probabilidad p de que una persona de edad 19, sobreviva a
la edad 51 y la probabilidad g de que muera entre esas eda
des. '

Sustituyendo y resolviendo tenemos que:

5(19) = L1009 = L./gi=ly(9 =2
(19) = A0 = 5 AT =3 9) = %

-3

lo cual representa la probabilidad de que‘una persona de =-

edad 0 sobreviva a la edad 19.

=-1— - =..il =—-z-
: Ahora S(51) 0 Y100-51 5 %9 Y

gsenta la probabilidad de que una persona de edad 0 sobrevi-

y lo cual repre-~
va a la edad 51.

La probabilidad de sobrevivir a la edad 51, estd compuesta
del evento de sobrevivir a la edad 19 y del de sobrevivir

después hasta la edad 51, es decir:

S(51) = ps(19) =>p=5801). 7
, S(19) 9

= 1= = _2_
q P= 3

Ejemplo (2): Utilizando la funciém S{x) =V 1-x*/10"



Para 0 < x < 100, encontrar:

a) La probabilidad de que una nueva vida de edad Q muera en
tre las edades 16 y 36.
b) La probabilidad de que a edad 16 muera antes de la edad

36.

Primero es necesario verificar, que la funcidén propuesta -

cumpla con las propiedades i), ii) y iii), esto es que:

d( H-x2/10% ) <0, S(0) =1, S(w) =0, Lim S(x)=S(a)
dx x*a

Para resolver b), sabemos gque la probaﬁilidad de que una =

persona de edad 16 sobreviva a la edad 36, estd dada por

p:.s_(éél <L 1-p =1_S£.2_6.).
5(16) 5(16)

Esta dltima expresidn representa la probabilidad de que u-
na persona de edad 16 muera antes de la edad 36, sustitu-

yendo tenemos que

——
1- 8036) _ 4 _/1-362/10" . . _ 0.9548 _ .0368
5(16) Y1-167/10° 0.9913 ’




Para resolver a) tenemos que:

e v; '-S 6 - = - = 3/ . : - 3/ . =
i §(16)|:1 ._LL)'S(M)J S(16)-8(36)= v0.9744 0.8704
= 0.0366

Por lo que q=0.9634



I. 3 Tabla de Mortalidad

La base de la teoria del seguro de vida, es la tabla de -
mortalidad, que podemos definir como el instrumento técni-
co que nos permite calcular las probabilidades de vida y -
muerte. Las tablas de mortalidad, estdn basadas en datos -
obtenidos en forma experimental de dos fuentes principal-

mente:

1.- Las estadisticas generales de poblacion.,

2.- Los registros de mortalidad de las compafiias de seguros,
siendo estas las utilizadas en los cadlculos actuariales.
Supongamos que se desea exhibir el efecto de una funcidn
de supervivencia S(x), para un grupo de recién nacidos,
suficientemente grande.

Sea k el niimero de recién nacidos.

El nimero de vivos (lx) que se espera para cadas edad es-
td dado por 1, = k.8(x) y el nlmero de muertos (dx) gsta
dado por 4, = 1x - lx+1 o

Las columnas usadas en una tabla de mortalidad son:

b'd 1x dx Py 9 e, Cx Dx Mx Nx Rx

Teniendo Q Vx ¥y €l radix inicial, se puede construir

la tabla, sin embargo su cédlculo es mids fécil utilizan-

do las formulas anteriores.
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Ejemplo: Construirila tabla de mortalidad a partir de la
funcié?S(x): :‘:—6 v 100-x , y obtener los valores para
xe[0,5) y k = 106,000. Por tanto tenemos que

100,000.5{0)

1p 100,000

1

]
]

100,000.8(1) 99,499 , etec.

5i tabulamos para x, lx y dx tenemos:

TABLA I
x L . dxi'!
o 100,000 501
1 99,499 504
2 98,995 506
3 98,489 509
4 97,980 512
5 97,468 514
Las formulas usadas son:
: a
1, = k.8(x) qx = 1-px = ._i.}.{.
. X
ag =1 o=
Px 1x-H

1x
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Ademds q representa la probabilidad de que la pqrsona 5:
fallezca entre las edades x y xtn.

Por tanto ienemos que:

y nlq, es ld probabilidad de que x fallezca entre las eda-

des xin y x+n+l, por tanto

1 - 1 d
'n[qx - _xin xrndl xin

Tx T

La probabilidad de que x fallezca entre las edades x+n’y‘

© x+n+m, estd dada por

_ Lyan - Lxintn
ninlx = 1

Tabla Selecta de Mortalidad

Cuando se desea adquirir un seguro de vida, ademéds de lle-
nar una solicitud, se presenta un examen'médigo, con el -
fin de que le aseguradora decida si el solicitante cunmple

con ciertas medidas de asegurabilidad. S5i el solicitante ~
es aceptado en condiciones normales, entonces se le desig-

na como uns vida selecta.

La importancia de elaborar un grupo con "vidas selectas",
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estriba en que se puede esperar que en promedio sus miembros
sobrevivan mids tiempo, que el formado por un grupo elegidoe

al azar.

Una tabla de mortalidad, que proporciona tasas de acuerdo -
con la edad de ingreso al seguro y el periodo que ha trans-

currido desde entonces, se denomina tabla selecta. Ahora -

bien, con base en la experiencia se puede afirmar que con -
el transcurso del tiempo, los efectos de la seleccidn dismji
nuyen lo suficiente como para suponer que a los 4 & 6 afics,

précticamente han desaparecido.

Por tanto, las tablas selectas suponen un cierto perfodo =
de seleccidén a partir del cual, la mortalidad depende sola

mente de la edad alcanzada.

En la experiencia mexicana (62-67), se observé la siguien-

te relacidn entre grupos selectos y grupos al azar:

donde q, es el gruﬁo'al azar y q; el grupo selecto.

En este tipo de tablas se distingue la edad de ingreso por
medio de corchetes: [x]; y el niimero de afios transcurridos

desde el ingreso es representado por una cifra agregada a -
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‘ Iatédid‘de ihgreso.

' Se aesigna POT Qry 14y la tasa de mortalidad, experimentada
por un grupo de vidas aseguradas a edad x y edad alcanzada
"xtn y la podemos expresar matemAticamente por las siguien-

tes desigualdades:

Ux] Ux-1)+1 Ux-2]+2 preees

Normalmente la diferencia Ufyenltn = Y x-n+1]4n~1 disminu=
ye rapidamente y se vuelve insignificante después de algu-
nos afios, por lo dicho antes con respecto a la disminucidn

 del efecto selectivo.

Ejemplo TABLA IT  FEdad: x ,‘ k=1000, n=4

X A Uit Yxlez o Uxls Ux)eg
20 0.5850  0.8330 '1.6255;"”% o122

21 0.5949 0.8470  1.0454 590 1.2199
22 0.6049  0.8609  1.0369 . 1.1590  1.2100
23 0.6150  0.85,0  1.0370 11.2100

Una tabla que muestra la tasa de mortalidad, para diver=~
sas edades después del periodo de seleceibn, de acuerdo -

golamente con la edad alcanzada es conocida como tabla (ltima, es

decir, que el periodo de seleccidén ha sido suprimido.
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[ . 4 Fuerza de Mortalidad {Tasa insténtanea de Mortalidad).

La fuerza de mortalidad “ux", es una funcidén que mide la -
variacidn instdntensa de la mortalidad esto es, u, es la -
tasa anual nominal, basada en la suposicidén de que la inten
sidad de la mortalidad permanece igual en todo momento du-
rante el afio x al x+1.

——

En forma matemdtica se define asi:

oy E
My o " Tdx °

X

_ & log 1y
dx

i Esta fﬁncién tiene las siguilentespropiedades:
1.~ Bs una medida de la mortalidad al momento preciso dé -
alcanzar la edad x.
2.~ Expresa la mortalidad en forma de tasa anual.
3.~ Es para el cdlculo actuarial, lo que la fuerza de inte-
rés (§) es para la teoria del interds compuesto.

Aplicaciones de B

Se pueden obtener expresiones para calcular 1, en términos
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de . Asi, por ejemplo, si reemplazamos X por y e integra

mos en ambos lados-con limites 0 a x, tenewmos:

x X.
d4=~J'_.Ei.lo 1. dy =
= - log 1, ] = - log =%
S 1q

sacando antilog en ambos lades queda:

x -
e'f”y ay = e o
o} 10

Tl = 1 B-J:uy,dy

_También podenos encontrar éxpresiones para las probabilida-

des de muerte, como ndy Para lo cual efectuamos el mismo

cambic de x por y:

integrando entre los limites x ¥y x+n :

x+n xtn dly
1 dy =- L dy ==



6

= - ly]x = ]_x - lx+n «
x+n ,
: - j 1yuydy 1, - 3x+n s

ndx © = o bien
1e fou dy 1y
' n
1y = lysn .

nix 57 1y l tPxUx+pdY

,:éon y=>x+t“ I p, = Eﬂiﬁn

De esta férmula se puede agregar que Py Myt ? Euede ser
interpretado come la probabilidad de que x sobreviva duran
te t afios, y muera en el instante en que cumple x+t afios

de edad.

Ademds, al integrar esta expresidn en el intervale {[O,nl],
tenemos la probabilidad de muerte correspondiente a ese -
periodo.

Expresiones del tipo £PyH se utilizan en el cédlculo ac-

X X+t
tuarial, para Z & méds personas, ademds de que en Cdlculo -
Actuarial II se aplics para probabilidades contingentes y

para calcular seguros pagaderos al nmomento de ocurrir el -

fallecimiento.
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Mortalidad para Edades Fraccionadas

En ocasiones, se presenta el problema de svaluar diferentes
probabilidades de vida y de muerte para fracciones de afio.

Por ejemplo 1/4P25.

Lo anterior, implica tener que obtener valores para lx+t’ -
con xe{N y 0<t<1, para lo cual se requiere de algunocs méto-
dos de aproximacidén, siendo el més sencillo el de interpo-
lacién lineal. La utilizacién de este método nos lleva a

1a4siguiente igualdad:

(A) L =1, -td, ¥ xeiN y 05t

lo'cﬁal, implica la suposicidén del principio de la distri-
bueidn uniforme de muertes, esto es, que el nimero de muer

tes se distribuye uniformemente durante el afio.

De la igualdad anterior, se deducen directamente las siguien

tes expresiones:

1) 4Py = 1—t.qx\, la que se obtiene dividiendo (A) entre 1.
2) 19 = b9

Una aproximacién consistente con la fuerza de mortalidad,
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para edades fraccionadas se puede obtener de la siguiente

relacion:

H =‘ - Ei_];xﬂ_

; X+ 1x+t dt

si se deriva la expresidn (A) con respecto a "t", se ob=

tiene

dlx+t o _ogx o) p . = 9% . __axi
dt ; o
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1.5 Leyes o Modelos de Mortalldad

Muchos esfuerzos han sido hechos para encontrar una ley -
matemitica simple, gue reproduzca la mortalidad de cual--
quier grupo de personas, con un grado sufliciente de exact}

tud y que a.la vez sea ventajosa en el trabajo actuarial.

Moivre fué probablemente el primerc en hacer un estudio se
rio, sobre el problema de encontrar una ley matemitica fup
”démental, que representara los datos incluidos en la tabla

‘de mortalidad.

Expresd en 1725 su famosa hipdtesis de decremento uniforme
7 Iy o> ~ L4

o numero igual de muertes afio con afio, esto es, que el nu-
. 'd v . s

merv de vivos ly decrecia en forma de una progresidén arit
mética, de la edad X a la edad w, por lo que ly Se pedria

entonces graficar como una linea recta:

]
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Esta hipdtesis puede ser expresada como: -

1, = Klw - x)

se recomendaba que se usara para edades comprendidas en el

intervalo {12,86].

Debido a que la hipdtesis anterior, no fué del todo afortu
nada, se hizo necesario buscar otra relacidon que satisfa-

~¢clera dos condiclones:

1} Un ajuste cercano a la verdadera experiencia.
2} La expresidén algebralca de la ley fuera tal que faci-

litara los célculos.

Gompertz en 1825 sugirio una ley que satisfacia las dos -

condiciones, la cual postuléd asi:

"Es posible, que la muerte pueda ser la consecuencia de -

dos causas genserales consistentes: una, la casualidad, sin
una inclinacidn previa a la muerte o deterioracidn, y la -
otra, una deterioracidn o creciénte incapacidad para resis

tir la muerte',

Sin embargo, para la deduccidén de la férmula, Gompertz -

solo considerd la segunda causa y supuso que las probabi-
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lidades de morir en intervalos infinitesimales sucesivos -
de tiempo, crecian en progresidén geométrica, esto es, que
la fuerza de mortalidad se incrementa en forma geométrica

y su férmula es:

donde x representa la edad en cualquier momento, mientras

que B y C son constantes.

A continuacién sé obtiene una férmula para l, segin Gom-

pertz:

. ~fu dy - .
Sabemos que lx =_7\lo e £_y‘y7  Tt
X x
- J u,dy = -J BcYay =
0 0
~[BCX _ Bl B _ (*.-1)-=
logC logC logC
X
= log g° con log g = - —B

=~ fu,d;
Yy como vimos antes 1x = l0 e é y ? entonces:

' 1 cX=1 ' X_q
1.=1 B8 o =1o gC
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haciendo K = ——g— , obtenemos finalmente:

X
lx = KgC

que es la fdérmula de Gompertz para 1.

Cabe sefialar que segun Gompertz, esta Ultima expresidn
da valores aceptables de lx’ desde la edad 20 hasta la
edad 60. Teniéndose que modificar las constantes K, g

¥ C para edades mayores.

Baséndose en la hipdtesis original de Gompertz, Makehanm

en 1860, sugirié una modificacidn a la férmula de la -

fuerza de mortalidad, con el fin de incluir en ella la
primara causa sefalada por Gompertz. De esta forma lo- .
gré obtener una férmula gue permitia obtener valores de

H ) con mayor exactitud. Tal férmule es:

- .mpX
b = A + BC

En base a la relacidn anterior, se obtiene una fdérmula

l‘
para 1x asit

X X X
I updy = | (A+BOY)dy = Ax + BS_ - B .
o Jo ‘ . log © log C
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¢*-1

= = log 8% + log g , donde ~ log 5= -A y

B
log C

log g: -

' ~ [auyd '
“como 1 = 1o e/oMydY  entonces:

b4
X A |
S log 8" - 10
I,=1 e g8

1
haciendo K = —2 , tenemos finalmente
‘ g

X
lx=KSg

A A At

Estas leyes de mortalidad ademés de ajustarse en forma efi~-
caz para medir la mortalidad, son de gran,ayuda para gra-
duar los datos obtenidos de las experiencias de grupos par

ticulares y usarlos en la construccidén de tablas de morta-~

lidad,



CAPITULO 11

ANUAL IDADES CONT INGENTES
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2.1 Notacidn

a : Anualidad contingente vitalicia vencida

X
g, : Anualidad contingente vitalicia anticipada
E H Seguro Dotal puro

8o ¢ Anualidad contingente temporal vencida
Sx:ﬁl : Anualidad de Forborne
axfﬁ] 3 Anualidad contingente temporal aﬁticipada
/a_ .+ Anualidad contingente vitalicia vencida diferi-
da n afios.
n/gx ¢ Anualidad contingente vitalicia anticipada dife
rida n afios.
/ a, t Anualidad contingente vencida diferida n afios y
temporal a m afios. |
/ & Anualidad contingente anticipada diferida n afios’

y temporal a m afios,

8, : Anualidad contingente vitalicia vencida pagadera
m veces al afio.

n/aJ(cm): Anualidad contingente vitalicia diferida n afios
pagadera en forma vencida m veces al afio.

aé?%l : Anualidad contingente temporal a n afios pagadera
m veces al afio en forma vencida.

a ¢ Anualidad continua vitalicia
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Anuslidad Contingente vitalicia creciente
Anualidad Contingente creciente temporal a n
afios.

Anualidad Contingente creciente temporal a

=

" afios anticipada

Anualidad contingente vitalicia creciente?dﬁf'
rante n afios. . ’

Anualidad Contingente decreciente temporalbi ;
afios

Anualidad Variable Pagadera en fracciones del

ano con tasa constante.

: Idem anualidad anterior con tasa creciente

Annalidad variable continua
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2.2 Anualidades o Rentas Contingentes con Pagws Anuales

Las anualidades contingentes, son los valores presentes de
pagos futuros, supesditados a la supervivencia de una vida

determinada.
Las anualidades pueden ser:

a) Vitalicias
b) Temporales
c) Variables

d) Fraccionadas

e) Continuas

Las dos primeras, son de renta fija y se subdividen en:

anticipadas, vencidas y diferidas.

Como ejemplo de anualidades estdn las pensioneé y las ju-~

bilaciones.

Anualidad Contingente Vitalicia Vencida

El simbolo usado para esta anualidad es: ax._Esiglzvalor -
presente de una renta anual de, $1.00, pagadero - a la -

persona x en forma vencida, mientras x esté con vida.
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En forma grafica tendriamcs lo siguiente:

. ler. 2do.
ax'lx Pago p?go ra—
x xt1 x+2 w=1

En donde a .l representa el importe total de todos los que -

pagaron el seguro.

El primer pago seria lx+1.$1.00; el segundo lx+2'$1'00 ¥
asi sucesivamente hasta llegar al Gltimo pago que seria -

1 .$1.00. Tomando el valor presente de las cantidades an

w-1

~teriores tenemos que:

ler. pago: v.l ., .$1.00
. 2
2do. pago: v lx+2.$1.00

fltimo pago v¥"*7T.1 _,.$1.00

De lo anterior se sigue que:

axlx = V1¥*1 2fi:tf;v

2
r+vylx+

persona .es:
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SR 2 W=X=1 '
s = le+1 + v 1x+2 + a0tV lw—1 .
X l'
X
' We-X~-1
S Pl L e Y e
1y 1x X
= VPy + vIp, b ... 4 Lt (w-x-1)pg
w=X-1 _
‘= z Vt tpx i-e
Cot=t E—
w-x =1
ay = | vt tPx
t=1

Si ‘usamos velores conmutados obtenemes que:
&xlx = le+1 + V21x+2 + oeve F Vw_x-1 1W‘1

multiplicando por v¥*, tenemos:

et .
axlxvx = VX+1 1X+1 + Vx 2lx+2 + .-.A+ v

y como D, = vxlx‘, y
w-x-1
N, = ] D finalmente
X +
gm0 ? t
o Neyp
ax = ——%il-

X

i
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Anualidad Contingente Vitalicla Anticipada: ax

Esta anualidad, es el valor presente de una renta anual -
de, $ 1.00 pagadera a la persona x, en forma antici

pada mientras esté con vida.

Gréficamente tenemos lo siguiente:

ler. 2do. 3er. Gltinmo
- 1 pago pago pago pago
a N y N .
X7x

1x lx+1 1x+2 v e 1w-1

Obteniendo el valor presente de los pagos:

ler. pago : i, $1.00
2do. pago : le+1$ 1.00

.

w=x~1
th_1 $ 1.00

ultimo pago: v
Siguiendo el mismo procedimiento que con las anualidades

contingentes vitalicias vencidas, tenemos:

8x

N N L e LI T
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2 w-x-1
a = lx+le+1+v lx+2 seer vV lw-1
X 1,
2 w=x=1,
vl vl -
st e =Xy XD Ly et
X 1x lx X
_ 2 w-x-1
a, = 1+ VP, + v 2Py + .0tV w-x~1px Yy
w-x_.' :
B =1+ ] v tPx
=0
tomando valores conmutados, seria:
v et vy
o X x+1 e —w-1
By © X
v lx
y finalmepte tenemos:
i -
X Dx

Relacionando ambas anualidades, tenemos qué:'

Estas anualidades, tienen la caracteristica de parecerse
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a un seguro dotal puro o seguro de supervivencia, el cual

estd vigente en el mercado de seguros, denotdndose por nEx
’

y se define como la prims neta Gnica o valor presente de

un segurc de $ 1.00, pagadero a la persona x al final del

afio n, siempre y cuando permanezca con vida.

El pago vendria dado por:

_.n
lx iy TV lx+n de dond9
n
v
= xtn  _ .no
nfx = 7 SV Py oY
X :
: _ Dyay
nx Dy
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Anualidad Contingenté Temporal Vencida: 2x:Tl

Esta anualidad es el valor presente de una renta anual de
$1.00, pagadera a la persona X, en forma vencida du

rante n afios, mientras esté con vida.

Grificamente se representaria asi:

. 2 n

X x+1 x+2 x+n

Procediendo igual que en las anualidades anteriores:

— ) 2 n
| lx = le+1+v lx+2+ vere t VL

x+n
1 1 A
o X+ X+2 nl
a, -1 vt v2 tooeerre v xtn
x.?ﬂ 1X ix A lx

- 2 n
Byl ™ VqPx t VIgPy *toeeee v VT Dy

a. M= P
ximl” L)V ey

LA
<

ExpréSada‘en fuﬁéién:delvddé@i;prédé ;§1 s
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E_+.,B. + .. + _E_°

B T 17x 2%k R tEx
¥y con valores conmutados seria
x+1 x+2 x4n
B - = VU 1gqY Lygp e Vg
x:al %
v lx
_ Nx+1-Nx+n+1

a_, =
x:al Dy
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Anualidad Contingente temporal anticipada: ax~ﬁ1

Esta anualidad, es el valor presente de una renta anual -
de $1.00, pagadera a la persona x en forma anticipa

da durane n afics, si estd con vida.
Para este caso, graficamente, tenemos:

" $1 .Ole ) .
e ’ ’ V 2 : ‘- n"‘1
ax:ﬁllx v$1.001x+1 v $1.001x+2 e vTT 81,001

2 Y 2 . L .

x+n-1

La relacién matematica es:
B ool =1 + T NP SRR
8 Ly =it vl bty 1x+2 - v

.. - 2 n"1
8m = TRV 4Py ¥ VP Foeee VT 4Py
n-1
t

By =1+ I vip o
x:n] © T e tPx

Expregsada en funcidn del dotal, es:

O B

I 14+ 1Ex + 2Ex + ... f n;1E* -
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. n-1
ax:ﬁ]= tgo tEx

¥y con valores conmutados:

B Hx-Nx+n

fx:mT Ty
: X

La relacidn entre estas dos filtimas anualidades es:

O~

I Rl P ol

. - 4
8‘x:n+‘l| ax:n L

0 ax:ﬁ]=‘ax:ﬁ:ﬂ+1

Anualidad Contingente Vitalicia Vencida Diferida n angs: n/ax

Esta anualidad es el valor presente de una renta anual de
$1.00, pagadera en forma vencida a la persona x, & -

partir del afio nt1 (edad x+n+1) siempre que esté con vida.

Gréficamente tenemos lo siguiente:

n+1 W-x=1
n/axlx v 1x+n+1$1'00 v 1w_1$1,oo

X x+1 X+2 X+n Xtn+i w=1

periodo de n afios de
diferimiento
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Este tipo de anualidad, se puede ejemplificar con el caso

de una pensidn o jubilacidn, as{ pues:

L hdl n+2 WX
n/axlx-v ItV lx+n+2 Foen by lw—1»
1 1 E -
fa = g1 XML one2 Txbad2 o e Iy
n&x T ___"‘1 — vesn
X X v X
_ .n+t nt2 e w=x=1
n/ax Vi amPx TV n+2Px i,..._frv w-x-1Px
w-1
la, = 1 t
X tenet Y otPx
Expresada en funcion del dotal, tenemos:
n/ax = n+1Ex * n+2Ex Foee ot w—x—1Ex
w=1
n/ax = t=n£1 tEx
y en términos de los valores conmutados:
x+n+1 X+n+2 w-X
/o = v lx+n+1 vy lx+n+2 Poea by 1w-1
n’ ¥x v¥y

X
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fa. = Dyinstr * Dyintp ¥ omveee t Dw-1 )
n' Tx D
X
/a = Nx+n+1
n' *x D
X

Anualidad Contingente Vitalicia Anticipada Diferida n .

afios: n/ax

Esta anualidad, es el valor presente de una renta anual -
de, $1.00, pagadera en forma anticipada a la per-
sona x, a partir del afio n, esto es, a la edad xtn, siem~

pre y cuando permanezca con vida.
Gréificamente tenemos lo siguiente:

o n n+? ﬁ¥x¥1rn ”
n/axlx v lx+n$1.00 v 1x+n+1$1‘00 A 1w-1$1'00

X x+1 see X4N X+n+1 sverrew W-"\

lo cual expresado en forma de cuacidn nos queda:

“ _.n n+l W-x~1
n/ax.lx SVl PV lpgpgq toeee bV 1wf1
n n+1 We-X-1
/e, = Y Lxin v e hxint + + M
n x ~ l l LN ) o l
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“w _ .n n+l v, S 'd‘-x-‘j R,
n/ax SV PtV at1Pxet b oo ¥ y, w+1px
. w-1
/i = 1 vttpx
t=n

=1 _
n/ax ) tEx y en funcion de valores conmutados
t=n _
v . Nx ' n
n/ax = Dytn * Dyynar ¥ 0 0 o P D Y n/ax T :

X oo

Lag relaciones que se obtiensn de n/Hx y n/éx son?

n-1/ax = n/ax Yo
n/a B

x n+1/&x

Anualidad Contingente Vencida Diferida n sifios, y temporal

& n afos:
= n/max

Esta anualidad se define, como el valor presente de una -
renta anual de $1.00, pagadera en forma vencida & la per-
sona X, a partir del afic ntl, edad x+n+l, y durante m -

afios i.e. hasta la edad x+n+m, siempre que X permanezca

viva,
L]
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"Graficamente tenemos:

n+T
n/n?x l M x+n+1$1 00

b's x+n x+¥ntl ..... x+tn+m

Donde n/maklx son todos los que pagaron el seguro; por -

tanto matemdticamente tenemos que esta anualidad se ob-

tiene asi:
n+1 n+2 n+m
n/n®x 1y = 1inet Letnt2t ot lygnen
+1 ntm ‘
1
g = lxgntl, 4 “xtntm
n/m % 1 1
X x
= Rl n+2 n+m
a/mtx =V n+1Px v ntaby tooee BV n+nPx
La cual nos dé
n+m
n/m % I v tPx
t=n+1

que expresado en funcién del dotal y de los valores conmu-

tados, queda:
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n+m

L g

a =
n/mx ol eq VX

e = Dx+n+] tDanea torme t Dyinen
n/m x D
. X
a = Nx+n+1 B Nx+n+m+.1
n/n%x D
X

Anualidad Gontingente Anticipada diferida n Afos y tempo-...

ral a m anos: n/mtx

Esta anualidad, es el valor presente de una renta anual -
de $1.00, pagaderos en forma anticipada a la persona Xx, a
partir del afio n, edad x+n, y durante m afios, esto es,

"hasta la edad x+n+m-1. Siempre que x esté con vida.
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Graficamente tenemos:

n+1

-- n n+m-1
n/maxlx v 1x+m$1.00 v lx+n+1$1'00 1x+n+m-1§1'oo
x+n x+ntl . . x+n+m-1
Por lo que:
o _ .n n+1 n+m-1
n/maxlx = y 1x+n + v lx+n+1 ves + V lx+n+m-1
n n+m+1
i o= z_iliﬂ__ Fouvees ! Letntn-t
n/mx x Cix
N . ntm-1
n/mdx = VopPyx t oo bV n+m-1Px
n+m-1
n/mdx = ) vt p
£ X
t=n

*

Expresada en términos del dotal y los valores conmutedos,

tenemos que:

. n+mn-1
n/m?x © I %
t=n
T Dy+n + Dx+n+1‘+ cee ¥ Dx+n+mf1
n/n%x = D '

X
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"

§ = —xXtn _ “xtntm
n/m D

Las relaciones que se obtienen, son:

n-1/n%¢ = n/nx Y
n/udx = n+1/mlx

‘ Supongamos ahora que en un grupo de personas de edad x, ~
cada miembro hace pagos de $ 1.00, a un fonde al final del
afio. S1 estos pagos son acumulados durante n afios, la por
cidén del fondo de cada sobreviviente al final de los n a-

fios:, es conocida como une anualidad de Forborne a n aflos,

la cual se denota por Sy,; ¥ su expresién es: °

3 1 1 ;
S . = E = D X 6
LA IS I Dy &y Dae
n-t "X+t xrn
Sx“ﬂ o Nyt - Nyin+q
) Dytn

Multiplicande y dividiende por Dy:

n
8 ! ) x ) Xt
= D = '-
x:7l Dx+n b1 x+1, Dx+n et Dx
= —f— axm
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De 1o anterior, se puede observar que Sx,ﬁ]representa el
valor acumulado por intereses y mortalidad, al final de

n afios, de una serie de pagos para los cuales 8 . 0 Te-

presenta el valor presente a la edad x, y sx:ﬁl= ﬁz_:_ﬁzia

Dy+n
para una anualidad anticipada.
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2.3 Anualidades o Rentas Contingentes con Pagos enFracciones del Ano.

Anuslidad Contingente Vitalicia Vencida Pagadera m ve-

aim)

ces al alio:

Esta anualidad es el valor presente de una renta de $1.00
por aifio, pagadera en forma vencida durante teda la vida -

de (x}, con pagos de §} % vencidos, cada m-ésimo de afio.

Graficamente se tiene o siguiente:

(m) i 1+) WX~
8, 1y v 1x+%$% V1x+1$% v m1x+1f% v 1w—% %
"X x+% CoeexrExeB xeed w-t
n m e
¥ en forma matemdtica:
Ca(my o $1[v%1 1+ Fovl L R WL
x‘ X Tn‘ X+E "o x+1 e w_ﬁ
1
11 1 ¥l
a(m)= Lpem Iy _5:1_.] + 3 (T Cxatm
x m 1 1 1
X x x
+ V1+m .—il—l—-m- ] * e ‘+ ﬁ{[vw-‘lx-m _];‘!—-i—m_ ]
X NP X

multiplicando y dividiendo por v¥: -
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! 1
1 X x 1 a1+l
a(m)_ﬁ[v mlot4 e vy (v lx+1+-1,,-, PR
X
X
_ v
1
x+2 Y-
LB A TS B A 1,1 ]
| " 1 tou
a(m)_ l'DX+m LR I L T R
x m »
east Dw_‘!_
I

Lo cual expresado en notacidén sumatoria da:

‘ o
(w-x-1f)
(m). | I iy
8y i} =1 T %
y
1
WX~
{(m)_ —
ax n-x tz1 : Dxﬂ%

Es de notarse que estos iltimos valores conmutados no se

encuentran en tablas cuando x+% [
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Ahora, para poder calcular esta serie de pagos, serd nece
rio aproximar la expresidn [Dx+% y ¥a que estos valores no

estan definidos ni tabulados en las tablas de mortalidad.

Tal aproximacion, se puede hacer utilizando una férmula -

conocide como aproximacidn de Woolhouse.

Utilizando dicha férmula, el valor de la anualidad es cg

mo sigue:
«©w -]
(m) 1 : 1
1) at™s e I D b x- [ ] D m=1 Dy . mi-1,
x owPx =t ®m Dy ogh xS R
d_p, weee ]
dg

Si consideramos que:

2) %; D, = - D, (u +§)

- d d X x 4 d
Dem.-~ — D = == {(v"1.) =v" =1 +1, v
4, X a4, = X a < &

4 = N
como H; lx = -1y ¥ Uy = 1x dx 1x

, d o :
ademas g~ v o= vxlog v = - v entonces:. .
x - EE
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d = -yF -y = -
T D v lx”x v lx ) | Dx(“x + §8)
Sustituyendo (2) en (1):

(m), m-1 . m’=1
(I) ax ’8.x+2m """"'"'"""12 mz(ux'fs)--o..‘.c--.
En la préctica, esta aproximecién es utilizada universal-
mente considerando solamente los dos primeros términos; ya
que del tercero en adelante, son valores muy pequefios. Por

lo tanto I se puede expresar como:

m-1
= +
8y By 2m

Para el caso de una serie de rentas pagaderas m veces al -

afio, en forma anticipade, también se hace necesario aproxi

mar una expresidn del tipo:

-]

L ]
: D
uD, t=0

1
Xy

mediante la férmula de Weolhouse perec cambiando los sig-

nos, por lo que la expresidn serd:
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Anualidad Contingente Vitalicia Diferida n afios.

(m)

Pagadera en forma vencida m veces al afio: n/&x

Es el valor presente de una renta de $ 1.00, por un afio -
pagadera en forma vencida durante toda la vida de (x), con
pagos de § % » al final de cada m-ésimo de afio y a partir

de la sdad x+n+%

Su expresidn matemitica es:

(m) (m) m-1 -
n/8x T 8xin - By = (agen ¥ 2n Infx =
= a E + 21" g por tanto
x+n nx 2m n"x
(m) m-1
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Anualidad Contingente Temporal a p afios,

Pagadera m veces al dfio en forma vencida. a

Es el valor presente de una renta de $1.00 por afio, paga-
dera en forma vencida a (x), con pagos de $% al final de
cada m-ésimo de afic y durante n afios, siempre que (x) es=

t& con vida.

Su expresidén matemédtica es como sigue:

) = oM (), -1 -1 '
2= ex n/ax =a, + T {n/ax t Sy nEx ]

m~1
i@ 2x T n/ax oy 1 - n¥x )
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Anualidades Continuas: ;x

Cuando la frecuencia del pago tienda a infinito, i.e.m+w, .
la anualidad resultante se denomina continua y se define
como?

(m)

X

a, = lim &

[

con Ek como el valor presente de una anualidad continua -

vitalicia de $ 1.00 mientras (x) viva.

Podemos considerar que las anualidades continuas se pagan
a cada momento de cada afio, de tal manera que el prgo a-
nual sea de $ 1.00. Esto simplemente es un concepto arti-

ficial ¢ eminentemente tedrico.

Debido & que

- . (m)
a, = lim By
m+w
Podemos escribir:
15
8y = lim 5 E t/mEx
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¥ pussto que el lado derecho de la'igualdad, es una inte-

gral definida, tenemos que:

x

- _ _ __1_ _ t
8= ] Jdt = 3 J D, dt = I v® b, dt
o X "o o

Los valores de ;x no pueden ser calculados directaments -
de las férmulas anteriores, a menos que tengamos una fun-
cién de supervivencia y utilicemos la tercera expresidn.
En la préctica esto no es usual y se hace necesario obte-
ner férmulas de aproximacidén para este tipo de anualida-

des.

(m)

x
tener una para Ex. S5i hacemos que m+w, podemos obtener -

De las férmulas derivadas para aproximar a podemos ob-

que:

rof—

Desde luego podria expresarse la anualidad continua en =
valores conmutados, pero habria necesidad de aproximar eg
tos, que no estdn tabulados en ninguna tabla de mortali-

dad. Sin embargo nos quedaria: (Ver enexo 1)
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Finalménte, se podrian expresar los otros tipes ds anua-
lidades continuas como integrales definidas y estas a su

vez, también habria que aproximarlas como la ay, por ejem

plo:

n

a = vE at [

x:n +Px
o]
(2]

- t

n/ax = I LA % dt

o

todag las anualidades vistas hasta ahora, tienen en comin
el pago de $1.00 anual fijo. BSe ha escogido este constan
te por claridad, sin embargo es claro que puede ser sustl

tulda por k-pesos.

Anualidades variables

En las anualidades consideradas hasta ahora, los pagoes ~
han sido constantes. Sin embargo, con frecuencia se en-
cuentran tipos de anualidades en las cuales el monto del

pago varia conforme transcurre el tiempo.
iy
L]

Normalmente, el valor presente de sste tipo de anualida-

des, se expresa en funcién de anualidades constantes o ni

veladas.
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Como ejemplo de este tipo de anualidades, consideremos lo
siguiente: Une persona recibird a partir de la edad (x),
pagos anuales de $ 1,000 durante n, pero a partir de (n+1)
afiog recibird $2,000 anuales en forma vitalicia. Expresar
en términos de anualidades niveladaé, el valor presente -

del beneficio.

Graficamente tenemos:

1000 1000 1000 2000

x x+1 x+2 cess  X¥n xtntl Lol
¥y la expresién matemdtica del valor presente es:

VP = [a, 1.1000 + [n/ax]. 2009
Otra solucidn seria:

VP = 1000 a, * 1000 n/%x

Anualidad Contingente Vitalicia Creciente: (Ia)x

Si denotamos por (Ia)x el valor presente a edad (x) de una
anualidad vitalicia creciente que proporciona pagos de ~
$1.00 a edad x+1, de $2.00 a edad x+2, de $ 3.00 a edad -

x+3, etc., incrementdndose en $ 1.00 para cada afio que la
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persona (x) sobreviva, tenemos en forma gréfica que:

(Ig)x.lx v$1.00.1,,,  v2$2.00.1 ., vI$3.00.1 .

X x+1 Xx+2 X+3  deee W-1

y en forma matemética:

w-x-1l

= 2 3 )
(Ia)x.lx = vl .+ 2vil o 4 3 1x+3 + ceeee v

w=1

si escribimos esta serie en forma de suma horizontal tene

X

mos: -
= 2 w-x-1
(Ia)xlx le+1+v lx+2+v’lx+3 R 3 1,4
2 3 w=x-1
v lx+2+v 1x+3+ .,....+y lw-1
, .
v lx+3 * et vwfx-11w—1
w-x-1
+v lw—1
(Ia)x = 0/ax + 1/ax + 2/ax + .. + w_2/9.x
oy w2 w2 N +t+1
2 — a, - X
(Ta)y = olo /% = 4Ly =5
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R ) . o
A . o8
Si definimos el valor conmutado Sx = tio Vst
queda finelmente
g :
< XA 8) =
(Ia)x = D y (I&)x -
x X

Anualidad Contingente Creciente Temporal a n afios: (Ia)xfﬁ

En este caso, los pagos crecientes cesan con el n-ésimo -

pago de $ n y su valor presente serd:

2 n-1,
(Ia)x:m le V$1 -001x+1 v $2 b001x+2 v $(n“1 )1x+n_1
X x+1 X+2 x+n~1
n
v $n.lx+n
x+n

(Ia)x:ﬁl = vl

. 2 . 3 S ¢
< X1 +2v lx+2 + 3v lx+3 + ... t v lx+n

x+n '
t oees t
_ v x42 . nv 1x+n
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1 e oxt x+2 x+3 X+n
(1a), . = D R R T e T e W
x+2 x+3 xX+n
x+3 )'(,'H’l
v 1x+3 + .:.+ v 1x+n
. X+n
v
(Ia)x:ﬁ1? o/nax+1/n—1ax+2/n-25x+ e ¥ n-1/n~(n-1)2x =
n-1 n-1
Z b/netix = I Nx+t+1D' Nosnt1 _
£=0 £=0 X
- Nx+1 Nx+n+1 * Nx+2 - Nx+n+‘l Foese Nx+n-1+1 - Nx--n+1
D
X
y finelmente:
(Ta) _ Sx+1 = sx+n+1 = Bl
& x:nl - D

X
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Anualidad Contingente Creciente temporal a n aflos antici-

pada: (IH)X:HT

En esta anualidad los pagos crecientes acabaft con el n-é-

simo pago de $n, en el afic n~1 y su valor presente es:

2 n-1
1x$1'00 V$2'001x+1 v $31x+2 v $n'1x+n-1

X x+1 x+2 x+n-1

TS - 2 n-1
(Ia)x:ﬁﬂx" 1x+2le+1+3v Loygt «eor +omv 1

X+n-1
X x+1 x+2 X+n-1
(Iﬁ)x.m = V1RV et 1X+2 rov Ly+n-1
X
| . VX1,
v - 1 ;.x x+1 ' x+n-1
(Td) . = o R LS R S
xt1 ' x+n-1
v 1x+1 + .:. + v lx+n—1
' x+n-1
.ty lx+n-1

(T8)m = o/ufx t 1/n-1%x"2/n2%% * *** ¥ n=1/n-(n-1)8x °
n-1 - n-1

a = X xt+t
pe0 B/MTEE 4o D
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y finalmente:

Sx - Sx+n - n'Nx+n

D

<Ia)xzm =
X

Anualidad Contingente Vitalicia creciente durante n afios:

(Im a)x

Esta anuslidad, tiene la caracterisiica de incrementarse
$1.00 cada afio, hasta que en el n-ésimo pago, los pagos -

permanecen constantes por el resto de la vida de (x).

Grificamente tenemos lo siguiente:

2
(Iﬁla)x'lx v$1.001x+1 v $2.Ole+2

X x+1 x+2 cee

n n+l W~x-1 .
v $n1x+n v $nlx+n+1 v $nlw_1

cee x+n xtn+l : w1
¥ la expresidn matemdtica es:

n+1

= ‘ 2 n
(Iﬁla)xlx = vl 42 1x+2 + cess t nv lx+n+nv 1x+nt1

'*'.n

B L Aantt AU



‘ x+2 Xtn x+n+l
(I4a) = v 1x+1+2v lx+2+ cre boav 1x+n+nv 1x+n+‘[
ol “'x e
X
w-1
cvves TNV 1w-‘l

_ x+1 x+2 x+n x+n+1

(Iﬂ a)x - _ﬁ; lv ].“x+‘l+v lx+2+"'*v 1x+n+v 1:>c+r1+‘l+
w-1
eres TtV 1w-1

x+2' X+n xtnt1

v 1x+2+...+v 1x+n+v lx+n+1+
w-1
vesse + V 1w-1

x+n x+nt1

‘ v lx+n+v lx+n+1+
R
+ v ZLW__1
. e n-1
(Im a)x = 'o/ax + 1/ax + e i"" n;1/&x = t§ t/ax =
n-1
= '2 Nx+t+1
t=0 Dx
Sx+1 ~ Sx+n+1

y o (1ga), = X
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Anualidad Contingente Decreciente temporal n afios:(Da),.m

Esta anualidad proporciona un pago de $n a edad x+1 y de-
crece en $1.00 el monto de los pagos sucesivos, terminan

do con el n-ésimo pago de § 1.00.

-Griaficamente tenemos lo siguiente:

n .
(Da)x:ﬂ'lx v$n'lx+1 v2$(n—1)lx+2 v $1'Oo'lx+n

X x+1 x+2 e x+n -

Matemidticamente tenemos que:

(Da)x:ﬁ'lx = nvlx+1 +(n-1)v21x+2+ veai it ¥ 1x+n
+ + +
nv" 1lx+1 + (n=-1)v* 21x+2 + (n-2)v" 31x+3 + ..
(Da) S vil

x+1 x x+3 xin.

1x+3 ere +V 1.ern

x+n-1
lx+n--1
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Lo cual nos da

_ 1
(Da)x:ﬁl ™ lagmt onedl Y op@ ¥ ot Bxin-(n-1)! ]

(Da) 1 ) rzl Bt~ Navtas
Da) o =3 a.m = ————
MEL Dy oy X gy Dy
y finalmente tenemos que:
nNopy = (S0 = Spapen)

.(Da)x:ﬂ =

Dx

Como ejemplo consideremos‘lo siguiente:

Una persona de edad 35, recibe un pego inicial de $1,000.00

al final del 1er. afio, decreciendo dicho pago en $ 50.00 -

anuales, hasta que el pago se reduzea a $ 500.00, siendo
esta cantidad la correspondiente al Gltime pago. Expresar

en términos de valores conmutados el valor presente del -

beneficio.

En forma grafica tenemos que:
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$1,000.00  $950.00 $550.00  $500.00
x=35 36 37 ... 45 46

Este beneficio, es equivalente a un pago de $ 450.00 duran
te 11 afios, mas un pago inicial de $ 550.00 el ler. afio, -
el 2do. afio de $ 500.00 y asi sucesivamente hasta que el -

pago sea de $ 50.00, i.e.

450 33—5—:"1-1""‘ 50(Da)-3—5—:-ﬂ

) 450(N36 - N47) + 50(11.N36 - 337 + 843 ).

Dys

= 30

[{20.¥
D35

36 = Myg) = (837 = 480
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Anualidades Varimbles pagaderas en Fracciones de Afio

51 las anualidades variables son pagaderas en fraccicnes ~

del aflo, se presentan 2 casos: »

1) Cuando la tass de pago es constante durante el afio, pe_
ro el pago anual total es hecho en m paé&s iguales ocu-
rriendo los incrementos o decrementos al inicio o final

del afio: (12),((‘“) .
2) Cuando la tasa de pago crece: (I(m)a)ﬁm).

“Para el ler. caso tenemos que:

(m) 1/
1 n.1
(I§7x 1x vl vm$EIX+%
m
1 @
X x""ﬁ - T x+1 x+1+3’i
4 2
v1 n$Th ] +1+l
L] m
cesese X2 eresveanne
X1+ '
y‘ .
(m) 1 o 1 w2 ‘
(I8) "= = [v''B 1 1 =+ y2'W 20 v i+
3 D, xig Ixe2 .
+B x4l
v"mlx+g%+.. +v"1m1x+1+1_2.+...]=
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8
N’
B
~1 8

"'FV .l/a $oa.. * ”/ax 7/ t/,a =
- 1=0
=y (3=t
=7 Xttt m xtt =
4= Dy !
m-1
_ S - U )N
= = (Ia) _5:1 dx
, Dy X 2m

Para. el segundo caso, consideremos el siguiente ejeuplo:
tomemos una anualidad creciente que es pagadera a una ta-
sa de crecimiento de % por afic al final Jde los primeros =~
% afios, % por ano al final Je los segundos %— afios y asi
sucesivamente., Si esta anualidad es emitida a edad Xx, el
primer pago vencido a edad x+% serd ;;. Como este pago cu
bre un periodc de % de afios, y la tasa de pago durante es
te primer periodo es de % por afio, entonces el segundo pa-

, 2 ‘ R
go & edad x'l% sera ir' Y asi sucesivamente.

Graficamente la situacidn cs asi:

(I(m)a)(m)l- 2] 1$%? v§&x+§ g?
X X Xty m B
1
X X+ X+% et e e
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1
n n 1+ m
= =2 iy +] 1 .1+ n l
lex*%‘rm v T +“7(1 w v T lx+1+— ()5
n 1 n
.o x+m x+1+m ceveae x+1+m ver s
Abreviando tenemos gque:
(m)y(m) _ 1 5 &
(1*"a) D ) w? Dx+i
X X t=1 "

Desarrollando la suma de acuerdo a la férmula de Woolhouse,
hasta el término que involucra la primera derivada, se ob-

tiene:

(), (®) 2 -1
(I = &x)x ».:(Ia)x + o 3 mz

Cuando la frecuencis de los m pagos tiende a infinito, de

las férmulas anteriores, se obtienen las anualidades varia

bles continuas,i.s.

(13, = Lim (Ia),(cm) Por lo que
me
@ © Oy )
= = +t X
(Ia) = g = z X R
X 5/ x
s=0 g=0 Px D
m-1
(m) _ Sx+1 * L™

perc como: CIa)x = i
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Si hacemos que m*® ent. :

1
' S t 5 N 1.
(13) = ———"L'XHDX Z = (Ta), * 3§,
(I(m) )( ¥ m2-1
a), =(Ia), i2n2 por lo que
(IE)x = Lim (I(m)a)(m)= (Ia)i +T%

-



" CAPITULO Il

'SEGUROS O PRIMAS NETAS UNICAS
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3.1 Notacidn

Az Seguros Pagaderos
cimiento.

Ax: Valor presente de

t .

xRl > Valor presente de

n/A, : Valor presente de
ferido n afos.

n/mAx: Valor presente de

al

un

un

un

un

fios diferido n afios.

: Valor presente de un

: Valor presente de un

pagadero al final de

final del afio del falle-

seguro de vida entera
seguro temporal a n afios.

seguro de vida entera di

seguro temporal a m a-

seguro dotal a n afios.

seguro de vida entera -

la m~-ésima parte del afio

en que ocurra la muerte.

X : Valor presente de un seguro de vida entera -

pagadero al ocurrir la muerte

(IA)x: Valor presente de un seguro creciente.

'(IA)i_ﬁfValor presente de un seguro creciente tempo-

ral a n aifios.

- (DA)Q:E: Valor presente de un seguro decreciente tem

poral.

~@=(1-v), tasa de descuento.
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Para el cédlculo de cualquier tipo de seguro, se debeﬁ de

contemplar cinco hipdtesis basicas, que son:

1) El nfimero de fallecimientos que ocurrirén, son losque -
indica la tabla de mortalidad utilizada (Nﬁmeré de segu
ros que la aseguradora tendrd que pagar).

2) Los siniestros son pagaderos al final del afio pbliza -
en que ocurran las muertes. (Pagaderos técnicamente).

3) Todas las primas del seguro se cobraran al inicio del -
mismo.

4) Todas las primas del seguro, que se cobran al inieio -
del afio poliza, son invertidas de inmediato a una cier
ba tasa de interés i.

5) Todas las primas calculadas son primas netas,i.e. seran
suficientes para cubrir las reclamaciones, sin exceder

el monto de las mismas.
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3,2 Seguros Pagaderos al final del afo del fallecimiento

Este tipo de segurcs o primas netas dnicas se denotarén por

el simbolo A.

A_ serd por lo tanto, la prima neta fnica a valor presente
X

de un segufo de vida entera de $1.00 pagadero al final del

afio de la muerte de la persona {x).
La representacidén gréfica es:

. 2 WX~
Al vd, $1.00 v?d,,,$1.00 v d,_,$1.00

X x+1 x+2 s v e e s w-x~-1

dx dx+1 dw—1

W=X
v, _4$1.00

w

Y natemdticamente tenemos: -

2 3 W~X
vdx + v dx+1 + v dx+2 t ceee + V d

. w1
3-8‘) Ax B ln
_ 2 3 W~X
Ax =ve, tv 1/qx tv 2/qx ANERRE w—x—1/qx
w-x=1
441
AX = z v

q
| o /%%
t=0



-

Siiég 3FQ)}lmul;iplicamOS y dividimos por v*, tenemos:

Afﬁ;,y ',dx ffvv, dx+1”+ reee PV du~1
R ' v 1
Yok
Cad NI X , R
- si shora derinimos Ox = vi''d, ¥y My = g Crit
S t=0
| g Gl St G
entonces: A = ——Xfl o ¥ !
: ] M
y finslmente: - Ax = 3
| . - _x

Prima neta Gnica o Valor presente de un seguro temporal a

n . 1
n afioa: Ax:ﬂ

S8i consideramos que el pago es de § 1.00, pagaderoc al fi-
nal del afioc del fallecimiento de la persona (x), siempre
y cuando el deceso ocurra dentro de los n afios, graficamen

te tendremos lo siguiente:(anexd 2 )

2 n 8 a
L vd $1.00 v ,,$1.00 Vid g $1.00

X X+ X2 .« . x+n

x+{
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y matemiticamente tenemos las relaciones:
n-1

. _X__xtn - t+1
Mol =D yoMg o= Lovie
t=0

Prima Neta Unica o Valor Presente de un seguro de vida en-

tera diferido n afios: n/Ax'

Nuevamente, si consideramos el pago de $ 1.00, pagadero al

final del afio de la muerte de la persona (x), grificamente

tenemos:
n+l w-x-1
X x+1 s.t.v +  Xin x+n+1 WeX—=1
dx+n

v Xa¥=Xg1 .00

W

El célculo matemdtico se hace mediante las siguientes re-

laciones:

M
= Xin = t+1
a/hx = Dx J oAy = L ov /%
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Prima Neta Unica o valor presente de un segurc temporal

m afios diferido n ahos: .
am i n anos: s A,

Tomando el pago de $ 1.00, pagadero al final del afio de la
muerte de la persona (x), siempre que la muerte ocurra den
tro de los m afios contados a partir de la edad x+n y hasta

la edad x+n+m, tenemos las siguientes relaciones:

nt+m-1
A = Mx+n - Mx+n+m A = Z t+1
n/m'x Dy Y on/mix pe

Las relaciones que se presentan en las primas anteriores

sons

i) Ax = Ai:m * n/Ax

M M, - M M
Demostracibén: =%— = X xtn . “xin
Dx DX Dx

ii) n/mAx - n/Ax - n+m/Ax

Demostracién:
Mx+n - Mx+n+m - Mx+n Mx+n+m _ Mx+n - Mx+n+m
Dy _ Dy Dy . Dy

K ~ = - ! S
114) - phy Ai;ﬁiﬁl Ax:ml
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Demostracidn:
Mytn = Mysnsn = My = Mesnin + My = Myin
D D D

X X X

Valor presente de un seguro dotal a n arnos: Ax-ﬁ

Considerando el pago de $ 1.00, para una persona de edad =
(x), pagadero al final del afio del fallecimiento de x, en
caso de que el deceso ocurra en el transcurso de los n_-

afios y en caso de no presentarse el siniestro en este lap-
so, se pagard la suma asegurade contratada al final de los

afios.

I

Las relaciones matemdticas para el cdlculo de esta prima -

son:

,Axtm VAchz'm ¥ Ax:ﬁ] Y
A - Mx - Mx+n * Dx+n
x: D
X

Relaciones entre seguros vy anualidades

Sabemos que los valores cohmutédds eryiﬂ¥;ipﬁéaeh'sér'ek_

presados de la siguiente forma: .t



Por lo que Ax puede

va - N

1) A = x+1

=76 -
X+l

Vel = Negq

expresarse en funcidén de anualidades,
=vid -a
X X

x - 1, 'entonces

) = 1-(1-v)d, = 1-dd,
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3.3 Seguros Pagaderos en el momento de la muerte,

En la préctica, los seguros se pagan cuande existen pruebas
fehacientes de la muerte del asegurado lo cual induce la mo
dificacidén de las férmulas correspondientes. La simbologia
utilizada para este tipo de seguros es similar a la anterior
solo que se agrega una barra horizontal arriba de la A, es-

to es, A.

Supongamos que bajo un plan de vida entera, la suma asegu-
rada serd pagada al final de la m-ésima parte del afio en
que la persona (x) muera. De acuerdc con esta suposicidn

la prima neta tnica puede ser expresada asi:

R ; RN
x T L By
=1
donde - Bl,b=lC= (1}{,{13_1E —‘lyx%)

tomando & % como el intervalo de diferenéiacién. Si hacemos
que m+» , la expresidén anterior se aproxims a la prima neta
Unica de un seguro de vida entera, pagadera en el momento_-
de ocurrir la nuerte y este valor se denota, como anterior-

mente se sefiala, por Kx’ por lo que



A:.:pq.‘,.

-78 -

» "' - : (m) 1. w .t
Ay =bm Ay = 9= J Vilget Weagdt S J viP gt
m +o X
o 0
¥y puesto que
(m) N -
Lim a, = Lim T I tEx
m +o mse =1 -I-ll-

~de donde podemos aproximar el término de la derecha, a una

integral definida por lo que nos queda que:

e =g =L | I
R L Rl Rt
[o] X o . o

Si ahora definimos tPy Uy COMO la probabilidad de que -
la persona {x), llegue con vida a la edad x+t y en ess mo-
mento fallezca, entonces la integral puede ser valuada me-
diante el nétodo de integracidn por partes, por tanto si -

hacemos

dat, entonces

= xft:ux+t

¥y finalmente tenémos?quegiﬁ*ﬂéfiié-65&"
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Esta (ltima expresién aparte de no ser muy prdctica, re-
sulta dificil, por lo que vamos a suponer o a aplicar el -
principio de la distribucién uniforme de muertes, el cual
nos dice lo siguiente:

8i las muertes que ocurrieran en un afio estuvieran unifor-
memente distribuidas durante él, podria considerarse que -
en promedio, las muertes ocurrirdn a la mitad del afio y si
la suma asegurada fuera pagadera en el momento de ocurrir
la muerte, en promedio seria pagaderoc seis meses antes de
lo supuesto en los segufos pagaderos al final del afio del
deceso, i.e.

- 1/2 i
A, = (1+1) LA = (1+2-)Ax

Existe otra expresidn para aproximar Ax en términos de A

y es:

Para el resto de los planes tales como temporales, dotales
y diferidos a n afios andlogamente se expresa la A corres-

pondiente en términos de la A.
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3.4 Seguros Variables

Un seguro due proporciona por muerte un beneficio creclen~

te o decreciente, es llamade un segurao variable,

El seguro creciente de vida entera proveé un beneficio de-
$ 1.00 en el ler. afio, $2.00 en el 2do. y asi sucesivamen-
te. S5i la prima neta dnica para dicho seguro, emitido a la

edad (x), la denotamos por (iA)x, entonces:

o

' o , _ M
(IA)x = 7 t/Ax i) (IA)x = 7 _xtt
=0 t=0 Dx
-3
Si definimos el valor conmutedo R_ = [ M it entonces:
Rx - X +=0 X .
(IA)x = D

X

Para el seguro creciente temporal a n afios la expresidn es:

(IA)£:H‘=

Un seguro de vida entera que proporciona el beneficio por
nuerte, y que ge incrementa solamente durante n afios, per-

maneciendo constante a partir de n, tiene como expresiodn:

(IﬂA)X = tzo t/AX =
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El seguro decreciente temporal, proveé de un beneficio ini=-
cial de n decreciente en $ 1.00 cada afio, sin pago de la su

ma asegurada si la muerte ocurre despues de n afies. Su ex-

presidn es:

n n
M- M
(A = I A= Xt
xRy t=1 D,
- n.My, - (Rx+1 Rx+n+1)
D



CAPITULO IV

PRIVAS NETAS NIVELADAS
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4,1 Notucl(';n» -

Px Prima neta nivelada de un ordinario de vida

aPx : .VPrima neta nivelada de unvida pagos limitados
an EYIVEN

Pi:~‘ Prima neta nivelada de un temporal a n afios.

' Prima netg nivelada de un dotal u n afios. -

‘Prima neta nivelada de un dotal pure a a afos.

 Prime neta nivelada de un ordinario de vida px

gadero al ocurrir el deceso.

Prima neta nivelada de una vida pagos limita-

dos a n afios.

P[(IK)X] Prima neta nivelada de un creciente de vida -

entera.

P(m) Prima freccionada real -

pln] Prima fracciqnadézﬁ'ﬁlazdsﬂ}f i,f 

pim}  Primu Fraccionsda o prorvuls




T

Prima fraccionada real de
da.

Prima fracéionada real de

mitados a n afios,

Prima fraccionada real de
fios.

Prima fraccionada real de

un ordinario de vi-

una vida pagos li-

un tewmporal a n a-

un dotal a n afios

Prima fraccionada a plazos de un ordinario de

-vida.

Prima fraccionada a plazos de un vida pagos -

limitados a n afios.

Prima fraccionada a prorrata de un ordinario

de vida.

Prima de tarifa.
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4.2 Primas Netas Anuales

4

e

Prima constante &
nivelada
1
b

_Para calcular una prima neta nivelada de cualquier seguro,
se aplica el principio fundamental de que el valor presen
te de dichas primas debe ser igual al valor presente del

Seguro.

Hasta el momento las primas calculadas son netas, esto -

es, suficientes para cubrir las reclamaciones: A = P.d.

Generalmente, los solicitantes de seguros los pagan con
primas anuales, semestrales, trimestrales o mensualesj -
mas bien gque con primas (nicas. Los pagos de tales primas,
forman una anualidad anticipada ya que la primera prima -
es pagada en forma inmediata y las siguientes son pagadas
al principio de¢ cada periodo subsecuente, dependiendo es-

tas 0ltimas de la supervivencia del asegurado, esto es:

P=Alyg .

Las relaciones matemdticas para los diferentes planes son:
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A My
. .1) Ordinaric de vida entera: ‘Px = e = R
2) Vida pagos limitados a n afios:
P = Ax = Mx
nx -
By Ne = Nyon
3) Temporal a n afios:
At My - Myspn
P)'(‘fﬂ = =
Gx:m Ne = Nyin
4) Dotal a n afos:
P - Ax:m - Mx - Mx+n +—Dx+n
X1 o -
Bl By:m Ny = Neun
5) Dotal puro a n afios:
t
. Ay Dx+n
P = =
X:hl - .
Ex:m N, - Nx+n

Las férmulas anteriores, son paras seguros pagaderos al -
final del ano del fallecimiento. Cuando el seguro es pa
gadero al momento de ocurrir el deceso, se usa una nota-

cidn diferente para representar la prima neta nivelada -~
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anual que evita expresiones complicadas. Para ello el sip
bolo P es usado en union con el simbolo de la prima neta
Gnica, lo que indica el pago inmediato de las reclamacio

nes. Gomo ejemplo se presentan los siguientes planes:

Ty

vs

X

1) Ordinario de vida: P(A,) =

2) Un vida pagos limitados a p aifios:

X

X

nP(Ax) = a
x:h)

3) COreciente de vida entera:
(18,)

P[(IA)X1 = -
)

X .
En ocasiones se emiten pélizas para las cuales la prima -

anual no es nivelada.

Supongamos que una péliza de vida entera es emitida, con
cada prime pagadere durante los primeros k afios, igual a
la mitad de la prima pagadera posteriormente. Si la pri-
ve anual inicial de dicha péliza es representada por P en
tonces el valor de la misma se determina por la siguiente

férmulaz

Ae = Poem® P
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si despejamos P, obienemos:

P = Ax _ Mx

N Ng # Nxfk

4,3 Primas Pagaderas en fracciones del afio.

Anteriormente se ha sefialado que, el asegurado generalmen-
te elige pagar el seguro en forma semestral, trimestral, -~
etc. A esto se le llama primas fraccionadas y se presenian

tres alternativas de cdlculo & las aseguradoras.

1) Considerar que el pago de primas se suspende con el fa
llecimiento del asegurado. Este tipo de primas es 1lla
mada "Primas Fraccionadas Reales" y su notacidn pera

los diferentes tipos de seguro es: P(m)

2) Dedueir de la suma asegurada en la pdliza, cualquier -
\ parte de la prima anual no pagada al fallecimiento del
asegurado. A las de este tipo se les denomina "Primas
fraccionadas a plazos" ya que el total de primas paga-
das caeda afio son efecto de una prima anual pagadera a -

plazos, Se denota por : plml.

3) Este dltimo caso llamado "Primas fraccionadas a prorra

ta" se presenta cuando la muerte ocurre después de pa-
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‘gada la prima y antes del final del pericdo cubierto,

se reembolsa la parte de la prima no cubisrta. Su sim-

bolo es: P{m}

Estas tres primas cumplen con que:

plm] cp(m) . pln}

Relaciones y ejemplos de las Primas Fraccionadas reales.

Para el caso de un ordinario de vida tenemos que:

My (1)

Es clara la conveniencia de poder calcular Pim)a partir de
los valores de Px' 8i la férmula anterior es multiplicada

A
X por Px se obtiene gque:

. dividida por Hx y reemplazando

&x
P(m)* PX

X 1- =1 1

m ax

como %— =P +d tenemos que
a
X

A, =1 - di y P o=-x__1 _g4
X X dy ax
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PX
21 ¢p o+
1-5=- (Py d)

Por tanto: Pim)=

(2)

{m)

La relacidn Px

> Px se debe a que:

a) La.posible pérdida de prima, en el afio en que ocurre -
la muerte y

b) La pérdida de interés en las porciones de la prima anual
tuyo pago es diferido, ya que el pago de las primas -~
fraccionadas es recibido en fecha posterior a la de la

prima anual.
Reescribiendo {2) como sigue:

(w) . =1 n(m) n-1 4 plm) -
P =k vy Px L T (3)

m
Podemos observer que Pi ) excede a Px por el valor de 2 -

términos de ajuste.

Ejemplo: Hallar la prime neta de un seguro de yida entera,
pagadera trimestralmente para una persona de 30 afios de ~
edad. Considerese una suma as;gurada de $1,000.00 y una -
tasa de interéds del 4.5% anual, supuesta en el cdlculo de

dicha prima.
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Datos : Férmulas
m = /4
My

x = 30 P(m)K—K—=K['—————'—W‘5—-]

X R .
: , ‘ x X

SA = 1000 X e

1= 0.045

Substitucion y desarrollo:

1000 2§4)= 1000 42 = 1000 | L B
) 830 o N3g — g D30

1000 s - 502,849.771 ]
g 48'499 416.9-0. 375(2'591 341.5)

it

it

10.58

(m)

Ahora bien, sabemos que Px representa la cantidad anusal
de prima pagadera m veces al afio y que la cantided efecti-
va de cada pago es % . Pim) por lo que la prima trimes-

tral es:

Si utilizamos la expresidn (2), tenemds:r,“

1000 Py,

3p
1- 8.(

1000 pl4)
' 3074
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oo
| R Mg 502,849.771
{30) Ny 48'499,416.9

= 0.01037

Y df#~0.04306,;entonces:

0.01037 .
T720.375(0.01037 + 0.04306 | =

e S (4) L ‘
. 1000 g’ 1000 |

11000 (0.01058) = 10.58
- siéﬁﬂdii&”ttiﬁéstral, por tanto, 2.645.

De forma andloga, se pueden obtener las tres expresiones -

)

para,P(m del resto de los planes basicos.

Para una vida pagos limitados a t afios:

(=} _ Ay B
1) (P =5 =~ i)
8y T 8T Tap (1-4By

= Mx
- .t §
Nx Nx+t 2m (Dx Dx+t)
: P
(m)_ t X
Mo T e e
2m x:tl
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~Para un temporal a'n afios:

l
gy pe(m, 2@, e 8 =
x:m ( ) 3 Lﬂ_-_-_l (1 A )
B 8@ T 2m V'Tntx
_ Hx M)c+n
- n-t ‘
Ny = Moy - 2m <Dx - Dx+n)
(m) .. )

- B=1 T
1 2m (Px:n * d)
~:i 3t 4,(m) s p? =1 oy(m) ' +°d4) .
,,ii%’)?x:ﬁ‘ Px:n * 2m Px;n (P x:m >'

Para un seguro dotal a n afios:

, ) ‘D
i") P(m) - Ax:iﬂ . MX Mx+n x+tn -
B,o.m  He.m- Bl(1 - g )
x: x:fl on nix
- My = Myen ¥ Dy _
N, -N, -%L( -p )
X x+n 2m X x+n
P
$irt) P(m) = X:n
! % ¢ 8l 1 mel (pt s @)
m M x:nl

an emt xi Fxem ¥4
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Primas Fraccionadas a Plazos

Para un plan ordinario de vida entera,'con primas {raccio

nadas a plazos, se determina une cantidad promedio de pri

ma que serd deducida de la suma asegurada. Dicha centidad
-1 inml

se define por Eﬁ% Px y el pago neto por parte del asegu-

rado en el aflo del fallecimiento en promedio es:

n-1 [m]
3 PX

1 -

Bajo esta alternativa la fdérmula correspondiente paré un

ordinario de vida es:

- p}((m)u-% PE(“} }

En este caso también se puede expresar esta prims en tér-

minos de las primas anuales:

P
{m}.
PX

b =1 Jim}
-1 (1~ 2m Px )
1- 2m (Px +d)
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- m=1 Sim]
- ) PX ‘ o T2m Px _Px .
m=1 m=1
1-=—— (p, + d) 1 - &= (p_+ d)
2m ( X : 2n (Py
- m=1 plm] P
P ml 4 2n Px Px = X ¥
m=1 z=1 +
1= B (R a) 1 - B (P, +4d)

+

n-1 (n] , m=1 plnlp |
,[‘1 - (P +d)}P_ ™ PP = Px

S m]
factorizando Pi queda:

Al 15 oy

"y finalmente tenemos que: .

| , G
(m] . X : L
Pe S TTETC e
1 -2 |
2m

Como ejemplo veamos lo siguiente:

Consideremos un seguro de vida entera para una persona de
30 afios, con una suma asegurada-de $ 1,000,00 y una tasa -
del 4.5% anual, encontrar la prima fraccionada a plazos.:.ug

tituyendo los datos en (*) tenemos:



%-

como P3 “m 0 O10vﬂ f;,0.043063 entonces

1000P[4] ”1000‘; 0.1037 . o 16,54'.
30 1 - .0.375(0.04306) -

Por 1o que el pago trlmestral sera" $ 2. 635.;

Andlogamente se pueden obtener las formulas correspondien-~
tes para el resto de los planes bdsicos, como ejemplo, &l

seguro de vida pagos limitados a n afios seria:

P
P[m} - b x
m

1 -

-1
T

Primas fracciopnadas a prorrata.

Para estas primas, el efecto producide por esta suposicidn,

es que el asegurador restifuye en promedio una cantidad de
{x} ,

%ﬁ Px como parte de la suma asegurada de la pdéliza. En

el caso de un ordinario de vida la expresidn matemdtica es:
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{m}
) (1 P(ml

)
=P 2m “x )

1
AX (1%‘-2-"5 PX

a
X

. s n - .
5i sustituimos Pi ) por su valor aproximade, obtenemos:

P{m} N P, _
X m~1 1
1- o .4 5 Px

tomando los datos del ejemplo anterior y sustituyéndb te-

-

nemos que:
1000 pgé}, . 1690' : 2_%30 1
S D 1 -3 d ~ 5 P30
cogo 330 %019193§ y d = 0.04306, entonces
iid§0»§{4} 1000(0.01037)

Y39 *® = 10.60
. 1-0.375(0.04306) -~ 0.5(0.01037)

Po?ilo'dqe el pago trimegtral serd: $ 2.65.

b _ (n) _[m] {m}.
Los valores de las primas Px s Px y Px son respectiva-

mente: 10.58, 10.54 y 10.60; de donde se observa la asevera

*

: {m] (m) {m} -
ciog de que Px < Px < Px _
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Veamos ahora un ejemplo de seguro de vida variable, sla-
borado por una aseguradora, y cuyo crecimiento estd basado
en el indice nacional de precios al consumidor que edita -

mensualmente el Banco de México.

Se trata de un plan de vida entera, pagos limitados a 20 -

aflos y para una persona de edad 40.

El primer problema que surge, es el de determinar o pronog
ticar cudnto serd el incremento del indice que repercutira

en el costo del seguro.

En este caso la aseguradora supuso un incremento en el in-
dice para efectos del cdlculo de la priwma. Asimismo se fi
j6 un tope mdximo de crecimiento de la suma asegurada, que

dando finalmente la siguiente férmula:

(1+7h)C, 0, q * (1+rh)049+2 Fooeea. ¥ (1+rh)040+t_1

P =
20540 °
{1+rh)D + (1+rh)Dw+2 +‘..... + (1+rh)D

40+1 40+t-1

+2(M0.)

2N g = Nh0420 )

donde 2 = nivel miximo que pueden alcanzar la Prima y la

suna asegurada (250% de la suma asegurada originall.
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C1,2,3 0. . .

incremento supuesto del indice y por consiguiente de

la suma asegurada para efectos del céleulo de primas

(103).
15 . ,
(1 .1)‘0“+(1 '2)0427\(113)%3.&"'+(2'[‘)C5A+
. : ~~' , “+(2.5)055+(2.5)056+ een
. e e . - (2'5)MAO=15
n_(1.T)pay+g1.2)D42+(1.3)DAB+...+(2.4)D43 ¥
o +(215)D55+.t--+(2l5)D60

(2.5) (Hg5-Ngq)



CAPITULO v

RESERVAS
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5.1 Notacién”

Reserva matemdtica al afio t
matematlica para un ordinario de vida

 matematica para qQFVida pagos limita

tal a n afios
ggnétéhtes de Fackler)

: t.x>,?x Réserva matematica de un ordinurio de vida -

con primas fraccionadas reales
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5.2 Farmulas Retrospectiva y Prospectiva

Hasta el momento hemos aplicado el principic fundamental -
del seguro: "El valor presente del seguro de las obligacig
nes de la compafiia de seguros, es igual al valor presente

de las primas o de las obligaciones del asegurado',

Lo anterior se explica para cualquier plan como:

o equivalentemente: A - Pa =0

Sin embargo tal principio s86lo es vdlido &l inicioc del se-
guro ya que, conforme transcurre el tiempo el equilibrio -
se rompe, es decir, esta igualdad no se mantiene a través

de la duracidn del contrato.

Lo anterior significa que, el valor presente de las obliga
ciones crece a través del tiempo en el caso de los seguros
Yy en las asnualidades decrece, y el valor presente de las
primas tiene un comportamiento a la inversa. Lo anterior

»

se puede ilustrar como sigue:



lo cual se puede demostrar con lo sigulente:
rd . [
en la mayoria de los casos, la prima anual para un mismo

tipo de seguro crece al aumentar la edad, por lo tanto:

Si multiplicamos ambos 1éd¢é'pdpf§¥+t; 6btenemos:

Px+t . ax+t =‘Ak+t ? Px S-S f .

Esta desigualdad, nos permite afirmar que los compromisos
de la aseguradora son mayores que los compromisos del ase

gurado al momento t.

La diferencia resultante de dicha desigualdad se conoce
con el nombre de reserva nmatemdtica al afio t y se simboli-

za_ por Vx+t’ por.-lo ‘que

- P

,,V' , = A x %x+t

UX+h x+t
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En la practica,cuando se trata de calcular la reserva de
un plan (o en algin ejercicio) se hace al afio t, es decir,
se habla de la reserva terminal al tiempo t, donde 1 pue-

de ser 1,2,3 .... ©Si consideramos a 1t=0, entonces:

Otra manera de entender el concepto de reserva es a través

de lo siguiente:

Supongamos que una persona desea un seguro ordinario de vi
da y lo pagara durante toda la vida. Sin embargo en lugar
de pagar una prima anual constante busca otra combinaciédn,,
por ejemplo, comprar un seguro temporal a un afio y renovar
lo anualmente, pagando la prima que de afioc en afio va sien-

do necesaria seglin su edad.
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La prima que la persona paga en este seguro temporal, si -
la suma asegurada es de $ 1.00 serd de V.q,. Esta prina se

conoce con el nombre de prima natural ascendente y es pro-
porcional & la probabilidad de muerte; la prima crece con

la edad y para edades altas es muy grande su valor. La pri
ma anual constante en el seguro ordinario de vidé, es supe
rior & la prima del seguro temporal durante los primeros -
afios, origindndose un excedente que estid destinado a cubrir
los déficits que necesariamente se producirén cuando la -

prima constante llegue a ser inferior a la prima naturel -
ascendente del segurc temporal. Por lo antericer se hace -
necesario guardar los excedentes y capitalizarlos a cierto

interés. Estos excedentes se llaman: reserva matemdtica.

En forma gréafica tenemos lo siguiente:

Prima natural ascendente

Sobrante deno~ ]
minado reserva
matemdtica

15 ’ 40

Prima Constanhe
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Métodos de Céleulo

Para calcular las reservas existen diversos métodos. El -
primero que veremos, parte de la definicidn que dimos de
reserva y se conoce con el nombre de "método prospectivo®

o de previsidn.

Este método toma en cuenta los compromisos fuburos de la

aseguradora y del asegurado.

T

Simplemente, consiste en determinar los valores actuales

de estos compromisos y establecer la diferencia.

Para un seguro ordinario de vida, la reserva bajo este mé

todo seria:

Para un plan vida pagos limitados & n afios con t<n, seria:

¢!
tvx

u

A

X+t an i Sx+t AT

ot xﬁil';’4§+t:n—a - Pac axft:n-bL o



B 'tvx:ﬁ1='Ax+t:n-tl"Pi:H}' Qx+tin-t)

Existe otro método llamado retrospectivo. Este método se
basa en los compromisos ya cumplidos. Segin esto la reser
va es la diferencia entre las primas pagadas por los ase-

gurados y los siniestros pagados por la aseguradora.

A fin de ilustrar este método, analizaremos el caso de un
plan de vida entera, ordinario de vida, calculando su re-
_serva individual al afio i, suponiendo que el plen fuera ad

. 1
quirido por “x personas.

Al final del afio t quedan Ls asegurades. Para cada uno

de ellos la aseguradora debe haber formado una reserva th;

por lo tanto tendréd Loyt = ¢V -
Esta reserva, de acuerdo a la definicidén de este método -
serd la diferencia entre lo pagado por los asegurades y -
los siniestros pagados por la aseguradora.

Los pagos efectuados por los asegurados seran:

1

X

ler. afio: primés”defEX'céda una que capitalizadas a
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la tasa 1 durante t afios nos da:

Y A
Px'lx (1+41)

2do.ano: i;il primas de Eﬁ cada una, que capitalizadas a
la tasa i durante t-1 afios da: P . lx”(Hi)tf1
1 P
t-ésino afo: —XXE=1l primas de -X cads una y capitaliza-
‘ das un solo afio : P . 1x+t-1(1+i)

Los siniestros de $ 1.00 pagados por la aseguradora y supo

niendo que se pagaron al final de cada afio son:

ler. afio: una suma igual a ix capitalzada por -1 afios:
-1
a (1+4) " .

2do. afio: una suma igual & & ,q capitalizada t-2 afios:

N Y
dx(1+1)

t-ésimo afio: una suma igual a dx+t—1’ gin intereses pues

se paga al final del «afioc i considerado: dx+t—1

Por lo anterior tenemos que:

-1 7 . |

t-
xty © Ve = By Lotk (1+i)' 7
=0 oo ksO

-1
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”"l"Sifhﬁlﬁiéiicamos ambos lados por v¥' ':
‘;t RS T ek ] CHEH
BT AR T = X S X .
w Ve '~let tVx = Px L v Lyt ) x+k ¥ t
g B K=0 K=0

, o =1 t-1

\ . ,’ o - - : C =

B Dx+t;f:thk Px L Dx+K Z x+K
. R T e X=0

= PX [Nx - NX"‘t] - [ MX - Mx+t] ‘

V= Py = Wyuy) -

La férmula inmediata anterior, es aplicable al resto de -
los planes bédsicos, Unicamente cambiando 1la Px por la co-

rrespondiente.

Es posible demostrar que la fdérmula retrospectiva es equi-

valente a la prospectiva en cualquier plan.

Para esto veremos el caso de un ordinario de vida. Si de-

sarrollamos la férmula retrospectiva: ;
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5.3 Otras férmulas para el cllculo de reservas.

Método de Recurrencia o de Fouret

Este wétodo para calcular la reserva terminal de un afio

en funcidén de la del afo anterior, se basa en el razona-

miento siguiente: al inicio del afio t-ésimo la asegurado

ra tiene en su poder para cada easegurado, la reserva -
. P .

t-1Vy+ Al cobrar la prima _x tiene en total , ,V +P .

Por cada asegurado y para los 1x+t-1 asegurados que teo=-

ricamente estédn con vida tendra:

+P)

lx+t—1(tm1vx X

Reserva Inicial

lo que al final del alioc y con los intersses devengados -

»
sera:

1 V, + P (1+1)

x+t-1 (t-1 X

Este fondo se utilizard para pagar los gseguros de las -

d muertes que se producen en el afio y ademds se cons

x+t-1
truye la reserva final th para cada uno de los 1x+t ase-~

gurados que sobreviven:
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AxaperloaaVe ¥ B O =y o+ L o4V

Despejando tvx obtenemos:

Vot Px) (1+#1) - 4d

lx+t-1 (t-1 X x+tt-1

1x+t

Método de reservas terminales sucesivas

Este método, nos servird para ilustrar un ejemplo de como
se calcula un asset-share y que consiste simplemente, en
derivar otra fdrmula para el cdlculo de reservas a partir

del método prospectivo.

La primera parte del siguienté desarrollo, nos dard un re
sultado andlogo a la fdérmula de recurrencia pero que nos
permitiréd ver una aplicacidn sencilla de un asset-share
para un seguro dotal y posteriormente, continuando con el
desarrollo, llegaremos a una aplicacidén que se conoce co-

mo el método de acumulacidn de Fackler.

Si a la férmula retrospectiva le sumamos Px 4 ambos lados

de la igualdad queda:

Vg ¥ P T Aiip 7 Py By
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_siya1cdb£inh§6i6£?suétiﬁuimqsflas sigulentes igualdades:

o S Raddeu Y

i

5 &x‘*t = VPx'+t al‘ﬁt_";.’l - :

Nos queda{

t?x " ?"(qu;t'+.YP*+fiA¥;f;{
: sV ¥ Py = VP (Ax+t+1 B Pkakfii

Wyt Pem iy v gV ) e

Si multiplicamos ambos lados por (1+i)l¥+£ k

x+t-1 t+1vx

(tvx + Px)1x+t (1+41) = dx+t 1

que es la formula que se aplica para el cdlculo del : -

Asset-Share en México.

Ejemplo de un Asset-Share denominado acumulacidn delfon-
dos o financiamiento bdsico para un -seguro d¢ta1ya 15'é€

fios, con pagos de primas durante 10 afios emitido & una -
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edad (35) por $ 1.00 de suma asegurada.

Tabla de mortalidad: CSO ~ 1958 al 37 anual

radix inicial: ~135 = 9'373,807 (# de pbdlizas emitidas a

edad 35).
10 P M5 w50t P50 - 0.074905 por
351151
Nys = Nyg $1 de S.A.

* Por tanto el monto total de primas pagadas el ler. afio -

k?q?'lds 135 es:

(91373,807) (0.074905) = $ 702,145

A continuacidén se anota la tabulacién de los datos en for

ma abreviada:

(1) (2) (3) (4)

Atio total de primas fondo total al fondo con

cobradas principio del afio Intereses
1 702,145 702,145 723,209
2 700,383 11400,064 11442 ,066
3 698,534 21115,915 21179,392
10 681,167 7T1635,450 7'864,514



1 - -
ool
35449 (P)
S (5) (6)
Reclamos por Fondo al
mnuerte final del
afio
23,528 699,681
24,685 11417,381
. 26.112 21153,280
bh 41 71819,773
48,412 8'005,954
67,104  8'762,306
d354t—1

(4)-(5)
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7'819,773
81572,243

{(t-1)+t
S (6) + (2)

(7)

# de Sobrevi~
vivientes

91350,279
91325,5%
91299,482

91048,999
91000, 587

81762306

13544

8'054,366
|81829,410
(3) x 1.03

()

Fondo por
Sobreviviante

0.07483
0.15199
0.23155

0.86416
0.88949

1 I (8)=t

28
V35751 (7)

A continuacién, si sustitu;mos en (I}, P 4y DOT 1~qx+t, -

tenemos:

(ﬁYxxf Ex)i(1fi):='t+1vx ¥ 9x+t (1f£+1vx-)
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y multipilicando por lx+t queda:

vV, +

Lerg (Ve Pl (14D = Loy + paqVx * g (1 —gaa¥y)

x+t 't x

En la primera ecuacién al término: q .4 (1 =444V ), se le

x
identifica con el costo del seguro basado en la cantidad
neta en riesgo; y al factor: (1"t+1vx) de la segunda ecua
cidén, con la cantidad neta en riesgo para el (t+1)-ésimo

~

ano.

Las dos anteriores ecuaciones, se pueden aplicar a las de-
mds formas del seguro, las que al generalizarlas, obtene-

mos:

u

CVPIIHE) = apyy + Py v gV (1)

n

(VPI141) = gV ¥ Qg (1 = V)

Finalmente, como aplicacidén de estas férmulas de reservas
sucesivas terminales, tenemos la férmula de acumulacidn de
Fackler, mediante lo siguiente:

81 despejamos .V de (I1), obtenemos:

1
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(v + PY(1+1) - q

V = Xttt
b1,
Px+t
y si definimos a:
1+1 Dx K ‘ sy Gx
le-"t = - ; x+-t, 4 =
Px+t Dx+1 Px+t Dx+1

conocidas como.las constantes de Fackler, nos queda que:

V= (t‘”P)“x

t+1 +t = Kxeg

donde, como se puede observar, KX es una funecidén de morta-

1idad indepediente de la tasa de interés.

Comentarios adicionales sobre los métodos Prospectivos y

Retrospectivo.

Es importante, poder tener un criterio a fin de poder esco

ger el método mds adecuado, para valuar reservas termina-

les. Con este propdsito se enuncian los siguientes princi-

plos:

1} El método prospectivo, es mis conveniente para duracio-
nes més alléd del periodo de pago de primas; ya que la -
reserva es la prima neta nivelada para los beneficios -

futuros a la edad alcanzada.
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2) El método retrospectivo, es més conveniente durante el
periodo de diferimiento, cuando los beneficios todavia
no han sido proporcionados, ya que la reserva es sim-

plemente la acumulacidén de las primas pasadas.

Finalmente, la mayoria de los planes de seguro involucran
un riesgo creciente, por medio de primas anuales niveladas;
las cuales en los primeros afios son mas que suficientes pa-

ra cubrir los riesges en curso.
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5.4 Reservas para planes con pagos en [racciones del afo.

Cuando un seguro es pagade con primas fraccionadas reales

P(m), la reserva al final de i afos se denota por tV(m).
8i utilizamos el método prospectivo para un ordinario de -

vida, se tiene que:

) o (m)

(m) _ (m
tVx = Axep - Px 8+t

X

Es importaﬁfe poder estimar que tanio diflere tVim) de th,
para lo cual haremos lo siguiente:

Si en la expresidn anterior sustituimos Pﬁm) ya Eiﬂ% s -
-por las expresiones vistas antes y que son:

(m) 2 n=1 5(m)
Py =P v o By (Px+d) ¥

(m)

x+t

. . m-1
a a - 'Tm'

xtt
obtenemos:

(a) * (@) ¢ _om=l g
Wy F Ax+t,- Pe loyuy = T2p !

. _ m:l (m) . M_ o
x+t ~ I?x * o Px (Px+d)](ax+t T

X*‘t:]

iy i n-1 pln) .
= Ax+ti_:anx+t o Bx [1"(Pxfd)a
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Ahora bien, si recordamos que:

nos queda finalmente:

(m) (
eV T eV €1- 2m 'x

Como se ve, la reserva es mayor cuando se pagan primas
fraccionadas reales, ya que habra una pérdida de primas -
en el afioc del fallecimiento, si este ocurre antes de que

todas las primas fraccionadas estén vencidas.

. o n-1 o(m)
El promedio de pérdida es aproximadamente “on Px ¥y la
reserva con primas fraccionadas reales es aproximadamente
igual a la reserva con primas anuales para un seguro de -
$1.00 nas el procentaje promedio de dicha pérdida de pri-

mas.
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5.5 Efectos en las reservas de las variaciones de las tasas de Interés

De acuerdo a las tablas que & continuacidn se muestran, es
claro que el incremento en la tasa de interés produce un -

decremento en la prima neta y en la reserva.

Una compafifa con una tesa de interés del 3%, tiene una re-
serva mayor que las que operan con tasas del 3 1/2% 6 4%,
Se puede observar también que la variacidén relativa en las
primas, originada por los cambios en 1g tasa, es mayor a

edades pequefias que en grandes

PRIMA NETA NIVELADA
EXPERIENGIA AMERICANA
$ 1000

3% 31/22 4 7

Ordinario de Vida Edad 20 $ 14.41 § 13.48 § 12.67

Ordinaric de Vida Edad 40 24.75 23.50 22.35
Ordinario de Vida Edad 60 58.27 56.83 55.45
Temporal 20 afios Edad 20 23.13 20.72 18.73
Temporal 20 afios Edad 40 33.14 30.75 - 28.63

Temporal 20 afios Eded 60  61.62 ~ 59.85 58.18
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La diferencis porcentual en la reserva,debido al cambio en
la tasa de interds, se sncuentra que es mayor‘para los pri
meros afos-pdliza. La siguiente tabla muestra las reservas
netas de una pbélizade un ordinario de vida emitida a edad

25 por $ 1,000 de suma asegurada y de acuerdo a la tabla -

de la experiencia americana.

i e mw e e e

P e R L T e e T T L ]

AROS EN VIGOR 3% 3 1/2% 4 Z

3 $ 45.76 $40.91 $36.59
10 98.94 89.42 80.82
20 230.50 213.04 196.87
30 394.11 372.38 351.75
40 570.12 549.00 528.49
50 728.07 711.36 694.83
60 859.44 B49.23 838.96

70 954.76 951.08 947.33




CAPITULO v

PRIMAS DE TARIFA
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" 6.1 Prima de tarifa para Seguros pagaderos en el momento de la muerte

Supongamos que se trata de emitir un plan temporal a n -
afios. Los dos aspectos fundamentales que se requieren para

la elaboracién son:

1.- Bases técnicas

2.- Bages contractuales

Las Bases técnicas o nota técnica, son los cdlculos actua
riales que dan origen a la determinacidn de las primas y
recargos gue aplicard la aseguradora, asi como la justifi

cacién de los gastos de gestidn y administracion.

Su realizacidn debe ser llevada a cabo por actuarios y su
aprobacidén corresponde a los organismos oficiales de con-

trol de seguros.

Las Bases Contractuales corresponden a la descripcién del

plan a través de la pdéliza.

Como ejemplo de lo anterior, veamos la nota técnica de un

seguro temporal a n aiios.

I Base demogridfica: tabla de mortalidad. (En México se

debe usar la experiencia mexicana 1962-1967).
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Base financiera: tasa financiera del 4.5% anual.

II Primas netas:

a) Prima neta Gnic A' = ——EE—:-EiiE
A unics x:f_ﬂ Dx
Al - M. - M
b) Prima neta nivelada P} —= ol Cx xtn
X N - N
x:T X xtn

III Prima de tarifa

Las primas consideradas hasta ahora se han caleulado sin -
tomar en cuenta los gastos que se originan en la operacién

de una compafila de seguros.
Estos gastos se dividen en dos grandes grupos:

a) Gastos de administracidn, que se refieren a los gastos
generales de la compafila por conceptos tales como:
- Papeleria
-~ Sueldos a enmpleados
- Renta del edificio
- Teléfono
- Luz
- Comisiones y honorarios & accionisias y representan-

tes.

~ Honorarios al Consejo de Admon., Comisariocs y Audito-~

res.
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- Correo, telégrafo y gastos de egecritorio.

- Gastos judiciales y honorarics a abogados.

b) Gastos de adquisicidn, que se refieren a los gastos por

la contratacidn de la pbliza como son:

_~-Comisiones a los agentes.
- Honorarios al médico examinador

Publicidad y Propaganda

- Gastos de inspeccidn de riesgos
- Gastos de agencias de los agentes de grupo

Impuestos sobre pdlizas

Otros gastos de administrecidn.

Cuando se incluyen estos gastos en el cdlculo de la prinma,
se obtlene la prima de tarifa, que es la qué realmente se

le cobra al asegurado.

Estos gastos se pueden cobrar como proporcidn de la suma

agegursada. ;

Generalments, los gastos de administfadiéﬁ,~ée-feparten -

fécilmente a través de la duracién del seguro.
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En cambiov los gastos de adquisicidn se efectdan al prineci-

pio y tienen que distribuirse en toda la vigencia del se~
L

guro. §

Ademds, los recargos ya sea de administracidn o de adquisji
cidn pueden ser fijos, es decir, independientenmente de la
suma assgurada o de la prima gue se cobre. Puede ser tanm~

bién variable, o sea, como proporcién de ls suma asegurada

o de la prima.

Férmula agregada para la prima de tarifa:

1 = Prima neta + Recargos
=P+ rn+h
w -rn = PN+ R
- PN + R
1 -1

Una expresidén para la férmula desagregada de la prima de -

tarifa, seria:

T=P+8+rr +Ka + Ina

Donde:
1 = Prima de tarifa anual
PN = Prima neta anual
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S = Gasto proporcional a la suma asegurada y efectua-
do &l principio del seguro.

r = Gasto proporcional de la prima de tarifa y hecho
al principio del seguro.

R = Recargos

ad = Valor presente de una renta anticipada

K = Gasto proporcional de la suma asegurada y pagado
afio con afio durante el tiempo del seguro.

Z = Gasto proporcional de la prima de tarifa y pagado

" afo con afio durante el tiempo del seguro.
51 despejamos m, tenemos:

n(1.- ra - 2) =PN + 8& + K

PN+ SE 4K
’ T «ra-12

Regresando al caso de calcular las bases técnicas de un -
plan temporal.a n afios, tenemos que la "Prima de tarifa® -
citada en el punto III, quedaria integrada de la siguiente

forma:

a) Gastos de administracién de $ 2.25 anuales por 0/00 de

suma asegurada.
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b) ‘Recarge fijo por expedicidén de péliza por $ 500,00.

¢} Descuentos por volimenes de suma asegurada.

Suma Asegurads Descuento por millar
De Hasta
150,000 249,999 0.5
250,000 499,999 1.0
500,000 999,999 s
1,000,000 en adelante _ »  }?250‘}‘

d) Gastos de adquisicidn

ler.Afic 2do. Ao 3er.Afio . 4to.Afio en

R adelante

Agente 30% 307 - B 5% © 3%
Supervisor 10% ‘52 2.5% R »
Otros 5q 37 Yl - - f(ﬂ'
452 38% 7.5% 3Z~i 

Estos gastos como proporcidn s la prima de tarifa y con r”'

las siguientes caracteristicas:

Las comisiones a los agentes son decrecientes porgque la -
auténtica labor de venta estd en el primer afio. Ademds no
decrece drésticamente en el segundo afio para evitar una ca
ducidad alte de pdlizas.Tomando en cuenta los porcentajes
anteriores y si los sustituimos para el cdlculo de la pri-

ma, tenemos que:
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Y '
. X:m . .
w Wg =T t 2.5 80mt Tem (0.45 S TEL ¥
ax:n"’

-+

0.38(5*;9 - Ex:?) + 0.075 (Hx:; - ax

+

O.OB(EX:J- ax:—ﬂ)] + 500 |

81 ahora reagrupamos lo que se encuentra entre corchetes -

nos queda:

ey | :
x:n . - . :
“J'c:ﬂ“ Hyim RO et ﬂ)'“m[0.0'? i)t 00305 At

+ 0.045 'a'x:a + 0403 H ot ] + 500

y finalmente tenemos que:

Ay 2.5 2,9 +.

t
XM 4_10.07 B )+ 0.305 & 51+ 0.045 4yt 0.03a,.n

_

Ganﬁida_d por 0/00 de suma asegurada

¥ 5000



CAPITULO VII

SISTEMAS MODIFICADOS DE RESERVA
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7.1 Asset Shares

"Supongamos que se ha emitido una pdliza a 10 afios para una
persona de edad 35. La prima de tarifa es de $91.21, supo
niendo ciertos aspectos de mortalidad, interés y gastos. -
El importe del seguro es de $ 1,000.00 y la reserva legal
esta basada en el sistema modificado de la "Illinois Stan~
dard” y 1a tabla de la experiencia americana del 3 1/2% -
{American Experience 3 1/27% table). Puesto que la prima de
tarifa, no se basa en la misma tabla de mortalidad y tasa
de lnterés que la prima neta y las reservas terninales, se
requiere una investigacién adicional para verificar si es-
te prima de tarifs es suficiente para cubrir los requeri-

mientos legales de los valores garantizados.

Los gastos que tiene que pagar la compafila el primer afio
son $3.00 pés 43% de la prima de tarifa, lo cual nos da -
un total de $ 42.21. Si deducimos este ultimo monto de la
prima de tarifa obtenemos lo que se llama "Prima efectiva",

la cual para nuestro casoc asciende a $ 48.99.

Al acumular los beneficios por intereses y sobrevivencia
& la prima de tarifa y deducir el costo acunulado del segu

ro, se obtiene:
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48.99 u{35] - (1022.5)K[35] =

= (48.99) (1.048317) - 3.24 543 = 48.112

Este monto, representa el excesoc acumulado de la prima de
tarifa sobre gastos y costos del seguro y recibe el nombre
de "asset share" o reserva natural, al final del primer -

afio pdliza.

Los gastos que pagard la compefiia en el segundo afio~pdliza,
ascienden a $ 1.00 mas 6% de la prima de tarifa,lo cual d4
un total de $ 6.473. La prima efectiva para este afioc es -

de $ 84,738, por lo que el segundo “asset share" sera:
(48.112+484.738){1.049503)-4.40583 = 135.021

Este proceso se repite para los diez afios. Una comparacién
de las reservas naturales, con las reservas terminales co-
rrespondientes, de la experiencia americana al 3 1/2% de

"Tllinois Standard" se nuestra a continuacidn:
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Seguro a diez afios, Prima de tarifa: $ 91.21

Edad a la emisidn: 35 afios

Primas Netas Primas Efectivas
Illinois Standard \
ter. afio: $ 69.22 ler. afio: $ 48.99
Siguientes: 89.47 Siguientes: 84.74
Reserva Terminal Reserva Natural Diferencia
Afio Illinois Standard AM.S.y U
§x$72Americana L 1/22
1 $ 63.26 $ 48.11 $ 15.15
2 150.35 135,02 15.33
3 241.20 + 226.01 15.19
;34‘ 335.99 ’ 321.36 14.63
5 434.93 421.23 13.70
':6_ 538.23 , 525.83 12.40
7. 646,12 635.66 10.46
- 758.86 751.05 7.81
9 876.72 872.35 4.37
.10 1000.00 ' 1,000.00 0.00

De lo anterior, se puede observar que la reserva terminal,
excede a la reserva natural en todos’‘los afics excepto en -

el #ltimo en el que es igual.
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Aqui es conveniente hacer notar, que los valores garantiza
dos usualmente se basan en la reserva legal, menos un car-
go por redencion. Si examinamos la tabla anterior podremos
observar qué cargo puede ser razonablemente hecho. El va-
lor de redencién al final de cada afio-pdliza, no deberd -
ser mayor que el monto acumulado mostrado en la columna de
los "agset share”. Las diferencias que se tienen en la l-
tima columna de la tabla son los minimos cargos de reden-
cibn, los cuales pueden ser usados por la compafiia en cal-
cular opciones de redencidén. Puesto que estas diferencias
nunca exceden los $ 25.00, el médximo cargo legal, es evi-
dente que en esta ilustracidén la prima de tarifa minima,
es adecuada para encontrar los requerimientos legales pa-

ra los valores en efectivo.

Es prdctica comiin, tomar una prima de tarifa ligeramente -
ﬁayor que la minima prima calculada P'. Los "asset shares"
calculados en base a esta prima incrementada serdn mas -
grandes que los que se muestran en la tabla y excederdn a
la reserva legal antes del vencimiento de la pdliza. Hay
varias practicas en uso comin, variando el periodo de -
tlempo a transcurrir antes de que el "asset share" sea mg
yor que la reserva legal. Una investigacién acerca de -
las primas de tarifa cargadas por varias compafiiag, didé -
por resultado que este periodo varia de 4 a 5 afios para -
pblizas de corto plazo, o de 15 a 20 afios en el caso de -

pblizas de vida entera.
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7.2 Sistemas modificados de reserva

Los métodos que se han visto para el cdlculo de las reser-
vas, se conocen en general como métodos o sistemas de pri-
ma neta nivelada completa y estén calculados bajo el su-

puesto de que (nicamente interviene la mortalidad y la ta
sa de interés, es decir, no ge aplica ningin otro supues-
to como por ejemplo, los gastos en que incurre una asegu-

radora.

Si se calcula la reserva, considerando exclusivamente, los
factores de mortalidad e interés estariamos suponiendo que
‘los recargos considerados en la prima de tarifa son sufi-

‘cientes para la aseguradora.

Sin embargo, como en los primeros afios de vigencia de una
péliza, sobre todq en el primer afio, los gastos que efec-
tla una aseguradora son muy altos, desde hace varios afios
se ha permitido que se modifique el sistema de cdlculo de

reservas que la aseguradora haya escogido.

Dicha modificacidn, estd basada en la hipdtesis de que, -
los recargos son insuficientes para pagar los gastos que
tiene que hacer una compaifiia durante los primeros afios -

del seguro.
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La modificacién que se aplique siempre consistiréd en ha=

cer uso ("tomar prestado") parte de las primas netas para
hacer frente a las obligaciones que tiene la compafiia, ta
les como comisiones a los agentes y supervisores, honora-

rios médicos y emisidén de pdliza principalmente.

Entre los sistemas modificados de reservas, los més usua-

les son dos:

1) Sistema afio temporal preliminar completo (ATPC)

2) Sistema afio temporal preliminar modificado (ATPM)

En el primer caso la modificacidn consiste en conside-
rar el plan de segurc de vide durante el primer aiio, como
si se tratara de un seguro temporal a n afios. Consecuente-

mente, su reserva terminal al final del primer afio es cero.

1V = Ager - Px'ax+1> 0.

v V! =0

1°x 1X:T‘

Para la renovacidn, lo que se hace es considerar al plan -
de seguro de vida como emitido & una edad mas y por un pe-
riodo menos; lo anterior significa obtener una reserva ma-

yor, es decir por el método tradicional completo tenemds:
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g

2°x x+2 © anx+2'

y para e (ATPC) 2Vx = 1Vx+1

Este sistema se aplicard solamente para planes con duracidn
mayor o igual a 20 afiog, ya que en plazos menores, como Sg

ria el de un dotal a corto plazo o un vida pagos limitados

a corto plazo, se fomentarian gastos innecesarios o sea su

poner mas gastos que los reales.

Para planes menores de 20 afios, se permite modificar el -~
éélculo de las reservas mediante el sistema (ATPM). El sig
tema que esti contemplado en la Ley General de Institucio-
nal de Seguros, consiste en que la reserva terminal del -
primer afio, serd la que resulte de comparar la correspon-
diente al plan de que se trate con la de un dotal a2 20 ~
afios y de las dos, la que resulte menor sera la que se -~
éonstituiré para el primer afio. Como ejemplo veamos lo -

siguiente:

v10 -

150 = 4041 = 10F40 240+1:T0R

17404200 A40+1:30°0 = F40:201 #4041 :2077)
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Lo que al obtener los valores numéricos nos dard la reser-

va a escoger para el primer afio.
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CONCLUSIONES

El trabaj§ presentado si bien es cierto que cubre los te-
mas centrales, no incluye aspectos tales como la compara-
cidén entre el rendimiento de un seguro visto como inver-

sién y una inversidn propiamente dicha ya sea de renta fi
ja o renta variable. Sobre esto hay coincidencia entre al
gunos maestros en cuanto a la realidad del mercado y su -
inminente trato en clase, por lo que su integracién defi-

nitiva al plan de de estudios no se ve lejana.

Se omite lo relativo a los efectos en las anualidades de
las variaciones en interes por tocarse poco, siendo gue
por el punto anterior resulte interesante profundizar en

tales efectos.

Asi como los casos anteriores, se podrian citar mis ejem—
plos, lo cual d& idea de lo rico y extenso de los temas, -
por lo que de acuerdo al programa actual se owiten algunos

¥y se agregan otros, haciendo real el plantear la necesidad

de revisar los programas vigentes.

Finalmente, deseo expresar que tanto en esta materia como
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en algunos otras de la carrera, es deseable la elaboracién
de tesis enfocadas = mejorar e incrementar la bibliogra-
fia, ya que por ejemplo en la guia de las carreras de Ma-
temdticas y Actuario, editada por la Direccidn General de
Orientacidn Vocacional {1979), no se anota bibliografia -
ni en Cdlcule Actuarial II ni III, alin cuando se cuentas -~
con el libro "Lecciones de Técnica Actuarial de los Segu-
ros contra los Dafios® de Luigi Molinaro y traducido al eg
pafiol por el Dr. Antonio Minzoni Consorti, como tampoco -

en la materia de Cédlculo Actuarial de Modelos Dinémicos.

Es claro que en otro ambito las publicaciones, si bien no

son nulas si bastente exiguas.

Asi las cosas entonces, considero que el pregente trabajo
bien podrd ser de alguna utilidad para el alumno que en
esta materia se inicie, siendo éste en dltima instancia

el objetivo Ultimo de la presente tesis.

En los anexos, se muestran como guias, los planes de es~
tudio vigentes de Cdlculo Actuariel I, II y III, asi como

el de Cadlculo Actuarial de Modelos Dindmicos.
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ANEXO |
(Ver pdgina 52)

Si suponemos que Dx+t es una funcién lineal para 0% <1

b o= . 1.1
entonces D = J b dt = D + 5 (Dx + Dx+1) ¥

0 “x+t 2
% .l = 1 = 1
Ne=3 (Nx ¥ Nx+1) =N -g Dy =N, v gDy
ANEXO 2
(Ver pdgina 72)
ao =~ Mo
x:i) D

X
v, + v3d_., + ... + v
X x+1

lx

xtn~1

] -
Sabemos que Axfﬂ =

Si multiplicamos numerador y denominador por v* o inelui-
mos valores conmutados, obtenemos:
Cx + Coyq + Cpyp t .0 + C

Ay D
X

Xin-1

y puesto que: M = CptCoyq¥Cpanteee#Cygn 140, 4o o otC

¥y gue: MX+n = . : ,~‘V"C +...+G“‘
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tenemos, efectuando la resta que:

My - Mx+n = focx+1+Cx+2+Cx+n~1»‘&1" 
de donde:
At - My - Mx+n
ol D,



-1 -

ANEXO 3
CALCULO ACTUARIAL |

CAPITULO | N

-Funciones Biomé&tricas

1.~ Notacidn

2.- Funcién de Sobrevivencia
3.- Tasa Central de Mortalidad
4.- Tabla de Mortalidad

5.- La Fuerza de Mortalidad
6.~ Leyes o Modelos de Mortalidad

CAPITULO 11

Anualidades Contingentes

1.~ Notaeion
.~ Rentas Contingentes'con Pagos Anuales
.- Rentas Contingentes con Pagos Anuales en Fracciones -
del Afio.
4.~ Efectos en las Anualidades de las Variaciones en Inte~

rés y Mortalidad.

CAPITULO I
Seguros
1.- Notacién
2.~ Terminologia

3.- Seguros Pagaderos al Final del Aﬁordé1 Fg}1écidiento
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4.~ Seguros Pagaderos en el Momento de la Muertse

5.- Elaboracidon de Planes Combinados

CAPITULO IV
Primas Netas
1.~ Notacién
2.~ Terminologia
3.~ Primas Netas Anuales
k.- Pripas Pagaderas en Fracciones del Afio
5.- Analisis de Primas

6.- Primas de Planes Combinados

CAPITULO V
Reservas
1.~ Notacidn
2.~ Terminologia
3.- Formulas Retrospectiva y Prospectiva
4.~ Otras Férmulas para el Caleculo de Reservas
5.- Reservas para Planes con Pagos en Fracciones del Afio
6.~ Efectos en las Reservas de las Variaciones de las Ta-
sas de Interés y Mortalidad

7.~ Reservas para-Planes Combinados.

CAPITULO VI

Primas de Tarifa

1.~ Notacidn
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2.~ Terminologia

3.- Recargos

4.- Prima de Tarifa para Seguros Pagaderos en el momento
de la Muerte.

5.- Primas de Tarifa para Planes combinados

VAPITULO VI

Sistemas Modificados de Reserva

1.~ Notacidn

2.- Tqrminologia

‘ - "Asset Shares"

.- Sisteras Modificados de Reserva
+~ Valores de Rescate

6.- Seguros Saldados
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CALCULO ACTUARIAL H

CAPITULO 1|
Probabilidades

1.~ Notacién
.2.- Terminologia
3.- Probabilidades de Vida Conjunta
.- Leyes o Modelos de Mortalidad Aplicados a las Probabi-
lidades de Vida Conjunta
"5.~ Ley de Envejecimiento Uniforme
6.~ Probabiiidad del Grupe del 0ltimo superviviente.
.~ Probabilidades del Grupo Generalizado.
8.- Método Z para el Calculo de Probabilidades
.- Evaluacidén de las Probabilidades Contingentes

10.- Probabilidades Contingentes Compuestas

CAPITULO i

‘Anualidades

1.~ Notacidn

2.~ Terminologia

3.- Anualidades del Gltimo sobreviviente
4.~ Anualidades del Grupo Generalizado 7;:‘
5.~ Método Z para el Calculo de Anunlldadéé

6.- Anualidades de Reversidn
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7.~ Anualidades de Reversidn Compuesta

CAPITULO IIt

Seguros
1.~ Notacidn
2.~ Terminologia

.~ Seguros de Vida Conjunta

.~ Seguros del Gltimo sobreviviente
5.~ Seguros del Grupo Generalizado
6,- Seguros contingentes
7.~ Evaluacién de Seguros Contingentes

8.~ Seguros Contingentes Compuestos

CAPITULO IV

" Primas y Reservas

1.~ Notacidn
2.~ Terminologia

3.~ Primas Anuales y Reserva de los Seguros Contingentes

CAPITULO V

Tablas de Decremento Miltiple

1.~ Notacidn
2.,- Terminologia

3.- Tasas de Decremento
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4.~ Puerzas de Decremento
5.- Construccidén de Tablas de Decremento

6.~ Analogia con las Funciones de Vida Conjunta
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CALCULO ACTUARIAL DE MODELOS DINAMICOS

CAPITULO PRIMERQ

Estudio de la Ley del Seguro Social

1.-

2.-

Sujetos del Régimen del Seguro Social Obligatorio

a) Asegurado Directo

b) Beneficiario

c)‘Derechohabiente

Seguros que comprende la Ley del Seguro Social =

a) Enfermedades Generales y Maternidad (EGM)

b) Riesgos .Profesionales (RP)

¢) Invalidez, vejez, cesantia en edad avanzada y muer-
te (IVCM)

Prestaciones a Corto y a Largo Plazo en:

a) E1 Ramo de Enfermedades Generales y Maternidad -
(EGM)

b) Riesgos Profesionales (RP)

¢) Invalidez, Vejez, Cesantia en edad avanzada y muer-
te (IVCM) |

Requisitos y Limitaciones para obtener el Derecho den-

tro de cada ramo de Seguro a las: '

a) Prestaciones en especie

b) Prestaciones en Dinero.

Prbcédimiéntorpara calcular las cgaﬂi

taciones en dinero, dentro de cada ramo.d
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CALCULO ACTUARIAL Il

El Proceso de riesgo

1.- Fundamentos
1.1 Modelos Matemdticos Aplicables
1.2 E1 Proceso del Namero de Reclamaciones

1.3 El Proceso del Monto Total de Reclamaciones

El Rlesgo de la Colectividad

1.~ El Proceso de Riesgo con Probabilidades Basica Varia-

bles.

Caélculo de Primas

1.~ Principios de Cdlculo de Primas
2.~ La Prima de Riesgo y la Prima Colectiva

3.~ La Prima Confiable

Retencidén y Reservas

1.- Iden.
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6.~ Grupos de Cotizacidén y formas de contribucidn en cada
‘ramo de Seguro para:
a) Los Asalafiados Permanentes Urbgnos y d;l Campo.
b} Los Independientes del Campo
¢) Los Miembros de Sociedades Cooperativas y de credi
to Ejidal
d) Los Productores de Cafia de Azlcar y sus Trabajado-

res Egtacionales.

e) Otros.

CAPITULO SEGUNDO

Teoria del Seguro Social

1.~ Sintesis Histérica del Nacimiento del Seguro Social

2.- Objetivos del Seguro Social

3.~ Principales diferencias enjge el Seguro Privado y el
Social.

4.~ Sistemas Financieros aplicados en los Seguros Sociales
¥y su eleccion.

5.- Grupos Abiertos en la operacidén de los seguros socia-

les
CAPITULO TERCERO

Calculo Actuarial

1.- Grupos Simbelos y definiciones

2.~ Frecuencias y Relaciones Importantes )

3.- Tablas‘dé Decremento Miltiple: Ordenes de Invalidéz
y Actividad. | |
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L.- Influencia de la Reactividad en la Invalides y Acti-
vidad

5.~ Rentas de Invalidez y de Actividad

6.~ Influencia de los Salarios en las funciones de Connu-
tacidn.

7.~ Carga Financiera de Vejez

8.~ Carga Financiera de Invalidez

.~ Carga Financiera de Viudes

10.~- Carga Financiera de Orfandad

11.- Carga Financiera de Asignaciones Familiares

12.~ Carga Financiera por Servicios Médicos

13.~ Carga Financiera por Incapacidades Médicas

14.~ Carga Financiera por Maternidad

15.- E1 Concepto de las Generaciones Futuras

16.~ Bxpectativas del Salarioc y Cotizaciédn

17.- Obtencién de la Prima Media General

CAPITULO _CUARTO

Situacidn Financiera de los Sistemas de Pensiones

1.- Bstructura del Balance Actuarial
2.~ Pinalidades del Balance Actuarial
.~ Valuacién de la Reserva Técnica por el Método Retros-
pectiveo

4o~ Cdlculo de la suficiencia de la Prima de Financiamien-

to.

5.~ Andlisis Actuarial de Resultados



- 154 -

BIBLIOGRAKIA

Jofdan, Ch. XN.

Society of Actuaries
~Text Book on Life Contingencies
" The Sociesty vt Actuaries, 1952.

Spurgeon, D,F.

Life Contingencies

3a. Edicidn

Cambridge University Press, 1932

Rooker, P.F. ¥y

Longley-Cook, L.H.

Life and other Contingenéieb
Cambridge University Press, 1957.

King, G.

Institute of Actuaries

Text Rook, Part 1I

2da. Edicidn

London , T
Charles and Edwin Layton, 1902

Haycocks, H. W. y
Perks, W. _ _
Mortality and other Tnvestigations

Cambridge University Press.

Menpe, Waltur Olto y
Watermun Glover, Jumes
An Introduction to the

i



9-“‘

100"

- 155 -

Mathematics of Life Insurances
New York, MacMillan Co. 1940.

Tesis - José Cosio Rodriguez
Proyecto de Texto de la Materia
de Introduccion al Seguro de vida
Ciencias, Actuaria

Facultad de Ciencias

Biblioteca Central, 1980.

Tesis - Arriaga Parra, Mario y
Sénchez Chibraz, José Antonio

Elementos de Calculo Actuarial
Acatlén, Actuaria

Biblioteca Central, UNAM, 1981

Tesis - Covarrubias Gonzélez, Pedro
Proyecto de texto para un curso '
de Cdlcule actuarial I.

Actuaria

Biblioteca Central, UNAM

1978,

Gonzdlez Gali
Elementos de Cédlculo Actuarial-
Argentina.



	Portada
	Introducción
	Índice
	Capítulo I. Funciones Biométricas
	Capítulo II. Anualidades Contingentes
	Capítulo III. Seguros o Primas Netas Únicas
	Capítulo IV. Primas Netas Niveladas
	Capítulo V. Reservas
	Capítulo VI. Primas de Tarifa
	Capítulo VII. Sistemas Modificados de Reserva
	Conclusiones
	Anexos
	Bibliografía



