
"COf,JUNTOS BORROSOS, TEORIA BASICA Y APLICACION AL 
ANALISIS DE DECISIONES" 

CARLOS HUMBERTO ARIAS MARTf NEZ 

TESIS 
Presentada a la Divisi6n de Estudios de 

Posgrado de 1 a 

FACULTAD DE INGENIERIA 
de la 

' UNIVERSIDAD NACIONAL AIJTDNOMA DE MEXICO 
como requisito para obtener 

el grado de 

MAESTRO EN INGENIERIA 
(INVESTIGACION DE OPERACIONES) 

CIUOAO UNIVERSITARIA 
Mayo, 1988 

. Dl!é Y 
leJi ( 



UNAM – Dirección General de Bibliotecas Tesis 

Digitales Restricciones de uso  

  

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA 

SU REPRODUCCIÓN TOTAL O PARCIAL  

Todo el material contenido en esta tesis está 

protegido por la Ley Federal del Derecho de 

Autor (LFDA) de los Estados Unidos 

Mexicanos (México).  

El uso de imágenes, fragmentos de videos, y 

demás material que sea objeto de protección 

de los derechos de autor, será exclusivamente 

para fines educativos e informativos y deberá 

citar la fuente donde la obtuvo mencionando el 

autor o autores. Cualquier uso distinto como el 

lucro, reproducción, edición o modificación, 

será perseguido y sancionado por el respectivo 

titular de los Derechos de Autor.  

 



.. ' ; .~ 
'~ ¡, '. 

RESUMEN 

Esta tesis presenta la aplicación de los conjuntos borrosos -
al análisis de decisiones. Se exponen los antecedentes del análisis de 
decisiones según el punto de vista de la Psicología, la Investigación de 
Operaciones y la Teoría de la Utilidad, examinándose brevemente sus be
neficios y limitaciones, proponiéndose como alternativa el uso de lama
temática borrosa como técnica de decisión adecuada al entorno nacional. 
Se presentan las definiciones y operaciones básicas de los conjuntos bo
rrosos y los conceptos elementales del análisis de decisión borroso basE_ 
do en estas operaciones, resolución de algunos casos y perspectivas de -
esta técnica. 
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1.1. ANTECEDENTES 

En el ejercicio del paradigma sistémico o método de los sist_g 
mas tiene gran importancia la teorfa de decisiones que analiza las elec
ciones racionales dentro de organizaciones humanas, basada en el examen 
de situaciones dadas y sus posibles consecuencias [5]; el proceso de de
cisión ha sido examinado desde diferentes puntos de vista, algunos de -
los cuales revisaremos brevemente: 

El punto de vista psicológico 

Los psicólogos han estudiado la realización de las decisiones por -
más de 30 años. Durante este tiempo han predominado dos estrategias 
de investigación: la primera es llamada prescriptlva y básicamente 
implica el traslado de modelos formales y normativos del campo de la 
estadfstica y la econornfa al campo de la experimentación psicológi-
ca; los sujetos Investigados son interrogados sobre cómo realizan -
sus trabajos y decisiones y su conducta es comparada con la conducta 
óptima prescrita por e 1 mode 1 o. Las grandes fa 11 as de es te enfoque 
llevaron a desarrollar la estrategia descriptiva centrada en el pro
ceso de la información o enfoque cognoscitivo. El resultado tfpico 
de estas investigaciones es una explicación en términos psicológicos 
de porqur 1 a conducta humana se orienta al óptimo. Muchas de 1 as e~ 

plicaciones están basadas en la suposición de acotamientos o cortes 
con que se ayuda la gente para tratar problemas de una complejidad -
que excedan su capacidad para procesar información. 
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Puede resumirse el punto de vista psicológico corno lil explicación -
del proceso ~ue re1liza el humano en la práctica subjetiva de deci-
dir, en describir có1110 combine: el conoci111ie11to, memoria, sentimien-
tos, razón, ~te., y busca una decisión cuundo se encara con un pro
blema que requiere solución o en general cuando recibe un estímulo -
que requiere una respuesta en forma de acc.ión. Un modelo de este -
proceso es mostrado en el siguiente diagrama [33]: 

l -=~·1r- 1 
I Ml'l()l ti' t 1 

J 
1 COtlOCIMI ENTO ll _-r--

t~IORIA ¡ ' ·I INFERENCIA 1 

¡_ IPTUI CION 

F ÍiJUl'<l 1.1. 

1 

RECONOCIMIENTO 
:JE PROIJLEMAS 

l IJECISION 1-1 ACCION 
1 1 RESULTA! 

·--- I=~=:: i r 
EL i'HOCESO HUM/\NO DE DECID!fl 
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El punto de vista de la Investigación de Operaciones 

En esta disciplina, las decisiones son consideradas como la solución 
a un problema, definiéndose corno problema a una situación en donde -
existe: 

- Un decisor o persona que afronta el problema 
- Un objetivo 
- Por lo menos dos cursos de acción 
- Una :nedida de consecución del objetivo. 

Según la metodología de l\ckoff [14) y Churchman [13), este problema 
puede ser representado µor la ecuación: 

(1.1) 

en donde: 

V Es la medida de consecución del objetivo o rendimiento de una 
acción dada. 

x1 Son las variables de decisión, selección o control, o sea los 
aspectos de la situación que pueden ser controlados. 

yj Son los aspectos del entorno o ambiente del problema sobre los 
cua·les no se ti<rne control pero determinan cualitativa y cuan
titativamente la solución. 

Una decisión ser5 una solución al problema y consiste en la solución 
de los valores dr x. expresados como unB función de g(yJ.), el cual -

.. 1 

111axi1aizil u minimiza a V. 
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El punto de vista de la Teoría de Utilidades: 

El análisis de decisiones utilizando la teoría del valor fue desarrg_ 
llada por H. Raiffa al inicio de loa ílos sesenta (40], (41], (42], -
continuada por R. Schloifer (45), R. Keeney [2B], (30]. El procedi
miento para este análisis puede resumirse como (1): 

- Estructuración del problema con la presentación de todas las al-
ternativas y consecuencias, en forma de árbol o simplemente enum~ 
rándolas. 

- Cuantificación de impactos e incertidumbres. 

- Establecimiento del criterio de decisión. 

- Encuentro de la solución. 

- Análisis de sensibilidad. 

Se ve que este proceso es básicamente la selección de una alternati
va particular, de un conjunto ele alternativas posibles, de modo que 
sea la que mejor satisfaga las metas u objetivos en un ambiente dado 
que impone ciertas restricciones, al tratar problemas complicados -
por su extensión o número de elementos que intervienen se estructura 
la solución dividiendo el p_roblema inicfol e11 pequerios subproblemas 
menos con:plicildos f'n los cuales se des9losan las alternativas consi
derando los diversos atributos u objetivos, se separan los atributos 
para evalu.il'Sf' indrpendientc111Pnte y lu utilidad total de una a1tcrnA 
tiva es obl:enirlil por algún prornso de agregación. Esta utilidad -
agre•J<1du··1·s usada Ct)lllO buse paril la splccción de una alternativa pa.!:_ 
tií.ular. 
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Este problema puede rcpresentar~e conceptualmente con el modelo si

gui ente [15]: 

111ax 
L 

f u(x)f~ (x) dx 

Rn 

( 1.2) 

cuya solución corresponde a la alternativa seleccionada entre el gr~· 

po L analizado y que maximiza el valor esperado de la función de utj_ 

lidad del decisor, U(.), en un espacio euclidiano den dimensiones. 

Cuando los objetivos est5n especificados se definen n atributos x1, 

x2, ... , Xn, los cuales permitirán medir el nivel que se lograría de 

cada uno de los objeti~os con las alternativas de solución. 

Si x1 es un nivel particular del atributo :< 1 y la función de utilid-ª 

des del j-ésimo decisor definida sobre dicho atributo, uji(xi), se -

construye de acuerdo con ciertas reglas, se tiene que esta función -

puede emplearse como criterio para comparar, ordenar y seleccionar -

las alternativas de manera consistente. 

También se tiene rn el problema la función f~, que representa la fu.!! 

ción de densidad de probabilidad conjunta de las consecuencias gene

radas por la alternativa L; por lo que el problema decisional impli

ca la definición <fo uos funciones en n dimensiones, una sobre las e2_ 

tructuras de preferencia de los decisores y otra sobre el comporta-

miento de lw; impactos c.IP. las al ternativus. 

En L'~tf' prn1i1 .. 11i.J ·;1• ti<'IH'll varias Ptapas o co111ponr11tes que se necesJ. 

tan d<>:;c1'ibii· y ""Pr<'sr.>ntar adecuauum1~11te, lo que significa un pro-

bl<rnhl o 1 imi Lucicín en cadu etapa. 
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Respecto a los objetivos y atributos se tiene que para analizar un -
problema se necesita hacer explicito lo que se pretende lograr con -
la implantación de alguna de las alternativas asf como los atributos 
que servirin para medir el grado con que se lograrfin dichos objeti-
vos y expresar esto cuantitativamente; para la estructuración y agr~ 

gación de preferencias se tienen procedimientos efectivos en el caso 
unidimensional, lo que permite establecer funciones marginales en el 
caso n-dimensional [29], pero sólo se han tenido resultados genera-
les en el caso de independencia mutua y preferencial [15], los mode
los empleados para esta agregación de preferencias son: 

Utilidades mutuamente independientes: 
n 

k u(x) + 1 = n [k k. u. (x.) + l] 
i =l l l 1 

Utilidades mutua y preferencialmente independiente: 

n 
u(x) = :: k. u. (x.) 

i = 1 1 1 1 

( 1.3) 

( 1.4) 

Las aplic~ciones desarrolladas a la fecha en el anfilisis de decisio
nes estln basadas en la hipótesis de independencia. 

Por otro lado, ta111bi6n existen dificu1 tades en el tratamiento de la 

inc¡•rtirlu111brP que obl ic¡a a tem:1· una función de probabilidad para a_]_ 
tcl'llativa .v este análisis se basa, nuevamente, en la independencia -
de cada función. 

Se tienen co1::0 principales t.lesve11tajas las siguientes observaciones 
[ 19): 
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Interdependencia de las va1·iilbles reprnsentativas y no ortogonali
dad de los objetivos, la utilidad de una variable de rendimiento o 
desempeño es dependient1~ de los niveles de cada una de las otras -
variables de este tiro, de modo que la utilidad final es una fun-
ci6n conjunta de todas las variables de rendimiento. 

Inadecuada y complicada agregaci6n final de la utilidad; la fun-
ción de utilidad agregada es en gt~neral más complicada que la que 
se puede obtener prlctica~ente por combinación de utilidades par-
ci al es. 

La necesidad de tratar lo subjetivo en tfirminos num§ricos y finan
cieros, lo cual es inconveniente para grupos y problemas sociales 
y además prescindible en el proceso de decisión humano en donde -
las decisiones no se hacen de acuerdo con cantidades absolutas y -
precisas de los atributos, sino de acuerdo con una estimación sub
jetiva y global del valor· de los niveles de las variables de rendi 
miento. 

l.2. PROBLEMATICA 

Las aplicaciones exitosas de estos mfitodos han sido numerosas 
pero estando limitados por las hipótesis b§sicas de su an&lisis, esto 
es, la independencia de los atributos y el tratamiento cuantitativo -
exacto así co1110 no poder incluir las valoraciones de varios decisores, 
ha llevado a concluir en algunos casos que esta técnica no siempre es 
suficiente y adecuada [15). Por otro lado, en el estudio de casos de 
algunas materiils y sr111inarios de la sección de Investigación de Opera
ciones de la DEPFI SP encuentra muy frecu1~nten1t~nte que los mfitodos que 

involucran 111odrlos cuantitc1tivns rígidos no son aplicables en México y 

cu.rndo 11udi1>rnn aplicarse los 1·,'sul tados fueron porbles o hubo dificuJ. 

tad en .ll<Juna fase del prnblP111a y c,1si siPmpre se menciona lu falta de 
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Interdependencia dQ las variables reprrsentativas y no ortogonali
dad de los objetivos, la utilidad de una variable de rendimiento o 
desempeño es dependientr de los niveles de cada una de las otras -
variables de este tipo, de modo que la utilidad final es una fun-
ci6n conjunta de todas las variables de rendimiento. 

Inadecuada y cornpl icada ag1·egación final de la utilidad; la fun-
ci6n dr! utilidad agregada es en general más cornpl icada que la que 
se puede obtener prácticamente por combinación de utilidades par-
ci a 1 es. 

La necesidad de tratar lo subjetivo en tfirminos numfiricos y finan
cieros, lo cual es inconveniente para grupos y problemas sociales 
y además prescindible en el proceso de decisión humano en donde -
las decisiones no se hacen de acuerdo con cantidades absolutas y -
precisas de los atributos, sino de acuerdo con una estim~ci6n sub
jetiva y global del valor· de los niveles de las variables de rendj_ 
miento. 

l.2. PROBLEMATICA 

Las aplicaciones exitosas de estos métodos han sido numerosas 
pero estando 1 imitados por las hip6tesis básicas de su análisis, esto 
es, la independencia de los atributos y el tratamiento cuantitativo -
exacto así como no poder incluir las valoraciones de varios decisores, 
ha llevado a concluir rn algunos casos que esta técnica no siempre es 
suficientl' y adecuada [15]. flor otro lado, en el estudio de casos de 
algunas 111<1tr!rias y seminarios de la sección de lnvestigaci6n de Opera
ciones dt! la DEPFI se encuentra 111uy frl'CUl'ntemente que los métodos que 

involucr.111 111odPlos cuantit.1tivos rígidos no son aplicables en Mfixico y 
cuando putliPron apl icars" los t'tºsul tados fueron porblrs o hubo dificu}. 
tad en alquna fase tlr!l problr>ma y casi sit>mpre se menciona la falta de 



.J 

- 12 -

información estadística; se puede inferir que la generalidad de los mo
delos cuantitativos con que se pretende trabajar en México fueron elabQ 
radas en otros países con muy diferentc~s caracterist icas de conducta de 
los sistemas [38] y de disponibilidad de información por lo que su ren
dimiento no será al to en las condiciones locales. En este ambiente, dg 
be buscarse un nuevo cuerpo de conceptos y técnicas en el cual lo impr~ 
ciso y lo indeterminado de la realidad esté aceptado como una propiedad 
de lo existente. 

1.3. O!lJETIVOS 

El presente trabajo tiene como objetivo el recopilar y expo-
ner los principios y la teoría básica de los conjuntos borrosos que prQ 
sentan un camino alterno para tratar lo impreciso en forma sistem&tica 
en el marco de las matemáticas clásicas, examinar su aplicación al anA 
lisis de decisiones y su viabilioad en algunos casos. 

l. 4. CONTENIDO 

Despu6s de esta introducción, en el segundo capítulo se pre-
sentarán los conceptos y definiciones básicas de los conjuntos borrosos 
así como las oprracionr!s ele111entalr.s entre t'llos y principios de conve
xidad. 

En el t••rcp1·n, los principios del análisis de decisiones con 
conjuntos borrosos, si• l'xpone la técnicu de decisión para problemas en 
un sist~ma Je estíldos y utilidades borrosas y se refier~n otras varian 
tes de la t~cnicíl. 
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En el cuarto capltulo se muestra la aplicaci6n de las t6cni-
cas para resolver algunos casos de decisi6n. 

Por último, se dan conclusiones y perspectivas de estas técn_i 
cas. 



II. CONCEPTOS Y OPERACIONES BASICAS 
DE LOS CONJUNTOS BORROSOS 
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2.0. CONCEPTOS BASICOS 

La ciencia moderna desde sus orígenes ha sostenido que el e_!} 

tendimiento de un fenó111eno sólo puede ser claro si ruede expresarse en 

términos cuantitativos. Esta posición ha tenido éxito en el tratamie_!l 

to de los sistemas naturales principalmente en los Gltimos tiempos con 

el advenimiento de las con~utadoras: estos resultados espectaculares -

motivaron o tratar con estas técnicas los sistemas humanisticos o cul

turales como son los sistemas econó111icos, sociales, urbanos y otros tj_ 

pos en 1 os cu a 1 es la parte humana ti ene e 1 pape 1 determinante y se t i_g_ 

ne actualmente que muchas de las técnicas empleadas en el estudio de -

los sistemas sociotécnicos son adaptaciones de métodos desarrollados -

para tratar siste111as regidos por leyes naturales [33). 

Los resultados de este enfoque no fueron los esperados, por 

lo que hubo de cuestionarse la línea de pensa111iento cientifico que so~ 

tiene que el entendimiento de un sistema es igu;:.l a la posibilidad de 

analizarlo en términos cuantitativos y exRctos, esto más a6n trat~ndo

se de sistemas sociotémicos. 

Ese:icial111ente, la nueva posición sostifmc que las técnicas -

cuantitativas cn1wPnciOn<1les de aniÍl is is de sistemas son intrínsecame_!! 

te inadl?cuadas paro tratar sistemas humanisticos o sistemas de comple

jidad comparable a ~stos. 

Lii (_IP111>1«1 l izaci6n rle estas observaciones llevó a formular Pl 

"principio d(! incoinp<1tibilidud" [5B], que expresado infon11al111PntP es: 

la alt<J pnJcisión t>'.; incomputiblP con la alta compl1•jidad, o biPn, la 

cn111pl1•.iidJri'ÍIP un ·;iste111,1 y la prt!Cisión· con que IHll'de ser unal izado -

est5n ('11 1'1_•!,1cii'1n i11v1.•rsa una a lu otra y nul'stra !1.1bilidad ¡h1ra hacer 

,iuício•; y "ri11nci.irh1s prr>cisos y ~;iqnific.1tivo~ ac<'t'CJ ele su conducta -

dhnlinuyp tw;t;1 r·:i·-,,ir dt> un lí111itP drbaJo dr>l cual la precisión y la -
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relevancia comienzan a ser características rnutuarnente excluyentes. 

En este sentido, se tiene que un análisis cuantitativo y pr!!_ 

ciso d'.! la conducta de los sis ternas no inipl ica conocin1iento de lo rel!!_ 

vante del mundo real en sistemas sociotficnicos que involucra a humanos 

en forma agrupada o individual. 

El e11foque alternativo está basado en la observación de que 

el elemento clave del pensamiento hurnar;o no son números sino identifi

caciones o etiquetas de situaciones o grupos difusos, es decir, clases 

con 1 imites indeterminados en los que la transición de pertenencia a -

no pertenencia a esas clases o conjuntos no es en forma abrupta o de -

dos valores, ser o no ser, sino que es una transici6n gradual. 

El poder razonar en t~rrninos borrosos, imprecisos y no cuan

titativos es lo qui' pcnnit1: construcciones lingüísticas como "l\ es va

rios centÍllH'trns más alto r¡u1: fl", "X es 111ucho mayo1· que Y" y otras que 

incluyen adjetivos como: grande, pequeílo, significativo, importante, 

aproximado, etc., en donde la extensión o valor del adjetivo es inter

pretado de i::.1clo flexible. Esta forma ele pensar es lo que posibilita -

distinguir una escritura 111al •'Structurada, comprender oraciones con d.Q_ 

ble sentido, sr!lr>ccionar la infor111ilció11 para una dPcisión; se puede -

lle9ar a afinnar qui' la conducta hu111ana es dct•'r111inacla por una lógica 

de verdades bori·osus. 

L<l teoria de los conjuntos borrosos es un acerca111icnto entre 

la prPcisión d,, Lis matemáticas clásicas y la imprecisión del mundo -

real al qu1.1 <;p h,1 intrnt..iclo ajustar a 111odPlos 111ate1115ticos que no permj_ 

tt?n lo bnrrn•:o, eobt1?niÍ>ndosr n'Sl.11 tados indesPablt>s. 
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relevancia comienzan a ser características mutuamente excluyentes. 

En este sentido, se tiene que un análisis cuantitativo y pr~ 
ciso de la conducta de los sistemas no implica conocimiento de lo rel! 
vante del mundo real en sistemas sociotécnicos que involucra a humanos 
en forma agrupada o individual. 

El enfoque alternativo está basado en la observación de que 
el elemento clave del pensamiento humano no son números sino identifi
caciones o etiquetas de situaciones o grupos difusos, es decir, clases 
con límites indeterminados en los que la transición de pertenencia a -
no pertenencia a esas clases o conjuntos no es en forma abrupta o de -
dos valores, ser o no ser, sino que es una transición gradual. 

El poder razonar en términos borrosos, imprecisos y no cuan
titativos es io que permite construcciones l ingUísticas como "A es va

rios centímetros más alto que B", "X es mucho mayor que Y" y otras que 
incluyen adjetivos como: grande, pequeño, significativo, importante, 
aproximado, etc., en donde la extensión o valor del adjetivo es inter
pretado de modo flexible. Esta forma de pensar es lo que posibilita -

distinguir una escritura mal 1?structurada, comprender oraciones con d~ 
ble sentido, selrccir,nar la información p¡¡ra una d1>cisión; se puede -
llegar a afirmar qur la conducta humana es detf'nninada por una lógica 
de verdades borrosas. 

LJ teoria de los conjuntos borrosos es un acrrcamiento entre 
la prPcisión dr l.1s matemáticas clásicas y la i1nprf'cisión del mundo -
rt!a 1 al qtH.' 5e ha i ntf'ntado ¡¡justar a 111ode los ina tcm,í ti cos que no pern!.1_ 
ten lo borrn·:o, 1Jlltr.ni1>1Hlose rf'sultados indesPablr>s. 
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2.1. DEFINICIONES ELEMENTALES [52], [27] 

2.1.1. Dofinición de subconjunto borroso: 

Sea E ur. conjunto o univrrso de discurso que puede ser numer~ 

ble o no, y x un elemento de E; entonces un "subconjunto borroso" A de 

E es el conjunto de pares ordenados: 

; (>:/;A (x)) : • (2.1) 

donde JJA(x) es el "grado de me111brosía" do x en A. 

Si 11A(x) tomo sus valores en un conjunto M, totalmente orden~ 

do, llamado "conjunto de membresia", se puede decir que x toma sus valQ 

res en M mediante la función 1 ~(X), esto es: 

X------¡.¡ 
UA (X) 

y a esta función se llama la "función de membresía". 

(2.2) 

Si el conjunto M, totalmente ordenado, on e1 que ¡:A(x) toma -

sus valores, l'S el intervalo cerrado [O, 1], y la "membresía" y la "no 

membresía" se denotan respectivamente por l y cf., podemos escribir deba 

jo de (~Sta 111e111bres ía el 9rado de pprterH'nc i a: 

x-; A, s iqni fica x: /\. (~ s dt>cir, X p1!r tc>nece a A. 

X Ti A, si11nifica ~ ;11. PS dPCir, X no perterlPce a A. 

X,: 11, s i;1ni fi ca X !Jr:>l'tf'nPCP ., A con 1írado 0.8 
O.B 

X . r .. s iqni f ica X P•'l'l.Priece il ¡\ con l_JrildO G.6; etc. 
Q.G 
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de esta forma, los conjuntos ordinarios no borrosos son un subconjunto 

de los borrosos con 11 =(O, 1), únicamente con valores cero y uno y las 

funciones 11A(x) son entonces las funciones binarias booleanas. 

Ejemplo: Sea un conjunto finito: 

E = ! a, b, e, d, e, f \ 

y el conjunto finito ordenado: 

M O, l, 1 , 

entonces: 

A=· (a/O), (b/l), (c/1), (ct/O), (en), (f/O} ·· 

es un subconjunto borroso de E y se escribirá: 

a .; A, 
o 

b ·~ A, c ·"- A, 
l 

etcétera 

Ejemplo: Sea el conjunto de los números naturales, 

N ~ , O, 1, 2, 3, 

y el conjunto borroso A d1~ los 11ú111cros enteros pequeños: 

A=·,' (íl/1), (1/0.P.), (2/0.6), (3/0.4), (4/0.2), (5/0), (6/0) ••. 

donde la funcí11n :, 11 (x) cst5 cJadJ subjeti,va1111.>11te. 

En 1m1chas situ.ici111ws l.i función dr. me/llbrcsia, :'A' será esti

nwda dt> info1waciún p,1rcial e incompleta sohre ella, como puede ser una 
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serie finita de puntos x1, x2, ... xi; cuando A está definido en forma 
incompleta o aproximada se dice que estfi definido por ejemplificaci6n. 
El problema de estinwr ll¡\ partiendo de 1111 conjunto incompleto de pares 
(x1, uA(x 1)), ... , (x, u,(x )) es un problema de abstracci6n en el re 

n " n -
conocimiento de patrones [S3]. 

2.1.2. Definici6n de conjunto vacío 

Un conjunto A es vacio si y s6lo si su funci6n de membresia 
es idfintica a cero en E, esto es, 

(2.3) 

2.1.3. Definici6n de suporte: 

El soporte de un conjunto borroso A es un conjunto S(A) tal 
que: 

x ¿ S(A) <--)PA(x) >O (2.4) 

Si pA(x) = ctQ. sobre S(A), entonces A es no borroso. 

2.1.4. Definici6n de normalización 

Un conjunto borroso A es normal si y s61 o si: 

(2.5) 

esto es, cl·'.;11p1·c1110 de 1JA(x) sobre E es Ja unidad. Un conjunto borroso 
es subnnrma 1 si no r?S nonna l. 
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Un conjunto subnor111al puede ser normalizado dividiendo cada 
pA(x) por el f¡¡ctor Su¡\ ¡1A(x), 

2.2. OPERACIONES SIMPLES DE LOS SUBCONJUNTOS BORROSOS [52[, [27) 

2.2.1. Inclusión 

Sea E un conjunto o universo de discurso, M su conjunto de -
membresfa asociado y A y B dos subconjuntos borrosos de E, se dice que 
A est& contenido en 8, o que A es un subconjunto de B, o que A es mis 
pequeño o igual a B, si y sólo si, ~~Ai::u 8 , o sea: 

Por ej e111p 1 o: Sean 

A=• (x1;0.4), (xz!0.2), (x/D), (x4/l). 

B = (x¡I0.3), (x/0), (x3/0), (xiO). 

M = [O, 1) 

se tiene entonces que: 

B .:. A 

pues: 0.3 < íl.4; O ~ 0.2; O = O; Q < 1 

Ejemplo: Sean A,,~ E y U.·. [ M = [O, 1) 

. . E . 2( ) ( ) Sl.\'<. X . se tlellP UA X ~ UB X 

entoncPs: 

(2.6) 

:...·_ 
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2.2.2. Igualdad 

Sea E un conjunto y H su conjunto de membresfa asociado, A y 
B dos subconjuntos borrosos de E; se dir& que A y O son iguales si y -

solamente si: 

(?..7_ 

y esto se representa por: 

A = i3 

si al menos un x de E es tal que la igualdad (2.7) no se cumple, se d_i 
ri que A y B no son iguales y esto se representar§ por: 

A I B 

2.2.3. Complementación 

Sean E un conjunto y M = [O, 1) su conjunto de membresía as_Q 
ciado, A y D dos subconjuntos borrosos de E, se dirá que A y 13 son co~ 
plementarios si: 

(2.8) 

y esto se rr•presentará por: 

[l = 7i ó 7i B 

y también se til'rH' que: 

(li) = f\ 
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Por ejemplo: Sean: 

M = [O, l] 

si: K = B se tiene que: 

2.2.4. Intersección 

Sea E un conjunto y M [O, l] su conjunto de membresfa asoci! 
do, A y B dos subconjuntos borrosos de E; se define la intersección: 

como el subconjunto más grande contenido en A y en B, es decir: 

(2.9) 

donde Min (a, b) = a si a < b y Min (a, b) = b si a > b; usa~do el sfm 
bolo f el lugar de Min podra escribirse: 

(2.10) 

Por ejemplo: Sean: 

11 = [O, 1] 

A= (x 1/.2), (x2/.7), (x/l), (x4/0), (x 5/.5)" 

B = (x 1/.S), (;</.3), (x/l), (x 4/.l), (x5/.5), 

entoncr.s: 
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La definición (2.9) también puede esc1·ibirse: 

'"E '"' ·s-"' i. Ar'13 'r X ; . • X -- ti y X .- . , \, ( ,f;r [l) ' (2.11) 

lo que permite introducir un "y" borroso, y así se dir& por ejemplo, -
si A es el subconjunto borroso de los nún;eros 111uy cercanos a 5, y B es 
el subconjunto borroso de los números muy cercanos a 10, entonces A n B 

es el subconjunto de los números muy cercanos a 5 y 10. 

2.2.5. Unión 

Sea E un conjunto y M = [O, 1) su conjunto de membresia aso
ciado, A y B dos subconjuntos borrosos de E; se definirá la unión o -
reunión: 

A u B 

como el subconjunto borroso más pequeño que contine tanto a A como a B, 
y la función de membresia de A1¡ ll está dada por: 

(2.12) 

donde Max (a, b) =a si a> by Max (a, b) = b si a < b, utilizando el 

simbolo \ en lugar :le Max podemos escribir (2.10) como: 

Por t\iemplo: Sean: 

E = A • r,, e . D ' F • G ; 1·1 " [o ' 1 ) 

A= . (A/O), (l;/.3), (C/.7), (0/1), (C/0), (F/.2), (G/.6)" 

l~ = (1V.3i. (!\/l), (C/.S), (O/.B), ,(E/l), (F/.5), (G/.6) 

. (2.13) 

í\" 13" (A/.J), (/1), (C/.7), (D/1), (E/l), (F/.5), (G/.G). 
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La definición (2.12) tumbién puede escribirse como: 

,,,¡X(,_ E ' X A y/o X e 13: > X ~1(A ') íl) I\ ': 13 (2.14) 

lo que permito introducir un "y/o" borroso y así se dirá por ejemplo: 
si A es el subconjunto borroso de los mío·eros reales muy cercanos a 5, 
y Bes el subconjunto borroso de los números reales muy cercanos a 10, 

entonces A tJB es el subconjunto de los números reales muy cercanos a 
5 y/o 10. 

2.2.6. Sun1a Disyuntiva o Diferencia Simétrica 

La suma disyuntiva de dos subconjuntos borrosos se define en 
ténninos de la unión y la intersección en la forma: 

(í\ n B) u (ji: n B) ( 2.15) 

2.2.7. Diferencia 

La diferencia de dos subconjuntos borrosos se define con la -
relación: 

A-B~A'1B (2.16) 

Representación Visual de las Operaciones Simples [27] 

Se puede ha~r una extensión de los diagramas de Venn a los -
subconjuntos borrosos colocando en la ordenada de un rect5ngulo los va
lores de µA(x) y en la absisa los valores de E. 

l 

\'\ 
1\ 
¡ "· 

¡\ 
. --~------~. ~- ·~· .... - --

'1 

'• 
"\... 1 

~ 
i 
·¡ 

Figu1·a 2.1. REPRESENTACION DE UN SUGCONJUNTO E-ORROSO [27] 
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/ 

\ (/ > -, , .• , :¡· 
' ,." ,,-"/. '.,,,_____ ~-~-·"'-----------

,' --.\ 

:-.:: \ 
~ 

:·"-:·, .. ·· ...... 

' 
' 

1 -----_-¡--¡-----·-----(N. ' 
: / 1 , '\ ' 

: / \ i~A~ ·. \ , : 
' \ '/ :,·~ -

:·; \ \ l<y ',\ 
i:-----··----~-\o---·--·~\ I .. ~-·-· -----··· ···---~-"'r--'""··"'·' e 

Figura 2.2. PEPRESENTACIOrJ DE LA INCLUSION DE DOS 

SUBCONJUNTOS BORROSOS 

A 

B 

BC A 
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Figura 2.3. REPRESENTAC!ON DE LA COMPLEMENTAC!ON DE 
UN SIJ[lCO~klUNTO BORROSO 

A 
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~71 - .... ~-----··-·--···--------·;-\·-
! \ ' \ 
i \ A 
i \ 
; \ / 

\ ! 
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o ~ 

·o E 

Figuríl 2.4. REPRESENTACION DE LA INTERSECCION DE DOS 
SU13CONJUNTOS BORROSOS 

A () B 
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l 
-¡ ·-·-7-~T. --------·--:; --
1 ! ,/ ,, 
1 / \ . . . 
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¡ 
: 
~ 
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o 

¡--
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o 
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E 

o t.: 

Figura 2.5. REPRESENTACION DE LA UNION DE DOS SUBCONJUNTOS 
BORROSOS 

A 

B 

A uB 
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1 ., _______ -,.·::-------------~-> /; 
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0
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Figura 2.6. REPRESENTACION DE LA DIFERENCIA DE DOS 
SUBCONJUNTOS BORROSOS A - B = A n ! 

A 

-
B 
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2.2.B. Propiedades de las Operaciones Uni6n, Intersecci6n, 
y Complementaci6n de los subconjuntos borrosos 

Si A, B, C son subconjuntos borrosos de un conjunto E, se ti! 
ne: 

A n B = B n A 
AuB=BuA 

(A n B) n e = A n (B n e) 
(A \) B) \) e = A \} ( B u e) 

A n A= A 

AuA=A 

A n (B u C) 

A u {B n C) 

A n ~ = 0 
Au0=A 

A n E = A 

A u E = E 

A= A 

A7)'B" = A u B 

~=AnB 

(A n B) \)(A n C) 

(A \JB) n (A uCl 

Conmutatividad 

Asociatividad 

ldempotencia 

Distributividad 

(2.17) 
{2.18) 

(2.19) 
{2.20) 

(2.21) 
(2.22) 

(2.23) 
(2.24) 

{2.25) 
(2.26) 
(?.. 27) 
(2.28) 

Involución (2.29) 

(2.30) 
Teorema de Margan 

o sea que se cumplen todas las propiedades de los subconjuntos ordina .. 
rios, exceptuando las de complementación que ser§n A n ~ = O y 

A \JX = E; por lo que el conjunto de subconjuntos borrosos es un ret'
culo vectorial no complementado [27]. 
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2.3. OPERACIONES ALGEBRAICAS DE LOS SUBCONJUNTOS BORROSOS 
2.3.1. Producto Algebraico 

Sea E un conjunto y M = [O, l] su conjunto de membresia aso
ciado, A y B dos subconjuntos borrosos de E; se define el producto al
gebraico de A y B como: 

A • B 

tal que: 
LJ ( ) - ~· ( ) l.; ( ) , A.B X - ' A X • 1 B X 

Por ejemplo: 

M = [O, 1] 

A= J (x1/.2), (x2/.7}, (x3/l}, (x4/0), (x5/.5}j 

B = ; (xl/.5), (Xz/.3), (x/1), (X4/.l}, (X5/.S}i 

entonces: 

2.3.2. Suma Algebraica 

(2.32) 

Sea E un conjunto y M = [0,1] su conjunto de membresfa asoci_!!. 
do, A y B dos subconjuntos borrosos de E; se define la suma alebraica -
de A y B como: 

A 

A + B 

tal que: 

>+ x.: E : 11A~B(x) = pA(x) + 118(x) - µA(x) • µ8(x) 

2.3.3, Propiedades de las Operaciones Algebraicas de los 
Subconjuntos Borrosos 

A.B=B.A 
" " Conmutatividad A + 8 = B ~ A 

(2.33) 

(2.34) 
(2.35} 



(A ~ B) ~ C = A ~ (B . C) 
(A + B) + C = A + (B + C) 

A • O = O 
A 

A + O = A 

A • E = A 
~ 

A + E = E 

(A) =A 

A . B = A B 
A+s=A.-B 

2.4. CONVEXIDAD [52] 
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2.4.1. Combinación Convexa 

/\sociatividad 

Involución 

Teorema de Morgan 

(?..36) 
(2.37) 

(?..38) 

(2.39) 
(2.40) 
(2.41) 

(?..42) 

(2.43) 
(2.44) 

Generalmente se entiende por combinación convexa de dos vec
tores f y g a la combinación lineal de la forma: 

,\f+(l-1Jg (2.45) 

en donde O ~ ,\ <, 1 

esta forma de combinación se extiende a los subconjuntos borrosos de la 
siguiente manera: 

Sean E un conjunto y M su conjunto de membresfa asociado, A, 
B, A, subconjuntos borrosos de E; la combinación convexa de A, B, A, -

está definida por la relación: 

(A,B;i\)= AA+ A'B (2.46) 

donde t, ' es r.1 comp 1 emnnto de /\, en términos de las funciones de membr_g 
sía será: 

(2.47) 
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2.4.2. Una Propiedad de la Combinación Convexa de los 
Subconjuntos ~1rrosos es: 

A n [l :": (A, fl; :. ) .:::. A \ J B 

para toda J\ 

esta propiedad es una consecuencia inmediata de la desigualdad: 

(2.48) 

Min (:JA(x),¡•B(x))::: ;,A(x) + (1. /.).V B(x) ~. Max(''A(x),8B(x)) (2.49) 

con x ;:_ E y .~. ( [O, 1] 

2.4,3. Tombiin se Tiene que Dado Cualquier Conjunto C que sa
tisface: 

AllflC.CC:AuB 

siempre se puede encontrar un subconjunto borroso]\ tal que: 

C = (A, B; A) 

y la función de membresía de este subconjunto será: 

para x.;:: E. 

llc(x) - µ8(x) 

pA(x) - µJ\ (x) 

2.4.4. Conjunto Convexo 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

Un subconjunto borroso A es convexo, si y sólo si los conjuD_ 
tos rn definidos por: 

(2.53) 

son convexos para toda u en el intervalo [O, l] 
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2.4.2. Una Propiedad de la Combinaci6n Convexa de los 
Subconjuntos Borrosos es: 

A 11 B ((A, fl; .',).:::A u B 

para toda .11 

esta propiedad es una consecuencia inmediata de la desigualdad: 

(2.48) 

Min (,0 A(x),¡•
8

(x)) ~ ; .. A(x) + (1 - l·)l.J 8(x) .¿. Max(''A(x),/1B(x)) (2.49) 

con x :.?. E y .~. ~ [O, 1] 

2.4.3. Tambifin se Tiene que Dado Cualquier Conjunto C que sa
tisface: 

Al1BCCCAuB 

siempre se puede encontrar un subconjunto borroso}\ tal que: 

C = (A, B; A) 

y la fonci6n de membresía de este subconjunto será: 

lJc(x) - µB(x) 

IJA (x) - JJA (x) 

2.4.4. Conjunto Convexo 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

Un subconjunto borroso A es convexo, si y s61 o si los conju_!! 
tos fa definidos ror: 

(2.53) 

son convexos para toda ~ en el intervalo [O, l] 
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También puede definirse así: un subconjunto borroso A es CO!! 

vexo, si y sólo si: 

para toda x1, x2 en E, y toda A en [O, 1] 

1 

______ J __ 
xl 

/J (X j 

' 
' 1 

--~--------\. .... 
X .. 

" . Cc1 junto ''º convexo-... 

1 , 

¡ / 
----~---

/ 

-··-·---•r X 

\ 

\ 

. ·- .. ~, X 

Figura 2.7. [52] CONJUNTOS BORROSOS, CONVEXO Y NO 
CONVEXO EM R1 

(?.. 54) 
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Algunas propiedades importantes sobre la convexidad de los_-
conjuntos borrosos son: 

2.4.5. Si A y 8 son subconjuntos borrosos convexos, entonces tam 
bién su intersección A 11 8 es convexa. 

2.4.6. Un subconjunto borroso A es acotado, si y sólo si, los -
conjuntos rcx = t x/pA(x) e u; están acotados para toda ü >O; esto es, -
para toda a> O existe un número finito R (e,) tal que l lxl l~R(rt) para 
toda x e fe¡ 

2.4.7. Sea A un subconjunto borroso acotado y sea M = Supx µA(x) 
o sea que M es el máximo grado en A; entonces hay al menos un punto x

0 
al cual M está fijo en tal forma que para cada f > O, cada vencindad e~ 
férica de x

0 
contiene ¡;untos en el conjunto: 

(2.55) 

2,4.8. Un subconjunto borroso A es estrictamente convexo si los 
conjuntos ra, con O~ a~ 1, son estrictamente convexos, esto es, si -
cualquier punto de la recta que une dos puntos cualquiera en ra está -
en el interior de ra. , 

2.4.9, Un subconjunto borroso A es fuertemente conve><o si para 
dos puntos distintos cualesquiera x1 y x2, y para cualquier A en el in 
tervalo abierto (O, 1) se cumple que: 

(2.56) 

2.4.10. Si A es un conjunto borroso convexo, entonces su nGcleo 
también es un conjunto convexo. 
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2. 4. 11.. Si x R' y A es fuertemente convexo, entonces el punto 
en el cual M est§ fijo es antco. 

2.4.12. Definición de Sombra de un Conjunto Borroso 

Sea A un subconjunto borroso en Rn con función de membresfa -
µA(x) = i1A(x 1, x2, ••• , xn); la sombra o proyección de A en un hiperpl~ 
no, por ejemplo, el hiperplano fl = \ X/Xl = Ü 1;, está definida como el 
subconjunto borroso SH(A) en Rn-l con u5H(A)(X) dada por: 

(2.57) 

Se tienen las siguientes propiedades para la sombra de un su.Q 
conjunto borroso: 

2.4.13, Si A es un subconjunto borroso entonces su sombra en 
cualquier hiperplano es tarnbifin un subconjunto borroso. 

2.4.14. Si para todo hiperplano H se tiene que: 

(2.58) 

2.4.15. Separación de Subconjuntos Borrosos Convexos. 

Grado de separación: Sean A y B dos subconjuntos borrosos -
convexos y sea 11 una hipersuperficie en Rn definida por la ecuación 
h(x) • O, teniendo los puntos para los cuales h(x) ~O en un lado de H 
y los puntos para los cuales h(x).,; O en el otro lado. Sea KH un núme
ro dependiente de 11 tal que 1~(x) E KH en un lado de H y u8(x) ~ KH en 
el otro lado y sea M11 = In~ K11 ; entonces el grado de separación de A y 

B ser<i: 

(2.59) 
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2.4.16. Una Propiedad Importrinte de la Separación es la Siguien

te: 

Sea A y B dos subconjuntos borrosos acotados en Rn, con máxi

mos grados de membres í a flA y M13 respect iva1.1ente, esto es, '1A = Sup µA (x), 

M[J = Sup ,u[J(x}; sea M el máximo grado de la intersección A n [J, esto es, 

M = supx[Min{¡JA(x), 11[J{x)), entonces: 

O = 1 - M (2.60) 

o sea que el máximo grado de separación de dos subconjuntos borrosos -
convexos que puede ser alcanzado por un hiperplano en Rn es uno menos -
el máximo grado de la intersección /\ () B. 

2.5. CONSTRUCCION DE LAS FUNCIONES DE MEMBRES!A 

El problema de una estimación práctica de las funciones de -
membresía no h3 sido e>tudlado sistemáticamente [17]; sin embargo, alg.!!_ 

nos autores han presentado varios métodos independientes: 

Ejemplificación [4) 

Sea U un universo de objetos y A un conjunto borroso en U, µA 
puede ser es timada de información parcial acerca de el conjunto A, ta--

1 es corno los valores que 11A toma en un número finito de puntos en U y -

hacer abstracción de las cualidades de interfis; este procedimiento es -
utilizado en el reconocimiento de patrones [53]. 

Por ejemplo: Para construir la función de rnembresía de H = 

alto, preguntamos ,1 varias personas si la altLira h es "alto"; las res

puestas estarán dadas en valores lingüísticos corno: cierto, más o me

nos cierto, ']ndeciso, más o menos falso: falso; trasladando estos niv~ 

les lingiiísticos a números tendremos: 1, 0.75, 0.5. 0,25, O, respectj_ 

vamente y·la representación de la función es obtenida repitiendo para 

varias a ]turas. 
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Prototipos Deformables [6] 

Sea P un prototipo que puede ser deformado por manipulación de 
los parámetros p1, r2 •.•• , pn; dado un objeto x se observan las deform~ 
cienes del prototipo, comparindose con las características del objeto, -
hasta que se obtiene la máxima símil itud, la diferencia o disimilitud e.!l 
tre el objeto x y el prototipo es funci6n de la mfnima "distancia" entre 
ellos y una ponderación de la deformación, formalmente: 

(2.61) 

donde m es una función de 1 a diferencia entre x y el prototipo y 0 es -
una función de distorsión ponderada por w, La función de membresfa µP -
puede ser ~efinida por: 

µP(x) 1 - (D (x)/ sup D) (2.62) 

Definición Analítica [32] 

Se supone que la función de membresía es continua y diferen-
ciable, como los conjuntos borrosos en R; considérese por ejemplo el a.s!_ 
jetivo A = largo, el incremento marginal de la afirmación de una perso
na en el sentido de que "x est& en A' se supone proporcional a la afir
mación de que "x est§ en A' y a la negativa "x no est& en A", esto es: 

(2.63) 

cuya solución es: 

(2.64) 

los parámetros a y b son estimados de datos estadísticos; este método -
es mis la justificación de un perfil de conducta que un procedimiento -
cuantitativo de estimación. 
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Uso de Estadfsticas (17) 

Las funciones de 111emb1·esía pueden ser estimadas a través de -
encuestas y i~(x) será la proporción de respuestas positivas a la pre-
gunta de inclusión en el conjunto universo, ¿x est& en A?; la suposición 
implfcita es que la probabilidad de una respuesta positiva de la perso
na entrevistada incrementa con el valor de ¡A(x), especfficamente, la -
probabilidad de una respuesta positiva es proporcional a iA(x). 

Método de Preferencias Relativas (43] 

Sea A un subconjunto borroso de un universo U; los valores de 
membresfa !~(xi) ~ ~~ de x1 U son calculados de un conjunto de datos 
que representan los valores relGtivos de membresia tij de un elemento -
xi en A con respecto a la membresfa de un elemento xj en A; se utiliza 
una escala de 1 a 9 y sus recíprocos 1, A, ..• , 1/9 donde cada nivel 
tiene un significado sem&ntico. 

Comparación de Subconjuntos [20] 

Supóngase que A es un subconjunto borroso de U con función de 
membresía µA' se induce un subconjunto borroso A de A en P(U), suponie_!! 
do que U es finita con la fórnwla: 

(2.65) 

esta definición tiene el si9nificado intuitivo de membresía promedio de 
(x 1, ... , xk) en A; se define una relación de preferencia en p(u) deno
tada por ~ ta 1 que: 
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la interpretación de s1 s2 es que s1 se acopla mejor a A que s2. Los 
datos forman un conjunto de preferencias entre los subconjuntos de U -

que pueden ser transformados en un sistema de desigualdades que relaci.Q 
ne los valores de las membresías, utilizando la definición de 11A' y de
terminarán la función 1:A(x 1); la aplicabilidad del método está limitada 
por el tamaílo de P(U). 

Función de Filtrado [34] 

Una función de filtrado es caracterizada por dos parámetros, 
la localización del punto neutro NP tal que: F (NP) = 1/2 y la anchura 
2w de la transición entre membresía y no membres'ía, esto es: 

F(x; NP, "') 
o si X (-oo ,NP - w) 

(l w)(x NP w) si x (NP -w, NP + w) 

si X (NP + w, + oo) 

se descarta por desusual un perfil de transición complicado debido a la 
imprecisión. Si se tiene por ejemplo el concepto "alto" para una pobl! 
ción dada y se tiene que es descrita con una función de probabilidad -
nonnal con parámetros x y a, entonces se dice que "una persona es al ta" 
y la altura estará modelada por la función de membresía: 

µ{x) = F {x; i + ao, Bcr) donde x es la altura y a y S -
son determinado~ exrerimentalmente y el calificativo "bajo" estará mod~ 
lado por l - F (x; i - ao, ~o). 



111. APLICACION AL ANALISIS 
DE DECISIONES 
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J.l. CONSIDERACIONES 

Generalmente las decisiones se hacen sin tener un conocimien
to preciso de las metas, condiciones, estados del sistema efector y las 
consecuencias de las posibles acciones, para tratar cuantitativamente -
esta imprecisión; usualmente se emplean los conceptos y técnicas de la 
teoría de la probabilidad aceptando implícitamente que imprecisión es -
igual a aleatoriedad, desde el punto de visto de la matemática borrosa. 
Esto no es igual y debe diferenciarse aleatoriedad de imprecisión; el 
origen de la imprecisión es la indeterminación de las fronteras del co_!! 
junto al cual pertenece el objeto tratado y la aleatoriedad se origina 
en la incertidumbre de pertenecer o no pertenecer a un conjunto de fro_!! 
teras bien definidas; para mostrar esta diferencia se tiene la siguien
te afirmación borrosa: "La corporación x tiene un rendimiento satisfa_f 
torio", y la afirmación probabilística "La probabilidad de que la corpQ 
ración x esté operando con ganancia es 0.8". Considerando esta distin
ción, las técnicas matemáticas para tratar la borrosidad son muy dife-
rentes a las de la teoria de la probabilidad. 

En este capitulo se presentarán algunos conceptos básicos y -
técnicas del an&lisis de decisi6n borroso; primero, se expondr~ la de
finición de decisión en términos borrosos; después se analizarán casos 
en orden de complejidad creciente, con borrosidad en metas y restricciQ 
nes, estado de sistema, utilidad asociada y otros. 

Las consideraciones anteriores y las caracter,sticas de los -
subconjuntos borrosos cuyo desarrollo teórico ha estado ligado al rn~to

do sistémico dr.sde su origen como técnica de selección y análisis [53), 
[56), hizo factibl<' aplicar esta teoría-al desarrollo de un método de -
decisión "borroso", que comprendieru objetivos, rr.stricciones y estados 
del sistema o alt1,rnativas borrosas o imprecisas, que incluyrra los as
pectos de interdependencia de la utilidad y la reprrsentaci6n de medi--
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das subjetivas en un lenguaje natural, de tal modo que este método pu
diera ser un enfoque alternativo. 

3.2. ANALISIS DE DECISIONES BORROSO 

En el análisis de decisiones convencional los principales -
elementos son: 

- Un conjunto de alternativas 

- Un conjunto de restricciones para la selecci6n 
de alternativas 

- Una función de rendimiento asociada con la ga
nancia o pérdida de cada alternativa. 

Cuando el proceso de decisión es abordado en un ambiente bo
rroso, se tiene un marco conceptual diferente; el más importante aspe~ 
to de es~e marco es su simetría con respecto a metas y restricciones, 
una simetria que borra la diferencia entre ellas y hace posible rela-
cionar en una forma simple el concepto de decisi6n con las metas y las 
restricciones [4]. 

Espedficamente, sea X = x un conjunto dado de alternativas, 
entonces una meta u objetivo borroso, o simplemente un objetivo, G, en 
X puede ser identif'fcado co1110 un conjunto borroso dada G en X. 

Por ejemplo, si X = R1 (la recta real), un objetivo borroso 
expresado en palabras podrá ser: "x será sustancialmente mayor que 10" 

y puede ser r('Jlresentado como un conjunto borroso en R1 con su función 
de membresí~l Pn forma analítica; si111ilal'111ente puede ser la 111Pta "x de
ber& estar en la vencindad de 15". 

En el enfoque usual la funci6n de rendimiento asociada al -
proceso do decisi6n sirve para definir un ordenamiento en el conjunto 
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de alternativas, en el caso borroso la función de membresía normalizada 
sirve para el mismo propósito. 

De manera similnr, una restricción borrosa, o sin1plemente una 
restricción C, en X, es definida como un conjunto borroso en X; por -
ejemplo, en R1, la restricción "x estará aproximadamente entre 2 y 10" 
la cual podrá ser representada con una función de membresía de la forma 
adecuada. 

Una ventaja importante que se tiene al definir los objetivos 
y restricciones como conjuntos borrosos y tratarse idfinticamente en la 
formulación de una decisión, es que no se necesita la función de rendi
miento que se aplica del espacio de alternativas al espacio de utilida
des [19]. 

Como ilustración, supóngase que se tiene una meta borrosa G y 
una restricción borrosa C, expresadas como sigue: 

G: x será sustancialmente mayor que 10, con función de membr~ 
sía dada por: 

O para x < 10 

(1 + (x-10f
2 
f

1 
!Jill"t\ X~- 10 (3.2) 

y 

C: x estará en la vecindad de 15, con función de membresía d~ 
da por: 

~ _1 
Pe (X) = (1 + (X - 15) ) (3.3) 

Nótese que G y C están concct5dos por el conectivo "Y", y se
gdn se vi6 en2.2.4., "Y" corresponde a la intersección de conjuntos bo
rrosos, esto implica que los efectos combinados de objetivos y restric-
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clones borrosas del ejemplo pueden ser representados por la intersección 
G n C; y la función de me111bresía de la intersección está dada por: 

o más explícitamente: 

_2 _1 ~ _1 
pG ri C(x) = Min((l + (x - 10) } , (1 + (x - 15) ) ) 

= o 
para x ~ 10 
para x < 10 

(3.4} 

y siendo (3.2) y (3.3} conjuntos convexos borrosos, tambifin lo !erá su 
intersección. 

Revisando el concepto de decisión, observamos que una decisión 
es básicamente una selección extraída de un conjunto de alternativas -
disponibles, del ejemplo anterior se puede inferir que una decisión bo
rrosa puede ser definida como el conjunto borroso de alternativas resu..!_ 
tantes de la intersección de metas y restricciones. 

Definición de decisión borrosa: Supóngase que se tiene un o~ 
jetivo borroso G y una restricción borrosa C en un espacio de alternatj_ 
vas X; entonces, G y C se combinan para formar una decisión O, la cual 
es un conjunto borroso resultante de la intersección de G y C, o sea: 

D•G/\C (3.5) 

y su función de mernbresía: 

(3.6) 
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" 

• LJ<."i.i110 _(.¡) 

----··- ·-------.1 ,, 

Figura 3.1. [4] RELACION EHTRE G, C Y O 

Generalizando esta relación, supónga~e que tenemos n objeti
vos, G1, Gn y m restricciones c1, .•. ,Cm; entonces la decisión -
resultante es la intersección de los objetivos dados G1, .•• , Gn y las 
restricciones dadas c1, ... ,Cm esto es: 

fl = G l t\ G, n, , 11 G 11 C n C n , . n C 
e n 1 2 m (3. 7) 

y su correspondiente función de mt?mbresía: 

En la definici6n anterior los objetivos y las restricciones -
entran en la expresión para D de id&ntica manera; esta es la base para 
el argumento de simetría o de ic¡ual dad en 1 a formul aci6n de decisiones 
en ambiente borroso. Visto en t~rminos borrosos podemos decir que es -
la confluencia de objetivos y restricciones. 

Decisi6n = Confluencia de objetivos y restricciones. 
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Para ilustrar esta definición, consideremos, por ejemplo, -
X l. 2, 3, 4, 5, 6, 7, B, 9, 10 y Gl' G2' el' c2 defiriidas por: 

X L 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
--- -----------·----------

,UG o . 1 .4 .8 .7 .4 • 2 o o 
1 

UG • 1 .6 .9 .8 .6 .5 • 3 o o 
2 

'i 
el 

• 3 .6 .9 .8 . 7 .5 .3 .2 .1 

:J 
Cz 

.2 A .6 • 7 .9 .8 .6 .4 .2 

Formando la conjunción de lb • ll:; , 1t • 1-c tenemos los va-
lores siguientes para lb(x): 

1 2 1 2 

X 

1 

1, 2, 3, 4, º• 6, 7, 8, 9, 10 

lb o . 1 .4 . 7 .8 .6 .4 .2 o o 

Entonces la decisiJn en este caso es el conjunto borroso: 

o= (2/.1), (3/.4), {4/.7), (5/.8), (6/.6), (7/.4), (8/.2) 

Esta decisión de tipo bo1·roso puede ser vista como una ins-
trucción cuya borrosidad es consecuencia de la imprecisión de los obj! 
tivos y restricciones dadas, en este ejemplo G1, G2, c1, c2 puede ser 
expresadas en palabras respectivamente como: "x será cercano a 5", -
"x será cercano a 3", "x será cercano a 4", "x ser~ cercano a 6". La 
decisión será entonces escoger K cercano a 5; en cada caso el signifi
cado de Cl?rcano está dado por 1 c>s va 1 ores de 1 a función de membres ía -

corrnspondientc, se vi• que de los valores de 1i0(x) no hay x en X con -
v<Jlor de lll(!lllim?sía unitario, esto refleja el que los objetivos y res-
tricciones son confl íctivos cntr11 sí y no existe alternativa que sati2_ 
fagil a todos r!l los. 



- 4fl -

Definición de decisi6n óptima: Sea O una decisión borrosa -

representada ¡ior la función de membre3Íil lb• sea f( el conjunto de pun
tos en un universo de discurso X en los cuales :b toma su máximo, si -
éste existe; entonces, el subconjunto no borroso pero general111ente su
normal, OH de D definido por: 

para x en I< (3.9) 

o en otro lugar 

será llamado la decisión óptima para cualquier x en el soporte de OH y 
también ser& llamada la decisión maximizante. 

Se tiene entonces que una decisión maximizante es simplemen
te cualquier altrrnativa en X que maximice µ0(x) en el ejemplo anterior 
esta decisiói1 será x = 5 con grado de membresía 0.8 que es mayor a los 
otros grados. 

La cundición suficiente de unicidad de la decisión máxima u 

óptima cuando se está en R11 es que O sea un conjunto borroso fuerteme~ 
te convexo, es decir, que D tenga una funci6n de membresía unimodal. 

Objetivos y metas ponderados: En la definición de decisi6n 
borrosa D, como la intersecci6n o confluencia de objetivos y restriccio 
nes se aswne que todos ellos son de igual importancia: sin embargo, en 
algunao; situaciones algunos objetivos o restricciones son de mayor im
rortancia que ot.ros, En tales casos D puede ser expresada como una CO!~ 

binaci6n convexa de tales objetivos y restricciones con los coeficien
tes de ponder,1ci6n rt>flejundo lil importancia relativa entre ellos. Es
to puede exprr.sarse como: 

1,1 111 

'o(:') _, i(:--.) 
"t~. 

(X) + :.h) . r . í;<) 
Í'l 1 j~l 

.] 
1 

(3, 10) 
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donde n. 
1 

y " ''i SOll funciones de nr.mbres í a t¡¡ les que: 

m ¡,¡ 

'i (xi) + .' '") 
i ~ l H 

j \, (3.11) 

Con los elementos y definiciones vistas hasta aquí se puede -
resolver algún tipo de problemas, como se hará en el cuarto capítulo, y 

se tiene que la definición de decisión es válida en toda circunstancia 
y sólo cambia la enumeración o forma de presentar los objetivos y 1·es-

tricciones¡ esta definición se extiende al análisis de un sistema defi
nido en su estructura y sus estados [31], desarrollándose la t6cnica -
apropiada para los casos de un sistema con estados y con utilidades bo
rrosas [25]. 

Formu 1 ación de 1 Prob 1 ema: 

E 1 sis tema considerado puede tener n es ta dos representados 
por: 

X 

y m alternativas o estados controlados representaoos por: 

con una matriz de impactos 111 X n: 

u 
u 111n 

{3.12) 

(3 .13) 

(3.14) 

si el estado dt~l ~i!;tema t'S conccido, x . .:. X, entonces el problema de -
.] 

seleccion.Jr lJ 1nejor cll ternativa se rr!duce il encontrar la alternativa 
que tenr.ia la w<lxima util id.id para ese estado: 
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111 

u .. u .. (3.15) 
G i = 1 lJ 

donde\/ es el opera::Jor "máxi1110". 

Pero si el conoci111iento que se tiene del estado del sistema y 

de las utilidades o impactos es impreciso, tendrá que aplicarse otro -
procedimiento para encontrar un conjunto impreciso de alternativas, bo
rroso, que contenga las alternativas óptimas: 

" A~=. uAo (ai)' ai (3.16) 

y estará formado por las alternativas y el mérito de cada una, es decir 
el orden de preferencia, está reflejado en el grado de membresla con -
que pertenece a este conjunto. 

El caso de conoci111iento i111preciso del estado del sistema.
Si el estado del sistema se conoce sólo en forma borrosa, representado 
por: 

(3. 17) 

no podrá determinarse en forma exacta la utilidad asociada; sin embar-
go, la información disponible puede ser utilizada para determinar en -
forma borrosa la utilidad usociada con cada alternativa ªi f A; esta -
utilidad est5 dada por: 

uf (xk), 
1 

1 :1u. xk l 
1 

(3.18) 

donde: 

u, lli k 
" 

(3, 19) 
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y: 
(3.20) 

El problc1na es 11horJ S·?leccionar la alternativa óptima sobre 

la base de utilic1Jdes borrosas de cada estrater¡ia, considerando los e.x._ 

tremas una decisión podría ser escoger la alternati•1a con maxima utili 

dad o escoger la de mixima membresía, el balancear la cantidad entre -

estos criterios será el que deter~ine la sP.lección. 

La forma de encontrar ~ste punto es utilizando el concepto -

de conjuntos maximizantes. El c:injunto maximizante 11 (f) para una fu.!1_ 

ción f P.n Y es un subconjunto bc1Toso de '! tal que, el grado de membr!:'. 

sía de un punto, y, en M (f) ,·pp1·esenta el grado en el cual f (y) se -

aproxima al sup f, [54]; el prir:er paso será entonces formar ~1 conjuD_ 

to Y con todos los valores las utilidades resultantes de los estados -

borrosos dados, el conjunto será: 

(3.21) 

Se determina el conjunto nlilxinrizante para la alternativa 

ª; .;. A, el cual es el conjunto borroso que representa la membresía de 

S (Ui) en Y, y es denotado por: 

u'. . p (U,) ' llk (3.22) 
1111 . U;i;1 " 

donde: 
11 (uk) [u 'u ] 11 (3.23) 

ui111 ~ 1 mux 
y: 

lJ 
t!li'IX 

SllP y (3.24) 

con 11 ~ntnrn dcpend i (! ndo lltl su aµi icclción. 



Aho1·a sn fon'iíl un conjunto borroso u'. combinando la informa 

ción disponible sobn~ lc;s conJL;ntos 1/ y u'., 
1

~s decir, la confluen--
1m i 

cia del valor de las ut1l it!udes y el rendimiento o memtiresía en el con-

junto total de 11ti 1 idad0s, este conjunto estará formado ror la inter--
f f 

sección borrosa de Uii:: y Ui, y est~ra caracterizado por la Función de 

membresía: 

(3.25) 

se tiene entonces que ,11 formar c>l conjunto u;0 se lla considerado la -

información del estado del sistc111a al asignar el grado de membresía de 

cada valor de la utilidad uv y al mis1110 tiempo se incluye el valor relE_ 

tivo de cada utilidad, este.conjunto uf
0

, o sea: 

(3.26) 

y: 

Af " ( ( ) 
o i ¡\ ª1 1 ª1 

o 
(3. 27) 

este conjunto J\
0 

muestra los rnéritos u optimalidad de Ci!da alternativa 

ªi' en el vaior de su mr:rnbresia en A
0

. 

l'onnalmcntc, 111 ílltc1·nativa óptima a0 será la de rnayor mem-

bresía en A
0

, o sea: 

(3.28) 

El r.a~o ele ulilidildes i111precisas: Se considera que la util_i 

dad IJ i .i asociada con 1 ,; a 1 trrnu ti va a i y e 1 es ta do x j es borrosa y es ti!_ 

1·á dad.1 ;·,or: 

f 
\j,. 

1 J 
(3.29) 



y la matriz de utilid3des ser& en este caso: 

f uf -¡ u11 ln , 
1 
1 

u 
1 uf u nin ml 1 

(3,30) 

Si se conol:c: que el estado del sistema es xj X, entonces -

el procedi1c;iento para seleccionar la alternativa óptima es similar al -

caso de conocimiento borroso del estado del sistema, pero en esta oca-

s16n deber~ tomarse: 

uf u'.. 
l 1J (3.31) 

y continuando=el proc.~o se cbtendr~ el conjunto borroso de alternati-

vas 6pti111as 1\; 

La aplicaci6n de los conjuntos borrosos al análisis de deci

siones ha evolucionado t;1111bi én ut i 1 i zan0• .. otros conceptos, destacándose 

principaln:ente las variables ''ngüí~ticas presentadas por Zadeh en 1973 

L58~ y l'J75 LGOJ; con PI 10?1~1p~eo de las variables 1 ii°1Jiiístiras se ha es

timado la incertidumbre en l.1s decisiones f 49J y en algunos casos se 1.Q_ 

gré hacer el ,1ná1i::~ en forma de <írbol (10), y paru decisiones sobre -

pron6sticos se tiene~ reportes [~Gl. 



IV. PROBLEflAS DE DECISION 

.. 

-' 
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4.1. t1PL1Ci\CI0:1 DE LF1S OPEP.!1CIO::cs Sl~1PLES 

Un problu1a de decisión l.7] 

i. La Si tuaci611 

~I probk::;a es una situación hipotética en la que el coman-

dante de una fuerza naval tiene que decidir en el siguiente caso: 

LJ 'lisión ele la fuerza es cr;nouistar una isla que se encuen

tra en poder ~01 enemigo. La fuerza estS compuesta por dos fragatas, -

cuatro corvetas, a~Dos con misiles superficie a superficie y superficie 

a aire, nueve l1r; tes pa tru 11 erns de cor..ba te y tres transportes de tropa 

con 2~00 mari~os. So sabe que el ene~igo tiene dos submarinos, diez bo 

tes patrullt:ros, dos escuadrones del~ av10nes cada uno y misiles de S!:!_ 

perficie a su~crficie estacionados en tierra alrededor de la ciudad ca

pital de l.i isL); se conoce que esos 1;:isi les son capaces de hundir toda 

la flota. Monunada!l:ente, su rango es de sólo lcO millas náuticas. 

Es de esperars~ que dcspu6s del desembarque la gente de la isla apoye a 

las tropíls dese1:1barcadas. Además, hay una reserva de tropas que pueden 

ser transportadas en un segundo viaje de los transportes, suponiendo -

que no fueran l11JnGidos en el prim<'r viaje, Las fuerzas de tierra enemi 

gas incluyen ap1·o:<inwdamentc 90UO gentes de tropa y un batallón de tan~ 

ques 1 i~wros '~u1~ r.>st5n concentrados principallllente en los alrededores " 

dt• la capital. La isla tiene un perfil rectangul<1r con 700 millas ná~ 

ticas de "ste .1 oeste y 200 millas de norte a sur; la ciudad capital e~ 

t5 lrJcal inda .:n la parte media de la costa norte. La parte más cerca

na para tlese1,.b:1rcilr r~s 1.i costa O•'Ste de la isla. 

Los objetivos Xi y las restricciones Y1 del comandante de la 
ful'rza 11,wdl. :,,r;: 

·:.1n.;uistar la cil.d,1d capital dr la isla tun pronto 

e:•:::[¡ 0.ea nos i ble. 
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x2 rtantener ul 111ini1110 lu pérdida de barcos y personal. 

Y1 Falta de información sobre la localización de las 

fuerza,, novales enr:1¡1ir¡as 

Y
2 

Dr,sco11oci111iento rle cuánta gente se unirá a las tr.Q. 

pas, pero se suponen µrnporcionales al territorio 

conquistado. 

Y. Cnmo lu fuerza naval no tiene aviones y no puede -
.) 

1·ecibi1' ayuda de su país, depende de los misiles -

superficie a aire y de la artillería para defender 

se de la aviación enernic¡a. 

Los cursos de acción que pueden ser considerados son: 

A Desembarcar en la costa oeste, en cuyo caso es crei 

ble que la fuerz,1 naval no encuentre oposición pero 

dada la distancia a la capital, el enemigo present2. 

rá fuerte resistencia a los marinos y la operación 

entera puede ser retrasada. Sin embargo, será pos_!_ 

ble transportar a la Isla las tropas de reserva. 

G Desembarcar en la costa sur, en cuyo caso es proba

ble que sea atacada la fuerza naval por la aviación 

r~ne111iga. Si no son descubiertos prematuramente, los 

111arlnos d1~sen1barcur5n libremente sin mayor oposición 

y su objetivo cstar5 a una distancia de 2üU millas 

n5uticas. 

C IJPse111barcar Pn la costa norte, justo fuera del alean 

ce de los 111i~iles de superficie a superficie (120 n~ 
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llas n5uticas), en cuyo caso las fuerzas navales 

y de tierra cstar5n sujetas a un fuerte ataque. 

ii. La Solución 

La decisi6n se har5 utilizando las operaciones elementales -
de los conjuntos borrosos. 

Lo priH:ero es e.xrn~sar las funciones de membresía de los ob

jetivos y restricciones borrosos en el espacio de alternativas, se supg_ 
ne que son co1110 sigut': 

A [l e 

x1 .~-~·T"?f:61 

x2 . 7 1 . 6 ¡ .-4-, 
---·-----¡----- ··i----· 1 

yl 
1 ·

6 ~l ·3 1 
y2 1-.-8 -1 . 7 ¡.7-¡ 
Y3 -- .8 ¡-.!__]~~6'\ (4.1) 

El significado de estos valores es, por ejemplo, x1 conside

rando la alternativa A, serJ más o menos obtenible, si se escoge la al

ternativa a será más realizable que con A, si se escoge C entonces x1 -
será una posibilidad intermedia. Para las restricciones Y1 estos valo

r~s significan lo limitante o restrictivo de cada concepto representado 

por Y i. 

Cn esta ctJpa pueden jerarquizarse los objetivos por orden -

de i111portanc:ia, de acuerdo con una relación del tipo de (3.10) o por a_)_ 

gdn ~6todo ccn~ ul prapuesto por Saaty [44], o como se hace aquí, sin -

jerarquizar y ~n caso de igualdad de la decisión optar por alguna con -

base en consideraciorH'5 heurísticas [19]. 
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Lil decisión, :;ue es un conjunto borroso de alternativas def.1 
nido en (3.7) y (3.8) es la inters~cci6n: 

D = ·,· 
l 

r• '1
1 

-, Y 
2 

n Y 
3 

= • • 5 A, • 5 G, • 3 C 1 (4.2) 

y es la confluencia de objetivos y restricciones tratados sirn~tricarnen

te y que definen un esoacio factible de alternativas. La alternativa -
óptima o maximante definida en (3.9) será un empate entre A y B ambas -
con .5 de rnembresía, ~er·-:1 si to:·-a cor.io objetivo principal conqu·istar la 
isla, x1, la dccis15n a~ti~a será B por ser mis eficiente esta alterna
tiva para lograr A1, coco lo ~uestra el coefic ~nte x1B en (4.1). 

4.2. UN PR08LEr1A DE DECISIO:i lJ0NDE EL ESTADO DEL SISTEMA ES BORROSO 

[25] 

i. La Situación 

Se tiene que tomar la decisión sobre un sistema del cual no 
está bien determinado el estJdo. Los estados que puede tener el siste
ma son: 

(4.3) 

y las alternativas posibles son: 

,\ = (4.4) 

la matriz de consecut,ncios rs: 

0 2 ~ 3 7 n 8 4 " 
u 1 7 f, 6 4 J 3 

" 4 3 J í' 
J 6 ,. ,, 5 3 

_¡ 
(4.5) 
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el estado borroso del sistema es: 

(4.6) 

ii. La Solución 

!'ara determinar el conjunto de alternativas óptimas lo prim~ 
ro es especificar las utilidades, borrosas como consecuencia del estado 
borroso, asociadas a c0da alternativa y definidas en (3.18) y tomando -
en cuenta que si una utilidad U aparece k veces con grados de membresfa 

p 
u1, u2 •... , k entonces el grado de rnembresia ~e Uk será: 

o sea la su1;ia algebráica definida en (2.33) y es: 

de modo que: 
f . . 

u1 =: (0.4, 2), (o.s, 2), (Lo, JJ, (o.7, 1), (0.3, 7) ¡ 

(.88, 2), (1.0, 3), (0.7, 1), (0.3, 7)\ 

u~= '(0.4, 7), (o.n, s), (1.0, 1), (0.7, 7), (0.3, 6). 

(. 82' 7). (o. g. 8). (l. o' 1). (o. 3. 6) ': 

(4. 7) 

(4.8) 

U~= (0.4, 3), (0.B, 4), (1.0, 5), (0.7, 6), (0.3, 8), (4.9) 

el conjunto Y ddinido en (3.21' será: 

(4.10) 

2, 3. l. 7 \) 7, B. l. G IJ 3, fl, 4, 6, 5 

= 1,2.3.'~,5,G,7,8 
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de donde el sup(Y) = B 

se det(~rminan 1 os conjuntos 111ax imi zantes para cada alternativa, según 
(3.22), con n = 1 en (3.23): 

ui
111 

= ~(.25, 2), (.37S, 3), (.125, 1), (.875, i) 

f . ( u2m = .• 875. 7), (1.0, E), (.125, 1), (.75, 6) 

f u3111 =. (.375, 3), (.5, 4), (.¿25, 5), (.75, ó), (l.O, B) 

de acuerdo con (3.~5) se obtienen los siguientes conjuntos: 

f u
10 

= (.25, 2), (.375, 3), (.12s, 1), (.3, n 
f u20 = (.82, 7), (.8, 8), (.125, 1), (.3, 6) 

f . u
30 

= (.375, 3), (,5, 8), (.625, 5), (.7, 6), (.3, 8) ! 

y con.(3.26) se obtienen: 

11Ao(al) 

11Ao(a2) 

¡¡/\0 (a 3) 

(.25, .375, .125, .3) = n.375 

(.82, .s •. 125, .3) = 0.82 

(.375, .5, .625, .7, .3) = a.7 

y de (3.27) se tiene qur. el conjunto de alternativas óptimas es: 

y por (3.28) lJ alternativa óptima ser5: 

siguiéndole f'll <Jrdrn a, J a,, sucesivan:en'tl!. 
~ 

(4.11) 

( 4.12) 

( 4.13) 

(4.14) 
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4.3. UN PROBLEMA DE DECISION EN LA QUE SE COMOCE EL ESTADO DEL SISTEMA 
PERO LA UTILIDAD ES RORROSA [25] 

i. La Situaci611 

Se debe decidir cuál alternativa es 5ptima en un sistema en 
el cual se conoce c>l estado en r¡11e se enr.uentra pero 1 as utilidades as_Q 
ciadas a cada alternativa no estJn bien definidas y que se cuantifican 
lingUísticamente. 

Los estJdos posibles del sistema son: 

(4.15) 

en este caso el estado particular del sistema es x9. 

Las alternativas que se consideran son: 

A = ª1· ª2' ªJ ' 
(4.16) 

La matriz de utilidades es: 

¡-MA A B l1 M MB A MA MA M 

u = B MB A MB MG A A M M MA (4.17) 

A M B M M A MA M B B 

donde B, /.1, A, Mf\, H13 si9nifica11 bajo, medio, alto, muy alto, muy bajo 
respectivamente. 

i i. La :.iolución 

Se inlcia con la asiqnación Je valores a las variables lin-
gílísticas qup ~on: 
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bajo = 
1 

(O. 4 , 1 ) , ( l. O , 2 ) , (O. 5 , 3) 

muy bajo = ( 1 • O, 1 ) , (O. 4, 2) 

medio = (O. 4, 3) , (O. 7, 4) , ( l. O, 5) , (O. 7, 6) , (O. 4, 7) 

a 1 to = (O. 5, 7), ( l. O, r:: , ( 1). 5, 9) 

muy a 1 to = (O. 5, 9) , { l.' J, l'J) ( 4. 18) 

Se determinan de acüerdo con (3.31) los conjuntos que repre
sentan las utilidades que corresoonden al estado x9 que son: 

ui = muy al to = (0.5, 9), ( l.Ll, 10) ·, 

u;= medio= • (.4, 3), (.7, 4), (1.0, 5), (.7, 6), (.4, n; 
u;= bajo = '(0.4, 1). (1.0, 2), (0.5, 3): (4.19) 

Para este problema es obvio que la mejor alternativa es a1 -

que tiene utilidad muy alta, pero continuando con el procedimiento se -
determina el conjunto Y definido en (3.21): 

Y= S(i.; 1) 1¡ S(U
2

) lJ S(U3) 

(9, 10) ',) (3, 4, 5, 6, 7,) \) (1, 2, 3) 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10' 

de donde sup (y) = 10 

(4.20) 

Se dcte1'111inan los conjuntos 111axi111izantes para las diversas -
alternativas, según (3.22) con n = 1 en (3.23) 

ui
111 

= · (o.c1, 9), (l.O, 10) '\ 

ui
111 

= . (. 3, 3), ( "¡, 4), (. ~i, 5), (. 6, 6), (. 7, 7) \ 

f 
U3

111 
;; ( • l. 1) , (. 2, 2), (. J, 3 J, ( 1\. 21) 

de acuerdo cnn (:L:•;) se• obtif~1·~n los sif]uicntes conjuntos: 
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uro= ·(.5, 9), (l.íl, 10) 

u;0 = (.3, 3), (.4. 4), (.s. 5), (.6, 6), (.4, 7) 

U~0 = ( • 1 , 1) , ( . 2, 2) , ( . 3, 3) (4.22) 

y con (3.26) se determinan: 

11Ao(a¡) 
\ (. 5, 1.0) l. o -

\1Aol"2I ( ,3, .4, . 5, ~ 6 s .. i) .6 

llAo(a3J ' (.!, . 2. • 3) = -, 
... "J (4.23) 

y de {3.27) se tiene que el conjunto óptimo de alternativas es: 

(4.24) 

y de (.328) la alternativa óptima es: 

Ao = ª¡ (4.25) 

siguiéndole en orden a2 y a3 respectivamente. 
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EL CASO DEL AEROPUERTO OE LA CIUDAD DE MFX!CO 

i. Lü Situación 

1;1 fin;il ir.ar líl década ce los aiios f.O, C>l r¡obierno mexica

no inició un estudio para dr't<'nninar la r·strategia 111ás efectiva para 

aumentar las instalaciones aeroportuarias de la ciudad dC> México, de 

modo que sC> garantizara la calidad del servicio aéreo en lo que res

ta del siglo. Dos altern~tivas b&sicas fueron consideradas: 

l. E;qiandi1· lJs instalaciones del aeropuerto de Te~ 

coco. 

2. Construir un nuevo aeropuerto en Zumpan90, 40 km 

al norte de la ciudad y no ampliar el existente. 

ii. El f>rocr.so de Decisión 

En 1971, Ker.ney [30] propuso una solución basada en el mé

todo de curvas de utilidud para 111ultiobjetivos, atendiéndose dos as

pectos: el de efectividad y el pal ítico. Para el primero, se anal i 

zaron seis objetivos: 

l. Minimizar la totalidad de costos de construcción 

y mant0ni111ir~nto. 

2. Tener capacidad adecuada a la demanda del tráfi

co a1~rco. 

3. Min i111izar r>l ti ClllPO de acceso al aeropuerto 

4. i-lax iml zar 1 d seguridad de 1 sis tema 

r: ,,, llin imizar 1 os tras tornos sociales por las obras. 
, 

G. Mi n i111izar 1.1 contaillinación por ruido del tráfi Cl1 

aérc10. 



- 65 -

Se clasificó il los usuarios del aeropuerto en internacion_a_ 
les (!), domésticos (D), generales (G) _1 :11il itarcs (M). Esta clasi

ficaci6n genera el conjunto de alter~ati~as que son todas las posi-

bles combinaciones ele la cl¿¡sificación e:,, los usuarios en los dos si 

tios posibles y se analizan en tres eta~as sucesivas. Las combina-

ciones dan 4096 alternativas, de las cuales se descartaron las no 
factibles o mJs inconvenientes, quedando aproximadamente 100, las 
cuales se estudiaron como describe el ,·,.porte y se rwesentan las 10 

mejores [30, p59. 462). 

El otro asprcrn tratado es el llan•ado "análisis dinámico" 

que tiene también como objetivo decidir qué acciones se deben tomar 

en 1971 para garantizar la calidad del tráfico a6reo pero incluye la 

posibilidad de una segunda etapa o decisión en 1976 e introduce como 

objetivos los efectos politicos en la Presidencia de la República, -

Secretaria de Obras Públicas y Secretaria de Comunicaciones y Trans

portes, la flexibilidad de una segunda etapa de decisión en 1976 y -

las external idades debidas a prestigio, desarrollo regional, balance 

o distribución del presupuesto federal entre las diferentes regiones 

y el gasto en carreteras de acceso. 

iii. Alternativas 

Las alternativas se generaron considerando cuatro grados o 

niveles dr. aco111Pti1nicnt.o en los dos sitios: mínimo, bajo, moderado 

y a 1 to, qul' son: 

Para Texcnco: 

Mínimo: Unica1111•11l1! 111.int.Pnimic~nto P introducción de equipo de segu
ridad. 

Bajo: Extender pistas, mejorar los servicios de ter~inal, mantc
Pimiento y m1.:vo (•quipo de s1'r1urid,1d. 
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Moderado: i\9re~:ar J lo hr~chn en nl pliln "bajo", r;o1,,prar y prrparar -

tetT••no pa1·a constrnir una p·ista nueva e incrr:rPcntar los -

servicios a rasajeros. 

Alto: 

Mínimo: 

Gajo: 

En el col'to pl,1zo, construir una pista nucvil y tarminal, -

cons trnfr 1 a totalidad de un aeropuerto nuevo. 

Por lo 1111°nos comprar terreno en Zumpango. 

Crn11:1rur terreno, construir una pista y una terminal modesta. 

Moderado: Co111prar terreno, construir la primera pistu y planear 

Alto: 

otr,:s, construir una terminal mayor y la carretera a México. 

Construil' vilriils pistas, terminal grande y carretera en ªf 

ceso, esto es, construir un gran aeropuerto en Zu111pango. 

La eficacia de cada alternativa pucdi.' rnodi ficarse según 

las circunstancias y debe considerarse: 

l. Eventos criticas en el período 197-1976 que cambien 

la selccci6n de la mejor estrategia 

2. La vc,1·osi111il itud de su ocurrencia 

3. La reacción a estos eventos 

4. Ca111bios t!n las posibles consecuencias de cada alter-

1i,1 t Í VJ 

Los '·'Vr>ntos que pu1!dr: cambiar Pl escenario serían tales -

co1110: factores d1J s••quriclad, <Jccit.lentes ,1éreos, cambios en el per

fil de dt,111a_nd.1, inra1vacio1v~s t1~cnolóqicas, actitud pC1bl ica hacia el 

ruido J curnbios r>n l,1s priorid<Jdes del '.JilSto. 
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Estas alternativas se ~xhiben en la tnbla 4.26: 

i/IV[L DE Am1Ei!il!U/TO rn Tc:<COCO 

~!~~.':.:.:,:::~.: :¡~:;;,~~~~;~~;;:;'~-! 
~~------------------+++++++++++++++++++++++ 
~·~;: :>-:·, 1 -,1· .. • ¡ 11::-..·nr e!: Tl'XC(;u1 1 

¡2: ~on ::u'"""""º dct1-;í,; 1 

¡-;~-----f. :.: ...... (,f~-;:r------------
,-g. :3r~L~ ± ::1.:! .... p,1ngo i Cnn~itrucción de 
!::; 1· c:·.n 1 

~----------+---------·----------------------¡ ' 1 1 J·C' L.ur::t.:..ir: .J_ 'l'n'·'t'<'c.-1 1 dus ¿¡ere.puertos 

I~: 9:J i d·~·~; ::~~. 
"--: ·t-

' + 
~ --~-----------

TABLA 1J.26 (30) 

iv. EvJluación de Alternativas 

Las 16 ultP.rnativas fueron evaluadas en una serie de disc.!:!_ 
siones de las partes interesadas, en un primer examen fueron descar
tadas siete de ellas. Posteriormente, en un an&lisis realizado por 
miembros de la SOP, se jerarquizaron las alternativas restantes, de 
acuerdo con los atributos de flexibilidad, efectos políticos, exter
nalidades y efectividad. La jerarquización fue realizada por discu
sión y representa el juicio consensual. 

Los rr.sul tadoo son mostrados en la tabla 4.27, donde los -
números rrás p~qur.1ios 1·eprese11tan 1 as mejores a ltt>rna t. ivas. 
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Tl\BU\ 4.27 [3'J] 

De esto, so tomaron con:o dominantes l<1S alternativas 2, 5, 6 

y 10, considerando los totales de los cuatro atributos. 

Para afinar el análisis fue necesario definir en forma m§s -

precisa las alternativas restantes y jerarquizarl<ls nueva1111~nte con el 

mismo método (30, p. 469), recomend5nclose CQ1110 lu 1111!j01' la número seis. 

El Análisis Borroso 
Se toma la información de la tabla 4.28, suponiPndo que re-

fleja un ordenamiento en la preferencia del decisor y en la eficiencia 

hacia los atributos tratados. Tomando los totales de estos atributos -

se normalizan para encontrar los conjuntos maximizantes que se muestran 

en la tabla. 



- G9 -

TABLA 4.28 
Totales de la Jerarquización por Atributos, 

Tomada de la Tabla 4.27 y sus valores 
Nonnalizados 

Calculando los respectivos complementos borrosos para inve_!: 
tir el sPntido numérico, o sea, que los valores mayores representan -
una prefer0ncia mayor y encontrando la intersección de estos conjun-
tos que es la opl icación del operador min, nos queda la tabla 4.29: 
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T/\Bl/\ 4.29 

Intersección de los /\tributos Representildos como 

Conjuntos Borrosos 

El conjunto encontrado es la decisi5n borrosa al problema, 

de acuerdo con la definición (3.5), del que tomamos la decisión max_j_ 

mizante, el operador 111ax-111in, dándonos como máximo las alternativas 

6 y 5 con iguales méritos. 



V, CONCLUSIONES Y PERSPECTIVA 
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5.1. CONCLUSIONES 

Lo expuesto en r.stc trabujo muestra que la matemática borro

sa es una alternativa viable a los m6toclos acostwnbrados de análisis de 

decisiones lográndose superdr las 1 imitaciones que imponen las hipóte-

sis de cosntrucción de estos procedimientos, tal~s como la indeaenden-

cla de atributos y la transitividad de las utilidades. Tambi~n se en-

cuentra la ventaja de poder expresar los valores de la incertidumbre y 

la utilidad de las consecuencias en fonna de lenguaje usual sin tener -

que valorarlas numéricamente, lor¡rándose mayor fluidez en la comunica-

ción entre el analista y el decisor, lo que es un aspecto critico para 

la toma e implantación de las decisiones. 

5.2. PERSP[CT!VA 

El obstáculo inmediato que se presenta para la aceptación de 

la matemática borrosa es el apego a enfocar los sistemas humanos en fo_!: 

ma causal mecanicista [38], con la consecuencia de exigir precisión do.!1_ 

de es infundado el tenerla. Zadeh dice [58]: para tratar siste-

mas humanos en forma realista, nccesitamo:. no hacer un fetiche de la 

precisión, Pl 1·igor y el formalismo matemático y en su lugar emplear un 

marco metodológico en el cudl se tolere la imprecisión y las verdade5 -

parciales, •.. la troria de los conjuntos borrosos es un paso -no nece 

sariamentc un paso definit lvo- en esta dirección ... ". 

La advertencia epistemollígica para trabajar con los órdenes 

de mar1nitud <1dccuados ta111bi1~n la hace [lachelard [2]: "Pero los obstá

culos cpist•'111olúc¡icos van por rarcjas, en el reino mismo de la canti-

dad vemos 0110111:rse a la atracción de un w.1tematismo demasiado vaqo, 1il 

atracción d1• un 111ater11atismo demasiado prrci$O ... la precisión de una -

medida dt:hr• 1·:·fr>rirsr• constant,,mente a la scn~ibilidad del 11:étodo de -

mrdida y t''llt'r Pn cuent.1 las condicionrs de ¡wnnanencia del objeto me

dio. MPdir '••xactalllf!lltP' un objeto fugaz e indetenninado, 111Pdir 'exac 
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turnente' un nbjeto fijn y bien rlett•r111inado con un instrumento grosero -

son dos ti110·; dr.• f:Clli'i!Cirín van,1 ... '.;i lil prr.cisión en 1111 rr.sultado Vil -

más allii de la prpci i0n ·J.• los d<1tnc. r•xperin1rntali~s, r.s r.xacta1ncnte la 

determi nac i 611 df~ 1 .~ narL1. 1
' 

El desarrollo teórico de lo~ conjuntos borrosos tiene esen-

cialrnente dos ramas, la 111ate1:1ática rp1e princiral111ent1• investiqa el uso 

de funciones 1e 11•1•i'•bn~:,f;1 ·;en01·;1li?adas, nn n'strinr¡idas ul conjunto 

[O, l]. E:;ta r'dolil se inic16 cnn e>\ t1-.1ba.io de Goguen [21], al introdu-

cir funcionr:s qul' tc11•an valorps en crJnjuntos reticulun!s [B]; en la r2_ 

ma conceptual si: cps¿11·1·¡1I la el llam3dO "1·azona111ientn aproximado" [60] y 

lü lógica borrosa necrsar1a µara estas inferencias. 

Respecte a las aplicaciones lo reportado es muy extenso y 

hay trabajos de n'copiliición [16], (23], [35], y se ensaya11 en campos - \ 

muy conocidos como la prngra1:1ílción lineal [46]. 

Con base en lo publicado en estos articulas se hace recomen

dable la adaptación o ampliación de esta tcoríu a la problemática nacio 

nal. 
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