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Introducción 

La mayoría de los procedimientos estadísticos estan diseña 

dos para ser usados con información muestral consistente en un 

conjunto de observaciones independientes. Con este tipo de in­

formación, el orden en el cual se presenta cada dato es irrele­

vante para el estadístico. Sin embargo, no es difícil imaginar 

situaciones en donde los datos disponibles aparecen ordenados 

de acuerdo a algún parámetro (usu<:ilmente el tiempo), en cuyo c~ 

so se tendrá un conjunto de observaciones dependientes o serie 

de tiempo, siendo entonces el inter~s primordial el estudio de 

la dependencia presente. 

Una serie de tiempo observada puede ser considerada como 

la realizaci6n de algún proceso teórico, el cual es llamado pr~ 

ceso estocástico. El objetivo inicial en el análisis de una 

serie de tiempo es hacer inferencias sobre las características 

básicas del proceso a partir de la información contenida en la 

serie observada. Para comprender más facilmente el comporta­

miento de algún proceso estocástico, se propone un modelo que 

se espera tenga propiedades similares a las de éste, así que 

lo importante será el poder realizar inferencias sobre los par~ 

metros que definen al modelo. 

Dependiendo del inter~s que se tenga, una serie de tiempo 

se puede analizar en el dominio de tiempo o en e 1 dominio de 

frecuencias. El primer tipo de análisis estudia las relaciones 
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existentes entre los valores observados de la serie, mientras 

que el segundo se enfoca, exclusivamente, a los movimientos cí­

clicos de la serie. En este trabajo sólo se hará el análisis 

en el dominio de tiempo, aunque algunos comentarios con respe~ 

to al análisis en el dominio de frecuencias se hacen en el capf 

tulo 3. 

En el capítulo 1 de este trabajo se presentan la definición 

y las principales características de una clase de procesos esto 

cásticos llamados procesos estocásticos estacionarios. Al mis­

mo tiempo se proponen algunos modelos pertenecientes al conjunto 

de los modelos conocidos como ARMA, los cuales han resultado ser 

bastante eficientes en la representación de procesos estaciona­

rios. Las principales propiedades de cada modelo son establee~ 

das con el fin de tener una caracterización adecuada del mismo. 

El análisis estadístico, para tres de los modelos present~ 

dos en el primer capítulo, es realizado en el capítulo 2. Se 

decidió realizar el análisis estadístico con un enfoque bayesi~ 

no, pues se considera que es la única forma razonable y teórica 

mente bien sustentada de incorporar al análisis toda la informa 

ción disponible. El problema de inferencia, desde el punto de 

vista bayesiano, es encontrar y estudiar la distribución final 

sobre los parámetros de interés. El capítulo 2 trata exclusiva 

mente sobre este problema. 

En el capítulo 3, se presentan algunos aspectos inferencia 
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les no tratados en el capítulo anterior, relacionados basicame~ 

te con la representaci6n de la infonnaci6n inicial. Así mismo 

se plantea, en t~rminos generales, la utili zaci6n de otros mode 

los para el análisis de series de tiempo, el problema de ident~ 

ficaci6n, prueba de hip6tesis, estimación y predicci6n puntual. 

A manera de conclusi6n, en el capítulo 4 se plantean algu­

nos de los problemas encontrados en el desarrollo del tema. 

Debe entenderse que en este trabajo no se pretendi6, en ningún 

momento, comparar el procedimiento bayesiano de análisis con 

los métodos clásicos o frecuentistas. 

Finalmente, se incluyen dos apéndices al final del trabajo. 

En el primero de ellos se definen las distribuciones que fueron 

utilizadas y en el segundo se dá la lista de las observaciones 

gue .fueron empleadas en el ejemplo de la secci6n 2. 2. 
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CAPITULO l 

PROCESOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS 

En este capítulo se introduce el concepto de proceso esto­

cástico estacionario y se dan algunas de sus propiedades más i~ 

portantes. Asimismo se definen varios modelos, los cuales pre­

tenden explicar el comportamiento de ciertos procesos. Cada mo 

delo es caracterizado y al mismo tiempo se presenta su relaci6n 

con los demás . 

1.1. Conceptos fundamentales 

Consideremos el espacio de probabilidad (íl,A,P), en don 

de íl es un conjunto de eventos elementales, A es un a-ál­

gebra de subconjuntos de íl y P es una medida de probabili­

dad de fin ida en A . Sea I un conjunto de índices, entonces 

un proceso estocástico con valores reales es una funci6n 

X I x íl + JR , tal que para todo t e I fijo, X (t,w) 

(¡) e: íl es una variable aleatoria real definida en el espacio 

(íl,A,P). Es común denotar a X(t,w) como Xt(w) 6 bien Xt, 

y referirse a la colección de variables aleatorias {Xt : te: I} 

como una serie de tiempo. 

Para un w E íl fijo, X(t,w) es una función real que de 

pende sólo de t , y a esta función se le conoce como una 

realización del proceso. La colecci6n de todas las posibles 
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realizaciones es llamada el ensamble. 

Dependiendo de si el conjunto de índices I es discreto o 

continuo, se tiene un proceso estocástico (con parámetro de tiem 

pal discreto o continuo, respectivamente. 

El análisis de una serie de tiempo tiene como objetivo el 

estudiar la estructura probabilística del conjunto de variables 

aleatorias {Xt(w) : t E I} , y con este prop6sito es común 

que la información muestral con que se cuente sea la dada por 

un conjunto finito de T datos, resultado de haber observado, 

dentro del conjunto {Xt(w) : t E I} , T variables aleatorias 

consecutivas e igualmente espaciadas con respecto al índice t . 

Un proceso estocástico, considerado como una sucesi6n in-

finita de variables aleatorias, induce una me di da de probabi l!_ 

dad definida en un espacio de dimensión infinita. A los conju:: 

tos de dicho espacio que tienen asignada una probabilidad se 

les llama conjuntos medibles. Ahora bien, como se mencion6 en 

el párrafo anterior, en la práctica s6lo se esta en posibilidad 

de estudiar un número finito de variables aleatorias. En part!_ 

cular, será de interés conocer la funci6n de x 1 ,x 2 , ••• ,xn , 

definida por P{Xt· (w) < x. : i = 1,2, ... ,n} 
1 1 

asi como las 

probabilidades derivadas de la misma. De aquí la conveniencia 

de que la clase de conjuntos medibles incluya a los conjuntos 

de la forma {Xt (w) :5- x 1 , Xt (w) :5_ x 2 , ••• ,Xtn (w) :5- xn} , 
1 2 

pues de esta manera se puede definir la función de distribución 
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de probabilidad dada por 

Fx X X (X¡ ,x2' ... ,x ) 
t't'"º''+-- n 

1 2 -n 

Inversamente, si se dan las funciones de distribuci6n de proba-

bilidad para cada conjunto finito de índices, y éstas cumplen 

los supuestos dados por el teorema de consistencia de Kolmogorov 

(1950), se puede asegurar la existencia de una medida de proba-

bilidad definida en el espacio de dimensi6n infinita, tal que 

la medida asignada a conjuntos de la forma 

{Xt (w) _::. x 1 ,Xt (w) .::_ x2 , ••• ,Xt (w) :_ xn} , coincide con la 
1 2 n 

probabilidad calculada a partir de las funciones de distribuci6n. 

Ciertas cantidades resultan muy útiles en la caracteriza-

ci6n del comportamiento de un proceso estocástico, algunas de 

éstas se darán enseguida. 

La media y la varianza de un proceso estocástico al tiempo 

t se definen, respectivamente, como 

La funci6n de autocovarianzas se define como 

en particular, es claro que 02 
t 

-,6 -

V s, te; I , 



Finalmente, la función de autocorrelaci6n est§ dada por 

Y s, t e: I 

Si el proceso bajo estudio se supone gausiano, lo cual sign:!:_ 

fica que (Xt ,Xt , ... ,Xt l sigue una distribuci6n normal n-va-
1 z n 

riada (para toda n E lN), entonces las medias y la funci6n de 

autocovarianzas son suficientes para tener una caracterizaci6n 

completa de las propiedades distribucionales del proceso. Si no 

se supone normalidad pero el proceso es lineal, en el sentido de 

que Xt es combinaci6n lineal de anteriores X~s y/o de valo­

res pasados y presente de otro proceso, son las medias y las au 

tocovarianzas las cantidades que pe mi ten conocer la mayoría de 

las propiedades de 1 proceso. 

Como se dijo en un inicio, la información muestral que se 

pudiera tener para el estudio de 1 comportamiento de un proceso 

estocástico, consiste de sólo una parte finita de alguna real:!:_ 

zaci6n del proceso. Si con este tipo de inforrnaci6n lo que se 

pretende es hacer inferencias, es necesario suponer que el pr~ 

ceso es ergódico, lo cuál significa intuitivamente que para tie~ 

pos suficientemente alejados· hay independencia entre los valores 

que pueda tomar el proceso. Este supuesto permite asegurar que, 

conforme se tengan más observaciones, efectivamente se está 

aprendiendo más sobre el proceso (de hecho, se est§n cumpliendo 

ciertas convergencias en probabilidad) . En este trabajo se su-
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pondrá siempre que el proceso de interés es erg6dico. Algunos 

teoremas erg6dicos se presentan en Gnedenko (1969). 
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1.2. Procesos estacionarios. 

Una clase interesante de procesos estocásticos es la 

formada por los procesos llamados estacionarios, que tienen 

como principal característica la de presentar cierto tipo 

de equilibrio en su comportamiento. Este equilibrio se pue­

de observar a dos niveles, lo que dá lugar a los conceptos 

de estacionariedad estricta y estacionariedad d~bil. 

Estacionariedad estricta. 

Un proceso estocástico discreto* {xt: tEI} se dice 

que es estrictamente estacionario, si la función de distri-

buci6n conjunta de {Xt, Xt , ..• , Xt es la misma que la 
1 2 n 

de {X~ +k' xt2+k'···r xtn+J I para toda n y k , es de-

cir, si 

FX X X (x1 ,x2 , ... ,x)::: F}' X X (x1 ,x2 , ••• ,x) 
t , t I ••• 1 t n 't +k I t +k I ... , t +k n 

1 2 n 1 2 n 

Entonces, las propiedades d~ un proceso estocástico estric­

tamente estacionario no se ven afectadas por un cambio de 

origen en el tiempo. En particular, FX es la misma para 
t 

todo t , por lo que el proceso tendrá media y varianza 

constantes dadas respectivamente por 
*fu""ío-5uC:~~r;o-5e-coñ~Iciérar~ñ"-s6ío-iroéesós-'dI5C"rét.Ci5~-áiiiéño5-qüé5é 
especifique otra cosa. El caso continuo es tratado en forma similar. 
Ver ejemplo, Cox y Miller (1965), Gredenko (1969). 
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La existencia de estas cantidades se puede asegurar si 

Asi mismo, como la funci6n de distribuci6n de (Xs, Xt) 

es la misma para todos s, t e I tales que Is - t 1 es una 

constante, la covarianza entre Xt y Xt+k s6lo dependerá 

de la distancia k en el tiempo que hay entre Xt y Xt+k' 

pues 

E{ (Xt - µ) (Xt+k - µ)} 

Entonces la funci6n de autocovarianzas se denotará sim-

plemente como o(k) . En este caso también la funci6n de 

autocorrelaci6n dependerá exclusivamente de la distancia k 

en el tiempo, ya que 

p(k) 

Estacionariedad débil. 

Estacionariedad estricta implica trabajar con la dis-

tribuci6n de probabilidad conjunta xt 1 xt , ... , xt para 
i 2 n 

cada n finita, lo cual puede resultar bastante complicado. 

Por esta raz6n se introduce el concepto de estacionariedad 
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' 1 
1 
1 
1 
1 

débil, llamada también de segundo ord~. 

Un proceso estocástico {Xt: t E I} es llamado d~bilmen­

te estacionario si E(Xt) existe y es constante para toda 

t y además 

para todo s,t y k . 

Obviamente todo proceso estrictamente estacionario con 

los dos primeros momentos finitos es débilmente estacionario, 

no cumpliéndose el resultado inverso excepto en el caso de 

trabajar con procesos gausianos, pues la distribución normal 

queda totalmente especificada por su primero y segundo mo­

mentos. 
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1.3. Propiedades de o(kl y p(k) . 

Algunas de las propiedades más importantes de las funcio-

nes de autocovarianza y de autocorrelaci6n en procesos estacio 

narios son las siguientes: 

Pl. La función de autocovarianzas es una función par (con re~ 

pecto a cero), es decir o(k) = o(-k) 

tambi~n p (k) es una funci6n par). 

(Es inmediato que 

P2. La matriz r = (o(t.-t.)) de varianzas y covarianzas del 
l J 

conjunto de variables (Xt ,Xt , ... ,Xt 
1 2 n 

finida semipositiva. 

P3. La función de autocorrelaci6n es tal que 

i P (k) i < 1 V k 

t. e: I} es de-
1 

P4. Si la función de autocorrelaci6n es absolutamente sumable, 

es decir, si 

l 1 p (k) 1 < 00 

-ro 

entonces existe una única función f (w) > O tal que 

1T 

a) p (k) J f (w) e iwk dw 

-TT 

'IT 

b) f f (w) dw l 

-'IT 
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' 1 

el f(w) = f(-w) 

PS. La relaci6n inversa entr.e f(w) y p(k) está dada por 

f(w) 
"' 

/n ¿ 
k=-"' 

p(k) 
-iwk e -n<w<n 

que a su vez se reduce, al trabajar con procesos en lR, 

a la expresi6n 

"' 
f(w) = } (1 + 2 ¿ p(k) cos wk) , O < w < 11 • 

k=l 

Más informaci6n sobre las funciones de autocovarianza y 

de densidad espectral se pueden ver en Anderson (1971), 

Fuller (1976) y en las referencias allí citadas. 
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l. 4. Proceso lineal general 

Los modelos que más comunmente se usan en el análisis de 

series de tiempo forman parte de una clase más general de mode 

los lineales, en los cuales se parte del hecho de que una serie 

de tiempo {Xt t E Z} (de ahora en adelante y por facilidad 

de notaci6n el conjunto de índices I será Z ) , puede ser vi~ 

ta como generada por una serie de "choques" independientes re-

presentados por {Zt : t E Z} • se considera que estos "choques" 

sQn aleatorios y, por lo general, con media O y varianza comlln 
2 ªz . A éste tipo de proceso se le conoce como ruido blanco . 

Entonces, el valor del proceso al tiempo t se expresa 

como 
00 

Í cJ. zt . 
j=O -J 

1 (1.4.1) 

o e qui valen temen te, 

en donde B es un operador de retraso definido como 

Bk (Zt) = zt-k l,J k E lN con Bº (Zt) = zt 

y e ( Z) es el polinomio 

00 

zi C(Z) I c. Co 1 . 
i=O 1 

El operador C(B) es la llamada función de transferencia 
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que transfoma el ruido blanco en la serie {Xt 

filtro lineal 

C (B) 

* te: z} , 

Las condiciones bajo las cuales el proceso lineal definido 

anteriormente es estacionario (en todo lo que sigue debe enten-

derse débilmente estacionario), se establecerán a continuaci6n. 

De acuerdo a (1.4.1) se puede comprobar que 

"' 
c. 

J 
c(k) 

En particular, la varianza del proceso será 

Cl 2 
X 

o (O) o~ l 
j=O 

: 
c. 

J 

La condici6n de estacionariedad se cumple si cada una de las 

siguientes sumas es convergente, 

co 00 

l 
j=O 

c. 
J 2 

j=O 
cz 

j 
V k 

Estas condiciones se pueden resumir en una sola, pidiendo 

que C(Z) convenga para todo Z E [ tal que llz!! < 1. 

(Ver Box y Jenkins (1970), Anderson (1971)). 

* En realidad se puede considerar que Xt = Wt - fJ , en donde {wt :t e:z} es 

el proceso original y µ es una constante, que se torna como referencia o 

es la nedia del proceso si hay estacionariedad. 
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A partir del modelo (1.4.1), también es posible expresar 

Xt en términos de sus valores pasados, 

~ 

' d. xt . + zt j~l J -1 
(l. 4. 2) 

o alternativamente, 

en donde B es el operador de retraso definido anteriormente 

y D(Z) es el polinomio 

D ( 2) d ~i 
' ¿ 
l 

Habiendo expresado el comportamiento de Xt en dos for-

mas equivalen tes, a s ahe r 

X 
t 

es claro que 

en donde 

por lo tanto la 

modelo (l. 4 • 2) I 

z e: ~ tal que 

[e (Bl] zt 

D(B) C-
1 

(B) 

condición de estacionariedad, en 

será también que D (Z) converga 

11 z 11 < 1 -

- 16 -

términos del 

para todo 

1 



1 

j 

1 
1 

La funci6n de autocovarianza del proceso (1.4.1) está dada 

por 

"' 
0

2 1 e e z L. J0 J0

+k j=O 

de donde la función de autocorrelaci6n será 

Í cj cj+k 
p(k) = .,_j=_O ___ _ 

I 
j=O 

2 
c. 

J 

Por último, la función de densidad espectral, de acuerdo 

a la propiedad PS dada en la sección 1.3, es 

f (w) 
j o 

Una forma alternativa de expresar f (w) se obtiene al hacer 

h = j + k y considerar que e = 
h 

o pnr.a h < o , con lo 

cual 
2 

ºz "' iwh) e-iwj1 f(w} I ch e ! í c. = 2 J o 2rr h=O J j=O 
X 

2 2 2 

ºz e (eiw) e {e-iw) ºz lc(e-iw) j = 
2 02 o 2;! 211 
X X 

- 1T < w < T (l. 4. 3) 

En la práctica no es muy útil trabajar con representaci~ 
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/ 

1 

nes del proceso lineal tales como (1.4.1) o (1.4.2), pues con-

tienen un número infinito de parámetros. Es por esta raz6n que 

se introducen modelos más sencillos, en t~rrninos del número de 
·~ 

parámetros que se involucran, sin que por esto dejen de ser po-

' tencialmente útiles. Esto último se conoce, en la construcci6n 

de modelos, como parsimonia. 

En las siguientes secciones de este capítulo se presenta-

rán varios modelos y algunas de sus características más impor-

tantes. 

- 18 -



1.5. Proceso autorregresivo. 

Corno un caso particular del modelo (1.4.2) se tiene 
'..f 

el modelo autorregresivo de orden p , denotado por AR(p) 

y el cual se escribe corno 

~ 
¿s.x .+zt 

j=l J t-J 

o alcernativamente, 

en donde A (Z) 
p . 

1 - I s.z 1 

j=l l 

(1.5 .1) 

La función de transferencia en este caso es 
-l 

A (B) , 

y el proceso es estacionario, de acuerdo a lo visto en la 

sección anterior, si A- 1 (Z) converge para todo Z t[ , tal 

que 11 ZIJ 5. l o, equivalentemente, si los ceros de A(Z) 

están fuera del círculo unitario. A(2) es denominada la 

ecuación característica del proceso. 

Supongamos que i 1, 2, ... ,p , son las raíces 

de A(Z) , entonces 

p p "" -l 
( z) 

1 1 n 1 n L (Z.Z)\ (1.5.2) A A(Z) m ,¡ 

p i=l i=l k=O 
1 

TI (1-Z.Z) l. 

i=l l 
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1 

1 
1 

de donde la convergencia de 
-1 

A (Z) para todo 

11z11~1. implica que 

i = 1,2, ... ,p.,_¡. 

11 2 . 11 > 1 , es decir 
l. 

Z e a: , con 
1 

11 Zi 11 > 1 , 

A partir de (l.5.2) se puede afirmar que la estacio-

nariedad de un proceso AR{p) , permite expresar a éste ca-

roo la swna infinita 

La función de autocorrelaci6n en un proceso AR(p) es 

encontrada roul tiplicando ambos lados de (l. 5 .1 l por Xt-k , 

tornando espezanza (sin pérdida de generalidad se supone que 

E(Xt) = 0) y dividiendo entre e~ , obteniendo así la ecua­

ción en diferencias 

(1.5. 3) 

\lk > o . 

Si en esta última ecuaci6n se sustituye k = 0,1, ... p 

se tienen las conocidas ecuaciones de Yule-Walker. 

La solución general a (1.5.3) está dada por 

P(k) =E zk +E zk + +E zk 
¡ ¡ 2 2 ... PP Vk > O , (1.5. 4} 
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en donde z-1 
i , i = 1,2, ... ,p son las raíces de A(Z) y 

las constantes E1 , E0 , ••• , E son elegidas de tal forma • p 

que las restri~ciones impuestas por las ecuaciones de 

Yule-Wal};er se cumplan. 

La conducta de la funci6n de autocorrelaci6n se puede 

estudiar a partir de (1.5.4) , pues dependiendo del carác-

ter real o complejo de las raíces de A(Z) se tendrán com-

ponentes en p (k) que decaigan exponencialmente o en íorma 

senoidal. Puesto que cada raíz óe A(Z) es función de los 

parámetros f'. 1 , ~z, ••. , G , también es posible analizar el 
p 

comportamiento de p (k) de acuerdo a és t.os úl t irnos . 

De la expresi6n de la funci6n de densidad espectral pa-

ra el proceso lineul genera 1 dada .::11 (1. ~. 3 l , se deduce 

que dicha función para el proceso AR(p) es 

f (w) 
e z 1 j z -1 -itu 2 

-;¡:;;--
02 

0

A (e ) 

1 
... !. >: 

1 
I -1f < ll.) ( j, • 
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1.6. Proceso de promedios m6viles. 

El modelo.de promedios m6viles de orden q , denotado 
'Í 

por MA(ql , es un caso particular del modelo (1.4.1) , 

que está dado por 

q 

- I a.Zt-' + zt 
j=l J J 

(l. 6 .1) 

q 
(l • z j Si se deün8 M (Z) - 1 - ) 

" J i=l 
una forma alterna-

ti va de expresar (l. 6 .1) será, 

En este caso la funci6n de transferencia es M{B) , y 

al contener un número finito de términos, permite asegurar 

que el proceso es estacionario. No obstante si se desea una 

representaci6n del tipo 

es necesario pedir, de acuerdo a lo expuesto en la sección 

1. 5 , gue M- 1 
( Z) con verga en y dentro del círculo uni ta-

rio, o lo guc es eq~ivalente, que los ceros de M{Z) estén 

fuera del circulo unitario. Si esta última condición se 

cwnple, se dice que el proceso es ~r'.:','.~~rtib~~· En forma 

análoga a lo hecho en la "ección anterior, si se cumple la 
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1 
1 
1 
1 
1 

condición de invertibilidad en un proceso MA(q), éste se 

puede expresar como la suma infinita, 

l n.Xt . 
j=O J -J 

Al pedir la condición de invertibilidad implícitamente se 

está pidiendo que el peso nj asignado a cada xt . -J 
j = 0,1, ••• , sea menor conforme j aumenta. Esto es algo 

razonahle pues se espera que cada observación sea menos im­

portante conforme se está más alejado en el tiempo. 

Asimismo, la condición de invertibilldad evita el tener 

más de ·un modelo que dé lugar a una misma funci6n de autoco­

varianza, teniendo asi cierto ..tipo de unicidad. 

La funci6n de autocovarianza de un proceso MA(q) (se 

supone que E(Xt) =O), está dada por 

de donde 

a(k) 
= lªz (- '\ + ª1ªk+·1 

'o 

+ ª2ªk+z + .•• + ªq-kªq), 
k = l,2, ... ,q 

, k > q • 
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Entonces la función de autocorrelación es 

p (k) = 

o 
(l.6 .2) 

1 k ) q • 

A diferencia de las ecuaciones de Yule-Walker, que son 

lineales y por tanto facilmente manipulables, las ecuaciones 

en (l.6.2) son no lineales. 

Es importante notar que siempre la función de autocorre-

lación se anula para retrasos mayore~ que el orden del mode-. 

lo. 

Por último, y de acuerdo al resultado para el proceso 

lineal general, en (1.4.3) , la funci6n de densidad espec­

tral de un proceso MA(q) es 
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1.7. Proceso autorregresivo y de promedios móviles. 

Otro tipo de modelo en el cual se tienen una combinaci6n 

de los procesos AR y MA es el modelo autorregresivo y de 

promedios móviles, el cual será denota.do por ARMA (p, q) , y 

cuya expresión es la siguiente 

X -t 

p 

l ~.xt. = 
j=l J :--J 

z -t 

q 

l a.Zt . 
j=l J -J 

(1.7.l.a) 

En términos del operador de retraso B y de los poli­

nomios A(Z) y M(Z) definidos en las dos secciones ante­

riores, el modelo (l.7.l.a)también se puede escribir como, 

(l.7.l.b) 

La función que transforma.el ruido blanco en el proceso 

original, es decir, la función de transferencia, es en este 

caso [A(B)r
1
M(B) 

r.a presencia de ambos tipos de términos, autorregresi-

vos y de medios móviles, en un modelo ARMA , permite que se 

pueda hablar de las condiciones bajo las cuales e: proceso es 

estacionario y/o invertible. La estacionariedad e invertibi-

lidad en un proceso son dos características independientes, 

por lo que se 'pueden aplicar. los ·resultados vistos para pro­

cesos AR y MA • Entonces, un proceso ARMA(p,q) modela-
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do según (1.7.l) , será estacionario si los ceros de A(Z) 

están fuera del círculo unitario (6 A-
1 

(Z) converge para 

todo Z f: a: , tal que 11 Z 11 ::_ l l y será invertible si los 

ceros de M(Z) están fuera del círculo unitario (6 M- 1 (Z) 

, converge para todo Z f: a: , tal que 11 Z 11 ::_ l) . 

Si en (1.7.1.al se multiplica por Xt-k en ambos la­

dos y se toma esperanza (de nuevo se supone que ¡; (Xt) = O), 

se obtiene la funci6n de autocovarianzas, 

a (k) = 

Puesto que Xt-k es combinaci6n de los choques ocurridos 

hasta el tiempo t - k , entonces E(Xt-kzt-j) , 

j = 0,1, ••. ,q se anularán si k > q, por lo que en 

tl. 7. 2} se tendría 

a (k) = 

o lo que es lo mismo, 

p 
l f3 . a (k-j) 

j=l J 
k > q 1 

[A (B)] a (k) Q t k > q / 

en donde el retraso se aplica a k . 

(l.7.3) 

Es inmediato que para la funci6n de autocorrelaói6n.se 
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tiene algo análogo, 

p (k) = 
p 

¿ a.p(k-jl 
j=l J 

ó [A (B)] p (k) o 1 k > q • 

Las primeras q autocorrelaciones en un proceso 

ARMA{p,q) dependerán entonces tanto de los términos autorre­

gresivos como de los de medias móviles. No así las autocorre-

laciones p{k) con k > q, que sólo dependen de la parte 

autorregresiva. 

Para resolver la ecuación (1.7.3) se necesita contar 

con los valores iniciales 

o{q - p+l), o(q - p+2), ... , o(q - 1), o{q) , 

así que cuando q - p < O , toda la funci6n de autocorrela­

ción estará determinada al resolver (1,7.3) , y su comporta­

in.Lento será el de una mezcla de funciones exponenciales y/o 

senoidales que decaen hacia cero,' de acuerdo al carácter 

real o complejo de las raíces de A(Z) , como se mencionó 

en la sección 1.5. 

En caso de que q - p ~O , la conducta de p(k) an­

tes señalada se puede asegurar a partir de k = q - p • 

La función de densidad espectral para el modelo 
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ARMA(p,q) especificado en {1.7.1) ~erá, de acuerdo a 

(1.4.3) 1 

ª2 z 
= 2no2 

X 

jM(e-iw)¡2 

IA (e-iw) ¡ 2, 
-1! < w < w • 

Algo importante desde el punto de vista estadístico y 

que hace que valga la pena el considerar modelos ARMA es 

lo siguiente : la experiencia ha sugerido que en varias oca-

sienes el ajuste de un modelo ARMA(p,q) puede dar tan 

buenos resultados como el ajuste de un modelo AR(p') en 

donde p + q < p' , así que se podría ajustar un modelo con 

menos parámetros. 
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1.8. Procesos no estacionarios. 

Consideremos el proceso { Zt: te: z:} compuesto de varia­

bles aleatorias independientes tales que E(Zt) = µ y 

V (Zt) = a~ • El proceso { Xt: te: Z} se dice que es una ca­

minata aleatoria si 

Xt = X + Z t-l t 

Es usual que el proceso inicie en t = O con un valor de 

cero, así que X
1 

= Z
1 

, y entonces por sustituci6n sucesiva, 

t 

2 z. 
i=l 1 

El proceso { Xt: t e: Z} resulta ser no estacionario, pues 

tµ y 

Si se transforma el proceso original a Wz = Xt - Xt-l' 

es claro que Wt = Zt , con lo que se obtiene un proceso 

estacionario. 

El procedimiento mostrado en el ejemplo anterior para 

lograr estacionariedad se puede generalizar. Sea {xt: tez} 

un proceso no estacionario y {Wt: t e:z} otro proceso defi­

nido por Wt = VdXt , en donde Vd = (1 - B)d , 
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(si d = 1 , Wt = Xt - Xt-l ) . En la práctica se ha visto 

que esta transformación dá lugar a procesos aproximadamente 

estacio~arios, siempre y cuando no se tengan en la serie de 

tiempo efectos estacionales, es decir, que la serie no pre­

sente conducta similar cada cierto período de tiempo. 

El modelo que se propone entonces es el llamado auto-

rregresivo integrado de medias móviles, denotado por 

ARIMA(p,d,q) , y cuya expresión es 

en donde A(Z) y M(Z) son los polinomios de orden p y 

q respectivamente, usados en las secciones anteriores. El 

análisis de este modelo es análogo al de un proceso 

ARMA (p,q) , s6lo que es aplicado a wt = vdxt 

Existen otro tipo de transformaciones con las cuales 

se puede lograr la estacionariedad de un proceso, no obstan­

te el método de diferencias ha resultado ser muy útil, sobre 

todo cuando la no estacionariedad es en la media y/o la va-

rianza, que es lo más común. 
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1.9. Procesos estacionales. 

Una serie de tiempo es estacional si cada cierto perio­

do de tiempo la serie repite su comportamiento. Sea s el 

lapso de tiempo tal que Xt y Xt+s son semejantes para to­

da tez . La transformaci6n que se propone para eliminar el 

efecto estacional de una serie con indice de estacionalidad 

igual a s es 

Si además {Ut: te Z} se considerara no estacionario, 

se usaría un modelo ARIMA , dando lugar al modelo 

Más inf ormaci6n sobre los modelos mencionados en este 

capítulo, aparte de las citas ya mencionadas, se pueden encon­

trar en Nelson {1973), Chatfield (1975), Granger y Newbold 

(1977), Kendall y Stuart (1966). 
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CAPITUJ,O 2 

INFERENCIA 

En el capítulo anterior se presentaron algunos procesos 

estocásticos así como las propiedades más características de 

cada uno de ellos. Todo lo expuesto fué bajo la suposición de 

que los parámetros involucrados en la especificación del modelo 

eran conocidos. En la práctica, el conocimiento que se tiene 

sobre dichos parámetros no es total, es decir, existe incert~ 

dumbre sobre su posible valor. En este capítulo se verá c6mo 

expresar dicha incertidumbre, y de ser posible, reducir ésta 

si es que se cuenta con informaci6n a<1icional. 

2.1. Conceptos generales 

Como se mencion6 en la introducción de 1 presente trabajo, 

se adoptará una postura bayesiana para el análisis estadístico 

de algunos modelos de series de tiempo. En ton ces, es convenien 

te aclarar lo que se entenderá por inferencia desde el punto 

de vista bayesiano. De acuerdo a Box y 'riao (1973) y Bernardo 

(1981), la in~renc.i._~ esta_~S_s_tic~ comprende al conjunto de pr~ 

cedimientos que permiten incorporar, en un problema determina­

do, la informaci6n nisponible, con objeto de aumentar. el cono­

cimiento del mundo real. Específicamente, supongamos que se 

está interesado en el valor de un parámetro O e 0 El 

conocimiento que se tenga sobre dicha magnitud se debe expre-
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sar en términos de una fUncí6n de densidad de probabilidad* , 

p!Bl , B e e la cuál es llamada distribuci6n inicial 

En ocasiones, la informaci6n sobre O contenida en p(O) no 

se cree suficiente para los prop6sitos del interesado, así que 

se plantea un experimento para obtener informaci6n adicional. 

La realizaci6n de dicho experimento da lugar a un conjunto z 

de observaciones las cuales se supone son valores observados 

de una variable aleatoria X , cuya densidad de probabilidad, 

p (x 1 8) , e e O , es conocida como la funci6n de verosimili­

tud, y es la función a tra~s de la cual los datos z modifi-

can, como se verá más adelante, el conocimiento inicial que se 

tiene sobre O . 

Aplicando el teorema de Bayes (Kigman y Taylor (1966), 

pp. 361-362), es fácil obtener la siguiente relaci6n 

e E: o 

donde 

p (z} J p(zlol p(O) dO z E: X 

La densidad p{G!zl , O e 0 , es llamada '.'!_is_tribución 

final de O , y es la que expresa el conocimiento sobre el 

* Todas las dcnsidaJcs de probabi Ji d.:id uscH.las en er;tc trabajo son C<)ll re:!_ 

pecto a una nxedida dorní.nantc o-finita: la de !;2besgue para el caso con­

tinuo o la de contoo para el caso discreto. 
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parámetro e una vez que se ha incorporado la infonnaci6n z 

proporcionada por el experim:?nto. La funci6n p(z) , z e: X 

recibe el nombre de distribuci6n predictiva, y describe proba­

bilísticarnente los resultados que se pueden obtener al obser­

var la variable aleatoria X . 

Entonces, y de acuerdo a lo anteriormente expuesto, el 

problema de inferencia quedará resuelto una vez que la infor­

maci6n inicial y/o la información muestral se haya incorpora­

do al análisis por medio de la aplicaci6n del teorema de Bayes. 

En la elecci6n de la distribuci6n inicial sobre la magni­

tud de inter6s se ha considerado conveniente el poder represe~ 

tar un conocimiento inicial que signifique "ignorancia" o "c2 

nocimiento vago", con lo cual se pretende hacer inferencias 

en las cuales la inform;:i.ción obtenida experimentalmente es la 

que tiene un peso mayor si se compara con la inforrnaci6n ini­

cial representada por p ( 0). El uso de éste tipo de distrib~ 

ciones iniciales es justificado por Box y Tiao (1973), quienes 

argumentan lo siguiente: 

l. Una investigación por lo general no se lleva a cabo a me­

nos de que se tenga cierta seguridad de que la infonnación 

que se obtenga es rn5s prP.cisa que la in (ormaci6n ya disp~ 

nible. Es decir, una investi']aci6n no se realiza a menos 

de que se pi<?nse que el llevarla a cabo seguramente aumen 

tará substanci.:\lmcnte nuestro conocimiento. 
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2. Aún cuando se tenga inicialmente un alto grado de conocí-

miento acerca del valor de un parámetro, al reportar los 

resultados de una investigación es sumamente apropiado, y 

más convincente para otras personas el analizar los datos 

utilizando una distribución inicial de referencia*, es 

decir, una distribuci6n que d~ más peso a la verosimilitud . 
• 

De ~sta forma, la distribuci6r. final obtenida representaría, 

aproximadamente, el conocimiento de una persona que en un 

inicio sabía "muy poco" y s6lo consid.ero la informaci6n con 

tenida en los datos. 

Varios procedimientos se han propuesto para determinar di~ 

tribuciones iniciales de referencia o no informativas. Entre 

ellos, el método de Jeffreys propone elegir corno distribuci6n 

inicial de referencia para un parámetro O t: lRk a una fun-

ción p(~) que es proporcional a la raíz cuadrada del deter-

minante de la matriz de información de Fisher, es decir, 

p ( _Q) cr 1 I ( _Q) l 1 / 2 , 9 E 0 

donde I (O) lm .. 1 
l. J 

m •. 
l. J 

La distribución inicial p (_~) sn'.)erida por Jeffreys 

posee ciertas propiedades que la hacen atractiva y una de ellas, 

muy importante, se presenta a continuaci6n (la demostración 

puede verse en Zellner (1971)). 

* lJamada también no infonnativa. 
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Supongamos que una persona parametriza su modelo en t~rminos de 

los elementos de .!. , donde .!. = h (Q_) y h es una funci6n di­

ferenciable. Si esta persona elige como dist inicial de T 

a 

las distribuciones finales que se obtengan para T y para O 

serán consistentes en el sentido de que dada cualquiera de ellas 

y la transformaci6n h , es posible obtener la otra, pues, 

En el desarrollo de este trabajo se hará uso de distribu­

ciones iniciales de referencia obtenidos según la regla de 

Jeffreys. Otros procedimientos para encontrar este tipo de 

distribuciones serán Lrevcmcnte mrmci.onados en el capítulo 3. 

Si además de incorporar en el análisis de un problema la 

evidencia experimental disponible, se desean tomar decisiones 

relacionadas con el valor parametral 6 r. G 6 con el valor 

z E: X es necesario contar con una funci6n de utilidad que 

cuan ti fique la consecuencia de haber tomado cada decisión. 

El criterio bayesiano de decisi6n (ver referencias dadas al 

final de la sección 3.5. del capítulo 3), consiste en elegir 

la decisión que maximice la utilidad esperada. 

En este trabajo solamente se tratará el aspecto inferen-
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cial, enfocado exclusivamente al an§lisis estadístico de series 

de tiempo. 

Por Gltimo, cabe mencionar que Bernardo (1979) ha planteado 

el problema de inferencia como un problema de decisión, en donde 

hay que elegir la distribuci6n que mejor refleje el conocimiento 

inicial que se tenga. 
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2.2. PROCESO AUTOREGRESIVO 

Supongamos que se cuenta con una serie de observaciones 
1 
~ = (x 1 ,x 2 , ••• ,xn), las cuales fueron generadas por el mode 

lo autorregresivo y estacionario de orden p . 

B¡Xt-1 B X Z + ••• + t + t p -p (2.2.1.) 

Sin pérdida de generalidad se considera que E(Xt) =O , 

V T ¡:; Z Además se recuerda que {Zt : t e: Z} es un conj~ 

to de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuírlas con E(Zt) = O y V (Z ) = a 2 < co 
t 

En este caso 

los parámetros de inter~s son 8' 

Suponiendo que cada zt tiene una distribución normal, 

lo cual implica que cada xt tambi6n se comporta normalmente, 

la distribución de ~ se puede expresar como 

-n
12 

(p,O) 1/i l (p,O) 
-- (21ra 2 ) IM 1 exp{ 2- "2""(x' M x ) } 

n o-nn -n 

De esta última expresión, es claro que 

-2 
a 

(p,O) 

Mn 
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1 

1 

en donde rn = V(~) es la matriz de autocovarianzas de ~ 

es decir, 

r 
n {y 1 • · ¡} l.-J 

Yo 

En términos de la notaci6n usada en el capítulo 1, yk 

para todo t y s tales que lt-sl = k 

La funci6n (2.2.2.), para un ~ dado, es la funci6n de 

verosimilitud, y lo que enseguida se hará es expresarla en 

otra forma mas conveniente. Para 6sto, consideremos la siguie!:_ 

te relación, 

p(x +l'x +2 , ... ,x 1 x ,S,o 2 )p(x IB,o 2
) p p n -p- -p-

(2. 2. 3.) 

donde 

Por una parte se sabe que 

en donde, 
_2 (p,O) 

o M 
p 

-p/2 (p,O) th -1 ' (p,O) 
( 2 1!0 

2 
} 1 Mp 1 e X!? { --;y X M X } 2a -p p -p 

en forma análoga a (2. 2. 2.} , se tiene que 
-1 r 
p 
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Ahora se encontrará p (xp+i, xp+l, ••• , xn 1 ~· ~ , a). 

Para un x dado se tiene que -p 

zp+l xp+l - alxp - a2xp-l -

zp+2 = xp+2 - al xp+l - a2xp -

z 
n 

- f3 X¡ p 

- f3 X p 2 

Esta transformaci6n tiene jacobiano igual a l pues 

~ ~ az +l _..E.!.:. l o 
Clxp+i élxp+ 2 ax 

n 

J = 
azp+z azp+ 2 ~ 

== -f31 1 o ... 
axp+l (lxp+z ílx 

n 

az az az 
n n n ___Q____ o ••. -al -;¡---

~xp+z ~-
xp+i n 

Como además se sabe que 

n 

l 

o 

o 

l 

t=p+l 

es posible establecer el siguiente resultado, 

1 

:: (n-p]_ l 
• 2 2 -1 

p(x ~ ,xp+ , ..• ,x lx ,S,0)=(2110) cxp -02 l 
p·1 2 n--p- t=p+ (xt-S1xt-1-· •• -Bpxt-p) 2) 

(2.2.5) 
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Entonces es posible expresar la verosimilitud, de acuerdo a 

(2 • 2 • 3. l , ( 2 • 2 • 4 . ) y { 2 • 2 • 5 • ) como 

donde 

s (~) 

Comparando 

S(f3) es igual a 
(p ,O) 

AR(p) , IMn 1 

-n/2 (p,O) 1/2 -1 } 
(2110 2

) IMP 1 exp{wS(~) 

(2 .2 .6.) 

(2.2.7.) 

(2.2.2.) con (2.2.6.), resulta evidente que 
(p,O) 

x' M x y que además en un proceso n n -n 

= IM(p,O) 1 . 
p 

(p) (p,0) 
Si m.. representa el elemento (i,j) de la matriz M 

1J p 

S(~) se puede escribir alternativamente como 

! 1 
i=l j=l 

(p) n 
m .. x.x. + l (xt - B1 xt_ 1- ••• -Bpxt-p)

2
• 

l.) l. J t=p+l 
(2 .2. a. J 

Por tm momento supongamos que n p+l , entonces según 

(2. 2. 8.) 1 

(p,O) 
' ~+l Mp+l ~+l = 

(p) 
m .. 
1J 

X.X. + 
l. J 

{p ,O) 
x' M x + (x +1-B 1 x - ••• -B x 1 )

2 

-PP -p p p p 
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El primer sumando se puede reescribir como 

, [ M~p,O) 
~+l 

O' ~ l ~+l 
mientras que el segundo sumando se puede expresar como 

' ~+l 

1 
= ~+l 

por lo que 

(p,Ol 
' ' ~l Mp+l ~+l = ~+l 

de donde 

- B p 

- B . 
p-1 

- B1 

l 

82 
p 

BpBp-l 

-B p 

(p,0) 
M p 

o 1 

f3 B p p-1 -B p 
f3 2 

-Bp-1 p-1 
~+l 

-B p-1 
l 

82 
p BPBP-1 - f3 p 

o 
13 f3 1 132 - Bp-1 p p- p-1 

+ 

o ......... 
- f3 p - Bp-1 ... 1 
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132 B B - Sp p p p-1 

(p,O) ¡M;p,Ol ~ l + s s B2 - s p-1 p p-1 p-1 
Mp+l = 

º' o 
- s -B l p p-1 

Ejemplifiquemos este último resultado para los casos 

AR ( 1) y AR ( 2) . Si p = l , 

f 

( 1,0) 

~~··1 " : 
pero 

es simétrica respecto a sus dos diagonales prin-

cipalcs así que 

1 ( 1 ) 2 
m11 + B1 

M ( 1,0) 
1 { ( 1 ) } 

m¡ 1 1 - B~ 

y ademas 

[ 
1 - 8 1 ] 

-8 1 1 

(1, O) 
Como so dijo antes, os claro que IM

1 
·. 1 

(l,O) 
IM2 1 • 

Si ahora p "' 2 , 

r (2,0l 

:J> 
B~ s ][ (,¡ s' ( 2 l B B Mz B2 B i - 2 . ··. m¡ 1 + 2 m¡ 2 + 2 1 

s 213 ¡ 
2 

-B, • m)¡ 1+B,B, ( 2 l +B l 131 
m2 2 1 

o o S2 f3¡ 1 · -S
2 -131 
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Y por la doble simetría de 
(p,0) 

M n 

1 

de donde 

( 2) 
ffi¡ ¡ 1 - 13

2 

2 

y ademas 
( 2) 

m2 2 

Entonces, 

1 - 13
2 

2 
(2 ,O) 

Mz 

61 (l+B 2l 

ya que 

- 13 1 (1+8 2 l 

2 
1 - f3 2 

y 

( 2) 
m1 l 

(2 ,O) 
M3 

Tambi~n los determinan tes son iguales: 

1 -61 -i,l 2 2 
-81 l+B 1-8 2 -B1 

-132 B i 1 

(2' o) 
IM2 1 = (1-B~) 2 - 8~ (l+62l 2= (1-f2l 

2 
(1+132) 

2 
- B~ (l+l32l

2 
== 

Fin0lml:11l:.c, y on ui:3l·.a t1c lo anterior la verosimilitud 

seda, de .:;cuerdo¡¡ (?..1..6.) y (?..2.7.), cuando p = 1' 



Si p 2 I 

donde 

De la expresi6n (2.2.8.) es claro que S(Bl es una forma 
CUiÜ 

cuadrática en X I 
sin cmbill"CJO t¡¡mhi6n lo es en ~, lo 

-n 
(p ,o) 

es posible deduci.rlo por la fo rmi) en que se generan las M p 

B 
2 

••• B l , p 
cxis 

De toda suerte que~ si se c1cfine 

te una matriz D de dimensiones (p+l) x (p+l) , cuyos elementos 

son funciones de las 

s ( p) 

1 
Y,, S t 

]_ 

y tal que 

(p,O) 
x' M X -n n --n 

(2 ,2. 9.) 

La m;:itriz O r1~~;nl\:a ser, despui'Ss de realizar las opera-

cioncs nece!>a ri.as, de la sigui.en te forma, 
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en donde 

y cada 

D 

d .. 
Jl 

d .. 
lJ 

= 

d¡ ¡ -d¡ 2 

-d21 d22 

-d 
p+l,l d 

p+l,2 ... 

contiene n- (i-1)- (j-1) 

-d 
1,p+l 

d 
2 ,p+l 

(2 .2 .10.) 

d 
p+l,p+l 

sumandos. 

Consideremos el caso p 2 . Como se vi6 anteriormente 

1 (2 ,o) 
~2 M2 ~2 + 

donde 

Al desarrollar el primer sumando en S(S 1 ,B 2 ) y agrupar tér-

minos en B 
1

, B2 
2 y 8 ¡ f3 2 se tiene que 

2 2 o 1 x1+x2 -X¡Xz 

' 
(2.0) 

~2M2 ~2 =: (1 8¡ R2l -x1x2 o -·X X B1 1 2 

2 2 
B2 o -x1x2 ·-(x1+x2) 
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Por otra parte, es claro que 

l 

(l f31 f32l xt-1 (xt xt-1 xt-2) f31 

xt-2 f32 

lo cual perrni te expresar la suma de cuadrados en S (f3 1 , f3 2) 

como 

2 
l 

n n '\ -xtxt-1 -xtxt-2 

l (xt-i3lxt-l-f32xt-2) z (1 81 82) l 2 
B1 -xtxt-1 xt-1 xt-lxt-2 

t=3 b=3 
2 

B2 -xt-2xt xt-lxt-2 xt-2 

Siendo !?_~ = (1 f3 1 G2 ) , la sustituci6n de cada sumando en 

S(i3pf3 2 ) por su expresión alternativa permite aseuurar que 

' !?_* D ¡3* , con D la m<ü.riz dcfinjda en (2.2.10.) 

El hecho de haber podido expresar S (B) como una forma 

cuadr6tica en las Bis , facilitarfi el trabajo de encontrar 

la matriz de inforrnélci6n de Fisher, necesaria para obtener la 

rlistri.lrnci6n inicial de referencia de (8,a) • 

De acuerdo a (2.2.6.) y (2.2.9.) la VCH"osimilitud es en-

p (x J t3,u) 
-n -
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así que 

(2. 2 .13.) 

De esta forma, las derivadas parciales de l respecto a 

~ y o estan dadas por 

a.e. a 1 (p,o) -2 

:3B. = :3l3. 2 ln IMn 1 - o (-d1 '+l + B1d2 '+l + •.• + B dp+l '+l) 
J J ,] ,J p ,J 

j = 1,2, ... ,p 

(2. 2 .14.) 

al -~+S(§.l 
aó = º --~ (2. 2 .15.) 

I,as derivadas en (2.2.14.) se pueden deducir del hecho de 

que la derivada de ~; D ~* con respecto a §.* es igual a 

2Df* así que la suma entre paréntesis en (2. 2 .14.) es el 

elemento (j+l) -6simo del producto D0_* , además se recuerda 

que d .. 
l) 

d .. 
Jl 

T,as derivadas parciales de segundo orden scran, entonces, 

1 ln 2 
(p,O) 

IM 1 n 
-2 o ªj+l,j+l 

-2 
o 

- 413 -

d. 1 . 1 i+ ,J+ 

{2. 2 .16.) 

(2.2.17.) 



¡¡2.e. ¡¡2 l (p,O) -3 
~=da asj 2 ln IMn 1 + 2 a (-d1,j+l+S1d2,j+l+ ... +Spdp+l,j+l) 

(2 .2 .18.) 

(2 .2 .19.) 

Antes de calcular el valor esperado de cada una de las 

cuatro derivadas anteriores, es conveniente expresarlas de 

otra forma. Con este fin recordemos que, bajo ciertas condi-

cienes de regularidad, la esperanza del logarítmo natural de 

la funci6n de verosimilitud es cero, lo cual quiC?.re decir que, 

E { lf_ 
íll3. 

J 

o 

"' o 

j 1,2' ... ,p 

Por (2. 2 .14.), lo anterior implica que, 

a.e a 1 (p,Ol - 2 

O = E{ W.} = W. 2 Jn !Mn 1 - IJ 

J J 

(2 .2 .20.) 

j = 1,2, ... ,p . 

La esperanza de cada haciendo referencia a (2.2.11.) es 

igual a 

(n - (i-1) - (j-ll) y .. 
J-1 
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por lo que 

a .!_ ln (p,O) -2 ( 
O=¡r, 2 IMn l+a (n-j}y.-(n-j-l)By. - ••• -(n-p-j)By.) 

opj J i J-1 p J-P 

(2.2.21.) 

En la secci6n 5 del capítulo 1 se dijo que la funci6n de 

autocovarianza (o de autocorrelaci6nl de todo proceso AR(p), 

satisface la ecuación en diferencias 

- B y o p k.-p V k. 

Si en (2.2.21.) aplicamos este (1ltimo resultado junto 

con el hecho de que 

(n-j)y. - (n-j-1)(3 y, - ... - (n-p-j)B y. = 
l 1 ~l PJ~ 

= n(y.-S
1
y. l - ... -By, l - (jy.-(j+1)8

1
y. 1 ... - (p+j)B y. ) 

J J- p J-P J J- p J-p 

Se tiene que 

a 1 ln 
"ITT3"-:- 2 

J 

(p,O) 
IM 1 n 

-2 
a 

(2. 2. 22.) 

J,a derivada (2.2.17.) se puede ahora reexpresar como 
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a2 t a { a i 
1 

(p,Ol \ 
ae. aej = aB. l"áíC 2 n \Mn \ j 

l. l. J 

-· 2 - o ªi+l,j+l = 

(2.2.23.) 

y la derivada (2.2.lB.) como 

= - 20- 3 (jy.-(j+l)B¡Y· 1- ... -(j+plB y. ] - 2o-
3

(d 'Ll-B1d '+1- ••• -e dn+l '+l) J J- P J-P 1,J-r 2,J p 1:" ,J = 

= - 20 o jy.-(j+lll31Y·_í ... -(j+plB y._ +o (d ·+1-B1d ·+1- ... -e dn-1-1 ·+1)}, -l{-2[ ] -2 J J p J p 11] 2,J p 1:" ,J 

lo cual, de acuerdo a (2.2.14.) y (2.2.22.l es igual a 

(2.2.24.) 

Ahora estamos en posibi 1.idad ele calcular los valores espe-

rados de las derivadas en (2.2.16.), (2.2.17.) y (2.2.18.) • 

Por (2.2.11.) y (2.2.23.), 

-2 
o 

_2 _?. -2 
o (j+l)y.

1
-o (n-i-j)y .. -no y .. J- J-l. J-1. 

1 

-· 51 -



También, por (2,2.20.) y (2.2.24.), 

= - 2 o - 1 E { a.e as-:­
J 

o 

Por último, la suposici6n de normalidad implica 

s (8) 2 

I "' X (n) 
02 

por lo que, de acuerdo a (2.2.19.), 

n 3 
02' - 02' n 

-2n 
7 

(2.2.25.) 

De esta forma, la matriz de informaci6n de Fisher es 

_¡ 

-2 n[M~p,O)) no y .. o o 
J-1 

I(~1 0) 

o 1 2n /u 2 o' 2n10 2 

(2.2.26.) 

con determinante igual a 

1I(§_,o)1 

El criterio de Jeffl'.eys sugiere elegir la distribuci6n 

ini.cial de referencia para (_~ 1 0) como la di.stribuci6n 

p (_[?_,o) l:al que 
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es decir, 

(2.2.27.) 

De esta forma, la distribuci6n final de referencia para 

(~ 1 0) está dada por 

lo cual se puede expresar de acuerdo a (2.2.6.) y (2.2.27.) 

como, 

p($,olx l - -n 

es decir, 

1 
- (n+l) {-1 

p(~,o ~) o: a exp zo:r S($)} (2 .2 .28 .) 

Si W10 desea hacer inferencias conjuntas de 13 y a es 

6sta última di.stribuci6n la que debe usarse. Sin embargo, es 

más usual desear hacer inferencias sobre el vector de paráme-

tros ~ , para lo cual es necesario obtener la distribuci6n 

marginal p(Blxl 
- ·-O 

Es claro que dicha distribuci6n se pue-

de obtener de la di.stribuci.6n conjunl:a p(~1 ol~n), ya que 

"' J p ( ~. a 1 ~n l do 
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Haciendo uso de la integral de una densidad gamma invertida 

(ver apéndice A) , es inmediato que 

(X) 

0

J o-(n+llexp{ ;~z S(Bl} do 

de donde, 

(2.2.29.) 

Ahora bien, el valor esperado de s (SJ = i?_* D ~* es, 

1M(p,O)1 
p 

es por (2.2.25.), proporcional a n , mientras que 

independiente de n . Generalmente se ha observado que con va 

lores de p menores o iguales a tres se han obtenido modelos 

bastante aceptables, así que para tamaños de muestra no tan 

grandes, el término S (8) será aprecLililemente mayor que 

A partir de lo anterior la verosimilitud en (2.2. 

12.) será aproximadamente iguul a 

p (x 1 B ,o) -n -

de donde 

l(B,o!x) - -n ln p(x !B,o) 
-n -

-n ln 2n - n ln o 2 -
1 S(_Bl 2 2 202 

Si ~ es el valor de B que maximiza l(B,o!x) , 
- -n 

(por 

lo que B es aproximudament:e el estimador máximo verosímil de 

-ª. ) , también ~ es el valor ue ~ que hace mínimo S (~) , 

entonces B coincide con el estimador de B ne mínimos cuadra 
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dos. Corno S(~) = S!D~*' con D la matriz definida en 

(2.2.10), las derivadas con respecto a cada si , 

i = 1, 2, .•• , p , de S(~) , dan lugar a las siguientes ecuacio-

nes (llamadas ecuaciones normales), 

(2.2.31) 

d l ,p+l 
~ ~ A 

S d + B d + ... + B d 
l 2, p+ l 2 3, p+ 1 p p+ l , p+ 1 

Sea ahora 

dl 2 d 2 2 ª23 d 
2 ,p+l 

di 3 d23 d 3 3 d3 + 1 
d = D 

,p 
p 

d 1 I p+l d 
2, p+1 d 

J ,p+1 d p+1,p+1 

las ecuaciones (2.2.31) se pueden expresar entonces como 

d 

y la solución está dada por 

D s I p-

-1 
D d 

p -

- 55 -
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1 
1 
1 
1 
1 

1\ 

Siendo ~ el valor de ~ que minimiza S(~} , es posible 

demostrar que 

donde 

" 
52 = 

S(~) 
-\)-, ,., " 

d11 - S 'D B = - p-

\) n - p • 

{2,2,33) 

(2 .2 .34) 

Lo hecho anteriormente permite expresar la distribuci6n fi-

nal de ~ dada en (2.2.29) como 

¡ (f?_ - ~) 'D (~ - ~)} 1 + ___ __p _____ _ 
\lS2 

(2.2.35) 

Esta distribución de probabilidad resulta ser una distribu­

ción t de Student p-variada con \! grados de libertad, ~ 

el vector de localizaci6n y matriz de precisi6n 6 

\! s 2 o- 1 matriz de covarianzas. (Ver anexo A). 
\1-2 p 

Como caso particular, si p = 1 , entonces d = (d 12 ) y 

Dp = (d22 ) , así que 
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l 
1 
1 

Además, utilizando (2.2.34), 

s~ 
1 

Entonces es claro que 

tiene una distribuci6n t(O, l, n-1). 

Conviene hacer notar que para n 

a 

1 (1 - 132) 
n 1 

1 
n-1 

grande 

es consistente para 
pues 

Utilizando (2.2.26) y recordando que 

tiene que 

I ( B 
1

) 

l:ll -ª2 
2 2 1 

l . 

52 

~l 
se aproxima 

se 

lo que concuerda con el resultado general de que el inverso de 
" 

la matriz de informaci6n de ~ aproxima la varianza de ~ 

el estimador máximo verosímil. 
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1 

J 

1 

Si uno desea realizar inferencias sobre un subconjunto de 

las ~ 1
1 s , se tiene que obtener la distribución marginal co­

rrespondiente, que resulta ser también una distribución t de 

Student. (Ver Zellner (1971), ap€ndice B). 

Es usual que en series de tiempo se cuente con tamaños de 

muestra grandes, por ejemplo n > SO , por lo que se podría re-

currir a la aproximaci6n normal para la distribución t , (Ver 

Zellner (1971), apéndice B), obteniéndose así que aproximada-

mente 

-
º " szo-1 l .., - N (f:_, 

p 

Como parte de la información final que se tiene sobre 13 , 

están las llamddas regiones de mayor densidad. Una y-región 

de mayor densidad para .§_ (en este caso contenida en :nP ) , 

no es otra cosa que una región cuyo volGmen es el más pequeño 

posible dentro del conjunto de regiones que con probabilidad 

y contienen a fr 

Para construir estas regiones se utilizarán los siguientes 

resultados que dan lugar a dos distribuciones bien conocidas. 

W. E (-"','") r 
1 

i==l,2, ... ,p 

Consideremos a, b y m números reales positivos y ~· Q w una 

forma cuadrática definida positiva. Se puede dcmosl:rar, (Box y 

Jenkins (1970), que 
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l r. ~·0~1- (m+p)/2 

l + -b-J 
:Rp 

y ademas 

J [1 + 
C¡ 

;!'~J - (m+p) /2 

l ~ ;!'OJ-(m+p)/2 1 + --m 

dw 

dw 

(brr) P/2 r (m/2) 

dw = am/2 lol1/2r(m;p) 

Fo 

J p(rlp,m)dr 

o 

donde c
1 

= {~ E:l~pl~'Q!:; < pF 0 } y p(rlp,m) es la distribuci6n 

F con p y m grados de libertad (Ver apéndice A) • 

Si rn tiende a infinito, entonces 

- (m+p) /2 

----> -w'Qw/2 e - -

Definiendo s pr , también se tiene que 

l 
l 

donde c
2 

-w'Qw/2 e - -

-w'Qw/2 
e - -

dw 

dw 

xf ~ 
p(sip)ds 

o 

{w E:RPlw'Qcll < l,'. 2
} y p(s!pl es la distribución 

- - - o 
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X2 con p grados de libertad. (Ver ap~ndice A). 

Al tener ~ una distribución final dada.por (2.2.35), es 

decir una distribución t p-variada, la y-regi6n de mayor den­

sidad para ~ estará dada por 

p 1 ,... ,... 2 l -a. } 
{~ e:R (.§_ - .§_) 'Dp (~ - ~) < pS F (p,v) (2.2.36) 

donde es el cuantil 1 - a. y 

F (p' V) 

Si n es grande, 

de mayor densidad para 

R 
y 

2 
pF (p,v) :::.. X (p) , 

ª- sería 

de la distribuci6n 

y entonces la y-regi6n 

(2.2.37) 

donde x(p~l-a es el cuantil l - a = y de la distribución 

x(pl . Esto último se puede deducir más directamente si recor­

damos que, aproximadamente 

para n grande, de donde 
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En cuanto a la distribuci6n final de o , ~sta se encuentra 

fácilmente integrando la distribuci6n conjunta de .@. y o con 

respecto a ~ 

Corno se recordará 

en donde 

p(~, oj~n) o:: o-(n+i)expL~~ S(.@.)}, B e:RP 

(J > o 

con 52 = S(~)/V y v n-p. 

Entonces. 

( I 0-(n+l)J {-1 } Jp(1ª_,o .!!nldJ~o:: exp 202 S(.@_) 

~p Rp 

o > o . 

Así que la distribuci6n final de o es una gamma invertida 
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con parámetros ( 1, v~
2

J, 

2 (vs
2

2J vh 1 - tv+1) {-vs 2J = , 1 o exp -
202 

, a > O . (2.2.38) 
r (~) 

2 

Intervalos de alta densidad para a se pueden calcular a 

partir de esta última distribuci6n. 

Distribución predictiva. 

Uno de los objetivos más usuales en series de tiempo es la 

predicción de valores futuros. En estadística bayesiana, este 

problema es tratado haciendo uso de la llamada distribución 

predictiva, la cuál fué definida en la primera sección de este 

capítulo. 

Supongamos que se desea hacer predicciones sobre los valo-

res de Xt, t = n+l, n+2, ... , n+k, kcN, y sea 

~~k) = (xn+i' xn+z''' ., xn+k) . La distribución predictiva de 

~(k) está dada por 

pero corno 

- 62 -
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y 

entonces 

p (~n l 13,o)p (~,o) 

p(~) 

~{k) e: :R 
k 

(2.2.39) 

Consideremos primero la predicci6n de xn+i , asi que 

k = 1 . Sea D* la matriz (p+l)x(p+l) que se obtiene en 

forma análoga a la matriz D definida en (2.2.10), s6lo que 

ahora con n+l en lugar de n y (x 1 , x 2 , ••• , xn+il en lugar 

de (x
1

, x
2

, ••• , xn) . Será necesario particionar a D* como 

en donde d E:JR. 
1 1 

-d -* 

Adem5.s, sea x' = -* 

y h el vector con i-6simo elemento dado por hi 

i = 1, 2, "• / P 

(2.2.40) 

xn- (p-1)) , 

n-i 
l x.x.+. 

j=l J J l. 

Análogamente a lo hecho en la obtenci6n de (2.2.12), 

p(~n+l 1~ 1 0) está dada por 
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siendo M~p,G) y ~* las mismas que en (2.2.12). Además se 

recuerda que 

entonces, de acuerdo a (2.2.39), 

en donde s* (-ª.l 

Al integrar con respecto a cr se obtiene 

(x lx) o:: J1s (f3ll-(n+1)/2 
P n+1 -n * -

(2. 2. 41) 

En forma semejante a lo expresado en (2.2.33) y (2.2.34), se 

puede escribir S*(~) como 

-
v*s! + (~ - ~J •v (~ - ~l 

-
en donde v* n+l-p I ~ 

a .. ~·v~ 
l.l 

I,a sus ti tuci6n de S* (~) en (2. 2. 41) dá corno res ultac1o 
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Aparte de unas constantes, ésta última integral es igual a 

ls!Vl- 112 , pero 

entonces 

P (x ¡x) ce (v s2)-(n+1)/2(S2)p/2 ce (v s2)-(n+1-p)/2 
n+1 -n * * * * * , 

Como antes se dijo, y es inmediato 

comprobar, a partir de la definici6n de º* , que 

x 2 + x'x n+1 -n--n 

siendo h y !• los vectorey definidos con anterioridad. 

Finalmente, al sustitu1r d 
l l 

y en y des-

pués de completar cuadrados en xn+i , resulta que 

p(xn·til_xn) ce (1 + _(x!1-~--=-~lj-n(n-p+ )/
2 

x c:R, (2.2.42) 
IJ (n--p)E ' n+l 
..... 
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en donde 

A , . 

Entonces la distribución predictiva para xn+i es una t-Student 

con n - p grados de libertad, localizaci6n A y precisión 

(o varianza _E.::.E_ E) 
n-p-2 

Con n suficientemente grande,"una buena aproximaci6n a 

p (xn+i 1 ~nl es la distribución normal con media A y varianza 

E • 

Para k > 1 , la distribución pred.icti va p (~ (k) 1 ~n) no 

resulta tener, por ahora, una forma explicita. Esto puede ver-

se si se expresa p (x (k l \ ~n l corno 

k 

. n P (xn+i 1 ~n+i+1 ) 
.l=l 

k 
~(k)E::R, (2.2.43) 

Ya se ha demostrado que la d.is tribución predict.i va para la obser-

vac.ión que estfi un paso adelante en el tiempo, es una t-Student. 

Entonces, es claro, de la expresión anterior, que p(~(k) l~n) 
resulta ser el producto de k distribuciones t-Student sirnila-

res a la obtenida para X • n+1 

M6todos numGricos pueden ayudar en el cfilculo de 

p(~(k) l~n) y de sus diHlribuciones marginales. 
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Ejemplo. 

Para ejemplificar lo desarrollado en esta sección, se tom6 

un conjunto de 70 observaciones (dadas en el apéndice B), las 

cuales forman parte de una serie de 200 observaciones generadas 

por Wold (1965) de acuerdo al siguiente modelo AR(2), 

En este modelo B1 = 0.7 y 13 = 
2 

-o .49 1 así que 

82 = -82 Además, se supone que zt - N(O, (l+B~)/l - 82) 1 
l 

te: z 1 en donde la elecci6n de la varianza de zt se hizo con 

el fin de que X -t N (O, 1) , t e:Z 

La serie generada comenzó bajo el supuesto de que 

La matriz D definida en (2.2.10) resulta ser 

D 

75.3904 

-36.6128 

-(-6.4518) 

-36. 6128 

71.924 

34.2397 

-(-6.4518) 

34.2397 

70.2819 

por lo que 
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D = 
p 

71. 924 

34.2397 

34.2397 

70.2819 

d = ,_ 

36.6128 

-6.4518 

75.3904 • 

Entonces, el vector de localizaci6n de la distribución fi-

nal de (8
1
,8

2
) , dada en (2.2.35) tendrá \! = n - p = 68 

grados de libertad, vector de localizaci6n igual a 

[ 

0.7197] 

-0.4424 

y la matriz de precisi6n 

105.8907 50.4096 

50.4096 103.473 

El valor S2 
, calculado según (2.2.34), di6 

,.. 
g2 

s (.ª-) 
-\)- = 

-1 
d 11 -d'D d p 

\) 

46.1876 
68 0.6792 • 

Una región de mayor densidad, que con una probabilidad de 

0.99 contenga a (8
1
,8

2
) , fu€ construida de acuerdo a (2.2.36), 

dando como resultado la región contenida en la elipse de la 

fig. 2 .l. 

- 68 -



N • ~ 

! 

.,... ___ a._1_1_•~-•-•l_h_1t_n_11_d•_d..:..p•_r_• _<w_t_•I..:..' llf_t_..z_i _____ ,, 

-,25 

-.s • 

-,7S • (\thl,llth2l 

. s • 5 . 1.25 1. 

bthl 

Figura 2 .l. 

Utilizando la aproximación normal dada por 

se tienen las siguientes distribuciones marg~nales, finales 

s
1 

- N(o.7197, 0.0123) , 

~ 2 - N(-0.4424, 0.0126) • 

La función de densidad correspondiente a cada una de estas dos 

últimas distribuciones, se presenta en la fig. 2.2. 
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Figura 2.2. 

Con respecto a la distribuci6n final de o , dada en 

(2.2.38) , se llega a una distribuci6n ganuna invertida con pa-

rámetros v/2 = 34 y vS 2 /2 = 23.0938 La función de densi-

dad es entonces 

p(olx ) 
-7 o 

o > o 

Algunas características de esta distribuci6n son, 

Moda = ( vs
2f 12 

v+l 0,8182 

E (o) = 
r( (v-1)/2) (vrf /2 0.8242 

r(v/2) 
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V(o l 
\152 

"'v- 2 - E2 
(o) = 0.0206 

así que 

o .14 35 

En la fig. 2.3. se presenta una gráfica de la densidad 

p(ojx ) y se puede apreciar en donde está situado el yerdade­
-1 o 

ro valor de a , que es igual a 

1/2 
o "'[(1-s 2 l3 /(l-13 2 l] o.7695. 

Dislri~cion liul ~t sig"' 

ClMI 1( 34, ZJ.8938 l 

1 si9•• • 8. 7695 

.6 • 7 .1 .9 1. 

Figura 2.3. 
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La distribución predictiva para x71 requiere el cálculo 

de la matriz V , definida en (2.2.40), que resulta ser 

V = 
73.9181 

35. 7263 

35. 7263 l . 
71. 3903 

También son necesarios los vectores ~* y h definidos in-

mediatamente después de la expresión (2.2.40), los cuales son 

igual a 

~* :::; [l. o 5 2 8] 
l. 4121 

h = [36 .6128] 
-6.4518 

Finalmente, y de acuerdo a (2.2.42), p(x lx ) es una 
71 -7 o 

distribución t de Student con n - p = 68 grados de libertad, 

localización igual a 0.1222 y precisión 0.7045 La aproxi-

mación normal a esta distribución esta dada por 

N(0.1222, 1.4194) . 

En la fig. 2.4. se presenta la gráfica de ésta última den-

sidad junto con el valor x
71 

= -0.682 , correspondiente al va­

lor generado. 
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1 

1 

tlonul < 8.1222, 1.4154 > 

,3 f x(ftl 1) • -8.682 

.2 

-4 -3 -2 -1 

Figura 2.4. 
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2.3. EXTENSION A OTROS PROCESOS 

Lo desarrollado en la sección anterior para procesos aut~ 

regresivos se puede aplicar a procesos como el MA (q) ó el 

ARMA(p,q). Para ver cómo es posible ésto, comencemos por con-

siderar un proceso estacionario ARMA(p,q) y una serie de ob-

servaciones X ) 
n gene radas por di cho proceso, 

entonces, 

- o X µp t-p - a Z 
q t-q 

(2. 3.1.) 

El conjunto { Zt : t E Z} , es un conjunto de variables 

aleatorias independientes e idénticamente distribuídas con 

E (Zt) = o y V(Zt) = cr2 < o:> También se supone, sin pérdi-

da de generalidad que E (Xt) o Los parámetros de interés 

son B'= (Bl B2 ... sP ) , ' a = (01 ª2 ... a ) 
q y a 

El modelo anterior se puede expresar en términos del 

operador de retraso B , como 

[A(Bl] X = t c~(B)] zt (2. 3.2.) 

p 
zi 

q 
zi donde A (Z) 1 l si M(Z) 1 - l a. 

i=l j=l J 

Sean ahora {G~¡}P y {H~ 1} q las soluciones respe~ 
1 i=l J j=l 

- 74 -



tivas de las ecuaciones 

A(Z) o M (Z) o 

entonces (2. 3. 2.) se puede escribir en la forma 

~~ (1 - Gis] xt l~~ (1 - H.B]zt 
J=l J 

(2. 3. 3.) 
i=l 

o q 
Consideremos {H.} valores tal que H. 

o 
H.+ o. 

J j=l J J J 
con o. una cantidad pequeña, j = 1,2, ... ,q . 

J 

Hagamos la siguiente transformaci6n 

(2. 3. 4.) 

Con esta transformaci6n es posible generar una serie de 
n 

dadas las {xt} , pues si la transformaci6n se denota por 
t=l 

T-
1 es una matriz triangular nxn con 

elementos en la diagonal iguales a la unidad, por lo que 

IT- 1 I = l , (de donde también ITI = 1). 

Sean ahora 

G' 

o 1 
H 
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La verosimilitud asociada a los parámetros G , H y a 

se denotará por 

L(Q, !:!_,al ~' (p,q)) 

o alternativamente, 

L(§., !:!º + §_, a 1 ~n, (p ,ql) 

pues H = ~o + ~ . Al considerar en la verosimilitud paráme-

tros Q y H = H
0 

+ ó se está pensando que el proceso que 

gener6 los datos ~ es el ARMA(p,q) 

¡- ~ ( 1 - G, B )-¡ Xt = r ri (1 - H ~ + ó . ) B )-] Z t 
Ll=l 1 J b=l J J 

(2. 3.5.) 

y el proceso que generó las w está dado entonces por -n 

~p q o ~ [~ (1 -
o 

oj)B>] zt , rr (1 - G.B) n (1 - H .B) 1\ = JI. + (2. 3.6.) 
?;=l 1 j=l J - j=l J 

lo cuál es equivalente, puesto que ó. es considerado pequeño, 
J 

j = 1,2, ... ,q , a que las ~ esten generadas, aproximadamente 

por el modelo. 

I~ (1-G.B) ri (1 
Li=l 1 j=l 

(2. 3. 7.) 

Lo importante es hacer notar que ~ste último modelo es un 

AR(p+q), siendo la verosimilitud correspondiente 
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L(Q, Hº - 6, o 1 w, (p+q,O}) 
- -n 

La aproximación que se estli considerando en (2. 3. 7.} es 

tal que, aún para muestras no muy grandes, no presente efectos 

significativos, de tal forma que es posible afirmar que 

sin olvidar que 6. 
J 

j = 1,2, ... ,q, es considerado pequeño. 

Lo hecho anteriormente nos permite establecer lo siguie~ 

te, supongamos que para el modelo ARMA{p,q) 

I~ (1 - G.B}J xt::; r~ (1 - H.B)J zt u=1 l. G=1 J 

los parámetros (~,!!) tienen asociada una matriz de informa­

ci6n I{Q, !! 1 (p,q)} . Del mismo modo sea I{~, !!_ 1 (p+q,O)} 

la matriz de informaci6n que corresponde a los parámetros 

(Q,!!) del modelo 

G. B) ~ (l - HJ.B)l xt = zt 
1 j=l 'j 

Sea 

H.Q, !! 1 (p+q,O)} = [ IG IQ. !! l 
I~ H IH 

- 77 -



entonces, como para muestras no pequeñas se tiene que 

IG -I 
G H 

I{~, !!. 1 {p,q)} " I{Q, -!! 1 {p+q,O)} = 

-r' 
G H IH 

es claro que los determinantes de las matrices de información 

para un proceso ARMA{p,q) y un proceso AR(p+q) son apro-

ximadamente iguales. 

En términos de los parámetros originales este último re-

sultado se traduce en lo siguiente: sea 

p q 
11 (1 - G.B) lJ (1 - H.B) 

i=l l. j=l J 
1 - 8* - 8*B 

2 
-¡B 2 

- 8* Bp+q 
p+q 

entonces, por lo visto en la secci6n anterior, la matriz de 

informaci6n asociada a los parámetros 

*• * * * * 13 = (8
1 

8
2 

••• 8p+ql , I {!?_ ) , es de la forma 

* I{~ ) 

-1 

[M 
{p+q,O )] 

- np+q 
ptq ' (2. 3. 8.) 

en donde la aproximaci6n se justifica por lo demostrado en es 

ta sección. 

También y por propiedades de la matriz de informaci6n, 

se sabe que 
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(2. 3. 9.) 

donde 

* J(S IQ, H) 

* es el jacobiano de la transformación de a a (§_, !!.l 

Ahora bien, en general es posible demostrar que para un 

proceso ARMA(p,q), con el dado en (2.3.1.), la función de 

verosimilitud es de la forma, 

p(!!n l J?., a) -n 
f(~, ex) c1 s (f, !:.l} ~· 

a: a exp W (2.3.10.) 

donde, 
n 

S(f, a) l E2 (Zt i ~n' f, ex) 
t=-"' 

(2.3.11.) 

Con una distribución inicial no informativa sobre 

(~, ~' a) dada por 

(2.3.12.) 

la distribución final estará dada por 

1/2 

p(f, ~' a 1 ~) a: o-(n+l) 1 I(f_, ~) 1 f(f, ~) exp{;;2 S(~, !:_)} , 

de donde la marginal. de (f_, ~) , obtenida de la misma forma 

que p (_f. I ~) en la sección anterior, será 
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1/2 -n 
p(~, ~ 1 ~) o: jI(~, ~) 1 f(~, ~) js(~, S:l 1 h (2.3.13.) 

. 
En el caso de un proceso autoregresivo, los factores 

1
/2 

Ir(.~_) I y f(~) se cancelan, salvo una constante, corno ya 

se demostró anteriormente. 
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2.4. PROCESO DE PROMEDIOS MOVILES 

El modelo para un proceso MA(q) , que puede ser visto 

como un proceso ARMA(O,q), es de la forma 

a z q t-q 
(2. 4. l.) 

en donde las suposiciones distribucionales sobre {Xt : te: Z} 

y { Zt : t e: Z} son las mismas que se han manejado en todo 

este capítulo. 

Con respecto a la verosimili t.ud y a la distribuci6n ini-

cial dada para el caso general en (2.3.10.) y (2.3.12.), 

para el proceso MA(q) se tiene que 

1/2 

p(~, al ce ir(~, ali 
-1 

a 

Pero, de acuerdo al resultado visto en la secci6n anterior, 

para n grandes, 

por lo que la distribuci6n final de (a, o) será 
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p(~, o 1 ~) tt a-(n+l) exp ;; 2 S(~)} (2. 4.2.) 

Entonces, 

-n 
p ( Cl 1 X ) tt { S (a) } /z 

- . -n (2. 4. 3.) 

A diferencia de un AR(p) , ver (2.2 .9 .) , la suma de cu~ 

drados S(~) no es exactamente una forma cuadrática en a 

lo cual se puede demostrar viendo que E ( zt 1 x , a) , -n - en 

(2.3.11.), no es lineal en las ª1 1 ª2•····ª q 
Sin embargo, 

para n grande, se espera que la linealidad de E (Zt 1 ~, ~) 

se cumpla aproximadamente dentro de ciertos rangos, de donde 

es posible decir que aproximadamente 

donde, S
2 

= \) S 2 1 \ 
+ 2 l 

i,j 

s (-ª) 

s .. (a.-~.) (a.-~.) 
l) l l J J 

a2 s (al 
v = n-q s .. 

l) 
\) () Cl. (l Cl. 

l J 

(2. 4. 4.) 

El porqué de esta última expresión se puede comprender 

si uno se dá cuenta que no es más que el análogo al caso AR(p) 

y que esta dado en (2.2.33.), en donde por cierto s .. 
l) 2 di+l,j+l" 

Al substituir (2.4.4.) en (2.4.3.) se tiene entonces que 

~ s.. J p(a 1 x) tt i + ¿ 2:.1 (a.-a.l (a.-a.) 
- -n . . 25 2 l l J J l,J 

(2. 4 .5.) 

- 82 -



lo cual, al estar considerando muestras grandes, nos dice que 

aproximadamente, 

• 

p(a 'j x) a: exp{-(a-a) 
1 

{S .. } (a-al¡
25

2} 
- -n - - l.J - -

(2.4.6.) 

es decir, 

p(~ 1 ~) 
-l 

N (a 1 2S 2 {S .. } ) 
q - l.] 

(2. 4. 7.) 

Una y-región de mayor densidad para ~, es fácilmente 

construida si se recuerda que al cumplirse (2.4.7.) se tiene 

que 

por lo que la regi6n buscada sera 

2 
donde X (q) , l-a es el cuantil 1-a de la distribución 
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2. s. PROCESO AUTOREGRESIVO V m: PROMEnrns MOVILES 

El proceso ARMA(p,q) se ha dado en (2,3.l.) con los su-

puestos que éste tiene. Consideremos el vector de parámetros 

~* dado por la transformación 

~ aJ.zjl 
j=l j 

De acuerdo a lo desarrollado en la secci6n 2.2. el pro~ 

so AR(p+q) definido por 

asocia una matriz de información, * I (~ ) I tal que 

Tambi~n al analizar (2.2.6.) se deduce que la funci6n f(~ 1 ~), 

en este caso f(~*l, que aparece en (2.2.10.), es igual a 

¡h 
* 1 (p+q ,O) 1 

f (f ) "' Mp+q 

es decir 

Aplicando (2. 3. 9.) , es claro que 
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al sustituir Ir(~*)¡, 

por lo que finalmente 

De esta forma la distribuci6n final de (~ 1 ~) que aparece 

en (2.3.13), está dada por 

2.6. DISTRIBUCION INICIAL INFORMATIVA 

En las secciones anteriores el proceso de inferencia se 

llev6 a cabo haciendo uso de la distribución inicial de referen­

cia dada por la regla de Jeffreys. En esta secci6n se presenta­

rán los resultados que se obtienen cuando se utiliza una distri­

buci6n inicial informativa, la cual pertenece a una clase espe­

cífica de distribuciones. No se especifica todo el desarrollo 

para llegar a dichos resultados pues éste se puede encontrar en 

Broemeling (1985). 
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Proceso .AR. 

Sea el modelo AR(p) dado por 

1 s .xt_. + z 
j=l J J t 

en donde E (Xt) = O , -1 
Zt - N(0,1 ) para toda t y 

COV (Zt' Z
5

) = O para toda t , s . 

La distribuci6n inicial para (~ 1 1) está dada por 

p(~,1) = p(~l1lp(1) , en donde p(~l1l es la distribución nor­

mal 

y p (t) es la distribución ganuna dada por 

p (T) CC 
a-1 -tb 

1 e 1 > o 

Esta distribución inicial pertenece a una familia conjugada, 

lo que significa que la distribución final también pertenecerá 

a la misma familia. 

Sean ~~ ~ (x
1 

, x
2 

, ••• , xn) las n observaciones del 

proceso y X -p 
observaciones iniciales que se 

suponen constantes (si éstos últimos valores no se tienen, pue­

de suponerse que todos son cero) , La distribución final de 
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I 

1 

(~, T) resulta ser 

T > 0 

en donde si G es la matriz pxp con elemento (i,j) dado 

n 
por gij = kll~-ixk-j y h I =: (h l r h 2 t • • • I h ) 

p 

j=l,2, ... ,p, entonces 

A= P + G e PJ:!. + h 

D 
n 

2b + J:!.'PJ:!. + l x 2 
- C'AC 

k=l k 

con 

y 

Integrando la distribuci6n conjunta de ~ y , con respec­

to a t , se obtiene 

que a su vez se puede expresar como, 

r 
(~ -A-IC) 'A(~ - A-lc>l-(n+2a+p)/2 

p (.@.! ~n) ce 1 + - D J 
"" 

Entonces la distribuci6n marginal final de 8 resulta ser una 

distribuci6n t de Student con n+2a grados de libertad, vec­

tor de localizaci6n A- 1c y matriz de precisión (n+2a)D-
1
A • 
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La distribuci6n correspondiente a ' esta dada por 

asi que p(Ljx) -n es una distribuci6n ganuna con parámetros 

(n+2a) /2 y }(2b + E.' PJ::. n J) + l x2 
- C'A- e . 

k=l k 

Por último, la distribuci6n predictiva de x = xn+l resul­

ta ser una distribuci6n t de Student con n+2a grados de li-

bertad, vector de localizaci6n 

e -1 )-l -1 
l - F * (A + E) F * F; (A + E) C 

-1 -1 e -1 1-1 _¡ 
X { D + e' A e - e' (A + E) F * l - F; (A + E) F ~ F i (A + E) e} 

donde E es la matriz p x p con elemento (i, j) igual a 

xn- (i-l)xn-(j-1) Y F; = (xn' xn-1' ... , xn-(p-1)) 

Al igual que en la sección 2.2., en donde se utiliz6 una 

distribuci6n inicial informativa, la distribuci6n predictiva 

de (Xn+l' Xn+ 2, ... , Xn+k) está dada por el producto de dis­

tribuciones t-Student, cada una similar a la encontrada para 
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Proceso MA 

Consideremos el proceso MA(l) • 

X Z - a Z t t 1 t-1 

-1 
en donde zt ~ N(O,t ) y COV(Zt,Zs) =O para todo t , ~ . 

Sea A (a l la matriz n x (n+l) definida como 
1 

A (a ) 
1 

o 

o 

l o •• o 

o ... o 

o .. -a 1 O 

La matriz" A(a )A' (a ) resulta ser simfitrica y definida posi-
1 l 

ti va, asi que existe una matriz ortogonal Q tal que 

Q 1 A (a ) A' (a l Q = 
l 1 

D (a 1) , en donde D(a l) es la matriz diagonal 

con elemento i dado por di (a) 1 + a 2 
i11 = - 2a 1COS n+l 

1 

Suponiendo que a
1 

y T son independientes y que la dis­

tribuci6n inicial de T es gamma con parámetros a y b , se 

obtiene la distribución final conjunta de (a
1
,T) , 

n _ 1 ¡2 
p(a ,tlx l ce ,CCn+2al/2l-lp(a1> 11 ªi· (a,l x 

i -n i=l 

a e: F. ' T > 0 
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y la distribuci6n roarginal de CI 
1 

es 

x'QD-1 (a )Q~J (n+2al/2 
-n l --n 

Esta distribución se puede analizar nu,~éricarnente. 

(l 
l 

> o 

La distribución marginal de 1 se debe determinar, también 
p (Cl 1 \ ;: ) • 

nwnéricamente, a partir de la distribución conjunta 1 -11 

Dado a
1 

, es claro que p('r\o. 1 ,~n) resulta ser gamma con 

parámetros (n+2a)/2 y ~(2b + x~QD- 1 (a 1 )Q'~J . 

Para encontrar la distribución predictiva de x = xn+l 

es necesario considerar las cantidades Q*' A*(C1 1 ), D*(a 1 ) 

que se definen en forma análoga a Q,?. y D(a 1 ) , pero ahora 

pensando que el vector de observaciones es 

Además, sea 
-1 E(c.

1

) "'"Q*D* (:.:. 1 )Q~ , la cual es particionada como 

siendo E
11 

(C1

1

} de nxn y E
22 

(a 1 ) escalar. Por último, si 

A(a
1

) = E
22

(a
1

) , B(a
1

} = ~~E 12 (a 1 }~0 , y C(a 1 ) =:::_~E 11 (a 1 )~ +2b, 

dado ~n y o. , está 
la distribución predictiva de xn+l , l 

dada por 
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¡ 
j 

la cual es una distribuci6n t-Student con n+2 grados de lí-

bertad, localización y precisi6n 

Algunos momentos de la distribución predictiva p(xn+ll~n) 

se pueden calcular a partir de 

por ejemplo , 

p (X +ll X ,al) n -n y p (a l X ) , 
l -n 

E lv V{X +lix ,a ) +V 1 E(X +ljx ,a ) 
u 

1 
1 ~n n -n : a 

1 
¡ ~n n -n l 

El cálculo de p(xn+ll~n) es por métodos numéricos, pues 

P (x Jx) = Íp(>: +l¡'x ,o.
1

)p(c, ix )d'..l n+ l -n j n -n 1 -n 1 

R 

En general, el modelo MA presenta algunos problemas en su 

análisis, pues aparecen distribuciones no conocidas. Para mode-

los de orden mayor a l se espera encontrar más dificultades. 
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Proceso ARMA 

Sea el modelo ARMA(l,l) dado por 

B,Xt l - a 7t l + Z . - l - t 

en donde 
-J 

zt - N(o,1 ) , o 

todo t , s . 

Broemeling obtiene la funci6n de verosimilitud para este 

caso, y a partir de la forma de dicha funci6n sugiere que la 

distribuci6n inicial para (a
1

, f
1

, 1) sea de la forma 

donde 

p(1) ce 
a-1 -Tb 

T e 

y p(a
1

) es una densidad propia en :R • 

(a , 8 le :R2 , 
l l 

T > 0 

T > 0 

Siendo D(a
1

) ,Q las mismas matrices utilizadas en el pro­

ceso MA, ~~ = (x
1

, ••• , xn) las observaciones que se tienen 

del proceso, y x, ... ,x 1) 
l n-

con X 
o 

constante 

conocida, se tienen los siguientes resultados, 
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donde 

A(a ) 
-1 

1 ~!D (a¡)!* + ~ 

B(a ) 
-1 

= ~~QD (cx 1 )~* + ~)J 
l 

y 

C(a
1

) 
-1 

~}12 = x'QD (a )Q'x + 2b + -n 1 -n 

Además 

por lo que la distribución condicional de S dado a es una 
l l 

t-Student con n+2a grados de libertad, localizaci6n 
-1 

A (a
1 

)B(a
1

) y precisi6n (n+2a)A(a ) (C(a ) - B2 (a )A- 1 (a )l- 1 • 
l i-: l l l ~ 

Para el análisis de p(a 1 l~l y la obtenci6n de las demás 

distribuciones marginales, se requiere de métodos numéricos. 

Haciendo uso de la misma matriz que se 

defini6 en el caso del proceso MA y de la partici6n que se 

hizo de ella, es posible obtener la distribución conjunta con-

dicional de (~n' xn+l) dado a 1 • 
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en donde 

A(a ) 
1 

X (E
2 1 

(a ) X* +E (a ) X 't e¿ +X 1 ( 
2

) E (a ) X (2 )J- l - X 1 E (a ) 
1 - 2 2 l n) - l - -n 1 2 1 

C(a ) = ~µ 2 + 2b + x'E (a )x -
1 -n 11 1 -n 

-(x'E (a )X*+ x'E (u )x + sP) 2 (s + x_' (2 )E(a
1

)_x( 2
))-

1 

-n 1 1 1 - -n 1 2 l n 

con x(
2

) = (~:) . 

De la distribución anterior se puede deducir que la distri-

bución condicional de dado X -n 

es una distribución t-Student con n+2 

-1 
localización A (a 1)B(a

1
) y precisión 

(n+2a)A(a
1

l(C(a
1

) - B2 (a
1
)A- 1 (a

1
l]-

1
. 

y ª1 'p(xn+1lª1•~) ' 

grados de libertad, 

Algunas características de la distribución predictiva 

p(xn+l ~n) pueden encontrarse a partir de p(xn+lla 1 ,~n) Y 

p(a
1 
l~n) , por ejemplo, 
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Ea 1 E (X +11 X , a ) .x n -n 1 
1 -n 

E 1 V(X +l X ,a ) +va 1 E(X +llx ,a ) a 1 .xn n -n 1 1 ?:!n n -n 1 

Al igual que el proceso MA , el cálculo de p(xn+ll~l 

necesita de procedimientos numéricos. 

Se espera que la distribución inicial informativa dada en 

cada uno de los tres modelos presentados en esta secci6n, sea 

la suficientemente flexible como para representar, en la mayo-

ría de los casos, el conocimiento inicial que se tenga sobre 

los valores parametrales. 
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CAPITULO 3 

TOPICOS RELACIONADOS 

En este capítulo se presentan algunas ótras formas de re-

presentar el conocimiento inicial y su implicación en el anal~ 

sis final. También se hace mención de otro tipo de modelos 

aplicables a series de tiempo y se plantea el problema de ide!:!_ 

tificaci6n, dando algunas posibles soluciones. Por último, se 

comenta brevemente el problema de estimación, predicción y 

prueba de hipótesis. 

3.1. CONDICION DE ESTACIONARIEDAD 

Teniendo a nuestra disposición una distribuci6n de prob~ 

bilidad asociada a los parámetros de cierto modelo, es posi­

ble también calcular la probabilidad de que la solución dé 

lugar a un proceso estacionario y/o invertible, así como tam­

bién de que sea oscilatorio*. Por ejemplo, si se está traba­

jando con un modelo ARMA(l,l), la probabilidad de que dicho 

proceso sea estacionario e invertible es igual a 

J P ( C1, B 1 ~) da d B 
R 

siendo R la región que define los valores parametrales que 

dan lugar a un proceso con tales características. En este 

*Se refiere al caracter oscilatorio de la función de auto­
correlación. 
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1 

' 1 

caso es fácil comprobar ,que 

R= {(a,8)tJR 2
: !al< 1, IBI < l} 

En un proceso AR(2), la región de estacionariedad está 

dada por 

y la región que dá lugar a una funci6n de autocorrelaci6n os-

cilatoria es 

El volúrnen determinado por cada regi6n Rr; , R
0 

y la super­

ficie p(8 11 8 2 J~n) será igual a la probabilidad de que se 

tenga una soluci6n estacionaria o con características oscil~ 

torias respectivamente. 

En la figura 3.1 se presenta las regiones ~ , R
0 

y 

sus complementos respectivos ~E y ~o . Además se puede 

apreciar la región (elíptica) de alta densidad que con prob~ 

bilidad .99 contiene a los parámetros (8 1 ,8 2 ) del ejemplo 

dado en 2.2. Se observa que la probabilidad de que se ten-

ga u~ proceso estacionario con una función de autocorrelaci6n 

que oscila es practicamente 1, lo cuál concuerdo con lo que 

se obtendría al estudiar el modelo teórico. 
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1 

1 

1 

1 

R11loft uhctuarla <REJ v rttlOft 01cllalorla UO> 

\) Rl¡íoft para ll>ttal,bt\12) 
1.5 

roft .99 ill prohbilldal. 

htlll 

Figura 3.1. 

Alternativamente la probabilidad de obtener una soluci6n os-

cilatoria, P{(8
1

,B 2 ) cR}, se podría obtener si se cuenta 
o 

con la distribución de B~ t 4 B
2 

• Zcllner (1971), propone 

la transformación 

de donde 

p(h,.h,l~n) "' [' s' + th,-6, ¡' d,, + [h';~ - s,]'a,, + 

+ 2 (h, -6,l [~'-;h: -B,] a,~ -n 

12
, (3.1.1. l 

siendo d
11

, d
22 

y d
12 

elementos de la matriz O dada en 

(2.2.10.) y 
2 

V S cantidades definidas en la misma 
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secci6n 2. 2. 

Integrando numéricamente (3.1.1.) con respecto a h 1 se 

obtiene la distribuci6n marginal (después de normalizar) de 

p(h 2 l~l , lo cual permitiría realizar in 

ferencias con respecto a 82 + 4 a 
1 µ 2 1 por ejemplo 

P{soluci6n oscilatoria}= P{(8
1

,8 2 ) e: Jb}= P{h 2 <O} . 
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3.2. ANALISIS USANDO OTRAS DISTRIBUCIONES INICIALES 

La distribuci6n inicial que se ha utilizado en este traba 

jo es, en el caso de una distribuci6n no informativa, la pro­

puesta por Jeffreys (1961), y en el caso de una distribuci6n 

informativa, la basada en familias conjugadas, cuya teoría pu~ 

de verse en Raiffa y Schlaifer (1961), De Groot (1970). 

Existen otros procedimientos que permiten asignar distribuci~ 

nes iniciales de referencia o no informativas, como pueden ser 

el propuesto por Bernardo (1979), que está basado en el conce¡;: 

to de la información que se puede esperar de la realizaci6n de 

un experimento. Zellner (1977) utiliza la distribuci6n inicial 

de "información mínima", haciendo uso de otra medida de infor­

maci6n. Box y Tiao (1973), parten del hecho de que basta pe­

dir a la distribución inicial "uniformidad local" en donde la 

verosimilitud tenga más importancia. Otro método es el de 

Novick y Hall (1965), Novick (1969), el cual hace uso de fami 

lias conjugadas. 

En cualquiera de los procedimientos antes enunciados, 

así como en el de Jeffreys, la distribuci6n inicial no infor­

mativa resulta impropia, no obstante, al combinarla con la 

verosimilitud por medio del teorema de Bayes, se obtienen dis 

tribuciones finales propias consideradas como informativas. 

Broemeling ( 19 85) hace mención de un procedimiento que 
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t'.!!l considera muy prometepor y cuya referencia es Stigler (1982), 

La ventaja de éste procedimiento, según Broemeling es que "se 

está en mejor disposici6n de pensar acerca de una variable al~ 

atoria observable que hacerlo (directamente) sobre un paráme-

tro e no observable", y éste método se basa precisamente en 

el uso de la distribuci6n predictiva. 

A pesar de las diferencias matemáticas entre los métodos 

anteriormente referidos, prácticamente los resultados finales 

son los mismos, más aún en el análisis de series de tiempo, 

en donde por lo general se cuenta con un número grande de 

observaciones. 

Es importante hacer notar que lo desarrollado en el cap~ 

tulo anterior sobre el modelo AR (p), no restringió los valo-

res parametrales de tal forma que se impusiera alguna condi-

ci6n de estacionariedad. De hecho, se puede calcular la pr~ 

habilidad de que la solución sea estacionaria o no, como se 

hizo en la sección 3.2. Si se sabe que el proceso es estaci~ 

nario, entonces las raíces del polinomio A(Z) definido en 

la sección 1.5 deben estar fuera del círculo unitario. Esto 

se traduce, en el caso de un proceso 

en pedir que y en el 

caso de un AR(2) , en que ~~(8 1 ,6 2 ) esté en la regi6n ~ 

definida en la secci6n anterior. Zellner (1971) presenta el 

desarrollo, siguiendo la regla de Jeffreys, para la obtención 
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de la distribuci6n inici~l no informativa de los parámetros 

del proceso AR (1), cuando se sabe que existe estacionariedad. 

La distribuci6n que obtiene es 

1 
2 

o 

en donde se usó la reparametrizaci6n 

B 8 

IBI < 1 

o 

(Para (6,8,o) resulta que e es independiente de 8 y de 

o ) . 

En términos de los parámetros originales, y haciendo uso 

de la propiedad de invarianza la cual fué brevemente e>."Plica-

da en la secci6n 2.1, se tiene que 

p(6 01 s1 ,ol o:: !JI p(B,8,ol 
+ 

siendo J el jacobiano de la transformación, de donde 

1 
2 

o 

Suponiendo independencia entre o, 80 y 81 se habría obteni-

do, 
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Combinando esta Gltima distribuci6n inicial con la verosi 

militud, Zellner obtiene la distribución final conjunta de 

(8 0 ,8 1 ,cr) y la distribución final marginal de 81 • Estas 

distribuciones no tienen algtma forma conocida y su análisis 

requiere métodos numéricos. Lahi ff ( 19 80) desarrolla un algori!_ 

moque trata este problema. No obstante, las aproximaciones 

que se pueden realizar para n grande dan lugar a una distri 

buci6n t-student para p(B 1 l~l . Monohan (1981), ha estu­

diado en forma similar los modelos ARMA(p,q), para p,q = 0,1,2. 

En el caso de querer establecer la condici6n de estacio-

nariedad en una distribución inicial informativa, Broemeling 

(1985) propone el uso de familias conjugadas, en donde la 

asignaci6n de los parámetros iniciales se realiza de tal for-

ma que la distribuci6n marginal de B asigna a la regi6n de 

estacionariedad, ~ , la mayor densidad posible, es decir 

p{~ E ~) ~ 1 . Refiriéndonos al modelo AR de la secci6n 

2.6, el criterio anterior significa dar valores a l'.. , p , 

a y b , para los cuales la distribución marginal de B , que 

es una t-student, se concentra lo más posible en la regi6n 

~· Se debe hacer notar que esta elección de los parámetros 

iniciales también afecta a la distribuci6n marginal de 

1 
T = 2 

a 
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' 1 
1 
1 

3.3. Representaciones alternativas 

El análisis bayesiano de series de tiempo se puede llevar 

a cabo utilizando modelos lineales dinámicos (MLD), los cuales 

permiten incluir cierto comportamiento de los parámetros a lo 

largo del tiempo. La formulación general de este tipo de mode­

los (caso discreto) es 

Ecuaci6n de 
observaci6n: ~(t) F(t)~(t) + y(t), y(t) - N (Q_, V(t)) 

Ecuaci6n del 
sistema: ~(t) ::: G~ (t - 1) + ~(t) 1 ~(t) N (Q_, W(t)) 

En donde, 

~(t) vector n x 1 de observaciones hechas al tiempo t 

~(t) vector r x 1 de parámetros del sistema al tiempo t 

F(t) matriz n x r de variables independientes,conocida al 

tiempo t 

G matriz r x r conocida que gobierna el movimiento del 

sistema. 

y(t) vector n x 1 de errores en las observaciones al tiern-

po t . 

~(t) vector r x 1 de errores en el sistema al tiempo t . 

El modelo AR(p) analizado en el capítulo anterior se pue-

de expresar en términos del MLD considerando 
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-e• (tl :::: (º 0 0 l µl' µ2''''' µp , 

G I , ~(t) = o 

El análisis de los MLD se realiza a través del conocido 

Filtro de Kalman (que es por naturaleza bayesiano), en donde el 

vector ~(t) es desconocido. Si además se desconocen, como es 

usual, las matrices de covarianzas V(t) y W(t) , se utiliza 

filtraje adaptativo. En Maybeck (1979), Harrison and Stevens 

(1976) y Broemeling (1985) se puede encontrar un estudio de es­

te tipo de modelos. La generalidad que representa un MLD (mo-

delos econométricos,de regresión, de diseño de experimentos, de 

crecimiento, y otros más son casos particulares), es lo que oca-

siona algunos problemas prácticos, como el tener distribuciones 

finales poly-t Harrison y Ameen (1983) presentan un artículo 

en donde tratan de subsanar estas desventajas prácticas. 

El estudio de series de tiempo también puede realizarse en 

el dominio de frecuencias lo cual significa, en términos genera-

les, suponer que la variabilidad en una serie de tiempo está 

conformada por la variabilidad atribuída a cada uno de una se-

rie de componentes ortogonales, senos y cosenos, en diferentes 

frecuencias. 
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Específicamente, si {xt: t =O, ±1, ±2, ,,,} es un proce­

so estocástico estacionario y o es su funci6n de covarianzas, 

existe una única funci6n F real, no decreciente, continua por 

la derecha y definida en (-11, n) , tal que 

a (j) 

TT 

JeiwjdF{w), j 

·n 

0,±1,±2, ••• 

A la función F se le conoce como función de distribución es-

pectral. Suponiendo que F es absolutamente continua con res­

pecto a la medida de Lebesgue en (-ir, nJ , se puede encontrar 

una única (módulo conjuntos de medida cero) función f real, 

simétrica alrededor del cero, no negativa y definida en (-1r, nJ 
tal que 

TI 

a {j) f eiwj f {w)dtu, j 0,±1,±2, ••.. 

La función f es la función de densidad espectral. 

Ademfis, si se tiene una función con las características de 

f , se puede asegurar que 6sta es la función de densidad espec-

tral para alguna funci6n de covarianza. Todos estos resultados 

y mSs se pueden encontrar en Andcrson (1971), Loeve (1963). 

El ana.lisis espectl"al de una serie de tie!llpO se centra ge-

neralmente en estimar la función de densidad espectral, y en 

particular cic.rtus integrales de dicha densidad ;,obre subconjun-
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tos de (:-11, 11) , (comunmente se introduce una constante de 

norrnalizaci6n de tal forma que 

1í 

Jr(w)dw 1 , 

-11 
teniendo efectivamente una densidad), así como también las orde-

nadas de f(w) para algún conjunto finito 

{w
1

, O.\r• •. , wk} e: (-·rr, í). Shaman (1975) y Shore (1977) pre­

sentan un procedimiento bayesiano para estimar ciertas ordena-

das f (w ) , f (w ) , ••• , f {wk) , 
1 2 

Ambos consideran a {f(w.): j 
J 

con O < w 

1,2, ... ,k} 

parámetros, siendo el espacio parametral 

1 
< w 

2 
< ••• wk < n • 

como un conjunto de 

{(f(w ), f(w ), ... , f(wk)): f(w.) >O, j = 1,2, ... ,kl. La 
1 2 J -

distribuci6n inicial usada es conjugada. Dos de los principa-

les problemas en este an5lisis son: tener una buena aproximaci6n 

a la verosimilitud que sea de f&cil manejo y considerar que un 

nGmero finito de ordenadas no caracteriza en forma 6nica a la 

función de densidad espectral. 
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3.4. IDENTIFICACION DE MODELOS 

En términos generales el problema de identificaci6n tra­

tado bayesianarnente lo presenta Zellner (1971) y éste consis­

te en lo siguiente (usando notaci6n original): sean M
1 

, M2 

dos modelos y 61 , 62 sus parámetros respectivos. Si ambos 

modelos junto con la información inicial asociada a cada uno, 

p(6.IM.), i = 1,2, dan lugar a la misma distribuci6n marginal 
l. l. 

para un conjunto de observaciones, se dirá que M1 con su in 

formación inicial y M2 con su informaci6n inicial son obser 

vacionalmente equivalentes, es decir, M1 no está identifica 

do en relación a M
2 

• Explíci'.tamente, SC!d 

J p(yl6.,M.l p(6. IM.l d6. 
l. l. l. l. l. 

i 1,2' 

Si p(ylM
1

) = p(ylM 2 ) , entonces los modelos con sus respec­

tivas informaciones iniciales p(6. IM.) , i = 1,2, son obser 
l. l. 

vacionalmente equivalentes, y no se puede "decidir" qué mode-

lo explica la informaci6n muestral. 

El incorporar informaci6n sobre las posibilidades que 

tiene cada modelo de ser el que mejor explique el proceso de 

interés, puede ayudar a resolver el problema de identificaci6n. 

Esto significa el dar una probabilidad inicial, p(M) / para 

cada modelo M', que se desee considerar. 
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1 
1 
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Harrison y Stevens (1976) proponen un método de identifi­

caci6n en donde se considera la clase de modelos lineales di-

námicos, y proponen un criterio bayesiano para elegir, de un 

conjunto finito de tales modelos, aquél que sea el óptimo. 

En dicho artS:culo no se dice nada sobre la asignación de las 

probabi l.idades iniciales p (Mi) , i = 1, 2 , ••• , m • Se hace 
l 

uso de una funci6n de utilidad basada a su vez en la utilidad 

que se tiene al re ali zar una predicci6n L pasos adelante. 

Las predicciones se realizan sobre las mismas observaciones 

que se tienen. 

Procedimientos de identificación, pensados exclusivamente 

para series de tiempo, han sido desarrollados desde el punto 

de vista bayesiano por Akaike (1979), Díaz y Farah (1981) y 

Poski tt (1986) . Este último autor trata el problema de iden-

tificaci6n en modelos ARMA, mientras que los otros s6lo traba 

jan con modelos AR . 

Akaike basa su procedimiento de identificaci6n en el uso 

de la estaóistica AIC (Akaike Information Criterion), la 

cuál surge del principio de minimización de entropía propues-

to por él mismo en Akaike (1974), Akaike (1977). Específica­

mente se parte del hecho de que expC~ AIC(k)} es aproxima­

damente igual a la verosimilitud L(k) de un modelo AR(k), 

k = 0,1 1 2, ••• ,K'.. Si la distribución inicial propuesta para 

el orden del modelo es p(k) , k = 0,1,2, ... ,K, la distri-
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1 

' 
" "••, 

1 

1 

buci6n final correspondiente será entonces 

p(kix ) = L(k) p(k) 
-n k 

L L(i)p(i) 
i=O 

k=O,l, ..• ,K 

Akaike propone varias distribuciones iniciales p(k) , 

entre ellas una que permite considerar orden infinito, situa­

ci6n que sólo puede tener un interés teórico. Asimismo prese!!_ 

ta un método de estimaci6n de parámetros promediando sobre los 

modelos, usando pesos correspondientes según p (k 1 X ) , 
-n 

Por otra parte, Díaz y Farah (1981) desarrollan un méto-

do de identificaci6n para modelos AR en donde la distribu-

ci6n final p (k 1 ~) , k 1,2, ..• ,K , para el orden del mod!:.. 

lo, se obtiene a partir de la distribución final conjunta 

p(~(k} ,o,kl~l en donde B(k) es el vector de parámetros 

del modelo AR(k), k = 1,2, ... ,K y a es la desviaci6n es-

tandar del proceso. 

Los supuestos que se hacen son que p([(k) lo,k) sigue 

una distribución normal, o y k son independiente's, siendo 

p(o) una distribución gamma invertida y p(k) uniforme en 

{1,2, .•• ,k} 

Habiendo e~contrado p(kl~l , k = 1,2, ... ,k , la cuál 

está dada en forma exacta, se identifica el orden del modelo, 
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y las inferencias sobre (k*) 
B se pueden realizar a partir de 

p{B{k*} lk* x ) donde k* es el valor identificado de k - '-n I 

Esta última distribución, según lo visto en el capítulo 2, es 

una distribuci6n t-multivariada. 

Se debe hacer notar que el anterior método de identific~ 

ci6n implica el dar un vector de medias y una matriz de varian 

zas-covarianzas para cada distribución inicial sobre ~{k} 

dado o 1 k = 1,2, ... ,K , además se tienen que especificar 

los parámetros de la distribución gamma invertida para p{o}. 

Broemeling (1985) cita un trabajo de Litterman (1980), en don 

de se propone una forma de asignar parámetros a las distribu-

cienes anteriores. 

Por último, el mismo Broemeling señala la posibilidad de 

aplicar el procedimiento de Díaz y Farah para la identifica-

ci6n de modelos MA 6· ARMA, aclarando que se esperan encon 

trar problemas analíticos. 

En el trabajo que presenta Poskitt (1986), el problema 

de identificación es resuelto dando un criterio que asint6ti-

camente coincide con el criterio bayesiano de elegir la deci-

si6n con mayor utilidad esperada. 

El desarrollo general del procedimiento se basa en el 

uso de la funci6n de densidad espectral del proceso considera 
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do. Sean m los modelos considerados, cada uno dado por 

M. 
l 

{f.(e.,wl e:L 2 
l. -1 

e. e G.} 
-1 l 

i 1,2, ... ,m 

en donde fi , i = 1,2, ... ,rn son las funciones espectrales 

que definen cada modelo. Omitiendo los subíndices, si m(6) 

es la decisi6n de elegir el modelo /,! , el criterio bayesiano 

de decisión escoge aquella decisión que maximice la utilidad 

esperada u* (rr.(Q_)) , dada por 

u*{m(el} = JÍ u{m(&l} p(M,e!x l dEi 
- -i1 

0 

La función de utilidad propuesta es 

U{m(6)} expj-r¡{m(Q)}j 

en donde 

r¡{m(8)} 

(3. 4. l.) 

con f* (w) la verdadera función espectral del proceso que 

gener6 la informaci6n muestral X 
-i1 

El desconocimiento de 

f* es resuelto dando una aproximación de dicha función por 

medio del periodograma ó función de densidad espectral mues-

tral (en cualquiera de las referencias citadas en el capítulo 

puede verse la definición de tal función). 
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La distribuci6n inicial de (!,Ml esta dada por 

p(_f2.,Ml p(.§.lMl p(Ml 

en donde pl!!Ml es la dada por la regla de Jeffreys y 

-d/, p (M) ce (2;;) • , con d la dimensión del espacio parametral 

correspondiente. 

Para la clase de modelos ARM.A, el criterio basado en 

(3.4.1.), resulta ser asint6ticamente equivalente a elegir el 

modelo ARMA(p,q) que minimice la función il.(p,q), dada por 

fl,(p,q) 

11 

+ 2n-l 

+ (2n-l)- 1 Í ln!K(e-iwj) !
2]+} (p+q)ln n 

j 

en donde, siguiendo la notación de la secci6n 1. 7 en el capí-

tulo 1, J.;(Z) = A- 1 (Z}M(Z) , o'= c
2 

¡ 
2 

y los estimadores 
o 

Y. 

se obtienen sustituyendo estimadores consistentes de los pa-

rámetros. 

El análisis que realiza Poskitt de cada uno de los suma~ 

dos en li(p,q) , permite decir que, en el contexto de los mo-

d~los ARMA, el criterio de selección basado en li(p,q), esta 

blece un compromiso entre las características predictivas, 

la estructura de autocorrelaci6n de resic'luales y la dimensio 

nalidad d = p+q del modelo. 
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3.5. Decisiones estadísticas. 

El realizar estimaciones y prueba de hip6tesis sobre los 

parámetros de un modelo, así como predecir el valor futuro de 

una variable de interés, se consideran problemas de decisi6n 

en ambiente de incertidumbre. 

Tal como se explicó en la primera sección del capítulo 2, 

el criterio bayesiano de decisi6n escoge aquella decisi6n que 

maximiza la utilidad esperada. Para el cálculo de la utilidad 

que se espera de cada decisi6n es necesario contar con una fun­

ci6n de utilidad, por medio de la cual se cuantifica la conse­

cuencia de tomar una decisión. 

En el presente trabajo sGl0 se trJt6 el aspecto inferen-

cial, es decir, la obtención de la distribución final sobre 

los parámetros y de la distribución predictiva (final) sobre 

la variable de interés. Estas distribuciones finales son nece­

sarias para el cálculo de la utilidad esperada. 

La asignación de una función de utilidad que refleje, co­

mo se mencionó anteriormente, las consecuencias de tomar cada 

una de las posibles decisiones, no es un problema sencillo (lo 

mismo puede decirse sobre la asignación de una distribución 

inicial informativa sobre los parámetros, la cuál debe reflejar 

el conocimiento que se tiene sobre el verdadero valor de éstos). 
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La mayoría de las veces se han utilizado funciones de uti­

lidad cuadriticas o lineales, las cuales son de fácil manejo, 

y que además permiten recuperar, si se utilizan distribuciones 

iniciales de referencia, algunos resultados que numéricamente 

coinciden con el procedimiento clásico. 

Zellner (1985), analiza u:ia clase de funciones de pérdida 

(en cuyo caso el criterio de decisión es minimizar la pérdida 

esperada) asim§tricas, para el problema de estimación y de pre­

dicción. Lindley (1976) introduce el concepto de funciones de 

utilidad conjugadas. 

Prueba de hipótesis, considerado como un problema de deci­

sión, ha sido tratado por Bernardo (1982). 

Más información sobre la teoría bayesiana de toma de de­

cisiones se puede encontrar en Savage (1972), Raiffa y Schlaifer 

(1961), De Groot (1970), Berger (1980) y Aitchison y Dunsrnore 

(1975). 
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CAPITULO 4 

CONCLUSION 

En el uso de los modelos ARMA para el estudio de series 

de tiempo, uno de los principales problemas es el manejo de la 

matriz de autocovarianzas, pues cada entrada de ésta es una 

funci6n no lineal de los parámetros. Si a ésto• añadimos el 

hecho de que la función S(E_,'.::_l tlcfinida en (2.3.11.), no es 

exactamente cuadrática en (~ 1 ~) es fácil comprender el 

porqué del uso de aproximaciones a todo lo largo de este tra­

bajo (lo mismo sucede al utilizar métodos clásicos de inferen 

cial),y el porqué se presentaron, en la sección 2.6., algunos 

resultados en los modelos Mi"\(q) y ARMA(p,ql solamente para 

p = q == l. No obstante, es común que en series de tiempo se 

cuente con un número suficientemente grande de observciciones, 

con lo cuál se espera que las aproxim,1ciones no sean malas. 

En el análisis bayesiano de una serie de tiempo no es 

necesario el imponer restricciones de estacionariedad y/o i~ 

vertivibilidad, lo cuál es una ventaja. Sin embargo, se tie 

ne la flexibilidad necesaria para imponer este tipo de restri~ 

cienes, las cuales se incluirían como parte de la definición 

de la distribuci6n inicial. Aún más, es posible calcular la 

probabilidad de que un proceso sea estacionario y/o inverti­

ble, o que presente alguna otra característica que dependa de 

los valores parametrale~. Un ejemplo de esto fué dado en la 
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sección 3. l. 

Generalrnent!f el objetivo del análisis de una serie de 

tiempo es el de predecir valores futuros. La forma de la dis 

tribuci6n predictiva para el valor un paso adelante s6lo es 

reconocible para el proceso AR(p). Un problema abierto, de 

acuerdo a lo que dice Broemeling (1985), es caracterizar com 

pletamente la distribuci6n predictiva para k observaciones 

futuras, la cual fu{! brevemente descrita en la sección 2. 2 

para un proceso AR(p). 

De los métodos de identificación presentados, el de 

Poskitt (1986) es el más completo, pues aparte de poder util~ 

zarlo en modelos ARM.~, el orden es elegido de acuerdo al cri-

teric bayed "'ºº º"' ñedsi6n. Los otros métodos s6lo calculan 

la distribuci6n final del orden del modelo, y ~sto solamente 

para modelos AR. Sería conveniente realizar un Rnálisis que 

permitiera establecer comparilclónes sobre la efect] vi1'lad de 

cada uno de ~stos métodos de i•:h'mtificaci6n. 

Las funciones de autocovarianza (y ) 
k 

y de autocorrel! 

ci6n (pk) para cualquiera de los procesos analizados en es 

te trabajo, es tan determinados por los parámetros de 1 modelo 

utilizado. Al tener como resultado del proceso inferencial 

una distribuci6n final sobre los posibles valores parametra-

les es posible, en principio, obtener una distribución final 
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para yk y/o pk , k s Z . La dificultad que surge a primera 

vista, es la dependencia no lineal sobre los parámetros que pr~ 

sentan tanto yk como Pk . 

Mucho queda por hacer en el análisis bayesiano de series 

de tiempo (existen series de tiempo multivariadas). En este 

trabajo se intent6 dar una visión general de lo que sería dicho 

tipo de análisis, siendo el problema de inferencia el tema más 

ampliamente desarrollado. 

- 118 -

------------



1 
1 
1 

APENDICE A 

A.1. Distribuci6n normal univariada. 

Una variable aleatoria Y E: R tiene una distribuci6n nor-

mal sí y sólo si, su funci6n de densidad de probabilidad está 

dada por 

p (y¡ e, l/T) 

Los parámetros e E:l\ y T > O son la media y la precisión 

respectivamente. La varianza es 1/1 . 

Notaci6n: Y - N ( 6 , lh ) . 

A.2. Distribución de t de Student univariada. 

Una variable aleatoria Y E:R tiene una dístribuci6n t de 

Student sí y sólo si, su funci6n de densidád de probabilidad 

es de la forma 

d(v+l)/2) (~v)1h(,1+ h (y-e)i'r-(v+l}/2 
p(y¡e, h, v} = r(l/2lr(v/2) ~ v ) 

y E:R . 

Los parámetros son e E:R , h > O y v > O , La media y 

la precisión son e y h respectivamente. Al parámetro v 
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se le conoce corno los grados de libertad. La media existe si 

v > l y la varianza existe si v > 2 . Esta última es igual 

~ h-l 
ª v-2 

Notaci6n: Y - t (6, h, vl . 

A.3. Distribuciones gamma y x2
• 

Una variable aleatoria Y E R tiene una distribuci6n gamma 

con parámetros a > O y b > O sí y sólo si, su función de 

densidad de probabilidad está dada por 

p(y¡a,b) bª a-1 -by 
=fla)Y e y > o • 

La media y la varianza son, respectivamente a/b y a/b 2
• 

La distribuci6n x2 se obtiene de la distribución anterior 

si a = v/2 y b = 1/2 , obteniéndose la siguiente función de 

densidad de probabilidad 

P (yiv) l v/2-1 -y/2 Y > 0 . 
~~/~~~- y e , 
2v 2 r lv/2l 

El único parámetro en esta última distribución es v , que son 

los grados de libertad. 

Notación~ Y - Gamma(a,b) , Y ~ X2 (v) · 
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A.4. Distribuci6n gamma invertida. 

Si X es una variable aleatoria tal que X~ gamma(a,b), 

Y 
__ ¡x-1 /2 ¡ 

entonces 
es una variable aleatoria con distribu~ 

ci6n gamma invertida, y cuya funci6n de densidad de probabili-

dad está dada por 

p(yja,b) 
2bª -b/y2 

----e 
r (al/ª+

1 
y > o . 

En particular, si a = v/2 y b vs 2 /2 , se tiene que 

p(yjv,s) 
2 f vs

2 
)v/2 1 {-vs

2
} l y:¡:¡ exp 2y 2 

y 

y > o • 

r (v/2) 

En términos de ésta última densidad se tiene que 

f_v )1¡2 
Moda = slv+l 

E(Yjv,s) 

V(Yjv,s) 

= r ((v-1)/2) f~)1/2 5 
r (v/2) l2 ' 

3- 5 2 - E2 (Yjv,sl, 
v-2 

Notación: Y~ Gamma I(v/2, vs
2
/2l . 

A.5. Distribuci6n F (Fisher-Snedecor). 

V > 1 

V > 2 . 

La variable aleatoria Y tiene una distribuci6n F con 
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v > O y v > O grados de libertad sí y s6lo si, la función 
1 2 

de densidad de probabilidad es de la forma 

l 

f(W1)f(W2) 

f(w
1

+w 2 ) 

Notaci6n: Y - F (v ,v ) 
l 2 

A.6. Distribución normal multivariada. 

La variable aleatoria Y e Rm tiene una distribución nor-

mal ro-variada con parámetros y l: , sí y s61o si, mxm 

la función de densidad correspondiente es 

p (y_J Q_, E) 1 Í-1 -1 } 
exp~ -2 (y_-Q_) 'í.: (y-Q) , 

( 2 ¡¡ ) m/ 2 J E 11 / 2 l 

El vector e es la media y la matriz l: , que es simé-mxm 

trica y definida positiva, es la matriz de ~ovarianzas. (T = i:-
1 

es la matriz de precisión. 

Notaci6n: Y - N(~ 1 l:) , 

A.7. Distribución t de Student multivariada , 

La variable aleatoria Y cJRm tiene una distribución t de 
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Student ro-variada con parámetros V > 0 , y 

y s6lo si, la funci6n de densidad correspondiente es 

T mxm sí, 

p (yj~,T,vl = f°((v+ml/2)~2 l/ 
- (v11 )mhr (v/2) 

1 1 'j- (rn+v) /2 
+ V(y - ~) 1 T(y - 8) 

La media es e la matriz de precisión es T y V son 

los grados de libertad. La matriz de covarianzas es V T-1 • 
v-2 

La matriz T es simétrica y definida positiva. 

Notaci6n: Y ~ t (Q_, T, vl . 

A.7. Distribuci6n poly-t. 

Sean p. (y: C., T., V.) 1 l = l, 2, •.. , }: , funciones de 
J -J J J . 

densidad correspondiente a k distribuciones t de Student 

ro-variadas. Entonces, la variable aleatoria Y ¡; Rm tiene una 

distribuci6n poly-t si, y s6lo si, su función de densidad est& 

dada por 

p (yJ~, T, v) oc 
k 
J! p . (y 1 f_. , TJ. 1 VJ. ) , 

j=l J J 

rn y E R • 

Los parámetros de esta distribuci6n son 

e' y 

v' (v , v , •.. , vk) • 
l 2 
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Se sabe muy poco acerca de las características de esta dis-

tribuci6n para k > 2 En general es rnultimodal y asimétrica 

por lo que las aproximaciones normales que se han propuesto 

(por ejemplo Broemeling (19B5), cap. 6) no resultan muy convin-

centes. La constante de normalización es desconocida. 

Más información sobre éstas y otras distribuciones se pue-

de encontrar en Zellner (1971) y Johnson y Kotz (1972). 
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APENDICE B 

A continuaci6n se presentan los datos utiliza dos en el 

ejemplo de la secci6n 2. 2. 

t xt t '\ 
.. x .. t xt t ''t "" "" -·--------- -----

l l. 2134 15 -l. 3i03 29 -0.91l31 43 -1.4436 57 -1.0581 

2 0.7306 16 -l. j 'i21 30 o .5543 44 -o. 7501 58 -0.5495 

3 0.0047 17 o .1012 31 0.4553 45 l .554'.J 59 2.1837 

4 -0.6077 18 o .5038 32 -0.5585 46 1.6647 60 l. 7427 

5 -o. 7256 19 -0.3252 33 -0.8012 47 1.2739 61 o. 7170 

6 o.5013 20 -o. 6444 34 -0.1381 48 o .4376 62 -o .0817 

7 l. 9442 21 -1.0141 35 0.4880 49 o .1100 63 -2.9210 

8 o. 3980 22 -0.6302 36 2.4647 50 -l. 3420 64 -1.8409 

9 0.7894 23 -0.5947 
,.., 
.JI l.05ll 51 -0. 7713 65 -o .8355 

10 1.9233 24 -0.8493 38 -O .6219 52 o. 7760 66 -1.0947 

11 0.3883 25 -0.0111 39 -0.3329 53 l.4720 67 -0.4288 

12 0.3789 26 0.3456 40 o .1428 54 1. 4803 68 -o .3307 

13 0.1451 27 0.459: ., l.0182 55 -0.0246 69 1,0528 ... ~ 

14 -0.4891 28 -0.8977 ,~ 

"·- 0.5887 56 -0.0096 70 1.4121 

Los valores iniciales para iniciar la siroulaci6n fueron 

X_
1 

= -0.0729 y x
0 

= 0.4403. 

bajo 

de se 

sis. 

Hay que aclarar que estos datos no se obtuvieron del tra­

original de Wold (1965), sino de Anderson (1971), en don­

presentan 6ste y otros conjuntos de datos para su an&li-
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