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Introduccibn

La mayorfa de los procedimientos estadisticos estan disefia
dos para ser usados con informacibn muestral consistente en un
conjunto de observaciones independientes. Con este tipo de in-
formacidn, el orden en el cual se presenta cada dato es irrele-
vante para el estadistico. Sin embargo, no es diffcil imaginar
situaciones en donde los datos disponibles aparecen ordenados
de acuerdo a algfn parametro (usualmente el tiempo), en cuyo ca
sO se tendrd un conjunto de observaciones dependientes o serie
de tiempo, siendo entonces el inter€s primordial el estudio de

la dependencia presente.

Una serie de tiempo observada puede ser considerada como
la rpalizacién de algfn proceso tedrico, el cual es llamado pro
ceso estocdstico. E1 cbjetivo inicial en el an&lisis de una
serié de tiempo es hacer inferencias sobre las caracteristicas
bésicas del proceso a partir de la informacibén contenida en la
serie observada. Para comprender mas facilmente el comporta-
miento de algfin proceso estoc8stico, se propone un modelo que
se espera tenga propiedades similares a las de &ste, asfi que

lo importante serd el poder realizar inferencias sobre los pard

metros que definen al modelo.

Dependiendo del interés que se tenga, una serie de tiempo
se puede analizar en el dominio de tiempo o en el dominio de

frecuencias. El primer tipo de andlisis estudia las relaciones



existentes entre los valores observados de la serie, mientras
que el segundo se enfoca, exclusivamenté, a los movimientos ci-
clicos de la serie. En este trabajo sdlo se harid el analisis
en el dominio de tiempo, aungue algunos comentarios con respec
to al analisis en el dominio de frecuencias se hacen en el cap{

tulo 3.

En el capitulo 1 de este trabajo se presentan la definicién
y las principales caracterfsticas de una clase de procesos esto
césticos llamados procesos estoclsticos estacionarios. Al mis-
mo tiempo se proponen algunos modelos pertenecientes al conjunto
de los modelos conocidos como ARMA, los cuales han resultado ser
bastante eficientes en la representacibn de procesos estaciona-
rios. Las principales propiedades de cada modelo son estableci

das con el fin de tener una caracterizacibn adecuada del mismo.

El andlisis estadistico, para tres de los modelos presenta
dos en el primer capitulo, es realizado en el capftulo 2. Se
decidi6 realizar el andlisis estadistico con un enfoque bayesia
no, pues se considera que es la fnica forma razonable y tebrica
mente bien sustentada de incorporar al andlisis toda la informa
cidn disponible. El problema de inferencia, desde el punto de
vista bayesiano, es encontrar y estudiar la distribucién final
sobre los par&metros de interés. E1l capitulo 2 trata exclusiva

mente sobre este problema.

En el capitulo 3, se presentan algunos aspectos inferencia
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les no tratados en el capftulo anterior, relacionados bésicamen
te con la representaci6n de la informaéién inicial. Asf{ mismo

se plantea, en términos generales, la utilizacién de otros mode
los para el andlisis de series de tiempo, el problema de identi

ficacibn, prueba de hipbtesis, estimacidn y prediccifn puntual.

A manera de conclusifn, en el capfitulo 4 se plantean algu-
nos de los problemas encontrados en el desarrollo del tema.
Debe entenderse gue en este trabajo no se pretendi6, en ningfln
momento, comparar el procedimiento bayesiano de an&lisis con

los métodos clasicos o frecuentistas.

Finalmente, se incluyen dos apéndices al final del trabajo.
En el primero de ellos se definen las distribuciones gque fueron
utilizadas y en el segundo se d3a la lista de las observaciones

J

gue fueron empleadas en el ejemplo de la seccibn 2. 2.




CAPITULO 1

»

PROCESOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS

En este capitulo se introduce el concepto de proceso esto-
céstico estacionario y se dan algunas de sus propiedades més im
portantes. Asimismo se definen varios modelos, los cuales pre-
tenden explicar el comportamiento de ciertos procesos. Cada mo
delo es caracterizado y al mismo tiempo se presenta su relacifn

con los demé&s.

1.1. Conceptos fundamentales

Consideremos el espacio de probabilidad (%,A,P}, en don
de 2 es un conjunto de eventos elementales, A es un 0-81-
gebra de subconjuntos de  y P es una medida de probabili-
dad Gefinida en A . Sea I un conjunto de fndices, entonces

un proceso estoclstico con valores reales es una funcibn

X :IxQ+ MR , tal que para todo t e I fijo, X(t,w) ,

w e , es una variable aleatoria real definida en el espacio
(2,A,P). Es comfin denotar a X(t,w) como Xt(w) 6 bien X, o
y referirse a la coleccién de variables aleatorias {Xt : tel}

como una serie de tiempo.

Para un w € 2 fijo, X(t,w) es una funcién real gue de
pende sblo de t , y a esta funcidn se le conoce como una

realizacién del proceso. La coleccibn de todas las posibles



realizaciones es llamada el ensamble.

Dependiendo de si el conjunto de Indices I es discreto o
continuo, se tiene un proceso estocistico (con parémetro de tiem

po) discreto o continuo, respectivamente.

El an&lisis de una serie de tiempo tiene como objetivo el
estudiar la estructura probabilistica del conjunto de variables
aleatorias {Xt(w) : t e I}, vy con este propbsito es comn
gue la informacién muestral con que se cuente sea la dada por
un conjunto finito de T datos, resultado de haber observado,
dentro del conjunto {X (w) : t ¢ I} , T wvariables aleatorias

t
consecutivas e igualmente espaciadas con respecto al fndice t

Un proceso estocdstico, considerado como una sucesibn in-
finita de variables aleatorias, induce una medida de probabili
dad definida en un espacio de dimensidn infinita. A los conjun
tos de dicho espacio gue tienen asignada una probabilidad se
les llama conjuntos medibles. BAhora bien, como se menciond en
el parrafo anterior, en la practica s6lo se esta en posibilidad
de estudiar un ntmero finito de variables aleatorias. En parti

cular, serad de interés conocer la funcién de XyrXgpee s X o

definida por P{Xt.(w) <% o= 1,2,...,n} , asi como las

i
probabilidades derivadas de la misma. De aquf la conveniencia
de que la clase de conjuntos medibles incluya a los conjuntos
de la forma {th(w) < Xy, th
pues de esta manera se puede definir la funcidn de distribucién

(wy < xz,...,th(w) < xn} ,



de probabilidad dada por

Fx, X

. Ry 0% st = PO W) < %X (@) < xp,000,% (@) <x
1

ree ¥y Ty . 3

t

Inversamente, si se dan las funciones de distribucién de proba-
bilidad para cada conjunto finito de fndices, y €éstas cumplen
los supuestos dados por el teorema de coﬁsistencia de Kolmogorov
{1950), se puede asegurar la existencia de una medida de proba-
bilidad definida en el espacio de dimensi6n infinita, tal gque

la medida asignada a conjuntos de la forma

{x, (W <x,,%x (0 < XXy (W) f_xn} , coincide con la

t, t,
n
probabilidad calculada a partir de las funciones de distribucién.

Ciertas cantidades resultan muy Gtiles en la caracteriza-
cibn del comportamiento de un proceso estocéstico, algunas de

€stas se daran enseguida.

La media y la wvarianza de un proceso estocistico al tiempo

t se definen, respectivamente, como

= 2 _ _ _ 2
Hy = E(Xt) ' ot = v(xt) = B{(xt “t) }

La funcibn de autocovarianzas se define como

q(Xs,Xt) = E{(Xs-us)(xt—ut)) . ¥ s, tel,

en particular, es claro que oz = 0(X X)) .



Finalmente, la funcibn de autocorrelacibn est8 dada por

o(xs,xt)
p(xs,xt)=-—-———-—-— , ¥ s, tel .

G ©
s t

Si el proceso bajo estudio se supone gausiano, lo cual signi

fica que (X_ ,X ...,X,. ) sigue una distribucibn normal n-va-

ty e, t

riada (para toda neN), entonces las medias y la funcidn de
autocovarianzas son suficientes para tener una caracterizacibn
completa de las propiedades distribucionales del proceso. Si no
se supone normalidad pero el proceso es lineal, en el sentido de
gque xt es combinacibn lineal de anteriores X;s y/o de valo-
res pasados y presente de otro proceso, son las medias y las au

tocovarianzas las cantidades que permiten conocer la mayoria de

las propiedades del proceso.

Como se dijo en un inicio, la informacidn muestral que se
pudiera tener para el estudio del comportamiento de un proceso
estocéstico, consiste de sblo una parte finita de alguna reall
zacibn del proceso. Si con este tipo de informacibn lo que se
pretende es hacer inferencias, es necesario suponer que el pro
ceso es ergbdico, lo cual significa intuitivamente que para tiem
pos suficientemente alejados-hay independencia entre los valores
que pueda tomar el proceso. Este supuesto permite asegurar que,
conforme se tengan mis observaciones, efectivamente se estd
aprendiendo més sobre el proceso (de hecho, se estén cumpliendo

ciertas convergencias en probabilidad). En este trabajo se su-



pondré siempre que el proceso de interés es ergbdico. Algunos

teoremas ergbdicos se presentan en Gnedenko (1969).



1.2. Procesos estacionarios.

Una clase interesante de procesos estocisticos es la
formada por los procesos llamados estacionarios, gue tienen
como principal caracteristica la de presentar cierto tipo
de equilibrio en su comportamiento. Este equilibrio se pue-
de observar a dos niveles, lo que di lugar a los conceptos

de estacionariedad estricta y estacionariedad débil.

Estacionariedad estricta.

Un proceso estoc@stico discreto* {xt: teI} se dice

gue es estrictamente estacionario, si la funcibn de distri-

bucién conjunta de {Xt P Xp aeeen X } es la misma que la
1 2 n

de Xq +K! xt2+k""’ th+Q , para toda n y k , es de-

cir, si

F (x 1Xypeex ) =R, %y %y peeny %)

th'xtz"”"xtn 1 *n }.t1+k,xt2+k,...,xtn+k n

vgneIP .

Entonces, las propiedades de un proceso estoclstico estric-
tamente estacionario no se ven afectadas por un cambio de

origen en el tiempo. En particular, Fy es la misma para
t

todo t , por lo que el proceso tendr& media y varianza

constantes dadas respectivamente por

¥En 1o sucesivo se consideraran s4lo procesos discretos, a menos que se
especifique otra cosa. El caso continuo es tratado en forma similar.
Ver ejemplo, Cox y Miller (1965), Gredenko (1969).

-9 -



(x,) <=, 0? = J(xt - u)’de (x,) <= .

= Ixtde
t

t

La existencia de estas cantidades se puede asegurar si

E(xé) < w

Asi mismo, como la funcibn de distribucibn de (XS, Xt)
es la misma para todos s,teI tales que |s - t| es una

constante, la covarianza entre X, v X s6lo dependeri

t+k

de la distancia k en el tiempo gue hay entre X, ¥ Xt+k’

pues

- _ - - - 2
0Ky X)) = E{(xt u)(xt+k Wl = E(X.,X ) T

t+k t+k

Entonces la funcibn de autocovarianzas se denotari sim-
plemente como o(k) . En este caso tambi&n la funcibn de
autocorrelacidn dependerd exclusivamente de la distancia k

en el tiempo, ya que

G(Xt’xt+k) _o(k)

o2

p(k) = p(X,, X ) = =
t’ “t+k Oy Opak

Estacionariedad débil.

Estacionariedad estricta implica trabajar con la dis-

X X para

N R
1 2 n
cada n finita, lo cual puede resultar bastante complicado.

tribucién de probabilidad conjunta X

Por esta razdn se introduce el concepto de estacionariedad

- 10 -



AN

débil, llamada también de segqundo orden.

Un proceso estocdstico (X, : t eI} es llamado débilmen-
te estacionario si E(X_) existe y es constante para toda

t y ademis

cov(xs,xt) = COV (X )

s+k'xt+k
para tedo s,t y k .

Obviamente todo proceso estrictamente estacionario con
los dos primeros momentos finitos es débilmente estacionario,
no cumpliéndose el resultado inverso excepto en el caso de
trabajar con procesos gausianos, pues la distribucibén normal
gqueda totalmente especificada por su primero y segundo mo-

nentos.

- 11 -



1.3.

Propiedades de a(k) y pik)

Algunas de las propiedades mis importantes de las funcio-

nes de autocovarianza y de autocorrelacidn en procesos estacio

narios son las siguientes:

Pl.

P2,

P3.

P4.

La funcién de autocovarianzas es una funcién par (con res
pecto a cero), es decir o(k) = o(-k) . (Es inmediato que

también p(k) es una funcibdn par).

La matriz T = (o(ti—tj)) de varianzas y covarianzas del

conjunto de variables {X,_ ,X R ¢

£, %e, £ €I} es de-

tn

finida semipositiva.

La funcibn de autocorrelacidén es tal que

lox)] <1, v k

Si la funcién de autocorrelacién es absolutamente sumable,

es decir, si

«©

Yletx)| <=,

bt » 4]

entonces existe una finica funcién f£(w) >0 , tal que
i
a)  plk) = J £lw et au

-7
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cl flw) = £f{-w)

F)

f(w) es denominada la funcibn de densidad espectral.

P5. La relacibn inversa entre f{w) y p(k) estd dada por

flw) = oty e7¥K L a <,

@«
)
27 Koo
gue a su vez se reduce, al trabajar con procesos en IR,
a la expresibn

flw) = 2 [; +2 ¥ p(k) cos wk) , 0 <w<w,
T
k=1
Mas informacibn sobre las funciones de autocovarianza y

de densidad espectral se pueden ver en Anderson (1971),

Fuller (1976) y en las referencias alli citadas.

- 13 -



1.4. Proceso lineal general

Los modelos que mas comunmente se usan en el anilisis de
series de tiempo forman parte de una clase més general de mode
los lineales, en los cuales se parte del hecho de que una serie
de tiempo {xt : tel2) (de ahora en adelante y por facilidad
de notacién el conjunto de Indices 1 serad 2 ), puede ser vig
ta como generada por una serie de "chogues" independientes re-
presentados por {Zt : teZ} . Se considera que estos "chogues"
sqQn aleatorios y, por lo general, con media 0 y varianza comfn
0; . A éste tipo de proceso se le conoce como ruido blanco .

Entonces, el valor del proceso al tiempo t se expresa

como

X, = | ¢, % . , ¢ =1, (1.4.1)

o equivalentemente,
x, = [e®] z, ,
en donde B es un operador de retraso definido como

Bk(Zt) = 7 , YkeN con B°(Zt) =2z

t-k £t !

y C(Z) es el polinomio

c(2) =

W18

¢y o, =1
0

El operador C{(B) es la llamada funcién de transferencia

_1_4_



gue transforma el ruido blanco en la serie {xt : ot ez}*,

———t l filtrolineal |——————

C(B)

Las condiciones bajo las cuales el proceso lineal definido
anteriormente es estacionario (en todo lo gue sigue debe enten-

derse débilmente estacionario), se estableceridn a continuaci6n.
De acuerdo a (1.4.1) se puede comprobar gue

c. . oK) =0 § ¢,
o Zj=

fl~18

E(Xt) = E(Zt) 3

En particular, la varianza del proceso serd

La condicibn de estacionariedad se cumple si cada una de las

siguientes sumas es convergente,

it~ 8
(o]
He~18
9]
~N
il ~1 8
o]
(o)

[e]
wJ
+
=
Lol
=

j=0 J 3
Estas condiciones se pueden resumir en una sola, pidiendo

-

gue C{Z) convenga para todo 2 ¢ L tal que [[Z]] <1

(Ver Box y Jenkins (1970), Anderson (1971)).

* En realidad se puede considerar que Xt = wt - } , en donde {wt:t £z} es

el proceso original y | es una constante, que se toma como referencia o

es la media del proceso si hay estacionariedad.
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X

A partir del modelo (1.4.1), también es posible expresar
t

en términos de sus valores vasados,

(1.4.2)

o alternativamente,

] x, = 2,
en dondz

B es el operador de retraso definido anteriormente
y D(2)

es el polinomio

Habiendo expresado el comportamiento de

pA
mas equivalentes,

¢ en dos for-
a saber

X, = ez, b1} X, = 2

es claro gque

o] [c(B)] Zt =z,

en donde

por lo tanto la condicifn de estacionariedad, en té€rminos del
modelo (1.4.2), serd también gue

p(2)
letl

converga para todo
tal que |[[2f] <1

&

- 16 -



La funcibn de autocovarianza del proceso (1.4.1) estd dada

por

u
il B
o
o

«
ok} = E(xtxt+k) =0 ;
1

Por Gltimo, la funcidn de densidad espectral, de acuerdo

a la propiedad PS5 dada en la seccién 1.3, es

o« .
v -1k
0. 27  k=-s j;

Una forma alternative de expresar f(w) se obtiene al hacer

h =4+ k vy considerar que ¢, = 0 para h <0 , con lo
cual

ol o < oh) @ e

flw) = f { I e, oluwh ) iwj

o, 27 | h=0 ; j=0 J

%

02 02 2

-iw 2 -iw
- L ce™) o)« 2 el
i
Oy Oy 2%

- < w < T . (1.4.3)

En la préctica no es muy Gtil trabajar con representacio

- 17 ~




nes del proceso lineal tales como (1.4.1) o (1.4.2), pues con-
tienen un nGmeroc infinito de parémetros. Es por esta razbn que
se introducen m%Felos mis sencillos, en términos del nimero de
parémetros que se involucran, sin gue por esto dejen de ser po-
tencialmente ﬁgiles. Esto filtimo se conoce, en la construccidn

de modelos, como parsimonia.
En las siguientes secciones de este capitulo se presenta-

rén varios modelos y algunas de sus caracterfsticas mis impor-

tantes.

- 18 -



1.5. Procesoc autorregresivo.

Como un ceso particular del modelo (1.4.2) se tiene

el modelo autorregresivo de orden p , denotado por AR(p)
L]

y el cual se escribe como

13
X= ]
j=1

+ 2

By, . ' (1.5.1)

0 alcernativamente,

P :
en donde A(Z) =1 - ] 8.,Z%

La funcidn de transferencia en este caso es A~1(B) '
y el proceso es estacionario, de acuerdo a lc visto en la
seccibn anterior, si A_X(Z) converge para tode Z&@ , tal
gue |} Z]] <1 o, eguivalentemente, si los ceros de A(Z)
estan fuera del circulo unitario. A{Z) es denominada la

ecuacibn caracteristica del proceso.

Supongamos que Zi , i=1,2,...,p , son las raices

de A(Z) , entonces

P P =
-1 1 1 _ 1 : 7y K
AN =x B =t T kio‘zi*’ p (1.5.2)
ioa-zn T oaEERE
. 1
i=1



de donde la convergencia de A-t(Z) para todo ZeQ , con
N2 {l<1, implica que ]]Zi}§ > 1, es decir Q}Zzlll> 1,
1i=11,2,...,p
.
A partir de ({1.5.2) se puede afirmar que la estacio-
nariedad de un proceso AR(p) , permite expresar a &ste co-
mo la swna infinita

o
l €

X o= [A(B)"‘]zt =

t 3%

3=0
La funcidn de autocorrelacibn en un proceso AR(p) es
encontrada multiplicando ambos lacdos de (1.5.1) por Xe g 0
tomando espezanza (sin pé&rdida de generalidad se supone gue
E(X,) = 0) y dividiendo entre c; , obteniendo asi la ecua-

cidn en diferencias

p(k) = B p(k-1) + B,p(k-2) +...+ ﬁpp(k—p),
(1.5.3)

¥k > 0

Si en esta Qltima ecuacidn ge sustituye k = 0,1,...p

se tienen las conocidas ecuaciones de Yule-Walker.

La solucidn general a  (1.5.3) est& dada por

X X Kooy
o(k) = E,ZT + Ej2] 4.+ B 20 VKO, (1.5.4)

- 20 -




en donde Z,° , i=1,2,...,p son las raices de A(I) vy

las constantes E,, E,,..., E son elegidas de tal forma

1%
que las restrigciones impuestas por las ecuaciones de

Yule~Walker se cumplan.
L)

La conducta de la funcibn de autocorrelacibn se puede
estudiar a partir de (1.5.4) , pues dependiendo del carac-
ter real o complejo de las raices de A(I) se tendran com-
ponentes en ¢ (k) que decaigan exponencialmente o0 en torma
senoidal. Puesto que cada raiz de A(I) es funcidn de los
parametros £,, f,,..., &_ , también es posible analizar el

p
comportamiento de p(k) de acuerdo a éstos Qltimos.

De la expresibn de la funcibn de densidad espectral pa-
ra el proceso lineal general dada en (1.4.3) , se deduce

que dicha funcibn para el procesc ARIp) es

, =1 <w ST,

- 21 -



1.6. Proceso de promedios mbviles.

El modelokde promedios mbviles de orden g , denotado
por MA(g) , es un caso particular del modelo (1.4.1) ,

L4

que esti dado por
6.2 + 2 . (1.6.1)

g .
Si se define M{(I) = 1 - E a,2d , una forma alterna-

tiva de expresar (l1.6.1}) ser

L

En este caso la funcibn de transferencia es M(B}) , vy
al contener un nmero finito de términos, permite asegurar
gue el proceso es estacionario. No obstante sl se desea una

representacibn del tipo

es necesario pedir, de acuerdo a lo expuesto en la seccibn
1.5, que M '(Z) converga en y dentro del circulo unita-
rio, o lo gue es eguivalente, que los ceros de M(Z) estén
fuera del circulo unitario. 5i esta Gltima condicidn se

cumple, se dice que el proceso es invertible. FEn forma

andloga a lo hecho en la geccidn anterior, si se cumple la



1

condicidn de invertibilidad en un proceso MA[g), éste se

" puede expresar como la suma infinita,

[M(B)] =L MRy

Al pedir la condicibn de invertibilidad implicitamente se
: estd pidiendo que el peso nj asignado é cada Xt—j ,

j=20,1,..., sea menor conforme 3 aumenta. Esto es algo:
'razonahle pues se espera gue cada observacidn sea menos im-

portante conforme se esti més alejado en el tlempo.

1
)

Agimismo, la condicibn de invertibilidad evita el tener
mas de un modelo que d& lugar a una misma funcién de autoco-

varianza, teniendo asi cierto .tipo de unicidad.

La funcibn de autocovarianza de un proceso Ma({g) ({se

supohe que E(xt) = 0), estd dada por

: q
alk) = BX,,X,_ ) = E[ Z aJ g B )j 0l ¥ zt_k)],

de donde

UZ(-uk ooy, * uzak“ +o.ot uq X q),
k=1,2,...,9

0 k> q.
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Entonces la funcidn de autocorrelacidn es

oy oy, + Q8 ., teet qgfkaq kel 2
1+ a2 +...+ aé 1 KELLp0000q
plk) = (1.6.2)
0 ' c k>q .

A diferencia de las ecuaciones de Yule-Walker, que son
lineales y por tanto facilmente manipulables, las ecuaciones

en (1.6.2) son no lineales.

Es importante notar que siempre la funcibn de autocorre-
lacidn se anula para retrasos mayores que el orden del mode-.

lo.

Por Gltimo, y de acuerdo al resultado para el proceso
lineal general, en (1.4.3) , la funcibn de densidad espec-
tral de un proceso MA(g) es

2
flw) =

: 2
Y4 -lWw
—— M -1 < W < T,
212 (e )I !
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1.7. Proceso autorregresivo y de promedios mdviles.

Otro tipo de modelo en el cual se tienen una combinacién
de los procesos AR .y MA es el modelo autorregresivo y de
promedios mbviles, el cual serd denotado pdr ARMA(p,q) , vy
cuya- expresidn es la siguiente

p

X - IBsX =2 - Xa

RS £-3 N 385 (1.7.1.a)

En términos del operador de retraso B y de los poli-

nomios A({Z) y M(Z) definidos en las dos secciones ante-

riores, el modelo (1.7.1.a)también se puede escribir como,
[A(B)]Xt = M)z, . (1.7.1.b)

La funcibn que transforma.el ruido blanco en el proceso
original, es decir, la funcibn de transferencia, es en este
caso [A(E)J_IM(B) .

) . ‘
1a presencia de ambos tipos de términos, autorregresi-

vos y de nedios nmdviles, en un modelo ARMA , permite que se
pueda hablar de las condiciones bajo las cuales el proceso es
.estacionario y/o invertible. La estacionariedad e invertibi-
lidad en un proceso son dos caracteristicas independientes,
por lo que se'pueden aplicar.iﬁs'resultados vistos para pro-

cesos AR y MA . Entonces, un proceso ARMA(p,q) modela-
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do segin (1.7.1) , serd estacionario si los ceros de A(Z)
estin fuera del circulo unitario (6 A~ (Z) converge para
todo Zet , tal que ||Z || < 1) y serd invertible si los
ceros de M(Z) estan fuera del circulo unitario (6 M™'(2)
converge para todo 2eC , tal que ||Z}] < 1).

Si en (1.7.1.a) se multiplica por en ambos la-

Xt-k
dos y se toma esperanza (de nuevo se supone gque H(Xt) = 0),

se obtiene la funcibn de autocovarianzas,

P q
olk) = _2 By (k=3) + E(X, ,Z,) - 'z OB 2y ) (1.7.2)
j=1 g j=1
Puesto que X, . es combinacibn de los choques ocurridos
hasta el tiempo t - k , entonces E(Xt_th_j) '
j=0,1,...,9 se anulardn si k > g, por lo que en
(1.7.2}) se tendria
P
olk) = ] B.olk-3) , k >q, (1.7.3)
j=1 7 \

o lo que es lo mismo,
[ABJok) =0, k>q,
en donde el retraso se aplica a Xk .

[y

Es inmediato que para la funcibn de autocorreladifn .se
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tiene algo anilogo,

P
plk) = Zsjpck—j) 6 [A®]ek) =0, k>q.

j=1

lLas primeras g autocorrelaciones en un proceso
ARMA (p,q)} dependerin entonces tanto de los términos autorre-
gresivos como de los de medias mbviles. No asi las autocorre-
laciones' pk} con k > q , gue s6lo dependen de la parte

autorregresiva.

Para resolyer la ecuacidén (1.7.3) se necesita contar

con los valores iniciales
o{g -~ p+l), olg - p+2),..., olgq - 1), o{q) ,

asf que cuando q - p < 0 , toda la funcién de autocorrela-
cibn estard determinada al resolver (1.,7.3) , y su comporta-
miento serd el de una mezcla de funciones exponenciales y/o
senoidales que decaen hacia cero,'de acuerdo al caricter

real o complejo de las raices de A(I) , como se menciond -

en la seccidén 1.5.

En caso de que g - p > 0 , la conducta de p(k}) an-
tes sefialada se puede asegurar a partir de k =g -p .

\

La funcibn de densidad espectral para el modelo

- 27 -



ARMA (p,g) especificado en (1.7.1) serd, de acuerdo a

(1.4.3) ,
ol L s .
£() = 5oy BT (7MY =
x
ol ~iw, 12
= 22 [M(e.)l, -T < w < W .
2ﬂ0x lA (e—lw) ] 2

Algo importante desde el punto de vista estadistico y
gue hace que valga la pena el considerar modelos ARMA es
lo siguiente : la experiencia ha sugerido que en varias oca-
siones el ajuste de un modelo ARMA(p,g) puede dar tan
buenos resultados como el ajuste de un modelo AR(p') en
donde p + g < p', asi que se podria ajustar un modelo con

menos parametros.
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1.8. Procesos no estacionarios.

Consideremos el proceso {Zt: t€ Z} compuesto de varia-
bles aleatorias independientes tales que E(Zt) =¥y
v(z,) = 02 . El proceso {X : teZ) se dice que es una ca-

minata aleatoria si

Es usual que el proceso inicie en t = 0 con un valor de

cero, asil que X1 = Z1 , y entonces por sustitucibn sucesiva,

El proceso {Xt: t €2} resulta ser no estacionario, pues
E(X) =ty V) = tog.

5i se transforma el proceso original a W, = Xt - Xt-l’
es claro que Wt = Zt ;, c¢con lo gue se obtiene un proceso

estacionario.

El procedimiento mostrado en el ejemplo anterior para
lograr estacionariedad se puede generalizar. Sea {Xt: tex}

un proceso no estacionario y {Wt: t eZ] otro proceso defi-

nido por wt = det , en donde Vd = (1 - B)d .
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(si d =131, wt = xt - xt_l) . En la practica se ha visto
que esta transformacibn da lugar a procesos aproximadamente
estacionarios, siempre y cuando no se tengan en la serie de

tiempo efectos estacionales, es decir, que la serie no pre-

sente conducta similar cada cierto periodo de tiempo.

El modelo que se propone entonces es el llamado auto-
rregresivo integrado de medias mdviles, denotado por

ARIMA (p,d,q) , vy cuya expresidn es

[A(B)]vdxt = [meer]z,

en donde A{Z) y M(IZ) son los polinomios de orden p ¥y
q respectivamente, usados en las secciones anteriores. El
andlisis de este modelo es andlogo al de un proceso

ARMA (p,q) , sblo que es aplicado a W, = det .

Existen otro tipo de transformaciones con las cuales
se puede lograr la estacionariedad de un proceso, no obstan-
te el método de diferencias ha resultado ser muy Gtil, sobre
todo cuando la no estacionariedad es en la media y/o la va-

rianza, gue es lo mis comln.
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1.9. Procesos estacionales.

Una serie de tiempo es estacional si cada cierto perio-
do de tiempo la serie repite su comportamiento. Sea 5 el
lapso de tiempo tal que Xt y Xt+S son semejantes para to-
da te% . La transformacidn gue se propone para eliminar el
efecto estacional de una serie con indice de estacionalidad

igual a s es
v, = [1- BS]Xt .

Si ademés {Ut: t €Z} se considerara no estacionario,

se usaria un modelo ARIMA , dando lugar al modelo

[2]vd[1 - 85]x, = [mem)]z, .

M&s informacibn sobre los modelos mencionados en este
capitulo, aparte de las citas ya mencionadas, se pueden encon-
trar en Nelson (1973), Chatfield (1975), Granger y Newbold

(1977), Kendall y Stuart (1966).
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CAPITULO 2

INFERENCIA

En el capftulo anterior se presentaron algunos procesos
estocasticos asf{ como las propiedades mis caracterfsticas de
cada uno de ellos. Todo lo expuesto fué bajo la suposicién de
gue los paradmetros involucrados en la especificacibn del modelo
eran conocidos. En la préctica, el conocimiento que se tiene
sobre dichos parémetros no es total, es decir, existe incerti
dumbre sobre su posible valor. En este capftulo se verd cbmo
expresar dicha incertidumbre, y de ser posible, reducir ésta

si es que se cuenta con informacibén adicional.

2.1, Conceptos generales

Como se menciond en la introduccidn del presente trabajo,
se adoptari una postura bayesiana para el analisis estadistico
de algunos modelos de series de tiempo. Entonces, es convenien
te aclarar lo que se entenderd por inferencia desde el punto
de vista bayesiano. De acuerdo a Box y Tiao (1973) y Bernardo

(1981), la inferencia estadistica comprende al conjunto de pro

cedimientos gue permiten incorporar, en un problema determina-
do, la informacién disponible, con objeto de aumentar el cono-
cimiento del mundo rcal. Especificamente, supongamos que se
estd interesado en el valor de un pardmetro 0 € © . El

conocimiento gue se¢ tenga sobre dicha magnitud se debe expre-



sar en términos de una funcibén de densidad de probabilidad* ,

pidl , B8 € 6 , la cudl es llamada distribucibn inicial .

En ocasiones, la informaci6n sobre 6 contenida en p(6) no
se cree suficiente para los propbsitos del interesado, asf que
se plantea un experimento para obtener informacifn adicional.
La realizacién de dicho experimento d3 lugar a un conjunto z
de observaciones las cuales se supone son valores observados
de una variable aleatoria X , cuya densidad de probabilidad,

p(x{8 , 8¢ © , es conocida como la funcibén de verosimili-

tud, y es la funcién a través de la cual los datos 2z modifi-
can, como se verd mis adelante, el conocimiento inicial gue se

tiene sobre 0

Aplicando el teorema de Bayes (Kigman y Taylor (1966},

Pp. 361-362), es facil obtener la siquiente relacidn

plélz) = P«—Z—igglﬁi@l , 8¢€0

donde

plz) = J plzlo) p(e) a8 , z¢e X

* Todas las densidades de probabilidad usadas en este trabajo son con res

pecto a una medida dominante oO-finita: la de Lebesgue para el caso con-

tinuo o la de conteo para el caso discreto.
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parimetro 6 wuna vez gque se ha incorporado la informacién =z
proporcionada por el experimento. La funcibn pl(z} , z ¢ X ,

recibe el nombre de distribucibn predictiva, y describe proba-

bilisticamente los resultados que se pueden obtener al obser-

var la variable aleatoria X .

Entonces, y de acuerdo a lo anteriormente expuesto, el
problema de inferencia guedara resuelto una vez gue la infor-
macién inicial y/o la informacién muestral se haya incorpora-

do al anadlisis por medio de la aplicacifn del teorema de Bayes.

En la eleccidén de la distribucién inicial sobre la magni-
tud de interds se ha considerado conveniente el poder represen

tar un conocimiento inicial gue signifique "ignorancia” o "

ce
nocimiento vago", con lo cual se pretende hacer inferencias

en las cuales 1la informacién obtenida experimentalmente es la
que tiene un peso mayor si se compara con la informacibn ini-
cial representada por pl(6). El uso de €ste tipo de distribu

ciones iniciales es justificado por Box y Tiao (1973), guienes

argumentan lo siguiente:

1. Una investigacién por lo gencral no se lleva a cabo a me-
nos de que se tenga cierta seguridad de gue la informacidn
que se obtenga es mis precisa gue la informacién ya dispo
nible. BEs decir, una investigacién no se realiza a wenos
de que se piense gque el llevarla a cabo seguramente aumen

tarid substancialmente nuestvo conocimiento.



AGn cuando se tenga inicialmente un alto grado de conoci-
miento acerca del valor de un parémetro, al reportar los
resultados de una investigaci6n es sumamente apropiado, y
més_convincente para otras personas el analizar los datos

*

utilizando una distribuci6n inicial de referencia”, es

decir, una distribucifn que d€ mds peso a la verosimilitud.
) .

De €ésta forma, la distribucibr final obtenida representarfa,

aproximadamente, el conocimiento de una persona que en un

inicio sabfa "muy poco" y sblo considero la informacién con

tenida en los datos.

Varios procedimientos se han propuesto para determinar dis

tribuciones iniciales de referencia o no informativas. Entre

ellos, el método de Jeffreys propone elegir como distribucién

k

inicial de referencia para un parametro 9% € IR™ , a una fun-

cibn

p(6) que es proporcional a la ralfz cuadrada del deter-

minante de la matriz de informacidn de Fisher, es decir,

donde I(Q) = Imijl , MWm,.=-E

1
ple) = [1(8)] /2 ge0

3%1nf (x| 8)

La distribucién inicial p(#) sugerida por Jeffreys

posee ciertas propiedades que la hacen atractiva y una de ellas,

muy

importante, se presenta a continuaci6n (la demostracidn

puede verse en Zellner (1971)).

* 1Jamada también no informativa.
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Supongamos que una persona parametriza su modelo en términos de
los elementos de 1, donde 1 = h{9) y h es una funcibn di-
ferenciable. Si esta persona elige como dist inicial de T

a

1
p(r) = | 1(1) | /2

las distribuciones finales que se obtengan para 1 y para §
seran consistentes en el sentido de que dada cualquiera de ellas

y la transformaci6n h , es posible obtener la otra, pues,

En el desarrollo de este trabajo se hard uso de distribu-
ciones iniciales de referencia obtenidos segin la regla de
Jeffreys. Otros procedimientos para encontrar este tipo de

distribuciones seran brewvemente mencionados en el capftulo 3.

Si ademds de incorporar en el andlisis de un problema la
evidencia experimental disponible, se dcsean tomar decisiones
relacionadas con el valor parametral 6 ¢ © 5 con el valor
z ¢ X , es necesario contar con una funciétn de utilidad gue
cuantifique la consecuencia de haber tomado cada decisién.

El criterio bayesiano de decisibn (ver referencias dadas al
final de la seccidn 3.5. del capftulo 3), consiste en elegir

la decisibn que maximice la utilidad esperada.

En este trabajo solamente se tratard el aspecto inferen-
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cial, enfocado exclusivamente al an&lisis estadfstico de series

de tiempo.

Por Gltimo, cabe mencionar que Bernardo (1979) ha planteado
el problema de inferencia como un problema de decisién, en donde
hay que elegir la distribucién que mejor refleje el conocimiento

inicial gue se tenga.
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2.2. PROCESO AUTOREGRESIVO

Supongamos que se cuenta con una serie de observaciones

X, = (xl,xz,...,xn), las cuales fueron generadas por el mode

lo autorregresivo y estacionario de orden p .

X, = B,X

t t-1 +...+ B X + 2 . (2.2.1.)

Sin pérdida de generalidad se considera que E(Xt) =0 ,

¥ T e % . Ademds se recverda que {Zt : t e 2} es un conjun

to de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribufdas con E(2) =0 y V(Z) = 0 <« w ., En este caso

los parémetros de interfs son B' = (81,82,...,Bp) y ©

Suponiendo gque cada Zt tiene una distribucibn normal,

lo cual implica gue cada xt también se comporta normalmente,

la distribucibn de X, se puede expresar como

-n (p,0) /2 (p,0)
2 ! -1
p(znlﬁ,o) = (2n02) 7/ [Mn exP{fB?(EA M x)} ,
n
Xy £ IR . (2.2.2.)
De esta Gltima expresidn, es claro que
{p,0) -
-2 [ 1 -1
a Mn = [V(én)J = Pn !
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en donde T = V(X ) es la matriz de autocovarianzas de X_ ,
-n “n

es decir,

Pn = {Y'i_j‘}

En términos de la notacibn usada en el capitulo 1, Yy = d(xt,xs),

para todo t y 8 tales que |t-s| = k

La funcibn (2.2.2.), para un % dado, es la funcidn de
verosimilitud, y lo gque enseguida se hard es expresarla en
otra forma més conveniente. Para €sto, consideremos la siguien

te relacidn,

P(in]_@_,c') = p(xp+l'xp+2""’xn l Ep,é,()z)p(_)iplé,()z)

(2.2.3.)
t
donde Ep = (xl,xz,...,xp)
Por una parte se sabe que
1
~psy , (P,0) /2 -1 {p,0)
= 2 -

p(§p[§,o) = {2w0%) lMp | expol 557 %p Mp gp} ,
(2.2.4.)

en donde, en forma andloga a (2.2.2.), se tiene que

-2 (plo) -1 -

g M = T .

P p
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.
Ahora se encontrari p(xp+1, X o yeeny xnlfp' B, 0).

pt+2

Para un X, dado se tiene que

Zp+l = Xp+1 - lep - Szxp_1 - .. =B xy
Zp+z = Xp+2 - lep+1 - Bzxp - .= B %,
By = En T BaXpy m B, - = Bp¥n-p

Esta transformacibn tiene jacobiano igual a 1 pues

ppr oy Py, L o

axp+1 axp+2 axn

22 22 32

J = E_P_tz_ PYL 0 BPEEL - g 1 o0 ..o =1

Xp+z 8xp+2 axn 1

azn azn azn

L N 0 0 ...-B 1

Bxp+l 9xp+2 axn T — 1

Como ademis se sabe gque

—(n-p) n
P(z z 2 IO) = (2“02) ? exp ;ll- X z?
4 P ey = !
pt+1 pt2 n g2 t=pt1 t
es posible establecer el siguiente resultado,
~in-p) : '
=[91g2) ° et - S 2
p(xp+1,xb+2,...,xnlgp,§,0)~(2no ) expyo3 t£p+ (xt let—x . Bpxt—p) }
(2.2.5)
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Entonces es posible expresar la verosimilitud, de acuerdo a
(2.2.3.), (2.2.4.) y (2,2.5.) como

)
_n/z’M(p,O) /2

p(x, 18,00 = (210%) expl 727 S(B)}

(2.2.6.)
donde
, {p,0) n ,
s(B) = %, Mp R +t=p2+l (xt-let“l_...—Bpxt_p)
(2.2.7.)

Comparando (2.2.2.) con (2.2.6.), resulta evidente que

(p,0)
s{B) es igual a Xr; My X, ¢ Yy que ademis en un proceso
(p,0) (p,0)}
AR(P) , |M | = lMp .
(p) {(p,0)
Si ™y representa el elemento (i,j) de la matriz Mp '

S{(B) se puede escribir alternativamente como

{p) n
= co XX+ - Byx, ,-...-B 2
5(8) iil jil my o X%y =p§+l (2, = Byx 3 pxt—p)

(2.2.8.)

Por un momento supongamos gue n = p+l , entonces segfin

(2.2.8.),
{(p,0} P P (p} 2
%o+l Mpr1 Fpa1 T 121 jzl I T N L S L
(p,0) )
=g¢_pMp §p+ (xp+l—-81xp—...—6pxl)
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El primer sumando se puede reescribir como

“p+l

por lo que

, p,0}
or1 Ypr1

de donde

X1 T %oe1 )

{p,0)

- 42 -

(8, =B, 1=---By 1) x4
psg—l 5
B> ) “Bou |
“p+1l
-6, 1
2
By BB
2
B LT
ol 1 e
"Bp —Bp—l




0 P p p-1
P, 2 -
(p,0) b 0 Bpo—l Bp—l * Bp-l
U1 = | 7 .
0 0
SB By a1

Ejemplifiquemos este filtimo resultado para los casos
AR(1) y AR(2). Si p =1,
(1,0) 2 (l) 2

(1,0) M of | 8, -8 | m v OB
M, =

H
+
i

)
pero Mép,O, es simétrica respecto a sus dos diagonales prin-

cipales as{ que

1= mf:) + B = Mfl'O) = fmf:)} =1 - Bi p
y ademas
(1,0) 1 -8,
M = .
(2)
-8, 1
oo 1,0
Como se dijo antes, e¢s claro que. lM,fﬁy~l = IMZ
Si ahora p = 2 ,
(2,0) oy
M, 0] | B2 8,8y -8,| [m!2)ip2 w2l 46,8, -8,
(2,0) G BN
M, - 01+(8,8, B1 -8, |=|n{2)ip,p ni2) 4p2 -8,
0 0 o B, By L || -, -8, 1
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(p,0)

Y por la doble simetrfa de M, ,
(2) 2 (2) (2
11 + BZ =1 , ]’ﬂ12 + 8231 = - Bl , m;]) + stl - - Bl ,
de donde
o1 gl , w e s ey n2 o e By,
y ademés m§§) =1 - 8; , ya gue mfi) = mgi)
Entonces,
1 - By - B, (1¥B,) 1 -8, -8,
(2,0) (2,0) 2 2
Mz = Y M3 = “61 l+81—82 —61 .
Br(148,) 1 - B -8, B, 1
También los determinantes son iguales:
(2,0) - , , \ ,
M, | = (1B - 811807 = (LR (148,07 ~ By (14B,)2=
2
= (1,) | (=87 - By
(2,0) ) _
lm, | = LeBy-83-B7+8, (=B ~R)B,) - 8, (87 +6,+B58,-B}) =

L 1-R7 B BB, B, BB B B 4B

2 2 2 2,2 2 2 (2,0)
o (128 4B) = By (Le2By iRy = (1-B) 7 = By (146,) =M,

Finalwenke, y en wista de lo anterior la verosimilitud

serfa, de acuerdo a (2.2.6.) y (2.2.7.), cuando p =1,
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Y

-n
2 2 2 _ n
p(gnlB,.oz) = {2m0?) / (1-8,) el 7%7 [xt(l—Bi) + tzz (xt-glxt_l)f]}

~n ‘/z
2 2 -
plx [8,,8,,0% = (1) 72ty (aepp)? - 8) el Tz SBLED)

donde

1-85 -6, (148, ) {x4
s(B,,B,) = (%,,%,) . + i3 (xt—ﬁlxt_l—ﬁzxt_z) =
—8‘(1'}’_82) l_BZ ¥

2. 2 2,2 2.2 o o
= x1+x2—x182—x282—2x1x261—2x,x2n162 + ) (xt~6lxt_l-82xt_2)
t=3

De la erpresidn (2.2.8.) es clavo que s{B) es una forma
cuadritica en X, sin embargo también lo es ¢n g, lo cual
{p,0)
es posible deducirio por la forma én gque se generan las Mp .
3 (~ 3 ! 2 .
De toda sucrte que sl sC dofine By = (1 By B, e Bp) , oxis
te una matriz D de dimensioncs (pr1)x{p+l) , cuyos elementos

gon funciones de las x;s , y tal que

(p,0) .
x = BLD By - (2.2.9.)

~fQ -
8(B) = %, My n

La matriz D resulta ser, despuds de realizar las opera-

ciones necesarias, de la siguiente forma,
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[ 4 - -
1 di, d, p+l

—le d22 d
D = 2Pl 5 0 100)

.« s s e LI T .

k—dp+l,l dov1,2 *o° dp+l,p+l)
en donde

dij = dji = xixj + xi+1xj+1 +...4 xn+1—jxn+l-i , (2.2.11.)

y cada dij contiene n-(i-1)-(j-1) sumandos.

Consideremos el caso p =2 . Como se vié anteriormente

, (2,0) n 2
S(B1,B,) = X My xp b ] (x-Byx_y - Byx, o)
t=3
donde
1-87 8 (1+8)
(2,0) ~Pa Py ?2
M, = :

-B,(1+B,)  1-8;

Al desarrollar el primer sumando en S(B,,B,) y agrupar tér-

minos en 8 B, y BB, sec tiene que

1 ’
Xi+X: "Xlxz 0 1
, (2.0
x,M, x, =(1 8, B,) | -x,%, 0 X%, B,
0 -¥, X, ~(xi+x§) B,
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Por otra parte, es claro que

X 1
(x =Byxy_1=B,%, )% = (1 By By) (x| (xp x. % o) [8,]
Xp-2 B

lo cual permite expresar la suma de cuadrados en S(8,,8,)

como
X % X X 1
-x -X
E n t t2t~l t7t-2
(x,-B,%, =B,x )% = (1B B) ) |-xx X X, .X B
FERE T R A B A S e-17e-2 ™
Teo® *e1¥e2 %2 |
siendo B, = (1 By, B,) , la sustitucidn de cada sumando en

S(6,,B,) por su expresidn alternativa permite asegyurar gue
)
S{B,,B,) = B, DB, , con D lamatriz definida en (2.2.10.)

y p=2

E1l hecho de haber podido expresar S{(8) como una forma
cuadratica en las B{s , facilitard el trabajo de encontrar
la matriz de informacidn de Fisher, necesaria para obtener la

distribucidn inicial de referencia de (f,0)

De acuerdo a (2.2.6.) y (2.2.9.) la verosimilitud es en-

tonces,

~n (p,0) /2 o
/ZIM I exp {iéf Be DR, (2.2.12))

2 - L2
p(§nlg,u) = {270°) b



asi{ que

p,0)
= =-1 SRS TNIRCINE | ! 1 s
£ (g,clgh) = In p(zhl B,0) =-5In2m-z1Ino"+ 5 In IMn | - 557 8. DB, .
(2.2.13.)

De esta forma, las derivadas parciales de £ respecto a

B y o estan dadas por

9 1 ®,0 -
égs = 535 i'ln Mh | -0 (—dl,j+1 + Gldz,j+l +o.ot Bp dp+l,j+1 ,
j=1121'-'lp
(2.2.14.)
8
%ﬁ_= _g_+§.é;3-l ) (2.2.15.)

Las derivadas en (2.2.14.) se pucden deducir del hecho de
que la derivada de B8, D B, con respecto a B, es igual a
2DB, , asf que la suma entre paréntesis cn (2.2,14,) es el
elemento (j+1)-ésimo del producto DB, , ademd3s se recuerda
que dij = dji

Las derivadas parciales de segundo oxden scran, entonces,

(P,O) -2

3% e 37 1
222 Z1n M o™ d, , {2.2.16.)
T Jr1, 3+l

j j

) (p,0}

222 3 1 : 2
SO N I T P - o , (2.2.17.)
3 iaaj B0 i 7 n 141,51
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(plo) ~1

A 1
WOt s, 20 (4, jua*Bidy gorteetBa gu)
{2.2.18,)
2
2’2 _n _ 5sB) (2.2.19.)
362 o? a"

Antes de calcular el valor esperado de cada una de las
cuatro derivadas anteriores, es conveniente expresarlas de
otra forma. Con este fin recordemos que, bajo ciertas condi-
ciones de regularidad, la esperanza del logaritmo natural de

la funcidn de verosimilitud es cero, lo cual guiere decir que,

E{g—g—_}=o , 3=1,2,....p , (2.2.20.)
3
3L B

E{—s’é‘ } =0

Por (2.2.14.), lo anterior implica que,

¥, 5 1 p.0) -2 .
0 = E{ Wj} =—§gj 5 In tmn | -0 [E(—dhjﬂna,mdz'j+1)+...+sp,(dp+l'j+l)|

J=L2,..p

La esperanza de cada dij’ haciendo referencia a (2.2.11.) es
igual a

(n - -1 - G-D) vy
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por 1lo que

(p,0)

-0 1 -2 : ; .
0= _aBJT '2— In an l + 0 [(n-j)Yj—(n—]-l) Ble_l-. . .-(n"P‘J) Bij_p] .
(2,2.21.)

En la seccibn 5 del capftulo 1 se dijo que la funcibn de
autocovarianza {o de autocorrelacibn) de todo proceso AR(p),

satisface la ecuacidn en diferencias

Y = BiVpoq - BaYpop meeem Bka—p =0 WVk .

Sien (2.2.21.) aplicamos este Gltimo resultado junto

con €l hecho de que

(n—J)Yi - (n_]—l)B‘Yj—l - (n—p—-j)Bij_p =

= “(Yj"BIYj—l - Bij—p) - (ij—(j+1)Ble_1 e = (p+j)Bij_p) '

Se tiene que

5 1 {(p,0)

-2 R . .
w; z Inu " | =o [gyj—ml)mj_l—...—(3+p)epyj_p]

(2.2.22.)

La derivada (2.2.17.) se puede ahora reexpresar coino
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a2p 5 ia 1 ‘P"”} L2
ot .t 1n |n -t a =
asiasj 381 BBJ 2 n ‘ i+l,3+1

- - ol (5+1) “2 g

= j+i Yj-i -0 41,541 ' (2.2.23.)

y la derivada (2.2.18.) como

e

a2 3 (31 (p,0) -1
- 3 {ig; 3 00 | a7, gt Tpr1 3+

309B.. 38, 2 n
3 3
o - 20 (Gram DB Yy DV B Y ) - 20 TP ST S % I
3 1¥5-1 p j-P 1,3 3 p ptl, 3t =
-2 .
- {3+ Yy A" e ™ .
= (4P Y p) TO @ gaBrd, 30 dep+1.3+l)}'

- -2
= - 20 o [ij-(j+l)Blyj_

10 cual, de acuerdo a (2.2.14.) VY (2.2.22.) es igual a

%l _ -1 3L

-5-0—58 = - 20 “5‘8'" . (?.2-24.)
j

poglbllldad de calcular los valores espe-

phora esbtamos en
(2.2.17. y vy (2. 2.18.)

rados de las derivadas en (2.2.16.),

por (2.2.11.) Y (2.2.23.) 4

%L -2 -2 _
A S (j+l)Yj_l -G E(di+l,j+1) =

E { Bas

i

.2, 2 L. o -2
= -0 (3+1)Yj_1 - (n—l—j)Yj_i = nd Yj—i
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Tamhién, por (2.2.20.) y (2.2.24.),

3%¢

E { —%
3aaB.
a 83

}= =207 E { o5
Por Qltimo, la suposicién de normalidad implica

S{B) 2
= ~ X () , (2.2.25.)

U2

por lo que, de acuerdo a (2.2.19.),

%L n S(B) 3 -2n
E { 552 } = E { 5T " 3 —8%~ } = é% - grh= o7

De esta forma, la matriz de informacidén de Fisher es

-1

-2 {p,0)
{ no Yj—i } 0 n[mp } 0
I(é,o‘) = =
9_. 21’1/09 Ol 2n/02
(2.2.26.)
con determinante igual a
-1 +1 1
_2n (p,0} _2nP - (p,0) =
T = 2| a[ule0) < 2y 0T

El criterio de Jeffreys sugiere elegir la distribuci6n
inicial de referencia para (8,0} como la distribucidn

p(B,0) tal gue
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/2
P(ﬁrq) & II(E:O)‘ ’

es decir,

/2

-1
p(8,0) « o"lmép'o’l (2.2.27.)

De esta forma, la distribucién final de referencia para

(,0) estd dada por
p(B,olx) = p(x [8,0) p(B,0)

lo cual se puede expresar de acuerdo a (2.2.6.) y (2.2.,27.)

como,
-n {p,0)} /e -1 -1,.(p,0) "/
p(g,c,lgn) = 0 IMp | expl5=7 S(B)} o [Mp >
es decir,
piB,olx) = o” MVepizl sy, (2.2.28.)

Si uno desea hacer inferencias conjuntas de B y ¢ es
ésta Gltima distribucién la ygue debe usarse. Sin embargo, es
mas usual desear hacer inferencias sobre el vector de parame-
tros B , para lo cual es necesario obtener la distribucién
marginal p(f |§n) . Bs claro que dicha distribucién se pue-

de obtener de la distribucién conjunta p(g,olgn), ya que

p(8lx) = OJ p(B,0]x,) do
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Haciendo uso de la integral de una densidad gamma invertida

(ver apéndice A), es inmediato que

® n
- - n -1 /2

J ] (n+l)exp{ 5%7 S(B1} do I /2)[225 (8)) ,

o
de donde,

...n/z
p(Blx) = |s(g)] (2.2.29.)
Ahora bien, el valor esperado de S(B) = 8, D B, es,

por (2.2.25.), proporcional a n , mientras gue IM;p’O)l es

independiente de n . Generalmente se ha observado que con va

lores de p menores o iguales a tres se han obtenido modelos

bastante aceptables, asi que para tamahos de muestra no tan

grandes, el término S(B) serd apreciablemente mayor que

lM(p'O)I
P

A partir de lo anterior la verosimilitud en (2.2.

12.) sera aproximadamente igual a

-Nn
p(x, | 8,00 = (2w0?) /2 exp {géy S(8)} ,
de donde
£(B,0lx ) = 1n p(x 8,00 = "3 1n 27 - § 1n o® - ser S(B) .

si B es el valor de B que maximiza £(§,0|§n) , (por
lo que E es aproximadamente ¢l estimador maximo verosimil de
g ), tambidn f§ es el valor de B que hace minimo S(B) ,

A . L3 -
entonces B coincide con el estimador de B de minimos cuadra
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dos. Como §S(B) = BiDB,, con D la matriz definida en
!

(2.2.10), las derivadas con respecto a cada Bi

i=1 2,..., p, de S(B) , dan lugar a las siguientes ecuacio-

nes (llamadas ecuaciones normales),

~ A ~
4, = B, 4d,, * B, d,, +...¢ Bp dz,p+1
) A ~
4, = By d,, + B, dy; *+ ... Bp da,p+1 (2.2.31)
a 8 a B 8 a
1,ptr By 2,pt+1 B, 3, ph1 Tt Bp pt+1,pti
Sea ahora
» N r d -
dlz dzz dzz ot T2, pt!
d = d,, b - d,, d,, e d3'p+l
- " p « .
dl,p+l L d2,p+1 d3,p+1 vt dp+1,p+1

las ecuaciones (2.2.31) se pueden expresar entonces como

y la solucidn estd dada por

f=p'a o (2.2.32)
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N
Siendo £ el valor de £ que minimiza S(B) , es posible

demostrar que

S(8) = vs? + (8 ~- _”e_)'np(g -5, (2.2.33)
donde
, _S® -~ A
8% = —5— S(B) = BiDB, = dy; - ﬁ‘Dp§.=
(2.2.34)
= 4a,, -am’'a, v=mn-p.

Lo hecho anteriormente permite expresar la distribucibn £i-

nal de B dada en (2.2.29) como

(B - B)'D (B - B) (2.2.35)
V2

P8 ]5n) cc {1 +

Esta distribucidn de probabilidad resulta ser una distribu-
cidén t de Student p-variada con v grados de libertad, E

el vector de localizacibn y S—sz matriz de precisién &

G§§ SzD;I matriz de covarianzas. (Ver anexo A).
Como caso particular, si p =1, entonces 4= (4,,) ¥y
Dp = (d,,) , asi que
d
- 12
B =p'a = o .
1 P 22
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Ademés, utilizando (2.2.34),
1 : d
-1 12 -1 1 11 N
s = 8D = a., - = 4,,1d R N D ST L I
§1 P n-1 11 az, "2 22 n-1 d22 1
Entonces es claro gue
~
B, - B,
i

tiene una distribucidn t(0,1, n-1).

n grande Sé se aproxima

Conviene hacer notaxr que para
' 1
a
1 _ g?
La-s)
dj, I
pues g~ + 1 vy Bl es consistente para B,
22
Utilizando (2.2.26) ¥y recordando que Mgl’o) = 1 = Bi , se

tiene que
-1
I(Bl)=n(1-—8§) ,

al de que el inverso de

A
arianza de B

lo que concuerda con el resultado gener

la matriz de informacibn de § aproxima la Vv

el estimador maximo yverosimil.
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Si uno desea realizar inferencias sobre un subconjunto de
las Bi‘s , se tiene gue obtener la distribucifn marginal co-
rrespondiente, que resulta ser también una distribucibn t de

Student. (Ver Zellner {1971), apéndice B).

Es usual que en series de tiempo se cuente con tamafos de
muestra grandes, por ejemplo n > 50 , por lo gue se podria re-
currir a la aproximacidn normal para la distribucién t , (Ver
Zellner (1971), apéndice B), obteni&ndose asi que aproximada-
mente

g ~ N(F, g0 %)
- - P

Como parte de la informacidn final que se tiene sobre g ,
estdn las llamadas regiones de mayor densidad. Una y-regidn
de mayor densidad para B (en este caso contenida en rP ),
no es otra cosa gue una regidn cuyo vollimen es el mds pequefio
posible dentro del conjunto de regiones que con probabilidad

Yy contienen a §

Para construir estas regiones se utilizardn los siguientes
resultados que dan lugar a dos distribuciones bien conocidas.
Sea w' = (wl, Wypeors wp) poowy g (~2,®) , 1 =1, 2,...,p .
Consideremos a, b y m nfmeros reales positivos y w' Q 0 una

forma cuadritica definida positiva. Se puede denostrar, (Box y

Jenkins (1970}, que



' - (m+p) /2
) b - am/2|Q|x/2r(m%E)
R
y ademis
) wlow—(m+p)/2
J 14-_mi dw F,
c, ]
wiooy WRIZ T plxlp,madr
R
RP

donde ¢, = {w eRplg‘Qg < pF,} y plrlp,m) es la distribucidn

F con p y m grados de libertad (Ver apéndice A).

Si m tiende a infinito, entonces

' - (m+p) /2
12 Qu s am'0u/2
m

Definiendo s = pr , tambi&n se tiene que

donde ¢, = {uw eRP|w'Qu < xi} y pi{s]p) es la distribucidbn
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x* con p grados de libertad, (Ver ap&ndice A).

Al tener £ una distribucién final dada‘por (2.2.35), es
decir una distribucibén t p-variada, la y-regién de mayor den-
sidad para B estarid dada por

R, = (BeRPl(g - Byp (g - B) < psiE "% ) (2.2.36)

(p,v)° !

donde F?;uv) es el cuantil 1 - o =y de la distribucibn
1]
F(p,\)) .
: 2 - - i
51 n es grande, pF(P'v) - x(p) , Yy entonces la y-regibn

de mayor densidad para B seria
— P _ % _ % 2 2
R, = {BeRrR”| (B _B)‘Dp(_s_ g) < 8 x(p),,_a} , (2.2.37)

donde x?2 es el cuantil 1 - o = vy de la distribucién
X (p):l—a

x?p) Esto iltimo se puede deducir méds directamente si recor-

damos que, aproximadamente

para n grande, de donde

) s 2 .
(8 - Bo 6 - Bisst - xip,
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En cuanto a la distribucibén final de o0 , &sta se encuentra

facilmente integrando la distribucibn conjunta de B y o con

respecto a B . *

Como se recordara

p(f, olx) o c'(“J“x)m(p{{o——lz~ S(_B_)} , BerRP

c >0

en donde

S(B) = BiDB,= vs® + (B - B)'D (8 - B)

con §? = S(E)/V y V = n-p.

Entonces,

plox) = jp(.@_,clin)déoc o mm} eXP{i S(E)} ag =
RP &P

= 0—(n+1)exp{?Zf:} Iexp{%%(ﬁ - E)'(OZD;I)—I(Q ) E)}dﬁ B

rP
- 1 ~vg? -1 ~(n+p-1 -vg?
= g~ (ot )exp{jifr}(Zﬂ)p/zlosz ll/2 « o (MFP )GXP{jﬁ;r} ’
g >0

Asi que la distribucibn final de 0 es una gamma invertida
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2
con parémetros [ % ' Xg_J'

g2}V . ez
plolgy = 2(%) 7 -0 m"exp{ 30T
ry)

} , 0> 0 ., (2.2.38)

Intervalos de alta densidad para ¢ se pueden calcular a

partir de esta Gltima distribucién.
Distribucibn predictiva.

Uno de los objetivos mds usuales en series de tiempo es la
prediccidn de valores futuros. En estadistica bayesiana, este
problema es tratado haciendo uso de la llamada distribucibn
predictiva, la cual fué definida en la primera seccibn de este

capitulo.

Supongamos que se desea hacer predicciones sobre los valo-
res de X, , t = n+l, n+2,..., ntk , kelN , y sea

: % } . La distribucibn predictiva de

1 —
Xy © (xn+1 nb2’ " Frax
k

% (1) estd dada por
k
P(E(k)lﬁn) = Jp(i(k)'ﬁl g, En)P(ﬁlg |§n)d° dg , ﬁ(k)EZR '
pero como

P(E(k)lﬁl o, %) =
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p(x |B,00p(B,0)
p(§n) !

p(B, olx) =

entonces

Pl lx, o Ip(i‘-nﬂcl-@' o)p(8,0)a0 a8, x( e R .

(2.2.39)
Consideremos primero la prediccibn de gy ¢ asi que
k=1, Sea D, la matriz (p+l)x{p+l) qgue se obtiene en

forma andloga a la matriz D definida en (2.2.10), sblo que

ahora con n+l en lugar de n y (x,, x )} en lugar

preeer X

de (xl, Xorenns xn) . Serd necesario particionar a D, como

d11 -d}
D, = (2.2.40)
~d, v
2 |
en donde d11 ¢eR. Ademas, sea x; = (xn, Xy _yreeen xn—(p—:)) ’
n-i
y h el vector con i-Zsimo elemento dado por hi = jlejxj+i '

i=1, 2,..., P .

Andlogamente a lo hecho en la obtencidn de (2.2.12),

p( nPllB o) estd dada por

|B,0) = (2'»\(12)~(n+1)/2|1'1(p °)|1/zexp{ 764Dy B*} '
ot
Xnp1 R

n+1
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siendo Mép’°) y B, las mismas gue en (2.2.12) . Ademés se

recuerda que
p(g, o) @ o"llrfxlg()p"’)l']/2 , BerRP , 0> 0,
entonces, de.acuerdo a (2.2.39),
p(xn+1|§n) a:jc—(n+l)exp{é%%-S*(g)}do ag , X, R
en donde 5,(8) = BiDiBy
Al integrar con respecto a ¢ se€ obtiene
(n+1)/2

plx,, lx) jls* ()]~ Xpy, ER - (2.2.41)

En forma semejante a lo expresado en (2.2.33) y (2.2.34), se

puede escribir S,(B) como
5.(8) = vt ¢ (8- B1DB - B

v,s2 = S.(B) ¥y

(o
I
<
o,

*

en donde Vv, = n+l-p ,

-0,

I
jo N
'
1
S
=y
]
o

Sy (B_) = TB_;D*TB‘* :

La sustitucidén de S,(B8) en (2.2.41) da como resultado
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~tar1/2 J( (5-8) 0 (8-)

p{x Ix ) ac (v, 82)”

n+1

Aparte de unas constantes, &sta filtima integral es igual a

Is20|™*/2, pero

lsyio| ™’ ](SQZ)PWII"/2 = (s2)P/2|p| /2

entonces
Plx , %) oo v, 537 (MF/2(g2)P/2 oy g2y (1 -p) /2
X+ eR
Como antes se dijo, v,8} = 4, - d;D—‘g* .,y es inmediato

comprobar, a partir de la definicién de D, , que

= + x'x X
11 n+i ~n-n %

siendoc h y x, 1los vectores definidos con anterioridad.

Finalmente, al sustituir d, vy 4, en v«S2 , y des-
pués de completar cuadrados en Xopy ! resulta que
_ay2)-nin-pt+ ) /2
(XnH A)

;X eR, (2.2.42)

p(xn'nlz{«n) @ 1+ n+l1

(n-p)E

~
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en donde

A= x07n0 - xp x0T .
E = (n—p)"‘[(gc_lggn - 1_1'0"‘}1) (5;0“11)”‘;\ - Ai .
Entonces la 8istribucidn predictiva para X es una t—-Student

n+1

con n - p grados de libertad, localizacibébn A y precisibn

E™! (o varianza ——E E)

Con n suficientemente grande,’ una buena aproximacibn a
p(xn“lgc_n) es la distribucidn normal con media A y varianza

E .

para k > 1, la distribucibn predictiva p(g_(k)lgn) no
resulta tener, por ahora, una forma oxplicita. Esto puede ver-

se si se expresa p(x(k)]§n) como

k

k
p(ﬁ(k)|§n) = iilp(xn“]g{mi“) P X R {2.2.43)

Ya se ha demostrado que la distribucibn predictiva para la obser-
vacién que estd un paso adelante cn el tiempo, es una t-Student.
Entonces, es claro, de la expresidn anterior, que p(g(_(k)lggn)

resulta ser el producto de Xk distribuciones t-Student simila-
res a la obtenida para X ..,
Métodos numdricos pueden ayudar en el cilculo de

p(_)_(_(k)l_)gn) y de sus distribuciones marginales.
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Ejemplo.

Para ejemplificar lo desarrollado en esta seccibn, se tomb
un conjunto de 70 observaciones (dadas en el apéndice B), las
cuales forman parte de una serie de 200 observaciones generadas

por Wold (1965) de acuerdo al siguiente modelo AR(2),
Xy = 0.7% 1 = 0.49% . + 2, .

En este modelo 8, = 0.7 vy 82 = ~-0.49 , asi que
Bf = -8, - Ademis, se supone gue Zt ~ N(O,(1+B:)/l - 32] '

teZ , en donde la eleccibn de la varianza de Zt se hizo con

el fin de que Xt ~ N{(0,1) , te® .

' La serie generada comenzd bajo el supuesto de que

X_ =2y X =074 + 2, .

La matriz D definida en (2.2.10) resulta ser

75.3904 ~-36.6128 -{~6.4518)
D = | -36.6128 71.924 34.2397 ’
-(-6.4518) 34.2397 70.2819

por lo que
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71.924 34,2397

34.2397

70.2819

Entonces, el vector de

36.6128

(Ko
1

y d,, = 75.3904 .

-6.4518

localizacibén de la distribucibén fi-

nal de (BI,BZ) , dada en (2.2.35) tendr@ v =n - p = 68
grados de libertad, vector de localizacibn igual a
PO 0.7197
E:D g:
p -0.4424
y la matriz de precisibn
105.8907 50.4096
s =
P
50.4096 103.473
El valor 5%, calculado segln (2.2.34), di6
s a a'n-'d
§? = - o 21— p = _ 46.1876 _ 4 4997 |
v v 68

Una regidn de mayor densidad, gue con una probabilidad de

0.99 contenga a (81,82) , fué construida de acuerdo a (2.2.36),

dando como resultado la regidn contenida en la elipse de la

fig. 2.1.
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N * Region de alts densidad para (betal, beta2) &

=28,

ST (hetalbeta2)

bete2

betat

Figura 2.1.
Utilizando la aproximacidn normal dada por
2 a2
8 ~ N(B,s°D ) ,
se tienen las siguientes distribuciones marginales, finales

B, ~ N(0.7197, 0.0123)

!

B, ~ N(-0.4424, 0.0126)

La funcidn de densidad correspondiente a cada una de estas dos

(iltimas distribuciones, se presenta en la fig., 2.2,
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Dintribucion Fima) &r eta}

Meteltuzion final de betid

Normal ¢ 07097, 0.0123 )

AR R)

formil { ~B.4414, 0,008)

R R

Con respecto a la distribucién final de

(2.2,38)

rametros

’

Figura 2.2.

¢ , dada en

se llega a una distribucibn gamma invertida con pa-

v/2

dad es entonces

34 y vs8?/2 = 23.0

938

La funcién de densi-

plofx, )

(5262392231)a'°°exp{

-23.0938

>

o2

}

]

[9)

0

Algunas caracteristicas de esta distribucibn son,

3

2

2
moda = (X5 - 0.
_ D(iv-1)/2) ([vs?
E(O) = ——P(\)/Z) [ 2
- 70 ~

8182

2)1/2

= 0.8242



2
Vie) = X2 - E? (o) = 0.0206

asi que

YV{0) = 0.1435

En la fig. 2.3, se presenta una grdfica de la densidad
p(clg}o) y se puede apreciar en donde estd situado el verdade-

ro valor de ¢ , gque es igual a

1/2
o = [(1—82)’/(1-82)] = 0.7695

Distribucion final de sigma

Gawna 1( 34, 23,8308 )

0 sigma = 8.7635

Figura 2.3.
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La distribucibn predictiva para x,, requiere el cilculo

de la matriz D , definida en (2.2.40), que resulta ser

) 73.9181 35.7263
35,7263 71,3903
También son necesarios los vectores x, y h , definidos in-

mediatamente después de la expresibn (2.2.40), los cuales son

igual a

1.0528 36.6128
Xy = h =
1.4121 -6.4518

Finalmente, y de acuerdo a (2.2.42), p(x71|§7°) es una
distribucién t de Student con n - p = 68 grados de libertad,
localizacibn igual a 0.1222 vy precisidén 0.7045 . La aproxi-

macién normal a esta distribucibn esta dada por

N(0.1222, 1.4194) .

En la fig. 2.4. se presenta la grafica de ésta iltima den-
sidad junto con el valor X,y = ~0.682 , correspondiente al va-

lor generado.
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Bistribucion final predictiva de x(asl)

Normal ( 8.1222, 1.4184)

e e e cpm
2
g
s
8 I T+
S oL h A 1

Figura 2.4.
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2.3. EXTENSION A OTROS PROCESOS

Lo desarrollado en la seccibn anterior para procesos auto
regresivos se puede aplicar a procesos como el MA(q) & el
ARMA (p,q). Para ver cbmo es posible é€sto, comencemos por con-

siderar un proceso estacionario ARMA{p,q) vy una serie de ob-

servaciones §; = (Xy X, vun xn) generadas por dicho proceso,
entonces,
- —vea- = - a.2 e
xt let~l Bpxt-p t aj t-1 Olqzt--q '
(2.3.1.)

El conjunto {Zt : te2} , es un conjunto de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
E(z) =0 y Vv(z,) = 0? < ® , También se supone, sin pérdi-
da de generalidad que E(Xt) = 0 ., Los parmetros de interésg
son §'= (B, B, ... Bp) ,oa'=s o) o, ... aq) y o.

El modelo anterior se puede expresar en términos del

operador de retraso B , como
[a@)] x, = e] 2z, (2.3.2.)
p 5 q - i
donde A{(Z) = 1 - )] B,1 , M(Z) = 1 - .2 o, 2

Sean ahora {GEX} y (Y las soluciones respec
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tivas de las ecuaciones

Ay =0 , M) =0

entonces (2.3.2.) se puede escribir en la forma

p “q
T (1 - G.B){X, = T (1 - H.B)|Z
i=1 Lt 5= J

0
Consideremos {H,} valores tal que

j=1
con 6j una cantidad pequefia, j = 1,2,...

Hagamos la siquiente transformacién

% (1 -HB°| w =x
=1 3 t Tt

Con esta transformacifn es posible generar una serie de W

n

dadas las {x } , pues si la transformacién se denota por

t .
O t=1

t

H.
J

g

(2.3.4.)

T w =X |, ! es una matriz triangular nxn

- n

con

elementos en la diagonal iguales a la unidad, por lo que

[T7!'] =1, (de donde también |T| = 1).

Sean ahora
G' = (Gl,Gz,...,Gp) , H' = (HI,HZ,...,Hq)
0 0 0 0
H ' = (HI,HZ,...,Hq) , 8" =1(8,,8,, ..,5q)
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La verosimilitud asociada a los parametros G , H y o

se denotari por

(g, H, ol x, (p,0))

o alternativamente,

0
L[gl H + 6,0 | §nr (p,q)] ’
0 .
pues H =H + 6. Al considerar en la verosimilitud par&me-
tros Gy H = ﬁo + 6 , se estd pensando que el proceso que

generd los datos X, es el ARMA(p,q)

p - g 0 .
I (-GB)| X = |1 (1-H, JB)| 2 .3.5.
‘.i=l( G, )J ¢ L’=l( 5 * 6]) )J ¢ o (2.3.50

y el proceso que generd las v estd dado entonces por

P q o 2 q ) !
T(l-6B T (1-HB) |wW =1 (1-H,+8)B)) 2 |, (2.3.6.)
i=1 | I = 10 t

lo cuél es equivalente, puesto que 6j es considerado pequeiio,
j=1,2,...,9 , aque las Y, esten generadas, aproximadamente

por el modelo.

P q .
- .B I - (i, - 8§.)B W, =12 . 2.3.7.
121(1 G,B) j=l(1 (g - 6) )- RN (2.3.7.)

Lo importante es hacer notar que éste G(ltimo modelo es un

AR(p+q), siendo la verosimilitud correspondiente
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L[E, H - 8, 0 | W (p+q,0)] ..

La aproximacifn que se est8 considerando en (2.3.7.) es
tal gque, aln para muestras no muy grandesg, no presente efectos

significativos, de tal forma que es posible afirmar que

163"

¢ .
ple, v +8, 0 b2, o) fnfe B’ -8 0| v, (prq,0)] ,
sin olvidar que 6. , j = 1,2,...,q, es considerado pequefio.

Lo hecho anteriormente nos permite establecer lo siguien

te, supongamos que para el modelo ARMA{p,q)

p q
iill(l - GiB) Xt = ‘El(l - HjB) Zt

los pardmetros (G,H) tienen asociada una matriz de informa-
cién I{G, B |(p,q)} . Del mismo modo sea I{G, H | (p+q,0)}
la matriz de informacibn que corresponde a los parametros

(G,H) del modelo

P q ]

T (1-G,BY T (1L ~-H.B)}] X_=2

i=1 i j=1 3 t t

Sea
e o
1{g, # | (ptq,0)} = '

]
‘su Tw
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entonces, como para muestras no pequernas se tiene que

1{G, H| (p,q)) = 1{G, -H | (p+q,0)} =

es claro que los determinantes de las matrices de informacién
para un proceso ARMA(p,q) vy un proceso AR(p+q) son apro-

ximadamente iguales.

En términos de los parametros originales este Gltimo re-

sultado se traduce en lo sigquiente: sea

q * 2
- - _ R _ p* _ _ p* ptg
l(1 GiB)jgl(l H;B) =1 - BB - BB -...- B B '

=

i
entonces, por lo visto en la seccifén anterior, la matriz de

informacidén asociada a los parametros

*, ok * *
8 =1(8, 8, ... Bp+q) ;, I(B) , es de la forma
(ptq,0) (p,q)
*y - gPta ! + ,P¥d
I(B) =n ptg = n Mo , (2.3.8.)

en donde la aproximacibn se justifica por lo demostradoc en es

ta seccibn.

También y por propiedades de la matriz de informacidn,

se sabe que
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A TESIS MO DEBE
Sn 05 Lh AOTER

l/7. * 1/2 *
[1¢c, | = |z |3 lg, W] , (2.3.9.)

donde ¢
*

* 38
B e B = sy ,

*
es el jacobiano de la transformacién de B8 a (G, H) .
Ahora bien, en general es posible demostrar que para un
proceso ARMA(p,g), con el dado en (2.3.1.), la funcibn de

verosimilitud es de la forma,

plx |8, ¢, 0 =0 £(8, o expl3er S(B, @) , (2.3.10.)
donde,
th 2
s(B, &) = | E*(z |x, B, @ (2.3.11.)

Con una distribucién inicial no informativa sobre

(B, o, o) dada por

1
- /2
p(B, @, 0) « o ' | 1(8, o] . (2.3.12.)

la distribucién final estara dada por
1

/2 )
P o olx) =0 ™ 1, 0 | B, 0 ewlisE, )

de donde la marginal de (B, a) , obtenida de la misma forma

que p(B I§n) en la seccidn anterior, serd
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l/2 "n/2
p(B, alx) = [1(8, w| £(8, @ [s(8, 0] . (2.3.13.)

.
El’ll el caso de un proceso autoregresivo, los factores

|I(§_)| y f(B) se cancelan, salvo una constante, como ya

se demostrd anteriormente.
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2.4, PROCESO DE PROMEDIOS MOVILES

El modelo para un proceso MA(g) , que puede ser visto

como un proceso ARMA(0,q), es de la forma

Re = By =0 By =eeem Oy 2o (2.4.1.)
en donde las suposiciones distribucionales sobre {Xt : te®)
y {2_ : teZ} son las mismas que se han manejado en todo

t
este capf{tulo.

Con respecto a la verosimilitud y a la distribucibn ini-
cial dada para el caso general en {(2.3.10.) y (2.3.12.),
para el proceso MA(g) se tiene que

1
(O,q)l /2

p(x, la, 0) = o M IMn exp{%%y S(a)} ,

1 1
pla, o) = |1(a, o) =0 @ |1(a)] X

Pero, de acuerdo al resultado visto en la seccién anterior,

para n grandes,

=1
II(S)I 2 nd |M£0,Q)|

I

por lo'que la distribucién final de (a, o) serd
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pla, o Ig(_n) « g™ (P+1) exp %—(1;7 S(a)} (2.4.2.)
Entonces, ’
-n
pla]x) = {s(a)} /2 (2.4.3.)

A diferencia de un AR(p) , ver (2.2.9.), la suma de cua
drados S(a) no es exactamente una forma cuadratica en o ,
lo cual se puede demostrar viendo que E(Zt Ifn’ a) , en
(2.3.11.), no es lineal en las al,az,...,aq . 8in embargo,
para n grande, se espera gue la linealidad de E(Zt Iin' a)
se cumpla aproximadamente dentro de ciertos rangos, de donde

es posible decir que aproximadamente

2 1 ~ A
S(a) =v 8" +35 | Si4 (ai-ai)(aj—aj) (2.4.4.)
1,3
,  s{@ 2% s (a)
donde, 8§ = — , Vv=n~gq , S,, = ———— .
v 13 aai aaj

El porqué de esta filtima expresibén se puede comprender
si uno se di cuenta que no es mis que el andlogo al caso AR(p)
y que esta dado en (2.2.33.), en donde por cierto Sij = 2 di+l,j+1'
Al substituir (2.4.4.) en (2.4.3.) se tiene entonces que
Si' a A
pla |§n) « |1+ § 2 (ai~ai)(aj—aj) p (2.4.5.)

i, 2s?
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lo cual, al estar considerando muestras grandes, nos dice que

aproximadanente,
pla]x) = exp{-(a-a) t5;5) (o-8) g2} (2.4.6.)

es decir,

= ~ 2
p(g_|§ﬂ)—Nq(g,ZS s; 0y (2.4.7.)

Una y-regifn de mayor densidad para @, es facilmente
construfda si se recuerda que al cumplirse (2.4.7.) se tiene
que

~ ~ 2
- ' -
(a-a) {Sij} (g-2) g2 ™ X (q) ,
por lo que la regibn buscada serid

_ q P A~ 2
R, = {zg & B[ (e-a) (8,4} (g-a) < 28? X(q) ,1-a)

2 . . . : 2
donde X(q),l—a es el cuantil 1l-a de la distribucibn x(q) .

- 83 -



2.5. PROCESO AUTOREGRESIVO ¥ DE PROMENDINS MOVILES

El proceso ARMA(p,q) se ha dado en (2,3.l1.,) con los su-
puestos que éste tiene, Consideremos el vector de parlmetros
g* dado por la transformacibn

”

foe
1
i e~
=
~
ot
b
1
lI.M\,Q
[~]
~
e
i
—

]
~1
>

*
~

De acuerdo a lo desarrollado en la seccibn 2.2. el proce

so AR{p+q) definido por

Ptq x K
[1’ Z BBl Xe = %

k=1

*
asocia una matriz de informacién, I(8 )}, tal que

-1
+
(8" | = P PO

También al analizar (2.2.6.) se deduce que la funcibén £(8,0),

en este caso f(g*), que aparece en (2.2.10.), es igual a
Y/
{p+q,0)

£(g7) = |M
- ptgq

es decir

18" ] = £7% (8%

Aplicando (2.3.9.), es claro que
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lT,a '/ = 120 aerle,al] |
al sustituir [I(g*)], .
1, ar ' e84 « |og*]g,0)]
por lo gque finalmente
l18,0) ' £8.0) & |3(B*]8,a)] .

De esta forma la distribucidn final de (8,a) gque aparece

en (2.3.13), estd dada por
-n/2
pBialx ) |3(8*|B,0)]|s(B,a)
2.6. DISTRIBUCION INICIAL INFORMATIVA

En las secciones anteriores el proceso de inferencia se
llevd a cabo haciendo uso de la distribucibn inicial de referen-
cia dada por la regla de Jeffreys. En esta seccidn se presenta-
ran los resultados que se obtienen cuando se utiliza una‘distri—
bucidn inicial informativa, la cuval pertenece a una clase espe-
cifica de distribuciones. No se especifica todo el desarrollo
para llegar a dichos resultados pues éste se puede encontrar en

Broemeling (1985).
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Proceso AR.

Sea el modelo AR{p) dado por .
Es Keos * 2y

en dorde E(Xt) =0, Zt ~ N(O,T—l) para toda t y

COV(Zt, Zs) =0 para toda t , s .

La distribucibn inicial para (B,T) estd dada por
p(8,1) = p(B]tip(t) , en donde p(BlT) es la distribucién nor-

mal
plBlnac 2 exp {:21 (8 - w)'P(B - g)} , BeRP

y plt) es la distribucibn gamma dada por

plt) cc 1371 , T >0

Esta distribucién inicial pertenece a una familia conjugada,
lo que significa que la distribucibn final tambié&n perteneceri

a la misma familia.

Sean 5% = (%), R, peee, xn) las n observaciones del

proceso y X, X cer x—p observaciones iniciales gque se

-1
suponen constantes (si &stos filtimos valores no se tienen, pue-

de suponerse que todos son cero). La distribucibn final de
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(8,7) resulta ser

(n+2a+p/2)-1
pBitlxdac T

exp{f—zll (8 - A”'c)'alg - a7 'e) + Dl}

gerP , 1> 0

en donde si G es la matriz pxp con elemento (i,j) dado

n

por g;s = klek_ixk_j y B'= (h,hy,..., B)) con
n

hj = kzlxkxk'j , 3=1,2,..., p, entonces

Integrando la distribucidn conjunta de g y 1T con respec-

to a 1 , se obtiene
B lx ) cc|(8 -~ 2"IC)'A(B - A'IC) + D - (n+2a+p) /2 , BeRrP
P® Ix, 8 8 8

que a su vez se puede expresar como,

-1 -1 Y- (n+2a+p) /2
- ! -~ A C
(6 - AT'C)'A(B ) g ex®

p(Blx) o |1+ b - =

~
Entonces la distribucidn marginal final de 8 resulta ser una
distribucidén t de Student con n+2a grados de libertad, vec-

-1 s P a ~1
tor de localizacién A~ C vy matriz de precisién (n+2a)D A .
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La distribucibn correspondiente a T esta dada por

((n+2a)/2)-1___[-1 s -1
plt|x)) o 1 exp T@b + Py + kzlx; - C'A C] , T>0
asi que p(TIﬁn) es una distribucidn gamma con par@metros
n
(n+2a)/2 y [+ wPp+ ) % - caTlc
I R

Por iltimo, la distribucibn predictiva de x = x resul-

n+l
ta ser una distribucién t de Student con n+2a grados de li-
bertad, vector de localizacibn

[1 -F,a+E)R) TR AR e

y precisibn (n+2 )[} - F;(A-+E)_1Fé]x
x{D+c'a’lc-c(r +E)—1F*[l - Fl(a +E)—1F,J_1F,"(A+E)_IC}

donde E es la matriz p xp con elemento (i,j) igual a

xn—(i—l)xn—(j—l) y Fi = (xn, Xoqreee xn—(p—l)] .

Al igual que en la seccién 2.2., en donde se utiliz6 una

distribucidn inicial informativa, la distribucidn predictiva

a 1 ducto de dis-
TR YRR Xn+k) estid dada por el product

tribuciones t-Student, cada una similar a la encontrada para

de (X X

X

.

n+l

- 88 -




- Proceso MA

Consideremos el proceso MA(l) .

-1
en donde Zt ~ N(O,T ) vy COV(Zt'Zs) = 0 para todo t , & .

Sea A(ax) la matriz nx (n+l) definida como

-a, l 0 .« 0
0 -a, 1 0...0
A(ux) = e e e e
0 0 .= 0
| ! J

La matriz’ A(a])A'(ul) resulta ser simétrica y definida posi-
tiva, asi que existe una matriz ortogonal @ tal que

Q'A(al)A'(ul)Q = D(a,) , en donde D(al) es la matriz diagonal

; - 2 _ An
con elemento i dado por di(a) =14+ o) 2q,COS i

Suponiendo que o, y T son independientes y que la dis-

tribucibn inicial de 1 es gamma con parimetros a y b , se

obtiene la distribucibn final conjunta de (G],T) '

n -1/2 .
p(al)izldi (a!) b4

p(al,len) « T((n+2a)/2)—l

- -1
x{exp 7; [?b + x 0D (al)Q'ggj} , e R, T>0
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y la distribucibn marginal de o €5

n

play 1 ) oy
i=1

il

pla,|x ) e - .
R T CRL n+2al/2 :

Esta distribucidn se puede analizar numéricamente.

La distribucidn marginal de T s€ debe determinar, tambié&n

1.

” : . . . s . 1
numéricamente, a partir de la distribucidn conjunta p(unggn

Dado «, , €S claro que p(?lal,ﬁn) resulta ser gamma con

sardnetros (n+2a)/2 ¥ 3(20 7 xiop” ()0,

para encontrar la distribucibn predictiva de X% = X 43y ¢
es necesario considerar las cantidades Qu» Al )y D*(a]) '
que se definen en forma andloga a QA Y Do) pero ahora
pensando que el vector de observaciones €3 (x”xz,”.,ﬁv an)

-1 P -
Ademis, sea Elx)) = Q.04 (“1)Q; , la cuel es particionada como

siendo Exx(al) de nxn Y qu(al) escalar. Por Gltimo, si
= = 4 =x'E a +2b
Ala ) = E,, () B(a ) 5;1312(01):;“ vy Cla ) =2y L le)xy '

ia distribucidn predictiva de X .y v dado %, Y O estéd

dada por
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! , -
p(xn+l‘§n'a1) CC{[}n+l

~1 Y2
A (al)B(al)) A(ul) +

+ Cla) - B'(GI)A~I(0))B(QI) £R

- {n+2a+1) /2
| o

n+l

la cual es una distribucibn t-Student con n+2 grados de 1li-
bertad, localizacidn A-l(ni)B(a,) y precisién

(n+2:¥)A(0))[C(o:1) - B IR (o, )B(n:)}

Algunos momentos de la distribucibn predictiva p(xn+1l§n)
se pueden calcular a partir de p(xr+li£n'al) Y p(allgn) ,

por ejemplo ,

X ) = Eﬂ,}ing(xn*llﬁﬂ'n’)

’ '“ = ) B
V(yn+l'zn) Eu }Xn V(hn+lf§n'a:) * Vc

b Bt 1

!inE(xn+1iZﬂ'uJ)

El célculo de p(xn+1§§n) es por métodos numéricos, pues

p(xn+l]§n) = ’p(xn+l;§n,a1)p(n

R
En general, el modelo MA presenta algunos problemas en su
andlisis, pues aparecen distribuciones no conocidas. Para mode-

los de orden mayor a 1 se espera encontrar mds dificultades.




Proceso ARMA

Sea el modelo ARMA(1l,1) dado por

en donde 2,_~ N(0,T ) , E(X.) =0 y COV(Z,2 ) =0 para

todo t , s .

Broemeling obtiene la funcibn de verosimilitud para este

caso, y a partir de la forma de dicha funcién sugiere que la

i

distribucibn inicial para (al, E., 1) sea de la forma
P(B],QJ,T) cc P(B]!T)p(ul)p(T) . (Oa'Bx)E R, 1>0

donde

y pla,) es una densidad propia en R .,

Siendo D(ul),Q 1as mismas matrices utilizadas en el pro-

ceso MA , xg = (X 40y xn) las observaciones gue se tienen
= 1
e b — '3 , , e
del proceso, y %i = (Xo’ Xireee kn_l) con ho constant

conocida, se tienen los siguientes resultados,
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n 1/2
p(a,)izldi (a,)

AM/z (a,){c (6,) - BZ(a )A™" (“1)} (n+2a+1) /2

P(Gllin)GZ ;o€ R

donde
Ala,) = 207 (0 )%, + &
Bla ) = x'007 (a,)x, + Eu
Yy
-1
Clay) = 200" "{a )Q'x + 2b + Ep?
Ademis

28,10, 5,)0{ (B2 0, 1810,1) e, < a, )-8 (3, )87 (@)} /2 g o

por lo que la distribucién condicional de 8x dado a  es una
t-Student con n+Za grados de libertad, localizacibn

A—](al)B(ul) y precisidn (n+2a)A(ul)[?(al) - éz(al)A_l(al)J"‘.

Para el anélisis de P(a1l§n) y la obtencibn de las demis

distribuciones marginales, se regquiere de métodos numéricos.

-1
Haciendo uso de la misma matriz E = Q,D, (a,;)Ql que se
definib en el caso del proceso MA y de la particidn que se

hizo de ella, es posible obtener la distribucibn conjunta con-

dicional de (gn, Xn+l) dado a,
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-1/2
dn+{ (a,)pla)

l_A-J (O‘))B(c‘l )J ZA(al)+C(al)-Bz (@, )A_l (al)}(n+2a+l)/2

Pl T
nt

L9}
eR

:;x

Xn+1E R

en donde
A(al) = Ezz(“,) -[%zl(al)g* + Ezz(al)xn]2[§'*E'(Z)E(GI)E(Z)J
B(G’) = [—’EIIIE” ((!})§* + E'E“(ax)xn + gu] %
-  (2) (2)y-1 \
x@21MH§*+E“(a”xJ[;+§ Emlhg J - ﬂFIJaJ

= 2 ] _
C((xl) = Eu* + 2b + )inEH(ax))—{n

_[5;113“(&1)5* + ‘}"{‘I']Elz(ul)xn + EU]ZEE + x! (2)E(ul)§(2)J-x

, x
con K(“) =[::]

X
n

De la distribucidn anterior se puede deducir que la distri-
bucidn condicional de x ., dado x 'y a , p(xn+l!u1,§n) ,
es una distribucidn t-Student con n+2 grados de libertad,
localizacidn A_l(al)B(nl) y precisibn

2 -1 -1
(n+2a)a (o) [Cla,) - B2 (a A" (a))
Algunas caracteristicas de la distribucién predictiva

p(xn+l gn) pueden encontrarse a partir de p(xn+l!al,§n) y

p(allgn) , por ejemplo,
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E(X ) = E

’

E(

n+li§n Xn+l|§-n'a1)

a {x
1 ' =n

V(Xn+l|x ) = E lan(xn Xpi@ ) + v E (X

~n al +1 =n lx ,ul) :

uxlin

Al igual gue el proceso MA , el cdlculo de pl(x )

X
n+1|—n
necesita de procedimientos numéricos.

Se espera gue la distribucidn inicial informativa dada en
cada uno de los tres modelos presentados en esta seccibn, sea
la suficientemente flexible como para representar, en la mayo-
ria de los casos, el conocimiento inicial gue se tenga sobre

los valores parametrales.
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CAPITULO 3

4

TOPICOS RELACIONADOS

En este capitulo se presentan algunas dtras formas de re-
presentar el conocimiento inicial y su implicacibn en el an&li
sis final. También se hace mencién de otro tipo de modelos
aplicables a series de tiempo y se plantea el problema de iden
tificaci6bn, dando algunas posibles socluciones. Por Gltimo, se
comenta brevemente el problema de estimacibn, prediccibn y

prueba de hipbtesis.
3.1. CONDICION DE ESTACIONARIEDAD

Teniendo a nuestra disposicibn una distribucidn de proba
bilidad asociada a los parémetros de cierto modelo, es posi-
ble también calcular la probabilidad de que la solucibn dé
lugar a un proceso estacionario y/o invertible, asf como tam-
bién de gue sea oscilatorio*. Por ejemplo, si se estd traba-
jando con un modelo ARMA(1l,1l), la probabilidad de gque dicho

proceso sea estacionario e invertible es igual a

j p(a,81§n) da AR,
R

siendo R 1la regidn que define los valores parametrales que

dan lugar a un proceso con tales caracteristicas. En este

*Se refiere al caracter oscilatorio de la funcidn de auto-
correlacién.
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caso es facil comprobar que
R= {(a,B) em?: Jaf <1, |B] <1} .

En un proceso AR(2), la regibn de estacionariedad esté

dada por

Ry = {(By,B,) = B, +B, <1, B,-8, <1, |8] <1}

y la regidn que di lugar a una funcién de autocorrelacién os-

cilatoria es

2
R, = {(8),8;) : B, + 4 8, <0} .

El volGmen determinado por cada regidn Rp » R,y la superx-
ficie p(B,,lein) serg igual a la probabilidad de que se
tenga una solucifn estacionaria o con caracteristicas oscila

torias respectivamente.

En la figura 3.1 se presenta las regiones RE r Ry oy
sus complementos respectivos Rep ¥ RNo . Adem&s se puede
apreciar la regién (elfptica) de alta densidad gue con proba
bilidad .99 contiene a los parémetros (8,,B,) del ejemplo
dado en 2;2. Se observa que la probabilidad de que se ten-
ga un proceso estacionario con una funcibn de autocorrelacibn
que oscila es practicamente 1, lo cuél concuerdo con lo que

se obtendrfa al estudiar el modelo tebdrico.
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Regton estacionaria (RE) y region oscilatoria (RO)

. <:) Region para (betal, beta2)

con .93 de probabilidad.

BetLenZ
~.

R P R U N T R M S

betal

Figura 3.1.

Alternativamente la probabilidad de obtener una solucién os-
cilatoria, P{(B,,R,) CRO} , st podrfia obtener si se cuenta
con la distribucidén de Bi + 4 8, . %Zellner (L971), propone

la transformacibn

1 2 '
de donde
2 2
2 A 2 h,-h, A
plhy,hylx ) oo (v 8% & (hy=By) dy + f—p— - Ba| dop ¥
~\ -
A h, hf R /2
+ 2(h=By) j—g— - Byl 4y, ., (3.1.1.)

siendo d,,, d4,, v 4, elementos de la matriz D dada en

2
(2.2.10.) vy v 52 , E cantidades definidas en la misma
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seccibn 2.2,

Integrando numéricamente {3.1.1.) con respecto a h, se
obtiene la distribucién marginal (después de normalizar) de

2
h, =B, +48, , p(hzlgc_n) , lo cual permitirfa realizar in

N 2 .
ferencias con respecto a B8] + 4 B, , por ejemplo

P{solucién oscilatoria} = P{(8 ,8,) € Ry}= P{h, < 0}
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3.2, ANALISIS USANDO OTRAS DISTRIBUCIONES INICIALES

La distribucién inicial que se ha utilizado en este traba
jo es, en el caso de una distribucién no informativa, la pro-
puesta por Jeffreys (1961), y en el caso de una distribucibn
informativa, la basada en familias conjugadas, cuya teorfa pue
de verse en Raiffa y Schlaifer (1961), De Groot (1970).
Existen otros procedimientos que permiten asignar distribucio
nes iniciales de referencia o no informativas, como pueden ser
el propuesto por Bernardo (1979), que estd basado en el concep
to de la informaci6n gue se puede esperar de la realizacif6n de
un experimento. 2ellner (1977) utiliza la distribucién inicial
de "informacibén minima", haciendo uso de otra medida de infor-
macién. Box y Tiao (1973), parten del hecho de que basta pe-
dir a la distribucién inicial "uniformidad local" en donde la
verosimilitud tenga més importancia. Otro método es el de
Novick y Hall (1965), Novick (1969}, el cual hace uso de fami

lias conjugadas.

En cualquiera de los procedimientos antes enunciados,
asi como en el de Jeffreys, la distribucibn inicial no infor-
mativa resulta impropia, no obstante, al combinarla con la
verosimilitud por medio del teorema de Bayes, se obtienen dis

tribuciones finaleg propias consideradas como informativas.

Broemeling (1985) hace mencién de un procedimiento que
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€1 considera muy prometedor y cuya referencia es Stigler (1982).
La ventaja de &ste procedimiento, seglin Broemeling es que "se
estd en mejor disposicibn de pensar acerca de una variable ale
atoria observable que hacerlo (directamente) sobre un paréme-
tro © no observable", y éste método se basa precisamente en

el uso de la distribucibn predictiva.

A pesar de las diferencias matem&ticas entre los métodos
anteriormente referidos, préacticamente los resultados finales
son los mismos, mds afin en el analisis de series de tiempo,
en donde por lo general se cuenta con un nmero grande de

observaciones.

Es importante hacer notar que lo desarrollado en el capf
tulo anterior sobre el modelo AR(p), no restringié los valo-
res parametrales de tal forma gue se impusiera alguna condi-
cidn de estacionariedad. De hecho, se puede calcular la pro
babilidad de gue la solucibn sea estacionaria o no, como se
hizo en la secci6n 3.2. Si se sabe gque el proceso es estacio
nario, entonces las rafices del polinomio A(Z) definido en
la seccién 1.5 deben estar fuera del circulo unitario. Esto
se traduce, en el caso de un proceso AR(1l) ,

X, = B, + B, X,_; + €, , en pedir que e, <1, yenel
caso de un AR(2) , en que B8%(B,,8,) esté en la regidn Ry
definida en la seccidn anterior. Zellner (1971) presenta el

desarrollo, siguiendo la regla de Jeffreys, para la obtencién
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de la distribucién inicial no informativa de los parimetros
del proceso AR(l), cuando se sabe gue existe estacionariedad.

La distribucién que obtiene es

1

1~
p(B,8,0) o (1_-82—)5-17? 5 |S, <1 ,

o

en donde se usd la reparametrizacibn

B

(Para (R,6,0) resulta que 6 es independiente de B y de

o)

En términos de los par&metros originales, y haciendo uso
de la propiedad de invarianza la cual fué brevemente explica-

da en la seccibn 2.1, se tiene que

p(By,B,,0) a [J| p(8,8,00
+

siendo J el jacobiano de la transformacidén, de donde

plBe,fy,0) @ o el <1
~F1

g

Suponiendo independencia entre o, B, y B, se habria obteni-

do,

Qi+

(BysBy,0) cc L
Pibosbyy ?I:E7TT7; g, <1 .
1
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Combinando esta Glt%ma distribucién inicial con la verosi
militud, Zellner obtiene la distribucién final conjunta de
(By,B,,0) y la distribucién final marginal de B, . Estas
distribuciones no tienen alguna forma conocida y su anélisis
requiere métodos numéricos.Lahiff (1980) desarrolla un algorit
mo gue trata este problema. No obstante, las aproximaciones
gue se pueden realizar para n grande dan lugar a una distri
bucibn t-student para P(lein) . Monochan (1981}, ha estu-

diado en forma similar los modelos ARMA{p,q), para p,q = 0,1,2.

En el caso de querer establecer la condicibn de estacio-
nariedad en una distribucién inicial informativa, Broemeling
(1985) propone el uso de familias conjugadas, en donde la
asignacibn de los pardmetros iniciales se realiza de tal for-
ma que la distribucién marginal de B asigna a la regién de
estacionariedad, RE , la mayor densidad posible, es decir
pig ¢ RE] = 1. Refiriéndonos al modelo AR de la seccibn
2.6, el criterio anterior significa dar valores a M , p ,
ay b , para los cuales la distribucibn marginal de B , que
es una t-student, se concentra lo mis posible en la regién
RE. Se debe hacer notar que esta eleccién de los parametros

iniciales también afecta a la distribucién marginal de
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3.3. Representaciones alternativas

El andlisis bayesiano de series de tiempo se puede llevar
a cabo utilizando modelos lineales din&micos (MLD), los cuales
permiten incluir cierto comportamiento de los par&metros a lo
largo del tiempo. La formulacidn general de este tipo de mode-
los (caso discreto) es

Ecuacidn de

observacidn: X(t) = F(t)8(t) + v(t), w(t) ~ N(Q, V(t))

Ecuacibn del

sistema: 8(t) = GB(t-1) + wlt), w(t) ~ N(0, W(t))

En donde,

X(t) : vector n x 1 de observaciones hechas al tiempo ¢t .

8(t) : wvector r x 1 de parlmetros del sistema al tiempo t .

F(t) : matriz n % r de variables independientes,conocida al
tiempo t .

G : matriz r x r conocida gue gobierna el movimiento del
sistema.

v{t) : vector n x 1 de errores en las observaciones al tiem-
po t .

w{t) : vector r x 1 de errores en el sistema al tiempo t .

El modelo AR{p) analizado en el capitulo anterior se pue-

de expresar en términos del MLD considerando
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E(t) = X ' F(t) = (xt—l’ X )

g2/ Xeop

g_l (t) = (Bll 821‘--4 Bp) ] _v_(t) = Zt

G=1, wit) =0
El anflisis de los MLD se realiza a través del conocido

Filtro de Kalman (que es por naturaleza bayesiano), en donde el
vector 6 (t) ‘es desconocido. Si adem@s se desconocen, como es
usual, las matrices de covarianzas V(t) y W(t) , se utiliza
filtraje adaptativo. En Maybeck (1979), Harrison and Stevens
{1976) y Broemeling (1985) se puede encontrar un estudio de es-
te tipo de modelos. La generalidad que representa un MLD (mo-
delos econométricos,de regresibn, de disefio de experimentos, de
crecimiento, y otros mds son casos particulares), es lo que oca-
siona algunos problemas practicos, como el tener distribuciones
finales poly-t . Harrison y Ameen (1983) presentan un articulo

en donde tratan de subsanar estas desventajas prdcticas.

El estudio de series de tiempo también puede realizarse en
el dominio de frecuencias lo cual significa, en términos genera-
les, suponer que la variabilidad en una serie de tiempo estd
conformada por la variabilidad atribuida a cada uno de una se-

rie de componentes ortogonales, senos y cosenos, en diferentes

frecuencias.
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Especificamente, si {Xt: t =0, *1, *2,...,} es un proce-
so estochstico estacionario y ¢ es su funcibn de covarianzas,
existe una finica funecidn F real, no decreciente, continua por
la derecha y definida en [;ﬂ, ﬂ], tal gque

o() = Je*™ar(w), § = 0,%1,%2,...

3 Se——

A la funcidn F se le conoce como funcién de distribucibn es-
pectral. Suponiendo que F es absolutamente contipnua con res-
pecto a la medida de Lebesgue en [—n, ﬁ] , se puede encontrar
una finica (mddulo conjuntos de medida cero) funcidn £ real,
simétrica alrededor del cero, no negativa y definida en E4IJJ
tal gue
T
g(3) = jeiwjf(w)dm, 5= 0,41,42,... .

La funcidn f es la funcibn de densidad espectral.

AdemAs, si se tiene una funcidn con las caracteristicas de
f , se puede asegurar que &sta es la funcidn de densidad espec-
tral para alguna funcidn de covarianza. Todos estos resultados

y mds se pueden encontrar en Anderson (1971), Loeve (1963) .
El andlisis espectral de una seric de tiempo se centra ge-

neralmente en estimar la funcidn de densidad espectral, y en

particular ciertas intcgrales de dicha densidad sobre subconjun-
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tos de [&n, ﬂ] , (comunmente se introduce una constante de
normalizacibén de tal forma gque
T

{f(m)dw =1,

-7
teniendo efectivamente una densidad), asi como también las orde-
nadas de f{w) para algQn conjunto finito
{wl, Woreens wk} = [:ﬂ, {}. Shaman {1975} y Shore (1977) pre-
sentan un procedimiento bayesiano para estimar ciertas ordena-
das f(wl), f(wz),..., f(wk) , con 0 < w < W Celow <o
Ambos consideran a {f(wj): j=1,2,...,k} como un conjuntc de
parametros, siendo el espacioc parametral
{(f(wl), f(mz),..., £lw)): f(mj) >0, 3 =1,2,...,k}. ILa
distribucidn inicial usada es conjugada. Dos de los principa-
les problemas en este andlisis son: tener una buena aproximacién
a la verosimilitud que sca de fécil manejo y considerar gue un
nfmeroc finito de ordenadas no caracteriza en forma f{nica a la

funcidn de densidad espectral.
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3.4, IDENTIFICACION DE MODELOS

En términos generales el problema de identificacién tra-
tado bayesianamente lo presenta Zellner (1971) y éste consis-
te en lo siguiente (usando notacibn original}: sean M, , M,
dos modelos y 8, , 0, sus parametros respectivos. Si ambos
modelos junto con la informacidén inicial asociada a cada uno,
p(ei]Mi), i =1,2, dan lugar a la misma distribucibn marginal
para un conjunto de observaciones, se dird que M; con su in
formacifn inicial y M, con su informaci6n inicial son obser
vacionalmente equivalentes, es decir, M, no estd identifica
do en relacién a M, . Explicitamente, sca

p(ylMi) = [ p(y(ei,Mi) P, lmi) ap, , i=1,2, .

si plylM) =plylM,) , entonces los modelos con sus respec-
tivas informaciones iniciales p(eilMi) , i=1,2, son obser
vacionalmente equivalentes, y no se puede "decidir" gqué mode-

lo explica la informacibén muestral.

El incorporar informacién sobre las posibilidades que
tiene cada modelo de ser el que mejor explique el proceso de
interés, puede ayudar a resolver el problema de identificacién.
Esto significa el dar una probabilidad inicial, p(M) , para

cada modelo M, que se desee considerar.
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Harrison y Stevens (1976) proponen un método de identifi-
cacién en donde se considera la clase de modelos lineales di-
ndmicos, y proponen un criterio bayesiano para elegir, de un
conjunto finito de tales modelos, aquél que sea el &ptimo.

En dicho articulo no se dice nada sobre la asignacién de las
probabilidades iniciales p(Mi) , i=1,2,...,m . 8e hace
uso de una funcifn de utilidad basada a su vez en la utilidad
que se tiene al realizar una prediccidn L pasos adelante,
Las predicciones se realizan sobre las mismas observaciones

que se tienen.

Procedimientos de identificacién, pensados exclusivaménte
para series de tiempo, han sido desar;:ollados desde el punto
de vista bayesiano por Akaike (1979), Dfaz y Farah (198l1) y
Poskitt (1986) . Este Gltimo autor trata el problema de iden-
tificacién en modelos ARMA, mientras que los otros sbdlo traba

jan con modelos AR .

Akaike basa su procedimiento de identificacién en el uso
de la estadistica AIC (Akaike Information Criterion), la
cual sﬁrge del principio de minimizacién de entropfa propues-
to por &1 mismo en Akaike (1974), Akaike (1977). Especifica-
mente se éarte del hecho de que exp{_% Aic(k)} es aproxima-
damente igual a la verosimilitud L{k) de un modelo 2aR(k),
k= 0,1,2,...,K.. 8i la distribucién inicial propuesta para

el orden del modelo es p(k) , k =0,1,2,...,K , la distri-
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bucibn final correspondiente serd entonces

k .
I nplid
i=0

plklx ) = Lik) p(k) , k=0,1,...,K .

Akaike propone varias digtribuciones iniciales p(k) ,

' entre ellas una que permite considerar orden infinito, situa-
cibn que s6lo puede tener un interés teSrico. Asimismo presen
ta un método de estimacibn de parametros promediando sobre los
modelos, usando pesos correspondientes segfin P(klﬁn) .

Por otra parte, Dfaz y Farah (198l) desarrollan un méto-
do de identificacibn para modelos AR en donde la digtribu-
cibn final P(k|§n) , k=1,2,...,K, parael orden del mode
lo, se obtiene a partir de la distribuci6n final conjunta

E(k) {x)

p( ,o,klgn) en donde B es el vector de parametros
del modelo AR(k), k =1,2,...,K y 0O es la desviacibén es-

tandar del proceso.

Los supuestos que se hacen son que p(g(k)lo,k) sigue
una distribuci6n normal, ¢ y k son independientes, siendo
pl(o) una distribuci6én gamma invertida y p(k) uniforme en

{1,2,...,k} .

Habiendo encontrado plk|x.) , k = 1,2,...,k , la cudl

esti dada en forma exacta, se identifica el orden del modelo,

- 110 -




.
y las inferencias sobre E(k ) se pueden realizar a partir de
(k*) * * . PR
p(8 A3 ,§n), donde k™ es el valor identificado de k .
Esta Gltima distribucibn, segfin lo visto en el capftulo 2, es

una distribucién t-multivariada.

Se debe hacer notar gue el anterior método de identifica
cién implica el dar un vector de medias y una matriz de varian
zas-covarianzas para cada distribucién inicial sobre g(k)
dado ¢ , k = 1,2,...,K , ademis se tienen que especificar
los pardmetros de la distribucién gamma invertida para pl(o).
Broemeling (1985) cita un trabajo de Litterman (1980), en don

de se propone una forma de asignar parlmetros a las distribu-

ciones anteriores.

Por Gltimo, el mismo Broemeling sefiala la posibilidad de
aplicar el procedimiento de Diaz y Farah para la identifica-
cifn de modelos MA ©&- ARMA, aclarando que se esperan encon

trar problemas analiticos.

En el trabajo que presenta Poskitt (1986), el problema
de identificacién es resuelto dando un criterio que asintbti-
camente coincide con el criterio bayesiano de elegir la deci-

sién con mayor utilidad esperada.

El desarrollo general del procedimiento se basa en el

uso de la funcibn de densidad espectral del proceso considera
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do. Sean m los modelos considerados, cada uno dado por

Moo= (£ (8 W) et , 8, c6), i=12,...,m ,
en donde fi , i=1,2,...,m son las funciones espectrales
gue definen cada modelo. Omitiendo los subindices, si m(8)
es la decisibn de elegir el modelo M , el criterio bayesiano
de decisifn escoge aguella decisién que maximice la utilidad

esperada U*(m(g)) , dada por

vt {m(8)} = J( uim(g) } p(N,8lx ) a8 . (3.4.1.)

La funcién de utilidad propuesta es

ui{n(8) ) = exp|-nim(8)}] ,
en donde

n{m{8)} = J

con f£f*(w) 1la verdadera funcién espectral del proceso que
generd la informacibn muestral X - E1l desconocimiento de
f* es resuelto dando una aproximacibn de dicha funcibén por
medio del periodograma O funcibn de densidad espectral mues-

tral (en cualquiera de las referencias citadas en el capitulo

puede verse la definicidén de tal funcidn) .
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La distribuci6n inicial de (8,M) esta dada por

p(6,M) = p(al¥) pm

en donde p(ElN) es la dada por la regla de Jeffreys y

,)-d/z

p(N) oo (27 , con d 1la dimensién del espacio parametral

correspondiente.

Para la clase de modelos ARMA, el criterio basado en
(3.4.1.), resulta ser asintbBbticamente eguivalente a elegir el
modelo ARMA(p,g) que minimice la funcién £4(p,q), dada por

A, = 2lin 6%+ 2n-1)7" T 1nfRe )| [+3 (prq)in n
J

(X

tulo 1, K(I) = ATN(OM) , 6 =co y los estimadores
z /

2
X
se obtienen sustituyendo estimadores consistentes de los pa-

rémetros.

El andlisis que realiza Poskitt de cada uno de los suman
dos en Alp,q) , permite decir gue, en el contexto de los mo-
delos ARMA, el criterio de seleccibn basado en A(p,q), esta
blece un compromiso entre las caracteristicas predictivas,
la estructura de autocorrelacidn de residuales y la dimensio

nalidad d = p+q del modelo.
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3.5. Decisiones estadisticas.

El realizar estimaciones y prueba de hipbtesis sobre los
parimetros de un modelo, as{ como predecir el valor futuro de
una variable de interés, se consideran problemas de decisibén

en ambiente de incertidumbre.

Tal como se explicd en la primera seccibn del capitulo 2,
el criterio bayesiano de decisibn escoge aquella decigibn que
maximiza la utilidad esperada. Para el cdlculo de la utilidad

gue se espera de cada decisibén es necesario contar con una fun-

®

cibn de utilidad, por medio de la cual se cuantifica la conse-

cuencia de tomar una decisién.

[¢18

En el presente travajo s0lo se traté el aspecto inferen-
cial, es decir, la obtencibn de la distribucidn final sobre
los paradmetros y de la distribucibn predictiva (final) sobre

la variable de interds. Estas distribuciones finales son nece-

sarias para el cidlculo de la utilidad esperada.

La asignacidn de una funcibn de utilidad que refleje, co-
mo se menciond anteriormente, las consecuencias de tomar cada
una de las posibles decisiones, no es un problema sencillo (lo
mismo puede decirse sobre la asignacibén de una distribucibn
inicial informativa sobre los parémetros, la cull debe reflejar

el conocimiento que se tiene sobre el verdadero valor de éstos) .
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La mayoria de las veces se han utilizado funciones de uti-
lidad cuadraticas o lineales, las cuales son de fAcil manejo,
y que ademis permiten recuperar, si se utilizan distribuciones
iniciales de referencia, algunos resultados que numéricamente

coinciden con el procedimiento clésico.

Zellner (1985), analiza una clase de funciones de pérdida
(en cuyo caso el criterio de decisibdn es minimizar la pérdida
esperada) asim@tricas, para el problema de estimacibn y de pre-
dicciédn. Lindley (1976) introduce el concepto de funciones de

utilidad conjugadas.

Prueba de hipdtesis, considerado como un problema de deci-

sibn, ha sido tratado por Bernardo (1982).

M&s informacidén sobre la teoria bayesiana de toma de de-
cisiones se puede encontrar en Savage (1972), Raiffa y Schlaifer
(1961), De Groot (1970), Berger (1980) y Aitchison y Dunsmore

(1975).
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CAPITULO 4

CONCLUSION

En el uso de los modelos ARMA para el estudio de series
de tiempo, uno de los principales problemas es el manejo de la
matriz de autocovarianzas, pues cada entrada de ésta es una
funcibn no lineal de los parametros. Si a &sto*afiadimos el
hecho de que la funcidn &{f,1) definida en (2.3.11.), no es
exactamente cuadratica en (£,2) , es f&cil comprender el
porgué del uso de aproximaciones a todo lo largo de este tra-
bajo (lo mismo sucede al utilizar métodos clasicos de inferen
cial), v el porgué se presentaron, en la seccibn 2.6., algunos
resultados en los modelos MA(q) y ARMA(p,q) solamente para
p =g = 1. No obstante, es comQn gue en series de tiempo se
cuente con un nimero suficientemente grande de observaciones,

con lo cual se espera gue las aproximaciones no sean malas.

En el an&lisis bayesiano de una serie de tiempo no es
necesario el imponer restricciones de estacionariedad y/o in
vertivibilidad, lo cudl es una ventaja. Sin embargo, se tie
ne la flexibilidad necesaria para imponer este tipo de restric
ciones, las cuales se incluirfan como parte de la definicidn
de la distribucién inicial. AGn m&s, es posible calcular la
probabilidad de gue un proceso sea estacionario y/o inverti-
ble, o que presente alguna otra caracteristica que dependa de

los valores parametrales. Un ejemplo de esto fué dado en la

- 116 ~




seccibn 3.1,

Generalmente el objetivo del anflisis de una serie de
tiempo es el de predecir valores futuros. La forma de la dis
tribucibn predictiva para el valor un paso adelante sblo es
reconocible para el proceso AR(p). Un problema abierto, de
acuerdo a lo que dice Brosmeling (1985), es caracterizar com
pletamente la distribucibn predictiva para k observaciones
futuras, la cual fué brevemente descrita en la seccibn 2.2

para un proceso AR(p).

De los mfétodos de identificacibn presentados, el de
Poskitt (1986) es el mas completo, pues aparte de poder utili
zarlo en modelos ARMA, el orden es elegido de acuerdo al cri-
teric bayeciano de decisidn. Los otros métodos sb6lo calculan
la distribucibn final del orden del modelo, y &sto solamente
para modelos AR. Seria conveniente realizar un anélis}s que
permitiera establecer compareaciones sobre la efectividad de

cada uno de éstos métodos de identificacibn.

Las funciones de autocovarianza (Yk) y de autocorrela
cién (pk) para cualguiera de los procesos analizados en eg
te trabajo, estan determinados por los pardmetros del modelo
utilizado. Al tener como resultado del proceso inferencial
una distribucibén final sobre los posibles valores parametra-

les es posible, en principio, obtener una distribucidn final
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para Y, y/o Py + kEZ . Lla dificultad gque surge a primera
vista, es la dependencia no lineal sobre los parimetros que pre

sentan tanto Yy como  py

Mucho queda por hacer en el an8lisis bayesiano de series
de tiempo (existen series de tiempo multivariadas). En este
trabajo se intentd dar una visibn general de lo gue serfa dicho
tipo de andlisis, siendo el problema de inferencia el tema més

ampliamente desarrollado.
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APENDICE A
A.1l. Distribucibn normal univariada.

Una variable aleatoria YeR tiene una distribucidén nor-
mal si y s8lo si, su funcibn de densidad de probabilidad estd
dada por

1

plyle, /1) = (20) 7 /% /ze)qa{:zl (y - 8)2}, yeR .

Los parametros €e¢R y 1t > 0 son la media y la precisibén

respectivamente. La varianza es 1/t .
Notacibn: Y ~ N(8, 1/t)
A.2. Distribucibn de t de Student univariada.

Una variable aleatoria Y eR tiene una distribucibn t de

Student si y s6lo si, su funcibén de densidad de probabilidad
<
es de la forma

- 1) /2
rlivennz2) ()72 n (vt
pylo, By v) = T e [G] L+3 w07
y eR .
Los par&metros son 6e¢R, h>0 y v >0, Lamediay

la precisibn son 6 y h respectivamente. Al parémetro v
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se le conoce como los grados de libertad. La media existe si
v > 1 y la varianza existe si v > 2 . Esta filtima es igual
-1
Yo h

a ———

v-2

Notacibn: Y ~ t(6, h, v) .
A.3. Distribuciones gamma y Yx*.

Una variable aleatoria YeR tiene una distribucibn gamma
con parametros a > 0 y b> 0 siy sbdlo si, su funcibn de

densidad de probabilidad estid dada por

b2 a-1 _=b
ply|a,b) = Fay Y e Y, y>0

La media y la varianza son, respectivamente a/b y a/b’.

La distribucién x? se obtiene de la distribucién anterior
si a=v/2 y b= 1/2 , obteniéndose la siguiente funcién de

densidad de probabilidad

plylv) = L__ v/rmiey/2 oy s

2V32r(v/2)

El finico parimetro en esta filtima distribucidén es v , que son

los grados de libertad.

Notacibn: Y ~ Gamma(a,b) , ¥ " X%(y
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A.4. Distribucibn gamma invertida.

Si X es una variable aleatoria tal gue X ~ gamma (a,b),
entonces Y = lx—l/2| es una variable aleatoria con distribu-
cibn gamma invertida, y cuya funcibn de densidad de probabili-

dad estd dada por

a - 2
2b e b/y

—_— y >0 .
I‘(a)y2a+1

plyla,b) =

En particular, si a=v/2 y b= vs?/2 , se tiene que

v/, 2
vs 1 -VSs
()" <t elE} 0

p(Y‘VlS) =
T'{v/2)

En términos de ésta Gltima densidad se tiene que
1/2
= glY_
Moda = S[v+l]

_r{w-1)/77) ()12
E(Y|v,s) = ———F—WET‘) {-—2‘] s, v>1

viy|v,s) = ;%5 s? - E2(Y|v,s), v >2
Notacién: Y ~ Gamma I(v/2, vs?/2)
A.5. Distribucibn F (Fisher-Snedecor) .

L.a variable aleatoria Y tiene una distribucibébn F con
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v, 0 vy v, 0 grados de libertad si y s6lo si, la funcibn

de densidad de probabilidad es de la forma

v Vx/z Y-—l-—l
Plylv,v,) = —y iy [—l] e ¥ 2 O
BlgH ) v [1+(V1/v,_)y V1TV, i/2
donde Blv,,w,) = Lall{%2)
T(wl+w2)

Notacibén: Y

~ F
(vl,vz)
A.6. Distribucibn normal multivariada.

La variable aleatoria Y ¢ R" tiene una distribucibn nor-

. m :
mal m-variada con parmetros 8§ ¢ R y Lxm si y sblo si,

la funcidn de densidad correspondiente es

[
plyls, ) = W exp\—i—(x—ﬁ_)‘b

i

El vector § es la media y la matriz me , que es simé-

. s - . . ~1
trica y definida positiva, es la matriz de vovarianzas. (T = I

es la matriz de precisibn. !

Notacibn: Y ~ N(8,L) .
A.7. Distribucibén t de Student multivariada .

La variable aleatoria Y cR" tiene una distribucibn t de
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Student m-variada con pardmetros v > 0 , § £ R" y T oxm si,
y sblo si, la funcibn de densidad correspondiente es
) 1/2 N = {miv) /2
) +
piyle sy = Hvmzzliz] Ll G- oy - ) '
(vr) 2 (v/2)
Yy E ) S

La media es §& , la matriz de precisiébnes T y v son
los grados de libertad. La matriz de covarianzas es ——

La matriz T es simétrica y definida positiva.

Notacién: Y - t (8, T, V)

A.7. Distribucibn poly-t.

5 vj), i=1, 2,..., ¥, funciones de
densidad correspondiente a k distribuciones t de Student

Sean pj(iigi, T

m-variadas. Entonces, la variable aleatoria Y ¢ R™ tiene una
distribucibn poly-t si, y sbdlo si, su funcién de densidad esta

dada por

k
I

1 pj(x}gj, T., v.) , Y ¢R

T,

Los parfmetros de esta distribucibn son

] 1 -
L Blee 8, TE (T, T e Ty

v' = (Vx' vz,..., vk)

- 123 -



Se sabe muy poco acerca de las caracteristicas de esta dis-
tribucién para k > 2 , En general es multimodal y asimétrica
por lo que las aproximaciones normales gue se han propuesto
(por ejemplo Broemeling (1985), cap. 6) no resultan muy convin-

centes. La constante de normalizacidbn es desconocida.

M&s informacién sobre &stas y otras distribuciones se pue-

de encontrar en Zellner (1971) y Johnson y Kotz (1972).
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APENDICE B

A continuacibn se presentan los datos utilizados en el

ejemplo de la seccibn 2.2.

r
t

t X, :, 4
" x X, t X t xt

1 1.2134 15 -1.3703 29 ~0.9831 43 -1.4436 57 -1.0581
2 0.7306 16 -1.1521 30 0.5643 44 ~0.7501 58 -0.5495

3 0.0047 17 0.l0iz 31 0.4552 45 1.564Y 59 2.1837
4 -0.6077 18 0.5n38 32 -0.5585 46 1.6647 60 1.7427
5 -0.7256 19 -0.3252 33 -D.B012 47  1.273% 61 0.7170
6 0.5013 20 -0.6444 34 ~0.1381 48  0.4376 62 ~0.0817
7 1.9442 21 -1.0141 35 0.4880 49 0.1100 63 -2.9210
8 0.3980 22 -0.6302 36 2.4647 50 -1.3420 64 -1.8409
9 0.7894 23 -0.3947 37 1.0511 51 -0.7713 65 -0.8355
10 1.9233 24 -0.8492 38 -0.6219 52 0.7760 66 -1.0947
11  0.3883 25 -0.0111 39 ~0.332 532 1.4720 67 ~-0.4288
12 0.3789 26 0.3456 40 0.1428 54 1.4803 68 ~0.3307

13 0.1451 27 0.4051 41 1.0182 55 ~0.0246 69 1,0528
14 -0.4891 28 -0.8977 Z 0.3887 56 ~0.0096 70 1.4121

e

Los valores iniciales para iniciar la simulacién fueron
¥, = -0.0728 y %, = 0.4403.

Hay que aclarar que estos datos no se obtuvieron del tra-
bajo original de Wwold (1965), sino de Anderson (1971}, en don-

de se presentan éste y otros conjuntos ce datos para su anédli-

sis.
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