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A MANERA DE INTRODUCCION.

El presente trabajo esté dirigide 2 estudiantes del quin
to grado de bachillerato de la Bscuela Nacional Prevaratoria,
con el fin de presentarles, en forma por demés intuitiva, los
primeros conceptos de la Geometrim Analitica como son: la dis
tancia entre dos puntos y la pendiente y la ecuacidén de la 1f
nea recta en el plano; tomzndo como punto de partida los cono
cimientos del Algebra y de la Geometria elementales, oue el =~
alumno de este nivel debe poseer,

Para tal efecto, se organiza este escrito en cinco capi-
tulos; de los cuales el II y el V se centran en los temas pro
pios de una introduccién a la mencionade Geometr{a Analitica.
Bn los capfitulos reastantes, se hace un breve y somero repaso
de los conocimientos que, reitero, debe tener el alumno y que
son necesarios como antecedentes para abordar 1os primeros te
mas de la materia que nos ocupa, Por esto, ge da por cierto =
que el aspirante a bachiller estd familiarizado con las opera
ciones bésicas y las propiedades de éstas, al menos, con nume
rog racionales; y que ademds conoce y maneja 10S teoremas re-
lativos a semejenza de tridngulos.

As{, el primer capitulo, lejos de constituirse en un es-
tudio formal y detallado de los fundamentos mateméticos y fi-
loadficos en los que se sustenta lz existencia de los ndheros

rezles, se presenta como una nera resefin de la forme en que -



el alumno de este nivel, al través de sus estudios anteriores,
se ha adentrado en el conocimiento de tales nimeros; a fin de
dejar implicita la idea, nada intuitiva, de la corresponden--
cia biunfvoca que se estzblece entre los puntos de una recta
¥y los mencionzdos nizeros reales.

El siguiente capitulo, "La distancia entre dos puntos®,
gse presenta al estudisnte, 8 la manera de preguntas y respues
tas, con el objeto de que éste participe en forma un tanto -
més reflexiva en su oropio proceso de aprendizaje. De esta ma
ners se introducen una serie de problemas que pudieran parg--
cer cotidianos, o al menos forzados a serlo, al través de los
cuales se pretende que el lector obtenga, "por si mismo", la
férmule para calcular la distancia ertre dos puntos, primero
en la recta real y despuds en el plano cartesziano.

A partir de las reformas educativas de los aflos setenta,
en educacién primaria y secundaria, se implanta el estudio de
los principios bdsicos de la Teoria de los Conjuntos, por lo
mismo, se supone al estudiante familiarizado con los concep~--~
tos de conjunto finito, infinito, vacio y unitario, as{ como
de las operaciones unién e interseccién entre dos conjuntos =
dzdos; por lo que después de hacer una breve revisién de ta--
les conceptos, en el capitulo III, se exhiben algunos conjun-
tos de puntos con una "caracteri{stica especial" en el eje =
real y en plano cartesiano; en particular, se trate a la linea
recta como uno de estos conjuntos.

Bn el capitulo IV se muestran como elementos bidsicos de
la Trigonometr{a Plara, & les razones trigonométricas de los
#ngulos positivos menores que 360°. Resalto el hecho de gue -

les nombro "razones trigonométricas" y no "funciones trigono-



métricas", puesto que, hasta el momento no se define en este

trabajo, el concepto de funcién, y de hecho, no lo considero

necesario para continuar con el desarrollo del mismo. También
gse dejan fuera los 4ngulos negativos, pornue he observado que
el solo concepto de segmento dirigido ya vresente una seria -
dificultad para el alumno de este nivel, oué decir del concep
to de fngulo dirigido; ademids en este primer estudio de la -~
Geometria Anslftica, solamente se manejan fdngulos entre 0° y

180% Nuevamente, bajo el sistema de preguntes y respuestas, -
se pretende que el alumno obtenga la férmula para calculaer la
pendiente de una recta que pasa por dos puntos dados.

En el 'ltimo capf{tulo, "La ecuescidn de la linea recta®,
se introducen las formrs: pendiente y ordenada en el origen,
gimétrica, genersl y normel de la ecuacién de la recta en el
plano cartesizno, haciéndose hincavié en que éstas son tan so
lo, como su nombre lo indica, formas o maneras distintas de -
describir el mismo conjunto de puntos. Se presentan ademés, -
las condiciones de paraleliemo y perpendicularidad; la distan
cia de un punto a una recta; y, dado oue lo considero como =~
fundamental en nuestro estudio, se da una demostrzcién del -~
Teorema de Pitdgoras y de su recivroco.

Por G1timo, preciso aclarar ocue en todo momento prefiero
"sacrificar® una formal demostracién matemédtica en beneficio
de lo que yo, con base en mi experiencia, pudiera considerar
como una buena presentacién diddctica. Esto se debe, entre -
otras cosas, a que bajo el supuesto de gque esta "Introduccién
a la Geometria Analitica en el Bachillerato" llegase a manos
de estudiantes de este nivel, no pretendo gue después de leer

la todos se conviertan en aspirantes a las carreras fisico-ms



temdtices, ni siquieras espero gue algunos se dediguen al 4rea
de las econdnico-administrztivas; dnicamente deseo que al me=-

nos uno ge “"reconcilie" con las Metemdticas.

Se cuente que un zstrénomo, un
fi{sico y un ratenético estaban de va
caciones en Escocia, Al echar una -
ojeada por la ventanilla del tren, -
vieron una oveja negra en medio del
campo, ";Qué interesante!", observd
el astrénomo, "todas las ovejas esco
cesas son negras', A lo nue respon--
dié el fisico: ";No, no! jAlgunas -
ovejas escocesas 2on negras!’ el ma-
temdtico alzé suplicante la miradas -
al cielo y entond: "En Escocia exis-
te al menos un campo gue contiene -
una oveja, uno de cuyos ledos, al me
nos, es negro".
' Ian Atewart. (1)

(1) ROBLEDO, Felipe, et. 2l. Matemdtica uno. Pdg. 10,
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CAPITULO I.

LOS NUMEROS REALES.

A. ACERCA DE LOS NUMBROS RACIONALES.

Unos alumnos muy racionales:

BEn una clase de Mateméticas, el maeatro llevé
consigo un utensilio cortante y una manzana para -
explicar sobre las fracciones cozunes., Al partir -
supuestanente en partes iguales la manzana, los a-
lumnos iban contestando el nombre de las partes --
fornadas: mitades, cuartos, octavos, dieciseisavos.
Pinalmente les dice a susalumnos: Si parto la man=
zana ¢n 32 partes ;qué tendré ahora?.

Los alwmnos respondieron en coro: PICADILLO,
MALSTRO. (1)

1Qué problema:

Durante ruestros vrimeros efios, en la escuela elemental,
dividir es sinénino de repartir equitativamente, problemas -
comos Juanito tiene dieciocho canicas y gquiere "repartirlaa”
entre sus tres hernsnitos, ddndole igual cantidad a cada uno
de ellos; rno dejan nés opcidn que dividir el mimero 18 entre

3, asi es que tozmanos nuestro ldpiz y escribimos algo como:

3/18
0

y obtenemos la respuesta a: jcuintas canicas le corresponden
a cada uno?.

{T) ARAGON, Misael y VALIEKTE, Santiago. En el amable -
mundo de la matexdtica. Pdg. 149.
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Pero gqué sucedfa cuando Juanito tenia veinte canicas, en
lugar de dieciocho, y continuaba con la "mala® idea de repar-
t{rselas a sus hermanitos, tenfamos entonces que:

6
1/ 20
2

y la respuesta: les tocan seis & cada uno, pero sobran dos, -
¥enudo 1{o era resolver qué hacer con esas canicas sobrantes:
.88 las queda Juan?, ;se las entrega 8l més pequefio?, ;les -
concede siete a los dos mayores y seis al vpequefio?. No, la
respuesta 2 las ftres preguntss es no, puesto que convenimos en
que Juan quiere repzrtir sus canicas entre sug hermanos, y re-
partirlas a partes iguales,. Entonces, el tan menciornado Juani-
to, tendrd que hacer "picadillo" sus canicas sobrentes. ;Qué
problemal,

Sin embargo, conforme pasa el tiempo, esta primera idea -
de dividir se va extendiendo de tal manera que pertir un peg--
tel en ocho pedazos y tomar dos, 0 una manzana en cuétro y to-
mar una parte, es cuestidn cotidiana que conduce a expresiones
como 2/8 y 1/4 pare indicar que hemos tomado dos pertes de -
ocho y una de custro, respectivamente, y las leemos: dos octa-
vos y un cuarto. Mds adelante, haciendo abstraccién de paste--
les y menzanas y basindonog Unicamente en dibujos como los si-

guiertes:

2/8 1/4

quedarnos convencidos de gue embos representan la misma canti--
cartidzd, es decir, dos octavos es equivalente & un cuarto, --
simbblicamente: 2/8 = 1/4, A excresiones como éstes las llema-

mog fracciones comunes o "guetrados". De pronto percibimos que
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algunas de ellas se encuentran integradas a nuestro vocabula-
rio cotidiano: "compré tres kilos y medio de tortillas", "son
las diee y cuarto”, "el salén tiene seis metros y medio de =~
largo”. Be entonces cumndo estamos dando un sentido més amplio
a la palabra dividir, ahora significa comperar dos cantidades
entre 8f{, unz de las cuales es considereda como unidad, En =~
las expresiones anteriorcs las unidades son el kilogremo, la
hora y el metro.

A manera de ejercicio toma como unidad el largo de tu =
plume y mide cudntzs veces cabe en ¢l largo de tu cuaderno, =~
de tu libro, de alguna mesa, etc.. Dependiendo, claro estd, -
de lag longitudes de tu pluma y de los objetos con los que 1a
compares, encontrards respuestas como: "cabe d0s veces y un ~
pedazo™, "™una vez y un pedacito", "cabe diez veces méds otro -
tanto, casi una plupa mds", Al efectucr estas mediciones lo -
que estamos haciendo es contar cudntas veces tenemos que colo
car a lo largo del objeto, nuestra pluma, pera cubrir 1ls lon-
gitud del mismo, Diffcilmente obtendremos respuestas como: =
"exactamente cabe tres veces la pluma™; en la zayoria de los
casos tendremos pedazos que conducen a subdividir le longitud
de nuestra pluma en vartes tedricamente iguales, digemos en -
custro, cinco, seis, diez, en npartes, lo cuel simbolizemoe =
como: 1/4, 1/9, 1/6, 1/10, 1/n y dependiendo de cuantas de eg
tas partes necesitamos llegamos a fraecciones como: 3/4, 2/5,
4/6, 1/10, z/n, ete..

De alguna forma parecerfa que estaros retomando nuestros
pasteles y manzanas de un nrincipio, pero esta vez no se trata
de hacer "piczdillo" nuestra »lure por mera casuglided, sino

de dar solucidn mds satisfsctoria al problema de medir con la
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mayor exactitud positle, y éste rno es en menera alguna un pro-
blema nuevo, ni f4cil de resolver, psrz la humenidad, ya que -
le he tomedo siglos el lleg-r a la convencién del uso de unide
des précticas de medijz tales coto: el metro, el gremo, el se-
gundo, el metro cuadrade, el litro, la yzrda, etc.. Pero por -
el momento, 1o que nos preocupnz es destacar el hecho de gue -~
los ndmeros de forme m/n aparecen como una respuestza 2 la nece
sidad prdctica, que poseé el hombre, de medir.

As{, en ur primer momento, la expresién m/n indice que la
unidad ha sido subdividida en n partes iguales, de las cuzles

se han tomsdo m, a este hecho en matemdticas se le llame razén,

ejemplo el rocional 3/4 indica lz razén 3 a 4 (tres partes de

cuatro), lo cuzl grzficamos cowo:

1-"!.‘
L /4
en ocasiones utilizamos el sf{mbolo 3:4 que leemos como: tres

es a custro; y el racional) 5/% irdica la razén 5 a 8, grifica-

mente:

#4s adelante dejsmos que oy n, que por cierto llzmaros -
numerador y denominador, respectivazente, tomen cuglquier valor
dentro del conjunto de los nireros naturalzs, aceptando inclu=

sive, jue @ sea igusl o =ayor zue n, vor ejewnlo:
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7/7 indica la razén 7 2 7,
9/3 indica la razén 9 a 3,
5/1 indica 1la razén 5al y
8/5 indica la razén 8 a 5.
Observemos que al tomar siete partes de siete, como lo se
flala el recional 7/7, se obtiene la unidad, es decir, 7/7 = 1,
gréficamente:

VT = 1;

en forma andloga, 2/2 = 1, 3/3 =1, 4/4 =1, etc.,

2/2 = 1 3/3 =1 4/4 = 1
en general, aseguramnos que a/a = 1, para cualquier mimero natu
ral a. En el caso de que el nunerador sea mayor que el denomi-
nador, se obtiene un ndmero mayor que la unidad; en nuestro -
ejemplo, 9/3 = 3, 5/1 =5y 8/5 = 1+3/5 (2); y aceptamos co-

mo representacidén grdfica de 1os misnos a:

(2) Por razones que ignoramos, e lasllamadas fracciones -
mixtas, como es el caso de 1+3/5, se acostumbra denotarlas sin
el signo de suma internedio, es decir, 1+3/5 se denota cono -
1 3/5, lo cual he observado que conduce & errores al operar —-—
con las mismpas. En el oresente trabajo se incluye, en lo suce-
sivo, al mencionado signo intermedio,
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vara 9/3

vara 5/1 y

para 8/5;

en general, si m ec un nirero natural mayor que el nitero na-
tural n, se tiene ogue, m/n = B+r/n; dosde E representa a un -
rimere ratur-l gus llaszremos la varte entera del racionalj ¥y
r representa a otro nimero naturtl gue puszde ser menor que n,
o igual a cero, a este nirero r 1o llanaremos residuo.Pero, -
independientemente de la representicidén grédfica que hemos a--
ceptado para los racionales 9/3, 5/1 y 8/5, icéno hemos obte-
nido las igualdades 9/3 = 3, 5/1 =5 y 8/5 = 1+43/5?. Senci-

llasente, efectuando la divisidn indicada:

3
9/3 = 3 vporque 3/9 , o bien, 9 = (3x3) + O,
0



C17-

5
5/1 =5 porque 1/5 , o bien, 5 = (5x1) + 0 y
0
1
8/5 = 1+3/5 vorque s/ 8 , 0 bien, € = (1x5) + 3 ;
3
B
en general, m/n = B+r/n porque n/m , o bien, m = Bn + r.
r

Habrds notzdo que los racionales 7/7, 9/3 y 5/1 presentan
cono residuo al cero, es decir r = 0, si fuésenos estrictos -~
deberfamos escribirlos comno:

/7 = 140/7, 9/3 = 340/3 ¥ 5/1 = 5+0/1,
pero esto no es de uso prdctico; sin esbargo, nos peramite apre
ciar, el porque se considera a los ndmeros naturales como nime
ros racionales con denoninédor igual a la unidad y residuo i--

gual a ceroj es decir, 31 8 es un ndmero natural cualquiera,

" entonces, s/l = s+0/1. "

Ahora bien, si generalizamoé, estas ideas, para el caso -
en que el numerador sea menor aue el denominador, se tiene que
la parte entera del rac;onal es lgual a cero y el residuo toma
el valor del denominador, vor lo gque, si m es amenor que n, se
tiene que, m/n = O+n/n, ejemplos:

5/6 v0+5/6 porque 5 = (Ox6) + 5 ¥

3/4 = 0+3/4 vorque 3 = (Ox4) + 3;
p:ro, nuevamente esto no esde uso nréctico, ni comin. En el ca

i

"
i

so especial de que el nuaerador sea igual a cero y el denomina
dor distinto de cero, se tiene que, 0/n = 0+0/n, o 1o que es'-
lo mismo, 0/n = 0,‘debido a que O = (Oxn) + O; por todo esto,
el cero es-considerado como un mimero racionszl, Pero, gpodre--
mog encontrar alguna frzccién con denominador igual a cero, es

decir, ex»resiones covo 2/0, 3/0, 4/0, etc., representan mipe-
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ros racionales? Observemos, si 2/0 fuese un racional entoncess
E
2/0 = Ber/0, siempre que 0/2 ,
T

pero, vuesto que BxO = G, pars cualouier ndmero natural B, se

tiene que r = 2, eas decir,

E E
of 2 gueda expresada como O/ 2 y las divisiones,
r 2

1 2 3 4
o/ , of7Z , o/Z , of2 , ete, etc, son
2 2 2 2

equivalentes, Esto es, estamos ante un racional que tiene “"mu=-
chas" partes enteras distintas y cuyo residuo es mayor aue el
propio denominador, lo cual es inaceptable, De hecho decimos -
gque le divieidn entre cero no esta determinada; y las expresig
nes como 2/0, 0 m/0, no representan a ningdn ndmerc racionmi.
{(Morale ja, no hay "ceroavos").

Bn resumen, sobre el numerador m, no tenemos ningune res-
triccién hasta el momento, éste puede ser igual a cero, o bien,
cualquier nidmero natural mayor o igual que el propio denomina-
dor n, pero ecte Ultimo debe ser forzozamente distinto de cero,
Pero, por el momento, para facilitar nuestro estudio, conside-
ramcs solemente racionales cuyo numerador sea menor nue el de-
nominador, es decir, racionales con parte entera igusl a cero,
pero los resuliados que obtengamos son generalizables a cuale-
quier nimero racional.

Nencionamos unos pérrefos antes que al hzcer abstraccién
de pasteles y manzaenas, baséndonos tnicamente en dibujos 1lega
m08 & 1o conclusidn de que 2/8 = 1/4, observemos al.ora otros -
ejenplos; tomemos 1/2 y dividémoslo en dos sartez igunles, as{

obtenemos 2/4, por lo mis:o, 1/2 = 2/4, gré&ficanmente,
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1/2 2/4

si el mismo nedio lo dividimos en tres partes iguales obtene-~
mos 3/6; si en cinco, 5/10; y, obviarente, 1/2 = 3/6 'y = - -
1/2 = 5/10, gréficamente,

1/2 3/6 5/10,

Observarés que al obtener 2/4 se han multiplicado el numerador
¥y el denominador nor dos:

1/2 = 1x2/2x2 = 2/4;
y al dividir entre tres, se han multiplicedo ambos numeros por

tres,
1/2 = 1x3/2x3 = 2/6;
y vara 5/10, por cinco,
1/2 = 1x5/2x5 = 5/10;
de jgual forma podemos dividir 1/2 entreseis, diez, k partes

iguales y obtener,

1/2 = 1x6/2x6 = 6/12,
1/2 = 1x10/2x10 = 10/20, o bvien,
1/2 = 1lxk/2xk = k/2k, donde k es un minero natural -

cualquiera,
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De tal suerte, es posible afirmar que:
2/5 = 14/35  porque  2x7/5x7 = 14/35,
4/7 = 16/28 porque 4%4/7x4 = 16/28,
3/10 = 10/100 porque 3x10/10x10 = 30/100,
11/13= 22/26 porque  11x2/13x2 = 22/26,
en general, a/b = ak/bk, no lo olvides, b y k representen ni-

]
1

f
u

mero distintos de ceroc.

Siguiendo esta idea, ¢podemos decir que 3/9 = 5/157, La -
respuesta no es inmediata, ya que no hay un ntmerc natural k,
gue cumpla con:

3k/%k = 5/15%,
pero estaris de acuerdo en que:

3/9 = 45/135  puesto que 3x15/9x15 = 45/135 y

5/15 = 45/115 puesto que 5x3/15x9 = 45/135
entonces, es obvio que efectivemente, 3/9 = 5/15.

Bn forma similar, 4/10 = 12/30 ya que:

4/10 = 4x30/1Cx30 = 120/300 y

12/30 = 12x10/30x10 = 120/300.
Un ejemplo mds es 15/20 = 6/8, donde tenemos:

15/20 15x8/20x8= 120/160 y

6/8 = 6x20/8x20 = 120/150;
en genersl, a/b = ad/bd y ¢/d = cb/db, por lo que si los nume-
radores ad y ¢b son iguales se cumple que, ad/bd = cb/db, pueg

to que los denomiradores bd y db son iguales; y por lo mismo,

a/b = ¢/b. Y reciprocamente, s8i se verifica la igualdad a/b =
¢/b, entonces, ad/bd = cb/db y ad = cb. Todo esto lo simplifi~
canos diciendo:

a/b = ¢/d, s y solemente si, ad = be.
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Sumar dos nineros racionales con igual denominador no pre
genta mayor problema, puesto que, nos basta con sumar los nume
radores, engeneral , &/b + ¢/b = {a + ¢)/b. Ejexplo:

1/4 + 2/4 = (1 + 2)/ 4 = 3/4, gréficamente,

1/4 2/4

Sin embargo, la 1dea de hacer "picadillo" nuestras menzanas y
pasteles, cobra fuerza cuando intentzmos sumar dos nidmeros ra-
cioneles con distinto denominador. Observemos,
1/3 + 1/2 = 1x2/3x2 + 1x3/2x3 = 2/6 + 3/6, vor lo que,
1/3.+ 1/2 = (2 + 3)/6 = 5/6, gréficamente,

"
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Otro ejemplo,

2/5% + 1/4 = 2x4/5x4 + 1x5/4x5 = 8/20 +5/20, entonces,
2/5 +1/4 = (8 + 5)/20 = 13/20, gréficemente,
+ —_
2/5 1/4

i
1]

1
8/20 5/20 13/20

-
— + ~ et
’ 1

i

- 4

b

" En general, a/b + ¢/d = ad/bd + cb/db, o bien,
a/b + ¢/d = (ad + cb)/vd.
4l multiplicar los nimeros 2 y 3 obtenemos como resultado
al nimero 6, es decir, 2x3 = 6; donde evidentemente, el 6 es =
maybr que 2 y 3. Beto lo revresentamoes gridficamente, de la si-

guiente manera:
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5in embargo, al multinlicar 1/2 por 1/3, obtenemos como resul-
tado al ndmero 1/6, el cual, a diferencim del ejemplo anterior,
es menor que 1/2 y 1/3., Por supuesto, que smbos resultados son
correctos, lo que sucede es que en el primer ceso, 2x3 = 6, -
calculamos el doble de tres: "dos veces tres es igual a seis";
¥y en el segundo, 1/2 x 1/3 = 1/6 , obtenenos la mitad de un —-
tercio: "media vez un tercio es imual a un sexto"™. Bsto es, al
multiplicar estas dos freccionee, llevemos implicita la idea -
intuitiva de divisién; pero.esto no es ni misterioso, ni mégi-
co (al menos no debe serlo), porque como sabemos, un racional

es la "divisidén de dos nimeros naturales”, Grificamente tene~-
mos un entero dividido de antemano en tres partes iguales, una

de las cuales ha sido tomada,

1/3

I,

el multiplicar por 1/2, volvemos a dividir el mismo entero en
dos nertes iguales {esta vez lo dibujamos en forma Vertical
para faciliter la figura), esto es, nuestro entero incial gue-

da “"partido" es seis pertes iguales,

\\W 1/2
N




24~
al sobreponer estas figuras tenemos,

N
NS 1/2 x 1/3 = 1/6
13 B
iz
¥ la zona doblemente rayada represente 1/6, es decir, 1/2 x 1/3.
Otro ejemplo es, 3/5 x 1/4 = 3/20, observemos:

/
> 1/4
7
AN
N

"tres quintas partes de un cuarto son iguales a tres veintia—-

vos®,

3/% x 1/4 = 3/20

/5 | K
NN

9%

yVaVa
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Un ejennlo mfs, 1/3 x 2 = 2/3, "la tercera parte de dos -

es igusl a dos tercios™. En esta ocasién tenemos dos enteros,

71/

dividimos ambos en tres portec iguales y tamemos una de cada =

entero pera obtener 2/3,

)
/S S 1/3 x 2 = 2/3.

3 |

~
2

En general, a/b x ¢/d = ac/bd., Nétese que en el ejemplo ante-
rior se hace uso del necho de que 2 = 2/1, por lo que, = - - =
1/3 x 2 =1/3 x 2/1 = 1x2/3xk = 2/3.

Como sabemos, la operacidn inversa de la adicidn es la -

sustraccién,
4/5 - 3/5 = 1/5 puesto que 1/5 + 3/5 = 4/5,
5/7 - 2/7 = 3/7 puesto gue 3T+ 2/7 = 5/1,
1/2 - 1/3 = 1/6 puesto que 1/6 + 1/3 = 1/2,
en general, a/b - ¢/d =(ad - be)/bd, puesto que, = = = - = =

(ad - be)/bd + ¢/d = a/b. He aquf otros ejemplos,
3/5 - 1/4 = (12 - 5)/20 = 7/20,
puesto que /20 + 1/4 = 3/5,
2/9 - 1/40 = (80 - 63)/360 = 17/360,
puezto que 17/360 + 7/40 = 2/9,
7/10 - 4/10 = (7 - 4)/10.= 3/10
puesto que 3/10 + 4/10 = 7/10.
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Observemos detenidamente, la siguiente sustraccién:

1/5 - /3 = (3 - 5)/15
evidentemente, apzrece en el nunertdor la operacién 3 - 5 y és
ta, como sabemos, tiene como resultado a un mimero entero nega
tivo, a -2; esto es, 3 -~ 5 = ~2 (3). Aparecen asi, como una =
regpuezta a ezte tipo espsecial de sustraccién, los racionales
negativos; por todo esto,

1/5 - 1/3 (3 -5 )/15 = -2/15,

puesto que -2/15+ 1/3 = 1/5.

Otros ejemplos:
3/7 - 5/9 = (27 - 35)/63 = -8/63,
puesto que -8/63 + 5/9 = 3/1,
3/13 - 3/10 = (30 - 39)/130 = -9/130,
puezto que -9/130 + 3/10 = 3/13.

Y obviamente, tenemos tentos racionales negativos, como racio=-

f

nales vositivos huya, esto es, si a/b es un mimero racional, -
también lo es -a/b. Y ademds se verifica que:
(a/b) + (-a/b) = 0.

48, la primera ideas que tencmos de un nimero racional co
mo la divisién de dos nd¥meros naturzles, sufre una modifica--—-
cibn; puesto que dadrs lus leyes de los signos de la divisidn
con nimeros ernteros, definimos, a partir de este momento, a un
minero rocional como la divisidn de dos nimeros enteros. Esto
es, a/b es un rdmero racional si a y b son dos mimeros enteros
¥ b £ 0. Y operar-con racionales (positivos y negetivos) se ha
ce siguiendo las mismzs leyes de lzs operaciones con nimeros =

enteros. Al finalizar esta seccidn encontraris algunos ejerci~

13) Bstamos dando por descontado que el lector sabe ope--
rar con nimeros enteros, tant: negmtivos couo positivos, por =
lo mismo, no nos detendremos en la explicacidn de dichas opers
ciones y leyes de los signos gue involucran.



27-

cios donde aperecen este tinoc de operaciones.

La divisién 1/3 : 2/5, como operacién inversa de la mul
tiplicacién consiste en encontrar un nimero racional aue mul
tiplicado por 2/5 de 1/3. Esto es:

/3 : 2/5 =5/6 puesto que 5/6 x 2/5 = 1/3,
donde estards de acuerdo en que, 5/6 se obtiene al multipli-
car 1/3 por 5/2, es decir,

1/3 : 2/5 =1/3 x 5/2 = 5/6.

He aqu{ otro ejemplo,

7/9 :+ 9/10 = 70/81 puesto que 70/81 x 9/10 = 1/9,
donde 70/81, lo obtenemos al multiplicar 7/9 por 10/9, por le
que,

1/9 + 9/10 = 7/9 x 10/9 = 70/81.

En general, a/b : ¢/d = a/b x d/c = ad/be. Al racional
d/c lo llamamos, recf{pvroco del racional c¢/d y @e verifica que
|d/c xc/d =1; parac £ 0 y d £ 0.

Resumiendo, para dos numeros racionales a/b y ¢/d, se ~

tiene que:
a/b + ¢/d = (ad + be)/bd,
a/b x ¢/d = ac/bd,
a/b - ¢/d = {ad - be}/bd ¥y
a/b : ¢/d = a/b x d/c = ad/be,

donde 4, b, ¢ y 4 son nizeros enteros cualesquiera, con b # 0

y @ # 0 (pare la divisién también es preciso que ¢ # 0).



BJERCICIO.

Resolver las siguientes operaciones,
a) 5/7 + 2/5 =

b) (-1/3) + (~3/1C) =

e) (-7/10) - (37/100) =

d) (~3/4)(~5/6) =

e) (242/5)(-1/9) =

£) (~(5+1/7)):(~(241/8)) =

SOLUCLON.
a) 25/35 + 14/35 = 39/35

) (-10/30) + (~9/30) = -19/30

¢) (~70/100) + (~37/100) = -107/100 = -(1+7/100)
d4) 15/24 = 5/8

) {12/5)(-1/9) = =12/45 = ~4/15

28~

£) (-36/7)3(~9/4) = (~36/7}(-4/9) = 144/63 = 16/7 = 2+2/7
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B. AOEBRCA DE LOS NUMEHROS IRRACIONALES.

Después de agotar el tema sobre los nimeros ra-
cionales, el maestro indica a sus alumnos que al die
siguiente entrard con los irracionales.

Al d{a siguiente el maestro no se explica la -
ausencia de sus racionales alumnos, (4)

Racionsles o irracionales, pero no ambos,

Como mencionamos en la seccién anterior, al comparzar las

longitudes de dos objetos, tomando una de éstas como la unidad,
nos encontramos , con la particularidad de que diffcilmente di
cha unidad cabe un nimero entero de veces en la longitud del -
otro objeto; tal situacién nos condujo a dividir, sl menos ted
ricamente, tal unidad en n partes iguales, de las cuales se to
maron m, para efectuar dicha medicién. Por tal motivo, defini-
mos a un numero racional como aquel gue Se puede expresar como
la divisién de dos nimeros enteros.

Sin embargo, hay algunos objetos, cuyas longitudes al com
pararse, por méds divisiones y subdivisiones que se haga de la
longitud del objeto que se tome como unidad, no es posible en-
contrar dos niimeros enteros m y n (n #£ 0), de manera que ge =
pueda efectuar dicha medicién. Esto es, hay ndmeros reales gue

no pueden ser expresados como la divisiédn de dos numeros ente=-
ros, tel es €l caso de V2 y {r, entre otros muchos., A teles

nineros los llzmarzos irracionzles.

(4) ARAGON, op. cit., Pég. 149.
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Desde el siglo Ib A. C., los griegos tienen éonocimiento
de los nfmeros irrecionales, espec{ficamente, obtienen la raiz
cuadrada de dos al aplicar el Teorema de Pitdgorazs a un tridn-
gulo recténgulo cuyos catetos tienen por medida a la unidad. =
Cozno szabemos, el mencionado teorema ascgura que: en un tridngu
lo rectdngulo el 4rea del cuadrado construide sobre la hipote-
nusa es igual a la suma de lazs 4reas de los cuadrados construf

dos sobre los cutetos. (5) Observeros la siguiente figura:

en écta, aperece un trifngulo rectdngulo con vértices en los -
puntos A, B y C, cuyos catetos son los segnentos AC Yy EE, con=-
sideremos que éstos tienen por longitud a la unidad, es decir,
A =1 y BC =1,
entonces, al aplicar el Teorema de Pitigoras tenemos que:
5§2= K§2+ 5&2, o bien,
ﬂ§2= 1l +1, porlo que,
AB = V2,
Y como ézte tenemos otros tridngulos recténgulos cuyos catetos
0 hipotenusas no tienen por longitud a un ndizero cuya rafz sea

exacta; he zquf algunos:

n

(5) El reciprcec i= este tcorema garantiza gue; si la su=
ra de las éreas de los cusdradss construidos sobre dos lados -
de un tridngulo es igual al 4rea del cuadrado construfdo sobre
el tercer lado entonces, el tridngulo es un trifngulo recténgu

lo, Una dezostracién de azbos teoremas aparece en el capitulo
V de este trabajo. )



(a2 este tipo de tridngulos rectdngulos los griegos los llama--
ron imperfectos).
Calculemos una aproximacién de la raiz cuadrada de dos,

por el método, por demds laborioso, gque conccemos:

Vv 2,000000( 1.414
1 00 24
400 281
11900 | 2824
004

81 nos detenemncs en este momento, pudiera parecer que 1los dig;
tos 1 y 4 se fuecen a repetir en forma indefinida, es decir, -

JE'= 1.4141414... {6) pero no es asi, ya que si continuamos -

(6) Los tres puntos que aparecen después del custre deno-
tan que l2s cifras 1 y 4 se repiten tantas veces como sea necg
sario, ez decir, 1.4141414... = 1.414... = 1,4141414141414,..,
etc. Bstos puntos (...) deben leerse: "y as{ sucesivamente",
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el vroceso hasta ocho digitos obteneuos que V2 - 1.4142135,
sin embargo, al elevar este nuzero al cuzdrado no obteneros -
exdctemente al dos como resultado, sino Unicanente a un nime-
ro muy cercamo, 1.4142135° = 1.99999982358225, Asi, este pro-
ceso puede continuar hasta obtener un ndrero infinito de ci--
fras (tedricamente hzblondo), sin que 2l elevar al cuadrado -
tal resultado, se obttenga gl ndmero dos; esto s¢ debe al he--
cho de que Jz-no es un nin2ro recional, lo cual, denostramos
e través de razonzmientos matemfticos; p:ro, para lograrlo es
necesario tener presentes los siguientes tres puntos:

1). Acentnzos acue un ninero entero X es var si, -
k =28 y es non si, k = 28 + 1, donde 8 es un nimero entero -

cualquiera, ejemplos:

30 es par, pu:sto aue 10 = 2x15,

20 es par, puesto que 20 = 2x10,

18 es par, puesto que 18 = 2x9,

35 es impar, puesto que 35 = (2x17) + 1,
41 es impar, puezto que 41 = (2x20) + 1,

(2x16) + 1, etc.

2). El cuadradc de un numero impar es otro nimero -

33 es impar, puezto que 33

impar, ejezplos:

352
412 = 1681, donde 41 y 1681 son imvares,

2
33

en general, si k es un nimero imper entonces,

i}

1225, donde 35 y 2225 son impares,

1089, donde 33 y 1089 sin impares, etc.,

k = 28 + 1, elevando al cuadrado tenemos,
k? = 452 4+ 43 + 1, o bien,

k'l

2(2s? + 28) + 1, el cual es un ndimero im-
par. El que un ndimero imper tenga por cuadrado a otro nimero

impar, es equivalente a decir que un ndmero par nopuede ser =
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el cuadrado de un nimero impar.
3). Todo nimero racional puede ser reducido a la di
visién de dos mimeros enteros sin factores comunes, ejemplos:
40/120 = 1x40/3x40 = 1/3, donde los mimeros 1
¥ 3 no tienen factores comunes,
33/44 = Ix11/4x11 = 3/4, donde los nimeros 3 y
4 no tienen factores comunes, etc.,
er. general, si 2 y b son dos mimeros enteros distintos de cero,
con algin factor comin, digamos w (w £ O), esto es, si a = wp
Yy b = wg, donde p y a son 3os nimeros enteros sin factores co
munes, entornces debido a que, a/b=wp/wgq Se tiene, por los re
sultados de la seccidén anterior que, awq = bwp , por lo mismo
al dividir entre w, aq = bp, es decir, a/b = p/q.

Demostremos ahora aue V?S no es un nimero racional; supon
gamos que sf es un nimero racional y lleguemos a una contra--
driccién., Si V2 es un ndmero racional entonces, V2 = p/a don
de p y 4 son dos mineros enteros {q # 0), los cuales podemos
suponer, por el inciso tres, no tienen factores comunes, En--
tonces,

V2 = p/a , o bien,

2 = p*/q*, por lo que,

2q* = p?, 1o gue significa que p* es un ntmero
par y, por lo mismo, de acuerdo con
el inciso dos, p también es un nime-
ro pdar; entorces,

p = 28, donde s es cuzlguier nlimero entero y

pz = 4st y gue al sustituir en lz tercerz igual
dad de¢ este procedimiento, se tiene,

! .
= 45!, o equivalentemente,

2q

q? = zs?, 15 que significa que q? es par y tam
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bién lo es g, esto de acuerdo con el resultzdo del inciso dos,
Y, éste es precisamente, la contradiccién; ya que estemoe con
cluyendo que tanto p coro g son pares, es decir, ambos tienen
como factor comin al ni-ero des y justimente, partimos de que
p ¥ g no tenfan factcres coruncs; en consecuencia, V2 no es
un ndmero racioral,

Otro ndnero irracional que merece especial atencién, por
su importancia y aplicacién, es v (Fi), el cual gqueda deter-
minado por la relucidén que guardan la circunferencia y el dif
metro de todo circulo. Calculémoslo: auxilidndonos con un com
pés, trazamos tres o cuatro circulos de distinto radio ceda -
uno, o lo que es lo mismo, de distinto didmetro; con sumo cui
dado colocamnos un trozo de hilc sobre la circunferencia de los
mismos, de manera quc no sobre ni falte hilo, lo extendemos y

comparamos con la longitud del didmetro correspondiente.

L] 3 (1]
~ "pedacito
[

i 3. ¥)

" S "
pfdac1t0~\

[ n -

ah

\_/
-
O
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“pedaci to" v,

N A ]

m f\."pedacito"

Seguramente, obtendremos que la longitud del didmetro de cada
circulo, cabe tres veces y un "pedacito" en su circunferencia,
Igual sucederd si dibujamos un centenar o un millar de circu=-
los. Esta relzcién que guarda el didmetro con su circunferen—-
cia es constentet "tres veces y un pedacito". Este manera que
hemos adoptedo para “calcular" a flTno es, ni con mucho, exacta
pero si ilustraztiva. Sin embargo los cdlculos que actualmente
se hen hecho de 11 , basados en métodos fuere de nuestro alcan
ce, han llevedo a ese "psdacito" a una cifra de més de cien --
mil df{gitos, 8in que alguno, o un grunosde éstos, se repitiera
en forma indefinida. Couo mera curiosidad anotaremos el valor

~ . .
de Hl con cincuenta cifres decimales:
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fii - 3.141592653586793238462641338327950288419716939917510. .,
(7). Pero, para fines préicticos = 3,1416 es una muy buena =
avroximacién, al igual que para V2 es 1.4142 .

Todos los méltiplos de T, tales cozo 20 , 3V , ..., o,
son también nimerce irracionales; aunzdos éstos a las raices -
inexzcteas y a los miltiplos de las mismas, estaremos ante un -
nimero infinito de irracionazles, pero adn asi{, no los habremos
agotado, ya que para ceda dos nimeros irrzcionales que encon--
tremos, tendremos ofro numero irracionzl, vero ya es mucio, =
ino te parece?. Sin exbrrgo, algo similar sucede con los nime-
ros racionales, es decir, sienpre gue encontremos dos de éstos
tendremos otro nimero irraucional entre los nisuos, Bsto no sig
nifica que se tengen tantos ndueros irracionalec como raciona-~
les haya, en estudios posteriores podras percaterte de este he
cho; pero por el mosento, 1o que deseamcs es puntualizar que -~
hay una infinidad de mimeros racionales y une infinidad de ni-
meros irracionsles y, por lo misao, hey unz infinidad de ndme-
ros reales. (8)

Reswriendo, al reunir todos los nidmeroc racionsles y to-—
dos los nimeros irracionsles tendremos a los nimeros reales; -
en otras palazbras, un ndmero rezl o ez un ragional o es un irra
cional, pero po anbop. Desde el punto de vista algebrdico se -
definen & los resles coto una coleccidn de mineros en la cual
las operacionss de suma (+) y oroducte (.) cumplen con les si-

guientes propiedades:

(7) BERGAMINI, David. Matemdticas. Pdg. 122.

(8) Demostraciones formsles de esto: hechos aparecen en =
los libros yQué es la matemdtica? de COURANT, Richard y Andlie
5is matemftico de APOSTOL Tom M. Pero obviamente, pertenecen
2 Cursos superiores,



1.
mero real.
2.
i
4,
5.
6.
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Cerradura: a + bt es un nizero resl; ab es un ni-

Asociativa: (a + b) + ¢ = a + (b + ¢}; {ab)e = n{be).
Conunutativa: a + b = b + a; ab = ba.

Blemento neutro: a + 0 = a; al = a.

Elemento inverso: a + (-a) = 0; a(l/a) =1, a £ 0,

Distributiva: c{a + ©¥) = ca + ch.

Donde a, b y ¢, sor tres ndmeros resles cualesquiera. El estu-

dio detallado de dichas proniededes nc resulta fundamental pa-

ra el seguiniento de este trabzjo, vor lo que no nos detendre-

mo8 en ello;

BJERCICIO.

ademés te suponemos familiarizado cor las mismas,

1. De acuerdo con el listado: Y3, 2, -1, -¥5, 0, W/2, /9, 2/5,
-7, g9/10, JEE, ~7/24; contestar las siguientes preguntas. (9)

a) ;CuAles de estos mimeros son racioneles?,

b) ;Cufles son irracionules?,
¢) ;Cuflles nimeros reales?.

2. BEncontrar lz solucibn de lz: siguientes ecuzciones, indican

do cualee de ¢éctas son nimeros racionales,

d) 1 +y* =2

e) 3}'—1:6’!7

£) 2 =y -3

g) 8 + 2y* =

8‘

(9) Ain cuando estazos ciertos de que Va = : b, donde a
es un nimero mayor o igual a cero y se cumple gue: b* = @ y
(~-b)* = a; en este texto adoptaremos el simbolo V& para re-
ferirmos a la rafz positiva de & y - J2 pare 1la rafz negoti-
va de g, es decir, Ja=b y - J&8 = ~b.



SOLUCION.

e) 2, -1, 0, V¢, 2/5, 9/10, -71/2.

v) V3, 5, T, -1, V.

¢) Todos,

a) y =2 (irrecional)

(6W+ 1)/3 (irrecional)
13 (racional)

0 (racioral),

U

e) y
)y
gy

il
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C. ACERCA DE LA EXPRESION DECIKAL
DE LOS NUMEROS REALES.

TMPOSIBLE QU& TE
JUNTES (owkleo
JERES UM IRRACIOUALY

-

(10)
Una buena forma de distinguir los mimeros racionales de =
los irracionales es al través de su expresidén decimal, por esto
mismo, resultec de especial interés el estudio de las fraccio--
nes cuyo denominador es un miltiplo de diez, puesto que pode--
mos escribirlas de distinta formaz a ls conocida m/n, usando no
tacién decizel, Por ejemrlo,
/10 lo escribimos como 0.3
37/100 lo escribimos como 0.37
28/10000 1o escribimos como 0.0028

ipual hacemos con lze frscciones equivalentes & ellas, como:
9/30 = 3/10 entonces, 9/30 = 0.3
185/500 = 37/100 entonces, 185/500 = 0.37
7/2500 = 28/10000 entonces, 7/2500 = 0.0028,

(10) ARAGOA\P, 22- —c-i“—t-.' Pég: 142.
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Sabemos que para ccnvertir cualquier freccidn comin a una
expresidn decimal es necesario dividir el nurerador entre el -
denoninador y aproximar utilizando tantos ceros como sea nece=
serio & ls derecha del punto. As{, en nuestros ejezplos roderos

decir que:

Ol3
3/10 = 0.3 poraue 10 /3.0 ,
0
0.3
9/30 = 0.1 porque 30750 ,
0
0.0028
7/2500 = 0.0028 porque 2500 777.0000 , ete.
2 0000
0
He aqu{ otros e emplos de uso frecuente:
0.5
1/2 = 0.5 puesto que 210 .
0
0.7
3/4 = 0.75 puesto que 43,00 ,
20
0
0.625
5/8 = 0.625 puesto que 8 /5,000 ,
20
40
0
1/25 = 0.04 puesto que 25/1.00 ’
0 v

observemos gue después de hacer un nimero finito de cdleulos
henos obterido un residuo igual a cero.,
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Ahora bien, cusndo tenemos une expresién decimal y guere-
mos obtener una fraccién comin, por ejemplo, 3i tenemos 0.5 y
gqueremos llegar a 1/2, procedemos de la siguiente forza: sabe-
mos que 0.5 = 5/10 y cozo 5/10 = 1x5/2x5 = 1/2 entonces, pode
mos asegurar oue 0.5 = 1/2, que es la fraccidén que desedbamos.
Similarmente,
0.75 = T5/100 = 3x25/4x25 = 3/4,
0.625 = 525/1000 = 5x125/8x125 = 5/8 y
0.04 = 4/100 = 1x4/25x4 = 1/25.
Pero, observesos detenidamente el siguiente ejemplo:

0.33...

1/3 = 0.33... poraue 311.00...
10...

leas

el residuo siempre serd igual a uno, no importa cudntos cédlcu-
los hagamos, ademis para obtener 1/3 partiendo de 0.33... , no
es posible detenernos en lz vprimera cifra y decir aue:

0.33... = 3/10 porque 3/10 £ 1/3, tampoco podemos -
detenernos en la segunda c¢ifra, en la tercera o cuarta, etc.,
0.33... £ 33/100 porque 33/100 # 1/3,

0.33... £ 333/1000 poraue 333/1000 £ 1/3, etc.
Entonces proponemos el siguiente procedimiento: (11)
' 1). Hagamos w = 0.33.,.. ¥ 10w = 3.33...
2), Restemos \10w = 3.33,..
} w = 0.33...
9w = 3, 0 10 que es lo misuo, W = 3/9

y como 3/9 = 1/3, hemos obtenido 1/3 a partir de 0.33... &

(11) Este procedimiento encuentra su sustento teérico en
el conociniento de series geométricas infinitas, las cuales no
serdn tratedas en este escrito. Se remite al lector intercsado,
a8l libro Algebra de REES, Paul K., o bien, al libro Andlisis =
Matemftico de APOSTOL, Tom M.
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Dexos otros ejemplos: 0.55...

5/9 = 0.55.., porque 9/°5.00...
50

500

¥, en sentido inverso, para obtener 5/9 a partir de 0.55...
procedenos:
l)' W=0.55... y10'= 5.55-..

2)0 10W=5-55-..
" W= 0.55...

9w = § 0 bien, w = 5/9,

0.6363..,
Y como 7/11 = 0.6363... porque 11/7.0000... observamos

o
40
7.‘.

que los residucs siete y cuatro se alternan indefinidamente, -
Obtengamos ahora 1a fraccién 7/11 pertiendo de 0.6363...:
1). w=0.6363...

2). 100w = 63.6363...
{- w = 0-6363.0.

99w = 63 o bien, w = 63/99 = Tx9/11x9 = 7/11,
nota que lemos multiplicado por cien, esto es dekbido a que te-

nemos dos digitos repitiéndose indefinidamente: el seis y el -
tres.

Un ejemplo més, encontremosuna fraccién comin para la
expresién decimel 0.285714285714... :

1). w = 0.285714285714...
puesto que tenemos seis dfgitos repitiéndose multipliceremos
por 1 000 000, un cero vor ceda digito repetido,

2). t 1 000 000w = 285714,285714285714...

nn

- w 0.285714285714...
285714

999 999w
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o bien, w = 285714/999999 = 2x142857/7x142857 = 2/7, es de--
cir, 0.2857142685714... = 2/7, lo cual puedes verificar efec-
tuando el cociente indicedo.
BEn general, si w = O,abcdefgabcdefg..., se tiene que:

{10000000w
- v

abcdefg.abcdefg.,.
O.abcdefg...

abcdefg

nou

9999999w
En realidad, al multiplicar por algin miltiplo de diez y res

tar, 10 que hacemos es "desapzrecer” esos digitos que se es-

i

t4n repitiendo, para trabajar con nimeros enteros.

Para fracciones cozo 1/6, cuya expresién decimal es -
1.66,.. (verificalo), observamos que se repite el mimero seis
pero no el uno, entonces proponemos el siguiente proceso:

1), w = 0.166...

2). {100% = 16.66...
-{ 10" = 1.66.-.
90w = 15, es decir, w = 15/90 = 1/6.

La fraccidén comin equivalente a 0.535656... la encontra
mos de la siguiente manera:
1) w = 0.5356564..

2). 10000" = 5356.56---
- 100w = 53¢56 e
9500w = 5303 entonces, w = 5303/9S00.

Un ejeuplo mds lo proporeiona la fraccién 7/330 cuya ex
presién decimal es, 0.02121... entonces,

1000w = 21,21...
10w 0.21...

990w = 21 , por lo que, W = 21/950 = 7/330.
En generzl, si w = O.,abcdefgefg..., se tiene gues
w = (abcdefg - abecd)/9990000 (verificalo).
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De acuerdo con los res:ltzdos obtenidos en estos ejemplos
podemos afirmnar ague todo nimerc racional tiene una representa-
c¢ién decizzl, lz cuzl -uede contener a un minero finito de ci-
fras o présentar algin digito, o grupo de digitos, repitiéndo-
se indefinidavente, en cuyo ca3o la llananos decimz2l periddica.
Esto no ocurre con los nireros irracioszles, couno observaros en
lz seccidn anterior /E.y Trno nresentan periodicidad alguna en
su expresién decinal, la cuzl tiene un ndinero infinito de ci--
fras. Igual sucede vara /3:'/7,J5 , 1/V2, etc.,etc. Es decir,
un mirero irracional es zauel cuya expresién decimal no es fiw-

nite,ni periédica.

EJERCICIO.

Decir cudles de lzs siguientes parejas de racionales son equi-~
valentes y cudles no lo son,

a) 2/3 y 4/6

b) 7/6 y 1.66...

¢) /5 y -2/10

d) =0.77... ¥y =7/10

e) 1073/500 y 2.147

£) 2/6 y 3/8.

SCLUCION,
a) 2/3 = 4/6

b) 7/6 = 1.166...
¢) -1/5 = -2/10

d) ~0.7T... # -7/10
e) 1073/500 # 2.147
£) 2/6 4 3/8
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D. ACEBRCA DE LA REPRESENTACION GEONETRICA
DE ALGUNOS NUEEROS REALES,

ATRAPADO SIN SALIDA. (12)

© Ordenaditos y en l{nea recta.
Dibujemos una l{nea recta, auxilidndonos de una regla, de
oreferencia que no esté graduada, y convengamos que dicha 1fnea

es prolongable indefinidamente en amnbos sertidos.

- Y
< -

Tomemos dos puntos sobre la recta y asociemos el cero con
el punto que estd 2 la izquierda y el uno con el punto que que=
dé a la derecha.

o
)

[ J

{
(1’2) ARAGC:"' 22- Eltc’ Pégn 137.

o



46-

Con ez-2 diszzrncia como unidzi y auxilifndonos con un com

pis nzgemos mareas sucesivas hzcia la derechz del uno e izjuier

< —
i »> T Lme 2 4

;
T b
O A

A lzs marces que hezos hecho a lz derecrna del uno les aso

-«
+

ciamoz los nidreros 2, 3, 4, 5, 5, ..., en este orden; y 2 las

que estdn & 12 izquierda del cero log ndmsroe -1, =2, -2, ...

e A ——t i 4 A s 4
- M
-4

V]
-y -2 -1 -] 3 2 3 L]

»
L 4

3

Coxo nhexos converido Zue esta recta ec prolongzble indefi
ridazente, en a:boc zentidog, e zoeible encortrir tantos nune
tos cowo mimeros entero: conscezos, xmediante este procedixzien~
to de nucer mzrcas sucesiv:c eguidistantes. Sin emnbargo, vara
encontar puntos que podenos asociar con nimeros raciorcles co-
mo san 1/2, =-3/2, 1/4, -3/5, e%c.; es neces=rio emplear otros
trazos baszdos en la semejonza de trifngulos. Por ejenplo, vara
encontrar el punto correspordiente 2 3/5 es necesario dividir
el segnento cozprendido entre el cero y el uno en cinco partes
iguales y despube conter tres a partir del cero, hzeiz la dere
cha, procediendo e lz giguiente menera:

1), Por el cero pasemos unz linea oblicua a nuastra -
rrimers recta,
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2). Hagamos en esta recta auxiliar cinco marcas equi

distantes, ayudédndonos con un compds, a partir del cero.

Semd Y + & + v

Tan -3 -2 -xﬁi,/<5 1 Y 3 M) 5
3), Unamos la tiza marca con el unoc por medio de -
una linea recte; y por lat otras zmercas restantes tracemos pa-
ralelas a ésta, que corten al segmento cero, uno., As{, he~
mos encontrado loe puntos correspondientes a 1/5, 2/5, 3/5 ¥
4/5, en particular nos interesa el 3/5, que es el aque seRala~-

mog en la figura siguiente:

¥
G LU/ 2 3 A P

‘Para encontrar el punto 22/5 bacta con llever este proce-

dimiento hasta el segmento con extremos cuatro y cinco, y des-
pués conter dos a partir del cuatro, & la derechea, puesto que

como sabemos 22/5 = 4+2/5. Y para -13/5 el trazo se harf{ en -
el seguento conprendido entre negativo tres y negztivo dos, pe
ro en estn ocasién la recta auxilizr la dibujamos sobre el ex-
tremo derecro, es decir, sobre el negativo dos, y & partir de

este nimero contemos tres submarcas hacia la izquierda., He - -

aquf la figura correspondiente:
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En forma semejante nrocederiamos para encontrar todas las
fracciones con denoningdor igual a cinco. Bn general, para di-
vidir un segmento cuslquiera AB en cinco partes iguales traza-
mos 1a lfnea oblicus, las cinco marcas equidistantes sobre és-
ta, unimos los extremos y finalmente trazamoe rectas paralelas

que pafen nor egstsn® marcas:

X3

P donde,
L) AA, = 1/5 AB,
8 Ak, = 2/5 AB,
& i, = }/5 AB,

. AR, = 4/5 AB vy,
4/’/ Efviumente:—
s Ay A2 A TAg |- AB = 5/5 AB,

Pero, ;podemos ectar seguros de que efectivamente, el seg
mento AA corresponde a 1/5 de AB?. la respuesta es: si. Y pa-
ra darla basta con aplicar las propiedades de los tridngulos =
seme jantes implicados en el tragzo, Observemos:

1). Puesto que las marcas son equidistantes se tiene
que B, = ETEQ = §:§, = ﬁ:ﬁq = 5:5;. Tomenos el segmento ﬂg. -
como unidad, es decir, ZE, = 1, para obtener, iﬁ; = 2, iﬁ, = 3,
ﬁ4=4y53=5.
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2). Los dngulos con vértices en los puntos A, A,,
A,, A,y B son iguales, debids a que trazamos paralelas entre
s{ a lae rectas que contienen a los segmentos KTﬁ., K:ﬁ,, K;ﬁ,,
K:ﬁ, ¥y Eﬁ,. Por esto mismo, los &ngulos con vertices en los -
puntos B,, B;, By, By y Bg taubidn resultan ser iguales,

¢4
84

3) mno}ces,["el ARa B es séne jdnte al A ABBg , lo -
que significa que sus lados corresporndientes son proosorciona~-
les, (13)

De donde:
AA,/AB = AB,/ABg y
como Kg‘ =1 y

L

iBg = 5, se tiene que,
AK\/AB = 1/5, o
equivalentemente,

A MR c, AR,= 1/5 4B .

Bn forma semejante podemos asegurar que Ahg = 2/5 AB, bas

ta con tomar loe tridngulos semejantes: &AA,B; y AABBg.
8g

A

2 AL B
(13) B sfmbolo & debe leerse: "el tridngulo que tiene --
por vertices a los opuntoce...",
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Y pare AR, = 3/5 KB ¥ AA, = 4/5 iB debemos tozar los tri
éngulos semejuntes: & AA,By, HABBy y AAA(By, AiBBg, res-

pectivamente.

Para encorntrar tercios, cuartos, décimos, etc., baztaria
con hacer tres, cuatro, diez, 3, marcas equidistantes sobre la

linea guxilizar, ejemnlos:

-3

N R
N 3 AN C N 2 3 /2 $
EZste procedinmiento para dividir un segmento ‘en m partes -

igueles nos permite encontrar todos los puntos sobre esta 1{--
nea recta, a los que les podemos asociar un nfmero recional, -
al menos tedricamente, ya Jue estamos ciertos de que dividir -
un segmento “"ceacillamente” er cien partes iguasles, en la préc
tica resulta sunasente 1iffcil, rero no inposible,

Localicenoss algunos puntos pera asociarlos con nimeros -
irracionales, comencemss con l¢ rafz de dos:

1), Toznanio como centro &l puntod correspondiente a =

3/2 tracemos un sexicirculo de radio igual a 3/2.

I~

11

p 3

'
-

.
»
o 4
-
ey
ad
-
L1
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2). Trazamos le perpendiculsr sobre el punto que co=-
rresporde el nimerc uno, intersectzndo con ésta el cfrculo en -

el plmto S.

Y

+

7 3 4

poliod

-4 -3 -2 -1 o *
31). Este segmerto, cuyos extremos son el gpunto S ¥
el correspondiente al nimero uno, tiene longitud igusel a rafz -
de dos. Bastu entonces con tomer estz longitud y trasladarla a
partir del cero, auxilidrdonos con un compds, pers obtener el -

tunto corresgondiente a VZ.

[} Sg,

y - P A >
-

A 23 .2 i a—{‘—f—*! 2 K] 'S
Parz la rafz de cinco tomarmcs como centro el punto que co

<t

rresponde al nimero tres, y con ecte radio dibujamos el semic{y
culo, Ls perpendicular nuevamente la trezamos sobre el punto cg
rrespondiente al uno, intersecteamos al semici{rculo en S y tene~

mos el segmerto cuya longitud es le VER
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Observa que una vez obtenice le (3} puedes fdcilmente en-
contrer a -V—gy ya que estos puntos son sirzétricos, es decir,
ectdr & le misme distenciz del punto correcpondiente al cero. =
Sin embargo, & mansrz de ilustrecién prra encortrar las rafces
negatives, obtengamos el purto correspondiente 2 -Vr—. 4Qué pun
to consideras que debe ger el centro de nuestro semicirculo?. =
tfectivemente, el =2, ;Y el rzdio?, si pensaste en un radio --
igual a dos unideades, acerteste., Y claro, 1z perpendicular debe
trazarse sobre el punto correspondiente a2 -1, He aqu{ la figu-

Ta:

o aa

A 4

v v i 3 Y ' + +
-4 -3 -243 - o 1 2 3 M 5
Generalicemoe este idea y encontrecos el segmento de lon-
gitud igual a¥ a:
1). Tomeros un segmento kB como unidad, es decir to-~
memos AB = 1; y prolonaguexos hestz el punto C, de tal manera -
que BC = a.

r——l—lv' a D
A B c

2). Dividamos el segmento AC en dos partes jgusles,
pEre encontrer el punto M, el cuel cumple con la igusldad:
¥=(1e+a)/ 2.
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3). Cor certro en M trazamos el semicirculo gue pase
por los puntos A y @.

~

AN

N\

\\.

i A
{—

Q
X
A B ™ c _
4), Trazamos lz perpendicular a AC que pasa por B, =
crolongéndole hesta intersectar & semicf{rculo er el punto S,

Q@ \

,] \

JE a 3
A B M <

Estaremos de acuerdo en gue B =V a, porque nuevamente te
nemos tridngulos seme;zntes:

S S
i AABS semejante al AACS
: {veriffcalo).
A B A B ¢
S

S

ABCS semejante al AACS
(verificelo).

los tridngulos:AABRS gy ABCS
sor. semelzrtes

por ser semé;znted artos al

[ Y c
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Por esta Ultima semejanza, se tiene que:
N

BS/4B = BG/ES, por lo que,
BS/1 = a/BS, de donde,

BS? = a, 0 10 que es lo mismo,
B_S- = ﬁo
A R ¢

Para encontrar puntos sobre la recta con el fin de asociar

los Ty sus miltivlos, no tenemos un buen método geométrico, co
mo los vistos en esta seccidn; entonces, pudiésemos usar el ya

mencionado del hilo colocado en el contorno del circulo de ra--
dio igual a la unidad, pero éste nos proporciona solamente una

buenae aproximacién para 17, los miltiplos se tomar{an a partir

de esta longitud transladdndola sucesivamente sobre la recta., =
Otro métedo consiste en considerar puntos racionales cercanocs a
a ., por ejeuplo, sabemos que 3.1410 es menor que 3.1415... y -
este Wltimo menor que 3.1420; entonces podemos localizar en la

recta a 1os racionales 3.1410 y 3.1420 y establecer que 1rqueda
localizado entre los mismos. Esto funciona también para todos ~
los ndmeros irracionales; por ejemplo,

2,10100100010000... quedaria entre 2.100 y 2,102, o
entre 2,100¢ y 2.1011, o bien,
entre 2.101000 y 2.101002, depen-
diendo de que tan "cerca" desees

estaer de 2,10100100010000..., donde "queder entre" no signifi-
ca en el "punto medio de", solamente estamos dando aproximacio-
nes,

Resumiendo, pcra todos los nimeros reales es posible encon
trar un punto sobre une recta al cuzl asociarlo; y pera cada ==
punto solanente podenos dar un uUnico mimero real; a la recta -

asi tonada la llamnemos recta real o eje real.
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Por dltimo, acentazos que todos los mimeros positivos son
rayores que el cero, por ejezplo,
5 es mayor que O,
7 es mayor gue 0O,
1/4 es mayor que 0, etc.,
lo cual sinboliqzamos como:
5>»0, 720 y 1/42 0, respectivanente,
Y decimos que un nissro real a es mayor gue un nimero real b
si, su diferencia {a - b) es mayor que cero, con sizbolos:
a>b s8i (a-Db)yo.
Ejemnplos:
1> puesto que 3 -2=1 y 1> 0,
1/571/8 puesto aue 1/5 - 1/8 = 3/40 y 3/40>0,
1) -12 puesto que 1 - (-12) =13 y 13> 0,
-4 -10 puesto que -4 - (-10) =6 y 62 0, etc.

Bn forma semejante, si aceptanos ouc todos los mimeros reales -

i

i

negativos son menores que el cero entonces, decimos que un nime
ro real a es menor gue un niasero real b, si su diferencia es me
nor gue cero; simbdlicamente,

adb si (a-bp)<O0.
Ejemplos:

4 £ puesto aque 4 -7 =<3 y -3 40,

141 puesto que -1 -1 =<2 y -2<0, etc.

Ahora, si observas, en la recte real hemos colocedo:

al -3 a la izouierda del -2 y -3 £ -2,

al =2 a la izguierda del -1 y =2 £-1,

al -1 a la izauierdadel Oy -1 < 0,

28l 0 a la izguierdadel 1y 0 £ 1,

al 1 a la izquierdzadel 2y 14 2, etc.,A

en generzl, ex la rectz real, si un nidmero a esté colocado a la
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izouierda de un nimero b entonces, a es menor que b, simbélica
mente: a £ b. Tenenos as{, a los nireros reales: ordenaditos y
en li{nea recta.

BJERCICIO.

Bfectuar los trazos necesarios, 2 fin de localizar en la recta
real, el punto correspondiente al miuero:

a) v5/2.

b) -3¥2/4.

SULUCION.

a)

-4

b)

Loy
-4
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CAFITULO II.

LA DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS.

L. BN LA RBCTA REAL.

El maestro le pregunté a Pepito:

Si tomo un camién y voy a la Villa, luego al -
Bstadio Azteca, vosteriormente al Aeropuerto y por
Yltimo a Chapultepec, ;jcudntos afios tengo?.

-~ 38, maestro, - respondid Pepito.

- Buy bien Pepito, pero ;cémo lo supiste?.

- Buy f4cil. Tengo un amigo que tiene 19 afios

y estd medio loco. (1)

Bn une 1fnes que no es recta.

Bn la ciudad de México existe un transporte colectivo ~-

llamado Metro, en la actuslidad (1988) cuenta con nueve rutes

o 1{neas para satisfacer las necesidades del usuario, en par-

ticular la 1l{nea 3 cruza la ciudad de Norte & Sur a través de

veintidn estaciones:

Ll 2 2
2 ¥ 3 : 2
!. 5335 3 & ¢ . & % § .3 < 5 v g ¥ 02 ° 4
> 3 % 5 IR REEREEEEE §, 3 - § 3
81 qd3233d3+<938558858% 33

entonces, ei deseas viajar de Indios Verdes a Universidsd, —

despuée de abordar, pasarde veinte estaciones antes de descen

der, estamos dando por descontada la estwcibdn de sbordeje. -

(1) ARAGON, op. eit. Pg. 148.
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Obvimnense estas paradas o estzciones no estin a la zisma dig
tarciz, ni el fetro hace exactarerte el zismo Iierpo pere ir
de una & otra, pero pera nuestros fines vamos & consilerar --

:tzciones, c¢oro igualesg; ba-

0

tiemros y disztincias, entre lag ecs
jo =stas condiciones resolvames los ziguientes problerzas:
Problezs 1. Rubén, un joven jue abordz ror primera
vez el Metro, ha decidido tr:nsportarse de Hidelgo a Ztiooia,
gse acerca y rog cregunta: ; ciantas estaciones debo viajar?,

Resonuecta: Seies estaciones,

Protlexs 2. Desafortunsdarente, después de conter -

seis estaciones, Rubén rno baja en Etiopia sirno en Indios Ver-
des. ¢ GQué nizo mal Rubén?.

Resouesta: Rubér hsz contado bien, no toné en cuenta
1 estacidr de abordaje y eeperd seis esztzciones para descen=—
der, los que fremos fallado so:os nosotros puesto que no le in
diceros la direccidén en que debfa desvlazarse; la respuesta -
correcta al nroblems anterior es: seis estaciores en direccidn a
Universidad.

Frotlema 1. Rubén desea regresar a2 Fidalgo, abordan
do en Etiopfa, ;cudntas eztecicres dete viajar?,

Resopuzsis: Sels estaclones, er direccidn a Indios -
Verdes.,

Froblema 4. Rubér viaj2 anrorz de Kidalgo a La Raze,
oCuéntes esteciones perrunece en el Ketro?.

Regpuesta: Tres, direccidn Indios Verdes,

Problema 5. .Y, para regresar de La Raza a Hidalgo%

itespuesta: Tres, direccidr Universidzd.
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Por zlgune rezér. Rubén siernte predileccidn por Eidelgo,
puesto gue le tozaz come punto Jje partida o referencia pare ir
y venir a lo lzrgo de ecste linea 3, nue por cierto ro es rec=-
ta y eztéd en un Metro sue no miie un metro ; y dado que, dee-
de un principio convernimos en considerar las dietancias entre
les esteciones como iguales, podenos relacionar éstas con al-
gunos nizeros erteros sobre la recta resl. En atencién & Ru--
bén, a Hidalgo le haremos correspondsar el cero, y viajar en -
direccidédr a Univereidad, el egertido positivo, y haeis Indios

VYerdes, el sentido negativo:

" o 84 03
o o
Psegsge,idiserredghed
a; p e YT an 8 esyygy¥celyes:
@ed g s33FTIFTFoeeax8]33
TV TS A v ey 203 4 % T8 9 © W 12 1314
Obcervamos nuz &8 Ztiopfa le corressonde el nimero 6, y a In-

dios verdes el -6, puesto gue arbos se encuentran a selz esta
-¢ciones de Hidalgo, una en sentido nositivo, ls otra en senti-
do negetivo; pues bien, 2 estos nimeros los llsmaremos coorde
nadac de Esiopia e Indios Verdes, respectivamente; en otras -
palzbras, la coordenzdz de Etiopfa es 6 y la coordenads de In
dios Verdes es «~6; de igual forma afirmanos que: la coordena=-
42 de Universidzd es 14, lz coordeneds de Judrez es 1, etc.,
Zn resumen, parz determiner la coordenada de cada estacién es
neceserio considerar dos aspectos:

1. El nimero de estaciones gue debemos viejer a per
tir de Hidelgo.

2. La direccidn en que viajemos: Universidad (+) o

Indios Verdes (-).

Lt
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Sin embargo, cuando Rubén "va y regresa®, digamos de Hi-
dalgo a Etiorfs y de Btiopia a Hidalgo, el nimero de estacio-
nes es el mismo: seis, no importa el szentido en que viaje, —-
Universidad->Indios Verdes o Indios Verdes- Universidad, a es
te nimero de estsciones le llamaremos dist:rcia. Entonces, 1lg
distancia de 1idelgo a2 La Raza es 3, de Hidelgo a Universidad
es 14, de Zapats a Hidalgo es 9 y, iclero',, de Hidalgo & Za-
pata también es 9,

Problema 6. ;Cufl es la dictancie de Potrero a Bu--

gernia?, .
Respuecta: Sabemos que la distancia de Potrero a Ei
dalgo es 4 y de Hidzlgo a Eugenia es 7, entonces la distencia

total es: 4 ¢ 7 = 11; puesrto aue para ir de Potrero a Eugenia
pasamosg por Hidalgo.

Problema 7. ;Cudl es la distoncia de Zapata a Copil
co?.

Resnuestat Sabemos gue la distancia de Hidalgo a 2a
veta ee 9 y de Hidalgo a Copilco ees 13, entonces la distencie
total es: 13 -~ 9 = 4; puesto aque al abordar en Zapata PArg =-—
llegar a Copilco nos estamos "arorrando” las nueve egteciones
que hay de Hidalgo a Zapata.

Problema 8. ;Cudl es 1z distencia entre les estacio
nes de Potrero y Guerrero?.

Respuesta: Nuevazerte tomemos en consideracidn las
distrncias de Hidalgo a Totrero y de Hidalgo a Guerrero, en
el rrimer caso la distancia es 4 y en el segundo es 1, reste-
mos 4 - 1 = 3, y tenemos la respuesta,

Ciertamente, resulta sumamente diffcil, bajo condiciones

norrales, el bajarse del Metro entre lzs estaciones de Hidalgo
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y Julrez, o entre Copilco y Universidad, puecto que ro tene--
mos la estacién "Hidalgo un medio"™, o "Copilco tres cuartoa”,
adn cuando existen calles intermedias de estacién a estacidn,
Bquiparando esta 1fnee 3 del Metro con la recta real podemos
considersr un purto en continuo movimiento sobre la misma y -
establecer en 1o0s ndneros reales "estaciones”™ que nos permi--
tan habloar de coordenzdes y diatancinz en forma un tanto pare
cida 8 como lo hemos venido desarrollando, Bs obvio que en la
recta real si poderos hablar de varadas "intermedias" entre -
las correspondientes a las de los nimeros enteros, tales como
restacién un entero un medio", "estscidn -T", "estucién V20,
etc.. De tal forma, que la palabra estacién puede ser susti--
tufda por la palabra punto.
En la siguiente recta hemos localizado las estaciones o

puntos: A, B, C, Dy O,

c n Q’ 6 A d 3.

4 -3 <z v 6V Tz 5 4 s
Nuestro punto de partida o referencia serd el correspone-

Fl
&

diente al cero, 1o llararemos origen y 1o denotaremos con la
letra 03 nvevamente, al avanzar hacia la izquierda lo hacemos
en sentido negativo y hacis la derecha en sentido positivo. -
Pare lleger del origen al punto A, hemos de "caminar® tres u-

nidades en sentido positivo:

. L. A
. ~ - - -
o X A >
T r and

—fq -3 -2 - ; 1 2 3 4 .=
¥, por lo miswo, la coordenada del punto A es positivo tres,

&

lo cual denotamos cono: x, = 3.
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Para encontrar al punto B "caminamos" tres medias unida-
des, es decir, ura y medis unided, en sentido positive, a par
tir del origen:

e TN e~ L
& T A . i >

-4 -3 -2 -1 o § 2 3 4 5
por 1o que, su coordenziéa es nositivo tres medios: xg = /2,

Para el punto C, "“camiramoe” o "rog movemos", en sentido
negativo, a partir del cero, dos unidades y cuarto, por lo =~
que su coordenzda serd: x¢ =-{2+1/4), o bien, x¢ = -9/4.

€ e . O
" &b, ~ 4 T > a )y

-4 -3 -2 -1 ° 1 2 2 & 5
Por dltimo, para localizar al punto D, nos movenos una -

N

unidad en sentido negativo, a partir del origen, lo que ocasip
na que: x, = -1,

D .-.0
[ — - 4 3 v 3
-4 -3 -2 -1 [ 1 2 3} “ $

Ahora bien, la distancia del origen 2l punto A es tres,
y serd 1a nmisma que la distancie del punte A al origen, ecto
lo denotamos comot 4(0, A) =1 3), que ese 1e&, 1o distencia -

del origen al punto A es igual al valor absoluto del mimero -
t!‘es.

@~
e 2 J
b
3
-
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Para loes puntos B, C y D sus respectivas distancias al -
origen son:
a(o, B) =1 3/21 = 3/2,
a(0, C) =1-(2+1/0 = 2¢1/4 y
4(0, D) =1-11=1.
Donde, entendemos como valor absoluto de un nimero real k as
-k si k es negativo,
k 8i k es positivo y
0 8i k es cero.
Para obtener la distancia entre dos puntos distintos del
origen, por ejemplo, los puntos C y A, tenemos que:
a(c, A) = a(C, 0) + 4(0, A) =(2+¢1/4)+ 3 = 5+1/4,
puesto que el origen se encuentra entre estos dos puntos, Ve-

rifiquemos grificamente:

d(g N

~

d(9,A)

4
+- w Ld v
& 2 3 A S

-4 -3 -2 -
Este mismo resultado lo obtenemos empleando coordenadas, de -

- b

&
€

oKq

la siguiente manera:

a(C,y A) =1-(241/4) = 3\ =}-{5+1/4)| = 5+1/4,
que no es otra cosa que el valor absoluto de la diferencia de
les coordenadas de anbos puntos, en simbolos:

a(c, 4) = Ixc - x4
Y como, para efectos de distancia, e 1o mismo ir de C a A, -
cue de A & C, observamos que:

a(c, A) = d(4, C), o lo que es lo mismo,

Ixe = xpl=l x4 = x| , verifigquemos:

a(a, C) = 13 - ((201/4) 1=) 541/4) = 541/,
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Probleze S. sCufl es la distencia entre los puntos
Ay B,

Respue-tu: Este caso es minilar el del problema 7 -
de esta seccidén, anbos puntos estdn a la dereccha del origen,
pror lo mismo calculamoe la d(A, B) efectuando lg diferencias
da(0, A) - d(0, B), y obteneros que , d{A, B) = 3/2, Pero tam-
tién llegamos a este resultado enpleando coordenndas:

a(4, B) =l x, = xgl=1 23 = 3/21=)23/21=3/2;

y verificamoe que d(A, B) = d{(B, A) calculando,

d(B, A) =| Xp = X l=1 3/2 - 3=l =3/21 = 3/2,

grificemente,

4,8

8 d{e4) A
R . . . o) S —a » ey
N -4 -3 -3 M o \ 2 3 ~ 5

Problema 10. ;Cudl es la distancia entre los puntos
CyD7.

Respuesnte: Tenemos que d(0, C) = 2+41/4 y a(0, D) = 1
entonces, 4(C, D) = d(0, C) ~ a(0, D) =(241/4)= 1 = 9/4 - 4/4
= 5/4, en coordenadas: '

a(C, D) =| x, ~ xgl =4-4241/4) - (1) V' =} -5/4 | = 5/4,
0 lo que es lu mismo,

d(D, C) =j xy - xc =1 -1 - (-(241/4) | =) 5/41 = 5/4,
grdficamente,

60
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Por Wltimo, =i aceptamos gue la coordenauiz del origen es
cero, obterdrenos:

a(0, &) =1xp - xpal =10 - 31

a(a, 8 =4x, - xl=13-0)

cide con el resultado otterido anteriormente.

1-31 =13, o bien,

f3t1= 3, ague coin-

Resuriendo, 1otz cencertos de coordenada y distancia al -
origen estdn intimamenrte ligzdos, diferenciérdose dnicesente
er. que pera dar lc coordenziz es preciso cornziderar el senti-

do er gue rnos estazvos desrlaezando, y prra la distancia no.

EJZRCICIO.
De acuerdo con la siguiente recte real obtener las coordenadas

y distarcies que se solicitan.

— A s T & b E |
R B S D R I R A

a) Xg =

b) x¢ =

c) xg =

d) x4 =

e) d(4, B) =

) d(B, C) =



c)
a)
e)
f)
g)
h)

2
=4-(241/2)) = 2+1/

1

X 2
B) = 1{1+1/M = 141/

)

)

A) =1 = 3.

66-
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B. EN KL PLANO CARTESIANO.

Bsas lorgas cadenas de ragonamientos, tan sen-
cillos y fdciles, de que se sirven los gedmetras pa
ra sue demostraciones mfs diff{ciles, me hicieron --
vensar que todas las cosas susceptiblas de ser cong
cidas se relacionaban como aquellos razonamientos,
y que con tal no se reciba como verdadero lo gque no
lo sea y se guarde el orden necesario vara las de-~
ducciones, no hay cosa ten lejana que a elle no pue
da llegarse ni tan oculta que no pueda ser descCu-~-
bierta, (2)

Una colonia con un nfmerc infinito de calles,

?al vez, localizar estaciones en el Metro resulte més -
sencillo que localjizar calles dentro de alguns colonia 0 ba--
rrio, Ponenos como ejemplo, un fragmento de la colonia Kl Sol,
ubicada en Ciudad Netzahuslcoyolt, Estzdo de Méxicol

Jeibied

Aved DA |
— rem—ee  p— (=)
-~ :] N s

AVEl

=1

l
|
l
|

AVEN, 24 3
_g :4—_4\“;
Nl
4 5 B
i v i)

SN g RN NN
Averida €

(2) DZSCARTES, René. Discurso del método. P4g. 16.

.
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Supongamos que en esta colonia viven Hugo, Paco y Luis, y que
sus czsas se localizan "casualmente” en las esquinas sefiala—-
das en el siguiente croquis:

Ju

AVENDA |

— —

1L40HL
10

AVENIA 3

] “33{@

AVENIOG ¢

LALE 3

Hugo y Paco deciden visitar a Luis, pero no conocen la =
direccidn exacta de éste, dricamente saben sue Luis vive en -
la Calle 6, a tres celles de la casa de Hugo y a dos de la de
Paco.

Problezz 1l. Después de caminar tres calles, Hugo se
encueritrs en el cruce de Celle 6 y Avernida 1, obviamente no -
estd er el sitic correcto, ;en qué ge eguivocé?.

Regpuesta: Hugo vive en el cruce de Calle 4 ¥y Aveni
da 2, ha ceminado correctamente dos calles de Oeste a Este so
bre la Avenida 2, hzsta encontrar le Calle 6, pero al llegar
e &ste se dirige hecisz el Norte y no hacia el Sur que era lo
correcto,

Probleza 12. Después de camirar dos celles Paco si
encontré la casa de Luis, 5?uedes decir qué carino ha tomado?.

Respuecsta: Zn reslidad Paco tiene dos orciones,

a) Camirar de Oeste a Este haesta la Calle 6 y
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después de Sur =2 Yorte, haste 1z Aveniia 3.
b) Camirer de Sur a lorte hasta lz Averide 3.y
después de Oeste a Zete hasta la Calle 6.

Sin erbargo, puesto que Paco sabe jue Luis vive en
1z Calle 6, ez =4s 1lbégico pensar sue tona el primer camino: -
buscar opripero lz Calle 6 y después elegir entre "subir” o0 -~
"tajar®, es decir, entre Norte o Sur.

Observards aque para localizar la casa de Luis ez zreciso
caminar primero de Oeste a Este y después en direccién Norte
para Paco y Sur pers Hugo, en otras palzbras Jesnués de cani-
nar de izquierda a derecha "cambian" de direccién para bajar
0 subir, segin el caso; situacifn gque no se precenta cuando -
localizamos estaciones en el Hetro, ya que tasta con congide-
rar direccibn izzuierda-yderecha o viceveraza, Entonces, vara
encontrar 1z casa del ten mencionado luis es recesario cono--
cer el nombre de dos callee: uns que nos sitde horizontalrmen-
te y otra verticalmente,

Angostemos aveniias y aceras de tel forma 2ue podarnos i-

dentificer nueztro croquis original con el sig:iiente nlano:

AVILIDAZ,
Aeaa0e 3
AEpA ‘ (]

z

aLis 3
caus 9
caLE S
CRLUé



70~

Observenos gue Avenidas y Calles quedan representedas --
por lfneas rectzs perpendiculsres entre si{, que cada manzana
tiene forma de un cusdrado y que las casas de Hugo, Paco y -
Luis quedan localizadas en el cruce de dos l{neas.

Convengamos en considerar como punto de referencia u ori
gen 2l cruce de Calle 5 y Avenida 3, el cual hemos designado

con la letra € en el dibujo:

AV | |

AVGDA 2 mad

AU 3 T'_w J
Aveion 6 Pace

Adenés aceptemos gque cemincr a la dereche o hacia arriba co--
rresponde a hacerlo en sentido positivo, y obviamente, cami--
nar bacia la izguierda o hzcia abajo como sentido negativo. -
Ertonces, poderos ubicar los domicilios de Hugo, Paco y luis
sin necegidad de mercionar el rombre de las calles donde vi--
ven, observa:

1. Parz llegar a2 casa de Yugo,saliendo del origen,
eg necesario caminar une celle a la izquierda y otra hecia a=-
rribe, lo cual poderos escribir coro: (-1, 1),

2., Para ir & le cesa de Paco, & partir del origen,
no es necesario caminar calle algune hecia 12 derecha o0 ig -~
quierda, basta con bejar unz calle, esto lo denotamos como:
(0, -1).
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3., Por dltimo, para llegar a casa de Luis, partien-
40 nuevamente desde el origen, Unicamente se cerina una calle
hrcia la derecha del mnismo, escribimos entonces: (1, 0).

A esta parejas de nimeros, que hemos encerrado entre los
paréntesis, 1las llanamos coordenadas de las casas de Hugo, Pa
¢o y Luis, respectivamente. Bs de suma importancis el orden -
en que estén dadoe eatos dos nimeros, el nrimero se refiere a
1a cantidad de calles que hemos de camninar de izquierda a de-
recha, o viceversa, a partir del origen; y, el segundo nimero
se refiere a las calles que hemo3s de caminar hacie arribva (nor
te) o hacie abajo (sur); en otras palabras, las coordenadas -
(-1, 1) y (1, -1) son distintas, las primerns nos indican el
domicilio de Hugo, las segundas, el cruce de Calle 4 y Aveni-
da 6.

Probleza 13. LCudl es el cruce gque corresponde a ca
da una de las coordenadas: (-2, 1), (1, 1}, (0, 2) y&1, -1)7.

Respueste: (-2, 1) cruce de Calle 3 y Avenida 2, =
(1, 1) cruce de Cnlle 6 y Avenida 2, (0, 2) cruce de Calle 5
¥y Avenida 1 y (-1, -1) cruce de Calle 4 y Avenida 6.

Protlema 14. ;Qué coordenadze corresponden a cads u
no de los siguientes cruces o esquinas: Calle 5 y Avenida 1,
Calle 3 y Avenida 6 y Calle 5 y Avenida 47,

Respuesta: (0, 2), (-2, -1) y (0, 0), en ese orden,

Por supuesto, que una calle tiene solamente un nimero fi
nito de caess, y cada colonia tiene a su vez un ndmero finito
de calles y avenidas, y no muy bien trazadas por cierto; nero,
s8i por un momento, iéaginamos una colonia con un ndmvero infi-
nito de calles, las cuales a su vez contienen un ndnero infi-
nito de casas, nuestro plano se extender{n de tal wmenera que

para cada pareja ordenadas de ndneros realee que demos encon--
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traremos una "“casa™, gue bier wodexos llamar punto; y para ca
da punto gue esté en el plano podemos dar una pareja orienada
de niémeros resles; tal »lzno fue concebiio por primers vez -
por Rerné Descartes, de ah{ que le dewos el noxzbre de plano -
Cartesizno.

Asf, el pluro Cartesiano ngueda conforzmado vor una infiri
dad de npuntos, cada uno, en el cruce de dos 1l{neas permendicu
lsres., Nuevamente se h:ice necesario tozar uno de estos rtuntos
como referencia u origen, derotémcsle con €, y al par de rec-
tas perpendiculzres gue se cortzr. en é) llemémoslas ejes coor

denedos.

‘ & B coppeig

Y
Anbos ejes coordenados son prolongables indefiridemente
en los dos sentidocs: positivo (haciz arriba y hacie la derecha)
y negztivo {(kzcia abajo y nraciz le izauierda), Sobre estos -
ejes hemos de locelizar, como lo sicimos en lz seccidn ante--

rior, » los mimeros reales, he aqui{ algunos de &atos:
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st
Q
a-w
it
11
v " v N
T4 3 2 Pl 23 45
-
.2
-3
-4
-1
-

Y

Bn particuler al eje horizontal lo llemanos eje de lzs -~
abscisas, o eje de las "x"; al eje vertical, el eje de laec or
densdas, o eje de las "y". Estoe dos ejes delinitan en el pla
ne cuetro zonss llasadas cuadruntes, gque se numersan de la si-

guiente forua: N

4
I I I
('.*) 3 (“ ")
& i S, x
r Y
) +,7)
L
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Localicemos la "casa", rerdén, el punto A de coorderadas

2, 1), Esta rarejz ordenzda de nimeros reales indica que, a

pertir del origen, hemos de caminar sobre el eje de las absci
gas tres unidades hacia la derecha, y una mAs nhacia arriba.
s}
4

14

P .._—_#!__2')

-5 4 -3 a2 i

En este casc particuler al nimero tres lo llamamos absci
se del punto 4, y al ntmero uno, ordenzda del mismo., imbos in
dican la distancic y el sentido en que se debe "caminar® pars
localizar al punto A, a purtir de los ejes coordenedos. Obseva
que el punto A es vpor compnleto distinto del punto, cue llamaw
remos B, de coordenzdes (1, 1), puesto que pzra localizar a -
éste debemos caminar una unidad & lz derecha del origen ¥y -

tres rmds nacia arrida.
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Localiceros la "casa", rerddr, el punto A de coorderadas
(2, 1). Esta rarejz ordenzda de nimeros reales indica que, a
pertir del origen, hexos de caminar sobre el eje de las absci

sas tres unidades hucia la derecha, y una mée hacia arriba.
A

s+
4
14
3 |
— A e e DY
PR - o")‘"‘i r—
Tay 4 -3 2.4 B 3 12 4 3

En este caso particuler al nimero tres lo llamemos absci
se del punto 4, y al nirero uno, ordenada del mismo. Ambos in
dican la distanciz y el sertido en que se devbe "caminar" para
localizar 8l punto A, a partir de los ejes coordenados, Obseva
que el punto A es nor completo distinto del punto, sue llamaw-
remos B, de coordenzdas (1, 3), puesto que pzra localizer a -
éste debemos caminar una unided a la derecha del origen y =-
tres mds hacia arriba.
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L'y

.
5 H -3 3 -4 [P W a3 A4 s

Resulta entonces de suma importancia el orden en que esté
dada 1la psreja de nimeros realcs gue determina las coordenadas
del punto. En genersl, decimos que el punto P(xp, yp) (3}, es
distinto del punto Q(xq, y.), adn cuando éstos solamente ten--
gen intercantiado el orden de sus coordenadas, es decir,

P(xp, ¥p) # Uxay ¥q)» 2¥n cuado suceds que,

Xp = Yq ¥ Jp = Xgq-
Y aceptamos que el punto P(x', yP) coincide con el punto - -
R(x', 3k)' siempre que tengan igual abscisa e igual ordenada,
simbélicamente:

P(xp, ¥p) = R(xg, Ya)» ®iempre que,

Xp = Xg ¥ ¥p = W

(2) P(x, yp) selal= al punto de atccisa xp y ordenada yp
y debe leerse: "el punto cuyas coordenzdas son los nimeros ree
les equis p coma ye p". O simplemente, "el punto P de coordena
das equis p, ye p".
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Bn nuestro ejemplo, para que A(3, 1) = B(1, 3) ez necesa-
rio que 3 = 1, lo cual es absurdo, por lo mismo, decimos que =~
A(3, 1) £ B(1, 3). El punto C(3, -1) tampoco coincide con el =
punto A(3, 1), puesto que sus ordenadas son distintas, 1 £ -1,
Pero el punto D(6/2, 1) si coincide con el punto A(3, 1) pues=~
to que 6/2 = 3 y1 =1, as decir, ambos puntos tienen igual -
abscisa e izual ordenada, Representémoslos en el pvlano Carte--

siano, "
.“ ’ [ 4 I")
} 4 'Q(’S’O?'/ 0

- {; IR CHL N NN B
41 oC(l,'l)

r 3

-Jn

Problems 15. Localizar en el plano Cartesiano los -
puntos: A(2, 1), B(5, -2.3), ¢(-1/2, 5), D(5, 23/10), E(0, -3),
o, 1), o(-, 0), H(-2, 1), J(1, 2) y K(4/2, 1).

Respuesta: Observanos que los puntos E(0, =3) y -
P(0, 1) estdn sobre el eje de las abscisas; el punto G(-T, 0)
est4 sobre el eje de las ordenades; Yy ®e cumple que: = - - = -
A(2, 1) = K(4/2, 1) y B(5, -2.3) = D(5, 23/10). He squf la grd
fice correspondiente:
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Problema 16. Determinar las coordenadas de los pun=-
tos K, L, ¥ y N, sefialados en la sigujente figura. ;Qué tan -

"cercanos” estén &stos del origen?

4
s-
”A
3» lk
LY 14
.
] &

A b e :7 }
T e 4 =3 2 -l 0} 2 3 4 5
-t
-‘—
<F N

P
-s-
A 4
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Resovuesta: Las coordenadas de los puntos son: - = -
(3, 3), L{0o, 2), ®(=5, C) y N(3, ~2). Ahora bien, por geome-
tria elemental sabemos que, la distancia mfs corta entre dos
puntos es una lfnea recta; por lo mismo, unamos cada uno ce =

estos cuatro puntos con el origen vor medio de sendos segmen-

tos:

5

A
3 ki)

FYIRECEY]

8

) ni-3) 2
-5 4 -3 2 - 2 3 4 35

-\

-2
-3 N(’l")

-A

-5

v

A simple vista, observamos que los segmentos oL y on son, rep
pectivamente, los de menor y mayor longitud entonces, decimos
que el punto L(O, 2) es el m&s "cercano™ al origen; y el ounto
(-5, O0) el més "lejano" al mismo origen, Adn cuando pudiera
resultar no tan evidente, los puntos K(3, 3) y N(3, -3) se en
cuentran & la nisma distarcia del tan mencionzdo origen, es -
decir, Ok = OK. sin enbargo, es posible calcular la distancia
entre un per de puntos en el plano Cartesiano en base a sug =

coordenadas; observemos el deearrollo del siguiente protleus,



79~

Problema 17. Uno de los alambres, que sotienen la -
antena del televisor de César, ha sido destrufdo y es imposi-

ble medir directamente su longituds

f/
\
< &

Sabiendo que el poste mide cuatro metros, Césur efectda una ~

medicién y dibuja el siguiente croquie:

Bntonces, decide comprar un poco ade de cinco metros de alam=
tre, pare unir los puntos A y B, ¢Bs corrscta la decisién que
ha tomado César?,

Respuesta: Bvidentemente, el croquis muestra un tri
éngulo rectdngulo, al aplicar el Teorema de Pitf{goras obtene-~

— —2 —
AB =JAC + OBZ, 0 lo nue e8 lo mismo,

AB = V16 + 9, es decir,
i¥ = 5,

entonces, César ha actuado correctamente, pueeto que la distan

mos que,

cia entre los puntos A y B es de cinco metros y 61 necesita -
un poco més para fijar el alambre.



€0~

Ilsvemos este problema sl nlano Cartesiano {4), para ee=
to necesitamos elegir tres puntor: A(x,, y‘), B(x,, yg) y -
C(xc, Yc); de tal msners que,

1). Sean los vértices de un trifngulo rectdngulo y
2), La 4(C, B) = 3 y 1a a(C, A) = 4.
Pomemoe X, = 0, ya = 4, x5 = 2, yg =C, X =0y yc =0, es -
decir, A{0, 4), B(3, 0) y c(0, 0); pare mayor claridad, loca=

licémoslos en el plano:

2 4 3 1 UoNo 1 2 3 M4 5

-4

-4

-4

Bs obvio que los vuntos A, B y C as{ elegidos, son los verti=-
cee de un triéngulo recténgulo, pues en C se cortan perpendi-
culermente loes ejes coordenados (el nunto C no es otro que el
mismo origen). Verifiquemos que la d(C, B) = 1 y que la - -

a(C, A) = 4; dado que loz puntos C(0, 0) y B(3, 0) estén so--
bre el eje de las abscisas, obtenemos la d(C, B) aplicando la

férmula de la distancia sobre la recta real:

(45 Al plaro Cartesizrno, se le dan entre otros nOmﬁres,
los de: Sistema Coordensdo Recténgular, Plano XY 5 simolemen-

te, plano. &n adelante nos referiremos a 1 con el nombre de
plano,
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a(c, B) =1 x¢ - xq4}, de donde,
a(c, B) =) 0 - 31

d(cr B) = 3;
de igunl forma como C(O, 0) y A(O, 4) estén sobre el eje de -
lae ordenadas tnemos que,

a{C, A) =| ¥ - vals o bien,

d(cr A) ‘\ 0 - 4‘

d(c, A) =z 4,

Nos resta dnicamente comprotar que la d{A, B) = 5, al iguasl =
que César, debemos aplicar el Teoremn de Pitégoras:

a(A, B) = y/d(c, B)l + d{c, A)z, que es lo mismo a,

d(A, B) = Vﬁx, - Xg f+[ Y- y‘f {5)

a(a, B) =y 3 + 42

a(4, B) = \/9 + 16
d(A, B) = 5.

Los valores que hemos elegido pare las coordenndas de —
los puntos 4, B y C no son los unicos que cumplen con las con
diciones de este problema, he aquf otros tres puntos de coor-
denadas distintas que lo verifican: A(-2, §5), B(1, 1) y - = =
(-2, 1). Localicémoslos en el plane y comprobemos que la =
a(a, B) = 5.

(5) Notemoe que el valor absoluto sale sobrando si eleva

mos al cuadrado los valores, por lo mismo, en ejercicios pos-

teriores suprimiremos las barras de valor abaoluto, y en su
lugar escribiremos paréntesis,
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Observamos que los puntoe C(-2, 1) y A(~2, 5) tienen 1la misma
abscisa y se encuentran en una recta paralela al eje de las -
"x* (veriffcelo usando tus escuadras); entonces, al aplicar -
la férmula para le distancia en la recta real, tomamos en con
sideracidn dnicamente, las ordenadas de estos puntos, es de--
eir,

a(C, A) =1y ~ y41=1 1 = 51 =1 =4l = 4,
Y como los puntos C{-2, 1) y B(1l, 1) estin sobre una recta na
ralela al eje de las "y", anlicamos nuestros cdlculos a los -
valores de las abecises:

af{c, B) =t x, - xgl=1-2 - 1l =1-31= 3,
Bs claro que el 4ngulo con vértice en C{-2, 1) es recto, por
lo que,

a(A, B) = Ja(c, B)F + a(e, a)?

d(A, B) ’J(XA - xn)z + (YA - :’a)z

a(a, B) =5,
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Problema 18. ;Cuél es la distancia entre los puntos
P(0, -1) y G(¥7, -4)7.
Respuestu: Primeramente los localizamos en el plano,

L'
s}
2
1
P -+ v )
~$ -4 <) "2 ~ O | 2 3 4 F§
-1 \F{o;- 1)
-2
-, .
- V1,-4)
-

Deepués completamos un tridngule recténgulo trezando una rec-
ta paralela al eje de lzs ordengdas que pase por el punto =
G(f?, ~-4) y otra paralela al eje de las abscisas que pase por
el punto F(0, -1). Al punto donde se cortan estas rectas lo -

1llamamos C. /
5
q
3
2
14 |
2 T S S S I R o S T T
e~ e
I
ot
-3 |
<} bo(ei,-0

R
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Observanos que el nunto C tiene igual abscise aue el punto =
G(V7, =4) e iguel ordensda ue M0, -1), es decir, C(V7, -1).

Calculamos las distancias requeridas:
a(c, P) =1 x¢ - xt= 107 -0l =v7,

d(C, G) =1y, - Ysl=1-1 = (~4)t= 3,
y vor lo misto, la distancia que buscamos es:

a(r, 6) = V(T + 3% = 4.

Problema 19. Bncontrar la distancia entre los pun--
tos 4(1/2, 3) y B(-7/2, -2).

Respueste: Localizamos ambor puntos en el plano y,
como en el problema anterior, trazamos las rectas paralelas a
los ejes que pusen nor éstos, sara encontrar un tercer punto
C, de manera nue A(1l/2, 2), R(-7/2, -2) y C¢{1/2, -2) son los
vértices de un tridngulo rectdngulo,

4 AC, )
¥

}
S AT F

ath
__,;Ac(wa-z)

- 7
2

3 4 35
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Bfectivanente, C(1/2, -2) tiene la niema abscisa que el punto
A(1/2, 3) y la wisms ordenzda nue B(-7/2, -2), es decir,

X( = X, Y Y¢ = Yo Puesto gue,

1/2 = 1/2  y -2 = =2,
Bntonces, nodenos hacer las sisuientes sustituciones:

4(C, B) =1x¢ - xgl= 1 x4 = Xpi

4(C, &) =1y =~ Ya1= 17 =~ Yal=tya = 3al
y prescindir de las coordenadas del —unto €(1/2, -2), para --
tratajar dnicamente con las coordenadas de los ountos en cues
tién, A(1/2, 3) ¥ B(~7/2, =2) y obtener:

alh 3) = flxy = xg+ (30 = a2
a(A, B) a/—(;,, -x ) e (-t
a(a, B) = V(=7/2 = 1727 + (=2 - 3}

d(a, B) = Va1.
Observa nue ol punto D(-7/Z, 2) también se encuentra en el ==
cruce ie dos rectas paralelas a los ejes coordensdos que paw=
san por loe puntos A(l/2, 3) y B(-7/2, -2), solamente se in--
vierte el orden: =i antes, pasanos 1la varalela 2l eje de l2e
abscisas nor el punto B, ashore la pasamos por el nuntoB, y la
paralela al eje de lae ordenadas, nrimero p=ed nor A y ehora

pusa por B, he aqui la figura correspondiente:
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Este punto D(-7/2, 3) sirve, al igual que C{1l/2, -2}, a nues-
tros propésitos, puasto que, '
Xp = Xg y Jp = Yao
sustituyendo tanemos,
' d(D, &) = | xp =Xl =1xy =% 0=ix, =xpl

a(D, B) = | yp =~ Yal =1y, =Ygl
¥y, obvismente,

d(A, B) = J'(x‘ - x')a + (YA - ya)z

da(4, B) = J;]'..

Bntonces, en la préctica, no es necesnrio encontrar a los pun

tos C(1/2, -2) o D{(~-7/2, 3), vuesto que nos basta con treba=e

jar con las coordenadas de los puntos A(1/2, 3) y B(-7/2, =2).
Bn resumen, la distancia entre los puntos A(x,, y,) y -

B(ﬁl yg) es:

a(a, B) = vl(x, -x) s (v, - N
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EJZRCICIC,

En cads uno de los siguientes incisos, dibujar la figura cow-
respondiente.

a) Determinar la distzncia entre los puntos A(S5, 2) y B(0, -1).
b) Obtener el nerf{metro del tridngulo cuyos vértices son los
puntos: A(3, 2), B(5, 1) y ¢(-2, 3). '

¢) Mostrar que el tridngulo cuyos vérticee son: A(1, -1), -
B(-2, 6) y C(-5, =1), es un trifngulo isbsceles.

d) Bl cuadrilétero cuyos vértices son: A{O, 0), B(O, 3), -~
c(3, 0} y D(3, 4), ses un cuadrado?.

e) Obtener el 4rea del trapecio cuyos vértices sons A(-1, 2),
B(-1, 5), c(2, 5) y D(3, 2).

SOLUCION.
a) a(A, B) = V(x, - xg)? + (3, - 5)

a(a, B) = B4,
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v) a(A, B) = Vix, - xg) + (7, - yg?' =5,

a(B, C) = "/(xg - x4 (yg -yl = 53y

a(c, A) = /(x,; - x 0 e (ye - :{A)Z = /2-6, por 1o mismo,
el perfretro P = /5—+ 5 +4‘6€;.

St

4

<62,9)

4

A3,;2)

s
-1

-

c) Bfectivamente, el A ABC es un tridngulo isdsceles, puesto
que, a(C, B) = /58 y a(E, &) = V58,

BU-20)4

v

—
1 2 % 4 ¥

€5 -1) TUALL-Y
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d) El cuadrilftero no es un cuadrado, puesto que eadn cusndo
sucede que, d(B, A) = d(A, C) = 3, se tiene que A(C, D) = 4,

o(34)

¢

-5 -4 3 -JAEo',a) ¢
-1

-14

-1

-

R

>

YR TR]
((’n:’)

e) 4(B, €) = 3 (vase menor), d(A, D) = 4 (base mayor) y - = -
a(B, A) = 3 (altura)., Por lo que el 4rea A =3(3 + 4)/2 = 21/2

de unidades cuadradas,

B-1,5)

ACL2)

€(2,5)

2

AR/ S B A

.24

-7

-3
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CAPITULO III.

LOS conJuNTes.

A, B ENTBNDEN¥GS FOR CONJUNTO,

(1)

RIES 1 AMKOS, HISUTRAY LR
Lot Camiumos, HAY @ BALAR

A corens DL RADLID

Una goma no estar{a invitada.

Intuitivamente, somos capaces de distinguir entre uno y
varios objetos, lo cual nos conduce a las idess primitivas de
unidad y conjunto, As{, al referirnos a un conjunto de ldpices
estaremos ciertoe de que se trate de una coleceién, agrupaciénm,
reunién, etc., de lépices, es decir, estamos ante varios ldpi-~
ces, pero solamente ldpices, una goma no estarfa invitada a la

reunién, ro estarfe en el conjunto.

(1) ARAGOR, op. cit., Pég. 141.
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?

En matemféticas estz primera idea de conjunto, dada como -
una colsccién de objetos con una carecteristica comin (en nues
tro ejemplo la caracter{stica es: ser l4piz), resulté un tanto
eatrecha conforme se avanzaba en el estudio de le propia natu-
ralega, de manera que fue necesario, acentar como conjunto a -
toda coleccién de objetoa, siempre que sea posible precissr, -
con toda seguridad, que objetos pertenecen o no al conjunto; -
de tal manera, que podexos hablar de un conjunto formado por -

l4pices, gomas, margaritas y mesas,

EAMC Ay

. X
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El conjunte formado por lon dias de la semana determina
1la lista: lunes, martes, miéreoles, jueves, vieres, sdbedo y
doningo. Precuentemente, emploxnop letras maylsculas para de-~
signar conjuntos y, en lugar de escribir las palabras: es el
conjunto formado por, anotamos los s{mbolos: :{ f; escribien~
do dentro de lan llaves la lista de los objetos que formen el
conjunto en cuestidn, presciendiendo de los art{culoe y sepa-
rdndolos por una coza. As{, si tomamos la letra A para el con
Junto formado por los d{as de la semana, éste queda descrito

como:

A n{lunea, martes, miércoles, jueves, viernes,
sébado, domingo }.
Cono el lunes es un dfa de la semana, decimos que el lunes es

un elemento del conjunto A, y lo denotamos como:

lunes € A ;
Y para especificar que el mes de marso no es un elemento del
conjunto A, empleamos los simbolos:

marzo £ A.

Otros ejemplos de conjuntos sont
B=}0,1,2,3,4,56,78 9}
c={a, e, i, o,u}

D= {5, 10, 15, 20, 25, ... Y

Be claro que el conjunto B est4d formado por los nimeros dfgi-
tos, el conjunto C tiene por elementos & las vocales y el con

junto D contiene a los miltiplos positivos de cinco,
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Decimos que los conjuntos A, By C son finitos, puesto -
gue, el oroceso de contar sus elementos termina; es claro que
el conjunto A contiene siete elementos, el conjunto B tiene -
diez y el conjunto C, cinco elementos. Bsto no sucede para el
conjunto D, es imposible terminar de contar sus elementos, ya
que por muy grande que sea un miltiplo de cinco, siempre en--
contreros otro agregando cinco unidades, es decir, si x es un
miltiplo de cinco, y = x + 5, tarbién lo es. Por esto mismo,
decimos que D e3 un conjunto infinito y los tres puntos que -
utilizamos al lister sus elementos, D = { 5, 10, 15, 2C, 25,...}
deben leerse:"y as{ sucesivamente. Sin enmbargo, éste es tan s0
lo un ejemplo, quizéd de los mds sencillos, de conjunto infini
to. En general, decimos gue un conjunto infinito es acuel qﬁe
nc tiene fin. Otros ejemplos de conjuntos infinitos los ten--
dremos en la siguiente seccién.

Otro tipo de notacidén que resultz un tanto més cémoda pa
re describir estos conjuntos es:

A
B

C = f x| x es vocal |

{ x| x es dfa de 1a semana |

* x| x es mimero digito}

D= 5 x|} x es miltiplo de cinco mayor que cero}
donde el simbolo | se leé:"teles que'. Bspecificamente, para el
conjunto B leemos:"B es el conjunto formado por todas las -~
equis tales que eouis es un ndmero digito.

Problema 1. Determinar si los conjuntos P, G, Hy J
gson finitos o infinitos, donde,

P

G

{ X| X es un ninero entero mayor que 3 }

{ x| x es un ninero entero mayor aque 5/4 y

menor que 7/3 |
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H = { x 1 x es un mimero entero mayor aue 6
y aenor que 7 |
J=lx Ix es enterp mayor que 5 y menor que 10 ¢
Respuecta: El conjunto P es infimito y los conju--
tos G, Hy J son finitos, Merccen esoecizl atencidén los con-
jurtos G y H, puesto que G contiere un solo elemento: el mi-
zero dos; y H no contiene elementos. Entonces, es necesario
llegar & una nueva convencién: adn cuendo conjunto provoca -
la idea intuitiva de "varios", aceptanos la existencia de -
conjuntos con un 80lo elmento y conjuntos sin eleaentos, En
el primer cazo los llamamos conjuntos unitarios, en el segun
do, conjuntos vacios., El conjunto G es un conjunto unitario
y H un conjunto vzecfo, simbélicamente,
¢={2y y H=9¢,
Observamos aderds cue todos los elementos del conjunto
J pertenecen tanbién al conjunto P, entonces decimos que el
conjunto J es un subconjunto del conjunto F y lo simboliza--
mos coxo: J C P, Otro ejemplo es,
a=|k, 0 y B=|A,0 & x @]
Obviamente, %€ Ay *€EB; @EAyYy OE B, entonces ACB.
Ahera, es nosible, que todos 1os elementos de un conjun
to A pertenezcan a un conjunto B y, que también, todes los -
elenentos del conjunto B pertenezcan al conjunto A, entonces
decimos que los conjuntos A y B son iguales. Esto es, si -
ACB y BC A entonces, A = B, Ejemplo,
A:\A,A,M y B=|/,m A},
donde es clero ocue, AC B, BC A y A = B.
Cuando dos conjuntos A y B tienen elemnentos en comﬂn, -

decimos que se intersectan; y con los elerentos que estén -
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en aabos conjuntos formzmos un tercero llamedo: conjunto in-
terseccibén de & y B, ¥ lc sizbolizamos como A ) B. Ejezplo,

A=V @,6,7] y B:=|l®,/,4 , m)
y cono @M€L y @EB; /€Ay /EB entonces, ANB =|@, I}
Nétese que la interseccidén de A y B es un subconjunto tanto
de A como de B, esto es, ANB)CA y (ANB)C B.

La unidén de los cornjwitos A y B, es un conjunto formado
por todos los elementos que pertenecen a A o & B; y lo simbo
lizamos como A U B. Ejeaplo,

a= |0, %, m, 4 ¥y B:=lo,/,x, ¥
AUB=|0®,x,m A4 ,¥,/7,x}
Obvianente, AC (AU B) y BC (AU B)

BJBRCICIO,
Dados los conjuntos:
{10, -2, 0,1}
{ 2, 2, 2, -2, 0}
lxl x es miltiplo de 10, mayor gue § y menor gque 15}
jo, -1, -2, -3, -4, ... }
{-1, o, 1}
{1/2, 1/3, 1/4, /5, ...}
x | X es entero mayor que 1/2 y menor que 3/4}
{2 4 By ool
{-2, -1, 0, 1, 2}

contestar las siguientes preguntas.

i (] i

u u [t}

R o m o ™"w o Q w >
il
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a) ¢Cudles de estos conjuntos son finitos?,

b) ¢(Cudles de 8stos conjuntos son infinitos?,

¢) iContiens el conjunto G uxn :lemento que sea menor que to--
dos sus dends elementos?.

d) (Hay en el conjunto D algin elemento que sea mayor que to-
dos los demds?, juno que sea menor que todos?,

e) ;Qué sucede con los elementos de los conjuntos P y K7,

£) .Qué sucede con los elementos de los conjuntos B y D7,

g) Y de los elementos de los conjuntos B y K que podenos de-
eir?,

h) ;Los elementos de los conjuntos C y P tiene alguna relacidn
con los del conjunto A%.

1) gLlos conjuntos A y G tienen algin elemento en comin?.

SOLUCION,

a) Conjuntos finitos: A, B, C, P, H y K. Bn particular C es -
un conjunto unitario y el conjunto H es vacio,

b) Infinitos: D, Gy J.

¢) Conforme crece el denominador la fraccidén se hace cada vez
més pequeila, se acerca A cero, sin embargo, 0 ¢ G,

d) Kl cero es mayor que todos los nimeros enteros negativos y
0 € D. Pero no hay ninglin enteroc que Sea menor que todos los
dends y2 que: 0 -1 -2> -3D -4)-5>-6D..., donde e1 =
signo D debe leerse: mayor que.

¢) Todos los elementos del conjunto P son elementos del con--
junto K, pero no todos los elementos del conjunto K 1o son de
P, por ejemplo, -2 € K pero -2¢ P; entonces, decimos que

? es un subconjunto del conjunto K, simbdlicamente, P C K,
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f) Algunos elementos nertenecen a ambos conjuntos: 0 E B y
o€eD, -1€B y -YED, -2EB y =2 €D, Con estos tres -
elementos forramos un nuevo conjunto M = { 0, -1, =2 % , al
cual llamamos: conjunto interseccidn de los conjuntos B y D.
Simbdlicamente, ¥ = B() D, donde obviamente, ¥C B y MC D,
g) Todos los elementos del conjunto B tanbién pertenecen al -
conjunto K y, recf{procamente, todos los elementos del conjun-
to K también lo son de B, es decir, se cumple que BCX y =
KECB. Bntonces, los conjuntos B y K son jguales. Simbblicamen
te, B = K,

h) Todos los elementos de los conjuntos C y P pertenecen tam-—
bién al conjunto A, es decir, todos los elementoe del conjunto
A estén en el conjunto C o en el conjunto P, vor 1o que A re~
cibe el nombre de: conjunto unidn de los conjuntes C y P. Sim
b6licamente, A = CUP, donde CC A y PC A, (2)

i) Los conjuntoes A y G no tienen elementos en comin, es decir,
AN G =g, por 10 que reciben @l nombre de conjuntos ajenos.

(2) BEn 1880 el inglés John Venn desarrolla la idea de re
presentar gridficamente a los conjuntos por medio de circulos,
estes representaciones han llegado hasta nuestros dfas con el
nombre de diagrames de Venn. Situaciones como las de les pre-
guntas e, £, g y h son representables de la siguiente manera:

BK
2 - -2
-2
Bk
FCX

CVF



0
e
1

B. ALGULOS COWJTUNTOS DE PUKTCS
EX LA RECTA RZAL.

Conjuntos, pero de reales.

Sabemos que un mimero real ¢ es un nimero racional, o &s
un ndmero irracional, vero no anbas cosas a la vez. (3) Enton-
ces, si aceptanos que todos los nizeros reales forman un con--
junto infinito, éste debe contener, al menos, a dos subconjun-
tos ajenos ¢ infinitos: el conjunto de los nimeros irraciona--

les y el conjunto de los nimeros racionales.

//‘\"\

/ REALES A )

/ <
Ru\ouu.es ( 1mc.cume_s

Yoot ‘01 \ “M 4—/
‘\ "A K4
\ 'l'
\_, \\"/’,
N /
~ ;/
! . s
7

Dentro del conjunto de 1zs ndmeros rscicnales tenemos al

conjunto, infinito también, de los nlUmeros enteros y dentro de

este ltimo el conjunto infinito de los nimeroe naturales,

(3) Revisa el cepitulo I.
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REALES

RACOLALE, \
@ IMCOLALES

N
N

Acoetumbramos denotar al conjunto de los nimeros reales
con la letra IR, al conjunto de los racionales con una Q, 8l -
de los enteros con Z, & los naturales con IN y a los irracionsa

les con IO. Por lo que,
N = { 1, 2, 3, 4, 5, 6’ Ty 8' 9. 1c, 1130'- ‘

l= { cveyp '5' ‘4, "3, "2' -1, 0, 1' 2, 3'.00}
Q= xlx=a/b, s€2, vz, b £ 0}

I=)xlx€R y x¢Q§
¥y, obviamente,
= QU IO y an=ﬂ
NCz€CQC I

Sin embargo, los conjuntos IN, Z, Q ¢ II no son los Uni=-
cos subconjuntos infinitos del conjunto de los nimeros reales,
tenemos muchos otros, tal es el caso de los intervalos; ejem-.
plos de intervalos son los tres siguientes conjuntos:

A= { x I x es un nimero real mayor que cero y

menor que dos&
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B= | x\|x es un nimero real mayor o igual que -5
¥y menor o igual gue 1/2 *

Cs= ‘ x{ X ¢8 un nimero real mayor que -3 y menor

o igual que 0‘

que denotamos en forma mée simplicada como:
A=]x10¢xc2,x€ RY
B= )} x|-5¢% xﬁl/z,xem“

C=xi-3cxs0, xemY  (4)
Bstos conjuntos son graficables en la recta real por medio de

segmentos, El conjunto A queda coxmo:

o
3
v

P ) -
“ -4 -3 -2 -l é ! 2 3 4

donde se observa que en los puntos correspondientes al cero y

8l dos se han dibujado las marcas: (); éstas indican que OgfA y
2¢A. Bl cero y el dos reciben el nombre de extremo izquierdo

y extremo derscho, respectivaments, del interwalo. El conjunto
B queda graficado por:

R . PR SN * e
.! -f -3 -2 -1 e ' 1 2 3 4
¥ las marcas: L] , indican que 1os extremos del intervalo si -
pertenecen al conjunto B, es decir, =5€ B y 1/2 €B, Por 41
timo al conjunto C lo representanos i

i 5 Los signos > y & deben leerse: mayor ¥y mayor o igudl,
respectivazents. Y los signoe £y £ comos menor y menor o 15\1&1
respectivaments,
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&
«

Py 3

' x| v
-] - - ] -1 (-] A a 3

donde, es claro que, -3 ¢C y O € C.
Problema 2, Graficar en la recta real los conjuntos
Pel x|-25x22 xeB} ¥ Gn{x\o‘ixd_},xem}
Respuesta: Para el conjunto F se tienes

N — f il N
NI 0 t 2 2 4

nétese que -2 € P y 2€ P, Y el conjunto G queda:

P
e« "

" £ A
-5 -y -3 -2 ) o 1) 2 s q

-9
4

Problesa 1. Encontrar los conjuntos P Ng y rVG.
Respuesta: P() G queda determinado por todos eleamen
tos que pertenecen al conjunto P y al conjunto G, por lo que,

PNAG={x\0sxc2, xe nﬁ , grificamente,
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donde se han dibujado diagonales en sentidos opuestos para re-
rrezentar a ambos conjuntos, con ¢l fin de que el conjunto =
? N G quede doblemente rayado, Para el conjucto unién se toman
en consideracidén a los elementos que pertenecen al.conjunto P

o al conjunto G, esto es,

PUG =] x| -24 x¢ 3, x€BY
¥y queda representado en la recta real conseiderando todo lo ra=

yado en le siguiente figura:

&‘
i
1
I
lac2 2]
i
m‘
Y
b
P&

{

Problema 4. Bncontrar los conjuntos H NJ y HUJ,
donde H=| x1x2¢2 xeR} y J={x1x22 xR} .
Respuesta: El conjunto H queda graficado por:

— , . ) N
3 -4 ] -1 o A 1Y 3 4 7

Yy el conjunto J por:
P N N . . . [ - n -
-5 -4 -3 ~2 - o i '5 3 “ g

Como 24 H, a¥n cuando, 2€ J, se tiene que H MNJ = @, ¥ pues~
to que, para el conjunto unién se consideran s todos loe ele--

mentos que estdn en el conjunto H o en el conjunto J, ge = -
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observa que HU J = IR.

T
BJERCICIO,

Dados los conjuntos:

A={x114x¢2, xe B |

B xtx£(5, xeR|

C-} x\ xt,—ﬁ x€ N ?

D= xl-4¢x 44, x6R}

E={xy-4,xc4, x€ 3}

8) (Se verificen las igualdades: B= C y D = E?,

b) Bncontrar y graficar los conjuntos: AUB, BV ¢, CU D,
DVE y AV E,

c) Bncontrar y graficar los conjuntost AN B, BAC, CND,
DNE y ANE.

SOLUCION,

a) No, en ninguno de los dos casos., B ¥ ¢ puesto que el conjun
to B contiene & todos los nimeros reales menores o iguales que
{.5., ¥y C contiene solamente nimeros naturales menores o iguales
queY{ 5. De hecho, CC B y sus grdficas son:

. 2 4 e - 1 e —‘ B
-9 -4 -3 -2 -t fo] 1 Fﬁ 3 4
y - . . 'Y
Ty - -3 -2 - o s 28 2 4 » €

Bn forme andloga, D A E.



104-

b) AU B = B, grificamente,

P
L,

%
v
ol
o}
2|

-5 - -3 -2 .t [4)

B UC = B, grificaments,

e A * 4 ¥ ﬂ —. A
-3 -4 3 -2~ o \ g 3 4 °
CJUD =D, grificamentes,
— ——s . . . } ,
-5 - -3 -2 - (o] ] 2 3 1
D VE = D, grificaments,
& 4 —pn - e | >
s 4 =3 a2 -t o t a 3 H)

»
4

-
Wb

("L
<

-5 ~4 -3 -2 -t Q
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¢) ANB = A, gréficamente,

BNC = C, gridficamente,

€—s , T - » ! . >
-5 ~a Y o 1 1 3 4
CAD = C, grificamente,
D o S—— —t bt
B Y T o 1 1 1 4
DNE = B, grificamente,
po— + . > * v * ¢ v »
-5 -4 -3 -2 -t o \ 2 3 4
ANE = { 1, 2*
® 4 s 1 -y o 1 1 8§ *
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C. ALGUNOS CONJUKRTOS DE PUNTOS
BN EL PLANO CARTESIANO,

Parejas, pero ordenadas.

Recordemos que todo punto en el pleno cartesiano queda -
determinsdo por una pareja ordensda de némeros reales, la cual
representamos en forma general como: (x, y). Bn esta seccién -
se presentan conjuntos de puntos en el plano que poseen alguna
caracteristica sspecial, dichos conjuntos se denotan de la si-

guiente manera:
Le{ (x, y)) "caracter{stica®}

que obviasente, leemos como: "L es el conjunto de puntos en el
plano tales que poseén tal caracterfstica®, o bien, "L es el =
conjunto de parejas que cumplen con la caracterfstica...”.
Problema $.
a) Localizar en el plano los vuntos: A(3, 2), B(3,1),
c(3, 0), n(3, -1) y E(3, 1/2).

Respuesta: p
" 9
3
Y o A32)
1 * 803,
o g(3,0)
- & A . o B PO, ¥
T 4 -3 o v 3 3°005
A4 . b(s‘-\\
-2
-.1
.f.‘
-$4
L
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b) ;Qué tienen en comin los cinco puntos?.

Respuesta: Tienen igual abscisa, es decir, x = 3.

¢) ;Qué sucede si trazamos la lf{nea recta que pasa
por los puntos A(3, 2) y D(3, -1)7.

Respuesta: Esta li{nea pasa nor los puntos B(3, 1),

¢{(3, 0) y BE(3, 1/2). He aguf la figura correspondiente:
ﬁ

A(3,2)
B l,l')
€0,4)
- o 3 0 (3,0)

rp(gl-l)

v
d) Tomemos sobre esta recta tres puntos més: J, K

y M. De acuerdo con la siguiente figura, determina sus coor-

denadas. 3
'

*
-4
4
4
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Regpuesta: J(3, 5), K(3, 5/2) y &(3, -2).
e) Observamos que los puntos J(3, 5), K(3, 5/2) y -
(3}, =-2) presentan la misma abscisa x = 3; entonces, scuhl de-
be sar la abecisa de todos los puntos que estén sobre esta rec-
ta?,
Respuesta: El nfmero tres.
En genersl 8i llamamos L, al conjunto de todoe los pun--

tos que pertenecen a la recta en cuestién, podemos concluir que

L= (x, ¥)\ x=23 yem}
es decir, para que un punto (x, y) esté en 1la recta es necesa-
rio que tenga como abscisa al ndmerc tres y como ordenada a =
cualquier nimero real.

f) localicemos los siguientes conjuntes en el plano
cartesiano:

L, = } (x, y) | x = 5/2, yém‘

Ly o 1 (x, )| x=-1, YER |

In = | (x, )|, x=a, YEIR |, donde a es un almero
real cualquiers que permanece constante,

Respuesta:

4
4
4
o
2
1
-
L

#,
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Las rectas L,, Lz, Ly y L, son perpendiculares al eje =
de las abscisas y, por lo mismo, varalelas al eje de las or-
denadas, verificalo empleando un par de escuadras.

Problema 6. Los puntos A(1l, 1), B(3, 3) y C(~5, =5)
presentan igual abscisa y ordenada, es dec¢cir, x = y. ;/Bs po-
sible trazar una recta gue vase por los tres puntos?.

RBespuesta: Sabemos que por dos puntos en el plano
pasa una sola linea recta, Entonces, por A(l, 1) y B(3, 3) -
pasa una sola linea recta, que denotaremos como Lg , ¥y por =
los puntos B(3, 3) y C(-5, -5) es seguro gue también pasa =
una linea recta, que denotaremos como L, . ¢Coinciden estas

rectas?. Observa la figura siguiente:

v

Por los puntos A(1, 1), B(3, 3) y C(-5, =-5) trazamos ~=
rectas perpendiculares a los ejes coordenados para formar -
los tridngulos recténgulos AADB y AACE; donde D(3, 1) y -
EQ1, -5).
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l E(4,~5)

7¢(5,-5)

Numeremos lo dngulos de los tridngulos asi formados, de

la siguiente manersas 4

LR )
/B( )

A(p). 3 dD(3.0)

1’4

/(5,5

| m‘ E(1.-3)

obviamente, los éngulos 5 y 6 son rectos y le sumna de les me=-

dides de los 4dngulos 1 y 4 también es igusl a un recto.



111~

Las rectas Ly y L, conincidirdn, esto es, los puntos -
A(1, 1), B(3, 2) y C(-5, =5) serdn colineales, si la suma de
las medidas de los 4dngulos 1, 2 y J es igual a la medida de -
dos rectos. Bn otras palzbras, si los dngulos 1, 2 y 3 forman
un 4ngulo llano entonces, los puntos A, B y C estdn sobre la
misma recta. Demostrémoslo, Esterds de acuerdo en que:

d(A, D) = 2 y da(p, B) = 2,

da(c, ) = 6 y d(E, A) = 6; y por lo mismo,

KB/&E = 2/6 y ﬁi}éz = 2/6; de donde,

ﬂﬁ?dﬁ = Bﬁ/éi, lo que significa que los tridngulos
rectdngulos A ADB y AACE son semejantes por tener sue cate--
tos proporcionales, por lo que, los dngulos 3 y 4 son iguales.
Y dado que, la suma de la medida de los dngulos 1 y 4 es igual
a un recto, entonces la suma de la medida de los dngulos 1 y
3 también es igual a un recto.

Por otro lado la d(D, E) =V40 y en el AADE se tiene -
que:

a(p, E)? = d(A, D)*+ d(E, A)*, puesto oue,

40 = 4 + 36, Bntonces, por el reciproco del teorema
de Pitdgoras, se tiene que el dngulo 2 es recto. Por todo es-
to, la suma de las medidas de los é4ngulos 1, 2 y 3 es igual a
dos rectos; lo cue indica que les rectas Lg y L, coinciden,

Esto mismo sucederd para todos los ovuntos del plano que
cumplan con la condicién de tener igual abscisa y ordenada, -
es decir, todos los puntos P(x,, y,) donde x, = y,, estardn -
en la misma recta que pasa por los puntos A(l, 1), B(3, 3) y
C(-5, =5).
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A tal conjunto, lo denotamos como:
L= {(x, )t y=x, xeR},
¥y lo representamos grdficamente:

“

B8(3.3)

A(LD

P ('ﬂxﬂ

¢¢-3,6)

+

Bn general, todo conjunto de puntos en el plano, de la

forma:

L={(x,y)! y=nx+b x€R]},
donde m y b son nimercs reales que permanecen constantes, -
tiene como grifica a una linea recta. (4) Demostramos este -
hecho tomando tres puntos que pertenezcan al conjunto L, es-
to es, tomando tres puntos en el plano con abscisa x y orde-
¥ = mx « b. He aqui a tales puntoss

A{x,, mx, + b), B(xy, mxg + b) ¥ C{xc, mx¢ + b).
Por A y B trazamos la rectz Lq y por B y C la recta Ly,

(4) Obeerva aue en el conjunto del problema &, = = - =
L‘={(x, Wl y=1x, xenﬂ y 86 tiene quem =1 y b =0,
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8k, mea+b)

1

P4
Cx, mx.+b)

Trazamos las perpendiculares a los ejes, que pesen por los pun
tos A, By C, para formaer los tridngulos rectdngulos S ADB y
D ACE; y demostramos que los dngulos 1, 2 y 3, sefialados en
la figura siguiente forman un dngulo llano.
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Sabemos que los dngulos 5 y 6 son rectos y que la suma
de las medides de los8 dngulos 3 y 4 es igual a un recto. Y -

f 1
(x, = x3) =1x, = x4},

d(C, B) = /(Xc - XA)z = lxc - xAII

que:

a(a, D)

a(p, B) =/u‘(x‘ - xg? =1olixe - xd,

d(E, A) =|/m"(xc - x 0 =lmllx, - x4,

por lo que,

AD/CE =|xq = R/1xe = x4ty

DB/EA = (lmllxy = xd )/{ImlIxe = x41), 0 bien,

DE/ER =1x, - XV 1x. = Xuls
esto es,

AD/CE = DB/EA, por lo que los triéngulos recténgu-
los AADB y AACEB son semejantes y, por lo mismo, los dngu--
los 1 y 4 son igueles. Entonces, la suma de las medidas de -
los dngulos 1 y 3 es igual a un recto,

Por otra parte se cumple que:

a(p, E)* = a(a, D)* + a(R, A)} veriffcalo,
por 10 que, el A ADE es un tridngulo recténgulo y el &ngulo
2 es recto.
Por todo esto, los dngulos 1, 2 y 3 forman un 4ngulo -
llano y los puntos A(x,, mxa + b), B{xy, mx, + b) ¥y - - =

C{x., mx, + b) estdn en la misma recta. Y el conjunto,

L={ (x, )!ly=ox+bv, xe R,
tiene como gréfice a una linea recta.
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Problema 7.

a) Si tenemos el conjunto:

Le=d(x, )V y=x+1, xeR ‘,
¢qué ordenada le corresponde a cada uno de los siguientes
puntos: A(3, y, ), B(-1, ye), C(~2, ye) ¥ D(1/2, yp)%.

Hespuesta: A(3, 4), B(-1, 0), C(-2, ~1) y = = =
D{1/2, 3/2). Para obtener las ordenadas se sustituye en la

condicién y = x + 1, los valores dados en las abscisas de

los puntos, couo ejemplo calculemos la ordenada del punto

A3, 3 ),
Y = x + 1, por lo que,

Yo =3 +1, o bien,

Ya = 4.

b) Localizar estos cuatro puntos en el plano y tra
gar la recta cue pasa por ellos.

Resouasta:

B Bl-4,00 J/A .

4
¢) ;Pasa esta recta por el origen?,

Respuesta: No, porque O # 0 + 1.
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Probleza 8. Localizar en el nlano los Siguienteg ==
conjuntos:
f(x, Y} { y=2x=~13, xenﬂ
Li={(x,9) l y=-x, xeR|
L=} (x,y5) Vy=-5 xemrl
Respuesta:

et
3
"

-+
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Problema 9.

a) Localizar en el plano loe puntos: A(l, 0), - - -
B(-1, 0), ¢(1/2, /3/2), D(-1/2, ¥3/2) y B(-1/3, - f8/3).

Respuesta:

o), | B, 1)
. Bl-ted | AU

o
E(-h,- (0ff

-

v

b) ¢Es posible trazar una linea recta que pase por
los cinco puntos anteriores?

Regpuesta: Bvidentenente, no.

c) :;Cufl es la distancia del punto A(l, 0) al ori--
gen?.

Respuesta: Uno porque: d(4A, 0) = v/;li- o) + (0 - Of,
o bien, d(A, 0) = /1 =1,

d) ; Las distencias de los puntos restantes al ori-
gen, son igueles a la d(A, 0)7.

Regsouesta: Si, en todos los casos son iguales a uno,
es decir, 4(A, 0) = 4(B, 0) = 4(Cc, 0) = d{D, 0) = d4(B, 0) = 1.

Lo que significa que 1la distancia de todos estos puntos al o~

rigen es constante,
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e) Como sabemos, por geometria elemental, una cir--
cunferencia es un conjunto de puntos, situados en un mismo -
plano, que estdn a la misma distancia de otro punto llamado -
centro. Entonces, si tomamos como centro el origen y dibuja--
mos la circunferencia con radio igual a la unidad, ésta debe
pasar por los cinco puntos dados. Traza dicha circunferencia.

Bespuesta:

A

N\
%

'

f) El punto P(-3, 2), ;pertenece a esta circunferen

cia de centro en el origen y radio igual & la unidad?

Reaspuesta: No porque su diatancia al origen no es -
igual a uno, esto es, d{F, 0) =v13 £ 1.

g) ;Qué condicidén deberf cumplir un punto cualquie=~
ra P(xe, ye) en el plano, para perfenecer & la mencionada cir
cunferencia?.

Respuesta: Que su distencia al origen sea iguel a =
uno, es decir, que d(P, 0) =1, o bien, (x,~ 0)? .+ (yp- 0 =2

o lo que es lo mismo, x: + yf = 1. Entonces, podemos intuir
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que la circunferencia de centro en el origen y radio igual a
12 unidad es el conjunto de puntes (x, y) gue cumple con la
condicibnt x* + y* = 1. Simbélicamente:

c={(x, y)V x*+ y*=1, xeR }.

Problema 10. En la siguiente figura se ha trazado -
1a circunferencia de centro C(2, 1) y radio igual a cinco; y

ge han localizado algunos puntos,
D)

El-2.4)

Alni)

v

6(6-0
FEyey)

*
a) ;Cufles de estos puntos estdn sobre la circunfe-

rencia?.
Resouesta: A(7, 1), B(S, 5), D(2, &), B(~2, 4), - -
(-1, -3) y G(6, -2). Bsto, de acuerdo con la figura.

b) ;Cudl es la distencia de estos puntos al centro
de la circunferencia?.

Respuesta: d(A, C) = d(B, €) = (D, C) = d(E, C) =
da(P, C) = a(G, C) = 5. '
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e) ¢ ¥, las distancias d(J, €) y d(H, C) también -
son iguales a cinco?.
Respuesta: No, d(J, C) = 17 y d(H, C) = 10.
Entorices, podencs intuir, que el conjunto de puntos que
forman la circunferencia de centro C(2, 1) y radio igual a =
cinco, debe cumplir con la condicidn de tener una distancia -

al centro C{(2, 1) igual a cinco. Simbélicamente:

¢ =1, 9l Vix=-2" +(y-1» =5, xemr !,
c =)(x, ! (x-28 +(y-1)* =25 xeRr| .
EJERCICIO.
a) Los conjuntos L = l(x, vy y=4,x€mt Y= m- - - -

S=)(x, ¥)! y=4, 2¢x25 | , ;30n iguales?.

}(x, ¥)) y2x, xem .

Y (x, )1 y2x+1, xe R}.

f (x, ¥)1 x2+32£9, xe Ri.

e) Empleando una sola figura graficar los conjuntos siguientes:
A=} (x, 9)! x=-6,0¢y24 |

B=1{(x, y)! x -4, 2cys 4t

C=) (x, y)| x=-2,0eyc4l

| (x, )1 x=0, 0cys4l

j (x, ¥)! 2¢x¢4,y=01

’(xv y) ! -6¢xz-4, y = 4}
|
{

b) Graficar el conjunto L

¢) Graficar el conjunto L

d) Graficar el conjunto L

(x, ¥) I -24£ x40, y=4i
(x, y)| 26x<4, y =4 }

o w O
n
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J=|(x,9)] 6¢&x¢t-4,y=2 |
K={(x,y)' =24 x££ 0, y=2 }|
Ley (x, 7)) 24 x 44, y=2x=-41}

SOLUCION.

a) No, el conjunto L tiene por grdfica una recta perpendicular
al eje de lae ordensdas, y sl conjunto S es tan solo un segmen
to de esta l{nea, de hecho, S C L.

h

b) Para la condicibn x = y tenemos la recta que aparece en el
problema 6, los vuntos que cumplen con y > x quedan por "arri-
ba”® de dicha recta y apurecen sombreados en la siguiente figu-
ra, Bete conjunto incluye a la recta,
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¢) Los puntos que cumplen con la condicién y = x +1 estén en -
la recta cuya grdfica aparece en el problema 7; las parejas que
cumplen la desigualdad, y ¢ x +1 quedan "abajo™ de dicha l{nes.
Bste conjunto mno incluye a la rects.
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4) Para x* + y2 = § se tiene une circunferencia de centro en =
el origen y radio igual a tres. El conjunto C contiene a todos
loe puntos que estdn dentro y sobre dicha circunferencia.

e)3¢ tiene la gréfica:

[+]
[

1
\J

Noraleja: Hay que hacer mucho por la PAZ.
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CAPITULO IV,

LA PENDIENTE DR UNA RECTA.

A, LAS RAZONES TRIGONOXETRICAS
DB UN ANGULO AGUDO.

La torre inclineda de Pisa mide, desde el pie
a su parte superior, 54.56 metros, y estd fuera de
Bu plomada 5.029 metros. Calcular su dngulo de in--
clinacién con respecto a la vertical. (1)

as seis razones.

Resolver este problema, con el que iniciamos este capitu
10, requiere de la aplicacién de alguna de las seip razones --
trigononétricas que conocenos: seno, coseno, tangente, cotan--
gente, secante y cosecante; lze cuales abreviemdss como: sen, -
cos, tan, cot, sec, csc, respectivasente. Cono sabemos, estes
ragones resultan de comparar las longitudes de los catetos e -
hipotenusa de un triéngulo recténgulo cualquiera,tomsndo como
referencia a alguno de sus £ngulos agudos interiores,

(1) CABALLR#0, Arqufmedes, et, al. Katemniticas. Pdg. 186,
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As{, encontrar el #ngulo de inclineccidn de le torre in--

clineda de Pisa nos lleva a considerer el siguiente esguema:

R PN

obviamente, AB revresenta la hipotenusz del AABC. Como preci-
samos encontrar la medida del dngulo (£ ) agudo con vértice en
el punto A, llamare:os a los catetos AC y BG, cateto adyacente
y cateto opuesto al 4 A, respectivamente. BEntonces, las razo--

nes trigonométricas de este 4ngulo son:

sen 4 A = cateto opuesto/ hipotenusa = BC/AB,

€08 4 A = cateto adyacente/ hipotenusa = AC/AB,
ten £ A = cateto opuesto/ cateto adyacente = BC/AC,
cot & A = cateto adyacente/ cateto opuesto = AC/BC,
sec ¢ A = hivotenusa/ cateto adyacente = A_B/AE,
esc &£ A = hipotenusa/ cateto opuesto = AB/BC.

(f4cilmente se¢ observe aque son reciorocas, vor perejas, las =
razones: sen<A y cSc £ A, coS4A y seC4 A Yy ten <A y cote A
por lo mismo, nos concentraremos inicamente en el estudio de
"las prineras tres, es decir, del sen< A, coscA y tanc i),
Ahore bien, sabemnos por el enunciado de nuestro problema
que AB = 54,56 metros y BU = 5$.029 metros, por lo que &l tener
la longitud de la hipotenusa y del cateto opuesto , debenos -
calcular el valor de la razén sen«s A, puesto' que es &sta la

gue releciona a ampes cantidades:
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senZ A = BC/AB = 5.029/ 54,56 = 0.0621 (2)
buscanos er las tatlas de razones irigonométricas, la del va-
lor natursl del seno, en ésta el nimero mds cercano a 0.0921
es 0.0929, el cual corresvonde a 5° 20', entonces el 4ngulo
de inclinacién, con respecto a la vertical, que presenta la -
torre inclinada de Pisa es:

ZA = 5° 20" avroximzdamente.
En la escuela elementzl medimos representaciones gréfi~-
cas de segnentos y dAngulos, eupleando una regla graduada y un

transportador, respectivamente:

.3
A —ey B
o ——et 8 A
A o
e
P qe '

/
o

(2) Puesto que en las tablas mds comunes de razones tri-
gonométricas aparecen nimeros de cuatro cifras, los resultados
aque obtergzmos serén "cortados" a pertir del cuarto dfgito --
después del punto decimal. '
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As{ decimos jue la longitud del segmento que une los nuntos
Ay B es de treinta vy cinco milimetros, lo cuel escribimos -
como:
iB = 35 mm., o bien,
AB = 3.5 cm.
¥y que la amplitud de giro del #Angulo con vértice en el punto
@ y lado inicial OA y lado final 0B mide treinte ¥y cinco gra-
dos, simbdlicamente:
£@ = 15°, o bien,
£AGB = 35°,
Observamos tanbién, desde aquellos primeros afios de estu

]

dio, que la longitud de los lados del dngulo no alterz la me=-

dida del mismo:
8

[}
K , A_____A, o 3 4,

en los tres casos, £ AOB = £A,8B, = £ A,6B, = 43, de hecho
podenos prolongar los lados del 4dngulo indefinidamente, esto

lo representamos cozo:
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¥y A y B pueden ser cualesquiera dos puntos distintos de ¢, so-
bre los lados del 4ngulo. Sin embargo, el orden en que se to~--
men los lados & y 8B si resulta de imvortancia, puesto que no

ee lo mi=mo, el dngulo que tiene vértice en ¥y lado inicial -
en BA y 1lado final en OB:

. & \ -5
que el que tiene, por lado inicial a @B y lado final a OA: (3)
8

N

& ;

Puesto que, el primero mide 43° y el segundo mide 317°. B el
presente trabajo, para evitar posibles confusiones, colocaremos
una letra del alfabeto griego entre los lados del 4npulo que -
deseemos tratar, vor lo general, utilizaremos las letras:o( (al-
ta), (> (veta), ¥ (gamma) y ©(teta).

(3} Consideraremos unicemente &ngulos entre 0° y 360°, -
dirigidos en el sentido invereo a las manecillas del reloj.
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& A s A
Lol =430 LO»21F°

Pues bien, ha llegado el momento de medir directamente,
la representacidén grifica de un 4ngulo agudo, sin emplear ~-
transportador alguno, por supuesto, aplicaremos las razones

trigonométricas,

Problema 1. Obtener la medida del <# , gin usar -
el transportador.

[+4

Respuesta: Tomenos el seguento A = 4 cm, sobre el
lado inicial del <&,

Q@
1
o
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por este punto A trazamos la pervendicular a A Y nrolongamos
hasta cortar al lado final del 2 en el punto B:

& Lo
medimos la longitud del segmento‘%ue une los ountos Ay By -
obtenemos que,
AB = 6.8 cm. .
Bvidentemente, sl AOABC, es un tridngulo rectdngulo, donde los
catetos son los segmentos A y AB, y la razén trigonométrica =
que los relaciona es la tangente:
tan 20 s AB/ OA = 6.8/4 = 1.700,
el ninero mds cercano a 1,700 que aparece en las tablas corres
pondientes es 1,698, por lo que,
£ @ =59° 30', aproximadamente,
La eleccién de los puntos A y B resulte sumamente arbi--
traria e irrelevante, vuezto que otro par de puntos distintos
a éstos, digamos A, y B, , como los que se muestran en la figu

re siguiente, dan lugar a le miszma razén.
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A4

|
|
|
|
i
|
|
{
A

»

-4
eiempre que A,2,, ssa perrendiculsr a FA, , es decir,

1

A%/ 64 = ET?./ €A,, puesto que el AACB es ee8 1
te al A:02 . (4)

En resunmen, pare calcular lz amplitud de giro de un 4ngu-
lo agudo, en ur trifngulo rectéreiulo, basta con anlicer alguna
de lus tres rzzones trigonométricas zmis ususles: seno, cosen
y tergente; dererdiendo de cusles sean 17s longitudes de los -
l2dos del triéngulo que conozca=ds. Inversamente, si conocemos
lc amplitud de giro de un 4dngulo agudo y deseaans conocer sus
rezones trigorométricas, acte cor conformar un trifnguls rec-
téngulo conveniernte y medir 1= longitud de los lzdos del mismo.

r

Proclezz 2. Encortrar las razones trigorozftricas -

del fngulc de 75° ,
Respuessta: Ditujazmos el 4ngulo auxilifndonos con un
trarnz-ortador:

(4) Reviza el ovrimer cmpitulo de este tratajo, en ls sec-
cién corresnondiente a lz divisidér de un segmerto en pertes -
oroporcionales, )
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Tovamas un punto cuslesguiers en <l lado final del édngulo y -

bejamos la perpendicul:r hacia &l lade iniecizl, conformendo el
triZngulo rectdngulo AF€A.
Sonde:
[ A_—f;: 5.2 em
58 = 5.4 cm

a: 1.4 cm

5050

|
i
1
]
]
|
i
&

As{, obtenemos
sen 75 %= 3.2/ 5.4 = 0.9629,
cos 75° = 1.4/ 5.4 = C.,25¢2 ¥y
ten 759 = 5,2/ 1.4 = 3.714 .

Obviamente, nusstros resulsuzdos son anroxim=dos, psuesto

qué nuestros inetrumentoe de medicidn e inclusive nuestra hati
lidad pers redir estén sujetos a un cierto mzrgen ée EXrYor. =~
Reeultzdos m#s orecisos, verc tampoco exactos, 1los encontremos
er. lzs tablas de velores natureles de ectss razores, en el li~

tro de Grarville (5) mrerecen lzs siguientez cantid-des:
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ter 75° = .73z,

Problerz 1. Ercontrzr 1:g razones trigonoméiricee
del 4ngulo de 45°,

Re:ruzs+te: Este &ngulo, nor su arsricidn frecuente -
er. problemes 3uz imnlican resclucidn de tridngulos rectirpulos,
requiere de atercidn ssrecial. Para encontrsr suc razones tri-
gonométricas trazazce el AAZZ de ruinerz que resulte ser un tri

4rgulo isésceles y rectérpulo.

b

4

\ ¢

A C

Observa que los ca‘etos Iv y %0 son los lzdos igueles del tri-
éngulo y cox: pera sfectos de zedids d2 #rgules no imrorta 1z
longitud de 128 ledos del misro, -olemos asigrzr & AB y 3¢ la

uridad coro medide, as decir:

A3 =1 = 3C , y vor lo nismo, le hinpoteruse ecg,

V2.

For reozctrie elemental sateros gue:

<2
It

.
S

1. Loe #fngul~z interiores de cuslauier tridrgu-
lo sumer 120°
2. En un trifrgulo isé:celesz, = los lzdos igua-

les ®e ononern frgulo: iguzles, (En el AARC, 4o = <0 ), .

(5)G32VILLE, Willisn irthorny, e4. al. Trigorometris vls-
£
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Intonces, en lz fipura, teneros sue:
£# . 20 = o, o 10 ~ue e 10 zifmo,
CJ
2<¢ = ¢0, por lo que,

<0

£5°, Y las rezones trigonomftricas

de ecte dngulo son:

cen 45°=1/V2 =¥2 / 2,
cos 45° =1/ ¥ e =¥z /2 ¥
tar 45° = 1.

Problemz 4. Encentrar las rezores srigorométrices -
de los drgulos de 20° y w09,

Respuecta: Estos 4ngulos tambiér resultan ser de uso
frecuer.te, pars ercortrsr sus rezones irigonozétricas trecemos
un A ABC equildtero, cuyos lzdos ccrrideramos con lorgitud i-

guel z lz uniiad,

al
1
21
"
(=

iB =

ty

N,

Nuevamente, ror geometria elemental, sabemos que los tres 4n-

A

galos interior=s de un triéngulo ejuildtero cuslsuiera son i-
guzles; es decir, lecs 4npulos con vértice er 128 puntcs &, B
¥ C son igusles y vor lo zizro miden £C° cedz uno. Al trazar -
la bisectriz del £ngulo agudo con vértice en C formamos dog -~

trifngulos corgruentes



135

\co‘ ‘} o g
A F ) 8

De acuerdo cor. 12 fizrure el AACD es cingrierte con el ACDB ,
puesto nue tiene dos dngulos corresnsondientes iguales y el la-
do co-prerdido entre estos también es iguel (X¢ = BC). Por lo
miero AL = JB y como £D + DB = AB = 1, entonces ﬁ?; 1/2. Y -
los éngulos Xy @ también son igusles entre of, ademfs - -
Ld + 40 - 180° , entorices Ld = S0° . Por todo esto el ACHE,
es un trifngulo rectdrgulo con Zngulos agudos de 20° y 6¢° ,
con B¢ =1, 0B =1/2y G0 = ¥3/2,

C
‘.

)
D B
¥ las rezores trigororétrices o ra estos fnguloe agudos con:
sen 60° = ¥3/2 , sen 10° = 1/2 ,
cos 60° = 1/2 cos 30° = ¥i/2

tan 6C° = 2 y tan 20° = 1/ E = E/B-
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BJERCICIO.
Celcular las seis razones de los dngulos agudos: « y f 7 fefia=
1lados en el siguiente trifngulo rectédngulo. Corp&rense los re-

egutadosg,

donde:
. B -3,
BC =2 y
Gk =Y5
A
SOLUCION.
een £« =y5/3, sen £8 = 2/3,
cos 2d = 2/3, cos < = /B/3,
tans 4 = y5/2, tan < & = 2//5,
cot L4 = 2//5, cot ¢ = /;/2,
sec L4 = 3/2, sec«® = 3//5,
csc<d = 3//5 Y csc 4P = 3/2

Observamos aue <4 +20 = 90°, es decir, los 4ngulos < y son
conmplenentarios y se cumnple ques

gen <o = gcoas @ | cos «4 = sen<f |

tandd = cot <A cot«d = tan ¢A |

seced = csce® ¥ csc <4 = sec< (0,
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B. LAS RAZOHRES TRIGONOMETRICAS
DE UN ANGULO ENTRE 0° Y 360°.

Todas las invenciones que posee el mundo, no fue
ron encontradas primeramente por la razén ni por los
cerebros; sino que fueron alcanzadas por los de ague=
1loe que tuvieron la suerte de tropezar con ellas por
descuido 0 equivocacién.

Samuel Botler (1612-1680). (6)

Generalicemos ideas.

Bn la aseccién anterior tratamos las razones trigonométri--
cas de 4ngulos agudos; para generalizar estas ideas para dngu~-
1os de cuelquier medida entre 0° y 360° consideremos la circun=
ferencia de radio jgual a 1lp unidad y centro en el origen, (7)
Cono sabemos, por sl cap{tulo anterior, esta circunferencia que
da determinada por el conjunto:

Cs{(x. Yl x4 y*=1, xe R} y su gréfica es,

<4

>

-~y ) I 1

(6) Lecturas universitarias., Antologia de matemdtices. -~
Pdg. 105, .

{7) En realidnd, la longitud del redio es irrelevante, --
puseto gue, cowo sabemos, la longitud de los lzdos del 4dngulo

no ‘afecta la medida del wismo. Es por comodidad que se urefie=
re tratajer con el radio igual s leg unided.
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Algunos de los puntos que se encuentran en esta circunferencia
son: A(1, 0), B(O, 1), ¢(-1, 0), D(O, -1), B(-1/VZ, 1/V2), -~
P3/2, -1/2), 6(1/2, ¥3/2), HQ/V2, -1/V2), ete.

Tomemos un punto P(xy, ¥e) en la circunferencia C, en la
parte conorendida en el primer cuadrante y conforremos el ¢ri-
dngulo recténgulo con vértices en los puntos P(x¢, y), - -
€(0, 0) y Q(xp, 0), bajando 1la perpendicular desde el mentiong

do punto P, al eje de las abscisas.

1
4

Pxg,49)
/
1
|
<\ () Xp.)
- 0. 1

=3
Para el dngulo agudo « , con vértice en el origen, lado -

inicial en 8Q ¥y lado finsl en 5?, tenemoe las rezones trigono-
métricas:

sen 44 = PQ/6F = d(P, Q)/d(€, P)

sencyq = Vixg - x P + (yp - O}/ Vxi + ¥

sensd = |pl/l =y ,
puesto que P(x,, y; ) pertenece & la circunferencia C, se tiene

que Xy + ¥ = 1; y como la coordenada ¥, es positiva, |yl = .
De iguel forma:
cosld = x, y tan <4 =y /x;,
que concuerdan con las rezones trigonométricas dadas en la sec
cidn anterior, para dngulos agudos.
Al mover el punto P(x@, yp) sobre la circunferencia C ha-

cia los tres cuadrintes restantes, observaros que el ¢« pesa a
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ser un &ngulo obtuso, con lado iniciel en ®A, lado final en OP
y vértice en el origen; adexds, deja de ser interior a cada -
uno de los tridngulos recténgulos A6PQ, sefisledos en las ei--
guientes figurus; los cuamles, seguimos conformendo al trazar -
la perpendicular al eje de las abscisas que pasa por el punto
P(xpy YP)'

Pleese) \

ey &(Cc)

b —

4

>
/.
-—-—ubﬂ
£
e
4

A

Plxg, e}

Entonces, parez ser congruentes con nuestras primeras - -
ideas, definimos para cualquier éngulo dtiso « , no mayor de -
360°, con lado finel en ép,

senca =y, Co8<4 =X y tan <« = y%/xg
donde es evidente que =e debe atender a loe signos de las coor

denadas, He aquf algunos ejemplos numéricos;



i
B,
N Alng)
d\ o(c o) i
\\fT
4
G(1/2,3/2)
N ACL0)
-4 el0.2) ' )
-1
cen 4d, = /02
cos Ley= 1 /03
tan Loty = -1 '
sendd, = 3/2 ,
cogddy =.1/2
ten ddy = \E; ¥

140~

F(5il2, -112)

AUy
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2 resumen, los gigrnos 4 8 rzzoreg trigonrométricas va-

rfzr de acuerdis con el cuadrz iort s encrertre el lado fi

cor. log sigres de -

ral del “ngulo, Observa iz

les mizmes:

I II IZI Iv
sern £ + + - -
cos LA + - - +
tan < & + - + -
Troblems £, Ancontrir las rzzones trigenométricae -

, S0, 15¢° y 2e?

Regpueatat Bedtos Zngidnz ticae por lado finel a é'z,
BB, 9C y &0 ras-cosivazente, dsrnde A(1,0), B(C, 1), ¢{-1, 0) y
D{0, -1}, entonces:

sen 2°=0 , sen CO° = ,
eos 0% =1 , ces 90° = €,
tzan 0° = 0 ' tan ¢0° =0
sex 180° = 9, sen 270° = -1,
cos 17¢° = -1, cos 270° = 0O ,

1
tan 180° 0 ¥ tar 270° = e,
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Y puesto que, el radio es la raiz cuzdrsda de la suma de los

cuairados de las coordenadas, sirbblicamentes

entonces definimos pare cualquier &ngulo con lado final en el
segmer.to 6;‘, donde 123 coorderzdas del punto P son Xps ¥p les
razones trigonométricas como:
sendd = y/ r
cosld = xf./ r
tensd =y, / xo
Obsrva que en 1z razdn tangente no interviene el valor del ra-
dio, por esto se prefiere utilizarla sl calcular los velores -
de 1ns #éngulos, corocidas 1as coordenadas del punto P, kn el -~
caso numérico, con el que estamos trabajendo, hemos obtenido -
sues
tanfd = 4/3 = 1.333, nor lo que, (8)
4o = 53° 10, aproximadarente.
Proulema 8. Encontrar el valor del éngulo @ con vér
tice er el origen y lado finzl en OF, donde (-2, 5).
Respuesta: El punto P(~2,5) se encuertra en el gegun
do cuadrarte, vor 1o aismo el “rpulo ff es un éngulo ortuso no
mayor de 180° y su tangente es:
tan L0 = -2/5 = -2,.500

P(-2.%)

MR EE) -JI

{8 ) Recordenne que estames cortardo las cifras de lo= co
ciences er el cuario d{gito. B
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Sin embargo, el valor del 4ngulo * no lo podemos dar di-—
rectamente, ya que. no tenemos tablas comunes de razones trigo
nométricas de dngulos obtusos, por lo que es necesario valer——
nos de la geometrfa plana para encontrar ung férmula trigonomé
trica que relacione las ragones de los dngulos agudos del pri-
mer cuadrante con los dngulos obtusos del segundo cuadrante. -
Observa la piguiente figura: .

Plxg 39) Qlva, Yg)
1 I
' i
] )
| @ :
i
' 0\ | .
“RGen o) 5 (xg,0)

on éstm se ha tomado el punto Q(xq, Yo ) de manera que,
Xp =-Xq ¥y = Jo, Y POr lo mismo,
no= Jxg ey e Sxiew
entonces, el APRU es semejante al AQES, por lo que los dngu-~

i

Ty

los » y <A son iguales; y como los 4ngulos {y ¥ son suplementa
rios, es evidente que:
40 = 180° ~ <A,
Y las razones trigonométricas de los éngulos « y # sont
sen< 0O = gen <4 puesto que, y,/ 1, = y,/5,
cos< 0 = -com<d puesto que, X,/ X, = -X./Ta ¥
tan<® = ~tan<d puesto que, ¥ /X, = Yo/~Xq .
Es decir, el valor absoluto de las razones trigonométricas del
dngulo del segundo cuadrante ¢, os igual al valor absoluto de
las rezones trigonométricas del mismo nombre del « , que no e=s

otro que ol suplemento del:(; entonces, pocemos ignorar el signo de
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ies razones del £(, buscar =3ts cociente exn toblss y la medida
del 4rgulc gue obtengzzos lo ra:ztrzos de 160°,

As{, en el ejempio numérico que dejaros pendiente, la -
tan<® = -2.500, buscamos el valor més cercaro a }-2,500) en ta
blas y obtenemos 2l 4f = 68° 10' aproximzdemente, por 1o qua:

<40 = 180° - 68° 10' = 111° 15', aproximedamente.

Lo mismo obtendrenos aplicando cualquiera de lczs otras dos ra-
zones: seno y coseno (verificaloj.

Problema 9: Encortrar las razones trigonométricas de
los #ngulos & ; (; , con vértice en el origen y lados finszles
en OF y €G, respectivamente, donde P(-3, -2} y G(3, -3); dibu-
jar la figura correspondiente.

Respuesta: Tenemos 4dngulos obtusos con lados finales

er el tercero y cuarto cuadrante:

A

M
/C»
F(-3,3

sen« B, = —E/fis = -0,5547,

cose B = ~3//11 = -0.8320, ]
taneb, = 3/2 = 1.500,

sen <0y = —3/\/1_5 = -0.7071,
coss<® = 3//18 = 0.7071 y
tan L0 = =3/3 = -1,

G(3,-3)




147~

Huevemente, la medida en grzdos de los Zngules ﬂuy 8, , no la -
ercontramos directarente en las tablaes comunes, por lo que es
neceszrio deducir férmulas trigonométricas que relacionen éngu
los del tercer y cuarto cuadrante con dngulos del primer cugs--
drante. Sin embargo, el conocimiento de estas férmulas no re—
gulte esencial para ei presente estudio, por lo que reunitimos
al lector interesado, al libro de Graznville, Trigonometria -
Plane.
Una identidad, o igualdad tr:gonométrica,que no vodemos -

dejar fuera por su gran importzncia y aplicacidn es:

gensd + cosi¢d =1,
ésta ce cumple para cuelouier drgulo « y se verifica partiendo
de las definiciones que hemos dado:

sen 4« = yo /T v

cos 44 = xp,/r. Entonces,

sen« = yi/ vty
cos®4d = x3/ r?*, por lo mismo,

sen’24 + cos®4a = y,!/ r* + <}/ r* y puesto que,
T = \/xf, + ¥y entonces,

sen“d + coskd =7r1¥ r* =1,
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EJERCICIO.,
a) Considérese la circunferencia de radio igual 2 la unidad y
centro en el origen, y t5-ese un tunto cuzlouierz P(x, y) en -
ella; entonces, como sabemos, se define:
sen<« = y
Py coB<d = X

tan<u = y/x

Dar la expresidén correcsnondiente para tres razones trigonomé--
tricze restantes,

b) A partir de lzs definiciones dzdas en el irciso a, muestre
gues (sen ¢4 )(csc<4 ) = 1; tan<d = sen<d / coscd . - -

1
sec4d =1 + tank« y coe<d = 1/2eced

SOLUCION,

a) cot <4 = x/y; sec 4% = 1/x y csc«d = 1/y.

b) Satecos que, Ssen<A = y y csc <o = 1/y entonces,

(sen<d ) (csced ) = (y)(1/y) = 1.

Puesgto gue, tan 4o = y/x, sensd = 3y ¥y cos<d = x entonces,

tan <4 = y/x = sen<4 . /coszd .

Sabenos nue, sec’cd = 1/x3y 1 + tan®<s = x*+ y?/ x* y cono el
punto P(x, y) zertcnece a lu circunferencia de radio igual a -
la unized y centro en el origen, 3e cuzple mve, x2 + y’ =1,
por 1o gque, x> + y¥/ x?= 1/ x*. BEntonces, '
ceded =1/x% =1 + tanz <,

Como cos <« = x y zec<« = 1/x entonces,

cosek =% = 1/{1/x)= 1/seccd .

1]
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C. LA TANGENTE DEL ANGULO DB INCLINACION
DE UNL LINEA RECTA.

No es 1o ~ismo: 1o recta
tansente ZF'(pe, re -1ima)
que: Ten gente y recta la

1
sriza de Pepe, d

(9)

Diferente de 30°.

Por geometria elemental, sabemom que por un punto en un -
plano pasan une infinidad de rectas. Elijemos P(xe, 3 ) distin
to del origen y prolonguemos las rectas que pasan por este pun

to hasta que corten al eje de les abscisas:
Y '

- /( M N e

/(3 ® [ oo
A

en la figura hemos selzlz2do algunas de dichas ractas. &n par-

{9) ARAGON, op. cit., Pég. 138,
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ticular, L, es paralela al eje de le3 mbscisas y L, es perpen-
dicular al miemo eje coordenndo, dejamos estos dos casos "espe
ciales” parzs tratarlos mds adelante. Por el momento, nos ocupa
remos de les rectas que formen con el mencionndo eje de 18 -
ebscisas un 4Angulo o mayor que O° y menor que 180° , pero di-
ferente de 90°,

Coro se mueztra en la figure, L, corta Al eje de las abs-
c¢isas en el origen, entonces, al igual que en la seccidén ante-
rior, es posible trazar la circunferencia de centro en el ori-
gen y redio op; y calculrmos la tangente del 4ngulo «4 por medio
del cociente de las coordenedas de P(x,, yp), es decir,

tanddy = ¥y /%0

+
e

&) Q"f*\ )

/

/

S

Para Lg, la situacién es dictinta, puesto que estz recta

~_| ~

corta al eje de 128 2becisas en un punto distinto 2l origen; -
1lomenoe 5 & dicho punto y tracenc: la circunferencia de cene-

tro ea2 5(x,, 0) y radic SP:



151~

el

I}
/é\a 9) ,Q“f:j)
“Xg X

ad :
/

5 /

| e

Obviamente, en el A PQS, el valor del cateto adyacente ya no
depende exclusivmmente de la coordenzda xp , del punto P; este
cateto lo tomamos cono la diferencia:

Xy - Xs , ¥ definimos la tangente del “ngulo «5couo,

tan L«s5 = yp Axp= Xgh
Nétese gue no se estd toazando la d(Q, ), tal como la hemos de
finido, puesto que ésta es ipual &l valor absoluto de dicha di
ferencia, es decir,

a(Q, 3) =1 Xp = Xsl; ¥, coao sabemos, se cuaple que,

bxg = xl=1xg = xl; oero,

Xp =~ Xy = =(x5 = x0).

Problema 10. Calculwr la razén tangente de cada uno

de los dngulos mercedos en las figuras siguientes:
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S S
\ m""ﬁﬁ-—eq—w\ Gt0,9)

\ )
\"/
|
Respuesta: Tanddy = 3/2 y tan 4d;, = -1.333, puesto --
que, tanldy = 3/(3 - 1) = 3/2 = 1.500 y tansd; = 4/(=5 ~(=2))=
4/(~5 + 2)= 4/-3 = ~4/3. Y, por lo mismo, 24y = 56° 20'apro--
ximadamente y Lo; = 180° - 53°10' = 126° 50' aproximadamente.,

Generalicemos aln més esta idea, tomando dos puntos -——-
Alx,, %) v B{xg, y;) arbitrarios, sobre una recta L también -
arbitrarie, con la condicién de que L no sees ni paralela, ni -
perpendicular al eje de lzs abscieas. Y obtengamos la tangente

del dngulo « .



153~

N ’ln”)

A(%a, Y2)

/fkngY i

3
Observa que es por comodidad que en el dibujo aparezcan

los puntos A y B en el primer cuadrante, pero éatos pueden es
tar en cualquiera de los tres cuadrantes restantes:

3

Al

8se} Yo Bura. 1)

) Ay
Y/

Kixg, fo}
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(1a. %)

/ w0

Alwg)

»
;«,L
(o

A 2

Alxa, s}

BEn todos los casos (estas figuras solamente reprecentan algu-
nos), la recta L corta al eje de las abscisas en un punto -
K{xy, 0), formando cuatro fngulos, de los cuales nos intersss
Unicamente el sefialado con 1lm letrad . El o tiene como lado
iricial a la parte del eje de las abscisas comprendida del -
punto K hacia la derecha del mismo. Al 4d 1o llemamos:"dngulo

de inclinacién de la recta L",
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Pero, volvamos a la figura:

$Usy,1a)

. /ﬁium\ 4

Y, tracemos la recta paralela gl eje de las abacisas que vase

por el puﬁto Alxy s Ya)e

4 7

8(¥a.70)

\\h
A U4, e)

4 —
/wmo)

d
Los dngulos « yo, son iguales por ser correspondientes entre
reetas paralelas. Por lo jue nuestro problema se reduce a cale

cular el valor ds la rezén tangente del 4ngulo o, o = = = =
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Tracemos la circunferencia de centro en el punto A(x,, y,) y -
radio AB,

J

Yormemos el AABC, irazando la perpendicular al eje de las abs
cisas que pasa por el punto B(x,, ¥;). Obviamente sl éngulo --
con vértice en el punto C(x., y.) ee recto.

3
/’ T A Blre.ds)
PN
.
\
i 2% cipha
. o

=3
-

1\
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Coro 2ze observa, el valor de los catetoz del A ABC no degenden
exclusivamente de lea coordenadas del punto B(xg, ys), de he—-
cho, el cateto adyacente al #4rpulo o; se toma cowo la diferen-
ciat xy - x, ; y el cateto opuesto 2l zismo <dy €81 ¥, - Fu .
Definamos entonces, a lo tanrente del <d cozo el cociente de
estz:z diferencias, es decir,

tan<d ={y, - v)/(xg - =)

Ahora tien, al dngzulec o« 1o llarazos 4ngulo de inclina=--
¢ién de la recta L, al valor de la razén tangente lo llamare--
mo8: perndiente de la recta L. Entorces, definimos 1a pendiente
de la recta gue pata por los puntos Alx,, y.) y B(x,, ¥;) como
el cociente,

(3, - 72/(xy = %)
por supue3to qu:s la pendiente 3erd un nldmero real siernvre jue
Xy £ X3 el dnico caso en Jue Xy = Xz 8e prezenta cuundo tene~
108 una recte verpendicular a4l cje de lss abscisas, pero éate
lo trataremos mds adelante,

A la pendiente de la recta s2 acostumbra denotarla con la
letra m, Asf{, le expresién:

mo=(Yy = NV (x5 = xa) (10)
debe leerse c¢9:9: "la perndiente m de la recta jue pasa vor los

runtos A(x,, ¥a) y B(x,, yb)l:

(10) Puesto que X, - Xa = - (X, - Xa), S2 tiene que, —-
Gs - 3V(xs = xd = = ((ys = 7aV (xa = %)} ¥ Duesto que - - - -
Yo = ¥a = = (va = ¥p) entonces, (7, = WY (xs - x)= ~llya - yo/
(%o = X)) pero(ye - ¥aV(Xs = XY =(% = Yo¥ (xa - %), ror 1o mis
mo emtlearemoss indistintimente ambo: miembros de la tercera i-
gualdisd en lo sucesivo.
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Problema 11. Obtener la pendiente y el 4ngulo de in-
clinacién de 1la recta que pasa por los puntos A(3, 2) y B(1, 0).

Respuesta: Sustituimos los valores de las coordena~
das de los puntos A(3, 2) y B(1, 0), en la féruula,

m =(y. - Ya¥X, ~ x5) ¥y obtenemos,

m=(2 -3 - 1, 0 1o que es 1o nismo,

m = 1, por lo que,

tan<dd = 1 y A = 45°
Bntonces, la pendiente de la recta es el ninero uno y el dngulo

de inclinacién de la misma es de 45°.
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Problema 12, Obtener el 4ngulo de inclinacién de 1a
recta que pasa por los puntos A(2, -3) y B(-2, 2).
Respuesta: Nuevamente aplicamos la férmula,
@ =(Y4 - Y, - xe)
m a3 - Y(2 - (-2),
m = -5/4 y, oor lo mismo,
tan 4 = -5/4, o bien,
itan(180° - ¢¥ )= 5/4 ¥
24 = 180° - 51° 20, es decir,
¢4 = 128° 40'.

DL‘I»‘\

P\ A

aldi-3)
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a) La pendiente de la recta que pese vor los runtos A(-2, 3) y

B(x, 5) es 0.5. Hallar la abscisz Jel punto B. Grzficar.

b) La rendiente de la recta guc pasa

B(~1, 0) es 1; encontrar 1. orlenald-

SOL*CION.

a) Puesto sue = =(y - 7o/ (%a = %),

lores nfque:

1/2 =(3 - 5)/(-2 - 7} per lo ziswo, x

////"B(J,H

por los puntoes A(=3, ¥) ¥

del ~unto A, Graficer,

0
(e

tiene al sustituir we-

=2»

Zd = 26* 30' apnxnmodamm{t

b) La ordtenada es -2.

4

L]

A

-

N

}
B(—\.O)/I
.3 2

1.
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CAPITULO V.
LA BCUACION DE LA LINEA RECTA.

A. LA FORMA PENDIENTE Y
ORDENADA BN BL ORIGEN,

El primero de estos preceptos, consistia en no
recibir como verdadero lo gue con toda evidencia no
reconociese como tal, evitando cuidadosamente la -~
precipitecién y los prejuicios, y no acentando como
cierto sino lo presente a mi espiritu de maners tan
clara y distinta gue acerca de su certeza no pudiera
caber la aenor duda. (1)

Por los resultedos obtenidos en la seccidn € del capitu-
lo 111, de este trabajo, sabewros aque los conjuntos:
L ={{x,y)V y=2x, xeR{,
L J(x, M1 y=1/3x+1, xeR ty
L f (x, Y)1 y=-32x+ 3, xeRY,

tienen por gréfica a una lines recta. He aqui la figura co--

%
#

it

I

rrespondierte:

(1; Dz3CARTZZ, René, Discurso ¢el nétodo. Pdg. 15,
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Bary

 rong XE sy

1

Estas rectes 3o oorton ern - orejng en un olo puntad
}oalars, 65)

LA Iy =} =es7, )

L,A Ly = L o(lu1, 13/11) ,

y ¥ Lgerineiten oo el zunto &5 Ly ¥ Ls en el punto

TN I =

es decir, L
By Lgy Ly er el nunto €5 sin evl.rgo, difleren en sus otres
runtos, ~or lo niszzo los coniintos Ly, L, 5 Ly son distintos

entre s{, Bsta diferessia 1n wurca, &in duda, 1z czrecteri{sti
ez gue deterwir~ = exde im0 de eitos conjuntos; en otrss palz

bres, las parsjas de mizeros reales 122 cumrlan con las igual

y=24 y=121x+1}, y=-3/2x+3
gorn distintas en generzl. 4 2a3tue tres exnresiones las noxbra
zos gcuxciores de rrimer gr2do, y russto que, ¢o0ro hemo:s obe~
servado, las soluciones ie éutas Jetersinan rectas en el nla-
arzrlee ecuncein-e: de lac rectzs, entonces:
7 = 2x es l: ecurnifn da2 1la regts Iy

=1/3 x +1 es 1= ecurcidn de 1z recte Ly,
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¥ = -2/ x + 1 ez 1z ecu=cién de 1z recta Ly 7y,

2

en genaral, dacimc:i que
¥y = mx + b es lv ecuacidn de la rectz L, donde =

v b eon dos ndreros reszlss, que permanecen constantes.

Detergé-oros un z.mentc, en 12 rects Ly, ¢9 5 abtservaros
egta racts carta al eje d2 1z abtscisae <r el oriren, fortan-
49 €l énrilo agudo of (rscorderss us 21 L& 1o 1lz smos frpva
1o de irelin cién de 1z recta L, , é:te <iene cono vértic
origer y coro lzdo i-icial al -emnieje nozitivo de 128 atsci--
sez). Ademds L, contime & los gunvos A(-2, -2), B(1L, 2) y - -

¢(2, 4), ertre otros muchos.

C@a4)

4 [ TURY)

A% R .
o 1 ” -

3
s

A(-1,-2)

L

1
-
.
1
D
5
P
-
®
r
w®
fony
®
=]
w
a3
®
o
<t
©
[
-
.

v
Protlera 1. Obtere

Resvuezts: Lz rectz r=sa ~sr loe nuntos A(-1, -2}

y B(1, 2) entoroes, 21 arlicar 1z firmuls de 1z seccidn sntee
rior, obtenenos
(G4 = 700 xp = %9=(-2 = V(-7 - 1) =8/ -2,
la zeritente m, , &e 1z rects L, , =: igizl : das,

nty o micmo

icamernte:

]
1
it
Ied
O
t4
o

T:"—'?.



164~

Q(4,3)

A(."' 1)

- -

P¥ohlema 2, Conzidar-ndd los nuntes B(1, 2) ¥y

C(2, 4) obterner la rerdiente de 1z reet= Ly o
rlicsro8 nuevamente nuestra férmula, -

Respuesta:
158 nunios By C,

2

ahorg con lzs coioriens
my= (Y% - Y (% - %)
-2/ (-1 = 2.

m, =(2 - )/ - 2) =
Coms era de esnirarce, la pendiente m sipue 3iendo igual a -

dos, ein cuardo han sido tonedoss dos puntcow distintos a los -

€(24)

del protlemz anterior.
i
1 Ye-Yy
!

- i

8t~
Xc-Xg
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Protlema J. Cbtener 1z pendiente de 12 rects L,, -
conciderands loe »intos B(1, 2) y b{2, 3).

Resnuesta: Huevezente anlicanos la y: conocida fér-
rula y ezpersm:: cue my = 2, entonces:

,=(¥p - %/(Xs = %p)s

=R - V- 1)= -1/2 oV
Tvider.tetente, tenemss un errer, nuesito que 2 £ -1/2. Ecto se
dete sercillamente, a aue el nunto (2, 3) no ectf en la rec-
ta Ly, puesto que 3 A 2(2), es decir, ro cumnle con lz condi-
cibn y = 2x. Zr gereral L, estf{ faorrade nor todas los perejss

i
x, 2x entances 1o tos Ay 3 rerterccen 3 lz recta -
’ ] J : ’

T
3
[~
o

sierwre y currdo, =u ordernzia gea el dotle de su atscisa, por
1o mismo A{xq 4, 22X )} ¥ Blxg , 2xg) cumplen con:
2, =(ua = ¥V (Xa - g =(27a - 2200/ (x4 - %g)
= 2(xy = x50/ {x, = 7) = 2,
en resu:en, L, es un con/unto de vuntos que %tomzdos® Tor pare-

jas hecen nue my= 2,

Ny D(’l“)
801,2) DéLy

¥

qk
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Protleme &, Obtener le pendiente de 1z recta L.

Rec-uesta: Lg tiene por condicidn sus y = 1/3 x + 1
ertonces, Jdetermiratos dos puntos que solucioren este ecuncifn
tomando x = -2 y x = 03 asf, i x = -2, y =(1/3)(-2) + 1 =0
por lo sue el purto B(-1, 0) pertenzce a Ly ¥y 8i x = 0 eanton-
ces, y =(1/3)(0) + 1 =1 y el runtzs 4(0, 1) te:tién pertene-
ce a le rectz en cuestidn. Dibujemcs la recte Lz y calculeros

g4 pendiente.

Ta =(Ja - VoY (¥a - Xg)

my =@ -0)/(0 - (-2))
A por lo nismo,
a(-.q,o)/(‘ o _, Mg = 1/3
/ °d
e

Er. general, los p::ntoe A y B pertenccen a la recte Lg si sus
ordensdes cumnlen corn leg gipulentes igualisdec:

Ja = 1/3 x5 + 1, Yg = 1/3 x5 ¢+ 1
vor 1o 7ue,

23 =(¥a = sY &a - %p)

1 {1/3 x4 +1) = (1/3 x4 +1))/(xa = %g)

m, =172 (x4 - 28))/(x, - xg), 5 2ecir,

my=1/3 .

it
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Problena 5. Obtener la pendiente de Ljs.

Respuesta: En Ly la condicién es y = -3/2 x 4+ 3 en-
tonces, al nurto A(x,, y,) estd en la recta =i, y. = =-3/2x,+ L
¥, por lo misno, el punto B(x,, y,) tembién debe cumplir com
Yy = -3/2 x, + 1 parn pertenecer a Lz, Por todo ezto,

m, =(Fa - YoV (Xa = Xoh

m, =((=3/2 x4 + 3) = (=3/2 x4 + 3))/ (x. - xp),

m, = - 3/2, r //

/
/

/
L) "4"\" R

]

¥y
Ldya 18- 24,

v
Observa que la pendiente de la recta L3 es un nimero negativo

por o que pncra encontrar el 4ngulo de inclinecién de la mis=-
ma (4d;), s neceserio aplicar le relacién:
Tan/a, = ~tan(®fdonde,
tan<? = 3/2 y
¢¥ = 56° 20' aproximademente,
443 = 180° - 56° 20, o bien,
123° 40°%.

24,
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Entonces, de acusrioc con los result:zdss obteridos en los
protleras ;reeede:tes, 12 rectz Ly ciya ecu-cidr es y = 2x,
tiene por pendiente 2 2, Lj cuye ecuccibr ec y = 1/3 x + 1

tiene zor

ry

erdierte = 1/2, Ly cuya ecurcibn es y 7 ~3/2 x + 3
tierne por pendiente a -3/2; inducinos aue 1= rectiz L de ecua-
cidn y = zx + b tiene rar periierte al nfmerc m, dorde coro

sabemos, U= (yq - ﬁﬂ/(K‘ - Yghr ¥ Jas Vgr X4 ¥ Xg SOn 1z coox
der=des de dor puntos 4 sug rerterezcen a L.

B
erminer 1w ecuaciin de 1z rects

)
12
L
o

kj
Protleme 5, Tet
nasa por el punts A(2, 2) 7 tiere nendisrnte zm = 1/2,

Recruecta: Satenzz sue, pars dos= nuntos A(xn, Ya) Y
B(xg , ¥g) estér en 1= recta se debe cunnlir que:

a=(ya = 39/ (a - %p).

cnr.oceros el valor de lre coordszn-dz: del rurts Ay el de la
rencdierte de ls rectz ertonces, al sustituir Cbieremos:

pV (2= %), v vroceiemos a desrejar,

como E(x. , ¥8) svede cer curlouier punto sobre le recta en
cueetidn, eliminemes 192 subindices y teremce lz ecuscifr que
deseamos
= 1/2 x + 1, que no es trz 3ie la ecuacidn
de la rects Lg (verificslo).
Protlemz 7. Cbtener le ecuacién de la recta nus pa-

ga por el purto B(4, -2) y tiene vendien

3
ot
@
4
]
]
o
~.
n

Rezpuezta: Ciro punto cuslquiers de lz recte egc = -
A(x , y) mor lo quede
m =(Ya = Yfra - ¥gFc cttiene,
-2/2 =(y - (-B)Y(x - 4} 0 1o tue es lo miemo,
=3/2 x + 3, Jue es 1z ecuaciér de lg recta
Ly (veriffceln), '



Provlezz 3. Obtoner 1z

e’

rvor

Re

snaesta:

del origer ¥ 21 punto A(x,

origen

e

v tiere nen

distintc del =isxw9o origen
=(7a - 7Y (x
2=(@ -0/ (»
v = 2%.
Ern pener:l, - =
qQus vfega rar &l punto B(x
Yy =¥ = z(x -
En el czmo purticular en
Yy o= oox o+t
gue llwurzzos Y ecw cidr

dz2 al origern

TomzaT

diavte m

#

23 verz 3( Xxg , yg) lee coorderzdzse
¥) @ cualauier punto sobre la recta
, artonces:
a - %o
- {}, o %Gien,
widv. 1ol reeta con pendienté moy -
o s Yo BE:
XQL

I
M

e 2(0, b) tenewoe la exrnrecid

de 11 rectuw con rerdiznte m y ordens~

Blo.m

IEA m: hn_ﬂ
k (4,0}
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Prorleze 2. Deterrzirer la ecuacidn de 1la rectz jue
rass por los gun<oe AlZ, 1) y B(4, -2). Verificar el resulé-do

obtenido.

Res-ueztz: Como los wuntos A y B debern estcor en 1sa
recta, se debe cuz-lir oue 1s pendiente de la mismi sea:

2 =(i = s9/(*a = %y 297 lo quz,

m -2 - /(- 2)= -2

Cor 1z pendiente = = -2 ¥ el ~urto B(&, -2), srlicazcs

1
vt
@

"3
a

t

’

mers fdrmuls o) ofrrafs antorionr:

Par- verifiossv eate regulitado, basts ¢ suztituir los -
veloree de - - z:ordentdesz de (133 muntos on cusstidn en la ecum
cifn ry obterer vns igo-ldad, isi, para el nunto A(2, 1) susti-
tui{zos en,

y = -2vx + 5 y otterermos,

1 =-2(2) + 5 y comn
1 = -4 ¢ 8, decincs cue lzg cocrdenzdae del nunto A
gatisfacen la acuzcidn; para el sunto B(4, -=2) se tiene,

1= -2(4) + 5, 0 kiem,

1
"

-1 =z -? + % ror lo que lrs cosrienzdss ¢

tetbién smtisfacen a 1

4
uneidn., fue zmbtos Tuntis -
4r.

lans ztaga uan dYnicz rect

m
3
o
Q
-
Y
o
2,
D
2.
<
[=9
j&
R
|4
3
1
el
34
a3
[
-]
2
=
(14
]
(34
]
o

resultzdo <7 corre:to.
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AL

~

{412

b

Parza concluir ee%a seccidn sbtengaros 1o ccuacién de la

recta que vzex por 17s puntos A{Xy, Ya ¥ B(x,, 7). Obviamen-

te,

. 7o
M= Yo = Je/ Ta T Xey

ror 1o que 21 gusiisulr este valer en la ecuucidn de 1z recta

con rendiente m y yie r

nor 21 rurve 3(xq, ¥a),

A}

Yy - ¥ya = nix - Yy g2 tiene,

,f'
7= vy ~{(va - Y = 1) (x - @yl

EJERCICIO,
a) Deternirar 1z ecurcidn de 1: rects jue contiene al runto
B(-6, -3) y 4rgilo de irclin2cidn igusl a 45° . Efectuar la
rdfice carrespordiente,

b) Breoantrar la e

B(C, 2) y tien

(2]

2.o1ibr i lz recte aue prcz nor &) purto -

3

o
()
D
]
€L
D
hod
ot
¢}
i3

a4
(@]

-
{0
'y

3
ot
<

$

—

m

dizrte,
¢) Los vértices de un srifnguls son (2, 2), B(-2, -2) = (&
feterninar las ecuncionzs de las rectas qu

dos. Dibujar 1z

o

X
m
R
™
4y
§ s
o
W
>
(v
>
"~
L33
2
fe ]
O
b4
o
e
]
2
o
(v
«

erifica correspon
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SOLUCION,

ay y=x4+ 3.

as!

BE-t,-3)

b) y= 3.

B{¢.3)
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c).y = 5/4 x + 3/4,
y= -3 Y
y = ~5/4 x + 13/4,
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B. 10S CA30S ESPECIALES Y LA FORMA SIMRTRICA,

El segundo, ers la diviszién de cada una de las
dificultades con que tropiega la inteligencia al ine
vestigar la verdad, en tantag partes como fuera necs
sario para resolverlas, {2)

Hasta el mome:nto, heros trabajudo con rectas oblicuss al
eje de lag abscisas, avoquémonos en esta seccidn &l estudio -
de las rectas paralelas y perpendiculares al, ten mencionado,
sje.

Problems 10. Bncontrar la acuacifn de la recta que -
pasa por los auntos A{4, 1) y B(2, 1).

Respuesta: Aplicamos 1a féruoula,

Y- =({ya = HY(x = x))(x - x3), y obtenenos,

y-1 =((1 -4 =~2))(x~-1), o bien,

¥y~-1 =0 {x - 4) e= decir,

y=1l.

Bstamos ente una recta cuya cendiente es igual a cero, pero -
eeto no debe preocuparnos, puesto que como sabemos, el conjun
to:

L s{(x, 1l y=1, xe R}
represents unua recta paralela al eje de las abscisas, y nor -
lo miswo no tenewos 4ngulo de inclinaciébn, o visto de otra --

forma, £% = 0° y tan<d = 0. He aqui a esta recta.

(2) Idem.
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"~
4

Lo mismo sucede para todas las rectes cuya ecuacidn sea =~
¥ = k, donde k representz un nimero real, que permanece CONS=-
tante, puesto aue cualquier par de puntos cue pertenezcan a la
recta tendrdn nor ordenzda al ninmero k, es decir, A(x,, k) y -
B(xg, k) serdn dos de estos puntos y la pendiente es:

m=(k - k})/(x, - xp), donde x, # Xo.

Problemz 1ll. Obtener la ecuacién de la recta gue pa-
sa por 1los puntos A(3, 5) y B(3, 1).

Respuesta: Al anlicar la consabida férmula obtenemos,

y=-1=((5-1)/(3 - 3))Mx ~ 3),
estamos ante un cociente que no estéd definido puesto que el di
visor (3 - 3) es igual 2 cero. Este es justamente, el caso en
que X, = x,. Localicemos los puntos A(3, 5) y B(3, 1) y dibuje

mos la recta oque pzcsa por éstos:
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A(3,8)

8(>.0)

ol

Bvidentemente, se trata de una recta paraslela al eje de
las ordenadas y por lo mismo perpendicular al eje de las absci
eas, es decir, <d = 90", por 1o que, tan «d = , donde el =~
sintolo "w " (que debe leerse coro: "infinito"), indica que el
velor de la tangente es tan grande como se desee. BEn este caso
decimos que la pendiente no estd definida.

Cono sabemos el conjunto L ={ (x, y)I x =3, ye R}
determina a la rects que nos ocuva, nor lo que aseguramos que
x = 3 es la ecuecidn de 1la recta que vpzsa vor los nuntos A(3,5)
¥ B(3, 1). De igual forme todas lzs ecueciones x = k, donde k
es un ndzero resl cual-tuiera gue permarece coanstante, represen
tan rectes perpendicularesel eje de las abscisas, cuyas pen--
diertes no estidn deterwinades,

Puntualicemos, la2 ecuszcién y = mx + b representa:

1), Una recta oblicua 21 eje de las abscisas si m £ O,
Con dos casos verticulares, gi m) 0, el dngulo de inclinacién

es egudo; y si m£ 0, el #drgulo de inclinacién es obtuso,



2). Unz rects perzlels zl eje is lze abtecisas si
m o= 0.

3). En el caso de jue 3 =® , 12 ecuxcidn y = mx - b
ge c¢zzbia por unz de la fores x = ki 7 Y2nemns una reciz2 per-—-

cz=bi
endicular gl eje de lze zkzcoizas,

mHo <0

Protiemz 12, Bncontrar 1n ecuucidn de 1 recta gue

pase oor lcs suntos i(a, 0) y B(U, b)), donde a £ 0 ¥t £ 0,
h)

’

¥ 2(7, b) teneza:z -ue,

Recnuzcta: Sioila,
y=-0=((t -01/(0 - x})(x - a), o bien,
n

ays e33%: tifwe lo roedevog eseritir

Yt =zurcen 1z
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ei-étrics es,

\[, 8(04)
beu
\ S AN
) ol ——a:3— \M39)
i

2}, Si 2z = -5 y b= -2, 12 ecuzcibn en su forre -
y/-2 4+ x/-% =1, o bier,
- y/2 - x/5 =1,

e} (00)

bz-1




). Siz =3 ¥y b= -4, 13 ecuzn
su ferme =zirétriecs es,

v/-4 + x/3 =1, o Yier,

-3/t + x/2 =1,

—_— dloe> r—""’,—%‘

! LItA]

o

bx-“J

a(s,-9

S
Bfeciue=og 2lgunas oreracisres =lpetrfica2s en lz ecumcidn

er. su formz sgizéirics

jen

21 c/erzlc de) inciso 1),

ly + 4 =12,
4x 4y - 12 = C,
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Para el ejexplo del irciso 2), se tiere:
- y/2 - /5 =1, es 1le¢ ecuvecibn de le rectz en -
su forme ci-étrica,
2x + 5y + 12 =0, eg la eo0u.oeidn le 1z misze rec

tr en e forTe genersl,

<

= =2/% # - 2, e la ecuacifr de 12 rectes con

reriiorn: mo= -2/ y ordenzda -

Y para el ejemple del incisz 1),

¥y o= 4/ x - 4, 1. eevaciin de
dienty = = 4/ y ordernsda al o=-
rigen igsul s
Como 7tserveg ter:iov tres nosbrss liwtintos para le mis
n2 recta; 12 utilided de cw«dr s de estze exrrecsiones devende

d21 rraklex. 3us te dezee resolwver,

i

y gererzl, -ura a A G y b £ 0, se tizve que:
/b + /2 =1 2a 1w oecuicidr en su forme sivétries,
bty + ay -eb - O, e 1z ecuzcidn en su forme= gerer=sl

e
2 zeostukre seeritiy ¢ovo, A¥ + By « 2 = C donde, £ = b,

"
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EJERCICIC.

a) Encontrer el dngulo de inclinacién de las rectas:

L, = |(x, )] x-y+2=0, xeR} ¥

L,:i(x, y), x~-y-1=0, xe R}

b) BEncontrar la pendiente de lss rectas:

Ly = (x, ¥)1 3x-4y-4=0,xeR} y

an}(x,y): 4x + 3y -1 =0, xe R!

¢) Bncontrar la ecuacifn de la recte que pasa por el punto —-
A{-1, 2) y tiene pendiente m = 2, Bucribirls en su forma simé-
trica.

d) Bncontrar la ecuncién de la rectz gque tiene pendiente - - -
m= -2/2 y que pasz por el arigen.

e) Encontrar la ecuacifn de lu recta que pasa por los puntos
A(0, ~1) y B(-3/2, -4). Verificar el resultado.

f) Bncontrar la ecuzcién de las recta ague pasa por los puntos
A(3, 2) y B(=3, ~2). ;Estu recta es perpendicular al eje de las
abeciras?,

g€) ¢Qué tienen en comln lne= rectes del inciso a?. Graficar.

h) ¢Son parzlelzs las rectas de los incisos ¢ y e?. (Cémo son
sus pendjentes?, Graficar,

i) Graficar las recias del inciso b y verificar que &stas son
perpendiculares empleando un par de ezcuadras,

j) Graficar 1las rectas de los incisos d y f. Verificar con un
par de escuadras gue estas rectas son perpendiculares y compro
bar que el producte de suz pendientea es -1,

k) ¢Cuéntas rectas tienen pendiente m = 2%,

1) ;Cuéntas rectas pasan nor el nunto P(~1, 1),

SCLUCION,
a) Para L, <4, = 45°; pare L, el 4, = 45°,
b) Para L, m,= 3/4; pare L, m,= -4/3,
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e) y/4 -~ x/2 = 1.

) y = =3/2 x.

o) y=2x - 1,

f) y = 2/3 x. No es perpendicular al eje de las abscisas nor-
que x, A Xz .

g) Tienen igual dngulo de inclinacién ( <« = 45°) y por lo -
mismo, tienen igual pendiente (m = 1),

. 4m‘Aﬂ5° .

3

3

h) S{, son paralelas, Sus pendientes son iguales (m = 2),

-y
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1) Las pendientes son 3/4 y -4/3 respectivamente, por lo que
(3/4)(-4/3) = -1,

3) (=3/2)(2/3) = -1.

w
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k) Una infinidad de rects que llamamos "familia de rectas con
pendiente m.= 2" y representamos con la ecuacién y = 2x + k,
donde K toma cualquier valor en los mimeros reales,

1i/13 /.
!/
1) Una infinada de rectas pasan por el punto A(-1, 3), las

cuales tiene por ecuacién a y = k{(x + 1) + 3, donde k puede

tomar cuslquier valor en los reales, En el caso en que Kk =®
tenemos la rects x a -1, que como recordards es perpendicular
al eje de las abscisas,
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C. LAS CORDICIONES DB PRRPENDICULARIDAD
Y PARALELISNO.

ElL tercero, ordensr los conocimientos, empezan-
do sisepre por los mds sencillos, elevdndome por grae
dos hasta llegar s los méds compuestos, y suponiendo
un orden en aquellos que no lo tenfan por naturalesa,

(3)

Por geometria elemental, sabemos que dos rectas, L, y L,
en el pleno, pueden cortarse en un =0lo punto P(xp, y}), 0 ~-

ser paralelas, pero no ambas cosas a la ves.

Plveiyy) e

© .
. A “, . /\{/ !/*/- N
s \\\% /4(/// ///
/l.l

8i al corterse en un punto P(xp, ¥, ) forman un Angulo rec

to, es decir, si e1<4© a 90°, decimos que lae rectas L, y L;
son perpendiculares. Observa que el <¢ no tiene porque coinci
dir con los 4ngulos de inclinacién (o, y «1) de las rectas.
Los conceptos de parelelismo y perpendicularidad de dos -
rectas oblicuas al eje de las abacisas se hallen intimamente

ligados con el valor de las pendientes, de hecho:

(3) Idem.
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1). Si las pendientes m, y m, de dos rectas L, y L,
son reciprocas y de signo contrario, esto es, si m@,= =l -
entonces, L, y L, son verpendiculeres; e inversamente, &i L,
¥y L, son perpendiculares entonces, sus pendientes m, y m; =~
son rec{procas y de signo contrario.

2). Si las pendientes m, y m, de dos rectas L, y L,
son iguales entonces, les rectas son paralelas; e inversamen-
te, 8i L, y L, 8on rectas parelelas entonces, m, = m, .

Para demostrar le primera relscién, o0 sea la condicién -
de perpendiculeridad, es preciso considerar el, ya mencionado,
Teorema de Pitdgoras, Hasta el momento, lo hemos avlicado al
calcular longitudes y distancizs, pero no lo hemos demostrado.
Este teorema afirma que el Area del cuadrado construf{do sobre
la hipotenusa es igusl a la suma de las drees de los cusdrados
costruidos sobre los catetos, en un tridngulo rectdngulo,

N da
Alao)

4




Ure demostrecidr del teorem:y de Titdgorzz es 1lz sipvien-

te:

A\

er. el trifreolo rectiénvloe corn vértice: er. los rurtoe A, B

y € ;&%= 0%, 1lezivence 2 ly Torzitud del resmerto AB, b
£ la longitud 4ol regrents AC y 2 oo Ju longisud del segmerto
BC y dexostrnremos -ue,

n?- a4, p?,

are 43t0, trozamce lp perrordiculer sl lado AP -ue pesa por

3

L]
P

punto C.

4.\45
(%

A e
Cbviszenrte, los 4rgulos Ay B son rectez y el A2DC, al igual
que el A CDE, es un trifngils rectérgulo. Llamarezor ¢ a la
lengitusd el =egmerto I ¥ £ = 1f longitud del cegrento D.B,

nor 1o zizmo,



Bntcorcas, b3io todze estaze coriic
21 A ARC, por s-r tridrpeulss recténpulos con ur
min, esto sigrifics que tieren sue ladc: correspordientes nro

~orcionales, vcr lo que g9e verifice:

o
2
[+
it
o
<
e
Q
—
(¥
W)
®
[vd
1]
i
o
i1
1o
7]
3]
o

A 8
De igual forma el ACD3D er gersjante 21 A LPC, erntorcer se cum
rle gue:
T+ gque f/a = a/h, 2 bien,
C
2
h = g,

~er zmlierbro,
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Bl reciproco del Teoremz de Pitdgorze afirmes jue ei el -~
£rea del cvadredo congtrufio eotre uno le loe ltdor de un tri
&ngulo es iguel a 1z sums de las drese de los cuzdrados cong-
trufdos scbre sus otros dog lados entonces, el trifagulo es -
ur trifnpulo recténgulo.

Tome: oz vn trifngulo cuzliuiers con vértices ern loz pun-
tos A, 3 » C; ¥y llamemos h, a y & 2 l2:s longitudes de los 1g
dce AB, ¥C y IC resvectivamente, Suporgazos sdenfs que se cum
ple 1z relzcidn,

r* = at 4 v,
y demostreros fus ¢l BABC es un tridnpgulo recténgulo, en o--

traze pelzhras, denoptrenos tue el L¥ = 3P,

A h ®
Prasemos unz racta perpendiouler szl lado KE, que pase por el

vunto T, ertn rect? no tiere r»or jue contener el lado 32, So-
bre esta recta to-nsroe e ounto U de mmner: oue, BC = €D y -
ror lo wmismo, 13 lomgi<ud del segmento TD e iguzl 2 g, Por

dltire unizos los cuntes & 7y D, ¥ llamemoes T a 12 longitud del

segmernto 15.
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De acuerio con esta eonziruccidrn, el AACD ez un trifdngulo

rectirguls gor lo jue ze verifica, de =2cuerdo con el Tecrema

de Pitdgores, zue

pero nosotros partimos de gue en el A ABC =& cvaple nue
l‘\z = a? ¢+ v}
rer lo gue
1 2 .
£f"=h", o vier, £ =k .

Bsto siymifica qu= los frifnpilos BABC y ALCT tienen sus

'

tres lados jgizles, entoncas 30N eongruertes ¥y, tor lo mism
tienen sus &ngulos corra2spondientes iguzles, entorces:

¥ 2 2D, 0 vien,

L ¥ = 90°%, que es rreciserente lo aue Jeseflba

nog derogtrar.



Volvzuo3 a8 lus condicioner de pervendisularidad y paralg
iiegmo de dos rectis oblicusz 2T ejfz de lzz abselizags y d2mose-
tremos primerimente, gue gi dos recius tienen pendiaentes rect
nrocrs y de zigno contrurio entoncsze, son nerzendiculzres, Pa
ra e:te, tonuwif dov rectas Ly y Ly, coxo lue de lz siguient
figura, jue curelen con lz condioidn de jue sus rendientes =y
¥ m, son recforocan y de signo coniririo, e3 locin, m,my = =1
y demostrursmoc jue 8l AAPE o: wn tvidng:ilo rectingulo, don-

de Ala, C), B{b, 0) y P{x , »).

N4 i

La L,

Por definicifn e pendiente, m, =(y - 0)/(x - ) e -
my ={y - 0/ (x - &) nor 1o nque s2 verifica, .
( 7 /{x ~ Wy /{x - &) = -1 ertoncez, 2l ororar

algetréicamente otienenos:

v = - (x - v)(x - a)

il

2
Y = = x% 47 » xb ~ 2}

2
2b e—xi-y+xa.»:-:b
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- 2ab = 2x?

+ 2y?- 2xa - 2xb
a?- 2ab 4 b= b~ 2xb + ¥ vh x?- 2va + 2?4 y?

(a -t * =(o-x)* S R LN v?

—
jus]
t
or
e
[
+
—~
O
]
o
—
(]
1}

(t -0} (0 - )% s

Z
(v -~ 2a) « (y ~ 0}, 2ue no ez

P .

tridnmlo rectdngila ds nirntornep A% y O = I0°

{, hewo: detgsirads qoe 12e rectas que tienen ne
tes reafnprocas y e c_opro co-crerio sen nernaadiculoriz, Para
demostrar el recinroco de oute er .o.ciuds, oo deir, pEra damng

trar gue 605 rectus pernye- ilenlore: sienen cendisates recinrg

cag y de zigno eortreric, noe ausiliator 43 lz misma figura,
4
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¥y recorremos el camino inverso al que hemos seguido, ahora -
partimos de que las rectas L, y L, son pervendiculares, por
1o que sl AAPB es un trifdngulo rectédngulo, por lo que se -
cumple el Teorema de Pitdgoras y se dé que,
i = B+ T, o bien,
a(a, B! = a(B, P)* +a(p, A)* ,
y al sustituir los valores de las coordenadas de los puntos
A(a, 0), B(b, 0) y P(x, y) se obtiene que,
(a-0)2=(d-x + y*+ (x-8a)*+y?
por lo mismo,
2= =(x - b)(x - a),
0 bien,
(y/(x = v))(y/(x - a)) = -1,
que por definicién de pendiente de una recte se tiene,
mm= -1,
m, = -1/m,,
es decir, las pendientes son reciprocas y de signo contrario,
Demostrar que dos rectes L, y L son paralelas si sus -
pendientes son iguales, resulta mds sencillo. Observemos la

figura aiguiénte, v

B(n, %

)




Determinor 1 129 su-i2ntes rectes son

L= d{x, y) V2u = 7

XQ:{—S:O,X&B}
Gy x¢& Iy

1
>~
1

Resnuezta: La pevdiente de L es igual a negativo -

[
(]
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por alguno de los métodos algebrficos que conocemos, tenemos
que x = 3, ¥y = 2 lo solucionan. Por lo que las rectas se in-

tersectan en el punto P(3, 2). He aqui sus gréficas,

\

o~

2N
PRANFOLICEE LI .
L4y e 38 !

Lo Iral

/

b
Problema 14. Las rectas L; y L, tienen en comin al

punto P(-2, -4). ;Son verpendiculares?, gson paralelas?.
Ly=4{(x, ¥)} 2y ~-5x~2=0, xel®m},
L=} (x, yJ\ y-52x-1=0, xe Rt.

Hespuesta: Las pendientes respectivas son:

m =5/2 y m =5/2, por lo que,

m,m,= 25/4 £ -1 entonces, afirmemos que no son per-
pendiculzres, Sin embargo, m, = m,, esto significa que L, y L,
son paralelas. Pero el punto P{(-2, -4), efectivamente satisfa
ce smbas ecuxuciones:

2y - 5x - 2 = 0, evaluada en las coordenadas del -

punto P da,
2(~-4) = 5(-2) - 2 = 0, puesto que,
-8 + 10 -2 = 0, De forma semejante, la ecuacidn
¥y -5/2x-1=0, tanbién se satisface, puesto que

-4 +5-1=20,
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Pero esto resulta abesurdo, & primere vista, ouesto que tene--
mos dos rectas paralelas que se cortan en un purto. No es tal,
1o que sucede es que estamos ante dos rectas que coinciden en

todos sus puntos, en otras palabras, su grifica es la misma.
1

3
-

P(’L -4}

1
Las ecusciones de estas rectas presentan la particulari-

dad de que los coeficientes de las variables X y vy, as{ co-
mo el término indepvendiente son proporcionales, es decir, en
la ecuacién y - 5/2 x - 1 = 0, el coeficiente de y es 1, el
de x es -5/2 y el término independiente es -1; y &stos son -
justamente la mitad de los corresvondientes & los de la ecua-
cién 2y-5x~-2 = 0, por 1b que al tomar los cocientes respec-
tivos tenemos:

para las y la razén 1/2,

para las x la razén (-5/2)/-5 = 1/2

y pvara los términos indeoendientes la misma .

razén -1/ «2 = 1/2.
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En general, dos rectas con ecuaciones:
Ax + By + Ci =0
Ayx + Bjy + C2 =0
coinciden si se cuaple que,
A,/A; = B,/ By = C,/ Cy, donde obviamente,
Ay B, y C, son numeros reales distintos de cero.
En otras palabras, las rectas coinciden si existe un nimero

reael k distinto de cero aue cumpla con:

A, = kA,
B, = kB,
C, = kG,

(En el ejemplo numérico gue trabajamos en el problema 14, -
k = 1/2).

Problema 15. Encontrar la ecuacién de la recta gue
pasa por el punto P(-2, 1) y que es perpendicular a la recta
con ecuacién y = Vix + 1.

Respuesta: La recte, cuya ecuacién deseamos, debe -
ser verpendicular a la recta de ecuacién y = Y3ix + 1, por lo
que su pendiente m estd obligada a ser reciproca y de signo
contrario a é4sta, por lo aue,

m = -L/fi’

y como Adem4s, debe pasar por el punto P(-2, 1), entonces -
aplicamos la férmula:

¥y - % =mlx - xp)

y-1 -1/3 (x + 2), o bien,

x+/3y+2-V3=0,

t
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Problema 16. Las rectas,

L o={{x, )| x-y+5=0, xeR{ y

L, =}(x, y)V 3x +y+3=0, xé M}, sc intersectan
en el punto P(-2, 3) y formen al cortarse con el eje de las ~
abscisas el AABC, Encontrar los valores aproximados de los =
dngulos interiorees de dicho triéngulo. He aouf{ le grédfica co-
rrespondiente. 1/

Lez=?

¢ P=?
L As?

Ly

—
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Respuesta: Las rectas no son perpendiculares puesto
que, m, =1 y m, = -3y, vor lo mismo, m‘mz# -1 entonces, el
£ © #£90°, Pero, el «d es el &ngulo de inclinacidén de la -
recta L, y como m, = 1, se tiene que tan<g =1, por lo que el
Zod = 45°, EL «B es el suplemento del 4ngulo de inclinacién
de la recta L , entonces, tan < = ~tan«y =3 y < = T1° 30',
aproximadamente. Pinalmente, calculamos el valor del #4ngulo
aplicando el teorema: "la suma de los 4ngulos interiores de un
tridngulo cualquiera es igual a 180° ", Entonces,
40 = 150°- (<0 +4d)

180° - 116" 30°

63° 30', aproximadamente.

Lo

[

L€
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BJERCICIO.

a) Las rectas, cuyas ecuacionee son:!: 3x + 2y +1 =0 §g - -

X + 55 - 4 = 0. ;5on paralelas?, ;son perpendiculares?, ;se
cortan en algin punto?.

b) Encontrer le ecuascidn de la recta gue pasa por el punto -~
A(O, ~4) y es paralela a la recta con ecuscién y = Vix + 1.
Graficar ambas rectas.

¢) Bacontrar la ecuacifn de la recta que pasa por el origen y
es perpendicular a la recta con ecuacibn y = 45: + 1. Graficar,
d) BEncontrar la ecuacién de la recta que es paralela a la recta
con ecuacibn y = 2/5 x - 2 y que pasa por el punto de intersec
cidén de las rectas con ecuaciones y + x = 5 y 3y - x = 3,

¢) Las rectas con ecuaciones 2y - 6x + 4 =0 y 3Ix -y -2=0

jcoinciden?.

SOLUCION,
a) No son paralelas, tampoco son perpendiculares y se cortan

en el punto P(-1, 1).

"
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b) Con m = Y3 ¥y punto A(O, -4) la ecuscién que e busca ess

y-ﬁx-m

cly :-l/fé X.

A&O)‘“‘
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d) KL punto de interseccién de las rectas es P(3, 2) y la pen-
diente o8 m = 2/5, por que la ecuacidn es y = 2/5 x + 4/5,

N

N
\‘

e

e) Bfectivamente, las rectas coinciden, en este caso:
A‘/ A, = B,/ By = C|/ C, = =2,

<
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D, LA DISTANCIA DB UN PURTO A UNA RECTA
Y LA FORMA NORMAL,

Y el dltimo, consist{a en hacer enumeraciones -
tan completas y generales, que me dieran la seguri--
dad de no haber incurrido en ningunae omisién. (4)

Bstamos ciertos de que la distancia entre los ountos -

Alx,, ya) y B(x,, ¥s) la encontremos mediante la férmula, =

a(4, B) = v (xa -x) v (5 %),
¥ que el conjunto,

L =] (x, 9! Px+Q +RBR=0,P£0, QA40, xeRj
es una li{nea recta con pendiente m = -P/Q, que corta al eje -
de las abscisas en x = -R/P y al eje de las ordenadas en -
¥ = ~R/Q. Pues bien, en este seccidn vamos & encontrar una --
f6rmula pars calcular la distencia de un punto A(x,, m) a =

una recta L.

WX, )

‘ N
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Por geometria elemental, sabemos que por un punto - -

A(xz,, ya), exterior a una recta L,, pasa uca dnica recta Lo,

perpendicular a ls mieaa, .

\ AlXa, Ya)

AN
, Bxa fia) .

%
/

'~

La

Si el punto B(xy, ¥,) es el punto de interseccién de las rec-
tas perpendiculares L, y L, entonces, la d{A, B) la llamamos =
1a distancia del punto A(x,, J,) a la recta L,, Para calcular
esta distsncia es necesarios

1). Encontrar la ecuscién de la recta L, .

2). Resolver el sietoms de ecuaciones lineales que
se forma con las respectives ecuaciones de L, y L, , para encon
trar se{, al punto B(xy, ¥3)-.

3). Calcular la distacia entrs los puntos A(X,, y,)
y Kxy, ¥p) aplicando la férmuls conocida,

d(4, B) = \/(XA - xe)’ + (YA - YQ)“
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Problema 17. Encontrar la distancia del punto A(2, 2)

a la rects L u { (x, 91 3 + 4y -4 =0, x€ R}

Bespuesta: La recta L tiene pendiente m; = - 3/4 -
entonces, la pendiente de L, es m, = 4/3 y su ecuacién estd da
da por:

y~-2=4/3 (x -2), 0o 1o que es 1o mismo,

4x -~ 3y - 2 = 0.

2’
7/
/L
, 1
/
’
K
A(2,2)
%/s, 2/3)
- Va 3
/0 i
/ L
/ [}
/
/
/
!

Encontramos las coordenadas del punto B(x,, y,) resolviendo el
sistema:
X+ 4y-4=0

{41 -3y-~-230
y puesto que x = 4/5 y y = 2/3entonces, el punto es B(4/5,2/5)
Por dltimo, calculemos la d(A, B), ‘

a(a, B) =M2- 4/5F + (2 - 2/5)

d(A, B) = 2.

Por todo esto, la distacia del punto A(2, 2) a la recta - -

ix + 4y - 4 = 0 es dos,
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Generalicemos, encontrando la distancia del punto - -
A(xa, ¥4) & 12 recta L= { (x, y)!| Px + @ + R =0, x¢ IR|
1). la recta L, tiene pendiente m, = -F/Q entonces,
la reeta L,, perpendicular a L, , tiene penciente m, = /P y,
puesto que pasa por el punto A(xis ¥a), su ecuacién es:
Y - ¥\ = P (x - x,), o bien,
@ - Py + Py, - Qx, = O.
2). Besolvemos el sistema:
Px +Qy + R = 0
x - Py + Py, - &x, =0
y encontramos las coordenadas del punto B(x,, y,); donde,
xg = (Q'x, - PQu - BR)/(P*+ QF,
Yo = (P'y, - POx, - R/ (% Q).
3). Encontramos la distancia entre los puntos A y B

pediante la férmula:
a(a, B) = V(x, - xp) + (30 ~ ya)®
aca, 8) = Vix, - @7, - 2@, - BRI/(B N
e - (PP - PG, - QR)/(F'e QTN
a(a, B) = V((p'x, + PO, - BP)® + T
_—(Q'y,1 . PG, + GB)?) /(P Q%)
d(4, B) -\/(P’(Px, +Qy, - BP + T
Py vga  B)) / Pr @

d(a, B) = | Px, +Q7, + B /VP* + Q%

Y esta Wltima es justamente, la férmula general paia calcular

a8

la distancia del punto A(x,, y,) & la recta con ecuacidén, -

Px + Qy + B = O,
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Bn el problems 17 de ecte cap{tulo, hemos obtenido que
la distacia del punto A(2, 2) a la recta con ecuaciédn =~ - -
3x + 4y - 4 = 0 &8 igual a dos; verifiquémoslo sustituyendo
los walores correspondientes,

X,=22, ya=2,P=3 Q=4 yR=-4,
en la férwula obtenida,

IPxy + Qa + Bl /P24 Q7 =
13(2) + 4(2) - 4V /V/3* + 4% =
101 /5 = 2.
Problesa 18. Bncontrar la distancia desde el ori-
gen a la recta L = {(x, y) 1 6x -8y + 23 =0, xe¢ IR}
Respuesta: En este caso, x, =0, y, =0, Pa 6, -
Q=~8yE& =23, por 1o que:

(Pxa+ Qua + R l/JPz-O- =
16(0) - 8(0) + 231 /V6% + (-8) =

{231 /10 = 2,3

3 & (0,0)

\
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Problera 19. Encontrar la distancia del origen a la
recta L, = l(x, v)] Px + @ + R=0, P£O0SQAO0, xcR}.
Respuesta: Al sustituir x, =0 y yg=0enla -

féraula teremos,

| Px, + Qa +Bl/\/P’+ Q7 =|R|/|/p1+ Q.2

4
\ 12
~
AN
N\
ol »
\Jx ‘\(
/ \‘ ! |
‘
/ ”
y '\ ¥| .
y
k1
ARL =o
N % A4 et v .

A

>

Ly

A 4
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Br perticuler si P = 0, pero 4 # 0, L, es una recta paralela

al eje de las abscisas y vor lo misno L, coincide con L ¥y la

distancia aque deseamos es RI/{Q 2 bien, |R/QI.

1

i

ta

Ay

R/&1

>

-

|

y

SiP£0y Q=0, se tiene que L, es paralela al eje de las -

ordenadas y L; coincide con el eje de las abscisas; y la dis-

tancia del orircen a L es | R/P|
J

L

\&iet

L2

3

P y Q no puden ser ambos igual

ge tendria la indeterminesciédn:

a cero, sencillamente, poroue

R/0
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Br perticuler 8i P = 0, pero Q # 0, L; es una recta paralela
al eje de las abscisas y nor lo mismo L, coincide con L y la
distancia que deseamos es {RI/1Q} o bien, |R/Q}.

i

L2

A

R/Q1

{

Si P#£0yQ=0, se tiene que L, es paralela al eje de las -
ordenzdas y L, coincide con el eje de las abscisas; y la dis-
tancia del oriren a L es {R/P}
¢
L

\&/pl

L1

N3

Py

P y Q no puden ser ambos igual a cero, sencillamente, poroue

ee tendria la indeterminecidn: R/O
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Ia recta Lj la llamamos la normal a 1la recta [, trazada

desde e) origen., XKl éngulo de inclinacién de la normal es oy
¥ por los resultzdoe obtenidos en el cap{tulo correspondiente
a frigononetr{a, ssbemos que las coordenadas del punto B(x‘, ye)
patisfacen las igualdades:

sensd,a ¥y, /¥ x5 + ¥,

cosso, = xy /V X + Y
por lo mismo,

Yo » VX3 + ¥y sBendd

X, = \/x; + §7 coBedy o
Pero 1la d(0, B) =m es, de acuerdo con el resultado obe
tenido en el problema 19 de este cap{tulo, igual a liu/‘/P—‘_«»_ml
sntonces, al sustituir tenewmos,

Yo = 1B) wenzq /V/P? 4 Q?
X = VR) cossd, /V/P? 4 Q?

La pendiente de la normal, m, = tanc¢d; , es reciproca y
de signo contrario a la pendiente de la recta L, , por lo que
y = -1 / tan 24; ,
pero sabesos, por trigonometrfa, que tanid,s gen <4)/ cosid,

entonces,
m, = - cos {d; / penld; .
Con la pendiente m, y el punto B(iRicos4d4, /m,lmsen“//m)
obtenemos una nueva expresién para la ecuacién de la recta L,
bajo 1a férmula,
y-Ye=nmf x-x)},
Y -(Iﬁlsenﬂ;/m):(-cosm/ sensXx - (IRicoess //P + Q4))
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o bien,

xcoe £Ld, + ysen Za; - (IR]/ m‘a)(sen’zd‘ + cos¥d;) =0
¥y puesto que, 3en’s,+ cos¥,= 1, se tiene la expresién:

XCOS4d; + ysen<d; - (|R|/ /T Q7)) =0,
que llamamos la ecuacién en su forma norzal de la recta L;.
ddtese que no se trata de la =cuzcidén de la recta normal a I,
eg decir, esta exuresién no es la ecuacién de la recta L,. De
hecho 81 L; tiene por ecuacién, en su forma genreral, a

Px + Qy + R = 0,
la ecuscibn de la recta nomal L, serd:

Qx - Py = 0.

Problema 20. Bscribir en su forma norszal la ecuacién
de la recta que pasa por los puntos A(O, 3) y B(5, 0).

Hespuesta: He aogui la grdfica correspondiente:

(9] 4
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Er su forza eimétrica la ecuacidn de 12 recta L es:

x/3 + y/5 =1,
de donde obtenemos su forma general,

5x + 3y - 15 = 0, por 1o que,

V\AI/ VP4 3 = 15//;5. y la pendiente,

m = -5/3.

Un priser acercamierto a la forma noraal de lo ecuacidn
de L, nos questre jue,

XCO8 484 + ysenddg = 15/f3_4 = 0,
sin erbzrgo, desconocelos el volor del 2o, , pero suezto que, -
fste es el 4ngulo de inclinscidr de la recta normal a L, y é=-
tas, obviazente, sor rserpendicvlares, se tiene que:

tan Ll = =1/ {=5/2), o bdien,

ten 4e2 = /%y, vor lo i=zmo,

Ldy= 1° , aproximedamente., Por todo esto, la ecug=-
cide de la rectu sue ta8a Tor 193 puntos A{Q, 1) v B(5, 0), en
su forma noranl es:

xcos 11° + yzen 13- 15/Y34 = 0

Problena 21. Becribir en su forna normal la ecuacidn
de la recta L = { (x, y)!Px+ QW + R =0, P#0, 3 A0, R0

x€ R }

Respuesta: Obviamente, Px + 3y + R = O es 1la ecuaciérn
de 1la recta L en su forma generzl y desestos que “sta y la acug
c¢idn, xcosddy 4 ysendd; - (VRI/ m) = 0, regresenten a
la mencionada recta L. Entonces, retvomando los resultzdos obte
nidos en el prople:a 14 de este capf{tulo, cstablecenos las mi-

guientes jgucldades:
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£of 443 = AP

sened, = AQ

~(IRt/VP* 4+ 3%) = AR, donde Arepresenta & ur mi-
nero real distinto de cero. A pariir de la tercera iguzliad,
2riicardo la defiricisns de wilor abzoluto de un rdmers real, -
fe tiene oue!

AN o= 1/ VP4 321 BROC y

A= 1/¥/P*+ Q% 2i R<O, Por lc nismo,

CO8 LA = aP‘/ m

senses s+ 3/ ¥F . 2° v le ecu-cidn de 1¢ rictn L

er. su forma nornanl es,

2 PxAET e P s wi/PE s @ + VP + o' =0,

EJERCICIO.

a) La ecuscidn de wura recta, er 3u forma generzl, es - - - -
2% « 2y - 12 = 0, ;C0uf)l es la diztancia del irige.. u esta rec-
ta?, ccufl es 1z forra penerul de 1z ecuacibdn de la zisma?,

b) Calcular el Are: del tridneulo cuyos vértices som A(2, 2),

B(-2, 2) y ¢(1, -2).

SOLUCION.

a) la gri{ficz correspordiente es:
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La disztancia del origer a la recta es: §-124//4 + ¢ = 12/¥i3.
Le ecuacién er au forza norial es: 2x/¢i3 - 3y/VI3 -12/¥13.:=0.

b) La figura correspondiente es:

o-2.2) .
e i
/
l/ I/ S
!

N WA = .

!
Para obtener el 4rea del tridrgulo towexos como base al lado
ﬁé; 1a ecuzcifn de la recta jue contiene a diche lzdo es -
4x + ly + 2 = 0, por 1o jue, 21 disezncia del punto A(3, 2)
a8 est= rectu ez Lousl 2 4, Luert: que,

14(3) + 32 + 21/ /4 + 3 = 4.
Y co=> ssbemos, la 4(B, €) = /(-2 ~ 1)? + ( 2+ 2)* = 5. Entc

~

ces, e fr¢s del AAEC ¢s igu:l & 10 unidades cuudradsas.

153
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