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A MANERA DE INTRODUCCION. 

El presente trabajo está dirieido a estudlantes del qui~ 

to grado de bachillerato de la Escuela Nacional Preparatoria, 

con el fin de presentarles, en forma por demás intuitiva, los 

primeros conceptos de la Geometría Analítica como son: la di! 

tancia entre dos puntos y la pendiente y la ecuación de la lí 

nea recta en el plano; toma."ldo co::io pWlto de partida los con_2 

cimientos del .Álgebra y de la Geo~etría elementales, que el -

alumno de este nivel debe poseer. 

Para tal efecto, se organiza e~te escrito en cinco capí­

tulos; de los cuales el II y el V se centran en los temas Pr.2 

pios de Wla introducción a la mencionada Geo~etría Analítica • 

.En los capítulos restantes, se hace un breve y somero repaso 

de los conocimientos que, reitero, debe tener el al~nno y que 

son necesarios co~o antecedentes para abordar los primeros t! 

mas de la materia que nos ocupa. Por esto, se da por cierto -

que el aspirante a bachiller está familiarizado con las oper~ 

ciones básicas y las propiedades de éstas, al menos, con n~~! 

ros racionales; y que además conoce y maneja los teoremas re­

lativos a semejanza de triángulos. 

Así, el pri~er capítulo, lejos de constituirse en un es­

tudio formal y detallado de los fundamentos matemáticos y fi­

losóficos en loa que se sustenta la existencia de los números 

reales, se presenta como una :riera reseñ?. de la forma en que -



el alu:nno de este nivel, al través cíe sus estudios anteriores, 

se ha adentrado en el conocimiento de tales nú:neros; a fin de 

dejar implícita la idea, nada intuitiva, de la corresponden-­

cía biunívoca que se establece entre los puntos de una recta 

y los menciono.dos nú.-:iero::; reales. 

Kl. S:!.guier,te capítulo, "La distancia entre dos puntos", 

ee presenta al estudiante, a la manera de preguntas y resoues 

tas, con el objeto de que éste participe en forma un tanto 

m~s reflexiva en su oropio proceso de aprendizaje. De esta m! 

nera se introducen una serie de problemas que pudieran pare~ 

cer cotidianos, o al menos forzados a serlo, al través de los 

cuales se pretende que el lector obtenga, "por sí mismo", la 

fórmula para calcular la dist~cia entre dos puntos, primero 

en la recta real y después en el plano cartesiano. 

A partir de l~s reformas educativas de los años setenta, 

en educación primaria y secundaria, se implanta el estudio de 

los principios básicos de la Teoría de los Conjuntos, por lo 

mismo, se supone al estudiante f~~iliarizado con los concep~ 

tos de conjunto finito, infinito, vacío y unitario, así CO!llO 

de las operaciones unión e intersección entre dos conjuntos -

dados; por lo que después de hacer una breve revisión de ta-­

les conceptos, en el capítulo III, se exhiben algunos conjun­

tos de puntos con una "característica especial" en el eje 

real y en plano cartesiano; en particular, se trata a la línea 

recta como uno de estos conjuntos. 

Bn el capítulo IV se muestran co~o elementos básicos de 

la Trigono~etría Plana, a les razones trigonométricas de los 

f:ngulos positivos menores que 360°. Resal to el hecho de. que -

las nombro "razones trigor.o:nétricas" y no "funciones trígono-



métricas", puesto que, hasta el momento no se define en este 

trabajo, el concepto de funci6n, y de hecho, no lo considero 

necesario para continuar con el desarrollo del mismo. También 

se dejan fuera los ángulos negativos, por0ue he observado que 

el solo concepto de segmento dirigido ya presenta una seria -

di fi cul tad pe.ra el :üu~no de este r.i vel, qu6 decir del conceE 

to de f-r.gulo dirigido¡ además en este primer estudio de la 

Geometría Analítica, solamente se manejan ángulos entre 0° y 

léCf'. Nuevamente, bajo el siste~a de preguntas y r€apuestas, -

se pretende que el alumno obtenga la f6nnula para calcular la 

pendiente de una recta que pasa por dos puntos dados. 

En el Úl ti:no capítulo, "La ecuaci6n de la línea recta", 

se introducen las formr.s: pendiente y ordena.da en el origen, 

simétrica, general y nor.nal de la ecuaci6n de la recta en el 

plano cartesiano, he.ciándose hinca!iH en oue éstas son tan s~ 

lo, como su nombre lo indica, formas o maneras distintas de -

describir el mismo conjunto de puntos, Se presentan además, -

las condiciones de paralelismo y perpendicularidad; la dist~ 

cía de un punto a una recta; y, dado que lo considero como 

fundamental en nuestro estudio, se da una demostreci6n del 

Teorema de Pitágoras y de su recíproco. 

Por último, preciso aclarar que en todo momento prefiero 

"sacrificar" una formal demostraci6n matemática en beneficio 

de lo que yo, con base en mi experiencia, pudiera considerar 

como una buena presentación didáctica, Esto se debe, entre 

otras cosas, a que bajo el supuesto de que esta 11 Introducci6n 

a la Geometría Analítica en el Bachillerato" llegase a manos 

de estudiantes de este nivel, no pretendo que después de lee.! 

la todos se conviertan en aspirantes a las carreras f!aico-m~ 



temáticas, ni siquiera espero que algunos se dedi~uen al área 

de las econ6~icc-administr~tivas; únicamente deseo que al me­

nos uno se "reconcilie" con las :.late:náticas. 

Se cuenta que un astr6r.omo, un 
físico y un w.ate~ltico estaban de v~ 
caciones en Escocia. Al echar una 
ojeada por la ventanilla del tren, -
vieron una oveja negra en medio del 
ca:npo. "¡Qué interesante!", observó 
el astróno~o, "todas las ove~as eocg 
cesas son neirras". A lo riue respon-­
di6 el físic~: "¡No, no: ¡Algunas 
ovejas escocesas son negras!" el ma­
temático alzó suplicante la mirada -
al cielo y entonó: "En Escocia exis­
te al ~enos un ca~po que contiene 
una oveja, u.~o de cuyos lados, al m! 
nos, es negro". 

Ian Ate·r;art. (1) 

(1) ROBL~DO, Felipe, et. el. Matemática~· Pág. 10, 
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CAPITULO I. 

LOS HUMEROS REALES. 

A. ACERCA DR LOS NUMEROS RACIONALES. 

Unos alum..'1oe muy racionulea: 
En una clase de tdate:náticas, el !llaestro llevó 

consigo un utensilio cort~te y U.'1U :nanzana para -
explicar sobre las fracciones co~unes. Al partir -
eupuestruncnte en partes iguales la manzana, loe a­
lumnos iban contestando el n001bre de las partes -­
fo~~adas: mitades, cuartos, octavos, dieciseisavos. 
Finalmente les dice a sus alUlllnos: Si parto la man­
zana en 32 partes ¿qué tendré ahora?. 

Los alumnos respondieron en coro: PICADILLO, 
MA!::STRO. (1) 

¡~ oroble:na: 

Durante nuestros urimeros años, en la escuela elemental, 

dividir es sin6nino de repartir equitativamente, proble:nas -

co110: Juani to tiene dieciocho canicas y quiere "repartirlas" 

entre sus tres ·hern¿·.ni tos, dándole igual cantidad a cada uno 

de ellos; r.o dejan ~ts opción que dividir el número 18 entre 

3, así es que to~a~os nuestro lápiz y escribimos algo como: 

3{"]f 
o 

y obtenemos la respuesta a: ¿cuánta~ canicas le corresponden 

a cada uno?. 

(l) ARAGON, Mieael y VALifiliTE, Sa'1tiago. ~ el ~ -
~ de ~ mate~ática. Pág. 149. 
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Pero qu6 sucedía cuando Juanito tenía veinte canicas, en 

luear de dieciocho, y continuaba con la "mala" idea de repar­

tírselas a sus henoanitos, teníamos entonces que: 

6 
3/20 

2 

y la respuesta: les tocan seis e cada uno, pero sobran dos. -

l'tenudo lío era resolver qué t1acer con esas canicas sobrantes: 

¿ee las queda Juan?, ¿se las entrega al más pequeño?, ¿lee 

concede siete a los do~ mayores y eeis al pequeño?. No, la 

respuesta a las tres pregunt~s es no, puesto que convenimos en 

que Juan quiere rep~rtir sus canicas entre sus hermanos, y re­

partirlas a partes iguales •. Entonces, el tan mencior.ado Juani­

to, tendrá que hacer "picadillo" su:i canicas sobrantes. ¡Qué 

probl~~:. 

Sin embargo, conforme pasa el tiempo, esta primera idea -

de dividir se va extendiendo de tal manera que partir un pas-­

tel en ocho pedazos y tomar dos, o una manzana en cuatro y to­

mar una parte, es cuestión cotidiana que conduce a expresiones 

CO$O 2/8 y 1/4 pare indicar que hemos tomado dos partes de 

ocho y una de cuatro, respectivamente, y las lee$oe: dos octa­

vos y un cuarto. Más adelante, haciendo abstracción de paste-­

les y ~ar:zanas y basándonos úr1icamente en dibujos como los si­

guier..tes: 

~2/8 ~11/4 
queda~os convencidos de que ~~bes representan la misma canti-­

car.tidEd, es decir, dos octavos ee equivalente a un cuarto, -­

s1mb6licamer.te: 2/e = 1/4. A expresiones co~o ástas las llama­

mos fraccione.s comtl!!es o "quebrados". De pronto percibimos que 
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algunas de ellas se encuentran integradas a nuestro vocabula­

rio cotidiano: "comprá tres kilos y ~odio de tortillas", "son 

las di et y cuarto", "el sal6n tiene seis metros y :nedio de 

largo". Re entonces cuando esta~os dando un sentido más amplio 

a la palabra dividir, ahora significa co:::perar dos cantidades 

entre sí, ur.~ de las cuales es conaiderl<da co~o unidad, En -

las expresiones antc:iorcs lu~ \:ni.da1es son el kilogramo, la 

hora y el ~etro. 

A manera de ejercicio to~a co~o ~nidad el largo de tu 

pluma y mide cuántés veces cabe en el largo de tu cuaderno, -

de tu libro, de alguna mesa, etc,. De~endiendo, claro está, -

de las loneitudes de tu pluma y de los objetos con los q~e la 

compares, encontrarás respu~stas co~o: "cabe dos veces y un -

pedazo", "unu vez y un pecacito", "cabe dioz veces más otro -

t&nto, casi •;na plU!lla. !:lás". Al efectu"'r estas mediciones lo -

que estamos hacie~do es contar cu~ntas veces tenemos que col~ 

car a lo largo del objeto, nuestra pluma, p&ra cubrir la lon­

gitud del mismo. Dif!cilmente obtendremos respuestas co~o: 

•exactamente ce.be tres veces la plumn"; er. la :naj·oría. de los 

caso~ tendremos pedazos que conducen a subdividir le longitud 

de nuestra pluma en :rartea te6ricamE:'lte iguales, dige.~os en -

cui.tro, cinco, seis, diez, er. .!! partes, lo cual simboli zamoe -

como: 1/4, 1/5, 1/6, 1/10, l/n y dependie~do de cuantas de e2 

tas partes necesitamos llegamos n fracciones como: 3/4, 2/5, 

4/6, 7/10, ~/n, etc •• 

De algunh for:r.a parecería que estair.os retomando nuestros 

pasteles y ~anzanas de un principio, pero esta vez no se trata 

de hacer "!'icadillo" :iuestra .,lu:na por '!lera casualide.d, sino 

de dar eoluci6n más satisfactoria al problema de medir con la 
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mayor exactitud positle, y éste r.o es en :nanera alguna un pro­

blema nuevo, ni fácil de resolver, p:.ra la hU!!lanidad, ya que -

le ha to~ado siglos el lleg~r a la convenci6n del uso de unid! 

des prácticas de medid~ tales co~o: el =-etro, el gr~~o, el se­

g'..L~do, el ~etro cuadrado, el litro, la yarda, etc •• Pero por -

el momer.to, lo que nos preocupa es destacar el hecho de que -­

los ml:neros de for:r.a :r./n ap::.recer. co:~o u::a respuesta a la nec~ 

sidad práctica, q~e pose6 el hombre, de medir. 

Así, en ur.. primer ;no:ne::to, l?. expresión :o/n indice. que la 

unidad ha sido subdiVidida en B partes i~Js.les, de las cu~les 

se han tome.do .!!!• a este hec!:o en :nnten:&..ticas se le lla.'De. raz6n, 

de ahí el ~c~bre de racio~al:e que recibe~ e5tos números. Por 

ejemplo el r:?.ciomtl 3/4 ir.dice. l~ raz6n 3 a 4 (tres partes :l.e 

cuatro), lo cusl gr~!ic~~os co"o: 

3/4 
en ocasiones utiliza'DOS el símb~lo 3:4 que leemos como: tres 

es a cu~tro¡ y el racione.1 5/P ir.dica la raz6n 5 a 8, gráfica­

mente: 

~5/B 
lfás adelante dejexos que .!!! y B• que por cierto lls.ma~os -

numerador y deno~inador, respectiva~er.te, to~en cualquier valor 

dentro :l.el conj·~~to de los nú~eros natural~s, aceptando inclu­

sive, '.¡UP. ! sea igurcl o -:!lyor :¡ue .!:!• por ej e·~.plo: 
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7/7 indica la razón 7 a 7, 

9/3 indica la razón 9 a 3, 

5/1 indica la razón 5 a l y 

8/5 indica la razón 8 a 5. 

Observemos qu~ al tomar siete partee de siete, co~o lo s~ 

ñala el racional 7/7, se obtiene la unidad, ee decir, 7/7 = 1, 

gráficamente: 

7/7 ::: l; 

en fonna análoga, 2/2 1, 3/3 = 1, 4/4 = 1, etc., 

••• --,,,., 
. 

2/2 = l 3/3 = l 4/4 = l 
en general, asegura:nos que a/a 1, para cualquier número nat~ 

ral ~· En el caso de que el nu'nerador sea :n<:>.yor que el denomi-

nador, se obtie;,e un número ma)'or que la unidad; en nuestro 

ejemplo, 9/3 = 3, 5/1 = 5 y 8/5 = 1+3/5 (2); y aceptamos co-

mo representación gráfica de los misnos a: 

(2) Por rnzonee que ignoramos, e. las llamada• fracciones -
mixtas, como es el caso de 1+3/5, se acostunbra denotarlas ein 
el signo de suma inter.nedio, es decir, 1+3/5 se denota coio 
l 3/5, lo cual he observado que cond~ce a errores al operar -­
con las ~ismas. En el presente trabajo se incluye, en lo suce­
sivo, al nencionado signo intennedio. 
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•••
• 

'.. . 1 
~ . . 

. .'~r '.'~ oara 9/3 

para 5/1 y 

·-. 
~· : ·,. 

para 8/5; 

en general, si ~ es un nú.~ero natur~l ~ayor que el nú~ero na­

tural !h se tiene oue, :n/n = E+r/n¡ do:•de !! representa a un -

r.';;¡¡ero r.G.tur· 1 q·.:e llac<>.re'!los la !JU.rte entera del racio,1al; y 

r. representa a otro número natun,1 q'.le put:de ser menor que !!• 

o igual a cero, a este núnero r. lo llanare:nos residuo.Pero, -

independientemente de la reprasent,ción eráfica qae hemos a-­

ceptado para los racionales 9/3, 5/1 y 8/5, ¿cÓ•:io he:::os obte­

nido las ie;ualdades 9/3 = 3, 5/1 = 5 y 8/5 = 1+3/5?. Senci­

llanente, efectuando la división indicada: 

3 
9/3 = 3 porque 3 19, o bien, 9 = (3x3) + O, 

o 



5 
5/1 = 5 porque 1/5, o bien, 5 = (5xl) +O y 

o 
1 

8/5 = 1+3/5 porque 5/8 , o bien, 8 = (lx5) + 3 
3 

B 
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en general, m/n = E+r/n porque n /!ñ, o bie1,, m = En + r. 
r 

Habrás r,otado quE: los racionales 7/7, 9/3 y 5/1 presentan 

co~o residuo al cero, es decir r ~ o, si fuése~os estrictos -

deber!a~os escribirlos co~o: 

7/7 = 1~0/7, 9/3 = 3+0/3 y 5/1 = 5+0/l, 

pero esto no es de uso práctico¡ sin e.nbargo, nos penni te apr.! 

ciar, el porque se considera a loe nú~eros naturalts como núm.~ 

roe racionales con denoninador igual a la unidad y residuo i-· 

gual a cero¡ es decir, ai ~ ea un número natural cualquiera, 

entonces, s/l = s+0/1.· · 

Ahora bien, si generalizamos, estas ideas, para el caso -

en que el numerador sea menor que el deno•ninador, se tiene que 

la parte entera del racional es igual e cero y el residuo toma 

el valor del denominador, por lo que, si m es ~enor que n, se 

tiene que, m/n = O+~/n, ejemplos: 

5/6 = 0+5/6 porque 5 (Ox6) + 5 y 

3/4 = 0+3/4 porque 3 = (Ox4) + 3; 

p;;ro, nuevamente esto no es de uso priíctico, ni común. Bn el C! 

so especial de· que el nll."Jerndor sea igual a cero y el denomin! 

d.~r distinto de e.ero,. se tiene que, 0/n = O+O/n, o lo que es -

lo mis~o, O/n = O, debido a que O = (Oxn) + O¡ por todo esto, 

el cero es· considerado co:no un muero racione.l. Pero, ¿podre-­

moa encontrar alguna fr2cci6n con denominador igual a cero, es 

decir, ex,resiones co~o 2/0, 3/0, 4/0, etc., representan nú:ne-



18-

ros racionales? Observemos, si 2/0 fuese un racional entonces1 

E 
2/0 = &+r/O, sie~pre que o '2 

r 

pero, ~iuesto '1';.e ExO ::: o, para cual~i;ier nú::iero nat•;.ral B, se 

tiene que r = 2, es decir, 

E E 
ofT queda expresada co::io of2 y las divisiones, 

r 2 

1 2 3 4 
o/2 o fT 0/2 ' o/2' etc, etc, son 

2 2 2 2 

equivalentes. &ato es, estamos ante Wl racionEtl que tiene "mu­

chas" partes enteras distintas y cuyo residuo es mayor que el 

propio denominador, lo cual es inaceptable. De hecho decimos -

que la diVisi6n entre cero no esta determinada; y las expresi~ 

nea como 2/0, o m/0 1 no representwi a ningfui nW!iero racional. 

(loral.eJa, no hay •ceroavos"). 

Bn resumen, sobre el n~~erador !• no tenemos ninguna res­

tricci6n hasta el momento, éste puede ser igual a cero, o bien, 

cualquier número natural mayor o ieual que el propio deno~ina­

dor !!• pero e~te ill.timo debe ser forzozamente distinto de cero. 

Pero, por el momento, para facilitar nuestro estudio, conside­

ramos sola.~ente racionales cuyo numerador sea ~en~r ~ue el de­

nominador, es decir, racionales con parte entera igual a cero, 

pero los resultados que obtenga.~os son generalizables a cual-­

quier nt1mero racional. 

lenciona.~os unos párrafos antes quE al h~cer abstracci6n 

de pasteles y mBnzanas, basá.ndonos únicamente en dibujos lle~ 

~os a la cor.clusi6n de que 2/8 = 1/4, observemos a:,ora otroe -

eje:nploe; to"'le:n:is 1/2 y divid&:noelo en dos ;:artes igi;:l.les, as! 

obtenemos 2/4, por lo mis.-,o, 1/2 = 2/4, grá.rica':lente, 
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1/2 2/4 

si el mis~o nedio lo dividi~oe en tres partes iguales obtene­

mos 3/6¡ si e~ cinco, 5/10¡ y, obvia:tente, 1/2 = 3/6 ·y - - -

1/2 = 5/10 1 gr6ficnmente, 

IJ 1/2 IJ 3/6 1]5/10. 
Observarf:s q•.ie al obtener 2/4 se han multiplicado el numerador 

y el denominador por dos: 

1/2 = lx2/2x2 = 2/4; 

y al dividir entre tres, se han multiplicado ambos números por 

tres, 

1/2 = lx3/2x3 = 2/6; 

y para 5/10 1 por cinco, 

1/2 = lx5/2x5 = 5/10; 

de igual forma !)Odemos dividir 1/2 entre seis, diez, !f. partee 

iguales y obtener, 

1/2 = lx6/2x6 = 6/12 1 

1/2 = lxl0/2x10 = 10/20, o bien, 

1/2 = lxk/2xk = k/2k, donde !f. es un nú:nero natural -

cualquiera. 



De tal suerte, es posible afi:nnar que: 

2/5 = 14/35 porque 

4/7 = 16/28 porque 

3/10 = 30/100 porque 

11/13= 22/2ó porque 

2x7/5x7 = 14/35, 

4x4/7x4 = 16/28, 

3xl0/10x10 = 30/100, 

llx2/13x2 = 22/26, 
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en general, a/b = ak/bk, no lo ol~~des, B y! representen nú­

reero distintos de cero. 

Siguiendo esta idea, ¿podecos decir que 3/9 = 5/15?. La -

respuesta no es inmediata, ya que no hay un nú.~ero natural ~' 

que cumpla con: 

3k/9k = 5/15, 

pero estarás de acuerdo en que: 

3/9 = 45/135 puei;to que 

5/15 = 45/135 puesto que 

3x15/9xl5 = 45/135 y 

5x9/15x9 = 45/135 

entonces, es obvio que efe e ti ve;ncnte, 3/9 = 5/15. 

En forma similar, 4/10 = 12/30 ya que: 

4/10 = 4x30/10x30 = 120/300 y 

12/30 = 12xl0/30xl0 = 120/300, 

Un ejmaplo más es 15/20 = 6/8, donde tenemos: 

15/20 = 15x8/20x8= 120/160 y 

6/B = óx20/8x20 = 120/lóO; 

en general, a/b = ad/bd y c/d = cb/db, por lo que si los nume­

radores ad y cb son iguales se cu~ple que, ad/bd = cb/db, pue~ 

to que los deno~ir.adores bd y db son iguales; y por lo mismo, 

a/b = c/b. Y recíprocamente, si se verifica la igualdad a/b = 
c/b, entonces, ad/bd = cb/db y ad = cb. Todo esto lo símplifi­

ca11os diciendo: 

a/b = c/d, sí y sola11ente sí, ad = be. 
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Sumar dos nú~eros racionales con igual deno~inador no pr! 

senta mayor problema, puesto que, nos basta con sumar loe num! 

radorea, en general, a/b + c/b (a + c)/b, Eje:nplo: 

1/4 + 2/4 = (1 + 2)/ 4 = 3/4, gráficamente, 

+~ 
1/4 2/4 

Sin embargo, la idea de hacer "picadillo" nuestras manzanas y 

pasteles, cobra fuerza cuando intent~~os su~~r dos números ra­

cione.lee con distinto denominador, Observemos, 

1/3 + 1/2 = lx2/3x2 + lx3/2x3 = 2/6 + 3/6, por lo que, 

1/3 + 1/2 = (2 + 3)/6 = 5/6, gr~ficamente, 

~+[I 
1/3 1/2 

w + 
2/6 3/6 5/6 
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Otro ejemplo, 

2/5 + 1/4 = 2x4/5x4 + lx5/4x5 = 8/20 +5/20, entonces, 

2/5 + 1/4 = (8 + 5)/20 = 13/20, gráficemente, 

~+IIIJ 
2/5 1/4 

En general, a/b + c/d = ad/bd + cb/db, o bien, 

a/b + c/d = (ad + cb)/bd. 

13/20 

Al multiplicar los números 2 y 3 obtenemos como resultado 

al nWziero 6, es decir, 2x) = 6; donde evidentemente, el 6 ea -

mayor que 2 y 3. Esto lo representamos gráficamente, de la si­

guiente manera: 

• 2 

• -
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Sin e~b~rgo, al multinlicar 1/2 por 1/3, obtenemos como resul­

tado al nú:nero 1/6, el cual, a diferencia del ejemplo anterior, 

es menor que 1/2 y 1/3. Por supuesto, que ambos resultados son 

correctos, lo que sucede es que en el primer caso, 2x) = 6, 

calculamos el doble de tres: "dos veces tres es igual a seis"; 

y en el aegv.ndo, 1/2 x 1/3 = 1/6 , obtene~os la mitad de un 

tercio: "media vez lUl tercio es i~ull a tm sexto". Esto es, al 

multiplicar estas dos frbcciones, llevamos implícita la idea -

intuitiva de divisi6n; pero esto no es ni misterioso, ni mági­

co (al menos no debe serlo), porque como sabemos, un raciona1 

es la "división de dos números natural ea". Gráficamente tene-­

mos un entero dividido de antemano en tres partes iguales, una 

de las cuales ha sido tomada, 

i=====l 1/3 

~ 
al multiplicar por 1/2, vol vemos a dividir el mismo entero en 

dos ::ie.rtes iguales (esta vez lo dibuja'!los en forma Vertical 

para f'acili tar la figura), esto es, nuestro entero incial que­

da "pe.rtido" es seis p2-rtes iguales, 

1/2 



al sobreponer estas figuras tene~os, 

~ 1/2 lt l/3 = l/6 

1/3{~ 
172 
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y la zona doble~entc rayada represente 1/6, es decir, 1/2 x 1/3. 

Otro ejemplo es, 3/5 x 1/4 = 3/20, observemos: 

[I]l/4 

.3/5 

"tres quintas partes de un cuarto son iguales a tres veintia-­

vos" 1 

3/5 tE 3/5 X 1/4 = 3/20 

1/4 
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Un ejeT.plo mis, 1/3 x 2 = 2/3, "la tercera parte de dos -

es igur..l a dos tercios". En esta ocasión tenemos dos enteros, 

dividimos a:nboe en tres pvrtes iguale!:: y t~amos una de cada -

entero para obtener 2/3, 

~ ~ l/3x2=2/3. 

1/3 l~ 
)'" 

En .;eneral., a/b x c/d "' ac/bd. U6tese que en el ejemplo ante-

rior se hace uso del necho de que 2 = 2/1, por lo que, - - - -

1/3 X 2 = 1/3 X 2/1 = 1X2/)xl = 2/3. 
Co~o sabemos, la operación inversa de la adición es la -

sustracci6n, 

4/5 - 3/5 = 1/5 
5/7 - 2/7 = 3/7 

1/2 - 1/3 = 1/6 

puesto que 

puesto que 

puesto que 

1/5 + 3/5 = 4/5, 

3/7 + 2/7 = 5/7, 

1/6 + 1/3 = 1/2, 
en general, a/b - c/d =(ad - bc)/bd, puesto que, 

(ad - bc)/bd + c/d = a/b. He aquí otros ejemplos, 

3/5 - 1/4 ~ (12 - 5)/20 = 7/20, 

puesto que 7/20 + 1/4 = 3/5, 

2/9 - 7/40 = (80 - 63)/360 = 17/360, 
puesto que 

7/10 - 4/10 = (7 - 4)/10.= 3/10 

pue::to que 

17/360 + 7/40 = 2/9, 

3/10 + 4/10 = ·1110. 
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Observemos detenidamente, la siguiente sustracción: 

1/5 - 1/3 = (3 - 5)/15 

evidentemente, apc,rece en el ntl.'l:er:··dor la operaci6n 3 - 5 y 6,! 

ta, como sabemos, tiene co~o resultado a un nQT.ero entero nett! 

tivo, a -2; esto es, 3 - 5 = -2 (3). Aparecen así, como una -

respue=ta a e~te tipo especial de sustracci6n, los racionales 

negativos; por todo esto, 

1/5 - 1/3 = (J - 5 )/15 = -2/15, 
puesto que -2/15+ 1/3 = 1/5. 

Otros ejemplos: 

3/7 - 5/9 (27 - 35)/63 = -8/63, 
puesto que -8/63 + 5/9 = 3/7, 

3/13 - 3/10 = (30 - 39)/130 = -9/130, 

pue~to que -9/130 + 3/10 = 3/13. 

Y obviamente, tenemos tantos racionales negativos, como racio­

nales positivos h~ya, esto es, si a/bes un número racional, -

también lo es -a/b. Y adem~s se verifica que: 

(a/b) + (-a/b) = O. 

Así, la primera idea 1ue tenc:os de un nú:nero racional c~ 

mo la división de dos nú.~eros natur2les, sufre una ~odifica--­

ci6n; puesto que dadns lus leyes de los signos de la división 

con nú.~eros enteros, definimos, a partir de este momento, a un 

nú;iero r2.c:..onal co:no la división de dos números enteros. Esto 

es, á/b es un r.Q~Ero racional si a y b son dos números enteros 

y b í o. Y operar·con racionales {positivos y negc.tivos) se h!, 

ce siguie~do las mis~as leyes de 12s operaciones con números -

enteros. Al finalizar esta sección encontrarás algunos ejerci-

(3) Estamos d2.ndo por descontado que el lector sabe ope-­
rar con números enteros, tant;:, neg::.tivos co:.Go positivos, por -
lo mismo, no nos detendre~os en la explicación de dichas opeI'! 
cienes y leyes de los signos que involucran. 
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cios donde aparecen este tino de oper~ciones. 

La división 1/3 : 2/5, co~o operación inversa de la ~U! 

tiplicaci6n consiste en encontrar un número racional que mlJ! 

tiplicado por 2/5 de 1/3. Esto es: 

1/3 : 2/5 = 5/6 puesto que 5/6 x 2/5 = 1/3, 

donde estarás de acuerdo en que, 5/6 se obtiene al multipli­

car 1/3 por 5/2, es decir, 

1/3 : 2/5 = 1/3 X 5/2 5/6, 

He aquí otro ejemplo, 

7/9 : 9/10 = 70/81 puesto que 70/81 x 9/10 = 7/9, 

donde 70/81, lo obtenemos al multiplicar 7/9 por 10/9, por le 

que, 

7/9 : 9/10 = 7/9 X 10/9 = 70/81, 

En general, a/b : c/d = a/b x d/c = ad/be. Al racional 

d/c lo llam8.l:los, recíproco del racional c/d y ae verifica que 

d/c x c/d = l; para c ~ O y d ~ O. 

Resumiendo, para dos números racionales a/b y c/d, se -

tiene que: 

a/b + c/d = (ad + bc)/bd, 

a/b x c/d = ac/bd, 

a/b - c/d = (ad - bc)/bd y 

a/b : c/d = a/b x d/c = ad/be, 

donde a, b, c y d son n~~eros e~teros cualesquiera, con b F O 

y d ~O (para la división también es preciso que c ~O), 



&Jt.RCICIO. 

Resolver las siguientes operaciones. 

a) 5/7 + 2/5 = 

b) (-1/3) + (-3/10) = 

e) (-7/10) - (37/100) = 

d) (-3/4)(-5/6) = 

e) (2+2/5)(-1/9) = 

f) (-(5+1/'7)):(-(2+1/4)) = 

SOLUCION. 

a) 25/35 + 14/35 = 39/35 

b} (-10/30) + {-9/30) = -19/30 
e) (-70/100) + (-37/100) = -107/100 = -(1+7/100) 

d) 15/24 "' 5/8 
e) (12/5)(-1/9) = -12/45 = -4/15 
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f) (-36/7)s(-9/4} = (-36/7)(-4/9) = 144/63 = 16/7 = 2+2/7 
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B. AOBRCA DB LOS NUltEROS IRRACIONALES. 

Despuós de agotar el tema sobre los números ra­
cionales, el maestro indica a eue alumnos que al día 
siguiente entrará con los irracionales. 

Al día siguiente el maestro no se explica la 
ausencia de sus racion~les alU!llilos. {4) 

Racionales ~ irracionales, ~ ~ ~· 
Co~o menciona~os en la secci6n anterior, al comparar las 

longitudes de dos objetos, to~ando una de óstas como la unidad• 

nos encontramos , con la particularidad de que difícilmente d! 

cha unidad cabe un número entero de veces en la longitud del -

otro objeto; tal situaci6n nos condujo a dividir, al menos te~ 

ricamente, tal unidad en ,n partes iguales, de las cual81!1 se t,2 

maron !' para efectuar dicha medici6n. Por tal motivo, defini­

mos a un número racional como aquel que se puede expresar como 

la divisi6n de dos n~~eros enteros. 

Sin embargo, hay algunos objetos, cuyas longitudes al com 

pararse, por más divisiones y subdivisiones que se haga de la 

longitud del objeto que se tome como unidad, no es posible en­

contrar dos n6:neros enteros J!! y a (n FO), de manera que ee 

pueda efectuar dicha medici6n. Esto es, hay números reales que 

no pueden ser expresados como la divisi6n de dos nÚ!:leros ente~ 

ros, tel es el caso de /2 y it, entre otros muchos. A teles 

números los lla~a~os irracionales. 

(4) ARAGON, .!m• ill•, Pág. 149. 
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Desde el siglo IV A. c., los griegos tienen conocimiento 

de los nómeros irracionales, específicamente, obtienen la raíz 

cuadr-ada de dos al aplicar el Teorema de Pitágoras a un trián­

gulo rectángulo cuyos catetos tienen por medida a la unidad. -

Co~o sabemos, el menciorw.do teorema as~gura que: en un trián~ 

lo rectángulo el área del cu.n.drado construído sobre la hipote­

nusa es igual a la su.~a de l~s treas de los cuadrados construí 

dos sobre los cc..tetoa. ( 5) Observe·r.os la siguiente figura: 

en ósta, ape.rece un triángulo rectá."lei.110 con v6rtices en los -

puntos A, B y e, cuyos c1tetos son los segnentos ACi y Be, con­

sideremos que éstos tie~en por longitud a la unidad, es decir, 

iC = 1 y :BC "' l, 

entonces, al aplicar el Teorema de Pit1goras tenemos que: 
-2 -2 -2 
AB = AC + BC , o bien, 
-;¡ 

AB = 1 + 1 1 por lo que, 

AB=V2. 
Y co~o é3te tenemos otros triá."lgulos rectángulos cuyos catetos 

o hipotenusas no tienen por longitud a un nú7.ero cuya raíz sea 

exacta; he aquí algunos: 

(5) El recÍFroco ie este teore~a garantiza que: si la su­
ma de las éreas de los cuadrados construídos sobre dos lados -
de un triángulo es igual al área del cuadrado co::struído sobre 
el tercer lado entonces, el triángulo es un triángulo rectáne:!: 
lo. Una de~ostraci6n de a~bos teore~as aparece en el canítulo 
V de e::te trabajo. · 
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(a este tipo de triár.gulos rect:ingu.los los griegos los llama-­

ron imperfectos}, 

Calcule~os una aproximación de la raíz cuadrada de dos, 

por el ~étodo, por demás laborioso, que conocemos: 

2.000000 
l 00 

400 
11900 

ó04 

l. 14 
24 
281 
2824 

si nos detene~os en este ~o~ento, pudiera parecer que los díg1 

tos l y 4 se fuesen a repetir en forma indefinida, es decir, -

/"2 = 1.4141414 ••• (6) pero no es así, ya que si continuamos -

(6) Los tres puntos que aparecen después del cuetro deno­
tan que l~s cifras l y 4 se repiten tar.tas vec~s co~o sea nec~ 
sario, es decir, 1.4141414 ••• = 1.414 ••• = 1.4141414141414 ••• , 
etc. Estos pU!'".tos ( ••• ) deben leerse: "Y así sucesivamente". 
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el -;iroceso hasta ocho dí[itos obtene~·.os que 12 = l.4142135, 

sin embargo, al elevar este nú:i:e:ro al cu::;.drado no obtene.i:os -

exácts.mente al dos como resultaáo, sino única:.er.te a un núme­

ro :nuy cercamo, 1.4142135 2 = l.9999998235e225. Así, este pro­

ceso puede continuar hasta obtener un m5..'r:ero ir.finito de ci-­

fras ( te6r!ca11ente h::,.blr-"ldo), sin qu~ al elevar al cuadrado -

tal resultado, se obte:-.ga al mí.11ero dos; esto st: debe al he-­

cho de que .f2 no es un nú:nero rEcional, lo cual, de:nostrrunos 

a través de razo:-,z.:nien tos ma te~1¿ ti cos ¡ ;nro, pr.ra loe·rarlo es 

necesc1rio tener presentes los siguientes tres puntos: 

l). Acer. tc!.~::ls cue un n·..í.nero entero ~ es nar si, 

k = 2s y es non si, k 

cualquiera, ejemplos: 

2s + l, dar.de ~ es un número entero -

impar, 

30 es par, pu~sto oue 30 2x15, 

20 = 2x10, 

18 = 2x9, 

35 (2x17) + l, 

41 = (2x20) + l, 

20 ea par, puesto que 

18 es par, puesto que 

35 es i:npar, puesto que 

41 es imp~r, pue3to que 

33 es i:npar, puesto que 33 = (2xl6} + l, etc, 

2). El cuadrado de un número impar es otro número -

eje:nplos: 

35 
2 

= 1225, donde 35 y 2225 son im!)area 1 

41 2 = 1681, donde 41 y 1681 son im!)ares 1 

33
2 

1089, donde 33 y 1089 sin i:npares, etc., 

en general, si 1f es un número im!)ar entonces, 

k = 2s + l, elevando al cuadrado tenemos, 

k 2 = 4si + 4s + l, o bien, 

ki = 2(2s2 + 2s) + l, el cual ea un número im­

par. El que un número i::ipar tenga por cuaarado a otro número 

impar, es e:¡ui valen te a decir que un número par no puede ser -
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el cuadrado de un nÚlllero impar. 

3), Todo número racional puede ser reducido a la di 

visi6n de dos números enteros sin factores comunes, ejemplos: 

40/120 = lx40/3x40 = 1/3, donde los números l 

y 3 no tienen factores comunes, 

33/44 = 3xll/4xll = 3/4, donde los nú'lleros 3 y 

4 no tienen factores comunes, etc., 

en general, si !: y ,!? son dos núr.eros enteros distintos de cero, 

con algún factor común, dign~os ! (w FO), esto es, si a= wp 

y b = wq, donde p y q son :ic·s números e::teros sin factores C.2, 

munes, ento!'.ces debido a que, a/b = wp/wq se tiene 1 por los r! 

sultados de la sección anterior que, awq = bwp , por lo mismo 

al dividir entre w, aq = bp, es decir, a/b = p/q, 

Demostre:nos ahora eme ../2 lli!. es un nÚ!llero racional¡ supo!,! 

ga.:nos que sí es un nl1mero racional y lleguemos a una contra-­

driccicSn. Si f2 es un número racional entonces, ../2 = p/q do_a 

de~ y g son dos nú.'Jleros enteros (q #O), los cuales podemos 

suponer, por el inciso tres, no tienen factores co~unes. En-­
tonces, 

J2 = p/q , o bien, 

2 = p2 /q~, por lo que, 

2q 1 = p2 , lo que significa que p1 es un número 

par y, por lo mis::io, de acuerdo con 

el inciso dos, ~ t::mbién es un núme­

ro par¡ entonces, 

p = 2s, donie ~ es cualquier nú~ero entero y 

p Z = 4s' , que al susti t•;.ir en ls. tercera igua,!; 

dad de este nrocedi~iento, se tiene, 

2q2 = 4s2 , o equivalente~ente, 

q1 = ~s 1 , lo q~e Si[':'lifica que q 2 es par y t8l!! 
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bién lo es 3, esto de acuerdo con el re~~lt~do del inciso doe. 

Y, ésta es precisa~ente, la contradicci6n; ya que este:noe co~ 

cluyendo que tanto E co~o g son pares, es decir, ambos tienen 

co:no factor común al nú."ero des y j'...;st<:..:nente, parti:r.os :l.e que 

E y .9. no tenían factcres co::iunt.::::; en cor:.secuer:.cia, ./2 ~ es 

un nQ~ero racicr:.cl. 

Otro núnero irracional que :nerece especial atención, por 

eu importancia y aplicaci6n, es 'íi (?i), el cual queda deter­

minado por la relaci6n que guardan la circunferencia y el di! 

metro de todo circulo. Calculé~oalo: auxilióndonoa con un co! 

páa, trazamos tres o cuatro c{rculoa de distinto radio ceda -

uno, o lo que es lo :nis~o, de distinto dióinetro; con sumo cU!_ 

dado coloca-nos un trozo de hilo sobre la circunferencia de loe 

mismos, de manera que no sobre ni falte hilo, lo extende:nos y 

co~paramoe con la longitud del diámetro correspondiente. 

r "pedacito" 

8 "pedacito'~ 



35-

8 "pedacito" ---V 

r"pedacito" 

Seguramente, obtendremos que la longitud del diámetro de cada 

circu1o, cabe tres veces y un "pedacito" en su circunferencia. 

Igual sucederá. 11i dibujamos un centenar o un millar de círcu­

los. Eata relación que guarda el diámetro con su circunferen-­

cia ea constante: "tres veces y un pedacito". Esta manera que 
~ 

hemos adoptado para "calcular" a 11 no es, ni con mucho, exacta 

pero sí ilustn,tiva. Sin embargo los cálculos que actualmente 

ee han hecho de 'íT , basados en métodos fuera de nuestro alCS!! 

ce, han llevado a ese "pedacito" a una cifra de más de cien -­

mil dígitos, sin que alguno, o un gruno,de éstos, se repitiera 

en for:na indefinida. Cono mera curiosidad anotaremos el valor 

de 'ii con cincuenta cifras decimales: 
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11 = 3.14159265358S793238462643383279502884197l6939937510 ••• 

(7). Pero, para fines prácticos iT= 3.1416 es una muy buena 

a't)roximaci6n, al igual que para .f2 es 1.4142 • 

Todos loa mÚl tiplos de 'ii , tales co.:10 2U , 3'iÍ , ••• , n'ÍÍ, 

son ta~bi~n nún:eros irracionales¡ aunedos éstos a las raíces -

inexectas y a los múltiplos de las mismas, estaremos a..~te un -

nú:?Jero infinito de irracionE-les, pero aún as!, no los habremos 

agotado, ya que p:,ra cnóa dos números irr<:,cio:1ales que encor.-­

tremos, tenciremos otro número i rracioné-.l, o ero ye. es muer.o, 

¿no te parece?. Sin e;r.b<·rgo, algo sblil2r sucede con los núme­

ros raciona.les, es decir, sie;:.nre que encor.tremos dos de éstos 

tendremos otro mi:r.ero irr:1cional entre los ::lis·:t0s. Esto no si.e; 

nifica que se tengan tantos mi11eros in·2cionalee con:o raciona­

les haya, en estudios posteriores podrás percat~rte de este h! 

cho; pero por el :no.Mir.to, lo que desea-::cs es puntualizar que -

hay una infinidad de números racionales y unn infinidad de m1-

meros irracionales y, por lo misno, he.y un.a. infinidad de mime­

ros reales. (8) 

Resu:ni endo, al reunir todos los nú.'lleros raciomü es y to­

dos los nmneros irracionales tendremos a los nmneros reales; -

en otras pal1<bras, un número real o es illl :rnc:lQ.;_aj. 9 e.s !.l?l i.m 
c;j,pna.:l,, 12.ltl:.º D9 QJÚ)~. Desde el punto de vista algebráico se -

definen a los reales co~o una colecci6n de nú.~eros en la cual 

las operaciom; s de st:r.:ia ( +) y oroducto ( • ) cu:!!plen con las si­

guientes propiedades: 

(7) BERGAMINI~ David. Matemáticas. Pág. 122. 
(8) Demostraciones forma.les de estoz hechos aparecen en -

los libros ¿~ ~ la matemática? de COURAHT, Richard y Análi ... 
~ mate:nático de APOS~O~ Tom M. Pero obvia~ente, pertenec~n 
a cursos superiores. 
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l. Cerradura: a + b es un nú.:nero real; ab es un nú-

mero real. 

2. AsociatiVll: (a + b) + e = a + (b +e); (ab)c = a( be). 

3, Con11utativa: a + b = b + a; ab :: ba, 

4. Elemento neutro: ll + o a; al a. 

5. El emer.to inverso: a + (-a) = O; a(l/a) 1, a ~ o. 
6. Distr1~Jtiva: c(a t b} = ca + cb. 

Donde a, b y e, son tres nú.~eroe reales cualesquiera. El estu­

dio detallado de dicf.as proniededes r.c resulta fundBl!lental pa­

ra el segui~iento de este trabajo, por lo que no nos detendre­

mos en ello; además te supone11os familiarizado cor. las mis~as. 

EJERCICIO. 

l. De acuerdo con el listado: D, 2, -1, -./5, O, 'íl/2, ,/9, 2/5, 

-'IT, 9/10, ./26, -7/2¡ contestar las siguientes preguntas. (9) 

a) ¿Cuál.es de estos nÚ.'!leros son racione.les?. 

b} ¿Cuélee son irraciomJ.ea?. 

e) ¿Cuál.es números reales?. 

2. Encontrar la soluci6n de L·,;: siguientes ecu:;.ciones, indiCEI!! 

do cuales de ~::;tas son r.~úneros racionales. 

d) 1 + y 'J. := 3 

e) )y - 1 = 6 'iT 

f) 2 =~ 

g) 8 + 2y 1 = 8. 

(9) .Aún cuando esta=.os ciertos de que .fa= + b, dor.de a 
es un n~~ero mayor o igual a cero y se cumple qu;: b2 = a y 
(-b)ª = a; en este texto adoptaremos el sfabolo ,Ja para re­
ferirnos a la raíz positiva de ~ :¡ - /á para la raíz negati­
va de !• es decir, JB. = b y - fá ::: -b. 



SOLUCION. 

a.) 2, -l, o, 19, 2/5, 9/10, -7/2. 

bl /3, -/5, 'iV2, - 'il, m. 
e) Todo2. 

d) y = ./2 ( irraciontl) 

e) y = (6'iT + 1)/3 (irrc.cional) 

f) y = 13 (racional) 

g) y = O (racior.al). 

38-



C. ACERCA DE LA RXPRESIO?I DECIMAL 

DE LOS NUll!EROS REALES. 

f -
Lj 

(10) 
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Una buena forma de distinguir los nú:neros racionales de -

los irracionales es al través de su expresión decimal, por eeto 

mis~o, result~ de especial interés el estudio de las fraccio-­

nes cuyo deno~inador es un múltiplo de diez, puesto que pode-­

mos escribirlas je distinta forma a la conocida m/n, user1do n~ 

taci6n deci~al. Por ejemplo, 

3/10 lo escribimos coT.O 0.3 

37/100 lo escribioos como 0.37 

28/10000 lo escribimos como 0.0028 

igual haceoos con los fracciones equivalentes a ellas, como: 

9/30 = 3/10 entonces, 9/30 = 0.3 

185/500 = 37/100 ento~ces, 185/500 = 0.37 

7/2500 = 28/10000 entonces, 7/2500 = 0.0028, 

(10) ARJ\G0,{ 1 .Q.E• EJ.•, Pág. 142. 
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Sabemos que para ccnvertir cualquier frEcci6n comi1n a una 

expresi6n decimal ee neceeario dividir el nu.or.erador entre el -

denominador y a~roximar utilizando ta.~tos ceros como eea nece­

eario a la derecha del punto. Así, en nuestros eje~plos pode~oe 

decir que: 

3/10 = 0.3 porque 

9/30 = o. 3 porque 

7/2500 = 0.0028 porque 

0.3 
10~ 

o 

0.3 
30 r9.0' 

o 

0.0028 
25oor?.oooo , etc. 

2 0000 
o 

He aquí otros e:emplos de uso frecuente: 

1/2 ~ 0.5 puesto que 

3/4 = 0.75 puesto que 

5/8 = 0.625 puesto que 

1/25 = 0.04 puesto que 

0.5 2rr:o 
o 

.~ 
4 rr:oo 

20 
o 

0,625 
8 / 5.000 

20 
40 
o 

25 / ~:gi 
o 

observe:noe que despu~s de hacer un nú:r.ero finito de cái'culos 

he~os obtenido un residuo igual a cero, 
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Ahora bien, cu?ndo tenemos una sxprssión deci~al y quere­

mos obtener U."la fracción común, por e,iemplo, si tene'llos 0, 5 y 

queremos llegar a 1/2 1 procedemos de la siguiente fo~a: sabe­

mos que 0.5 = 5/10 y co~o 5/10 = lx5/2x.5 = 1/2 entonces, pod! 

~os asegurar que 0.5 = 1/2, que es la fracción que deseábamos. 

Si:nilarmcnte, 

0,75 = 75/100 = 3x25/4x25 = 3/4, 

o.625 = ó25/1000 = 5xl25/Bx125 = 5/8 y 

0.04 = 4/100 = lx4/25x4 = 1/25. 

Pero, observe~os detenidamente el siguiente ejemplo: 

0.33 ... 
3 l i.oo ... 1/3 = 0.33 ••• poroue 

10 ••• 
l •.. 

el residuo sia'llpre será igual a uno, no importa cuántos cálcu­

los hagamos, ademts para obtener 1/3 partiendo de 0.33,,. , ng 

es posible detenernos en la primera cifra y decir que: ·· 

0.33,,, ;:: 3/10 porque 3/10 F 1/3, tampoco pode:nos -

detenernos en la seg.mda cifra, en la tercera o cuarta, etc,, 

Entonces 

0.33, •• F 33/100 porque 33/100 F 1/3, 

0.33 ••• F 333/1000 porque 333/1000 F 1/3, 

proponemos el siguiente procedi:niento: (11) 

1), Hagamos w = 0.33,,. Y lOw = 3.33 ••• 

2). Restemos \ lOw = 3.33 •• • 

1 w = 0.33 ... 

etc. 

9w = 3, o lo que es lo ~is:no, w = 3/9 

y co~o 3/9 = 1/3, hemos obtenido 1/3 a partir de 0.33 •••• 

(11) Este procedimiento encuentra su sustento teórico en 
el conoci~iento de series geomátricas infinitas, las cuales no 
serán tratadas en este escrito. Se remite al lector interesado, 
al libro Algebra de REES, Paul K., o bien, al libro Análisis -
Mate:n€tico de APOSTOL, Tom !Y:. 



Dexos otros ejemplos: 

5/9 = O. 55.,, porque 
o. 55, •• 

91 5.oo ... 
50 

5 ••• 
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y, en sentido inverso, para obtener 5/9 a partir de 0,55.,, 

procede:noe: 
1). w = 0.55, •• y lOw = 5,55,,, 

2). }_10w = 5,55, .. 
l w ::: o. 55 ... 

9w = 5 o bien, w = 5/9. 

0.6363 ... 
Y como 7/11 = 0.6363 ••• porque 11 /7.0000... observamos 

490 
40 
7 ••• 

que los residuos siete y cuatro se alternan indefinida~ente. -

Obtengamos ahora la fracción 7/11 partiendo de 0.6363 ••• : 

1). w = 0.6363 ••• 

2). J lOOw = 63.6363 ••• 
,- w = 0.6363.,, 

99w = 63 o bien, w = 63/99 = 7x9/llx9 = 7/11, 

nota que t.e:noa multiplicado por cien, esto es debido a que te­

nemos dos dígitos repitiándose indefinidamente: el seis y el -

tres. 

Un ejemplo :nés, encontremos una fracción común para la 

expresión decimal 0.285714285714 ••• 

i). w = o.2es114285714,,. 

puesto que tenemos seis dígitos repitiéndose multiplicaremos 

por l 000 000, un cero por cada dígito repetido, 

2). 1 000 OOOw = 285714.285714285714 ••• 
w = 0.285714287714 ••• 

999 999w = 285714 
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0 bien, w = 285714/999999 = 2x142857/7xl42e57 = 2/7, es de~ 

cir, 0.285714285714 ••• = 2/7, lo cual puedes verificar efec­

~do el cociente indicado. 

Bn general, si w = O.abcdefgabcdefg, •• , se tiene que: 

_} lOOOOOOOw = abcdefg. abcdefg ••• 
l w = o.abcdefg ••• 

9999999w = abcdefg 

En realidad, al multiplicar por algún múltiplo de diez y re! 

tar, lo que hacemos es "desaparecer" esos dígitos que se es­

tán repitiendo, para trabajar con números enteros. 

Para fracciones co~o 1/6, cuya expresión decimal es 

l.66 ••• (verifícalo), observamos que se repite el nú~ero seis 

pero no el uno, entonces proponemos el siguiente proceso: 

1). w = 0.166 ... 

2)._)lOOw = 16.~6 ••• 
\ lOw = 1.06 ••• 

90w = 15 1 es decir, w = 15/90 = 1/6. 

La fracción común equivalente a 0.535656 ••• la encontl'! 

moa de la siguiente :nanera: 

1). w = 0.535656 ••• 

2)._\lOOOOw = 5356.56 ••• 
lOOw = 53.56 ••• 

9900w = 5303 entonces, " = 5303/9900. 

Un eje;plo mts lo proporciona la fracción 7/330 cuya e! 

presión decimal es, 0.02121 ••• entonces, 

)lOOOw = 21.21 ••• 
- l lOw = 0.21 ... 

990w = 21 , por lo que, w = 21/9SO = 7/330. 

En gener!.!l, si vi= O,abcdefgefg ••• , se tiene que: 

w = (abcdefg - abcd)/9990000 (verifícalo). 
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De acuerdo con los res~lt!?.dos obtenidos en estos ejemplos 

pode~os afirnar que todo nú.nerc racional tiene una representa­

ci6n deci~~l, la cual ~uede contener a un nú::iero finito de ci­

fras o présentar algún dígito, o grJpo de dígitos, repitiándo­

se indefin1da~ente, en cuyo caso la lla:::B.'Jios decimal periódica. 

Esto no ocurre con los nú.-neros ir::-:1cio:.".les, co·:io observa-nos en 

la secci6n anterior /2 y 11 no l)reser.t:m periodicidad alguna en 

su expresión deci~al, la c¡¡el tiene un nú~ero infinito de ci-­

fras. Ig_¡al SL4cede para 15,-h,/8, 1/../2, etc.,etc. Es decir, 

u:: núi:ero irracional es aquel cuya expresión deci'nal no es fi­

nita, ni periódica. 

EJERCICIO. 

Decir cuáles de lqs siguientes parejas de racionales son equi­

valentes y cuáles no lo son. 

a) 2/3 y 4/6 

b) 7/6 y 1.66 ••• 

c) -'1/5 y -2/10 

d) -0.77,,. y -7/10 

e) 1073/500 y 2.147 
f) 2/ó y 3/8. 

SOLUCION. 

a) 2/3 = 4/6 

b) 7/6 = 1.166 ••• 

c) -1/5 = -2/10 

d) -0.11 ••• F -1110 

e) 1073/500 F 2.147 

f) 2/6 ~ 3/8 



D· ACERCA DE LA iKPBBSEl'TACION GEOllETRICA 

DI ALGUNOS IWll!EROS REALES. 

ATRAP.tJJO SIN SALIDA. (12) 

Ordenaditos z ~ línea ~· 
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Dibujemos una l!nea recta, auxilidndonos de una regla, de 

preferencia que no est~ graduada, y convengamos ~ue dicha l!nea 

es prolongable indefinidamente en anbos ser-tidoa. 

Tomemos dos puntos sobre la recta y asociemos el cero con 

el punto que est~ a la izquierda y el uno con el punto que que­

d6 a la derecha. 

o 
(l2) A.>¡AGC~i, .2!?.• ill•, Pdg. 137, 
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Cor. e3:a dis:<:.c:a co~o unl:i~i y a~xi:i!ndonos con un coa 

p1s ha.gc.;:¡os ::.~reas s·.;.ces: vas rlE-c:.i:; la de:·ecr.s. :iel uno e iz~uie,r 

da del cero. 

/,. h.s 

cia'!:o:o los 

que es tic 

... ' ... 
a 

:n<i:-cas que te-: os 

núr..eros 2, 3, 4' 

l~ izquierda del 

· l 

o !. 

hec:-.o a la derec:-.a del uno les e.s2 

5, 5, ... , en es".;e or':len; y a las 

cero los nÚ..::'9!"0S -1, -2, -;, 

• o .1 2 .3 

Como he1J~ conver.ico ~ue esta recta es pro2ong~ble indefi 

toe co-::.o n.J::ie:-oe er.tero;; conoce:os, :riedia..'1te t:ste procedi:tien­

to de :r.·.tcer m'?.:-cae sucesiv·~s eq•_¡:;.:iistantes. Sin e:"!lbargo, "!la?'a 

encentar pun".;os que poda..,os asociar con n:beros racior..::;les co­

~o aon 1/2, -3/2, 1/4, -3/5, e~c.; es neces~:-io e~plear ot:ros 

trazos bas~dos en la se~e~anza de trilng.U.os. Por eje:nplo, para 

encontrar el punto co:-respor.diente a 3/5 es necesario divi:iir 

el seg:nento co'-p:-endido er.tre el cero y el uno en cinco partes 

ig-Jales J 1eZ?U~e cont~:- tres a partir del cero, te.cia la 1er~ 

cha, procedier.do ~e l~ eig-Jiente ~a.~era: 

l). ?or el cero pe.se:nos '.l.'1''· lí::.ee. ob:!.icue a nusstre. -
r.ri::ier~ recta. 

-3 1 .5 
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2). Haga.~os en ests recta auxiliar cinco marcas equi 

dist3Jltes, ayudándonos con un co~pás, a partir del cero • 

• ., - J - 2 - 1 

3). Unamos la medio de -

u..~a línea recta¡ y por 1~5 otras ~~reas restantes trace~os pa­

ralelas a ésta, que corten al seg:nento cero, \l:lO, As!, he-. 

moa encontrado loe puntos correspondientes a 1/5, 2/5, 3/5 y 

4/5, en particular nos interesa el 3/5, que ee el que señala-­

moa en la figura siguiente: 

•J $ 

Para encontrar este proce-

dimiento hasta el seg:nento con extremos cuatro y cinco, y des­

pués contar dos a partir del cuatro, a la derecha, puesto que 

como sabemos 22/5 = 4+2/5. Y p~ra -13/5 el trazo se hará en -

el seg::¡ento con;rendido entre negativo tres y negativo dos, P! 

ro en estn ooasi6n la recta auxiliar la dibuja~os sobre el ex­

tremo derecr.o, es decir, sobre el negativo dos, y a partir de 

este número conte.rr.os tres sulxnarcas hacia la izquierda. He - -

aquí la figura correspondieúte: 

o .. 
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En forma semejante procederí8Jllos para encontrar todas las 

fracciones con deno~inBdor i¡:ual a cinco. En general, para di­

vidir un segmento cualquiera AB en cinco partes iguales traza­

mos la línea oblicua, las cinco m~rcas equidistantes sobre &e­
ta, unimos los extrf':r.os y finslmente traz.amoe 1·ectas paralelas 

que paeen por estaA marcas: 

f.$ donde, 
/ 

~ .. 1/5 AB, 

AA, = 2/5 AB, 

~ :11 3/5 AB, 

¡¡" = 4/5 AB y, 

obvin.'!lente 1 

AB == 5/5 Aii. 

Pero, ¿pode~o~ e~t~r seguros de que efectivamente, el se~ 

mento AA correeponue a 1/5 de AD?. La respuesta eei ei. Y pa­

ra darla basta con aplicar las propiedades de los triángulos -

semejantes implicados en el trazo. Observemos: 

1). Puesto que lae marcas son equidistantes se tiene 

que ÁB1 = B1 Bt = B.,,B, = B1 B'I = B1 B,. Tome11os el seemento AB1 -

co~o unidad, es decir, AB1 = l, para obtener, AB2 = 21 AB~ • 31 

iB,. = 4 y ÁB.r = 5. 

6 
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2). Los ángulos con v~rtices en los puntos A 
1 

, A1 , 

A!, A. y B son igJales, debido a que traza:nos paralelas entre 

sí a lae rectas que contienen a los seBJllentoe A;B,, A~B 2 , A,B,, 

r,:B4 y Bii5 • Por esto :nis:no, los ángulos con vértices en loe 

puntos e,, Bi, BJ, B~ y Bs ta:nbién res~ltan ser iguales. 

3) Ento 

que significa que sus lados correepondientee son pro9orciona-­

les, (13) 

De donde: 

A.A1/Aii = Ali1/KB5' y 

co:no Ali 1 = l y 

LJS...,...:u.J.-------LI 
" "'' " .. 

ÁB5 = 5, se tiene que, 

AA 1/ÁÉ = 1/5, o 

equivulente~ente, 

AA,= l/5 AB • 
Bn forma aemej:.;.nte podemos a::egurar que Ül. = 2/5 AB, 

ta co:i to:;:ar loe triángulo e se:ne ja.'1tes: ~A.A2 B ¡ y 4ABBs-• 
85 

ba,! 

__ /f ~---__._..!) 
(13) El s!~bolo A debe leerEe: "el triángulo que tiene -­

por vértices a los punto~ •. ·"• 
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Y p?.ra AA 3 = 3/5 AB y AAq = ~/5 .üi debe~o! tomar los tr,i 

~:iguloe seaiejnntee: ~ AA3 B;,, 6ABil 5 y AAA,B'fr AABBs 1 

( I 
' ......,___ __ J 

pecti vamente. 

. i. 

1 
" ,, 

Para encor.trar tercios, cuartos, -décimos, etc. 1 bastaría 

can hacer treE 1 cuatro, diez, ~. ~arcas equidistantes sobre la 

línea a·..u:i.liar, eje:::plos: 

·~ -· ' Q J, 2 ' .. f 
Este procedimiento para dividir un seEillento 1en !l! partes -

ig\11:.les nos permite enconti"ar todos los puntos sobre esta lí-­

nea recta, a los que les !JOde11os 11.eociar un nó.mero racional, -

al me~os te6rica~ente 1 ya que est~~os ciertos de que dividir -

un se@lllento "i:e:icilla'tente" er. cien ;iartes iguales, en la pri,i: 

tica rest<l ta su.T.a'!Aer.te .Hfícil, riero no i':lposible. 

Localice~os algunos puntos p~ra asociarloe con n~~eros 

irracionales, co~~ncemos con le raíz de dos: 

l). Ton~:do co~o ce~tro el punto correspondiente a -

3/2 tracemos un se.':lic:írculo de radio ig,.;al a 3/2. 

• • a ·I 
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2). Trazamos la perpendicular sobre el punto que co­

rrespor.de el nún:ero u.~o, intersectando con ~sta al círculo en -

el punto s. 

-.~ -2. -t 

3). Este segrr.er.to, c·.i~·os extremos son el -¡:uz.to S y 

el correspondiente al número ur.o, tiene longitud igual a raíz -

de dos. Basta entonces con tomar est~ longitud y trasladarla a 

partir del cero, auxiliár.donos con un compás, pera obtener el -

punto corres¡:ondiente a "2. 

' 1 1 ' 1 --'\ -3 ·"l ~ 1 

Para la raíz de cinco tomaecs co'.lio centro el punto que c~ 

rresponde al niiinero tres, y con este radio dibujllllos el semicÍI 

culo, La perpendi.cular nueva'I!ente le tre.zanoe sobre el punto C,2. 

rrespondiente al uno, intersect2mos al semicírculo en S y tene­

mos el seg¡r.er.to cuya lor.gi tud es la '{5. 

J 

"' \ \ 
5 ' 
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Observa que una vez obtenid& la (5, puedes fácilmente en­

contrc.r a -f5, ya que estos pur.toe son si:r.étricos, es 1ecir, 

estár. a le. mis:r.a distc-.r.ci a del punto correspondiente al cero. -

Sin e:nbargo, a :nanera de ilustrcci6n p2:·a encor.trar las ra:!.cee 

ne¡:atives, obtengamos el pcr.to correspondiente a - "3. ¿Qué PU!! 

to consider&s que debe ser el cer.tro de nuestro semicírculo?. -

Efectivamente, el -2. ¿Y el radio?, si pensaste en un radio -­

ieual a dos unidades, acertaste. Y claro, lr: per~er.dicular debe 

trazarse sobre el punto correspondiente a -1. He aquí la figu­

ra: 

-'\ -.l -1 o 1 2 ... 

Generalice~oe esta idea y encontre::oe el segmer.to de lon-

gitud igual a (a: 

1). ~ome~os un segmento AB co~o unidad, es decir to­

memos AB = l; y prolonaeue::os hesta el punto e, de tal manera -

que Bc = a. 

.., 
8 e 

2). Divid8.'Jlos el segmento .AC en dos partes iguales, 

p~.ré encontn.r el pur.to !i!, el cuel CU!Dple con la igualdad: 

1 = (1 + a) / 2. 
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3/, Cor. cer.~ro en M trazB.!!:os el semicírculo que pase 

por los ~u:-.tos A y c. 

(\ 
1 ' r-,...--ª e 

4). Trazamos la perpendicular a AC que pasa por B, -

prolollfándola heata intersectar aJ. semicírculoer. el punto s. 

\ 
\ 

-- a ~ 
-A ~ e 

Eetaremo~ de acuerdo en que tís =..¡-;_, porque nueva.mente t! 

nemoe triángulos se:!le~~ntes: 

.s 

B 
s s 

5 5 

AABS semejante al AA:s 

( verif:!calo). 

e 

e eme :ante al llACS 

( veri f:!cal o) • 

c. 

Los triángulos: 6AES y ABCS 
i:or. se:r.e:ar.tes_, 

por ser seme~entes a:tbcs al 

e AACS. 
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Por esta Última semejanza, se tiene que: 

BSiAB = Bc/ES, por lo que, 

BS/l = a/BS, de donde, 

-:i. 
BS = a, o lo que es lo mismo, 

BS = {a. 

Para encontrar puntos sobre la recta con el fin de asocia,r 

los fr y sus ~Últiplos, no tenemos un buen método geométrico, c~ 

mo los vistos en esta sección; entonces, pudiésemos usar el ya 

mencionado del hilo colocado en el contorno del círculo de ra-­

dio igual a la unidad, pero éste nos proporciona solamente una 
e' 

buena aproximación para 11, los múltiplos se tornarían a partir 

de esta longitud transladándola sucesivamente sobre la recta. -

Otro método consiste en co~Giderar puntos racionales cercanos a 

'iT 1 por eje~plo, sabe~os que 3.1410 es menor que ).1415 ••• y -

este 11ltimo menor que 3.1420; entonceo podemos localizar en la 
r.:-­

recta a los racionales 3.1410 y ).1420 y establecer que 11 queda 

localizado entre los mismos. Esto funciona también para todos -

los números irracionales; ?ºr ejemplo, 

2,10100100010000 ••• quedaría entre 2.100 y 2,102, o 

entre 2,lOOS y 2.1011, o bien, 

entre 2.101000 y 2.101002, depen­

diendo de que tan "cerca" desees 

estar de 2.10100100010000 ••• , donde "quedar entre" no signifi­

ca en el "punto medio de", solamente estamos dando aproximacio-

nes. 

Resumiendo, p~ra todos los números reales es posible encon 

trar un punto sobre una recta al cual asociarlo; y para cada 

punto sola~ente pode~os dar un único n~~ero real; a la recta 

así to~ada la lla~amos recta real o eje real. 
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Por dl.timo, accpta~os que todos los n~neros positivos son 

~ayeres que el cero, por eje~plo, 

5 es mayor que O, 

7 es mayor que O, 

1/4 es mayor que O, etc., 

lo cual si~boli1a~os co~o: 

5 >o, 7 ) O y 1/4 :> 0 1 respectiva.'?lente. 

Y deci:r.os que un nú:nsro real ~ es ~ayer ™ un número real b 

si, su diferencia (a - b) es mayor que cero, con símbolos: 

a) b si (a - b} > O • 

Eje:nplos: 

3 > 2 puesto que 3 - 2 = l y l > o, 
l/5)1/8 puesto que 1/5 - 1/8 = 3/40 y 3/40) o, 
1 ') -12 puesto que 1 - (-12) = 13 y 13 > o, 
-4) -10 puesto que -4 - (-10) = 6 y 6> o, etc. 

Bn for:na se111ejantc, si acepta-:ios quC: todos los números reales -

negativos son menores que el cero entonces, deci~os que un nWn! 

ro real ~ ea ~ ~ un nú.~ero real ], si su diferencia es m! 

nor que cero; si:nbólicamente, 

Ejemplos: 

a (. b si 

4 ¿ 7 

-1 ¿ l 

(a - b) <O. 

puesto que 

puesto que 

4 - 7 = -3 

-1 - 1 = -2 

y -3 .(o, 

y -2 .( O, etc. 

Ahora, si observas, en la recta real hemos colocado: 

al -3 a la izquierda del -2 y -3 ( -2, 

al .,,.2 a la izquierda del -1 y -2 ( -1, 

al -1 a la izouierda del o y -1 ~ o, 
al o a la izq"J.i erda del l y o ( 11 

al l a la izquierda del 2 y l i.. 2, etc., 

en general, e~· la rect'.l. real, si un nú.'Uero ! está colocado a la 
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izquierda de un nú.:nero b entonces, a es ~ ~ b, simb6lic! 

-:e::te: a¿ b. 'fene:nos así, a los mineros reales: o_;n\.enadi.tos y 

W lín..ea rl!C1;.!\. 

EJERCICIO. 

Efectuar los trazos necesarios, a fin de localizar en la recta 

real, el punto correspondiente al nú~ero: 

a) t/5/2. 
b) -3'12/4. 

SOLUCION. 
a) 

_.., 

b) 

<. 1 _ .. 

-~ -.:i -t 

®. -~ 
·-~ 

\ 

\ 
3 ... ,. 

' 

' • j '2. .J "C ,.. 
' 
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CAFI'l'ULO II. 

LA DISTANCIA ENTRE DOS PU?ITOS. 

A. EN LA RECTA REAL. 

El maestro le pregunt6 a Pepito: 
Si to~o un camión y voy a la Villa, luego al -

Betadio Azteca, ~oeteriorn.ente ol Aeropuerto y por 
'11ltimo a Chapultepec, ¿cuántos años tengo?. 

- 38, ~aeetro, - reepond16 Pepito. 
- l!uy bien Pepito, pero ¿cómo lo supiste?. 
- lfuy fácil. Tengo un amigo que tiene 19 aftoe 
y est~ medio loco. (l} 

!u~~ que~~~· 
En la ciudad de l~xico existe un trs.neporte colectivo ~ 

llamado letro, en la actualidad (1988) cuenta con nueve rutas 

o líneas para satisfacer las necesidades del usuario, en par­

ticular la línea 3 cruza la ciudad de Norte a Sur a trav~s de 

veinti6n estaciones: 

entonces, ei deseas viajar de Indios Verdes a Univereid~d, ~ 

despu's de abordar, pasar~s veinte estaciones antes de desceg 

dar, estemos d~ndo por descontada la eetPci6n de abordaje. 

(1) ARAGO", .22• Si!• Pág, 148. 
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Obvia:nen~e eEtas paradas e e:!~ciones no están a la zisma di~ 

t:i.r.cia, ni el :f.etro hace exacta:ter.te el .:ismo ~ie'tpo per? ir 

de una e. otra, pero pén< ::\.:estros fir1es va::os a cor.s1::erar -­

tiem~os y di st,:·.ncias, er. tre las edacio:-.es, co:i:o igual es; ba­

jo ~stas condicior.~s reeolve.a-.os los 2!€,"'~ier.tes proble~as: 

Proble:::« 1· :tubén, ur. jover. '.!Ue ab:irda ~or pri:nera 

vez el Metro, ha decidido tr~r.sportarse de Hidalgo a ~tiopía, 

se acerca y r.os pre~J:.ta: ¿ cúantas estaciones debo viajar?. 

Reso\.:e~ta: Seis estaciones. 

Proble=.~ ~· Desafortu.~aja~er.te, desp~és 1e cor.tar -

seis estaciones, :tubén r.o baja er. Etiopía sir.o en !ndios Ver­

des. ¿ Qué nizo ~al Hubén?. 

Resoues~a: Rubé~ ha ccnt~do bien, no t:im6 en cuenta 

l!.' estación de abor:iaje y eeperó seis estECior.E;s para descen­

der, los que te~os fallado so~os nosotros puesto que no le in 

dicrutos le direcci6n er. que debía desplazarse; la respuesta -

correcta al problem~ anterior es: seis estacior.es en direcci6n a 

Universidad. 

Froble~a 1· Rubén desea re€res~r a P.idalgo, abordan 

do en Etiopía, ¿cuántas eete.ci-::r.es debe viajt>.r?, 

Resouest~: Seis estac:ones, e~ dirección a Indios -

Ver<!es. 

Froble~a ~· Rucér. via~~ ahora 1e Eidalgo a La Raza. 

¿~ntas estéciones ~er:r!:.nece en el letro?. 

Resnuesta: Tres, direcci6n Indios Verdee, 

Problema 2· ¿Y, pare regresar de La Raza a P.i1algoi 

Resnues~a: Tres, direcci6r. tr.iversiifd, 
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Por algt:m. raz6r: !\ubén sif:r.te r.re:iilecci6r: por f.idaleo, 

puesto que l~ toxa cc~c pur.to de partida o referencia para ir 

y venir a lo l:rgo de esta línf:a 3, que por cierto r.o es rec­

ta y está en i.:.r. Metro que no ~::e '111 ~etro ; y dado que, dee­

de u.~ prir.c:p:o conver.i~os en cor:siderar l~s dietancias entre 

les estE".cione s como iguri.J. es, -¡¡ode.nos relacio::?.r ástas cor. al­

gunos nó.:neros er:teros sobre la recta ree.l. f.n atención a Ru-­

bén, a Hidalgo le hare~os eorrespo::d~r el cero, y viajar er. -

direcci6r: a Univereidad, el eer:tido ;oeitivo, y hecia In:iios 

Verdes, el sentido negativo: 

Observamos ~u~ a Etiopía le corresponde el n6oero 6, y a In­

dios verdes el -6, puesto ~ue a!lbos se encuentr~n a seis est! 

ci:mes de Hidalgo, una en eentido positivo, la otra er. senti­

do negetivo; puee bien, a estos nQ~eros los llamaremos coord! 

nadas de Etiopía e Indios Verdee, respectiva:nente; en otras -

palebras, la coordenad~ de Etiopía es 6 y la coordenada de In 

dios Verdes es -6; de igual for:na afi::-:na~os que: la coordena­

da ie Universidad es 14, la coor1enade de Juárez es l, etc., 

En res~T.en, para determir.ér la coordenada de cada estación es 

necesario considerar dos aspectos: 

l. El nQ~ero de est~ciones que debemos viajar a Pª! 

tir de Hidalgo. 

2. La dirección en que viaj~~os: Universidad (+) o 

Ir.dios Verdes (-)· 

l+) 
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Sin e:nbargo, cuando Rub~n "va y regresa", diga'!los de Hi­

dalgo a Etiopía y de Etiopía a Hidalgo, el número de estacio­

nes es el mismo: seis, no i~porta el ~entido en que viaje, 

Universidad-> I:-:dj_os Ve:-Jes o Indios Verdes..;> Universidad, a es 

te número de estacio~~s le llan:are:noe dist~r.cia. Entonces, la 

distancia de i:idalgo a La Raza es 3, de F.idalgo a Ur.iversidad 

es 14, de Za9a tr~ a :!id algo es 9 y, ¡claro~,, de Hidalgo a Za­

pata tembi~n es 9, 

Problsmn ~· ¿Cu~l es l~ distancia de Potrero a t.:u--

ger.ia?. 

Respuesta: 3abe~os que la distancia de Potre:-o a P.! 
dalgo es 4 y de Hid~lgo a Euge~ia es 7, entonces la distancia 

total es: 4 + 7 = 11; pue2to ~ue p2ra ir de Potnro a Eugenia 

pasa:nos µor ::idalgo. 

Problema 1· ¿Cuál es la dist3ncia de Zapata a Copil 

co?. 

Res~uesta: Sabe:nos que la distancia de Hidalgo a Z! 

pata ee 9 y de Hidalgo a Copilco es 13, entonces la distancia 

total es: 13 - 9 = 4; puesto que al abordar en Zapata para -­

llegar a Copilco nos esta-nos "aterrando" las nueve esteciones 

que hay de Hiá~lgo a Zapata. 

Problema ~· ¿Cuál es la distancia entre les estaci~ 

nes de Potrero y Guerrero?. 

Resnuesta: i!ueva.:;:er.te tome:nos en consideración las 

distr'.::ciae de HidalE;O a '?otrero y de Hidalgo a Guerrero, en 

el ;rimer caso la distancia es 4 y en el segJ...~do es 1, reste­

mos 4 - l = 3, y tenemos l~ respuesta, 

Cierta~ente, resulta su.~emente difícil, bajo condiciones 

normales, el bajarse del Metro entre las estaciones de Hida.;igo 
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1 JuArn, o entre Copilco y Universidad, pue~to que r.o tene-­

•os la estaci6n "Hidalgo un ~edio", o "Copilco tres cuartoe", 

adn cua..~do e~isten calles intennedias de eetaci6n a estación. 

Equiparando esta línea 3 del Metro con la recta real podemos 

considerar un pur.to en continuo movimier.to sobre la miflma y -

establecer en los nú~eroe reales "estaciones" que nos permi-­

ta.n hablnr de coonien:>drs y di3bnci<is en for::ia un tanto par! 

cida a co~o lo hemos venido desarrollando, Es obvio que en la 

recta real si :.1odecos habl11r :le p;o;r:idris "intennediaB" entre -

las correspondientes a las de los números enteros, tales co~o 

"estación un entero un ~edio", "est~ci6n -ff"", "est11ci6n fin, 
etc •• De tal forma, que la pal.Abra estación puede ser susti-­

tuída por la pal.abra punto. 

Bll la siguiente recta hemos localizado las estaciones o 

puntos: A, B, e, D y 6', 

e l> "' & A ., • e • , • • t 1 • -'I -J -2 ~1 o 2. 3 5 

Nuestro punto de partida o referencia será el correa pon-

diente al cero, lo lla1aremoe origen y l' denotaremos con la 

letra e·1 nuevamente, al avanzar hacia la izquierda lo hacemos 

en sentido negativo y haci& la derecha en sentido positivo. -

Para llegér del orieen al punto A, hemos de "ca;ninar" tres u­

nidades en sentido positivo: 

~--. ,•·· .- •• A 

-;¡ •) -2 -1 o 2 .J 'I 

y, por lo mis~o, la coordenada del punto A es positivo tres, 

lo cual denotamos cono: xA = 3, 
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Para encontrar al punto B "caminamos" t:res medias unida­

des, es decir, ur.a y media unided, en sentido positivo, a Pª! 

tir del origen: 

~ , ... -- .... , ... - ...... .,.-- ~ .... ~ 
-4 - J -l - 1 o ' '2 ~ "i 5 

por lo que, su coordenPca es :;ositivo tres medios: x~ = 3./2. 

Para el punto C, "ca:nir.arnoe" o "r.oe ::lOVQ'.l\os", en sentido 

negativo, a partir del cero, dos unidades y cuarto, por lo 

que BU coordenada será: Xc •-(2+1/4~ o bien, x, • -9/4. 

( ~ ••• --- ..... ····-~ 1 1 1 

~4 - J - l - 1 o 'l :a ~ .s 
Por lll.timo, para localizar al punto D, nos move~os una -

unidad en sentido negativo, a partir del orieen, lo que ocaei~ 

na ~ue: x0 = -l • 

..;¡ -.J -a -1 o J ~ J "i ., 

Ahora bien, la distancia del orieen al punto A es tres, 

y seri la misma que la distancia del punto A al orieen, e~to 

lo denotamos comoi d(O, A) = 1 3 1, que se 1&~ 1 la distancia -

del origen al punto A es igunl al valor absoluto del nú~ero -

tres. 

... , d(b· AJ 

' 1 e • • 1 ' _., ·• -2 • I o t ,. 
'4'it. 
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Para loe puntos B, C y D sus respectivas distancias al -

origen son: 

d(O, B) • 1 3/21 • 3/2 1 

d(O, C) s l-'2+1/4ll • 2+1/4 y 

d(O, D) = I -1 I = l. 

Donde, entendemos como valor abaoluto de un nt1mero real ! a: 

-k ei k es negativo, 

k ei k es positivo y 

O si k es cero. 

Para obtener la distancia entre dos puntos distintos del 

origen, por ejemplo, los puntos C y A, tenemos que: 

d(C, A) = d(C, O) + d(O, A) =(2+1/4)+ 3 • 5+1/4, 

puesto que el origen se encuentra entre eetoe dos puntos. Ve­

rifiquemos gráficamente: 

d(e¡c) ! c:l(&,A\ 
1 ~ 1 1 ¡::: 1 • • 5 -'f -3 -l. _, o 2. 

Este ~ismo resultado lo obtenemos empleando 

la siguiente manera: 

coordenadas, de -

d(C, A) = l-(2+l/4l- 31 =l-(5+1/4)1 = 5+1/4, 

que no es otra cosa que el valor absoluto de la diferencia de 

les coordenadas de a:nbos puntos, en símboloe: 

d(C, A)= l:rc - x.-t• 
Y co~o, para efectos de distancia, es lo ~iS'.llo ir de C a A, -

que de A a C, observamos que: 

d(C, A) = d(A, C), o lo que es lo :nis:no, 

1 x c. - xAI = 1 xA - Xc 1 , verifiquemos: 

d(A, C) = 13 - (·(i+l/4)) 1=1 5+l/4 1 = 5+1/4. 
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Proble~a 2· ¿Cu[l es la .di~t&ncia entre los puntos 

A y B?. 

Respue;:.t!t: &ete ca.eo es eb.ila.r al del proble!lla 7 -

de esta eecci6n, a~boa puntos están a la dertcha del orieen, 

por lo mismo calculamos la d(A, B) efectuando le. difertncia: 

d(O, A) - d{O, B), y obtene~os que 1 d(A, B) = 3/2. Pero te.m­

tián llega~oe a este resultado e~pleando coordenadas: 

d(A, B) ::::1 XA - x81=1 3 - 3/2 1 =I }/21 = 3/2¡ 
y yerificamoe que d(A, B) = d(B, A) calculando, 

d(B, A) =I x~ - xAl=I 3/2 - 3 I ::::1-3/21 = 3/2, 
gdficamente, 

1 j 
•I o 1 :l ~ 

Problema .!2• ¿CulÍl es la distancia entre loe puntoe 

e Y m. 
Reepue~te: Tenemos que d(O, C) • 2~1/4 y d(O, D) = l 

entoncee, d(C, D) "'d(O, C) - d(O, D) =(2•1/4)- l = 9/4 - 4/4 

• 5/4, en coorden~dae: 

d(C, D) =I Xc. - Xpl ::d-f2H/4)- (-1) 1 • 1 -5/4 1 = 5/4, 
o lo que es l~ miemo, 

d(D, C) •I X¡¡ - xcl = 1 -1 - (·(2+1/4) 1 = I 5/4 1 = 5/4, 
gráficamente, 

-j l • 
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Por último, si ace9ta.'l!o~ que la coord,;.!".,t6.a del origen es 

cero, obter.dre~os: 

d (o-, A) = 1 X ff' - X A f = 1 o - 3 1 = ' - 3 1 = 3' o bien' 

d(A, ei = lxA - Y.erl = 13 - or = 131= 3, que coin­

cide con el res~l,ajo obte:.ido anter:or.r,ente. 

Resu: .. ie:-.do, 1:::: cor.cc:;tos de coordenada y dist:mcia al -

origer. está..~ intima:i:er.te ligados, di~ere~cilr.dose únicru:er.te 

er, que para dar 1::: coorden:.:i?. es preciso cor.üderar el se!'lti­

do er. que r.os est&"'.09 desr.lazF.:-.do, y pf,ra la distancia no. 

EJ:,RCI CI O. 

De acuerdo con la si~Jier.te recta real obtener las coordenadas 

y di~tar.cies que se solicitan. 

,. f tr e b E • 1 • -~ t • • i • J '1t 4 ! • -'f •J -1 o 1 

a) X3 = 
b) x, = 
e) X¡: = 
d) XA ::;: 

e) d(A, B) = 
!') d(E, C) = 

g) d(D, E) 

h) d(O, A) 

so1~ cror;. 
a) x, = -3/2 
b) X( = 1 



~ 
e) X(=~ 12 

d) X~ = -3 
e) d(A, E) = 1-{l+l/2» = 1-+1/2 

f) d( B, C) = l -(2il/2)1 = 2+1/2 

g) d(D, E) =t(2-+l/2\-ffil 

h) d(O, A) = 1 31= 3, 

66-
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B. EN BL PLANO CARTESIANO. 

Eeaa lorgaa cadenas de razonamientoe, tan een­
cillos y fáciles, de que se sirven loe geómetras P! 
ra eul!l dHJostracionel!l m~.e dif'!ciles 1 me hicieron -­
pensar que tode.s 12.a C:)Sae susceptibles de ser con.Q. 
cidae se relacionaban co:no aquelloe razonamientoe 1 

y que con tal no ee reciba co~o verdadero lo que no 
lo sea y ee guarde el orden neceAario nAra lee de-­
duccionee 1 no hay coea t&n lejana que a ella no pu! 
da llegarse ni tan oculta que no pueda ser deacu--­
bierta. (2) 

,!!!!! colonia ~ ~ m1mero infinito de ~· 

Tal vez, localizar eetacionee en el Metro resulte más -­

eencillo que localizar callee dentro de alguna colonia o ba-­

rrio. f'>11e:nos co:no ejemplo, un fragmento de la colonia n Sol, 

ubicada en Ciudad Netzahualcoyolt, Est..,do de Mt1xico' 

JlJLJLJLJ 
A,Vell •l>A / 

JDDDD 
AVtl/1/JA 2 

JDI IDO 
JÜfÍ?DU 

AvE.VIM í 
{2} DESCARTES, Ren6. Diecurso ~ m~todo. Pág. 16. 
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Suponga.'llos que en esta colonia viven Hugo, Paco y Luie, 7 que 

sus casas ee localizan "caeual~ente" en lae eaquinee seffala~ 

dae en el siguiente croquis: 

JLJLJLJLJ 
AVEAllJ/I 1 

JQDDD 
A VEJ./1()11 l 

JI lll~LJ 
AVElllM 3 

JUiQíJU 
A VE/J¡'()I¡ ' 

Hugo y Paco deciden visitar a Luis, pero r.o conocen la -

dincci6n exacta de éste, úr.icamente saben que Luis vive e!'l -

la Calle 6 1 a tres calles de la casa de Hugo y a dos de la de 

Paco. 

Proble~o 11. Desp~ás de ca:ninar tres calles, Hugo se 

encuer.tra en el cn.<ce de Calle 6 y Aver.ida 1, obviamente no -

est1 er. el sit:c correcto, ¿en qué se equivoc6?. 

Resnuesta: Hugo vive en el cruce de Calle 4 y Aveni 

da 2, ha ca~inado correctamente dos calles de Oeste a Este s~ 

bre la Avenida 2, hasta encontrar la Calle 6, pero al llegar 

a éste. se dirige hacia el r;orte y no hacia el Sur que era lo 

correcto. 

Proble~a 12. Después de caaiir.ar dos calles Paco sí 

er.contr6 la casa de Luis. ¿?uedes decir qué ca~ino ha to~ado?. 

Resnueota: En realidad Paco tiene do~ opciones, 

a) CB.!l!ir.ar de Oeste a Este hasta la Calle 6 y 
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después :le Sur a ~lorte, hasta 13. Ave:'l:. 'l.a. 3. 

b) C8.!!lir.e.r de Sur a :;or:e !1ast'l la Aver.:.da 3 y 

después de Oeste a 3ete hesta la Calle ó. 

Sin er.:bargo, puesto que Paco sabe :i.ue Luis vi ve er. 

la Calle 6, es =~s lógico per.sar ~ue to~a el pri~er cc.::iino: -

buscar pri:ni!ro la Calle ó y después e:;,gir er.:!"e "subir" o -­

"i:ajar", e~ decir, entre ?"arte o 3ur. 

Observarás que para localiz~r la casa :ie luis e2 ~reciso 

ca.J1:.:mr ¡:,r:.'llero de Oeste a Este y después en dirección :iorte 

para Paco y Sur para Hugo, en otras ptl :.br'l.s ies::ués de cs:ni­

nar de izquierda a derecha "cambian" de :l.i:recci6n pa:ra bajar 

o subir, segiin el caso; si tuaciór. que ~.o se preser:ta cua.."l:io -

localiza.n::os estaciones en el ~etro, ya que tRst~ con conside­

rar :l.irecci6r. iz~uiertla->de:rec~a o v:cever~a. Bntonce~, p~ra 

encont1~r la casa del tan menciona:l.o ~uie es r.acesario cono-­

cer el nombre :e dos callee: una que nos sitúe horizontal~en­

te y otra vertical.JCente. 

Angoete:nos aveni'ias y aceras :le tal fornH'' -:ue pod.&:nos i­

dentificar nue3tro croquis original con el sig;iente plano: 

-·m INl'illlllt 

l//llUOl3 
,, 

ltf/íl.411., + .... .,. 
" ... 

~ ~ ~ ~ ... 
~ 3 " .... 
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Ob~erve~os que Avenidas y Calles quedan representedae 

por l!neea rectas perpendiculc.res entre sí, que cada manzana 

tiene for:na de un cae.arado y q·;e les casas de Hugo, Paco y -

Luis quedan localizadas en el cruce de dos líneas. 

Convengamos en considerar co~o pu..~to de referencia u or:! 

gen al cr..lce de Cal le 5 y Avenida 3, el cual hemos designado 

con la letra f!' en el dibujo: 

" + s 

Ade~és acepte~os que ca~in~r a la derecha o hacia arriba co-­

rresponde a hacerlo en sentido positivo, y obvia~ente, ca~i-­

nar hacia la iz~uierda o h?.cia abajo co-::o sentido negativo. -

Er.tonces, pode~os ubicar los domicilios de Hugo, Paco y Luis 

sin necesidad de :i:e:-.cionar el r.ombre de las calles donde vi-­

ven, observa: 

l. Para llegar a casa de ~ugo,saliendo del origen, 

es necesario ca~inar una calle a la izquierda y otra hocia a­

rriba, lo cual pode~os escribir cor.o: (-1, 1). 

2. Para ir e. le. casa de Paco, a partir del origen, 

no es necesario caminar calle algu."'!e. hecia la derecha o iz --· 

quierda, basta con bajar una calle, e~to lo denota~os como: 

(o, -1). 
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3, Por Últi~o, parn llegar a casa de Luis, partien­

do nuevamente desde el origen, l1nicamente !e ca~ir.a una calle 

hP.cia lR derecha del nismo, escribimos entonces: (1 1 O), 

A esta parejas de r.ú:neroe, que he~os encerrado entre los 

par~nteeie, las lla~anos coordenadqe de lae casas de Hugo 1 P! 

co ¡ Luis, respectivamente. Es de su~a importancia el orden -

en que est!Ú\ dadoe estos doe n~meros, el rri.mero se refiere a 

la cantidad de callee que hemos de c~nin9r de izquierda a de­

recha, o viceversa, a partir del origen¡ y, el segundo número 

ae refiere a las callee que hemos de caminar hacia arriba (nor 

te) o hacie abajo (sur); en otras palabras, lne coordenadas -

(-1, l) y (1, -1) son distintas, las pri~erns nos indican el 

domicilio de Rugo, las segundas, el cruce de Calle 4 y Aveni­

da 6. 

Problema !..l• ¿Cuál es el cruce que corresponde a C! 

da un& de lae coordenadac: (-2, 1) 1 (1, 1), (O, 2) y(-1, -1)?. 

ieepucsta: (-2, 1) en.ice de Calle 3 y Avenida 21 

(1, 1) cruce de Calle 6 y Avenida 2, (O, 2) cruce de Calle 5 

1 Avenida l y (-1 1 -1) c:nice de Calle 4 y Avenida 6. 

Proble~a .!.!· ¿Qu& coordenadae correeponden a cada ~ 

no de los siguientes crucee o esquinas: Calle 5 y Avenida 1 1 

Calle 3 y Avenida 6 y Calle 5 y Avenida 4?. 

Respuesta: (O, 2), (-2 1 -1) y (O, O), en ese orden. 

Por eupuesto, que una calle tiene solamente un nl1mero f! 
nito de casas, y cada colonia tiene a su vez un nW!lero finito 

de calles y avenidas, y no muy bien trazadas por cierto¡ pero, 

si por un momento, i~aginamoe una colonia con un nú.~ero infi­

nito de callee, las cuales a eu vez contienen un ná~er~ infi­

nito de casas, nuestro plano se extender!n de tal ~enera que 

para cada pareja ordenada de n~neros realeP. que de~oe encon--
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traremos ur:Jl "casa", que bier. ~ode~os llamar punto; y para c~ 

da pu.~to q'.le esté en el plar.o po~emos dar una ~areja orienada 

de nibieros reales; tal ~lano fue concebi~o por pri~era vez 

por Rer.é ::iescartes, de ahí que lt de':'.03 el no::bro de plar,o 

Cartesiano. 

As!, el pL!:-.o Carteeiar10 T.leda C')nfo!':::FLdo por una infir . .!, 

dad de pu.~tos, caJa uno, er. el cruce Je dos líneas pe?'.)endic~ 

lares, :i•.ieva'!lente se h·: ce r:ecesar::.o to::r~r u::o de estos Funtos 

CO'llO refere;.cin U ori€en, de;.ot~~~sle con 6, y al p~r d~ rec­

tas perpendicul:;.res q'.le ~3e cort'ir. e:-. él llE'-'lHboslas e~es COO_r 

denados, 

A':lbos ej<:s coordenados son prolongables indefir.ida:nente 

en los dos sentidos: positivo (hacia arriba y hacia la derecha) 

y negativo {!:aci<J. abajo y haci? la izq:..:.ierda), Sobre estos 

ejes he~oe de localizar, co~o lo f.ici~os en la sección ante-­

rior, ~loe números reales, he aquí algunos de éstes: 
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5 

1 

3 

l 

.... « ... _, ... ~ ·.Z. -1 :t ' ., _, 
-f 

-:! 

..., 
~ 

"1 

-5 

En particulér al eje horiz.ontal lo lla'!laoos eje de l<>.s -

abscisas, o eje de las "x"; al eje ver·tical 1 el eje de la~ or 

denadae, o eje de las "Y"• Eetoe dos ejes delinite.n en el pl!_ 

no cuatro zon~s lla~adas cuadrY.ntee, que se nUJ11eran de la ei­

piente fon.:;a: 

JI I 
(-,+) ... (+, -+) ;¡ 

X 

IT .~ 

e-,-) (~¡-) 
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LocaliceT.os la "casa", perdón, el pur.to A de coorder.adas 

(3, l). Esta pareja ordenada de nW!leros r~ales indica que, a 

partir del origen, he~o~ de caminar sobre el eje de las absci 

eas tres unidades hacía la derecha, y una más hncia arriba. 

1 

~ 

_, 
•J 

• .¡ 

• 1 

En este caso particule.r al número tres lo llamamos absci 

se. del punto A, y al nú.-r.ero uno, ordenada del n:.ísmo. A'llbos i,!! 

dican la dístar.cir:. y el ser.tido en que se debe "caminar" para 

localizar al punto A, a partir de los ejes coordenados. Obseva 

que el punto P. es !JOr co:nrleto distinto del pur.to, ~ue llama­

remos B, de coordenadas (l, 3), puesto que para localizar a -

~ste debemos ca:ninar una unidad a la derecha del origen y 

tres n:ás hacia arriba. 
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Localice~os la "casa", perdón, el pur.to A de coordenadas 

(3, l). Esta pareja ordenada de r.W!leros reales indica que, a 

pertir del origen, he~o~ de cwninar sobre el eje de las absc! 

eas tres unidades hacia la derecha, y una más hacia arriba. 

1 1 --iAO,ll 
& , ••• , '. 

1 .) 

- t 

·1 

• J 

-\ 

En este caso particular al nW!lero tres lo llamamos absci 

se del punto A, y al n~T.ero uno, ordenada del ~ismo. Ambos in 

dican la distar.cia. y el eer.t,ido en que se debe "caminar" para 

localizar al !JU.-:to A, e. purtir de los ejes coordenados. Obseva 

que el punto A es ~or co~~leto distinto del punto, que llama­

remos E, de coorden~das (1, 3), puesto que para localizar a -

~ste debemos cu:ninar una unidad a la derecha del origen y 

tres rr:ás hacia arriba. 



-~ -~ •) ·2 _, 

1 
1 

1 -:fJ.'1.•,» 

2 .'~ 
';J 
I 

O' ,.. 

o ' 1 1 .¡ 
-1 1 

• 1 

•J 
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.5 

Beeulta entonces de suma importancia el orden en que est' 

dada la pareja de nÚ'!ler·oa reales que deter.:iin•, ln!! coordenadas 

del punto. En general, decimos que el punto P(xp, Yp) (3), •• 
distinto d•l punto Q(:rq, y•)' aún cuando ástos aola'!lente ten-­

san interca;nbiado el orden de sus coordenadas, e~ decir, 

P(Xf> 1 Yp) 1 Q(x., y_), aún cuado suceda que, 

Xp = y~ y Yp 3 xQ• 

Y aceptamos que el punto P(x,, Yr) coincide con el punto 

R(Xc, y~), sie~pre que tengan i[U~l absciea e igual ordenada, 

ei:nb6licamente: 

P(x,, y,) = R{xR, y~), sie~pre que, 

Xp = XR Y Yp =Y~· 

(;) P(Xp, Yp) se~al~ al ?unto de ab~cisa xp y ordenada Yp 
y debe leerse: ~el pui:to cuyas coorden~das son los nú11eros rea 
les equi!!! p coma ye p". O ei:nple11ente, "el punto P de coordeni 
das equis p, ye p". 
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En nuestro ejemplo, para que A(), l) • B(l, 3) ee necesa­

rio que 3 s 1, lo cual es ab8Urdo, por lo mismo, decimos que -

A(3 1 1) ~ B(l, 3). El punto C(), -1) tampoco coincide con el -

punto A(), 1) 1 pue=to que eue ordenadas son distintae, l ~ -1. 

Pero el pWlto D(6/2, l) ei coir.cide con el punto A(3, l) puee­

to que 6/2 = 3 y l = 1, es decir, amboe puntoe tienen igual 

abscisa e i¿ual ordenada. Repreeent6moeloe en el plano Carte--

si ano. 

5 

~ 

J 
• e< 1,!) 

:l 

·4l~,., 

-5 ... -J ·1 ., o 1. 3 "' 
s 

-~ 
-co,-•> 

-a 

-J 

Problema ~· Localizar en el plano Cartesiano los -

puntoe1 A(2, 1), B(5, -2.3), C(-1/2, 5), D(5, 23/10), E(O, -3), 

P(O, 1) 1 G(-it, O), H(-2, 1) 1 J(l, 2) y K(4/2, 1). 

Reeouesta: Obeervanos que loe puntoe E(O, -3) y 

P(O, l) esti!n sobre el eje de lae abecisas; el punto G(-1t', O) 

eet~ sobre el eje de las ordenadas; y ee cu:nple que: - - -

A(2, l) = K(4/2, 1) y B(5, -2.3) = D(5 1 23/lO). He ~qu! la gz-! 

fice correspondiente: 
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J 

l 

~ ..., ··1 ·J - -1 o 1 'l. .. ~ 
.11(-1,1)_, 

-2 •s,-1..1> 
·3 UO.·') fY..~,'Vt:1) 

..... 

Problema 1.2.· Detenninar las coordenAdne de loe pun­

toe 1, L, ~ y N, eeñaladoe en la ~iguiente figuri;.. ¿Qu6 tan -

"cercanos" eetán htoe del origen? 

5 

" 
J .1:: 

2 l. 

" ti' 

-e; .... -l •l. •I o 1 2. 3 ;¡ 5 
-1 

•J 

-J . "' 
..... 

~ 
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Reeoueeta1 Las coorde~adas de los ?untos son: - - -

1(3, 3) 1 L(O, 2), 1(-5, O) y ~(3, -3). Ahora bien, por geo~e­

tr!a elemental eabemoe que, la distancia más corta entre doe 

puntos •• una línea recta; por lo miemo, unamos cada uno ~e -

eetoe cuatro puntee con el origen por medio de eendoe eeg:nen­

toe1 

5 

~ 

3 

¡ l(o.;) 

1 ,.,., .. ) 
~ 

·5 .., •J •l ·I ., 
•2 

-J 

~ 

-i 

A simple vista, obeervamoe que loe segmentos OL y Oi eon, re~ 

pectivamente, lo• de menor y mayor longitud entoncee, decimoe 

que el punto L(O, 2) es el más "cercano" al origen; y el ~ur.to 

•(-5 1 O} el máe "lejano" al miemo origen. Aún cuando pudiera 

reeultar no tan evidente, los puntos K(3, 3) y N(3, -3) ee en 

cuentra.~ a la ~isma dieta~cia del tan ~encionndo origen, es -

decir, O! • OK. Sin embargo, ee posible c:ücular la di~tancia 

entre un ptir de puntee en el pl&.no Cartesiano E:n base a eue -

coordenadas; observemos el deeerrollo del siguiente problema. 



79-

Problema 11• Uno de loe ala:nbres, que eotienen la -

antena del televisor de Céear, ha eido destruido y ee imposi­

ble medir directamente eu longitud1 

Sabiendo que el po3te mide cuatro metroe, C~ear efectáa una -

medici6n y dibuja el siguiente croquie: 

A 

Entonces, decide comprar un poco de cinco metroe de alam-

bre, para unir los puntos A y B. ¿:S. correcta la decisi6n que 

ha to~ado C~ear?. 

Respuesta: Bvidentemente, el croquis muestra un tr!, 

ángulo rectángulo, al aplicar el Teorema de Pit~gorae obtene-

moe que, 
- J-1 -2 AB = AC + OB , o lo ~ue es lo mismo, 

~ = J1ó + 9 , ee decir, 

m = s, 
entonces, C1har ha actuado correctamente, pueeto que la dieta!! 

cia entre los puntos A y B es de cinco metroe 1 61 neceeita -

un poco m~s para fijar el alambre. 



e O-

XJ.·nemos este problema &l ~lano Carteeio.no (4), para u­

to necesite.me!! elegir tres puntee: A(x"', YA), B(x9 , Y_g) 1 

C(Xc 1 Je.); de tal manera que, 

1), Sean loe vértices de un triángulo rectángulo 1 

2), La d(C, B} = 3 y la d(C, A) = 4• 

Tomemo!! xA .. o, y,. "' 4, x6 "' 3, y0 = o, xc. = O y Ye "'O, es -

decir, A(O, 4), B(3 1 O) y C(O, O)¡ pare ~ayer claridad, loca­

lic6moslos en el plano: 

·• ·1 • ) · 1 _, 
_, 
·J 

Bs obvio que los pW'ltoe A, B y C así elegidos, son los verti­

cee de un triángulo rect6.ngulo 1 pues en C se cortan perpendi­

culPr.nente los ejes coordenados (el ryunto C no es otro que el 

~ie~o º"igen). Verifique~oa que la d(C, B) = 3 y que la 

d(C, A) = 4; dado que loe puntos C(O, O) y B(3, O) estón eo-­

bre el eje de lns abscisas, obtenemos la d(C, B) aplicando la 

f6rmula de la distancia eobre la recta real: 

(4) Al plar;o Cartesiar.o, se le dan entre otroA nombres, 
loe de: Si:1tema Coordenedo Recté.ngul'1r 1 Plano rt ., Aio:iplemen­
te, plano. 6n !\delante nos referiremos a ál con el noi::bre de 
plano, 



d(C, B) si x< - x 81, de donde, 

d(C,B)=I0-31 

d(C, B} = 3; 
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de igual for.na co~o C(O, O) y A(O, 4) están sobre el eje de -

lae ordenadas tnemos que, 

d(C, A} z\ Ye - YA j, o bien, 

d(C, A) =\ o - 41 

d(C, A) "' 4. 
Nos resta 6nicamente co~probar que la d{ A, B) "' 5, al igual -

que C~Aar, debernoe aplicar el Teoremn de Pitágorae: 

d(A, B) • J d(C, B)l + d(C, A)1
, que ee lo mis:no a, 

d(A, B) = Jt X~ 2 l. 
-:xs\+IY,4-Y1I (5) 

d(A, B) ,. J ) 1 + 41 

d(A, B) = Jg + 16 

d(A, B) = 5. 

Los valoree que hecos elegido pare lae coordenadae de -­

los puntee A, B y C ne eon los únicoe que cumplen con las co_!! 

dicionee de eete problema, h• aquí otroe tres puntos de coor­

denadas distintas que lo verifican: A(-2, 5}, B(l, 1) y 

C(-2, 1). Localic&moslos en el plano y comprobemos que la -

d(A, B) "' 5. 

(5) Notemoe que el valor absoluto eale sobrando ei eleva 
moe al cu&drado los valoree, por lo mismo, en ejercicioe po1: 
teriores eupri~iremoe las barras de valor absoluto, y en su 
luear escribiremos par~ntesi~. 
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Observamos que los puntoe 0(-2, l) y A(-2, 5) tienen l~ misma 

absci11a y se encuentran en unn recta parnleln al eje de lae -

"x• (verif!celo usar.do tus escuadrae)¡ entonces, al aplicar -

la !6nnula para la dietlillcia en la rectn real, tooamos en co~ 

eideraci~n ~nicamente, lqe ordenadas de estos puntos, ee de-­

cir, 

d (e, A) " 1 Ye - 1A1 = r 1 - 5 1 = 1 -4 \ = 4. 

T co~o loe puntos C{-2, 1) y B(l, 1) eat1n sobre una recta ~! 

ralela al eje de lle "y", a~licAmos nuestro~ cálculoe a loe -

valores de l~e abeciees: 

d{C, B) = 1 xc. - x 81= 1-2 - 11 ""l -3 \ = 3. 

&e claro que el ángulo con v~rtice en C(-2, l) ea recto, por 

lo que, 

d{A, B) • Jd(C, B)
2 

+ d(C, A)2 

d(A, B) • JcxA - Xe)
2 

+ (y,, - :1,)
2 

d(A, B) = 5. 
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Problema .!.!!.· ¿C1Jál ea l~ distancia entre loe puntoe 

r(o, -1) y a('l7, -4)?. 
Respuesta: Primeramente loe localizamos en el plano, 

1 

3 

~J ... •J ·l _. o 
-1 

ll .. .J ) 

Decpu6e completa~oe un triángulo rectángulo trazando una rec­

ta paralela al eje de las ordenada• que pase por el punto 

G(fl, -4) y otra paralela al eje de las abscisas que 9ase por 

el punto P(O, -1}, Al punto donde se cortnn estas rectas lo -

llS!:l!llllOS C. 

5 .. .) 2 

s 
'I 

J 

2 
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Obeervarn.JS que el punto C tiene igual abeciaa :¡ue el punto 

G((7, -4) e iguel orden9da :ue P(O, -1), ea decir, C(i/7, -1). 
Calculamos las dietancias requeridas: 

d(C, P) = 1 xc: - x,I = 1 (7 - O 1 :a (7, 

d(C, G) = 1 Yt. - Y&I = 1-l - (-4) f = 3, 

y por lo ~ieTo, 18 distanci~ 1ue buscamos ee: 

d(l', G) = V(ff)1. + 31 = 4. 

Problena ~· Encontrsr la distancia entre los pun-­

toe A(l/2, 3) y B(-7/2, -2). 

Rtepueste: Localizamos o~bo~ ~untos en el plano y, 

como en el problema 9nterior, trtlza:nos las rectas paralelas a 

loa ejes 1ue p9sen ~or ~sto~, ?~ra encontrar un tercer punto 

C1 de manera ".Ue A(l/2 1 }) 1 ?.(-7/? 1 -2) y C(l/2 1 -2) Mn los 

v~rtice11 de un tri~.ngulo rect.Jneulo • 

• J 
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~fectivaT.ente 1 C(l/2, -2) tiene la niemA abscisa que el punto 

A(l/2, 3) y la uismn ;rtler.;,Ja T:e B(-7/2 1 -2), ee decir, 

x, " x,. y 

1/2 = 1/2 y 

Kntonces, :iod e110~ hacer 

d(C, B) = 1 Xc 

d( e, A) = 1 Ye 

las 

Ye = Y&1 puesto ~ue, 

-2 = -2. 

siruientee au,,tituciones: 

- X¡¡I= 1 XA - Xñl 

- Y>, I = 1 7s - Y,..I= 1 YA - Ysl 

y prescindir de lqs co~rdenad;;e :iel ~unto C(l/2 1 -2), para -­

trabaJRr i1nicamente con las coorderu.das de los ountos en cue! 

ti6n, A(l/2 1 3) y B(-?/2 1 -2) y obt!!ner: 

d ( "· 
B) = /1 XA 

2. 
- Xsl + IYA - Yeli 

d (A, B) =f (xA - x,)'1 + (y.A - Y• 'f 
d ( A1 B) = Jc-112- - i12r + (-2 - 3)1. 

d(A, B) = Af, 
Observa que el punto D(-7/2, 2) tambiEn se encuentra en el -­

cruce de dos rectas paralelR.e a lo!! ejes coordene.doe que pa­

san por loe puntoa A(l/2, 3) y B(-7/2, -2), solamente se in-­

vierte el orden: ~i antes, paeanos la paralel8 P.l eje de l~e 

abscisas nor el pur.to B, U}1oz-e la pas&mos por el riuntoB, y la 

paralela al eje de lae ordene.d&e, ~ri~ero r~s6 ~or A y ahora 

o\!SB por B, he ar¡u! lú fie-ura corr·espondiente: 
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s 

·I 

-~ 

Este punto D(-7/2, 3) sirve, al igual que C(l/2 1 -2), a nues­

tros prop6sitoe, puesto que, 

Xp = X 8 y y'D "' .,,. , 
euetituyendo tenemos, 

d(D, A) .. 1 Xo - XAI ::z \ X8 - XA l "" 1 X.11 - x8 1 
d(D 1 B) = Yo - Y11 I = 1 Y,_ - Ye 1 ,, obvii;mente, 

d(A, B) = J (x,11 - xa)!l. + (y_.. - Ye )2 

d( A, B) = fil. 
Entonces, en la práctica, no es necesnrio encontrar a loe Ptl!l 

to• C(l/2, -2) o D(-7/2, 3), puesto que nos baata con traba-­

jar con las coordenadas dt loe punt~s A(l/2, 3) y B(-7/2, -2). 

~ reeurnen, la dietancia entre los puntos A(x., y4 ) y -

B(xt, y8) es: 

d(A, B) • J (x11 - x1 )~ + (y,. - y1 )t. 
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EJERCICIO. 

En cada uno d~ los siguientes incisos, dibujar la fifUra co-­

reepondiente. 

a) Determin8r la distancia entre loa puntos A(5, 2) y B(0 1 -l), 
b) Obtener el ~er!metro del triángulo cuyos v'rtices son loe 

puntos: A(3, 2), B(5, 1) y C(-2, 3). 
e) lostrar que el triángulo cuyos v~rticee son: A(l, -1), 

B(-2 1 ó) y C(-5 1 -1), ea un tri~ngulo ie6sceles. 

d) El cuadrilátero cuyos v&rtices eon: A(O, 0) 1 B(O, 3), 
C(3, O) y D(3, 4), ¿es un cuadrado?. 

e) Obtener el '1-ea del trapecio cuyos v'rticea eons A(-1, 2) 1 

B(-1, 5) 1 0(2, 5) y D(3, 2), 

SOLUCIO?I. 

a) d(A, B) = J(x,. - x8)'1 + (y-' - Ye'f 

d( A, B) = ./34. 

-~ . ., ._, •J ., 

- 1 

·l 

·J 

·5 



b) d(A, B) = ~xA - x 8)
1 

+ (y" - Ye),_ = 15. 
d(B, C) • J(xa - x,f + (ya 

i 
- Ye) 

d(C, A) :a I<~ - x,.f + (y, - y,_) 
:t 

el per!retro P • 15 + & + 126. 

.¡ 

<E-l,1) J 

-~ ... •J ·1 -1 
.1 

·} 

_, 

e 1 

• 153 :¡ 

• .¡:¡¡, t por 

eo,1> 
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lo mismo, 

e) Efectivamente, el A ABC ee un triángulo ieÓacelee 1 puesto 

que, d(C, B) = ~ y d{E, A) = ./58. 

1 -i } .. ,.. 

Al!,-1) 

•J. 

·J 
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d) il cuadril~tero no ea un cuadrado, puesto que ai1n cu~do 

sucede que, d(B, A) = d(A, C) = 3, se tiene que d(C, D) a 4 • 

.5 

-¡ 

_, 

.. .. 
e) d(B, C) • 3 (base menor), d(A, D) • 4 (base mayor) 1 - - -

d(B, A) • 3 (altura). Por lo que el ~rea A •3(3 + 4)/2 • 21/2 

de unidades cuadradae. 

-~ •• •J •J _, o .. J. 3 -l ~ _, 

·J 
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CA.?ITlJLO III. 

L05 CO?!Jl.:~!TOS. 

A. $E El\T&HDEJl'CS FOR CO!iJUtlTO. 

(1) 

.!!!!!! goma ~ estaría invitada. 

Intuitivamente, eomos capaces de distinguir entre uno y 

varios objetos, lo cual nos conduce a las ideas primitivas de 

unidad y conjunto. Ad, al referirnos a Uil conjunto de lápices 

estaremos ciertos de que ee trata de una colecci6n, agrupación, 

reunión, etc., de lápices, es decir, estamos ante varios lápi­

ces, pero solamente lápices, una go~a no estaría invitada a la 

reunión, DO estaría en el conjunto. 

(1) ARhGOn, .!ll!· cit., Pág. 141. 
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En mRtemática~ esta pri~era idea do conjunto, dada como -

una colección de objetos con unn caracterí~tica comd.n (en nue! 

tro ejemplo la caracter!stica es: ser lápiz), reeult6 un tanto 

estrecha conforme ee av&nzaba en el estudio de la propia natu­

raleza, de manera que fue neceeP-rio, aceptar como conjunto a -

toda colección de obJetoe, ~iempre que sea posible precisar, -

con toda seguridad, que objetos pertenecen o no al conjunto; -

de tal manera, que pode"ºª hablar de un conjunto formado por -

lápices, go~ae, marearitae y me~as. 
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Bl. cocjunto for:nado por los d!ns de la semana determina 

le lieta: lunes, martes, mi6rcoleB, jueves, viernes, oábedo y 

do:ningo. Prtsr.uentemente, e:np~ .• ~ótraoo letras mayúsculas para de­

signar conjuntos y, en lugar de escribir las palabras: ea el 

conjunto formado por, anotamos loe s!mboloa1 a{!; escribien­

do dentro de las llaves la lista de los objetos que fornen el 

conjunto en cuestión, preeciendiendo de los artículos y sepa­

rándolos por una co~a. As!, si to~runos la letra A para el co~ 

Junto formado por loa días de la semana, ~ate queda descrito 

como: 

A .. {lunes, martes, mi1frcoles, jueves, viernes, 

sábado, domingo \ • 

Co:no el lunes es un d!a de la sell18.Da, decimos que el lunes ee 

un el1111ento del conjunto A, y lo denotamos como: 

lunes E .l ; 

7 para especificar que el mes de marzo no es un elemento del 

conjunto A, empleamos los símbolos1 

marzo ~ .l. 

Otros ejemplos de conjuntos son: 

B • \ o, l, 2, 3, 4, 5, 6, 7' 8, 9 l 
e .. \ a, e, 1, o, u } 

D ,. l 5, 10, 15, 20, 25, ... \ 
le claro que el conjunto B está formado por los ni1meroa dígi­

tos, el conjunto e tiene por elemectoa a las vocales y el con 

junto D contiene a los anil.tiplos positivos de cinco. 
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Decimos que los conjuntos A, B y C son finitos, puesto -

que, el nroceso de contar sus elementos tennina; es claro que 

el conjunto A contiene siete elementos, el conjunto B tiene -

diez y el conjunto e, cinco elementos. Bato no sucede para el 

conjunto D, es imposible ter.ninur de contar sus elementos, ya 

que por muy grande que sea un múltiplo de cinco, siempre en-­

contra~os otro agregando cinco unidades, es decir, si x es un 

múltiplo de cinco, y= x + 5, tR~bién lo es. Por esto mismo, 

decimos que D es un conjunto infinito y los tres puntos que -

utilizamos al listar sus ele~entos, D l 5, 10, 15, 20, 25, ••• ~ 

deben leerse: "y así sucesi va'!lente'! Sin e::1bargo, éste es tan S.Q. 

lo un ejemplo, quizá de los más sencillos, de conjunto infin! 

to. En general, decimos que un conjunto infinito es aouel que 

ne tiene fin. Otros ejemplos de conjuntos infinitos los ten-­

dremos en la siguiente secci6n. 

Otro tipo de notaci6n que resultu un tanto más c6moda P.!! 

ra describir estos conjuntos es: 

A = l xi X es día de la semana 

B l xi x es número dígito¡ 

e = 1 XI X es vocs.l l 
D = 1 XI X es múltiplo de cinco mayor que cero 1 

donde el sí:nbolo 1 se leé :''teles que'! Específica'!lente, para el 

conjunto B leemos:"B es el conjunto fonnado por todas las 

equis tales que equis es un nú~ero dígito~ 

Problema 1• Determinar si los conjuntos P, G, H y J 

son finitos o infinitos, donde, 

F = { x¡ x es un n~~ero entero mayor que 3} 
G = / x 1 x es un mbero entero mayor que 5/4 y 

menor que 7/3 ! 



H = 1 x 1 x es un nú:ne:ro er.tero ::iayor aue 6 

y :nenor que 7 ~ 
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.T ::.. l x 1 x es entero :nayor que 5 y :ncnor que 10 ~ 

Respuesta: El conJunto P es infim to y los conju-­

tos G, H y J son finitos. Mer~cen esoecial atenci6n los con­

jur.toe G y H, puesto que G contiene un solo elemento: el nú­

~ero dos; y H no contiene elementos. Entonces, es nece~ario 

llegar a una nueva convención: aún cuP..ndo conjunto provoca -

la idea intuitiva de "varios", aceptu."'.los la existencia de 

conjuntos con un solo elmento y conjuntos sin ele:nentos, En 

el primer ca3o los lla~aT.os conjuntos unitarios, en el segt.I!! 

do, conjuntos vacíos. El conjunto G es u.~ conjunto unitario 

y H un conjunto ncío, eirnb6licD.!llente, 

G=\2\ y H = ~ • 
Observa."'.los ade~is aue todos los ele~entos del conjunto 

J pertenecen ta."T.bién al conjunto F, entonces decimos que el 

conjunto J es un subconjunto del conjunto P y lo simboliza-­

moa co~o: J C P. Otro ejemplo es, 

A=JA:,e\ y B={A,e,•,•,•} 
Obviamente, « € A y "* é B •€A y ee B, entonces AC B. 

Ahora, es nosible, que todos los elementos de un conjlJ!! 

to A pertenezcan a un conjunto By, que también, todos los -

ela~entos del conjunto B pertenezcan al conju.~to A, entonces 

deci:nos que los conjur.tos A y B son iguales. Esto es, si 

A C B y B C A entonces, A = B. Ejemplo, 

A=\•,A,1\ y 

do::de es ele.ro oue, A C B, B C A y 

B = l 1. ' A ' .6 \ ' 

A = B. 

CUando dos conjur.tos A y B tienen ele~entos en común, -

decimos q~e se intersectan; y con los eleLentos que est~n -
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en a':lbos conjuntos for:namos un tercero lla':!e.do: conjunto in­

tersección de A y B, :¡ le si.::;boliza;no$ cor:io A n B. E,je.::plo, 

y B:/•,/,All,.a\ 
y co110 •E A y •eB; /GA y /t. B entonces, A r'l B::: )•,, l 
N6tese que la intersección de A y B es un subconjunto tanto 

de A co:no de B, esto es, (A() B) CA y (A() B) C B. 

La unión de los cor.~u:1toe A y B, es un conjunto fer.nado 

por todos los elementos que perter.ecen a A o a B; y lo sim~ 

lizamoe como A U B. Ejenplo, 

A ::: { •, /11 , a , A , lit} y B ::: l • , / , )(, "\ 
A V B == 1 •, ll , a ,A , "' , I, ')( \ 

Obvin.':lente, AC(AUB) y BC(AUB) 

EJERCICIO. 

Dados los conjuntos: 

A = f 10, -l, O, l \ 

B = \ 1, 2, -1, -2, O \ 

e = 

D = 
p = 
G = 

H = 
J = 
K = 

\ x 1 x es múltiple de 10, 11ayor que 9 y :nenor que 15 } 

lº· -l, -2, -3, -4, ••• } 

¡ -1, o, l \ 

¡ 1;2, 1/3, 1/4, 1/5, ... l 
l x 1 x es entero mayor que 1/2 y menor que 3/4) 

l2· 4, ó, ••• i 
\ -2, -1, o, 1, 2 \ 

contestar las siguientes preguntas. 
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a) ¿Cuál e e de estos conjuntos son finitos?. 

b) ¿Cuáles de &stos conjuntoo son infinitos?. 

c) ¿Contiene el conjunto G v.n ,lcmento que sea '!ll'.lnor que to--

dos sus d&náa elementos?. 

d) ¿Hay en el conju.'lto D algún ele11ento que sea mayor que to-

dos los d•ás?, ¿uno que sea menor que todos?, 

e) ¿Qu6 sucede con los elementoe de los conjuntos P y K?. 

f) ¿Qu6 sucede con los ele!llentos de los conjuntos B y D?. 

g) ¿Y de los elementos de los conjuntos B y K que podnos de-

cir'?. 

h) ¿Los eleDentos de los conjuntos C y P tiene alguna relaci6n 

con loo del conjunto A?. 

1) ¿Los conjuntos A y G tienen algún elemento en comón?. 

SOLUCION. 

a) Conjuntos finitos: A, B, C, P, H y K. En particular C es -

un conjunto unitario y el conjunto H es vacío. 

b) Intinitos1 D, G y J. 
c) Conforme crece el denominador la fracci6n se hace cada vez 

máe pequeaa, se acerca a cero, sin embargo, O~ G. 

d) Kl cero es mayor que todos los nÚ!neros enteros negativos y 

O E D. Pero no hay niQ&Ún entero que sea ~enor que todos los 

h:n,11 ya que: O> -1) -2 > -3) -4) -5 >-6) •. ,, donde el 

11igno ) debe leer11e: mayor que. 

e) fodos los elementos del conju.'lto 1 son elementos del con-­

ju..'lto 1, pero no todos los elementos del conjunto K lo son de 

P, por ejemplo, -2 é K pero -2 ~ P; entonces, decirnos que 

P es un subconjunto del conjunto K, simb6licamente, P C K. 
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f) Algunos elementos uertenecen a ambos conjuntos: O € B y 

O E D, -1 ~ B y -1 E D, -2 E B y -2 € D. Con estoe tres -

elementos fornamos un nuevo conjunto lit "' { O, -1, -2 \ , al 

cual llama.:nos: conjunto intersecci6o de los conjuntos B y D. 
Si:nb6lica:nente, M :a B{'\ D, donde obviamente, !l. C B y !I C D. 

g) Todos loe elementoe del conjunto B ta.11bién pertenecen al -

conjunto K y, recíprocamente, todos los elementos del conjun­

to K también lo son de B, es decir, se cumple que BCK y 

KCB. Entonces, los conjuntos B y K son iguales. Simb6licame,g 

te, B "' K. 

h) Todos los elementos de loe conjuntos C y ~ pertenecen tam­

bién al conjunto A, ea decir, todos loe elementos del conjunto 

A están en el conjunto C o en el conjunto 1, ~or lo que A re­

cibe el nombre de: conjunto uni6n de los conjuntos C y 7. Si! 

b6licamente, A = C V P, donde C C A y P CA. (2) 

i) Los conjuntos A y G no tienen elementos en común, ee decir, 

A n G "'~. por lo que reciben el nombre de conjuntos ajenos. 

(2) En 1880 el inglés John Venn desarrolla la idea de re 
presentar gráficamente a los conjuntos por medio de círculos; 
estas representaciones han llegado hasta nuestros días con el 
nonbre de diagramas de Venn. Situaciones como las de las pre­
guntas e, f, g y h son representables de la siguiente ~anera: 

G) 
8 ~º-\ g:lc ' ., -3 . 

fCV.. '2 _-5~ -'- ) &o 
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B. ALGCliOS CC!iJr.;~;ros DE PU?i'rCS 

B.'i L.; RECTA :t::AL. 

Conjuntos, ~ de ~· 

sabemos que un número real o ea un número racional, o es 

un námero irracional, pero no a.:nbas cosas a la vez. (3) Enton­

ces, si aceptanos q~e todos los n~~eros reales forman un con-­

junto infinito, ~eta debe contener, al menos, a dos subconjun­

tos ajenos e infinitos: el conjunto de los números irraciona-­

les y el conjunto de los números racionnlee, 

• 

Dentro del conjunto de l:;s r.runEros racion1llee tenemos al 

conjunto, infinito tambi~n, de los número~ entEroe y dentro de 

este dl.ti~o al conjunto infinito de loe números naturales. 

(3) Revisa el C6pÍt~lo I. 
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Acostumbramos denotar al conjunto de loe números reeJ.ee 

con la letra m, al conjunto de loe riiciomilee con una Q, al -

de los enteros con z, a loe naturalee con lN y a los irracioll,! 

les con II, Por lo que, 

IN .. 1, 2, 3, 4,5,ó,7, 8, 9, 10, 11, ••• l 
z "' t ... , -5, -4, -3, -2, -1, o, 1, 2' 3' ••• , 

Q • 1 xlx • a/b, ae Z, bEZ, b" o l 
II . ~ xi x E m y X~ Q ~ 

y, obviamente, 

m=QVII y 

INCZCQCm 

Sin embargo, loe conjuntos IN, Z, Q e n no son los 11ni­

coa eubconjuntoe infinitos del conjunto da los números reales, 

tenemoe muchos otroe, tal es el caso de los intervalos; ejee-­

ploe de intervalos eon los tres siguientes conjuntos: 

A•\ x lx ea un nihiero real mayor que cero y 

menor que dos \ 
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B • { x 1 x es un número real ma7or o igual que -5 

y menor o igual que 1/2 i 
C • l x t x es un número real mayor que -3 1 menor 

o igual que O ' 

que denotamos en forma más eimplicada como: 

A• xlO'x"2,xem\ 

B "' l X\ -5 ~ X~ 1/2, X€ li} 

e • l X' -3 L. X Í> o, X€ m \ (4) 

Betoe conjuntoe son graficables en lR recta real. por medio de 

SeSJllentoe. Bl conjunto A queda co~os 

donde H obeerY& que en loe puntos correspondientes al cero 1 

al doa ee han dibujado lae marcae: ( h ••ta• iDclican que o;A 1 

2; A. Bl cero 1 el doe reciben el no:nbre de Htremo izquierdo 

1 extremo derecho, reapectivamente, del intel'"f&lo. Bl conjunto 

B queda graticado por: 

'.f o l 2. 3 • 
1 lae •arcae: C.] , indican que loe extremo• del intenal.o ai -

pertenecen al conjunto B, ea decir, -5 € B 1 1/2 EL Por dl 
timo al conjunto e lo representa:nos 1 

(4) Loe eignoe > 1 ~ deben leereea ma7or 1 •1or o igwll, 
rHpectiva:nente. Y loe eignoe ./.. 7 ~ comos menor 1 11enor o t.·,ual, 
reapectiv&mente. 
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-5 ., ·l 
_, ) ') e ' ... o 

donde, es claro que, -3 f. e 1 o e c. 
Problema ~· Graficar en la recta real loe conjunto• 

f • ~ X 1 -2 ~ X ¿, 2, X E: lR ~ 1 G = ~ X\ 0 ¿ X L 3, X E lR ~ 
Respuesta: Para el conjunto l se tienes 

... _,, -1 o 

n6teee que -2 E' r 1 2 E r. Y el conjunto G quedas 

-5 ... -s •• 
( 

1 . ' o 

Probl9! l• Bncontrar loa conjuntos f n G 1 f U G. 

Reepueetas P'1 G queda determinado por todos el .. ea 
toa que pertenecen al conjunto P 1 al conjunto G, por lo que, 

r (\ G • ~ x \ O L x t. 2, xE lR ~ , graticamente, 

( > •• . .. -.J 
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donde se han dibujado diasonalee en sentidos opuestos para re­

presentar a a:nbos conjuntos, con el fin de que el conjunto 

1 (') G quede doblemente rayado. Para el conjur:to unión se toman 

en co1111ideraci6n a los elementos que pertenecen al.conjunto P 

o al conjunto G1 esto ea, 

rv G = l X 1 -2 ~ X L 3' X~ m \ 
1 queda representado en la recta real considerando todo lo ra­

yado en le siguiente figura& 

' 1 • 1 J • ' ~ " 11 ·~ \ ~-----> ... 5 •I\ •j - 1 
,. ., 

Problema ~· Bncontrar los conjuntos H (\J y HU J, 

donde H • \ XI X l. 2 1 xeml y J .. { X\ X~ 2, xe m ~ . 
Res12ueeta: Xl conjunto H queda graficado por1 

-J -l o .1 J 

y el conjunto J por: 

' 1 1 1 ' 1 E 1 1 • -s "'I • J ··'.l • J o ;1 l -4 

Como 2 t. H, aún CUll?ld0 1 2e J, se tiene que H ("I J = [6. ·Y puee-
to que, para el conjunto unión se consideran a todos loe ele--
mentoe que est'11 en el conju.~to H o en el conjunto J, se 
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observa que H \) J • m. 

• 1 ' ' 1 • f e ' • 
-!! -~ 

_, 
-2 -) o .. ., 't 

LTERCICIO. 

Dados los conjuntos: 

A • r XI l~x~2,xe m 
B . ~ xl x~f5,xe:ml 
e • J XI Xf. 0 1 X é Ji t 
D • l xi -4 .(. X .(, 4, X G m t 
¡ • ~ XI -4 (. X L 4' X E z ' 
a) ¿Se verifican las ieualdades: B • C 1 D • E?. 

b) Bncontrar y graficnr los conjuntos: A U B, B V C, CU D, 

D \JE 1 A IJ 1'. 

e) Encontrar y graficar loe conjuntos: A(\ B, B A C, C n D, 

D (\ B 7 A f\ B. 

SOLUCIOK. 

a) No, en ninguno de loe dos casos. B ~ e puesto que el conj~ 

to B contiene a todos loe nWlleros reales menores o ieuaJ.ee que 

,-S, y C contiene solamente nWlleros naturales menores o ieualee 

quefS • De hecho I e e B ., eus gráficas son: 

.. 1 l ~\ o 1 , 0 
-o Ji •!J -l 

_, o , ., 

• 1 • • ~· ' ' ~ e 
·) ~ -> -'l. •\ o ~ J .. 

En fo1111a análoga, D 1' E. 



b) AV B m B, gráficamente, 

' -5 -3 -.2 • t o 

B V C • B, gráfica.mente, 

-$ - t o 

e VD• D, gráficamente, 

-1 - :2 
_, o 'l 

D \J E • D, gráficamente, 

_,.. -a - t o 

A\) 1 • AIJ~ -3,-2,-1, O, 3 \ , gráficamente. 

, 
3 

3 

3 
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e) AnB • A, gri!icrunente, 

-s ... -1 

ano .. e, gráficamente, 

cnD • C, gráficamente, 

Dl\I • B, gráficamente, 

• 1 
-s 

1 -.. 
.l(\E • ~ 1, 2 \ 

' 1 

• -J 

., 

• -l 

- e 

' -1 

-, 

o 

• o 

o 

f 

• 

• 
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l 

,, •, 

1 



C. ALGUtfOS CO!lJUNTOS DE PUNTOS 

IN EL PLANO CARTESIANO. 

Parejas, l!.!!2 ordenadae. 
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Becordemoe que todo punto en el plano cartesiano queda -

deterain.ado por una pareja ordenada de nómeroe reales, la cual 

representamoe en forma general co~o: (x, y). Bn esta eecci6n -

•e preeentan conjuntos de puntos en el plano que poeeen alguna 

característica eepecial, dichos conjuntos ee denotan de la si­

guiente manera: 

L • f (x, y) 1 •característica•} 

que obTiamente, le .. oe coao: •L es el conjunto de puntos en el 

plmio tales que pose'n tal característica•, o bien, •L ee el -

conjunto de parejas que cumplen con la caracterfstica, •• •. 

Problema 5. 
a) Localizar en el plano los puntos: A(3 1 2) 1 B(3,lh 

C(J, O), D(3 1 -1) 1 E(3, l/2). 
lesuHta1 

" 
3 

2 • All,1) 

•W,t) 
• ll~.•11) 

·5 .... _, 
-l 

_, , 
3 u,o) 

... • 1)(),1\ 

•1 

•• 
.... 
• j 
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b} ¿Gué tienen en común los cinco puntos?, 

Resouesta: Tienen igual abscisa, es decir, x = 3. 

c} ¿Qué sucede si traza~os la línea recta que pasa 

por los puntos A(3, 2) y D(3, -1)?. 

Respuesta: Esta línea pasa ~or los puntos B(3, 1), 

C{3, O) y E(3, 1/2). He aquí la 

o l 

figura correspondiente: 

1 
1 ¡ ..... , 
6 (J,.) 

f(J.~ 
C )¡O) 

f)(),-1) 

d) Tornemos sobre esta recta tres puntos más: J, K 
y M. De acuerdo con la siguiente figura, detennina sus coor-

denadas. 

o l 
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Beepueetas J(3, 5), K(3, 5/2) y.1(3, -2), 
e) Observamos que loe puntos J(J, 5), 1(3, 5/2) 7 -

1(3, -2) presentan la misma abecisa x "' 3; entonces, ¿c\IÁl de­

be HI' la abeciea de todos loe puntos que están sobre esta rec­

ta?. 

Respuesta: lD. ndmero tres. 

lb gennal. si ll&11amoe L \ al conjunto de todos los pun-­

tos que pertenecen a la recta en cuestidn, podemos concluir que 

L 1 • { (x, y)\ x "' 3, y f m ~ 
es decir, para que un punto (x, y} esté en la recta es necesa­

rio que tenga c01'IO abscisa al nú'Dero tres y como ordenada a -

cl.lalquier n'1mero real. 

t) Localicemos loe siguientes conjuntos en el plano 

cartHiano: 

r.~ • (x, y) 1 X • 5/2, 7E DI\ 
:r.J • ( x, 7) 1 X a -1, 1 E lB. l 
Lit • (x, 7) 1 X • a, 1 E lB. 1 

real CWll.quiera que pen11anece constante. 

llespuee ta: 

a .1 

l¡ L2 

, donde a ee un rmm.ero 
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Las rectas L1, L2, L3 y L~ son perpendiculares al eje -

de las abscisas y, por lo mismo, paralelas al eje de las or­

denadas, verifícalo e:npleando un par de escuadras. 

Problema&· Los puntos A(l, 1), B{3, 3) y C(-5, -5) 

presentan igual abscisa y ordenada, es decir, x = y. ¿Be po­

sible trazar una recta que pase por los tres puntos?. 

Besouesta: Sabe~os que por dos puntos en el plano 

pasa una sola línea recta. Entonces, p:r A{l, 1) y B(3, 3) -

pasa una sola línea recta, que denotaremos co~o Ls , y por -

los puntos B(3, 3) y C(-5, -5) ea seguro que también pasa -

una línea recta, que denotaremos como Lb • ¿Coinciden estas 

rectas?. Observa la figura siguiente: 

Por los puntos A(l, l), B(3, 3) y C(-5, -5) trazamos -­

rectas perpendiculares a los ejes coordenados para formar -

los triánsulos rectángulos 6ADB y AACE; donde D(3, l) y -

E(l, -5). 



' 
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Numeremos lo ángulos de los triángulos así formados, de 

la siguiente manera: 

obviamente, los ángulos 5 y 6 son rectos y la s~~a de les me­

didas de los ángulos l y 4 taT.bién es i~~al a un recto. 



111-

Las rectas L 5 y L4 cor.incidirán, esto es, loa puntos 

A(l, 1), B(3, 3) y C(-5, -5) serán colineales, si la suma de 

las medidas de los ángulos 1, 2 y 3 es igual a la medida de -

dos rectos. En otras palgbras, si los ángulos 1, 2 y 3 fonnan 

un ángulo llano entonces, los puntos A, B y C están sobre la 

misma recta. Deroostrémoslo. Estarás de acuerdo en que: 

d(A, D) = 2 y d(D, B) = 2' 

d(C, E) 6 y d(E, A) = 6; y por lo mismo, 

AD/CE = 2/6 y DB/E.A = 2/ó; de donde, 

AD/CE = DB/EA, lo que significa que los triángulos 

rectángulos A ADB y l&ACE son semejantes por tener sus cate-­

tos proporcionales, µor lo que, los ángulos 3 y 4 son iguales. 

Y dado que, la su:na de la medida de los ángulos 1 y 4 es igual 

a un recto, entonces la s~~a de la medida de los ángulos 1 y 

3 también es igual a un recto. 

Por otro lado la d(D, E) = ./ 40 y en el AADE se tiene -

que: 

d(D, E)% = d(A, D) 2 + d(E, A)~, puesto oue, 

40 = 4 + )6. Entonces, por el recíproco del teorema 

de Pitágoras, se tiene que el ángulo 2 es recto. Por todo es­

to, la suma de las medidas de los ángulos l, 2 y 3 es igual a 

dos rectos; lo oue indica que las rectas Ls y L4 coinciden. 

Esto mismo sucederá para todos los nuntos del plano que 

cumplan con la condici6n de tener igual abscisa y ordenada, -

es decir, todos los puntos P(x,, Yp) donde Xp = Ypr estarán -

en la misma recta que pasa por los puntos A(l, 1), B(3, 3) y 

C(-5, -5). 
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A tal conjunto, lo denotamos co~o: 

L,= i (x, y) 1 y :; X ' X E m l ' 
y lo representamos gráficrunente: 

En general, todo conjunto de puntos en el plano, de la 

for.na: 

L = { (x, y) 1 y= mx + b, xE m J, 
donde m y E son números reales 1ue permanecen constantes, -

tiene como gráfica a una línea recta. (4) Demostramos este -

hecho tomando tres puntos que pertenezcan al conjunto L, es­

to es, to~ando tres puntos en el plano con abscisa x 1 orde­

y = mx + b. He aquí a tales puntoss 

A(xA, tnX.11 + b), B(X111 mx, + b) y C(Xc;, lllXc + b). 

Por A y B trazamos la recta L1 y por B y C la recta Le , 

(4) Observa aue en el conjunto del problema ó, - -

L,= l (x, y) 1 y = x, X E m ~ 1 se tiene que m = l y b = O. 
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Trazamos las perpendiculares a loe ejes. que pesen por los PU!! 

toe A, B y C, para formar los triángulos rectáneuJ.os A ADB y 

AACB; y demostramos que los ángulos l, 2 y 3t aeHnlados en 

la fieura siguiente forman un ángulo llano. 
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Sabemos que loe ángulos 5 y 6 son rectos y que la suma 

de las medidas de loe ángulos 3 y 4 es igual a un recto. Y -

que: 

d(A, D) = ./ (x.4 - Xe)
1 = l x,. - Xef • 

d( e, E) = j (xc - x,d = 1 Xc - x"I, 

d(D, B) =/m~(xA - x,'f = 1 m ti x .. - xiJ ' 

d(E, A) =/ rrf-( Xc - XA~ = 1m11 XC - xAI , 
por lo que, 

esto es, 

AD/CE= f XA - 'íJl/lxc - xAI Y 

DB/EA = (lmll XA - Xd )/( lmllJtc - xAI), o bien, 

DB/EA = 1 xA - ~Vlxc - xAI, 

AD/CE = DB/EA, por lo que los triángulos rectángu­

los AADB y AACE son semejantes y, por lo mismo, loe ángu-­

loa l y 4 son iguales. Entonces, la suma de las medidas de -

loe ángulos l y 3 es igual a un recto. 

Por otra parte se cumple que: 

d(D, E) 2 = d(A, D)" + d(B, A); verifícalo, 

por lo que, el 4 ADB es un triángulo rectángulo y el ángulo 

2 es recto. 

Por todo esto, loe ángulos l, 2 y 3 forman un ángulo -

llano y los puntos A(J(,\, mxA + b), B(x8 , mx~ + b) y -

C(Xc, mxc + b) están en la misma recta. Y el conjunto, 

L = { (x, y) 1 y = mx + b , x e lR } , 

tiene como gráfica a una línea recta. 
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Problema 1· 
a) Si tenemos el conjunto: 

L 1 = ~ (x, y) 1 y = x + 1, x € m \ , 

¿qu' ordenada le corresponde a cada uno de los siguientes 

puntos: A(3, y11 ), B(-1, Ye}, C(-2, Ye) y D(l/2, y 0)?. 

Respuesta: A(3, 4), B(-1, O), C(-2, -1) y - - - -

D(l/2 1 3/2). Para obtener las ordenadas se sustituye en la -

condición y = x + 1, los valores dados en las abscisas de -

los puntos, co~o ejemplo calculemos la ordenada del punto 

A(3, Y..}, 

y = x + 1, por lo que, 

y,. = 3 + 11 o bien, 

YA = 4. 

b) Localizar estos cuatro puntos en el plano y tr.f! 

zar la recta que pasa por ellos. 

Resouasta: 

c) ¿Pasa esta recta por el origen?. 

Respuesta: No, porque O ~ O + l. 



conjur. tos: 
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Proble~a ~. Localizar en el ~lano los si€Uientes ~ 

Lia = f (x, y) 1 y = 2x - 3, x e m 1 
L11 = { (x, y) 1 y : -x, X G lR / 

L11 = J (x, y) 1 y = -5, xG m 1 
Respuesta: 
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Problema .2. 
a) Localizar en el plano loe puntos: A(l, O), -

B(-1, O), C(l/2, {'f/2), D(-1/2, v'J/2) y B(-1/3, - /á¡3). 
Respuesta: 

fX.•/1,f,f.1\ • f('ll, fl/l) 
6(-l.o) Al t,o) 

1 

b) ¿Es posible trazar una línea recta que pase por 

los cinco puntos anteriores? 

Respuesta: Bvidente~ente, no. 

c) ¿Cuál es la distancia del punto A(l, O) al ori-

gen?. 

Respuesta: Uno porque: d(A, O) = 

o bien, d(A, O) = /f = l. 

d) ¿ Las distancias de los puntos restantes al ori­

gen, son iguales a la d(A, O)?. 

Resnuesta: Si, en todos los casos son iguales a uno, 

es decir, d(A, O) = d(B, O) = d(C, O) = d(D, O) = d(E, O) s l. 

Lo que significa que la dista.~cia de todos estos puntos al o-

rigen es constante. 
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e) Co~o sabe~os, por geo~etría elemental, u.na cir~ 

cunferencia es un conjunto de puntos, situados en un mismo 

plano, que están a la mis~a distancia de otro punto llamado -

centro. Entonces, si tomrunos como centro el origen y dibuja-­

moa la circunferencia con radio igual n la unidad, ésta debe 

pasar por loe cinco puntos dados. Traza dicha circunferencia. 

Reeoueata: 

A 

f) El punto P(-3, 2), ¿pertenece a esta circunfereE 

cia de centro en el origen y radio igual a la unidad? 

Respuesta: No porque su diatancia al origen no es -

igual a uno, esto es, d(P, O) = .ff'S /. l. 
g) ¿Qué condici6n deberá cumplir un punto cualquie­

ra P(xe, Ye> en el plano, para pertenecer a la mencionada ci_!: 

cunferencia?. 

Respuesta: Que su distancia al origen sea igual a -

uno, es decir, que d(P, O) = l, o bien, Cx,- 0)2 + <1.- ot = l~ 
1 l . ~ o o que es o m11S1110, Xp + yf = l. Entonces, podemos intuir 



119-

que la circunferencia de centro e~ el origen y radio igual a 

la unidad es el conju.~to de puntos (x, y) que cumple con la 

condición: x s + y'- = l. Simb6licamente: 

C= l (x, y)\ x,_+ Y.._= 1, xeIR t. 
Proble~a 10. En la 3iguiente figura se ha trazado -

la circunferencia de centro C(2, l) y radio ig~al a cinco; y 

se han localizado algunos puntos. 
DIM) 

,t{2,•) 
J(~,o) 

c. L 

a) ¿CUáles de estos puntos están sobre la circunfe-

rencia?. 

aesouesta: A(7, 1), B(5, 5), D(2, 6), E(-2, 4) 1 - -

P(-1, -3) y G(6, -2). Esto, de acuerdo con la figura. 

b) ¿Cuál es la dietencia de estos puntos al centro 

de la circunferencia?. 

Resuuesta: d(A, C) = d(B, C) = d(D, C) = d(E, C) = 
d(P, C) = d(G, C) = 5. 
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c) ¿Y, las dista.~cias d(J, C) y d(H, C) también -

son iguales a cinco?. 

Reeouesta: No, d(J, C) = 17 y d(H, C) = 10. 

Entonces, pode.nos intuir, que el conjunto de puntos que 

forman la circunferencia de centro 0(2, l) y radio igual a -

cinco, debe cumplir con la condición de tener una distancia -

al centro 0(2, l) igual a cinco. Simb6licamente: 

e = (x, y) 1 Jcx - 2)1 + (y - 1)1 = 5, x e m 1, 
e = (x, y) 1 (x - 2'f + (y - l)" = 25, x€ lR 1 

EJERCICIO. 

a) Los conjuntos L = l (x, y) 1 Y = 4, X € m 1 Y - - - - - -

S = } (x, y) 1 Y = 4, U x 6 5 l 1 ¿son iguales?. 

b) Graficar el conjunto L = l (x, y) 1 y~ x, X(: m 1. 
e) Graficar el conjunto L = 1 (x, y) 1 y¿ x + l, xe m ! . 
d) Graficar el conjunto L = l (x, y) 1 xi+ y1"!: 9, xE m\. 

e) Empleando una sola figura graficar los conjuntos siguientes: 

'= \ ( x, y) 1 X= -6, O 5: Y!:. 4 

B = t (x, y) 1 X= -4, 2 !:-Y~ 4 ! 
e = 1 (x, y) 1 X= -2, O~ Y!:4 1 
D = 1 (x, y) 1 X = O, O~y~4\ 

B = 1 (x, y) 1 2 :!: X:!: 4, y = o t 

' = 1 (x, y) r -6 6 X~ -4, y = 4t 

G = l (x, y) 1 -2 ~ X' O, y= 4 f 
H = (x, y) 1 2 ~X:!: 4, y = 4 1 
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J .. ~ (x, y) 1 -6 ~ X f -4, 1 .. 2 \ 
1 "' ~ (x, :r) ' -2 ~ X!- o, y • 2 1 
L . ~ (x, 1)1 2 ~ X : 4, y • 2X - 4 

SOLUCION. 

a) No, el conjunto L tiene por gráfica una recta perpendicular 

al eje de las ordeMdae, y sl conjunto S ee tan solo un eegme_e 

to de esta l!nea, de hecho, S C L. 

' 

" 1 

L 

b) Para la condición x ~ y tenemos la recta que aparece en el 

problema 6, loe puntos que cw:plen con y > x quedan por "arri­

ba" de dicha recta y aparecen so~breadoa en la siguiente figu­

ra. Jete conjunto incluye a la recta. 
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e) Loe ~untos que cumplen con la condici6n 1 a x +l están en -

la recta cuya gráfica aparece en el problema 7; las parejas que 

cumplen la deeituaJ.dad, y ( x +l quedan ªabajo• de dicha línea. 

Jete conjunto no inclu7e a la recta. 

/ 
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4) Para. x1 + y 2 • 9 se tiene una circunferencia de centro en -

el oriien y radio igual a tres. El c?njunto C contiene a todos 

loe puntos que están dentro y sobre dicha circunferencia • 

. . """ .. \ 

:\'".\ 
- 1 

'i .. . 
1 
1 

~ r• 

·~~'"-( 
.. J 

•)Se tiene la gnlrica: 

e l 

loral.ejas Hay que hacer mucho por la EA!• 



CAPITULO IV. 

LA P!NDill'fTB DI UNA RECTA. 

A, LAS RAZONES TRIGONOMBTRIO.lS 

DI UN ANGULO AGUDO. 
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La torre inclinada de Pisa mide, desde el pie 
a su parte superior, 54.56 ~etroe, y está fuera de 
su plo~ada 5,029 ~etroa. Calcular su &ngulo de in-­
clinaci6n con respecto a la vertical. (1) 

.!!!.! !.!.!! razonee. 

Resolver este problema, con el que iniciamos este cap!t~ 

lo, requiere de la aplicación de alguna de las seis razones -­

trigonoD,tricas que conoce~os: seno, coseno, tanpente, cotan-­

gente, secante y cosecante; las cuales abrevie.m~s CODO: sen, -

coa, tan, cot, sec, c~c, reapectiva~ente. Cono sabemos, estas 

razones resultan de co~parar las longitudes de los catetos e -

hipotenusa de un tri~.ngulo rectángulo cualquiera,tomando como 

referencia a alguno de sus ~gulos agudos interiores, 

(1) CAEALLBitO, Arquímedee, et, al, 11'.ate'.'Oáticas, Pág. 186, 
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Así, encontrar el éi."'lgulo de inclim'.ci6n de le torre in­

clinada de Pisa nos lleva a considerar el siguiente esquema: 

B \ C 
0.11 ... 

obviamente, AB reoresenta la hipotenusa del óABC. Como preci­

samos encontrar la medida del ángulo (¿) agudo con v~rtice en 

el pur.to A, llamare~os a los catetos AC y a<:!, cateto adyacente 

y cateto opuesto al '-A, respectiva'!lente. Entonces, las razo­

nes trigonométricas de este ángulo son: 

sen c. A = cateto opuesto/ hipotenusa = :BC;A:B, 
coa LA= cateto adyacente/ hipotenusa = AC/AB,, 

te.n '-A = cateto opuesto/ cateto adyacente = BC/AC, 

cot L A = cateto adyacente/ cateto opuesto = AC/BC, 

sec LA = hiootenusa/ cateto adyacente = AB/AC, 

ese L A = hipotenusa/ cateto opuesto = ~/~. 

(f~cilmente se observa que son recíprocas, por parejas, las -

razones: sen'A y csc..::A, cosLA y secLA y te.nLA y cott..A; 

por lo mismo, nos concentraremos única.'!lente en el estudio de 

· 1as prineras tres, es decir, del sen..: A, cos..:.l y te.n'-A). 

Ahora bien, sabe~os por el enunciado de nuestro problema 

que AB = 54.56 metros y ~ = 5.029 metros, por lo q~e al tener 

la longitud de la hipotenusa y del cateto opuesto , debe'!los 

calcular el valor de la raz6n sen¿, A, puesto que es ásta la 

que relaciona a a:nbe.s cantidades 1 
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senL A= ~/iB = 5.029/ 54.56 = 0.0921 (2) 

buscaT.os er. las tal:.las de razones trigonométricas, la del va­

lor ne.tursl del seno, en ésta el número más cercano a 0.0921 

es 0.0929, el cual corresponde a 5° 20' , entonces el ángulo 

de inclinaci6n, con respecto a la vertical, que presenta la -

torre inclinada de Pisa es: 

¿A ::r 5 ° 20' a)'roximadamente. 

En la escuela elemental medi~os representaciones gráfi-­
cas de seg¡nentos y ángulos, e:npleando una regla graduada y un 

transport~dor, respectiva~ente: 

i--------tB 

l 
• a f '""";"'"' "2"' "'~ 

(2) Puesto que en las tablas más comunes de razones tri­
gonométricas aparecen números de cuatro cifras, los resultados 
que obter.g-c:.:nos serán "cortados" a partir del cuarto dígito --· 
despu~s del pw:to decimal. · 

·• 
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Así decimos ~~e la longitud del segmento que une los nuntos 

A y B es de treinta :1 cinco milÍ!netros, lo cuel escribimos -

co::io: 

iB = 35 mm., o bien, 

AB = 3.5 cm. 

y que la amplitud de giro del ángulo con vértice en el punto 

e y lado inicial eA y lado final OB mide treinta y cinco gra­

dos, simb6licaT.ente: 

L.6 = 35º, o bien, 

L Am3 = 35° • 
Observamos ta.:nbién, desde aquellos primeros años de eet~ 

dio, que la lonn.tud de los l~dos del ángulo no altera la me­

dida del mis:no: 

en los tres casos, L. AO'B =LA, eB, = ¿, A~eB2 = 4j, de hecho 

pode:nos prolongar los le.dos del ángulo indefini:ia11ente, esto 

lo representamos co=o: 



\ 

... 
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7 A y B pueden ser cualesquiera doe puntos distintoe de o, eo­

bre los lados del ár.gulo. Sin embargo, el orden en que se to-­

men loe lados &i y eB si resulta de importancia, puesto que no 

ea lo mi~~o, el tingulo que tiene vértice en o'y lado inicial -

en 'éA y lado final en OB: 

& A 

que el que tiene, por lado inicial a Cll y lado final a 6': (3) 

.. 
Puesto que, el primero mide 43° y el segundo :nide 317° • &\ el 

presente trabajo, para evitar posibles contusiones, colocaremos 

una letra del alfabeto griego entre los lados del áneulo que -

del!Bel!IOS tratar, por lo seneral, utilizaremos las letras: o( (al­

fa), ('(beta), lt (gamma) y 0(teta). 

(3) Consideraremos W'lic~~ente ángulos entre Oc y 36<>°, -
dirigidos en el eentido invereo a las manecillas del reloj. 
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Pues bien, ha llegado el momento de medir directamente, 

la representación gráfica de un ?ngulo agudo, sin emplear ~ 

transportador alguno, por supuesto, aplicaremos las razones 

trigono:nétricas. 

Problema !.· Obtener la :nedida del ¿ ~ , ..!&!l ~ 
el transportador. 

Respuesta: Tome·nos el segnento OA = 4 cm, sobre el 

lado inicial del""• 

", ... 
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por este punto A trazaraoe la perpendicular a ~ y prolongamoa 

hasta cortar al lado final del L. /l en el punto B: 

" ~edimos la longitud del segmento que une los ountos A y B 1 -

obtenemos que, 

AB = 6.8 cm •. 

ETidentemente, el AABC, es un triángulo rectángulo, donde loa 

cateto• son los segmentoe ffÁ y AB, y la raz6n trigono~'trica -

que los relaciona 111 la tangtnte: 

tan L ~" AB/ 6""A = 6. 8/4 = l. 700, 

el nWiero más cercano a 1.700 que aparece en las tablas corre! 

pondientes es l.698, por lo que, 

L ~ = 59° 301 
1 aproximadamente. 

La elecci6n de los puntos A y B result~ sumamente arbi-­

tratta e irrelevante, puei:.to que otro par de puntos distintos 

a ~etos, digamos A1 1 B1 , como loe que se muestran en la fi~ 

ra siguiente, dan lugar a la mis~a raz6n. 
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eie.-npre que A1 3 1 , sea ~er;:endicul9::- :-. 6 1 , ee ~ecir, 

AB/ 6A = A1 ?:. 1 / t>A 1 , puesto que el .AAeB es s.~ 

te al A.!.1 0:3 • { 4) 

&. res'..:_':len, par:: calc•.üar la aT.pli tud :ie giro de i.;n ángu­

lo agudo, er. ur. tri·~ngulo rect;!..:-.cllo, bast<t con aplicar aleuna 

de l?.s tres r:;zo:-.es trigonom~tric:?s :!!?.s usu•1les: seno, coser:o 

y tar.ge~te; de~er.die~do de cuales se~r. i~s longitudes de los -

l~dos del triángulo que conozca~os. Inversr.!jente, si co~ocemos 

l~ amplitud de giro de ur. ángulo aeudo y desea~OS C)!'lOCer SUS 

razones trigo:.o:nétricas, 'ca!::ts. cor. co:.forrr.ar u:-, triángulo rec­

t~ngulo cor.ve~ier.te y ~eáir l~ longitud de los lados del mismo. 

Pr'Jc"'..e·:a _g, Encor.tr<-.r las razones trigor:o~étrice.s -

del i."l[U'.o de 75) , 

Resnuesta: Dí 't:ujamos el áng.:lo auxíl í~ndonos con U.?\ 

tra!".:::;ortador: 

(4) Re'li:::a el primer capít:.;lo de este trata~o, en le. eec -
ci6n correspond'ier.te a le. divisi6r. de un segn;er:to er. partee -
proporci. o:iahs. 
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To-::a!?!'JS un ::;u:: to c·.rnl?. sqt1i era er. el lado fin!'J. del é.."lg'.llO y -

baja::ios la perpendic,;Lr !':ucia el lado inicül, c?nfor:npr.do el 

tri~ngulo rectán~;lo ~~gA. 

A 
As!, obte??e:nos: 

!:londe: 

AB =:: 5.2 
B8 = 5,4 

6A = 1.4 

cm 

cm 

cm 

sen 75 ° = 5.2/ 5.4 = 0.9629, 

cos?Sº=l.4/5.4=0.2592 y 

tan 75º = 5.2/ 1.4 = 3.714 • 

que nuestros inetru.~entoe de medición e inclusive nuestra habj. 

lidad per~ cedir está."! sujetos a un cierto T.argen de error. -

Res~ltados mts ~reciso~, ~ere ta'!lpoco exactos, los encontramos 

e:-. le.s tablas '.le velores nat·lra1 Gi: de es: tas razor.es, en el li­

l:ro de Grn:.ville (5) e:;i:.recer. las sieuientes C?-'1tidrdes: 
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o.2s:: y 

ProblE::-.a ..:,. &.cor.tnr hs razones trieonométricee 

del ángulo de ~5°. 

Re~r·;~!:'':.?.! Este éinei.'lo, ;.or su n;.?rioi6n frecue?'.te -

er: !>robleme.s :¡·~e :c-.:ilica:-: rescll<c:.6n de trié.r.6'1.4los rect1!':¿:ulos, 

requ!1:!'e de ater.c:6n ;;si:ecir,l. ?ara encontr2r su!! razor.ee tri­

tonornétricr.s traza:.:~ el áA3'.:: <'.!e =~<.r.c!'2. ~ue resul ':.e ser i;n tri 

ár.gulo is6sceles y !·ectiS.r.cJlo. 

Observa que los ca':etos Ir y 50 son los l:=.d:is i¿:-..i.e.les del tri­

ángulo y co:i::: para efectos de 'ted:d:e d? ·fr;€"1los no im"orta l:; 

lor.e-itud de l:>~ leeos 5el :r.i'':·.o, co:le::!OE asier.::r a AB y m: la 

U!".ióad c:i::-o :nec:'..::12., ~s de::ir: 

~ = l = 3C , y ~-or lo :::ismo, le. hi::iotei:uee es, 

.!.C = f2. 
Fer eeO.'Lftr:!e. elemer.tal sa'::e'tOS que: 

l. L?e: ~nt•;:~:: i:-.te!:on-s :ie cu:::l'!l;.ier tri:1r.g-..:.-

lo sur.iar. l ~o 0 
• 

2. En un trifr.gi.ilo is6:.celes, e los l-:.dos ieua­

l<:s ee Ol)O!H!r: t!r:ei . .110~ ~[U'•hs. (Er. el /Jl..?C, LJ. = '~ ), . 

(5)~:=c.:..: 7:Lr.~. w~:.1!!"·!1 . .:..:·"t!"lor.y, ~t. al. T:-iP'Jr.o:'!!et~!a ~­
~...z es~~r~ca. Fág. á;~. 



E:ntonces, en la fieur!i, tene.;.o::> ::.ue: 

¿##(..,. ..tf' = 9d, o lo "'Ue es lo ::i<':io, 

2.t('.> = ~O~ por lo que, 
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4{& = .!5°. Y las razones trigonom~tricas 

de eEte é.ngulo son: 

sen 45 o = 1/ n = f2 / 2. 

C03 45º l/.f"2 f2 / 2 y 

t;i.r. 4; 0 = l. 

?roblr::z;a 4. :;::c-:ntrar l:?.s rezor.es tri¿or.c:.:11hrice.s -

de los ár.fUlO!'! '.le ;Cº j' tiOº • 

Resnue~ta: Estos á.'1ei;los t&.T.biér. res•üt<tr. ser de ueo 

freci.:er.te, pare. er.cor.tre.r f:\Hl n.zor•es ";rieono:.étricas trace:nos 

un tJ. ABC equilátero, cu:;os lados c::r.!?idera."!los cor. loq:i tud i-

( 

iB :e~ = Cl = i 

:iueven:ente, ~cr geometría el e1:1ental, sabe!l!os que los treE á.n­

g..tlos bterion::i de un trián[Ulo e~uil~tero cual~uiern son i­

gu~.les;. es decir, les ..-'..!-.culos con vértice er. 1 os puntes A, B 

y C son igu::ihs y por lo :!'.üt.-.o l!!ider. éC 0 cedé'. '.lno • .Al trazar -

la bisectriz del ér.e.1..:lo agudo con vértic'O en e for:narnos dos -­

tri~ngi.;l:is cor.p·.;er.teE : 
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A 

De acuerdo cor. la f:.f'.lra el .dACD es c·;r.er-.:er.te c<m el ACDB , 

pue~to ~ue tlene dos ángulos corre~~cndientes ie~alee y el la­

do co·prer:dido entre estos t!l!r.bién es iguel (~ = BC). Por lo 

mie:to AD -= JB ;¡ como Ali + 5B = AB = 1, er.tonces :ñS' = 1/2. Y -

los Mg'.llo;; ti.. y~ ta..,biér, son ic;ales er.tr·e d 1 "ldem~s 

l oC + .tt' = 180° , entor.ces L~ = 90° • Por todo esto el .4CD'E, 

es ur. tri6.neulo rectá::euJ.o con foguloe agudos de ;o 0 y 6Cf' , 

con IJb = 1, DB -= 1/2 y CD = {J/2 1 

e 

y las razo:-.i;s trigo:.n.~tricé's "l ra seto:; foe;uloe agudos son: 

sen óo• = '1312 sen ~I"'º 
~J 1/2 

co~ 60° = 1/2 cos 30' = fl/2 
tar. 6c• = fi 'J tan ::oº = 1/ f3 = JJ/3. 
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EJERCICIO. 

Calcul.ar las seis :-azoncs de los ánguloe agudoe: -<'y r ; eef!.a­

lados en el si8}iente triángulo rectá.~@Ulo. Coxpáreoee los rc­

eu tados, 

SOLtCION • 

een L.1. .. ./5/3, 
coe L. J. = 2/3, 
tan l J. • ./5/2, 
cot L J. = 2//5, 
seo LJ .. 3/2, 
Cl!IC .t..( ::: 3/./5 
Observa~os que tJ 

co~ple~entarios y 

sen .t.« = cos ¿ (3 

tan .t. J. = cot L tJ 

eec "- J. = ese .t. (3 

een L~ 

coe '- ('l 

tan"-<' 

cot '- r. 
aee '- <~ 

y ese .1.. r:i 

+L0 = 90°, es 

ee eu:nplo que: 

coa ........ 

cot "'°" 
y ese .t."'-

donde: 

¡¡ = 3, 

BC = 2 y 

CA: (5 

:: 2/3. 
= ¡;¡3, 
= 2//5, 
.. /512, 
= 3/./5, 
= 3/2 

decir, los Mgulos « y? 

= sen J..f3 

= tan ¿(3 

= sec.t. ~ , 

eon 



B. LAS B.UOHS TBIGOl'fOHTRICAS 

DE OR '"CULO Bfi'fR& 0° Y 360°. 
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Todas las invencionee que posee el mundo, no fU! 
ron encontradas primeramente por la razón ni por loe 
cerebros¡ eino que fueron alcanzadas por loa de aque­
llos que tuVieron la suerte de tropezar con ellas por 
descuido o equivocación. 

Samuel Botler (1612-1680), (6) 

Generalicemos lli!!!• 
Bt1 la eecci6n anterior tratamos las razones trigonomHri-­

cas de án&uJ.os agudos; para generalizar eetae ideas para tlngu-­

lo• de cuelquier medida entre oº y 360° considare~os la circun­

ferencia de radio igual a la unidad y centro en el origen. (7) 

Como sabemos, por el capitulo anterior, esta circunferencia qu! 

da determinada por el conjunto: 

O= { (:r, y) 1 x~ +.y"' .. 1, xE lR \ y eu gráfica ee, 

o j 

(6) Lecturas universitarias, Antología de ~atemáticae. 
Pág. 105. 

(7) En realidnd, la longitud del radio es irrelevante, 
pueeto que, co·•io eabe:nos, la longitud de los liados del :fog1.2lo 
no·afecta la medida del ~iBlllo. Es nor co~odidad que se orefie­
re trabajar con el radio igual a le unidad. 
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Alguno• de los puntos que se encuentren en aeta circunferencia 

eon: !(l, O), B(O, 1), 0(-1, O), D(O, -1), 8(-1/'{2, 1/"2), 

P('Ó/2, -1/2), G(l/2, 'Ó/2), H~l/f2, -1/{2), etc. 

Tome:noe ur: punto P(xp 1 1p) en la circunferencia O, en la 

parte conorendida en el primer cuadrante 1 confo:nr.emoe el tri­

ingu.lo rectillltulo con v&rticee en los puntos P(x~, Yp), 

~(O, O) y Q(Xf, O), bajando la perpendicular desde el :nencioll! 

do punto P, al eje de lne abscisas. 

Para el ángulo aeudo o< , con vértice en el origen, lado -

inicial en eQ y lado final en éP, tene~os las razones trigono­

mhricas: 

een -'-< • PQ/eF: d(P, Q)/d(e'", P) 

un"-< • J(xp - Xp t + (yp - o'f / lx; + y/ 

een ¿..¡ "' IY~Vl = Yf , 

pueaio que P(x~, y,) pertenece a la circunferencia C, ee tiene 

que x~ + y¡ = l; y co:no la coordenada Yp es positiva, lY~I • Yf• 

l>e igual forma: 

coe(~ •X¡. y tan'"' = yf/xp, 

que concuerdan con las razones trigonométricas dadae en la ae~ 

ci6n anterior, para ángulos agudos. 

'1 ~over el punto P(~, Yp) sobre la circunferencia Cha­

cia los tres cuadr:-ntes reetantes, observa'!!os que el t: « pasa a 
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ser un ángulo obtu10, con lado inicial en O!, lado !inal en 5ii 
y vártice en el origen; adenáe, deja de aer interior a cada 

uno de loa trialngulos rectángulos .o eFQ, aei'lale.dos en las ei-­

guientea figuree; los cuales, aeguimoe conformando al trazar -

la perpendicular al eje de las abscisas que pasa por el punto 

P(xf, Yp). 

Entonces, para eer congnientee con nuestras primeras 

ideas, def'ini:noe para cualquier ángulo ctiruso o< , no mayor de -

360°, con lado final en e:E>, 

sen.:~ = Yrr co• -'ol\ = ~ y tan .co( • 1,./xf, 

donde es evidente que !e debe atender a loe signos de las cooi: 

denadae. He aqu! algunos ejemplo• num!Srico1; 
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.Ali.&) 
- 1 

1. 

-1 -\ 

~er: l .. A., = 1112 ser. l.J;¡ = -1/2 
ces l..J... = -l/f2 cos.t.A1 1212 
ta.-; l.cJ., = -1 tr.,:: ""2 -1/0 
sen lJ..J = 0/2 sen~= -1/1?. 
ces ~s = ·1/2 C02 ¿o(4 = -1//2 
tan 1...1) -= f3 j' tar. L..I~ = l. 
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E:: res•-'-'l'.cr., 1-:is !:::¡;;;.:;o 'e :..~s rsz:ir.es tr:¿or.ométri::as va­

rfrr. :Je ac•;er';)? c:n e:!. cv.?:ir::-..nte do:-.::~ ::'" enct·".!r.tre el lado f.!, 

r.al del ·'r.(!';.lo. Ob•erva l:::. sic;icr.i:e ->:· bl2 cor. lo;:: s:g:-.c~ :le 

l: .. s ::.:2:n2s: 

! !! r:r I'l 

ser: Lcl.. + + 

coa L.1. + + 

tan "-°" + + 

?::":>olem.:1 2· ~'!".c0:-.tr,~r las razonef! trigo!".O!::étricae 

15.e l?~ ~r~c.J.1 :;,s de:; ~ó, 9if>, 1:0° ..,, 27C.·~ 

He~nu~.3":P-: B!::tos ~r~t:~l;z t:..~;~(' p~r lado fin'?l a 6A, 

FE, ó'i5 y crn r~s:-,c':i.v·~~P,Y.:c, :i-:;.de ;..(l,O}, B(C, 1), C(-1, O) y 
D(O, -l), er.t:>nces: 

i>IP,·•) 

sen 1º o ~er: 90° 1 

cos o• 1 ces 90° e 
tan oº o tan 90º = .e> 

se:: l80Q -= o, sen 270° -1, 

cos l;:r o .v -1, CO& 2;~0 = o 
ta.vi 120° o y tar. 2'"'º ,._, = "° 
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Z!:Q.~ §.. z~r.:o:.':r:;.r 1··1s rr~zot.s.~ ~!lf')r:o-:.é1:.r:.cas 

d t? l: ~ t.:--.c.; lo 5 ,; e 4 5.)' 1 ~ s et :¿ !~ 5 " J 31; ~. 

:te:;·-·.~i:~:.r;.: c~~.J ::s~rva.:s l:"Js ~r.f ... Jl~~ .:e :'.35 º, 22; o 

Co·~o J(l/-/2, l/.f2hr.t;or.c-;,; 1 

SE::"; 45º " 1/.f~ 

y dado q·;e :.;(-1/f.1, "l./.f2) e:-.L·:.c!~, 

y co·~.·) 

se:. 135 ° -= l/.r? , CQS 

'.;(_,¡.1-;:. _,¡[;) f.;.•t·,'Ae~ 
••\ ... , .,,.,, ...... . ............... ....,, 

se.:-. 225~ = -1; ./i., r:o2 

13 5" 

~,-o < _J 

últ:~o, !(1/./2, -1/{2) e~t~~c~s, 

se!: 315 ° = -1/~2, cos .315° 

l; 

-l/f2 y tan 13~º -1; 

-1/{2 y t!!.r. 225 o = 1 



4 y 

::en/~ = t./5, CO'O f..,,( -= 2/5 y t~r. ¿,( 

s-:n LJ 

co s LJ. 

tsr. t.J. 

?.·::~ e :-::: 

or:1er.:...ja 

.. ·: ! 
c!<;;l 

"; .. l: :? r::¡ :'~ ·':.o y 

r:·.:.:, to "?/ at.1s-::..s~ d~l 
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4/'!. 

p·.;.:.--: .... =' P, 
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Y puesto que, el radio es la raíz cuc.·1rfda de 11'1. su:na de los 

c•1a:i! .. idos de las coorden(ldas, si:nb6lica.'!ler.te: 

r =V x; -t- Yr2 

ento::ices definimos pc:re C1..lalquier ángi1lo con lado final en el 

seg:ner.to OP, donde lc;s cnrder."das del punto P son Xr, Yp, las 

razones tríeonom~tricas co~o: 

senLal. = Yf/ r 

cosl"' = xr/ r 

t? .. n t.fi. '!f / X~ 

Obsrva que en l'.! raz6r, tangente no l.nterviene el V<\lor óel ra­

dio, por esto se prefiere utilizarla el C3lcule.r los vsloree -

de los ángulos, co~ocidas l~s coor~enadns del pur.to P. ~n el -

caso numérico, con el 1ue estamos trabaj&r.do, hemos obtenido -

que: 

tanL..4 = 4/3 = l. 333, '.JOI' lo que, (8) 

4< = 53º 10~ aproxi!Jlnds.ri.ente. 

Proulema -ª· Exi .. co!'ltre.r el valor del :bgulo , con v~;r: 

tice en el origen y lado f1nel en O'P, dond~ P(-2, 5). 

Respuesta: El punto P(-2,5) se encuentra en el segu~ 

do cu:,drr-r.te, 9or lo ::ii S:!IO el ~.r.eu1o f! es •m ár.¡:.ulo ottuso no 

mayor de 180° y su t?..r.ge:ne es: 

tan L<' = -2/5 = -2. 500 

l'(-2.~) 

-~ -~ .) .¡ ·l 

(6) Recortie~'Js que ~St!l!:lc:: cort&r.do las cifras de los C,2 
cien:es e~ el c~art'J dígito. 
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Sin embargo, el valor del ángulo ('no lo podemos dar di-

recte.mente, ya que: no tenemos tablae comunes de razones tri&? 

nom,trica• de ángulos obtusos, por lo que es necesario valer--

no• de la geometría plana para encontrar una fórmula trigonom! 

trica que relacione laa razone• de los ángulos agudos del pri­

mer cuadrante con los ángulos obtusos del segundo cuadrante. -

Observa la siguiente figura: 

~(lf,O) 

en 'eta se ha t0111ado el punto Q(XQ, y~) de manera que, 

x11 •-x.. y~ • Y1<, y por lo 1niemo, 

r, ,. /x; + ~: • f x~ + 1: = r, 

entonces, el APRfl ee semejante al A Q8S, por lo que los '1tgu­

loa l' J..{ •on igual.es; y como loe ángulos ~ 1 ~ non suplement.! 

rios, es evidente que: 

¿ ll = 180° - '- o{. 

J las razone• trigonom6tricas de los ángulos ~ y ~ eons 

•en'~= sent.c>\ puesto que, Yp/ r, "'1,Jr:,.' 
co•"- () = -coe..:.A puesto que, xe/ r, = -xoi/r:i. 1 
tanLl'I .. -ten.:.i puesto que, 1~ /xe • 1.f-Xq . 

Be decir, el valor absoluto de las razones trigonom6trica• del 

ángulo del segundo cuadrante~' oa igual al valor absolu~o de 

las razone• trigonométricas del mi1S1110 nombre del~ , que no es 

otro que el euplemento delL~; entonces, po~emoe ignorar el aiino de 
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12s rez::i:-.es icl L(\ , buscar e"te cociente e:: tubbs y la medida 

del ár.gulc que ubte:-.¡r-.::os lo r.:.;tr-:.os de léOc, 

Así, en el ejemplo nu.~ér1co que dejareos pendiente, la 

tan..:1' = -2.500, busca'!los el valor más cercar.o e 1-2.5001 en t.!! 

blas y obtene'.llos al .tfl = óBc 101 aproxi:n::;der.iente, por lo que: 

LC- = léOº - 68° 10' = 111º 15' , aproxime.damente. 

Lo :nis:no obtendre::ios ar;licnndo c:.:alriuiera de lc-.s otras dos ra­

zones: seno y coseno (verifícalo). 

Problema 2: Encor.trar las razones trigonométricas de 

los ángulos e. :l C>1 , con vértice en el origen y lados finales 

en 61 y eG, resnectivamentc, donde F(-3, -2) y G(3, -3); dibu­

jar la fi¡¡ura correspondiente. 

Respuesta: Tenemos ángulos obtusos con ledos finales 

er. el tercero y cuarto cuadrante: 

¡: l-3 . .J 

sen-' '3, = -21./)j = -O. 5547' 
G(3,·J) 

cos.L ~. -3/ 113 = -0.8320, 

ta.ni.~. = 3/2 = l. 500, 

sen L 1\, = -3/J18 = -0.7071, 

cosL(\= 3/ .fi8 = o. 7071 y 

tan l. ~;1. = -3/3 = -l. 
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Nuevamente, la ~edida en grsdos de los ángulos /3.y '32 , !'lo la -

er.contra.T.OB directaT.ente en las tablas co~u.~es, por lo que es 

neces~rio deducir f6nnulas trigonom~tricas que relacionen án~ 

los del tercer y cuarto cuadrante con ángulos del pri~er cua-­

drante. Sin embargo, el conocimiento de estas f6rnulas no re-­

eulta esencial pnra el presente estudio, por lo que re~itimos 

al lector interesado, al libro de Gr:;ulville, Trigonometría 

~~· 
Una ider.tidad, o igualt.!.ad tr:gonométrica, que no -¡:o:lemos -

dejar fuera por su gran i~portar.c1a y aplicación es: 

seni .e.o< + cos.z..:o< = 1, 

ésta se cumple para cualou1er áns;ulo ~ y se verifica partiendo 

de las definiciones que hemos :lado: 

sen .<:I>( = Yp/r 'J 

coa .t..( = Xp/r. Entonces, 

2 y¡/ r1 sen ¿,¡, y 

cos~Lol Xp/ r 2 t por lo mis:no, 

sen" L.< + cos'L-< = y// r1 + ·::; 

r = /xr + y; entonces, 

sen:i.l,\ + cos2.ill = r'/ r 1 =l. 

r.1., y puesto que, 
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EJERCICIO. 

a) Consid~reee la circunferencia de radio i~Jal a la unidad y 

cc:-:tro en el origen, y d-ese un ?unto cu::.l~uiera P{x, y) en -

ella; entonces, co~o sabemos, se define: 

sen.<,; . y 

COB ,¿,¡ = X 

\ 

-J 

Dnr la expresi6r. corr~s,ondiente ~~ra tr~a razones trigonom&-­

tric:..s restantes. 

b) A partir de las definiciones d::..das en el ir.ciso a, muestre 

que: {sent..1. }{csc..:.i. "'l; tan.:.(= sen..:rA / cos.t~ 

eec1¿.i. = l + tnn~-< y cos ,,_ ~ -= l/eec "" 

SOLUCION. 

a) cot "'-'- = x/y; sec .1..ol. = l/x y ese"'"' = l/y. 

b) Scibe::oe que, sen ..: .i. = y y ese t."' = l/y entonces, 

(sen"-.{ ) (ese.:-<) = (y)(l/y) -==l. 

Pueeto que, tc.n L..I. y/x, ser.""' = :,• y cos -:o( = x entoncss, 

tan '"" = "Y/X = sen"'.., /cos'-J. 

Sab<-nos que, sec'""' = l/x 2 y 1 + t:m~""'- = :r..z+ yi¡ x 2 y co-:io el 

pu::to P{x, y) ::e! tcnsce a l~ circunferencia de radio igual a -

la U..'1i:io.d y centro en el orii::en, 3e Ct<..:!ple T.-e, x.:l +y' = 1, 

por lo qt:.e, x' + y 2
/ x'= 1/ xz. &ltonces, 

eec
2 

4 .e = 1/x2 = 1 + tan~ e< 

Co-::o coa .t..c = x y zec .t. o< = l/x entonces, 

cos-'..,<. = x = 1/(1/x)= l/:::ec.1.~ 



c. LA rAf:own D&L ANGULO DE IliCLINACION 

DE. UNA LINEA RECTA. 

No es lo ·is~o: l~ recta 
t~.:r:~te .??'(pe, ¡:e -y:--::1) 
1ue: Ter. ger:te y rt?ctn ~ 

'ri•a do Pop'- /( 

Diferente ,2! ~ • 

(9) 
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Por geo~etría elementnl, sebe-:noe que por un punto en un -

plano paoan une infinidad de rectas. El i jB:!loe P( x, 1 Yp ) dieti,g 

to del origen y prolonguemoe las recta• que paean por este ?ti!! 

to hasta que corten nl eje de lee abscisas: 

en la fi~ra he~~o ee~al;do algu.~ae de dichas rectas. En par-

(9) ARAGON, .22.• &,h, Pág. 138. 
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ticular, L1 es paralela al eje de le3 abscisas y L 2 ee perpen­

dicular al ~ie~o eje coorden0do, dej~~oe estoe dos casos "eep! 

cialee" para tratarloe más adelante. Por el momento, nos ocup! 

re~oe de lPs rectae que fer.nen con el ~encion~do eje de l~s ~ 

abscisas un ángulo ~ mayor que oe y :nenor que 180° , pero di­

ferente de 90°. 
Co~o se ~ue~tra en ln fieurP 1 1 4 corta ~l eje de las abs­

cisas en el origen, entonces, al igual que en la aecci6n ante­

rior, es posible trazar la circunferencia de centro en el ori­

gen y radio eP; y calculnmos la tungente del iingulo ""por :nedio 

del cociente de les co?rdenedas de P(x~, Yp) 1 es decir, 

tant..i~ = y,/xt• 

Para L5, la aituaci6n ee di~tinta, puesto 1ue esta recta 

corta al eje de l~.s e.b!'cisn~ en un punto di.sti.nto :?l origen; - · 

ll<>:nenos 3 a dicho punto y tr<1ce·10» la circunferencia de cen-­

tro ea S(x~, O) y r:1dic ·TI>: 
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Obviamente, en el A PQS, el valor del cateto adyacente ya no 

depende exclusivamente de la covrdenada :xp , del punto P; eete 

cateto lo tomamos co:no la diferencia: 

xp - x) , y definimos la tangente del f.ngulo ~.s co-no, 

tant..<5 = Yu~.)c.f- Xsl. 

Nótese que no se está to·~ando la d( ~. '3), tal co110 la her?loe d_! 

finido, pueeto que ésta es ieual ~l valor absoluto de dicha di 
ferencia, es decir, 

d( Q, S) = 1 Xp - x~I; y, co.Jo eabern·Js, ee cuo;¡ple que, 

lx¡: - x~l=lxs - X,J.; pero, 

X \) - Xs "' -( Xs - "ti ) • 
Problema !Q.. Calculf:r la raz6n tangente de cada uno 

de loe ángulos :nercados en lae figuras siguientes: 



\ 
~ 
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Bupuesta: Tan.l.(1 = 3/2 y tanL.il"' -1 • .333, puesto -­

que, tanL.t, = 3/(3 - 1) = 3/2 "'1.500 y tanü.t = 4/(-5 -(-2)):11 

4/(-5 + 2)= 4/-3 = -4/3. Y, por lo ~ismo, L~t ~ 56° 201 apro-­

xi.madamente y L.,j 1 "' 18cf - 53°101 = 126° 501 aproximada~ente. 

Generalicemos aún más esta idea, to~ando dos puntos --­

A(%,t, y,) y B(:19, y11 ) arbitrarios, sobre una recta L tambi~n -

arbitraria, con la condición de que L no sea ni paralela, ni -

perpendicular al eje de las abscisas. Y obtenga.roce la tangente 

del é..IlBUlo o( • 
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Observa que ee por comodidad que en el dibujo aparezcan 

loe puntos A y B en el primtr cuadrante, pero éstos pueden e! 

tar en cualquiera de los tres cuadrantes restantes' 
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In todoe 1oe casos (esta• figuras solamente repnsentan algu­

nos), 1a recta L corta al e~e de las abtlcisaa en un pun\o 

l(xK, 0)1 !ormando cuatro ángulos, de los cuales nos inttre1a 
dnicamente el señalado con la letra el( • El .!a( tiene como lado 

inicial a la parte del eje de las abscisas comprendida del -

punto lt hacia la derecha del mismo. Al 4' lo llema:noe~ "llngulo 

de inclinación de la recta L". 
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Pero, volva~os a la figura: 

Y, trace~oe la recta paralela al eje de las abscisas que ~aae 

por el oun to A( x,. , YA ) • 

Loe á:igulos J. yd., aon ieuale:s por eer correepondientea entre 

reetas paralelas. Por lo ~ue nuestro probll!Ula se reduce a cal-

cular el valor de 111 rez6n tnngente del ~neulo 4(1 • - - - -
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tracemo• la circunferencia de centro e:i el punto A(x.u y,.) y -

radio A'B. 

formemos el A ABO, trazando la perpendicular al eje de las ab~ 

cieae que pasa por el punto B(x,~ y9 ). Obviamente el ángulo -­

con "rtic• en el punto C{JC 1 Ye) ee recto. 

/ 
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Co~o ae observa, el valor de los cateto3 del .4 ABC no dependen 

exclusivamente de la3 coorden~ine del punto B(x8 , y.), de h•-­

c!",o, el cateto adyacente al {'1".gu.lo o(¡ se to:::a co-:io la diferen­

cial x& - xA ¡ y el cateto opuesto al :;:is::io ~,;A, es: y, - 7,. • 

Defin2<11os ento:-ices, a ln tmH.-ente del "<A co.:o el cociente de 

est~: diferencias, es decir, 

tan'<>! =(y8 - YA)/(xe - :-::.). 

Ahora ti en, al án€Ulo oc lo 1 la:'.:.~.::: os ~gulo de inclina--­

ci6n de la recta L, al valor de la :-~z6~ tnnrente lo lla~are-­

mos: pcndien~e de la recta L. Ento~~cs, defini~os la pendiente 

de la recta que pa::& por los ?U~\tos A(x,., y,) y B(x. 1 y6 ) como 

el cociente, 

(yo - y)/(Xe - XA), 

por stipue~to qu~ 1::: pe:-.diente 3er:i U."l nú:nero renl sie:r1!Jre que 

x 11 .; xA; el •foico caso en ::ue Xe = xA ae presenta cus:-:do tene­

~os una recta ?erpendicular al eje de les abscisas, pero éste 

lo trataremos •n:is adelante. 

A la pendiente :le la :-ccta ª'~ acostu.'!lbra denotarla con la 

letra~· ~!, le expresi6n: 

rr. =(Y~ - y,.V (xa - xA) (10) 

debe leerse co~': "la pecjiente m de la recta 1ue pasa uor los 

i:unto$ A(x,., YA) yB(x 81 y11 )1! 

(10) Puesto que x 11 - x,. = - (xA - x11 ), s~ tie~e que, -­
(y• - y .. VCxa - x,.) = - ((y. - :r .. Y(x .. - x8 )~ y 1:iuento que - - - -
y 8 - YA = - (y" - y 8 ) ent(lncee, (:¡8 - y11 )1 (x11 - xA) = -((yA - y;JI 

(x 11 - X.t)) pero (Ya - YAY(xa - xA) =(y .. - YaY (xA - x,), por lo ::ii!!_ 
mo e~~learemos indi3tint~~ente a~bo' miecbros de la tercera i­
gualdad en lo suceoivo. 
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Problema 1.!· Obtener la pendiente y el ángulo de in­

clinaci6n ~e la recta que pasa por loe puntos A(3, 2) y B(l, O), 

Btepuesta: Suetituímos loe val.ores de las coordena-

da• de loe puntos A(3, 2) y B(l, O), en la !6rnula, 

rn •(YA - Ya}{x, - x 1) y obtenemos, 

m =(2 - oY(3 - 1), o lo que ee lo ilil!mlo, 

m • 1, por lo que, 

tan".C"' l y 

Bntoncee, la ~endiente de la recta ea el nú.nero uno y el án@Ulo 

de inclinación de la misma ee de 45°. 
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Problema 11· Obtener el ángulo de inclinaci6n de la 

recta que pasa por los puntee A(2, -3) y B(-2, 2). 

Respuesta: Nuevamente aplic&~os la fórmula, 

111 =( 1A - y .}ifx, - Xe), 

m .. f-3 - 2Y(2 - <-2)), 

m = -5/4 y, por lo mis~o, 

tan L~ s -5/4, o bien, 

ltan(l8o" - t:.t )1 = 5/4 J 

LJ. = 180" - 51° 201
, ee decir, 

t.-X = 128° 401 
• 
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EJERCICIO. 

a) La ~endiente de 1<1 recta 'lUe pcsr; por los ;.untos A(-2, 3) y 

B(x, 5) ee 0,5, Hallar la absci3:o. :!el :::~:nto B. Gr:;ficar. 

b) La ~endiente de l~ recta q~c pasa por los pur.toa A(-3, 7) y 

B(-1, O) es l; enco~tr.:ar l'. or:!en;:i.=" iel :cu:ito A. Graficf'.r, 

so1::croN. 
a) l'i.•esto 'u"' ::: ;(:t,. - y11y'(x,. - ite) , se tiP.ne al sustituir va­

lores r:¡ue: 

1/2 =(3 - 5)/l-2 - :r.) pcr lo -::s~o, -,; = 2, 

l .. .. 
. , 
·1 

b) La ortlen"'.du es -2. 

1 



CAPI1'ULO V. 

LA BCUACION DE LA LINEA RECTA. 

A. LA FORMA PENDIENTE Y 
ORDENADA BN &L ORIGEN, 

l6l-

El primero de estos preceptos, consistía en no 
recibir como verdadero lo que con toda evidencia no 
reconociese como tal, evitando cuidadosamente la -­
nrecípitaci6n y loa prejuicios, y no aceptando como 
cierto sino lo presente a ~i espíritu de manera tan 
clara y distir.ta que acerca de su certeza no pudiera 
caber la ~enor duda. (l) 

Por los r~sultndos obtenidos en la secci6n O del capítu-

lo III, de este trabajo, sabe:nos que los conjun"tos: 

L 
:r: ' 

(x, y) 1 y ::: 2x, Xt lB \ , 
L = 1 (x, y) ' y = 1/3 x+l,x€ffi } y 

L = (x, y) 1 y = - )/ 2 X + 3 t X€ lB l 1 

tienen por grUica a una línea recta. He aquí la figura co--

rrespondier.oe: 

(l) D~3CARTZ~, René. Discurso ~ ~· Pág. 16. 
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Est".s rect'<s ::: ~ ,;., :- !""t ~' :- '?:. :--e j~1 ~ er.1 :_;n e o lo !JUr':tO: 

¡:, 1 " L1 { ,;(;/5, 6 /~ \ l I ~· I 

1, n I.J ... \ 3( f./7' ~/7)} 

: 1 ti !_, 3 C( l './11, E/ll)} 

e; dec~!', L
1 

y L2.c::.::ci:!,,:: r:. el ;:'..i.nto A; L1 y !i 3 e'.: el pu:ito 

!l "! Li ';¡' r., er. e'. '.'·t:-:to C¡ 2ir. e".".t,-,ri::o, d:'..~~eren en S"J9 otros 

r-·.1.."tos, ~·::r lo .r.~'::r.o lo~ cc:-.~ .. ?".to' L 1 , L:i :; L3 s1Jn disti::tos 

er:'tre :::{, Esta d:i fe~IJ:-.~:.~ i-~ ·:_:!r~a, ~ir. dud?., 1?.. C?-r2.~tt:r!sti 

ce q'..le '.leter::.ir.·· "' c::-1,' :.;,::0 :!e •;otos cor:j•.tr:":::s; e:: otr,;s pal~ 

bra.s, l<>.s p<:r-::j?.::: de n1heros reales ·pe cw:-.;' ~:: con le.s icJ.e..1, 

d:;;,:iee: 

y = 2X, Y ~ 1/3 X + l, ',/ = -3/2 X + ) 

e:ir. 1:.sti!'!tas e!': ge::erc.l. ,; ·.:2t:is treE ~x;iresiore::: las no::b?",! 

~os ec~?cior~s de ~ri,er fr~io, y :~~st:i que, coro he~~' ob--

eF::rv:do, l:is so~:.<c:'..:-.o;:: ::e é:::~s 3eter::-.ir:A.!: rect;;.s en el ;:la­

no, es c·:>-:'~L"'. l:a::.~!·l~~--=- ~c~.>J.~~ir:,..._~~ :!el!.:.:~ rect:i~s, e!:tonc~s: 

y= 2x e! 1~ ecu·~i5~ ie l~ r~ct~ L1 , 

y 1/3 x + l es l= ec~::i6~ 1e l~ ~ecte L2 , 
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y = ~x • b es l~ ec~gci~n de la rectu L, do~de ~ 

y b sJr: do= n~~eros re::.l~~. que permanecen constantes. 

Deter:e}--~or.os '.l.~ :: :::'.e::tc, er. l :! :-ec':" 1 1, e?--::> <1bserva::-.os 

esta r-:cts. C·'.l!''=" a: eje d,; Le: 'lb3ci::".e "~· el orifen, for..-::n-

1o el á:;~-üo !.'.f"Jdo °'' (r<;-corej(;7.)S 1'"'" ,,.,_ L-', lo ".l:: ···'!'.'.)~ r-:-{!'.'­

lo de i::cl'.::.ci~n 5e la re~tn L 1 , A~te ::.ene co~o vé!tice Pl 

se::). Ad.emás L 1 cor.:i!oe:::. :os ¡;'.ID':'O'l A(-1, -2), B(l, 2) y- ... 

C(2, 4) 1 er,tre otros ~uchoe. 

'?r".ltle·~.'l. l· Obte:-.er l~ ,-,e:-.rlie:.";e de l?. recta LJ • 

Re?r>...:(;:·~': :'.,?. re-:-t?. ".":.sa ~'.lr los !JU.ntos A(-1, -2) 

y B(l, 2) e::ito~.-::e·.•, al ~,c;.:.cs.r l<; f~r::-.ul": de 1: secci6:-. ~r.te­

rior1 obtene·nos: 

:n =(:¡,.. - :ra)hA - :<d=l-2 - 2Y(-: - 1) =-4/ -2 1 

¡;~r :.o -:::.~·~o 1:i. .::er..::er:"':e m11 de1::. rect'-l t 1 , '•'- ie'Yl 1".ls
1 

s:.:r.t61 ic'l.i:':?::~e: 

-:; 1 "" 2. 
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?r·')h1~:na g. Co:-.::i<iar:-cJ) los ')untos B(l, 2) y 

C( 2, 4) obtc::¡;r la :'e:-.d'..<:!nte de 1::.. rec-;'! L 1 • 

Rest:1ue..;ta: Ar"..: c'.'-·~o s nueve.mento nue ::i;ra f6nnula, -

a.!:ora co:'l l=.s C·Jor1 en'•·i : :: :i e 1 n ~un -oos B y C, 

m 1 "'(Ye - ::eV\Xc - x5\, 
m 1 = l ?. - 4 V ll - 2) = - ? ! (-1) = 2 • 

Co:r.':> e!"'l de e:::-;.~:-ar::-:e, le pendiente m 1 sie:-_:.e 3:_endo ie;ual a -

dos, aún cuar.d., han sido to:n~.d ?s dos pu,-;tcs disti:-,tos a los -

del problema anterior. 

C(.2."!) 
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Prot.le:n~ J• Cbtener la pendiente de 1~ rect~ Lt, -

co:-;siderando loe :::•;.ntos :9(1, 2) y D(2, 3). 

Re!>n'lesta: lluevP:.:ente ,,,1:.ca:ios la y; conocida f6r-

:!!ula y e;:per~·::::s que !ll, = 2 1 er.tonces: 

m1 =(Ye - :¡~/( x8 - xD), 

::i1 =(2 - 3Y(2 - i)= -1/2 f 
::.1ider.te;:en<;e, tenerr.'.l": ';n e:-ror, ::ueeto que 2 I -1/2. S::to se 

debe ser.c!ll"..".lente, a T.H! el /U.'1to :J(2, 3) no c,:;tá en la rec­

ta L1 , pue::to que 3 1 2l2), es decir, :-.o c·;:~;ile con L; cond:.­

ci6n y = 2:<. Zr: ger:eral L 1 e~'.:~. f:J!":!.?.ds>. :::or to.:::is li:.s p~rej?.:: 

(x, 2x), ent~~ces lo! puntos A y 3 ~er~e~ecen ~la recta, 

sier.::::re y c1;:or.do, :.:-.:. ord<:?r.<::.:'.'1 sea el doble a~ !>U atsci.sa, por 

lo mismo A{~ , 2X¡t ) y E{xe , 2x0 ) cu~~le~ cor.: 

:n, =t:iÁ - Yo)l(xA - X9) =(21A - 2:r.o)/(x,.. - X5) 
= 2(xA - x8 ~/ (xA - :r.6 ) = 2, 

en reSU!:ler., L 1 e:: ur. cc-:-.~'.Jr.to de :_;.untos que t-:imados -por pare­

jas hacen ~ue m1= 2 • 
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Pr~tle:na ~· Obte~er la Fendiente de la recta L2 • 

ReE~uesta: L~ tiene por :ondic~6n ~u~ y = 1/3 x + 1 

er.tonces, .:letermir.:-,-::os doi: pur.:os cpe sol;.;cior.en este. ecu~.c:.~r. 

to'.!!a:::!o x = - 3 y x = ~; ::.sí., ei x = - 2, y = {l/ ~) '. - 3) + J. = O 

por lo 'ue el pu::to B(-3, O) oerte::ie-.:e a L1 y si x =O enton­

ces, y =(l/3)(0) + l = 1 :; el ~u:1t,_; A(O, 1) ts.:1:i~:: pertene­

ce a le. nc-t~ er. c'..<e~t:..6n. Dibuje:ucs la recta L:z y calculeocos 

su ;iendier:te. 

:t:a =(YA - YeY(xA - =-a) 

m1 =(1 - O )/(O - (-3)J 

-por lo :nürr.o, 

m1 = 1/3 

Er. e;enera1, los puntos A y B per':enecen a la recte Lt si !:US 

Y1t = 1/3 XA + l, y 1 = 1/3 x 8 + 1 
-por lo :iue, 

::!z =(Y"' - ~·N (x,. - xe) 

m l ~1/3 XA +l) - (l/3 X4 ·l))/(xA - x,) 

• 1 =Cl/3 (xA - xa))/(xA - x.), es ~ec:r, 

r.! .i = 1/3 • 
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Proble.na .2.• Obtener la pendiente de LJ• 

Reepuesta: En L~ le condici6n es y = -3/2 x + 3 en­

tonces, al pur.to A(x~, yA) está en la recta ~i, YA s -3/2xA+ l 

y, por lo mis·~o, el punto B(~, y,,) ta:nbUn debe cumplir con 

y6 = -3/2 x~ + l par~ pertenecer a LJ• Por todo e2to, 

m, "'(Y4 - y.,Y(xA - xa), 

m, =((-3/2 xA + 3) - (-3/2 x 0 + 3))/ (x,. - x,), 

'11~ "' - 3/2. 

Obeerva que la pendiente de la recta L3 es un número neggtivo 

por lo que 9cra encontrar el ángulo de inclinaci6n de la mie­

:na ( .tolJ), es necesario aplicar le. relnci6n: 

'?anLciJ = -tanh8t't1)ionde, 

tanl1 = 3/2 y 

L '1 = 56 ° 20 1 aproxi:naue.mente, 

L.ol3 = 180° - 56º 20 1, o bien, 

¿~~ = 123"' 40 1
• 
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Entonces, de acut>::-'.!o c-.:r, los result~d'.)s obter.'..dos er. los 

protle~~e preeeder.te! 1 lR rect8 L 1 e.y~ ec~~ci6~ es y = 2x, 

tier.e !)Or pend:'-er:te a 2, L1 cuya eCUé'ci6r. es y = 1/3 x + 1 

tiene ~or re~die~~e l/J, l¡ cuya ecu~ci5r. es y = -3/2 x + 3 

tier.e por pendie::tr: r:. -3/2; lr.due:~::ios ::ue :;_,, rect:t L de ecua-

ci6n "./ = :u + b ti ar.P. 

sabemos, ::i:o-~y"' - 'JeY(XA - xiJ), y Y1t• y8 , x,. y x11 sor: 1?.s coo.r 

der.hd&:; de dof- !'.'UJ',tos r. y E ::1."' '.'.'e:-+;e:-.e<ce:: a L. 

?rotlema f!. :::eter.iir:~·::- h. ec"J-ic:.5n de "1_.¿ rect?: :¡'.le 

;iaea por el f.''-<."!t') A(2, 2) y ':.ie:-.e ;ier.d:<':.te r:: = 1/2. 

Res~U':dH: ::r,~c-:;,::;: ~ue, P"!"'' :!:•·" ".'U1":to2 A(x,., y,.) y 

B(x 8 1 y 8 ) ef:lt6:-. e:-, 1 '· :-ectA ;:<; iebc ~·"~.:-:'.:.r Q.Ut': 

:n=-(y..., - ·,;~/(:<A - xo). 

Cl)r.ocexo2 el va::o:- .:le l'·P cOO!"?-?:>ds, .-:el rur.'.::· A y el de la 

rendier:te del~ recta er.tor.cer, 31 suP~ituir Obter.e~oe: 

1/2 =(;: - ;;0)1(2- x11), :.' ?roce.i..,".los a :.i<.:s-::ejar, 

y 6 = 1/2 x8 1" 1, 

co::io E(xe , y8 ) p1.1e:e st:r cu:·lq'..<ier ~·;.nto ~'.lbre le. r';!cte. en 

cuestión, elirr.inrmcs l 'J:: s~b:ír,é.ics.s y ter.e'.!lcr: 12- e·:·.:.&ci~r. que 

de::.iean:os: 

y = 1/2 :\ + i, '.Jl.Áe :-; . ., er : t1·s ·~·;.r. la ec·~ac:..6n 

de la recte Lt (verifíc:lo), 

Protleza 1· Cbtener 12 eC'-'BCi6n de la recta ~'-'e pa­

ga :cor el !JUr.tc 3(.:, -3) y tier.e r.er.;;!"!. ente :r.= -"!./2. 

Re20·.i.e:::ta: C:ro pv::to c•J.2lqu:err: de l~ recta ee - -

A(x , y) !=•Or lo que de 

~- ==(YA - Y1);(;--:A - Y8)2~ c·ctier.e, 

-3/2 =lY (-3lY(x - 4~ o lo ~ue eE lo ~ie~o, 

Y -3/2 x 1" 3, :ue es l~ e:u~ci6r. 1e le recta 

LJ (veri!frs:lo}. 
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Proble~e ª" Obt0::er la ~c~~ci6:: de la recte que p~ea 

por ~ origer: y tiece per:die~te ~ = 2. 

Rer:n.·.le!':ta: To:,~·-:-?:; \"Br':! 3( x 8 , y6 ) l?E coorder.?dee 

del orieer: y el pu::to A(x, y) a cual,~ui~r punto $Obre la recta 

!!! =(YA - Ye)l(xA - Xo) 

2 - e~. ::') / (x ::), '.) ':;i e::' 

y = 2x. 

Y - Ye = a:(x - xel. 
Er.. el CB$O pi:!r't:.cular e;. •.·'· :?(O, b) trne-:o!:' la expre".i6r.: 

y = 1:X ... 't' 

que 11:-.:r::.:i:o::i !_~ f:cu· c:Sr. :Je L1 rect'' cor: ,r:e~:l: e;;te l. y orden&­

da al ori[e~ iguP~ ~ E• 
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?rat:e·~.c. 1· ")etel"'l:ir.?r la <?Ct:aciór. de 13. rect~ iU8 

~asa por loe -::·.:r.'::>9 .!.(2, 1) y P(4, -3). 'ler:::c":- el reE:;l':<:!o 

obtenido. 

Re-;~:;.;.,t::c: Cor::o lo:: ".'."J..'"ltoE A y B debe;. e::':r::r en 1~ 

rer::ta, se de'cc c·;::~lir '1Ue la pendie1:te de la '!!i9:::-t sea: 

11 :::(:~ - :1,)/(r.,,. - x.,) ;'O:'.' lo ;u~, 

:!l ~ -2 - l)/(l - 2)= -2; 

(-3) = -2(x - 4), o t!er. 1 

y= -2x.,. ~. ce la ~c~~c:6~ ~·:~ h~~~·~oe, 

Par- ·1enf'!.~r;·· este reeultr:do, bast'.' e::-. !:'·;stituir los -

-.alor"'.S de•. - :;·de;, . .,_1,.,: :!e : ;,; --:.ir.to!: ~r: c·:~--t-~6r. er. la ecu!!: 

c:.1!1 :¡ o'::t"::~r u:-.'· :e -~~·,d. ~.d, paré! el ~·;:~+;o A(2, l) stJsti-

tU:Í:DOS en, 

y = -2Y ... , :J o!:'":er.\!~.0E, 

1 = -2( 2) + 5 :J co:r.? 

!:'etisfacen la ac1;ac16n¡ para el ~ur.to B(4, -3) 5e tiene, 

-3 = -?(4) + 5, o e: '.:r., 
_, 

= _il .,. " r.or lo que lr s coJrde:-::.d:::~ del ~·J.r.to B 
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Pe.ra concluir ee';ci i;ecc"6r: 'bte:igit.~.o~ l::! ·~cuaci6n de 1a 

recta :i.ue ::e.e:, ;ior- 1 ·;e puntos A( x", y11 ~ 'J B( x 11 , "J 8 ) , Obviamen­

te, 

'1l '= YA - ~'11/ Y.A - X111 

por lo que ~l su-:;';: ':u.:.r ·~::~~· ·nlor er:: la ec:;.i..c::i.ón Je 1:: recta 

con ~~~diente m y ~~e ~~E~'º' el ~u~·o S(x11 y11 ), 

y - y 8 "' -r.(x - x1 :, e;; tiene, 

'J - Ya "'{<Y11 - ;•8'/(xA - xa:)(x - :r.,}. 

a) !Je:er-nir.~.r 1.:l ec'.l•·ci6:: :le 1' :-e:-';•; .;ue co!':t.!.ene al ::;ur:to 

B(-6, -3) y fog;.lo de ir.clir..·,d.:Sn ie-..ial a 45° • Efectuar la -

b) Er.C".'!':tra:r la <?c;. c:i6':'. ::-: l:o recte :iue p~-"'º por e1. pur.to - -

di.:;:-. ':e. 
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SOLCOION. 

a) J = X + J, 

o 1 

Ol·C., ·!) 

b) 7 • ). 

o l 
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e) .7 "' 5/4 X + )/41 

y= -3 y 

Y = -5/4 X + 13/4. 
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B. LOS OA.50S ESPECIA.LBS Y LA 10RJlA SI!llB'fRICA. 

Xl ~egundo 1 ern la división de cada una de las 
dificultadee con que tropieza la inteligencia al in­
vestigar la verdad, en tantas partes como fuera nec.! 
ea.rio pera resolverlas. {2) 

Hasta el moce:ito, he•cos trabajttdo con rectas oblicuas al 

eje de las abscisas, avoquémonoe en esta secci6n al estudio -

de las rectas paralelas y perpendiculares al, tan mencionado, 

eje. 

Proble~a 10. Encontrar la ecuación de la recta que -

pasa por los ?untos A(4, 1) y B(2, 1). 

Respuesta: Aplicamos la f6.niula 1 

Y - Ye =((Y.ia - y,y'(.x. - x,))(x - x1 ), y obtenemos, 

y - l •((l - :nt'(4 - 2))(x - 1), o bien, 

y - 1 = O (x - 4), ee decir, 

y .. l. 

letemo! ente una recta cuya ~endiente ee igual n cero, pero -

esto no debe preocuparnos, p•;.esto que co:r.o sabemos, el conj'll!! 

to1 

L :s\ (x, y)\ y= l, x t IRi 

representa una recta paralela al eje de las abscisas, y 'ºr -

lo mia:rio no tene'.l!os án¿ulo de inclinaci6n, o visto de o.tra -­

for:na, ".i. = O 
0 

y tan L"' = O. He aquí a esta recta. 

(2) ll!!· 
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1 

o ' 

Lo mismo sucede µara todas las rectas cuya ecuación sea -

y = k, donde k representa un número real, que pennnnece cona-­

tente, puesto que cualquier par ue ountos oue pertenezcan a la 

recta tendrán !JOr ordcmda al nú11ero k, es decir, A(x., k) y -

B(JCs, k) serán dos de estos pur.tos y la penñiente es: 

m = (k - k)/(x" - x8 ), donde x" I x8 • 

Problema 11• Obtener la ecuación de la recta que pa­

sa oor los puntos A(3, 5) y B(3, 1). 

Resouesta: Al a!Jlicar la consabida f6nnu1a obtenemos, 

y - l = ((5 - 1)/(3 - 3))(x - 3), 
estamos ante un cociente que no está defir.ido puesto que el d! 

visor (3 - 3) es igual a cero. Este es justa~ente, el caso en 

que XA e x~. Localicemos los puntos A(3, 5) y B(3, l) y dibuj! 

moa la recta que p~sa por ~stos: 
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A(J,5) 

o j 

Evidentemente, se trata de una recta paralela al eje de 

las ordenadas y por lo mismo perpendicular al eje de las absc! 

sas, ee decir, L.11. = 90•, por lo que, tan"~ = co , donde el 

símbolo "a:o" (que debe leerse CO'l!O: "ir.finito"), indica que el 

valor de la tangente es tan grande co:no se desee. En este caso 

decimos que la pendiente no está definida. 

Co"Do sabemos el conjunto L = { (x, y) 1 x = 3, ye m ~ 

detennina a la rect~ que nos ocupa, nor lo que aseguramos que 

x = 3 es la eci:.r.ci6n de la recta que p:;.sa por los puntos A(3,5) 

y B(3, l). De igual forna todas hs ecueciones x = k, donde k 

es un nú~ero real cual~ui~ro que permar:ece constante, represen 

tan rectes perpendic:ulares al eje de las abscisas, cuyas pen-­

dier.tes no estfui deter:r.inadas. 

Puntualicemos, la ecu~ci6n y = mx + b representa: 

1). Una recta oblicua al eje de las abscisas si m ~O. 

Con dos casos particulares, si m) O, el ár.gulo de inclinación 

es agudo; y si :ni O, el fr.gi.:lo de inclinación es obtuso. 
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::! = o. 

3). En el caso de '.!'.i.e :r. =CD , l:i ecu;;.ci6r. y = mx • b 

se c:<:.bia por ·;n& de lt> ~:::-!:& x = k¡ y t:?nc:nris ur.a recte per-­

;:er.dic",;.lar é.l eje :le :as '.ltzc:.:r.11. 

ln)O <O 

/ . } 

/ 
.¡. 

Prot:lem.:> g. 5..'1cc:it:-'.lr l'l ec:;·.~c:.6n de '· rect9. que 

pasa ~or lee ~un~os A(a, y b ~ o. O) 'J B(:J, '::)' donde '.l. f. 'J 

.!..( ~, ('' ., ~( :; ' b) ter.e-:::>: "' J 

y - O =((b - O)/lO - :,)) (x - a), o bien, 

CO'.!:O, 

y/·~ .. x/a = 1, ::. e2:.f· er::":sio:-. l~ n':l"br'-:~os lé. f:.r. 

ILf:. ei=.ltr:!.c~ ~r: le" ec·_;;:c: S:: 1e l:t :-se:'::., l~s. núc.eros ret;les a. 

y ~ :tL..!"C?..r~ 12 d: ~ta?". ~ia al : ti[-=!". de l') ~ ::·;r..tos 5 t: intersec­

ci 6n cor. les i;~es, t: .. ~a:-.·:::: "'~. e·~~~:'.' el sigr:o. Ocaerva les si-

tric2. o --- ' 
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!!i ~~trie¡-, es, 

y/-2 + x/-""; 

- y/2 - x/5 
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-: y b = -2, la ec~~ci6n en su fonr.a -

1, o bier:, 

l. 
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3), Si~=; y b -l, ls ecu~~:.6~ 1e le :ect~ ec 

su fer.ne 2:.:;¡!;tr: ci:: es, 

y/-4 .. x;; = l, o t:.e::-., 

- y/t + x/; = :. 

/ 

y/:. .. xi":, = 1, 

:i::ice, que es (;l :::fr.i::::i co11:•J!-, :r.ul 

Jy .. l;.: = l:?' 

4x +.3y - 12 = c. 

l:': e e•.•:: e:. 6r. 1e lr:. :.;:e to er. su fof 

~~ª e<>ner::.1. Cl'.•i2-::e:ite, ::1 ::it:t;i]. 

'J -4/'J X + 4, .. 

se!:' er: y = 4. 
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Para el eje:r.:plo del :.:".ciso 2), se tier.e: 

- y/2 - x/5 = 1 1 es le ecu2c:6~ ~e 1~ recta en -

!:U forrrr1 ;;:.~~tr:.ca, 

() J 

y -2/5 Y. - 2, 

L. e:: ~0 ·: f)::-Té. ¿r:?r;ersl, 

ee la ecuac~~r; d~ l~ rtct~ cor: 

;.e:.:::..<-;:c: '.:. = -2/3 'J orlensda -

al o:-~,en e~ y= -2. 

Y ?~Ja el e~e~plc del :::c~so :), 

- ;//t. .. r./2 = 1, ec·.;.·.:~ó:. de: '..'.' recta er. s•; for-

4x - 3J - 1'2 e, 
xr:. ¿r.~n•~1·· l y 

y 4/~ X - 4, ! _·_ i:c~ .. :~·:·: ::~ dé l:. !"~-:t!'"~ C'J~ r:e.!2 

d~ent~ ~ = 4/2 y orde~eda Rl o-

Como .-,ts~rv<.!~ te;:.-,:)· t:rc.:: ::o.:,b:·.•c· i:'-'t;:.tos para le. :ni! 

~e. recta¡ l::i utili".ld do:? c:·rl~ J:.:c ce eet"~ exrr"::iones der.er:de 

c~i !'!"':'.'tlerr. ~ 1J•: ~U d~.::Eoe r":~;'.JlV!:!Y'. 

J/b 't :t./?. = 
'bx + ay -c.b 

f~ ~c::i~t'. . ...-~:::·? -o-u~riti.! C)•rc,, Ax+ By -t- C = C do:::lo, A"' b, 

B =e y C = -~b; y, por '.:t~~o, 

y = - A/E z - e/::, e;; 1:. ec~·.<'c:ór: de l.?.~ recta 

e::-. r-er.:H>::-.te :r. = - J.j? y ordcne.h 0 .1 o;·icer. - C/3, 
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EJERCICIO. 

a) Encontrar el ángulo de inclinaci6n de las rectas: 

L 1 = (x, y) 1 X - y + 2 = o, X t m t ., 
L2 "' (x, y) 1 X - y - 1 = 0, XF.. m ~ 

b) Encontrar la pendiente de l&s rectae: 

LJ "" 1 (x, y) 1 3x - 4Y - 4 = o' X ~ IR 1 y 

L '4 • j ( x, y) 1 4x + )y - 1 = O, X E< IR 1 
e) incontrar la ecuaci6n de la r~ctP- 1ue pP-Ba por el punto ~ 

A(-1, 2) y tiene pendiente m = 2. 38cribirla en su forna sim&­

trica. 

d) Encontrar la ecunci6:i de la recta que tiene pendiente 

m = -3/2 y q~e pus~ por el 0rigen. 

e) Encontrar la ecuacdn de 111 rectl:l. que pllea por loe puntoe 

A(O, -1) y B(-3/2, -4). Verificar el resultudo. 

r) Encontrar la ecueci6n de lFt. recta que pasa r>Or los puntoe 

A(3, 2) y B(-3, -2). ¿Est~ recta es perpendicular al eje de lae 

abecir:ae?. 

g) ¿Qu& tienen en coolin l~e rectae del ir.ciso a?. Graficar. 

h) ¿Son paralel~a las rectas de los incisos c y e?. •C6rao eon 

sus pendientes?. Graficar. 

i) Graficar las rectas del inciso b J verificar que &atas eon 

perpendiculares empleando un p~r de eecuadrae. 

j) Greficar lP.s rectas de loe incisos d y f, Verificar con un 

par d~ escuad1as que estRs rectas son perpendi cularea y compl"2 
bar que el ~roducto de SU2 pendientes es -1. 

k) ¿Cuántas recta o tienen ~endiente m = 2?. 

1) ¿Cuán tus rectas pasan ~or el punto P(-1, 3). 

SCLUCION. 

a) Pera L, i!J, "' 45°; psra L, el LJ., = 45 e• 

b) Fara LJ IDJ = 3/4; psra L~ m,"' -4/3. 
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e) 7/4 - 'X/2 • l. 
d) 1 • -3/2 x. 

e) 7 • 2x - l. 

t) 7 • 2/3 x. lo es perpendicular al eje de las abscisas por­

que x,. 1' Xs • 

g) tienen igual ingulo de inclinación ( ~ ot • 45") y por lo -

mismo, tienen igual pendiente (m • 1). 

b) Sí, son paralelas. Sus pendientes son iguales (m • 2). 
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1) Las pendientes son 3/4 1 -4/3 respectivaaente, por lo que 

U/4)(-4/3) • -1. 

~) (-3/2)(2/3) • -1. 

/ /. 
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k) Una infinidad de rec-.que llamamos "familia de rectas con 

pendiente m-• 2" 1 repreeentB!llOB con la ecuación 1 • 2x + t, 
donde 1 tOllla cualquier valor en los mimaros reales. 

1 ,ti 
:,/ 

l /, , ///'·,. 
. / . 

! / 
/· 

/ /,. : } 

// 
/ I 
I t t I J I 

1 

1) Una infinada de rectas pasan por el punto A(-1, 3), las 

cuales tiene por ecuaci6n a 1 • k(x + 1) + ), donde k puede 

tOllar cualquier valor en loe reales. Bri el caso en que k • !ll 

tenemos la recta x • -l, que como recordarás es perpendicular 

al e~e de las abacieas. 
·t / 

1 • - ''-... 
./ _.,.,. 

-- - ""º 

---' '-... --
o J 

' 
\ 



C. LAS CONDICIONES DB PBB.PBNDICULAIUD&D 

T PABALKLIS•O. 
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El tercero, ordenar los conocimientos, empezan­
do ei1111pre por loe más sencillos, elevándome por gra­
dos haeta llegar e loe más compueetoe, 1 suponiendo 
un orden en aquelloe que no lo tenían por natura.lesa. 
(3) 

Por geometría elemental, sabemos que doe recta•, L1 1 L1 

en el plano, pueden cortarse en un solo punto P(xf, yf), o -­

eer paralelas, pero no ambas cosas a la vez. 

Si al cortarse en un punto P(Jtt1, Yv) forman un ~lo re~ 

to, ee decir, ei el .::e :1 90°, decimos que las rectas L1 y L2 

eon perpendicularee. Observa que el-'" no tiene porque coinc,! 

dir con loe ángulos de inclinación e~. y ~i) de las rectas. 

Loe conceptos de paralelismo y perpendicularidad de dos -

r~ctas oblicuas al eje de lae absciRae ee hallan íntimamente 

ligados con el valor de las pendientes, de hecho: 

(3) .!.!!!!· 
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1). Si las pendientes m1 y~ de dos rectas L, y L, 

son recíprocas y de signo contrario, esto ee, si m1m1 = -1 

entonces, L1 y L1 son perpendiculares; e inversa~ente, si L, 

y L .t. son perpendiculares entonces, sus pendientes m 1 y m2 
aon recíprocas y de signo contrario. 

2). Si las pendientes m, y m1 de dos rectas L, y L~ 

son iguales entonces, l~s rectas son paralelas; e inversamen­

te, si L1 y L 1 son rectas paralelas entonces, m, = m1 • 

Para demostrar la primera relaci6n, o sea la condici6n -

de perpendicularidad, es preciso considerar el, ya mencionado, 

Teorema de Pitágoras. Hasta el momento, lo hemos aplicado al 

calcular longitudes y distanci~s, pero no lo hemos demostrado. 

Bate teorema afirma que el área del cuadrado conetruído sobre 

la hipotenusa es igual a la suma de las áreas de los cuadrados 

costruídos sobre los catetos, en un rectángulo. 
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t:r.; demostreci6r. del teore:;.,, de ?itácon:: e~ la :!.C'..:ier.-

te: 

er. el trifr.¡;)10 rectl:·.:_~,:le> coz: ·;,frticc'- er. los ~·ur.toe A, :e 
y e ~· Lt:: soº, 1'!~:: ·:..r~:z~or :-; :: lu ~ ~·=· i:;'i tud del .:Ol?t,~er:to AB, E 
P. 1a. lon¡:;:t 1Jd ·:·~:: :ce~e:r.t·J AC y;;,~, lü l:.ir.ei';..;·.1 ·ie1 seemerto 

BC y de:!.OE<t~·.-,re'.!lOF ~·;c., 

-pan: ~sto, tr'iZ'l:nc':' 1P per; .. ·r.a:.cul"r :;! l::.:fo AP ~ue pasa por 

el p1.:r. to e. 

e 

O'bv:.s.::er.te, los ~:':g'.;.lo~· «::¡ t!> 2on ,-,,etc:: y el AA".)C, al igual 

que el A CD!l, e2 u:-; tr:.~r.c;lo rectár.g-.üo, Lh»:i:s.re:::o'-' ~ a la 

lcnei tv: 1el ~e0.r,r:to AL y .f a l" longi 1:'Jd del :oeg:r.er:to !Tu, 
!)Or lo ;.::'.2mo, 

h e ... f. 
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3r.tc:-.c'.!s 1 b';::> toc-:s e<>t'.i~ co:-.:::c:.~r.ee, <:l ó t.:JC es ser?:e;'.:'nte 

el 4 AP.C, r.or· c.:-.- r t.!"!~r.e':'. ')s rBctár.o~los c-,n ur. '.1.!'°._f'.1lo en e~-

n;•fo, esto s:.cr:.f:.~a -:¡ue t:'!r.en s\l.s 1sdc.0 corres!)or.ditntes '.'T2 

:-orcionales, '!JCr lo que se ver'.. fice: 

e/b b/h, o l' ~'.le es lo ~:.sr:.o, 

ef t 2 • 

A 

A."-~·~~~~~~~~~~~--'8 

De ieual forma el .4CD3 e~~ s~.~·,~?.i:t<: 11 ~.',"'::, er.tor.ce~ f:'<; ct'LE 

;,le que: f/a n/h, ? bie:""., 
e 

fh 2 
= a, 

I> 6 

Á 

eh 

fh ~ !Jh fa.c.tori:~.::.os .. er: el ~r.i 

-:.eI :r::'...t':"bro, 

(f T e)h per'.l cc::i f+ e h er.ton 

ces, 
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El rscíproco del Teore~a de Pit1gor~e efirm? ~ue ai el -

frea del ct:e.dre.do ccnetn1fjo eotre uno :!e loe l'.'doe :1e ur: tri 
ángulo e!" ieual a le. su::i:; ::!e '!.as áre:>s de loe c:.;~dre.1os cor.a-

tru{~oe <?-obre eus otros 1oe ledos entc:1ces, el tri~:igulo es -

To:ne·,o:: vn tri~r.tulo ~u:il 1ui "!3 cor. vllrticee er. lo::: pun­

tos A, 3 :r C; y llan:e:nos E_, !! y 1 « lt:.~ loneitudes de los 1.§. 

des A'B, EC y Ac reeped1 v<,-r.t:r.te. Supr.ea:nos ade11és que s1: e~ 

ple l; rel2c:or., 

!".• "'a' + b-¡. , 

y demostre:r.os ::·.•e el 6ABC es un tridr.['.'Jlo :-ectángulo, en o-­

trae pel':!~r'3'l 1 de-::ontre-nos ~·;1: el L~ = ;.á', 

e 

bre esta rect<l to·":•1:r.os e~ ::>unto D de ;n-o.!'!er'? ~ue, BC "' ffi) y 

r.or lo :oü:::o, lo; l?:-:¿:.:uci del !'egn:e::to CD e~ iei.~!'!_l a!!• Por 

Últho t'.!".i-::os lo:o: s:·.i:-.tos .t../ D. Y llao2:?los fa la longitue del 

s..:Je:ner.to Añ. 



190-

' \ \ 

6 

l>e ac•;i::rio c0n estCJ. C'J!i3:rucci6r., e"! AAC'.": e:: un tri~ngulo 

rect~.:-.gul? ¡¡orlo ·:;1~e ~e veri7'ic'1 1 ne ec•1erdo con el Tecre!lla 

de Pit~eorae, ~ue 

f. "' P.J" -t 1:2 

pero noeotros P" :rt:::1os de que er. el ó ABC ::e cv:nple que 

h2 = al -t b: 
¡:or lo que 

f 1. = h-:a , o bi er., f = h 

Esto si¡;n:!'ica qu-! los tri~::r.üor: AABC './ A.!.C:. tienen ::us 

trei; lac!ot> ic.;alee, e:;::;:-:c.;." o'J:'. eon¿:ruer.-;es y, :;cr lo xi::::r.o, 

tienen sus hlev::ls co:rnspondier.tee- !e:';::;les, er.to:-:ces: 

.t. "t = L l'> , o b: en, 

:noe d e:r. 'J etr!1r. 
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Volv<i·:.'.l> a l:is cor.d:ci:>r.r;; ie ;ier7e:-:d:.i::ul.a'..dad y par!:ll~ 

liS'CO 1e :l.::is :-<?:: :"'s :>bl:.c·..;r-:: ::;~_ e:<: ·ie l::.o nl:sc:.::a::: :¡ ·!~:i::i::-­

t:-er.ios pri:ner"-'.!l<?:-.ta, que si d~"' rec~'iS tiene~ pen·.E':l::tes rec~ 

r.irocay; y de ~igr:o c::ir.t::- :rio ent::'lc.::~, so:-. ::;er::e:i.dicul::!re!". P~ 

T'9. e!to, to·:::.c·-~c; jo~· rect:<i.<: 1 1 ;¡ L~, co:::> :l~e '.ie la si¿;;ujente 

:¡ !1 1 .son :!"''.:-cínrocq3 ;¡de ~=-f?~~; cc~·-~:·:1 :-10, t:J 3-::c:.!", ~.:.:i, .. -l 

y del!oetr<.re::¡oc ~';J, el .O <l?f! r::c ·.:: triáng:lo ::-ect~ngu'!.o, don-

de A(a, O}, B(b, O) :¡ P(x , y}. 

Por defir.icdn ~.:¡ rién'1::.~nte, !!: 1 =(Y - O)/(x - b) y 

:n'l =l:r - O)/ lx - a), :ior lo que =·~ ve.r:fica, 

( :; /(x - tl)(y /(x - :•)) = -1 e:-.t:>nce2, al o;.<:?.rur 

:tlgetroicamente ortrme:nos: 

y 2 - (x - b)(x - a) 



(a - b)2 + 

- 2eb "' 
:a 2 - 2ab + b1= 

(a - ~\ 2 
~1 

( o - o)ª 

1(A,t::)~ 

A!i 2 

: 

~ 2 z.x 't' t:y'-

bl.- ?zb + 

(b - X 'ª 1 ·t 

( 1:: - x)2+ 

a 
(y - n) T 

(xB-
,t 

Xp: 

( Xp-
,i 

::,.,; 

ij ( !11 n 2 
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2xa - 2xb 

z1+ ~, ª+ x'- '.?r.a + a2+ y2 

:,· '+ (Y. - 'i'.} 2.+ 'J 2 

1 " \V - ;¡) 2. + 

(y - O}, , ::¡ue !10 ~:: 

2 
+ (v - Yp: + •8 

+ (y.- 12 
y,. J 

+ -l(P, A) 
'l 

J b' . .-,;r., 

:ie:not:':r!'.r e1. r~c!:;roco d;, ~::'.;;; e:-.. :.c.~d0, ·::f" dc"-r, pa?'a ~;:>'!!')! 

t:rar qu~ dJs r'?c't':!~ :)~q"":;•.- -: ~C~·lL: ·.::: tier-:en : i::ir:..1i·:·:.t~:: ri.:~~:r'.""rE_ 
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y recorr•os el camino inverso al que hemos seguido, ahora -

partimos de que las rectas t 1 y L~ son peT!Jendiculares, por 

lo que el 6 APB es un triángulo rectángulo, por lo que se -

cumple el Teorena de Pitágoras y se dá que, 

.,.,.i - -l ~' b AD - Dr + CA • o ien, 

d(A, B)1 = d(B, P)1 + d(P, A)t 

y al sustituir loe valoree de l~s coordenadas de los puntos 

A(a, O), B(b, O) y P(x, y) se obtiene que, 

(a - b).2 = (b - x'f + y•+ (x - a)a. + yª, 

por lo mismo, 

Y1 = -(x - b)(x - a), 

o bien, 

(y/(x - b))(y/(x - a)) = -1, 

que por definici6n de pendiente de una recta se tiene, 

m,m,= -1, 

m1 :: -l/m1 , 

es decir, las pendientes son recíprocas y de signo contrario. 

Demostrar que dos rectes L1 y L 1 son paralelas si sus. -

pendientes son iguales, resulta más sencillo. Observemos la 

figura siguiente, 
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L~ .. ~ rec:~s : 1 y I.1 ~~r:·.;~· . .,1 e~e d~ l-:·2 !"':..,:~ciEa:3 er. 1'JE !:r.L."1.­

toE A:e, e} y F(f, O) re!r'·~~1v?~··~te; ~~ l3s ~~~~e~, se t'-

0, X e_ m ~ 
0, x e m 

• r:-· _., 
-~ .. 

:r:' ~ -'!. :.:' .'Li = 2 , ::':ir lo .--:is:r.o, 

m, J '.'iz Y 

- y 5 ::: o 
;¡ 4 ') 
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por alguno de los métodos algebr?.icos que conocemos, tenemos 

que x = 3, y = 2 lo soluciona..~. Por lo que las rectas se in­

tersectan en el punto P(), 2). He aquí sus gráficas. 

,(J¡ • H•JJ 
.t. .l¿: U~º 
1.. o , 1rJd 

Problema !.!• Las rectas L 1 y Li tienen en co:nún al 

punto P(-2, -4). ¿Son oerpendiculares?, ¿son paralelas?. 

L 1 = ~ ( x, Y) 1 2y - 5x - 2 ~ O, X € IR ~ , 

L 2 = \ (X, Y) \ Y - 5/2 X - 1 = 0, X E lR \ • 

Respuesta: Las pendientes respectivas son: 

m1 = 5/2 y m¡ = 5/2 1 por lo que, 

m1m1 = 25/4 J -1 entonces, afirmamos que no son per­

pendicul~res. Sin embargo, m1 = ml, esto significa que L1 y Lz 

son paralelas, Pero el punto P(-2, -4), efectivamente satisf! 

ce ambas ecw.ciones: 

2y - 5x - 2 = O, evaluada en las coordenadas del 

pW'itO p da, 

2(-4) - 5(-2) - 2 = O, puesto que, 

-8 + 10 - 2 = 0, De for:na se.'Ilejante, la ecUa.ci6n 

y - 5/2 x - l = O, tanbién se satisface, puesto que 

-4 + 5 - l = o. 
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Pero esto resulta absurdo, a ?ri11ere. vista, ouesto que tene-­

~os dos rectas paralelas que se cortan en un pur.to. No es tal, 

lo que sucede es ~ue estamos ante dos rectas que coinciden en 

todos sus puntos, en otras palabras, su gr~fica es la miB!lla. 

Las ecuaciones de estas rectas presentan la particulari­

dad de que los coeficientes de las variables X y y, así co­

mo el término independiente son proporcionales, es decir, en 

la ecuaci6n y - 5/2 x - 1 = o, el coeficiente de y es l, el 

de x es -5/2 ~' el ténnino independ"-ente es -1; y ~stos son -

justamente la mitad de los corresoondientee a los de la ecua­

ción 2y- 5x - 2 = O, por lo que al tomar los cocientes respec­

tivos tene'llos: 

para las y la razón 1/2, 

para las x la razón (-5/2)/-5 = 1/2 

y para los términos indeocndientes la misma. 

raz6n -l/ -2 = 1/2. 



En general, dos rectas con ecuaciones: 

A
1
x + B1y + C1 = O 

A2x + B1 y + C~ O 

coinciden si se cumple que, 

A,/A1 = B,/ B1 = C,/ Ct, donde obviamente, 
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~ , Si y C1 son números reales distintos de cero. 

En otras palabras, lns rectas coinciden si existe un nlimero 

real ! distinto de cero que c~~pla con: 

A 1 kA 1 

B1 = kBt 

c. = kCs 

(En el ejemplo n~~érico que trabajamos en el problema 14, 

k = 1/2). 
Problema 12• Encontr~r la ecuaci6n de la recta que 

pasa por el punto P(-2, l) y que es perpendicular a la recta 

con ecuación y = ./3x + l. 

Respuesta: La recta, cuya ecunci6n deseamos, debe -

ser perpendicular a la recta de ecuación y = f3x + l, por lo 

que su pendiente m está obligada a ser recíproca y de signo 

contrario a ésta, por lo aue, 

m = -1/ (3, 
y como además, debe pasar por el punto P(-2, l), entonces 

aplicamos la f6nnula: 

Y - Yp = m( X - x 1.) 

y - l = -1//3 (x + 2), o bien, 

X + ./3y + 2 - ./3 = 0 • 
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Problema ló, Lae rectae, 

L, ·~(x, 7)1x-y+5=0, x6IR\ y 

Ll a~(x, y) 1 3x + y + 3 ., o, x6 IR}, ee intereectan 

en el punto P(-2, 3) y fonnnn al cortarse con el eje de lae -

abscisas el AABC, Encontrar loe valo?'ee aproximados de loe -

á:igulos interioree de dicho trié.neulo. He a1Ju:1'. le gri1fica co­

rrespondiente. 

¿,e•< 

(. 13=? 
/.. o(.? 
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Respuesta: Las rectas no son perpendiculares puesto 

que, m1 = l y m.i = -3 y, por lo mismo, m1 m1r -1 entonces, el 

L e F 90º. Pero, el 4 e( es el ángulo de inclinación de la 

recta L 1 y cono m 1 = 1, se tiene que tan ,¿tlf = 1, por lo que el 

.t. o( = 45º. El L. li es el suplemento del ángulo de inclinación 

de la recta L .1 entonces, tan ..: 11 = -tan ü(~ = 3 y .t: fl = 71° 30', 

aproximadamente. Finalmente, calcular.¡03 el valor del ángulo 

aplicando el teorema: "la suma de los ángulos interiores de un 

triángulo cualqÚiera es igual n 180° ". Entonces, 

4 9 = lóOº - (..: B +.t.<'- ) 

L 9 = 180° - 116° 30' 

.l...9 ó3~ 30', aproximadamente. 
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BJERCICIO. 

a) Las rectas, cuyas ecuaciones son: 3x + 21 + l • O 1 - -

x + 57 - 4 •O. ¿Son paralelas?, ¿son perpendiculares?, ¿et 

cortan en algán punto?. 

b) Encontrar la ecuación de la recta que pasa por el punto -

1(0, -4) y es paralela a la recta con ecuación y • f3x + l. 

Oraficar ambas rectas. 

c) Encontrar la ecuación de la recta que paea por el origen y 

ee perpendicular a' la recta con ecuación y • f2x + l. Graficar. 

d) B:ncontre.r la ecuación de la recta que es paralela a la recta 

con ecuación y ~ 2/5 x - 2 y que pasa por el punto de interet~ 

ci6n de las rectas con ecuaciones y + x • 5 y 3Y - x • ). 

e) Las rectas con ecuaciones 2y - 6x + 4 • O y 3x - y - 2 • O 

¿coinciden?. 

SOLUCION. 

a) Ko son paralelas, tampoco eon perpendiculares 1 ee cortan 

en el punto P(-1, l). 
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b} Con a m (3 y ·punto A(O, -4) la ecuaci6n que se busca ess 

1 • f3x - 4. 

e) 1 • -1;{2 x. 
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d) Jn. punto de intereecci6n de las rectas ea P(3, 2) y la pen­

diente es m • 2/5, por que la ecuaci6n ea y • 2/5 x + 4/5. 

e) Efectivamente, las rectas coinciden, en eate caso: 

A1/ A1 s B1/ B:t n C1/ C2 ~ -2. 

/ , 



D. LA DIST.AlfCIA DB UH PUNTO A UIU RBCU 

T LA PORllA NORIUL. 
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T el 11l.timo, coneiat!a en hacer enumeracionee -
tan completae y gener8les, que me dieran la seguri-­
dad de no haber incurrido en ninguna omieidn. (4) 

Estamos ciertos de que la distancin entre los ~lUltoe 

A( x,, YA) y B( x&, Y&) la encontrarnos rnediante la f6rmula, 

d(A, B) = Jcx .. - x 0 )" + (1~ -1nt 

y que el conjunto, 

L 11 { ( x 1 y) 1 Px + Q7 + R ,. O , P ~ O , Q "' O , X e JR \ 

ea una línea recta con pendiente m -P/Q, que corta al eje -

de las abscisas en x = -R/P y al eje de las ordenadas en 

y = -R/Q. Pues bien, en este eecci6n va~oe a encontrar una 

t6:rnula pare calcular la diati:ncia de un pw1to A(xA, ~) a -

una recta L. 

(4) ll!!· 
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Por geometría elemental, sabemos que por un punto 

A(x~, 1A), exterior a uua recta L1 , pasa una dnica recta L2 1 

perpendicular e la 111iS11a. 

/ 
/ 

Si el punto B(~, 16 ) ee el punto de intersección de lee r•c­

tae perpendicular•• L 1 1 La entonces, la d(A, B) la llamamos -

la distancia del punto !(xA, y0 ) a la recta L1• Para calcular 

aeta distancia ee neceeario1 

l). Encontrar la ecuación de la recta L 2. • 

2). Resolver el sistema de ecuaciones lineales que 

ee forma con lae respectivae ecuaciones de L 1 1 L 2. , para encon 

trar ae!, al punto B(x6 , 76). 

3). Calcular la distacia entre loe puntos A(:ir¡., 1,.) 

1 B(x 6 , 16 ) aplicando la f6rmula conocida, 

d(A, B) "' vfcxA - Xe)~ + <1.- - 1e )~ 
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Problema 17. Rncontrar la distlilllcia del punto A(2, 2) 

a la recta L 1 .. { ( x, y) 1 3x + 4y - 4 = O , .x G IR t 
!eepuestas La recta L 1 tiene pendiente m1 = - 3/4 -

entoncee, la pendiente de t 1 ee m2 • 4/3 y su ecuación eet4 d~ 

da por: 

y - 2 • 4/3 (x - 2), o lo que es lo mismo, 

4x - 31 - 2 • o. 

/ 
/ 

/ 
I 

I 
I 

I 
/ 

ILz 
I 

L, 

IDcontraaoe las coordenadas del punto B(x8 , 16 ) resolviendo el 

•i•tema: 

{
3x + 41 - 4 = O 

4x - 3Y - 2 "' O 
1 puesto que x • 4/5 y y • 2/3 entonces. el punto ee B( 4/5, 2/5) 

Por lllti.110, calculf.mos la d(A, B), 
d(A, B) .. ~,_2""---4/.;....;5'-f-+-(2---2-/-5)-2 . 

d(A, B) ,. 2. 

Por todo esto, la distacia del punto A(2, 2) a la recta· 

3x + 41 - 4 • O es dos. 
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Generalicemos, encontrando la distancia del pw:1to - -

A(x..,, JA) a la recta L1• J (x, y) 1 Px + QJ + a •o, x" llll 

1). La recta L 1 tiene pendiente m 1 • -P/Q entoncH, 

la reeta La perpendicular a L 1 , tiene penci ente • 1 • Q/P 1, 

pueeto que pasa por el punto A(X-4, JA), su ecuación ee: 

1 - 1 A • Q/P ( X - X") , o bien, 

Qx - Py + Py,._ - ~ ll o. 
2). Resolvemos el sistema: 

{ 

Px +Qy + R • O 

Qx - Py + Py,. - Qx" • o 
1 encontramoe las coordenadas del punto B(x 8 , Jali donde, 

X 
6 

• { Q2 
XA - PQy" - PB )/ (P"' + Q 3), 

YB • (P'y,. - PQxA - QR)/(P2+ Q1) • 

3). illcontramos la distancia entre los puntoe A 1 B 

mediante la fórmula: 

d(.A, B) • YC:ir."' - x11>
2 

+ (1,. - :rs)
1 

d(A, B) = V<x" - V'Q 2x,.. - PQy" - PR)/(P•+ Q2 D)2 

+ (JA -((P
2
y" - PQx,_ - Qi)/(Y+ Q.i~)2 

d(A, B} "' V ( (P 1 x.., + PQy,.. - RP) 
1 

+ 
~~~~~~~~~~~~ 

(Q2Y,.i + PQxA + QR)2) /(P,+ Q1) 

d(A, B) • VCF 2 (Px,. +Qy" - a)2 + 

2 l 
Q (Fx.A +Qy" + R) ) / P2 + Qª 

d(A, B) • J Px" +Qy" + R I ¡.jp'1 + Q2. 

Y esta dltima es justamente, la fórmula general para calcular 

la distancia del punto A(x,., y,.) a la recta con ecuación, 

Px + Qy + Jl = O. 
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In el probleaa 17 de eete capítulo, heiaoe obtenido que 

la distacia del punto !(2, 2) a la recta con ecuaci6n 

3x + 4y - 4 s O es igual a dos; veri!iqu6moslo sustituyendo 

loe waloree coITeepondientea, 

XA"' 2, 1A • 2, P • ), Q • 4 1 R • - 4. 

en la t6naula obtenida, 

1 PxA + QyA + R ( ¡/p 2 + Q 2 • 

13(2) + 4(2) - 41 //3z + 41.,. 

1101 / 5 • 2. 

Problema 18. Bncontrar la distancia desde el ori­

gen a la recta L .. l ( x, y) 1 6x -By + 23 = O, x € 1R} 

aeepueeta: In este caeo, xA •O, 1A s o, P • 6, -

Q • - 8 1 a • 23, por lo que: 

f PXA + QyA + R 1 ¡/p 2 + Q2 :a 

16(0) - 8(0) + 23 I //6 2 + (-8)2 
• 

1231/10 • 2.3 

L 
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Proble:ca .!.2• Encontrar la distancia del Ori'Jen a la 

recta L 1 = l (x, y) 1 Px + Qy + R = o, P F- O ó Q # O, x~ m t. 
Resnuesta: Al sustituir xA =O y YA= O en la -

f6r:iula tenemos, 

1 Px4 + QyA + R 1 / ..¡ P :t + Q!t = 1R1 / J P ;¡ + Q.2 
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Er. particul?r si P =O, pero Q ~O, L1 es Wla recta paralela 

al eje de las abscisas y nor lo T.isno L~ coincide con L y la 

dis~ancia que desea:nos es ¡Rl/IQ~ Q bie~, IR/Q\ • 

.... 

Si P ~O y Q =O, se tiene que L 1 es paralela al eje de las -

ordenadas y L¡ coincide con el eje de las abscisas; y la dis­

tancia del orü·en a L es 1 R/P~ 

J.i 

\t/PI 

' 

P y Q no puden ser ambos igual a cero, sencilla~ente, poro~e 

se tendría la indetennin&ción: R/O 
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Er. particuler si P =O, pero Q ~o, L 1 es una recta ~aralela 

al eje de las abscisas y nor lo T.is~o L2 coincide con L y la 

distancia que desea:nos es t Rl/1 Q~ o bien, 1 R/QI. 

Lz 

.l.1 

I "<! L 

Si P ~O y Q =O, se tiene que L 1 es paralela al eje de las -

ordene.das y L ,_ coincide con el eje dE: las abscisas; y la dis­

tancia del oriFen a L es 1 R/N 

Lt 

\f/PI 

""'' 

P y Q no puden ser ambos igual a cero, sencilla~ente, poro~e 

se tendría la indetennin~ci6n: R/O 



210-

La recta L1 la llama'!IOB la nonal a la recta L 1 trazada 

desde el origen. El '1igulo de inclinaci6n de la normal es «t 
1 por los reeultadoe obtenidos en el capítu1o correspondiente 

a frigono~etr!a, sabemos que las coordenadas del punto B(J:e, Jb) 

oatietacen las igualdades: 
eenLc{:i. • 7

8 
;/.,.._.x-~-+--1-,i 

COSLri.1. • xD ¡/X~ + 10' 

por lo mhmo, 

1e • /x• + a y a' sen l."' 

Xo Jx• + ' y•' COBl.r:/.L 

Pero la d(O, B) =/ x¡ + 1: es, de acuerdo con el resultado ob­

tenido en el problema 19 de este capítulo, igual a IRl/~1 

111toncee, al su e U tui r tene111os, 

7 6 • IBI .. n.t..t~ / ./~i 
x 0 .. IRI cos.t..J, ¡JP 1 + Qi 

La pendiente de la. normal, m1 .. tan Lrl.1 , es recíproca 1 

de •iDJ.O contrario a la pendiente de la recta L 1 , por lo que 

m1 • -1 / tan L J 1 , 

pero sabemos, por trigonometría, que tanto11• sen t.,,¡,/ cos.t.ci:i. 

entonces, 

a 1 • - coe L.J, / sen Lo<a 

Con la pendiente m, 1 el i:>unto B(IRlcos.ld.a ;/P1 + Q2.1 1Rlseni'41/Pi+ rJ) 
obtenemos una nueva expres16n para la ecuación de la recta L1 

bajo la f6r.nula, 

1 - 1& • ms. X - Xs ) t 

1 -(IRlsen.U1//P1+ ~ 2 ):(-cos¿q/ senu,)<x -(lfUcoeM,/IPª+ Ql)) 
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o bien, 

xcn L-<.t, + ysen La,_ - (IR(/ ~)(sen"'''"+ cos~..-J) =O 

y pueato que, aen24(, + cos~, = 1, se tiene la expresión: 

xcos¿~1 + ysen.:..11 - ( fRI/ ~Qª) =O, 
que llamamos la ecuación en su forma nor~al de la recta L 1 • 

;i6teee que no se trata de ln .;:cu.ación de la recta normal a J.i , 
es decir, eeta exnresión no es la ecuación de la recta L2 • De 

hecho si L1 tiene por ecuación, en su for:na general, a 

Px + Qy + R O, 

la ecuación de la recta nol"".1al L 2 será: 

Qx - Py = O. 

Proble~a 20. Escribir en su forma nornal la ecuación 

de la recta que pasa por los puntos A(O, 3) y B(5, O). 

Reaoueeta: He aquí la @Táfica correspondiente: 

/ 
/ 



Ir. eu for=a eimltrica l~ ecuaci6r. de l; recta L ee: 

x/3 + y/5 = 1, 

de donde obtenemos su for~a general, 

Sx + )y - 15 = O, por lo que, 

liil/ /p 2 + ~· = 15/./34 y la ¡:endiente, 

m = -5/3. 
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Un pri~er acercB.'llier.to a la fo:r:na nor~al de lo ecuaci6n 

de L 1 noe "uestré ~~e, 

xcoo l.d.._ + y::.<en t..i.:i. - l5/f:Í4 = 0 1 

Bln e:nb"-reo, ~e:::c::>noce ios el v ·lor j(!l t.::/..,_ , pero f.·\.1ezto que, -

hte ea el ingulo de incl lr •. ,ci '.Ír: de la recta no~al a L 1 y ~e­

t!H! 1 obviú~\lnte, sor: ;:er;:e:-idici.:.laree, ~e tiene que: 

ttill L.J.2 = -1/ (-5/3), o 'bien, 

tan"'"'• = :!/5 y, inr lo ·~:~-:Jo, 

.!c4'l = 31º, nproximeda'llente. Por todo e5to, la ecua­

ci~ de la rec't<:i. ~'.:e pe.a;, ::0r los ¡:-1.:11 tos A(O, 3) y B(5, O), en 

5U for.i:a ~or:inl oe: 

xcoe 31° + yeen 31° - 15/ffi = O 

Probltrla 21. &ecribir en su forna normal la ecuacicSn 

de le recta L = J (x, y) l Px + Qy + R = O, P '! O, ~ ~ O, R .¡. O 

X E nt }. 

Respuesta: Obvi~'llente, Px + Qy + R =O es la ecuaci6n 

de la rl!cta L en ~ for-a ger.err>.l y :!.esee~oe que ~eta y la ecu.! 

ción, xcoe.t.1-. + ys-::n..toli - (lRl/v'P 1 +~)=O, ri:iprP.se::iten a 

la menci::mad.a recta L. ~t:>ncee, rei:o:n"r.do los rcsul tedoe obt_! 

nidos en el proble~a 14 de e2te capítulo, cstablece:noe las ei-
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ser: /. -~ "' >. ~ 

-{1Rt/IP 2 + ~~) ::>.R, do::de >-representa a ur. nú-

:nero real distinto de cero. A part!.r de la ter·cera iguzl:iad, 

s-:-1ic:u~do la defir.ició:: J'! vc:l.Jr 'lh::!oh•to ~e un r-11-::er·:. real, -

i;e ti~nt nue: 
). :: -1/ ./p< + ...... 3i H>C y .. 
..X .. 1/ /p-i + Q" ~i R.c:.O, Por lo ~i5"!10, 

C05 1..ia :::tP·/~ 

2en.t .. , ... ! Q / ~· y le ecu·ci6n de lt· r:ct11 L 

er: su fol':!la nor~~l e~, 

:! Px//F -t. + ·~t. 

EJERCICIO. 

a) La ecuaci6n di: \:r~ r-o::cte., er. TJ for:na genercr.1, es 

= o. 

2.x - J;; - 12 :: o. ¿Cul.l e:: la J: 7~anciu del :rige . a esta rec­

ta'?, ¿cuál es 12 fer.na rer.eJ·:ü de h. ecuaci6r. de la :nia::-.a?. 

b) Calcular el .:he& del triÚI:€1Jlo cuyos vfrt:!.c<:s soo AO, 2) 1 

B(-2, 2) y C(l, -2), 

SOLUCION. 

a) La grs!':ica correspo~die:'lte el!: 
~ 

' . 
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La distancia del origcr: a la recta ee: l·l2t/ ¡¡-:;-g- = 12/fü, 

La ecuaci6n er: zu f::ir::a nor~al. es: 2x/fi3 • 3y/Yi) - 12/Víi =O. 

b) La fi~ra correspondie~te es: 

AO,•l 
1(-1,t)---f---/-/-,..,,. 

/ I 

( ( 1.-i) 

\ 

Para obtener el área dE:l tr:ár.g'.Alo to·~e:::oe co::io base al lado 

Bc; la ecm·c1::: de la recta ~u~ c::ir.t:ene o dicho lr-do es 

4x + }y+ 2 ., O, poi lo iue, 2.1 di:;;':ancü del pu:-.to A(3, 2) 

a est 0~ rect;, ee ~·:u,,l. ~ 4 1 :,UC'.'", ~ 1ue, 

14(3) + )(?) + 2 1 / /t/ + 31 = 4, 

Y co-::i ssbe11os, la d( B, e) = /(-t:. - l)'l + ( 2 + 2)"" = 5, Ent:·a 

ce e, el h ea del 6 ,;;;.::: €2 igu.:.l :; 10 u.nid2.des cuc:dradae. 
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