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EROLOGO

El presente trabajo tiene como objetivo determinar las
condiciones de estabilidad para un plasma en equilibrio,
dentro del marco de la teorfa magnetohidrodindmica, dada la
importancia de las inestabilidades de los plasmas en diferen
tes fenfmenos que ocurren en nuestro sistema solar.

El estudio comienza pla

las caules la materia se con

sticas wis importantes de un plasma, en

fatizdndose ¢l comportamiento colectivo gue solo prescntan
los plasmas.

Baséndose en lo anterior, se elabora un capftulo en el
que se¢ desarrolla el modelo magnetohidrodindmico a partir
de la mecinica de fluldos y de las leyes que gobicrnan el
electromagnetisnc cldsico, haciende ¢nfasis en las condicio
nes bajo las cuales dicho modelo os vdlide. En ese capftu-
lo se incluye una breve discusidn de las ccuaciones de Max-
well.

El tercer capitulo lo constituye un estudio del equili
brio magnetohidrodindmico, estableciendo lo que se conoce

. como ecuacilones magnetostiticas.

Poxr Gltimo, cn el capitule cuatro, se estudia la esta-
bilidad de un plasma para parturbaciones infinitamente pe
quefias, dentro de este marco se analiza la encrgfa del plas

ma dando como resultado lo que se conoce como principio de



energia, a partir del cual se puede establecer una condicién
suficiente de estabilidad en tférminos de la energfia  Doten-
cial, asi come el cdleculo de dicha energfa a partir de la

confiquracidn inicial,



I NTRODYCCION

Entendemos por plasma un gas ionizade en un estado de
cuasineuvtralidad elfictrica, el comportamiento del cual estd
gobernado por ofectos colectivos delildos o la interaccidn

agqnética ontre las partfculas cargadas que lo conpo

El plasma cog cuasineuwtro, cg decir, a posar de ser
macroscépicanente noutro, en regiones de escala nicroscépi-

logra si cualquier concentracién lo

ca no  lo oo,

cal de cargas o potenclal externo introducido en el sistena

es apantallado en una distancia peqgue wada con las di

mensiones del sistema, dejando ¢l reste del plasma libre do

carpes o potoneciales elfctricon, be cwld manera vodenos to

mar la densidand de lones iaual a la densidad de elaectrones,

El comportamicento colectivoe o debe a gque el movimien-
to no depende selamente de condiciones locales, sino tambidn
del estado del plasma en regiones remotas, costo debido a gue
la fuerza de Coulomb entre particulas cargadas es de largo
alcance.

El tdrmino plasma fue introducide por Tonk y Langmuir
en 1928 para describir una coleccidn de particulas cargadas.
Al estado de plasma se le conocce también como "cuarto esta-—
do de la materia® y surge de la idea de W. Crooks* que al

agregar calor a un s56lido, sufre una transicién de fase a

£ Crooks did este nombre al medio jonizade en la descarga eléctrica en
un gas.



un estado gaseose y si se agrega afin mds energfa a un gas,
ésta se emplea en la lonizacidén de alguno de sus dtomos. A
una temperatura superior a 10° °K la mavorfa de la materia
existe ‘en un ostado lonizado, ¢s este cuarto estade al que

se le llama Plasma, El estado de plaswa pucde and

ra tem-

hay alaln mecanismo que foni

Y 3

ce el aas vy si la densidad es

baja para que

la recombinacidn i6n-clectrdn sea muy lonta.

El Sol v las astrellas so oencuentran lo suficientemente
mente calientes vara ceotar casi por completo ionizados, lo

misro ecurre oon ol qas s 2 da aocifpy dele radiae

cifn estelar. Es pro ¢ la materia del uni-
verso estd on estade de glasma. En la Tierra, debido a su ba
ja temperatura alta densidad vy al erfecro proteeior dé la
atmésfera cercana, no existen plasmas naturales, a excepcifbn
de los plasmas temporales tformados por los relampagos y los
manitestados oventualmente en las aurcras borecales; sin em
bargo en la lonGsfera existe plasma creado por la fotoloniza
ci6n y més afuera, los anillos de radiacitn de la Tierra
(anillos de .Van Allen) consisten de electrones y protones
atrapados en el campo magnético de la Tierra. En realidad se
ha observade que todo el espacio alrededor de la Tierra has-
ta la magnetopausa (limite entrc ¢l campo magnético terreg-
tre y el medio interplanetario) estd lleno de un plasma sufd

cientemente diluido de protones y electrones, A través del

medio interplanetario fluye plasma proveniente del ol llama



do "viento solar". Es importante sefalar que ¢l viento solar,

a pesar de ser un gas ruy diluido, con aproximadarmente 10

art . , .
EEET a la altura de la orbita Tevrestro, pvuede ser conside

rado un fluido debide precisawents ol ¢

ortamionte colec

tivo que presentan los plass

Los plasmas on ol laboratorio son relativamente {dciles

de producir, kasta proporcicnar a un gas neutre cierta canti
dad de energia extra, suficiente para liberar electrones que
normalmente so encuentran licados al dtomo. Bn la Tabla I se

muestran algunas encragias de ionizacidn y puede verse que €5

tas van desde algunos oV, hasta alounas decenas de eV,

ENERGIA DE TONIZACTION (eV)

Hidrdgeno 13.6
Helio 24,6
Litio 5.4
Nebn 21.6
Cesio ' 3.9
Argdn 15.7
Mereurio 10.4
Molécula de Hidrbgeno 15.4
Molécula de Nitrdgeno 15.8
HNitrbégeno 14.5
Oxigeno 13.5
Fierro 7.8

Sodio 5.1

TABSLA I. Energia de ionizacifén de algunos elementos.



La investigacién en plasmas no s8lo se ha orientado a
la mejor compronsibn de los plasmas naturales, también ha es
tado relacionada con posibles aplicaciones teenolfgicas, par

ticularmente l: si6n tenmmonucliear centrolada, asi como la

an olectricidad, o la
propulsidn idivica do naves coreoiales, nor omencionay algunas,

Los plasm el laberateoric v on algusas redgiones de

la ionGzfera, generalmente ne presontan una ionizacidn totalg

Cara

pero muchkas do 1 dol plasma son independien
tes tanto de la presceacia de papticulan neuwtrag, como de la
presencla de otros clectrenes, aln atrapados on los dtomos

tonizados, Adonds,grados do suficientes

para que un gas cxhiba propiedoedes o ot Gnaticas; con

aprosimadaments un 0,17 de donizacion un gas alcanza una con
ductividad eléctrica dol orden de la mitad de su mixime va_
lor posible y con un 1% de ionizacidn la conductividad es ca
si la misma gue la de un gas completamente ionizado, Es en_
tonces itil analizar tebricamente el comportamiento de un
gas totalmente ioniuado, el cual tiene la ventaja de ser miés

simple, Este trabaio enfoca al caso de ionizacibn total.

El estudio de la estabilidad de un plasma es lumportante,
porgue de los sistomas neturales que invelucran plasma, Sola
mente de aqudllos cuyas configuraciones sean estables, se esg
pera que scan perpanentes. Ademis muchos de los fenbmenos
que ocurren cn el Sol y en las magnetSsferas planctarias es-

tén asociados con inestabilidades de los plasmas involucra



dos.
Algunos ejemplos cn los plasmas espaciales inclhyen
inestabilidades qgue producen ondas no térmicas vy distribu

citn de partfculas en las Magnebfofeoras v ol medio inter-

planctario v radiacifn no los nlanetas v de la

e etectoy de

corona solar, inestabilidades involuer

propagacitn no lincal on la o2, @ instabilidades

gue dan lugar a la dispersidn y aceleracién de particulas

rdpidas en plasmas astrofisicos.

Para ¢l sol ¢n particular, sc¢ han sugerido difercn-

mocanisnes de acele

tes procesos de inestahi

racién de les rayes cdsmicos solares, producto de las rd
fagus solarcs,

La probabilidad de que una configuracion en cquili
brio de un plasma sea ostable es muy pegueta, deo ahf la
necesidad de un critverio de estabilidad aque permita deter
minar si un equilibrio es estable o inestable. Este cri-
terio se obticne a partir de lo que s¢ conoce como méto-
do de la energia. En este trabajo sc desarrolla dicho mé
todo, a partir de la teoria magnetohidrodindmica.

Cuando se hace uso de algln resultade no desarrolla-
do en este trabajo, se hace referencia al auntor due lo
trata en la forma mis clara; para tratamientos alternati-

vos consultar lIa biblioarafia.



CAPITULG 1
DESCRIPCION GEMERAL LE UN PLASMA,

En este capituleo se discuten los pardmetros asi como las ca

racteristicas mis Importantes de un plasma en equilibrio térmico.

1.~ Plasma on equilibrio térmica.

Supongames un nla

My con n: partfculas por unidad de vo

lumen distribuidas uniformemente. 81V oes un volumen cdbico

1

unitario, entoncos hay ~ ng / particulas por lade en el cu
bo V. Si d es la distancia media entre una particula y su -

vecino mds cercane, entonces

(no'/’-1)a ~ 1

de ahi

entoneces

(1.0)

Bl plasma puede ser tratado clisicamentc si la onda aso
ciada de De Broglie de la partfcula tiene una longitud AB nu

cho menor que el espacio entre particulas vecinas; es decir,



de acuerdo con (1.0)
v o= Mg, 0 (1.1)

Las aproximaciones cercanas de un gas de particulas

coulombianas con energfa cindtica wmedia E., estdn dados por

lo que se conocce coms distancia orftica o lengitud de Landau
iL | .

iy v !igc—- (1.2)
51 se cumple que

Ag <¥ Ly, (1.3)

entonces se puede despreciar la degeneracién en los estados de
enerafa atbmicos. Es declr, sl se cumple (1.1) y (1.3} se nue-
de despreciay cualquier efecto cudntico y tratar ol plasma cld

sicamente.

(1.4)

<
A
RN
te]

donde V ey cualquier velocidad cavacterfstica del plasma y ¢
es la velocidad de la luz.

51 se cumplen las condiciones anteviores, el plasma pue
de ser tratade clisicamente, v puede estudiarse ubilizando
la estadistica de Maxwell-Boltzman.

Sea Eu(ﬁ)dﬁ el ndnerc Jde partfculas de especie s por
unidad de volumen, con velocidades entre Uy 4 + dd de un
plasma en equilibrio témico, entonces, de acuerdo con la es
tadistica de Maxwell-Boltzman
#Para un estudio de 1so fendmenos cufnticos y los fendmenos relativistas,

se puede consultar: h, Belser, Conceptos de risica Moderna. México, 1981,
Mc Graw-Hill.
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u
£, {0) = A oexp - KT, {(1.5)
1 .
con U, = z mu* + energia potencilal

Ty ¢s la temperatura de las partfculas de especie 8 y k
&5 la constante de Boltiman.

Integrande {(1.5) podemos encoptrar que la energfa ciné-
tica promedic es:

— 3 -
E, = % KT (1.6)

Como Loy T estdn relacioadas por (1,6} es comdn encon~
trar en libros scbre plasmas la temperatura en unidades de

energia. El tactos d¢ convrsibn es
1 ev = 11,600 °K

Es importante mencionar que un plasme puede tener va_
rias temperaturas al mismo ticmpo. En ocasiones los iones vy
los electrones tienen distribuciones de Maxwell con diferen-
tes temperaturas (T, vy T,, respectivamente). Esto sucede
cuando la razén de colisiones entre iones o entre electrones
es mucho mayor que la razén de colisionus L0n-clectrbn; en_

tonces cada espocic estd on su propio equilibrio térmico.

2.- Par@imetros y Caracteristicas de un Plasma

2.1, Longitud de Debye,

En la introdueccitn definimos un plasma por dos caracte-
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risticas, efectos colectivos debidos a la interaccibn elec
tromagnética y cuasineutralidad eléctrica. Es por tanto de
interés determinar la distancia a ia cual so extlende el cam
po eléctrico d¢ una partfcula del plasma antes do que sua
cfecto sea anulado por las partfculas de carga cpuesta que
se encuentran en la vecindad. Dicho potencial satisface la
gcuacifin de Poisson (Rejitz, 1984)

U S TN (1.7}

donde la densidad de carga p,; estd dada por

Pel = = en + zeny

En coordenadas es{Zcoicaz {1.7) tiene la forma

1 g » ded
TEE Y g ¢ telene - fengd

Dado el potencial ¢, la ecuacién 51.5) tiene la forma
. : P mut o+ ggey]
fglu) = Aexp |- — T

Integrando f_ sobre u

n_ = Ngg exp |- - (1.8)



S RN U ed . 280
vl v rfoaE = 4U{Lneqexp(ﬁﬁ) ~ zeng; expl- T

Utilizondo la condicifn de cuasineutralidad

N,y - Znio,

2
18 - ds _ . B 1 R 11
;—i- a? r -&- = 4;‘01’\@0{(”{;) (F:,-i-,) CXP( -E*,zr)]

De (1.2) y (1.6) se deduce que para distancias

ed << kT

rodemos desarrollar los exponentes y eliminar los t&x-

minos de oxden superior

i

, 14 A 33
R ﬁ% é% r? %% = dneng, (142) ET (1.9)

Definiendoc la longitud de Debye como

‘1/2

- ~-—.——I’E::I:‘ e l
A = 87 (1+4) 47y, | (1.10)

(1.9) toma la forma

14

5 & ¢ (1.11)

Q}Qx

i
i

U>:o‘ Ll
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Donde, el potencial

bp = % exp (- ""\ED—) (1.12)

llamado potencial de Debye, es solucidn de (1.11).
Obsérvese due ¢l vango del potoencial §p dade por (1.12)

estd deterwinado por iy

, Para una distancia r = Xy, el poten

1 N
cial decac T enp (~1); ve por osto que a }p se le conoce co
“‘/ haad

mo distancia de apantallamiento. o5 considerar entonces
que una particula cargada on un plasma intervaceiona solo con
particulas que sc encuentran a una distancia menor gque una
longitud de Debye: se dice que estas particulas se encuentran

dentro de una csfera de Debye alrededor de la particula car-

gada.

2.2 Par@metro de Plasma

Para que el plasma exhiba ofectos colectivos debido a
la interaccifn electromegnética, la longitud de Debye debe
ser mis grande que la distancia entre partfculas. De acuerdo

con (1.0) tenemos un plasma si
~1/13
Ay o n (1.13)

Definiendo el parémetro de plasma A como

A Eong Ap (1.14)
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la condicién (1.13) es equivalente a
A wr (1.15)

Fs decir que el pardmctro de plasma es proporcional al

nfimerc de particulas ¢n una esfera de Debye (con % % constan
te de proporcionalidad] y la condicidn (1,15) establoce que
un plasma tienc un gran nimerc de particulas en una esfera

de Debye.

-1
Algunos autores definen ol pardmetro de plasma como A

2.3 Cuasineutralidad cléctrica

De acuerdo con lo anterior si se introdude un potencial
externo o se fuecrza una concentracidn de cargas en el plasma,
su efecto seré anulado a una distancia ~ Ay, por lo gue la

condicibn de cuasineutralidad exige guo
[ {1.16)

51 L es la dimensifn caracterfstica del plasma,

Por otro lado, la fuerza de¢ restauracidn de cuasineutra
lidad es enorme, ya que cualquier desbalance entre las car_
gas positivas v negativas conducen a campos eléctricos muy
intensos. As{ por ejemplo, el campo c¢léctrico en una regidn

~ 1013 Rk

de plasma con radio igual a 1 cm. y densidad n,
- om

debido a una desviacidn del 1% de la neutralidad es



Bl e d vl e - v Volts
IE‘ = 'g T m -’-‘z- 6 % 10 -——-w-—n-{—-
este campo produce una aceleracién ~ 1077 g? , de manera que

el deshalance es répldamente neutralizado sor transferencia

dc electrones.

2,4, Frecuencis do Plasma

Este efecto nos lleva a etra caracteristica inportante de
un plasma; debido a la inercia los electrones gseilarin alre
dedor de la regidn de carga inicial. Por simplicidad considé
rese una regidn plana de plavis con densidad electrdnica ng:
si los electrones son desplavados una distancia ¥ on una di-
reccidn perpendicular a la {rontera de dicha regidn, do tal
forma que de un iads do la reogibn hay un exceno de cavaa eléc

v fadu aparece un

trica - n, ex por unidad de drea, v del otro
exceso de cargas positivas, Debido a su gran masa el movimien
to de los iones oo despreciado por el momenta. Asi cl campo
eléctrico es:

By = dungex

Entonces la ecuacidn de movimiento de los electrones en

el interior del plasma es

reordenando
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. e ?
¥+ e x . g

(v}
que es la ecuaci6n del oscilador armbnico.
Es decir que los clectrenes oscilan con una frecuencia

angulayx dada por

:;:’ - ln“ €@ (1.17)
p{} e

llamada frecuencia electrdnica de plasma,
$i ahora tomamos en cvusnbia ¢l movimiento de los lones
encontramos que £stos oscllan con una frecuencia llamada fre

cuencia idnica de plasma

(1.18)

A partir de (1.17) y (1,18} definimos la frecuencia de

plasma wp como*

*uwgy ® upe {1.19)

2.5 Precuencia Ciclotrénica

Otro pardmetro importante de un plasma es la frecuencia
ciclotrfnica 2, que es la frecuencia a la que giran los elec
trones de un plasma cuando @ste se encuentra en un campo mag

nético constante. La cecuacidn de movimiento de un electrén

* Dado que mwy > Ra
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en un campo magnftico E constante es (Reitz, 1984):

=3
o
algs
(a3 8 =41
i
alo
—~
o)
4
Wy

cuyas soluciones, si €x, Oy, &; son vectores unitarios en

las direcciones ¥, Y, % y tomando B = B2,, son

(L)

uy 8y +ouy (8, cosft ~ &y sennt)

-+ - ) u . "
r{t) = r; + U, k@, + T} (6, send t o+ ey cosit)

El electrdn se nueve con una velocidad u;: a lo largo
de la direcuion Jo B y conoun movimiento qiratorio U, perpen
diculax al campo en un circulo con radio du giro r, (radio
de Larmor) dado por

mauiC
r

y una frecuencia de giro & ciclotrénica

g =88 .0 (1.20)

2.6 Clasificacidn de los Plasmas

Utilizande los pardmetros discutidos con anterioridad,

podemos clasificar los plasmas como sigue:
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1) Partfculas individuales, no plasma (no hay efectos colec-

tivos)
~1/3
’XD < nG
°
ig v R
a) No hay recombinacifn si
Ly, < ng"ll

b} Mo hay interacci6n entre partfculas si

dorde A es el canino lilwe medio para colisiones.

2) Plasma (efectos colectivos)

Ap << %

a) sin colisiones (plasma dilufdo) si

Ae 3 &
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b) Con colisiones (plasma denso)

a) Isotrbpico (muy denso)

0 ce vy

con Vv frecuencia de colisicnes. Esto debido a que las
colisiones frecuentes duvante un perfodo de giro destru
yan las anisotropias.

8) Anisotrépico

ey
2
¥/
<

En la Tabla 2 se dan los valores de estos pardmetros pa

ra algunos plasmas cohocides.



nu(cm'z) T{°K) A dplem) | @ (em) | (em) w,{hz)| B(G}] v(hz) {i{hz)
Plasma Intergalfctico | 1077 19} 3x10® | 7x10® | 104 | 10'? 2x10% [107° 107°% | 2x10
Plasma Interestelar 1 10" 3x10® | 7x10? | 10'® |1.3x10'%l6x10" |107° |6x107Y 20
Plasma Interplanetario] 10° 10° 10° 10° 10'° |1.3x10'? |6x10® {107 | 107 | 2x10°?
Ionbsfera 10¢ 10° 10" 0.2 10° [1.3x10 [6x10’ [107% | 10° [2x10°
Corona sclar 10° 10° 310" 7 10't 11.3x10'°|6x107 |107* | 0.6 [2x10°
Q-Tlasma 10* 10° 108 0.2 107 |1.3x10% [6x10® |210° 10% [2x10°
Q-Plasma denso 104! 10" 100 |2x1077 | 10% |1.3x107%|2x10%°]10° |3x10’ {2x10'°
Plasma caliente denso | 10'? 10t 3x10% | 7x107¢ | 10° 1.3 6x10'°] 10% | 3x10° [2x10't !
Plasma de fusién 1016 10° 3%10° | 7x107% | 107 |1.3x10* |6x10'2{10° |5x10° 2x10"!
Interior estelar 107" 10° 10° 107¢ | 100 |1.3x20-2{6x10' %} 10° | sSx10'*|2x10'? |
Enana Blanca 103° 0% | 30 7x107' % 10%° | 107" 6x10'?| 10% | 5x10'?|2x10?
Estrella de neutrones | 10%7 107 i 7x10' 7 721077 | 10° 10'2 6x102%[10'* | 5x10* [2x10"?
Mercurio lfiquido 10*? 10° 1077} 107t} 10 1.3x107%%} 10'¢ | 10° 10°% [2x10'°

e
2, Parametros caracterfsticos de plasmas tipicos.

Tabla

&

0z
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CAPITULD [
DESCRIPCION MAGNETOHIDRODINAMICA DE UN PLASMA

El prop6sito de este capftule es el de establecer el
conjunto de ccuaciones que goblernan el wovimiento de un plag
ma, resultado do lez loyes £fsica de conservacidn de masa,
momente y energia.

Existen bisicamente 2 maneras de derivar las ecuaciones
de movimicnto de un fluldo en general. Uno de estos métodos
ataca ¢l problema desde un punto de vista de particula, es
decir, estc wmétodo considera ¢l {luido como un conjunte de
particulas cuyo movimicnto es goborpado por las leyes de la

dinfmica. Los fendmencs macrosclpicos se predicen del comporn
tamiento del fluide a partir de 1la mecinica y la teoria ac
probabilidad,

El m¢todo alternativo que sc¢ usa para derivar las ecua-
ciones gue goblcrnan el movimiento de un fluldo usa el con__
cepto de fluide contfnuo.

En la aproximacidn de continuo, las particulas indivi_
duales son ignoradas, suponicndo el fiuido como materia con-
tinua. En cada punto del fuide continuo sc supone gue hay un
tnico valor de la velocidal, prosifn, densidad, ctcltera,
1llamadas variables de campo. Se considera entonces que la ma
teria continua obodece las leyes de conservacidn de masa, me,

mento y energia, que trae como resultado un conjunto de ecua
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ciones diferenciales gue gobiernan a las variables de campo.
La aproximacién del continuo requiere que el camino li-
bre medio de las partfculas sea muy peqguefio, comparado con

la longitud caracterfstica del fluido, i.c.

e << % (2.1)

De esta manera podemos tomar promedios de particulas co
mo un punto e ignorar la estructura melecular del £luido.

La aproximacibn de un solo fluido requiere adends que
To =Ty =T (2.2)

@

1. ECUACIONES DE MAXWELL.

El comportamicnto electromagnético se describe a par_

tir de las ccuaciones de Mawwell., Si J denota la densidad de

corriente, las ecuaciones de Maxwell tienen la forma (Reitz,

. . 108

VeE-= .CTE (2-3)
> 4 =

V¥V XxB= ’C~ J (2.4)

. -+ .

¥ +eB=0 {2.5)

VL= dmpg (2.6)

Ny
g

El término é %% no avarece en la ecuacibn (2.4) debido

a que éste es despreciable. Obsérvese que de acuerdo con

1984):
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(2.3)

IR N (2.7

si t es el tiempo caractocrfstico de variacién del campo. Ast

1 3B T R S .
¢ ’g’g] o 1BL i Bl 13' i}‘
[v x B 2181 ot | te

. . 4 .
Podemes interpretar el tlrmino § “omo una velocidad ca-
racterfstica de variacién., B lonces dc acuerdo con la condi-

cién (1.4)

Lo que significa que el sistema cxperimeanta cambios muy
pequefios durante el tiewmno gque le toma a la luz atravesarlo.
Es decir que canbios on 2} esstado electredindmico de una re-
gién del sistema, son radiados a cualquier otya regién casi
instantineamente en la escala de tiempo t, y vodemos no tomar
en cuenta la radiacidn electromamética.

Se debe notar que al despreciar la corriente de despla-
zamiento, la ecuacidn (2.6) se utiliza s6lo para determinar

fg,1; @ partir del campo vectorial ohbtenido a partir del ves-

o

. . - 1 ~ .
to de las ecuaciones. Mg afin, ¢l hecho de gue THE ° 0 im-
3
plica quz, a pasar de la difcerencia de masa ¢de los electro
nes y los lones, ambos pueden seguir las variaciones en el

campo, conservandose la condicién de cuasineutralidad, y en-
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tonces

Per® O (2.8)

De la ecuacibn (2.2) se sique que la ecuacién de conti-~

nuidad de la carga ticne la forma

div 5= 0 (2.9)

Este resultado se obtiene también utilizando (2.8).

. N Ten e yacs oye s s ERFR
La ley de Gum para un aistema

£,

¢ refercncia que local-
mente se mueve con o) fluido en el punto en cuestién, tiene
la forma (Jackson, 1965)

Jr o= oE! {2.10)

donde ¢ es la conductividad eléctrica. En el caso no relati-
-
vista, para un sistema de referencila en reposo, si V es la =

velocidad del fluido para este sistema

él=ﬁ+%hﬁ (2.11)
3t =3

por tanto de (2.10)
F= olE+gx0) (2.12)

-
la contribucién a la corriente dada por el t8rmino pgyV, de-

bido al flujo de la carga, no aparece en ({(2.12) debido a que



25

éste es muy pequefio .

Usando (2.4}, (2.6) y (2.7)

Loy, 1V] i (V] ]v-Ef v -],: £ AL
13] cly x i} % {B] (€

.
lo que demuestra gue p | V es despreciable. A partir de la

ol
condicién de cuasinecutralidad (2.8}, sc 1lega al mismo resal

tado. Por tanto (2,12} s la forma adecuada de la ley de Ohm*

Si sustituimos B de (2.12) y J de (2.4) en (2.3) obtenc

nos que
28 ct 1 ) -
5T 5 T A ¥ X {5 v ox B} + ¢ x{V x B) {2.13)

que se consce comn acnacidn de induccidn.
La razdn de los términos do 1z parta derecha de (2.13)

es, bajo un an&lisis dimensional

(7 % (Vs B v B 4

- = GLV e
c? v 3 Gl c? B :
e }\ bd (G ‘B)§ :{-‘-\:"'"Bi

Definimos ¢l nlmero magnético de Reynolds por

4
Z gV = 2.14
Ry 2 02V (2.14)

*Se puede demostrar que la corriente Hall eg de la forma —Q— J'x 8 enton-
ces para plasmas isotrdpicos para los que 3 << 1 esta corriente es des-
preciable (Cap, 197G).



26

Cuando

Ry >> 1 {2.15)

-

el campo eléctrico efectivo !E + ¥ X ﬁ{ es muy pequeho com-

> G e
parado con [E| o con o x B% y por tanto de {(2.4) y {2.12)

o - :\z « o

E o= gy (2.16)
y {2.13) toma la forma

%% = 9 % (\:7 x® i‘;) (2.17)

Las ecuaciones {2.16) y (2.17) gobiernan la induccifén

de un conductor perfecto, para el que
g o (2.18)

gue es un caso muy frecuente en los nlasmas espaciales.
La ecuacidn {(2.16) implica que £ es siempre perpendicu-
lar tante a V como a ﬁ; ademés el hecho qgue
v
o =+ -
(B + < xB) -0
C
. ked ] 3
implica que se cumple (2.18), de tal manera de J es finito y

diferente de cero.

Concluimos esta seccidn sefialando que la fuerza electro
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magnética o de Lorentz es

= (a1 B o+

e
1
(@3 13
"
sk d

pero de acuardo con (2.4}, (2.6) v (2.7)

& 1 g P P
fog,1E] ) Vel ) tlE] !X}l ce1
3@ Slva{isi cels]  (©

- . b .
por tanto el término o,y L es despreciable y la fuerza de Lo

rentz es (Reits, 1984)

o

[ g- % B (2.19)

Cabe sefialar que utilizando (2.8), f tiene la forma

(2.19).

2. BCUACIONES MiiD.

2.1. Ecuacién de continuidad.

Suponiendo que en el plasma no ocurren reacciones nuclea
res, ni Ionizacifn o recombinacién, entonces el principio de
conservacidn de masa establece que el cambio en el tiempo de
la densidad de masa p de un elemento de volumen, es igual al
flujo de masa a través de la superficie del elemento de volu

men, ésto es:
L4y . ol=0 (2.20)
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La ccuacitn (2.20) expresa no sblo la conservacibn de
la masa, dado gue es una ecuacidn diferencial parcial, si-
no que el campo de velocidades V es continuo. Es por &sto

que {2.20) sc conoce come ccuacifn de continuidad.

2.2, Fcuacidn de Momente

El principio do conservacién del memento cs una aplica-

cidn de la Za. ley doe Hewten al sovimionte de un elemento de

i en 2l momento del elenento es

plasma;

igual 2 la fusrza neta ouboerna gue actta gobre dicho elemen-

sobre el elenmento se dividen en

to, Las fuers

fuerzas de cucnp cone la fuerca debida a la gravedad

y la fuerza de Lorentz, y fuerczas de superficie que son la

fuerza debida a

ta debida o los esfuerzos visco

505, Esto es

p%% =t pgrFub ey - W (2.21)

Lo
donde I es el tensor de esfuerzos,

Podemos reescribir {(2.21) en la forma

N >
I AR DN A +-c*1 x B+ vV« (2.22)

Para plasmas isotr6picos se ha demostrado experimental-
mente que, al igual que los fluidos neutros, se comportan co
mo un fluido HNewtoniano*, para el cual

* Un fluido newtaniano so pusde definir cono aquel fluido para el cual
T{g dependz linealmente del gradiente de velocidad, entonoces (2,22) y
(2.23) se obtienen sin la condicién de isotrepia (Landau, 1959},
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ﬂiju—f’.f,ijcp rij (2.23)

. i ey
donde P es la presidn temmwodinfmica, Al tensor 1 se le conoce co-

mo tensor de esfuerzos cortantes y estd dado por

av. o
) iz - vy . AV
sy Pt T iy Lomel e g (224
N 123 P\‘S LN ~

u es el coeficicente de viscosidad dindmice del plasma y u!
es el coeficionte de viscosidad de volumen,

Como resultado del movimiento del fuido, en general la
presién mecdnica P oes diferente de la presidn termodindmica

P, Podemos calcular P a partirv de (2,23) vy (2,24)

= . 1 v Loy g
R LR R SR
N
%
entonces
- B =~ P+ pidiv ¥ {2.25)

Si el plasma 2s un gas moncatdmico, la presibdn mecdnica

es igual a la presién termodinémica. De acuerdo con (2,25)
wt =0 (2.26)

Para plasmas poliatémicos p' es en general muy pequena,
por lo que la condicién (2.26) es en general una buena apro-

ximacibn,
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Sustituyendo (2.23), (2.24) y (2.26) en (2.22), obtene-

nos
by VY = P J B 0y Pouy.v
pEr SVeRYY = 4 opg % B TP+ u¥ + o v{yV)

(2.27)

que se concee como ecuacidén do Havier-Stokos.
Bajo un andlisis dimensional, la razoén de la inercia vy
los efectos viscosos en (2,27), si oe y ¥ representan valo-
res caracteristices de la densidad y el cocficiente ‘de visco

i

sidad din&mica respectivamente, soxd

f‘é—‘; fol e ¥

de JimiE e Pe g L oBeVE
S U 7 Y :

Wivov e zve (v ulr vy fe

definimos el nGmero de Reynolds Rg en forma andloga a Ry,
asf
. PVt
Rg & e
e
es una medida de la importancia relativa del término viscoso
en (2.27); cuando

R s 1 (2.28)

el término viscoso es despreciable, i,e.

—
=
[}
[}



31

y (2.27) toma la forma

;Ji:’ Ty o 3 -+ -
4 3€»+ pIVeYIV = ~ YP 4 F* B + pg (2.29)

2.3 fcuacibn de Estado

o odo fluideo no estd, en general on reposo y
por tanto hunce estf en equilibrio termodinfmico; una teorfa
de continuo debicra contener la teoria termodinémica irrever
sible de no equilibvio como parte de sus ecuacionos dindmicas,

que estdn

En este trabajo consideramos, sin

las funcio

en equilibrio tewmnodindmico
nes do posicién (presidn, densidad, etc.) cumplen oxactaments
las mismas relaciones termodinidmicas que aguellas obtenidas

cambing reversibles de oun

en cguili-

Si QQ @s la razébn de produccibn de calor de un clemento

de volumen y S su entropfa, se cumple que (Callen, 13060)

dq | 4 dS
o “Tar (2.30)

donde, en un sistema que se mueve con el elemento de volumen

*La hipBtesis del equilibrio termodinimico local da lugar a resultados que
concuerdan bien con los experimentos cuando la cscala de tiempe da las
variaciones de los pardmotros del fluido es muy grande comparada con el
tiempo de relajacidn térmica de las partfculas individuales del continuo,
y cuando las dimensicnes del fluido son grandes comparadas con las micro
escalag, (camino libre medio, cte,). Esto se cumple para las inestabili-

dades macroscdpicas.
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e I L (2.31)

$ (1) es la razén de produccién de calor, debido a las fuerzas
de friccidn; J < BE' es el calor producido per el calentamien
to Joule; el wvector T% danota el flujo de calor por condue_
cva 2l elemento de plasma,

o35 1
o
cion o

La loy de conduceiln de calor de Fouriecr establece que

{Callen, 19G0)
q = - cUT (2,32)

con & conductividad térmica.
Si se cumplen las condiciones (2.15) y (2,28) entonces,

utilizande (2.31) y (2.32), reescribimos (2,30) en la forme

T %% - eyt (2.33)

Podemos desarrollar el término %%

ds _ fas) ar {as dp
dt ¥F)  dgc " \3p) BT
Iy T

Utilizando las relaciones de Maxwell podemos escribir

(Landau, 1958)

o

as _ eCpodar | (48} a
TETToar [:TL?JT dE (2.34)

donde C, es el calor especifico a presibn constante por uni-

dad de masa. Sustituyendo (2.34) en (2.33)
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BT eviT {2.35)

de un andlisis dimeonsional, si Cpp es un valor caracterfsti-

co de Cp, obtenemos guc

a7 " 1
!ﬂcp Eﬁ:—{ y Po ('CP T e Cpp V
2 j! . -

definiende ¢l nlmero de Péclet.

n- O \Y
Y¢ -Ce
: {2.36)}

e 3
entonces P, ¢s una medida de la macnitud del calor producido
por conduccifn, respecto al calor por transporte colectivo,

Do tal forma, aue la conduccifdn de calor es despreciable reg

pecto al transportc convectivo si
P, »» 1 (2.37}

Si se cumple (2,37}, de (2.35) y (2.34), obtenemos que

o7
w

5 - (2.38)

jol
o

es decir, la entropia se conserva y el movimiento es adiabé-
tico.
Una consecuencia de (2.38) se obtiene a partir de la re

lacibn:
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4 - (] g for) @
pY2 3
at :h}SB”E Js;, dt
entonces
do _ s} ar 2.39
It B aF (2.39
utilizande las relacioncs de Maxwell (Landau, 1958)
éiﬁ = Sg ;.i} = “[;Eq (2.40)
Ij. GV {Fp )

donde Cy es el calor especifico a volumen cons Lante, por uni

dad de masa y
(':ﬂ

z

Utilizando (2.40), (2.39) tienec la forma

dF
¥ 4t

?!ié’“

f3p) 1 ap
[.3... = 92 (2.41)

Si ademis el plasma cumple con la ecuacibn de estado

del gas ideal (ver Apéndice RA).
P = pRT (2.42)

a partir de (2.42)

LNt

2
encontramos, después de evaluar [%% T

g). -

que

k)
Qo



Sustituyende en (2.41) y reordenando obtenemos

de“YN .
S = 0 (2.43)

Con los resultados anteriores definimos un plasma ideal
como aguel cuyo comportamiente cstd determinado por las ecua
ciones (2.17), (2.20}), {(2.29} y (2.43}: este conjunto de ecua
ciones sc consce cono ecuaciones MHD ideal.

Un plasma se puede aproximar por las ccuaciones MHD
idsal si cumple con las condicionos (2.15), (2,28}, (2.37) y
(2.42), adenfis de las condicicnes para ser tratado clésicam

mente y cowo continuo.
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CAPITULO 1

EQUILIBRIO MHD

Fn la teorfa MNUD, cuuilibrio sicnifica el balance com

nleto de fuerzas.

Dobido a gue una 1hilidad es la tendencia a alejar
se del cquilibrio, haremes una revisidn de las condiciones

de dicho equilibrio. Contrars nuestra atencidn en estados

en los gue tanto la velocidad de flujo V, comn la acelera

o
N tx 8 n 1Y .
ciébn del fluido, s ¢ 30N ceyo; es decir, estados en los que
-

existe un balance entre la fuerza do Lovents; el gradiente

de presidén v las demis

du cuwrpo externas (o.g. fuer
za de gravedad). Las ccuaciones que gobiernan el estado de
equilibrio de un plasma se conocen como ecuaciones magnetchi

drostéticas & magnetostiticas (ccuaciones MIS).

1, Ecuaciones Magnetostiticas.

Las ecuaciones bisicas del equilibrio de un plasma se

5
obticnen a partir de (2.4) y (2.5) vy (2.29), tomando ft = 0

jad .
y V=0, es decir

Vp = % x B+ pé (3.1)
vxb=2403 (3.2)
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y ve-B=0 (3.2

x B de (3.1} lo podemos descomponer en dos

(@} 1=

El t&rmino

términos utilizando (3.2)

(9111

- 1 .
X B = j% (9 x B =8

[o1R

T L S S | :
X B = -4—; {n VIR - W (53] (3.4)

o . B .
El término 7; S¢ asocia generalmente con una presién lla
i —
mada presidn magnstica. Con esta idea, podemos definir la pre
sifén total p' como la suma de la presidn cindtica y la pre

sifn magnitica, i.e,

Pz op o+ 93;7 B (3.5)
Sustituyendo (3.4} y (3.5) en (3.1)
vt = 2 (B DB+ g (3.6)
Si 5 = 0 {3.1) se reduce a
VP = ‘-é x B (3.7)
6 en la forma (3.6)
Ve o= o B 0B (3.8)

: o~ g
El producto escalar de (3.7} ccn B e

B-vp=o (3.9)



.
y con J es

=

vp

Do (3.9) y (3.10) se sigue
densidad de corricnte son siemp
te

de presién, el ~ual a su ves

igobiricas donde ©

o linea

s

(3.10}

que el campo magnético y la
re permendiculares al gradien
es normal a las superficies

cte); entonces no hay 1i-

3 de corriente que crucen al-

guna supcerficie ifvobirica, y 1 superficios isobdricas  son
tambidn superficios magndticns v superiicics de corrviente.

-y

¥ e
En general =z x B no es constante on la medida que VP no lo

-+

es. A pesar de quo J oy
pueden ser pavalelos

presidn sea cero. Bl

5 en las

en regione!

2 oestin on la misma superficie, sblo

que el gradiente de

producto vecterial de B ocon {(3.7) da lg

gar a una expresidn de la corriente perpendicular a B

- N

J

o
= a% B ox
Lo

VP

Por tanto, no ciisten corrientes perpcndiculares en au-

sencia de un gradiente de presidn.

Cuande las lineas de campo

magnético son rectas y para~

lelas, entonces cl términe del lado derecho de (3.8) es cero

y
vp! 0
o bien

) cte

(3.11)

(3.12)
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Esto es, de (3.5)
P+ g B = cte (3.13)
= 3.1
si. a es una constante que Incluve el término 67 entonces
a
- =5 (3.14)
La ccuacibn {(3.14) establece gue para sistemas en equi-
librio magnetostitico que cumplen con (3.11), las regiones

de baja presidn cindtica son regiones con camps magnftico in

Este hecho se ha utilizado para explicar la relativa os

La divisién Zeeman de las 18

curidad de las manchas solawc
neas espectrales, muestra que ana mancha selar es une regibén
de campos magnéticos relativamente intensas, por tanto, de
acuverdo con {3.14) pava catar en equilibrio mecinico, debe
estar a una presidn mis baja y por tanto, & nna temperatura
relativamente inferior.

Las ecuaciones (3.1) & {3.7), (3.2) v (3.3) establecen
las condiciones de equilibrio. Sin embarge para configuracio
nes independientes de al menos unha coordenada, es posible re
ducir las ecuaciones de cqguilibrio a una ecuacién diferencilal
parcial de una inchgnita, introduciendo una funcidn de flujo
magnético ¥, En las secciones siguientes encontraremos dicha
ecuacion para el caso de un cilindro rocto (simetria cilin_

drica) y un toroide con simetria axial.
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2. Equilibrio de un Sistema con Simetria Cilindrica.

Tomando @l cje 2 a lo large del eje del cilindro, enton

ces se cumple gue

.} -

7 = ) (3.15)
de la ecuvacidn (3.2)

Iy @y

—53(— + ‘-5‘?4 = 0 . (3-16)

que
By = + 3o (3.17)
¥
By = - o0
v =- M (3.18)

donde dada la simetria

g o= Y%, ¥) (3.19)

La funcién ¢ generalmente se asocia con el flujo magné-
tico.
Utilizando {3.17) y (3.18), si %i es un vector unitario

a lo largo del eje Xj.

fee S
i
)
e
1
e
>
+
Nw
o

{3.20}
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Sustituyendo (3.20} en (3.2).

[g11<1

02 {1.21)

-

pero de acuerdo con (3.7) y {(3.195)

3Bz . 9B aw

Y AN T ORFK AT T {3.23)
entonces, de acuerdo con (3,19}
B, = By ()
By %;3 = By, Qﬁ%iﬂL AL para X, = X, Y (3.24)
1 BOUTHETT SRy i
Sustituyenda (3.23) v (3.24) en (3.22)
Joa__ 1 ; 2
FXB = - g (B B, (p) 4 VRV {3.25)
definiendo

f(p) = By B'z(p) + V¥ (3.26)
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Txb=-Ftrow
o bien
S xB--Log s an
T O v
y de (3.7)
TP o= U~ 4% [ £ ap)
de donde
P:-z]e;jfdz;u+ct:e
o bien
%ﬁ = - %? b (3.27)
Sustituyende el valor de £, (3.26) en {3.27)
ar i (B () BAE (o) o+ THE) (3.28)
d, ':‘{“;* o Ak 3: [0 B S .

51 se¢ especifican las funciones P{y) y Bz(s) (se pueden
establecer arbitrariamenic), vy las condiciones doc frontera
para Y, antonces se resuclve (3.28) para %: y con este resul

tado se calcula B utilizando (3.17) y (3.18).

3. Eguilibrio de un Sistoma con Simetria Axial.

La ecuacidn para ¥ que deternina el equilibrio de un to
roide con simetria axial, se obtiene con un proceso similar
al sequido para simetria cilindrica.

Utilizando coordenadas cilindricas (r, ¢, 2} y tomando
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el eje % en coincidencia con la lfnea central del toroide,
entonces
C
Er 0 (3.29)

Evaluande (3.31) mediante(3.29), obtenemos que

L Br) + A (roB,) =0 (3.30)
axr 44 E

Entonces existe un potencial vectorial y({r, ) tal que

_o_ ) o2y

Br = ¥ 57 (3.31)
=13y

Bz =5y (3.32)

Debide a que se cumple (3.29) podemos escribir la compo
nente axial del campo magndético, en términos de una funcidn
de (r, Z). Definimos yx(r, 2) como

By = -3: x{r, 2) (3.33)

Utilizando (3.31), (3.32) v (3.33) podemos escribir B

[ofo}tite]
Beowldp g Ling (3.34)
I da T r §x
y de (3.2)
I TR U N S SN SUEARIS W) el
E——-ﬂ vV xB= E:)"‘,‘r E_-Z\,h:) f;ﬁz}ﬁ (3.35)
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donde se hizo uso del operador

e - = 1 3 '
BT T oas et o (3.36)

Entonces haciendo uso de (3.3%) y (3.34) calculamos

bl ’
J .z 1 {' oy L 2 a fang 3 wxla
— EE o e IR AN AR + ,._.....—Zu—- a0 Y
g*B Anps L% dar 0 §r ° g {52 3r 7 Wy G4}
R R CTRT Y (3.37)
“3L 0 4 'J_] *

Ya que P es independiente de ¢, VP no tiene componente

¢. Entonces de (3.7) y (3.37)

=0 (3,38)

o= x i) ‘ {3.39)
3y o, dx v v =
de donde X 3;: =y T 5;: para X, =, 2 (3.40)

Sustituyendo {3.38) y (3.40) en (3.37)

3.8 1 ;

gxbB=- anrT {X(v) ') HA¥Q IOy (3.41)
definiendo

Fly) = ylo)x ' (u) + A%y . (3.42)

entonces



J s 1 o
R A
o bien
Jo = 1
FXB =~ e V() £ Ay
T B pre: v(f dr}
y de acuerdo con (3,7}
{1 ]
VP = U [ £ 4y
* (anc? I ")
de donde
P(y) = - 1) [ £ dy + cte
inr”

derivando respacto a ¥

A
CEE T

@_?_:__,__1___ [y (o NEIEN *
av e \)_(7) A 0 B i Rl

(3.43)

(3.44)

Asi la solucidn general de (3.44), para funciones arbi-

trarias yx{y) y P(¥), da la solucibn mds general de (3.7) pa-

ra el caso de simetrfa axial,



CAPITULD IV

INESTABILIDADES £ UN PLASMA IMHD,

En el capitulo antorior se analizd la estructura del

equilibrio Detorminar si dicho equilibrio es

estable o inestable, os importante tanto en aplicaciones tec

noldgicas como on astrofisica,
En forma intuitiva la manera cowmo e decide la estabili
4

dad de un sistema, es determinade cuando fste es desviado

del equilibric al wrealizar un desplazamiento  arbi

travioments pomnefa v odeasnuds e permite quo evolucione solo.

Suponemos que ¢l cambio vn el carpu magnélico rosultado

100 se hace cove en 2l infinitn, O si el sig-

de la perturl
tema estd contenido, supondremos que no hay intercambio de
energfa entre ¢l sistoma y log alrededores. Dsto pucde ser
logrado suponiendo que las paredes son poerfoctanmente conduc-

" N
toras, entonces n ¥ E c¢s cero, asi como ¢l flujo normal del

;o (B x B), es decir la radiacibn ele

vector de Poynti

tromagn€tica es reflejada®, En ambos casos la energfa total
H_Ldel sistema se cohliserva.

situaciones de interés en los cuales

Existen muchas
los efectos de la difusidn son dcmpruclablon durante la cvo-
lucién del desplazamiento, una ver iniciado. §i esto sucede,

no se¢ pierde energfa en forma de calor, ¥

* Ecez condizifn ne es necesaria para plasmas MAD, ya que la radiacidn

es despreciable,
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E =k + W= cte {(4.1)

donde k es la encrgia cinftica del sistema y la energia po
tencigl W es la suma de: la encrgfa interna I del volumen

del flufdo {Vi, la sotancial asociada con cualguier

campo de fuerza consorvativa oiterno, denotado por Q, la

energfa M del campo magnftico on ¥, y la encrgia del campo

magnético en la regidn de vacfo [V alrededor de V {y dentro

del contencdor si $ste existe) M. Es decir
WelI+04+M+HR {4.2)

En equilibric la energfe cinética inicial es cero, por

tanto de (4.1} podemos cscribir

K= - &W

donde § denota incremento.

M&s adelante demostraremos que, en el medelo MHD ideal,

. s 5 P :
&W solo depende de &, donde {(X;} es el desplazamiento del

fluido que uvstd situado on ¥, cn el estado de equilibrio (més

-

con precisidn). La estructura del equi-

adelante se define
- . r .
librio aparece en la funcién $W({}, pero &sta no depende de

la razén de deformaci6n, sélo depends de valores instanténeos

de . Podemos escribir

K(Z) = - su(f) (4.3)
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Es ilustrativo revisar la grdfica de 89 como funcibn de
-+ - ., .
£, en forma aniloga a como seo grafica la energfa potencial
de un eampo de fuerzas conservativo en mecdnica elemental.
Existen varias posibilidades del valeor de 8W. Si 6W > 0

para tods § # 0, en la vecindad de 4 = 0 (ver Fig. 1), cuis-

. de £ otal que 0 ¥ 4W 2 B, y que contiene solc

on
(52

v
un extreme de W, 51 desplazames el sistema de § = 0 con una

rigura 1

energia cinética k, < E, sc mantendrd oscilando alrededor de

¢ = 0. En la préctica, la disipaci6n vventualmente converti

rd k, en calor y el sistema regresari al estado de minima
energfa (g = 0}, Entonces decimos que el sistema es cstable
para teodas las perturbaciones con cnergfa menor que E; .

S1 gW < 0 para alguna ¢ # 0 para toda vecindad de E = 0
{ver Fig. 2) entonces no importa que tan pequefio (y positivo)

i

> . >
- 8W{L) puede scr, el sistema siempre se alejard de { = 0.
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La energfa cinética del movimientc serd K = E - &W

5 A

>
Naad

AN
N

Figura 2,

y mientras oW continle decreciendo, la energfa cinética se
incrementard, lo que pucde resultar en la dispersibn total
del cistema en infinito. Puede evantualmente ejecutar uwue OF
cilacidn en cualquicr pozo potencial {(reprzsentade por B en
Fig. 2}, el sistema oscilard on torno a B sin cesar. Ean la
préactica la disipacibn acabar& por convertir la eincrgfo E - SW
en calor, dejando al sistema on B. En ninguno de los dos ca-
505 se regresa al estado de equilibric inicial P 0, y por
tanto decimos que el sistema es inestable.

Por supucsto los casos tratados anteriormente no agotan
todas las posibilidades. Por cjemplo, un sistema puede ser
estable para perturbacicnes de encrgfa menores que un cierto
valor, digamos By, pero inestables respecto a perturbaciones
de mayor energfa. Es ¢l caso esqueratizado en la Fig., 2, si

por ejemplo, la energfa es E., el sistema rebasard el méximo



50

en A y entonces el sistema ya no regresa a £ = 0. sin embay
go, en este trabajo definimos la estabilidad s6lo con respec
to a perturbaciones Infinitesimalesn:

Decines que el sistema s estable si para toda E en una
vecindad infinjtesimal de o = 0, so cumple que oW » 0.

-+
ste alguna £ en una vecin

Bl sistema os inestable sioex

§ o= ¢, para que ¥ < Q.

dad infinitesinal ¢
En la sigulente scccidn se demostrard que la condicibn
sobre SW, determing la gondicién do estabilidad del sistema

(i,e. =i el sistema es estable o incstable).

1, Principio de Enexgia,

1.1 Ecuacidn de modes

Debido a la naturaleza {nfinitesimal de la perturbacién,
los términos cuadrados de las ecuaciones de movimiento pue-
dan scr despreciados, dando lugar a lo que so conoece como
ecuacicnes lincarizadas MiD. Una caracteristica de las ecud
ciones linearizadas os gue cualguier perturbacidn pucde sexr
expresada por la suma de funcicnes propias, determinadas en
forma Gnica, por las condiciones de cequilibrio y de frontera,
independientemente de la perturbacibn escogida,

Denotemes las cantidades en equilibrio con subindice

"0", vy las cantidades perturbadas con un subindice "1". Las
ecuaciones lincarizadas son,utilizando (2,17), (2.20), (2.29}),

(2.43) y (3.1)

L= v ox (¥, x Bo) (4.4)



) o :
i (R TIETL BN 2 (4.5)
-
0 a:t = -~ PP, + %% b4 ﬁ; + %% x ﬁo + 0:5 {4.6)
Y
- ]
SElo= - (@ - by - ypy - ¥ (4.7)

Considerando la perturbacién Z(;g, t)}, vector de des

plazamiento, de tal forma

¥, =+ %o (4,8)
y
v, = g{; (4.9)

En un sistema de coovdenadas Lagrangianeo, § representa
el desplazamiento de un clemento de fluido de su posicidn
inicial. En coordenadas Bulerianas, £ caracteriza el flujo
de una sucesidn de diferontes clomentos de fluideo a través

7 estd bilen definido en am

de un punto. El campe vectoric
bos sistemag vy la diferencia en la interpreotacidn no es rele

vante, ya que se trata de perturbacioncs arbitrariamente pe-
quenas.

Integrando las ccuaciones para el campo magnético, la
densidad y la presidn perturbados, (4.4}, (1.5) y (4.7), uti
lizando {(4.9)

By = v x (¥ x By) (4,10



p1 = = T v pob (4.11)

Py = - (F « VIpy - yP¥ - £ (4.12)

134

las constantes de integracidn se eliminan si la perturbacibn
represénta un estado dindinice gue ha pasado por el equili
brio. Rindmicamente fota aseveracifin correspende a empezar
con una pelota on la cima de una celina con alyuna volocidad
inicial, en lugar de omperar con la pelota desplanada de la
cima de la colina scbre alguia treyectoria gue pusda no pa_
sar nunca por la cima, Bsto se logra con lag condiciones ini

ciales:

S (D%, 0)) # 0

po(X, 0) =0 S {4413

Como mencionamos anteriormente, es posible determinar
el campo magnético, la densidad y la presifn del sistema per
turbado, ¢ por tanto la energfa asociada,a partir del conoci

3

miento de £ y de la configuraciGn inicial, Pava cl case li~
neal esto ge logra mediante las ecuacionas (4.10), (4.11) ¥
(4.12).

Sustituyenda (4.10), (4.11) y {4,12) en (4.6); utilizan



[E]
W

do (2.4) y {4.9), obtencmos la ecuacién de movimiento en tér

minos del vector de desplazomiento.

2F - 1 NN -
— = ¢ ; PR & T &3] e .
P e AN TR AN PR b ¢H (¥ (5£3Bo) ) ]xBa

TSRS TR - o= 4
- AVEBo i X (VR [EE:]) - g¥rong

Q4%

-
CE PLE) {4.14)
o I .
Las condicienes de fremtera son,? finito en cualguier

punto ¥y, suponiendo parcdes impermcables ¥ * © = 0 en la fron

tera.
ot
F{.} oo connce como operador de fuerzas ( 4.14) como
R
ecuacidn de modos. En ¢l apfindice 8 se demutestra que ris} ¢s

Hermitiano.
Para un equilibrio particular Be,p, y Ps se conocen y

por tanto se pueden evaluar T a partir de (4.14).

De la ccuacitn {4.14) tenemos que

-, - -+
Las funciones propias [y de F(f) est&n dadas por

rME) = hgx

ya que F es el Hermitiano el valor propic K es real; (Nieto, 1978);
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erconces

Integrando respecto al tienpo
é L TPy LWkt (4.15)

[ 4 i, 1Mie

K= - Né:b <4|l6)

}) {4.17)

. s .
las funciones ¢, se llaman modos normales.
I8

Es claro de (4.1%) que para w, - 0 la confiquracion es

estable vy corresponde a una oscilacidn y 0 corresponde

~n

2 un incremento exponcneial de la perturbacidn., Adends, a

partir do (4,10} sablecor gue, en general, un LUl
Libado MED on estable & v s0ée 54 2odes Los valeres propios
del opexadur © sen wegalives, osto es equivalente a suponer

W » 0 para todo K, provocando guc los modos normales oscilen.

1.2 H8todo de la energia

La energia cinética K de un elemento de volumen es

(4.18)

It
1
= ladx L
K Jd X g



L
(82}

entonces
- -+
3K _ |43, 3f . 8%
3t {d Koy 3t atf
. { ST
= }‘d T F{£}

Como ¥ es Hermitiano {ver apéndicae B} podemos escribir

de ahi
1 {4, @ wE
g—gﬂ\- = -}v {Qa-\ ‘Yd“é' (g N F("-»))

Haciendo uso de (4.3}

3 {aW) 1 ){‘q., l T, E Y ‘
=g g |4 g O F(£)) (4.19)
i
e integrando ! {
si= - 2lax e Fed) {4.20)

R

W2 oHdiXp et = - id’xiy CFE
de (4.20%

w? d3Xp°g; = §W
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despejando ui

oL . 8w ‘
wp = ;—-~—~—: (4.21)
la'%p 5°
El numerador de la parte derecha.de (4.21) siempre es

positivo. Para un estado establc g; o5 pegitive ¥y por tanto

8y, > 0.
Wy >
124
En general cuclquier perturbacibn § la podemos expresayr

como combinacidn linval de EY as{

CORT Gy censtantes reales. Entonces (4,20) se puede escribir

omo

8w = + |@X(] oy ) » (] ay elos £
LSy g L

de aht

Kaals
ey

!K GJ wé Do

Car~
=~

Se sigue del carfcter Hemitiano de F que las funciones

propias correspondientes a valores propios diferentes son or



tonormales. Las funciones propias degeneradas pueden ser or
tonormalizadas en la forma usual®, Asf la condicién de orto

nermalidad establece que

& },— * r =
x he T by
Y
&= A’K § py al wl g2 (4.23)
v [ S 8
¥
donde p, aé § es positivo para cualquier f. Ya gue si

w; > O para toda K, entonces ¢l equilibrio es estable, y de
{4.23) esto correspondc a 8¥ » 0. 51 existe alquna 51 para

-~ . s “+
la que wy < 0 podemos elegiv una perturbacidn L' tal que

y entonces de acuverdo con (4.15) el sistema serd inestable
si es perturbado por 3‘, v de (4.23) &w < 0 si utilizamos
£'. Con esto demostramos que & es, segfin se afirmd con an-
terioridad, un discriminante de estabilidad, de tal forma
que §W > 0 parn twda £, o3 wia condioddn necesanda g sudé-
clente de csiabll(dad,

Resulta clare de (4.14) y {4.20] que ¢l valor oW depen
de exclusivamente de © vy de la configuracifn inicial del
sistema {ésto es, de loz valores de las variables de campo
del sistema en equilibrio).

* M&todo de ortunormalizacidén de Gramm~Schimidth (Rieto, 1978).
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1.3 Cdleulo de &

Algunas complicaciones aparecen si el plasma tiene una
frontera definida, es decir, es  un sistema plasma-vacfo;
en cuys caso, para evaluar &9 og conveniente desarrollar ex

plicitemonte lag contribuciones o la cnergfa de las diferen

tes regionoes vy de o fronvera,

noformar la exprosidén para ol cambio ¢n la

Vamos a &
energia potencial, ecvacddn {(4.20), pare ceoparar la contri-
bueldn de superficic v de la energfa de vaefo de la parte
correspondiente al flulde, v derivar las condicionas de fron

: B - : P o>
tera 1l inealizadas. B conveniente definir el veortor § como

(4.24)

de (2.17) s sigue que 0 es el cambilo 6B en ol campo magné
. . . . < . e
tico siguiende el movimiento del fluide descrite pox o,
Utilizande (4.24) escribimos coxplicitamente (4.20)

s =~ & }Idﬁ.:lff ) [‘?({évma # DTt E) b g Tz Q) x By

s 7

¥ 55 (¢ x By 2 Q = 5 7 o+ pof (4.25)
! P

Se integra sobre el total de volGmen ocupado por el
plasma no perturbado. Haciendo uso de las siguieutes idenﬁi

dades.

V- [Eu’é © NP+ ¥Ry T E)} = E 0 VU B+ g D)
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+ 0 BUF - DBy + yP, T 0 1) (4.26)

v - [(g % By) x é} =0 Ux (£xBy) - (FxBy) - 7xD
=gl 4 F s [(v x O x ng] (4.27)
[ [(v % By) x 5} == (VB - (Ex (4.28)

i

(4.25) toma la forma

3

5w=% a's {;{—; 0? 4:3%(‘.%450) cEx Q)+ (v B L oup,

F APl - D) 4 E GV e 0ol

* Voo + ¥Py Voo g}

(4.29)

X i§o) % (5 + f:(&,

v
L
o
P
-
]
Y
2
T

Aplicando ¢l teorema de Gauss a la segunda intearal del
lado derecho de (4.29), suponiendo que § es la superficie de
la interfase entre el plasma y el vacio, con d$ elemento de

2
area ®nemes gue

280 = jalx a a%-(v £ 8y) » (Ex Q) + (7« D)T-yPyeyPo (T E)’

. r o > - - .
- 1ds -+ il (cfch)xQ+£(Ef-VPo+YPoV'E;J (4.30)
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A la contribucibn a W de la integral de volumen del

plasma, la denotamos como Swp es decir

d’x 1%7 Sl Exd v DE - oerg

H

+
+
+

(4.3

L

A partir de las ccuaciones de frontera podemos transfor
mar la integrar de superficie de (4.30).

Para llevar a cabe dicha transformacidn, necesitamos dg
teminar el campo magnéticoe periturbade en la frontera, Inte-

grando respecto al tiempo, desde ¢ = 0 la relacién

BBy (4.32)
se obticne que
B(X, v -pot¥g, 0 = (£« n)f, + @ (4.33)

donde se ha hecho uso de las ecuaciones (2.17) y (4.9}, ﬁs
denota la localizacidn de un elemento de plasma situado en
la superficie no verturbada (posicidn del elemento de plasma

en el equilibrio) y X su posicidn en la sup

-ficie perturba-
da. De la ecuecibn adiabltica (2.43) y la ccuacidn de conti-
nuidad (2,20)

4P o L p oy ¥ (4.34)
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Integrando respecto al tiempo desde t = 0, y usando
(4.9)

P, £) - PelRg, 0) = = yho(kg, 00V o E (4.35)

Para 12 parte de vacfo se tienen ecuaciones sinmilares,
-5 i3 ¥ e .
donde B se recmplaza por By vy Q per &8y. De la ccuacién
{3.13) se sigue gue, ya que P, = 0 (presitn cn el vaclo)
B? B

) = e {4.36)

o+ B 'plazma B

Sustituimos (4.33) y {4.35) en (4.36) para la frontera
perturbada. Dade que la perturbacién os muy peguena podemos

hacer uso de (4.36) para cl estado perturbado, entonces

- DV o { Bo v o (Fembt o= Zil o 5w enii (4.37
YPo¥ L ogE fo + (£-W)Bal = = ¢ B, + (5-¥)Bay| (4.37)

"
rIe

" ‘ o
Fl tdrmine { % Dyl x 2 de la integral de superficie de

s

«

{4.30) sc puede desarrollar como la diferencia de productos
-~ . g »

punto; de la ecuacibn (3.9) se sigue que B + dS = 0, enton-

ces ?

-

a8 - 2 @ x By xb=- |af =ty - B (4.38)

De (4.37) y {4.38) la integral de superficic de (4.30)

toma la forma
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LAV \'Sg\!

Gie

c A B @ OBy + E vm} (4.39)

¥ -+ > 82
B @-ni= (-0

la integral de superficie toma la forma

I BBy By e
as c£[6 + WPy + ) - - ¥ gl - 2. 8By] 0 (4.40)

Dado quo (3.30) es valida para toda la frontera, la compo

B
nente tangencial de VIP, + ﬁ%) debe ser continua. Por tanto,

solamente s¢ conservan las componentes normales y {(4,40) se
puede escribir como

.
{

- ~l“> ) B') N , BA‘ LS
ds « ¢ 1-1, t V(P 'é“,?‘ L -g-‘-}y— - Boy ¢ —a—ﬁ;!-]
{d-.» . N , 33 A
= e . . ~ kt .
J S B e+ g
B 5B,
- - b * \‘}
- lag . f "Yr‘“‘“” {4.41)
A partir de este resultado defininos
[ & 7z Svzo Py Bg
ds .+ (£ * m)* (VR + gB] (4.42)

SWg = %
|



63

Oueda por transformar la segunda integral del lado dere

cho de (4.41). En el vacic el desplazamiento de la frontera

cambia el

- b
o By es

e

generado

Ericu que se

mucve

de la fronto

(2.11) a

n x(éﬁv +

o<y
+

BEsto ya que
brio es cero (Egy

@5

(4.43)

-~

~ )
n ¥ ¢y = - n

Desarrollando
haciendo uso deo la

que

=
»
On
it
[t

canpo magnéltico por

¢l campo

cero y por

—
oty

-
SBy, v un campo eléctrico peque

por induccidn. La componente del eampo eléiec

con el plasma, debe ser continua a través

1o cuar da lugar, de acuerdo con

(4.43)

eléctrizo en el vacfo en el cquili-~

0). Utitizando (2.16) el lado derecho de

tanto

-

i {n

C

-
X Byv)

{4.44)

el triple producto vectorial de (4.44) y

a

~
condicidn de frontera n + B = 0 obtenemos

- V)8, (4.45)

Introducimos el vector potencial &, para generar el

campo en el vacio de primer orden

y de (2.3)

(4.46)
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“»
- 3 K;)
5: . La(&a
I‘V z‘:*'o‘;‘—'“'—t (4.47)
donde se ha adoptado la norma de Coulomb, {Jackson, 1965) y
por tanto el wotencial cscalar do retardo ne anarece.

Integrande (4.43) con respecto al tiespo, obtenemos que

Sustituyendo, junte con (4.46) en el Gltimo miembro del

lado dercche de (4.41)
as - 7 =2 (e x ) - vx ek (4.48)
£, '—-"T‘-‘—"‘"" - :r‘- 5 61) (U 4 ) .

Aplicanao el rteorema de Gauss

1 RS s —+ 1 !‘ . f . -
e (dS % ¢A) « (¥ % SA) = = ™ 'd’&, g - Lsh ¥ (v ox GA)]

-~

{4.49)
Donde se estd integrando sobre la regidn de vacfo. El
signo cambia en {(4.49), va que dé'apunta hacia afuera del
plasma y hacia adentro del vacfo. Sc estd supenicndo que, ©
el vacfo se extiende a infinito © este termind en una pared

conductora donde la comg

@nte tangencial del campo eléctri-

+
co y SA son cero, Obsérvese quo

v - [5K x (Vx6A)] = (Vx SA) » (Vx &Ry - 6h + v x (Vx &R
4

(4.50)



Como en el vacic no hay corriente

Yx (Y x38A) =0 (4.51)

A partir de (4.50), (4.51) vy (4.46), (4.49) toma la

forma
IV
{8, V)2

1 - L . E .
=gy (@R, T {sA o (v ow SA)] = - jd’xv 2 {4.52)
Definiendo $wy a partir de (4.52) como

{ ¢nly
&My = % ld 7%y {4.53)

Con estoc resultadns pademnc owrrczar la éuesyla poten
clal come una suma de las contribuciones de la regidn de plas
ma, la reqgidn de vacio v la [rontera, de las ecuaciones (4.29),

(4.31), (4.42) y (4.53
SW o= SHp 4 Wy 4 8l (4.54)

El primer término en &Wp es el cambio en la energia magq
nética, ¢l segundo es el trabajo realizado en contra de las
fuerzas magnéticas no balanceadas en el plasma, los dos Gl-
timos términos representan el cambio on la energia interna
del fluido, debido a fuerzas no magnéticas presentes.

La integral de superficie &Wg representa el trabajo rea
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lizado contra la corriente de superficie por los desplaza
mientoys de la frontera debidos a E. La componente de vacio
Wy es el cambio en la encrgfa wagnélica en la regidn de va
cio,

£l mismo resultado se obtiene calceulando explicitamen=-
te los valores de (4.2} y agrupando contribuciones a la
energia de la regidn de plasna, vasic v frontera.

Bl primer término de ew(§> os una integral de voltmen;
los dos primeros timmines del integrando pueden dar lugar a

una inestabilidad dcbida a la corriente, el scgundo término

pucde dar lugar a una ¢ la presidn, am

bas por la contribucidn de términes nogativos a 8%, el tex-

cey térpine @e sinmpre =1 Nleigo término pue

de provocar incstabilidades debidas a la gravedad. DI sequn

do término en W os do ovollmon schye la regidn

de vacfo del campu us siempre estabilizadora.

El fltime término en W os una integyal de superficic sobre
la interface entre ¢l plasme y el vacio vy puede cstabilizar
o desestabilizar, dependiendo de la configuracidn del campo
y de la perturbacidn.

Dado que y aparece solamonte como un términe pesitivo
de §Wp encontramos que el sistema os mds estable si v es
grande. Para un plasma incomprensible (v ~ =) oncontramos el

caso mis estable para la misma configuracidn; cuando la pre-

sifn es independiente del voltmen {y -~ 0 ) tenemos el caso
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mis inestable. Consecuentemente, para demostrar la inestabi-
lidad de un sistema, es suficiente demostrar la inestabili-

dad del mismo para el caso de plasma incomprosible,

&

Obsérvese que cada tirmi la eneroia potencial es

peguciias. Dadn ague el sis

de cequnde orden en las

tema infcial estd en equilibrio mincs de primer or-

den de la emergfa potencial parturbada sc hacen cero automg
ticamente.

La inestabilidad de un sistema es {4cil de preobar, a
partir del wltodo de la energafa, basta con introducir una
perturbacifn en ¢l sistema - normpalmente se escoge dicha per

turbacidn por inspeccidn - y mostrar gue hace decrcger la

energia potencial. La cstabilidad, por supuesto, es nis diff

cil de probar, s¢ bticno que damostrar que il

T

terbacibn da lugar a un valor negative de . Esto se logra

serturtacién posible,

minimizando &W con rospocto a

si &Wuip ©s posilivo, entonces cs estable,
La ecuacidn de modos permite también investigar ol movi-
miento del sistema cn una vecindad del equilibric. Tiene la

ventaja de que se pucde calcular ol valor de «° de forma in
mediata, y por tanto, se cbticne de forma directa la fre

cuznecia de oncilacién, o la razdn de crecimicnto de la ines
tabilidad. Es claro que ol resultado que s obtenga sélo es
valido mientras sigan siendo vilidas las ecuaciones lineall

zadas, e¢s deciy, mientras les t2rminos no lincales de las

ccuaciones MHD scan despreciables. La ecuacién de modos es
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en general mucho més diffcil de resolver que el cilculo de
§W, por tanto, en la préctica resulta mejor utilizar el'mg
wao de la energia.

n la sigquiente scceidn, establecemos las condiciones

de estabili confinado libre de funrzas,

a partir del méteds Al final analizamos la

[¢]
=
Z
0
[
ot
jo¥

inestabilidad do2 Xruskal-Se utilizando la ecua
cidn de wmodos, 1o guo pormite obbtenor la rasdn do crecimien

to para dichia incstabilidad.

2, Inestabilidad un plasma continado libve 2o fucrzas

Vamos a ostudiar ¢l caso de un plasma on un Camnpo mag-

nético libre do fuorzas encerradc por pared rigidas con_

ductoras {la pared cs necesaria para poaor ellminar las
libre de fuerzas tiende & oxpan-

fuerzas, va gue un

dirse). Suponenous que el plasma llena todeo ol osvacio del

interior del recipiente, do tal forma que

Y Wg no aparecen en JW. Considercmes el
ble eligiendo v = 0, lo cual, aden&s simplifica la expresidn
para &W,. Dade que el plasma estd libre de fuerzas, VP = 0

o

entonces de (3.1} sc sigue que J y B son paralelos y (3.2)

se puede escribir como

= afi, {4.55)

3
TIv
>

Restringiremos ¢l andlisis para el caso de campos para
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los que a es constante. Entonces de (4.31)

{
1 i . . - - -
W = o id'. Q¢ + aBy - (£ x O} (4.56)
J
Definiendo
Rz ¥ ox B {4.57)

y de {4.24) podemos recscribix (4.56) en la forma

4
1 !
oW o= oo l @R W x BT - 4R v (Y x R (4,58)
Es clare, a partir de la definicién de i, que W depen-—-

-

o
de solo de ¢ a través de R, por tanteo, es suficiente minimi-
zar con respecte a R Do {4.57) resulta claro que nmientras
-

N -
para toda { coxiste una R, solo los campes R perpendiculares

a B pueden ser usadeos, i.e.

R+ DBy=0 (4.59)

Una condicién de normalizacién para %, (o ﬁ) es
1 B . o By = 4.60
- Jd X aR {(V x R} = cte (4.60)

>

Esta condicidn representa una constriccién para R,
Siguiende las reglas del cdlculo variacional, multipli

camos {4.60) por una constante indeterminada A v la .umamos
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a {4.58). Asf en lugar de minimizar &W, minimizamos

lex{ox R - 04 Dak « (v x R1] & [a'kL  (4.61)
] J
I tiere un extremo (maximo o minimo} donde L salisfaga

la ecuacidn de Euler

:’II o d 'XL
- =} i {4.62)
dRi i ‘\K ’)Ri,}"
donde
3R,
Ri}i z ?T‘rL (4.63)
ER

Calculande cada término para la componente X

v+ 1) a (vx Ry (4.64)

]

L L (4.65)

= -2 xR+ (0 + LRy (4.66)

2{Vv % ﬁ)ﬁ

3
3
y

- (1 + l)aRY (4.67)

-2[v % (VxR 4 G+ Dalv x Ry

(4.68)
Ecuaciones similares se obticnen para las otras dos com

ponentes. Por tanto la ecuacidn de Euler tiene la forma
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Tx (VxR = {(A+1) a¥Vxh (4.69)

e
El valor de R que satisfaga (4.69) y normalizado de
acuerdo con (4.60) minimiza (o maximiza) 8W., Para obtener
loy valores correspondientes de W calculamos (4.58).

Haciendo uso de la identidad

(9x R ¢ (va i) =R v x(vxi) - v [(vx RxR]
(4.70)
y de la ecuacifén (4.69) podemos expresar el término

e

oR + (v x R) = oo [(0 % W7 4 vt x B x R)] (4.71)

wt

Sustituyende cn (4.38) para el valor extremo de &%, de

notado éwcx, obtencmos

R 1 3 l . >
Mex = gy T

! 11
|
)

a*x (v om RIY - o

& YT ‘dlx ve ] (vxR) xk] (4.72)
j
J

la segunda integral del lado derccho de (4.72) po: el teore

ma de divergencia, puede ser escrita como

d’x V-{(Vxﬁ)xﬁ} = it\
J

v
H
v

(4.73)

w
s
=

. . &
En la pared & y By son tangenciales, entonces R es nor

mal a la superficie y por tanto (4.73) es cero. Asf utilizan
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do la definicibn de R

Moy = ?}: T;I a’x Q? (4.74)

Hacicndo uso de (4.24) vy (4.37) expresamos {4,69) como
Lg .2 o
- ¥V x0= () + 10 (4.75)

los valores A de (4.74) se determinan como los valores pro-
pios de (4.75).

El valor de &W, contience ¢l minime absoluto de &W. De

2N

(4.74) observamos que &4,, o5 negativo solamente si existe

un valor pronio d

]

(4.75%), tal gque - 1 <3 < U, 81 no oxiste
tal valor propio, la confiauraciCn es estable.

El problema do estabilidad se ha reducido a oncontrar
los valores propios de un operador, ecueciGn {(4.75), Esta
ecuacién es, por supuesto, mis simple que la ecuacibn de mo

vimiento.

3. Inestabilidad de ¥ruskal-Schwarzchild.

Entre las inestabilidades mds importantes, se encuentra
el andloge magnetohidrodinfmico de la inestabilidad de Ray_
leigh-Taylor, la cual ocurre cuando un fluido denso es SOpor

tado contra la gravedad por otro de menor densidad, el siste
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ma estd en eguilibrio, ya que 2 fusiia que actfa schbre el fluido superior
estd balanceado por la presidn del fluido de la parte baja.

Este cquilibrio es incstable, puos cuando el fluido inferior
intercambia lugar con el {luide denso, la energfa potencial

decrece transicrmandose on

aby

lidad similar s¢ presonta cuande un plasma es soportado  en

contra de la gravedad por un campo maanCtico, como por ejem-

plo en la atmbsfera solar. Bsta inestabilidad recibe el nom~
bre de inestabilidad de Kruskal-Schwarzcehild.

De las ccuaciones (4.14), (4.17) y (4.24) podemos es

cribir que
- pe £ =~ 1 -‘.l-l;;(‘l’x())xﬁo
1 . A a oo e
o= (Y x By) xQ+e gt {py &) (4.76)

~ ~

~ 3 . :
donde ey, ey y €y sonh vecltores unitarios en las direcciones
X, Yy %, respectivamente, Suponiende flujo incompresible

Y oa
PLASMA

SR,

3

Fig. 3. Perturbacién de un plasma suspendido en un campo
magnético.



¢+ f=0 (4.77)
Entonces Py en {4.76) es, de acuerdo con (4.14)
(4.78)

Tomamos el campo magnético a lo larqgo de 2, entonces

{ver Fig. 3}
(4.79)

o]
o
it
L2

&3

Suponemos que las ecuaciones de equilibrio dependen so

lamente de Y, y tomames en cuenta solo las perturbaciones
1 i

que no varfan a lo large del campo magnético, entonces
at
%E = 0 (4.80)
Evaluando 6 encontramos que
LB (4.81)

entonces

(F x0) xBo + (9 xBg) xB == 9B, -8 (4.82)

Sustituyendo en (4.76)

0ot = VR, 4 g5 By « O) -3y g (2 - Mo (4.83)
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Dado que las condiciones a lo largo de la freontera en-
tre el plasma v ¢l campo son iguales para todo punto, ez de
esperarse que una perturbacidn sc propaque en forma simé

trica en la medida en gue fsta avance en la direccidn X;

la perturbacidn werd siw al desplazanmien
to en ¥ para caoda punteo de dicho oje.

Debide a eisto, la perturbacidn pucde suponerse de la
forma otF¥,

De ahi, la ecuacidn (4.83), en componentes, toma la

{forma
poutfy = 1K (By + o5 By + O) (4.84)

y
pocity ~ o ter 4 bRy 8 -a g S22 (4.85)

Despejando el término entre paréntesis de (4.84) y sus

tituyendo en (4.85)

’3

? =8 3 - gr S0
Dol EY = ¥ W (00 EX) g”_‘,’ ay (4~86)

de la ecuacibn (4.77) se sigue que

/
3By _ _ dby
- S (4.87)

Entonces se puede eliminar £y de (4.86) derivando res-

pecto a X y usando (4.87), ésto es
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. ) 3 R |
lf‘\O.ngzEY =o- i—}-\' Y (o ‘.EX.) - ikgly —E%,Q-
o bien
3 SuIN . L2 1 £
K05 w? + g SMiy = 60 5y (00 255 (4.88)

Y 3 1 110
Supeniende guo el

tienc densidad uniforme o, se-

parada del vacfc por una hoja de corriente en Y = 0. Es de-

cir
dan s .
el §{Y) (4.8%)
donde §(Y} es la delta de Krenecker. Para ¥ » 0, %%} =0y
(4.88) tiene la forma
ity = L L¥ 4.90
o = LD (4.90)
cuya solucidn es
fy = Ty e"EY JLKX (4.91)

la cual no diverge, como era de esperarse, cuando Y - @,
Utilizando (4.89) sc¢ puede integrar (4.88) através de
la frontera, es decir, en el intervalo - ¢ & y £¢€ con

¢+ 0, de aht

K'gpely = ~ w'po Riy (4.93)

de donde se obtiene la relacién de dispersidn

w® = - Kg (4,94)
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la cual, como se esperaba, da lugar a solucienes lnestables
para cualquicr nfirero de onda &k, de hecho k muy arande co

rresponde a un crecimicnto mayor de la inestabilidad.
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CONCLUSIONES

Una de las caracterfsticas mis importantes que dist
guen a los plasmas, os la gran variedoad de inestabilidades
gue proescolan, En cste trabade ge ha discutido el mbucdo de

la encrgis guo

tabilidades de » de Los plasmas.

descrito por las ecuvacionos (2,17, (2,20}, (2.29) y (2.43).

Los precescs disipatives no desempelan ningfin rol on la teo-
)2 I I )

ria MHD ideal. Dicho plasma so epcuentra oen eqailibrio si

utili-

cumple con (3.1}, (3.2} ¢ (3.3},

zan para ostablecer ol priacaipio de encrgia, va que el resol

LUs WL G ONED

ver dirsctaseinte “ante complodo.

0l PR
CcHbaioie Coalo

Dentro del mavco MiD definimos

infinitecimal

agquel para ¢l gue cualquier

del wyuilibiic, grovora un incremonto en su enoergia poten-

-

cial, Un sigtema ¢s incsuable cuando alutn desplazamicnto

infinitesimal del eguilibrico da lugar a un decremento en la

energfa potencial, con lo cual el sistema tiende a alejar-
se del equilibric, Dicho desplazemniento estd definido por
4,8) y (4.9},

Para el caso de perturbaciones infinitesimales los tér
minos no lineales de las ecuaciones MDD son espreciables
y entonces ¢l rmovimiento del plasma queda gobernado por la
ecuacibn diferencial en & (4.14) cuvas soluciones solo de-

penden de las condiciones de equilibrio y de los valores a

la frontera.



S
s 29

El cardcter Hermitiano del operador F (4.14), da lugar
a funciones propias del tipo (4.15) donde la evolucibn de

la perturbacidn en ol tiempo os5td de

ninada por ¢l valor

de wp, de tal for a una oscilacidn

con frecuenciia L v por tanle 4 una estabilidad; w} < 0 co-

rrespon un o3 160,
¥} sistema es

cecuacitn de mo
(4.15); esto peormite obtener el vaior de o v determinar si
frecuencia de oscilacidn o la razdn de crecimiento, vespec-
tivamente, Como cjemple de la aplicacidn de cste método se
resolvid el problesa de la inestabilidad de Yruskal-Schwarzs

child, para un fiuwjo incerpresible, donde se obbtiene una ra

26n de crecimiento da por (4.949). En estve ndtodo hay que
resolver una ccuacidn diferencial de segundo orden, lo que
en general es bastante complicado, motivo por el cual se

desarrolld un métode alternativo, ¢l método de la encrgia,

que es relativamente mis simp

o no da informacifn so
bre w.

En este método se caloula explicitamente $9(£) lo
ble o inestable, lo que

rgponde a oW » 0y SW < 0, res

pectivamente. El problema se reduce a calcular la integral
(4.20).

Es conveniente separar la ecuacibn (4.20), asi se ob-
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tuvo la contribucién a2l cambio en la energfa potencial por
la region de plasma, la frontera entre cl plasma y el va_
cfo, v la regidn do vacfo, ocuacidén (4.54),

Bl término Slr ¢s una integral de volumen sobre el
plasma. Bl primer término delintegrands puede dar lugar a una
inestabiiidad criginala pry 1o procids, por la contribucibn
de un término negative o &3 el sequndo término on el inte
grando ©s sicmpre estabilizador; el tercor término puede
dar lugar a una inestabilidad oricinade por la corriente, vy

el {ltino btérmino pucde dar lugar a vna ing

Lilidad origi
nada por la gravedad., Bl tdmino 4W, s una integral de vo-
lumen sobre la regién de vaclo del campo puorturbado vy es
siempre cstabilizadora. Bl término 3. ¢s una integral de

entro ¢} plaswa ¥ ol vacfo vy

superficic yobro la interfasc
puede estabilizar o desestabilizar, dependiendo de la confi
guracidn de campo y de la perturbacidn.

Como v aparcce solamente como un tlrmino positivo en
SWp, encontramos que el sistema es mis estable si v es gran
de. Cuando la presi®n s indepondiente  del volumen (y -+ 0)
tenemos el caso wds incstable. Un plasma incompresible
{(y - =) da lugar al menos a tanta estabilidad como uno com-
presible, en la misma conliguracifn. Por tanto para demos_
trar la inecstabili de un sistema, es suficiente demos_
trar la inestabilidad suponiendo flujo incompresible, lo

que ademds simplifica los cilculos.
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Como ejemplo de la utilizacidn del métode de la ener
gfa se analizb el caso de un plasma confinade libre de fuer

2das, SUPUSIROS sible. Bl nropblema de

inastabilidad los valores propios

oen
de modos. Bl sistupmae ws incotallo o un valor propio
Aode {4.75) tal gque -~ 1 7 ) ¢ 0,

Las inestabilidades on plasmas de laboratorio son de

-t 1

particular importancia, va que on el diseic de dispositivos

de plasmas sc deben eliminar o winimizar ios crocimicntos

inevstabilidades indeseables.

ripldos da
En la tcoria WD solar y en otras aplicaciones astrofl

sican 2o Yn oteoria MHD, ol cestudic de las ingstabilidades

juega un papcl muy L
sis de los proccsos que ocurren on los plasmas cspaciales,
La inestabilidad do ¥ruskal-Schwarzschild, descrita en

aumeroses fondmenos

el Capftulo 1V, s¢ usa para ex

que ocurren en las atmbs solar v planetarias, por ejem
plo en la fongsfera do la tierra; la estructuracidn de la
nube de bario pucde dar lugar a una inestabilided del tipo

Kruskal-Schwarrzsceinild debido a la desaceleracidn de la nube,

comnortamienta de las

esta incstabilidad pewrmite exvlicar

descargas de bario gue son invectadas a través del campo magnético.
Existen bisicamente dos mecanismos que dan lugar a ines

tabilidades MHD en un cilindro circular. Los gradientes de

presién junto con la curvatura de las lineas de campo magné-



tico dan origen a la llamada inestabilidad de intercambio,
la cual provoca que una parte del plasma trate de juntercam

hiar lugar con otra parte, estd on general asociada con al

gin nivel

originadds

P

por

terrestre. Bl sequndo vipo <o inestabil

una corriente paralela al WLIco, SC Conoce  Cono

en cuenta la

inestabilidad do torcodural i ademis s

resistividad de)

tabilidad permite & las linzas de campo magnlLico rowperse
y reconectarse, formande islag magnlticas. Este modelo de
reconewion  ha sidy propusste para eapliecor 1 oreconcexifn
que ccurre en la magnetocolia terrostre y come ane de las
mecanismos quo Intervienen en la fornacifn dv vdfagas sola
res.

abilidad puede ser genecrada en la Interfass

Una incs
entre dos modios con movimiento relativo. Esta inestabili-

dad recibe ¢l nembre de incstabilidad de Relvin-Helmholtz;

en particular ocurre cuando vn chiorro do plasmy es inyectado

1a ingstabilidad deshace

dentro de un plagma estaclonar

la energia cinética en energfa de turbu

al chorro v convie
lencia. (horros copectaculmvs se observan en algunas fuentes
astrofisicas como son log Cuasares, los nucleos galdcti

cos y el objeto vstelar 55433,
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Las inestabilidades mencionadas son s561lo una pegquena

parte de la cnonme varicdad de incstabilidades gue se pre-

contan en los plasmas astrofisicos,

vy gue dan lugar a una
gran cantidad de fenbmencs f{eicoz. Do ahi se deriva la im
portancia del estudio de las inestabilidades on plasnas.
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APENDICE A

Fcuacidn re EsTavo

En la tabhla 2 sc cbserva que para los plasmas conoci-

. LA™ DArt
dos, la densidad de particulas va de ~ 10 awif para plas
e’ =

. N Lo part
rmas espaciales hasta - 1077 M2
cme

8l range dootes es de 107 %% oa 10 YK e in-

cluse 1079 °%, {ver tabla 2). Ninaln otro de la fisi

ca tienc que abereay variaciones tan grandes de las varia-

O - Ner e o . et e @
nanicas. Desarreollar ecuacicones de

bles de ecotade

estade quo scan v&lidas todos low rangos de temperatu

ra y densidad, os pece RoBos quo Ympesiblo. Sin ebbarad,

el problema de una ecuacidn de estade para un
plasma es impertante. En este apfadice so desarroila una

forma de la ccuacidn de cstado para plasaas ideales, seqgin

"2, Enoun denso, las

se definen a

condiciones de ecquilibrio (e.a. Ty = T,

= ) se establg
cen rapidamente, debido a las frecuentes colisioncs.

La termedindmica estadistica puede expresar todas las
propicdades de un sistema en ecquilibrio por la llamada fun
cién de particién 2.

El plaswa en cquilibrio cumple con la ecuacibn de
Maxwell - Boltzman

B¢

np = ¢ qpe~ i



Donde np es el nlmerc de particulas con cnergfa total

<

Ep {cinftica + potencial). La multiplicidad lo pesc) estd

dado por g; y c5 igual al nlmero de estados que tienen la
Dado que ¢l nfinero de particulas es

misma energia E;.

e
1 ¥ n : o nv T-{:
i 4 o { LA
N 4
L L

e
[N A

. ~Es
g= 1 g e K (A1)

(A,1) es en ocasiones llamado suma scbre los estados. De
acuverdo con la estadistica tevmodinimica, la ccuacidn térmi

ca de estado de un sistema descrito por (A.1) esté dada por

P = KT (:—*—}}{j—&)m (A, 2)

donde V es el volunmen del sistema. Para un gas monoatdmico

2
perfecto (part{culas puntuales), g, = 1 y la eneraia E = %g

S

[

2 = dzijld;—l}:-.- !dji&]d}:‘zr... ‘I’g C_Q}LT
i
!

J
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donde ya que E_.es independiente de la posicidn

(]
{
!dj:\;}d?i’i;‘..‘ = Vu
adends I
gdf,d‘ﬁ...
i .
hsi ] ¢
A
= [ 4°U" e
L
!

De (4.2} de estade es

KT = nkT {(n.3)

Si &l gas es poliatémico o si ocurren recacciones qui-
micas, la ecuacidbn de estado sc vuelve mds complicada.

Agqui estamos sin embargo, mds intiresados en la modi-
ficacidn de la ccuacidn de estade cuando se toma en cuanta
la interaccidn clectrastitica entre las partfculas del plag
ma.

Bl cambio en el potencial debide a las intoracciones

es justamente la diferencia 4 cntre el potencial de Debye

( [

- /) . ,
b= % exp - r/ ply el potencial Coulombiane (4 = %). Pa-
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ra Mp muy pequefia ¢, se puede expandir, asi

p=-12, - (A.4)

por particula de especie § .
La energia electrostitica de un sistema de particulas
est& dada por

1
0= ? dn ¢s (A.S

B

o

Sustituyendo (A.4)

u=-%~%}fn (A.6)
donde i n 2
Tz & - (8.7)
v
ns n, {A.8)

Reemplazando (1 + 2?,‘)erJ por ) 2’n_ en la ecuacidén
O X R

(1.10) obtenemos la expresidn de la longitud do Debye para

varias especics, asi podemos escribir (A.6) como

3

e

(A.9)

8

_ 1
U=-37

D

Integrando sobre el volumen de plasma obtenemos 2 y

sustituyendo en (1.1} obtenemos

_ 1k
P = n kT - T 3

A

-3

|

{A.10})

[w1%)



De acuerdo con (1.15) la modificacidn en la presifn es
muy pequena, por tanto podemos describir termodinimicamen-—
te a los plasmas cono gas ideal, mientras la razbn de la
energfa eleoctrostitica rospoecto a la energfa térmica sea

pequena, Do acuerdo cen {A.i0) dicha racln denotada por & es

fe )
i

(A.11)

P Y

entonces la modificacidn de prosidn puede ser despreciada

para bajar densidades v altas temporatur {cunndo § << 1),

Dade quo en un campo mannético no altera la energia
de la particula, 2 ne es alterada y entonces no hay modifi
cacién por presidn mognltica en la ecuacidn de estado.

NDafiniendo la constante det gas a parcir de la masa

de las particulas

tenemos que

P = pRT (A.13)



APENDICE B
HERMETICIDAD DEL OPERADOR DE FUERZAS

En este apfndice se demuestra que P(Z) es Hermitiane.
Introducimes un vector de desplazamiente 5 y un vocteor de
rotencial &C quo satisfacen las nismas condiciones de fron-
tera de E Y 84 discutidas cn el Capftulo IV, Es decir que de
{4.48)

- Rk 6C = (n - Wby (B.1)

en la frontera del plasma y ¢l vacio.

-k o .
F{f) es Hermitiano si cumple con

f t'

}d’33 R e jd’x R {5.2)

Sustituyendo (4.14) en el lado derecho de (B.2) y reor

denando tenemos que

1,7 e ] Iur - -+ - ¥ e
-~ ]a*n » F(E) = [@%X[yPo (¥ » WV » E) + (V * n)(E + VPy)

T x R x B o ox oz Be))
- X x B - ovx (Ex §0)]

+ |ag - q [f; Bop * VX(Z % Bop) = YPo V'E - (£ * VPO)] (B.3)
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donde se ha hecho uso del tcoreme de Gauss.
Bgy denota el campo magnétice en el interior del plas
ma,

Analicemos primero la integral de volumen en (B.3).

w

>
la contribucibn de 6y = a al segundo y cuarte uCrmino

en la integral es
@ - R e R - = (o X7 x By vx(E x Bo)

4

- >
= (L ¢ YPgY(Bg ¢ Vo) + alUPy ¢+ VX{{ X Be)

H]
b

: VPQ)‘EQ o Ta) 4+ a¥e ((g b3 go) x VPyg)

f
—_
Faald

» UP) (Bo v Ya) 4+ Ve ((E - VPy) ¢ By)
=¥ ((E « vpyrad,)

La integral de volumen se transforma en una integral
de superficie, la cual es cero, debido a la condicibn de
B

~ -y
frontera n * N1, = 0, Expresemos § y 7 en términos de los

tres vectores ﬁu, YXB, vy e = 9ps/}7P, |, esto es

-+ - - - -
€ = £1VXBo + £20 + E£3Bo = &' + £3B¢ (B.4)
-+ -+ -+ - +y -»
n = niVXBo + Nze + N3iBe = 0 + N3iBy (B.5)
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3
Come la contribucibén de n,, es cero, solo la contribu

. -
cibn de n' se tomard en cuenta, asf

- B xesBo)) - v xdo)

- '2‘:"" (é X("?Xi;o)) - VR4, VP + £ (3}{[;1)))

- nz(@ x (V x Be))+ (96 x VPg)

it

-3 @ xtv xBo)) [eatBe - ME - £208ME,

EaBo(ve &) + vD, x (& x Bo)]

1

(126 * ¥Pe) {7 x Do *T61) = TG (¥ xBo))

i

[-(V- (€288, + £, ((Be-m)é - (6-1)B,]

-

it

(B« UPe) (V x By +VEy) + (Ti+0P) V- (£28)
w202 @ (aBe)) ¢+ (e ) Bo- (BorWIE)

De acuerdo con lo anterior, tenemos que
wah) (Z - vpy) - f% (R x (7 x B)) - ¢ x (£ x By)

= (F -« gpy) (Und) + (7 * VPV + E7)
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L
45

- -

- -+ - d bed - g >
+ noset(s s elle x (¥ xBy)) * ({e = V)By = (By- V)e)
{(B,6)
. 5 . -¥ -+
Esta ecuacién es simétrica con respecto a § y n.
Por tanto queds demostrade que la inkegral de volumen
{B.3} cn sinfiricn cen respocto a 4y R

hhora consideremes la inteqgral ac suverficie de (B.3);

de acucrao con (B,1), encontramos que

{

st n) Bey + (v » SR} = - {dS (nox 58) - v x 8B

= %, ¥ o« (68 x (7 % &A))

= 1@ ((F x 68) « (V x 8A) - 8¢ - ¥ x (V x 8R))

= 4%, (7 x 68) + (V x ¢A) (8.7

En la frontera entre el plasma y el vacfo, la presibn .



total debe ser centfnua, por tanto

1

o - - . - s - A; EY
- YRy (V8 + 1 (Bope (Bxp+(f'7)écp) = g Bov e (B,v+{L-V)Bov

¥
£

Usando esta condicidn y (8.7}, la integral do superfi-

cie de (B.3) puede ser reducida a

ﬁuv . ﬁ,v L {ng Biﬂ
ds[n, cmeere T3y {50 E) Jeme e ke - Dy ]
i q7 1 ‘ B3 3 ]
’ z 2
= d X'\' (¥x5CY “{TnSA) - Ed& T;‘L ?',l:—-—- (Pu + g »g—f_-»
)
Por tanto, la integral (B.3) se reduce a
[ ,r 1
T R(T e 1 : T A .3
- fax no- Flg) o= ;d’x i%ﬂg(?'ﬂ)lv'f) + o {(TrinADy) ) s (TetEea )
) o
J
+ Y (Faw L "v(”"i s { Tl 1
Ven) (£9Py) - i {nx yhlg))'.x(gxbﬂj
+ladg, (9 x §8) (v x §K)
2 gz
B op
] (8.9)

{B,9) es simétrico gon respecto a § Yy ﬁ, por tanto se cum~

ple (B.2) y F(Z) es Hermitiano.
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