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INTRODUCCION

Ondas vy Par'tlL.U}.aS han estado intimamente ligadss dasde la
formulacitn de la mecénica cus fntica. No obstante, en loc ltimos afios
se ha establecida otra conzccidn zntre ambas que proviene dal es tudio de
los solitonas. Los solitonzs son t,::f_':r‘—g:, de energia confinddos a una

cierta I“cglOﬂ el espacio y no pusden dispersarse.

m en la fisica, éstos ya se
Dz hecho el primer reporte
a John Scott Russell en un

La existenciza de solitones no es nuev
conocian en hidredingmica v estade <6lido.

sobre la observezién d= un solitdn se d debe
articulo publicado por ls " British Assacistion for the Advancement of
Science " en 1845 (ver fig.l). Saott Ru:ﬁ* Il vid en un canal una onda
que se casplazsbs & gran veleeidad sin ninguns alterscidn de su forma
durante variss millas. El propuso qua la estabilidd de ls onda se debia
z propisdadss intrinesnas del madin v o s las cirounstancias como fue
gensrads. Esta ides no fue aneptada sino hasta 1895 con el andlisis de
las ecuaciones no lineales de la hidrodin&mica hecho por D.J. Korteweg
y Hendrik de Vries. Ellos demostraron que las ecuscionss de la
hidrodinimica padian tener como solucionas ondas locslizadas no
disipativas.

El estudio de los solitones en particulas elementales comenzd
alrededor de 1974.  Los solitones son soluciones estables no
disipativas de ensrgis finita de las ecusciones de meovimiento en teorias
del campa. Para poder obtensr soluciones de este tipo es necesario que
el estado de minima energia, es decir el vacio, esté degenerado.
Normalmente los campos se snulan en el vacfo pero no hay ninguna
razbn por la cusl esto ciempre deba de cumplirse. De hecho hay
situaciones fisicas en que no sucede asi. Por ejemplo, el campo
magnético producido por un ferromagneto &s méximo en el estado de



ON WAVES, 311

. e s e -
Repiort on Waves. Dy d. Scoir Russiwe, Ly, ol ER.S Edin,
saade to the Meelings in 1542 and 1843,

Sir Jony Romsoxe, Sce. .8, Fidin,

Memb”-; of Conmittee {l Scorr Russry, RS, Filin,

} believe I shall hest introduee this phvnomenon by deseribing the circum.
stances of my own first acquaintance with it I was ohserving the motion
of a boat which was rapidly drawn alang a navrow channel by a pair of hovses,

. when the boat suddenly stopped—not so the miass of water in the channel
whieh it had put in motion ; it ncemnnlated round the prow of the vessel ina
state of vielent agitation, then saddenly feaving it behind, rolled forwad with
great velocity, assuming the form of a fwge solitary elevation, a vounded,
sinooth and well-defined Lieap of water, which continued its conrse along the
channel apparently without change of form ar diminution of speed. T fol-
towed it on horseback, and overtook it still rofling on at a rate of some eight
or nine wilcs an hiour, preserving its original figure some thivty fect long and
a foot to a foot and a half in height.  Its height gradually diminished, nod .
after a chase of ene or two miles 1 lost it in the windings of the chanael.

- Suel, i the month of Auguest 1535 was iy drst chance interview with that
singular and beantiful phienemenon which I bave called the Wave of Trans-
Iation, 2 name which it now very generally boars; which T have since found
to be an hportant element o almost every caze of fluid resistanes, and as.
certained to be the type of that great moving elevation of the sea, which, with
the cegularity of o plnet, aseends our rivers aud rolls along vur shores,

2 ormr ~ Td
Reporte de John

DISSIPATIVE WAVE

/SOLITON

fig.2 Diferentes configuraciones para un campo
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quz la direccién del campo maguét co para dicho estado sea ar bitraria.
En general se tienz que cuando el vacio estd degenerado el campo toma
en este estado més de un valor.

Para visuslizar el concepto de solitén, observemnos las diferencias
entre las soluciones ondulatorias ordinariss y las tipe solitén. Con este
fin consideremos el EJempI o de una teoriz escslar en uns dimensién, La
energla de este sistemas ests dada por

H=[d<[ L (86)%+ L

J

Grafiquamos al campo ¢ como funcidn de s posicidn "<" e inc luyamos
ma dimensifn extra gus nos ~z::,“g‘u: suoenargiz p:tan::ial Vi) {ver
fig.2). Las posibles configuracionzs para el campo ¢ son lineas
continuas definidas para cuslquier valor de 1z posicion con la condicién
de que en el infinito sstas lineas tomen una de los valores del campa ¢

a
para el cual la ensrgia potenci:

Como quaremacs tenar un vazio dezgenersdo vamos & permitir que
la energis potencisl se anule pars diferentes walores de ¢. De esta
forma tendremos basicamente lres confi :11.. acicnes d s. La primera
estd representsda por unz linea rects parslels al ejax enun valor nulo
de la energis potencial. Come la enereia totsl h camnd es caro esta
situacich nos represents al vaco. Otra posible t’lmra"mn es cuando
gl campo tiene cierta ens rém potencial per ‘a al mismo valor para
las dos direcciones del eje x. En esle caso tenemos una onda ordinaria
que se dipersard conforme transcurra el tiempo. F‘o dltimo teremos al
solitén. Este estd representade par un CAMIPO - QR tome valores
diferentes cuando x tiends & mas o mencs infinita. A diferencia de un
onda ordinaria el solitdn no pueds ser daformada al vacio, o lo que es lo
mismo, no pusde ser dispersado.

Al ser un solitén uns onda estsble y temer su energia confinada a
una clerta regidn dal espacio podemos identificarls con uma particula. Es
interesante observar que los solitones son solucionas de las ecusciones
clédsicas de movimiento por lo cusl tenemos qus el concepto de pcmcul
sirge aln a nivel cldsico. Se espera que al cusntizar la teorfa las
propiedades de los solitones no desaparezcan.

WRE




FPor otz lade, notuslmente creemos aqus las interacciones son
descritas por tecrias dz norma también conocides como teorfas de Yang-
Mills. En particular tenemos que la fuerza fuerte estd descrita por la
cromedindmica cusnitica " QD . Esta teorfa describe la interaccidn de
los cusrcs via el intercambio de 8 particulas dz mass nula llemadas
gluones. Las simetrias internzs qus tiene OCD son SUR(I\) X qU[ (N} %
UB(l) X UA(‘L] . Las primeras dos (SUMN) » SUENN)D correspondaﬁ ala

] del

simetria quiral (derechs e izquierds)

por el nimers de cusres. UB {1) reprecenta “nsarvacion del nirmero
baridnico, m4entra; quz UZ(Ll o dal nimere banomco axial {no

obSDrv"Jn en la naturaleza).

Dzhido = f, matris ouiral esperarizmes que los estados formaran
multipletes i ibles da SU N) dageneradas en PSi“id; L. For ejemplo
gl cotete de mes cale ,vt

compafiado por un

Sitrgnite

- "_ _\ PR .
1N ::mwmw.,to
inveriss .tw ante

cotete de mas

(=30 ] l‘_‘ [ R

s constant2 de acoplamiento
s2 pusden utilizar las
> hacho complica
a

(n

de ls CC
t&onicas part
la posibile &
BPHC?}CiG’n dir x:'l"ta
enargias la craomodinamics cuantics a
que son las causantes del confinsmiento de los cuarc
no sabemos como csloulsrios. Debids & cst:s c
surgido teorizs sproximadas que pmmzttn des
hadrénicas incorporando - de manera nomﬂnl
elementos den"mlt—s de la QCD. Ejemphos de
bolsa de MIT, i) los modelos potencislas, m] 1.'
el madelo de Skyrme. Es este modzlo el g
tesis.

En 1962, una décads
Skyrme! gscribid un arhc I
describe ¢entativamente

2

v—w«r‘f\v* rh:x
s -

M

1
Zzimen de bajas
a

o perturbativos
s pero actualmente
nmpliraniones  han
vibir lss propiedades
ica algunos de los
as teorias son: i) la
reglas de suma , iv)
studiaremos en esta

I}
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IR E] l.;
E’im

A3

m
© £
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an = ls formulacion de QCD, T.H.K.
ulo sobre @ " Una teorfa de campo no lineal que
la interaccich fuerte de las particulas

! T.H.Skyrme, Nucl.Phys. 31 (1962) 556
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alemental . Feoen ecte artiouls donds se Pl“GSEﬂta por primera vez el

NP I 0 PR g P,
:"_‘h’_',lk v,un,_ﬂ.zdu ity 'J‘--iu Ge C)'x\)q .

El modelo de Skyrme es una goneralizacicn del modelo o no lineal
de mesones. En este modelo las soluciones perturbativas representan a
los mesones, es decir a particulas con espin cero, mientras que las
soluciones tipo solitén, llamadas skyrmiones, se pueden identificar
como bariones. Es cumamente interesante el hecho de que & los
skyrmiones se les pueds asignar espin semisntero a pesar de qus el
lagrangiano original solo aparzesn campos peeudoescalares. Ademds, es
posible hacerle corresponder a ls cargs topoldgica conservada de los
solitones el ndmero baridnico. También es importante sefizlar que las
simetrias internas del modelo de Skyrme son precisamente las mismas
que lss de 1a QCD.

El interds en los skyrmionzs resurgi6 en 1983 a raiz dal trabajo
de Witten en &l que damostrd que en el limite 'de bajas energlas es
factible que la eon umoimmm: cusntica pueds ser aproximada par una
teorfa escaler. La forms exacta de dicha tsoria no es conocida pera sus

propiedades deben ser similaras & las dal modale de Skyrme. Este hecho

ha'reforzedo el in ter gs en el estudio de la fenomenologia del madelo de

Sk)ﬁ*me a la vez quz hs dado’lugar a intentos de obtener una deduccién
teont )

rigurosa a de la tearls efective 5 bajas energlas. El objetivo de esta tesis
se inscribe dentro de la primera de estas linsas.

El proposito da esta lesis es acoplar &l campo electromagnstico al
modelo de Skyrme. Ademss da estudiar el problema de la invarianza
local del lagrangiano de Skyrme ante transformaciones del grupo U(1)
nos interesa obtener resultados que puedan ser verificados
experimentalmente.

En el cepitulo | presentaremos una introduccidn a la teorfa de los
solitones vy sus propieda des topologlcas En el segundo daremos una
motivacibn dal modelo de Skyrme y estudiaremos algunas de sus
simetrias. En el tercer capitule incorporaremos el campo
~ electromagnético al modelo de Skyrme y trabajaremos el problema de la
cuantizacion semicldsica del skyrmisn.  Para la parte escalar del
modelo determinaremos s interaccidn electromagnética con los plones
al orden mas bsjo en teorfa de perturbsciones. En la sector de los
solitones calcularemas el decaimiento de la pc:rt‘fcula delta en un protén
y un fotdn, y el efecto Compton a bajas energias para los protones. Por
dltimo daremos las conlusiones obtenidas.

S



CAPITULO 1

SOLITONES

1.1 INTRODUCCION

Los solifonzs son soluciones estables no disipatives de energia
finita de las ecuszciones clésicas de movimiento de teorias de campo.
Usualmente en una teoria de campo lineal las ondas son dispersivas de
tal manera quz si inicialmente temsmos un pulso este perders
progresivamente su forma hasta desaparecer. En cambio en teorias de
campoe no lineales la dispersicn de la onda puede ser contrarrestada por
los efectos no-lineales donde lugor ooun pulee cue mantiens su forma

indefinidamente, s decir a un solitén.

El solitén debe cumplir con las ecuaciones de campo de Euler-
Lagrange, que son abtenidss por el principio de minima accién de
Hamilton: ¢S = 0 y adames deben de ser estables por lo que &3 ) 0.
Hay dos mareras diferentes de cumplir con las condiciones anteriores,
por lo que se pusden clasificar los eolitones en dos tipos distintos : los
topoldgicos y los no topolégicos.  Los solitones no-topoldgicos
adquieren su estabilidad por medio de un mecanismao dirdmicao por lo que
en general dependen del tiempo.

Para que existan los solitones topologicos el vacio debe estar
degenerado de tsl forma que las condiciones de frontera en el infinito
hagan al solitdn topoldgicamente diferente del vaciv. Esto lo pusden
lograr teniendo los campos un grado de libertad interno. El cual puade
ser discreto como una reflexich o continuo como el ispespin.

La estabilidad del solitdn topoldgico depende de que la variedad del
espacic interno pueds temer un mapeo no trivial a la variedad del
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1.2 TEORIA DE HOMOTOPIA

Sean X, Y dog variedades y ' un mapeo continuo de Xa Y

fFeX-=pY A
i) =v con xEX  yEY . {1

4

Dos mapeos fy v f; son homotdpicos si pueden ser deformados de
manera continuz el uno en el otro. Debe existir una familia de funciones
F (x4} parametrizada por t con 0{t <! continua en xy t llamada
homotopia tal que :

F %0} =§ {x

(1.2)
F il =1 (%)
Que £, sea homotcpica & £, se denota por £, ~ fy . Ademds si
F:fDmfl b4 G:E]'\.Ez
entonces Hef o f
F {x,2t) DLt 1/2
con H= {1.3)
G (x,2t-1) 1/2<t<y .

per lo que se tiene que los mapeos homot6picamente equivalentes forman
una clase de equivelencia denotada por {f} .

Las clases de homotopia pueden formar un grupo. Veamos un
ejemplo:
Sea X el intervalo cerrado I = [0,1] con los puntos extremos

identificados comao el mismp. Esta variedad es topoldgicamente igual
al circulo S! con un punto de referensia x, identificado con 0, 1. Si nes



restringimos a mapeos continuos que cumplancon £ (1) =f (Q) =
un punto fijo de Y , entonces las clases de equivalencia { f ], { g?
de S* -+ Y Forman n grupo.

El elemento identidad es la clase de mapeos homotdpicos al mapeo
constante

Ctd =y ¥x . . (1.4)
N
Elinversode {f} es{f }
' 1

Fok=F{1x {1.5)
y que sea cerradoe se ve de
{fy*{g)={f-g}

{ f(2x) 0 sx{1/2
= {1.5)

frg= _
l p(2x-1) 1/d<xs|

Este ejemplo se lams el primer prupe de homotopfa o grupo
fundametal y se denota por

Ly} | . {1.7)

Una llu:,tracmn de este grupo fue dada por Sharker! . En este ejemplo,
Y = R? - (0,0) es el espacio euclidiano menos el origen y y, un punto
arbitrario del plano. Los mapessde S! a Y se pueden representar por
aurvas cerradas {ver fip.2). Las diferentes calses de homotopia estdh
dadas por el ndmero de veces que las curvas rodeen al origen.

! R.Shankar, Phys.Rev.D14 (1976) 1107

ATy




Yo Yo

‘ (a) {b) (c)

fig.3 llustracidn de mapeos homotdpicamente diferentes

En la figira 3.8 el rizo no encierra al arigen por lo qum puede ser
deformado a un punto ( yg ). Estz rizo es un elemante de la olase de
identidad. En la fig.3 .b el rizo le da una vuelts al origen y en la 3.c
le ds dos. Una curva no puzde ser deformads en otra, a menos de que
ambas le den el mismo ndmero da vueltas al origen. Por lo que tenemos
gue las clases de eguivalencia quedan determinadas por el nimero de
revolucisn { n } , s decir
I (R%-(0,0))=2Z con Z el conjunto de los  (1.8)

ant eros

El nimero da revolucidn se va a relacionsr con la carga topeldgica
conservada por los solitones. De este ejemplo tememos que si
identificamos ai vacio como la clase de equivalencia cann = 0 y al
zoliton con n # 0, este no va a poder deformarse al vacio es decir no

podrs” dlsper'sar“e.

n -
Sien lugar de temer @ X = 5! generalizames X =35 ( la esféra
en n-dimensiones } tendremos otra vez qua el mapeo que deja un punto



fijo yg forma un grupo llamado el n-gsimo grupo homotdplco designado

por
[ILY] (1.9)
Podemos categorizar los diferentes Hn { Y ) para distintas

variedades Y . Esto es un tarea matemstica complicada. A continuacidn
se muestra una tabla! (fig.4) para algunos casos.

N N T N»7
um sum | sty | osom $OU) SO | So | SO | S
T R T S P B P R
o S AR T st A et B e
XN 2 R R PP A R R A

fig.4 Tabla de homotopias para algunas variedades
Quisiermos hacer notar algunos de los resultades. Por ejemplo
i) M (sh=2z (1.10)
ésto se debe a que las clases de equivalencia que hay entre una esféra

n-dimensional y otra de la misma dimensidn depende del nimero de
veces que es 1mapeada una en la otra.

i) [L(sSU@) =2 (1.11)

! Marciano y Pagels, Phys. Letters C {1978) 235

11
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V,= [d% U@ (1.15)

Podemos construir un conjunto de funciones
gyl =9 &) (1.16)
/
que se obtienen a partir de una dilstacicn.
Esta nueva configuracidn tiens una energia
D-2
HA) = A7 7V, + A7 Y, (1.17)

que debido al principic de Hamilton dsbe de ser estacionariaen A = 1

gHAM = (D-2) YV, + DV, =0 (1.18)

Como Vy y V, son smbos positives esta ecuscidn solo tiene solucich

Una variante de este teorsma oqu2 resulta de interés para el
modelo d«: S JME 38 mta cuando el potenrial no depende de ¢ sino

de deriv custticas de o .

En este caso tenemos
V= dx (V)R (1.19)
V= [ d% (Vo - V)2 (1.20)

La energia para la solucidh con dilatacidn es
= a0y, B (1.21)
que debe de sar estacionaria. Al evaluaren A = 1 obtenemos
(D-2)V,;+(D-4)V,=0
v,=- BzZvy, (1.22)

Tomando la segunda derivada de la ecuacién (1.21) tenemos



& Z(p-2)v,>0  (1.23)

que debe de ser mayor a cero para qus la solucich sea estable.

Tenemos qua D > 2 por la condicién de estabilidad y D = 3 por &l
principio de Hamilton. La dnics dimensidn que cumple con ambas
condiciones es D = 3 . En este caso se cumple el teorema del virial

V=V, (1.24)

A continuacidn presen ntaremes unos ejemplos de colitones para
diferentes dimensionss espaciales.

1.4 EL KINK

. El kink es una de los ejemplos mas estudiados para solitonss en
una dimensidn. Dichs solucidn aparece en una teoria escalar con un
potencial dal tipo A¢® y con un términe de masa negativa ( -u?) que por
lo tanto da ngcr a un vacio degensrado; lo cual es mdlspcncable para

b e e m
[

ferer anluciones tino golitdn, Dabide =1 bopseem s Ao Tlon la dimenzid
CEIISE O i LW GO L.q_h.l S3:id00. w201l ar EOIEMma O ari L\.A\ =} \.unl::l 13100
aspacial debe de ser une. El lagrangiano ests dado por
L= fd<{1[@)*- (897 - Vig)) (1.25)
g
donde ' .
V() = A { 9% - a2 )? A (1.26)
2
Y al = ruz/}\ . (1.27)
El hamiltoniano para una solucién estética es
= [dx {1 (& ¢)° + V} . (1.28)
'7 o~

En el estado base { vacio ) el campo ¢ toma los valores

14



d=ta=+(u/a) . (1.29)

Para encontrar la ecuacién de movimiento para el caso estdtico usamos
el principio de minima accidn

oL=-4d/dx{ “oqb)“-l»\’} 0 {1.30)
'7
=-{dx {8 ¢ >+ 3Vdp |
dep

La ecuacion de movimiento es

&b\ -

e Vi) = 0 (1.31)
con Vi) = 2Agl ¢¢ - 892 . (1.32)

Laec.(1.31) la podernos integrar para dar lugar a

(dp )= V() . {1.33)

paf e

La constante de integracidn la eligimos como cero ya que por {(1.28)
para obtener tna solucidh de encrgiz Finita neresitames que tanto dé/dx
como V() se anulen en el infinito. La dltimea condicicn requiere que

¢ -+ +a six -+ (1.34)

Si queremnos que la solucidn sea un solittn, tenemos que pedir que
¢ tome valores distintos en 4w y - . En caso contrario siempre
podriamos deformar la soluridn a un valor constante ya sea a o-a, es
decir al vacio.

Integrando la ec.(1.33) tenemos

P .
<=+ [db[2V(e) ] (1.35)

o
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donde ¢ es el valor que toma ¢ cuando x=0.

Resolviendo la integral para el potencial V= A {¢? - a%)?

obtenemos
b, = atanh (ux) (1.36)

o
¢@_ = -atanh {ux) . (1.37)

A la =olucion ¢
anti-kink .
Sustituyendo las ec.(1.36) y (1.37) en {1.28) liegamos a que la energia
del kink es

sz le denomina como el kink y a la otra como el

=
1

E = 4u%/3x . (1.38)

En la fig.5 == muestra el comportamiento del solitdn y de su energia en
funcisn de la posicidn.

$6) T

SN
+Q

/ X
- Q@ A .

fig.d El kink y su energia

E}'\Q,{‘ﬁ:&

_ El kink v el anti-kink son estables ante perturbaciones pequefias,
aungue no correspondan al minimo absoluto de la energia. Su estabilidad
es consecuencia de la degeneracitn del vacip. Las soluciones se
interpolan entre dos soluciones del vacio y solamente en la vecindad del
origen (x=0} difieren apreciablemente de esos valares. En este caso, el
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En este caso tensmos que AJ es un campo de narma puro ( pure gage ).
Notamos que los puntos d2l infinito en 4 dimensionss forman una
variedad S° por lo que tenemos un mapeo de S% -+ SU2) y de
acuerdo con el resultado obtenido anteriormente {ec.1.11) vamos a poder
encontrar solitones.

Para encontrar la solucich partimos del hecho de que

tr [d% (F +F )220 (1.44)

My -
donde F o= 1 oF°
py Y
Y - n
F =1 ¢ S g el tensor dual de F
HY "‘2‘ H¥pa v
Y E‘WPU el tensor totalmente antisimélrico de Levi-Civita.
Como F +F =26 F +F F ) (1.45)
ay = [T RN T Y
tenemos la desigualdad
WE OF > b (de B F o= ifn2 'o4n
tr [ d% r,uvr,uu tr [ d% t‘pup;_u/ ibr*n  (1.45)

con n  un entero. Dz hecho n es el numero de revalucidn de la
configuracion (ver ec. 1.62).

De la ec.{1.46} vemos que la accién es minima cuando

~

F= tFy, (1.47)

por lo que obtenemos que la sclucidn de minima energia a la teoria
cldsica de Yang-Mills estd” dada por el campo dual o antidual. La
solucifn trivial A = 0 que tiene cargs topldgica nula también cumple
con esta condicisn”

La energia de la accidn Euclidiana (ec.1.39) tiene una cota inferior dada
por la energia del instatén, €sta es

E=1fdir (wa«“p Jzeen . (L48)
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Para encantrar la solucidn con n = | se propone un ansatz con la mayor
simetria posible, en este caso

B
A,“ =f{r) U afu U con = %+t + %+ P (1.49)

y Ulg) = {w, - ix ra} Jro

En el caso en el que f{r) = O recuperamos la solucidn del vacio.

Sustituyendo el ansatz (1.49) en {1.47) encontramos que la ecuacidn que
debe cumplir f es

=2 -f) . {1.50)
Esta ecuscidn tiens una soluridn no trivial
i‘(r) - i:z__r_:_i}\z {1-51)
ue nos da precissmente la dependencia radial del instantén . Si
sustituimos {1.51) en {1.49) cbtenemos el campo de norma
2 1
. -
Pakeant U B‘uU . (1.52)

El pardmetro de escala X tiene dimensidn de longitud y se le
interpreta como el tamaro de! instantdn. En particular notamos que
A -+UT3 U si r-to

de acusrdo con {1.43).

1.6 LA CARGA TOPOLOGICA

La carga topoldgica es una cantidad conservada por los solitones
gracias a sus propiedades topoldgicas. Como discutimos anteriormente,
esta se puede relacionar con el mimero de revolucidn, A esta carga
tarnbién se le llama en alpunos casos indice de Pontrayagin.

La carga topolfgica resulta de :

i) Las condiciones de frontera. En este caso se tiene que el potencial
V (¢) debe de anularse en el infinito para que la energia sea finita.
Por lo que ¢ define un mapeo de los puntos del infinito a los ceros del

potencial.
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ii) St el campo estd restringido ( ej. ¢? = 1) tenemos que, en este
casp, las condiciones de frontera se cumplen de manera trivial. Las
propiedades toplagicss vam a ser cansecuencis del mapeo del campo ¢
del espacio interno a todo el espacio real.

Para los ejemplos estudiados anteriormente tensmos las sigulentes
cargas topoldgicas:

a) El kink

Por las condiciones de fronters tenemos:

¢ (er) - p(-@)=n(2) (1.53)

n =0 corresponde al vacio , n = { yn=-{ al kink y al antikink
resper: ivamente.
La ec.i1.53}) se puede escribir en la forma

di (qu‘)) = n (Za) . (1.54)

Definimos una corriente  j

B -

,_..
~L
m
<
<2
i
A
A
|
=
S

14 — —
(U: E’m/a d) 5 donde (501*"510-—'
Esta corriente se va a conservar sutomslicemente debido a la
antisimetria de ¢, por lo tanto
Uy
8 =0 . (1.59)
La carga topoldgica conservada es
+0
Q= {dx jp=n (Za) . (1.56)
-0
Es imporantante hacer notar que esta carga estd” cuantizada aun a nivel
clésico y no es producto del teorema de Noether.

b} El instantén

Comao hsbiamos visto antes el espacio interno SU{Z) es
topolbgicamente equivelente a 5% . Si el espacio real lo tomamos de 4
dimensiones, este tiene una frontera también equivalente a S% Por lo
que se tiene un mapeo con las propiedades homotopicas de la ec.{l.11).
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Para encontrar la carga topolégica partimos de

I=tr FPVFPV (1.57)
I se puede escribir como

- c!uupg; 2 H .

=277 y ([DFAU +1A#Ay} [8,A s HAA

:?e#”P“tr{a,A,a A +iZA A3 A ]
vp po o

En la dltima ecuacisn elir ninamos el térming AAAA por la propiedad
ciclica de la traza.

C HVPT BAY=158 POy
Como € b (A#AVQP,\U, _ij_dﬂa A A Aa) {1.58)

llepanos a gue
1=28 {7 A2 Syt ELAA AT L (1.59)

P g° 3
Como Catad 8}98#/5\” = tenemos que
1=y (F F y=23 wH (1.60)
| w oo p
con  WH = HPT 4 g A A, * %_1_ AR A ) (1.61)

St integramas (1.60) sobre todo el espacio real (4-D) obtenemos que
el resultado solo depende del valor de W ( es decir de AP) sobre la

superficie.

fd% = 2 [di a‘uw'u =2 jdaaﬂw!’ (1.62)
Definirnos a la carpa topoldpica O como h
Q=1 fd% I (1.63)
ot

Como habfamos pedido que en la superficie A,u tomara la forma
-1
A =U 38U
H H
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y la ec.(1.63) queda como

- HYPT o o1a -1 -1 -1
Q fﬁiﬂrz € §d ap tr {U SVUU SPUU BUU) (1.67)

Esta carga conservada nos ds el nfmero de revolucidn, es decir el
nimero de veces que es cubierte el espacio interno por el mapea del
espacio real.

Como vimos en el presente capitule la teorfa de homotopia y
el teorema de Derrick nos permiten determinar la posibilidsd de la
existincia de solitones cstables en una teorfa de campo. Estas criterios
son de gran wtilidad para la formulacich del medelo de Slyrme v pare
el estudio de solitones en Ainhn rmrdeiz,



CAPITULO 11

L MODELO DE SKYRME

En este capftulo vames a presentsr al modelo de Skyrme a partir
del lagrangiano del campo de Diran y sus simetrias. Posteriormente

- -

calcularemos la corcienie v cargs topologics asi como la energia en
reposo del solitén {skyirmidn).

2.1 SIMETRIAS DEL LAGRANGIAND DEL CAMPO DE DIRAC

Las particulas con espin un medic como les electrones, protones y
cuarcs se puzden describir por medio del laprangiano del campo de

Dirac W. Para cusrcs de masa cero el lagrangisno que describe dicho
sistema sin interaccion es

1

temporal vy 1,2,3 las espaciales. El indice "s" va d2 1 hasta N
dependiendo del ndmero de campos de Dirac  que se tengan. Estos
campes pueden formar una representacion irredusible de algun grupo.

_ A
L=iW y“apwa , (2.1)
v zon las matrices de Dirac! y el indice 4 es un indice espacio-
ternporal. Este toma valores de U a 3, 0 represonta la noordenada
1

Lz ecuscidn de movimiento para cada campo W_ que se obtiene del
principt - de Hamilton es -
Yo w=0 , (2.2)
A
que es precisamente la ecuarcidn de Dirac de la mecshica culntica
relativista para una particula de masa nula.

El lsgrangiana (2.1} es invariente ante diferentes transformaciones,
entre las cuzles se encuentran las transformaciones da Lorentz y de fase
U(1)? . Ademds si los campos de Dirac forman una representacién
irreducible del grupo SU(N) entonces el lagrangiano (2.1) también es
invariante ante una transformacicdn de diche grupo.

1,2 Ver apendice A
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En la transformacion usual de fase dzl grupo U(L) czda campo W se
transforma como G 00 = o (2.3)

con o una constante. Debido a ls invarianza del lagrangiano (2.1)
ante esta transformacion vamos & tener una corriente conservada, que
se puede obtener por medio del te'wremu de Noether!. Esta corriente? es

B
J :ﬂlfyu\lh (2.4)

H
El lagrangiano (2.1) tieme otre simetriz U(1) que corresponde a la
transformacién de los campos
i8y*
i ——ML” - 9“ 4 \1!
: (2.5)

con f una constante. En este caso la corriente conservada es
10 =iy pu (2.6)
‘ B H K
La carriente J- [ec.2.4) nos ds uns carga,conservada que se interpreta
como el riimera baridnico mientras qua ) {ec.2.b) se relaciona con el
nidrnero baridnico axial.
Otra simetria de gran relevancia psra la presentacicn del modelo de
Skyrme es la debids & la transformacidn del grupa SU(N). Corno
estamos intereszdos en el estudio de hadrones sin extrafesza nos
limitaremos a tra bajaz* con el grupe SU(2). En este caso podemos
representar a ¥ pur el vector
!
\‘I’ = \I{Z 3
donde ¥ representa al cuare up y % al down. El lagrangiano es entonces
invariante ante las transformaciones

" -
DU =g ¥ v/2 I | (2.7)
y Yar j j
) ¢ o= YR /2y (2.8)

donde t son las matrices de Pauli® y j =1,2,3. Las correspondientes
corrientes y cargas conservadas son:

p

) vI= RS @—y‘utj\ll corriente vectorial , (2.9)

! Ver Apendzce A.
Z Ver Apendzce C para las detalles de las ecuaciones de este capztul
® Ver Apendice B
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Q)= { d* Vp? carga vectorial (2.10)

i) A J=1 7 Y ys‘oj\l/ corriente axial , (2.11)
H o 3 H

Qs‘j = [ d% Ag‘j carga axial . (2.12)

La corriente dz la ec.(2.9) ez una carriente vectorial debido a las
propiedades de transformacién del campo y matrices de Dirac ante una
transformacién de paridad, mientras que ls corriente (2.11) es uma
corriente axizl. Estas corrientes de Nosther son de fundamental
importancia debido a que son a su vez carrientes fisicas y aparecen en
las intersccionss electramagndticas y débiles. Las cargas (ec.2.10 y
2.12) sa obtienen al integrar la dLver gencia de las corrientes. Estas
cargas también se conserven y =on independientes del tiempo.

En 1964 GCell-Mamn® propuso que las corrientes que aparecen en
los lagrangianos de i rteraccidn de los hedrones para las sfuerzas
electromagneticas y débiles deberfan dar lugar a cargas Q y Q Yconser
vadas que c:umplieran con la siguiente dlgﬁbr

[0 ol =16 Q8 (2.13a
[Q4Q%) =1 kg (2.13b)
[07hQ ] =1 M7 00 (2.13¢)

con eljk el tensor de Levi- Civita totalmente antisimétrico.

En el madelo de cuarcs QJ y Q 9] estdn dadss por (2.10} y (2.12) y el
algebra anterior es resultode de las realciones de antlconmutamon de
ps campos de Dirac, es aﬂmr

{\L’.xt (y, )}:(5..6 Hlx-y) . (2.14)

Las relacionss de conmutaﬂxon dadas en (2 13‘ corresponden al &lgebra
quiral del grupo SU(Z) % SUL)g. Para convencerncs de gue
efectivamente tenemos dos grupos SU(Z%, definimas cargas izquierdas y
cargas derechas de la siguiente forma

Q= L(a'-0%) (2.15)

U Ver por ejemplo Gauge Theomes of weak interactions. J.C.Taylor
Cambridge Monographs on Mathematical Physics.
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formaran representaciones irreducibles del grupe SU{2)xSU(2), por lo
que deberfan estar degeneradas en paridad. Par ejemplo, ademds del
triplete de partfculas pseudcescalares (piones) deberia haber un triplete
de particulas escalares y los bariones deberian tener compafieros de
paridad opuesta. Como estas particulas adicionales no se observan en
la naturaleza, surge la idea de que la simetriz SU(Z} x SU{2) se
rompe esponteneamente. El medelo ¢, que presentaremos mas adelante,
permite resolver estos problemas. Antes de presentarlo quiseramos
introducir el concepto de rompimiento esponténeo de la simetria.

2.2 ROMPIMIENTO ESPONTANED DE LA SIMETRIA .

El rompimiento espontdneo de la simelria esta intimamente lipado
con la degeneracidn del vacfp. Si el lapranpiano o hamiltoniano es
invariante ante una transformacién pero el estado base no lo es, entonces
se dice que hay un rompimiento espontanec de la simerfa.

Sea U un elemento de un grupo unitario que deja invariante al
hamiltoniano H°% entonces

ey =0 . {2.18)
Ademds U conscta estados de una misma representacicn irreducible
es decir . _

UIAY = IB) . (2.19)

Caleulamos la enerpfa de estos estados,
E = CAIHYAS
= BIUTHUIB)
= (BIHB> =E .

Debido a’este resultado tensmos que la simetria del hamiltoniano se
manifiesta en una degeneracidn de estados. Pero, de manera implicita,
usamos en esta deduccidn que el estado base (vacio) es invariante ante
esa transformecidn. En general los estados |A> y (B> deben de estar
relacionados con el vacio por medio de operadores de creacifn a y b,
respectivamente. Es decir,

[A) = all> (B> = bl0> . (2.20)
Como UaU+: b
entonces UIAY = UU*bUIDY = bUI0Y . (2.21)

27




La ec.(2.18) es valida solo si
uio> = 10> . (2.22)

S1 U0 # 105 el vacio ma es invariante y ya no habrd degeneracién de
estados. Una forma equivalente de expresar este hecho es que exista
alglin operador de campo que tenga un valor de espectacién del vacip

distinto de cero,
Clpl0> # . (2.23)

Quisieramos hacer motar que el hecho de tener un rompimiento
ecpontén:o de la simetriz en una tearia da campo no lineal, ros va a
permitir tener soluciones tipo solitén ya que la condicidn necesaria para
que existieran era que el vacio estuviera degenerado.

Un teorema da suma importancia es el Teorema de Goldstane!.” En
este teorermna se demusstra que el rompimiento espontdnes de una
simetria continus implica la existencia de particulas con espin y masa
cero, llamadas bosones de Goldstone.

2.3 MODELO o

El modelo ¢ para SU(Z);, x SU(@); ( Schwinger 19583
Polkinghore 1958; Gell-Mann v Lc_“*' i960) es un modelo no dut::hcmu
que cansta de un Lsotmplete de piones = ( w!,w?, 7% un iscescalar ¢ y
un isedeblete de nucleones W = (p,n).

Consideremps el t&rminn

L=pgl{o+iyvr) W (2.24)
El término (2 24) es invariante ante las transformaciones de los grupos
SU(2), x8U(2 g ¥ de paridad, si los campos 0,7 se transforman de la

51gu1eLte forma.

i) para SU{2) axial G =gt BT

Tr+r=nw-f0o T (2.258)
s gy = eiYSET/z o
con f una constante,

! Para una demostracién ver Gauge Theory of Elementary Particles:
T.P.Cheng & L.F.Li. Oxford University Press.
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it) para SU(2) o-ba =g

T+ =nwt+axw (2.26)
si R igt/2 v
con @ una constante,

iii} para la transformacion de paridad

g--ra =g _
DI (2.27)
st o \er\II

Las primeras dos transformaciones correspanden al grupa SU(2)
axial {ec.2.25) y SU(2) (ec.2.2B) respectivamente mientras que la
tercera es la trensformacidn de paridad. De esta dltima
observamos que el campo ¢ es un campo escalar mientras que T es
pseL doesralar.

Podemos hzcer a ¢y @ campos dindmicos sumandale al
lagrangiano un término cindtico. Ademds, notamos que o + #* es un
términp que respeta las tres transformaciones anteriores {£.25,2.2b,
2.27). Por Io tantc la expresicn

Lf=1 (3 Uapcﬂ dymﬁyn) + V{vt+ 79 (2.28)

Jf =

con V un potencial arbilraric , también es invariante ante las
transformaciones antericras.

Con estos resultados llegamos por fin al modelo o

L= LO + Li + L2 (2-29)

L= iiﬂyf‘a#\y + g¥o + oy +—%“ 8,08, + 8,18 1 + Vight)

Por construccidn el lagrangiano L es invariante ante transformaciones
del grupe SU(Z) vy SU(2) axial. Las corrientes y cargas conservadas
son :

i} SU{E)

29



|

-Escopemos los vals

L -
yes
Hi
B
Py
~
v
W
+
]
'
[
e
=
r‘_‘b-
O
q
13
3
3
o
b}
3
P
n
~—
i
i

i
K T H H
o -
Q7= {d% T, cargs (£.31}

;ial

=
£
<
N
@

i . w1 i i . , S
A Tz iy vyl g -8 ¢ oorriente avial L(2.32)
R H H '

Las o3 cumplen aon los conmutadores de
las ec ersdores 1 da SJ{Z‘;i x
foad T —
=U “‘d}R'
Sielp
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bido =l rompimiento espontdnzo de la
nciz de particulzs dz mass nula ques en
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B
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41
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i salo lz simetrfa del grupa SU(Z)

lz0idn del czmpo 7 de la forma

- (2.36)
’,

E con
4
A= el A . (2.37)



Cabe senalar que ds liecha este modelo es solo una aproximacitn ya
que los piones tienen, aunque pequefia, unz mass distinta de cero. Por lo
tanto se va s necesitar romper explicitamente la simetria quiral en el
lagrangiano {2.29).

El medelo o cansituye una f‘edl'vacio’n xplicita en términos de
campos del dlgebra quiral (2.13) ademss de que ejemplifica caomo el
rompimiento espontdneo de la  <imeiria puede resolver algunos
de los problemes mencioredas anteriormente. Sin embargo hay en dia se
cree que la cromodindmica cudntica (QCD) es la teorfa fundamental de
las interscciones fuertes. En esta teorfs los cuarcs interactuan
intercambiando gluones que son los bosones de norma da la teorfa. Es
1mpox tante hacer rotar que el lagrengiano de la QCD respeta la
simetria nuiral SU(2) x SU[Z) y se cree que ésts estd rota como
resultado de un proceso dindmico.

2.4 EL MODELO DE SKYRME

El modelo de Skyrme'es una generslizecidn del medelo o
presentafio ant;rmrmer.u_. Este modelo utiliza solo la parte
escalar del modelo ¢ . Skyrme not§ que al agregar un término con
derivadas cudrticas en los campo* aparecian sohuciones estables tipo
solitén que el interpretd corno bariones.

El interds en el modelu ds SL:).rne recirgid en 1983 gracias al
trabajo de E.Witten®, quien derncstrd” qua el madels de Skyrme pueds
representar una eproximacicn razonsble para la descripeidn de las
propiedades hadronicas en el régimen de bajas energizs. Dos aspectos
funadmentales son que la corriente topoldgics canservada se puede
identificar came corriente baridhica y que el solitén se puede cuantizar
como fermidn. El (itimo punto es particularmente interesante ya que en
el lagrangisno original solo aparacen campos escalares.

Dentro de este esquermna podemos visuslizar a la QCD como la
teoria genmral que resulta ser extremadamente complicada en el
dominio da bajas energxaa en el cual el modelo de Skyrme, coma teoria
efectiva, puede proporsionsr un puente entre la QCD y el espectro
baridnico.

VT H.Skyrme, Nucl. Phys. 31(1962)556.
2 E.VWitten, Nucl. Phys. B 223,422 'y Nucl. Phys. 8 223 , 433.
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Consideremos la parte mesgnica del modelo ¢ {gc. 2.29)

L= (8 08 o+8 wd w)+V (d?+ 1%

1
= pou

e introduzcamos la siguiente restriceidn para los campos o,

a?lot) + Tt = ¢ (2.38)

4
vélida para todo x y t. Bl campe o dejsré de ser independiente y serd
una funcién no lineal de los campos w. Il potencial V lo vamos a

suprirnir por sar unz constante. La condicidn (2.28) la podemos tomar

en cuenta si combinamos los campos ¢, en una matriz unitaria U 2 «

2 de 1a forma o
Uz U9 {>,4)

con t las matrices de Paull vy ¢ = (04,¢%%, ¢ =[] , & = d/¢

Ahora solo tenemos corna varisble dindinica indeperdiente al isovector ¢
Los campos o,7 quedan expresados como

zeosghHiTe cp sen ¢ (2.39)

”

g= C Cos ¢ o, r=c dpseng . (2.40)
3

~
L

El lagrangiano {ec.2.28) se puede escribir como

2= c tr (9 Ua*’m (2.41)
% H

con g unindice que vade 0 a 3 siendo g = 0 la componente temporal,
y =1,2,3 las componentes espaciales y c una constante par
determinar. La traza es tomada sobre las matrices de Pauli.

2.9 CONSTANTE DE DECAIMIENTO DEL PION
E nesta seccidn vamos a determinar el valor de la constante © que
aparece en el modeln Skyrme.
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2.6 ESTABILIZACION DEL SOLITON

Desgraciadamente el lagrangiano (2.41} no contiens solitones
estables como se demostid en el Fapﬂu}o anterior { seccidn 1.3), por lo
que vamos a buscar un termino que los estabilice. Si exigimos que el
lagrangiano solo contenga tetninos con primeras derivadas en los
CaMpos, 10s de menor nidmero de derivadas posibles son

- + 2y 5y yaga 1T T
LY = tr {BIJU 8HU) Y L* = tr\aqu r’JVU) (_SPL} duU) . (£.50)

Podriamos usar cuslquiers ds los dos pere la difersncia de ambos solo
contiens términos cuadrdticos en las derivadss ternporales |, lo cual va
a Ser conveilente en ul mmomonto dz cuantizar,

Y b - .
Por o tarto tomamos | 4 _ 2 (LT-LY (2.51)
54 e

con & una constante por aeterminat.

Hacierdo un poco de &lgebra escriblinos (2.51) como

Ld = 1&mqu+aJuJ%““{u““uu YU . (2.52)

7
€l lagrangiano del modelo de Skyoine ausda entonces como
L=L%+ L8 {2.53)
y si definimos L, = =uts. U podemos escribir el lagrangiano anterior
COIMo
L:-gnwllﬂ)+ L te (il P37 (2.54)
& 32e?
donde | | 1, 1% se debe interpratar como
Y R (12T
“,u’lzx“l‘l ]-—[LHIU lul'u)(ll I"1%) .

Como vimos en el capitulo anterior (seccitn {.3) el tecrema de Derrick
nos dice que solo pwde haber soluciones estables para un espacio real
de tres dimensiones, pero es justarmente en esa dimensionalidad que
queremos trabajar.
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2.7  ANBSATZ DE SKYRME

El lagrangisno de Skyrme (2.54) contiene wun sector escalar que
describe a los Mesones, pero también pusde describir a los bariones
como solitanes de la teorfa. De acuerdo con el teorema de Derrick
podermios esperar la existencia solitonss estables para este lagrangiano.
Por otro lado, la teoris de hornotopia astudiada en el capitulo anterior
nos dice que, para que wa solucitn particular U = U, de las ecoacionss
de movimiento h:ng'n una enerpls finita se requiere que U tienda a una
constante cuarda || -+ @ . Podemos elegir sin folta de peneralidad a
esta constante como la unidad, por lo que tenamos que: ‘

Up 7ot 1 (2.558)

Notamos que la soluzidn U = | para todo - tiene anergia cera por
Io cual se le identifica con el vacio. La condicitn (2,28) nos indica que
r energls finits una confipuracion de solitdn deberd tender al

para tener
vacio cusrdo |r] - . Ahora bien, como a todos los puntos del infinite
se les asipna el mismo valor de Up podamos identificarios como uno

solo, esio nos permile identificar al espacio resi con la 3-esfera S De
Sum menara Uia aumuun pail Liculat Un ouR cumma con (Z.50) da mgar‘
5 tn mapso ' -+ BU(2).Como se vid en e} capiiulo anterior, este mapeo
5 la tercera clase de homotopia (ver ec.l.ii). Por lo tanto
para el lagrangiano (2.94) pudCITlOa esperar solitones con numero de
revolucidn que coincida con los enteros. Una configuracion con ndmero
de revolucién igual a uno ruL encontrada por Skyrme usando el siguiente
ansatz: N
U = reir'rF(r‘)

n (2.56)
U = cosF + it senF .

Con este ansatz el isovector ¢ tiene direccin radial y su magnitud
depende solo de la distancia al arigen ( e.d. del radio). Este anasatz nos
asepura que U(x,t) cubra totalmente a la 3-esfera S*  Por lo tanto el
mapeo del espacio real al espacio interno puede ser no trivial.  El
objeto qus results de este ansatz tiens uns estructura peometrica
peculiar (ver fig.b). En cada punto del espacio, el vector o(x) asociado
estd en la direccidn radial, siendo el arigen el centro del objeto. Es por
esta estructura que se le dice al ansatz ds Skyrme el erizo.
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fig.6 £t erizo

Anora nos falte dslerminor gue tipo de condicicnes debe cumplir la
funcién Fir). Como qUEremos gua = la solucion sea de energia finita U

debs ca ser constante en la frontera, v por lo tanto F{r) debe de tomar
valores multiplos de

Fir) -+ mw  si e . {2.57)
Por otro lado el origen espacial (r = 0} debe de ser mapeado a un solo
punto, por io gue tenemos de nuevo la misma condicion F(O) = - nw (n

entero 1. Fara que el mapeo no piusds ser deformade al mapeo trivial
escogemos valores de n,m distintos. En particuiar tomamos m = 0

Fl0) =-nw y Flw) =0 . {2.58)
2.8 CORRIENTE Y CARGA TOPOLOGICA

s

Ta en sl cspiiulo anterior hsbiamos estudiado el tercer prupo
hOITlOtOlJlL.D (ec.1.11) y es el misma qua corresporde para el estudio del
modelo da Skyrme. La diferencia can el ejemplo anterior (seccich {.6)
&s que ahora vamos & trabajar con 3 v no 4 dimensiones espaciales y va
no son las condiciones de frontera las generadoras de la carga
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topdlogica sino el mapzo de toda el espacio. En analogfa con la
ecuacion {1.60) definimos la corriente LDpologlca como

U uval .
B =7 r{l

1 . .
e Wlg) @53

Esta corriente sz va conservar, lo cual implica que su divergencia debe
ser cero. Jomamos la divergencia de {2.59)

n ool UMES A ‘

6 B =¢ 6w ill 1)

e A TS
o 2ay :
rotamos que . o oo
Y TOLEmOs 4 8 Ini=U% U=U"B U :
v v v
Usamos este hecho v la propiedad antisimétrica del tensor € para ver
que p e '
~ Nge WWEfa nvor oo
g = RS B U = 0
I b [T

H

Por lo tanto llegamos a oue efeciivameante la divergencia da la corriente

topoldgica se anula,

Dado que los solitonss serdn interpretados como variones la corriente
touommcc B es ls corriente baridhica. Dz esta corriente obtenemos
Una carga conservada que se identifies con el ilimero baricdnice v
por 1o cual tenemos qua el modeio dz Siyrie wedice la conservacidn
del ndmero barionico. La Cai'ga \JPDIOQlCc& B la oblenernos ai integrar la
corriente (£.55) sobre tedo eloespablo,

1

(d* 8B =-[d% 8.B
Vo Y i
:—fda.lB

S

=1

y por lo tanto la carga baridnica es
B = { d*% B = constante en el tiempo

__1:3_ . {d tr { liijlk ) (2.60)

4 1=

>

H

M

B

Ahora vamas & caleular B pere el ensstz de Skyrme. S50 usamos
coordenadas esfericas y la propiedad ciclica de la traza tenemes que

(2.61)

ik,
€ [lllk)——qtl Ie(p [.,L?)G)
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introducimos el ansatz de Skyrme {2.56) en (2.61) y obtenemos

tr {1 181 V= Zsent 7
—
(2.63)

tiene oanehuencia anguiar, la integrai
) Gusda como

r {w}
"
_ P dF sen“F 2.65
g = f ) {<.66)
T e
(o)
St escogemas Fiw) =0 v Fil) = -nw tlegamos & que lz carga
s f_ t
bariénica es ‘ D= (2.77)

v & QUE &sid cuantizads. st 5 nival cldsico. Este resultado nos indica
guz &l skvrmion posee propledades carvacleristicas de las particulas a
pesar de que no na sido cusntizado.

NERGIA ESTATICA DEL SRYRMION

-
E

Estamos intzressdos en encontrar la energla en reposo del soliton

del medelo de Skvrme. Con este fin consideramos la ec. (2.54)

>y
il



Para una solucidn estdtics la derivada temporal de U se anula

JiJ=0,1;=0 (2.68)
Para determimar iz ensrgia orimero calculamos el hamiltoniano,
Esie &s .
oL N
i L DO - L
M N

pero q = 6ol = 0, por lo tanto el hamiltoniano queda corno
H=- oty L) - 3 _tr ({i 1,1%) (2.89)
5 e T

-

.50 en a ecuacion anterier vy

n.)

Introducimos &l ansalz de Swuvrme (2
usamos los siguientes resultados

i e (17 =t (1.3 17+ 1.0 (2.70a)
e (18 =- 28 (2.70b)
r 16 Yz=tr| 1@:\ -7 slgjn:F (2.700)
y
W b (“v‘j]") =dtr (gl + 1111 + 1l igl,
- 10 dglg - 100 - Tgiglely )
(z.71a)
e 15191[‘19 b= te (1,00, =-2 Sﬁ?ﬂ{: Foz (2.71b)
r{ 1r‘1r1616 ) =tr lrll_l(blq)) = 2 se::F Fre (2.71c)
tr (1l lgl, ) = - tr Uglg 1¢>¢) 29?nFF~ (2.71d)
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El hamitloning (2.09) wos da 15 ansgln on roposo del enlitdn,
Haciendo uso de los resultades anteriores escribimos la energla en
reposo ec. (2.69), que no es mds que la masa, como

Mz=H=4r [drr { A F?+ Zsen™ ) + sen’F (senF + 2F2) )

-

g e Tt TR
4 (ﬁl T (2‘72)

Para encontrar la solucidn de minima energia caleulamos la variacisn
funcional ds M y exigiros quz se anule, e.d. 5? Mio=0.

n general la variaci6n de un funcional M, donde M es de la forma

estd dads por
5;-.’\/2 = {dr (8G dF + 8Ger”) (2.73)
’ or or”
donde
ar’ = §{df; =d &F .
de dr

Si intepramos por partss el sepundo términa de la ec.{2.73) y usamos
[ . - A v N [ and ~

que la variacidn de F sabre la frontera es cero (0r = 0) llegamos a las

ecuaciones de Euler-Lagrange

{(2.74)

Tdentificamos a G con el integrando de la ec.(2.72) y calculamos las
dervidas funcionaies de G con respecto a F y B

8G _ cfeendF | sendfF (sen®F | 2F'®) | sen‘FsendF .
F-—4  tmr T o=t tTham (2.73)
85 _ i’ + ZsenFF’ {(2.76)
of’” 4 re
d{3G) _ c&rF” + (e’r® + 2Zsen®F ) F¥? + Zsent F° (2.77)
ar oF* T 2 9 e’ -
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Sustituimes loc recultados sntaricres en la ammcidn da Euler - Lagrange
(2.7} y obtensmos
a9 2 5 5on . [ok il and 2d e
F'{c%r? 2sen’F) c'e’r I, sanZF 77 coe’sen?F  sen‘FeenZF
(’“Tq”"’* Jypcerre F i nZF _ sen‘Fsen -0
2 4 re
(2.78)
Ests es la ecuacidn diferencial que debe cumptir la funcidn radial F del
skyrmién con las condiciones de frontera F(O) = -w, F(®) = 0. Esta
ecuacién la podemos expresar en términos de la variabie adimensional
= gory .
F7° (1 1 v'% + 2gen®F) + 1 0F 4 sen2FF'F 1 sendF  sen®FeendF =0
..... _L _senrsenat
n .-ﬁ. ‘;} l"h‘
{(2.79)

£l comportamiento ¢z esta funcion se musstra en ia 1.0 { Witten "03).
Para determinar el comportarmiento asintdtico de (2.79) solo debermos
considerar términos linsales. Estos cumplen con la esuacion

1271

A R i DA S

—

2.80)

por lo' quz oblenamos que m compoirtamiento asintdtico de Flr -+ o) es
proporcional al inverso dei cuadrado del radio,

Firha 1,/0% sirv? ko . (2.81)

i

El valor numnérico da la mase dal skvrmidn (eu 2,72} lo caleularemos
gn el préximo capitulo v oen LU;{al de resolver la ecuscicn (2.79)

nurmericamente wtilizaremos un mefodo variacional.

Por ltimo ouisiersmaos brevemente mencionar que si irabajamos con un

grupo interno mas grande ( por ejemplo SU(3) ) necesitamos tomar en

cuenta el término de Wess-Zumino.

2.10 L TERMING DE WESS-ZUMIND

El legrangiano del modelo de Skyrme tiens una simetria discreta
v -
adicional aue no se abserva en la reluraieza. Bajo una LransFor‘ma i6n de
paridad P los plores por ser pseudoescalares deben transformarse como

Prrixt) = - rix,t) . (2.82)

En el modelo de Skyrme esto se logra definienda al operador de paridad
Como

41



Prx —h - x, |- U _ (2.83}

Pero el 1agrang1dno (2,54) es mvomant@ ante x —+ -, t -ty U-p U
por separado { U -+ U" es la transformacicén de conjugacidn de carga).

Como &l decaimiento de dos kaones en tres piones
D

i
2Ty +
K ¥\ - W Tf (?84)
no satisface lss tres simetrfes anteriores por separado, debemos
de evitar que el modelo de Skyrme ias tenga.

Witten * propuso in roducir al modalo d2 Skyrme un término extra qus
rompiara con la simetria no dessada. Lo inleresante es que demuestra
qua ‘este térmiro es fmmu sl uno se restringe al menor numero de
dzrivadas posibles. El término extra se le llama término de Wess-
Zumino va que &s igusl al encontrado por Wess y Zumino® en el dlgebra
de corrientes. Este término tienz cinoo matrices independientes que
anviconmutan. Como en SU{E) solo hay tres matrices que anticonmutan
gl t&rmino da Wess-Zumino se ar‘mla.
v

[} 2 4 6 8 10
LI S N s SO S SN S SO Mt A S RO TN S R AN B S

G111111111[11:1!1141!1111 10
5 2.5

r ($m)
fig.6 Comportamiento de la funcidh radial del skyrmicn.

' E.Witten, Nuclear Phys. B 223 (1983) 422-432
2 J.Wess y B.Zumino, Phys Lett. 378 (1971) 95
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£ n
B A A =it E con B = 2%8,3 - afpat + 2w A= (3.37h

o} AdpAt = icF con F o= adgE? - %4,

v al hzozr la

1
£ =2 van 2 anular. Ademis

—

(43 DD = By sent EX (3.603]

fat

tefEE = o (3pANAA) . (3

(Otra wvez sola tomeramos en .ousnts los términos con derivas

temporales ys que los otros termince contribuyen unicamente a la



D= 1 dtr (3,U780{ 473,00 - 308,07 | (3.66]

32
Introducimes 1z matriz A como en 2] czsn apterior v encontramos que
RPN .
ATAL A (3.67)
AALIAY (3.68]

. . . .
nrenar s roats de ins sousolones

-

iz mzorporasiin de las varisbles
porsciin de las rarinbles

~3 va qua O as perpendicular 2w

1

oz otros términos son cero por cer D perpendicular 2 x.

b) Sumando 2l térming DA 51¢ con 2l primero del legrangisnc (3,70},
e )

(3.74} v




Ly =-M,+ 8rsen®F{ FP + sanF ) br (88 3,4 . {3.768)
dmi 4
JE r

My es 2l términc d2 mazsz v no contienz derivadas temporales

tmd=

r
SO 4

Una vez hachz

-
~kyrme con las o

z

3
corrasponds

pLlL A Y A

1D

Eror otre lade nobomse ques

[ ooR SN S S

A a A ah e TR D I
b (A oAl = tr [ ES ) = () {279
= E )} . {3.80)
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i) ptr = L {ay+1a)

T T
iii) fnt> = 1 (ap+1iay) iv) Ini» =1 (ay-1iay)

7 T
v} A, s, =3/2> = 2 (a5 +ia,)? (3.91)
vi) (AN s =1/20 =- 2 (a,+ia ) (1 -3a® +a,%)) .

z

Las primeras dos fumlo d onda representan al proton can las dos

Posxb gs proyeccionaes de espin. Las furciones 1ii y iv corresponden al
neutron mientras que la \ vi a la particula delta. Fodemos verificar
que efectivamante eztas funciones son eigenfunciones del hamiltoniano

({1 E\J
[33]

S

y qua estan ortonormalizadas.

3.7 MASA DEL NUCLEDN 7 D2 LA PARTICULA DELTA

la masa del nucledn v de e

en raposa de estas partitulas estd dada par los
ontaro {3.04),es decir £ = M +
iebn v de la particula delta es

Vamos & calcuias
Tenemos quz ls energis
valoras propios del ham
por lo qua la masa del n

I8
1"

(D

(J rv*

Mn =M+ {17843 iy = MoEL/BAMIES (3.92)

Anteriormente hsbismos identificado a la conslante © con la constante
del decaimienlo del pifn c = 188 MeV, por lo que solo nos faltaria
determinar la constante adimensional e. En lugar de proceder de esta
manera vamas & determinac ambas constantes de forma tal que el
modelo de Skvrme reproduzc:a los valores de las masas del nucleén vy de
la particula delta. Este procedimiento resultd ser 8l més adecuado para
los calculos posteriores. Pmmeramente nacesitamos caleular la
arergia del skyrmifn dada en ls ec.(2.64). La funcién radial F esta
delerminada por una ecuacitn diferencial altamente no lineal (ec.2.74).
Para resolver esta scuacifn vamos e ubilizar un método variacional
que consiste en proponer un ansatz para la funcifn radial que cumpla
con &l comportamisnto asintftico de la funcicn I\

&2
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Introducimes 2n (204030 ) 1o relzaifn de completer de les eigenfunciones
del hamiltenizno de Skvrme -
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por 1o que tensmes
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Afortinadsmente 2l hacsr la integracitn anpular slpunes eyprosionss de

la varizble £ =e ven & colapsar,
4 -
Lz intepral anpular de £, F ==
£ )
IS L S Y S o ; -
| dil £t cen f,f Pw s, 402
Y m ir'mid

= dy cepEa (2,147

Lt
':I PN B4
o
donde £, esta definide por £, = 1§, § ) es deciv
i i H e
at - s : "‘“- 4
f. = 2s,,52%, +dasd + (& -a)o, .
ir k7T e e ir
Tenemoz que £ or
I r a1

{3.149
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Sustituimos is exprasion de V7 {sc.3.146) en el elamento de la mariz de
dispersion (2.129) . Dado qua estamos trabajando en el régimen de
bajas energias vamas a expander al campo electromagngtica A~ en su
serie de Taylor v solo considersremos el primer término He esta
axpancibn que de para el elemento de la matriz d= dispersién una
contribucibn diferente de cero. De hecho el primer término serd el
t&rmino constante. Debido a que la funcion de anda del proton no tiene
dependencia espacial lenzmos que la intepraciGn angular la podemos
hacer directamente sobre el hamilioniano V7.

ara los tErminos cuadrados en los campos & del hamiitonianp
de interaceién V7 obtenzmos la siguiente contribucion:

S AAN R = e AN =t F O (3.160)

3
Utilizamos los resultados de las eos. (3.145).
La contribucién ¢
- Qz ){dD ’[\ip\i{ (r: z -+ (%.2?‘) {a

el término cufirtico en &l campo ¢ es

N '\'1 - s L P . "
u*E:"O/ L8 1870 + a‘ulf:&: +8 Y =

.l g a3 o " - ”~ :"
= - g Air\ [ Bwsen® Foos' F PP +32rsen* F ) + Br sen'F
o = = v - vs
e’ 15 ta  r 3 re
+ Br { sen® Feos®FF™® - sen' )
o sen’
15 re
+ 8w 1 sen*FeoosfFF™ +2 sen*F ) |
L £ sen T
15 ¢
— g2 i PO (B o annlE o
q AiA ﬁ.’l— Sen® ( F -~ Sentr ) . ‘\j,iai)

et r
L - — ) . f:‘\_ { ~ " + [l . ~
't- o
Ahora usamos que \UluglCiH(S! oﬂ 2 e Lo s
resuliados de las ecs. (3. 149).

Sumado las contribuciones de ias ecs.(3.150) v (3.151) obtenemos que
la integral angular del hamiltoniano V' es:

foR V' =-@AA 1 s F (c*+ 4 (FPesen F]) +

3 . g* r-
(3.152)

+ gt APA [dam ¥
: v u
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Ahora dstiemos dsterminar 1a contribuzién de {dQ M;Z 5t vemos la
definicién de My N {e.3.27) v (3.2R) tenemos qus !
o it . ~
Z M”’ =-N . (3.133)
Ii v

Por atro lado los finicos tensures de los que pusde depender M ( después
de hacer la integracion soore las varisbles colectivas j son del tensor
métrico B Y ds los momentos PP pur lo tanto

v Ve s
M 7= g, bt D WP 'E (3.104)
con € v E dos constantes.

Si suponemos  gue el momenlo dsl protén es peqguerio, podemos
despreciar el C»»pmdo tarmiro. Con esto fenemos gue M es un tensor
diagonal v esté dado por
ZM f=3c : (3.155)
U ‘
Con lo cual la constante C es ipual & menos un terclo de N (T = -N/3).
’\Iu Fay qua olvlumr G u-&m 108 u:c"'j@ s normez de radiacidn, por lo
J

31 utilizamos este resullado la contribucion de los términos cudrtices en
¢ va s ser dos h,r aras partes de la caleulada en
€c.2.150). Con o cunl lepamos = q» i© 1z integral de V7 sobre todo el

{dr] do s 2w (3.156)

con

. {(3.157)

En la ecuacién (3.156) sustituimos explicitamente factores constantes
dz] campo electromagnético. Ademds aparece un factor de dos extra
como consecuencia de tener dos términos posibles que representen a un
fotén entrante y uno saliente.

El factor de dos extra que aparece en el elemento de la matriz de
dipersionzs sa debz a que tenemos dos terminos gue representan a un
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For la gue He no cambia si p?»w. & 2 representacidn de Schrodinger
5 Iz de interaccifn, 81 tomem ad ternporal de las scuaciones
B.4j B t:u mn":\n*rwn 03 L
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