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INTRODUCCION 

Ondas y partículas han estado intimamente lig;;das desde la 
for¡nulación de la mscánica cuf ,:-itica. No obstante, en los últimos años 
s¡:; ha establecidJ otra ccne.:.::iérc 2ntt"B ambas que proviene del estudio de 
los solitones. lJs sol itcn:::s sJn pE:=¡uetes de sn21-gía confinados a una 
cierta región dsl esp;cio y ne pueden disper·sat--sE. 

La e;dstan::i2 de. solitones no es nueva en la física, éstos ya se 
com6an en hidrcdinfünica y ssLadr: '.::6lido. 02 hscho el primer reporte 
sobrn la observe::ión de un solitón se debe a John Scott Russell en un 
ai-tíCulo publicado prn- l;; " BriHsh f\ssCJc::iéition for the Advancement of 
Science " en 1B4 5 (ve; fig .1) . Scott Russell '.'iÓ en un c=.nal lllla onda 
qun "º doc:olci-7 ~!->:::. " ·.~·-d-n '-'':.)rr-.irl-·d 0-·1'n ni'n0un- ::-lt:::i¡,-c,¡,~n d,., '-'U forma 1....1 ,:,,..... ._. .... e ._a..._._ a 6 .1. vt.. 1..,,~ .. ~ ... ::i .:::i 5 .. ::J :::.1 .... ~ o~ .. '-'•' e; '-' 

durante vc,rü:is millas. El pt·opuso qu::: la estabilided de l; onda se debía 
• _] .. l • .- ' 1 J. 1 . t- ' f 2 prop!eri!:i•J,:lS 1mnn<::co'""'c1;:; n:::: rn::::11n y nn .::; riS 1:1rY:rms.2nct2s como ue 
d ¡:;- t ' .. ,. . J . ' • i ne~ l ~1 · . d gen:::i-a a. L..S :; w::::o:; rt•J ru.=: ac:ep~au::i smr: nns .. él 15_},'J con e ana is1s e 

las ecu;:,ciones m linsaks ds lá hidrndin3mica hecho por 0.J. Korteweg 
y Hendrik de Vdes. Ellos drn1ostraron que las scuaciones de la 
hidrodinsmica pJdfan tenei- como soluciones ondas localizadas no 
disipativas. · 

EJ estudio de los solitones:: en pai-tículas elementales comenzó 
alrededor de 1974. Los solitones son soluciones estables no 
disipativas de en9rgía finita de las ecusciones de movimiento en teoi-ías 
del campo. Para pode1- obtenet- soluciones de este tipo es necesario que 
el estado de mínima ene1-gía, es decir- el vacío, esté degenerado. 
Normalmente los campos se anulan en el vacío pero no hay ningw1a 
razón por la cusl esto siempre deba de cumplirse. De hecho hay 
situaciones físic::is en que no sucede así. Por ejemplo, el campo 
magnético producido por llll ferromagneto es máximo en el estado de 
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l liclicvc l sliall lil';t i11lrnd11n· tJii; pii;,.rw111rnll11 liy dl';cribi11g thr. circ11111. 
slnncrs of my own fir~t t1cqu:1.intJ.Hcc wilh il. 1 wn.<> olisrrving thc mution 
of a Loat which wa' rapitlly 1lr:n111 :ilong a 11Jrrow cli;urnrl Ly a pair of liorsc.", 
ll'iJttl tJie lJoat MHJdc11Jy ;toppcil-llOl ;o tl1c lll1L,; OÍ \l'OlCr j¡¡ tJi1• CilílJJJlr! 
which it h:lrl put in motinn: it acr.n1n11htcd rnund tlw prow of the \'l'5'd itt n 
statc of violcntagiLation 1 thf'n ~.1Hldl'11ly k:n·in;; it lirlii11d1 rollnJ íurwanl with 
!{real vrlo1:ity 1 ;ii=~11mi11g th~ fn1111 of a hrgP ~nlit:iry dr.vatinn, a roundrtl, 
smooth anrl wc1J.dc·fiul:d li1 .. 1p of wi\lcr, wl1ich C1J11tim11•1l it" cnur:-c aloJ1b tl1c 
ch:rnnel npparently witho11t ch:iug(' uf' form or d\n1i11ution •JÍ !-flCL'tl. l fol. 
JO\\'ttl it Oll l1or:id1:tt'k, ami OVf'rlook it st.iJI rol!i11!; Oll nt a rat1~ oj" ~OTTlC t'it~lit 
or ninc miles illl hour, JHT:ierrinrr iL<:; oriEinnl Jigu~rc sonu~ thirty fl'ct lonr; ñ'nd 
a foot to a foot an<i a l1ali in ¡,,,ight. Jt; height gradually dirninislic<l, nn<l 
nl'ter n. chasc of one or two milr-1 1 lo;t it in the wimlingg oí the channel. 
Suc:;j in tiw monlf1 {)¡· Au~u,.,.t i~1~->L \\,\S 111r :lrH chanee iucerview with th:tt 
siuguiar ;:rn<l hcantirL1! pli:e.no11H'.11on whid1 i lia\'f• c:ttlP1! the \ravc of Trans .. 
btion, 3 n;.ttne whieh it nu11 Hr_r ¡;<'IH!1.1lly h•':1r.•; wliich I l1:ivc ~ince fournl 
to lie un imnortant (·lem~:nt in al!!loH every c:~.h~ of fluitl re~i:iL1nce, nrnl x; .. 
CP.rtainet.l to' he tJit: l,\"jlt: of th,tt gr(';l~ filnViU,..)! t.'lt' ~·;-¡tiO!I of thc ~Ca, which 1 u·ith 
tLc rt~gul:uity ot'a ph:id, a:>CCl1d:1 nur ri.,.er.1 aud ro!l:i alon¿: our !\hon•1. 

fig.2 Diferentes configuraciones para un campo 
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, Ínlm~ ,"':)n,-., ..... '""!"r,.. r ~ rlr,rTr--ri.---.~,..,,·;:_l"""'I. ,_¡;-1 ..,, ....... ,...,( ......... .-..:-,....l. .... ..-..!.-._.....r);"', ...... - .... -:-•!-.L-•. -
m._1 ... ..... ,_,. .. , ....... t:•-• .......,_. w_.b_,,_l w~l\J¡í w.~.., , ..... l<..,..1..w \.....11 .._ .. _1"...., "-\JL..ítlt..Ji.U • ..... u11.:iL::-JL\:; t:Íl 

1 ,, . ~ ' l ~.. ,, . ' . . . . qua a 01recc10n ae campe:. magm:t.1co pc.i-a J1cl11J estado ses arti1trnt··1a. 
En genernl se tiene que cuando el VéiClo está degenerado el campo toma 
en este estado más de un valor. 

Parn visualizar el concepto de solitón, obst:Tvemos las diferencias 
entre las soluciones ondulatorias ordinarias y lüs tipo solitón. Con este 
fin consideremos el ejemplo de. Ull3 teod~:; esc:sl.::w en um dimensión. La 
ene1~gía dE: este sisLE1T1a ssla dada poc 

H = f dx [ J_ ¡ a u1 l 2 + __ l_ ¡ 01!_ ) 2 + V ( 1N ) 
2 at 2 ax 

e f . 1 . f ' ~ , 1 . . ,. 11 11 • l _Jra iquemos a campo cp corno .unc1on 02 s po:::;1c1on x e me uyamos 
Llrn:::. rHmc':ln~iñr¡ r::vh ... ;.; n-1 t.-. n1.:-: ~1v·ltr,,1 ~-:-... ,-: ! r-.r···-.·· ,~ ..... : n'"·d :-..r .. ., .. ,; .. ~ l '\lf,hl (· '"."''~"" • •""' __._ .. •'--• ~ .......... ._. • -··~......... '"1 ..... _. • ...... _. ... , 1'""'""-t~...... -..t.1...-l 1..~11 ... 4 b"'- ['"'""""'.._.¡ ,._,._u.1. ; \'t.J) \. ~·i.:::i.. 

fig.2). Las posibles configu1-acior.".:s prn_ el c::in;pD rp son lineas 
continuas definidas pc;ra cu::ilquier· vE"ilc1· d2 l; p:.sicior1 can l3 condición 
de que en el infLnito ::das lineas temen urn de les \'úlores del campo rjJ 

Pa1~a el cu::il la ens1-gía 1:;.otencial ssa csn::'. 
·" r 

Como gu.,::wamos tener un Véi:::!Ío d·::ren·::r:o;.::b ·:2mDs a permitir que 
~ ' • ,.. .. "1 ' 

la ene.rg1a pJte.nc1al se anule psra d1r2rentes ._·o.lores ne 41. De esta 
forma tendremos basicam2nts Lt-;;:s configur3cicr·1f:S dist.int::is. La primera 
está representEid::i por un; linea recla p::ir.:=J·:::ls al eJ:.: ;: en un valor nulo 
de la en2rúa ootenciaL. Cumo 13 r:n2nrí'2 t.ot:;J cbl ,:;;mm R"l rRro Psb:i 

situacióí1 nos i-epn::senta ai vado. Otn:: posible config11r~ción es cu:::indo ¡-, 
al campo tiene cierta energía potencie.! pffo tienJ2 al mismo valor parn 
las dos direccion2s d2l eje :<. En e.stc; C2SD tenernos Ufl3 onda ordina1~ia m 
que se dipersará confor:ne transcurra el tic::mpo. Por último tenemos al ¡¡j 
solitón. Este está rnprnsenl2,d2 p:Jr un c;:orn¡x:; gLE! tome valores 
diferentes cu01ndo x tienda a mas o men::;s infinit:i. f\ diferencia de un 
onda ordinaria el solitón no puede ser d:::fonnad:i al '.'acío, o lo que es lo 
mismo, no puade ser dispe1-sado. 

Al ser un solitón un::i onda estable y tener su ene1-gfa confinada a 
ma cierta región del espacia podemos identlficarlo con um partícula. Es 
inter·esémte obser'Vé:W que los solitones son soluciones de las ecuaciones 
clásicas de movimiento por lo cusl tenamos qu:: el concepto de partícula 
sLn-ge aún a nivel clásico. Se espera que al cusntizar la teoría las 
propiedades de los solitones no desaparezcan. 
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descdtas por teGrías de norma t2mbién conocLdas como teorfas de Yang
Mills. En particular~ tenernos que la fuerza fuerte está descrita pm~ la 
cromodinámica cusnticEi " Q:::D ". Esté1 teoría describe la interacción de 
los cuarcs via el intercémbio d2 B pst~trculas de masa nula llamadas 
gluones. Las simetrías intr~rn::.s qua tiene QCD s:in SUR {N) ~ SUf (N) :<: 
U8 {1) x U A ( i) . L8s primeras dos (SU{N) x SU(N)) correspondan a la 

simetcía qulr;;l (d:rnchs e izquLerdsl ,fo] ¡:rr-IJ!.JD d::: sabor v N esta dado 
• .,_¡ • ' 

por el número 02 CU3t"CS. LJ,"J (1) n:;p:·c:::~ntJ l:; C:JrTS?.fV3ciÓn del númern 
b ' "' ' ~ r ,D( i) 1 1 l ·' b ., .. , . 1 ( anonico, m1en,s¿;s qu::: u.'> . LO o·::i numero Janornco a:üa no 
obssn:c,do Eíl la n.3Lw-ai::o:.:e:j. · ' 

t=::;w::.n~,~r1~:> :~~ l;:. ':SLr:1é'..rC:J que 
SU{N). 

l . -:::-:T, ::.·:. ~;~:=: 

n;:~e sl ,_,::::F:.; 
:,°",. '•n .~.-;1-1r i1n1'c.,•tr, 
1 ¡_ ... _,' -···. .. .._¡, r· ... ~ ...... , 1 ... '-' 

solc invsrisnte ante 

Deb'ido =i c,Jnf1nsmi·~nt:J d~ le~ cu2!~cs l; cJ.ristante de acoplamiento 
~- i" c•r·o ,::- ,.,.;:;¡~ri- :: ¡_,,... 1'a<.:'. r:¡1r.:.1·~"1c:<:: " n~· <::::i p·l vr-r1nr1 LJh l ¡'-r"'r 12"-' Wt:: Cl JW .,_!J -~1 · ...... !·....-.t: ,:J l.'...1~.· ...., C ...... ~E:,. ........... ~ ... -'~ ...>. .... '-41....o1 ......... _,._::::¡~ •-' 

·.... • · • • · • • .. 1 1 E t- h ,. l' tt:.cmcas p~r~u.Tr::::~1 vss U':0c:i12s psr3 112:2r c::.cuccs. s~s e::n'.J c:imp ica 
~ ..... r.r; .. ::'1L'¡l" .~.:;.:.~.,....,r>:r.-1 ~ ..... rt'"J l'l'-: r,i ... ,....,.r.ir:ir1:-.~r¡1 :::i.:...· l1,~'!' ·:<";~'¡·"'::-".:" .... "-.""'T"'t,,. ... r.fo 1~ J.d !-''-- u e .._,,_,_,._.J .1..!,.,·-L·_...1 ....... ~ .... ~ .... :-· ·-·r ........... , ,__ _ _, ._.\-l.._ .... 11 L.--•- u t ... ,._..,...... ...... ...... --~ 

aplicoción diredó dt:~ ls cr:u~ Ss cree qLa t::l1 el nfgimcn de baj::i.s 
6nci·gias 1s crnmo.Ji nsm tcG cu::intlca da lugs1· a efectos r.o ped.ucbat i vos 
que son las causantr~s del C·Jnfinéimiento de los cu3rcs pero acltBlmente 
no sobemos corno csk~ui.arlu::¡. · 11-::tido Ei cst:::s: cc:!!1plic:'.1~iones har. 
surgido teoríss óproximc;das que pm~miLEn u::scri.Oir las prnpiedacles 
hadrónicas incorpornndo · de manern fenomenológica algunos de los 
elementos esencialss de la QCD. Ejemplos de estas teorías son: i) la 
bolsa de tvlIT, ii) los modelos potenciales, iii) las reglas de suma , iv) 
el modelo de Skyrme. Es este modelo el que estudiaremos en esta 
tesis. 

En 1962. w1a dé'cada antes d2 la fonnulaci6n de QCD, T.H.R. 
Skynne1 escribió un artículG s.Jbre : " Una tecrfo de campo no linsal que 
descdbe tentativamente lo interncción fuerte de las partículas 

1 T.H.Skyrme, Nucl.Phys. 31 (J 962) 556 
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El modelo de Skyrme es una ge:neralización del modelo a no lineal 
da mesones. En este modelo tas soluciones pertw'bativas reprnsentan a 
los mesones, es decir a padículas con espín cero, mientras que las 
soluciones tipo solitón, lléimadas skyrmiones, se pueden identificar 
como bariones. Es sumamente interesante el hecho de que a los 
skyrmiones se les pueda asignsr espín semientern a pesE.lr de que el 
lagrémgiano original solo aparzcsn campos pseudoescalan~s. Además, es 
pc.sible hacerle coffesponde1~ a la carga topológica conservada de los 
solitonas el núinero bariónLco. También es importante s:::fhlat' que las 
simetrías internas del mod2lo ds Skyt'me son precisamente las mismas 
que las de la QCD. 

El interés en los skyTmion2-s rnsu1'gió en 1983 a raiz del trabajo 
de Witten en el qu2 d2mostr6 que en el limite 'de bajas energías es 
factible que la cromodinii1üc3 cufntica pueda ser aproximada por una 
lEorfo escalar. La forma e:<acta de dicha teoría no es conocida pe.ro sus 

Pl'Dpied"ci"'=' dr:obcn º~"'' ci·11,1°l
0

"l',::<:: ::- l--o:- ,--l;:il n1ciri=iln rlc:i c:;¡ .. ,,,mr E"s' ... l1enl10 a t::.;.; ~ ._,¡ -...;t:a ._;¡.1.. a d ._. ... J ,,.j o .1 ~· ~ .. _ • .._. __ -...J .......... "'"-"'-·] 1 l l'C.. l,t:; ....... 

haTeforzódo el interés en el estudio de la fenomenología del modelo de 
Skyrme a la vez que hs ds::lo · Lugar a Lntentos de obtenff una deducción 
rigw,osa de la teoría efec;tiva a bajas enErgías. El objetivo de esta tesis 
se inscdbe dentrn de la primffa de estas lineas. 

El proposito de esta Lesis es ac:::ipJr:w el c:2mpo elE:;ctromagna1.ico al 
modelo de Skyrme. /\demás d2 estudiar el problema de la invarianza 
local del lagrangiano de Sky:'rns ante transformaciones del grnpo U(l) 
nos interesa obtener resultadas qm; puedan ~er verificados 
experimentalmente. 

En el. capítulo i presentar'emos una introd!.Jcción a la teoría de los 
solitones y sus propiedades topológicas. En el segundo d:irernos una 
motivación del modelo de Skyrme y estudiaremos algunas de sus 
simetrías. En el tercer capítulo incorporaremos el campo 
electrnmagnético al modelo de Sk)·Tme y trnbajarnmos el problema de la 
cuantización semiclásica del skyrmión. Pam la parte escalar del 
modelo determinaremos la interacción electromagne1ica con los piones 
al orden mas bajo en teoría de perturbaciones. En la sector de los 
solitones caLculeiremos el decaimiento de la partícula delta en un protón 
y un fotón, y el efecto Compton a bajas energías para los protones. Por 
último daremos las conlusiones obtenidas. 

5 



CAPI1ULO I 

SOLITONES 

1.1 INTRODUCCION 

Los sol.itones son soluciones estables no disipativas de energía 
finita de las ecu2ciones clásicas de movimiento de teorfas de campo. 
Usualmente en um teorfo de carnoo lineal las ondas son dispersivas de 

1 , 

tal manera qu-3 si inicialmEmt2 tenemos un pulso este perderá 
prngrnsivamente su forma h::ista desaparecet-. En c3mbio en tem-ías de 
campo no lineales la dispet-sión de la onda puede set- contrarrestada por 
JQ,_ .... .C...,,....!.,..,,..... - ....... l~-~;-l,.~~ ~.,....r1,..J,., lqn""'V"' r-., trn 1""1.ttlC""r"\ nrrn lTI~nf'icno ~ft fn¡~m;:\ 
J. ..:J t::J.C\..o\.U..::J tlU J..t.Jlt;;W.,Lt.::.-1 \.t·-Hh .. ..t\J A.LIÓ\..l.r. u '-""•' ,..,._._~ .~ ...... •• 1 ................ ...... ~- ... - ···-

indefinidamente, 2s dc:c::ir a un solitón. 

El solitón debe cumplir con las ecuaciones de campo de Euler
Lagrange, que son obtenidas por el µrincipio de mínima acción de 
Hámilton: cíS = O y aclamei'.:f deben de ser estables por lo que c?S ) O. 
Hay dos mar.erns dife1~entes de cumplir~ con las condiciones anteriores, 
por la que se pueden cLasificar los solitones en dos tipos distintos : los 
topológicos y los no topológicos. Los solit.ones no-topológicos 
adquieren su estabilidad por medio de un mecanismo dinámica por lo que 
en general depEnden del tiempo. 

Parn que existan los solitones topológicos el vacío debe estar~ 
degenerado d2 t;l f m-ma que bs condiciones de frnntet~a en el infinito 
hagan al solitón topológicamente diferente del vacío. Esto lo pueden 
logra1- teniendo J.os campos un grado de libertad interno. El cual puede 
ser discreto como una reflexión o continuo como el isoespín. 

La estabilidad del solitón topológico depende de que la variedad del 
espacio interno pueda tener un mapeo no trivial a la variedad del 
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1. 2 TEORIA DE HOMOTOPIA 

Sean X , Y dos variedades y f un mapeo continuo de X a Y 

f: X --1>- Y 

f {x) =y con x E X y E Y . (1.1) 

Dos mapeos f0 y f 1 son homotópicos si pueden ser deformados de 
mane1~a continu2 el uno en el Dtrn. Debe existir una familia de funciones 
F ( x, t) p::wam ett'i za da por t con O< L < l continua en x y t llamada 
homotopía tal que 

F (x,0) = f0 (x) 

·F (:<,1) = f 1 (x) 

Qut:: f0 sea homotópica a f 1 se denota por f 0 "' f1 • Además si 

y 

entonces 
H : f0 w f 2 

con 
{ 

F (x,2t} 
H-

G (:<,2t-1) 

o ~ t s 1/2 

1/2 s: t :>: 1 

(1.2) 

(1.3) 

por lo que se tiene que las rnapeos homotópicamente equivalentes forman 
una. clase de equivalencia denotada por { f } . 

Las clases de homotopía pueden fm~mar un grupo. Veamos un 
ejemplo: 

Sea X el intervalo cerrndo I = [O, 1] con los puntos extremos 
iden~ificados coma el mismo. Esta variedad es topológicamente igual 
al circulo S 1 con un punto de referencia x0 identificado con O, 1. Si nos 

B 



1 
1 
1 
1 
1 
1 

restringimos a mapeos continuos que cumplan con f (1) = f (0) = y0 , 

un punto fijo de Y , entonces las clases de egui valencia { f } , { g } ..• 
de 51 --~ Y forman un grupo. 

El elemento identidad es la clase de mapeos homotópicos al mapeo 
constante e 

C (x} = Yo 
_l 

El inverso de { f } es { f } 
_l 

f {x) = f { 1 -x) 

y que sea cerrado se ve de 

{f}*{g}={f·g} 

f·~"[ 
f (2x) 

g (2x-1) 

o S X ( 1/2 

1/2$; X :<,; Í 

Este ejemplo se U ama el primer grnpo de 
fwidametal y se denota por 

íl1 (y) 

(1.4) 

{1.5) 

{1.6) 

homotopía o grupo 

(1. 7) 

Una ilustración de este grupo fue dada por Shankar1 • En este ejemplo, 
Y = R2 - (0,0) es el espacio euclidiano menos el origen y y0 tm pwito 
arbitrado del plano. Los mapeos de S 1 a Y se pueden representar por 
curvas cerradas {ver fig.2). Las diferentes calses de homotopía están 
dadas por el número de veces que las curvas rodeen al origen. 

1 R.Shankar, Phys.Rev.014 (1976) 1107 

9 
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Yo 

. {O ,0) . {0 ,0) 

(a) (b) (e) 

fig.3 Ilustracióri de mapeos homotópicamente diferentes 

Er. b:: figtíl"'A 3.a el dzo no encierra al origen por lo que puede ser 
deformado a LITT punlo ( y0 ) • t:ste nzo es u1 t elemc:nb d!:: le d::ise de 
identidad. En la fig.3 .b el rizo íe da una vueltEi al orígsn y en la 3.c 
le da dos. Un; curva no puede ser deformada en otra, a menos de que 
ambas le den el mismo númern de vueltc,s al odgen. Por lo que tenemos 
que las clases de equi'.'Eílencia queue:111 determin:;d2s pot· el número de 
revolución { n } , es decir· 

TI1 { R 2 - (O, o) } ::: z con Z el conjunto de los (1.8) 
enteros 

El número de revolución se va a relaciansr con la carga topológica 
conservada por los soUtones. De este ejempla tenernos que si 
identificarnos al va?ÍO como la clase de equivalencia con n = O y al 
soliton con n i O~ este no va a poder defon11arse al vacfo es deck no 
podrá dispersarse. 

Si en lugar de tener a X= S 1 generalizamos X= Sn ( la esfét~a 
en n-dirnensiones ) tendremos otra vez gue el mapeo gue deja un punto 

10 



l 
j 

1 
1 
1 
1 
1 

fijo Yo forma un gmpo llamado el n-ésimo grupo homotópico designado 
por 

{1.9) 

Podemos categorizar los diferentes íl { Y ) para distintas 
n 

vadedades Y. Esto es un tarea matemático complicada. A continuación 
se muestra una tabla 1 (fig.4) para algunos casos. 

fig.4 Tabla de homotopías para algunas variedades 

Quisierrnos hacer notar algunos de los resufüidc;s. Por ejemplo 

i) rr { sn) = z 
n 

(1.10) 

ésto se debe a que las clases de equivalencia gue hay entre una esféra 
n-dimensional y otra de la misma dimensión depende del número de 
veces que es rnapeada una en la otra. 

ii) fI3 { SU(2) ) = Z {1.11) 

1 t.Aarciano y Pagels, Phys. Letters C {1978) 235 
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íl:. t SU\2) ) = il { 3'· ": = Z 

Est~ ~E~~l:3·~ 1: p=rrnit5- 12 e:::i:=tc:rE:j,3 de :;{;}it:1nE~ c:·n t~.Jr-13.s d·:? 
c;3mpc, cxjr, un ·~sp::·~i•:1 ir:t:::!·T1·: 15~_)~·2) 'I ~~ni~nd·:i 21 esp~1~Lc1 re:::.1 d-3 tr·e:~ 
dimi::n"::ione'::. 

1.3 

~l t-=:Jr·::::-:15 d-=.: :~e· ::.: f=; .. ~. S··:t·--c:,:k 1 i~np.:;n·~ ::s· ,·:=r?:.~ r~stri·:>:icn-::s s 
1~~. t~,:·cfs::=:: d~ ~?:111~>=· :·::t··~ l~ ~>:i::t::-:ici2 de- s·:,lit·:1 n~:: tc:pc·l·:5"gic·:,·:. 

·--r,n 1 ¡ ("'¡' \ ti 
·-- ¡ - ."f' .. l.J 

1 ,, • .. • 
!2 mrnen-:::1c·n n::-

H 

ccn 

I = 

L11··,+:i = n e·~'-" ,_.._i •:_~ .. _~~.-::. .: 
,'j"J _. : -- - -- -

r:c-:::·::c~:· 1-e~l. 

. o 
r d :< \1 .. ). z V'~(:<) 

G.H. OetTick, J.~:!ath.Phy:::. ::i (i 954) 1252 
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Podemos construir un conjunto de funciones 

cP;x. (:() = 4i (x\) 

que se obtienen a partil- de una dilatación. 

Esta nueva comig!l!-ac:ió.n t ien2 un:i energía 

H ('\ \ 0-2 \1 .l \ D , , 
J\. = 1\ ( 1 ,~ í\ / 2 

(1.15) 

(1.16) 

(1.17) 

que debido al pdncipic· de H;rniltcn dsbs ds '.".et- estacionaria en A = 1 

O'Hf\) I - ( D ·· ') ) \/ ..1. D \ 1 - O 
l i/\, - .!... ~ l 1 ¿ -ó)\___ I A= 1 . 

(1.18) 

Como \11 y V2 s:m Eimb~s pcsiti'Jc::: esta ecus::ión solo tiene solución 
para O =l . 

Una vadante de este teorema que resulta de inte1-és para el 
< l d ('I +, ' Í . ~ , 1 t 1 • moDe o e 0K\Trne se 1Jrc:sc:ncs cu:in~1G e1 pc·tsrv:;1a1 na aepenae oe cp smo 

de derivadas cu:frtica::.: 'de q) . 

En este caso tenemos 

La energía para la solución con dilatación es 

H {A) = ;.P-2 \11 + AD-4 \12 

que debe de ser estacionaria. Al evalua1- en A= 1 obtenemos 

{O - 2 ) V1 + { D - 4 ) V2 = O 

Tomando la segunda derivada de la ecuación {1.21) tenemos 

13 

(1.19) 

{1.20) 

(1.21) 

{1.22) 



(1.23) 

que debe de ser mayor a cero para que la solución sea estable. 

Tenemos que D > 2 por la condlción de estabilidad y D = 3 por el 
pdncipio de Harnilton. La única dimensión que cumple con ambas 
condiciones es O = 3 • En este caso se cumple el teot~erna del virial 

(1.24) 

A continus,::;ión presentaremos unos ejemplos de solitanes para 
diferentes dimensiones espaciales. 

L4 EL KINK 

. El kink es um de los ejemplos mas estudiados parn solitones en 
una dimensión. Dichs solución apan:.:ce en una teoría escalar con un 
potencial dal tipo )\l:f:;.; y con un ténnino de masa negativa ( -p 2) que por 
lo tanto da lugai~ a un vac:ío degen2rndo1 lo cual es indispensable para 
tener scluciu~c:; tip~ ::;ulit5!1. D;:;bidc al teorema d¿ Derrick la dirnen:;ió.91 
-rp-""l''"'l d-1.,- ..!- ,......:_ Llül- C'l l'"'"''~~M-.;-n.., ..,,...~- .J-.Jr '"'Dr t:J..:;J c.1\.... ch ct-•¡:;' \le; ~ca i u. L a5i. a115.t.u1 hJ c~-i..cJ u.::iu.u Í'"; 

donde 

y 

El hamiltoniano para una solución estática es 

H = J dx {_1 (a V cp) 2 + V } 
J A ,.. 

En el estado base ( vacío ) el campo rp toma los valores 

14 

(1.25) 

(1.25) 

(1.27) 

(1.28) 



(1.29) 

Para encontrar la ecuación de movimiento para el caso esta1ica usamos 
el principio de mínima acción 

ó L = - ó f dx { 1 {8 rp) 2 + V} = O 
2 X 

= - f dx { a . ./P érp1 + g\!órp } 
. ._ arp 

La ecuación de movimiento es 

d2rl¡ 
--;--~,- - V' (di) = O dXº ... 

con 

La e~. {1.31) la podernos integrat~ para dar lugar a 

1._ ( dq; )2 = V(cp) 
2 dx 

{1.30) 

{1.31) 

(1.32) 

{1.33) 

La constante de integración la eligi.mos coma cern ya que par (1.28} 
para obtener una suludün dé 21.:1gfo fir.it:! nr:ir:r.c;itamos que tanta drp/dx 
como V(rp) se anulen e11 el ir1finito. Ls última condición rnquiere que 

si X --~· + CO {1.34) 

Si queremos que la solución sea un solit6n, tenemos que pedir que 
rp tome valores distintas en too y - ro. En caso contrado siempre 
podríamos deformar la solución a un valar constante ya sea a a -a , es 
decir nl vacío. 

Integrando la ec. {1.33) tenemos 
rP 

-Á 
x = ±_ f drp [ 2 V{rp) ] .: 

tPo 

15 

{1.35) 



donde cj>0 es el valor que toma rp cuando x = O. 

Resolviendo la integrnl para el potencial V= .\ ( rpz - a2 )2 
2 -

obtenemos 
¡p + = a tanh (µx) 

rjl _ = -a lanh (,u x) 

(1.36) 

{1.37) 

A la solu:ión rp -1- se le cfammin3 como el kink y a la otrn como el 
anti-kink . · 

Sustituyendo ias ec. (í.36) y (1.37) en {1.28) ilegamos a gue la energía 
del kink es 

E= 4u 3/3.\ 
1 

En La fig.S se muestra el comportamiento del solitóh y de su energ[a en 
función de la posición. 

f/;M i. 

----~ .. ¡ ~><~ 

fig.4 El kink y su energía 

. El kink y el anti-kink son estables ante perturbaciones pequeñas, 
aunque no correspondan al mínimo absoluto de la energía. Su estabilidad 
es consecuencia de la degeneración del vacío. Las soluciones se 
interpolan entre dos soluciones del vacío y solamente en la vecindad del 
origen (x=Ol difieren apreciablemente de esos valores. En este caso, el 
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En este caso tenemos que A es un campo de norma puro ( pura gage ) . 
Notamos que los puntos d~l infinito en 4 dimensiones forman una 
variedad S3 por lo gue tenemos un mapeo de S3 --~ SU (2) y de 
acuerdo con e 1 rnsul ta do obtenido anteriormente (ec.1.11) vamos a poder 
encontrar solitones. 

Para encontrar' la solu~~icfn partimcs del hechc:> de que 
~ 

tr f d';x ( F + F ) 2 ¿ O · µv - µv 
donde F -- 1 rºFª 

y 

Y E µvpa 

Como 

µv 2 µv 

F = 1 E . FI')ª 
µv 2 µvpa el tensor dual de F 

µv 

el tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita. 

~ ~ 

(F + F ) 2 = 2 lf F + F F ) µv - ,w l µv µv - µv µi-

tenemos la desigualdad 

"' 
trfd<lxF F ¿ trjd4:<r· F =i6rr:::n µv µv µ~1 µi1 

(1.44) 

{1.45) 

(' A,,-) 1. -:to 

con n un entero. Os hecho n es el numero de revolución de la 
configurnción (ve1~ ec.1.62). 

De la ec. {1. 45) vemos que la acción es mfrtima cuando 

F = + F 
µi1 -- µv {1.47) 

por lo que obtenemos que la solución de m1mma energía a la teoría 
clásica de Yang-Mi.lis está dada pot' el campo dual o antidual. La 
solución trivial A = O que tiene carga toplógica nula también cumple 
con esta condiciónP 

La energía de la acción Euclidiana {ec.1.39) tiene Ulla cota inferior dada 
por la energía del instatón, ésta es 

"' 
E = 1 f d4x tr (F F ) ~ 8rr2n :z µv µv 

(1. 48) 

18 . 



Para encontrar la solución con n = 1 se propone un ansatz con la mayor 
simetría posibie, en este caso 

y 

_l 
Aµ :: f{r) U a U µ 

U(v\ = {v - i'v ,a., / r 
"-1 '·4 "~ ~ / I • 

o 

En el caso en el que f {r) = O recuperamos la solución del vacío. 

(1.49) 

Sustituyendo el ansatz (1.·19) Cil (1.47) en::ontramos que la ecuación que 
debe cumplir f es 

rf' = 7 f (i - f) 

Esta ecu::Jción tiene una soluc:ión no tr-ivial 

{1.50) 

r 2 {1.51) f (r) = _::¿-¡-, 2 
L 1 I \ 

que· nos da precisamente la depsnde:rn:::ia 1·dial del instantón Si 
sustituimos (1.51) en (l.49) obtenemos el campo de norma 

¡·2 _l 
A ::: -,-, 2 U a U (1.52) /1 rv + í\ µ 

El parámetro de escala >. tiene dimensión de longitud y se le 
interpreta como el tamaño del instantón. En particular notamos que 

A. -!- u-1a u si r -1> 00 µ µ 
de acuerdo con (1.43). 

1.6 LA CARGA TOPDLOCfCA 

La carga topológica es una cantidad conservada por las solitones 
gracias a sus propiedades topológic¡:is. Corno discutimos anteriormente, 
esta se puede relaciona1~ con el núinero de revolución. A esta carga 
tarnbién se le llama en algunos casos índice de Pontrayagin. 

La carga topológica resulta de : 

i) Las condiciones de frontera. En este caso se tiene que el potencial 
V (c/J) debe de anular'Se en el infinito para que la energía sea finita. 
Por lo que rp define un mapeo de los puntos del infinito a las ceras del 
potencial. 

19 
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1 

1 

ii) Si el campo está restringido ( ej. cjJ2 = 1) tenemos que, en esLe 
caso, las condiciones de frontera se cumplen de manera tdvial. Las 
propiedades taplógicas van a ser consecuencia del mapao del campo rp 
del espacio interno a lodo el espacio real. 

Para los ejemplos estudiados anteriormente tenemos las siguientes 
cargas topoló'gicas: 

a) El kink 

Por las condiciones de fr0r:~c;2 tenemos: 

rp ( rr ) - dJ ( - (t) ) = n (2a) (i .53) 

n :::O corresponde al vacío , n = i y n = - 1 al kink y al antikink 
rnsper' ivamente. 

La .ec. {·1.53} se puede escdbit~ en la forma 

f d:< {a r¡)) = n {2a) (1.54) 
X -oo 

Definimos una corriente j' = E a11 rp , donde (Eo1=-E10=-l y Eoo=E11=D) µ µv 
~ 

Esta corriente se va a conservnr automa1ic5mentc debido ;::¡ la 
antisimetría de E , por lo tanto 

UL' 

. .. ' a jµ = o {1.55) 
µ 

La carga topológica conservada es 

+co 
Q = f dx Jo = n (2a} (1.56) 

-oo 
Es imporantante hacer notar que esta car-ga está cuantizada al.fu a nivel 
clásico y no es producto del teorema de Noether. 

b} El instantón 

Coma habíamos visto antes el espacio interno SU(2) es 
topológicamente equivalente a S 3 • Si el espacio real lo tornamos de 4 
dimensiones, este tiene una frontera también equivalente a S3

• Por lo 
que se tiene un mapeo con las propiedades homotópicas de la ec. {1.11). 

20 
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Para encontrar la carga topológica partimos de 

I:: tr F F 
µv µv 

i se puede escribir como 

µJ.J"U I = 2E i-' tr { [ a A + iA A 1 [a A + i A A l) µ !' µ v' p (]' p rr 
= 2 Eµvpa- tr [ a A a A + i2 A . A a A ] 

µ ¡J p O" l/ µ p (J 

(1.57) 

En la última ecuación elimimmos el téí·mino /\,6.J.l,A por~ la propiedad 
cíclica de la trnza. 

µIJ"(7 ~ /WpC! · 
E r1 ti- (A A a A \ :: 1 d E tr (A A A. \ {1.58) 

µvpa' jl-1 vpc1 
Como 

llegamos a que 

l = 2 a { E/l!lpa tr [ /\ a A + 2i A A A l } . ( l.59) 
p aµv 3 (Jµv 

e f:µwia a a A -- o t orno _ r enemos que 
p µ V 

I UJl¡0r7 . , ,, ¡- \ ., ..., \'iµ = E' · tr l r ~ / = ¿; a :1 
/.HI pO' µ {1.60) 

wµ = Eµvpcr tr { A a A + 2i A A AJ 
uµv 3 rrµ con (1.61) 

Si integrarnos (1.60) sobre todo el espacio real (4:..0) obtenemos que 
el resultado solo depende del valor de W ( es decir de A ) sobre la 
superficie. µ 

f d4x r = 2 f d4x a w11 = 2 Jd3a wµ {1.52} µ µ 

Definimos a la carga topológica Q como 

Q = 1 J d4x I 
16rr2 

Como habíamos pedido que en la superficie Aµ tomara la forma 
_l 

A =U a U µ µ 

21 
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y la ec.(1.63) queda como 

Q = 1 Eµvpa § d3a tr { u- 1 a uu-1a uu-1a U) {1.57) 
247r2 µ JJ p (]' 

:Z2 



CAPITUi....O 11 

EL MODt.LO DE SKYRME 

En este capítulo vamos a pres2nt3r al modelo, de Skyrme a partir 
del lagrangiano del c3mpo de Dira'.:: y sus simetrias. Posteriormente 
calcularemos la cmTisnte y c::irt;a top'.Jlogfc:; <:si.' C'Jmo la energía en 
mp:1sD del i::olitón (sky¡-mión). 

2.1 SiMETRir\S DEL Ll\CRANGii\NO DEL. Cr\MPO DE DIRAC 

Las p3rtfcul:::s ccn espín un medie cerno les electrones, protones y 
cuarcs Se ¡:uc:d::n rl8<:;c1-ibir pm- medto del lagnmgiano del campo de 
Dk~c ty. Para cuarcs de mas:J. cern el lagn:ii 1giano que describe dicho 
sistema sin interacción es 

L = i 1f1ªyµ a q1 (2.1) ¡1 a 
yµ :;o;¡ bs rn::itrices de Oirac 1 y el índice µ es un índice espacio
Lempoi-al. Este toma ·:alon3s de U a 3, O í epn::::;:::::-:b 12 r.oordenada 
temponü y 1,2,3 las espaciales. El ínciice "a" va de i hasta N 
dependiPndo del número de csmpos de mi-ac que se tengan. Estos 
cs.mpc:s puRrlen formar· um r-epresentacíón irredu2ibie de algun grup:). 

La ecu~,ción de movimiento para cada campo \l! _ que se obtiene del 
principi , de Hamilton es cJ 

yµa 111 =o 
µ a 

que es precisamente la ecuación de Dirac 
relativista para una par-tícula de masa nula. 

(2.2) 
de la mecánica cuántica 

El lagrangiano (2.1) es invaliémte ante diferentes transformaciones, 
entre las cuales se encuentran las transformaciones de Larentz y de fase 
U(1) 2 • Además si los campos de Oirac forman tma representación 
irreducible del grupo SU(N) entonces el lagrangiano {2.1) también es 
invariante ante una transformación de dicho grupo. 
1, 2 Ver apendice A 
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En la transformacian Lrsu::il úe fa'.:l8 del grupa U(l) csd2 campo \JI se 
transforma como qi --r 111, = 8 ia iJ! {2.3) 

con a una constante. Debido a la invarianza del lagrangiano .(2.1) 
ante esta transformacian vamos a tener rn1a corriente conservada~ que 
se puede obtener por medio del teorema de l\Ioether 1• Esta corriente2 es 

B -] = itJ:ty 111 • 
µ µ {2.4) 

El lagrangiana {2.1) tiene otrn simetrfo U( 1) que corresponde a la 
transformación de los campos 

i Bv5 
111 -1-1f1' = e t .1 ljJ 

con {3 ur1:i. constante. En este ca~o la crnTiente conservada es 
{2.5) 

' J '" = iílf)r i'w (2.6) 
B µ 11 

La corriente J (ec.2. 4) nos ds Ln18 cargaL\conservada que se interpreta 
como el r.úrnero bariónico mientras que J' {ec.2.6) se relaciona con el 
número bariónico axial. 

Otra simetría de grnn rele'.iancia p::ira ia presentación del modela de 
Skyrme es la debida a la tr-ansfonnación del grnpa SU (N). Como 
estamos interesados en el estudio de hadrones sin extrañeza nos 
limitaremos a trabajar con el grupo SU(2). En este caso podemos 
representar a ¡¡,· pu1· el ·v·ec:tc¡-

1T11 
\lf = ,12 

donde W1 representa al cuai-c up y 111 2 al clown. El lagrangiano es entonces 
invadante ante las trar.sfor-maciones 

i) q;1 --1- W' = e iaj¡J /2 1];1 (2.7) 

V 
• 5Jjj j /2 J 

ii) w --;. IJ1' =e iy r 1]:1 (2.8) 

donde r son las matdces de Pauli3 y j =1,2,3. Las correspondientes 
corrientes y cargas conservadas son: 

i) V j = 1 1I1v rj1J:1 corriente vectorial {2. 9) µ 2 iµ , 
1 Ver Ap~ndice A. 

1 1 
2 Ver Ap~ndice C para las detalles de las ecuaciones de este capitulo 
3 Ver Apen.dice B 
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•n e• r 

0 1 ( .~ 
_J =. Q-'X 

y . - . 
ii) A J = 1 w y y5Jw 

µ 2 µ 
s. . 

Q J = f d3x A0J 

cc:wga vectorial 

corriente axial 

carga axial 

(2.10) 

{2.11) 

{2.12) 

La corriente de la ec. (2. 9) es un3 corriente vectorial debido a las 
propiedades de transfor-mación del campo y matrices de Dirac ante una 
transformación de parid::id, mient:-as gue la cort"iente (2. 11) es una 
corriente axial. Estas corrientes de Noether son de Fundamental 
impm·tancia debido a que son a su vez corrientes físicas y aparncen en 
las interacciones electromagnétic::is y deoiles. Las cargas (ec. 2. i O y 
2.12) se obtienen al integrar la dLver,gencia de las corrientes. Estas 
cargas también :::e cc;cGn·2n y "'Cm independientes del tiempo. 

En 1964 Cell-lvbnn1 propuso que las corrientes que aparecen en 
los lagrangianos de inten:icción de los h3drones para .las 5fuerzss 
electrornagne1icas y débiles deber-ían dar lugm- a ca1-gas QJy Q Jconser 
vadas que cumpliernn con la siguienLe álgebrn 

( Qi, Qj)::: i E ijk Qk 

roi,oSJJ _= i E ijk 0sk 

f Q5i Q5j] _ , ,. ijk nk 
" ' - l " y 

con Eijk el tensor de Levi-Civita totalmente antisimétrico. 

(2.13a) 

{2.13b) 
l} '':),.,) 
\l..• J.J'h.. 

~n el modelo de cuarcs Qj y Q5 j están dadas por (2 .1 O) y (2.12) y el 
algebra anterior es n~sultc:idc de J.;:is re::ilciones de anticonrnutación de 
los campos de Dirac, es deck 

{W .{ x,t),\J/b.( y,t )} ::: Ó .. Ó b Ó3( X - y) . (2.14) 
ai J lJ a 

Las relaciones de canmut2ción dadas en (2. i 3) corresponden al álgebra 
quiral del grupo SU(2)L x SU{2)R. Para convencer-nos de que 
efectivamente tenemos dos grupos SU(ZJ, definí.mas cargas izquierdas y 
ca1-gas dered13s de la siguiente forma 

QiL = _1 ( Qi - QSi} {2.15) 
I 
"--

1 Ver por ejemplo Gauge Theories of weak. interactions. J.C. Taylor 
Cambridge Monographs on Mathematical Physics. 
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por lo tsnto 

[ ni rj 
" L , ..,., !... 

r ni 
l "" R. 

f ,-li 
L \"'C i 

1 ( 
4 

i ·¡.. l .. - . --J' ,-IK. 
- i ~ '..,., L 

(2.15} 

(2.172) 

n 17¡.,\ 
t..:.... - t :....¡ 

(2.). 7::1) 

rn5 i nJJ¡· 
L-0::. j.....:. 

Cerno i·JS .:u::t"Cs son m 3::,i '/C•s debernc·s introducir en •::::l 12gt~sngi2no 
f2.1) un térmir1::::· e>:tr2. Usu:!lrnente el t~t~mino de m2s:: es 

, . ~1J11I1 
¡·· - - ~ 

perc· e::te m ::::::: ir::::,ri:::r•te snte 1::, tr2nsform::·:i6n quin:!l, con lo cual 12 
. t . . 1 ( - 1 . ~. ' ' 1 corr1i::n e é>:lE=l .A...... ~·~. ¿. 1} ye nc1 ~e C 1Jíl5 1~r'.rér2. ;::.1 e>~1g1n1os gue e 1 

l:igrangisn:::· n::: r.ie1~d2 l':l sini=:trfa •Juir2l tenem::::-::: que bu:::c31~ un térrninc• 
~ - r J , 

ele m:::ss 2lt::::~;¡3ti·.rc. f,:,r otrn lad:::· esp·::rEr'ÍEmJs que 12s pertícul2s 
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formaran representaciones irreducibles del grnpo SU (2) xSU (2), por lo 
que deberían estar degeneradas en paridad. Por ejernplo, además del 
triplete de partículas pseudoescalares (piones) debería haber un triplete 
de partículas escalarns y los bariones deberían tenet~ compañeros de 
paridad opuesta. Corno estas partículas adicionales no se observan en 
la naturaleza, surge la idea de que la simetría SU(2) x SU(2) se 
rompe espontanearnente. El modelo a, que presentaremos mas adelante, 
permite resolver estos problemss. Antes de presentarlo quiseramos 
introducir el concepto de rompimiento espontáneo de la simetcía. 

2.2 ROMPilvHENTO ESPOHTANEO DE LA SIMETRiA 

El rompimiento espontáneo de la simelría esta intimamente ligado S 
con la dsgcn2rsdó;'"1 d<:'l vscíc. Si. el la¡:Tangiano o hamiltoniano es 1 
invariante ante una trnnsformación pero el estado base no lo es, entonces 
se dice que hay un rompimiento espontárKlD ds la simei-ía. 

Sea U un elemento de un grupo unitario gue deja invadante al 
hamiltoniano Hº, entonces 

[Hº,U] = O (2.18) 

Además U con~cta estados de um misma reprnsentación irreducible , 
es decit~ 

U!/\) = IB) (2.19) 
C=.lcul~m0"'. la eneq:i:ía de estos estados, 

E
8 

= (/\!Hº!A> 

= <BIU+HºUIB> 

= <BIHºIB> = Eb • 
Debido a este resultado tenemos que la simetría del hamiltoniano se 
manifiesta en una degeneración de estados. Pero, de manera implicita, 
usamos en esta deducción que el estado base (vacío) es invariante ante 
esa transformación. En general los estados IA) y IB> deben de estar 
relacionsdos con el vado por medio de operadores de creación a y b, 
rnspectivamente. Es decir, 

Como 

entonces 

IA) = alD> !B> = blO) 
UaU+= b 

U!A> = uu+bLJID> = bUID> 
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La ec. (2.19) es válida solo si 

UID> =ID) (2.22) 

Si UID) -::/ 10) el vacío 110 es invariante y ya no habrá degeneración de 
estados. Un::i. forma equivalente de expresar este hecho es que exista 
algún operador de campo que tenga un valor de espectación del vacío 
distinto de cern, 

(O liPID> t- O {2.23) 

Ouisieramos hqcer notai~ gue el hecho de tener un rnmpimiento 
t ,. ' 1 . ' ..... t •' ' ¡· 1 espon aneo de a s1metna en una eana c2 campo no .mea_, nos va a 
·~· t l . t' l't"' 1 ,, ',,. . perm1dr ener so uctones tpp so i on ya que a conmcton necesaria para 

que existieran era que el vacio estuviern degenerado. 

Un teorema d2 suma importancia es el Teorema de Goldstone 1•· En 
este teorema se demusstrn que el rompimiento espontáneo de una 
simetría continua implica la existencia de partrculas con espín y masa 
cero, llamadas bosones de Goldstone. 

2.3 MODELO a 

. El modelo a. para SU(~}¡ x. ~U~2)R { Sc~1winger 1 ~58; 
Polkmghorn 1953; {_¡211-t·/lann '/ Lévy l 9b0J es un morn~lu nu é:lbelio.no 
que consta de un isotriplete de piones 1r = ( rr 1,rr2,rr3} llll isoescalar a y 
un isodoblete de nucleones \lt = (p,n). 

Consideremos el té'!-m ino 
L1 = g\lt{ a+ iy5 I'7f) \J:l {2.24) 

El término (2.24) es invariante ante las transformaciones de los grupos 
s.u{~)¡ xSU(2)R y de paridad, si los campos CT,7f se transforman de la 
s1gu1eñte forma: · 

i) para SU{2) axial 

si 

con f3 una constante, 

CJ --ti> a'= a+ f3·7r 

7T --~ rr' = 7f - f3 CJ - (2.25) 

\Jf --\> W' = e i /'{3. r/2 W 

l Para una demostración ver Gauge Theory of Elementary Particles: 
T.P.Cheng & L.F.Li . Oxford University Press. 
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ii) para SU {2) 
u --1>- a' = a 

7r --;. JT' = 1r + a x 7r 

si W --;. W' = e iaT/2 W 
con a lll1a constante, 

iii) para la transformación de paridad 
a --~ (]'' :::: CJ 

1T --¡,. JT' = - iT 

si 

{2.26} 

(2.27) 

Las primeras dos transformaciones corresponden al grupo SU {2) 
axial {ec.2.25) y SU(2) (ec.2.25) respectivamente mientras que la 
tercera es la transformación de paridad. De esta última 
observamos que el csmpo r:r es un campo escalar mientras que rr es 
pseudoescala1~. 

Podemos hecer a u y 7r mmpos dinámicos si.rrnandale al 
lagt~angiano un término cinético. Además) notarnos que a 2 + 1r2 es un 
t5rmino r¡ue respeta Las tres transformaciones anteriores (2.25,2.26, 
2.27). Por lo tanto la expresión 

L2 = 1 (a (Ja (J' + a NB rr) + \/( u2 + JT2) (2.28) 
----=¡- J1 µ µ µ 

¿, 

con V un potencial arbilrndo , t=.mbién es invariante ante las 
transformaciones antedor2s. 

Con estos resultados llegamos por fin al modelo a 

(2.29) 

Por construcción el lagrangiano L es invariante ante transformaciones 
del grupo SU{2) y SU(2} axial. Las corrientes y cargas conservadas 
son: 

i} SU{2) 
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1 

1 . . 
- , . ,.¡· T' 1 l . = J .;,, . ....:::, ........ o csrg2 (2.31) 

1 ii} SU{2) e:dal 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
! 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
lll 

r Si .. 1 ,i 
) ::: 1 .f ;.: ¡'-\ fl - .' ' 

(2.33) 

l. 7 :'t .1) 
.!.... ........ ~ 

-, 
t.. 

entonces tenem:·s U!l mfrürnc .~:::) ¡:::-.t.:on.~1<:> 1 P'°',r<:. .::;~ + Jr2 ::: 111;;/\¡ \:'n r-1 
mínimo del poten:1sl, le::. c"'mp: .. ; ;;; -;,o ~.2- 2nul:::n .sim~lt~n·e~~~n~;~ 

. '• . ,,i, 
·r = (u~/,1 i" \ ; • . '\¡ 

(2.35) 

Según el teorem2 de Coldstone d·:::bido Gi r·Jmpirniento espc·ntá.D::-o de 12 
c.1'111r:.t1~1"'::: ""'n1·-,<:: =. tr=-n::.1~ 1,,.. .::ivi·"'.r"'n.~i:i d0 F""'d(.~1 il::oc: .--l,::; n1".::;.,. nul.'4 mu,:; Pn - ·- ~ ·- ~- -· - ·-· ~ _,, ____ , --- - --· ----··-- ~- --- • -- "J - -·· 

este CES·J '/2n :: St:! ... los ~·!en~::. rr \r vJ f1() h~br5 det:.s-:1er·2ci 15n de est.3dos. 
j ./ .1 ...J 

El espectrn de partf.:ul2s rnc·str::od sob b. :::im::-td'a del grupJ SU{2) 
(qui::: es el gcup:· de isc.esF·fn). 

'J. = Cí - ". (2.36) 
el '1::ilm~ de e:::¡::•::·:tsci'5n del v2cfo p:;r;;, e/ :::er:; cero. Con esta transl:!ción 
el campo ds D.i!·2c 2dquis1~e un2 m::-.:=:c! m, con 

.. ~ . "" (I 37' m ::: ('J.!.: = p."/A ,,,,_. ) 
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Cabe senala1- que de hecho este mcd!':lo es solo una aproximación ya 
que los piones tienen, aunque pequeña, uns masa distinta de cero. Por lo 
tanto se va a necesitar romper explícitamente la simetría quiral en el 
lagrangiano (2.29). 

El modelo Cl consituye una reaHzación explicita en téí~minos de 
campos del álgebra guiral (2.13) además de gu'3 ejemplifica como el 
rompimiento espontáneo de la simeti~ra puede resolver algunos 
de los problemas menciomdos antm-iormente. Sin embargo hoy en día se 
cree que la crnmodinámica cu3nlica (QCD) es la teo6a fundamental de 
las interacciones fuertes. En esta teoría los cuarcs interactuan 
intercambir..ndo gluones que son los bosones de norma de la teorra. Es 
impm~tante. hacer not;:w qu2 e! lagrangiano de ls QCD respeta la 
simdrfo C]:Jlrnl SU{2) x SU(2i y se cree que ésta está rota como 
resultado de un prnceso dinámico. 

2.4 EL MODELO DE Sl(YRtvlE 

. El modelo de Skyrme 1 es una generalización del modelo u 
presentado anterionnen.te. Este moddo uti 1 iza salo la parte 
escalar del modelo a . Skyrme notó que ai agrngar un término con 
derivadas cu3rticas en los campos apat-ecían soliiciones estables tipo . 
solitón qu~ el interpretó como bariones. 

El interés en el modelu d;;; Skyr·;y¡e ~·e~1rr¡:;ió en 1983 gracias al 
trabajo de E. Witten'\ quien demostró que el modelo de Skyrrnc puede 1 
rnpn:;scmtar una aproximación razonable para la descdpción de las •.·. 
propiedades hadronícas en el régimen de bajas energías. Das aspectos 
funadmentales son que la corriente topológica conservada se puede 
identificar como corriente badónica y quP. el solitón se puede cuantizar 
como fermión. El LÍltimo punto es particularmente interesante ya gue en 
el la.grnngiéinD original solo aparecen campos escalares. 

Dentro de este esquema podemos visualizar a la QCO como la 
teoría general, que resulta ser extremadamente complicada en el 
dominio de bajas energías en el cu::.il el modelo de Skyrme, como teoría 
efectiva, puede propordonar un puente entre la QCD y el espectro 
bariónico. 

1 T.H.Skyrme, Nucl. Phys. 31(1962)556. 
2 E. Vlitten, l\Jucl. Phys. B 223 ,422 y Nucl. Phys. 8 223 , 433. 
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Consideremos la parte mesónica del modelo a (ec. 2.29) 

L2 = 1 { a aa a + a rrB rr ) + V { a 2 + rr2) 
~ µ µ µ µ 

¿ 

e introduzcamos la siguiente restricción para los campos O", rr 

(2.38) 

va1ida para todo x y t. El C3ffi[J'.J cr dej,srá de ser independiente y será 
Lllla función no 1 ineal de les campos ir. El potencíal \! lo vamos a 
suprimir por ser L1113 c:::r:st2ntP. La condición (2.38) la podemos tomar~ 
en cuenta si combinamos los campos cr~ 'lf en una matriz unitaria U 2 x: 
2 de la forma ir'liJ (x t) . " 

U :: e · ' = ces rf¡ + t t · <jJ sen ~ 

Con - l"" m"~rirPc; r!P D8Uli' " -;¡; = (<¡,[ ,¡,2 dn3) ri¡ ::: ¡rti¡ l 1u.;; • w.1..1. ............ :,., ·-··-· 1 1 'P p ,'fJ , r , \f .~.p 

(2.39) 

rp = cp¡cp 
Ahora solo tenemos como variable dindinica independiente al isovecto1~ cp 
Los campos a, 1f qued:m exprnsados como 

a= e CDS cp ' 
~ 

ir= c q> sen rp • (2.40) 
~ ¿ 

El lagrangiano {ec.2.28) se puede escribit- como 
+ 

L 2 = c2 tr ( a U aµU ) 
-16 J-l 

!.J 

(2.41) 

con µ un indice que va de O a 3 siendo µ = O la componente temporal, 
µ =1,2,3 las compoPentes espaciales y e una constante por 
determinar. La traza es tomada sobre las matrices de Pauli. 

2.5 CONSTANTE DE DECAIMIE!'HO DEL PION 

En esta sección vemos 2 determiner el v~üor de la constante e que 
aparece en ei modelo Skyrme. 

::;2 

. 
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(~.':. 2 . .3 2) 

.. \. i ;) i '"\ i --. = J a rr ao rr 
L! !J /_! 

Uen2 el siguient:: elernent~ de rnstdz 

/ O I Ai ( \ I í 1· \ ' " O I ,.. i ~ i -, :.:: 1T" .n. / = '-. o üTf - CJo'j rr :J. , ·r· . . U L'. 
1 1 ' 

<Gicr:O,...= e ;::O 

y 12 ec. (2.43) que~::; c:·rn::· 
. " \ -~\ / ·" ¡ ~ - ¡ j j. 

" l..... i • ;. 1 ¡ j ~"" = i e r. __ r ,, 
,~ 2 lw. 

rij' 
() 

F'2t"':3. i=i el 1:::lern-:?~Jt 1:1 d~ rnstc~z (2.46) ~~· dif.~r~nt~ d·2 

h~bí2rnos \'i::tc1 .::~::2ric:°'!Tl·~n.te l~'::.2.J~3) est~J irn.pli!:::::: ·~t.:e 
es.tá espont2ne2r-r'.er.ti:: t~::.t'.2. i\dern:f: us.:..:2lmente ::e ciefir..e 

/ n 1 ;:,. : ·ri\ ¡ i .· 1 ·. . !=' : i 1 
... ....., ! •• ¡ 1 :, -·. t TT'~ t_fi. / = l J.. t.:1 Q ... r• , ·-~=-1! • :....:. 

!.. . 

:=F 
Tf 

(2.42) 

,, .·14; 
\L.'1 .} 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47} 

(2.48) 

Si tomamos 12 di'.'erger.cis de: b. e·:. (2.4 7), debido 2 12 conservación 
de 12 corriente 2~:i2l, ten:::rnc·:: que 

r, ....... - rn '- - n (2.49\, 
r¡sti'-" - •• 1 v - ~ . 

i-· '• 

Es decit~ le m:i:::::: de ks C·ic.nc::s e:: c:.::1~·:> ,_. ·Jienen e s:=!r los bC>:::on2s que 
1 , 

p!~edice r:;l teorema ·::!e Gddstcne. F':.1.!~::. chrle ... m:=~~= 2 los piorn~s 
tendd'amos aue ::Ereg::de el b<:T2n¡:;isnei un tffmino qt.:e !~c,mpiff::. 
explicitament~ 1::: simett~fa a:<i:::l. ~ ~ .. 
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2.5 ESTABILIZACiot'1 DEL SOLITON 

Desgraciadamente el lagrangiano (2.41) no contiene soiitones 
estables corno se demostro en ei capíl.ul_o anterior ( sección 1.3), por lo 
que vamos a buscar un termino que los estabilice. Si exigimos que el 
lagrangiano salo contenga términos con primet~as derivadas en los 
campos, los de menor número de der~ivadas posibles son 

L, = tr ¡a u+a UF v L" = tr{a u+a U)ra u+a U) . (2.50) 11 j1 , /1 ¡1 . µ ¡_J 

Podt~íamos usar cu3lquie.ra déi los dos p::ro la diferencia de ambos solo 
contiene términos cuadra1icos en las derivad=is temporales ~ lo cual va 
a ser crn1venientt=: ;:;n el mcme;nto de: cu;:,nr tz,~w. 

Poi~ lo Lar.lo tomamos L 4 = 2 
.T2-e:' 

{2.S 1) 

con e 1.r.v:i ccnsb=mle pee cietenninéw. 

Haciendo un pt>eD de álgebra escdbirnos (2.51) como 

L4 - 1 L rr1 ¡-i- " t r \J+,.,lJ, 11 [U-\-"J_jU u+"j_JIJ} - ---.~r .[l... o uu' o UJ o· , o 
3') ~2 ' 

l.. t:: 

{2.52) 

El lagrangiano del modeio cie Skynitt: ~ue:da entor.2cs como 

{2.53) 

y si definirnos lu = u+aµu podemos escribir el lagrnngiano anterior 
como · . 

L = -c2 tr ( l lµ) + 1 tr ([l ,1) 2 } {2.54) 
16- µ 32e2 l1 

Como vimos en el caoítulo anterior~ (sección 1.3) el teorema de Derrick 
l . 

nos dice qua sula puede haber soluciones estables para un espacio real 
de tres dimensiones, pero es justamente en esa áimensionalidad que 
queremos trabajar. 
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2.7 ANSATZ DE SKYRME 

El lagrangiano de Skyrme {2.54) contiene un sector escalar que 
describe a las mesones, pern también puede describ!r a las bariones 
como solitones de la teoría. De acuerdo con el teorema ds Derrick 
podemc,s esperar la existe;1cia solilones eslables p3ra este lagrangiam. 
Por otro lado, la teor'Ía de hornotopía estudiaáa en el capítulo anterior 
nos dice qua, para que una solución particular U = Ui:i de ias ecuaciones 
de movimiento teni:!& Uil::i enffgr:.J finita so reauiere oue U lienda a una 
constante cuanclo l~I -~· oo . P~demos elee-ir s'in falt~ de ¡reneralidad a 
esta constante como la unidad~ pm- lo que t~m~rnos que: ·--· 

(2.55) 

Notómos gue la solución U = i pa1-a todo i- tiene energía cero por 
1 1 l 'd ~'f' ' ... 1 j' ·~ (? -5) ' d' o c~t se e i end 1ca con e1 v;c1c1. L.4 con; rc10n ..... o , nos m ica qu2 
para tanar en2rgfa finite una configLn-ación de soliión deberá tende1- al 
vacfo cuando lri -;, co. Ahora bien, como a todos los pt!ntos del infinito 

1 
' 

1 
' l d lJ ' . 1 t' ~. ' se tes asigna e1 mismo va or "e e pooemos ic ~n incar10s cerno uno 

solo, esto nos DGrntilE: idt::nUfice:w al esoacio real con la 3-esfera S3• De . . . 
• , t ,..,. 1 • , ' " .. -. .--~ ' • 

63<.o ííiénera UJ!Ci s01uc1ui 1 f-'dn.1cu1a1· u-: ~ue cumpla con (L. • .'.2.JJ oa illgar 
--n ro¡ 1 f'l) e . .. ' ~ ' t ' ;::, w.i1 wc.pao ;:;· -~- ..')u\.t.'.. • orno se v10 en e1 cap1tUio an enor, este mapeo 

pertenece ó la tercera clase de homotopía (ver ec.1. i 1 ). Por lo tanto 
para el lagrangiam (2.54) podemos esparar solitones con número de 

1 ' ,. ' 'd 1 • U r• · ,. " f'evo L!crnn que c01nc1· ::i con os enl.eros. na corn igurn.c10n con numero 
de revolución igual a uno fue encontrada por Skyrrne usancio el siguiente 
ansatz: 

(2.56) 
U = cosF + i r-r senF 

Con este ansatz: el isovectar t:P tiene dirección radial y su magnitud 
depende solo de la distancia al origen ( e.d. del rndio). Este anasatz nos 
asegura que U{:<,t) cubra totalmente a la 3-esfera S2• Por lo tanto el 
rnapeo del espacio real al espacio interno puede ser no trivial. El 
objeto qua resulta de este an.satz tiene una estructura geométrica 
peculiai~ (ver fig.6). En cada punto dei espacio, el vector <?J(x) asociado 
está en la dirección r-adial, siendo el origen el centro del objeto. Es por 
esta estructura que se le dice al ansatz de Skyrme el erizo. 
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fig.6 Ei erizo 
"' 11 ' l ' " J .l' • 1 

• J' 1 /-\nora nos IEH~o \."ie1.er-mH~;r qLB tipo np r.rinmc1ams aeoe cump ir a 
función Fíd. Corno quen:;mos qtE: la soludón sea de energía finita U 
debo da sar constante en la frontera: y por lo tanto F{r} debe de tomat~ 
valores rnultiplos de Jr~ 

F(d --r-rmr si 1'--rt.ü {2.57) 

Por otra lado el origen espaci.al (1~ = O) debe de ser mapeado a un solo 
punto, por ia que tenemos de nuevo la misma condición F(O) = - rnr ( n 
entero ) . Para que el mapeo no pueda ser defo1'macio al mapea tri vial 
escogemos valorns de n,m distintos. En particular tomamos m =O 

F{O) = - n1t y F{m) :: O {2.58) 

2.8 CORRIENTE Y CARGA TOPOLOGICA 

Ya en al capítula antedor hsbíamo.s estudiado el tercer grupo 
homotópico (ec.1.11) y es el mismo que corresponde para .el estudio del 
modelo de Skyrma. La diferencia con el ejemplo anterior (sección i.6) 
a.s aue ahora vamos a traba iar con 3 v no 4 dimensiones espaciales )' va 

• ..,¡ .. " J 

no son las co1Jicianes da frontera las generadoras cie la carga 
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topo1ogica sino el mapao de todo el espacio. En amlogía con la 
ecuación (1.60) definimos la cúrrienle topológica como 

Bi1 = Epvaf3 tr ( 1 l lr.) 
24 n1 11 ª t-J 

{2.59) 

Esta corriente s2 ve, conservar, lo cuai implice que su divergencia debe 
set~ caro. Tornarnos la diveq;;-=ncia de \2.59) 

.... Bl' - .. ,W.!li{J .., '·~ ( 1 l 1 ) ü . - t () Ll ~ • E 
fJ 2 4 ¡¡.Z- /1 V a ,. 

y nolarriOS que él lnU = U"a u = u+a u 
¡1 i1 )J 

Usc.mos este hr~cho v la prnoicdaó antisime11~ica ciel tensor ~ para ver 
que 

., flVO: 81 LJ1JCt."¡1) n .., • • , ,., 

o t: · = t:· o o mLI = u µ ¡, /1 )l 

Por lo tanto llegamos él ~ue efo::tivamenle la clivecgencia d'3 la corriente 
t.. , ,.. • , 
1.opo10g1cñ se anu1a. 

Dado aue los so1itones serán interpretedos corno bar-iones la corriente 
t.oüolóÉica Bl1 es léi coLTiente bariónica. De esta coffiente obtenemos 
ur;a c~rga Cvíl3er-vada au2 ss icient i fic;:i ciJ11 l::!t 1 iÚiTit:n:. bsrié.'licc y 
pm~ lü cual tenemos gua, el modelo da .Skyrn10 ~wedice la conservación 
,fa;J númsro bariónico. La c;:,rgEi topológica B la oblenemos ai integrnr la 
corriente (2.59) sobre todo el espacio, 

() . 
( d3x of'B ::: - f d'\· B.81 

\/ . . V ~ 

= - ( da. 8 1 
, l s 

= íl 
y por io tanto la carga béiriónica es 

B = f d\: 8° = constante en el tiempo 

8 = Eijk f d3x lr ( 1.1.1., ) 
-2, •> 11k 
~ /¡" ~ 

(2.60) 

Ahora vamos a calcular B oara el ans.:itz de Skvrme. Si usamos 
cooi-den;:¡das esf eí-icas y la propiedad ci.élica de Ja tra'za tenemos qu!? 

Eijk tr ( lil{lk) = 3 ti- { lrleicp - lrlq}G) {2.61) 
.., 
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con l =U i"Ó U 
r r 

Ie= J_ u+aeu 
r 

! 

l. tT" t , 
.1 o .iU 

~j 

(2.62} 

InL«0du~imos él c,nsatz d;; Skyrme (2.55) en f2.61) y obter.emos 

y 

t.r r l l .'11 1) = \ r ti rp· 
r· 

tr ( l 1 , L,l = - 2s2n~F F" 
¡- íJ, U' . r· 

001~ 1- ~-·-ro l .. -- n 'i 4 
\ 0 .. --r- cl~·fa r·or-L U LrOI h.- Cl t:::\...... l ¿ .1.. .L 1 !.1Li~•.1i:·.\ Llr.:tu lJ 

i i k t [ l ' l ) 1 ") .,,~ ,..., 
F. ~ r . i 1 : I· . ::: 1 ¿ .sern~ r 

J' ~--

Con este i-esulL~cio lá cat~ga Lopl6gica (2. 5lJ} es 

8 = í dL JQ .S6ii~F F~ 
·::-;-·-1'\ ~ 

¿ 7[" 

{2.63) 

{2.64) 

'"" ' • -1 ' • t ' 1 • .. , • l . . . 
Ucüluü i'i gue E:L ime~rm1nc,. n;) OEne oa!:,e11ue11c1a anE111ar: a mte¡:ra1 
ñi1;:;;Ja1- nos d;:, ~ ¡¡ v la E;. ;2. 651 ,·¡,;.:;da como 

~.. •· ' . . 

Si esco;emo.s 
bariónica es 

8 :::: 2 Í di- sen+· F; z __ , 
r [m j 

J dF sen2F 
,., 

B=-"'
rr ,....('"') r .u. 

y 

J 

...... '"") ¡· liJ 

B=n 

:::: - niT 

(2.66) 

l legélmos a que l.:.< carga 

{2.h7) 

y .:; qu"' est.5 cu5ntL::ó,já, .s•~ri & nivei cl4sico. Este 
out: el. .skvrmión posae ornoiedc.di::s caracLerísLicas 

resultado nos indica 
de las oartfcu!as a 

' I • L ' J 

u;:,s;;¡~ de mm no ha sido cu;:;ntizado. . ' 

2.9 ENERGIA ESTATICA DEL SKYRtvíION 

Estamos ir.teresodos en ;;;ncontrar la energía en reposo del soli tón 
del modalo áe Skyrrne; Con eslt: fin consideramos la ec. (2.54) 



L ., . r l , IJ } 1 l 'r, • , ., ' = - e- tr . i' + r ( l1 .1 1 - 1 • 
fi) .Ll 32eZ (1' V 

P 1 
.... t"'' ' d . d t ld ,, , ara Ui\ó som::rnn es ar.1c:a ia en va a empara e u se anuia 

(2.6Bi 

Para determinar le. energfa pdmero calculamos el hamiltoniano, 
este as 

l-i == :Z o.a. - L 
' L 't 

pero q = o0U = O, poi~ 1o tanto el namiltoniam queda como 

" " . ' 1 ' ) ' ~ ¡r• l l"' i n = - e- r.r \ . t: - 1 1.r . t i. 1 • _ - , 

lb- 1 1 ~... l J 
,;l,c'..8" 

(2.69} 

Introducimos el oil3c.Lz. dG s;wnne (2.SFii en la ecuación antericr y 
usamos los siguientes resultados 

i) 

y 
i i) 

t { l .. , . ' , ., l ... , ... ) r . ''/ :: i:r 1 1 .. .., " - + 1 . '" 
1 \ r tt cp · 

tr ( l Z) = - ;~ F' 2 
r· 

tr ( 1 lel le } = tr ( l lrPl l. ) = -2 sen2F F' 2 
r r, ¡~ t, m 

. r" 

tr ( l l 18L. ) = tr { l l l ,J ~ ) = 2 sen 2i=' F' 2 rr ti l~rww . . r-
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1 
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1 
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E• h "• ' ,., r <"'\ -1 1 .- l 1 J' .-1 amw.onmo lt..ü':"J/ n0s ve. 1;; .:.r:.;Etü en !-2poso U'!t ~o_ürm. 

Haciendo uso de los rnsuitados cinLeciores escrioimos lu fC!IY~rgía en 
reposo ec.(2.69), que r.-0 es más que la masa, como 

M = H = 47T J dr r2 { _c2( f ~:! + ~2F ) + ..§i!I_::[ < ~ + 2F' 2 ) } 
O ·~ r'> r; r) r¡ o ¡-u ¿¡-~ e~ r~ ? ? 

{~ .• 7 ,.) 

Parn enconti-ar la solucüfa de mínima energía calculamos la variación 
funcional de M 'f' exi¡:::imos mie se anule. e.d. Ó.-. tví ::: O . 

-' 1 • r 
..... 1 , ' ,,. ' ,.. • 1 \' d d \ < ' 1 f u1 genera1 ia vanac10n ae un ru¡1c;10íE1 ivl , on e 1v1 es ae a orma 

M = f dt- G (1-~Fíd,F~ \di 
está dadc; por 

J ..... tví = f dr { BG áF + 
r ~ or 

donde 
óF' = ó( dF) = d éF 

dt- d1-

ac ó?') 
éiF' 

{2. 73} 

Si integramos por partes el segundo término de ia ec. {2. 73) y usamos 
que l.:, variación cie F sobre la frontera es cero (óF = 0) llegamos a las 
ecuaciones de Euler-Lagrange 

ac d { ac ¡ _ 
aF - ar <rF1 -

0 
(2. 74) 

Identificamos a G c:on el integrando de la ec. (2. 72) y calculamos las 
dervidas funcionales de C con respecto a F y F' 

aG _ c 2sen2F + sen2F:_ ( ~ + 2F' 2) + se11~Fsen2F 
BF - 4 2ez r:: 2e'T~ 

{2. 75) . 

(2. 76) 

(2. 77} 
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c2e~sen2F _ sen2Fsen2F 
0 4 r~ 

{2. 78) 

E.sta es la ecuación diferencial que debe cW11piir Ja función rnáial F del 
sky1mión con las condiciones de frontera F (Q) = -1f, F(ro) = O. Esta 
ecuación la podemos expresar en términos de la v3riable adirm:nsioml 
r' = act~,. 

sen2Fsen2F =O 
r"" 

(2. 79) 
El comp.Jrtamiento de esta fllf1ción se mu':!;;;fra en la ftg.ó ( Witt.en ,83). 
Parn determinar ei. comnrn-tamiento asintót.ico de <2. 791 solo debernos . . . 

considerar términos lineales. Estos ci.n-nplen con la ecu:1ción 

(2.80) 

(2.8 l) 

El valrn~ numédco de la masa ciel skvrmióí1 (eu.2. 72) lo calcularemos 
en el r.róximo caoílulo v en lugac ·ele resolver- la ecu;icion (2. 79) 
n111Tied~ament.e utilizaremos un melodo variacional. 

Pm~ u1Limo quisierarnos brevemente mencionar que si trabajarnos con un 
grnpo inlr:r1-.0 rn;,(.:; gr.snd.s ( pcw Gji::m¡..1o SU(3) ) ne.ce<sitamos tomar en 
cuenta el téi-mino de 'vVess-Zumin0. 

2.1 O C:L TERMINO DE Wt:SS-ZUtvLíNO 

El lagrangiano áal modelo de Skyrme liene una simetría discreta 
adicioriál aua no se observa en 1Ei r1áturai.eza. óaio una transformación de 
oaridacl P ios oioi'lE:S por Sfr pseudoescr.i1ar-es deben transformar'Se como 
• ¡ 1 

Prr(x~t) = - 1d-x,ti (2.82) 

Er, el modE:lo de Skyrme esto se logra definiendo al operador- de paridad 
como 
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P ' ' · ~ ' t r 1 
' 'lJ ; X --r - X, t. --..- ,, u --,.. (2.83) 

+ 
Pero el lagrangiano {2~54) es inviélriante ante x -~ -x, t --;. t y U --~ U 
pvz~ separado í U --;. U' es L:i transformación de conjugación de carga). 

Como el decaimiento óe dos kaones en tres piones 
,,+1,.- -j- D -
l\. 1'- --P. 1í 1[ 1[ (2.84) 

no s.stisface l;:,s tres simatrfas anteriores por sep3rada, debemos · 
,! • t , d 1 ' ~· , t ue ev1 ar qua ei mo e o ae .:::.icyrme 1as enga. 

Witten 1 prnpuso intrc.ducir éli modelo o-? .Skyrm2 un término extra que 
rn111pia1~a con ]a simet6a m deseada. Lo inLeresante es que demuestra 
qua este té.rmino es único si uno se restringe al menor numero de 
d2rivadas Dosibles. Ei lérrnino exLt'a se le llama término de Wess
Zumino ya' que es igual al encontrado por Wess y Z.umino2 en ei á1gebra 
de corrient.es. Este tíE:'mim tiene cinco matrices inciependientes que 
anticonrnutan. Como en SU(2) solo hay tres maldces que anticonmutan 
el termino de Wess-Zumino se anula. 

'í' 
o 2 " 6 o '° 
·r,,-n-,,-r~ 

F 

oli...i....L.t...Lu-L..L..LJ....J.-L.LLLlLI...LL:;:;~r;:u::r::d 
.5 2~ 3 

r- (.\-m) 
fig.6 Comportamiento de la función radial del sl<yrmión. 

1 E.Witten, Nuclear Phys. B 223 (1983) 422-432 
2 J. Wess y B.Zumino, Phys Lett. 37 B (1971) 95 
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CAPITULO 3 

INTER/\CCIOf"~ CON 

EL CA~~APCJ ELECTROrv1AGNETICO 

En est~ cJ~1 itt.:lc· \(SrrL:~-:: 3 ·.:::~.:;.~·:!.~:~r 12: iri.\1cr·isn·:i3 del mod·3lo de 
Sk?rine ~nt·~ lS :~~::~~f1:,~--~-:;;c~Sn .:~l ,SJ't.'.p1J f_)(l). Pc\::.ter~ierl"'!1lente 
i ne~ ··.:·pc,1~aren~ ·:15 ~ l ~ ~~Irt FC· :~ l ~ :--·=·~-:·1~~r~.~ti 1:=: ·:1 p1

:
1r med ic1 de un2 

lre.n ~-fc.1-~.:1:~: r; de !'1:-·~_,rn.::! / .:~ ~cL:l.31.,~·!~·=':: l:: i n:::i_rs·::;:i é1'n ~ l~·:t: ... cn13gné'"t ic:! 
ds l·:-:1 ~· pi 1J~t 1Js. 'f::::rn~·i~n iI'1L.,·: 1d~c·ir·~rT1c1 -:: U:l.J::. ·:s1--i::~:1l~s ·:1:1l·:>:ti'.'~5 que nc1s 
r.¡::.,-,o¡-:::.1-=:n "< i cl.··• . .-n·n; ,-'.n ,:;.r, >-r·,i· '• i "C"! .~\ l'~ne i 7;:-,1-:::.rnr•C. j"':"','.Jf' <íl f i' l,l,'"\ 
s-1¡_, .. -· -·· _.._ _1-...._ ••••. ,._ ........ ~ • , ~-- --·-1--~--- ..... ·l--· .. -·~1,, l.,_ 

c::J cular~:::1no·:: '31 c!~::.::irn i ~;-;·_·:· d·~ l::: ~.>:~rti:::~l= .:.: l t 3 eP un pr~ot6n '' un 
fot6n, \1 ,?l !::fect·:1 :.=c:imptcn ·:Í~ l·:,:: ~-r~c·t·:>n:::s .. 

.3. l 

El mx'.::k· de .3k".Tri::: c:·r:·::e1"'.·J sdem2s d::= i2 CDlT~enti:: tcpc·lógiC2 
ls.s ':::·:Jrri·::mt•:::s L'::L;::,l:::· ·:!~:-i''::::k5 ::!2 l::·:: 5imetri'::o:s del l:::gr~nt:::m p::-r 

P:::wa UDS t~-::::n'.:fcnT12::.:::n +,,,,-l.:; .::.\ ""'mno f J "ari.:i "'ll Al l ,,.. ,.-l,:o <c. 
--~·-· .... ·-- --.. •¡:- - • ·-- .... ,_._ .l --.)-

lff1-3.d2nte ::::! bgi-angism de Sk:/rms b ·==·n~ie:ite d·:? Nci::the1~ ssocisd2 e:= 

5U .l. .q 
~- ' 

..l.. 
óu· (3. i) 

n = ( r-1\· F1 

-= .1 ~ •. -

V:i.mos = estudisr 12 in:..rs.1~ianci.:: c!el me.delo de -=::.k,,~m"" ¡.....);. ... ante la 

l Ver~ Apenc!ice B. 
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transformación d·sl grupc· SU!2). El l:::gt-angianc• de Skyrme (8c.2.52j e::: 
im1ariante ant~ la tr-an::fonn2ci611 

" r 

U --1-- U'= LUR 

rl [ J --l> ;:.1 r 1· 
~.u-- -" .. u.._¿ 

.;__ 

[_J UR-t 
.u 

-->- l ~ = U'· 3 ;_p = K:_i '--- .. ,. ;: ·~'S":. -1 
JJ Jl ,...... . ...... 

= RlJ;..a UR-1 
,, ,-

qt.E: ::.l r::-::li::::t' l:::: ::-21::::fc.nr.::.·:iS1 ::n~=:do1~ en. 

l 1 /..! ": --
; , ,- (2.52) 

con V '/ .A rnst:-~c:::::: de ::3U(,~ 1 . L..:1 ~r:;n~fo;-r:i::::i·~'.: V d::? ~3 lrl''Eíl'isnt~ ?!l 

:;~~~o ~:0is'.;;s~ ¡,;':'~}~1t (~~ ~~e 1 0~~t~fl ~:;~~r~!;n (~~\~~~~'~! ;~ii-: l 
t'""f H 1JLH~-i~,! ¡ ~1 

• .-1~'"" lt·· ::,r¡t.=:ir··irJr 1 '!:~···..-11-,-: .-ni::· .. _::¡, n""'l, ...... ("~c.¡,- 1-!1:1 -.(.¡·, 1 (~711.:: c-..... n.-:c..t""'\!.;3 
'."-"- i.-r -· . .:..--. • · ,,.. ... ..... J....... .. '·-···-- 1-·'- -- ···----- -- ·--'/ .. ~ .... -•·--~ 

isoe~nin '.' 1:::rcE! J>:isl r:::::r:) rT:~ ~.'3!T1·:·5 3 :.;;J}:::r uns ·:=::::r:~!'1 13ra·::;i·:'n d2 r- .. :J • :;:¡ 

Est2dc,:: i.:1=::-tfc!.!lC!s e~csl?.re~. -4-t-- :.:1 ~,Eu·:k:·~~·:::l2r'es · debidi:1 31 
' • • .-- ' • ,.. .! • 

rnmpim1entc, ::::pc·n~::::n:::c· cfo 12 :;1m:::fri::i ::>:131 qu::: .::,-:;: intn:·ducid:· de Ltr13 
m:::incr.'.'.< rn,. U\l C::'.l"íl·''];:. en ;:.".:t;::. n-¡,-.,"\;::]r. ·-··-· ~ ... · -·· ·r·- - -- - ···-----· 

3.2 

E<.:tcrnc·::: i::i:-3r·::s:::-::L:s en ,::::lc:_:l::!' 1:: c:·n-ieme '.1:::dc1ri:::l c!ebíde. ::: 12 
tt~sr.sfonn 3cfr ~; 

U __ ., U' vuv-1 

E'.:cribímc·s _ 

(3.6j 
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con E un p?:ir,trn.=t1"",-1 r""\,-1)\·'::J =ntr:. " (_.l uns rnstri:: 2:<2. -· ......... ___ - --· ___ _. ... - ) Psn:: una 
transformsdé~11 ir:finit-::s:ims.l ti::nernc·::: qu·::: 

r¡ l . r ¡- '¡ l' I¡ ¡-:- . r (-1 ' ¡+·¡ º'- = l ~:: i l,,,.} ~ - j \' ·_L_ :: l f: L ~ ''--· j (3. 7) 

asu:;iad:: 
(3.8) 

r .; f::..r., / ~) '¡ 
- ~---• ...... •L.. -J 

h3," 1JL!::: ten•3r ct.;id.~d.:1 ::ii m·::rn1:::ttc, d:: t<J;;J.~r l:::: \·3:-i::·:~f.n 1: 1::1n 
a¡}J 1y5 que lo:: ~frmi;¡::.s n::: :c.;:;¡-,;..:::::r .. [_.; e·::t::: d::::'.s F=·:~ 

-f. LJ .L 11 
~, ( l J. ( l:':i ¡ 1 ' .'.i,, l J) 
-'..l.- --1_!..I_. V- • 

.. -. - ,-, •. 
. L.~L._i 

~ 8 ~_; ·.: ¡~~ ¡_¡4- : 
/• ' il 
-· 1'-· 

...... +~ ,.!_!¡.-+·- .•. _-.• ·._.·1+._1 .,.,'! + .. ,. ::i 1_1 rJU::" '-1 ::' u .L ~ ,,.. Uc·-·u óU -
1' ~ I 1 

1 ~/ 
¡~ J~ 

;;:., i 1' ~í í.~ 
.J._ --. L~. 

-~. 1 ! -
!' 

.-.::::. i_¡·+~_' ¡ 'í r+.,L:r ¡ 
l - 'J _! ·:' j ,._ 

li ¡, 

.. .., 1 '" "'\ ,'.:' l !¡' ¡, "'\ ¡ l ; 
-.J • ._1 . "::' ' - ~) ·-· ~ '- ¡ 

~ I 
[3. 10) 

Surn3ndc 1~~ e·:~. i..3.9~!·. \' 1:3~10) ll·=-·r:::1T:c,~ :1 

cc,r~~i~nte v:::·:tc1r!=! d::·l t~1:rni~c) ='~!3!-ti·~C.1 
::::: 

;.\ 
~· l ¡ 

¡-· 

(3 .11) 

La :-c·rden~e tc:·:::l 
ec. (3 .11) 

·:·:ms~r'.'s·js 1 __ l:i ::•..:ms :J.:: 
lj 

la <::·::.(3.8) y l:i 

(3.12) 
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(3.24) 

(3.25) 

La primer~ 1~ 1Jntribu,:i 15n 
~r.r-¡'...; r,~,.,., ::.nf -. 1 ::..-. / .::: ;·1 e ~~e ... _·¡,. .1;· ..... .... '::' ._' .......... .:.- .. ._,.._.i ., ls '.::.:¡::..1nd::: ·::l 2::::~·1:::-:-',i:::Jt: .J:::l ·::::ompci .:'.\,, ::en 

.. 3 .. l j" n:i::~L!"'":l~ ·~LE: l-3s ctr.s::: n·:1~~L d~n 
té~~minc·s .::i ~e.gund·:· 1:1 r·~·=r. ·~r-: l.::: ·=·:insts:1te .r-l.::; 3cc·pl::?ni~nt,:·. 
lsg1.,=.ngisnC1 (~ .. 2-:;,:. le· r·::~:=·:t·it.:rn·::: ·=>~:::·:· 

•.! 

El 

{3.27) 

1/ 'I ..;_ _;_ _;_ , + JI 
iv! 

1
' = __ L tt" ;:,3"1_1' [Q,i_i).~ ¡:_¡ [C\U! - ·~,,U' [C),U] lQ,U ]2 U) ·- . 

i- 8::/ .t. ,-· ( . .:L28,1 
Ju.nt2rYio ks :··esult:=.:·~Js d:: )3 e·:::. (3.22:; ',' ::c. !3.26) llegamos al 
mc·delc de Sk/t"IT'.e ·::c·n 2ccpl:!1T'.i::r:t'.::· >::le:::t:-·cmssnc:ü::c· 

1 \/e1~ a.péndice O pa.ra las c!e:.:!u.:::cicnes de este c·1pftuio. 
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cc-n 

con 

1 
,u - = Lo + A J' + /J 

1 
e !:i _ - -

F =oA-2:\ 
IJll u !/ !.1 y 
l ¡ 

i¡ IJ 

'\ A (N - n1 ..:. A. ~·'""~1i •· 
i U ~ :_~ ...,J J ! ¡ JI¡ • •· 'LJ 

l ' ' 

u1' r. .... · 

3. 5 INTE.R..~CCLCN DE LOS PIC1NES CCll\-l EL 
C.L\L1[PO ELE1='TROt\i!.A.CNET'.1:::0 

(3.29) 

(3.30) 

13. 3i) 

El lagr"angi::nJ ·:i·:: Skyt"me puede de:::::dc·ir !T1e::c·nes o b2rione::: 
dependiendc1 de 12 rep]"e:::ents·:::i.Sn ·:;ue h::g:Jmc·s d~ l:.~ m::itri: U. Un9. vez 
conocido el i::grrngi3m cc•n E:-:::<:.:rl::n'.iento ele::::ti"·:·magnético podemos 
determinsr 12 inte1"sc:::'.611 de les fot:rE:s \'2 sea C:"J'.1 les mesonE:s 1::: lo<: 
bariones. Si p;:,rt:r:x:;s del lsgrangisilc -(3.29) y us::mos El modelo 
esc::ilar lo que '/.3n1·:;:: .::i tene!~ e:: la inter2cci6n ::ntt~e ks pim::s 7f y lo<.:: 
fotcnE:s y. 

Es~ribimos a U comc1 
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IJ= 2 (•7+ir·rr) (3.32) 

c;on r las rnJthc·:::s e·:: Ps·~li., (! se de~·e Fe;;12:::1· qu-::: est2 
multiplic::id::l pe:· l::~ m3t~··i:: unid::d 2:.:2. 

Le. crn1dici6n U'U = 1 d~ lug:::!· s '.7~ _[_ :rt;; = ::;;,: 4 , .:xm le· -:u2l e 
c-:1inc!de con i::: ,:;.:·rt.::t~ntE- ci~ d~c~:irr1i~n~:, dc:l pH:·:i. 

Vamc;s ::i /--:i ~ -::\ - . - :,_ 

siguie1\tes 1·2sult:ld::: n:·s sffir: de '._1Uid:::.:!: 

/• 

b) a 1 r+ [n 1 n = / { i ;¡~ ,, u--· ...;.1.-J -=- \ ,._ ,¡-
; ,,,t. J._,, 

Para j L'" tenemc·s 
1 \ 

Si definimos 

~ w = 
.• ) ,'J. 

= 

..L • . J '·\ 
7r = !. ( 7i + i :rr",i 

2 
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{3.342) 

(3.34b) 

(') -b-· ..., • .:J ') 



1 
1 

,.,._, - - i r 1-.• i _ 1· ~;; ·1 
lL - .:... 1. !! ¡ (3.37) 

llegamc's a V2 
r;:i + - " - +¡ 
l'-' TI' 1T - c. Tf 7l' µ ,u 

(3.38) 

CC'!i lc. cual 
;Z :i.JJ -

.J ll; -,-
1 oc die·"T::.m::.s ,-J.::. Fe· .. :~ .. _.rr',,3.'l l1_:s "':r .. ..i"'-'"".'1>··"'· ,.,hf.:o"·"''- ,--l;,,,,,,••c:.n10¡·1t;:.. dol .i..... -· J. 5 ....... - ...J- • _ - r _ _.._1., __ ----··-l _1 ... .i. -----~··-. _ .... _ 

1- ..... r-ngi';:¡nr rlo in.f.::.1-0:-.. •,~i.~n i·.-1.::ont1'f"1"''ºrr'\•'"'"" .~ ..• ,,,,.;,,. li1·¡.:;<=. ;::-,+.=1-r.q .~r.n ].::; -dE::· e ~ .. J .J.- ...... - .. ~--............ _._,,.., .. _.._.1.~!-- _ ---- --· --~~. _., .... _ .... _. M. .... J1 __ 

funcién de on:i?J c:.1"'r:::::;:x~;r1Jienl~ .. =~ '.'ªrti.:.:: 2c:1 13:= f;:;ctcires de 
momentc· ~J lss ::.;:'.:t.:r~~~~· .. 

y {";( dQ) 
t.-' • .. 

\j2rr.c1s 5 T_i·ssr 12 ·:>:,n·-.:enci6n d-=: id .. ~ntif i.::~=::r 3 12~ p;::,rtL,~ul~s entr2r:te:: cc1n 
sigm n·::5:::ti' 1J en l:: e:·:pc:·r::::r;ci::.!, mi·::ntr:::s qu::: ·12:: s::-li.::ntes c:0n signo 
po:.:ltl\r'C. 

~i ::;_~~titui:T1í:~ (3 .. 41) ~n (3.39) c·bt~r.r:rr::':: 

f ¡,.., 7 
-&·' 

e---· 
..J.L 

·- 1 1 \ /-', w 11 
i_-J. :. - ; 



Del di::grams pc·denv.:::: c~::er131- c;u~ l::: !ntt:cJ.cd6n ·:;LE? de::ribe e::te 
término e:: la ck~ de::: pie·:-.::::: ·::'n un f.::>tb . Un:o · .::\~ ls::: p:·:::ibles 
intP•T•l";::.t~rinn:=i'~ e:."' l;:; .~1-1q•1i l-::.-1,<=.n ,..;,., \·~ n· Sn .-.1c.¡t11•1; ~'r" ••1-~. ,-,:::.-'.:lti\,r, _ .. r - :::1 ....... _ ·-- _ _. ....... .:::1. l _J._._ ... _____ •• _,_ .J.~· r ~- 1 • t· -- .. - ....... _. · ,_,, ·- · •-b- · · -
d d 1 ~ • " . l .. ,.. ' ,.. 1 . ' ,, 1 
r an .Q _ugar 3 un YiJl.':m, perc csmc·1En p::.:r1::: S·.::'1' .::: ~es!ntsgr2·:i..::n ce un 
fot6n dando lugar :::. do::: pic-n:::-::. •=:-::r:-.c :: l l.:'.gr-:::ngi :'.n:· e:-:::: in11sd2nte snte 
la l:ransfonn::icifr, c!.2 ·:·:•nit•P·:i671 d:::: :::'.-¡:::: c.:.dcrn·J::: :::u::titL:ii- :::] [li6n 

, .. : .;::· -· l. ¡-

nsgati\t[' p·:1r su ~ntiF1.3rtÍi:'Ji.::: \ ~lL~n F=i::iti· :r '.'~~-- l:: ~!':t~~~~-·J,::.\,:'i·=·T1 c::inlC· 
la d13 un pión r:.:,;i. un f.:.t~·:~ . . ·~: jt...:::~:::.r-:1·=~ i:i::= di:l~c:.!2!::::= de~ c··:t~ tipo 
tendrí2rr:c::: l,J ~!F::::·~~i6:1 ·::lc,~t1"':r;~.::~n·it:~~= ¿¿;:, ~:=:: r:~=·::·~-=-

i) r 1 

¡ l 

--....... 'fr 

r. Q 

ng.'-' 

(~ .42) 



1 

1 

j 

1 

La fig.8 t"•:::presenl':'l i:: int·2:--:.:;cciCr~ ·::1·2 :i:::.: r·'.·~:1~::: ·:::c•i: cl•JS fe.ten::::. El 
f::ict01~ de dos e:<tt~a es d:::bidc· .3 1~l!-:? sl multiplicc::!'." k<::: de·:: fot·:me:: ~n ·:::l 

· lsgrnngi2no h:::y dé)':: términos pc:,sibles q~1e repr·?.::::ent:m s Lrri f·::tón 
i:::.nft .... =r+-c.. ri.-!ri 1rn.""'\ --:'."'ll;r:::n~=., ¡:;¡ ~;;J...,.r~rri.::\ -:-~n+:::lrinr r¡r¡,.::-,r~.:::1 l"'r..r,rp·-=~nt:\r"' 
-• _ .. L -· ''"- _,_., o,..i.¡ 1- --·--· ·--• -- --~-r:._- --••- -• •.- .. --·~ •-•_._.,,__ "-r~ --- 1 ·--• 

din~ct::;.mente un. prn:es:: de d1pers1Sr\ ( ef·2ct·::1 1 :::«~m~·k1~,! ~ CÍ·?.bLcb :;, k C'~sl 
a \tece~ se le den·:'JT~ir"!~ ·:c:1rr.·J t~r~n11n1:·: ·:k~ c.jn::::·:tci. 5·~!""'Í2 de interés 
!?Xtt:r;:iet" ·21 pr·?.5·2!lte ¡¡,:::iek :::l. ·:::3':'.J d-2~ s.:--u~? S~J(3), en c~y.J .C3SD 
nr1dr·1~q1t-,.::. r:.·~r-,cl'"'·~'-- 1-..~1.= .:::.~1 ~il .-~,-:-~·-1"":--,~~·"i:: ... i.-_, i':. ri ...... u 1rr1,-1 d-=- lr.'= nlr:no:::.. 
I""' - --· ·-- ---r-- ....... -J--- -·· -- .. ,.--~- -·· 1

- -"- -- • ~t-:· -- -·· ·- - .... -~·- ¡-- ·--

fLE:'.~2 su;tituido . .F::.'t' sl~Cn '?t:--.= ;~·:::::.s~:p::o::o\J.~i;:::::~~:~l:::~--. En pJ.rti'\~i_:br '::9tfo 
d;:;:. inr;:::.rcoc i::.c:t••(j1:ot" :::.1 ·"'·""~"lr."•::rcf:- h· --·~ '1 \"V 

- - ·"·-· ..... .._ -- -L --- _.._ .... ___ • ·--· •'---· "{_ -·~ j J. 

i i) 

¡4 -
~I -

Lt 
l 

...-1 rr2 
¡¡ '" 

2 u+~ u2 1tt- .~ 1Jr-¿, 1'1J?. u+1 [C\UJ¡ 
1/ í ¡ 1/ ! 1 • - • 
• .,, L ' ... ' + 

{ .. " I '' ....... ;t, 1 - ¡ , - i ... -,- "1 1¡ ¡· · - · ¡ · · 
_:.. ,.¡ 1 ,., 1 ) ·'i ! • - I'• ""' ! i '~ 1 l i ( i ( 1 Í 

i. - .' I - - 10. - - - - /) - - ~./ - - - •' l ~ ' - ( ~ ,· 1 1 \ 
\ ...... - -¡ 

'/ utiliz21 ... 

J • 

1i • if 

- l/ . ,.. - .L '1 + -. 
tj J.'}· STl:'.:' Í: Jr. i'I h ][ ) 

~J u IJ • 
¡ ) 

)/ _¡_ l/ - _¡_ 
~ ~. ·~ --{;;¡" .,.,.- ' - ~·· T7',. "". '·.) } 
:_. tl •J i: . _- JI. rr 1_1 t~ H 

1' ¡_1 • (·- ,\ - \ 
¡_( J Ub ! 

_¡_ ,_;.' ',• 

P d 'b' ., '1 ~ "" o -,;¡ ' "\ - l _'o ernos e:::ct"l H" 0 Tí' 0 rr cc·mc· e: rr··0 rr" : .'.'..u i! L! rr por .o que 
. ' t'F' , .u . u -i· u ,ti,.""'' e,·., c/1. ,u !Qen i.12c2mc·s !es s ~gu1emes ·-12g1--2m:is ... "'· '-s· _,. 

' 
' 

1 
t 



i ii) 

r"i ,., o 
·[:,·-

' ' ¡
1 

, .._J..•r 1--.,-1 I fj ,· ~,-, ¡ f-·¡ -: ¡ ! 
~ l ' _, L '. .. .:,.'' '- J t L · ..... _' ~ - J ·::: 11. j 

,~· 

" .~ ']".~ ¡-~ '7~1 ..l.. /,::i :Twh~ + 
¡¡ • •• 
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\ l-:C .J T: 
:' ~...... • J. l .. 

(3.49) 



'-.... 
'-.. 
íf'--'-.... 

'A. 
'-.. 

,,. 
~ 

,,..,.. 

.,,.,. 'ñ-t 

r:,,., t n 
. 'E.. ; ~· 

/ 

__ ,,...Y 
/ 'if t" 

/ 

" )l. ~-
~ 

" 
¡-1¡::! Í-:~ 11;i'-."" nn 
-- ' - ./' .1 l l•.J,.J' 

(\ 

Vi 

La interacci6n ~:: d:3 n~:3".' -~.i d:: 1 :.:n~:=·=~·:. F·:?~·J :/~ .. :r3 hs .. ,.. s~i~ p:!rtícul3s 
cu3tn:- !T',es:•nes ·-· ':'.:'s f::cí1:::s. 

Les r1:::sult:=d1:~s -~'.=t::::~i 1=1 ::i5 ¡:.3~~.~.; l,::s t·2t'JT1~.n-:>s c:_i~drs·~·:":: (3.J~;i '' (.3 .. 45) 
- ~n 1 _, _, .,.-¡"'\ ~ -n .... - , - .... - ·- ~·· ·-~-: ... ~.-;~. '•._J'-l ~- 1'. :· ---·.-·=-···;·· ,,.,_'.: ~I 1 ·, ¡ .. 1 • 1- : ~ 1-· •• _._,::: -~~l.~l.1·_: ·-::...::::: ::::..: ____ .:; ! .. ___ __ :::-..;~~~ ... 3r;~1::::·:·::1 '~¡2 1'-._E1n-.-:·:-r·J·:,n 
.... rr1r1t~_;,..\ si -··-;n• _i _ _,._Y""-<f-Y ........ -, ..... ~t1-.- ~!. '>::.,-,:._,_-, l- .... ::-.r-,, .... --{,,, ..... ~t""' e:!-._;-!:......:·- ·_::..:.~1 .. ·- ·~:..-:..:·_ .. _; ·~···...;L=..:·.::. .... _'_.. . - -r· _ _. __ .... 

ccrt .... ~c:-::'!m~n~-::: l:::: :~~:.:1...:lt~i-=-:= :i:1:= t~-E~!. 1::~" ·:r.:=- '-·· ::::;¡:=!l:~n";:-:.:n~.:· r .. ~::::liz2cic1 

e:: ªl s,j.~·:U::·:!:. ><:_;-:::;tr-·: :2}i:L.::::r:~~ __ ..... :;~.:'~·~~:-~::~., l·::. iiY-~1 ... :,:'·~ifn 
.:r_::2l ·=~=~·:::r.·L='~ ~;!:r·:d~:·:ir el 
~·~ 1...'.r n.J t~~~;·:~:: ~~:::::!ti :Jd·:1 1 ~ 

, \ ·~·-., Gr- . .,.-, .-r.-:-,n.i:.t-.=ir· ~ L-.c. 
-------~ - -· ..... c-· ·-·· .. ,_ ---
!'.:: :~:..:::;;,:'.=:::::6:: ·~d me.dele· 

Con ls in::·'."f-'Cr:!·:i6n d·::l 2i:s::;t: d-:: sk::.'!m-:: en .e} l2g1~angi2rn::· 
(2.54) b que ·:bt1~'.'imc::: f'ur:: un sk/!"mi6n ·~static1J. :'\hm'a esb::mos 
int2re'.::sdos en r::::n,:Tat~ S·Jlu:l-:1nes 2lrededor de is sdu:i6n est3tica 
m2di2nte un:i Ü"sn::fc·nn::;·:i6r: del Upe· U --i.- .'\IJA-1, r:on ;\ una matriz 
¡ 1 ~¡ ¡ ' - . ·~ . . t t f . ~ ce.1. g,r·L1=·1

:
1 

:::. _. l~~). 1.._·:Tr1c1 \!·::;r•:3n1.::::1s !Tl·SS :!(:-::lan e es s tr-,3ns c,r·m3c1t:·n nc1:=· 
gEf1:?r'd Ul1:! l ... C·t2·:~6n i:l1=:b.:::l ,:1.~l sk~'rnii!Jn ',.' p1=1r l1:i t.2ntc1 ~·s.t::.~ '.':!!~i3b}e::; 
,~·i;:.n, :::.n ;i <:r:.1- J'"'·"- ,,.::n-\-:;L,lr:.c ·r:-,lr:.rti· .. :'.:\.:; n·•.::. .:-i.n_r __ r:::.r.r:::."'."'nt-."'n :::.1 "--·-· .... -- '·-·- ,_,.;._L..__ --~~--- ..,,_ ...... ¡-·-- .. _r_,_. __ ,.~_. -· 
mc,,,.imientc:· rcits:i·Jnsl del sk',TIT1i5n. '~c:·n ls fin:o~i,J2d d::: •Jbtener m 
::k'rt"miñn nnfi .~io~-r.c: m,r•\/¡j;J,,., . .( d¡::.1'::;q~¡11r,"'- q•i::. :::.et;:.-; \l::.¡+:;t,1P'1, rl.::.pc.nd::;n -'•"t ·-- -- ._ .. _ .. -- •• - '.1. .. ~ 1..l_..... - •_.j,. ._ _ _, Lo- .. 4_. -- \..,.;. ... _ -- --~ ~11 .._ 

del tiempo, .§st.:: s :=u vez ne'::=· permfürs cusntiz:::r el movimiento 
rcbcioml del sk,-r:ni6n. 
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I 
1 
1 
1 
1 
1 

Por otr:> 1::~0 tenemo~ que p_2rn el 2ns2t:::: d·2 Sk\•r-me un:: r.::t~ci6n 
global de isoespm U--"- .A(t)U.~-'(t) n:·s v2 a genere:-./ :::l mismc: tiempo 
Lrna rotación en El esp=:cio re::l, 

U -->- .:\UA-1 = A(cc·sF +i .,_-·:.: :::?nF) A-1 

{3.SO) 

El térrninc· 1\r·;: :\-L repr·:::ser,t0 un'.:1 ;·.:;::::·:::t.Sn en ·21 esp3.cio rc-::il. Es 
,-ld·,ído ,"'- >=-'=.t::.1-::-->::.1r1t:::r~r, i""l'LfC ''==<l"T'¡,''\>'.0 ::O f.:::.rv:r ll¡h'.:! f¡r;o.¡•tr-. ,~¡-',)"!",':0];:"¡,~1'·~n ¡::.nft•;;, el ___ ._ ... ---- _ _,,_, .. -~-4'-'-'•· .... ~-'---·•--·--'~-· .... ·- ___ .._ .. _._.¡,_ ............. ,,....._ ... 

isoe~·pfn y el S:~pf n .. De h::<.:h,:· l: 1:...~·: ·:~~ ·.::: 2 tene!~ e~ que 

(3.:J 1) 

pm· k ·~u2 l~'~ -2~g_:n~':::.ic:·:::s . m1sm·.::_s. D::S~·~c· 1
:: qu2 12 

t1-2n:::form::!·::1bn 1 J .. >'.:i i ;;::::: ;:;~n::,·2 . t::::-::0 ·:::·::rn:::: i ::c·e::pm •,12 ::: ::e1· 
factib:~ identif1·:=:.... ::-: l,:::: :=:<\.t!·~rr1,:.r::·::·:: ·=<:·rnc h:-.1~;,-,:-0;::.~~ {-lt dc;:-:.~ .... n-v·,.:-
í"nf::it i _. ... l ..... ,, ,.... -- .. ;.. - ¡ .... - :"'Lf i .. ,.. ... ~ ·~. ,_-:::_: "'ri .·~ t''.;·:'~ ;:~~~.~ ·_~ .. ~ f-_ i.r_"'.:-.· ·-"~ _=._i ~ _:-.r_.; ~·t~_~ ~-~e .~.L~_ .. 1~_~:~.~- ~---.- .. · ..... ..J 
- '- .... .:::?.:. '-1_:'= ':::.:='·~"::: '::::.:.. . .:.:..:;._.._ - - -- ------ -- - - ---- -- - "'_ ~~\ 

/\ r-i1-.ntir--11o:;,..,i,S?1 1 1· 1 •.-,r 1-1-~1 .... ~.r";::-n1r-1.;·~ 1:--. n•-:-,+ri'"'.""'. J\ _._¡ __ t ______ , l.·•--··r--·-·-···-- ~- -··-·-··· 
Sk/rTne {2.s~··rl IT1~-:i~J~t0 1-=. t:.,~!~·:::f:r·n-l2.:i61 

e::: 

l. --t- ;.\ Lt\ + 
l 1 

1;1 --1- P..lJ+fl.+·~ 0/\UA • + .. ~ .. ~ 0.'\ + {3.S-0 

D2dc qu3 A ;;:s un::: m::::tri: del grn¡;c· SU(2) b. p:•::!.::.rnos escribir en ls 
forma 

(3.55) 
_o;-. ..;.. aZ - 1 e 1 - .!. , 

Lo:= térrninc::: que m ·:::::ir1tienen deri 11sd:::s tempJrale:: quedan invad2ntes 
'/ C·Jntribuii-.Sn a b m2ss c!el skvrn1i6n c21culad2 en (2. 72). Prn~ lo tantci 
st>lc1 terE:!TlC>S ·J'...'.e ,J:ol/2rmina1- 'l·:·s au:::: si tenzan deriv2d2s t 1:::rn:iorsles. 

J 1 \-o l 

(3.56) 
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a) U = a + ir· ¡J con c.: :: c·:-sF ',/ ~-; - \-. r...,nF· ¡.; -- ' .:o:::. 

b) .A.+él 0A:: ir·E 

e) .Aé1 0,b.,+:: i r·F 

,.,-n ¡:;' - "'ºª - :;:; _Q -1-. : V .;j _Q \'j- ~7L", -'-'• - - - Q::l - ::lL (~::! ! ::1 •• - O::! ..• '- L'¡ 

cDn F:: (3.S7c) 

rl'¡ [lJ + u + ;:¡ d. J" - r 1 ¡ il, +;.)" ·11 = ~' i ¡-' r, '~. ,, ... !...~pt \ - - l - , .. - l'l\j -· - -

2.1 utili,szJr!:C':: (3.~7;_\ ~l s·::~is~,:k:\ t·irrr~in·=-~ l,3 ecus~i6n 
il~g2mos s quE i2 c>:·1n:t,ibuci6n d~·1 t§r·!rin: 2L!::dt·i"'ti·~·:· ~s 

(3.S7:!) 

P::r.e. 8\'.::itusr :::1 s:::t:'Jn.d-:. t§rc:n·:1 :..J::. l~ ::.:·~U3ci6~~ 2r:.teri·~t; usE~n11JS l:~ 
id:::ntidscl 

irnp::res en 

(3.6 !) 

( :¡ h )\ -·--.· 
y pc·r lo tnnt0 

Jd!J C1·D = 8~·r 5e~2F E2 (j.63) 
~ 

t pn:::-~¡ - '~" r,::i '+;;i A\ !3.64.i _,,_,-,. c-Q•'-D' ' 

Junt2do los n=:::ultadc·::: e!:::: l::s ::::u2-:ic·.11::::: [3.59:1 y (3.63) llegarnos 2 

ii) L4 = 1 t!" ([l ,l ¡z;. 
32e2 µ 11 

Citrn 'fez sob t·JmE:1"c:::m-::2s en ":uent::, 
temporales vs que les c·trns te!Tflin:·:: 
m2'::a. Esto::: 'tét"minc· 2:::t'3n dsdc·s pc-t" 

5:3 

[3.65) 

(2.44.i 

l·JS tfrminrJs con deri vad:i.s 
,.,r.nf •"i hu,n=·n urücsmente a la _ ..... 1.. ... ...... } -



l 
1 

1 

' ' rJ f )~ ¡:¡ / ·- \ ~ { ¡T j ,e\ +:] ,\ ] lj 1\ + 
L,;,_ -r)-,'10._, l·•·-n•«-·• l - 1 .· , 

l_i::amc·s las e1:s. 
sntE:r-i.:11 ... ~s ::C:!TiC1 

::i IJ+ ~ 1 ¡ ::i l'+.., ' i .•. , , ~ -\ . . - ·- n' ' ., + CJ C' n - ('I n J 1~ 1 • = .:...;. , ~·"\ .. '''1 -. r . ¡ ' -f... r . ! ,.-4 {:! V ! \ f _,.....,_ 
) • l' - - V - i - • •• "l - ~ -· - - - ~--1, '• ._.i J ' " " - - - -

(3.66) 

(3. 6 7) 

(3.69) 

Pcr ic1 t,3ntci el ~~sr,sn~í::n·:i i.3. 1~,t~.) c·:1 1~ i:: ~n·:j::r1>:1r~,=~·=1~ .~:: 12~ "/.3ri:1bl~·:.: 
colect i ·._,-,3~. s~ . 
. , .. • ' . .., - ...,n 'n """··~ ~ --· L -; ::: l l !"' ( ~1 

• et.:~ . cr L1 'u ...L \ _. :< ~ ' t~ ,! ( ~I >:: .:j . ,l5) ) -,..-- ·. : , . 'r , . . . (3. 70) 
::;,f- - - - .. 

,. n" .::i 11·12:::: n~r::: q;;:; _ r n.,;:i ,~·,z t~ 111 
\'-'""'i¡.., - ·.-i!'-; , .. -if-; ..... .,_, 

T er.em:::is qu~ 

(3.72) 

f:'l <::;.;-:unrk1 rf-nr.i"-, .J:::'. (.3. 72'.:1 s·:: ::!!11...Ü2t-i 't=. •JU'" \1 ,:::;~ porpondi·"':rL~!- ,-, ·e· --· --.s ··-- ·- ..... _ .:- J .. - -- -· -·. ·----- - ••• 

Y cerno 

obter.emos 

- ;_ { ó .. -· ,, 
!' . ,1 

- :<. ~::: ') 
1 J 

{O·a;p;i~= Q ,Dk ( á;, - x;x) ( óki - :\\) sen2F 
• _,. ·J - ,1 ~ 

= D·O sen~F 

Lo<:: otros ténT~im:::: ':C•ll ·:et-·J rc·r ::er o perpendicul2r 3 :<:. 

(3. 7 3) 

(3. 74) 

b) Surnendo el tfrmim D2(3}) 2 ~cm el pdmero del l2grnngisn:· (3.70), 
tenemos · 

(3. 75) 
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cuikticc. es. 
.,. 

L, \j o ·•rrr•"· ~~· ·;¡' "'lA\ .,. = - iv.2 + c.: rr sen"r- \ r '" + sen"t- ) tr ( c..1 0:'·\ •'.:lo·. ,i 

3e2 r:-

Una ''2:::: h·:::·:h::: l:: i'1t'é.'t:T2·:::'i·S11 S·.::·~·1'·2: t.::h :e) 

5k~,rr111e cc1n l.3s ·."::~--i~:.1.:;: c-:,l: .. :~i·· ... :2~ ::~ 

(3. 76) 

!_3. 77) 

d:!ds p·Jr b 

{3. 78) 

·:. 7ei\ (-. -·: 

(3.80) 

El \.::,rT.sn0ic.nn ,.¡,, :::k·rmr .. -.-,n h"". ,,",~ic.hi.:":; rr.);::..~tiu:.;c <:.;::. (!lli"·-1.:: e::cdbk 
---; .; _, - .-.4'..., "'-• .;' ·••- --·. _ _..__ ...¡ .. -- -- -- .__ .. ' -- -- L..__,,_ .... 

S-.'1 13 fc.nTiO:. 

1::.'alcul2mc•::::. el 
~-:1sr:e! .. :: ~.r~t r.s l . . 

.,.,.. -;\í ,.,,_-J\:.; :!i - ·~_i __ / • .'~;- .. /. :..i 

H = rr.:::. - L = ~.·l + 2 \ ::.3. 
l l l l 

=H+ 

Us::mos :::1 prc .. :e:i:n~::ntc· c.:s:...i:!l de c~3.nti::2ci6n 
id::ntific3.ci6n ::l 1-:::.~i:iltc-ni::n·.::· ::::::: 
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(3.83) 

(3.84) 

Tt. = -i8/82 .. Cc·n e::te 
l ' l 

(') R -, 
. ..J.-' j) 



Como h:sbfomos vi::L:· :.mtericrrne::te b inttT:!u::i6n de bs \13dsbles 
cr.li:o.rtivoc nnc e:::.n::.t-."' Ul:"- r.Jt"·'~i.~n ,..;,,,¡ ch·rrr1i:'Ín P,-,,... i.-, t:inf:-, i!'.\ ¡:-,n;::.•"rri':i - .. - ........ -- -- .._,-··-· - ··- • ----·. __ ... _ .. , _ _.,. - ·--··· • -- -- ... .,.....;, ... _ - - -· E.·o_; 
del skynr'.i6n v2 2 5e~" 12 sum2 de l:! ·::·ne1"gr:: en:·:onfr:ocb en el cspftulc· 
anterior (ec. 2. 7 2) y b ·:::n-::r¡:;fa de n::-t2ci6n. A!·t:irJ bien 12 ene1"gÍ3 
rot5cion2.l p:ira !.in cue1·p·::i Es 

E = 1 I f2~ = (3.86) 

cein I el ~1~cin1er:t·:1 d0 in~r·=~=~. ~!. l.:: 1. 1~i 1J::id=:::J 2n~.ui.;!- v J el mom~ntD 
EingulGr. 

S.i i·Jsntifi,:3!1}:;s -:-.i .-.-c.~itn-1.-·. t~t"'rnin:.~1 d-:: 1~ ,-;; 1"'"' íj q . .J ·¡ r.,.-1rr"''' 1!:4 Pn~)t'"'t"º -"·-· . ~:,- .,.~.- -- --· 1-0.-. ; ---l•- ... _ -··- b ~ 

cin~~~ic::: rc·t::.cic1'.i::i \' 3 .\ 1=>:;rTi:" el ~TlC1rnentc..~ de iner·:i2 del ~k\'~"'mi6n 
tenemc:: que Ei cu::d!~:::Go del rr:::.·rn.::;itr_:. ~r:~.uls!"' J2 del ~kyr-:-~-i_i6n ·:s. -

(3.87) 

c.:in E definida en h ·::·:::u2·:::i.Sr: (J.S7b). •.=usnti=~.:J.:, .2 E de l:: m:!nec2 
USU:Ü obtenemss qL'>::· el c·pet'2d·:r de !Tcrnentc, 2ngu!::t' :::st~ d:.;:J.:, FC•!~ 

1 -:, () Q'¡ 
·~ -· • ._. '-' l 

Esta erpr.::si6n ::l::l ·::.:p~:r:=i::k:r de rt!·:::r:!-::nt·::: =ns~br e:::: l:: rni:::rns •::;u-::: s::: 
r1ht-ic:.ri:=. -=.i l["'='•rr.r,c::. ;.:.I t;:;,-¡1"',.::.n-..~ 1-l,.:¡ i'-11-1.::.T-Í-i.::<1· 1 ·1~1'c, .-.::,1,-..\!~,-· 1 -. !'.'."', r·v-r~ .... ic.nh:: . 
.__.,. - ·- - L.=i_. •• ¡ __ -L \....,_J -·•~- -- ,. --,.1•-- :--· - ---•-- ... .:ll _ _. ---- .. --··--

.-j 1 ,.. j " ¡-· ' ' L 1 
c·:1n:=e1~\l8\...8 y ·:iesDues -~ cu.=:nt i z3rn ·:,·:.. r-'c1r- ·:1trc· l s :.:~ s9uerntJs qu-=- ; :. 
introducción d~ l~·:: \/3ri2ble·:: cc,lecti'J3S t-3.F:::·lªr. r.ci:.: e-enet .... ~r3n uns 
r~c1t2ción ck~l sk~ .. '~rni6n ~n e1 es.!:1 E:·~irJ dei ic.~i.:-..:::c1 rn El-· Qper.~d1:Jr de - ' ., ____ ¡ ..... 

• ' ',.; ~ T iosespin esta .... 22:· p:·t~ 

F == l P (3.89) 

(3.90) 

Psi-a rnceintr:it" bs est:::·::b::: cc·n difo1·:::-n~e::: núm·:::r•::: ·~ebemJs d:::ter"rninst" 
lss fun1~ion~~ p~1Jpi::::= d~i hsn:ilt·:::·ni~nc, (~c;.J .. 84~=. L::·~ fur1:1 1:1n~s que 
on:::ents1"emc·::: 2 cc·ntin~::ci 6n f L'e!~·:·n :::n:cntrnd2s F: :~ \Vi t ten 1, é:::t 2s :=:c·n: ¡ . 
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E.1 

,•l 1 1 
'1 ¿. L 

1 



J 

~ a 

1 
1 
i1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

1 
j 1 

i} 

iii) 

v} 

lpt) = _1 { a1 + l ªz } 
1T 

lnt> = J_ { ao + i a3 ) 

tr 

ii} 

iv) 

18 Hi S =3/2> = 2 (al t ia~ )3 z ~ ú 

í[ 

lpi> = - J_ { ªº .. i ª:i) 
7r 

ln.j.) = _1 { a1 - i ªz) 
Tr 

{3. 91) 

vi) 18\ s
2
= 1/2 > = - 2 ( a1 + ia2 ) { 1 -3(;:iL'2 + a3

2 
)) 

iT 

Las primeras dos funciones de onda representan al protón can las dos 
posibles proyecciones d2 espín. Las funciones iii y iv corresponden al 
neutrón mientras que la v y vi a la partícula deila. Podernos verificar 
aue efedi vam.;;nlc e:.:: tos fur-ir::i on2s son eigenfunciones del h3miltoniano . ~ 

y qua est.an ortonormalizadas. 

3. 7 MASA DEL NUCLEOt'1 .:( DE LA PAR TICiJL/\ DELTA 

Vamos é:i c.sicui.sr· ).; m.:is2 iJ,::¡j nucleón v cie la oartícula delta. .. ' 
T l "'*' 1 , •. .,, 1 ' ,,, 1 , • enEmos GU•3 a rnerera en reposo ae esLEJS panww=is es!:a oaoa oor 10s 
·,;aloras or~oios del Ji3miltoniano {3.fH).es decit~ E= lvi + {1/2!\)J{J +1) 
por~ lo qua i'a masa áel nucleón '! de 1a p~rlícula delta es 

~vl = !vi + (i /8),) 3 
n 

lví ~ ::: M }- r\ ! /RAl 15 o ' . (3.92) 

Anteriormente h.sbiamos identificada a b constante e con la constante 
de] decaimiento ~t pión e ::: !86 MeV, por }o que solo nos faltaría 
determinar la constante adirnension::il e. En iugar de prncecier de esta 
man5ra vamos a determinar amb.ss constantes de forma tal gue el 
modelo de Skvrme reproduzca los Vcilores de las mas.3s del nucleón v de 

J J 

la partícula delta. Este procedimiento resultó ser él más adecuado para 
los calculas posteriores. Pdmeramente necesitamos calcular la 
anergía del skyrmión dacia en la ec.(2.fr't). La función radial F está 
dal6rmi1.ada por una ecuación diferencial altamente no lineal (ec.2. 74). 
Para re.solver esta ecuaci6n vamos e uLilizar un método variacional 
que consiste en proponer un anSEtt.z para la función radial que cumpla 
con el comportamiento asint6Lico de la función F. 
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1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

El ans::tz1 es 

Cc.n a,b dc·s c::ns:t:mt.:?::: ::!-bitrsr~s::J . .:::·:. ~m¡::.i:r:~rr:cs qu·~ el :::enF terne· 
~orno \12lc·t~ n1~xim1:i 1 e!!t·:,n,:::::: ~1 q::l·JT' ·:~~~ Ls ,::.:,n::t :!!!té 2 d~~b·:: d,::: ser 2 :. 

~e:.~~~ 2:\ · \~.!;~2r:~~~f1~:1.;·1- q~::t~~/;_t~~T::~:~~~ \;~~~~i!-::.;u~,.~ ~= _ s:1~~~i'~ 
curnpliendo el tec1r·::.-m2 d:::l ·.dri.~l.. El 1 ·.~l·=,~~ ::_'.~ ~'.1~>:,r:t:~::-:--:c·:: :: .. -:-: 

tv1=~·6 .. 5c/e .. 
i""!UlT1 ér·i '::C'-2 

13.94) 

2n1bc~ r·=~·L!lt.:::c!c·:: ::::: spt':·>~irn 1 1 OJ~ . .-\L::1·=f~~:·=· ~-::ts ·::iif::r:?:~ci2 
e:=. ~1 t5 ss ":=: :~ t·::r:er ~13r2 .:::l :1u: e<.: c··::·::=t·~~··1·::"'·~s L'.:3. ,=·:'n·:·:·r·j~n·:1~ del 
99:~~.· /:.J1c·~-; !'"í-;:- fslt3 :2}.~: __ :!::r . \ !02 .. ~~ -~'2:. _:n i-i.r_:~~~r=: :::~~:!tZ 
ob:.~nemc>~:. 

r:-.\T1~'"',.._...,:: Í .~inr:..::: 
-· ·r'" -- .. -· ......... 

1132!\:f~\i, 

.~ ::: 

~:s~\~i;~s~2r~~~,~,~I.~r;~ 1 ~JZ'~.:~~:.r:;51.V11~t;~~s·:;~ ~:~: ~e!~j ~·i~·J.;~ •. ~ .2 c~l·5L~~~· 
y e3c:::20882t .. i!-e\:. ;._·:in ·::st.:: m:deb pr.::,:!::·:1m,:·s i..!n:= C·2D?t2nte de 
dec,3imiS:n~·:1 del t 1i6n <:r-.!:: ·~5tS 3C1 ~~ 0 1::! 50:; i 1:i 13~ :::u '.:sl:;1~ e:r:ps:rin1ent2l 
de 186 He\/. 

1 \/i:T apéndice D. 
2 Nucieczr Phy. 8228 {J 933) 557. 
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_1 
'J . ~ .. ' J" ,,= et- ~rl ,_ l 

;- -8-
V 

i4 = 1 t.~; 

~ u ,,--. ~. t 

1 -~:=· 

.. 
..L """" 

"- 11 .._l ¡¡ 
¡_¡ 

8 r !l~;-1 : !·r1 \ 
u·-' ""';.' - j. 

1 

e 1_1 
u 

1 ¿ ~ ¡ 1 : ,:; 

~ ¡ " ··' 

(3.12) 

t.3. 8) 

¡~ Q\ 
'.."""". _, 

n~·dr'¡ ¡-.• ¡.::; uri l i::-~r=.r-.¡1-·-.: ~ ":". :-,.-.----i-n= ·-1= :··:::::::::::-' ~--~ ... l·::: t:'c1 t:n~~ . .i.l~t- [! 
V~A- ~~O :1·" s-:~1;.' ;~~-::-:::i·t-~t·::::-n:::::: ·:::1 -::~·.:::·rni:~:::,; l::::: :::::::::·::::·::!1~es e:::p::..:i9.le~ 
·~e !:i':::·~ ... :--ie::~e. 5'....:::::~~t:..:i~~:·:·:: =-~~ ~::. c<~ 1_::·::~.:~ .:::.::;.--~·::: .. 1.1 ~,,-,~ ... ~(t}f_I.il.-!(~} 

3) 

\./ 

. '; ;1 -~ i 
l• -

Si su:::.t i tuir:i•:::s r~·::::ul t::,J•:! 

i n.~~-1rnnr~ . ....,i ~n ri.::. ·_1 ~-·"'--_,. ___ r-· ----·· --

'' ~l~·i=':!rn·=·: 

''::!~~=-~·l~:: 

- ,..,, ,- l.::: 
·:::l~;t'~. ·::::: 

-, 
L 

p {'.4\ m,__, 

y el sn:::stz de Sk'::-rrE:: c."' 

; "· -· , 2 
.,_ 

'º :< :::;:;n•t--
i i < rn e - ,! ¡--

64 

!""" , .:.. ..L 

- ~--, 
h Oíl; 
' - • -· - t 

1::· intrndu:-i!TEY:: 
::.:::icH:i:tic::i ·:::·J~ 

..L.-. ( 1 /2 
-·~rr. ~ 

(3 .100) 

.. ,..., p r_s) ¡~ 10 1 • :.:en~r . _) 
m 

,_ 
t""'\:.. 



E:i i: :~<~: ... ·~::::: . ..,.-. i :. ·=-·=·~ ... ! ... 1:.~·f!to::· ·:-i 1
• :!?·~--t 1·"""~. rf0 ~[·r~:: .. ~i:~1-:-:·:·:.: L:1:: 

f u-=1--=11 cu~dr·.5t i::. ·: :..:-: ~:.:.:::: d:=~·~i · .. " ···· ·-- ~ .-~,.,..., ~ -1 .. .., 1.-...... :-:.:::: : =: .-::~ 
... • ' T • ·' ' • .:.: :;t_",_. '~·-; __ ,. 

11m1t~ en el gue -::1 ::r:~;rt--1111·:·n r·:1tJ len~3rne:~t::. !"'Jr 1:::r,,:1 l.::·:L:· :r·:,t21Tlc·~ au·:: 
la e>o:p1~:::si6n p::r·:; :::rn[>::.s:: t·§rn1ü"',1J:5 c!e: 12 1:::·:1TE:r.t:: -::s:: r:1ibr. Sck· ~s 
difer:::ncÍ:ln en. ls prte r::di:::.l F":·!"' }c. qu·::: ~:: :-:·1"'1"'i::-.r•;:; ::l:::ctt"'c•rn::ign6tic2 
nar~ 1 n~-=. ~~·".rrm i , ..... ,í'.':.-='. nu~t1.3 d.::i . ...f ~ C"C·1""' r - ·-- -";- ··---··-·- 1 -- --- , 

! 
~ 

~ o -. -' 

Oebidc :; T..:·::: ::1 
m"'den ::n ts·::ri':: 

; 

.~ 

1 f ,...-, . -, 
.!. 

. 

¡-··;:=: : j_ 
___,_ -·. 

\.r. ,.. 
~r 

':: ~ : -2 ~ -~-.: ~ ;·~:. 

;:· 
l 

[.:'· { )-..'¡ p 
j 

.\. 

rn 

/ iI/ -i ~..,r 
tr,1 

. ' 
l Sz} 

.-.: 
O·-• 

'd' . : ~' i ,·· 

11 in::-•i 
~ ....... - >...J-, 

(3. ~03) 

~=-- ·::·~~ .. ·i.:_:1.~~ ·~·!c.~:-rr·rn~::n·i-ti.:=; 
t .. :: ... ~-: ~~~=·s ·~L:·::: ~p::~~ .... c·c::.-n ·~n ·? i 

fLir::i,:·r:·:s j~ ·: 1 n:i~ irü,:isl ,~. 
Í•)"'.-,r "'~ ~--~·~:>::·:!~i ··~ 1 ::.1;~::n:=.- .. E~t.s.~ r· - --·. 

(3.1.05) 

La delta no b.s 
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1 

1 
1 

coct~deí:sd::l::: ~:::p~:::!:::.:, 
s.obre el h.an1iltiJni2nJ. 
come. -ir .. '1--,¡\ = N ,: ( 0 _.\.~. ~ ~~.\.l.} 

u .'J ' . 

:.!·'.::t U3 ::•:;le 
•?c"'·~t·i birnc·::: 

con N hi rnnc.t::;nt:::. d:::. n.1rm""!i"'o:.-i,:'.:·i-i ·" ·= .o.i '-'·"·-t·•r d·::i r,r.l'.:\t~i7~.,..,i6n d:.::.1 
-~ - - . - - ··-· .. -··---·-") - -- ·-- - ¡----· ··--- 1: --

fotón. ComiJ :::ole ·.·::::m:·:: :.:~ tGner un f.:t Sn :::::l1·::int·::i .:A :::e~~rnd-::1 t·?rmin,:• de 
le Ecuaci6n sntericir·· !l'J \'~ s ·: 1:::·ntr~r=<-~ir. ~>r-r·~::3:;1·:1 s -f2 e':.(3 .. 106) €:!1 

lécminc~. dE- lcis ,=! ... mf.ni::-:i~ =-'2f{!--icc~ .. 

-ib -id ;r ·y e ... ~ .. - .-- ' .. E .... \. .. 

CN1 j (kd 
C:~ f §!~i '~·:Y:. 

r ' 
~ ~ rr. .... , ~ .-. -1 ;:J: 
~ -- ·- - - . ·- -· - ~~::::: ) ... ; ... ,,_ - \.. le,:: ~r-rn6f1ic:)·: 

-;~:::·::;t::::~-=:; l~~: b di!-c:cci6n del f ~::: i°"' . .-,t'11""',,..f:_-_i'°l::',;..; 7-,.:_' tK•t""~ f'"f1 __ ,, __ ---· -----·--- r· .... 

!11C·!11Ento dGl fc1~5n k r--i1snt:·,:J ~-·-· :-:: :~·r~~~-::::.3~s ~ L.} p0s.ici6n. P.qr;i 

hscer int 1;;·2rsi:~1.Sr: 2ntL:l 2~--- e:~,c1 r'<:~s:::TTLY::: .~l · ·0ct:::>r" 1_:nit3!~ic1 ~< tcn1éd . .:f"n c-n. 
tfrmino:: dé b-: 2:~n1f~ic·:-: ~·::::'rfric:::··::: 

r --1-.:'.l.·-i--·rf .. ¡ :.:=-=. !. .. , __ ..J":.¡ +-

) s-::in8s·::nq1 

1 •:•J5? 

Si USE!ffiCS 

obtenemc·s 

( ¡-,_,,,., \.' y " ¡ L ¡; ,' "",: : [_ ( - ' [ l ) 

·,,.· . )' ., 
! l l 7 - l_l ) 

,_, 
¡ t ·~: 

(dQ H = --::; ·= ~r,..1i=-· :,.: t\k ,_+-'t~JT ij
1

(t<'.-, '.<. .,, --- -n-i. 1· i - · i. - • • :r. ~ - .. · · - i - -2 J 

(3.108) 

(3. ! rn;i 

El ~ .. rect1:1r k 2"2· !.1!1 · 1-=-·:tc·! ... r __ rnit::rij:\ f::r1
• 12 ·~~~r":'.=·=~·S~: d:-~ l~C1me:nto d1~l fc:,tfn~ 

Ncbmc•s au~ ··s. r~:· ÍTS\1 S'JTT!St:•ri~ d-::l fr::li·:::: ~. y ::::-r.:c• l = 1 '.rcimo::: :! 
¡ .. ~· 

tener qu2 12 r-3d:~·:::i6:i '/~ 2 5·~r- dipi:1l2r. 1:
1

·:·~c, ~l ·=~lcul 1:' l1J estsn1os 
n:=sl!z3ndc· p21-s :n::::-gf~.::: Gej'"·:s !: l:~::;:si~:J3 de ::in::b ci::-1 fot.Sn vs 5 i::e1-

m 11."'n·' m"'-\/,-,¡- r'I'"- :ol t''.'Jl1!"'· rl:::) ,.,¡;o.·~·n11•-•n f-':--,t- 1,- r:;_,:"'.'= _.._ ,_. -_.·~ -¡-·- - ... _ ............ ,... __ -~" - ·~ ~-· ... - ...,_ - ~-
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1 
1 
1 

(3.112) 

~ ( F1 z + '.:i::-n~F i _, ---· kr dr 
"'" r" 

k /\ 
j:;.'·: 

c:;r: :\ d3d3 rrn~ l.:: 9·:.(~.7E'.;I, e:::::. d::::ir :\::: 51.08. 

Con lss results~·:·s c-::t::·nid=:~ .::n {J.110:1 

rnstdz: de tc2i1::i:\~:, ::.: 

j 

{3.113} 

;-;¡ , 1 .i". l._,. - - ,_, 

Scilc1 nos fslt:! d:?t::-rn:in::.!~ <F·~!F·).3.~; ... ~::::::: ?.:? ,~:::be d·::: ~n~c~:~p~~~.t~r~ 1~C'!'TIC' 
s-1 '.'::~or ·~sp-::~::·=1·:' d~ !.2 t:-s:;si,:i·Sn 1:t~ 1:: o::rtt:;~i~ d;:i~: J ~:! lJrJt·S!: ~=n el 
~::p~cic d::: !s·::: '/3!~:::~:·l~::: ·:·:·l~c~: 1 ·~::. 

r
·r1:;,, "' ; = z: / :;1 u ::J.-· 1. ' -

' l 

(d4:i a. Za.::.: = rr:/ i 2 
" l 1 
(d';_ - 4 .: é ,.,, 

. :! .:!i - ! ,· -; 

)d 4
3 :::i ~:: 1 ::\'' = é/96 

(d 4~ s.:::'"" .. ;.:.: iT~ ... 32 
. ' 1 

(d42 ;,\•~= :3;rZ/J2 
, l 

1.., r.n (J; 1 1 .:;·I .:.. __ ..... ¡ __ .. _ ... ~, .. 

(3.115} 

. c·:1n i,i: jt:k. 
1 E:::tc1s !'"'9SL:1t=a:·:: 1·:15 ·:1t·tu'.1 in~'.:~s ·::::!T1L:ri=:1:do d~· 12:: '/~ri5bles e!'s ,3 ls 

= 1::: .,,...,irl':l..{ '¡ - -- -· ··--- : 

;:',. = ::;::.n¡vrr··i~::I-~? -¡ __ , , ___ _ 
(3.11?:! 
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.... - c.;:.ntv('"lcn{Jcr::.n•I' ::!3 - _,_,,_,..:;_ .• -'-''J 

El elemento d:=; '"=·~umer: es ch;; :: c:en~c:<;:enf d.::d,Bdy. LDs 2ngubs a,/] 
van de cero 2 rr ~,~ ~{ d~ ·:erc.1 2 21r. 

Us::ndo los 
(3.115) es 

.:1 t:::. -1 :....._ 

r;s;;~~~~:~~.~C~~0d~n u;2 e~i~;í:c~.:~; .L:01~:~.·~~~ ~¡;~:=t·~~ e;~.;~::c~1;~s?~~frl: ~~ 
fot6n es 

Poi- c·tro ladc· el 
elect1·oma2nétic::> e:: 

~· 

.r:: . 
::: ·J f ~ ii 1 \ , (3.119) 

B - ·= ... 3 .A. {3.120) 
!!"'' lTJl J ! 

i::.'::!lcuie.mos ls dei·~··::.dJ i.:::=p:i:::i de! F=·~e:nci:.ü ele:tt-cm:i?.néticc· 
· t ; L: · ·i:· 

~ ~ = !'--f t ~ ( i k~ l} ·:' - ! ·~ ~ ~ ( 3. 12 1 '; . i' 'i ' 
p1o;l11:irnn:::-; ;:on 'i::: n_J' ..• ·-=u:·::tit?i¡·,,,-.; ,::i r.c:q,¡t-,,,.,-:, ;:_.~.l._!.~_~·-""-· i_~ __ l _/un 1". p,_.· .. -- ·---·---·· ---- ,,_, ... : - --- - ···-- -- - ____ .. ___ .- .. 

P, =iN-::--~·--Lk,: .. ~.~. 
-m r:lJ 1 -~ 1 

Identificsmc·s .::::ta -::>·.pr·~::~·Sn :::n i:: e·:: 1~:::::L6r: ! 3.1 i 9), 
ei :::lernentc· de ls rnst'l-iz .::: t!"3.r!·::icih ::::: 

11 = fil o -1¡. ·: 
¡-- •."""'' ' ¡- .-:. 

i) il-i\ 
~...j • ..!.Li.} 

' .. ·' i k-c-amr·""· e. c.,•ue .... _b • ~-

u~=..¡¿rr t\ (3.12~) 
1 ~· Q ...... !.""' 

-~ t: \... 



O r , , . 

1 2r=. ccm·:::rv:ernc·::: q1..1e etc-cu ·.·~mEn:·::: 
y no el~ctrii:o n·J~3n105 qu:: ~::::l 1:~n1~":· 
fonn::dc· p::ir ·~i tT,c•m>é:ntc ~i?::·l::.:~ : · í •· 

E'=t;; cilL•,::;0i,::'.,I' ;::c. Í ::< 1111:: rl\:':o.r.:.r'\.~í'o: U'i 
,_} - ....J.o. ._ .... - • --- ~- '1,..._ ~-·--·-··---

' -:::-=--... ---
-~ b :: ;" ~ ¡ .• 

,, 
I"' .jpJ-

-r .:...: '· 
L' 

t_?.12.J) 

C"r1 

-~~~--~ ·~--:.~,·=·ir_:::i\'::r-n~:::nt~ ·:!ip·:·lar 
,.r,. ' • 

mE~g::~t1c:: F'~!"°"C' ·>:: 1.:~:i_:,::·:: ;--:::·==~~"":'::2~ -¡· ·- ·:·~:~p:--·?·~i:rr::~ L·-.v t·:T'!Tl:lC~ 

."""\i~qdt"'¿~tic:·~ e~ 13:: d·:?~~i· 1 sd::~ ~e:r:F:·:--~~·?:2~ .~r,-.-: ~e:!--!:ii~-:=·~ r','""1 :-~t-~ ...... ,n .·{~~ ... 

11;1:::; c::·mdbu·:::.·~·=>-: ='.Í ::;:::-:-:·:::::~=· ·::'..!:::~r·+~·l:.: ·;:~·i=~- --·-· C1 ~ ::•:~1:11.~i~;,~-f~.r~;~ 
,,... ,. ..., ,.,; 

?-5L19! ... st12f!l.c,:: ·Ji...!~ rt.J~r.:: n~:..'.v F·2·~L·~!-1·::· ·::1\ 1:>::·;¡;::-:~~~=·;; .---.,-, ·~~ !T;:··rn·=!!I·:· 

diF·:·l.~1~ . 
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i\ l.s inL:::r·¿'..:ci6n :::r.::-e: U!::: ;::::-~ fr:td .: \' un fc,tf.n d21ndD luEat' a L~13 
p2rtícul2 :lel mismo tip y ;..;rn foti'l ::-::: 1::: c::imce con el nombn~ -de efecto 
ComptN1. f';r-s c;lcul::r- el e:fe·:to Cc:':'l¡;:cn d:::l pn:-t6n cc:>n el md::lo de 
Skvt-me ne·:-ssit:omc:is determin:::t- ·2l eleinen~o de. 13 m3tdz e!-:: di-:::pot-si6n 

J ' 
::: q;:::i¿u.n.-h r..Jr'rbn, ,..,,-.n r:ct::..rir·. 1;n¡,,;,..i ,, F1'"1 .::.l ,-i.:o un Fr·J(-.n ·.: •111 ¡1rnt"~1n F."'r,-, ._, ....... u ·•..J-' .. _._. -"-· • _.....; _ _._. •. _ _...._ __ . ..- •. .- ... _.._, .• .......... .._,•t. ) ~ - - -· •• ._._.._ ... 

•-:!P l L:.J•,r,~ ~ ("'".:'; h,--, i ¡.l '=-l--~n:1n 1·~.-1~--: \ 1 :::;-i,::~ r:. l t ~r·m ~ nci ,-L:.1 1 ~1':T'·'.:":.r, \}' i .!:ir"'::'l ·11 T'.:.. -- ---·- ·- ---- , -· - _,_ --- ·---- -· ·-· ... _.. --- -·-s· - ·!::,--··- ,--

c'Jntiene .s la C·Jrri·~nte el~·:':.r··=1rn:::~n-§tL:~; y lue~(_·:i :.:i__;~:--..snd·:·lc el térmi~c· 
cu:iddtico dd lan-2'12i=~'.1·= ·::n ::i :~:::T= el·::o:::tr·~1 r;-,::D--:füi·::· i\ . El 
pt~irnern dt: e:::tc:: t~nnin:s :c:: 1 u 

CCfl 

12 den~Lcbd hsrr~ilt::nl:::~::.:- .-1::- ~nt·::r;::,:.;:i:5n .:::n 
int~r::!cci6n ,, f--F' ·~~ ~~;~~~lt 1::·r:~:i.J de 12 F::~~tr:ul~ 

H = .. ~J ~'-./-1 
- t/' 

1 i " 1 ~ •• 

(3.126) 

. ' 1:: f'·::pr~s~nt3r:;1 1:•n CE: 
!ltitc:. P31~,3 Hº s:: tier.e 

(3.127) 

siemb ] 
/-1 

l::i ·:·:~rr:·:~-i.~·::: .. ~~~·=t!--·:inr:-.:~~:·~~!·== ;::: . .3 .. !2). 

P2t':O el t.§rmim c:i::i bgt-=:;r.gi::n::· ·..;"" :~,!·:~.rrn-1_e :: ::::::gun:ic. 1Jrden en b 
cc::r1::t?.nt~ d.:: =.cc1pl:::::-:¡i:~t:, =-l ·=l·::~~·:::nt:: J·:: l~ rr:::t:"'~Z di:: di~.p,=rsi6n es 

S 1 ~fi =-i.!ch: < f ! V i (3.129) 
ccn if.f', -\ W•'.'t 

V= e-···v1:::-·' 
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1 

1 

1 
1 
1 
1 

\ 
., ~ , A u . . •1. N n . ~ l i.1 ' / = - q~,A. j ~' ( 6 . \ - L..-1 :' + !\!_ • .1 

11 '/-1 . (J' l·-:¡ 1 -~ 01 ...... _ _. . 

P2r2 c?lcul~r 13 '=:·:. (35125 ) !;·~·::s 1:ri~·i!T1·:1s 31 .:: 1 pc·!-·::~c,~~ crc1!1ológic 1J df:; 12 
siguie11t·2 fon11:; 

~-, ·r· ·4 ,.. .·r, 1- · ')I 1 .. · • • · ,. - , · · · ,. • 1 · ¡ · --...~ - - 1 ri '<'n''•: .'f1 ~l/r-f· ;i !\' t« '-1 \·· f·¡ .L H!f"-fi!-j Í" ~·1 h {v \·¡ i \ ¡._.fi- ..... J.,...J._; ;'"I -t,'-"",":~,'.''';••::r<,;'''-, I -'." •.-•.:J'•,.,"'•1 
.. ",::-i\/':',.•" -í 

- - ·• - ,, 1:¡1 \ 
\..J .. - ..... - ~ 

donde i:s frJn·:i6:'1 (:l ~,:::-b) ··::::: !:: fi._::-::i::: J:= !~·~~\:i::id: '.-' '.'31€'. L!rr:) ~i 3 > b v . . 
' . ' c:::rc, :=.1 :: (. C· .. 

n 
r>••l' ]..., qu.;:; r Pn::>rn,-,;::: r- ...... -- i..._ .... 1~1--

S = J,(d4:d4y { I E1(t - t') <fl H):.:,t) 1.:Pn>~>t·n! H2
1.:,,,t') li.> + 

n 

.:.. ;: ~1(t' -t) <f1 H (··.t'i ¡,!, ·' '-'>1! ! !-! f:<.tl IL' } . ·= '.' . . . !:' ' r: ·= . } . 

f!g.11 Dispersu:~11 Cunptm 
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En el pri111~1~ 1Ji~·s1~2n1~ ~l f·~1 t.Sr·1 i~-;1.:i.:l i;-:tc·~"':::t~.E: i:1:;!1 ~! b:=:ri/ln r:ntr:J.nte 
míentt~as que er. el ::::::guncic1 le h:::·:~ C·::·n ·::l ::::ili:::tc. E~:p::!"i!!:c:n::oln:':'ntc:
::-::: impiJsibl~ distingir Uí13 •:J.? le cfr2, p1Jr }c. que d·:?b.:::m:is c2lcubr 
2mba.s. La e:<p1·e:::i6n qu:: si::- t~er~::: :::n (3.132) 

(3.1.33) 

rv.) es rn5s: ,"iu:: t: ,3~·.~~r·::!5i 1J11 t:~·n·~!"'~} d1?.l prc:·.::¿3::lJr de ls :;:::rtG:ula 1 ibre. . ..... .. .. ~ ~ 

~o '.!C. ,.,l5r=-.m.::r¡+.:o ,.,,,.::. ;:.] .-r,c::r:;,../.-r :'-: :O.[l¡¡,.,,,,,<:li-· ,-::. l!n ¡c,.~t:;:i;; ini,.,i,o::.1 ¡r·, :; un 
.... _, • - - # - .......... __ -:¡~- -- -:--··-..o- ..._ -- .. __ _._ -' '-' ...... __ ... _,.;>J -· ----- ~· ..... 1 

t1c!T1f'lQ t' [1;'1~ \f~ =. r11--1-tn,i:;ro;·:::-~r ,.::¡;::::~ .::.·'".:'t=idr't :-, un +i~n""'nt"I t r:i::·mnr~ "\: ¡-itl!:.,q,-1,-1 t ,., __ ·r 1-- \ - - !"""· -·1---si...: --- -- - ... - · · ... -···r-- - .. -. ·r~ - ./ _ ...... *_. ---
:=E?. !Ti3~:'CT" ·~L:~ t' .. 

Ji> = i 

vv 
\It (¡ '¡ 
- ! t-; 

l 
<fl (3.134) 

L3 fun·~i6n q1 (5) ~>- 1 :;. fun:i fn d-=: ·:1njJ p~l"'~. ic1:= pl··.Jt::·:-t·2s en térn1ir.J5 de 
135 ~/=:ff'l~bl 1~S ·:>=·l~·=t~·/~-= !~·:: .. ~.? i :i. L.:: r::i:-:!:1~:?t;)nt~ l~ c·::,:;c\gi1n0~- d~ t.21 
for!11?. que tsnE.2mc:: tl~1::: -~~r::::~,=~·:.:d r:·=1 ~--rT~~li:::=:d=:· ::: U:1~ p~r'tf°~1-~i~ pe-!~ 
unidsd d12 '"'.:llLTTT.?.n. L::::: e::t::.dcs :nt•:rr:'.·:2.::!i:::::: r+, '· ó.::: k:: f::·::n~s e:::t.~n T·n 

eib:) (3.135) 

La cmstante d·::: n:::i1·m:::lr:Jci6n del fot.]n ne:,:: :::::egu1~2 q1Je su eneq;f3 
U= 1 ( d\: ( E.;: + e:) :::e:: pn::d::2mente k. .Ad=:·rr.~:: l:i densid::d e:::.tá 

2 ~ 

normalizJcls 2 um p21~trc:ul:::: p:r unid2d de \1·:::ilum:::n. 
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-1 !.:Í\!.1 i 
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-1t. t 

1 "':"'. :.: 

·- cik'~'\ 
(3.136) 

- .. 

int~2T2l de l~ función 

(?.137) 

\/3f1 a c;c:ntr'i~·~.ir~ ::·n:·: ::·n~~·:.::.:~nci ~ d:= 1::. ~=·r:..::~t°'v:;:.'iSn di:) C'.n::-~~2 í 3.. E:= 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

~ <i/JD. ~,í V q ,--, ¡ '¡/'' 'µ 
(3.146) 

A.fortunadsmente al hacer 12 i:lteg1-:::cifo 2ngul21- 2lgums ~>:pP2sion•2s de 
la \/."r1··:::hla. E. ~r-. ',1;:.n -"• "L-,],,.n.::;rir -· ~--- - -- - . - - ·-r---. 
L2 inte2-r2l einr;LÜ3t~ cíe E. t i:-'=· 

._;¡ ._, ·1·m 

-- LÍTL :-=?r:;.~··.Ó. 

3 
,, ........ 
J,;1. 

2 _;; 
f - " " -. r ' D · r -;.-= ¿.,:, .. 1¡_.:::1_,:::'ó 1_, .. _¡_ ¿3 1":!',-~'l·- ..!. (a - a) o. 

;! ·-·' ... -- ••. i 11-

{3.147) 

P21-3 t-e:::liz21- b i!!t-::;:;r::ci.Sn 2n~ule.1- ck \r'' les ·:::iguisntes !"e:::ult::.dcs 
ee!-fo de:: utilid:d 

i) ·\~-/i'\::: fi
1 
.. \-: {e:\ .. :: "':::n~ F..:.\->: ( ·::sZF ~i;; - ~e:.n'- F)} (3.149:;) 

~ !'" l . 

(3. i49b) 
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'"' i • i. • ' • '* d ' ,. r "J 1 · .... · l ' t d ' · ' .::.üs1-11.rnmos ia expreswn e v · t;,:;c • ..,. '10) en e ernmen o e ta manz ae 
dispersión (3.129) . Dado qu~ eslEimos trabajando en el régimen de 
bajas energías vamos a expandi~r al campo electramagne1ica A en su 
serie de Taylor y solo consideraremos el primer término tfe esta 
expanci6n que de para el elemento de la matt~iz d::: dispersión 1m3 
contribudón difoirente de cero. 02 heciio ei prime1~ término será el 
tfrmino constante. Debido a que la funcion de anda del proton no tiene 
•.. 'll J 'l ... '1 d oependenc1a esoac1a enemos c1ue a rn errac10n 2n1:utar a po emos 

t .l l. :J ...._¡ 

hacer~ ákectamente sobre el h3mi1Loniano \/1
• 

Para 10s ti.frmiilos cuadrados en los campos ~· ciel hamiltoniano 
de interacción V, obteíl-2!Tl0S la SÍEUÍente con(df:iuciÓn: 

? '> ( •n \ ' Í ( t ., · 1· '"'' " " • ' i ' ro - ...,~. n.:.. 1~\, 1· ;i, •. ~ ..... ~ ....... .:..., = -- n•· r';., v ,i\ ,.., ~:~n"' ~ 
_'.:'_ -i. ~--'T. .,i r '>.:. i ·- _ .. _, ·¡·. ··-·, . 
a 3 

.{3.150) 

Utilizamos los resultados da las ecs. (3, 149). 

La contribuoión del tét-mino cuGrtko en¡:,] campo~ es 

- a2 f d.O. /\.A.I {.~. 2 + t.,;>.)(a ,t.,a11
::, +a ra!'n + r a tJ. +a J:,t.,) 2} = 

.,,.....,_ ' l l 1 • ' " - • LI '· · •. u~ ., . . , , ., . ., . /U ' - ., " 
¿9"" , J r 

- 2 ' ,ir - - q h.('\ l 
-,...,., l 
2e" 

8 ,.. r• ,... F r•., .-.. .. , ,t ,.... \ ' 8 'F ir sen" reos- - r"" +j1.JT sen·· r / T 1r sen" 
15 15 -~ -L-'.:j-¡:r-

+ 8 rr ( sen~ Fcos~Ft='~ ::'. - sen~ t=" ) 
--- ---rs-- . 
15 r·'" 

+ 8;r { i sen2 F cos2F P 2 + 2 sen4 F 
-~r 15 r" 

::: - q2 A1Ai 41t sen2 F { F' 2 -i- sen2F ) 
1 """ ----ry-.:Je" r-

Ahora usamos que {o r1o 1:-1 + a t,a !;.,,)~ = 
/i' ¡J... ¡r- w ·· 

(3.151) 

0 t, 2 + a t.,2)/4 V las u·· µ"·. J 

resulte.dos de las ecs. (3. 149). 
1 • 

Sumado l8s contribuciones de las er.s. (J.1.50) y (3. i.S i} obtenemos que 
la ini.egral angular del hamiltoniano vi es: 

f díl V' = - a::! A.Ai Ir sen2 F ( e::! + 4 { F: 2 + sen2 F ) ) + 
' l - -'!" __,,---3 . e" r~ 

+ o2 AP A J díl tvl v 
' V f.l 

{3.152) 
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Ahora debemos determin.;1 ln r.on~ribur;ión ci1:1 ( dD vemos la 
definición óe ?vl y N {ec.3.27) y (3.28) tenemos q'u,~ 

~ ~1 11 '.l 
2~ I\; ' = - I\/ 

JI 
(3.153) 

1.1 

Por otra lado los fmi~os tensores de los que puE~de depender M ( de~pués 
áe hacer la integración sabre las variables colectivas ) son del tensor 
mélrico e- v de los momenL0s p D , por- lo lanlo 

"¡1¡1 , • ¡¡1 ¡1 
V 11~ ' V rvl = g L + p r1 E 

J.J .:>u • u' . ' ' 

(3.154) 

con C y E dos constant.::s. 

Si str¡:ionamos que el momento del ~,1-own es pequeño1 podemos 
dsson::ciar ei serundo término. Con esto tenemos que M es un te:isor 
diagonal y está d;do prn-

;;~/¡ p_ ')-
·-· lv ·- ,¡ •~ 

f1 f.l 
{3.155) 

Con lo Cl.181 la const.anle e ES i 2Li8 l d menoJ3 Lm tercio ds N { e = -\"-{í3). 
N f l . ~ ' ~ . • . J· • ~ i' o r1EiV qua o ·v·1uar aus cstéimos us2r:·'.1D l'3 fi•Jrm::.< de rE<o•.ac1on. nor o 
tanto Él índice µ svlo 'toma los va lores t=:spacíales. . ' 

Si utilizamos este rnsultado la contril:iución de los térn1inos cuárticos en 
los campos ~- Vá a ser do':;; lercm-as partes de la calculada en 
~t:c.J.150). Cüí, lo cuc.1 llcr'nrm::::; aue 1~ inf¡:,ar;:i1 nP \/'.sobre todo el 

- ' ~ 

espacio real es . i 
( 

., ' r 'rl , , ~ f;, ·E· 
.· ¡~~arJ Q:i.¿ v = - (f_!_ __ ,\, (3.156) 

con V 2kV2~;v 
N = f r2dr~ sen2 F ( e~ + 8 { r'' 2 + senZF ) 

~t), --rr-
(3.157) 

je" r~ 

En l.a E:cu.::ic1on (3.156) sustituimos explicitamente factores constantes 
da] Comoo electromagn2tico. Además aparece un factor de dos extra 
como co~sec:uencia de tt::ner dos término~ posibles que representen a un 
fotfo enLrante y uno saliente. 

El factor de dos e:xtrEJ que aparnc:e en el elemento de la matriz de 
dipersionE:s se debe a que tenemos dos terminas que representan a un 
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... 
! ~: ;-r:~·~c,~ J 

l '\ ·-: 

C?.1Se) 

:-.;; .. 

!..l 

F!"·:·:·:.f: l!-~~·:i3l e~. 1:~ m~~rn2 
.:i::~::·~"':::i6~~ e -S 1~STJn·:ier cr~.Jen 

~'-'2 ·-~· 

·J~.=itener· 

- - -., . 
f.( 1 h.: !t 
'-·. - ,,.; -.1 

dif~ren':i3.l 

de 



1 

. :i) 

T.' 2 
i cit 

- ! _.' !.. 

~}.161) 

(3.162) 

iii) El flujc1 ~~- ei n0!n~1~c, d~ ~1 3~"'~iéL~l::~ qu= inicider. en el bsl~n~~=, pc)r 
u?"":id=d CÍE:- .s!--e= y d:: :i::rnc·c· .. 

= :l.¡·:; 
l 

·:brde n. e:: 
·:e 1·:1cid:!~. 

c.1 nC::""'.·~: ... ·: d·::: ::1 sr~G::Jl::;s [11:1r '..!ni1:13,:I d·~ '/ 1:1lun1~~n '/ 
' . 

1 ~ 1: 1:·~"'!":1?.!liz=:~i.:.n --~r :,~ h3bi'~rnc::: ·~~ 1:::: 1:ig1d::1 p2r2 
ps!""~Ícul:!~ ~ncid:?n~:::: 

\: 

\.: 

. , , ! 

,-'f-.r t rr: ! 1-1 ~·-i ,'i.::. 
,--~ -··---·- ...... _ 

80 

(3. l63) 



' . r :n::.~ 

(3.165) 

Junt2n·:b tc·dc·:: ·· .. _ t'·::-::lL1::::·::k·:: 2ntet'ic·res p2r2 form2r 12 
diferenci2i ·::·t·t>.::r:==:::i:·:: 

(3.166) 
-, ,-

:\ .J ~ 

ti-:::::._.. 
- Wo ·-- --

, .: . ~. 
L:"' ,;. (3.167) 

. . ·' 
,"4 'l.~::: í·C.l"'.:O: 1 .-.n -- ---r-· ---·· ~_ ..... h!:.1 ...... ~ -- .. }--

dif-~re:n·~i::.l .-1:-=· 1=·:.n:pt·:~n 
.:.:..: ~ :::.·_· __ ,_ 

. ' , .. ,., ... ' .. - -."'"\- .... .,.i- -:.-.~ 
~-··-· 1 .• -~- ---

,.,,:: r-.-. "' 1 "" - --- -t-=,...,-fl::.rv1.--, . -· ·-- -· ---

., ·' 

De 
.~ 

-- ,-..-,r .-,:-- .-. -. 

!'. C' i, \ 
,_ \). i69) 
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CONCLLJSIO!'\JES 

el2ctron1cgn~cicc1 d-::i n11:11~~~ .. J d= .:;:<· :.. =:::· ::;-:~·= .- · -==:.~!'~~-~~-::: -1
.- -"· 

!1~¡·+(,....q1li:. .~alto:¡ .::.n t.ir.1 nr--~r~n.. . . f .. _-,t·_-.:;,-,·, - 1 • .=-,· .. ·::2""'_r,.-_, i-,-11"''"-n --~ ........ ~- ...... _,_ ... ____ ,__ ~·· - :-· '~ ~~·· .. \..; .• - - •.:.:l -- ~ "' ._1_1 !r-1\.1_:.;.. f-1;.!¡ ~ 

nry··1tnn¡:::.>' Í-.rin""'·'l h!:..~,r~rr\1-·.:'""' i1"·1-:-'l--~~ ... "i-1-· ...... _ .. ,n_.· .. :_-.• _~1.~.~, ' .. -n •. ·::::-.n.~c.· '--:;~t._=· n,.·"' ... =··~.-.-~1 ,_-.· "1·-, r .. -·~:1-:..:.·~ ·--··i·- ~:- ... '---.:-·...::- .... ~::·-·.:.·-·::: .. ~.---·- ________ .. ___ i ; .... 

p: ... s-·::e:-nt~.:c\ p 1~1r T.t-LR .. E~k~·~"'"!ll.-~ .:.:;: 19::,2 ::rn: L::-:3 t·:>=!r[~ í:t~ 1:.Jrr1r1c ~10 
lineal que d~::.ci--ib~ ~'.::·:l~::!t~i·.::::;!l~=n~0 f ::;; int::::~~.:·:·::iEn h .... r:=!··t·:· .. 

:-11 r::1 ,".:l i rnrri:-. l n _J _ _. -.-. ••• _ ....... _ .... _ l.~'= sirne.triás ql!·~ ~E: t~r~r:.::rt ~~: ___ ,._ ~=.::t; 
r'c.· C:.k·, ·1-¡·n"· -=-'=' l"··.-.~-- L · · . - · · ·• ..J ,~ · - ~-- . L·~~~3 ~:·~·,0~:1~~~~:cn ~: :~~ 
-- -· ) ... - _,_ A.> ..... 

·::r'·:·:T1,=•·=!~r:3'n;i:::: ·::'...!inti 1::! \·.:: 

que :::ri·1b·:!:: p·:,s-==~n 1:::. :-:--:~-=~-¡'2: -==~~·:·:::~.~··(~~·~ int.-~l~ .. ·r-'.~·~ ~:::t:-: ~':1n S\..Jd'J)r ~< 
SU(N)p :·: U(1) 0 l L i ·, A.J·:o:r:{s ~:·:.:::,;-;tr·:;:.1:.::: ·=:'.~·= e:l ··.·2cr:, S:'§t5 
..J l ... d . . 1' ¡:~ ....... -,-.. '¡~ ,•,~i. ~r···. ,·;_·· -.. -: : '. ._-. :.· .. -.. . ,.., . ·*'. ! 1 ~ 1 • r - • :.J'2E€:ns-r5 ·:i \/ a~J2- ~-:: _: _ ·_..: _;':- __ r~~--.::rt::~ 1:·!··:113C!c1n a~-1 gr·upc- ;::.J\¿.1 

de .... isc·e::pín pe?~ 1J r:i:1 :::nt-~ l~ t~··:::r:'.:f·: 1 ~--:·T1:.:·:~:~:r:. :::;r __ }(2:1 ~>i:·i. E~-.:l·:: F~~ntc· es 
de zr2n i1T1P :1 rt~n·: iE de b l _ ·~~J2 ::: i ~--·:'!11!-' ~ tTl ~ ::n 1~ ·:> ~::;F,=·:1t~!~·~·J d-= 1 s 

En ·:::l ti~::b3i,J C'.:: t·:::s:s d~<.:::t·tnir'.:::rr:·::: ·=c·n ·=i ::::~L'~b -l.::. ¡,.., tco::'t~r'.':! 
h:1rr,:,tc~Fi~2 ~/ d·~l t-::,:i~-.. ~:T~~\ .-1 .~ [\~~--r~·:k l:: F=·3ib!li·:~::~~ qi_:c· ·=l l:.st~~ngisn1~ 
de 3.k·/rnv- ·:>Jnt2ncs :J·::Lu·=::~·=·~/:~:: tii~-:1 ::,Ji~ t..~:t i::,:~1:J C·:=n~-::-cL:::·n~i:i cH:· ~s:.tc . ~ ' 
e~tudio e! 1.:1ntr'3rn·J:: q1J·::: l::: ~-ü-:::! ·:i~rr~~r:~i1:~n d::·J ·::::p~·=i·:1 r1;:sl i::n que 

~:~~:d~,~lix~~:n~2~ue.;f n~ :.;:!~:,~~;.~ 3 ~~iS:tr~:: '~~·~I< c~1:,{~::;~ri~~1t ~::. l~ ~1~~::~;:.i ~7 
lRnr,4nPi -::.nr, d~ ~L-"'rr·n~::. t~ ... rr:·,~11,-1.::- .~.-.n '='.1 n1c. 11.-1.:::: ,-ir i'::'.t!--.-~ ,r{,"."'.ri\ ':1r1,":":.;-:i. ~.:::-J,-1.::.: --E· - 0-- 1 ~·~ - ,_ .. ·,..:· ,,._ "'-· ... i-. -- --·· -· ···-· ·-- _,,,_ __ ... - --~"' _-.,,.__ __ ... __ 

térmims s·:.-'n n:::c:::::s;:,dc·s p::r-3 1:: ~:::t::'.:·i!i::::ién ci·:=l ::lit:~n. 

c·btu·,:imos 
'"k'.'1-rniÁn -'• )- .:. ! l .... J. 

colect i \1.::s 

uns ~-=·luci6ff! tir-·:1 ::D~it:5r .. 
en r-E-p-:15·:·. i\ •::·:1T1tinu=:: 1=:i·~·r~ 

dependi~nt .. ~~ del tiE:111p:· 1JTJ-::: 

ü3 

rn lt=> ¡--

Est0: :J<Jlit1:'Ín repn::srnt2 , ~ .. t.:n 
inc·::rpc-r~rr.c1s l_íf13S '/3t"'l:!L\1es 
rn:: gen~rm un2 rc1t2c;i(n cle l 



}·; \s 
,:-

C
L

 
e: 

t.I 
r 1 

GJ 
~
;
 

1-1 

tfl 
() 

rJJ 
' 

.-
-
1

 

t-1 
• .e: 

ll.1 
fJ! 

G
I 

e 
r i 

-
·
 

'' 1 -o
 

· 
ií1 

rrr 
e: 

m
 .r': -ª 1·~'. X1 

ríl 
ü

t 
1;1 

C
1 

-;:! 
:-; • .r: 

'·· 
(
T

' 
(_

l 
º' 

,¡1
 

e 
-~· 

;_¿_,. :i 
:.~ -o

 
'

1 
lú)'-:::1 

1:1 
.. t:_¡ 

l. 
1·:1 

,-· 
r~J 

\l~~JJ 
_ 

r:i 
r1 

l=:_I 
Í i 

,_
L

l r:::! _¿i 
é: 

-~: 
-~ 

U
I 

(~ 
t~J 

r:1 
;:; 

• 
e· 

~:L l~~ 
• ~e: 

E
 
~
o
 

~ 
1~1 '-1:1 

t, 
G

I 
t:-J_ i_

I
 

~-· 
l~ J 

-'-' 

l_
I 

í
l
 ~ C

 
·-1

 
l-' 

-
r 

fíl 
.,...., 

r 
'":--

.... ~, 
C

L
 

·' 
-1

-.J 
,.. 

• 
f 

r 1 
c. 

r-· 
1 

I"
 

Ei.. 
1,1 

L
L

. 
f 

1 
(_¡ 

¡·¡ 
~I 

,;¡ 

~-; 
t¿ -~~ :~~i ~: 

¡{: ~:~~J-}~~ 
L~-4 t~~ (, (: 

.
_

¡
 

(_
¡ 

¡;¡ 
l_

I 
rn 

e:: 
-· . ..: .. 

f1
l 

¡'d
 

t;.I 
L

l 

''I 

....¡..., 
.
.
-
•
 

.... ¡-=1 
L 1 

-
-
i
 

_
_

 
rJ 

) 
c1 

rr1 
r·1 

F: 
r_~ 

~:-¡ 
-· 

...... 
-
~
 

CJ 
·~: 

~: 
C: 

é: 
.:-:~; 

fll 
,e: 

n 
-
-
~
 

n 
q1 

r:> 
r~! ·r .. ; ..-(1

 

[ ~ l 
·ó

 
t~ 

1',.J 
~· 

r-1 
(
J
 

r 

>-. ~'.-._'.:: 
::,: ~j 

r:1 ~: ~J-
-

r-·· -u¡ -ii 
':· 

_µ; 
i.:: 

Ú
J 

L
l 

..,¡,_, 
-

l_;I 
rl! 

-
! , 

C
i 

~:J 
,, 

E
 

1;1 
;
;
 

~~l 
.J:; 

l~ \ 
(1

 
¡.~; 

-~~; 
r/1 

e: 
::J ··;~¡ 

n1 
.. 

, 
r_I 

f~I 
u 

\t 1 
r·.~ 

.-
111 

...---~ 
1:-~ 

1·1 

C! 
t,·;-

f1~ 
r
-
-
1

 ·f.; ·-~,; 
~~, ·ti 

.. 
~-¡ 

_1 
1:1 ·7:1 

til 
C

I 
' 

1; 1 'T
_l 

~· 
l_

J
 

--; 
rf1 

~¡ 
u 

~-
-~! 

l~J 
~ ! 

~~-: 
·:·' 

ü ,~; ~:f ll, ~: :f, ~ ¡; -~· 
~-

T
l 

·¡=: 
,, 

:~: 
.
-
-
l 

r,1 
ü1 

¡:¡ 
_._J 

cr 
(1

 

..__L¡ 
fil 

C
i 

1
-1

 
L

: 
!... 

r· 
t!l 

I' 1 
fíl 

¡:; 
t'i 

i:r 
·-

1 

t~ 
r 1 

. .:. 
c:J 
::¡ 
r.1 

·n
 

r 1 
L

. 
e 1 

1 u 
-,· 

_, 
r : 

-c
1

 

!JI 
;; t ·-~; ~~ :·,~; fl ;~; +: ~_¡ 

~
·
 

. e: 
'L

lJ 
-1

 
e 1 

fll 
-r:; 

("1 
.J.-_, 

~l.:'. 
f;~I 

, ttl 
-~-! 

¡,·1 
r~l 

tl1 
:-1 

¡;¡ 
~-· 

C
J 

f' 1 
l_

I 
U

-
.. 

l' ·-· t 
111 

,_J 
J 

__. _ _, 
;
·· 

\~;: 
1;.! 

[':: 
_

,
 

f.il 
~~~ 

tll 
~íi 

_
J
 

[ .. 
~· 

ni 
rtt 

n1 
e: 

!: J...,.\,_j 
~ 

1 
L

. 
·~ 

C
1

 

;, ; 
E.: 

[.L
. 

-"-' 
(
r
 CJ 

[ 

_ 
i:I 

i'-1 
1 .. 1 

r_¡ 
r 

r·· 
.... 

1 
---. 

~: 
l.U

J 
11: 

,,, 
.. J.:: 

íil 
r
•
 

-· 
~ 

U
l ·c.: 

. 
l~ 

C
J 

rr1 
C

.i 
~:! 

r:: 
r::1 

\c
1

 
~. 

. 
L11 

r_1 
..-:1 

~.t:j 
ll'. 

1)1 
t)J 

~1 
E
~
'
 
~
 

. g 
t: ·e: 

u 
~1: \~j 

{
=

)
· 

~: 
e:: 

• 
.
-
-
t
 

\1
-J

 

\E 
111 :::~ 

-~~ 
'"T_.1 Ü

 
e 

o 
en 

~:. § a
i 

"i1~ 
m

 -o
 

tTJ 
L 
111 
e: lll 
r-1.() 

tfl 
(1

 
L .. .--. 

-C: 
r 

.._ 
o o 

lll 

~! 
o.. 

fll 
n1 

>-.W
 

E
 

~:· 
.... 'v

' 
-¡;:¡ 

_.._.,¡~ 
r-· 

1 . .1 
Q

I 
~
;
 

L
. 

en 
rll 

lil 

t.1 1 (lJ i! E: 
~l 5-

~:'f.:! 

r,, 
fil 

C
! 

(J
 

E: ;"
D

 
. 

rn 
C

l ·-· 
:i 

::j 
'" 

~~; 
?·u 

rn 
r;t 

C1 
r:l 

Pj .~: n; :J 
C

' 
U

l 
r! 

L1 
-§: ~: 

~J.~; 

1,1 
•
. 

"-' 
·n

 
r__¡ 

r~i ~¡ f'. t 
l;J 

r:I 
rll 

!T
I 

-r:=~ 

. 
e 

-
c1 

,., 
e: 

u 
_

¡ 

:-; r·: 
r._ l 

r: 1 
r·· 

c.1 
e 

~ 
! 

,. .. --, 
~
.
 

-
1 

í;\ 
¡
!j 

C
l.-::.; 

d
l 

~ 
e; 

(!! 
·
-
-
\
 

~
f
 

l.Tl 
~=-· ·r; -~·: 
e· 

r·1
 

l·¡ 
l
t
 

:.:.1 
r_¡ 

C
1 

111 
~_,, 

1·¡¡ 
: i 

1 1 j _ ! 
~;. 1 ·~-~) 

"' ~; ~.-r ;: ; : "-~ 
,, 

e: e¡ 

~r.; ·-~-f 
'T

\ -~=j 
~
 ... -. 

( 
l 
~
-

_ .. 
l
'
 

1
' 

r'1 
.. :, 

i:-.. 
r_: 

f' l 
-~-¡ 

'"E~~ -
t~ 

·-'· 
•.I 

-· 1 ·-r ¡ 

L
r" ~: 

:_ii 
!¡_

_
, 

t:1 
;·1: 

~; 
.. ... 

r !. 
1 I 

n
i 

i:i 
u1 

C
J
 

L .I 
( 

'. 
i-: l 

-r: 

l-
L

 

---t 

ffl 
i"

I 
¡-

¡ '1.:J 
~ .. (!I 

P
I 

•· 
~í i 

r_: 
r;~ 

"7
.l 

;J 
r~: 

,,..., ... 
:; 

G
 f~ 

1-=-i 
i_-1 

e f ,1' ·f:1 É; 
rt_; 

;r <~: 
~-~ C

i ~ 

!!I 
\
¡
d

 

c'I 
[,'I 
¡;: 

~~ 
E: 

~:1 
~:.: 

]j ~-fi 1! ~: . E
 

C
~
 

H
 ! 

1
: 

,:o.. 
íi 1 

-~~; 
~~ s~ 

t:-. -~1 .~:
1 

tJ .. T
i 

e: 
:.J

l 

-~: -~: -~;j ~ ~~l ~i 
'-~: 

. '~í-1 
11_ 1 ( 7

; 
E

 : 

~: :t: 8 ~' ;: [! 
,-t 

t. 
1

.. 
! .l 

¡_;¡ 
( 

l 

l;¡ 
¡ 

-·~-
1 .{l: 

Ll~~c· 

íii 
L

'I 
¡; 1 :~~; 

f,'1 
·-:-:! 

!11 
u

. 

~j t! -tl ~~¡ 
fj\ 

t!I 
~ 

l-
l 

111 
~J. 

'!;: . .: 
r 

l
~
.
 

,_ ... 
l'i 

f;t 
lll 
r
,
 

,e:-·-• 
i·1

 

·u
 

n1 
U

I 
t': 

lll 
-~[-¡ 

·r; 
-1_1 

ri: ,_ J 
~
 .. 

r 1 
! ... 

1
l1

 
¡:~ i 

-C
 1 

---'· 
r-~ 

,,,..-
C

t. 
ill 

C
l 

::: 
::i 

~j 
-e: 

e: 
lll 

l!l 

:-·1 
í_

l 
f:_:I 

ttl 

(
I
 ..¿_:~~ 

f} 1 -~ u; 
,-1 

. ·-' 
!,_, 

tll 
, .. 

,~1 
~
~
 

e: 
(~) 

lll 
P

I 
-r:i -¡e: 

•
·
-

1 
L 

·• 
l.l 

[lj 
e: 

LLI 
c. 

"Ó
 

'-· 
o 

tTI 
~·-• 

~-· 
r ¡ 

1.i 
e 

e 
-

:;.1 2J 
[~ 

f}I 
--!-·-' 

-2::J 
e 

r.) 
::J 

t:J 
1JJ --n ·::;-ttl ·~;; 

'
'
 

u 
(1 

nj-~ 
-
::•

 
_,L.....1 

)._l..,.---1 
.
-
-
t
 

11J 
!ll 

l1J 
L

. 'L
:l 

--r::1 

(
lf

 
r;1 

... :-.• 
!11 

c.: 
e: 

111 
C

J 
~
 

.w
 

ttl 

F! !5 
o

. 
(_J 

•JI 
1··· 
e: 

.... -~ 
r lli 
L

L
. 

i!i 

t~I 
• 

.--1
 

111 
.
-
-
i
 

(!J 
(
¡
 

(
l 

..-
t 

r 
• 

(1J 
.-·-t .-1

 
---

• ·-
·• 

tT
l 

:".i 
rll 

::_¡ 
6... 6.. 111 

iii 
nJ 

:J 
"' 

n
i 

:--
1. 

·;-• 
r:r· 

i:::r-E
 

r: 
..e: 

u 
rs

 
td

 ..:::· 
-• 

C
 

C
' 

-+--' 
..... 

r;I 
C

a 
1

:1
 

·--
1 

;:,~ 
f. 1 

s_ 1 
rf_I 

rn 
rn 

c
i 

q1 .,~; 
__ 
~
 

t., 
-

r ¡ 
u 

;:J~ u 
(J

 
u 

( 1 
( 

1 
e 

u 
c. 

•e
' 

~: 
o 

[ll 
F:: 

C
• 

E
 e 

. z 
riiJ_'.:~ U: 

u 
-~j 

~--f· ~ ·f; 
L

. -~• 
:¡ ~; 

1 l~-· 
U

i r1 '~ 
[~ e:· 

. ..._~ 
r 

(1
 

··-_• 
..... i 

... J 
~-1 

u 
~
 

-C
l 

---:· 
C

. 
L

L
\-:l 

[~·¡ 
tÜ

J.:_, .. e: 
ti.J.l-+

-' 
lll 

-11 
(1J 

~.J 
h

J) 
'11 

-~·I 
~11 

~
 

·-
·:.:: 

_
... 

r}l 
rrJ 

~ .. 
....:: 

_.:-; 
LT.~ 

L
. 

C
J 

~·I 
~-1 

l¡J 
1_1 

(l! 
t'rf 

\
-

.-
-
. 

h 
r;. 

C
l 

c. 
' 

[_
I 

<
'I 

f'I 
.
,
,
 

í_l 
(.J 

1::) 
¡¡¡ 

lil 
cil 

IC:_; 
1.-1 

1(1 
• 

~ ._ 
L. 

~-1 
(J

 
-' • 

,. 
rf1 

·
~
 

.
-
-
t
 

l.. 
l 

i 
t._, 

1'1 
T

.1 
t_ .• '~~~ ·-• 

.-
-
·1

 =
1

 
C

l 
--1

 
(
' 

lll J:; :~=: 
L

ll 
··¡ 

~·
1 

r:::.. 
--:1.. 

,_. 
fil 

C.I 
~· 

r 1 
111 

L
:! 

1_¡:, 
1;1 

l_l 
(0-1 

-
\(:¡ 

111 
~
¡
 
~
 t: 

lll 
(ji 

-~:-; 
'~! 

d
l 

• .: .. 
t.-. 

...:. 
-· 

·e:-· 
111 

f,: I 
~:; 

[~! 
l: 

L~J 
C

? 
~ 

b
Í! ~l. .. 

LTI 
1li 

f) 1 , C
l 

e: 
:
;
:
 

-
·1

 
¡;, 

,~; 
¡-: 

r~! 
{:j 

. ....-. 
....·-~ ·r-1 

,-J 
..... ; 

(~I 
f_l 

-- 1 
r 

E. 
t:· 

-
r
o

l 
T

/I 
e 

r~ 
[L

 
(-.. 

lJ 

~ . .' 
~:_! 

.;; 
~.· 

f~ :~ 
rn 

('1 : 1~: 
~
 e: 

~~ 
,-1 

F:; 
~j 

:: i 
(~ t!.:.~ 

¿·j 
•1 1 E

 
r_1 

r"."1 -~: 
e: 

¡:._, 
. 

-
-
-
1

 
r11 

-
1 

•fl 
tTI 

,... 
111 

:=:.1 
F· 

1:1 
¿-. 

tT_ 
C

.I 
r1 

--· 
tri 

... 
J.il 

....... 
r·1 

i:, ;¡ 
.::-~ 

n
1 

·TJ 
¡·, E

 . .:1 
1:1 

·--· 
t¡¡ 

t:i 
~~1 

·~::' ~¡ :: ~~~·-u l; ~~ ~; '~ f~· !l\ 1~ ·-~~~ ['. 
·zn 

~-: 
_1;1 

r-: 
r_1 

LTJ 
~¡ 

e: 
í1i 

il! 
~·r 

ri 
::;1 

t;i1
 

~-• 
..-

L
l 

L~I 
"°r' 

[_1 
··r:1

 
f=-

L~! 
.·:::• 

r,I 
.&.-~ 

í_l 
f:I 

111 
·-1

 
-=i 

r:1 
1_! 

--1
 

~'.~ 
~· 

-
-
1

 
.. ~~.i 

!lJ ~:: 
... ¿- 1 

1.T! 
\Ú

J 
(.'. 

IJ 1 
;:t 

!...; 
t~! 

ill 
(_l 

lll 
f)I 

C
I 

..._,1 
F-

(
¡
 

1.-1 
rT

I 

f:·¡ 
.íl ~~; 

L
. ~~~ ~

 L
L

l \~~ ~: 
;{: 

;,;~ 
r. 1 -§~ 

L 

• 
r-1 

(
; 

LTJ 
~-

·r; 
~
 

e: 
111 

ai 
t: 

c1 
r;' -z·. 

~
,
 

llJ 
111 

T
1 

...... 
• 

!-
}
 

• 
L

. 
i}I 

-
-
-
1

 

'" -·-· , .. ~} 
r. L ~ ! 

e -1
 

i:¡·_, 

... 
·-· 

r. 1 
111 

.__, 
"J 

''' 
rT

C
 · 

· 
~ · 

\111 
·r-1

 
~
q
 

. 
e: 

--
1 

1
-· 

J 
(
1

 
:-·· 

. 
-~ 

FJ • Lll 
Ld -:-=: 

e: 
u 

-
e: 

!-:--· 
_.___~ 

:-
1_:_~. 

~-i l~: 
-~~ 

2._Z ?i 
.
-
i
 

e~ 
~-· 

til 
r{: 

l"ii 
l_

 
r._: 

0-¡ 
-?, 

t¿_, 
(1 

1.~~ 
f/J

 
~11 

i 
!'.-. 

L
. 

.. 
-

i 
o1 

~
 ...... , 

r· 
,._, 

r ..r1 
r~-

-
1 '.f ¡ 

E: 
(
i 

e;:: 
i._;:1 \G: 

1Ji 
.. 

. .... , 
-~! 

t· 
ril 

·-~l 
-
-
t
 

L
.!._ 

~· 1 
w

. e: 
r: 

111 
ill 

rq
 

t) 
! .. 

l_
I 

r 
~
 

_;::.! 
f:U

1 
í
' ~
 

C
: 

( .. 
~. 

!:1 
L!I 

¡~i 
-;-• 

(
l 

rTI 
·-• 

!ll 
rú

1
 

,¡¡ 
C

1 -r1
 

t~ 
. 

\~; lJ
' 

~: 
íi 

l.J 
... 

[
I
 

F: 
.. ~: 

1·1 
-:·: 

··-· 
ni 

. 
t: 

~
 

C
J 

f.i.: 
--:; 

r
j 

t. 
r.: 

t..:: 
~
 

e·¡ 
y

_
, 

!
' 

C
, ,~lJ 

( 
(}J 

L
í! 

(
¡
 

l_
J 

:-.J 
rn 

o. ... ,-
4

 
~
-
-
•
 

rfl 
1)1 

'T
J
 

~
q
 r_fr¡ 

L
l 

3 
t~ En -f~ -e ·r:~f) r:J 

C
J 

r:. 
e 

L 
rr1 

di 
" 1 e; 

1n 
e: 

e: 
~~ 

::J 
1n 

C
i 

-L: 1~ 
tTt 

H
I 

>
 

L
'l 

.s =) 

,T
I 

rr1 
·
-

... -
.1

 
F 

.
-
-
t
 

LT1 
c

1 
rn 

( 
••-1

 
(1

 
tTJ 

~-: 
lll 

H
l 

~. 
F-

. .-
t
 

; 
S

J 
t:w

1 :1 ___ , 
c1 

~
c
1
 

t:i.J1 ..=: 
hfJ 

...... 
C

: -n
 

L 
r 

L
J 

-.-. 
tll 

.,..... 
C.: 

ll.j 
rU

 
é

i 
(
l 

..::_: 
C

L
 

C
 
~
1
 

>
 

cU 
f.ll 

tT
l 

L1 
L

 
_

¿
J
 

(.1 
E

 
lll 

~J 
L

 
e: ___, 

b
.l) .,_

, 
(1

 
tJ ¡ 

~
'
 

-'-' 
b.J ¡ 

C
I 

lfl 
cU 

e: 
!11 ......, 

<U 
...C

I 
·--• .D

 
¡¡_¡ 

L
l 

tll 
....... 

·
-

_,.. 
l1l 

u 
o Ll.I 

o 

'1° 
1.1) 



té1-m ino usu:ii '~~ 
'.:egurnfo c-n:ien en 

de 

cslcul
1

;~~,~·'ef 2c~i~~~~~~~~;{~::.g~12:~~:;~~~~t~~pl,~~l~;~J ;;~:~"D~12~~~~~~ 
C'!"::len ::en tec·6:::. ,J:::- p::xtu:"'.:.c:;·:::icn:::::. ___ ,:,: di2g!":o.rn::.:_: ~;:. ,r-:·e:,nm3n gu::-
enconl!""'·:'.!~""!1:1:: ,::¡::·;. ~=··l·:· +~:-.. ·=~ ~::.::c~:;·=~~l~-:: ::::r~ :::~ '::;·=~=~-:~:.~·= lt:)J3l€.·~ 3 le:::, 
C1 t,teni~C·~ ~ ~1 3r't~.~-- Q~i i~·~r~::~~~:::;-~:: ~:: ~<l~u;-:=- ,., ·~. =~•; ~1 1::2.t~~ngi::n:1 

u:=.u:!l p;:;:--3 ps~--~í=· 1.~~=:: ,:-J~ 0~~1 fii ·:·::~--·:1 • E·=t~· ~~~..-.~+::::. ~-..~ ~~~,.=,~··t~ n::::! nt::::\:1:' 

pe~--c, n.:\~ in:i,::: 1~:_¡~ '.?l ~·==·~~·~=~r:i~,~!~~·:'. :·~.:.:.:~~:::: =~~ ·=:.: =~ =.ci~·::.~~~i:·. :-·:.~.,: L:::. 
di32r·e1112:=. cc:n r"':'.S\·":·: rJS!T:·:::;":1 ~-~r~(:1JL::2 t~:-r-:·::r-r:.-:::: ·~!:..;-~ l:~ C'r~-::t·3C1 ~lidsci 

·:..J T w' J 

.::fE ~L::= ~C: C!~!! :=::; ~.·:·n:·~-- .. 
' ,, 

;=·~"'.:·trJ!~ 

un FotcÍ1 r·2~.u1~.:~ ·.;::~' ~~--~i~'~r~·;~:-:·_·:::.· ~~:-'~:: t•--::n.~·~--,~(n cij;_.,:J'.~r~ ;l;~t::.'5tiCJ. .. ~stE· 

t ~=:r:·~ F·=!:-'G i ~~:J ·:'.!l L:1 ~ 
·::::.:t:is t~~: .. n1in1::5 

ccintribu"/~·r::n t::.l'.1>:, _ l::. :: ... :.-:r~::ic~ dir·=·i::r lT\:;.;:r.:'.:"ti:~ ·=>:,!TIC· 3 12 
Ct~2d1--upc41 lar e l~::!-i e~~ ~L~.:::]r_r.;.: ::·:.:e ;::: r ·=~~b·:.:rT ~ :~~~-- 1:·1u:/ f":-queñ2. 
F.Ype1-i1T1entcdr~1·::-nt::- ~·:1l,:1 :::~ h::. rn·::·:.!id:i 1:: t~o;3y;~ici:::; ·=(i~:,·=j:::r n1sgrx?tic2 
pero no ·.=.E: t:>::·:lu:-::.:;; u~:: c:;:-:triC·uci·~r: d:.: l~ 1:~i~¿~-~:~:.~:.:" :·l~Ctri.--r~~ .. 

Ei efe·:to 
b;:; j::s enerzi:_:,s, 

.... • .:J. ,#' 

ck, d1sFc::r:~:·:: _ <:::::.21 1nd: :·:"d::n. Un r::,::ult2d·::· .::t~e:ni~·::i '.:'urnsrnente 
inter·esente .-·- .Ju0 l:s ¿i~tr--.~!T:·~·:-: d~ F::-yn!!lsn ,::·n ci.:·:.2 .,_,·:::~-ti.::es s·:· 
=3ncel2n.. E:=t·:1 .?s n·:.r·111.::d ~,;r.~ p:!1--tfc~ü:::~ C·:~·n ~:.:Ff:-1 cEt·:., per·c· n(:1 pJt\3. 

;f ~]i~f j~;:1r :it~~r-~::;~;:;~~~;gf ~JZ~~;~;:s~Ji~~f I~~ 
' ' p::t-tfcuL'::!'-= :=en ·:::spi'r. ·::•::'f"J. t?"'.::~!T~'.':. qL:_::: F::CI":;_ 1-·:::::::·l''::T ~:t~ ,int~ffc•g:!ntc· 

¡:::..-: n~r.=..:::.:=..rir1 t'"":=::<i'7~r µJ ,-i~ ... 11~rr!r, 1-1¡')1 t-:-.r0:--i\·,-: •. -.!11 1,...~-.¡1 r,-.rlT·it1~r:d.t""\ nu.~· e;,) _ ...... ·.-----· --- .. ___ .. ____ _._ __ .__ ..... _._. --- -· _ _. ... _ - -·· - -- . r--• ·- ---·. _, 1 - --

prc·té·~t1 fin?.1 r~tr\::·:~d2. [1=·:l:1 q¡_:= 1 :,~ di.~.sr·srn2~ 1~~ F1::~,.rru1"13n con dos 
, ... o~ .... t ir:=.:::: ~e t"\~r.n::.l ~n +~q.::;n-v1c;: 1-,, r::: ·~l 'Jr,; 1...,1-~ ~5rrn in-. t:~;:. rnr1t!--ihU'.t€? 31 
' -- ---- __. -- ·--·-· "'-· -···-- -j--- ·---- ... _ .... ·-· ·- ., - -- • - : 

.-.c:-
0._.1 

1 ' 

ti 



~~Nfüfil:'..".:f!wmuva4""t¡¡!i ~t:www*' 
;srw

e 

t:1 '"r:: ........ 
Q

l 
[}J

 
C

J 
ú

J 
C

I 
r J 

·(
 1 

•:l 
·'-' 

T
l ·i:::1 

~
 

C
: 

• ..:-1 
-
~
i
 

U
í 

-· 
f/I 

--·¡ 
-~' 

í
l 

1:1 
rll 

r 
e 

Ll..l 
--

\f.i 
í_! 

':· 
r 

.::: 
Ü

l 
e: 

-¡ 
~ ·' 

')
 

-::~ 
T

 
L

1
 

C
J 

e: 
-.-· 
~
 

t:.l 
...... 

!:... 
(.J 

1 ~~ 
-· E: 

g~-
0 

r:i 
"1

 

r; 
·
-
i
 

~i l:i 
e! -e: ~! 

_ _
, 

1~1 
iTJ 

[
-

r:i 
:..-:. 

c: 
u

_
 

G
J 

.• 
E-. 

L.I 
\r:-1 

~"'1 
E

 '-
l 

u1 
-~-! 

-: 
-~·1 ·, 

(. l 
C.: 

· 
C

I 
r 

-
:

1 
!. 

ni 
;:-J 

L.J .,u1 
,::.. 

e: 
1.,~ 
~

1 
F 

. .e: 
·111 

¡::; 
... _ 

e,¡ 
_

: 
111 l-~ 

~~ 
~~-J Q

; 
f:~¡ 

_E:i 

~: 
,•¡ {

: zr f~ :: -~¡ r~: 
1 

"
T

 
L

l 
~.... 

"
¡
 

-=· 
E: 

'2r ~2! .s ,-_; ~~ . ;:, ~; . .:i! 
f Jj --~~, \~f: 

~ii ~J -I:~ 
r;_¡ 

~~¡ 
-
~
 

r 1 
,-· 

_
_

_
 1 

r_1 
-

.!~~ 
!:~ .. ~~ 

~;! 

·~ ·r 1 :?1 _g; iJ ?~ ~~ ~~ 
e 

~-, 
r;J 

ri1 
1<1 

n
i 

::.: 

(.: ~~~; :;: ···t2 
L

I ~~~ \f; 
~ii 

_g ! 
7

- 1 
1.if 

i11 --;ti 
;,, 

~-~ . ~-¡ 
_I 

_
,
 

·-'-' 
·~• 

ltl 
,-

l.1
 

-
( 

1 
L 

"'"..:' 
---• 

(
1

\C
 

'11 
C

: 
(
' 

'-'-1
.'I 

e:: .::.! 
'i.c1

 
1 ;·¡ 

~---
e 

f~ 
~- 1 

t!I o 
~· LlJ G

i 
}j 

; .. 
._1 

f;) 
li-'I i:.i;! 

""t:l 
\·-

rl.I 
_

1
 

.. ,:, 
~ 

....... ¡ 

~~ 
lfJ 11 -;}l ·r:: \~ 

t\1 
f!I 

L .. 
t .. J 

~:; 
[JI 

¡;¡ 
-
I
 

}..... 
"C

: 
1-1 

L
fJ 

_.:~ 
'll 

(JI 
Q

I 
\ c0 

\:-1 
:::::. 

r; 
,C

J 

fil ::l 
r¡¡ 

r~J ·;:-: 
C

L. ¡::: D
 

fli 
c
r 

rf 
L

. 
t_l 

-
-
-
l
 

·n 
C

L
 

--e
 

~ l 
l1! 

J)l 
fll ~-. 

!ll 
e 

f!l 
~. 

e 
tf1 

""T
i 

r_l 
o 

::; ·.;::. 
l1J 

• 
<TI 

¡;¡ 

~__, 
o \v

 
,11 

1n 
U! 

• 
o

. 
e:: 

CTJ _
, 

fll 
_

J 
f}l 

·-<
 

E
 

ru 
b .. 0

-
4 

trJ 
c
r 111 ·r:i 

o 
-.a-J 

ro 
u1 

e
: 

e 
-

ú.I 
L

, 
rn 

E
--a 

'll 
h

"
"
Q

..!=
;u

... 
.
.
.
 ....-4 

-
'
 

.-l 
l.A

 
flJ 

C
t 

.. ~ 
~
 

C
l 

tl.J ~! :::: 
._!_'.:? 

tri 
...................... 

_._.. 
..+-> 

_
¿

_
J
 

e:. '"":::-.. 
\.-1

 
(
J
 

Id
 

u 
·-· ·-· 

<ti 
h

JJ :J 
L

. 
lll 

_ _, 
tll 

E
 

F
 

.._, 
IU

 
f)J

 
o 

~í 
~ tií ~

 :2 '!11 
E

 ~~ 
ni 

e: 
rn 

ui 
rti ....-

1 ·--J 
tlJ 

C
t 

l}I 
tTI 

• ..,.-~ 
C

I 
1]J 

-r.J 
~-4 

..._! 
L

1
 

li) 
e
l 

C
. 

ru ... C
I 

·-
·. 

C
: 

?: -~i -~: -i': :::! ~~: -~ 

e __ , 
L

ll 
rif 
e: 

L n
t 

L Ll/ t.2 

[~j 
t.'";·' 

(lJ 
-

• 
(
J
 

-::~ 
~,l 

·r:1 
l_

1
 

r¡¡ 
¡q

 
·--:• 

;.:.l 
1

\1
 

;; ~: 
¡1.: ,§ ~' ;~; :: ~i -C

l 'E: r:; t él.. 

·{j ~: 
~~: ~t . ~ -~~ l~ -;: __ 

1~ ¡ 
r;i 

¡· J 
1/1 

( 
.: ' 

-

;; i~¡ '~ ~ ~:· ¡,. ! 
¿

¡
 

... 
• 

r· 
;-:~ 

iíi 
¡ -:=~ 

lll 
l~ l ' 

----t 
~
 .. 

,n 
¡· i 

--1
 

..: •• 
[ J 

(
L

 .. ;! 
E

 
=< 

F
J 

,_., 
¡_¡ 

~
~
 

(ji 

l.1
 

~u:¡:,! 
1 t·-· 

-~;~ 
11 

!ll 
·e

 

Ti ~¡ -~'. 
i i ~'. ·f~j 

_¿:_, 
(
J
 

r· 
r 

~¡; --~'.~ 
. 

¡J
; 

_
, 

iJ.! 
111 

·--i: 'I 
111 

1,!J 
• ~-:; 

r 
i 

11_1 
~; 

crj 
r 

¡--1 
.!J.l 

L
l 

tiJ 
i.T! 

;;l ~¡ ~¡ ·~ ~~ -~ ~'~, 
~ 

ui· u1 
tlJ 

e: 
;.· 

¡ 
~-· 
t~ 

IJI 
-1 

-
-
1

 
fq

 
·-

-
.i 

~-· 
'U

 
'l 

~. 
r·· 

/
1 

_...1 
(
1

 
lTI 

r
· 

Gi 
f/¡ 
u ¡::: Ji~¡~ ~: ~ ii":'.1ú 
~
 

e: 
t.. 

t}l 
d

i 
~: 

.
.
-
~
 

,..., 
fY! 

__ , 
~
~
 

t1JJ 
::J 

~.q.1 
i::~l 

t-. 

L'J 
n1 
e: 
(
)
 

·~· 
u 

·u 
~:1 
_, 

,....... 
_

._
¡ 

~
 •
•
 .--1

 

111 
rn 

c.: 
r11 

~¿l 
-~ :H 

~~ 
C

. 
t7"i 

~
1
 

r.:: 
~ 

C
,l 

r-. 
\i:..-. 

i.· i r . j 
Í!i 

ltJ 
ff./ 

!Jl 
,,.-• 

;H 
(
L

 t~ 
~~ ~~! .;:~ 

: . \~~ -~~ 
r-. r) 

~: 
l 

1 
t'°J.!J 

(:• 
llf 

tti 
l.¡,, 

~¡¡-~ fl··f: -~-~: 
,_

J
 

t1J 
ü

t 
C

t..-0
 

t]J 

í_
'j 

LlJ 
..---¡ 

t"U 
:::.1 
tú

\ 

>--. f~) 
li.! 

í:~I 
~r.:1 ·:·-. 

r. 
C.: 

f.!1 
c-1 

c;1 
1, 

ú 
C

l 
O

 
C1 

l;l -rJ
 

1_1 
·i¡J

 
1 ·.j 

,,_-, 
111 

!JJ 
::..... 

-r_t 
r;1 

..--f E· 
--c-1 

-...:' 
,....,_

¡ 
F. 

:-
·~.__. . ...:.., 

_
, _.. __ , 

e 
u1 

[lJ 
.• 

ro 
::.i 

<1.1 
...D

 
r1

 
..:: 

·:: 
--¡ 

r1
 

..i:J ,--1 
,;_¡ 

lll l:l 
·-• _

,
 

U
 

-.....:' 
C

l 
,-

., 171 
J.t 

-;: 
{ 

t 
t J 

-.. 
~~-1 :::;-

(J
 
~
 

C
L

.•,-• 
rJ' 1 ·-·· 

...:..: 
~ .. ., 

-.--:1 r, J 
:1 

;-=¡ 
... -1

 
1 ;1 ..;>

 E
 x--3 

0 
·a1 

=: 
!.:· 

e: 
~· 

-i" 
(~ 

~, 1 e 
~· 

...r.-:1 
• 

--
c.1 

c..1 
t.~) 

~-~ 
(
j
 l.! 

.. 
('J 

..... ~ 
t!f 

!•1 
r<J 

Ü
J 

-
(:_j 

111 
-

f _ _? Et 
¡=j 

_ _::; 
F= 

~· 
L 

u 
!]; 

~., 
~¡ 

~-. 
r/I 

.
.
-
t
 

--J-.1
 

í[l 
C:1., r-_: 

-
:¿1 

fJ.l 
~-~ 

C
l -r_, ~

 
~
 

-:::! 
~u1 

~] 
e: 

{
J
 

.~:! 
c1 

..... 
~ 

_:.;.! 
--r~ 

r¿1 
e 

o 
F

 
~
 

·t71 
::·¡ -c.J 

r·· 
h

JJ r11 
r,l 

-
· 

c
1 ....... 

r_1 
• 

t::"' 
~-1 

.--: 
---· 

·· 
c. .• 

t .. 
e~ 

iji 
e: 

~~~ 
f 

F :0 ,i;: 
r_:·, 

ttl 
e:, 

L
, 'G! 

r¿i 
;.-~ _s 

i:·: 
l;\ 

1)1 ·::-~~e,~.}:! [?j 
f~ 

(
¡
 

·::-' 
L

. -~:: 
i~'i 

:-J 
r_¡ 

f:.1 
¡¡¡ 

~-• 
::1 

·ll! 
!::l 

--• 
-

,_
., 

... J 
1_1 

i· J 
~ 

L" 
_.:! 

iil 
ll! 

_¡_, 
..s.--

... ~ 
_

_
, 

f]I 
L

. 
•~I 

~
 • 

... .( 
~-· 

·i 
r 

·y
¡
 
+
~
 

¡·¡ 
t• 

C
I 

'"'"Cl 
fll 

T
 -~~ il f~ .·}+ -tli ~¡ -Ei -~,'. L;~'.--~ _§ __ fü ~~ 

C
' 

··T
J
 

t·l 
··1

 
;--;¡ 

l 
l 

~~ 
-¡-·¡ 

r 
l 

-
·
-
·
 
(
' 
~
 

t~n ........ 
:J 

. 
}_; 

~:' 
f.1 

~.. 
~;: 

~ 
f_J 

,_,·! =) "!if 
. 

~j -~~ 
r 

r,_J 
~
 

~
1
1
.
.
:
J
1
:
_
1
r
~
;
l
}
1
i
l
·
1
1
1
~
f
J
I
L
r
1
 

.... ,. 
r _ _;-

t-} 
r! 

~.!. 
n_¡ 

r 1 -r' ~
·
 

l!J 
-
·
 

ll~ 
ti..JJ 

C:: 
l~~ 

F--
~: 

i1
, 

!lJ 
"1

 --~1 
i'I 

-
i_1 

-· 
• 

e· 
t11 

e;::. 
tri 

....... 

~' ~¡ .~ :;: J: ~1 ;.: .;, '~ ~'. ~ :~ ·~ ~ ~ ~ 
t~I 

.~ 
·~ 

.,., 
-
.
i
 

~:·· 
r ¡ 

L
. 

t:l 
ni ::.=._. 

Q
I 

• 
l!.! 

l.'! 
L..J... 

f! f 
:-.~ 

1 
1 ~

 
11 ~

}
 

1 ;¡ 
-

1 
t 

tú
J
 

1 
r 1 

C.. 
(
j
 

'-
1 

r · 
· ¡ 

1 
1 

-. 
-:· 

:J
 

t 
---::. 

i~, 
t)1

 
Llt 

t:::: 
i11 

·r:J 
-·· .. ;, 

r¡i 
,-·· ::! 

~:.' .-• 
;-;¡ 

fi'J 
f; 

en 
......._i 

e
: 

:J _;·! ·--• 
,_! 

~11 
i,1 

\ ... -
~ ... 

i·I' 
E, 

. -
....----l 

_
_

_
 .¡ 

... a1 
f':-;~,_:~ 

tll 
·-:..:~ 

lll 
1- 1 

-~_, 
;.. 

r 
: 

t:; 
!JI 

1.TI 
9 

~-· 
i:! 

[;: #;r; 
~~ 3~ ·s:; 

f~~ 
t: .. µ: 

~~.! ti 
t: 1 ~¡ 

~.~ 
~
 

1 • 

u
l 

¡~) 
í'I 

.---· 
~· 

Ü
 

_J 
IJ

 
q

J 
,~ 

r 
U

 
f•j 

-
-
l 

.--
\T

. I 

0: 
~. 

:~~... 
_ m

 --d ~~· ! 
e¡: 

!:! 
e~ 

e: =
! 

r::·~ t~ 
~~ 

,ir-
1 __ 1 

C:. 
~-' 

_ 
!J

 
r¡ 

r·· 
C

. 
ú

l 
-
-
1

 
r 

-
~
 

ú 
~· 

r·• 
.•.. 1 

1 -·i 
(
¡
 

r
1 

~
 •
.
 d 

--1
 
\l.¡

 
r-• 

_. 
(J

 
-·'t."° ... 

l 
1~¡ 

;~( · 7::~ ~ 
·, 

·¡.:., 
f; 

~< 
~l1; 

t~ [. 
fil 

:>-.... ·.,·\n _:-! 
nr C: 

Ll 
f..::< 

S 
_.::; -~:~ 

~; I1
} 

i::-1 ~·1 ~es 
>·.·'-·¡ 

~l 
~,--• 

l!l .S.:.~ 
1

! 
rn 

e: 
(J 

· 
l.I 

1
: 

• 111 
-:...-.. 

rrJ 
&l 

'-
ru· 

111 
"'""--' 

" rq
 

\ ·-· 
!li 

r-
-

e
_

. D
 

¡ 'l 
,_ 

r 
'1::1 

t.~ 
q! 

/-, 
.~! 

\ñ,~ 
~ 

~¡ 
(J

I :-::=:-----:_j 
~i' 

r, 
-

tT~ 
~: 

e: 
; .. : 

·•·-·· 
n

i 
n! 

... J-4 
C

t 
:J ::---' 

e 
~11 

~-: 
(.1

 
L:·1 

-r_ 
¡:, 

e --· 
e .S: 

0 
c. 

e
n

! 1 
a1 

;¡j 
m

 l; .~: 
1~1 

tll 
0_T 

!":'.'' 
rn 

111 
:1

 
-4

....J 
r·1 

L!J 
.. 

f1
l 

<
·, ....c.: 

r 1 ~.1 
o
.
.
.
~
 

-:1 
:·: 

•..._J 
'"tl: 

T
) 

L
J_ 

i;. 
C

J 
: 

,__..,. 
iiJ 

lll 
r-· 

'-· 
c:r·.J. 

rn 
e 

lh
 

\l.__J 
C

:t_ 
fJl 

. 
fil -=· 

e.-
e: 

111 
fJl 

:1
 

L
. 

tJ
J
J
ll 

...... 
:_¡ 

¡
1 

il.I 
1:1 

lll 
tLó 

-~• 
t:-: 

u1 
~· 

r r 
1ft 

m
 

-
1;1 

C
J 

'-· 
·. 

r. 
::::: 

m
 

,· 
'" "~' 

u 
--n 

-: 
'T

:l 
r1l 

n.1 
r ... o e 

F-
-· 

n 
F; 

P
I 

U
l 

-. 
tll 

E
 

l't 
· 

F
 

::i 
'·· 

é~ 
, 

•·• 
rll 

a
. -· 

lLi :e; .:.:=: .. el 
CJ 

e~ 
Cl 

_...) .. :..1 ... llJ ... -, 
~
 

?-· 
t., 

r~ 
C

) 
,3 , r:-

n
i 

.J-._, 
E: ~

 
:~: "2 U

 
.s_~ 

llt 
.... ~ u

j -~! 'frJ 
-=~ 

.. 1:-1 
tl 

ui 
1U 

ÍI 
c.1 

t.i..O 
a1 

r.tJ 
E

 
r.n 

(.J 
(.l 

~- 1 
--::• 

lll 
!lJ 

C
: 

!_ 
rJJ 

ID
 

--;-
1 

e;:. 
t; 

:J 
·;:;: 

111 
:..., 

t..i 
r· 

::J 
Ü

i 
:::J ~-1 

f-· 
L

J 
t..J 

L
J N-

tll 
-! .--• _

, 
C.J... 

(1
 

e 
t:r ~

·
 

C
:. 

l]J 
:: 

u 
(J

 
(.J 

T
J 

t.r rrl 
!lJ 

-· -
~
 

B
U

! 
~
 

l1
llll 

'° (1
) 

m
u

 
m

 



APENDICE A 

A. l Unidades N::tu~-sles 

J:°' n ;:.et' :4 t :::.i.s i c. ·:.dr·.r,f- -~ rr r\;:: 1.:: ,.....__,_)i1\IC.nr'\; .~n r{p l'.;::! :::.¡' _,, -- - ---·- -~-r"-·"-- -- __ ... -··~·-·· -- ·-·-

}¡ :: e :::: 

este si:=t~n1a n·:· t-:;~1::1T1'::1 s ·iL'.~:: ~=:::1--s~1~ -i,J~) les f~ct 1:n-~~s 

ecu3cions-:: .. \/c·:::rnc·;.: qu~~ irr\Fli·::::i::·:i:~: t!~:;::: e::=t2 elecci6n 

i) e = 1 

~n unidades cc·::.':~;i,:ic·r:.:::.l~::.:: ~--·H<.3-~ = :·:·r~.:: el · ::le·~~ C:· 

(:r\.1) 

,~.; ,.., ein l '=',e .. ,_ -·· ---

e ~ .3x /O P. m s"' (.'\.2;1 

[ e J = [ l. ] [ T r: 
1i\l es1:0ger e ::: 1 .:::·::t-3n1 1~::: i!Tlr:1 lic~nd·:· ·~~-2 
igual a 13 unid3d d::- kngitud, 

[1]:: íT] 
Simil.31-ment2 1 de 
especial 

E 1. = G 1.p 'l. + c. Lj l'h 'L 

vernos que al t·:m:::r e = 1 P::.>5 lie· ·:; 
tien·?n l3s mi:::m::.::: dirnensic•nes. 

ii) f¡ = 1 
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':', (11 ¡r;i 
- -:¡·--

( . .\.3) 

t . .::irn••·-,r."" l '-'"' -· r- -- -"" 

(.J...4) 

de la relatividad 

(A.5) 

(A.6) 

1 
! 



{.A.. 7) 

Al •;:s·:::rioir tí = 1 :.::•:: r:;;l:::;icT:::: l:!:: :_ir:d::des ·~-:: ~T!sss tvl kingitc·:i L y 
tiempc1 T • Ccrn·:i '' T ti1.::n·:::n b :r.is!T1:! ·:H;n;:::nsi~n po:· nuestt~2 
cc1nvenci6n anteri·Jr .. : = l ~. 12 únL:::-~ din1·::ri.si6n u11J·~o~nd1~nt~ e~ l.3 de 12 . 

tenemos 

-1 
1 ( Y•i :::: -L H«. V r zoo 

del 

P2r3 F3.S~r :: 1 ~.~: ~~::! d::d·:::.: ·:\:;r ··::~:i c·:::::l ::~i:: ~-.:1 ~ sr~:·::5 
dimensione::: de ~i'.·:: v-i . P·::'l"·:! i, 1 p, !::: \ '. < - .:'.U"-' rm 
lr.n'c·ritl'·d dr-> l"f"'l··b ri:::.i ,..,;,;:::;n n11:::..+" ,,,,,..,,,-, --· "-'- - - ~··-- ...... _ ... :-.... -:· _ _._ --··· ..... 

A.2 NOT,A.CIC1N "T~N:3C1Rii\L 
't ... ,, ~·1 \ .,.· '} , ...... 

(.1\.8) 

{A.9) 

(A.10) 

En 

(.:J. 11 · 
l' ,. - -! 

(t,xi estsn 

(A. 13) 



El fndi 1~e /-1 c·:~ ... ~--0 d:? O~ ~~. C! r ... c:r·~ ... ~~:::n~:! l.3 ~·=··:·:-d~n::·:!:::. t·::!·!:p=;~"'Jl '/ 1,2,3 
es¡:.2ci2le:;:. - · 

~l f"'LJ.~:Ír)\.'.=..,tL-,,,-. .~e:. r-.-1.:::.t,.-..1'6:1 f""fl',.1~~ ... i,'::ir:t::. "~C r.htL=n~ dol ("\\T~~?""i',/;:'j:"tQl"" y1U r1nr 
-· - -·· ··-- -- ¡---·- -·· -- -· ·- ·-- -- -- ·-··- - ----'· •"--· .. ¡--· 
medio del tensc1t"' m~trico E , 

~·pv . 
Xµ.-= ~..u.v )(u:::: (t1 -x,-y,~t:) 

CL\.14) 

(A.1 S) 

En este tr::b:: i 1:i d~ t·:?:=is :!·:ic·t:'t::!rnc~ !:: ·:·:1 !l'.'<:!~·=i6n ,:1~ E~nst·~in 'I le~ 
índice::- rep~ti1~Js ~·;; ~urr:3n .. .:~ r:··~::-:-I:·=·~ qu'0 s~ i~dL::~:= 1::1 ·~,:T1tr-~ri 1:! le·~ 
índices rdet:c·'2 u,1.1 ·::'c·:-:-e!l di:: O 3 3 mier+'3S a,~e lo:::' btin•:•::: ·~e l 2 3. 

'...J -· 1 ~ 

(A.17) 
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SU (n) •:0:5 el grup: de k·d:::s 13::: rn::!tt'i•:::e::: L.!:1i t:::ri::os U n x n con 
detennimnte ~m, i::s d·::·:::ir uu+ = IYU = 1 y ·3~t U = 1 . Cu2lquier 
m.3triz U se pu·::de e:<pt·2s::!1' •::::1 t-~n-::1r1:•::: de 'J:":s m2tt'iz h::rrmti:::m H 
cerno 

u 
0::- l5 identidsd 

1H 
::: Q. 

C-\.18) 

(,'\.19) 

'/de Is cc•ndici5n QL:e 12 tt'::z:: de U ::e:: ic:usl _ la Linidad, tenemo:: 
J ¡ -· -

h· H = O (/\.2Cl) 

y C:)!!lº hsy n= - '· m2tr·ic~~ 
pu::de ESCTibir de 1:: F·:::rr;:2 

it\3n:::s n \ n, un c·li::·mentc de SU(n) se 

(.'\.26) 

dc,nde E '3i-=:1n t·=:s r1 :=-r::1Tt0t: ... c''? ,-1=.1 ..... , ... =T .... ,-
1 

• -; 1--~ t:~~n·~r::·~·-:;r·::s ci~l grl!FC· 
t'epresent3dDs, F"J!~ rn::!tdc:~ .. }:e~Í~!~ltii!1 ~~~ .-b. t~2~2 nL.!ls. Estos 
gt:-nercdc·rt:s 1J~n lu5::::r .::_ :.E: ~l~·?.: 1:r:~ ·~L!·:· e=: ~::~~c.'t~t .. 1:t1:2 d::l 5ruiJ:J e,~ 
cuestión. En renet'EÜ esti iIEc:bt·:: =:::: - -

dmde f 

Un::i posible 1·2¡:·1"eser:t3cién d::: le·::: ~::n::r::d,:t"es e::t2 dsds pc:,r lss 
m::itrice::s de Pauli, 
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{o 
( 1 

-r_.) 
o } 

Pcd2IT.2s ccmp:'.:;b31' que 
qlt;:> ti' r.:.n:::.n r:':'.l7;:. r:::r:-, l- lo -· • ._1. ·~ ,._,,,,,. ____ ....... 

F1
1 .:::;c::nin:-1" - --¡-- -· 

definido Fe:~ 

sigui~r.tr: slgst·!'2 
~ ~ }UJ ·I i V JAM ::: l ~µ..\.> 

(~ -~) ) 

(A.27 
"1 h (-,¡-3 ge--r3 .c..,:.b y 

(,'\.28) 

•"' ¡,..,,.. [• 1 Pr! C·-_•!l ·_1 '.?: 
......... L • J --• 

{6- ;q\ ... ··- - : 

o 
(.A..30) 

(A .. 3 i) 
~-i el e:::pir1c·!-- de Dir;E~ ~e ~r::n:::···=·r:-i1=.: :!r.t~ u;--~~ t~"".3n~f:::=t--m2·::i6n d~l grupo 
d::: Lc•!'er;tz CC•P.lC 

r"/f 
1(x 1

) : ~(a-) 1f (X) (A.32) 

;¡ 1 



Usando esto:: 
c2nt idadi.::s son: 

a) 

(A.33) 

::igl!ientes 

h\ 1Z 1(x 1) cP 5 7f '(x~::: (lf{)<)~- 1JAlí '?f(x)::: e:\Qt )o.I ?/(x) Y.
5 

?f{X) 
-, p~:::-L:·:1c1esc3!3t"' 

r\f'(x1)Y'ii7}-'{x')== o~ 'lf(,x)JJ'Mif(x) 
';:~.'.:.:'~·=-':' 

d) 
~ '(x1) ()·.5 Y v 7J(x') =- GQ t \c--1 G ~ 1l,(x)ó>.:S JJ.u. 7f lx I 

p~ ::ue!ovcct ar 

(A.34) 
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APENDICE :J 

¡_¡ - LJ -'- ' ( 
: : - • '<) '.'""'.¡ (B.1) 

\t denoL31no~ () :\t} !t.> ::l ·=~=t·.~jc1 ~... s1 \'~;:t·:.1r de est=·~·~:i 
J .. • • 

Ci! 

rep1~es.ent3ci6n. L=~· ~·:::L;3..:i-:.r1~s d::: ITE~:._1irri.i2::to sen 

[ Ho) OC-tJ] = -~ ÓCtJ 
" " ·' 

H3'::ta 5fi .. :!r5 l::. d:::5·:::-rnr.,·:·:.;i-:iE:': 
Nc;tsm::>s qLle ::i !·~:::·:·:::~;1·=·s H o -- ; : !~. t~=nY~~~P'i~~~i~n ~n - -r· ---···----.. --
intsracci6!1 e~, ig:_'.::1 :: l::~ d€· ~r:-:hr·:.:iri~:::~-- :,,: ::i ~~ t = Q - ~=- Je Heis~,nb~rg. 

!":?l2cic·n::.do .:.:;n el C::O: 3ci-Tc·di!i~0." kt/:: ~C:!" 

/ t ) == e.' H º t-1 t) .s 
dc·r.d·~ H;::i est2 
Schrodinge1-

Recoderr10:: gue ·:u=-=l·~ui-::r cF:·r::,¿c,!" ir.::lL1:.'t:-:'.clc:· '.:'.l Íl:3milt•Jni::!r.CJ en la 
1~ep1"esentaci6n de 3c!:r"',:'dir~~.~!-- ~:: i~=í=Fen·:i~::r.t~s dc:l tiErnpo .. 

Los •JF~r.:id•Jr·::-::: 
r-e 12cic·:isdc·::: FC:•t" 

de= intc::r:::~ci5n [i :.' d~ :3c!~r· 1Jdinger 

.1 H~t -·11-lo.st 
O en ::: e. Os e. 

OHº = Hf 

estén 

(B.6) 

(B. 7) 



::: ~I (t) \t) 

mo\limiento en l.:! t"e;:,l---:::-;:~:r;::::ci6n d~, Sch:-:.,jlr.g;.:-:2"'" 

· lt)s ~ e-iHt )o)s . (B.8) 
,, 
j 11 

O.s ::: D 
Pc·r le· t2ntc· ·::.-::::::L_!ir.1·:::: que 12::: ':'::::.''..1:::c:k·ne:: d::· r:1C:"··i:-:>i::nto de 12 

r·epre:::ent::.ci6;i .j.~ ::.:::~:-.r·:::!1:-:~·:~"' i:-::p!i~:~: ::: i:::~ ·~~, i:~ ~.,~pr·:::::e'.1;~~·:i·Sn d~ 
inler2cci6n. L·=' c:·r:t!"'.:!t·ic· ~2rnbién ~:::s ·:1~~rt;::. .~d·~'.:i~:=, ssQ-::n<1•:is que l.3 
reprE::ent::ci6n d:.:· S'~h~·-1di.i;r:.-=:r \' !3 d::- I-j·~is-::1-:b·::rr: ::::·:1n t:qui\··,3lent·?~ pc1r 
lo que ter~errw:: - · ~ · 

(B. 10) 

con 1 ~>, ! b> t.' () ~.,,~,~~ 1::r~s d1? .:: .. :t :2dc1 '
1 ·:·p 1?rJdc1r":?5 E!rDi tr'aric-~., 

re::p:::di v::rnente: 

En el trsbsi·:, d:: t·:::::::1:::: ·:o:,m::•s 2 t·:·r:::::r ·::::1rTVJ H d hsmilt·Jni2n:1 qL~e 
?e::~t'ice.}·Js r:::::-mps lib!··e:: mie:itt':.'.:: 1:::'.U~ Y :::i;;t':! •:::1 h::m1ilL:nino con 
:nter2cc1c:n. 

(ec. 8.3) se·:) (B~ 11 \ 
94 



C:.o"\ ! l(t t) l~ f11rriñn rJ;:. ¡-:r.-:.:::n,· rb ]:::, ;:,..,,.::¡niñn IP l 1 \ í:"nfnnr""'"'· t:::.nc111r.c. L.----'' - -·----· ----.1---·------~-.._. ... _, _____ t_"--.··-··- ___ , _____ .... _ 

,.....,,.-,r. ] . ._ -.,- ...... ..;~ ..... ~;t""' .;r-,;., ... ~~.i 

._ ...... ,. "=----·"-"-·"'"···'-'u et, to)::: i .::. :1F.t:..,:: '-.:f:i.::id 

El ce·;: ju¡:2cici he:"'Tiiti:::c:::: i~ •;'.:'.. ~ 3<· c:::::: ., o 

-i. Q. U1.(t,tü):: ut(t1to)H,(t} 
at 

P!"' b qu::: - ~ ~ ( Ut{i/ib) (J (1,1ól) -= Ó 
que jwntei cc·r. 12 •:...' 1:..,r:iic:ié.~ :~::;~3l · 1 :.:~::= ~ i:n~ licsn 

ut (t 1 t~)UCr, ta)= 1 

iP, 1 /) 
1,- .. - .... , 

·;::; 1 :n 
1.-· • .;.....;, 

ID 14\ 
i..-· - -.· 

::. ::. H n.. 1 f {a. t D \ (_P. _1 6 -.'.· 
'- \;;;:~ - c-1· . . -

t-Qoo 

Pc·r 1 1~ qu:=- :en·~!T1o5 ·~ce 5. !: 1::n·~·:l:::. ·.:~,:t.Jrc:: de e~.t~do d·~ un tiell'.po -.,.~~ D. 

+(l'.l. 

E.3 3ERIE P~~Tr_lR2ATIV.'-'. 

i ~ UCi1 tb)~ H1 Ct) UCt,to) 
•· !"'·?rni:ila.z3mo:: ::1 f-:::rnil~c-n'.:::n::: ;:::T 
. . H1 Ct) -t? ~ H,CtJ (B.17) 
'' "l r.r,c.¡"~dr.¡"' LJ r,,..,," .: ·-- -r- - - r-· oo t") 

u ( t I to) = L Á. Ür¡ ( t I t D) 
n:u 

(B.18) 
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e;::· . ¡ . ._.1 iguEL:::mos lc·s ce-eficiente~. d~ .\ 1~:!1 
2rit:::rio1~ tenemo::: 

¿ ~ Uo ( t, b) } = o 
'¡ ; t g-t U}"\ é t, te) ::: H , ( t) u,,_ 1 ( t , tt> ) 

De Ls !T'.ism.3 fc·rn12 e~·:C·11tr:;n°::·:: <: 1_;.~ 

Uo (to, to)~ :l 
'-' F·~r.~ r = O. t,-:~r"';:.l.....-;1~1.-: ) _.._. .. , ~-··-···--

Pc\r 12~. ecuaciD~·~~ (2.2Q} ~.: ¡·:~~22~.1 t.~~:-~~·~-nc.~ q~:c 

Üo (t,tol-= 1 

9€.. 

(8.19) 

(2.20) 

rP. ::in i..--- - .. 

¡p )di 1.-·- J: 

fP ~·::::\ 
1,- .. - ... , 

(E .• 26) 



S, ~ lJ(<9ó,-élD) = 1 - l_[ H, (t)cH 1 
+ C-\l.2" tctt., (Jt'\ T {tJ.(t,) Hi(h)) ! 

2 · ~to -~ 00 (B.28) 

t ~t-~c_Ft~j0&~ T (fi /f,) H'-( h.) H3 (t~J) .¡-. ...... 

B. 4 TEORElv!?, o~ NC1ETHER 

-l~ -- ---~--l-

csmpc:.:. T::-nem~·:: L::::: o:::'.6n di.:: lo: fo:~::::: 

J::; J dt S d'x ,f (f11 f1., ... ,f1,,~f 11 
t 1 

en d.:::>n~e ~=: J~~-~:::~:i l:::~~t--:::.:~r:::_~~ -•-;- _; .... _ 

S.i p'.:1r~.:3 U7:3 1:i·::t't::: :~-::::15fc1rm~ 1:i .. =:.n ~r~f~rüt~=:sirn,~l (11f .-4.::. l·:Y: c:?.rnpc··::. ls 
2ccion ES in\·:::r~i:::1t:::, e:ncc-~:=z t~·n2rT1.::: ·...::-'i~ l:::~;· C::: ::·~~~r\:::::C'it~n. 

\B.31) 

tB.32) 

~ dµf y- -= d,v,. 
obts;!erncs 

·:.7 



(B.3.J) 

e::; in•::::rr4mr"' l:? 
~- ... l\.-5~i-. ·--

lo:=, csmpeis se .::n:_!l-=::n en e! ir:finitc· e~t·=·~·:e5 

a.~ jd3x Jo (8.36) 

El t. ' ~' 1 t .. h l 'C•··~c..~-·, 1 ;: • ~ -1 • ec1rc1T12 aE i ~:"::: L';:;r n1JS c.1':~ ,~LE~ pér·s ._.... ~r2n:::l·:1 r-rn:.E~:c1n qL:·? 1JE:J~ 

irr-JsriJnt·2 .3 1.:J ::·::ciE'·n \'Srr1c·-:= :: ~enE-~-- L!ns c,Jr!i·3n~~ ,::1
: 1nser·v.3•:13. L3 

rnayc1: .. i'2 d~ i:::s lE-:,:~:: .je ~=·~:::e:--·.:~·:iE·n ~::.::n F!""·:::JL!:t.J de ~:st·:: t,:i::ren12 per·c, 
h2y C1 tt""'C:~· C::!rttié:=dE::: C·:1n5~!""'"/3d3:: qL~::: n·:· lc1 ::·:,:l. 
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