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PRESENTAC TON

Mucho se ha hablado ya acerca de la necesidad de transformar
el esquema tradicional de ensefianza de las mateméticas, que se
reduce a presentarle al estudiante un 1listado de axiomas,
definiciones, teoremas y ejercicios dentro de un sistema
impecable que excluye todo error, Vv deja en el estudiante la
vision de que el desarrollo de las matematicas es 1m proceso

lincal, continmin v ascendente.

Afortunadamente, cada vez somos mas los estudiantes,
ayudantes y profesores de la Facultad de Cienclas (y de otras
instituciones) que hacemos a un lado la idea de que el énfasis de
la ensefianza debe estar en la acumulaciobn de conocimientos, o en
el amontonamiento de hechos, y nos esforzamos porque la ensefianza
de las matemAticas invite a reflexionar sobre el crecimiento del
conocimiento mismo; porque el estudiante intente comprender por
qué una teoria matematica me desarrollé, por qué tomd 1la forma

que tiene, etc.

Es indudable 1la utilidad de la historia de las matematicas
para quienes hacen suya esta concepcién de la ensefianza. A través
de 1l1a hisgstoria resulta sencillo mostrar al estudiante que la
matematica no es uma teoria acabada, sino que esta en permanente
construccién; que cada uno de su=s resultados o conceptos ha sido
producto del trabajo humano; del +trabajo desarrollado durante
afios por hombres que intuyeron, pero dudaron; que utilizaron un
resultado aunque todavia no lo supieran demostrar; que aprobaron
0 cuestionaron, que generalizaron y particularizaron; que, en
f£in, argumentaron y contraargumentaron.

Por 1lo demés, al estudiar el surgimiento y desarrollo de un
concepto se pueden detectar los puntos claves o dificiles de su

contenido.



Por «llo, con este modesto ensayo qulsiéramos contribuir a
ampliar el material de apoyo atii para quienes dan clases Qe
calculo y estan interesados en hacerlo con base en un enfoque
como el que hemos mencionado. Si ademés de cubrir el trémite que
representa 1la elaboracion de una tesig, este trabajo aporta algo
a quienes encauzan sus esfuerzos hacia el mejoramiento de 1la
ensefianza de las mateméticas, habra valido la pena el tiempo que

se le dedicé.

Por altimo —de acuerdo con la tradict&n-— quiero dejar
constancia de mis agradecimientos:
A Tuais Brisefio, por sus orientaciones y sugerencias, por todos
los libros que me prest6, Y tambi én por sus regafios.
A Rafael porque sin su valiosa colahorac!ﬁn, este trabajo no
tendrfa dibujos.
A mis papés por su exigencia slstemética —durante afios—— de
que me titulara, por su apoyo en general y particularmente por
prestarme la PC en la que este trabajo fue escrito.
A mis amigos Sonia, Salvador y Leticia por ayudarme con una serie
de compromisos que se vieron temporalmente abandonados por mi.
A Martfn, por su permanente actitud solidaria.
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I. EL CALCULO DE AREAS Y VOLUMENES POR LOS CIENTIFICOS GRIEGOS:
METODO DE EXHAUCION .

Aunque en la época de los grandes mateméticos griegos no se
tenfa una definicion general de conceptos como los de longitud,
area ¥ voliumen, el significado de estas cantidades se conocia
ituitivamente y se manejaban partiendo de un entendimiento tacito
de ellas. Este manejo era enteramente geométrico, pero a
diferencia de 1la geometrfa de hoy que da la medida de estas
cantidades mediante un nﬁmero, en la antigﬁedad esa medida ae
daba indirectamente, ya fuera por equivalencia de una figura con
otra que ya conocfan, 0 a través de wuna proporcién de la que
conocian 3 términos. Asf, por ejemplo, la pregunta Jqué as el
area de un circuln? no tenia sentido para.los geémetras griegos;
en cambio, gcuél es la razon entre el area de ados cfrcu]ns? era
una pregunta vélida Y su respuesta podfa expresarse en términos
geométricos de esta <forma: "2a misma que l1a de los cuadrados -

construidos sohre 1os diametros de esos circilos'.

La matematica griega en ei periodo de la escuela pitag&rica
habia sido esencialmente una matematica discreta. Pero con el
descubrimiento de las magnitudes inconmensurables y el intento
de calcular longitudes, Areas Y volimenes de figuras curvilfneas,
aparec15 ante los sabios dgriegos la necesidad de los procesos
infinitos. Sin embargo, el rigor del pensamiento griego excluy5
de las demostraciones lo «infinitamente pegquerio», sustituyendo
este +tipo de ideas por un método genial con el gque trataron los

problemas de nuestro cilculo integral: el método de exhaucion.

Este método, desarrollado inicialmente por Eudoxo, nos
resulta hoy may familiar porque se basa en un razonamiento
anélogo al gque usameos actualmente para definir 1la integral
definida. Primero, sSe construye una sucesion P,, Pa' Pa' ... de
poligonos que van llenando o «exiiaustandor la superficie S cuya
érea se quiere conocer. Lo fundamental de este primer paso
consiste en mostrar que la diferencia entre el aArea de S y la de

un polfgono inscrito Pn se puede hacer tan pequenra cawo 3se

-qguiera, tomando n suficientemente grande. Después se demuestra
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una igualdad que involucra al area bhuscada, utilizando para ello
el método de reduccjﬁn al absurdo.

En el primer paso, Eudoxo usa un principis que corresponde
al actual postulado de continuidad, mientras que el segundo viene
a ser una especie de traduccion geométrica de nuestro paso al

limite.

Eundoxo usb el método de exhaucion para trabajar con
volimenes de esferas, conos, prismas y pirémides,ademas de usarlo
con 5reas de cfrculos. proposiciones que hoy conocemos gracias a
que Euclides las 1ncluy5 en el 1lidbro XIlI de sus FElementos.
Posteriormente Arqufmedes'consagré casi toda su ohra a este tipo
de problemas (gran parte de la cual se conoce actualmente en su
forma original), pero él combin5 el rigor del método de exhaucién
con ciertos procedimientos «heuristicoss que 1le facilitaron el
descubrimiento de nmuaevos reaultados. Estos procedimientos -—que
carecian del rigor suficiente para que Arqufmedes les diera el
tftulo de “demostracion®— Sé exponen claramente en su texto
conocido comoc "E1 método", descubierto apenas a principios de

este siglo.

En él, Arqufmedes utiliza una analogfa entre situaciones
ffsicas y situnaciones geométricas para aplicar su famosa ley de
1a palanca al calculo de areas Y voliumenes. Segﬁn esta ley, si se
colaoca una partfcula de masa m, a una distancia d1 del punto de

apoyo de una palanca, y otra de masa @m_ a una distancia dz tomada

2
hacia el otro lado del punto de apoyo, la palanca estaré en
equilibrio cuando se cumpla la igualdad m,Fd1 = mé-de.
Arquimedes considera a las superficies como formadas por lineas y
a los volimenes por planos; encuentra una relacion de equilibrio
entre, por ejemplo, dos rectas que 3e toman cada una en una
superficie distinta y supone que la misma relacién es vélida para
las superficies conmpletas. Esta relacién de equilidbrio entre
superficies se expresa a través de una igualdad que involucra al

drea buscada.

De hecho, Arqufmedes utilizé wun concepto anélogo al de los



indivisihles de una figura(’) que muchos siglos después ae usarfa
para resolver ciertos problemas del célcnlo integral. El uso de
este procedimiento le permiti6 enfrentar una de las mas fuertes
limitantes que presenta el método de exhaucion: que siendo un
método de demostracion irreprochable, no es un método de

descubrimiento y su aplicacion requiere necesariamente del

.conocimiento previo del resultado que se va a demostrar.

Sin embargo, para considerar valido un resultado, quufmedes

se remitia a una demostracion formal usande el metodo de

‘exhaucién, por lo que su trabajo no deja nada que desear desde el

punto de vista del rigor. Todavia en el siglo XV1I cuando los
mateméticos mas escrupulosos querfan dejar fuera de dudas un
resnltado, daban de.él una demostracién par reducujan al absurdao

al estilo de Arqufmedes.

Asi1 pues, para iniciar esta ﬁreve viaion histirica del
desarrollo de la integral hablaremos en este capftdlo del trabajo
de Eudoxo en torno al area de los cfrculos Yy veremos algunos

ejemplos del trabajo de Arqufmedes en éreas Yy volﬁmenes.

1 EUDOXO. EIL METODO DE EXHAUCION.

Eudoxo (408-355 aC) aport6 tres grardes contribuciones para

el desarrollo de las mateméticas: una definicién, un principio vy

un metodo. lLa definicion, se refiere a las proporciones. lLa o

concepcién Pitagérica de 1las proporciones habfa, sido el';‘

(1) Una forma de calculasr areas Yy volumenes ampliamente extendida

durante el siglo XVUlIl, como veremos en ! siguiente capltulo, se

. »

baso en concebir a una superficie como compuesta por un numero

infinito de !ineas paralelas equidi stantes a tas que se les tlamo

"2 08 indivisibles!! de esa superficie.




resultado de 1la 1dentificac15n -entre magnitudes geométricas Y
nﬁmeros enteros. Por ejemplo, dos lineas eran una a la otra, como
la razon entre el nimero de unidades que cabia en cada una de
ellas. El descubrimiento de 1la inconmensurabilidad de algunas
lineas respecto a otras, ob1195 a dgjar de lado,esta idga pues no

podia adquirir el caracter general de una definicion.

Fudoxo propuso una definicion que evitd estas dificultades
al no requerir que des de los elementos de una proporcién fueran
nﬁmeros, sino trabajar con cuatro magnitudes geométricas.
Fuclides la transmitio de la siguiente forma:

“se dice que cuatro magnitides estan en la‘mjsma proparcjén,
la primera a la Segunda y la tercera a la cuarta, cuando si
se taman cualesqguiera equimﬁjtjplos de la prjméra vy 1a
tercera y cualesquiera equjmﬁltjplas de la zsegunda y 1la
cuarta, 1o0s primeros equjmﬁltjglos Fformados exceden, son
lguales 0 son menares gue los Ssegundaos equjmﬁltjplos
respectivamente toamados en el orden canrespan&iente“ £3).

-

Ea decir, a:b = c:d 3i dados cualesgquiera dos enteros

positivoels m y n, se cumple que
na > mb y nc > md.

na = mb Yy nc =md

Oy O

na < mb Yy nc < md
.Phra las razones corrientes conmensurables, la segunda de
eétas 3 explicaciones seria suficiente. Pero la esencia de esta
teorfa de proporciones radica en la primera y la tercera, porque
la segunda nunca es vélida para 1los inconmensurables. la
definicibn de proporciones asi establecida involucra sdlo

cantidades geométricas y mﬁltiplos enteros de ellas.

Cuando la razén no es expresable como cociente de dos
enteros, nosotros 1la sustituimos por un 3510 nﬁmero o sfmbolo
como ¥ 6 e, Aunqué Eudoxo no 1lo hacfa como nssotros, si
consideraba a la razbn de dos cantidades inconmensurables como un
nﬁmero, lo que apuntaha el camino correcto para trabajar con este

tipo de magnitudes.




El principio propuesto por Eud oxo --que es sustento del
método de exhaucién——, fue tratado por Arqufmedes como postulado

Y es usual que se le vincule mas con el nombre de este ﬁltimo que
con el de Eudoxo. Dice asi
sTracense dos magnitudes distintas. S§1 de la mas grande de
ellas se sustrae una magnitid mas grande gque Su mitad, y de
esta se vuelve a quitar una magnitid mayor que Su mitad; y
81  este proceso se repite continuamente, quedaré finalmente
una magni tud que sera menor que 1a mas pequena de "las 4qos

magnli tirdes trazadas® (3]. .

Es decir:’ sean M, y € 1las dos magnitudes trazadas
inicialmente, si construimos cantidades Mi, M M
1/2 My < M, < M/

1/2 M, < M, < M,

1/2 M, < My < M, etc,
<

L

2t tales que:

entonces existe n tal que M, €.

El método propuesto por Eudoxo para el célculo de 5reas b
volimenes también muestra un abandono de las concepciones
numéricas como habfamos notado en su ‘definicién de proporcién.
Para trabajar con el irea del circulo, Eudoxo recurri a una idea
que habfa sido desarrollada tiempo antes por otros mateméticos:
inseribir en el circule un polfgono regular e ir duplicando
sucesivamente el nﬁmero de 1lados buscando, aparentemente,
«exdiaustary su érea. Usa el principio que antes mencionamos para
concluir que siempre existe un polfgono cuya érea difiere de 1la
del cfrculo en menos que una cantidad fijada de antemano (lo
mismo podfa hacerse con polfgonos circunscritos). Después
demuestra que se cumpple una proporcién que involucra 1las areas de
dos circulos de la siguiente forma: supone que las dos razones no
son iguales, pero tomando cualquiera de las dos desigualdades
posibles en este caso llega a una contradiccién, por lo que

concluye que deben ser iguales.

Generalizando esta idea, Eud.oxo desarr0115 un método’
riguroso para tratar problemas de éreas Yy volﬁmenes encerrados en

figuras curvilfneas.



Veamos cémo ap1106 egte método en el teorema que aparece
como proposicién 2 del libro XII de Los Flementos de Euclides. Su
demostracifm requiere de un resultado que se encueritra en la
proposicién 1 del mismo libro. Esta presentacién de las
proposiciones mencionadas se haré usando terminolog‘fa moderna

para facilitar su comprensién, tratando siempre de no falsear 1la

‘idea original.

PROPOSICION 1: Dos poligonos semejantes®?’ jnscritos en
cfrculns saon uno al otro como el cuoadrado de 1os djémetros

de los circulos. [141

Conaiderando como un hecho conocido que 1las areas de
polfgonos seme jantes ‘estan en la misma razon que los cuédrados de
cualesquiera dos lados correspondientes, seré suficiente mostrar
que una pareja de lados correspondientes estén en la misma razén

que los diémetros.

Tomemos 1los polfgonos semejantes M,B,C,D,Ei yAszCaDzEz
inscritos en los circulos correspondientesG’ Y Gz (fig. 1), los
cuales tienen como diametros B,Q1 Y BEQ2 regpectivamente,.
Entonces, los angulos B,AJ-:1 vy BeAeEa son iguales, Yy 1os lados
que 1los determinan proporcionales, ya que, por hipétesis. los

poligonos son semejantes.

Por lo tanto, AB,A,E, ~ AB,AJE,. Fijindonos ahora en otro

par de éngulos interiores, la semejanza de los trié;ngulos nos

garantiza que

’ X AEB, = ¥A,EB,
Tambi én sucede que
¥ AEB, =4%A QB
Yy % AEB, =XA.Q,B,

(2) En el libro MYl de Los Elementos?, Euclides da la siguiente
definicion:"Figuras rectillneas semejantes son aquellas Qque
tienen sus énguzos correspondientes iguales Yy los lados alrededor

de estos angutos, proporcionales’” |14},

i




por ser inscritos y subtender los mismos arcos. Por lo tanto
% AQB, = £A,Q,B,
y como los angulos B,A,Q, Yy B,A.Q, son rectos, llegamos a que

LA, Q E = AAQE,

De aqui que: —ELQL = -Eiﬁl .
Baqz BzAz

con lo que concluye esta demostracion.

Proposicién e: Dos circulas sSon uno al btfdf:camn los

criadrados de sus djéhetras £14]

Haremos 1la demostraciﬁh en dos pasos. En el primero, =se
demuestra que el érea del cfrculo puede ser «exhaustadar» por
medio de las 5reas de polfgonos regulares de 2”7 1lados inscritos
en ellos, y en el segundo se utiliza el método de reduccion al

absurdo para llegar al resultadoc final.

Inscribamos el cuadrado A, B,C,D  en el circulo 61 (£ig 2-a).
El area de este cuadrado es mayor que la mitad del area del
cfrculo porque si se trazan tangentes al mismo por los puntos A'.
B,.< C, 'Y D, formando un cuadrado circunscrito.‘el érea del
cuadrado A,B,CiD' es exactamente la mitad del circunscrito. Para

verificar que esto es asf. llamemos [’ al lado del cuadrado



inscrito vy Iz al del cuadrado circunscrito; por el~teorema;de,

Pitﬁgoras

de donde se concluye que
2 2
. El' = lz .
Y como el circulo es menor que el cuadrado circunscrito, llegamos

a que el inscrito tiene que tener un érea mayor que 1la mitad del

cfrculo.
A la/2

(2

2

By Dy
Cy | | G
@) N (b)

éigura 2.

Ahora consideremos el octégono regular que sSe obtiene
bisectando 1los arcos A'B‘. B’C‘. C,D1 Y D,A, en los puntos E, F,
G y H respectivamente (fig 2-b). Demostraremos que del exceso de
5rea del cf;culo respecto al cuadrado, el oqtégono abarca mas de

la mitad.

El irea del sector circular AiEB’ es menor que el area del
rectangulo A,IJB'. Se puede verificar facilmente que el triangulo
A‘EB, incluye exactamente la mitad del area del recténgulo
A,IJB,, Yy como el sector circular tiene un 5rea menor que este
recténguloh llegamos a que el octégono regular abarca mas de 1la
mitad del area del setor. Si continuamos este proceso bisectando
cada vez 108 nuevos arcoes, el llamado postulado de Arqufmedes
nos garantiza que 1la diferencia entre el irea del circulo Yy 1la
del polfgono regular de 2”7 1lados, puede hécerse menor que
cualquier cantidad previamente dada tomando n suficientemente

It



grande.

gara. terminar 1la demostraciénr conSidérem:c;sJ que los d.os -
c'frculos tienen éreas O' Y az respectivamente, y designemos sus
diémetros por d1 Yy da' Supongamos que:
' 2 2
a,/ Cle < d, /d2 ...................... (1)

‘entonces, existe algin circulo con area a, tal que Q,> 4, que

satiasface que:
2 2 .
Q,7Q,=9a,%/a, . ... (2)

Por lo demostrado en el paso anterior podemos encontrar un
polfgono regulai" de 2 lados inscrito en el cfrculo de 5rea C]E,

tal que su area 73 satisfaga:
' A, <P Qi (3)

. Consideremos otro- pol'fgono regular de 2" lados, con irea P,.

inscrito en el c'frculo de area CI,; entonces, 1la proposicit;n 1 nos
garantiza que
2 2
P,/P =a,°/q,
y dado que se cumple la igualdad (2), obtenemos:
P/P = Q,/4,.
Como sabemos que ?1 4 q,. llegamos a que ?( C(a. lo que
contradice la relacién (3). Por lo tanto, la expresi'c;n (1) es.
falsa.’ Analogamente se demuestra que también es falsa 1la
relacit;n:
2 2
. d 1/qa > da /cfz
con lo que queda demostrada la proporcién 2.
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2 ARQUIMEDES. UN METODO PARA EL DESCUBRIMIENTO Y OTRO PARA 1A
DEMOSTRACION.

En manos de Arqufmedes (287-212 aC), el metodo de exhaucién
que se habfa usado para demostrar wunos cuantos teoremas, se
transformé en un poderosos instrumento para calcular muchisimas
cuadraturas y cubaturas (es decir, éreas 14 volﬁmenes), Y para

determinar centros de gravedad.

" Su trabajo en este terreno fue un evidente progreso respecto
a lo que habfan logrado sus antecesores, pues no 3510 perfeccioné

resultados vya conocidos sino que trabaJ5 con figuras que no

- hablan sido estudiadas. Se conocia ya la razon entre el area de

dos cfrculos; Arqufmedes trabaJ5 la equivalencia entre el 5rea de
un cfrculo Y la de un triéngulo que tenfa por altura el radio y
por Dbase 1la circunferencia rectificada. Y para rectificar 1la
circunferencia se baso en el estudio de una espiral que hoy lleva
su nombre. Lo mismo ocurre con respecto a la esfera: =se conocfa
la.razén entre los volﬁmenes de dos esferas; Arqufmedes trabajé
con ' cascos esféricos Y extend16 sus investigaciones para abarcar

también areas y centros de gravedad.

En la'cuadratura de 1la paréhola. Arqufmedes penetra a un
terreno totalmente virgen, lo mismo que en sus estudios sobre las
razones de figuras comprendidas entre dos espirales sucesivas.

" Tampoco habfan sido trabajadas las relaciones que él descubrié

entre segmentos de esfera, de paraboloides, elipsoides e

hiperboloides de revolucién, y el cono.

" "Todas estas éreas Yy volﬁmenes, la mayorfa de las cuales
trasciende 1la geometrfa elemental, se estudian actualmente
mediante . 1los recursos del célculo y Sobre 1la Dbase de
conocimientos algebraicos; Trecursos Yy conocimientos que 1los
griegos ignoraban. En la matemética'griega es posible descubrir
identidades y transformaciones algebraicas que 'héy se realizan

con letras y entre polinomios, pero se encuentran ocultas tras un

ropaje geometrico, como veremos mas adelante.
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Ya habfamos mencionado que el método de exhaucion requerfa
del conocimiento previo de los resultados,asf que durante mucho
tiempo qued6 abierta ia pregunta: &cémo conocfa Arqufmedes los
resultados de las cuadraturas y cubaturas que luego demostraba?.
En 1906, Helberg, historiador de 1la ciencia, descubrio un
maniacrito que contenia una escritura superior y debajo de ella

otra mas antigua que no habia sido raspada sino sblamente lavada.

. Esta ﬁltima era obra de Arqufmedes Y contenfa, entre otros

escritos, “E2 Metodo®.

Se trata de una carta dirigida por 'Arqufmedes a su amigo
Eratsstenes, en' la que le manifiesta que ha creido conveniente
exponerle *la particularidad de un método segﬁn el cual te seré
posible captar ciertas cuestj&ues matamétjcas bor wmedios
mecénjcns", pero agregando poco después ‘que 1a jnvestjgacj&n
hecha par este metodo no implica verdadera demastracjﬁn“, Y 5510
da “cierta apariencia de veraad" [13: 1La clave del método radica
en la idea de que las. figuras planas se componen de sus cuerdas Y
los sélidos de sus secciones, idea que no se deduce de postulados
mateméticos, ni tampoco es ZFruto de un experimento ya que el
proceso esS inexperimentable. Sin embargo, a través de él

Arqufmedes llega a resultados correctos.

La explicacién a eato hay que buscarla en el hecho de que
Arqufmedes usd estg método para determinar lo que hoy encontramos
por medio de integrales definidas, es decir, usando limites de
sumas - cuyos sumandos son producto de dos factores: 1la funcion
integrando Yy un incremento o diferencial. - Ahora Dbien, el
resultado de la integracién depende exclusivamente de la fo:ma Y
propiedades de 1la funcién integrando mientras que el otro factor
esta destinado a mantener 1la homogeneidad permitiendo la
aplicacién del 1limite. Es pues explicable que Arqufmedes al
despreciar en ahsoluto la‘homogeneidad y atender exclusivamente a
las propiedades de lo que hoy seria una funcién, logre resultados

correctos.

Analizaremos tres aspectos del trabajo de Arqufmedes: 1) 1la
cuadratura de 1la parébola, 2) el volumen de una esfera y el de un
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casco esférico, Y 3) 1la espiral de Arqufmedes. En el primero
buscaremos contrastar el resultado «heuristico» con la
demostraci5n formal; en el siguiente, 1la bﬁsqueda consiste en
mostrar las ecuaciones modernas que sSe ocultan tras la=s
formulaciones de Arqufmedes; y en el ﬁltimo, nos interesa

resaltar la semejanza con nuestra actual definicién de integral

definida.

i.- La cuadratura de 1l1a parébula

Arqufmedes le 1llama segwento de una curva convexa a una
regién acotada por una linea recta y una porcién de la curva
(£ig. 3). En el caso de un segmento parabélico de base AC (fig.
4), el punto B de la curva que se encuentra més lejos de l1la Dbase
se ‘llama vértice del segmento, y la distancia de B a AC es la
altura. Arqufmedes demostr5 que el érea del segmento parabﬁlico

es igual a cuatro terciog del irea del triéngulo ABC.

figura 3.

figura 4.

Primero veremos como 11eg6 a este resultado usando la
técnica que desarrolla en E2 método. Después. de las dos
demostraciones que da de 81 en su tratado Cuadratura de l1a

Parébola, analizaremos aquf la primera.



‘Area de un segmento parabolico:
Sea ABC un segmento comprendido entre 1a recta AC y 1a
paribola ABC; dividase AC bor la mitad en D y t.r.":;u'ense 1a

(3 « las rectas AB y BC.

recta DRE, paralela al diametro
(£ig 5) Digo que el sSegmento ABC es cuatro tercios del

triangulo ABC. [1)

Como se ve en 1la figura, CF es wna recta tangente al
segmento parabélico en el punto € ; AF, OM y DE somn
perpendiculares a la base del segmento parahélico; D es el punto
medio de AC; y la distancia de K a C es igual que 1la de K a H.

-
B

P i

AO D c

figura 5.

Sea O un punto ardbitrario en la base AC y levantemos sobre
él una perpendicular a dicha base. Esta perperdicular intersecta
al triangulo AFC en MO, y al segmento parabolico en OP. la idea
de Arqufmedes consgiste en considerar a 1la recta CH como una
palanca con punto de apoyo en K y Dbuscar una relacién de
equilibrio entre las cuerdas que forman el triéngulo AFC (tipo

OM) y las queforman el segmento parabélico (como OP) suponiendo

(3) Le tlama di&metro, a to Que actualmente conocemos como eje de

ta paréboea.

i
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para ello que éstas nltimas son trasladadas al otro extremo de 1la
palanca. Luego supone: que es valida la misma relacion de
equilibrio entre las Areas del segment.o papabélico y del
triéngulo AFC y, por ﬁltimo, comparar las aAreas de los triéngulos
AFC y ABC para llegar al resultado. Veamos como lo hace.

Arqufmedes usa wun lema (que demuestra en Cuadratura de 1a
Pﬁrébula). segﬁn el cual se cumple que
OM: OP = CA:AQ¢Y’

Por otro lado, la semejanza de los triénéﬁlos;;AKC ;y :ONC
garantiza que ' R :

CA:CO = CK:CN = CA:(CA-CO)=CK:(CK-CN) = CA:AQ = CK:KN
Yy como por hipétesis CK=KH , 1llegamos a:

OM: OP = KH:KN = OM-KN = OP-KH
lnego traslada el segmento OP al otro extremo de la palanca
colocando su punto medio (que coincide con su centro de gravedad)
en H y llamando TG al segmento trasladado. Asi, la ultima
ecuacion se transforma en: '
OM-KN = TG-KH

(4). Para tltegar a esta igualdad, primero demuestra, en el lema 4

de ta parte I, el siguiente resul tado:
2 2 2
Por oser as8C un segmento de parabola, se tiene DC PQ =HD!8Q. La

seme janza de los triangulos DCA y QI8 (ver fig. de esta nota)

2 2
implica Que 80! 80=8C:8!, de donde DC DO =8C.:81).

ONC Y pac tambi en son triangulos semejantes, asl Que
802:8N2=Dc2:002, tlegando a Bca:BN2=BC:Bl, o ®sea N
BN2=BI-BC D 8C: BN=8N: 81 B
D (S8C+BN): (8AN+81)=8C: 8N f I
b‘NC:NI=BC:BN Q
D NO:!NP=DC:DO
> pa: po=oON: 0P : A O D [
Dospu;s, en el tema S, demuestra Que: (ver fig 5 del texto)

ON=NM y DA=p0C => OM:ON = QcCc:ap. fPor otro lado, sabemos que ON: OP =

ap: ao, asi que OM:0P=QC:Q0, e decir, (OM-0P):0f=(aC-A0): a0, de

‘donde se concluye que PMIOP = 0C:Q0.
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Pero N es el centro de gravedad de OM (ya que CK pasa por
los phntos medios de todas las rectas del triéngulo AFC paralelas

a AF). De modo que esta f11tima ecuacion puede entenderse como una

igualdad entre momentos (un momento es el producto del peso por’

la longitud del brazo de la palanca). De esta forma, la ley de la
palanca descubierta por el propio Arqufmedes, nos garantiza gque
la palanca esta en equilidrio sSi mantenemos en su posicién
original a OM y trasladamos OP colocando su centro de gravedad en
H.

Esto se cumple para todas las posiciénes de O sobre AC.
Arqufmedes pasa de aquf a la ecuacion de momentos entre las éreas
al suponer que 1la igualdad que es vélida para las cuerdas
constituyentes, sigue siendolo para las figuras completas. Asi
concluye que el triéngulo AFC en su posicién original equilibra
al segmento parabélico itrasladado de tal forma que su centro de
gravedad quede en H. Para formular la ecuacion que corresponde a
esta conclusion hay que recordar que el centro de gravedad del
triéngulo ACF esta sobre la recta KC a un tercio de la distancia
de K a C, por lo que:

A (seg parab) KH = (Q(AFC) (1/3)KC
y como KH = KC, llegamos a:
Ql (seg parab) = (1/3) CA(AFC)

Es decir, el 5rea del segmento parab51100 ABC es 1/3 del
aArea del triangulo AFC, o 4/3 del area del triangulo ABC.

En la demostracioén formal de eata proposicién,
Arqufmedes aplica el método de exhaucién de la siguiente forma:
inscribe dentro del segmento parabSlico, un triéngulo de area A
que tenga la misma base y el mismo vértice'que el segmento;
luego, tomando cada uno de los lados de este primer triéngulo
com6 bases, inscribe otros dos triéngulos en forma similar.
Continuando este proceso obtiene una serie de polfgonos de un

nimero cada vez mayor de lados, como se muestra en la figura 6.

Arqufmedes demuestra que el Area del n-ésimo de estos

polfgonos esté dada por la serie



AL + 174 +174° &+ ... 4 174"V L. e (4)
donde A es el area del érimer triéngulo ingerito. De aqui pasa a
encontrar 1la suma de 1los primeros n términos”y le agrega un
residuo usando la igualdad: ,
ACL 4 1/4 + 1/4% & ...+ 17477 4 (1/3)(1/477 1)) = (4/3)A....(5)

. figura 6.

Conforme el nﬁmero de términos crece, la serie va "llenando" a
(4/3)A en el sentido griego de que el residuo (1/3)(1/4"")A se
puede hacer. tan pequefio como se desee., Por ﬁltimo, Arqufmedes
demuestra que el érea del segmento parab611c0 debe ser igual a

(4/3)A, de la siguiente manera:

Si no fuera igual, seria mayor o menor que (4/3)A. Llamemos
al 'érea del segmento parabélico A y sea K=(4/3)A. Supongamos
inicialmente que A > K. Inscribiendo triangulos dentro del
segmento como se exp1106 antes, llegaré el momento en que 1la
diferencia entre el area del segmento parabélico y la del
polfgono inscrito sea menor que A - K, es decir:

A - AlL +1/74 + 1/74% + ... 174871 <A - K

5 AL1 + 174 + 1/4° 4+ ... + 174V > R = (a/3)A
lo cual contradice la igualdad (5). Supongamos ahora que oA < K.
Si construimos &reas a través de ir dividiendo entre 4 el area de
A, es decir :

| A, (1/4)A, (1/4%)A,

11egar5 el momento en que, para alguna Nh
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| = (1/3)(17a% A
< (174N A
¢ K -

> A1 + 174 + 1/74° + .. N4+ 1748 5 A ) |
lo que contradice la afirmacion de gque (4) es el area dggun~
poiligono inscrito en el segmento parabblico. Cs

2.- E1 volumen de una esfera v el de un casco esférjco.

En la proposicién 2 de £E12 método, Arqufmédes compara el
volumen de wuna esfera con el del cilindro circular recto que 1la
circusncribe ¥y también con' el volumen de un cono circunscrito en
uno de sus hemisferios. Para ello, considera a la esfera como
engerdrada por un cfrculo que gira, al cono lo construye haciendo
girar un triéngulo Y al cilindro por 1la rotacion de un
rectangulo. ‘

Anélogamente, en la proposicién 7 compara el volumen de un
segmento esférico de una base (o casco) con el del cono que tiene

la misma base y la misma altura que el segmento.

En los dos casos, analizaremos primero el razonamiento de

Arquimedes usando 10s recursos que nos brinda la geometria

-analftica. para compararlo después con la forma en que &1

encontro estos resultados.

Volumen de la esfera
' Tuda esfera es cuatro veces mayor que €1 cano cuya base sea
el cfrculo méﬁimo de la esfera ¥ cuva altura sea Igual al
radio de 1a esfera; a su vez, el cilindre cuva base sea el
circula.méxﬁma de 1a esfera y cuva altura sea el diémetra de

la esfera, sera igual a vez y media 1a esfera. (1]

Para generar la esfera, vamos a girar alrededor del eje X un

circulo de radio a tangente al eje Y en el origen, cuya ecuacion

es:

(x -a)t + v = af esdecir,xX + Vv =2ax.........(6)
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El &4rea de cada una de las secciones transversales de la
esfera asi obtenida, estd dada por my . (ver fig 7).
Anélogamente, girando 1la recta y=x generamos un cono cuyas

. 2
secciones transversales variables tienen por area mx .

La ecuaciodn (6) puede entonces reescribirse ccmo sigue:
'n‘x2 + -n‘y2 = we2ax

Buscando una interpretacién equivalente para el miembro de 1la
derecha de esta igualdad, podemos pensar en hacer girar la recta
=2a alrededor del eje X para obtener un cilindro cuyas secciones
transversales tienen por area w(Ea)e. Para que 1la ecuacian

incluya esta érea, bastara escribirla de la siguiente forma
P my®) zmxcea)t . 7

c2a(mrx

v

figura 7.

Esta ecuacién involucra las ireas de 3 circulos que son la
interseccion del mismo plano con los 3 sélidos de revolucién. El
Plano es perpendicular al eje X y estd a una distancia x del
origen. El cono y el cilindro tiene la misma base de radio 2a
(£ig. 8) vy su altura comﬁn también tiene longitud =2a. En 1la
figura 8 las 1llaves sefialan las 3 secciones circulares.
Arquimedes imagina que los 3 circulos que aparecen en la ecuacion

pueden ser separados vy colocados en una balanza (eje X) cuya cufia

'se localiza en el origen. En el lado derecho de la palanca (a una
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distancia x del origen) deja a la seccién circular del cilindro.
Los otros dos circulos son trasladados al punto H de abscisa -2a,
colgéndolos corn su centro vertical bajo H como suspendidos por
una cuerda. Entonces interpreta la écuacién (7x:fomo una ig?aldad
entre momentos que nos garantiza que la Dbalanza estara en

equilidbrio al colocarse los discos como antes indicamos.

2a

X

figura 8.

Arqufmedes pasa de aquf a 1la ecuacién entre volﬁmenes
utilizando la expresiﬁn para el volumen del cono debida a
Dembcrito:

r L
2alV + [w(2a)® -2al/3| = aw(2a)’2a.
L - 4
de donde se obtiene:
vV = (4wa®)/3.

Comparemos esta construccién con la forma en que Arqufmedgs
la plantea.. Segﬁn se ve en la figura 9, AC=AS+SC, por lo que
AC-AS = (AS + SC)-AS = (AS)° + SC-AS,
Y por la propiedad de la media geométrica sabemos quey
SC-AS = (80)°,
Y como AS=5Q, llegamos a
CA-AS = (SQ)° + (50)°



lo que nos lleva a concluir que

[Esta ignaldad es equivalente a 1la ecuacion x2+ya = 2ax , ya que

CA=2a, x=AS=SQ, y=S0].
Tomando en cuenta que por construccién de las figuras se
cumple HA=CA=MS y SQ=AS, resulta que AT
HA:AS = CAIAS = MS:SQ = (MS)":(MS-SQ), -

HA:AS = (MS)?:(0s®+ sQ°)
que es una rqlacién entre los cuadrados de los radiOS'5dé;;g; 
discos equivalente a e

2a/sx = (2a)°/(x+ ¥v°)
de donde, simplemente multiplicando por ¥ se llega a la relaciény
ernitre las éreas de esos cfrculos que antes expresamos en ,lé*

ecuacion 7.

figura 9.

Arqufmedes escribe esa relacidn entre 5beas asi:
HA:AS = (circ. en el cilindro):[(circ. en la esfera) +
+ (circ. en el cono)l.
Es decir, la seccitn circular del cilindro, permaneciendo en su
lugar, equilibraré a las otras dos secciones colocadas de tal
forma que su centro de gravedad quede en H. Y asf,"llenados * con
tales cfrculos. el cilindro (cuyo centro de gravedad esta en K)
equilibraré a la esfera y el cono colocados de forma que su
centro de gravedad esté en H., En 1la terminologfa que usa
Arqufmedes
HA:AK = cilindro: (esfera + cono AEF)
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y como HAV=2-AI<. esta igualdad equivale a
cilindro = 2(esfera + cono AEF)
por lo tanto
3{cono AEF) = 2(esfera + cono ALF) K
pero el cono AEF es igual al doble de la esfera ABCD, y es
tambien 8 veces el cono ABD, tenemos que

8(cono ABD) = 2(esfera)

'y considerando que el cilindro VZ equivale a 6 veces el cono AED,

llegamos finalmente a la doble igunaldad
esfera ABCD = 4-(cono ABD) = (2/3)-(cilindro VZ).

Volumen de un segwento esfari co
Cunalgquier sSegmento de esfera tiene con respecto al cono ge
1a misma base y altura, 1a wmiswpa razon que 1la Suma 4del
radio gde la,eSfera Vv 1a altura del segmento complementario

tiene con respecte a 1a altura del segmento complementario.ti}

v

figura 10.

Llamémosle a al radio de la esfera, Mh a la altura del
segmento esférico, V al volumen de dicho segmento y ¢ al volumen
del cono que tiene la misma Dbase Yy 1la misma altura gue el
segmento esférico (fig. 10). Buscamos la razén entre vV y (.

El radio de 1la base del cono que esta dentro del segmento
esférico esta dado por la imagen de x=h bajo la ecuacibn de 1la

circunferencia xa+ yz = 2ax, es decir:




y% = 2an - K,

por 1o que el volumen de este cono sera
¢ = [w(2ah-K )M /3

Para encontrar V, Arqufmedes usa la misma igualdad de
momentos que en el ejemplo anterior (fig 11), es decir, construye
una ecuacion de equilidrio entre 3 tipos de secciones circulares:
1) una seccion que pertenece al segmento esférico, 2) una seccion
que pertenece al cono generado al girar la recta y = X, y 3) una
secciodn que pertenece al cilindro generado al girar 1la recta
y=ga. Asi obtiene la ecuacion:

2a(me + wy ) = w(2a)’x,

donde O<xX<h.
»

2a

figura 11.

Para pasar de esta ecuacién a 1la Vrelacién entre los
volﬁmenes de los sélidos. sélo hay que tomar en cuenta que el
centro de gravedad del cilindro estaré en h/2. As] se llegarfa a:

2atV + (wh°h)/3) = (h/2)m(2a)°h

que se reduce a
V = wn’(3a - h)/3

De aquf que la raz5n buscada sea:
VG = (3a - h)/(2a - h) = (a + 2a -h)/(2a - h).
donde 2a - h es la altura del segmento complementario.
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Comparemos ahora con 1la forma en que Arqufmedes éncuentra
este ~resu1tado en E1 metodo. En la figuwra 12 se muestran
las superficies planas que al girar generan: 1) un cilindro (IL)
cuya base tiene radio GL, 2) un cono (AEF) cuya base tiene radio
GF, 3) un segmento esférico AGB cuya base tiene radio GB, y 4)
oiro cono ADB con la misma Dbase y altura que el segmento

esférico.

P4

L

e/,

|

7
)

A RNNX v\/c
: ;
e gp=
L E
Sy I M K
e . L .
figura 12.

CZ es 1igual al radio de la esfera, es decir, C2=(1/2)AC.
Ademas, X es el punto medio de AGy Y esta a 1/3 de la distancia
de G a A.

Como ya habiamos visto, el circulo de diametro MN
equilibraré, respecto al punto de apoyo A, a los dos circulos de
diametro PO y RQ colocados de tal forma que su centro de gravedad
este en H; por lo que, segﬁn Arqufmedes, se tiene:

(cilindro): [(cono AEF)+(seg esf ADB)] = HA:AX.
pero

HA:AX = HA®: (AX-HA) = HA®:(AY-AX + YC-AX)
pornlo que'laArelaclén anterior puede escfiblrse como}
(cilindro): [(cono AEF)+(seg esf ADB)] = HAa:(AY-AX + YC-AX)...(8)

Ahora vamos a buscar expresiones'adecuadas para el cuadrado
de los radios de cada una de las secciones circulares)

1) para el radio de la base del segmento esférico y del cono ABD
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usamos la propiedad de la media geométrica Y llegamos a

' AG-GC = GB®
[que es equivalente a 1la igualdad - yz=aah—ha ya que AG=h,
GC=2a-11, GB=yl. ?

2) el de la base del cono AEF opuede obtenerse de 1la siguiente
expresiénz '
AG® = AG(3GY) 3 AG-GY = GF°

Yy puesto que
AG:AX = AY:GY = 2:1, es decir, AG-GY = AX:-AY
podemos expresar el cuadrado de este radio como:
AG® = GF° = 3 AX-AY.
3) en cuanto al radio de la base del cilindro tenemos que:
| Ac? = mA? = a?

Para 1llegar a comparar el volumen del cono ABD con el del
segmento esféricb, Arqufmedes hace 1la siguiente cnmparacién
previa. |
Como - el idrea de la hase es proporcional al cuadrado del radio y
tanto el cono AEF como el cilindro 11 tienen la misma altura, se
infiere que:

(cilindro):(cono AEF) = HA®:(1/3 AG") = HA®:AX-AY.
y esta ﬁltima ignaldad, usando 1la expresién (8), nos conduce a la
ecuacion:
(cilindro): (seg esf ABD) = AH : (YC-AX)

Ahora bien, con el mismo argumento que antes, podemos
afirmar que se cumple la igualdadq: ' ‘

(ci1lindro): (cono ABD) = HA®:(1/3 BG ) = HA®:(1/3 BG-GC) =
HA® : (YG-GC)

por lo tanto, llegamos a
(seg esf ABD): (cono ABD) = (YC-AX):(YG-GC).

" Por a1t imo, tenemos que "verifitar
que la razbn entre estos dos
volﬁmenes coincida con GZ:GC ; para ello, sabemos que

AG = 2AX = AY + YG = 3YG
de donde concluimos que - AX = (3/2)YG
Y, YC = YG + GC = (1/3)AG + GC




'y asi llega finalmente a que

5.

usando estas dqs igualdades, Arqufmedes encuentra una expresién
equivalente a AX-YC

AX-YC

(1/3 AG + GC)YG = (1/3)AG.(3/2)YG + GC- (3/2)Y¥G =
(1/2 AG + 3/2 GCIYG = [(1/2)(AG + GC) + GC1 YG
(1/2 AC + CG)YG = GZ-YG ool

(seg esf ABD): (cono ABD) GZ GC.

3.~ La espiral de Armzk'meedes.

"La geometrfa griega tenfa un caracter esencialmente estatico
debido, fundamentalmente, al papel tan' limitado que en ella
Jugaban los conceptos de movimiento y variabilidad. Sélo fueron
estudiados en detalle 1los casos de movimiento uniforme --tanto
rectil‘fneo, como circular-- y es en términos de ellos que
Arqufmedes define su famosa espiral. (fig. 13).

Si permanecifenxio fijo uno de los extremos de una recta,
'e;sta gira sobre un plano cen velocidad uniforme hasta volver
a la posjcj5n inicial Vv si un punto, ‘tambien con velocidad
Li:Jqurm&, recorre al miswmo tiempo la recta que gira a
partir del extremo fijo, este punto desar.i.bjré una espiral.
(definicidn 1 del libro Sabre las espirales). [15]

7
N

figura 13.

Actualmente, es :fécil describir esta curva usando
coordenadas polares. Sea ®w la rapidez angular constante de

‘rotacibn de 1la linea, vy v 1la rapidez constante con la que se
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mueve el punto a lo largo de 1la linea. Entonces las coordenadas
polares del punto en movimiento al instante t, son r=vt y 0=uwt.

Asi que la ecuacion polar de la espiral es r = (v/w)e.

Las ﬁltimas proposiciones de Sohre las espirales estan
dedicadas al calculo de éreas. Por ejemplo, Arqufmedes prueba que
el 5rea de la regién S acotada por la espiral de una revolucion Y
por el segmento de recta que une su punto inicial con su punto
final, es 1/3 del area del circulo con centro en el punto inicial
Y que pasa por el punto final de la espiral (fig. 14). Es decir,
el area de S es igual a (1/3)w(ava)2. Més adelante, determina

también el area de un sector de esta misma figura S.

figura 14.

Las demostraciones son, aim hoy, bastante laboriosas; y esto
se ve incrementado por el lenguaje geométrlco que u35 Arqufmedes

- para desarrollarlas. Sin embargo, para mostrar 1la notable

Similitud de sus demostraciones con 1la definicién moderna de

integral, veremos uno de los resultados parciales de los que hace

_uso.

’ Proposicién: Al érea compremxiida por un arco de espiral de
la primera revalucjﬁn Vv 1as rectas que unen sSus extirewmos can
el arigen, se le puede circunscribir una figura farmada por
sectores circulares e iInscrihirle otra de tal modo que el
exveso de 1a figura circinscrita saohre 1a inscrita sea menor

que un area dada. [15]
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figura 15.

Sea BG un arco de la espiral que tiene por origen al punto
A. DibﬁJese el cfrculo con centro en A de radio AB v trécense las
rectas AB y AG como se indica en la figura 15. Procédase ahora a
bisectar el 5ngu16 BAG, hégase lo mismo con su mitad vy asf
sucesivamente hasta tener un sector BAW menor que el Area dada. A
través de este proceso se han construido sectores limitados por
los radids AG, AP, AQ y AR. Ahora, tracense arcos de
circunferecia con cada uno de estos radios de tal forma que cada
uno de 1los arcos abargue a dos sectores contiguos. Y se tendran
entonces dos figuras formadas por sectores circulares semejantes,
ma de las cuales esté circunscrita y la otra inscrita en el 5rea

limitada por el arco BG de la espiral y las rectas AG y AB.

El sector ARV es igual al ARF, el AQU al AQGE y el OPT al
OPD, de modo que cada sector de la figura inscrita es igual a uno
de los sectores de la circunscrita que tiene un  lado comin. De
modo que al restar el érea de 1la figura inscrita al de la
circunscrita solo quedaré la diferencia entre el sector AB¥W y el
AGS. la diferencia entre estas dos éreas es menor que la del
sector ABW que, por construcci6n, es menor que el Area dada. Asi

queda demostrado lo que se establece en la proposicion.
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II. LOS METODOS DEL CALCULO INTEGRAL ANTERIORES A NEWTON Y
LEIBNIZ EN EL SIGLO XVIII.

Con el derrumbe del feudalismo y el surgimiento y posterior
consolidacidon del capitalismo, en paises como Alemania, Francia,
Holanda, Inglaterra e Italia entre otros, se abrieron grandes
perspectivas de utilizacidn de los descubrimientos en la medida
en que contribuian al perfeccionamiento de 1las técnicas de
produccién Yy de 1los medios para producir. Estas condibiones
favorecieron el surgimiento, hacia finales del siglo XVI, de una
corriente de cientfflcos que Se predcupaban‘mas por encontrar
resultados précticos que por el rigor de una demostracion
clasica. Tal caracteristica estaba presente a principios del
siglo XVII. '

¥

En la primera mitad del siglo XVII surgieron muchos métodos
para resolver problemas de calculo diférencjal e integral, pero
casi todos estaban vinculados a la resolucidén de un problema
particular. Incluso se pueden encontrar ejemplos que cuando se
traducen al lenguaje matemitico moderno, muestran que la
diferenciacién Yy la 1ntegraci$ﬁ son procedimientos mutunamente
inversos, pero son ejemplos dque se refieren a problemas

especificos vy no a teorias generales.

Ademas, los matematicos de esta epoca se expresaban en el

" lenguaje ordinario sin ninguna notacién especial, lo que

dificultaba el 1llegar a fofmular conﬂ exactitud las posibles
relaciones entre los problemas de 1los que se ocupaban. Por

ejemplo, el resultado que actualmente expresamos por:

%x" dx = a”t'/n+1.

(o]
donde n es un entero distinto.de -1, ellos no podian expresarlo

en una forma tan simple, sino que tenian que referirse a las

'éreas comprendidas bajo parébolas especiales. la terminologfa que

utilingan no les impedfa ver conexjones tales como © la que hay
entre 1la nectlficacién de 1la parébola Yy la cuadratura de 1la
hipérbola, o0 bien 1la relacidon de ciertos problemas inversos de
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tangentes con cuadraturas, pero sSi pudo haber obstaculizado su
camino hacia un entendimiento mas profundo del significado de

estas relaciones.

Los diversos métodos de cuadraturas desarrollados durante el
perfodo de 1630 a 1660, estaban hasados de una manera natural en
la concepcién de un érea como una suma infinitesimal, aunque los
mateméticos diferfan en la manera de enfocar 1los problemas que
rlanteaba este concepto. Es verdad que carecfan de nociones y
definiciones generales, pero al ensayar sus métodos en multitud
de casos particulares, los matematicos de esta época hicieron
surgir, y contribuyeron a desarrollar, las ideas que iban a ser
adoptadas mas tarde por Newton y Leibniz para abdbrirle paso al

calculo diferencial e integral moderno.

Los primeros’ trabajos de esta época tenfan todavia un
marcado caracter geométrico ——heredado de la matematica griega—--
pero conforme fue transcurriendo el siglo el papel del 5lgebra
empezé a sobhresalir dejando atras a la geometrfa. Después de los

traba.jos de Descartes, Férmat y Wallis, el 'élgehra mostro que

, pod{a ser una metodologfa may ﬁtil aun en el estudio de problemas

geometricos.

* En este capftulo analizaremos el desarrollo del concepto de
integral en los trabajos de Cavalieri, Torricelli, Pascal, Fermat
Yy Wallis pues, aunque hubo otras muchas contribuciones
importantes, las =uyas nos han parecido representativas del
desarroilo que tuvo este concepto durante las primeras 6 décadas
del siglo XVII.

El +trabajo de Cavalieri, aunque polémico, eJerc15 una
notable influencia en los métodos desarrollados posteriormente
para calcular &reas y voliimenes. Partié de considerar que un
sélldo estaba compuesto por una infinidad de superficies que
quedaban determinadas al intersectarlo con un plano mévil, Y,
an&logamente, que una superficie estaba formada por infinidad de
lfneas paralelas equidistantes. En ambos casos, a las partes

constitutivas las 1lamd los indivisibles de la figura. Su método
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para Qeterminar Areas Y vol(menes consisti5 en comparar 1los
indivisibles de una figura con los correspondientes
indivisibles de otra figura ya conocida que tuviera 1l1la misma
altura que la anterior. Usando este método. encontr6 el area bajo

la curva ¥ = x’ para varios valores de n.

Torricelli desarrollé. con notable perspicacia, el mismo
tipo de ideas para determinar el volumen de un sélido infinito,
usando para ello indivisibles en forma de cilindro (los de

Cavalieri siempre habian sido planos). El procedimiento due

-‘empleé consiste en mostrar que cada wuna de 1las infinitas

superficies cilindricas que «conforman» a un hiperboloide de

revolucion, tiene la misma area que uno de 1los planos que

.4componeny a wun so0lido finito; para concluir de esto que el

volumen de los dos sdlidos es el mismo.

Durante las dos o tres décadas que siguieron a la
publicabién del primer libro de Cavalieri sobre sus indivisibles,
diversos matemdticos desarrollaron demostraciones mas o menos
rigurosas de 1la férmula que aquel habfa encontrado para calcular
el érea bajo la curva ¥ = x”°, donde n es un entero positivo.
Cada una de estas demostraciones enfrentd de diferente manera 1lo
que hoy conocemos como:

1lim 17+ 27+ ... + kK" = 1 ,
n=>)w k" n+1

involucrando a 1las sumas de 1las n-eésimas potencias de 1los

primeros k naturales para reemplazar los argumentos intuitivos de

Cavalieri en términos de sus indivisidbles geoﬁétricos.

Pascal desarrolld un metodo para encontrar sumas de
potencias de los nilmeros de una progresién geométrica Yy uso este
resultado para determinar éreas de figuras curvilfneas. Un punto
eseﬁcial en la demostraciﬁn de Pascal fue el hecho de que omitid
a los términos de menor orden, aunque no como resultado de una
teorfa fundamentada matematicamente (como sucede cuando aplicamos
un lfmite). sinoc de un aparente traélado de los 1indivisibles
geométricos de Cavalieri al terreno de la aritmética. En su

trabajo, encontramos también un ingenioso método equivalente a
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lo que“actualmente corniocemos cComo integraciﬁn por partes, para
ciertos casos particuléres, y el célculo de la integral de sen"¢

para algunos valores de .

Fermat, por su parte, dlé una demostracién para la integral
de X' cuando n es un fraccionario bastante diferente a las que
mencionamos anteriormente. Us&. para ello, recténgulos
circunscritos a una hipérbola, contruidos de forma tal que sus
éreas formaban una progreslén geométrica. Después, manejando 1la
razﬁn entre el 5rea de un recténgulo Y Su sucesor y basandose en
sus estudios acerca de series geométricas. encontr6 el 5rea
buscada.

En la misma direccién, el trabajo de Wallis en integraciodn
aritmética se basé en un manejo virtuoso de cierta relacién entre
las sumas de dos series, relacién que actualmente resumimos en la =
expresion: '
in

1im | f7° = 1
m=3® | (w1 a” n+t

Wallis muestra que el rmmerador de 1la expresién entre paréntesis

n M3

corresponde al el Area bajo un segmento de paréhola, y el
denominador al 5rea del paralelogramo circunscrito,y concluye de
ahi la expresion para la integral de x".

Un problema diffcil de establecer con claridad en el trabajo
matemitico de esta época, es e]l referente a las prioridades en

los descubrimientos, vya gque, por un 1lado, a mualtitud de

'mateméticos se les planteaban el mismo tipo de problemas Yy, por

el otro, la organizacién del mundo cientffico era atn muy
limitada lo que en muchos casos se traducia en que cada quien

tenfa un -conocimiento imperfecto del trabajo de otros. Por

‘esta razén, advertimos que es posible que los métodos de los que

hablaremos puédan haber sido descubiertbs por otros cientificos

ademas de los que agqul se mencionan.
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1 LOS INDIVISIBLES DE CAVALIERI

Bonaventura Cavalieri (1598-1647), calculﬁ Areas Y volﬁmenes
de figuras geométricas mediante la comparacién entre seccionesa de
una figura conocida y secciones de la que se pretende calcular.
Su método geométrico, que recoge las ideas de Galileo y de otros
de sus antecesores, muestra una actitud mAs abierta ante los
procesos infinitos que la que asumieron los cientificos griegos.
Puhlicé su método por primera vez en 1635 en su libro Geometria
indivigibilibus cantinuorum nova quadam ratione promota (al que
nos referiremos como Génmetrfa de 1oz indivisibhles), vy 1o
desarr0116 posteriormente en Selx ejercicios geamétrjcos

{Exarci tationes geometricae sex) aparecido doce afios mas tarde.

Cavalieri concibié a mma superficie como compuesta por un
nimero infinito de lineas paralelas equidistantes y a un shlido
como formado por planos paralelos equidistantes. A estos
elementos lns llamb loa indivisibles de 1la superficie o del
volumen cbrrespondiente. A pesar de que reconacin que el nimera
de dichos elementos debia ser indefinidamente grande, no se
detuvn a reflexionar sobre 1la naturaleza del infinito. En su
método el infinito es usado como una nocién auxiliar; no aparece
en sus argumentos porque en cada paso centra su atencién en la
comparacién entre los indivisibles de dos figuras, més que en el
total de indivisibles contenidos en una sola area o volumen. La
proposicign que aﬁn hoy se conoce en geometrfa sélida como el
tearema de Cavalieari, es caracteristica de su razonamiento:

8i las éreas de 1ax zecciones caﬁrespandjeutes de dos

solidos que tienen 1a mismpa altura estan en la miswa razon

en cada altura Intermedia , entonces 1los voldmenes de los

cuaerpos snlidos estan tambian en esa razon. [111]

‘ De manera anéloga se establece el principio para el caso de
lasg figuras planas, 1o que ilustiramos en la siguiente figura 16.
Si GH = 1J independientemente de la pnsicién de 1la paralela 1.

las areas de las dos figuras coinnidén.

Asi pues, el métodn usadn por Cavalieri consiste en comparar
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loa indivisibles de una figura cuya irea o volumen ze oonnee, oo
1o correspondientes indivisibles de otra figura. Lo que nosotros
con la herramienta actual del célculo diferencial e integral
har iamos integrando funciones, Cavalieri lo hace usando
expresiones como:

«omnes lineae» (ol) = «todas 1as lfneas» (t1}

c s e E

figura 16.

En su Geowelria de los indivisibles encontro un equivalente

a la exprersion:
a nt+y

x7ax =
o n+1
para valores ponsitivos de n hasta el n=9. Cavalieri enfatizo que
su matodo pndfa generalizarse para todns 1lns valores de n, pero
5610 di& demnsatraciones completas hasta n=4,.baséndolas en wvarios
lemas que sSon equivalentes a c¢asos particulares del Teorema

Binomial, como veremos mas adelante.

Sus postulados Jugaron un papel importante en el desarrollo
de 1los métodos infinitesimales durante el periodo 1636-1655.
Durante este periodon, los matematicos Torricelli, Fermat,
Robervail, Pasacal, Y Wallis 1llegaron, todos mas o menos
independientemente y por métodos diversos, a este resultado
fundamental y lo extendieron a nﬁmeros negativos, fraccionarios,

Yy aun a valores irracionales de n.
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La falta de una fundamentacion rigurosa, hizo que el
método de los indivisibles fuera duramente criticado.
Respondiendo a algunos de los ataques en su contra, Cavalieri
present6 una ingeniosa comparacién de los indivisibles de una
superficie con los hilos de un pedazo de tela, ¥ los de un sélido
con las péginas de un 1lidbro. Pero en 1la geometrfa de las
superficiea y 1los sélidos los indivisibles eran un nimero
infinito vy carecian de grosor, sin embargo, podfan ser comparados
entfe si como en el caso de la tela o el libro segﬁn el argumento

mencionado.

El historiador Alexandre Koyré, desprende del anéllsis de su
ohra que la Justificaci5n qie da Cavalieri de su método nn se
basa en el argumento de que n sﬁlidn esta formada por an nﬁmero
infinito de Planng y una snperfirie pnr el mismo numero  de
lfneas, sino en que estns planns y lineas surgen al intersectar

al sélido o la superfirie con un plano mnvil., [10]

Pasemos ahora a ver la forma en que ap1105 su método para
encontrar el érea debajo de la curva X", para distintos valores

de n.

Para n = 1 , Cavalieri demuestra que «todas las lineass» de
un paralelogramo ACDF son a «todas las lineas» de cualquiera de
los dos triéngulos ACF o0 CDF, como 2 es a 1. Es decir, que el
érea del paralelogramo es el doble del érea de cada uno de los

triéngulos que lo forman.
F

I

- gl M 6
A
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‘El razonamiento que usa para demostra esta proposlcién
consiste en tomar dns rectas paralelas a AF (fig. 17) , digamos
NE y BG, de tal forma que HE = BM y NH = MG. Usando nuestra
notacifn tendriamns que, 81 HE = %X, NH =y , AF = a , entonces

X+y=a
y tomando «todas las lineas» paralelas ME , desde AF hasta CD ,
se tiene que

IX 4+ Zy = Xa

Pero a cada NH corresponde una ¥y solo una MGy, como HE = BM se
llega &

Ex = Ly
de donde

Ex = (1/2) Za

Aquf. X es el area del triéngulo FCD yv Z£a es el Area del
paralelogramo. Para establecer un sfmil con nuestra integral
podemos introducir el factor A¥X (incremento de %) en 1la ﬁltima
expresién,-y tendremos: .

(1/2) Eadx

(1/2) athx

(1/2) a a

(1/2) a°

asf. cuando AC = CD , tendremos la relanlﬁn que"hbyi escribimos

ExAx

]!

como:

Q
s dx = (1/2)a°

[+]

Para la integracién de xa, Cavalieri introdujo los cuadrados
de segmentos. Si en vez de tomar los segmentos del paralelogramo
como vimos arriba, tomamos los cuadrados construidos sobre ellos
en forma perpendicular al plano en el que se encuentra la figura,
obtenemos 1o que Cavalieri denomin6 «todos los cuadradosy» del

paralelogramo. Veamos como utiliza este concepto.

Usando la misma notacion que antes, tenemos que
X +y = a,

fi.jemonios ahnra en el area de log cuadrados correspondientes a
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las lfneas NE y AF; tenemos que:

xx + y)2 = a

Yy sumando «todos 108 cuadrados» sobre IOSISéQméhtds paféiéiagﬁﬁf
desde AF hasta CD, tenemos e

E(x + y)° = xa°

o bien

¢ + 2By + oy° = Ea’

Yy puesto que, por los mismos argumentos mencionados en ei_déSo

anterior, se cumple que

entonces

figura 18.

Por otra parte, para encnntrar la expresién“ny, Cavalieri

procede comn sigue. Considera (fig. 18)
¥ = (1/2)a -z , Yy = (1/2);
entonces ‘T'f
£i(1/2)a - Z1[(1/2)a -
£L(1/4)a° - 2%3
(1/4)Ea® - £2°

Yy como por sSemejanza de trléngulos se tiene quéf;_

g

entonces £z° = (1/4)Ex?. Asi que la igualdad
2ex’ + 2xy = Ta®
se transforma en
" + 2 [(1/4)5a° - (1/4)5%°) = Ea



R

de la cual se nbtiene R R e
B0 "SR € VA< 3} >- N

De nuevo, agregaﬁdo ei factor Ax obtendrfamdsf
" Ax = (1/3)Ea’Ax :
(1/3)a’ A%
(1/3)az a
(1/3)a’

lo que corresponde con nuestra integral:
Q

sPax = (1/3)a’

[+

Veamos ahora el. caso en que n = 4 como lo démostr5
Cavalieri en Seils ejarcicvios geométrjcos. La prnposicién 21 dice

Todos los cubos del paralelogramo AD  (fig 132) son el

cnéﬁrup]o de todos 103 cubos de‘cuaquJera de 1los trjéhgulos

ACF o FIDC. [15]

Es decir, E£a?® = 4¥x® = 4ry? . El1 razonamiento de Cavalieri
para demostrar la primera de estas dos igualdades es asi: puesto
que

]
(X +¥° (x+ ¥ .
2 2
(X +y) x x
como en 1los casos anteriores, se pueden sumar cubos y cuadrados

para todas las lineas obteniendo:

E(x4y) 3 E(x4y) .
E(x+Y) x? Exg

Por otra parte, recordemos que

B = 1/3 22" y E(x +y) = E

por lo que L
B(x4y) 3 3
E(x+y) X

y de ahi obtenemos! i

E(xiy)? = 3 EGoay)

Juegn, como | |
ECHY)® = B2 + 3Ty + 3xy” + ¥y



= Bx® + 35"y + 3Dxy" + &y°®

Yy
IE(x+Y)X° = 3EX® = 3yx”
se tiene la igualdad
3px® + 3Ty’ = B + 3y + 3Dyt 4 5y?
y puesto que | L

se tiene que
3Ex%? = 2Ex? + 3Dy’

de lo que llegamns a
%3 = 3mxy® (= 3Ex7Y).

Finalmente:
a3

]

E(x + y)? :
3 + 30Fy + 38y’ + £y®
4m3 = 4Ey:" '

H|

Este resultado, igual que en 1los casos anteriores, -es

equivalente a la expresi5n:
a

x? dx = 1/4 a“

o

Cavalieri tambien usn su metndn para calcular otro tipo de
areas vy - volimenes comn Se maestra en  las  siguientes dos

proposiciones del mismn libra: Seis ejercicios geomtricos.

Proposicii;n 23: En i parailelograme RD con base GD,
dibijamos una Jk‘nea baralela a CD, digamos EF, ¥ 1a diagonal
AC que intersecta a EF en G. Entonces DA:AF = (CD o EF): FQG.
La Ji’nea AC recibe el nomhre de primera diagonal. Luego
construimos el punto H sohre EF de tal forma gue DAE:A}-"? =
EF:FH , v asy sahre todas las paralelas a ¢D de manera que
todas las lineas como esta EH terminen en una curva CHA. En
forma similar construjmos una curva CIA donde DAY :AFT =
EF:FI1, una curva CLA tal que DA“:AF" = EF:FL, etc. A CHA 1la
1lamamos sequnda diagonal, a CIA tercera, a CLA cuarta ,

etc. Ana‘ logamente 1lamamos a AGCD el primer espaclio
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diaganal del paralelogramo RD , a 1a figura AHCD el segundo
espacio, a AICD el tercero , a ALGQD el cuarto, etc

Entances, yo afirmo que el paralelograwmo RD es el doble del
primer espacio , el triple del segundo , el cuédruple del

tercero, etc. [15]

B A
E G H/I F
L
* C D
figura 19.
Veamos la demostracion con la notacién actual (fig. 19).

Sean CD =a, DA =D, AF ==z, FG =x, FH = Xy Fl = x5, FL =

X Yy P =1%fXa= 5rea del paralelogramo.

al

Ya habia sido demostrado en una proposicién anterior que el
5rea del paralelogramo BD es el doble del primer espacio ACD. Es
decir: P = Ea = 2IxX.

Segﬁn las hipétesis de 1la proposicién, se tiene que

bz/z2 = a/x,
Y por semejanza de triéngulos sabemns que
hz/za = azfx2
por lo dque obtenemos
2, 8
a /% = a’x,
Yy sumando tndos las indivisibles de la figura AHC llegamos a
a® /e = asmx,

Como segﬁn una proposiciSn anterjor se cumple que

»° =1/3 ¥a® =1/3 aP

concluimos que




a®/(1/3)aP = a/Ex, o P = 3Ex,
es decir, el paralelogramo BD es 3 veces el espacio AHC.

Del mismo modo sSe mestra que, comn se cumplen;'
igualdades '
as%® = asx, y ©B¢® =1/4 £a® = 1/4 a°P
entonces debe cumplirse que P = 4 EX,. Es decir, el paralelogramo
BD es cuatro veces el espacio AICD. Y asi sucesivamente.

La proposicién 24 afirma que:

Cuando 1 paralelograme v una parébnja que tienen la misma

base ¥y 108 mismos ajes, san girados alrededor de 1a bhase ,

el cilindro gue se oabtiene del paralelogramo es al séljdn

generado por 1a parébola , tomn 15 es a. 8. [15]

Para analizar su demostracién usaremos la misma figura 15 y
la notacién empleada arriba agregando las siguientes igualdades:
GE = y HE = Y,

Es evidente que 1la curva CHA es ﬁn arco parabélico con
vértice en A. Sea AB el eje y hagamos la rotacinn alrededor de la
base BC. De esta forma estaremns ohgservando la mitad de un
segmento parabélico inscritn en un paralelograme, de donde al
girar se genera la mitad de un segmento de paraboloide dentro del
cilindro correspondiente. Probaremos que el cilindro es a 1la
mitad del segmento del parabeloide (0o que el doble del cilindro
es a todo el segmento del paraboloide), comol15 es a 8.

Empecemos, como en 1la proposicién anterior, con - las
proporciones siguientes:
aix, = ba:zz = az:xf X
asf“es que
a®:ix. ® = a%:xM

1
Ahiora, usando 1lo que acabamos e demostrar en la proposicion

anterior, tenemos:
2

ra Zax,‘ = ¥a ! X = 311 = 15:5

Pero
5/15 Fa®

Zax1 = E(x, + y')x' = X + Ex‘y,




]

y como tenemos que

ra® : Ex'a = ga" :
concluimos que ST
Ex,y, = 2/15 Ea
2 : L : 2 2
Ex, + 2 Xy, = 7/15 Ea o Ly, = 8/15 Xa .

Asf llegamos a que el sélido generado por BD es al sélido
generado por AHCB como Ea- es a ©y,” , y por tanto, como 15 es a
8.

Pero no tndo resnltaba tan hien ron el método de 105»
indivisibles, como puede verge en el siguientp eJemplo tomado dpf
una carta de Cavalieri a su amigo Torrlcelll '

A
|

P ; Q
T l
! |
i!:j 7 |

B R D S C

figura 20.

Tomese un triéngulo nn—iséseles ABC, de altura AD (fig.
20). Dibhnjese en él, una reacta arhitraria PQ paralela a BC, vy

trécense PR ¥ QS paralelas a AD.

Como se ve, siempre PR = QS, de donde, segﬁn la teorfa de
los indivisibles, llegariamos a £EPR = E QS5 , donde E PR es el
Area del triéngulo ABD Yy £ QS es el area del triéngulo ACD. Sin

embargo, las 5reas de estos doa triéngulos no son iguales.

Cavalieri resuelve esta paradoja considerando a las lfneas
PR Yy Q@S como hebras de hilo. Si AB = 2ACy 8i AC contiene 100
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puntos, entonces AB contiene 200 y resulta que hay 100 hehras en

ADC contra 200 de ADB. Pern al hacer esto, Cavalieri esta

cambiando sus indivisibles de una dimensién por infinitesimales

de dos dimensiones, paso que no siguib consistentemente.

2 Torricelli: el volumen de un sélido infinito.

' El hecho de que Cavalieri diera tan poca importancia a 1la
exigencia de rigor matemético, hizo que 1los geémetras fueran
cautelosos en aceptar el método de los indivisibles como valido
en demostraciones, aunque si lo usaban en investigaciones
preliminares. Evangelista Torricelli (1608-1647), un amigo de
Cavalieri vy dlscfpulo de Galileo, contribuy6 con su trabajo a

aclarar este elemento de duda.

Torricelli comprendiﬁ Jas wventajas Yy 1las rdesventajas del
método de los indivisibles. Nn se sentfa satisfecho con las
demostraciones hechas mediante este métndn, asf que acostumbraba
sustituirlas por pruebas a la manera de Arquimedes; pero
desarr0116 las 1ideas expresadas por Cavalieri en forma muy
significativa rebasando al propio Cavalieri en la flexibilidad vy

perspicacia con que usé el método de los indivisibles.

Uno de 1los resultados novedoscs que 1le produjo gran
satisfaccién fue 1la determinaci&n, en 1641, del volumen de un
s011do de longitud infinita que se obtiene al girar una porcién
de una hlpérhola equilétera alrededor de una de sus asintotas.
La demostracion que da Torricelli de esta proposicién hace uso de
indivisibles cilfndricos, mientras que los de Cavalieri habian

sido invariablemente planos.

Como hemos visto, Cavalieri hahia emmnciado en terminologfa
geométrica, 1o que puede ser considerado el primer teorema

general del 0510u10 integral:

(=]
x"dx = a”*'/(n+1)

o

LN
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para todos 1los valores naturales de n. Torricelli da una
demostraclén de que esta igualdad sigue siendo vélida cuando n es
un racional distinto de -1, que es puramente geométrica Y
empleando el método de exhancion. Dada una hipérbola DC,
Torricelli demaestra que "el cuadrilatero EDCF es al DCBRG comio 1a

potencia de RA es a 1a potencia de AE' [151. (fig. 21).

e
T
E

figura 21.

Para probarlo utiliza figuras inscritas y circunscritas y
aplica una proposicién gue le garantiza que estas figuras pueden
diferir en menos que un érea dada. Después afirma que aplicando
el mismo razonamiento se puede llegar a 1la misma'conclusién para
el caso de 1la paréhola. Este resultado es equivalente a la
aflrmacién analftica de que si 1la ecuaciﬁn de la airva es XMy
= k , entonces la razén entre  las 5reas EDCF v DCGB es n/m . La
determinacién de esta razén es, en un . sentido general,
equivalente a 1la evaluacibon de lo que nosotros ahora escribimos

como ¢
(]

/7 ax
Veamos ahora la forma en que Torricelli calcu15 una integral
de rango infinito. La idea es la siguiente:

Girese la hipérbola alrededor de BA y sea ED la linea
horizontal fija (fig. 22). ACGH es un cilindro circular cuya.
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altura es AC y el diémetro de su base es AH (el doble de 1la
distancia de A a 1la hipérhola). Torricelli mostro gque para
cualquier posician de 1la 1fnea NL paralela a ED, el cilindro de
altura NO y diimetro IO tiene un area lateral igual al area de la
secclén transversal IM del cilindro ACGH. Pero las superficies de
cilindros como NLIO conforman el volumen del sblido de revolucién
con longitud infinita; anélogamente las éreas de los cfrculos de
didmetro IM constituyery el volumen del cilindro ACGH, por lo que
los volimenes coinciden. Para llegar a este resultado se basa en
una serie de lemas que veremos a continuacién. usando el lengua.je
Y la notacion actuales pero respetando el razonamiento de
Torricelli. '

B

HM G
figura 22.

1. Considérese una b}pénboza cuyas asintotas AR v AC Torman
un 5ngu10 recto. Si giramos la figura alrededor del eje AR
formamos 1o gque llawaremos im sél)da hipenbéljco agikic de
longitud infinita en 1a d.ireccii;n de B. E= claro que dentro
de 1a .hjpénbo]a Jue genera al solido estan contenidos
recténguzos que atraviesan el eje AR como DEFG. Sostengo que
L rectﬁngula asl generado es lJgual a1l cuadradoe de
cualgutera de 1los semlejes de 1a hjpéhbnla. [15]

Dibujemos el gemieje AH desde el centro A de 1la hlpérbola.
el cual btsectaré al 5ngu10 BAC (fig 23). De aquf que el
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recténgulo AIHC resulte gser un cuadrado (por ser un recténgulo en
el que los éngulos son bisectados por las diagonales). Usando el
teorema de Pitégnras es fécil ver que el cuadrado del semieje
resulta ser el doble del Area del cnadrado AIHC:
AR = AI® + 1K = 2 AI®
B

D AG C
figura 23.

Y dado que se trata de una hipérbnla cuya ecuacion es, con
la notacidn mnderna, xy = kK ann K = constante ; se tiene que
las Areas de los recténgulos AH y AF coinciden. Por lo tanto, el
cuadrado del semieje es igual al doble del érea del recténgulo
AF, es decir, es igual al area del recténgulo DF

2. Todos 1los cilindros inscritos dentro de un solido
h!penb611co agudo y construidos alrededar del eJje cnmﬁn,
tienen la mizwma superficie (considerando esta sin incluir a

1as bases). [15]

Consideremos al sélido agudo con eje AB y tomemos dentro
de &1 dos cilindros arbitrarios, CDEF y GHLI, construidos
alrededor del eje AB (fig. 24). Ya vimos que 1los
recténgulos CEy GL tienen 1la wmisma superficie por 1o que
los cilindros también cumpllrén esta condicién. Para llegar
a esta conclusion Torricelli se basa en que tal proposicién

fue demostrada par Arqufmedes en Del cuadrado v el cilindro.



B
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E
C GAI F
. figura 24.

Con nuestra notaci'c;n, suponiende que 1los puntos E yL
tienen coordenadas (x‘.y') Y (xa.ya) respectivamente , 'f:,e'é
facil ver que si X, ¥, = XY, entonces las areas laterales de

los cilindros son igunales: 2'n'x'y' = E‘n'xzyz

2. Sea ARC un si;ljdo Jupe.rbi;lj co can eje DB, donde D es el
centro de 1la }J}pis:r.bola Yy DF uwn sagieje. Entances, 1la
superficie (gin l1as bases) de cualquier cilindro inscrito an
el s't;ljdo alrededor a4del eje B, es igual ail é}*ea de 1a
circunferencia con centro an D v de radio igual al semieje
DF. [15]
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E1 Area del rectangulon GH es igual a DFF (fig. 25), es
decir: (GL)(LH) = 2(DL)(LH) = (DF)? , por lo que 1la superficie
cilfndrica (sin las bases) es igual al 5rea del cfrculo completo'

que incluye al semicfrculo AEFG.

Con nuestra notacién: la superficie lateral del cilinﬁfdf*és ’

“2TXY = wrz que es el érea del circulo de radio r

Teorema. in sﬁljda njpenbéljcn agudo de longltud infinita,
caortadoe par un plano perpendicular a su eje, Junto, con el
cilindro de 1a misma base, es igual al cilindro recto cuva
hage es el dable del semieje de la hjpénbola, vy cuva altura

es lgual al radio de 1a base del solido hipenhéljao agudo.

Tomémns una hipérbola cuyas asintotas AB y AC forman un
éngulo recto (fig. 26). Desde un .puntn arbitrario D de 1la
hipérhola dibujamns wuna rerta DC paralela al eje AB y otra DE
paralela a AC. Al girar la figura alredednr de AB' se forma el
sb61ido hiperbdlico agudo EBD junto con el cilindro FEDC que tiene
la misma base. Extendamos BA hasta H de tal forma que AH sea
igunal a 2(AJ). Con el recténgulo HC podemos generar un cilindro
de altura AC de tal forma que el diametro de su base es AH.

B
N L
E P |/ D
—//, /
F O A |I C
H M G
figura 26.
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Sobre la recta AC seleccionemos un punto arbitrario 1 vy
formemos la superficie cllfndrlca ONLI inscrita dentro del 8611d0
hiperbalico. Formemos también el circulo IM dentro del cilindro
ACGH paralelo a la base AH.

De acuerdo con 1los resultados anteriores tenemos que 1la
superficie lateral del cilindro generado por ONLI es 1igual al
5rea del cfrculo IM, y esto siempre seré verdad, no importa cuél
sea el punto I. De aqui que todas las superficies cilindricas
Juntas, es decir el sb6lido agudo EBD mAs el cilindro FEDC
colocado en su base, seran iguales a todos los cfrculos Juntos,
es decir al ci1lindro ACGH.

Después de 1llegar hasta aquf siguiendo el razonamiento
mostrado, Torricelli hace una demostracién del resultado obtenido
usando “"el método de los antiguos®.

3 PASCAL: INTEGRACION POR PARTES Y DE LA FUNCION SENO.

Blaise Pascal (1623-62) se intereso principalmente en dos
aspectos de 1la matematica: geometria y teoria de nimeros.
Alrededor de 1653, inicido la aplicacién de la teoria de los
infinitesimales a su trabajo sobre el triéngulo aritmético, vy
como consecuencia de ello, al siguiente afio demostrd el teorema
de la integral de X" usando un razonamiento que no sblo se derivo
de las proposiciones geométricas clésicas; sino también de una
forma especial de analizar el triéngulo aritmeético (fig 27).

El primer renglén (o columna), puede considerarse como
formado por wunidadea o puntos. Los ntmeros del segundo renglén
son las sumas de los del primero y pueden conaiderarse como sumas
de puntos, es decir, como lineas. Los nfimeros del tercer renglén,
que son las sumas de los del segundo, pueden considerarse como
sumas de lfneas, es decir, como triéngulos. Anélogamente, los del
cuarto representan pirémldes. Aquf termina la intuicién

geométrlca. pero uno puede continuar por analogfa.
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figura 27.

Pascal desarrolld un método'geométrico con el cual se podfa
encontrar 1la suma no 5510 de potencias enteras de los primeros N
naturales, sino tambi én de potencias (del mismo grado) de enteros

de wna progresion aritmetica. Este método se resume en la

ecuacién:

‘n*lc‘dz<n> + n+1cedaz(ﬂ—i) + ... + n*icndnz(|) =

= (a 4+ NO”*' - a”*!' - Na™t!
donde a es el primer término de 1la progresién, d es la
diferencia comﬁn, N es el mimero de términos, n es el grado

de la potencia , "*'C, el nimero de la (i+1)-ésima columna y del
(n—j+2)—ésimo rengl6n del triéngulo de Pascal, vy £¢J’ 1a suma de

lag Jj-esimas potencias de los terminos de la progresion.

Ccomo Pascal seﬁalé. resultaba obvio para cualquiera
famjliarizado con 1la doctrina de 1los indivisibles que este
resultado podfa ser aplicado en 1la determinacién de éreas
curvilineas. Por ejemplo, para encontrar el area bajo la curva
y=x" , la superficie buscada puede ser considerada como la suma
de las n-ésimas potencias de 1las abzcisas escogidas en una
progresién aritmética (cuyo primer término es cero y en 1la que la
diferencia comim es la unidad), de las cuales en este caso habra
un nimero infinito. Mas aﬁn, Paacal considero que un so0lo punto

agregado a una linea no le suma ninguna longitud; ni la adicion
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de una 1linea causa alguna diferencia en el Area de una
superficie, debido a que el primero es un indivisible del ﬁlti@bQ
0, hablando aritméticamente, las rafces no figuran en una razan
de cuadrados, ni los cuadrados en una razén des cubos, ¥y ;aéf’
sucesivamente. por tanto, transformo la regla mencionada afi{bé:

en:

(ne)s™) =yt
llamando a la mayor abscisa b y considerando como cero
términos de menor orden. En un sentido general
equivalente a la expresion: o

5]

A%

El punto esencial en 1a'demﬁétracrén:def§a$ca;‘es Qmmgybﬁ
de los terminos de menor dimeﬂsian. Eétewhétodojparece{hébér
aparecido en los trabajos de Roberval y Pazacal como resuitado de
la asociacidn del indiviaible de la geometrfa con la aritmetica v
la teoria de nimeros. La intuicién geométrica de lo= indivisibles
de menor dimensién, los condujo a justificar en la aritmética el
desprecio de ciertos términos de menor grado. Pascal fue més
lejos al comparar los indivisibles de 1la geometrfa con el cers de

1a aritmética.

Hacia el final de su produccion matematica, Pascal ‘parece

haber modificado su punto de vista respecto

coloa

ales como 1

infinitesimales. En conexi§nlggp p;ob1ema5q
tratado de los senos de un cuadrante de wn i
el lenguaje de los infinitesimales h
las ordenadas"; pero _a'f“{:jio:{'é,* que un
porque lo que reaimeﬁté7'§}§hiff&af e$
arbitrariamente pequefios. Tn sus ﬁifimésfd mo.

Pascal se esforzo por evitar argumentos bazadas

de cantidades infinitamente pequefias.

Pascal miraba hacia lo infinitamente grande y 1o
infinitamente pequefio con misterio~—algo que la naturaleza habia

brindado al hombre no para entenderlo, sino para admirarlo —. Sn
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circunfﬁrencia (fig 28-h) vy alvidamo la on un numaro 1nf1n1to ae

cuadrant

partes udando los puntos extremos D; , desde loz cuales dihujemoﬂ

los senos DJI;. En todos 1oz puntns D (fig.28-b), usanio-la

tangent s DE?, Pascal construye trianguleos rectangulos

hipotenusas son los segmentos L E,.

E‘KE? cuyas
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O I] I2 I3.......A

figura 28.

Ahora bien, como los triangulos DIA vy EikEaﬁiggh_§séhejates;

se cumple que: Al
;AD_—EEK.

AD DI »:por lo que E E,.-DI =
E\E, E_K = AD'R}Bz'
= AB-R\R,.

De donde concluye gque todns los rmadrilateros formados por
los senos DI vy sus tangentes EiE2 son ijiguales a todos 1los
cuadriléteros formados por los segmentos de base R1R2 y el radio
AB. Pero cada tangente E;F‘..'.H es igual a cada arco DiDi+1' Asl
que la suma de senos multiplicados por los pequefios arcos, es

igual a la distancia AO multiplicada por el radio.

Con nuestra notacién, si y=DI, a=AB, As=EE, Ax=RR, lo ‘que
Pascal obtuvo es la igualdad:
yAs = abx. ‘
Considerando a As y AX como indivisibles y suméndolos;‘liegé al

resultado equivalente a :
y d8 = |x d4dx.
Mane jandn 1las rnordenardas de cada punto sobre la

circumferencia en terminng de sSenos Yy  cogenns, obtenemos

la ignaldad para 1la integral de a sene.



53.

‘Pagcal afiade la siguiente nota: "no debe causar sorpresa el

que diga gtre todas las distancias R'.R'. son iguales a AQ,

+ 8
1o migmo que cada tangente E,.E,. .y @S igual a cada peguenro

arco D’.D va gque es bien sabido que, aungue estas

P+
jgualdades no se cumpien para un.nﬁmero finito de sanos, son
sin  embargo verdad cnando el nﬁm&rn es infinito; porgue
entonces la suma ade todas 1as  tangentes i1guales EQI;*'
difiere Jdel arco entero RD, o de la suwa de todos 1os arcos
ignales.D;D;+,. an manos que ma cantidad dada; auélogamente
la =suma de las Riki+

£15]

’Arespectn (el srgmenta entero AO".

Ahora veamos como trabaJ6 la lntegracién por partes. Para
ello, Pascal considera una figura trilineal (formada por dos ejes
ortogonales y una curva convexa) ABC, con "ordenadas al eje" DF
y *ordenadas a la baze" EG, donde los puntos E dividen a la base
en segmentos iguales y los puntos D hacen lo mismo con el eje
(fig. 29).

figura 29.

A los segmentos GR les llama contranrdenadas y construye una
figura adjunta trazando la linea BK paralela a CA y una curva

arbitraria que une a los puntos A y K.

Propogicion. La suma de 108 rectangulos Sohre FD v I (es

decir, acotados por cada ordenada de 1a trilineal y 1a




aordenada correspcmdj ente de 1la Tigura adjunta), es igual a
la suma de las areas ARI fgque son porcianes de 1a adJr.mt.a
antre cada ma de l1as cantraordenadas y el punto - final A).
£15]

Para demostrarlo, Pascal construye un sblido de 1la siguiente

forma:

“... en todos los puntos de ARC se levantan perperdiculares
a Ssu plano formpando un si;.zjdu prjsmét.u?o infinito con ARG
comon base. Se rota 1a figura BAOK alrededor del eje AR hasta
1na posjcjﬁn bperpenticular al planoc de ABRC. Y, finalmente,
la base AC se levanta paralela a ST misma de tal forma que
el pmmnto A qgempre este en &1 contorne de BEAQK hasta que
.I.Ieaga‘ a B. La parte del si;l.ido prjsm;{ti(rtv cortadoe por 1a
guperficie descrita por 1a linea A en moviaiento, sera el

salido caonsiderado aqn';. Y r[15),(fig. 30)

I . K

1

C E : A

figura 30.

Es decir, Pascal constriuryo v shlirqu;iﬂnu‘yo vnlumen es lo que

nosotros expresamnos nsandn:

en

) gix) dx

o]

el caso en que las superficies estén acotadas por las

. funciones F{x), gfx) y por los ejes.
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La demostracion continia con la introduccién de dos tipoa de
planos perpendiculares al planc de ABC. El primero de ellos pasa
por cada ordenada FD (intersectando al 20lido en los rect.é;ngulos
FD-DO), Yy el =seguindo es yin plano paralelo al de la figura adjunta
BAOK girada, pasandn por las nrdenadas GE (éstns intersectan al

sfwlido en seccinnes EGI’, saimilares al f*;rea ARI) .

Yd4hora -— concluye Pascal — podr.-‘a' varse que la suma de 1as
secclanes hechas por cada tipo de plano, es igual al s‘c;ljdo,
¥y Son consecuentemente iguales una a 1a otra (debido a que
laz infinitas partes AE, EE, etc de 1la base son liguales
entre ellas y a las partes AD, DD, etc del eje).*

Es dedir: X (FD-DO) = L EGI’.

Si tomamos AB=a, AC=h, AD=3=F{(y) y DO=z=g({x) (siendo

las dos funciones monotonas), 1la relacion anterior corresponde a

%=a . “Tead
() g(x)dx = git)at | ay,
X=o0 o) o

cuya solurinn se obtiene mediante 1nt.egraci'6n por partes. Como

fa)=0, tenemns:
£t )

FUx}gix)dx = - gityat T (X)Ax = gitadt as

o ] Lo} ] o]

En el caso en que g{x)=x, resulta que:
’ 2

S
Xy dx = —dy.
o o2



4 FERMAT. INTEGRACION USANDO PROGRESIONES GEOMETRICAS.

Fermat did 1una demostracion para la integral de x", con n
fraccionario, distinta a las que hemos visto hasta ahora (muay

probablemente antes que las que ya mencionamos). En ella se

'encuentran algunos aspectos esenciales de 1la definicibdn actual de
integral. Sin embargn, este procedimiento fue para el ~—Ccomo para
-sus contemporaneos-- sSimplemente la forma de encontrar una
cuadratura, es decir, la respuesta a una cnestiaon géométrica

especi fira,

En cunantn a 1a re]aciﬁn entre geomefrfa Y élgehra, él Y
Desﬁartes desarrollafnn, cada wuno independientemente del otro,
una geometrfa analftica cuyo sustento fundamental era que a cada
curva se 1le asociaba una ecuacion-en la que estaban implicadas

todas las propiedades de la curva.

Aunque ninguno de los trabajos de Fermat fueron publicados

durante su vida, diversos historiadores coinciden en que fue el
primero en aplicar este mievo punto de vista a los problemas del

anélisis infinitesimal popularizados por Kepler y Cavalieri. Para

Fermat, los sfmbolos involucrados en una ecuacién representaban
constantes indeterminadas a las que podfa asociarseles
segmentos de recta de longitud indeterminada;asf que era
congruente con tal punto de vista la identificacién entre los
infinitésimales geométricos que hahfan venido uséndose Yy los

nimerns infinitesimales eonorrespondientes.

El surgimiento de 1los infinitesimales numéricos esta .
relacionado con ciertos problemas que Fermat considera. Se fijé
en el hecho de que en 1un problema qué en general tenfa dos
soluciones, el maximo y el minimo daban una sola solucibn. Por
ejemplo, si una lfnea de longitud a es dividida por un punto P en
dos partes de 1longitudes X Yy a-¥x , hay en general dos
posiciones de P para las que el 5rea del recténgulo formado por
los segmentos es 1a misma. Sin embargo para el 5rea méxima hay

una sola posicién, el punto medio.



area seria:

Partiendo de este hecho, Fermat ge basd en un problema

planteadn por Diofanto para formalar wn matodn que permitfa

determinar maximos Y minimos de la siguiente forma: sea A el Area
del rectangulo formado por X y a-x

A=z xX(a -~ %)
Si1 en vez de la distancia x , sSe marcara la distancia x+E;

A=z (X +B)(a -x - B

Para el area maxima los dos valores seran el mismo Yy los
gsegmentos X y X+E deben coincidir por lo gue Fermat iguala -
‘108 dos valores de A y luego considera que E se anula, llegando

asf al resultado x = a/sz2.

Aunque no faltaron las crfticas, el métndo enc0n£r6 haena
aceptacién entre los mateméticns v.Fermat empe25 a aplicarlo en
la determinacion de tangentes y de centros de .gravedad, con
algunas modificaciones. Por ciertn que 1la determinacién del
centro de gravedad de un segmento parahﬁlico usvalmente se habia
hecho a base de consideraciones basadas en sumas, pero Fermat 1lo

hizo a traves de este metodo de maximos y minimos.

Ya antes de 1644 Fermat habia dado una demostracion de 1la
integral de x7, con n entero, Vv habia encontrado cuadraturas,
y centros de gravedad de “parébolas" de grado fraccionario: a”.y”
= Db7.x". El procedimiento que usd fue tomar sobre uno de los
ejes una serie de intervalos de tal forma que al construir sobre
ellos 1los recténgulos correspdndientes, las Areas de é&stos
formaran una progresién geométrica infinita cuya suma podfa ser
determinada siempre que no se tratara de 1la familia de 1la

hipérbolas y = 1/x.

Tambien utilizo este mismo tipo de razonamiento para reducir
un problema de rectificacinon de wna curva, cunestion que involucra
tangentes, a un problema de rmiadratnras. Es decir, Fermat no solo

desarrollo henos metodos para encontrar tangentes y cuadraturas,

sino que ademas relacionbd estos dos problemas Yy probablemente

conocid su caracter matuamente inverso. -

AAAAA
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Vamos a ,reprbduéib_’ldé ~argumentos de Fermat, usamiofla'

notacidn actual, para c

forma:

G, en intervalns GH, HO, OM, de longitules

X, = ¥y , ... (a=AG), de tal forma qné{__ﬁ

¥ por lo tanto

figura 31.

Sobre . los intervalos formados construia 1053#?C£éngulos

circunacritos

R, = D(x,-a) , donde b=GE

R, =y _,(x -%x__,), r=23..,

»

de las axpfesiones anteriores se sigue que:

R

- n - .
s b(x, a) X, (x, a) x,""a X, b

1t

l — n _ N
R2 y‘(x2 x’) a (x2 x‘) a’'x, a

porque, de acuerdo a la eleccidn de 1la serie de puntos en el eje:

"at;elrérea bajo una hipérbola dé,vla



yr (xr+1 xr) xr-i xl‘ a xl

lo cual significa que los recténgulos circunscritos estan en

progresion geometrica de razon a/xn_’.

Fermat utilizaba la expresion:
v-u = o

— e——

u S-er

para determinar la suma S de nna'rprogresihnavgmdméir cho

primer terminn es « Yy ®iya razon as /v (n<v). Pnr 1o tant

S representa la syma de 1ns remténgn]ns‘Rig‘ténemos,qa§
-a. = h(xl~a)

o st e Sne

a S—h(x,—a)

que es igual a tener:
X -a = ba

X,-a S—b(x,—a)

Fermat suponia entonces que los intervalos X, -a, X,-X, etc,

eran casi iguales y lo suficientemente pequefics como para llegar

l a la conc].usién de que el miembro de la izquierda en 1la ﬁltimai

expresion, era igual a n-1 . Por otra parte, como: los intervalos

son pequefios, concluia que S-b(x'—a) podfa considerarse igual al
Area S. Asf, la {11tima expresiﬁn quedaba transformada en
n-1 = :_l.)—a_ = AG-GE

s S

llegand.o asf a la cuadratura hausrada:
S = (ha)/(n-1) = k/fa”"' (n-1)1
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5 LA INTEGRACION NUMERICA DE WALLIS.

A partir de 1650, lo= métodns analfticos empezaron a recibir
més atencion Yy a remplazar a 1lns métndos geométrirns basados en
los escritogs de los antiguos matemat icos griegos. Esto se debib
en parte, a la aceptacién, dentro de 1la geometrfa,de los métodos
algebréicos de Descartes y Fermat. La mayorfa de 1os resultados
basados en un método de integracién aritmética, fueron

conseguidos por John Wallis (1616-1703), un matenatico Y te5logo
inglés.

Wallis fue mas allé que Fermat y Descartes 21 realizar un
esfuerzo por 1liberar a 1la aritmética completamente de 1las
representaciones geométricas. Wallis no se preoct@é demasiado por
el raigor matematico Y bast muchos de sus resultafios en analogfas
Yy en lo que hoy llamamos induccién incompleta, tuando ésta no

habfa sido rigurosamente fundamentada.

Al parerer, la 1lectura, en 1650, del mét ofio geométrico de
log indivisibles de Cavalieri cnmo 1o explicba Torricelli,
influencid notablemente s trabajn. Partientio del trabajo
puramente geométrico de Cavalieri, Wallis introdmce una fuerte
aritmetizacién ¥, al <final, abstrae de 1la seometrfa de 1los

indivisibles 1la nocién aritmética de 1fm1te.

La forma en que Wallis hace 1la transicién de la geometrfa a
la aritmética, se ve claramente en su demostraciéttie que el érea
de un triéngulo es la mitad de la base por la altmra. Adopta el
principio de que una figura plana puede ser monsiderada como
formada por un nimero infinito de lineas paralelas, o por un
nimero infinito de paralelogramos cuya altura es igual, misma que
en cada caso seré 1/w, es decir, una parte alicuota infinitamente
pequefia de 1la altura de 1la figura. Para W¥Wsllis, pues, 1/m
representa una cantidad infinitamente pequefia o nm cuanta, y un
paralelogramo cuya altura es infinitamente pegiefia o cero, es

entonces "apenas una linea", pero gue tiene grosor.




Las éreas de estos paralelogramos paralelos a 1la Dbase del
triéﬁgulo, forman una progresién aritmética que ge inicia con
cero si se toman desde el vértice hasta la bagse. Wallis usa 1la
regla de que 1la suma de una progresién asi es el prbducto del
primer término por la mitad del nﬁmero de términos, dado que ‘“no
hay ninguma cansa para diferenciar entre un nimero finito y uno
infinito*. Si la altura y 1la base del triéngulo sorn A Yy B
respect ivamente, el 5rea del ﬁltimo paralelogramo de 1la
prngresién es (AB)(1/m). E1 grea de todn el triéngulo es entonces
(AB) (1 /) (m/2), 0, AB/2.. Wallis aplica argumentos =imilares a
numerosas cuadraturas y cubaturas dque involucran cilindros,

conos Yy secciones conicas.

En su tratado La aritmetica de los infinitos («arithaetica
Infinitoruam»), demuestra un teorema equivalente a
. a
x” dx = a”*'/(n#1).
. o
extendiendolo por lo menos a todos los racionales excepto -1.
Para 1llegar a esta conclusién. Wallis se basa en su intuicién,
realﬁente asombroga, acerca de las relaciones entre las sumas de
diferentes series. Observa primero las cantidades:
041 _ 1 04142 _ 1 O+142+43 _ 1 ...
141 T 2 24242 T 2 3434343 T 2
y del hecho de que 1la razon es 1,2 para cualquier nﬁmero finito
de términos, concluye que 1n mismn debe pasar pa&ara un niimero
infinito. Pasteriormente, nota que en las igualdades
041 _ 141 04144 _ 14 1 O+1+4449°_ 1+ 1
141 7 3 6 44444 ~ 3 12 9494949 - 3 48

a mayor niumero de terminos, estas cantidades se acercan mas a la

razon aproximada 1/3; es decir, siempre hay un nﬁmero de términos
suficientemente grande para garantizar dque la razon entre las
sumas difiera de 1/3 menos gque una cantidad previamente
estahlecida. Siguiendo este procedimiento hasta el infinito, 1la
diferencia "tendera a desaparecer completamente”. Asi que la

raz5n para un nimero infinito de términos es 1/3.

De wuna manera similar, Wallis observa qQue las razones



]
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anélogas para las potencias 3, 4, 5, ete, son 1/4, 1/5, 1/6, etc.

Después concluye que la regla es valida para todas las potencias,

racionales e irracionales (excepto -1).

Con base en esto, Wallis der1v6 la integral de Cavaliehi dé>
una forma original, para después sumergirse en un remoliho'&é
métodos numéricos, de donde llegb — nuevamente conducido por su
intuicién —— a establecer un producto infinito para v que hoy

lleva su nombre.

Para analizar un ejemplo de integracién numérica de Wallis,
empecemos por ver sSu razonamiento en un caso particular. Como
mencionamos arriba, Wallis analiza el cociente entre dos series
infinitas, partiendn de 1la uhsarvaniﬁﬁ del mismo cociente pero
para diversns rasns finitns. Por ejempln, para estudiar la razon
entre la suma deg los cubns de una prngresién ari1tmetica (digamos
1,2,3,4, etc) y la suma de cantidades iguales al mayor de estos

cubos, observa que{

041 =1 _2_1+1
1+1=2 "a4a"-4 4
0+1+8=9 _3_14+1,
B+8+8=21 "“8°4 8 :
0+ 1 +48+27= 36 _ 4_1+ 1,
27 + 27 + 27 + 27 = 108 ~ 12 ~ 4 12
0+ 1+ 8427 +64 =100 _ 5 _ 1 4 1,
64 + 64 + 64 + 64 + 64 =320 " 16 "4 16
O+ 1+ B84+ 27 4+ 64 + 125 =225 _ 6 _ 1 + 1.
125 + 125 + 125 + 125 4125 + 125 = 750 ~ 20 ~ 4 20

Yy asf suﬂesivamente.‘Lavrézﬁn ohfenjda siempre es mayor que 1/4 ,
pero el excedente.ﬁecrecé'Eoﬁforme el nimern de términos aumenta
siendo 1, 1, _1, _2. 1, etc
4 8 12 16 20
es decir, el excedente es igual a:
1/(4 veces el nimero de términos después del Q)

. por lo que es 'fé;cll determinar cuéntos términos se necesitan para

que el excedente sea menor que un cierto valor dado de antemano.




e

que nosotros denotamos por:

m

£ i°
Lm | fTe =1
m=3® | emyn] a4

También analizd el caso en el que la serie del numerador
esta formada por lo3 cubos de una progresién aritmétlca distinta
de 1los naturales, y llego a la conclusion de que el excedente a
1/4 al obtener la razon correspondiente es igual a:

rafz cﬁhica del primer término deSpués del O

4 (rafz cﬁblca del mayor términq del numerador)

Utilizd este resultado para encontrar el area debajo de 1la
parébola cilbica en un intervalo (0,a) , de la =iguiente forma:
Sea AOQO (fig. 32-a) una rama de 1la paréhmla citbica contenida en el
paralelaogramo TD. E1l area que buscamos esta dada por AOD y su
complemento es ATO. lLas rectas DO (fig 32-b), son iguales a las
AT y =son las ralces citbicas dé las distancias denctadas por AD o

las representadas por TO.

A T .A T T....7
D
0
D 0
.
D o D 0

figura 32.

Wallis considera a la figura ATO como formada por un nﬁmero
infinito de rectas TO, dque vienen siendo los cubos de 1las

digstancias AT. Y como las AT forman wna progresién aritmética, la

- figura ATO correspnnderfa ron la serie del mmerador de 1la

expresion qne arabamos de ver. De 1igual forma considera al
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paralelogramo ATOD como formado por el mismo nﬁmero infinito de
rectas pero todas iguales a 1la mayor de 1las TO, lo que
corresponderfa con el denominador de 1la expresién analizada. Asi
es como 1llega a 1la conclusi6n de que el 5rea ATO es al
paralelogramo, como 1 es a 4. Por 1lo tanto, el érea AQOD debajo
del segmento de 1la parébola cﬁbica. es al paralelogramo como 3 es

a 4, que es el resultado que se huscaba.

Despiues de analizar mma serie de casns particunlares, 'Wailis'

conluye qne, en general, (usando mestira terminolegla):

jn
‘ 1im t =0 . -
O w1y "

4 M3

para n entero distinto de -1; vy encontr5 la cuadratura dé las
curvas ¥ . = X7 al dividir el intervalo (0, a) en puntos
de la forma (Ji/ma (ver fig 33) y sumando para obtener:

a
£ x" [a'O]” + [3'1]" + ... [%‘m]"
x=0 = 1lim m m m =

m—) o a” +a” + ... a”

m
y o A :
= 1im | ¢=° = 1 . es decir,

m=3e ¢ m+1)m” n+1

Para extender el dominio de valores de n en la formula (1)
hasta incluir por lo menos todog los nimeros racionales excepto

el -1, Wallis observo que 8i los nitmeros

n

w” , m", ... mn"”

estan en progresion geometrica (donde n, n . n_ son enteros

2'
no negativos), entonces
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o 1

C a

figura 33.

Ademés, dei hecho de que para ¢ en los naturales se tiene

que:
m®, m'’/%, m®’%, ... m' estan en progresion geométrica,
1, 1+ 1/q, 1 +2/q, ... 2 estan en progresién aritmétlca, Yy que

los térm!nos primero y ﬁltimo de esta ﬁltima sucesién son 1los
inversos de los valores del miembro de la derecha en (1) para n=0

Yy n=1, Wallis obtenia que:

mt

£ jP/e
r=0

7 " 1im =
m=)m

m

% pP’?
L:'TO

A Wallis no le cabia duda de que esta relacion se verificaba
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para todo p/gq 2 0O ; decfa incluso gque era valida para
irracionales como 3%. Y como consideraba extendido el concepto de
potencia para incluir exponentes negativos, afirmaba que la
expresi5n (2) era vélida tamhién para ellos, excepto para -1. In
forma anéloga a lo que vimos antes, usaba esta expresién para

encontrar la razon entre e] area bajn nna curva ¥ = x*7® y el

‘rectangnle que la circmsrcribe.  También determing las razomnes

entre 1ns voliimenes ohtenidos por girar estas areas alrededor de

un eje, y 1los cilindros circusnecritos.
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IXXI. LA INTEGRAL EN LOS TRABAJOS DE NEWTON Y DE LEIBNIZ.

El célculo, como todos 1ns grandes ébances en ,ias
matematicas, se construyd gracias al trabajo de muchos hombres
que durante afios fueron aportando su contribuciodn poco a poco, Yy
que, como hemos visto en los capftulos anteriores, condujeron su
desarrollo deade las demostraciones de los antiguos griegos hasta
los métodos heuriaticos desarrollados en 1la primera mitad del
giglo XVII.

lLos procedimientos desarrnlladns por algunos de las
mateméticos que antecedieron a la épnca gue nos ocupa, eran ya
bastante parecidos a los'que se encuentran en el calcnulo actual,
aungue no habian logrado trascender a los problemas particulares
que les dieron origen. Sin embargo el trabajo realizado por todos
ellos permit16 que para la segunda mitad de aquel siglo, las
condiciones estuvieran suficientemente maduras para que alguien
organizara 1los puntos de vista, métodos Y descubrimientos
involucrados en el anélisis 1nfinitesimal. Yy se constituyera todo
un aparato algorftmico que brindara métodos generales para el
tratamiento de curvas y trayectorias, tanto en lo relacionado con

tangentes como en cuadraturas.

Isaac Newion y Gottfried Wilhelm Leibniz culminaron
este proceso, por lo que se acostumbra llamarlos *1os
descuhridores del calculo®. Pese a aqie sug trahajos difieren
bastante en 1las {deas y el estilo, ambns supieron retomar 1ns
conocimientos desarrnllados por sus predecesores para dar uan gran
paso hacia adelante inventandn, en forma indepehdiente uno del
otro, métodos de procedimiento generales que contienen mucho de

lo que hoy consideramos esencial en el calculo.

Tales métodos fueron necesarios para el desarrollo légico de
las concepciones de derivada e integral. Sin embargo, Newton VY
Leibniz no llegaron a las definiciones fundamentales del calculo
de nmuestros dias. ©Para que estas nociones basicas fueran
rigurosamente elaboradas tuvieron que pasar todavia dos siglos de

eafuerzos en esta direccion.
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A finales del siglo XVII, surgi5 una desagradable disputa
sobre 1la prioridad en los desculrimientos. Mucho- tiempo después
1ogr5 aclararse que Newton 1o tuvo primero (en 1665-1666,
mientras que Leibniz en 1673-1676), pero Leibniz lo publicod
primero epnel periodo de 1684-1686, mientras que los trabajos de
Newton fueron publicados en el periodo de 1704-1736. Ambos
concocian una buena cantidad de iraba. jo= de sus antecesores, asi
que las formulaciones a las que llegaron fueron, probablemente,
el resultado de wuna influencia anterior comﬁn, mas que una

coincidencia reciproca.

Gracias a los trabhajn de Newion y de leibniz, el célculn

dejo de ser wn aperndice v extension de la geometria griega para

transaformarse en wna materia independiente. La nataci1on

algebraica y las tecnircas nsardas por ellng, nn saln brindaron una
herramienta mas eficaz gue la genmelria, sino tambien permitieron
tratar marchos problemas diferentes, geometricns y fisicos, cnn la

misma tecnica.

Durante el siglo que sigu15 a su desubrimiento, el calculo
se desarr0115 de uma forma impresionante, a pesar de gque su
fundamentacién era aim myy insegura. Esto hizZo posible un
tratamiento matemétlco de campos muy extensos de las ciencias
naturales. In este desarrollo posterior, el tipo de calculo
leibniziano utilizando diferenciales e integrales, avanzo muay
rapidamente, sobre todo a traves de los trabajos de los hermanos
Bernoulli, Euler y otros mateméticos del continente. E1 calculo
fluxional de Newton tuvo un desarrollo menos espectacular en los

trabajns de Taylor, Maclaurin y otros mateméﬁicos ingleses.

L.Los conceptona fundamentales que Newton incorpor6 al
desarrolln del célnnln fueron 1las Ffluxiones o velocidades de
variaci5n, qie oorresprnden cnn miestras derivadas; los  gomentos
que son magnitindes infinitesimales gque pueden identificarse con
las actuales diferenciales; y finalmente, las primeras 111t imas

razones con gran parecido a lo que hoy llamamos lfmite.

Newton escribié varias versiones de sus descubrimientos en
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el campo del cdlculo infinitesimal: en octubre de 1666 resumia
sus hallazgos en un manuscrito sobre fluxiones; en 1669 escribid
el tratado sobre series infinitas titulado *Analisis por medio de
acunaciones con un ‘nﬁmera infinito de terminos® {De analyvsi per
aequationes munero terminaram infin bas) que circulé entre 1los

miembros de la Royal Soriety; de 1671 data w tratado "Matodo de

CPlpciones v serdes infinitas® (Methodus Tfhydomw eb  serierum

infinitariw) y aproximadamente en 1676 escrih16 su cuadraturas de
curvas (De quadratura cirvarnm). Todos ellos fueron publicados

de 1704 en adelante. N

Para el desarrollo de su nuevo célculo, Leibniz se inspiré
en sus primeros trabajos sobre sucesiones de sumas y diferencias
de nﬁmeros. Partiendo del caracter inverso entre la suma Y la
diferencia en el caso discreto, Leibniz desarrollé un
procedimiento para determinar . sumas Yy diferencias de
infinitesimales, operaciones a través de las cuales se ohtenfan

cuadraturas y tangentes reaspectivamente.

Contemplando la sucesion infinita de valores de una variable
3, denntn la diferencia enire dos valores sucesivos por (ix.

Sumandn tales diferencias, nperani5n qie denotaba por
adx ,
obtenia la variable completa x. Es decir:

Ax = X . - k

Partiendo de estas ideas, Leibniz obtuvo una serie de
resultados correctos usandeo un procedimiento algorftmico mas
sencillo que el de Newton. Sus primeras publicaciones sobre el
tema, aparecieron en 1la revista cientifica alemana Acta
Eruditorum en dos breves articulos publicados en 1684 y 1686:
Posteriormente, en ésta y otras revistas aparecieron artfculos en
los que lLeibniz siguié desarrollarndn an célculo v presentando una

serie de aplicacinmnes. Hablaremos tamhién en este capftu]n de las

]
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primeras contribuciones hechas a finales del siglo por los
mateméticos suizos James y John Bernoulli al ‘tipo de célculo

leibniziano, en lo que se refiere al desarrollo de la integral.

Tanto Newton como Leibniz trataron con cantidades variables;

pero Newton las consideraba como variando en el tiegpo, mientras

. Leibniz las consideraba mas dien como recarriendo una sucesian de

valores infinitamente préxﬁmns. Para HNewton el objeto de 1la
integracién era hallar 1a cantidad de 1la gque provenfa una fluxion
dada, es decir, lo que ahora llamamos obtener la antiderivada o
integral indefinida de wna fnnciﬁn dada. Por ello, en au version
del cé]nuln, el actnal tenrema fundamental del célculo era una

conclusion inmediata y trivial de la definicin de integral.

lLeibniz por su parte, vela a la integfal como la suma de
todos los valores de una magnitud, o 2a suma de rectangulos
infinitamente angostos; es decir, la.maneJaba en el sentido de 1lo
que hoy llamamos integral definida. El teorema fuhdamental, por
ello, era para él una consecuencia de la relacibén inversa que
hay entre 1la operacién de sumar y la de tomar diferencias. Sin
embargo, 108 hermanos Bernoulli reinterpretaron la integral de
Leibniz como la inversa de 1la diferenciacién, asi que durante
todo el éiglo XVIII el famoso teorema fue una consecuencia

inmediata de 1la definicién de integral.

Tanto Newton como Leibniz trabajaron con cantidades
infinitamente pequenas Y ambos eran concientes de las
dificultades légicas inherentes a su uso. Newion tratb de evitar
estas dificultades maedificanio 1a fnndamentacién de su calculo
por medin de las primeras v ﬁltjmﬁs.razanes. anngue las maneJS
da) ¢! cierta inconsistencia Y nn llegﬁ a satisfacer los .

requerimientns del rigor matematico.

Este hecho provoc5 que, Jjunto al espectacular desarrollo del
cAlculo que hemos mencionado arriba, surgieran también una serie
de crfticas muy fuertes contra las teorfas de ambos, las que
fueron algunas veces acompanadas de intentos de fundamentacién

por otros caminos pues lo que resultaba incuestionable era que
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aplicando lag reglas de procedimiento elaboradas por Newton y

leibniz ge_lyegaha.'en.muthns*casns, a resultados correctos.

£ LA INTEGRAL EN EL TRABAJO DE NEWTON.

Newton descubr!5 que los desarrollos en seriess de potencias
ofrecian varias ventajas: en primer lugar, permitiam aplicar a un
dominio mucho més amplio de curvas ciertas reglas y algoritmos
que sblo estaban definidas, en principio, paira ecuaciones
sencillasg; por ejemplo, 1la relacion
x"+!
ax = .

n+t

que para entonces era bien conocida, pndila aplicarsse en aquellos

rasnNs en 1ns gne, a traves de un desarrnllo en serike, la ecnacion
de una curva «complicadax» se redncfa A una suma de términms
formadns por una constante y una potencia de la vasriable {(aunque
estos fueran un nﬁmern infinita). En segundo lugar, los
desarrollos en serie suministrahan un método facil Yy uniforme
para aproximar o simplificar férmulas despreciaﬁio los térm:nos
de orden superior, procedimiento que HNewton ut11126 con gran

virtuosismo en 1la aplicaci&n de sus métodos xmateméticos al

tratamiento de problemas ffsicos.

Asf por ejemplo, para integrar y = azl(baud, dividié aaa:

entre h+x y obtuvo T e : Dmminiiiae

2
a

v = -
b v , .
teniendo esta serie lnfinita;fencontrﬁ el érea integrando térmjno»

a'términn, obteniendon

2 2 2 2_a 2
a"x a x ax a %

h 2b 3n3 ap"



'préctico, era suficiente con tomar los primeros témminos de e

e

Newton estaba convencido de que, para -cualquier uso

serie. De la misma forma , para integrar

Vv o= 1/(1+k2), u36 el desarrollo binomial para escribir

2
y=1-x +x" - x5 x® -

e integrd términe por término. Pero notd que si tomaba
1/(x°+1), entonces el desarrolln hinomial que obtemia era =
vo=oxt LYoy xTe L oye

para despnes integrar fermine . a termino. Sefialo entoftices  que

Levandn ¢ era suficientemente pequefin se debla usar el primero de

estas desarrollos, y emandn era grande, el segundo.

En el De analysi, donde explica v uﬁiliza estos metodos de

desarrolle en serie, Newton empleza por mencionar la regla para

. obtener la integral de X", con m racional, regla que Ju96 un

papel importante tanto en el descubrimiento de estos métodos.
como en sus diversas aplicaciones. En ese mismo tratado da un
método general (del cual se deriva la regla anterior) para hallar
la relacién entre la cuadratuﬁa de una curva Yy sSu ordenada.
Explica su método mediante wun ejemplo,sin embargo, en la

explicacién queda claro su caracter general.

E—
il
C
t
: |
! v
7 Yt ov |}
i ' -
! |
| 1
A QB Di
- == —ef— == = =0~
figura 34.

Sea zz, en la figura 34, el area bajo la curva desde 0 hasta

X, es decir, el érea ABC. Newton consideré un incremento en x al

- que 11am5 momento de Xy lo denot5 por o=BD. Sea wv=DJd tal que

érea BCED = ov. Supongamos, por ejemplo, que se trata de la curva

ta
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para.la mal

es decif{?

considerandoriész

ncrementos se tiene’
‘ LZ¥OV? (4/9)(x+o)3

de donde ‘
2 2 , 2 ; 2
Z 4+ 2zov + o v = (4/9) tx? + 3x 0 + 3xo0 5
Sustituyendo :?:a por (4/9)3?, simplificando y dividiendo lpsb
miembros de la expresiﬁn resultante por o, nos queda: '
2zv + oV = (4/9) [3X + 3x0 + 0 1.

%VOB].

Al tomar el incremento o-BD Jnfzuftamante pequeﬁu:

hace iqual a v vy los Vtépminns quer rnntlenn
resultando que: i '
(4:3)%
nhtiene

v
y = x".

y sustitnyendn el va

Evidentemente este mismo procedimiento se puede aplicar a
cualquier funcion polinémica en la que =Z esté definida en
términos de . Asi Newton mostré que el area puedie ser obtenida
invirtiendo el proceso de encontrar una razén de cambio. Usando
esate método, encontr6 el érea ba jn machas curvas caleccionandolas
en largas lista (las primerasltablas de integraless) Yy resolv16

otros problemas que pueden formualarse.en terminos de sumatorias.

‘Mientras dque las cuadraturas o éreas habfan.sido obtenidas
anterinrmente usando la suma de infinitesimales u otros métodos
equivalentes, es decir, mediante 1o que ahora 1llamamos la
integral definida, Newton aqnf determinﬁ primero la razén de
cambin del érﬂa, v después, de ella 1]e05 al area misma mediante

1n que ahnra llamariamos la integral indefinida de nmna funcién.

Varios matematicons anteriores a HNewton cionocian esta
relacion inversa, pero el fue el primero en dar un procedimiento
aplicable en forma general para obtener razones de cambio

instantaneas Yy para invertirlas cuando los problemas involucraban




sumatorias (meJjor dicho, lfmites de sumas). Antes de esto, la
tendencia habfa sido en sentido opuesto: reducir problemas a la

determinacion de cuadraturas, siempre gue fuera posible.

En su mé;ado de fluxiones ¥ series Infinitas considern a
las variahles canmo generadas por el movimiento continuo de
puntos, ]fneas Y planns més qnie  comn 1na unién estética de
glgmenfos infinitesimales. Aqnf 11am5 fluente a ma cantidad que
var;aba con regpecto al tiempao, vy flhircion a su razon de cambio o
velocidad. Denoto por iy & a las fluxiones de las fluentes Xy
y¥. la fluxion de X es X, etc. La fluente de la cual x es £1luxion

es i; la fluente de esta ﬁltima es Q; etc.

En este trabajn, Newton expuso con mayor claridad el
problema fundamental del calculo: dada una relacién entre dos
fluentes, encontrar la relacinn entre sus {fluxiones; e
inversamente, dada una relacion entre dos fluxiones, llegar a la

corregpondiente relacion entre las fluentes.

Para atacar este segundo aspecto del prodblema, Newton
consideré varios tipos de relacién: 1) cuando estén pregsentes X,

v y una de lasz dos fluentes, 2) cuanda estan presentes x v, XV

-

¥, 3) ruandn estan presentes .x ﬁ; Z y las tres fluentes
correspondientes. El primer tipo es el més sencillo vy, en
notacion mnderna, consiste en resolver 1la ecvaciim diferencial

ay

—— = LU

ax

Del segundo tipo de relacidn, resolvid 1a'écﬁaﬁf5ﬁ

[
A

— =1 -3+ y X + Xy

X
mediante un proceso de aproximaciones sucesivas; empezd con '

v
—_—=1 - 3x 4+

b's
como una primera apro¥imacion, obtuvo ¥ como una funcion de X,
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intredujo este wvalor de ¥ en el lado derecho de la ecuacion
original, vy contimio el proceso. Aquf Newton describid lo que
estaba haciendo, pero no 1lo Justificé. ok

Del tercer tipo, trabajo 1la ecuacion 2x - é,+,j¥k

- . 2 .

Supuso una relacion entre xy V¥, por ejemplo X = ¥, asl que X =
2inv. Entonces, 1la ecuacion original se transformod en 4yy - Z -

nF = 0, de donde obtuve que 2% + (¥°/3) = z.

Mediante la idea de considerar cantidades que se mueven en.
el tiempo, Newtnon pensaha que pndrfa resnlver las dificultades de
fnndamenfaciﬁn qie le planteaba €1 usa de las cantidades
infinitamente pequenas, Jags mmaless son tan pequefias que se les
piuele despreciar y, sin embarge nhviamente ne son nulas ya que se
requiere poder dAVidir entre ellas. A pesar de ello, el método de
fluxiones que u56 Mewton en este caso no es més rigurnoso ni tiene
una diferencia esencial con el metodo que utilizo en su De

analivsit.

En su tercer escrito sohre célculo. Cuadratura de curvas,
Newton declara haber abandonado el método de los infinitesimales.
Ahora para determinar por ejemplo la fluxion de %7, reemplaza x
por x+0, desarrolla (x+0)” y resta %", para obtener, como antes,
el cambio en X" que corresponde al cambio o en Xx. Después de
esto, Newton forma la razon entre el cambio en xy el camblo en
X", es decir,

1 a w4 w(m-1)/2-0"8 4.
y en esta razén hace tender o a cero, para obhtener
1 a my!

a 1n gite 1lama la ultima razon de increwentos.

decir, que se desvanecen o tienden a amlarse), o tambien, la

primera razon de disminmiciones nacientes.

Es por medio de estas concepciones que Newton llega a estar
mily cerca de lo que serfa una fundamentacién del calculo basada

en el concepto de lfmite.

En 1687 se publicé el primer libhro de Newton que involucraba
/7
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anu caleuln: Principios Matematicos de 1la Fiﬂosuffé de 1a
naturaleza (philosophiae natiralis principia mathiematica), del
cnal se dice e es 1a mejor muestra de la sintesis newtoniana
pPues en el 1ngra integrar en ma snla tenrfa las pirimeras leyes
matemat icas qiie describen el movimientn celeste dadias por Kepler,
con las leyes del movimiento terrestre dadas por Galileo
auxiliandose para ello tanto de 1la nocién de primeras vy Qltimas

razones, como de la de infinitesimal.

Veamos ahora algunos lemas Yy corolarios que presenta Newton
en la seccidtn I del libro I de sus;frjncipia [15] referidos al
concepto de integral. , B
LEMA 1 , ,

Cant idades v razones de caht;dadus}bjhs'CUales en cualquier
tiegpo finlto convergen a ser jguales, 'y antes de gue el tiewmpo
finalice se aproximan 1ma a 1!a otra én manous que clialquier

diferencia dada, entonces finalmente son iguales.

DEMOSTRACION: Si wusted niega esto, suponga entnnces gque al final
son diferentes, y sea D su ﬁ]tima diferencia. Luegm entonces no
podr{an aproxXimarse en menos dque D, lo que contradice 1la

suposicion,

Gracias a este lema, Newton puede liberarse de la necesidad
de aquella doble reduccion al absurdo con la que :se concluia la

clasica demnatracion por exhaucion.

LEMA 1

St en cualquier figura AacE determinada por 1as lfueas
rectas Aa, CE ¥ 1a curva ackE, se inscriben cualgaiier nﬁwaru de
paralelogramos Jh. B, ¢4, ...con bazes lfguales AR, BC, oD, ... v
iados Bb, Ce, IDd,...paralelos al 2ade Aa de la figwra v los
paralelogramos akhl, hLcm, cMin, ... son completados; entonces, Si
las anchimras 4de los paralelogramos van disminuvemdo v su niwerao
Se atmenta in infinttum, digo que 1as &Jtimas ~azones de 1a
firgura i(nscrita ARbILcMdAD, la fioura circunscrita AaqalbuocndoE v 1a

figura curvilinea Aabedl, tendran una can  otrd, razones de



lgualdad.

DEMOSTRACION: lLa diferencia de 'ias figuras inscritas ' Yy
circuinscritas es la suma de los paralelogramos K1, Lm, Mn, Do;
esto es, (de la igualdad de sus bhaseg), el r‘ecténgulo sSobre una
de sus bases Kb y la suma de sus alturas Aa, formamn el recténgulo
ABla. Pero este recténgmln, puestn que su anchira éﬁ disminuye in
mfinitnm se hace mennr que cualgquier espacnio  dado. Y por 1lo
tantn (por el 1Iema 1) las figuras insrritas vy circunscritas se
haren finalmente iguales, N més aﬁn, la figura curvilfnea

intermedia se hace finalmente ignal a cada 1ima de aquellas dos.

a l___‘f
_____ . m
K bl
. I P
L i c n
i
) 1| S——
i d i
!
!
|
]
A BF C D 3
figura 35.

LEMA ITT
Las ltimas razanes, son taghien razones de fgualdad cuamio
las bases AB, RC, D, ... de los pm*a]elogrambs no sean ljguales, v

todas Qiminuvan in infinitum.

DEMOSTRACION:

Suponiendo que (fig 35) AF es igual a la anchura mas grande,
y completando el paralelogramo FAaf, este paralelogramo seré mé;s
grande que la diferencia de las figuras inscritas vy
circunscritas. Pero puesto que su hase AF disminuye in infinitum,

sera menor que cualquier rectangulo dado.

COROLARIO 1
De aq’u'f que 1a t11tima suwma de estos paralelogramos




COROLARIO 11 b — S
Mas aén, la figura rectilinea campremitida debajo de 5;
cuerdas de 1los arcos evanescantes ab, Dbc, o, ....,ai f1uaJ;;

cqoinciden con la figwra curvl linea.

CQROLARIO IIT ’
Asimismo la figura rectilinea circunscrita comprendida sohre

las tangentes a los mismos arcos.

COROLARIO TV
Y por 1o tanto, esas ﬁ!tfmas Figuras (asf coRo St p&rfwétrd

acE) no sen rectilineas, su limite es 1a fligiira cusvilinea.

2 LA INTEGRAL EN EL TRABAJO DE LEIBNIZ.

A diferencia de Newyton, Leibniz se reafirm5 en el uso de las
concepciones infinitesimales --a pesar de mantener serias dudas
sobre su Justificacién légica—— debido, sobre todo, al éxito
operacional de su método diferencial. Incluso en algﬁn momento,
intentd demostrar que utilizando las diferenciales como simbolos
posiblemente sin significado, y aplicando las reglas del célculo,

se 11egarfa a resultados correctos.

ios artfculos de Leibniz sobre célculo fueron publicados a
partir de 1684; pero existen unos marscritos consistentes en
cientos de péginas con nntas que fuernn hechas por &1 a partir de
1673 v agne nn fueron publicadas durante su vida. Por ser
solamente nontas, son confusad pues saltan de un tema a otro vy
contienen una notaciﬁn que fue cambiando conforme iba
modificéndose el propio pensamiento de Leibniz. A pesar de ello,
1 Justran con bastante claridad como fue el proceso de

razonamiento a través del cual Leibniz arr1b5 a las nociones



vy las segundas diferenciasi

fundamentales de gu version del calculo diferencial e integral.

Un antecedente importante para su trabajo sobre célculo. es
la tesis que escrib16 en 1666, El1 arte da las comgbinacliones (De
arte comhinatoria), en la que consideraba sucesiones de nﬁmerns %
formaba las correspondientes sucesiones de sSus primeras
diferencias{ segqimdas diferencias y diferencias de orden mayor.
Por ejemplo, para 1la snﬁesién de cuadrados

0, 1, 4, 9, 16, 25, 36,
las primeras dijferencias s0n

7, 9,

2, 2, 2

l1a sucesion de nimeros naturales, las terceras de 1la sucésibn,gde

&
cuadrados, las cuartas de la sucesion de cubns, etc.

En estos estudios sobre sucesiones numericas a, a, a,
Y sus sucesiones de primeras diferencilas b,: a,— a,, b2 = a,- a,
b3= a,- a,, ... se dio cuenta de que se cumplia la relacion
b‘ + b2 + b3 + ... % hn =a ., ~ a

lo que significaba que las sucesiones de diferencias podian
sumarse fTacilmente y que, en el caso de qune la sucesion original
empezara con 0, la suma de las primeras diferencias seria el

1ltimo de los terminos qne se tomh en la suresinn.

Estos descubrimientos 1le fueron de gran utilidad para
resolver el prohlema que le plante5 Huygensven 1673, consistenpe
en encontrar la suma

1/1 +1/3 + 1/6 + 1/10 + 1/15 +
donde 1los denominadores son los llamadns "nimeros triangulares":
r(r+1)/2. Descubrio que 1los términos de 1la serie plieden
expresarse como las diferencias de una sucesi6n. yvya que:
2 =2 -

T (r+1) r r+i
de donde 11eg6 a
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n .
EIr(r+1)/21 = 2 - 2/(n+1)

r=1

y la suma que buscaba era entonces 2.

Con base en estas ideas estudid todo un sistema de sucesiones
de sumas y diferencias, que resum15 en el triéngulo arménico
(fig. 36), en el que los renglones contienen las ancesiones de
diferencias de 1la sucesi6n del primer renglén. Fl n—ésimo
elemento de cada renglén es la suma de 1los elementos del renglép
siguiente a partir del n—ésimo, Yy es tamhién la diferencia entre
los elemento n yv n+1 del renngn anterior.

171 .1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 177 ..
1/e 1/6 1/12 1/20 1/30 1/42

1/3 1712 1/30 1/60 1/105

1/4 1/20 1/60 1/140 ...

/5 1/30 17105 ...

i/6 1/42 ...

/77

figura 36.

Asf fue como Leibniz 11e96 a la conclusién de que formar las
sucesiones de sumas Yy las sucesiones de diferencias eran
‘opefaciones inversas, Yy apllc5 este tipo de ideas al célculo
tomando, como se muestra en la figura 34, una sucesién donde 1los
elementos eran las ordenadas equidistantes y de una funcién.
Inicialmente pen36 a las abscisas x como representando el orden
de los términos de la sucesibn. la suma de las ordenadas da una
aproximacién a la cuadratura de la curva, y la diferencia entre
dos ordenadas sucesivas (a la que después llam5 dsy) resultaba
ser, aproximadamente, la perdiente de la tangente
correspondiente.
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1a cantidad dx , a la que frecuentemente llamaba a , era
siemﬁre 1 porque representaba la diferencia entre 2 mnaturales
sucesivos; pero cuanto mas pequefia fuera esta unidad, mejor serfa
la aproxlmac!én. lLeibniz dedujo de esto que si la unidad pudiera
ser tomada Iinfinitamente pequerna, estas aproximaciones se harfan
exactas.

/ %o |2 3P 1% %

figura 37.

En sus notas del 25 de octubre de 1675, Leibniz usé 1la

terminologfa de Cavalieri:
«amnia linaes = omn. = «todas las lineass
Y en vez de dy'u36 la letra 2 para concluir que
omm. 1 =y

puesto que omn. 1 es la suma de las primeras diferencias de una
sucesion que empieza con 0 (fig 37), por 1o que es igual al
@1timo termino. N

{ C
l
. ( y
{
y
A B
figura 38.
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Para encontrar a qué era igual omn. yl, Leibniz pens5 en
términos de la funcidn y=x. El area del tridngulo ABC (fig. 38),
es la suma de todas las yl1 (para 1 «pequefiitas») y es tamhién
2 .

v /2.

El siguiente paso era hacer 1la transici6n de las series
discretas al caso en el que 4y y dx fueran incrementos

arbitrarios de una funcion v de x.

Fl manuscrito del 29 de octubre de 1675, Leibmiz 1lo inicia

con
%

omn. v1 = omn. omn. 1 1/a

lo cual se cumple porque la sola y es omn. 1 (las lineas
superiores se usan como los paréntesis actuales). La notacién
17a, que introduce un elemento de confusién, es musada aquf con
las 1nten‘c16n de preservar dimensijiones (después hablaremos més
sobre esto). y como ya habfamos visto que

2

v /2 = oamn. ¥l

se concluye que

y"'/a = amn. omn. 1 1/a

Es  decir, usando nuestra notacii;n lo que aqu se establece

es que ‘
y ay ay

—= ay | = = | vy —.

2 dax ax

Otro teorema del mismo tipo, que Leibniz '-der1Va}frj’deff4~;;ux_1;f

argumento geométrico, es:

omn. x1 =x am.1 —omm. omn.l............... (3)

donde, como antes, 1l es la diferencia de valores entre dos
términos sucesivos de 1la sucesién de ordenadas ¥ ¥ X 1indica el

nﬁmero de términos. En nuestra notacién esta igualdad es



Y dy = xv - |y dx.

En 1la ecuacién (3) Leibniz sustituye 1 por x y obtiéné:y
omn. x° = x omn.x - omn. omn.x;

y como afirma que omn.x es x?/a. llega a que
omr. x? = xux?/B - amn.fx?/EJ.

Trasponiendo el ﬁltimo término de esta expresién, obtfehéﬁ

finalmente
omn. x* = x3/3.

Es en este manuscrito del 29 de octubre em donde Leibniz 9:7

decide sustituir amn. por el simbolo

J

surgido del alargamiento de una S de "suma"; después de 1o cual
transcribe 1las férmulas que habfa deducido antes al nuevo
simbolismo, subrayando que estas reglas se aplican a los casos en
*que 1la razén de lax diferencias de 1os ténminos a los térmjnos
mismos es menor gqtle cualgquier cantidad dada® [6], es decir, a las
series cuyas diferencias son infinitamente pequenas.

Mas adelante aparece también la introduccién del simbolo
actual de diferencial, 4 . En un principio el caracter inverso de
las dos operaciones 1lo relaciont con un aumento o‘disminucién en
la dimensién; asf, el adrea al ser diferenciada debia dar una
longitud. Para resaltar este hecho usd el sfﬂbolm x/d en vez de
ax. Después 11eg$ a 1la conclusién de que 1la integral y 1la
diferencial no alteraban la dimension.

Para 1680 1la dx era vya claramente la diferencial entre

‘abgcigsas como la manejamos actualmente, lo mismo la 4y, VY decfa

"...ahora estos dx y dy =se toman como infinitamente
bequefios, o0 se entiende que los dos puntos de 1a curva
estan Separados por wuna distancia que el gienor que
cualquier longitud dada.® [9]

Entonces, para obtener el érea debajo de la curva (fig. 39) toma
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la suma de 1los recténgulos inscritos vy dice gue elimina los
triangulos restantes porque son infinitamente pequeﬁos comparados
con los rectangulos o ' o

i
n
W)

figura 39,

Ya establecidas 1la
los modelos contfnuos, Leibniz los aplica para obtener una serie

ta

ideas de diferencial y de "suma® para
de resultados como los siguientes:

LONGITUD DE CURVA. Dada una curva yY=f(xJ, construye el
triéngulo'diferencial tomando un incremento dx en la variable x vy
encontrandoe el incremento correspondiente en la variable y (fig,
40~-a); ds es el Incremento iIinfinitesimal sobre 1la gréfica de
v=F(x). Como Leibniz consideraba que el arco infinitesimal AB era
indistinguible de la cuerda AB, resultaba que el tmiéngulo curvo
también era indistinguible del triéngulo recténgmlo formado con
esta cuerda (fig 40-b). Asi que aplicaba el teorema d= Pitégoras
para concluir que |

dsa = dx? + dy?
de donde obtuvo
ds = \ldx" ray’ = \]1 s (avra)® ax.

Esta relaci5n nos da 1la longitud del elemento de arco
infinitesimal en términos de las diferenciales dx y dy. Asf pues,
la longitud de la curva seré la "suma" de todos estos arcos

infinitesimales, es decir:
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y+dy

X Xx+dx
(@)

figura 40.

SUPERFICIE" DE REVOLUCION. Considérese wumna superficie
generada por 1la rotacién de la curva v=f(x) alrededordel eﬁe X,
como se muestra en la figura 41-a. Témese en ella:- un anillo cuyo
espesor infinitesimal sea ds. Si este‘ anillo se extendiera,
quedaria como un rectangulo de lados ds y 2wy (fiig 41-b) por 1o
cual el elemento diferencial de area sera

dA = 2wy ds = 2wy \[14(dwox0® ax
y, finalmente, sumando estas Areas infinitesimales se obtiene el

area total del s6lido de la superficie de revolucidn:

f 1
A = ary\J1+(dx/czy)"‘ dax

(a) figura 41. (b
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3 LAS LECCIONES SOBRE INTEGRACION DE JOHN BERNOUILLI

Los hermanos Bernoulli, James (o Jakob) y John (o Johann),
estudiaron los artfculos publicados por Leibhniz en el Acta
Eridituwm, y a partir de 1690 ellos mismos empezaron a escribir

artfculos en ésta vy otras revistas sobre cilculo. Ademas de sus

. propias aportaciones al tema, los Bernoulli hicieron mucho por

popularizar las ideas de lLeibniz a pesar de que aquellos primeros
artfculos resultaron ser para ellos "un enigma, mas que una
exp]fcacjén'.

De 1los des hermanos, John tenfa mas imaginaci5n Y
originalidad, pero James era mucho mis critico por 1o que mantuvo
un punto de vista mas cuidadoso frente a 1los planteamientos de
Leibnlz sobre los infinitesimales.

Ambos sostuvieron una correspondencia constante con Leibniz,
Huygens y entre ellos mismos, ademés de con otros mateméticos
contemporéneos. Todos estos hombres trabajaron sobre muchos
problemas commes sugeridos en cartas o planteados como desafios.
Como muichos de sus resultados eran también comunicados por carta,
el asunto de 1la prioridéd se vuelve muy complicado v se oscurece
aﬁn més 'debido a la peculiaridad de las relaciones establecidas
entre ellos. Al parecer, John no dudaba en hacer un uso poco
escrupulosos de 1los resultados que le llegaban para presentarse
como sut descubridor, por lo que tuvo serias disputas con su
hermano y con otros mateméticos de la época. Se dice también que
el propio John fue objeto de un plagio por parie del marqués de
L'Hopital quien pub11c6 un libro titulado Apéljsjs de 1los

lufiﬁitééjmos para el entendimienta de las Jineas curvas Dbasado,

-al menos parcialmente, en las lecciones que John 1le habfa dado

sobre el célculo diferencial.

En 1742 John public5 en sus obras completas, las 1lecciones
que 1le habia dado a L-Hopital sobre el método de las integrales
mas de S0 afios después de haberlas escrito. Estas 1lecciones
pueden considerarse como un buen resumen de lags ideas vigentes

alrededor de 1700 acerca de 1las integrales y su uso en 1la



resoluci6n de problemas.

la daiferencial, concepcién que como va hemos mencionado antes,
difiere de 1la de lLeibniz. Afirma que la integral de ax"dx es
x**! .as(p+1) y da varios métodos précticos para el calculo de

integrales, entre 1los que se encuentra el método de sustitucidn

I Bernoulli comienza definiendo la integral comc la inversa de

que viene explicado a través de ejemplos como el siguiente.

Supongamos que Se pide hallar la integral de
(ax+so0dx  (a+x). _
Sustituwvando a+x=y abtenamos =yy-a , y‘asf ax=cvdy j; y
en la cantidad total |
faxisox) -dx atx = 2v5.dy - 2ayV-.dy.
Y ahora es fécjl va integrar esta expresjﬁn; su integral es
(2/7)¥’ -(2/5)y" v, sustituvendo de nuevo Yy por su vaiar,

tenemos que la integral buscada es (2/7)(x+#a)® xta -
- t2s5)arx+a)’ xra. [6)

Bernoulli pasa a explicar a continuacion que el uso
principal del calculo integral estd en la determinacién de 5reas;
para ello hay que considerar dicha érea como dividida en partes
infinitamente pequefias (ya sean franjas, triéngulos (a]
cuadriléteros en general como en la figura 42).

—
//,fff

1
M el [ - — B —_

figura 42.

.
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.Estas partes son entonces las diferenciales de dichas areas
v lo que tenemos que hacer es hallar su expresiSrn *por gedio de
letras determinadas Yy una tmica cantidad indetterminada®, es
decir, una expresién de la forma ffu)-du donde  ess una variable.
El area buscada es entonces igual a la integral

feuy -du

Bernonlli plantea como otra aplicaci‘&n de 1la integral, el
problema de determinar una curva a partir de conocer una
propiedad de sus tangentes. Esta propiedad tiene dqmue expresarse
bajo 1la forma de una ecuacion en 1la que imterviemen las
diferenciales y debe determinarse la ecuacion de la curva usando
integrales, es. decir, se trata de resolver una ecuacion

diferencial. A ésto 51 le 1llama "m'ét.odo inverse de las tangentes®
vy el primer ejemplo que pone es el siguiente.

C A X D

figura 43.

Se pide determinar qu'é tipo de curva AB (fig. -43) es agquella
cuva ardenada RD es siempre media proparciiaonal entre un
segmento dade E y la subtangente <D, es .decir, tal que
E:BD=RD: D. Sea E=a, AD=x, RD=y, 1luego CD=vw:a de‘ doxile
abtenemos la ecuacion

ydsx = vyv-dys/a , o bien, adx = vy,
e integramdo ambos miemhros nos queda quie

ax = (1/2)yvyv , es decir, aAX = YV
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1o AqUe nos demuestra que l1a curva AB.buscada ex la parébola
de parémetra:éa. [6] ;

En 1las 1lecciones siguientes dedica mucha atencion al
problema de como traducir los datos en una ecuacion diferencial
mane jable. Resuelve, entre otras cosas, problemas sobre

.rectificacion de curvas tales como cicloides, espirales

logarftmicas ¥y la catenaria (ver 1la proxima seccién), y el
problema sodre de la forma de las velas de un barco hinchadas por
el viento.

4 DOS DE LOS PROBLEMAS FAMOSOS A FINALES DEL SIGLO.

En esta seccion veremos, auhque Sea de una manera
superficial, dos problemas famosos que fueron discutidos por
varios de los matematicos destacados de la época, y cuya solucion
se hizo posible gracias al uso de los nuevos métodos del calculo
diferencial e integral.

EL PROBLEMA DE LA CATENARIA

Si se toma una cadena, o un cable perfectamente flexible, Yy
se 1le sujeta de dos puntos fijos, la curva que se formaré entre
dichos puntos recibe el nombre de catenaria. Galileo pensaba que
se trataba simplemeente de una parabola, pero en 1646 Huygens
demostré que esto no era verdad dejando abierto el problema de
averiguar 1la forma real de 1la curva. En 1690 James Bernoulli
pub1106 en el Acta eruditorum un desafio a los matematicos para
resolver este problema y un afio mas tarde Leibniz, John Bernoulli
¥y Huygens enviaron sus soluciones. De ellos, Leibniz y Bernoulli
aplicaron el nuevo calculo y Huygens, con gran virtuosismo,
logr6 la solucion correcta usando los clasicos métodos de la
matematica infinitesimal.

Haremos un dbreve resumen de 1la solucién dada por John
Bernoulli. Sea AB en 1la figura 44, un arco de catenaria.




(@) o (b)
figura 44.

Supongamos que;él peso P del arco AB, se concentra en el punto E
Yy se le sostiene por medio de dos cuerdas sin masa AE vy BE dque
son tangentes a la curva en A y en B respectivamnete. Usando
razonamientos mecanicos Bernoulli encontrd que lasg fuerzas Fo Y
F1 que son necesarias para mantener el arco AB de la cadena en su
posicién. de equilibrio, son igualesa (en valor absoluto vy
direccién} a las que se requieren para mantener enm equilibrio al
peso P del mismo arco en las condicones que describimos antes.
Ademés, la fuerza F° en B no depende de la elecciéﬁ del punto A,
por 1o que podemos tomarla como comnstante, F°=a. Partiendo de
que la cadena tiene densidad uniforme, el pesco P puede tomarse
igunal a 1la longitud s de la cadena desde A.hastaiB, y entonces,
la ley de 1la composicién de fuerzas nos 4x

P:F° = S:a = ax:dy ,
asi que

ax s
que es la ecuaclén diferencial de la curva.

El problema para resolver esta ecuacién radica en que xy Vv _
aparecen implfcitamente en la 1longitud de arco s. Después de

varias manipulaciones ingenicsas, Bernoulli consigwe llegar a 1la
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- partir de la segunda tenemos;

ecuac16n diferencial
adx

(x*-a®) i
Aunque no sigamos paso a paso SsSu razonamiento, es fébi@ -

comprobar que las dos ﬁltimas ecuaciones son equivalentésﬁah

a® { Xl
ds = V?E;?:E;?? = +1 dx = —————
xg—aa q(xg—az)
de donde por 1ntegraci$n '
xax ax
S = = xa—a =g
x?-ae : : as

Después sustituye x por x+a para trasladar e146r;gen a;B:,“

obteniendo que dy es:
dy:__adx .
\x’+2ax

En esta ﬁltima ecuaciéh las variables ya estan separadas por

10 que 1a‘soluci6n se obtiene integrando
ads

qz?+2ax

En aquel entonces, RBernoulli aun no canocfa la forma analftica

y =

del logaritmo como para resolver esta integral en 1la <forma que
nosotros 1lo harfamos ahora, asf que en lugar de ello, dié_varias
interpretaciones geométricas de esta integral. Usando una serie
de transformaciones que no veremos aquf encoptré que ademas de
repregentar el irea bajo la curva

Zz = a '

I3 L)
\ X +2ax
es el érea bajo una cierta hipérbola Y también la longitud de
arco de cierta parébola.
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EL PROBLEMA DE LA BRAQUISTOCRONA

. Considerese el movimiento de una partfcula material. entre
dos puntos arbitrarios A y B, bajo la accién de la gravedad y =sin
resistencia del aire. El1 tiempo T‘x del zecorrido depender&:
exclusivamenite de la forma de la trayectoria « descrita por la
particula (fig 45).

figura 45.

Braquistt;crona significa «curva de t.iembc; m’fnjmm» y el
problema de determinarla fue hecho pﬁblico por John Bernoulli en
el Acta de junio de 1696. Un afio mas tarde se publicaron las
respuestas recibidas de 1los hermanos Bernounlli,  L'Hopital,

Leibniz y Newton.

John lo resuelve por analogfa: redujo este problema al de la
refracclén de un rayo de luz en un medio en el que la densidad, y
por tanto el fndi ce de refraccién, es funciodn (nicamente de 1la
altura.

figura 46.
Leibniz y James, consideraron en primer lugar 1la posicién de
dos segmentos rectilineos consecutivos P y Q (£ig. 46), tales que
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entre ellos T, es mfniﬁo. Este es un problema de minimos. que
depende de una variable y por lo tanto es facil de resolver.
Extendiendo eata idea a tres segmentos rectilineos vy tomandolos
infinitamente pequefios, consiguieron hallar la ecuacién

diferencial para la curva y la resolvieron.

Descubrieron asi -—igual 1o hizo Jehn— «que 1la
hraquistﬁcrona es una ciclojide que tiene una tangente vertical en
A. Newton por su parte llego también a la misma conclusién.

Como continuacion de esté problema, James Bernoulli propuso
otros del mismo tipo, llamados problemas 1soperimétricos, que
consistfa en encontrar ciertas curvas cuya longitud estaba
determinada de antemano. Todos estos problemas som significativos
porque su estudio fue conduciendo a la formacién, en el siglo
XVIII, de wna nueva rama de 1las matematicas: el calculo de

variaciones.
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IV. EL CALCULO INTEGRAL DEL SIGLO XVIII

Aunque en el siglo XVIII no surgieron , comohabjla sucedido
en el sigle anterior, nuevos métodos y conceptus fundamentales
para el desarrollo del célculo diferencial e integral, los
mateméticos de esta época explotaron la potemialidad que los
métodos reclén descubiertos haﬁfan mostrado tener . E1 empleo

" wvirtuoso de 1la técnica durante este perfodo diis Jugar al

-

surgimiento y desarrollo de 1lo que serian Ias ramas mas
importantes del analisis: series infinitses, écuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, geometrfa diferencial vy
cilculo de variaciones.

Quizd mis que ningin otro siglo, en é&te, el trabajo
matemitico estuvo directamente inspirado en problmas fisicos. La
observacién directa de algunos fendmenos me:r'énicos simples
sugirieron problemas tales como el -de 1la formm de una viga
eléstica sometida a tensiones y el de la cuerdavibrante. Otros
artificios técnicos mas complicados sugirieron &l estudio del
movimiento del péndulo, la trayectoria de los proyectiles y el
movimiento del agua a través de tubos. la astronemia recmerfa que
el estudio del movimiento de los cuerpos celestes fuera tratado
en forma sistema‘tica, Y asi se hizo: 1la mecanica adopt6 la forma
matemAtica que hoy conocemos. En hidrodinami ca, Sueron problemas
centrales el estudio de la salida de un fluido a través de una
abertura en el recipiente que 1lo contiene, ¥ el problema de
determinar la desviacion que la superficie de la tierra presenta
respecto a una esfera perfecta.

Por otro 1lado, la propia matemética tambi én proponfa
problémas a resolver como la generalizacii;n $e determinadas
ecuaciones diferenciales vy la clasi-ficacién de a&lgunos tipos de
integraleas no elementales {por ejemplo, Bas integrales
elfpticas).

Gracias a 1los esfuerzos de homhres comp James vy John
Bernoulli, Daniel Bernoulli (hijo de John), D’Alembert, Clairaut,
Euler y Lagrange, entre otros, durante este siglo los antiguos
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métodos geométricos llegaron a transformarse totalmente en
métodos analiticos y se fueron umificando al presentarse las
leyes bésicas por medio de férmulas mateméticas, particularmente
en forma de ecuaciones diferenciales. En particular, Leonard
Euler (1707-1783) Jugé un  papel muy importante en 1la
restructuracién del calculo de Leibniz transtorméndolo. de una

~serie de metodos disconexos, en un cuerpo de conocimientos

matematicos razonablemente organizado. la productividad
matematica de Fuler fue impresionante no sdlo por 1la gran
cantidad de libros vy artfculos que escrihié, sino también por 1la
amplitud de 1los campos que abarcd. Sus tres grande§ tratados
sobhre el célculo le dieron una forma global, organizéndolo en
torno al estudio de 1las funciones en lugar de las cantidades
geométricas 0 curvas que habfan sido el eje anterior. Estos
tratados son: Introduccion al analisis de los infinitos
(Introductio an analysin infinitorum) en 2 volﬁmenes, Textos
Kahre el calculo diferencial (Institutiones calculi
differentialis), Yy Textos sohre el calculo integral
(Institutiones calcull integralis) en 3 volﬁmenes.

El concepto de integral manejado en esta época debe ser
ubicado dentro de este planteamiento esencialmente algebraico de
los distintos conceptos del calculo. En la primera mitad del
siglo, una funcién f(x) era un cierto tipo de ecuaclén
posiblemente, incluso, con un nﬁmero infinito de términos, y el
problema de la integracién era el de determinar una funcion
primitiva F(x) que tuviera como derivada la f(x), o bien, de una
manera més general, el problema de hallar la soluc15n de una
ecuac16n diferencial. E1 hecho de que la 1ntegra016n tuviera quc
ver con el célcuto de 5reas, se consideraba 1lo més natural, vy a
veces 1los mateméticos aproximaban el valor de una integral
calculando el iArea de una figqura poligonal. Pero el célculo de
Areas no representaba mas que una aplicacién particular de una
operaci5n esencialmente algehraica con un campo de aplicabilidad
micho mas general (el de las funciones consideradas

algebraicamente).

la polémica acerca del tipo de funciones que podfan ser
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folnmen de una ecuacibn diferencial .parcial, surgida de 1la
representacién analitica del movimiento de *la cuerda vibrante®,
term1n5 por demostrar la necesidad de ampliar el concepto de
funcidn incorporardo aquéllas cuya regla de corresporndencia no'
podfa expresarse mediante una sola fﬁrmula. La controversia
gobre este <famoso problema, condujo tambiéen a la discusién
acerca de la posidbilidad de representar umna funcién «arhi traria»

'(més adelante hablaremos de 1lo que se entendfa por esto) sobre un

cierto intervalo, por medio de una serie trlgonométrica, cuestion
que adlo pudo ser resuelta adecuadamente en el siglo bosteribr,
gracias al trabajo de hombres como Fourier. Junto a esta
extenslén del concepto de funcién, surg15 --en el siglo XIX-- la
pregunta de &qué es entonces la integral de una funcién cuya
regla de correspomdencia no esté dada por una férmula?

Posterjormente veremos que para resolver 1los problemas que
estas generalizaciones requerfan,, era necesario retomar una
visiSn geométrica de conceptos como los de funcién e integraclén.
En este capftulo hablaremos del desarrollo que tuvo el concepto
de integral durante el siglo XVIII, daremos algunos ejemplos del
papel que Jugﬁ la integral en el desarrollo de ramas como. la de
las ecuaciones diferenciales, y revisaremos los puntos de
polémlca surgidos en torno al problema de la cuerda vibrante.

1 PROBLEMAS ECONTRADOS AL DESARROLLAR . LAS TECNICAS DE
INTEGRACION.,

Partimos pues de que todos los mateméticos del siglo XVIII
trataron a la integral como la inversa de la diferencial o de 1la
derivada. E1l trabajo sobre las técnicas de 1ntegrac15n se inicio
con bastante intensidad desde el siglo anterior (véase la seccién
3 del capftulo 11I1) y conforme se fue desarrollamo, condujo a
nuevos problemas como el del manejo de los nﬁmeros complejos y su

relacion con los logaritmos.
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.James Bernoulli habfa usado el cambio de variable

Para evaluar la integral

2
a =X

x =ad -t
b’ +t?
transforméndola en una integral de la forma
4t
cat
cuya solucidén es una funcion logarftmica. En 1702 John , Bernoulli

publicé la observacion de que

a2 a 1 1

+ ’

N -—xz 4 a+x a-
con 1lo que quedaba claro que la integral (1) podfa obtenerse
directamente. Después de esto, empezé a usarse con micha
frecuencia el método de las=s fracciénes parciales para obtener 1la
integral de una funcidn racional que tuviera por .denominador un
polinomio de grado n con coeficientes reales. (Leibniz habia
deducido el mismo método en forma independiente).

En la correspondencia entre Leibniz y Johmn Bernoulli, el
método fue aplicado a la integral
dax

ax? + bx + ¢C

Como 1los +factores lineales de ax?+‘hx'+ c podfan ser complejos,
las fracciones parciales podfan conducir a integrar expresiones
del tipo ax/(cx+d) donde al menos 4 era un nﬁmero comple jo.
Aunque atn prevalecfa clierta confusidén acerca de 1los nimeros
complejos, nadie parece haber titubeado al integrar de esta
forma. Leibniz, por ejemplo, afirmaba que la presencia de nimer os
complejos no afectaba en adbsoluto. Sin embargo, al avanzar en el

manejo de ellos sur916 la siguiente polémica.

John Bernoulli afirmé que asf como
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B .b!_ 22

se transformaba en =
a dt.
bt

cuando se le aplicaba la sustitucion

z = b(t-1) ;

, t+1
la diferencial
az
B o+ Z
se transformaba en
At
-1 2bt
por 1la sustltuc15n
z = \-1' Db(t-1).
t +1

Y que, por tanto, la expresit;n (2) era 1la dliferencial del
logaritmo de wun nﬁmero imaginario, afirmaciSn que levantﬁ una
fuerte discusidn acerca de la naturaleza de 1los logaritmos de

nimeros negativos y complejos.

En un articulo de 1712 ¥ en su intercambiio de cartas con
John Bernoulli durante los afios 1712-13, Leibmiz .afirmd que el
logaritmo de un nimero negativo no existia mientras que Bernoulli
crefa demostrar que del'afa ser un real. Leibniz :argumentaba que
los logaritmos positivos eran usadogs para nﬁmeros xmés grandes que
1 v los negativos para nimeros entre 0 Yy 1, por loy que no podfan
existir logaritmos de nimeros negativos. Bernoullii por su parte,

argumentaba que como

- x
entonces log(-x) = log(x), y como log(l) = 0, también log(-1) =0
a lo que Leibniz respond'fa que la igualdad a¢logx)) = dx/x sdlo se
valia para valores pogitivoa de x. Durante 1727-3}11 1la polémica
se traslad& a la correspondencia entre Fuler y Johm Bernoulli =sin
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que ninguno de 1los dos diera una argumentacién correcta vy
consistente de asus afirmaciones. Fue hasta 1747 cuando 1la
discusidn avanzd hacia resultados precisos. Euler afirmo que
aclogx) = dx/>x era valida para x positivos y negativos, pero
agreg6 que Bernoulli habfa olvidado que 1o que se‘podfa concluir
de 1la igualdad (3) era que log(-x) Y Jag£x9¢d1ferfan en una
constante que debia ser log(—1) dado que log(-x) = log(-1-X) =
logf~1) + log(x). Euler ademés. decia que la afirmacion de que
log(-1) = 0O requerfa una demostracién que Bernoulli no habia
dado. Partiendo de este tipo de ideas, Euler respond15 a los=s
diversos argqumentos de Leibniz y Bernoulli v encontréd una
relacién correcta entre los 1ogaritmos Y los nﬁmeros complejos y

negativos.

Con el desarrollo de las integrales de funciones racionales,
tamblén surgieron otro tipoc de discusiones vinculadas al 5lgebra
de polinémios. En 1702 John Bernoulli afirmo que la integral de
una funcidn racional no tenia porque involucrar ninguna otra
funcién trascendente que no fuera trigonométrica o 1ogarftmica.
Se entendia por funcidon trascendente aquélla que puede
describirse mediante una serie infinita, y por fmncién racional
aquélla en la que a la variable se le aplican'sélo las cuatro
operaciones elementales, asi que estas f11timas fwunciones podfan
tener como denominador un polinomio en x de grado n con
coeficientes reales. Por ello, 1lo correcto de 1la afirmacion
dependfa de si cualquier polinomio de este tipo podfa 0 no
expresarse como producto de polinomios de primer y sequndo grado
con coeficientes reales

Ese mismo afto, Leibniz respondié que esto no era posible vy
d16 como ejemplo el polinomio x"+ a" , sefialando que
x4 a¥ = (- azq:T‘)(xz+ aaq:T )
= (x+a\y-1 )(x—aqv:f‘ )(x+aq-q:ﬂ )(k—aq-V:F ).
El decia que en ningiin caso la multiplicacién de dos de estos
cuatro factores daba por resultado un factor cuadrético. Sin
embargo, en 1719 un sobrino de James y John Bermoulli, Nicolés,
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mostr5 que

x4 a¥ = (a%+ ) - 2a%® = (a%+ P+ ax 2 )(at+ - ax 2 )

lo que garantizaba que la funcién 1/¢a”+ x") podia integrarse
por fracciones parciales en términos de funciones 1ogarftm1cas Y
trigonométricas. Si Leibniz hubiera sido capaz de escribir las

rafces cuadradas de ﬂ—l y de - ﬂ—l‘ como nameros comple.jos

' ordinarios, habria llegado a la misma conclusion.

2 LAS INTEGRALES ELIPTICAS.

Las integrales de funciones irracionales (és decir,
funciones que involucran rafces aplicadas sobre 1la variable)
habian empezado a encontrarsce con. macha frecunencita. tin 1694
Jamess Bernonili estaba trahajado el problema de la forma de una
varilla eléstica cuando se aplican sobre de ella ciertas fuerzas,
por ejemplo, en sus puntos extremos. Para un conjunto particular
de condiciones, encontro que la ecuacion de la curva estaba dada
por

ay = (X +ab) ax ,
aY-(x" +ah)
ecuacion que no puxdo integrar en términos de funciones

elementales. También en conexién con ese trabajo, James
introdujo la *"lemniscata®, (fig. 47) cuya ecuaci&n en coordenadas
rectangulares es (xg+y2)z = aefx?—y?) , Y en coordenadas polares
es y2= a200329 . Tratando de encontrar la longitud de esta curva,
desde el vértice hasta un punto arbitrario, Bernoulli 11e96 a 1la

integral

\ad

2
8 = a dar

\la“—rq
(o] . R Sipt e AT
Yy 1le pareciS que tampoco podrfa resolverla,‘énf térm1nps‘qe

funciones elementales.
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Por otro lado, en el siglo XVII se 1ntent5 rectificar 1la
elipse (X sa’)+(¥° /p%)=1 , cuya longitud de arco tenia especial
importancia para 1la astronomfa, llegandose al problema de evaluar

la integral

s =a (1%t%) at_,
, oY (-t (1-K"t%)
donde k=(a“-b°)/a° y t=xva. |

figura 47.

El1 problema de encontrar el periodo de un péndulo simple
condujo a la integral
11¢7/2  ae
T = 4}|}-

g J, \]1 K aen® ¢

También se encontraron integrales irracionales de este tipo,
al bhuscar la longitud de arco de una hipérbola, de las funciones
trigonométricas Yy de otras curvas. Los ejemplos que hasta aquf
hemos mencionado se conocian yvya alrededor de 1700, pero
integrales de este +tipo siguieron surgiendo a lo largo de todo
el siglo XViIlI. Por ejemplo, Euler obtuvo, en una parte del
apéndice de su 1libro sobre célculo de variaciones (1744) en la
que hablaba sobhre problemas de eléstica, la ecuaciodn
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ay = (oc+.6:x+yx2) dx ’
aYs (otfoctyx’)
con ciertas constanteds a, o, £ Y ¥ que no dettallaremos aqu‘f.
Como sus predecesores, Euler recurrlé a las series para obtener
resultados fisicos sin integrar directamente esta expr‘esién.

A la clase de integralea que incluye los ejemplos
anteriores, se le conoce como integrales elfptil:cas pues se tomo
como representativa de ellas a la integral que smrgi'c; al tratar
de encontrar la 1longitud de arco de una elipse. Aunque los
matematicos del aiglo XVIII no lo sabian con seguridad, estas
integrales no pueden evaluarse en términas de funciones

algebraicas, circulares, logarftmlcas 0 exponenciiales.

Para trabajar con ellas, los matematicos de 1la época usaron
el hecho de que aunque 1la integral directa de una de eatas
funciones irracionales no podl'a. obtenerse; o ciertas
condiciones sai pnm’a obtenerse una integral all:‘sﬁ;ehraica para 1la
suma o la diferencia de dos arcos de la funcidén en cuestion. Es
decir, inicialmente se encontro que 1la ecuacibn diiferencial

£lx) ax = f(y) dy

donde f{x)dx es una funci Sn logar ftmica o una ‘tri gonométr ica

inversa, tiene como integral una funciodn algebraica en términos
de ¥y ¥.. En 1698, John Bernoulli habia encontrado que 1la
diferencia entre dos arcos de 1la parébola c:‘ﬁbica y:x:' pod'fa
integrarse facilmente, resultado que encontrd accidentalmente. Se
plante5 entonces el problema general de encontrar arcos de
paré;bolas, elipses e hiperbolas de mayor ordem, cuya Suma o
diferencia pudiera escribirse mediante una ecuaciiit;n rectilfnea. Y
afirmé, sin demostrarlo, que esto se cumplfa para las curvas
parabblicas de la forma a”y"=h">* con m+p=niq.

Otro matematico poco conocido, Count Giulio Carlo de' Toschi
di Fagnano (1682-1766), trabaJt; en este problema a partir de 1714
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encontrando una serie de resultados importantes, muy laboriosos,
acerca de 1la longitud de arco de elipsaes, hipérholas Y 1la
lemniscata. Alrededor de 1750, FEuler retom5 el trabajo de
Fagnano y aport6 sus propias contribuciones. Pero quizé el
trabajo definitivo sobre 1las integrales elfpticas. fue el
realizado por Adrien-Marie Legendre (1752-1833) cuyo principal
resultado fue mostrar que la integral elfptica general

P00 ax
.[ R(x)
donde P(x) es una funcién racional de x Yy R(x) es un polinomio
de cuarto grado, puede ser reducida a tres tipos de integral

a las que 1lamd integrales elfpticas de primero, segundo y tercer
tipo respectivamente.Tamhién demostro que, mediante ciertas
transformaciones, estas integrales pueden reducirse a 1las tres

formas:
F(k,Q) = , 0<ke1
o 1-K’sen” 3 '
Bk, §) = 1—kzsen2§ as , . 0<k31; ].7T1
. o
i 0
Mn, k, §) = . Ocket
~°(1+nsenzé) 1-K sen” &

domde n es cualquier constante. De esta forma se puede ver que
los valores de las integrales desde $=0 hasta $§=w/2 se repiten,
pero en el orden inverso, desde $=w/2 hasta d=w.
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La importancia del trabajo de lLegendre radixa en que obtuvo
gran cantidad de inferencias acerca de laa integrales elfpticas
con base en el trabajo de sus predecesores, Y organizt; el
material que hasta entonces se habfa trabajado saolre el tema. Sin
embargo, 'los matemétlcos tuvieron que esperar hasta que se
desarroll‘& una teorfa sobre funciones complejas, para tener 1la
herramineta necesaria para invertir estas funciones (las
integrales elfpticas indefinidas). Fueron Abel y Jacobi quienes

10 lograron en la primera mitad del siglo XIX.

De cualquier forma, ltas integrales elfpticax indefinidas se
incorporaron al cglculo- integral desde esta época siendo
consideradas como nuevas funciones trascendentes.

3 SURGIMIENTO DE LA RAMA DE LAS ECUACIONES DIFEREKCIALES

La necesidad de usar el célculo para reslver problemas
ffsicos. condujo a los matematicos del siglo XVIOIT a construir
una nueva rama de las matematicas: 1la de las ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales. Después de haberlas usado
en una gran cantidad de problemas, hacia mediadxs del siglo, 1la
solucion de tales ecuaciones se tratd como un finen si mismo v
se le dibd el caracter de disciplina independiente del cAlculo a

la teoria relacionada con 1la forma de encontrar ¥as soluciones.

Los primeros trabajos en ecuaciones difermciales fueron
realizados al final del siglo anterior por homhres como Newton,
Leibniz, Huygens, 1los Bernoulli, etc (en el capftmlo anterior se
mencionan diversos ejemplos). Durante la época qe nos ocupa, de
hecho, la forma mas general vy mas frecuente ¥ utilizar 1la
integral fue en 1la solucién de este tipo de emaciones.Veamos

algunos e jemplos.
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"En 1694 Leibniz y John Bernoulli introdujeron el problema de
encontrar la curva o familia de curvas que corta a una familia Qe
curvas en un éngulo dado. la solucion de este problema resultaba
importante para determinar 1la trayectoria de los rayos de luz
cuando estos se mueven en un medio no uniforme. En 1698 John
obtuvo 1la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales a
una familia particular de curvas, y la resolvié. Por su parte,
Leibniz trahaJt; en el mismo problema de la siguiente manera: tomob
y2= 2hx , donde b es el parémetro de 1la familia; de aquf se
vdesprenae que

yday =1,
ax
tomd entonces
i b = -y dx
i ay
M4 sustituy'6 este valor en 1la ecuacidn origimal para obtener
¥ = -axy ax
ay
ecuacién diferencial que representa el comportamiento de las
trayectorias ortogonales. Lla solucién es a°-x'= /2. Asi,
aunque resolvii; un caso particular, concibidé el método y el
problema generales.

En 1717, un estudiante de James Bernoulli dio la siguiente
regla para el problema de las trayectorias ortogonales:
si FOqyv,.c}) =0 es la familia de curvas dada, entonces
LI R,
y' = £I '

F
v

donde l’-‘x v Fy son las derivadas parciales de F y las trayectorias
ortogonales tienen pendiente

Fe

F

K 4
por 1lo que concluyt'; que la ecunacion diferencial erdinaria de las
trayectorias ortogonales a F(X,V,C) era
- - Fv d-x = }‘.r dy' -
Resolvib esta ecuacion para ¢ sustituyd su valor en la ecuacion
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original F(r, y,c)=0 Yy resolv16 la ecuacibn diferencial que le
resulto. Este es, en realidad, el méatodo de Leibniz expuesto en
una +forma general. Antes de esto (en 1716), Newton habia
encontrado ya un método general para las trayectorias
ortogonales, y habla mostrando ademis como encontrar las curvas
que cortan a una familia dada en un éngulo constante Yy en un
éngulo que var‘fa con cada curva de la familia dada de acuerdo con

una ley conocida.

En 1728 Euler empezo a considerar ecuaciones de segundo
orden surgidas en sus trabajos sobre mecénica (particularmente en
torno al movimiento de un péndulo en un medio resistente, vy
acerca del efecto de 1la resistencia del aire sobre 1los
proyectiles). En una parte de su trabajo con estas ecuaciones,
consideré una clase de ellas que tenfan la carécterfstica de que
podfan reducirse a ecuaciones de primer orden mediante un cambio
de variable. Por ejemplo, tomd la ecuaciodn

ax”ax® = y’ay* 2’y
que escrita en forma de derivadas es

A} 2a"y  ax”. ...l (C))

[ ax* -y
Fuler ust; entonces las wvariables t y v dadas por las ecuaciones
v = e"t(v) , x =", ... (5)

donde o« es una constante por determinar, introduciendo asi la
:tunctSn exponiencial que Jugarfa un papel importante en 1la
resolucion de ecuaciones diferenciales no sblo de segundo orden,
sino también de orden superior. Las ecuaciones (5), pueden
considerarse como ecuaciones paramétricas para xy ¥ en términos
de v. Asf que se pueden calcular las derivadas

ay vy dy

ax ax’
y por sustitucion en la ecuacion (4) obtener una ecuacién de
segundo orden en t como tuncit;n de v. EFuler 1‘1,36 « de forma tal
que se eliminara el factor exponencial, la variable v no vuelve a
aparecer explfcltamente. Por ﬁltimo, aplicando umna nmieva
transformaciﬁn, digamos Zz = dv/dt, reduce la ecuaclén de segundo
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orden a una de primer orden.

Con este trabajo, se inicid el estudio sistematico de 1las
ecuaciones de segundo orden., La idea de reducir ecuaciones de
segundo orden a ecuaciones de primer orden --que sera un método
importante en el tratamiento de 1las ecuaciones de orden
superior-- fue considerada tambi én al introducir 1la ecuacibn
no-lineal conocida como »ecuacion de Riccati®, cuya forma general
es:

dy = a,(x) +a,00y + a (0¥ ..., (6)
¢

Dicha ecuacidn adqulrié importancia cuande fue introducida
por Count Riccati (1676-1754) para aywdar a resolver ecuaciones
diferenciales de segundo orden. Considerando curvas cuyos radios
de curvatura dependfan 80lo de las ordenadas, Riccati 11egt; a la
ecuacion

x d'x = &%y + 1an’®
ap® ap® 1ap)
y usarndo cambiscs de variable la transformb en
X7 dq = au + u”
dx dx gq
que es de primer orden. Supuso entonces que g era una potencia de
x, digamos, x7, vy llegé a la forma
ao + _L_l: =n x*tr!
ax X’
vy mostrd como resolver esta ecnacidn para valores especiales de
n, por el método de separac!i;n de variables.

En 1760, Euler considerd la ecuacion de Riccati en la forma:
az + 2f = ax”
dax
N4 mostrt; que s8i se conoce una integral particular v, entonces
aplicar la transformacion
gzv +u!
conduce a una ecuacidn lineal. También llegé a la conclusidn de
que si gse conocen dos integrales particulares es posible reducir
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el problema de resolver la ecuacion original, a un problema de
cuadraturas. D’'Alambert +fue el primero en considerar la forma

general (6) y llamerle “ecuacitn de Riccati®.

El desarrollo de 1las ecuaciones diferenciales ordinarias
durante el saiglo, abarcd también el tratamjento de ecuaciones
lineales de n-ésimo orden —~homogéneas Y no-homogéneas-—,
ecuvaciones no lineales de orden superior, y sistemas de

ecuaciones diferenciales

En cuanto a las ecuaciones diferenciales parciales, sus
orfgenes se vinculan al estulio del miamo tipo de problemas
fisicos que condujeron a las ecuaciones diferenciales ordinarias,
pero tratadog con mayor profundidad al comprender mejor los
principios ffslcos que sustentaban los fendmenos. Por ejemplo, el
desplazamiento de wuna cuerda vibrante habfa sido estudiado
por separado como una funcidn del tiempo y como una funcion de
la distancia de un punto sobre la cuerda a uno de los extremos.
El estudio del desplazamiento como una funcibn de ambas variables
y 1los intentos por abarcar todos 1los posibles movimientos,
cordujeron a una ecuacion diferencial parcial. En el siguiente
capftulo analizaremos detalladamente este ejemplo que resulta
importante no sblo desde el punto de vista del papel de las
ecunaciones diferenciales parciales, sino por 1la discusion en
torno al concepto de funcidn a que did lugar.

4 EL PROBLEMA DE LA CUERDA VIBRANTE

Una cuerda uniformemente elastica con sus dos extremos f1jos
en Jlos puntos A y B, entre l1los cuales media una distancia 1, es
sometida a una pequefia vibracion vertical. Pengsemos en 1un
ajistema de coordenadas colocado de tal forma que la recta AB este
en la parte positiva del eje X, Yy el eje Y sea una recta
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ortogonal a AB que pasa por A. Consideremosa tambi én que,
inicialmente, 1la cuerda &ae eatira hasta quedar tensa, posicl(;n
que deacribiremcs mediante la funcibn y=(x). Se trata, primero,
de encontrar una ecuaci'én que desacriba el movimiento, y después,
resolviendola, encontrar una expresifm explfcita para eate

movimiento.

En 1727, John Bernoulli trabajé en este problema
considerando a la cuerda como <fTormada por n masas iguales vy
distribuidas uniformemente, unidas por cuerdas sin peso;
analizando la fuerza de la k-ésima masa 11e96 a una ecnacion
diferéncial de segundo orden que involucraba al desplazamiento
sufrido por 1la k-ésima masa, y,, Como una funcidn del tiempo .
Jean 1le Rond D®'Alambert (1717-83) publico en 1747 un trabajo
sobre el tema en el que consideraba al desplazamiento de 1la
cuerda en cada punto como una variable tanto de la distancia x
como del tiempo ¢, 11eg5 por primera vez a 1la ecuacion parcial
correcta, 1l1la 1lamada * acuacian de anda, y la resolvio. En 1748
Fuler publici:’» su version sobre la solucion del problema, 1legando
al mismo resultado que D'Alambert. Las deducciones de D'Alambert
y Euler fueron obtenidas analizamndoc un trozo infinitesimal de 1la

cuerda.

Veamos la eatructura general del planteamiento que cordujo a
la ecuacidn de onda. Se parte de las siguientes suposiciones:
1) las pequefias vibraciones imprimen a la cuerda wun movimiento
hacia arriba y hacia abajo (no 8e consideraban otro tipo de
movimientos); esto ea, el punto [xa, f(xo)] se movera imicamente
sohre la recta X=X, -
2) 1a tensidn T tiene magnitud constante y su direccién coincide
con la de la recta tangente en cada punto de la cuerda, Yy
3) la cuerda es homogénea y su densidad de masa en cada punto

esta dada por m=m(x).

Una vez que 8e inician las vibraciones, 1la posiclfm de
cualquier punto sobre la cuerda deperﬂera'l. ademas de la abscisa
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X, del tiempo t; por lo que el desplazamientb estara descrito por
una funcibdn y=y(x, t).

Conaideremos un elemento infiniteasimal de 1la cuerda
(fig.48), cuya longitud sea dx. Como m(x) es la densidad de 1la
cuerda, entonces #&(x)dx es3 la masa del elemento infinitesimal.
Usamdo la segunda 1ley de Newton encontramos que 1la fuerza
transversal F=F(x) que actila sobre el elemento diferencial es

F = [m(x)dx) - [ yr(dt°)]

masa aceleraci on

eno) |

L

i ———— _...._._...__.._.i

figura 48.

Por otra parte, como 1la tensién es tangente a la cuerda,
entonces, =i 0=0(x) es el £ngu10 de inclinacion de 1la tangente
respecto al eje X, la componenete y de T seré T senfi(x) . Y como
la tensidn es la itmica fuerza que actﬁa sobre la cuerda, se tiene
que 1l1la <fuerza tranaversal F es la diferencial de 7T sené en los
valores extremos del elemento dx, por lo que

a(t send) = max 4 y.
at®

Finalmente, dado que se supuso que las vibracioneg son pequefias,
f# es pequefio y senf® = tanf, y como la derivada parcial de ¥y
respecto a x es la tangente de 6, entonces la ecuacidn anterior

se transforma en:
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Pero como 1la derivada parcial de ¥ con respecto a x en realidad
depende también de t, se tiene que
SCTdy/ 30 &y

y como T y ® son constantes, llegamos a

T Jzy =& d’y .
&’ at?

Para llegar a la ecuaciﬁn de onda, tomamos a=\7T/ Y

obtenenos _
d’y = ae J’y ............ S 0T
Jte dx?

ecuacion que describe el movimiento de la cuerda vibrante.

Como 1la cuerda esta fija en los puntos x=0 vy x=1, 1la
solucién debe gsatisfacer las condiciones frontera:
y(t, 0)=0, yv(t, 1)=0

Cuando t=0 la cuerda estad en reposo y su forma queda
descrita por y=T(x), 1o que significa que cada partfcula empieza
con na velocidad inicial igual a 0 . Estas comliciones iniciales
expresadas mateméticamente, son:

y(0,x) = f(x), dy(0, x) = 0
¢
y tamhién deben ser satisfechas por 1la soluclﬁn.

No reproduciremos aquf los detalles de la forma en que



D’ Alambert 11eg6 a la conclusibn de que 1la solucidn de la
ecuacion 7 debla ser la suma de una funcion de at+x y de una
de at-x, llegardo asy a la expresibn ’
YOt X) = (4/2) S(x+at) + (1/2) ¢(x-at)........... (8)
La condicion v(t, 0)=0, para toda t, conduce la expresi6n (8) a
(1/72)$lat) + (1/2)¢(at) =
Como at+x es siempre igual a at’ para alguna t’, tenemos que para . .
cualesquiera ¥ y t :
g(x+at) = —p(x+at) o
Por, otro lado, la comdicidn w(t, 1)=0, para toda t, conduce a
. (1/2)¢cat+1)) = (1/2)p(at-1); e
lo que muestra que ¢ debe aer peribdica en at+l con periodo 21”’
La expresion (8), dbajo la cornicion
| S¥(0, %) = 0
at
Junto con el hecho de que g=-¢, conduce a que:
@’ (x) = &' (—x);
integrando, esto se transforma en
SUx} = P(-x),
por 1lo dque $ es una funcion impar de x. Usando esta propiedad y
aplicando a 1la expresit;n (2) el hecho de que J=—¢, se llega a
¥(0, x) = ¢(x),

por lo que
8(x) = £(x) para 0<xx 1

En resumen, 1la soluci(;n a la ecuacit;n (7 esté dada por
y(t,x) = (1/2)9(ax+t) - (1/2)P(ax-1)
donde ¢ es impar VY perfodica como mencionamos antes, y tiene 1la
caricteristica de ser igual a f(x) para X entre 0 y 1. entre 0 y
1. Asf que para cada ¥ hay solo una solucit;n.

Como D’'Alambert pensaba a 1las funciones como expresiones
analfticas fomadas por procesos algebraicoa, entonces ai dos de
esas funciones coincidian en una vecimndad de x; deberian
coincidir para todo valor de x. Por lo que supuso que Ff=§ y por
lo tanto, que #f debia ser impar y periodica. Finalmente, como



113.

yv(it, x) tenfa que satisfacer 1la ecuaclén diferencial, concluyé que
debia ser dos veces diferenciable. Pero y(0, x)=f(x) por lo que
también f(x) debia ser dos veces diferenciable.

Euler tenfa "mA 1dea muy 'diferente sobre xqué; funciones
podfan admitirse para describir 1la curva inicial y, por 1lo tanto,
como soluciones de la ecuacibon diferencial parcial. A diferencia
de D'Alambert, el argumenté que tales funciones no necesariamente
tenian derivada en cada punto del intervalo ([0, 1N, sino que
podfan tener "picos*. lLa razén para buscar esta extenslﬁn radica
en un argumento ffsico: Fuler decfa que 1la funclén posichn
inictial debfa incluir el caso en que el movimiento se iniciara
dando un tirdn a la cuerda, como cuando se tafie la cuerda de un
violfn o0 de cualquier otro instrumento musical. Pero tales
funciones no podfan describirse totalmente con una sola térmula
analitica. Fuler las concebia como descritas por varias fﬁrmulas,
cada una de las cuAles describia un pedazo de 1la curva Yy
terminaba Justo donde otra f£ormula empezaba. Ez decir, se
treataba de funciones continuas pero no diferenciables en todos
sus puntos (fig. 49). Sin embargo, &1 les llamaba funciones
«digcontinuas» o «arbitrarias» para distinguirlas de las que
entonces se conocfan como «cantinuasr, las que ahora llamamos

diferenciables.

Euler: fcontinua®’ 'VEthr:"di.continua"
actualdi Ferencriable actual lcontinnua octua{:di.confinua
figura 49.
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Con esta idea de tratar de deacribir una situacidn fisica
que no quedaba contemplada mediante las funciones que hasta
entonces se manejaban, Euler rebasd una teoria de funciones que,
en buena medida, se habia consolidado Yy 8e habia visto
enriquecida gracias a su propio trabajo; y 1lo hacfa con
conciencia de dque tal extenslén ahmfa una gran promesa para el
desarrollo posterior del anélisis, pues en 1763 1le escrlb15 a
D’ Alambert: *cansiderar estas funclanes que no estan sujetas a
ninguna ley de cantinuidad, nos alwre un campo enteramente nuevo
para el analisis® [7]1. La nueva teoria de funciones requerfa un
cierto regresoc a 1la geometrfa. pues las necesidades que 1la
estaban haciendo surgir tenfan que ver con construir una teoria

de formas, més que una de expresiones algebraicas.

Al intentar responder el argumento de que las funciones
debian ser dos veces diferenciables para satisfacer la ecuacidn
parcial, Euler exlhi5 otro punto de discrepancia con D’Alambert:
su tratamiento del continuo de los reales: Fuler era un
infinitesimalista, asi que 1gnor6 la obJeciSn de D'Alambert
invocando a 1los infinitesimales, argumentando que como 1las
vibraciones eran pequefias, 1o serian también los 5ngulos en las
"esquinas", Vv asf, la curva diferiria solo infinitesimalmente de
una «cdntjnua». Y aquf concluys la primera parte de la polémica,
sin que ninguno de 108 participantes se convenciera de los

argumentos del otro.

La controversia entro en una nueva etapa cuando Daniel
Bernoulli, partiendo del hecho de que mma cuerda vihrante emite
una frecuencia fundamental y una serie de armSnicas de orden
superior, afirmbt que pueden existir muchas formas de vibracion
simultaneamente (la cuerda puede responder a la superposicién de
todas las formas posibles de vihracién) Y concluyé que la funcidn
T era expresable mediante una serie de la forma:

f(x) = a, sen(wx/1) + azvsepfewx712-4 a, sen(3wx/1) + ...... (9
porque hay swficientes constantes a_  para que se ajuste a
cualquier curva en el intervalo ([0, 11. Desde un punto de vista
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puramente matematico, esta afirmacidn equivale a decir que
cualquier curva puede ser representada, en un intervalo Ad4e
valores de X, mediante una serie trlgonométrica. Sin embargo,
Bernoulli no inclula términos en t, reduciendo asi la efectividad
de su afirmaci&n, y tampoco ofrecla nlngﬁn medio matematico para
calcular los coeficienteas en la expreslén (9).

La hipétes!s de Bernoulli fue rechazada por matemétlcos como
D’ Alambert, EFuler vy el Jjoven Lagrange. EFuler se apresur5 a
publicar su respuesta cuestionando 1la generalidad de las
funciones que podfan expresarse por medio de (9) pues consideraba

que toda funcién expresada mediante suma de Senos tenia que ser

impar vy periédica. Mas tarde presenté la tuncién que era igual a
cero en una parte del intervalo (que corresponderfa a una
estimilacion inicial sb6lo sobre el resto de la cuerda) como
incapaz de tal representaciﬁn trigonométrica por la mnaturaleza
no-senoidal de esa parte. Euler reconocia el hecho de que al
tener un ntmero infinito de coeficientes indeterminados, 1la
expreslén (9) alcanzaba cierta generalidad, pero consideraba que
la pericdicidad vy 1la imparidad del seno eran propledades
restrictivas. No contemp15 que al tratarse de la representacién
de una funcion restringida al intervalo [0, 11, la periodicidad no
afectaba pues 1o que sucediera fuera de ese intervalc resultaba
intrascendente para el problema de 1la cuerda vibrante, y 1la
expreslﬁn (9) tiene periodicidad 1. Lo mismo puede argumentarse
respecto al caracter impar de (9) que s8e manifiesta en el
comportamiento de la funcion en (~», 0).
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V. LA TEORIA DE INTEGRACION DE RIEMANN.

Alrededor de 1800 1los matemétlcoa empezaron a preocuparse
por 1la ambigﬁedad existente en wuna serie de conceptos y por
hipétesis y afirmaciones que sin haber s8ido demostradas fueron
incorporénﬂose al cuerpo del analisis matematico. Se conocfan.
por ejemplo, diversos conceptos de funcion que no dejaban nada
claro acerca de 10 que realemente era una funcién; el uso de las
series s8in considerar 1la convergencia o divergencia, produjo
paradojas y desacuerdos; la controversia acerca de la
representacién de funciones mediante series trigonométrlcas,
introdujo mayor confusién; Y, por supuesto, las nociones
fundamentales de integral y derivada, nunca habfan 8ido definidas
propiamente. Todas estas dificultades finalmente condujeron a una
insatisfaccion con el estado de la légica del anilisis.

Varios mateméticos resolvieron concentrar sus esfuerzos para
poner orden en este caos. Los lideres de 1lo que usualmente gse
llama el movimiento crftico, decidieron reconstruir el analisis
aobre la base de los conceptos aritméticos. E1 analisis riguroso
empezé con loa trabajos de Bolzano, Cauchy, Abel, Dirichlet vy,

mas tarde, VWeierstrass, entre otros.

Como parte de este interés creciente por solidificar 1los
fundamentos del anélisis, durante el siglo XIX se desarrollé una
reformilacibon de conceptos como los de funcidn, continuidad e
integrabilidad sentandose las Dbases fTundamentales para el
surgimientotde las teorfaﬂ de 1ntegracf6ﬁ modernas.

El trabajo de Fourier acerca de 1la representac!én de
funciones mediante series trigonométrlcas. fortalecid los
argumentos que se venian desarrollando desde el siglo anterior en
relacion a la necesidad de ampliar el concepto de funcion
rebasando 1los estrechos mérgenes que 1mponfa el tener que
repregsentarlas mediante uwna sola expresién analitica. A pesar de
ello, en 1los hechos 1la extensién que hizo del concepto de
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funcién 3510 alcanz5 a las funciones descritas mediante un nﬁmero
fintto de expresiones analftlcas. Aun asf, para darle un sentido
claro a 1la integral de este nuevo tipo de funciones, retomd la

1nterpretac16n de la integral como érea.

Cauchy por su parte, contribuyé a este trabajo colectivo
popularizando el concepto actual de continuidad, 1lo que
representaba un cambio respecto a como se venia manejando este
concepto a partir de 1la polémica en torno a la cuerda vibrante, y
estableciendo por primera vez una definlcién precisa de la
integral de una funclén continua en térmlnos de lfmite de una
suma. Sin embargo, estas definiciones no significaron un
rompimiento de golpe con 1las viejas ideas, sino que iniciaban
apenas el proceso que 11evarfa hasta 1la aceptaclén Plena de los

conceptos actuales.

Para 1llegar a ello resultaba necesario que los matematicos
se enfrentaran con ejemplos concretos de funciones completamente
libres de fSrmulas analft!cas Yy profundamente discontinuas.
Dirichlet avan26 en esta direccidn Yy abrid la pregunta acerca de
8i era posible definir 1la integral de este tipo de funciones.
Ademés, d15 una bhrillante demostracién sobre 1lo que es hacer
analisis rigurosamente al encontrar condiciones suficientes para

la convergencia de las series de Fourier.

La teoria de lntegrac15n de Riemann se derivé de 1la de
Cauchy debilitando 1lo mas posible 1las condiciones que dehfa
cumplir una funcion para ser integrable, retomando asi el
problema que Dirichlet habia dejado abierto. Eato fue posible
reemplazando la exigencia planteada por Cauchy de que la funcion
fuera continua, por la condicion mas débil de que lag sumas de
Cauchy tendieran hacia un limite tmico cuando 1la norma de 1la
particiﬁn gse fuera hacia cero. Riemann aio ademés un ejemplo de
una funcidn integrable que tenia un nimero infinito Qe
discontinuidades en un intervalo finito, lo que le valid que su
teoria fuera considerada por 1los matemétlcos hasta de varias
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déca&'as después. la més general posible.

Sin embargo, el desarrollo posterior del calculo fue
haciemdo surgir varios ejemplos que a la larga mostraron las
limitaciones de la teoria de Riemann Yy Sentaron las bases para el
surgimiento de una teorfa més general, capaz de resolver estos
problemas. Dos fueron 1las TfTuentes principales de problemas en
torno a las funciones Riemann-integrables: (1) el descubrimiento
de funciones cuyas derivadas, a pesar de ser acotadas, no eran
integrables; y (2) 1la construccién de ejemplos gue pusieron en
tela de Juicio 1la hipétesis mane jada s8in restricciones por
mateméticos como Fourier, de que la integral de una suma infinita
de funciones era igual a la suma infinita de las integrales de
las funciones. Estos ejemplos Yy el trabajo de diversos
matemadticos en torno a 1la teoria de conjuntos vy sus medidas,
fueron los instrumentos principales que Lebesgue encontrd, a
principioas del siglo XX, para desarrollar 1la generalizacién
necesaria de la integrabilidad de Riemann, la llamada integral de
Lebesgue.

Hablaremos, por tltimo, del camino que siguid el desarrollo
de esta generalizacién de la integral v 1la integrabilidad, sin
pretender con ello dar una idea medianamente completa solre este
tema, Sino meramente dejar sentado en qué direccitn se ai6 el
desarrollo posterior a Riemann.

1 LAS FUNCIONES ARBITRARIAS Y SU REPRESENTACION EN SERIES
TRIGONOMETRICAS, SEGUN FOURIER.

En 1807 Joseph Fourier presenté a la Academia de Clencias de
Paris un trabajo sobre 1la conduccidn del calor en el que
reafirmaba la hipétesis de Bernoulli acerca de la posibilidad de
una representacién en gerie trlgonométrica para cualquier funcibn
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(acotada) en un intervalo . Habla utilizado 1la técnica de
separacion de variables para resolver ciertos problemas que se le
pregsentaron al estudfar 1la transmisibén del calor en los sélldos,
Y 8se encontr6 con que 1la validez del método dependfa de 1la
hipétesis de que uma funcion «arbf traria» (x) puxdliera
representarse de esa forma. Aunque seguramente sabfa 1o poco
popular que habia resultado esta hipétesis cuando fue presentada
por primera vez, tenia la certeza de haber encontrado razones
matemAticas suficientemente fuertes para Justificarla. Este
trabajo sobre 1la conduccion del calor nb fue publicado y sus
ideas acerca de la representacién de <fTunciones en series
tr!gonométrlcas aparecieron por primera vez impresas en su Tearya
analitica del calar (Thearié analytique de la chaleur) en 1822.

Veamos primero, como maneja Fourier el concepto de funciﬁn.
La def!nlclﬁn que daa es aﬁn més general que la surgida en la
dlscuslén sobre la cuerda vibrante:

*En general, 1la fimcian f{x) representa ima Sucesion de
valares o0 ordenadas cada una de 1ax cuales es arbitraria.
Como 1a ahscita x recihe una infinidad de valares, bay wn
ntmero igual de ordenadas f(x) ¥ todas ellas tiene valares
numeri cos cancretos, ya sean positivos, negativos o nulos.
No supanemos que astas ordenadas estén sSujetax a4 una ley
camiin a todas ellas; sSe sSuceden unas a otras de una manera
arbitraria y cada uma de ellas viene dada caomo i fuera una
cantidad alslada. " [6]

De hecho, esta e3 una definxcnén miy parecida a la que
usgmos actualmente, perc todos 1los eJemplos de funciones
arbitrarias que Fourier da en su libro son funciones formadas por
un nimero finito de plezas continuas; es decir, curvas Ssuaves
excepto, qulzé, en un mmmero finito (y pequefio) de puntos. Por
otro lado, &1 mismo estaba sosteniendo que toda funcion era
expresable mediante una serie, que es tamblén una expreslén
analftica. aumque infinita. De cualquier forma, el trabajo de
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Fourijer sacudid 1la concepc!én de funcion mane jada generalmente
durante el siglo anterjior, y por erde, la de sus propiedades. La
pregunta natural era entonces &qué debe entenderse realmente por
funcién. continuidad, diferenciabilidad, integradilidad, etc?

Volviendo al problema de las series de Fourier, la forma més
general de su proposicibn es la siguiente: cualquier funcibdn
(acotada) f definida en (-a, d) puede ser expresada en la forma

0
f(x) = (1/2)a, + X [a, cos(nlix/a) + b sen(mlix/a)l......(1)

n=\

donde 108 coeficientes estan dados por

\a
(1/a) F(x) cos(niix/a) dx ,

1}
n

""‘O

e
(1/a) f(x) seanfnnix/a) Adx .

'bz*f fi
]

"-a

Fourier reconocia la necesidad de dar wuna Justlficaclgn
matemética para fundamentar su hipétesis Y no 3610 basarla en un
principio ffslco como lo habfa hecho Bernoulli. Para ello, dié
dos tipos de arqumentaciones. En las 4os buscaba demostrar que
para mma funcidbn f definida sohre el intervalo (—a, a), la
ecuaciodn (1 podfa resolverse, es decir, era posible encontrar
1 . or - e 170, b, D, ...
cuestion que consideraba suficiente para garantizar la validez de

108 valores de los coeficientes a, a a

la representaci6n en serie trigonométrlca.

En la primera demostracidén Fourier tuvo que suponer que F(x)
podfa desarrollarse mediante wuna serie de potencias en x, VY
después, mediante manipulacl5n no rigurosa que 1nvolucraba un
nimero infinito de ecuaciones con un numero infinito de
incognitas, logr6 determinar 1los coeficientes. En 1la segunda
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prueba, retomo una idea que va habla sido usada por
Lagrange para series tr!gonométrlcas finitas. Para calcular por
e jemplo a, en (1), Fourijer consideré

Q a

£{x) dx = (1/2)3o ax +

-a -Q

o SRR
T la, cos(nlix/a) + b sen(nfix/a)l dx

1
-Qa

Yy como 1las 1integrales sobre un intervalo asf én
intervienen senos y cosenos son siempre nulas, llego 51 ,
1 pe
a = - () dx.
ad_,
En eate razonamiento Fourier da por hecho que la integral de una
suma infinita es igual a 1la suma infinita de las integrales,
h!pétesis que hasta entonces nadie habia encontrado razon para
cuestionar. De 1wuna manera anéloga 11eg6 a las expresiones vya
mencionadas para a vy bn (primero multiplicé l1os dos lados de 1la
ecuacion (1) por cos(nilx) o por Ssen(nllx), para despues

integrarlos).

Resumiendo: 1la demostracién suponfa, primeroc, la exjistencia
de 1la representaciSn (1) para cunalquier funciodn (presumiblemente
acotada), una hipétes!s que no es valida cﬁando al concepto de
funcién se le permite una generalidad total, de acuerdo con el
punto de vista actual. Pero aun dando por hecho 1la validez de
(1), Fourier involucro todavia dos éuposiciones més, que
representaron una fuerte restriccion a 1la generalidad de gu
planteamiento:

(a) que la funcién F vy sus productos con senf{mix) y con cos(nlx)
tienen integral, vy

(b) que es valida la integracién término a término para el caso
infinito.
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Fourier reconocid "la falta de significado para la integral
definida de una funcion arbitraria . Mientras 1la 1ntegrac!8n
fue concebida principalmente como la inversa de 1la
diferenciacion, el proceso de integrar una funcion equivalia a
encontrar wuna primitiva, vy la integral definida era simplemente
1a Aiferencia de las lmégenes de 1los lfmites de 1ntegraci6n
segﬁn esa funcion primitiva. Sin embargo, la existencia de una
primitiva no resultaba obvia cuando la funcion era arbitraria.
Tal vez pensando en esto, Fourier regre36 a la concepcién de la

integral como Area.

Bajo esta idea, la existencia de la integral ipdefinida de
una funcién f(x) estaba basada en la existencia del érea del
conjunto de ordenadas, es decir, se trataba de una deflnicién
orientada desde un punto de vista geométrico de acuerdo con las
bases geométricas de la concepcion de FEuler-Fourijer de funcion
arbitraria. Sin embargo, el érea como cantidad no estaba aﬁn
definida. En el desarrollo historico del concepto de integral, el
problema de clarificar y extender 1la nocion de area ocupé un

lugar fundamental.

AsY pues, odbjetivamente, el trabajo de Fourier sobre las
series trigonométricas con sus coeficientes definidoas por medio

de integrales |, deJ5 planteado wun problema: ¢c6mo sSe puede

definir | £(x)dx como un érea, cuando f es wma funcion arbitraria?

2 LA CONCEPCION DE CAUCHY SOBRE LA INTEGRAL.

La distincién entre continuidad y discontinuidad, como ahora
la conocemos, fue surgiendo gradualmente. Al parecer, el primer
estudio cuidadoso acerca de las propledades de las funciones, fue
iniciado por Bernhard Bolzano (1781-1848) quien en 1817 d16 una
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definicibn esencialmente fgual a la actual de los conceptos de
funci sn y continuidad, pero su trabajo pa35 inadvertido durante
medio s8iglo.

No suced16 lo mismo con 21 trabajo de Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) quien no solo plante5 el concepto moderno de
continuidad, sino que ademas aio por primera vez una definicién
precisa de la integral como limite de una suma. En su libro Curso
de anéljsjs fCours d’analyse) (1821) escr1b16 que 81 f(x) es
una funcién mivalente que toma valores finitos para toda x
entre a y b,

*. ..la funcion £{x) seré; entre los limites asignados para

la variahle >, una funcian continua de la variable si, para

cada valor de x intermedio entre estos dos limites, el valor
numeri co de 1a diferencia f{x+a) —f3¢) d!sangye
indefinidamente can el d¢ « .. .. L6]

. Caracteriza también a una funcidn discontinua diciendo que
£(x) es discontinua en X, 8i no es continua en cada intervalo
alrededor de X, -

Dos afios mas tarde, en su Resumen de las lecciones dadas en
la Escuela PoJ!téanJca.RoyaJe sahre né]cu]o infinitesimal, define
la 1integral definida de una funclén continua como sigue: Toma
f(x) continua para X en [a, B, y considera una particidn de este
intervalo

8 =X, ¢ X, ¢ X, ¢ ... ¢ X <X =D

y 1la suma de Cauchy

n

S = E(x, -x, _ ) F(X).

=1
Usando la continuidad de f£(x) —con mas precision, la continuidad
uniforme de F(x}— demostrbd que para cualesquiera dos particiones
P y P, las correspondientes sumas S y S°' difieren en
tna cantidad arbitrariamente pequefia con tal de que las
longitudes de los subintervalos [x;_,,x;] en las dos particiones
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sean lo suficientemente pequefias.Asi pues, *el wvalor de &
t.ermjnara’ obviamente par ser canstante...Este J‘fm! te se denomina
la integral Aefinida".

Una de las principales ventajas de esta definicidn, desde el
punto de vista de Cauchy, era que le permitfa demostrar en forma
general la existencia de integrales o funciones primitivas para
pasar, después, a estudiar sus propiedades. Para una funcion
f continua entre a N b, Cauchy consider6 la funci on F(x)

definida por

Como ~
 F(x#h) - F(x) 1p*h
= -l £ = F(3+ch), para alguna |cl<1
h h

»
F no 5510 ez continua sino tamhién diferenciable. Cauchy demostr6

por primera vez los siguientes resultados, conocidos como las
tres partes del Teorema Fundamental del Calculo:
Teorema 1. F es una funcion primitiva de f; esto es F = f.
Teorema IT. Toda funcion primitiva de F debe ser de la forma

f:l'+C,
a

donde C denota una constante; esto es, si G es una funcion
con derivada continua G6”, entonces

J:G” = G(xX) —G(.g).

El siguiente, fue un Teorema que uso Cauchy para probar el

Teorema II.
Teorema III. Si G es una funcidn tal que G’(x)=0 para toda
X en [a,bhl, entonces G(x) permanece constante ahi .

Después, Cauchy tratt; las integrales impropias como 1lo
hacenmos actualmente, tanto en el caso en el que las 1m59‘enes de
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la funcidn tienden a o en algﬁn punto x del {intervalo de
tntegraclén. como el caso en el que el propio intervalo de
integracién tiende a o . Por ejemplo, cuando 7 presentaba wuna
discontinuidad en x=c , en la que el valor de F(x) podfa estar
acotado o no, Cauvchy definib:

~-€

() dx = 1im Frx) Adx + 1im i) dx

€-)o d-%0
a a c=d

siempre que estés lfmites existieran.

Las definiciones de funcion continua e integral definida
dadas por Cauchy pueden aplicgrse, sin modificaciones, a 1la
definicion mederna de funcion (una correspondencia x->f(x) entre
dos nﬁmeros), puesto que estan libres de cualquier referencia a
una expreslén analftlca que esté determinando a la funcibn. Pero
al parecer el propio Cauchy no a@optﬁ una noclén tan general. Es
cierto que su definiclén de funcisn elimina toda referencia a una
expresién analitica: afirma que ¥ es una funcibn de > si XVvY Vv
estan relacionadas de tal manera que un valor particular de x
determina el valor de y¥. Pero después pasa a clasificar las
funciones en explfcltas e implfcitas y define éstas 11timas como
aquéllas en las que 1la relacidn entre Xy ¥V estd dada por una
ecuacién que no ha sido resuelta algebraicamente. Esto muestra
que evidentemente Cauchy ain tendia a considerar las funciones
como ecuaciones, tendencia que tamblén se muestra en otros de aus
trabajos.

El tipo de funciones discontinuas trabajadas por Cauchy y
varios de sus contemporéneos, llegaron a ser funciones c¢on un
nimero finito de discontinmiidades de salto o discontinuidades
infinitas, pero no més que eso. Por 1lo demas Cauchy comprendis
que su caracterizacién de integral definida era perfectamente
aplicable a estos casos, como ya habjamos sefialado.

El l1llegar a concebir plenamente a las funciones continuas
como las entendemog hoy, fTue todo un proceso. A lo largo del
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siglo XIX 1la nocion de continuidad fue explorada 1Y los
matematicos aprendieron mucho acerca de ella, algunas veces,
produciendo resultados que les resnltaban asombrosos a ellos
mismos. Por ejemplo, el matematico frances Gaston Darboux
(1842-1917) ~-de quien hablaremos después-- dib una funciodn
que tomaba todos los valores intermedios entre dos valores dados
pasardo desde x=a hasta x=b, pero que no era continua. Esto
mostraba que una propiedad basica de las funciones continuas, no
era suficiente para garantizar la continuidad. Se trata de 1la
funcion
sen (1/x) para <0
V=
0 rara x=0
que recorre todos los valores entre cualquier valor negatlvo'de b'g
y cualquier otro positive, vy no es continua en x=0.

3 LA CONTRIBUCION DE DIRICHLET.

Para 1la nocion de funcién discontinua manejada por Cauchy vy
Fourier, 1la definicion de integral dada por Cauchy resolvia
enteramente el problema del significado de los coeficientes a 'y
b" de Fourier. Sin embargo, Peter Gustav Lejeune-Dirichlet
(1805-59) 1lamo la atencion hacia la existencia de funciones que
tenfan un nﬁmero infinito de puntos de discontinuidad dentro de
un intervalo +finito, vy con ello, replante5 el problema de
extender el concepto de integral hasta abarcar este tipo de

funciones.

En 1829, Dirichlet publicd en su articulo *"Sabre 1la
convergencia de lag series tr!gunamétrjcas. la primera
demostracién rigurosa acerca de las comdiciones generales bajo
las cuales la serie de Fourier de wuma funclSn f(x) converge
precisamente a f(x). Su método se basd en calcular directamente
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la n—éslma suma parcial de 1la serie de Fourier y luego investigar

qué sucede cuando n tiende a infinito. Por medio de la identidad *?ﬁ

trigonométrica
xen (1/2)(n+1)u

S gen u/2
transformo

en la expresion
e senr(1/2)(2n+1)(x-t)1 =
“aaml 20 dt..
. . senl(1/2) (x-t)2

5,00

que es una integral de 1la forma que ahora Se conoce ,COmo
"integral de Dirichlet”: '
sen mu
f(u)

o sen u
Dirichlet analizb el comportamiento de este tipo de
integrales manejando rigurosamente el siguiente razonamiento
intuitivo: La oscilacién de sen mu sugiere una particidn del
intervalo {0,hl en subintervalos [o,w/ml}, [w/m,2w/m}, ... tales
que sobre cada uno de ellos sen mu tiene un so0lo signo. 81 £(x)
decrece monotonamente hacia cero, entonces 1la integral se
descompondré en una Bserie - de 5reas de signos alternativamente
positivos y negativos y de valores absolutos decrecientes , por
lo tanto, (por el criterio de las series alternantes) converge
cuando n tiende a o . Cuando u=0 el integrando se convierte en
0/0, pero haciendo v=gu Dirichlet demuestra que la integral (3)
tiende a

|en v w
M dv , o -£(0) ,
v e




asi que concluye que
[an mu

Hm | 2¢m) aQu = ~£(0).........
Y sen u 2

Buscando establecer las condiciones para 1la convergencia
Dirichlet encontré que como esta igualdad es vélida cuando f(x)
decrece monotonamente siendo positiva en (0,h) o cuando es
constante y positiva, 1lo seré también cuando f(x) cambia de signo
dentro del intervalo 0 es negativa, va que entonces se puede
aplicar la igualdad a las funciones c+f(xX) y € para un valor de ct¢
suficientemente grande como para que la auma sea positiva sobre
el intervalo (0,h), y se restan después los resultados. También
comprobd que todo su razonamiento era igualmente valido si1 se
tomaba el intervalo (0,9) con 0<g<h, en vez de (0,h); entonces,
restando a la integral (4) la misma integral pero evaluada sobre
(0, 9), se 1llega a la conclusion de que la integral de Dirichlet
es igual a cero sobhre (g,h). Por ﬁltimo, si f(x) es discontinua
en g 6enh o en ambos, vio que la demostracion no se alteraba si
se utilizaban los 1fm1tes laterales Ff(g+0) v Ff(h-0) en vez de

f(g) vy f(h).

Dirichlet aplicé eatos resultados al analisis del
comportamiento de la integral (2) cuamlo n crece. Para ello,
supuso que f tenia 1 nﬁmero finito de dicontinuidades o valores

extremos ubicados en los puntos d‘, dz, aa,...ab. y descompuso
el intervalo [~w,w]l en subintervalos [—v,d,], [d‘,dzl,... [dn,x],
tx.dn+‘3,... [d~,w3. Observando que al intervalo [0,h] de 1 en la

integral (4) 1le corresponde el subintervalo [x,4 _ 1 de t en la
integral (2), se ve que cuando n—->o este subintervalo contribuye
al valor de Sn(x) con
(1/m)(w/2)FOr+0) = (1/2) £(x+0)
Anélogamente (dn,x) contribuye con
(1/72)fx-a).

Los demas subintervalos de [-rv, w] contribuyen con cero al valor
limite de la n-ésima suma por la especificaciéon hecha para el
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caso del interwvalo (g,hl. Por lo tanto Dirichlet concluye qué la
serie de Fourier converge a
(1/2)LL(c+0) + F(x-0))
en el caso en el que f cumple las siguientes condiciones:
a)Tfrx) es univalente y acotada,
DY L(x) es continua por pedazos, es decir, tiene un nﬁmero fih!to
de discontimiidades en el intervalo cerrado,
C)Ff(x) es mun&tunu por pedazos, es dacirt, tiene un nﬁmero finito

de puntos extremos en el intervalo cerrado.

La importancia de esta demostracidén radica en que, a la vez
que mostraba el rigor con el que debia hacerse el analisis
matemético, se proponfa la tarea de buscar condiciones
suficientes cada vez mas generales para la convergencia de las
series de Fourier. Concluy5 este artfculo con una afirmaclén que
resulto ser especialmente profétlca al dar un ejemplo de funcion
que no satisfacia sus condiciones:

*frx) el una canstante determinada ¢ cuando 1a variahle toma
un valoar racional, e Ifgual a otra constante d cuando el
valor de esta variable es irracional. la funcian asf
definida tiene valares Tfinitos y determinados para todo
valar de x, ¥ sin embargo no es posible sustituirla en 1a
serije fde Fourterl, en vista de que 1las diferentes
Integrales que aparecen en Q@Jjcha serte plerden todo su.
significado en este caso." (6]

Dirichlet creia que el caso de las funcionea con un ntmero
infinito de puntos de discontinuidad o de puntos extremos, podfa
reducirse al caso que £1 habla considerado. La {mica comdicion
necesaria, declarﬁ, es que la funcidn tenga uma integral
definida. Propuso como una condicidén suficiente para esto, en el
caso de funciones acotadas, que

*. ..81 a ¥ b denotan dos cantidades arbitrartas incluildas

entre - v v, Slempre sea posible encantrar otras cantidades

rysentrea yb que esten suficientemente cerca como para
qgque 1la func!&n se mantenga continua en el Jintervalo de
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En termlnologfa moderna, la condicidn de Dirichlet es que el
conjunto D de puntos de discontinuidad de la funclﬁn sea "denso
en ninguna parte". Sin embargo, en esta ocaslén Dirichlet no
Justlflcﬁ su afirmacion pues, una prueba 1Gcida “reqiiere
algunos detalles canectados con los principios fundamentales del
analisis infinitesimal que seran presentados en otra nota...". lLa
nota prometida mmca 11e95 asy que no hay n!ngﬁn documento que
aclare 1la forma en dque Dirichlet pensS. 8i ea que 1o hizo, 1la
posibilidad de extender el concepto de integral para abarcar
funciones con un numero infinito de discontinuidades.

AsY pues, tenemos que con Dirichlet se 1inicid 1la
diferenciacién entre las funciones continuas vy las funciones
integrables, ademas de que en su trabajo encontramos por primera
vez una verdadera concepci&n general de funcién que no necesitaba
estar definida por una o varias ecuaciones, ni tampoco ser
representada por una curva dibujada o dibujable en el plano.

«LA TEORIA DE INTEGRACION DE RIEMANN.

El problema de 1la integrabilidad d4e funciones con un nﬁmero
infinito de daiscontinuidades que Dirichlet habia dejado sin
resolver, fue retomado por Bernhard Riemann (1826-66), quien
habla hecho su doctorado en 1651 en la Universidad de Gotinga.
Para poder dar clases en esta Universidad era necesarjo presentar

" wna 1nvestigac16n como «examen de admis!én». Riemann escogi5 como

tema para ella el problema de la representatibidad de funciones
mediante series trlgonﬁmetricas; y duranmte la preparaci5n de la
memoria en cuestiﬁn, recibio el estimalo Y la ayuda de Dirichlet.
La memoria fue presentada en 1854 con el titulo de "Sahre el
desarrollo de una funcion mediante series triganometricas®.
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La primera parte consiste en una historia del tema en 1la
que, después de discutir las contribuciones que aporté Dirichlet,
Riemann seflala que es razonable admitir que * las funcianes no
cubtertas par el anéljsjs de Dirichlet, no ocurren en 1la
naturaleza®, a pesar de 1lo cual, presenta dos razones que lo
cordujeron a considerar funciones més generales. Primero porque,
como sostuvo el propio Dirichlet *este temr esta muay
estrechamente relacionado con 1los principlos del calculo
Infinitesimal y puede ayudar a aportar mayor claridad y prec!s]én
a estos principlos". Y en segundo lugar porque " 1a ap]jcaajéh de
las serjes de Fourier no se limita a las investigacianes ffsicas:
ahora estéh siendo aplicadas can exito en un dominio Jde 1las
matematicas piras, la teoria de los nﬁmeros. v aquf aquellas
funciones cuya representabilidad mediante serles tr!gnnamétrjcas

no fue investigada por Dirichlet parecen =fer de importancia® . [8]

Riemann inicia su propia 1nvestlgac15n con la pregunta que
Dirichlet deJS sin resolver: jen qué casos es integrable una
funcién?. Dado que interpretaba el significado de 1la
integrabilidad en térmlnos de las sumas de Cauchy, la pregunta es
en realidad jbajo qué condiciones estas sumas tienden a un valor
tnico cuando la norma de la particién tiende a cero? Afirmé que
esto quedaba garantizado s8i y sblo =i se cumple la condicién:
(R lim (D, d, + D, d, +D,d, + ... +D_d) = 0.

IPpi-Y0
domle J&; denota 1la 1longitud de 1los subintervalos de [a, b]
formados por 1la particién P, v D, denota la oscilacidn de F(x)
en el !—éslmo subintervalo (sup f(x) - Inf f{x) para las x del

saubintervalo).

Después, demostro que esta condicion de integrabilidad puede
ser reemplazada por otra equivalente pero formulada en términos
de que los saltos que tenga 1la funciﬁn que Sean mayores que tna
cota dada, puedan encerrar en subintervalos de longitud pequefia.
La idea es la siguiente: Para um nimero fijo d sea A = A(4d) el
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maximo de todas las sumas D d  + DPJ, + ... + D4,
correspondientes a las particiones de norma menor o igual que 4;
entonces, I es integrable si A converge a cero cuando d tiende a
cero. Si o>0 esa otra cantidad dada para cualquier partlcién P de
norma menor o igual que 4, define s = s(P,0) como la suma de las
éi para las cuales Di es mas gramnde que o. La contribucitn de
estos intervalos a la suma total
D,d, +D,d, #... + D d_
es, al menos, oK, asi que
os < D d, +D,d, +... +D d <48, Y 8 ¢ Ao

Asy que, como habiamos visto que cuando I es integrable A
converge a cero al acercarse 4 a cero, 1o mismo suceaeré con s;

esto es

Carrespondinedo a4 cada par de nﬁmeros positivos € y o
(Ra) existe un nimero positive 4 tal gque si P es cualquier
partjcjt;n de norpa menor o igual gque 4, entances 8(FP, o)

es menor o iual que ¢£.£8)

Riemann mostro que (Ra) es tamhién una condicidn suficiente
para la integrabilidad de Ff: si F satisface (Re), dados €>0, o>0
existe un 4>0 que satisface (Rz); asf. para toda particién P cuva
nosma sea menor que d,

D d, +D,d, +... +Dd < Ds + s(b-a) £ De + o(b-a),
donde D denota la oscilacion de f sobre [a,bl. entonces se sigue
(R,) porque € y o pueden ser tomadas arbitrariasmente pequefias.

Asf. Riemann establec15 el concepto de integrabilidad sin
ninguna consideracion relativa a la continuidad de la funcién,
aunque pronto se descuhri6 que 1la integrabilidad de Riemann
encerraba ciertas propiedades de continuidad. También sefiald que
la clase de funciones integrables incluia funciones con un nimero
infinito de discontinuidades dentro de un intervalo. Y "yva que
estas funciones no han sido tamadas en caonsideraclon hasta ahora,
sera canveniente comenzar con un ejemplo cancreto”®. E1 qotable

ejemplo que aio fue el siguiente.



Denotemos por (x) a la diferencia entre x y el entero més
cercario, Yy Sea (X)=0 cuando x esté exactamente e la mitad entre
dos enteros, es decir, cuando X = 1/2, -1/2, 3/2, -3/2, 5/e2,

Entonces, tenemos que -1/2 ¢ (X) < 1/2 para toda x. Riemann
definio f(x) como

P(x) = (X) + (2%%)/4 + (3x)/9 +}{.. + (nx)/n? + .

RS /) Uy oo

¢3(X)=(—g——")

figura 50.

Fsta funcion (ver £ig.50) es discontinua en cualquier punto
de 1la forma x=m/2n cuvando m Yy 2n son primos relativos. Para

estos valores de x, los 1fmites por la derecha y por la izquierda

de f son:
Fx+0) = £(¢) - (1/2n2) (1 + (1/9) + (1/25) + ...}
= £(x) - M /C16n°)
P(x-0) = I(x) + (1/2n?) [1 + (1/9) +4(1/25) + ...]

£¢x) + M /7(16n°)
Asi que el salto de 1la funcibn en cada uno de estos puntos es de

nz/(Bn?), y F resulta ser discontinua en un nﬁmero infinito de
puntos dentro de cualquier intervalo, por pequefio que sea (I es
discontinua en un subconjunto denso de los nimeros reales). Sin
embargo es integrable porque para cada o>0 hay 8610 un nimero
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finito de puntos en los cuales el salto es mayor que 0.

Este trabajo de Riemann fue publicado por primera vez en
1868, poco después de s8u muerte prematura. La generalidad sin
precedentes de su punto de vista y el sorprendente ejemplo de
funcion integrable que presentﬁ 1mpresion5 fuertemente a los
mateméticos. Asf, Bois Reymond opinaba que Riemann hab;a logrado
extender el concepto de integral a sus posibilidades extremas; su
cordicion de integrabilidad parecfa ser la mas general gque 8e
podfa imaginar. La medida de la generalidad venia expresada en el
ejemplo mencionado. Parecia imposible imaginarse de wuna manera
mas general la integrabilidad y 1a integral de una funcion
acotada, ya que si las sumas de Cauchy-Riemann no tienden a un
valor ﬁnico, no parece que tenga mucho sentido hablar de un area
determinada por sus ordenadas. El1 planteamiento de Cauchy Y
Riemanm se Dbasaba en una tradicidn que se remontaba hasta

Arqufmedes.

Esta fue la actitud que prevalecid durante el siglo XIX
hacia la teoria de integrac16n de Riemann. Sin embargo, fueron
surgiendo wuna serie de descubrimientos que revelan serios
defectos de la teoria de Riemann y acabaron demostramo que, a
pesar de las apariencias, la condiclén de integrabilidad de
Riemann no era lo suficlentemente general.

5 LOS DEFECTOS DE LA INTEGRAL DE RIEMANN.

Con el desarrollo del célculo, y como producto de ese
enfoque crftico prevaleciente dAurante el siglo XIX que
mencionamos en 1la introduccidbn a este capftulo, se fueron
haciendo evidente ciertas 1limitaciones de la teoria de
integracién de Riemann. Surgieron ejemplos de funciones que
mostraban que esta definicibon de integrabilidad no era tan
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general como se hubiera deszeado, aungque sus descubridores no

pretendieran con ello cuestionar la teoria de Riemann.

Una fuente de dificultades se relaciona con 1lo que hemos
llamado el Teorema Fundamental 11, debido a Gaston Darboux
(18472-1917), que afirma que 81 una funcién f tiene una derivada
™ acotada e integrable en el sentido de Riemann en el intervalo

fa, b), entonces para todo x en ese intervalo se cumple

M (t) At= £(x)-f(a),
a -

Pero fueron encontradas funciones que tenian derivadas acotadas
que no eran integrables en el sentido de Riemann, asy que este
teorema carecia de sentido para tales funciones. Este resultado
habfa sido demostrado por Cauchy pero para el caso de derivadas
confinuas, de acuerdo con su teorfa de integracién. La
generalizacién de Dardboux representaba un triunfo significativo
del punto de vista de Riemann porque demostraba que eran
suficientes sus condiciones de integrabilidad, mucho mas débiles,
para establecer este importante resultado del calculo.

Ulisse Dini, (1845-1918), observb una implicacidn de este
teorema que escribio en su libro Furdamentos de la teoria de
funcianes de variable real (1878): si f tiene la propiedad de que
en cada intervalo, por gequefio que sea, existen puntos t tales
que (t) =0, entonces o bien f e3s constante o  no es
integrable en el sentido de Riemann. El1 teorema de Darboux
implicaba que si £’ es una funcion acotada e inteagrable y cumple
1a condicién seflalada, entonces debe ser constante, yva que en las
sumas de Cauchy-Riemann podemos tomar siempre los t‘ en los que
se anula **:

n
§=T (1) 045

’xi¥1l
iz e

y por lo tanto
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*

(L) AX = 0 = () éf?fé)\

a

de donde F{(x)=F(a) para todo x en f[a,bl.

Dinti intuia sin embargo, que era muy probable que existieran
funciones que tuvieran 1la propiedad mencionada y no fueran
constantes, de manera que g no serfa integrable. Y
efectivamente, Vito Volterra (1860-1940) construyé un ejemplo que
confirmaba esta conjetura. Es decir, diS un ejemplo de una
funcion ¥ no constante, cuya derivada est5 acotada y se  anula
en un conjunto denso de puntos. El mismo formulé la observaciodn
de que su ejemplo de funcion demostraba que, en algunos casos por
1o menos, el enfoque de la 1ntegra016n via antiderivaciacion era
més general que el del érea, que esa T1° tenfa una antiderivada £
por lo que podrfa tomarse su integral sobre [a,bl como F(a)-f(bh).
Volterra no intentaba criticar 1la teorfa de lntegracién de
Riemann, asf que 8se apresuré a afiadir que ésta era superior al
método de la antiderivada, ya que al menos daba cordiciones
necesarias y suficientes para que una funcion fuera integrable.

Surgieron otros ejemplos del tipo anunciado por Dini durante
el resto del siglo XIX. Mencionaremos el construido por el sueco
T. Brodén (1857-1931) porque utiliza la misma técnica que habia
ideado Riemann para 1la construccion del ejemplo que ilustra 1la
generalidad de su teoria de integraci5n. Brodén observb que la
grafica de &(x)= x'/? sobre el intervalo ([-1,1], tiene uma
tangente vertical en x=0, &' (0)=x ; & es ¢finita para los
los demés valores de x. Tom6 {an} mm subconjunto denso de [-1,1]
y construyo f sobre {(-1,1] definida por

f = (x—a‘)"a + (x-a )"+ ... 0+ (x—an)"a + ..
2 2® 2"

que cumple con que f'(a") = ® para toda n, por lo que su grética
tiene tangentes verticales en un conjunto denso de puntos.

Por otro 1lado, es facil ver que 1la funclén f es




estrictamente creciente porque 1o es §; es decir, cada uno de los
sumandos de 7 es estrictamente creciente. Asf pues, £ tiene una
inversa continua ¢ = £ ' definida sobre [a,bl=[7(-1), (1)), que
tiene la caracteristica geométrica de tener tangentes verticales
en un conjunto denso de puntos, los puntos b"=f(a"). Luego

1/f (x) domde y=f(x), y # b, b,, b,,

gy) =
0 para Yy = b'. bz, ba,

Ademés, una sencilla comprobacién basta para ver que 1 se
mantiene fuera de una vecindad del cero para x en [-1,1]. Asf que
g’ esta acotada, se anula en un conjunto denso de puntos, {bn}.

Y no es constante.

Brodén no menciona nada acerca de las limitaciones del
concepto de integral de Riemann al describir este ejemplo como un
caso particular de toda uma clase de funciones anélogas. Para él,
asf como para otros que construyeron més ejemplos de curvas con
la propiedad de tener un conjunto densamente distribuido de
tangentes horizontales, estos ejemplos segufan el camino iniciado
por Welerstrass para la 1nvestigacl5n de funciones, quien 015 un
ejemple de una funci5n continua no diferenciable y cuestiond el
que se confiara en la intuicion para establecer 1los principios
fundamentales del analisis.

Para nosotrog, que tenemos la ventaja de conocer la teoria
de integraciSn de Lebesgue, estos ejemplos ponen de relieve el
que la integrabilidad en el sentido de Riemann no se conserva en
los procesos de 1fm1te, pues 1la derivada de una funcidén se
obtiene a partir de ella mediante un proceso de lfmite. Otra
manifestaci5n del mismo hecho esté relacionada con 1la hipétesis
que Fourier habia dado por hecho en su trabajo solre
representacian en serie trigonométrica de una funcién, de que 1la
integral de wna suma infinita es igual a la suma infinita de
integrales; es decir, de hecho estaba suponiendo que



flimf (X))} dx = 1im :!"('x) ax

»-)m ) n-)mo
a a

Cauchy habla dado una demostracion de esta afirmacion
suponiendo que las f eran continuas, pero su demostracion era
incorrecta porque no logro distinguir entre su idea de
continuidad vy la convergencia uniforme o no uniforme. Se dice
gque Welerstrass demostro que la igualdad (5) es valida siempre
que Se suponga que la convergencia es uniforme. Este mismo
resultado 1o demostro Darboux en 1875 dando ademas un sencillo
ejemplo que demuestra que la igualdad (5) no necesariamente se
cumple si la serie no converge uniformemente: tomd la sucesidn de

funciones

f = 2n°x exp(-n°x"), para 0 ¢<x <1
¥ definib a

= lim £(x) = 0 para 0 <3
e » 0.<

As{ pues;v?

pero

| 1,00 ax = |-em(n'x)| =1 - ep(n®y,
luego ’

b e el =
lm | £(x) ax =1 # 0.
a -
Darboux apunto que la sucesion f; no convergia uniformemente en
{0,117 haciendo notar que f;(i/n):?n/e : pero esto 1lo que
realmente demiestra es que la sucesion no esté uniformemente
acotada, que es una condlci&n més déhil que la de la convergencia
uniforme. Sin embargo, ni Darboux ni otros matemétlcoas



contemporéneos se dieron cuenta que &ge podfa garantizaf la
validez de (5) bajo condiciones mas generales.

Diez afios mas tarde, Cesare Arzelé (1847-1912) descubrio que
el que la serie estuviera uniformemente acotada era 1la condicion
esencial. Es decir, Darboux habfa demostrado que si f;(x)
converge uniformemente a () sobhre [a,bl, v a1 las i;(x) son
Riemann—-integrables, entonces también 1o es Ff(xX). Arzela encontro
que la igualdad (5) se verifica suponiemdo que las f; Yy la £ son
Riemann—-integrables y que laas f emtan uniformemente acotadasn.
Asi pues, dada wmna sucesion de funciones integrables f;
convergente y uniformemente acotada, la imica condicidon que hay
que afiadir para que se cumpla (5) es que la funcién lfmlte Sea
Riemamn—~integrable.

Rene Baire (1874-1932) di6, en 1889, un ejemplo en el que la
funcion limite no es Riemanmn-integrable: definid una sucesidén de
funciones j;(x) en el (0,11 dada por

1 81 X=p/q con py q primos relativos y ¢g<n
:fn(x) = )
0 para los demas valores en [0, 1)
Cada 1; es cero excepto en un nﬁmero finito dAe puntos, por 1o que
todas son integrables. Como lfn(x)|$1, estan uni formemente
acotadas . Se puede verificar facilmente que existe
£f(x) = 1im fﬁ(x)
n—)mo
para todo x en (0,11, y que se tiene que Ff(X)=1 si x es racional
Yy f(x)=0 81 x es irracional. Por lo tanto la funci&n lfmlte no es
integrable en el sentido de Riemann.

Baire, como 1los demés, no hizo ninguna referencia a las
limitaciones de la teoria de integracion de Riemann cuando ai6 su
ejemplo puesto que nadie consideraba entonces que el que tal
funcién limite no <fuera integrable, representara un grave
inconveniente. Sin ambargo, hacia finales del siglo XIX 1la teorfa
de integraclén de Riemann habfa 8ido reformulada en términos de
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conjuntos Yy sus medidas, reformulacl&n que abrib nuevas
perspectivas y, en tlt ima inatancia, hizo surgir la idea de que

era posible una nueva genera]izaciﬁn may natural.

6 HACIA UNA FORMULACION DE LA INTEGRAL BASADA EN LA TEORIA DE
LA MEDIDA.

En 1892 Camile Jordan (1838-1922) introdujo 1la primera

teoria de la medida, en la que contemplaba definiciones como las
siguientes:
Supongamos que S§ denota un conjunto acotado de nimeros reales
contenido en ([a,b)l. Y tomemos una particién P de [a, Dbl formada
por los intervalos I’, Iz, . I". Entonces se definen dos
numeros ci(S) Y c;(S) llamados respectivamente contenido interior
y contenido exterior de S, a traves de

ci(S) = |up I J(Ik) Y c;(S) = Iinf r 1(I~)
P RES P KNs=d

donde I(Ik) representa la longitud del intervalo Ik' En otras
palabras, el contenido interior de S se obtiene consideramlo,
para cada particlén P, aquellos intervalos que esten
completamente contenidos en S, mientras que el contenido exterior
se obtiene considerando a los intervalos que contienen puntos de

S. Claramente se tiene

U I\ S U I~. y por tanto, I 1(I~) £ ci(S) L of ‘(S) $E J(Ik)
s LNs#= IS 595*5

El conjunto S se llama Jardan-medible si ci(S)=c;(S) Yy en
este caso su contenido s8e denota por ¢(S). Estas nociones,
sugirieron dos nuevas caracterizaciones de 1la condicion de

integrabilidad de Riemann. La primera esta basada en el punto. de

viasta geométrico de 1la integral de una funcidn en términos del
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Area aceotada por su gréfica. Para f definida y acotada sobre el
intervalo f[a,bl], S denota el conjunto de puntos en el plano
acotados por 1la gréfica de f, las rectas x=a, x=b, ¥ el eJje X.
Fntonces 7 es Riemann-integrable si vy sblo si el conjunto S es

Jordan-medible, y
b b

17l = e(S) , f=o(8Y) - (8T (6)
a a By S ‘, N
donde S* v S~ denotan las partes de 8§ que estan  arriba. y abajo
del eje X respectivamente.

La segunda caracterizacion de la condicidn de integrabilidad
de Riemann parte de definir las integrales inferior y auperior,
de la siguiente forma. Sean

n

n
L{(P) = E mhtxk—x%_i) P = E M~(x%—x&_1)
K=t K=
domle a=xX <X, (X< ... <x5=b denota una partlci&n de [a,b], vy m~ Yy

Mk son el fnflmo y el supremo del conjunto de valores f(xX) para X

en [x&_,.x&]. Entonces las integrales inferior y superior seran:
b _b
f f = sup L(P} ff = inf O¢(P)
and - § a

v se dice que f es Riemann-integrable si vy 3610 sl

La introduccion del concepto de canjunta medible 1indujo a
Jordan a presentar la siguiente variaclén de esta caracterizacidn
de la integral. Considérense las sumas, més generales

n n
L =E m~d2~) U=EMc(E, ).....0cieveuvss (7)
k=1 A= -
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L)
donde los E:. son conjuntos ajenos y medilles tales que [a,b)=U E'c

k=1
Igual que antes, se define entonces la integral inferior como el
sup de los reales L y la integral superior como el inf de las V.

Estas dos caracterizaciones hicieron posible ver que una
generallzacit;n del concepto de medida vy medidbilidad comluciria a
umna generalizacién del de 1integral e integrabilidad. En otras
palabras, supongamos que M denota una clase de conjuntoz medibles
que contiene a los conjuntos Jordan-medibles, Yy supongamos que sSe
define una medida w(E) para todo conjimto E de M que coincide con
c(E) cuando E es Jordan-medible. Entonces la primera de estas
caracterizaciones de las funciones Riemanmn-integrables, . (6),
sugiere que el concepto de integrabilidad podrfa extenderse a
cualquier funci6n f cuyo correspondiente conjunto E pertenezca a
M. La integral de 1 quedarfa definida entonces, por

b

£ = B(EY) -B(E7).

a

Anélogamente, la segunda caracterizacién. la 1igualdad - (T7),
sugiere definir integrales inferior y superior respecto a M,

b -b
"j 4 v *\ r
-—a a

como el sup de las L* y el inf de las U" donde las sumas son

n
" -
* =F mhmcnk) v v =
Rzt k

"M

JwTE

dorde ahora E,. pertenece a M. Entonces e
rs*st‘jrst
\ -a - a a

Y podrfa decirse que f es integrable ai
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Claramente, estas dos carécterizaciones, basadas en una

ampliacién del concepto de medibilidad, representan una
generalizacién de la integral de Riemann. Cuando M denota la
clase de 1los conjuntos Lebasgue-imedihles, las definiciones
corresponden a la Integral de Lebesgue para funcianes acotadas.

Fue esencialmente a través de eate tipo de consideraciones
que Lebesgue 11e96 a obtener su generalizacién de la integral,
cuyo desarrollo histSrico requerirfa un trabajo por separado.
Dejemos simplemente anotado el hecho de que 1la teoria de
lntegraclén de Lebesgue, surgida a principios del siglo XX,
resolviod los problemas que se habfan presentado previamente en la
teorfa de Riemann, con base, por supuesto, en una serie de
contribuciones desarrolladas por diversos matemAticos antes de su
trabajo. Especfficamente. las definiciones, teoremas vy ejemplos
que emanaron del trabajo de estos mateméticos, hrindaron a
Lebesgue dos instrumentos fundamentales para 1la fundamentacibn de
an teorfa: un desarrollo pleno de un punto de vista teérico sobre
la medida, y una serje de problemas tedricos que fueron
descubiertos dentro del contexto de la definicién de integral de
Riemann (algunos de ellos fueron mencionados en 1la seccidn
anterior).
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