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Compra la verdad, y no la vendas;
La sabidurifa, la ensefianza

y la inteligencia.

Pr 23:23

PROLOGO

En el presente trabajo se presenta el material necesario para entender el Teo-
rema de Gauss-Bonnet y su demostracion. Para tal efecto en el capitulo uno se
construye el tensor de curvatura, de una forma geométrica, para variedades enca-
‘jadag en un espacio cuclideano, con la métrica y derivada covariante inducidas por
éste. Posteriormente en el capitulo dos, se definen los conceptos de la geometria
diferencial enf el lenguaje modermo y se prucban los teoremas y proposiciones mds
importantes que dan las herramientas necesarias para cnunciar y probar el Teorema
de Gauss-Bonuet, asf como ver que estos conceptos generalizan a los que se mane-
jaron en el primer capitulo. En el capitulo final se enuncia y prueba el Teorema de
Gauss-Bonnet, haciendo uso de los conceptos y resultados obtenidos, asi como de
teoremas cldsicos bien conocidos de la Geometria y Topologia Diferenciales.

El material del primer capitulo fué tomado casi en su totalidad (salvo ciertas
omisiones) del curse “Geometria Ricmanniana” que dicté el Dr, Santiago Lépez de
Medrano en el XIX Congreso Nacional de Matematicas de la Sociedad Matemdtica
Mexicana celebrado en Guadalajara, Jal. en noviembre de 1986. El material del
segundo capitulo consiste de las definiciones y resultados que se encuentran en
la mayorfa de los libros de texto, en su oportunidad se citan los mismos, y es
conveniente revisar la bibliografia para encontrar los detalles que no se incluyeron
en el trabajo. La prucha del Teorema de Gauss-Bonnet que se presenta, es la que
di6 Chern en el articulo {Ch].

Agradezco especialmente al Dr. José Seade, por la dircccién del presente tra-
bajo, asf como por el apoyo y amistad que me ha brindado. Asf mismo agradezco a
los doctores Xavier Gomez-Mont, Santiago Ldpez de Medrano y Marcelo Aguilar,
por el apoyo que me han dado y por sus acertadas sugerencias gracias a las cuales
este trabajo presenta su actual forma; ademds de agradecer a todas las personas
que de alguna forma han contribuido a este trabajo. Finalmente y no por eso en
menor forma, agradezco a la M. en C. Ana Irenc Ramirez por la orientacion, apoyo
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CAPITULO 1

§ 1 INTRODUCCION

En este capitulo, nos ocuparemos de construir objetos que nos digan en que
medida deja de ser plano un subconjunto (variedad) de R"*¥ con cierta estructura.
Para csto seguiremos dos enfoques o puntos de vista.

Enfoque 1° : Se refiere al hecho de si la variedad es parte de un plano (estd
contenida en é1).

Enfoque 2° : Se trata de ver si es posible representar “fielmente” la variedad
en un plano.

En el curso del presente capitulo precisaremos esto,

Respecto al primer enfoque, tenemos situa-

e ' ciones como la siguiente: Dado un plano en B3
/) . y dos puntos en &), la recta en 82 que los une
estd contenida en el plano; lo que no sucede

para cualquier superficie; por ejemplo, un casquete esférico no contiene la recta
en R%; lo cual nos muestra que la tierra no cs plana en este sentido, lo que nos
dicen que crefa Coldn, ya habfan demostrado
los griegos, y aparcce en la Biblia {SAL8:27 y
PRrROV40:27)

Lo que sucede, es que comparamos la geo-
- metria del objeto en cuestidn con la del espacio
ambiente (hablamos de rectas en &®). Por csto, llamamos a este cnfoque extrinseco,

Para el segundo enfoque no requerimos del espacio ambiente, sino comparar la

geometria de la variedad en cuestién con la geometria del plano. Por ejemplo en

la esfera, los dngulos de un tridngulo

Semmereee= o gyyman més de 7y en el plano suman

/ A ,-/ 7, esto nos hace pensar que no podre-

S ! mos representar a la esfera fielmente

' en un plano, como lo intentaba Mer-
cator.

Es claro que si algo es plano respecto al primer enfoque, también lo serd respec-
to al segundo, pero como veremos en el siguiente cjemplo no siempre se da lo con-
trario. Consideremos un cilindro parabdlico,
la superficie obtenida al doblar una hoja de
papel en forma de pardbola, es claro que no
estd contenido cn un plano pero sf tiene una
representacién en un plano (desdoblando),

Utilizando la riqueza del espafiol, deci-
mos, bajo el primer enfoque algo estd plano y b'\JO el scg,undo algo es plano.



§ 2 DEFINICIONES

Definicién 1.- El espacio tangente a " en p {p € B"), es el espacio vectorinl de
los vectores tungentes en p o curvas que pasan por p, se denota por T,R". Como es
isomorfo a B" en ocasioncs los identificarcmos,

Definicién 2.- Dado U C B" abierto, o:U — B™** diferenciable y p € U,
la diferencial de  en p es 1a aplicacién lineal
dipp = Dipp: TyR™ — Tp(yR™FF,  definida como sigue:

dado v € T,R", por definicién cxiste a: (—¢,¢) — R” con «(0) = py a'(0) = v,
entonces, Dipp(v): = §'(0) donde f = poa (s un hecho, of cual no probaremos que
Dy, (v) estd bien definida, es decir no depende de a).
Definicién 3.- Una variedad diferencioble AM™ de dimensién n, es un subcon-
junto M™ € R"** | tal que para cada p € M existe U C R” abierto y o: U — B™*¥
inyectiva y diferenciable, €% (la llamaremos una parametrizacidn), tal que p(U)
es vecindad de p en M (con la topologia inducida por IR"‘””) y dipq cs no singular
para todo ¢ € U (i.e. o es regular).
Definicién 4.~ Dado un punto p € M, cl espacio tangente a M en p, que
denotaremos ‘por TpM, es TpM 1= Do, (T,RB") donde (g} = p; esto es, el espacio
de todos los veetores tangentes en p, a curvas en M que pasan por p {y que no
depende de ). .

Obsérvese que To,M C T,,L‘E"J'k(:x R"""") es subespacio, lo que nos permite
considerar a T, M como un espacio con producto interior (la restriccién del producto
n escalar en R"F) decimos que

TN\ M™ tiene la métrica inducida
7 por R"FE,

S ( \
S \ J /
3 -y - Definicién 5.- Sean M" y N"
¥ S variedades diferenciables, deci-

¢ J ¥ mos que [:M™ — N® es di-
ferenciable, si ¥~ lofop =

- ) > Q ) J:U — V es un difcomorfismo

s Q F A entre abiertos de R", para cva-

. lesquicra (p,U) y (¢, V) para-

metrizaciénes de M y N respectivamente; si ademds f es biyectiva con inversa
diferenciable, decimos que f es un difeomorfismo.

Definicién 6.~ Una lsomelria f,-es un difcomorfismo, tal que para todo p € M

w,v € TpM se tiene

u-v = dfp(v) - dfp,(w),
donde df}, se define tomando curvas como en la definicién 2.
Cuando decimos representar en un plano, nos referimos a la existencia de
isometrias.
Definicién 7.- Bl haz longente a la variedad A", es la variedad diferenciable de
todos los vectores tangentes a Af; esto es, comno conjunto es:



™ & Y{T.M|p € M}

Obscrvamén. Las construcciones que haremos en este capitulo requicren de una
sola parainetrizacién, por cso consideraremos una sola carta, esto es, una sola pareja
(¢,U); aunque cs posible hacer estas construcciones en toda la variedad. Es im-
portante notar qur localmente el haz tangente es un producto (no globalmente}, de

hecho para una carta (p, U}, tenemos que
UxR" — TM

dada por (x, .él uic;) - (59(5)’ i‘ ‘“gﬁ)

=

es un difeomorfismo.

§ 3 CURVAS

Comencemos con el caso n = 1, con variedades de dimensién 1, curvas, i.c.
] CR—-R"™F talque of(t) A0 paratodat el

Un caso particular son las rectas de la forma o:R — R, o(t) = v + tw con

v,w € B'**, que llamaremos rectas a velocidad

unlforme, pucs o'(t) = w el vector velocldad es

constante.

Observamos que, en este caso o”(t) = 0, y
podrfamos pensar, esto nos mide qué tanto deja de ser recta una curva, pero veamos
qué pasa si reparametrizamos.

Definicién 8.- Dada una curva c: I — B*™* una reparametrizacion de a es, una
curva B:J — R, tal que existe una funcién h:J — I invertible y diferenciable
(un difeomorfismo), con § = aoh.

Si reparametrizamos ¢ como g1 = ooh, no se tiene por que cumplir o} =0 &
pesar de seguir teniendo una recta.

Dentro de todas las reparametrizaciones de una curva ¢, nos interesan aquellas
cuyo vector velocidad ticne norma unitaria, ie. ||&/(t)]] =1 paratoda t€ 1T, las
cuales lamaremos curvas parametrizadas por longitud de arco.

Definicién 9.- n es un vector normof a la curva « en aft), si of(t) +n =D,
Para 7 una curva parametrizada por longitud de arco, tenemos:
@l =1 = [IF'@fF =r'(t) () =12
y derivando resulta
| . 2r'(t) - "(t) = 0,
luego el vector r/(t) s normal a la curva en 7(¢t), para cada t.
Supongamos 0 € I,7(0) = p, fijaremos nuestra atencién en el siguiente vector,

Definicién 10.- El vector de curvatura cs

k() = r"(0).



Ahora, nuestro problema ¢s: dada una curva encontrar L(p), para o cual debe-
mos reparametrizarla por longitud de areo y lo harcmm como sigue:

Dada o curva regular arbitraria, consideremos s{ fo fla’(u)||du (donde
a{0) = p), funcién cuya derivada cs distinta de ceso, pum a'(t) # 0 para toda
t; aplicindole el teorema de la funcidn inversa obtencmos una funcién ¢{s}, de
forma que r(s) = a(t(s)) cs una curva parametrizada por long,itud de arco, pues

I/ (s)ll = fla'(t(s)) /I (¢(s))}lf = 1, y ahora si podemos considerar k(ﬂ)
Observacién.- Acabamos de probar que toda curva regular se puede parametrizar
por longitud de arco.

Definicién 11.- La curvotura de una curva regular o en p es ¢l escalar:

WG = & ().

Obscrvacién.- La definicidén anterior cs vdlida por el siguiente hecho: dada una
curva o, sélo hay dos vectores unitarios tangentes a ¢ en cada punto, por lo tanto
L sélo hay dos parametrizaciones por longitud de

/ ? \ /G arcoTy T,y cumplen () = r{~t}, derivando

" dos veces tenemos, k(p) (0} = r{'(0).

En vista de que no es facil reparametrizar una curva por longitud de arco,
daremos una forma alternativa de saber cuando X{p) es cero. Sean @ y o una
curva y una reparametrizacién (o) = aoh}, tenemos:

(1) = (W) + RO - - - - - (1)
si descomponemos af y af, en sus componentes tangencial (en la direccién del
vector tangente) y normal {ortogonal a la anterior), intuitivamente son: la com-
ponente del cambio del vector tangente en la direccién de la curva mismae, y nos

Y o’ da informacién de qué tan uniforme-
~ mente se recorre la curva, y la compo-

! -y H
/ &;/\:\} T nente en la direccién normal, nos dice
T O qué tanto cambia de direccién el vec-
' ‘ tor tangente, i.e., qué tanto se curva

- 1a curva, respectivamente; tenemos
o d' ="+ "ty vy ef(t) = (t)r + o (N
y de (1) se tiene af(t) h'z( t)a"(h(t)) N, donde A'(t) #0 pam toda ¢, en parti-
cular si @y = r parametrizacién por longitud de arco, entonces af{t)r =0y por lo
tanto:

k(p) = a"(O)w /1o (O))1%

La funcién X (p) resuclve el probléxnu de medir respecto al primer enfoque, qué
tanto deja de ser plana una curva.

Definicién 12.- Dada una curva &, lo longilud de arco de afto) & aft;} es

(3]
[ o

4



Proposicién 1.- Si 7 cstd parametrizada por longitud de arco, entonees la longitud
de arco de 7{lo) » r(l1) es Lo — ¢y. 0]

La demostracion es inmediata, esto justifica el nombre de parametrizacion por
longitud de arco.

Observacién.- Como una isometria es una funcién que preserva las distancias
(hecho que no probarcmos); por ésta proposicién, las parametrizzciones por longitud
de arco son isometrias, es decir, nos dan una representacion fiel de la curva en una
recta (I C R); como éstas sicmpre existen, bajo ¢l segundo enfoque todas las curvas
son planas (o rectas), lucgo las curvas no se pueden curvar intrinsecamente.

§ 4 CURVATURA EXTRINSECA

Trabajaremos en M™ C R"** varicdad D

diferenciable, con carta {p,I}. Como ¢ es M/ e
4, 2%
/

regular, para cada z € U tenemos que
dps: T:R™ = T(z)M es inyectiva, y por lo 1
tanto {dp(e;) = 'gfl:}?zl la imagen de ;| t’
{e1,...,€n} (base canénica de R" = T,R") NS
s base de T () M. SN
Tenemos Ty(M C Ty(yR"** = B™** ¢s subespacio de dimensién n, a su
complemento ortogonal lo llamamos N, M = (T,M)*t, es tal que T,M @ NpM =
T,R"** y lo llamaremos el espacio normal a M en p.

0\\'

Omitiremos la demostracién de los siguientes hechos :

Como estamos trabajando en variedades que constan de una sola carta, existen
campos vectoriales suaves en B™** {11,.. ., Y}, definidos para cada p € M, tales
. que {Y1(p),...,Yi(p)} es base de N,M (cn el caso de variedades que no se pueden
cubrir con una sola carta, hacemos csto localmente).

Dado un campo vectorial definido en M (o en un subconjunto), existe otro
campo vectorial (no necesariamente dnico) definido en una vecindad de M en Rk,
del cual es restriccién, :

En ésta scccidn, -construiremos un objeto de modo que bajo el primer en-

foque nos diga en que medida deja de ser plana una variedad. Paru esto sigamos

la idea de observar el mdstil de un

. barco, como sabemos este se “acorta”

5"'\4?1\ o cambia de posicién cuando el barco

' T se aleja del punto de observacién en
cierta direccién.

Para scguir ésta idea, considere-
mos ¥ € NoMyveET,MconpeM
(la. idcn del mastil y la dircccién en
que sc aleja). Sean o:I — M con o(0) = '(0) = v, una curva adaptada a
v (no s tnica), y un campo Y:W — 1 ” (TUR'H es ¢l haz tangente), tal que

5



Y(x) € N.M para cada z GW, donde W cs vecindad de M en Ry ¥(p) = v.
Considero Y (t) = Y({o(t)) que corresponde a las posiciones de los mistiles, nos
intercsa lo que sucede en p, por eso nos fijarcmos cn 7’(0), pero como en ¢l caso de
las curvas lo descompondremos como sigue:

Y'(0) € T,R"** = T,M © N,M, asi, T'(0) = T(0) + Ty (0).

Intuitivamente ¥y (0), la variacién de ¥ en la direccién normal a M, me mide
cuanto cambia ¥ cn la dircceidn de sf mismo (normal), como se estira, gira, ete.
pucs no hemos puesto restricciones sobre ¥ en este sentido (los madstiles si tienen
restricciones).

En cambio 7{1« (0), la variacién de Y en la direccién del espacio tangente, me
da inforinacién de la forma de M, de la variacién que estd obligado a tener Y por
ser normal, pasar por v, ¢ ir en la direccidn v; pues probaremos que 7;-(0) s6lo
depende de v y v,

Proposicién 2.- _17;.(0) sélo depende de v y v, es decir, si 0 y ¥) son otros curva
y campo, tales que 0;(0) = v y Yi(p) = v, entonces para Y, = Yyo0; se tiene
=l -
Y,(0)r =Y (0)7. .
Demostracién.- Basta mostrar, 7’1 (0) - 7'(0) tiene componente tangencial igual
a cero, o cquivalentemente, w - (¥1(0) — ¥'(0)) = 0 para toda w € T,M. Sea
w € TpM fija, arbitraria, sea X un campo vectorial definido en una vecindad
de M de forma que restringido a2 M es tangente y X(p) = w. Sea X(t) =
X(o(t)); como X es tangente y Y es normal, se tiene X{o(t)) Y(t) = 0, derivando
— - —
Dy(yX(o'(0) - ¥(1) + X() - ¥'()) =0
y evaluando en cero tenemos:
-t
D X(v)rv+w-Y{0)=0 - -~ -~ - - - 2)
si hacemos lo mismo para Y] tenemos
. U
DpX(v):v+w-Y,(0)=0
y restando hemos terminado. [n]
Definicién 13.- Definimos A, como sigue:
Ap: NoM >_<_’7T‘,,M — TpM
. (v,9) — T'(0)1 = Ap(w,v).

Intuitivamente, Ap(v,v) no depende de como se estire Y, sino de la forma de
la variedad M, esto es, por muy derecho que quisicramos construir V, dste estd
obligado a tener ésta componente en su variacién en la direccién de v, por el hecho
de ser normal a la variedad,

Observacién.- La construccién de Ap depende de que pudimos ver como varfa un
campo normal a M “desde afuera”, es decir, usamos cl espacio ambiente.

Proposicién 3.- A, es un operador bilineal,

Demostracién.- Sea {w;}., base ortonormal de T,,M, y X los campos corres-
pondientes como en la demostracién anterior, de la férmula (2) de la demostracién
anterior tenemos que para w € TpM, ‘



DpX(v) v = —uw Y (0),
asi,
- n
Ap( v) = YI(O)T = L(wi (0))wu == L(Dn‘\ (v) - v)w;,
=1
por lmcuhdnd delas DpX;y la 1)1)mc1hd'1d del producto cscalar tenemos el resul-
tado. 0

Consideremos por un momento el caso k = 1 (codimension uno), M ¢ R™*!
una hipersuperficie; en tal caso para p € M NpM cs de dimensién uno, esto nos
permite escoger uno de los dos vectores unitarios, digamos
N, e NyM C T,,R"'H o R™! lo cual nos da una aplicacién suave

G:M — §"
pr— Np
llamadu la aplicacién de Gauss; tenemos para cnda punto p :
Ap:TpM — T, M dada por A4,(v) = Ap(G(p),v)
que cs la diferencial de la aplicacién de Gauss, y nos mide como “cae” Nj, al moverlo
sobre M en la dircccidén de v.

En el caso general, cuando la variedad no se puede cubrir con una sola carta,
necesitamos para cste andlisis la hipdtesis extra de que se pucde definir esta apli-
cacién G continuamente en toda la variedad, decimos asi, que M cs orientable.

. Veamos unos cjemlos:

Consideremos el cilindro de la figu-
ra, para cada p € M hay dos direcciones

distinguidas, los vectores propios de Ap, vy
é\)x/\ ¥y va, y son tales que 4,(vy) =0y Ay{v,) =
Avy, es decir, al mover Np en fa direccién de
vy no “cue”, pero al moverlo en la direccidn

de v; “cac” en Ja misma direccidén de vy, ¥y
para cualquxer otra direccién, el vector Ny, “cac” en la dircccién de vy.

N F
"Jx

Para un casquete esférico no hay
direccidnes privilegiadas, pues el vec-
- tor N, siempre “cae” en la misma di-
reccién en que se mueve, Ap = ’\IT,,§"

En un clipsoide, se puede ver, hay dos direcciones distinguidas en las cuales el
vector N, cae “mis™ y “menos” rdpido, respectivamente.

: Pe ‘\ Otro ejemplo interesante es el de
AT Ne un punto silla, aqui tenemos un valor

o 2, propio positivq y uno negativo, en urfa
’ direccién el vector normal “cae” hacia

| atrds, al avanzar en esa direccion .

Como vemos en los ejemplos, en el caso de codimensién uno, s¢ puede sacar
mucha informacién de la aplicacién 4, (vectores propios, valores propios, ctc.); pero
en general es més dificil (para k # 1).



Enseguida haremos otra construccién aparentemente diferente, para entender
ésta aplicacidn mejor:

Consideremos vET,M y 0: -+ M cur-
va adaptada a v, es decir, ¢'(0) =v, o(0) =

U”I//;.“~$‘ - P

oy s S '

T Nos preguntamos ;,qué tanto se curva
-~ T

----- o?, para csto debemos observar o'/, y ahora
lo descompondremos en sus componentes .
tangencial y normal a la variedad (no a la misma curva como antes):
0"(0) = ¢"(0)n -+ 0"(0)r con o"(0)y € T,M y 0" (0)y € NpM.

Sc tiene como antes 0”{0) v, es la componente que debe tener toda curva por
estar contenida en la variedad, y pasar por p con velocidad v, por mds “derecha”
que tratemos de ponerla.

En cambio, 6"(0)7 cs responsabilidad de la curva y nos mide qué tanto se curva
o en la variedad.

Tcncmos una aplicacién
Cp:TpyM — NyM dada por Cp(v) = o"(0)n
con la siguiente propiedad: Cp(Av) = A*Cy(v) (basta tomar o) (t) = o(M) ); esto
nos hace suponer que proviene de una aplicacién bilineal, buscamos:
By ToM X TpM — NpM tal que Cp(v) = Bp(v,v).

Observamos que, para definir Cp, ¢l vector v se usé en dos sentidos, pues da la
direccién en la que se deriva ¢l campo al cual el mismo dié origen (el campo o'(t)),
desdoblando estos papeles:

Sean v,w € TpM y X un campo de vectores definido en una vecindad de M,
tal que X(g) € T,M para toda ¢ € M y X(p) = v, considero ahora DX(w) y su
.. componente normal,

Definicién 14.- Se define Bp: TpM x T,M — NpM por Bp(v,w) = DX (w)y, la
segunda forma fundcmentol

Observemos, por la definicién de diferencial, para o curva adaptada a w, y
X(t) = X(o(t)) se tiene By(v,w) = X'(0)y. Ademis por definicién By(v,v) =
Cp(v). f
Proposicién 4.- B, cs bilincal y estd bien definida (i.c., sélo depende de v,w €
T, M).

Demostracién.- Scan X; y o, otros campo y curva, tales que X(p) = vy 0}(0) =

w, debemos demostrar _X,(O)N =X, 1(0)y o que para toda v € NpM u- X'(0) =

u- :\7'1( 0). Para csto, sca u € NpM y Y campo vectorial definido en una vecindad

de M, tal que su restriccién a M es normal a M y Y(p) = u; asi, Y (o(t))- X(t) = 0

y derivando Dy ()Y (0'(t)) X(t)+Y(a(t) -Y'(t) = 0, evaluando en cero, tenemos:
u-X'(0) = -DY(v) - w

. . <#! sy . ) .
y haciendo lo mismo para X, (0) tenemos que B, estd bien definida y ésta expresién



nos da la bilincalidad. ' I

Con esto tenemos que, B, (v, w) es la componente de la variacién de todo campo
tangente & M cn la dircceidn de w, y que en p vale v,

Observemos que las definiciones de B, y Aj, son duales, pues para A, conside-
ramos la componente tangencial de la variacién de un campo normal a lo largo de
una curva, y B, ¢s la componente normal de la derivada de un campo tangente a
lo largo de una curva, Para relacionar estos dos operadores consideremos:
vENM , v,weT,M , g curva adaptada uw v y X,Y campos definidos cn una
vecindad de M, tales que para toda g€ M se tienc que X(g)€TyM,Y(q)e N M y
X(p) =w, Y(p) =v, y scan X(t) = X(o(t)) y Y({t) = Y(o(t)), entonces como

X cs tangente y Y es normal a M: X(t) - Y(t) = 0 para toda {, derivando
X - Y(t) +X(t) - 7'(t) = 0, evaluando en cero y descomponiendo tenemos:
0=X([O)y v+ X (Or-v+w YO y+w-F'(0)r=X0O)n v+uw-7 (0
hemos probado la siguiente proposicién:
Proposicién 5.- Los operadores Ay B, cumplcn para n € Ny M, v,w€TpM la
siguiente relacién:
Ap(vyv) w4 B,,(v,w) v=0

Observacién.- Esta relacién me permite conocer B, a partir de A, y viceversa.
Proposicién 6.~ B,: T,M x T,M — NyM, es una aplicacién sxmetnca
Demostracién.- Usaremos la parametrazacién ¢ para exprcsar a Bp. Sabemos
{g,‘ [p:i =1,...,n} s base de TpM Sean v,w € T,M , 0 y X el campo y la curva

. n
_ correspondientes, luego, v =Y, a. ol w= Z b8 T lpe
. =1

" Sea u(t) = o o(t)) y X(p(z)) = }L_': bi(z) 2 72|z para cada z € U y restringiendo

':-‘
a u tenemos X t) = Z b;(t) 22 (u(t)}, derivando

dz;
n 83 du;
X = szldb' u(t)) T ())+‘§1bs("(t))aza%;7'?(t):
pa , evaluando en cero, proycctagdo en ¢l espa-
I —> M cio normal, y observando (0} = a; y

bi(u(0)) = b; tenemos:

_— n U
'XI(O)N E (hbj(’agx”—_f‘.‘)]v que nos da otra

vez la bilincalidad y por la simetria de las parcmles tcrmmamos (n]
Observacién.- Apy:TyM — T,M dado por Ap,,,(v) = Ap(v,v), para v € N, M
fijo, por lo anterior s nutoadjunto, todos sus valores propios son reales y se cono-
cen como las curvalturas principales; los vectores propios forman una base orto-
gonal y se conocen como lag direcciones principales (intuitivamente indican en
cuales direcciones el vector n “cae” mis o “menos” rdpido). A partir de los A, ,, se
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puede caracterizar una vecindad de p como alguna de lus formas candnicas (puntos
clipticos, puntos silla, ctc.).

Observacién.- Para 7 una curva parametrizada por longuitud de arco se tiene de

la definicién 10:
—)

Cp(r'(0)) = k(p).
Con cstos tres operadores A, Bp, Cp, los cuales se anulan simultdncamente (si
uno es identicamente cero en un punto lo son los tres), hemos construido los objetos
que querfamos para medir la curvatura extrinsecamente.

Observacién.- Para terminar observemos, dada T: R™* — R™** isometriay M C
R"** variedad diferenciable, por la definicién de los operadores ApyByy Cp, resulta
que se preservan bajo T, es decir, para

p €M, DI(A(n,v)) = Az (DTy(n), DT,(v))

y andlogamente para B, y Cp.

§ 5 CURVATURA RIEMANNIANA

Nos ocuparemos ahora del segundo enfoque. Diremos que una variedad M es
plana, si existe una isometr{a ¢ de un abierto de R" en la variedad M™", no si estd
contenido en un plano como en el caso anterior.

((,' 72 R Como observamos al final de la seccidn 3, para

ucE" las curvas (dimensién 1), las parametrizaciones por

. *  longitud de arco nos resuelven el problema de re-

presentar fielmente, por eso, este problema deberd involucrar por lo menos dos
dimensiones,

Dada 0: ] — M" tenfamos " (t)=0"(t) x + 0" (t)7, donde 0" (t) y=Co(yy(c’(t))
depende tdnicamente de o'(t), es la componente que estd obligada a tener 0”; en
cambio o4, depende especificamente de la curva, ésta componente de la aceleracién
habrd curvas que la tengan mayor, menor o cero.

Nos interesan curvas en M con la menor aceleracién posible, pero lo mds que
podemos pedir es o4 cero, pues sabemos que o)y depende no de la curva sino de la
variedad M, tenemos la siguiente: :

Definicién 16.- Una geodésica es una curva 0: I — M tal que 0”(t)r = 0 para
tedatel. :

~ Las geodésicas, son las curvas en M “mds derechas” en este sentido. Dada una
curva g, el campo o”(t)r mide que tanto deja de ser geodésica o.

Definicién 16.- La curvatura geodésica de o en ¢ es of:(t).

Para generalizar esta definicién, no sélo al caso del campo de vectores tangentes
a0, sino a cualquier campo de vectores a lo largo de o, recordemos que dado X, un
campo vectorial tangente a M y o una curva en M, para X(¢t) = 2(o(t)) tencmos
-fl(t) = :\;I(t)N + _X'(t)r, donde —f'(t)N = B,,(g)(o’(t),:f(t)) s la componente
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obligada por ser X tangente, sin embargo T'(L)T sc puede tener o né, esto da

origen a la siguiente:

Definicién 17.-La derivada covariante del campo X en la direccién de o'(t) cs
5! r D

X (t)T = Dal(l)k = ;,)TY(C).

s la proycccién al plano tangente a M de la derivada direccional usual. Con
esta definicién, la curvatura geodésica es la derivada covariante del campo de ve-
locidades de un curva en la direecidn de él mismo.

Definicién 18.- Un campo X de vectores tangentes a M cs paralelo a lo largo de
una curva @, si Doy X{t) = 0 para toda ¢.

Las geodésicas son curvas tales que el campo de vectores tangentes a lo largo
de ellas mismas cs paralclo.

Nos preguntamos ahora si dado p € M y v € T, M cxiste una geodésica en M
que pase por p con velocidad v; para responder a esto analicemos lo que sucede en
coordenadas locales.

Sea {U,p) la carta de M" y supongamos o: ] — M es una curva, sea u(t) =
‘ n
v~ 1o (1)), entonces o'(t) = 3 gﬁz%(u(t))uf(t), derivando

o) = 3. Bul() + 3 p (u(t)ullt)ul(e),

1 £,y=1

i
™=

1)

ara que ¢ sca geodésica nos interesa que su
para q geod t qQ
__._ q > 1 componente tangencial o equivalentemente sus
/—'.—"_ .
A proyecciones en la base {g—f—_} sean cero, es de-
N/ iy .
~ 8% B8p it 8p , 8¢ 1 — s
o f 2 e T ui L 5h syl = Opura
v §,5=1 =1
. k=1,...,n
Denotamos g;; = -.gf—,gf_, los llamados coelicientes de la métrica. La matriz
v 3

(i) s la matriz del producto interior restringido a T, M respecto a la base { —gf‘; )
y es por lo tanto invertible; esto me permite despejar las !/, y obtener un sistema
de ecuaciones diferenciables de segundo orden, por la diferenciabilidad que hemos
supuesto siempre tendrd solucidn local dadas condiciones iniciales de posicién y
velocidad (p y v), luego existen las geodésicas que queremos.

PN 1 B -
Denotaremos Tyjy = Bz,0%;  Ozx’

89ij . 8l | Op  Yp , B _ D, 4T
Brx Bz 0zn 31’. + 9z, ' Bz 0z I‘;k; +I‘,k:

usando la simetria de los primeros indices de las T';;x obtengo que se pucden expresar
en términos de las gi; y sus derivadas:

Definicién 19.- Dada ¢ una curvay v € TpM, con o{0) = p; un campo X paralelo
2 lo largo de o, tal que X(p) = v, se dice s el transporte paralelo de v a lo largo
de o.

y observamos:

Un campo X e¢s paralelo a largo de o si:

11



.[\/jz

ai()Fizu(o(t))u] ()":() parnk=1,...,n

e

—

ai{t)gin{o(t)) +

$,7=1

-

. n
donde X{(t) = Y a (()a—:"r?-, corno para el caso de las geodésicas, tambidn existe
i=1

stempre ¢l transporte paralelo.
Observacidn.- Las gij (v sus derivadas) determinan las geodésicas y el transporte
paralelo.

Teorema.- Sea f:M; — M; una isometria, entonces, f manda geodésicas en
M, Bcodésicas y campos paralelos en campos
> paralelos.

o

Demostracién. Sca (p,U) carta de
j\‘ M, consideremos ¥ = fop, entonces,
ol ($,U) cs carta de My (pues f cs d\fco-
morfismo). Tenemos D f( ¥ de ) = g;", y

como f es isometria:

9y = Dy 8“’) Df(-Q'f’) = gf . 3{1 = giy, esto ¢s, las funciones
gi; de Ml en (gp, toman el misme valor que g;; de Mz en (1, U) bajo puntos
correspondientes, por la ebservacién anterior, esto prueba el tecorema. ]

Bajo este segundo enfoque, nos interesa medir qué tan dificil es que una variedad
sea isométrica a un abierto de &", para eso, considercmos un ejemplo. Trataremos
de construir una isometria f de B? cn §? la esfera. Usaremos el hecho de que las
geodésicas en §? son los circulos méximos.

Sea p = f(0), la imagen del ¢je
X serd un circulo méximo al que con- ]

!

sideraremos como el ccuador con vee- S| L)

tor tangente Dfp{e;) ortogonal a { ‘

Dfo(eq), la imagen del eje ¥ serd el wl‘, _______ S
£

meridiano por p, la imagen del punto
(t,0) es un punto py en el ccuador a
distancia ¢ de p, la imagen de (0, s) es ¢ en ¢l meridiano por p a distancia s de
P, la recta z = ¢, tendrd como imagen el meridiano por py, por lo tanto, el punto
(t,s) tendra imagen g en el meridiano por p; a distancia s de py, la recta y = s
se transforma en un paralelo el cual no es geoddsica, pero csto no serfa posible si f
fuera isometria.

Centraremos nuestra atencidon en esta dificultad, el objeto que construirémos
nos medird, qué tanto dejan de ser geodésicas las curvas obtenidas al “trasladar”
o “empujar® una geodédsica en determinada direccidn (lo que en ¢l cjemnplo es el
paralelo que empujamos una distancia s del ecuador), o mds gencralmente, dado
un campo paraleloa lo largo de una curva, lo “empujaremos” en cierta direccién y
veremos que tanto deja de ser paralelo.

Sean M™ variedad diferenciable p € M, v € Tp,M, 0:1 — M la tdnica geodésica
tal que o(0) = py o'(0) = v, y sea w € T,M. Primero empujaremos a o en fa

1
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dircecién de w. DPara esto sea X{t): T TM(de U T:M) el campo paralelo a lo
2EM

largo de o con X{0) = w, para empujar a ¢ lo mds “parcjo” posible en la direccién
de X consideremos:

Paracada t, 541 Ji — M la geodésica Iy(s) tal que ,(0) = o(t) y T}(0) = X(t); por
la compacidad de T podemos considerar
£ Clo) Jy = J para cada t en I, tenemos:

Definicién 20.- Se define:
PRy DI xJ -»_M dada por Z(t,s) = Ty(s),
/ "~ X resulta diferenciable (pues las solucio-
nes de las ecuaciones diferenciales que
(M\ definen las geodésicas, son diferenciables
como funcxon del p'lrmnetro y de las condiciones iniciales), y depende de v y w.

£,0)

Las curvas Z(f,sg) para sp fija son las {rasladadas de o y queremos saber si
s 1
son geodésicas o nd, luego debemos calcular su curvatura geodésica, la derivada
D

b . . A
covariante del cumpo 2(t,s0),esto es £ (42 (t, s0)), pero nos interesa su variacién

al desplazar o (s¢ = 0) por eso consideraremos £ (2> (9(0,0))); como derivamos

dos veces respecto a ¢ ¢s de suponer es cuadrdtico en v y por involucrar (inicamente
derivadas covariantes ha de ser lineal en w. Pero mejor analicemos el caso mds
general de empujar campos paralelos, desdoblando los dos papeles que estd jugando
v.

Para esto scan.v,vajw) € TM:
v1) Considero o: I — M la geodésica tal que o{0) = p y o'(0) = v;.
vz) Sea ¥:I — TM campo paralelo a lo largo de o, tal que Y(0) = v,.
wy) X:I ~ TM otro campo paralclo a lo largo de o, con X(0) = w,.
Sca ¥ como ¢n la definicién 20 (usando vy y wy), y sobre estas curvas considero:

Para cada t € I, sea Yi:J — TM el campo paralelo a lo largo de I, tal que

Y:(0) = ¥ (t), y como antes tenemos: et s\ ‘L6

Definicién 21.~ Definimos ) [ j ] L te®) (16)5)

Y:IxJ— TM como Y(t,s) = Yi(s), T el

tambien resulta diferenciable (correspon- 3@

de al campo %—? en ¢l caso v; = vg = 7" x“' X‘“L""‘) - EU‘ &)
. . . qe)

v); ¥ nos interesa saber si restringido a // X

la. curva (¢, sp) es paraleloses decir, de- Y’/ 7,. Sy T S/;"U'“

bemos calcular la derivada covariante de AN

Y (t,so) y ver su variacién en la direccién de w al pasar por p. Esto nos conduce a
la siguiente: '
Definicién 22.-

C Ry TyM x TyM x TyM — TpM
(Ux,wl,vz) - £28Y(0,0),

como veremos, sélo depende de vy, wy y vg, pero se acostumbra manejar como:
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Definicién 23.-

Kt Ty M X TpM x T M % TyM — R

(vyy w1, v2, wa) v — Rp(vy,wy,va) - wy,
se conoce como el tensor de curvalura Riemanniona de M cn p y resulta ser
(como enseguida veremos) una funcién cuatrilineal, definida para cada p € M.

Observacién.- Para definir a X no usamos la carta (i, U), es decir X, no depende
de una parametrzacién particular, luego podemos definirla globalmente en toda ln
variedad M.

Observacién.- Para definir X, usamos: geodésicas, campos paralelos y derivada
covariante, los cules junto con el producto escalar, son invariantes bajo isometrias.
Esto justifica ¢l decir que K, s intrinscco a la geometria de M.

Proposicién 7.- R, cs trilineal y s6lo depende de vy, w) y va€ T, M.

Demostracién.- Sabemos %‘% = D—t + B(Y, %’;) por las definiciones 14 y 17, si

derivamos respecto a s tenemos
8’y __ D DY 3 DY r 8% ax
§or = SO+ (S5 + 4B 50 50 + (&8 Ty
; ay __ 9%y
por la aey nicién 13, sabemos 0501 S5, con lo qau; ,
atas = m(( )T +B ( > 05 ) = AP( - P(Yv I)T)! J’[) + (dtBP(Y’ 0);))"’
ay)

pucs T = -—- = ya que Y (t0,0) es paralelo a lo largo de £(¢o, s); igualando
las componentcs tanyencnlcs de las dos expresiones, sc ticne:
N by
gior = An(BolY 50, GF) ~ Ay (Bo(Y, 57): )
evaluando en (0,0} y usando 22 A ](0 0) = Wy, m l(oo = vy, Y(0,0) = vg llegamos a:
Rylos,ws,0n) = FBE| = Ap(Bylun wa), 1) = 4(B o) ©

recordando la bilinealidad de A, y B, tenemos la demostracién. o

+ Corolario.- K, es tetralineal y solo depende de vy, wy,v2 y wa €TpM n

Observacién.- Recordando la relacién A,{n,v) - w = —Bp(v,w) « n que vimos en
la proposicién 5, de la expresién (3) teriemos: )
. Kp(vy,wy,09,w0) = Ap(Bp(va, ), 01) - wa — dp(Bp(va, v1),wy) - w0y =
= By(w1,w3) Bp(v2,v1) — By(vy, wa ) By (va, w1) = By(v1,v2) - By(wi, wa) = By(vi; wa)- By(wy, va) =

det| Bolvnsva)  Bp(vi,wa) | _ o

v, Wy, Vg, W
Bp(wr,va)  Bp(wi,wa) p(v1,w1, 02, 01)

donde al multiplicar en éste “determinante” lo hacemos escalarmente. Esto nos da
una forma de calcular Kp en términos de la segunda forma fundamental.

Para terminar, observamos algunas propicdades de K inmediatas de la sime-
trfa de B, y de las propiedades de determinantes: '
Kp(v1, w1, v, w9) = —Ip(wy, vy, v2,w2) = —Kp(vy,w1,w4,v2) = X, (v, w2, vy, w1).

También se cumple la identidad:
K,,(v;,wh V2, U)Q) -+ K,,(wl,vg,ul,WZ) - I(,,(‘Ug, Ui, w1,1l)2) =0
se conoce como la Identidad de Bianchl, y se demuestra haciendo el edleulo a pic
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usando la expresion del determinante.

Heinos construido para cada p € M un operador tetralineal, ¢l que conocemos
como al tensor de curvatura,

Detengdmonos un momento & ver lo que sucede si X, ¢s el operador cero para
todo p en alguna vecindad V en M™; en tal caso, esto implica que R, es también el
operador cero en dicha vecindad, esto quiere decir que %}i es un campo paralelo a
lo largo de las curvas Iy, esto es, que es ¢l transporte paralelo a lo largo de dichas
curvas del vecto %iﬁ {to,0), para cada ¢y € I; pero estos vectores son cero en vista de
que ¢l campo Y{t,0) es paralelo a lo largo de la godésica o; esto quiere decir que %%
es constante igual a cero en V' lo cual implica que el campo Y es paralelo a lo largo
de las curvas L{t,sp) para cada so € J fija. Aplicando esto al campo paralelo de
vectores tangentes a la geoddsica o, obtenemos que la curvas L(¢, so) son tales que
su campo de vectores tangentes es paralelo, csto es, son geodésicas. En limpio, si K,
es constante igual a cero en una vecindad, entonces en csa vecindad al “empujar”
una geodésica en cualquier direccién, obtenemos nuevamente una geoddsica; esto
nos sugicre Ja existencia de una isometria de la vecindad con un abierto de ®".
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CAPITULO 2

§ 1 INTRODUCCION

Hasta e] momento hemos dado una construccién geométrica del tensor de cur-
vatura, que nos ayuda un poco 2 entender que es lo que mide. Ahora lo que haremos
es generalizar los conceptos del eapitulo anterior, para variedades no solo contenidas
en algin R™**, Para esto introduciremos las variedades en un sentido mds abstracto,
y mancjaremos el lenguaje moderno de la geometria diferencial. Como la mayoria
de las definiciones y demostraciones que veremos s¢ encuentran en la mayoria de
los libros de este tema, hay inuchas de las demostraciones que no las daremos, pero
a cambio daremos la referencia de algdn lugar en donde se pueden encontrar. La
idea de este capitulo es, una vez que hayamos generalizado lo del capitulo anterior,
introducir otros conceptos con los que trabajaremos despuds.

§ 2 DEFINICIONES GENERALES

Definicidn!1.- Una variedad C¥-diferenciable M* de dimensién n, es un espacio
topolégico paracompacto A de Hausdorff y un sistema de subconjuntos abicrtos
@ = {Us}, con las siguientes propicdades:

i) - {Ua} es una cubierta abierta de M (ie. M CJUa).
o

ii) Para cada o se tiene, una aplicacién
PaiUs — R,
tal que P, es un homeomorfismo de U, en un abierto de R™.
iii) Para cualesquiera a y A, la aplicacién
paopy i 0p(Ua NUp) = R
¢s un aplicacién de clase C¥.
iv) & es maximal relativa a las condiciones ii) y iii).

En adelante supondremos k& = oo, es decir, las variedades diferenciables a las
que nos referimos son C%. Los conjuntos U, son llamados vecindades coor-
denadas; las aplicaciones pq o las parcjas (Uy,pa) son llamadas sistemas co-
ordenados o parametrizaciones; las aplicaciones pq 015" son los cambios de
coordenadas; ¥ si pg = (T1,..-,20): Uy — R" entonces cada z; es llamada la
i-esima funcidon coordenada en U, ‘

Definiciones?2.- Una aplicacién entre variedades f: M™ — N™ es, diferenciaoble

1 ver Schi cap. I teo. 1}y (2) y [Hic] cap. 1
3 ver [Sch) cap. 1 teo. (1) y (2) y [Uic] eap. I
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(o svave} en p e M; si existen Uy < M y Vg C N vecindades coordenadas, con
peU.y fp) € Vg, tales que thgo foptio,(Us) » BR™ es G, Decimos que f es
suave o diferenciable (a sccas) si es suave para cada p € AL, En particular st [ s
diferenciable, biyectiva, con f! diferenciable, decimos que f es un difeomorfismo.
Denotamos: C(M, N) las aplicaciones suaves de M en N, C®°(M,R) =
C®(M) y por C*{p) para p & M cl conjunto de funciones reales dilerenciables
en p. Como podemos ver C°°(A) y C°(p) son &lgebras sobre &, con las opera-
ciones usuales de suma, multiplicacién de funciones y producto por escalares.

v Definicién?3.- Una derivacion D en un dlgebra A sobre B cs, una aplicacién lincal
D: A — A, tal que:

‘ D(f-g)=f-(Dg)+(Df) g, paraculesquicra f,g€ A
Definiciones®4.- Un vector tangente a M"™ en p cs, una derivacién de C®(p).
El espacio tangente a M en p, denotado por TpM, es el conjunto de todos los
vectores tangentes u M en p, y resulta un espacio vectorial sobre B; con la suma de
funciones lineales como suma y el producto por escalares. Un campo vectorial en
M es una derivacién de C°°(M); y se puede hacer corresponder a una coleccién de
vectores tangentes, uno por cada p& M. Denotamos por X (M) al conjunto de los
campos vectoriales en M, el cual tiene un estructura de C°°(M)-médulo, en donde
definimos el Parentesis de Poisson como

X, Y]=XY-YXe€X (M)

Observamos que para [ € C®({A{) constante y X & ¥ (M) se tiene X[ = 0.
Para zy,...,2, un sistema local de cooordenadas alrededor de p, considercmos los
vectores (3%),, dados por

.o ~1
()50 = 2520 (1) .
para [ € C*(p) donde (U,cpz es la parametrizacién (o carta) correspondiente a
Zy,..., Ty, Estos vectores {(2}:‘—‘7)1,,}?=l forman una base de TpM ?, ¢l cual es por lo
tanto de dimensién n,

Hacemos notar que Jos vectores (3‘2—‘),, corresponden a los (g—zﬁ),, del capitulo
anterior. Y tencmos {52, 5‘—;—)—] = Q.

Definicién®5.- Scan M y N variedades diferenciables. Sea f: M — N una aplicacién
suave. La diferencial de f en p&€ M es, la aplicacién lineal dfp: Ty M — Ty () N dada
para vETLM y g€ C(f(p}) por

(dfp(v))(g) = vige /).
Observacién’.- Para f: M — R suave, tenemos que df,{v) = vf.
Definiciones®6.- Sea M una variedad diferenciable. Definimos:

ver [Ifel] cap 182

ver [Hic] cap I secc 1.3 y [Hel] cap 1 §2

como podemos ver en [llic]

ver [Sin] cap V sece. 5.1y [Hie] cap I sece. 1.4
ver [Sin] remack en cap V' §1 paj.103

ver [Sin) cap V sece.5.2

W X D o & G
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TM= {JT,M y T'M=|J (T,M)"
pecM pCM
el haz tangente y ¢l haz cotongente a M respectivamente, donde (T,M)* es el
espacio dual de T,M; que resultan ser variedades diferenciables. Para lus enales
tenemos m: TM — M la proyeccién, definida en v € TM donde v € Ty M para un
dnico pEM (en tal caso denotaremos v = (p,v)) como n{v) = p. Andlogamente la
proyeccién para T*M, la cual también denotaremos por .

Con cstas definiciones podemos considerar para f:M — N suave,
df = JTM = TN como df(p,v) = (f(p), &/p(v)).

En estos términos, un campo vectorial es, una aplicacién v: M — TM suave,
tal que mov = 1dyy, es decir, una seccion de TM.
Definicién 7.- Sea M una variedad C. Sea A'(M) el dual del G« (M )-médulo
¥ (M). Los clementos de A'(M) son llamados 1-formas diferenciales en My se
puede ver?, wC—/\I(M) es una aplicacién w: M — T M suave, tal que, mow = 1dy;.
' SeaU una vecindad coordenada en M™ variedad diferenciable, con {Z1,...,zn)
funciones coordenndas en U, entonces {(dz;)p}"., es base de (Tp,M)* dual de
{3%;},5;‘, por lo cual we A\'(U) tiene un expresién de la forma:

w=y, fidz;,

la diferenciabilidad de las f; es equiva]e;’ltc a la diferenciabilidad de w.
Definicion!?8.- Un campo tensoriol covariante de orden r en una variedad M es,

una funcién r-lineal en el C°(M)-médulo ¥ (M). Una forma diferencial de orden

r (una r-forma) es, una funcién r-lineal alternante
. r—veces
~

w: X (M) X ... % £ (M) — C®(M),

esto s, una asignacién de un elemento de grado r en A(TpM)* (el dlgebra exterior!?
* sobre (T, M)*) para cada punto p € M, al hacer corresponder una coleccién de
vectores a un campo vectorial,

Si denotamos A"(M) = U A"(T,M)", una r-forma cn M es una aplicacién

’ pEM
w: M — A"(M),

tal que mow = 1dps para la proyeccién m: A"(M)— M definida de manera obvia.
Notacién.- Denotamos por D" (M) el conjunto de las r-formas en M, el cual tiene
una estructura de C°° (M }-médulo.

Definicién!?9.- Dadas 0 €D"(M) y weD*(M), el producto exterior (producto
cufia) de 0 y w es:
: wA0eD (M),

® en (Hell cap I §2 2.2y 2.3 y en [Kob) cap I prop 3.1
10 yor [Mat] cap J1I §2 y el Lleorema de §3, [Sin] cap'V' §5.2, [Heljcap I §2 inciso 2 y [Hic] cap
454
1 yer [Kob] cap 1 §2, (Mat] cap IV §2 y [Spi] cap 4 §preliminares algebrdicos
12 {Mat]) cap ITT §3 y §2
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definido por:

(w Aro)(zlw e 1$r+l) = ";‘“'1 og;' (’l)aw(zu(l)v . 1zd(r))0(zv(r+l}7- . .,.’l:,,(,-+,))

para ;€ X (M} coni=1,...,r + s

Una propxedad inmediata del producto exterior, es que
wAl=(-1)""0 Aw.

Observacidn.- Si (z1,...,,) s un sistema local de coordenadas en U, entonces,
weD"(U) tiene una expresién tnica de la forma

n
— 1 . e .
w==% Y og.0do Al Adrg,

rl

‘ll ate=l
= 3 a0 dzi A AdEg
1< <1,

donde las oy, . i, EC®(U).
Dada f: M — N suave, induce [*:D"(N) »D"(M), definida por:
’ weD(N) [f(w)zi,... 2e) = w(fezryeon, fozy)
paraz;€ ¥ (M) cont = 1,..., %, y s¢ dice que f*{w) que en ocasiones denotaremos
por w*, es la Inducida (o ¢l pull-back) en M de w bajo f.

Definicién!®10.- La diferencial exterior o derivada exterior es, la aplicacién lincal
(como R espacios vectoriales)
d:D"(M) — D"H(M)
caracterizada por: ,
(1) Si feC®(M) =D°(M), entonces d(f) = df es la diferencial usual de /.
(2) SiweA"(M) y re A°(M), entonces '
dwAr)=dwAr+(—-1)"wAdnr
(3) dod=0.
Observacién.- Es 1til conocer formas explicitas de caleular dw para w e D"(M). *

Sea (z1,.. ,:c,.) un sistema coordenado en M, 1ucg,o se tiene
w= E a‘h l'udz‘l <A dm‘r’
1 <o <1y
entonces dw tiene una expresién de la forma
dw= Y, dey,,. i, Ndziy Ao Ndz;,.
. 1y oe <8y
Dados 71,...,2, campos vectoriales, tenemos

) dw(zl, e ,:E,-+1) =
r+l i1 .. ~
;. ~
A= (e, T B (- 1) w([zi, 25} oFie - nZpe s 0Tra1)-
=1 i<y
Definicién®11.- Una variedad M de dimensién n, se dice que es orientable, si
existe una forma diferencial w de orden n que no se anule en ningdn punto de M.
. . . ! .
A una cleccion de una tal w, se le llama una orientacion.

14

15

13 (Sin] cap. 5§5.2 tea. 1y [Hel] cap. I teo. 2.5

H [Hel] cap. I teo. 2.5, [Sin] cap. §5.2 teo. 1, [Spi] teo. 4-10 y [Kob] cap. 185 paj. 7
15 [Mat] cap. 111 §4 B) y D), [Hel] cap. I teo. 2.5 y [Kob] prop. 3.11

16 IMat] cap. V §1 def. 1
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Observacién.- Esto nos permite decir cuando una base {vy,...,v,} de T,M para
cada pG M, cstd positivamente orientada, esto es, cuando

wp{vry.. ) > 0.
Definicién 12.- Una variedad con frontera cs, una varicdad en donde pedimos
lo mismo que para una variedad diferenciable, pero ahora para abiertos de RE =
{(z1,...,Zn}]2s 2 0}. Los puntos de una variedad con frontera, tales que no tienen
una vecindad homeomorfa a un abierto de R™ constituyen la frontera de M.

Dada una variedad con {rontera, cs ficil ver que la frontera es nucvamente
una variedad. A la frontera M de una variedad con frontera M"t?, le dameos la
siguiente oricntacién inducida por M: una base {v1,...,v,} de Tpd2{ es positiva,
si {w,vy,...,v,} es base positiva de T, M, donde w € T,,M es el vector normal que
apunta para “afuera’. _

En adelante al referirnos a variedades, nos referiremos a variedades sin frontera,
a menos de que lo hagamos explicitamente.

§ 3 VARIEDADES RIEMANNIANAS

. Definicién 13.- Una métrica Riemanniana en M variedad diferenciable es, una
funcién g: ¥ (M) x X (M) - C*(M), R-bilineal (i.e. un campo tensorial covariante
en M de orden 2), tal queé:

(1) g es local, es decir, g(fu,hv) = fho{u,v), para v, v€ X (M) y f,heC®(M).
(2) g cs simétrica, es decir, g{t, v) = g{v,u), para u,v€ ¥ (M)
(3) g es positiva definida, ie. g{u,u) 20y g(u,u) =0 v =0, ‘

* Observacién.- Una métrica Riemanniana nos d4, para cada p€ M un producto

interior g, en TpM, y denotamos para u,v €T, M
op(u,v) = (u,v)p.
Definicién 14.- Dada M™ variedad Riemanniana, orientada, con orientacién w.

" La forma de volumen o de M cs la forma que ¢n las bases ortonormales toma cl
mismo valor que el signo.de w.

Una métrica Riemanniana en M nos permite definir la longitud de arco de
una curva o [a, b} — A diferenciable, de la forma:

b
"(’1” = fa ‘/ga(”ia'ils, a’itiidt )
y de forma obvia para una curva diferenciable por tramos. De esta manera ¢s posible
definir una métrica en M como sigue:
d(p,q) = inf{|le| | @ es una curva diferenciable por.tramos de p a g},

d es una pseudo-métrica y la topologia que define coincide con la topologia de M;

usando que M cs un espacio de Hausdorfl, d resulta ser una métrical”,

Definicién 15.- Una vardedad Riemanniana es una varicdad con una métrica

17 ver [llic} cap. 6 §6.1 y {llel] cap, T coralario 9.5
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Riemanniana dada.
Con lo anterior, toda variedad Riemanniana es metrizable, de hecho I estruc-
tura Ricmanniana nos dd una métrica particular.

Definicién 16.- Scan A y N varicdades Riemannianas. Un difcomorfismo f1 M —
N es llamado unn isometria si,

) {u, ”)p = (dfp(“')adfp(v))m
para todas u,veT,M y pE M.
Proposicién!®1,- Toda variedad diferenciable M posee una métrica Ricmanniana.
Demostracién.- Sea'? {f,} una particién de la unidad en M subordinada a una
cubierta {U,} de M por vecindades coordenadas, localmente finita; donde cada f,

n n
es diferenciable; para cada peUs y v, v€T,M, conu = a;z,i}(,, yu=73, b.-(v,%—,l,,,
i—1 ) i-1 )

donde z; son las funcioncs coordenadas en U, definimos:
n
(v, 0) = 3 aiby,
i=1
esto define una métrica Riemanniana {, }* en U,. Haciendo
(w,0) = 32 fa(p){u, v}
- o
para todo u,v€T,M, p€EM, y obtenemos una métrica Riemanniana en Af 0
Para (U, (z1,...,2a)) una vecindad coordenada en M, definimos
. a ’
95 = (551 5%;) €C=(V),
que son los Hamados coelicientes de la métrica en (U, (z1,...,Z.)).

La idea de esic capitulo es generalizar los conceptos del capitulo anterior, hasta
este momento hemos generalizado grdn parte de estos, nos faltan conceptos como
el de geodésica, transporte paralelo, ete., para los cuales como podemos recordar
es fundamental el conceplo de derivada covariante; con el objeto de definirlo es que
. introduciremos a continuacién el concepto de conexién, a partir del cual podremos
obtener los conceptos que nos ocupardn en adelante.

Definicién 17.- Una conexidn ofin en M es una funcién R-bilineal
Vi (M) x X (M) X (M)
(2,9) — Vay

tal que |

i) ijy = fV.y

il) Vafy = fVay+ (zf)y
pare z,y € ¥ {M) y f€C®(M)
Proposicién®2.- V., y(p) depende solamente del valor de z(p) y del valor de y a
lo largo de una curva adaptada a z(p).

Demostracién.- Para un sitema coordenado (U, (my,...,2,)) en M se definen las
funciones I'f; € C*°(U) llamados simbolos de Christoffel, de la forma:

18 ver [Doc] cap. I prop. 2.10, [KKob] cap. I cjemplo 5.5 y 5.7 y [Sin] cap. 6 teo. 13
19 ver [Docf cap. 0 prop. 5.4
30 ver {Doc] cap. J1 obs. 2.3
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a
7, Ox, Zrl)dz“

n
ysiz=Y u.;,)-;‘— yy= )4 v,—<— se tiene que
=1
sz = Zk:(L“ ;T A+ 2(v)) 2,
lo cual l)rl{cbit la proposicién, 0
Definicién, 18.- La derivada covoriante del campo X a lo largo de la curva
o:J— M estd dada por,
DY _ -
@X = Voo X,
para algin campo X ¢ ¥ (M), tal que X(t) = X{o(t)).
Definicién 19.- Sca M una variedad con conexién afin V y V un campo vectorial
a lo largo de una curva a:I—'M. V es un campo paralelo a lo largo de e si,

2= para toda tel,

Nos referimos a [Doc] cap. II prop. 2.6, para la prucba de la siguiente:
Proposicién 3.- Sca a: I — M curva diterenciable en M y Vo € Ty(1,)M, para algin
te€I. Entonces, existe un dnico camnpo paralelo de vectores V' a lo largo de o, tal
que V{tg) =

En tal caso llamamos a V ¢l lransporte paralelo de ¥ a lo largo de a.
Definicién 20.- Una conexién afin V se dice que es simétrica si

Vzy—Vyz = |z,y}

Ejemplo.- Podemos corsiderar a B™ = A{, variedad Riemanniana, en este caso
la derivada covariante es la derivada direccional usual, en donde los cocficientes de
Christoffel son 1 si1 = 7 = k y ccro en otro caso. En el caso de m = n+k como en el
capitulo anterior, la conexién en B"*¥ dada por esta derivada covariante; induce en
una varicdad M € B™** una derivada covariante tal como se definié en cl capitulo
anterior.
Observacién.- Una conexién es simétrica, siy solo si, los coeficientes de Christoflel
cumplen I‘" = I‘k
Deﬁmc16n 21.- Una conexién afin en una variedad Riemanniana M, se dice que
“es compohble con la métrica (, ), s

:l:( ) (vx./) ) (zivzz)
para cualesquicra z,y,2€ ¥ (M).
Teorema (Levi-Civita)?

Dada una variedad Riemanniana N, existe una dnica conexién afin V en M
que satisface:

i) V es simétrica, '
if) Ves compatible con Ja métrica Riemanniana de M.

Demostracidén.- Demostraremos primero la unicidad. Sea V una tal conexion.
Entonccs,

un [Doc] cap IT tea. 3.7
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2y, 2) = (Vy,2) + (1, V,2)
¥{z,z) = (Vyz,1) + (2, Vyz)
z(z)’> = (Vzili, !]) + (I’ Vz!/)
usando la simetria de V, tencmos
2{,2) + y{z,2) — 2(z,y) =
([.’C, Z), !/) + ((ys Z], 11) + <(I,y],2) + 2(2, VU'E)
por lo tanto
(Vyz,2) =
: Lol )+ vlz,2) - 2{z,5)— (2, 2o~ (91 2], 2) ~ (2], )
esta expresién muestra la unicidad de V para una métrica Riemanniana dada; y
nos da una forma de definir ¥, es inmediato verificar que, V definida de esta forma
cumple con las propicdades descadas. o

Definicidén 22.- A la conexién del teorema anterior le llamaremos la conexidn de
Levi-Civita o conexién Riemanniana de M.

En adelante cuando nos referimos a la conexién de una variedad Ricmanniana
M nos referitmos a la conexidn de Levi-Civita de Af,

Definicién 23.- Una curva parametrizada 4: I — M es una geodésica entg e
si,
R, =0
Si 7y-es una geodésica en t para todo ¢ € 7, decimos que 7y es una geodésico.
Por comodidad llamaremos geodésicas, n las curvas tales que H%«'{II #0y
que cumplen la definicién anterior, es decir no consideraremos a los puntos como
geodésicas.

Para probar la existencia de geodésicas®?, podemnos hacer algo anilogo a lo que
hicimos en el capitulo I, esto es, analizar la expresidn que caracteriza las geoddsicas
en coordenadas locales, lo cual nos lleva a un sistema de ecuaciones diferenciales
* de segundo oreden; ahora podemos considerar las geodésicas como curvas en TM -

(haciendo t = (~(t),~'(t))), el sistema de ecuaciones anterior, se transforma en

TM cn un sistema de ccuaciones de primer orden, usando el teorema de existencia

y unicidad de soluciones de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
" orden, tencmos como consecuencia la existencia de geodésicas.

Aprovechandonos del campo vectorial que d4 origen al sistemra de ecuaciones
en TM, sc puede definir la aplicacién siguiente. Sca p € M, entonces existe?® un
abierto U C TM vecindad de (p,0) €7°M, un ndmero 80 y una aplicacién

p:(~6,6) x U — TU, *
tal que para t — o(t,q,v) = (v(t),v(f}), sc tiena que ¥{t) cs una geodésica con
4'(t) = v(t), v(0) = q y v(0) = v. Esta aplicacién nos permite, utilizando las
propiedades de las geodésicas, definir la aplicacidn: .
. exp: U — A
(g,0) = (1, 0,0) = (jvl, 0, 13y)

2y [Doc] cap. TII inscisos 2.3, 2.4 y 2.7 y [Milf lema 10.2
23 IDoc] cap. II inscisos 2.4, 2.5, 2.6, 2.7 y 2.8 y [Mil] lema 10.2
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Namada la aplicacién exponencial en U, y resulta ser diferenciable. Usaremos
comunntente la restriccion
erpp: B (0) € T,M — M
v +— ezp(p,v).
Proposicion®4.- Dado pE M, existe una vecindad V de 0 en TpM, tal que
expy:V - M
es un difcomorfismo de ¥V en un abierto de M.

Demostracién.-

dlerpy)o(v) = E(eapy ()0 = < (1(La,0))lemo = S (1(t,0,0))]eco = v
-con esto, d(czp,)o os la identidad, por el teorema de la funcién inversa terminamos
la demostracién, |

Definicién 24.- Bn tal caso ezpp(V) = U es llamada una vecindad normal de p
en M.

Observacién.- 8i U cs una vecindad normal de p en M y U = ezxpp(V); supon-
dremos en adelante que V' es tal que para toda v€V, larecta que une a v con 0€V,
estd contenida en V; con esto para cada punto ¢ € U existird una tnica geodésica
que une a p con ¢,

§4 EL TENSOR DE CURVATURA

En esta seccidén definiremos ¢l tensor de curvatura de una variedad Riema-
nniana con conexién de Levi-Civita V. Posteriormente daremos las definiciones de
otros conceptos de curvatura que se desprenden del tensor de curvatura. También
demostraremos que este tensor de curvatura, coincide con el que se definié en la
dltima seccién del capftulo anterior.

Definicién 25.- La curvatura Riemanniana R de una variedad Riemanniana M
es, la aplicacién: .
R:E(M)x X (M) x ¥(M) — X (M)
dada por R(X,Y,Z) = VyVxZ — VxVyZ + Vix,y;Z, donde V es la conexién
Rncmunmnna de M.

Propo.ucmn 5.- La curvatura Riemanniana de una variedad M, cumple las si-
guientes propiedades:

i) R(fX +9¢X",Y,Z) = [R(X,Y, Z) + gR(X",Y, Z).
i) R(X,Y,Z) = -R(Y,X, Z).
iii) R(X,Y,f2 +g¢2') = [R(X,Y, Z) + gR(X,Y, B').
iv) (R(X,Y,Z),W) = —(R(X,Y,1V),2).
v) (R(X,Y,2),W) = —(R(2,W, X),Y).

i)

vi) R(X,Y,2) 4+ R(Y,2,X) + R(Z,X,Y). =0

3 Do) cap. IT1 prop. 2.9
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para cualesquicra X, Y, Z,W, X', Y'c X (M) y [,0€C=(M).

¥ 5e sigue de Ja definicién. o

La demostracion
Observamos que lag propiedades i) y iii) nos dicen que R es C*°(M)-lineal; y

a la identidad iv) sc le conoce como fu identidad de Bianchi

Definicién?626.- Una superficie paramelrizada en M variedad diferenciable, cs
una aplicacién s: A C 8%~ M diferenciable (A abierto).

Definicién 27.- Un campo de vectores V o lo largo de s cs, una aplicacion
que asocia a cada ¢ € A un vector V{g) € T,(q)M, difcrenciable en el siguiente
sentido: sea f una funcidn diferenciable en M, entonces la aplicacién g — V f(q) es
diferenciable.

Proposicién 6.- dada f: 4 € R? — M una superficic parametrizada, sean (t,s)
las coordenadas de B%. sca V = V(t,s) un campo se vectores a lo largo de f. Si
denotamos —[ df(m), y anal(:g[,nmcnte para s, tendremos
)
. R(O{’O{’V)“‘ matv“aiifav
Demostracién®’.- Haremos un cdleulo que nos conducird al resultado, para eso

n
sca (U, ) un sistema local de coordenadas en torno de peM, ysea V = 3 v.~£~,,

entonces:

= %(Zv‘.% Ev‘thbz +Eavl(’)z » ¥

2D 8 8v; D _!‘_ v D 8
FGOV E"l?ﬁﬁ. ax; + Zv' ot 98 z; 8:. Z 80zx; +E ds 8t 01;
[

intercambiando s con t,y rcstnndo tenemos:

DD - DD 8 DD 8
waV gV =Sl is i) - -----

Por otro lado, como f{¢,s) = (z1(t,s),...,zn(t,s)). Entonces %{ = ?%?ﬁ—; y

%‘% = 83( 0‘2 , as{ tenemos

k
—Q._o.. - . d - X gfl-v —g_
8s 0x; (;3&11’%)(0:‘) %J Da 5’%(0:‘-) Yy
DDyt 8 y__ 8z ] Ox 8y
sios(as) = - miv,,g;(sg)wt}ij-{,fv(}:% o (Vo 250) =

»
o a 0z, 8 o
SV () + 2wl 5tV g (Vg a00)
o0 sea DJD B ) ; a a
N z
(3‘3‘ at B—)(ZTZ)=%EU‘-5,1—8%"(VU%VD_&E-—VB%VD%-?‘)

substituyendo en (%)
i

9%; 0r ®
(B~ BB = Z R o) = R )

% [Doc| cap IV prop 2.2 y 2.5, y [Mil] parte II 8 9 lernas 9.1 y 9.3
3 (Doc) cap. TIT def. 3.3
e (Doc] cap IV Jema 4.1y [Mil] parte IT §9 Jema 9.2 -
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Corolarjo.- La curvatura Riemanniana definida arriba y la del capitulo anterior
(def. 22), coinciden. Por esto las denotaremos igual,
Observacidn.- B de la definicién 20 del capitulo anterior, es una superficie para-
metrizada, y Y de la definicidn 21, es un campo de vectores a lo largo de I.
Demostracién.- Tenemos que para p € M, v, = %—‘[(0,0),v2 = Y(0,0),w; =
22.(0,0), entonces por la definicién 22 dcl capitulo 1 ‘
ge D DY _ DDY
oy Ry(vi,w1,v2) = £ 57(0,0) = 57 - 57
pues 75, = 0 ya que Y} es paralelo a lo Iargo de Ly, y por la proposicién anterior
Ry(vy,w1,v2) = R(43,22,Y) = R(v,wy,v9)
N
Definicién 28.- Definimos cl tensor de curvaltura Riemanniana de la variedad
M,
KX (M) x X (M) x X (M)x ¥ (M) — C®(M)
como
K(X,Y,2,T) = (R(X,Y,2),T)
Corolario.- También coinciden los tensores de curvatura O

A continuacién daremos la definicidn de conceptos que se desprenden del tensor
de curvatura, y estdn fntimamente relacionados con éste.

Notacién.- Dado un espacio vectorial ¥ denotamos,

|z Ayl = /=Pl = (z,3)?
que representa el arca del paralclogramo gencrado por z,yeV.

Proposicién 7.- Sea § < T, M un subespacio de dimensién 2 del espacio tangente
TpM, sean z,y €S dos vectores lincalmente independientes, entonces

kp(z,y) = ﬁf:?'?\yjlr"}y‘l
no depende de los vectores z,y€S.

Demostracién.- Sea {z',y'} otra base de S, observemos que por medio de las
transformaciones

{'7:1 y}—’ {y) x} {I,y} - {’\Iy y} {.’l}, y} - {I + ’\y) y}
se puede llevar {z,y} en {z',3'}. Como k,, cs invariante bajo estas transformaciones,
se sigue el resultado 0

Definicién 29.- Dado un punto p € M y un subespacio § C T,M de dimensién
dos, el numero real kp(z,y) = k,(S) donde {z,y} cs una base de S, es llamado la
curvatura seccional de S en p.

Proposicién 8.- Sean pEM y § C T,M como arriba, U C T),M una vecindad de
cero, tal que ezp,(U) = V es una vecindad coordenada normal de p. Sea B, (0) una
bola con centro en 0 y radio r contenida en § N U, denotemos por Ag(r) el arca de
B.(0) y por A(r) la de exp,(B,(0)), cntonces

kp(S) = lim 1242471400,

¥ Ag(r
Para la demostracién nos referimos a [Hc]] cap. 1 §12 teo 12.2 0

Un hecho important-=« . zulos curvaturas seccionales de una variedad Af,
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conticnen toda al informacién del tensor de curvatura, en el siguiente sentido.
Proposicién 9.- Sea V un espacio vectorial de dimensidn mayor o igual a dos, con
producto interior. Sean 2, R:V xV x V - V apliceciones trilineales, que cumplen
lns propicdades siguientes:

i) (.’C, Y 2, t) = "'(ya Iy 2, t)

i) (z,y,2,8) = ~{2,9,1,2)
iti) {z,y,2,¢) = (2,8, 3,y)

para (z,v,2,t) = (R(z,y,2),t) y andlogamente para (z,y,2,t)' = (R'{x,y, 2),1), si
z,¥ son Jinealmente independientes escribimos

HS) = gl (o) = e
donde S es el subespacio generado por z,y. Si para todo § C V se tiene &(S) =
k'(S), entonces 2 = It/
Para la demostracién ver [Doc} cap. IV lema 3.3 a
Observamos cn el capitulo anterior, que para la curvatura Riemanniana nece-
sitabamos por lo menos dos dimensiones. Esta porposicidn, nos dice que conocer el
cmportamiento en dos dimensiones basrta para conocer la curvatura en un punto.
Son usuales ciertas combinacioncs de curvaturas seccionales que mencionamos
a continuacién, para tener un panorama amplio.

Sea {21,...,2n} base ortonormal de T, M, denotamos z = z,, consideremos

n—1t
Ric(z) = 5 ¥ K(z, 2,2, 2),

k(p) =1 i Ric(z).

Proharemos que estas expresiones no dependen de las bases ortonormales escogidas;
- son llamadas la curvalura de Ricci en la direccién de z, y la curvatura escalar (o
media} en p, respeciivanente.

Para demostrar que estas expresiones no dependen de la base ortonormal, con-
sideremos

:

Q(z,y) = traza de la splicacién z— R(z,z,v),
que cs bilineal, escogiendo una tal base ortonormal de T, M, tencmos

Q(:v,l) Xn‘(R(z sz) zl) = Z(R(U,Z,’,I),Z.‘) = Q(y!z)

es decir Q cs simética y Q[:z:, z)=(n-— l)th(z), lo cual demucstra que Ric{z) estd
intrinsecamante definida. Por otro lado a la forma @ en T,M le corresponde una
aplicacién autoadjunta H, dada por

(H(z),y) = Q(z,v),

tenemos que la traza
n

= 3 U1(s) ) = 2 0l ) =

(n—1) E Ric(z) = n(n — 1)k(p),

lo que prucha nuestra nﬁrmncxon ]
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§5 LA CURVATURA GAUSSIANA

En lo que resta del capftulo nos ocuparemos de definir la curvatura Gaussiana o
total de una variedad M. En adelante usaremos {ey,...,e,} una familia de marcos
ortonormales definidos en una vecindad U de p € M", esto cs, para cada g U
{er(g),...,en(2)} cs base ortonormal de T,M positivamente orizntada.

Definimos
d: X (U) = End(T,M)
. z— Vg
es decir Em(u) = ¥,z que resulta aditiva,
Definimos las 1-formas w;; en U como sigue
wij(z) = (Vaeies) - - = = = = = = = - (1)

. = n
con Jo cual de; = 3 wijcy.
&

Observamos que para € ¥ (U), en vista de que (e;,¢;) = 67, constante
0= x(ef’cJ) (V2 Ct:("}) + (e.,V,,c,) = wl)( ) + wl'( )
en conclusién
wyj +wy =0
definimos ahora las 2-formas en U
ﬂ;-(:z:, v) = (R{z,ye5)se) - =~ = = = - - - - - (2)
Observacién.- ) _
;= -0l
Las Q} contienen toda la informacién de la curvatura, pucs
n .
Klz,y,2,8) = Y zit;0i(z,y).
iy=1
Usando la definicion de R tenemos
R(a:,J, e;) = VyVoe;— Vo Ve + Viz gyt =
u(Z wij(z)es) = Va3 wij(v)es) Zwu(lz) v)ej
Fi
,(Equ( z)es Zw-;( )(E%L(v Jex)) - (E sw;; (y)e; -+ Ewu( X ZwJL( 2Jex))+ Zwu ([, Jl)
si nos fij _;amos ahora en al componcntc enla dxrecclon de ¢g;, tcncmos

Q‘I (=, y) =
ywij{z) — zwi;(y) + wis (=, ¥]) + E(w:k( Nwes (v) — wir(y)wii(z)) =

ﬂf( sy) = "'dwt] (xl y) + Z Wik A 'U.’kj(.’li, y)

y esto nos dice que
‘ dw;; ::-—}:w.k/\w_,k -+ ﬂ ----------- (3)

Counsideraremos otra familia de marcos ortonormales {e}}, entonces existe una
matriz () con cada tiy €C™(U), tal que
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' n
b’ - N . .
¢ = .thch y ).J L5t
13

=1
Con esto tenemos que las wfj relativas a la nueva familia, tiene la forina
wf’-(z) = (vzc:‘)‘:}) = (Z V;t;rc,,e;-) =
r
Z(mt,-rc, -+ t.-ere,‘c;.) = E 1,‘,dlir($)<cr,ea) -+ tjatirwra(m)
r rs
como {¢;} es base ortonormal

w:].(:c) = th,.d!,',-(:l?) + Zts‘rtjawrs(z)
p re

en limpio

L t]"dt"' + Elt:rtuwrs ‘‘‘‘‘‘‘ (4)
ra
como ({7} es una matriz ortonormal
Etlkl & ""6») (Coo( ) ““““““““ (5)
consxdemndo la derivada de la funcion 6,
ng;uitgk = “"Etjkdlik- --------- (6)

Con esto, de (4)
Lwl Awj; =
% .
E;;((-l)(};t;rdtkr + §tiatkrwra) A(~1) (; tredtye + %tkltjtwtl)
multiplicando ’
L wig Awy; =
&
Zt:r(dtkrtkt)dtjt+ 2t|r(dtkrtu)t;twtl“ L tu(tkrtkl)dtﬂwn *‘Lz:l tu(tl\rtkl)tﬂwrcwtl
Crall
por ) (9
> Wik Awg; = .
"Z(ttrtkr)dtktdtjt—' Z‘(tirtkr)dtkltjtwtl”Etu( rt)d‘)lwra + Ztu( rl)t‘jlwrswll =
ket
- Z(alk)dtkldt]l - Z( ;L)dtkltjtwll -~ Ztudt_,rwra + Ztutﬂwrawtr
ktl
ﬁnalmmte
Z w|k A wLJ
"E disldt]t "‘Z (uaftjtwtl - Z tudtgrwn + E LialjtWesWir. = ~ - (7)

Con lo antcnor, de (4)
dw,, = Z(utr/\dt]r"‘ E dtut)rwra + Z tulerwra + E tutjrdwra,

ra~ ar=1, ra=1
de (3) '
dw}; =
H
Z dlgy A dt;r + Z dlutﬂwu -+ Z tu(lfjrwra + E tls{ererks + Etutjrnr
Tl ra=i ar=1
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de (7) tenemos

1l

dwj; = - % Wi Awls + 3 tist 5 0]
rs

es decir

it

dwfj- - ‘Lk:“’:l'k A w;-k + Y bty 002
ra
despejando, de (3) tenemos en limpio
= Zt., I (8)
ra=1
Definimos finalmente la curvalura Gaussiana de M™ en p, para n=2m par,
como la n-forma:

Nn= (_l)m—l /\ nl:j 1
22m i “in i35
| :
donde
1 sify...1, ¢s una permutacién par de 1,...,n
Cigdn = {—1 8i t1...1, €5 una permutacién impar de 1,...,n
0  en olro caso.

Proposicién 10.- § es intrinseca, es decir, no depende del marco {e1} escogido y
estd por lo tanto definida en toda la variedad M,

Dejaremos la demosiracién pendiente pues en el capitulo siguiente la obten-
dremos como un corolario de la proposicién 1.

La definicién de 1 resulta tan oscura, que es bueno darle una interpretacidn
un poco mds geométrica, en los casos cn que esto sca posible. Ensuguida haremos
esto en un caso particular; supondremos M" variedad diferenciable de dimensién
par, compacta, con M™ ¢ R"*! como en ¢l capitulo anterior.

En el caso de tales variedades tenemos (como lo observamos en el capitulo

anterior) una aplicacién diferenciable
G:M — §",
. llamada la nphcncxon de szss28 Démosle a M la orientacién en cada espacio
tangente T, M, como sigue
{v1,...,9n} base de T, M, es positiva, si y solo si
{G(p),v1,...,vn} cs base positiva de T,R™ 1.

Con csta orientacién de M, queda definida la forma de volumen dv en M.

Llamaremos do a la forma de volumen de S" (obtenida de forma aniloga).

Con lo anterior
G*(do) = Kdv
para una funcién K, con K€ C™(M).

Observamos que dado p € M, cntonces TpM y Tg(nS" coinciden por tener
ambos a G(p) como vector normal, de este modo dGp: TpM = TR M, y es claro que

8 para probar su existencia se usa la compacidad de M y el teorema de Jordan-Brower.
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K(p) =det(dG,). - - - = = - - =« = - - . (9)
Por otro lado podemos considerar a la segunda forma fundamental
Bp:TpyM xT,M — N,AM  como
By T, MxT,M - R
donde By(v,w) = B,G(p). Esto nos permite hablar de detB, (como detB, ).
Lema.- Dados v,w € T,M
(dGp(v),w) = =(By(v,w),G(p)) - - - - - - - (10)

Demostracién.~ Sea Y un campo vectorial tangente a M, tal que Y(p) = w,
entonees (G,Y) € C*®°(M) cs constante igual a cero, por lo tanto para o(t) una

curva sdaptada a v
0= &(Glo(E) Y (o = 4Gy (0) ¥(a) + (), B + By
0= (dG ( ) }'(G ) Bp(v IU))

v

Bn estos términos, de la definicién de ﬂ‘ (férmula (2)), de la proposicién 6 y
de la dltima observacién del capitulo 'mtenor tenemos que dada {e;}?., familia de
marcos ortonormales que definen a D'

ﬂ;'-(c;-,,c;) = (B(es, ex), Bley, c;)) - {B{ei,er), Blej,en)y - - - - - - (11)
Proposicién 11.- Sea M"™ ¢ B™*! variedad diferenciable compacta con n = 2m,
entonces

I G il =yt ..
1= n‘W-Kdv = Tl'z?m m"l'G (dO‘).

" Demostracién.- Para {e;} una familia de marcos ortonormales, demostraremos
. -t
. primero que {}{ey,..., €)= nlorermmdet By, Por simplicidad denotaremos

-1 me1 —._’
LT Rl
Por la deﬁmcxon del producto cuiin se txcnc i
fier,. .. en) —hZc(.)z,,. ; ﬂ” Yery e s€n)

en donde abreviamos ¥ T1eiin = (i)

n(cl,... ,c.,) = h%:)((.') 2}" (Ef(k) H ﬂ 2’ ‘(ck,J._“ck,’.)
i

por la férmula (11)
Nesy...,85) =
m
h (Z} (i) 7’:(2,3) €k) T1B(Cingors hagor )y Bleings iy ) = Bleisy_ys €y ) Bl sk )
U 3 =1

en vista de que cn
n
L\: €(x) H (B (el'u—l 1Ckagr )’ B(cl':u" ck:i)) - (B(C,‘,j_, ,Ck,j), B(c‘.ii ’ ck:j-l)) hay 2™
(k) =1 ’
productos iguales,
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m
(e 111(13(%,--,.81:,,--..),B(c;,,.cl;,,))
J:

B(ulvwlac(l’»’

)= h Vo EEE) _' 1(B(c.-,.,c;_.,,),G(p))

ﬂ(cl,...,c,,) =h Y,
(k)

(thl)) = (B(u,w),G(p)) 4

v—-‘a/\

como (B(v,w), B

ﬂ(c,, Loev€n
(GIW] i=
es decir
Ofers - J€n) = hn'detBp.
Por otra parte, POr (9)
: Kdv{ers - Jen) = K= det(dGp) = dct((dGP(c;),ej)),
por (10)
Kdv{er - Len) = (——1)"det((Bp(c;,ej),G,,)) = detBps
lo cual prueba que
Nfers cyCn) = n‘.:};“‘;-—)’,.—mKdv
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CAPITULO 3

§1 INTRODUCCION

En dste capitulo nos ocuparcmos de demostrar el tcorema de Gauss-Bonnet,
cuyo planteamiento es simple. El teorema afirma: En una variedad Riemanniana
M™, cerrada, orientable, de dimensién par, la integral de la curvatura Gaussiana 0
sobre M cs jgual a la caracterfstica de Euler-Poincaré x de M.

La idea de la prucba es la siguiente:

i) Pasamos de M" a T\M, la variedad formada por los vectores unitarios
tangentes a M. En Ty M se definird una (n—1)-forma IT, cuya derivada exterior
sco. igual a la inducida 01* en T M por Q bajo la proyeccion.

if) Definiendo un campo vectorial unitario con singularidades aisladas en M,
obtendremos M C Ty M una subvariedad de dimensién n; de tal forma que la
integral de {1* sobre M coincide con la integral de {1 sobre M,

iif) Al evaluar la integral de * sobre M, aplicando ¢l tcorema de Stokes obte-
nemos la integral de T sobre dM.

iv) Analizando 6]\7,. se relaciona con las singularidades del campo vectorial
definido en M, la suma de cuyos indices es igual a x por ¢l teorema de Poincaré-
Hopf.

v) Con ésta interprctuéién, es posible evaluar la integral de II sobre oM y un
~céleulo nos lleva al resultado deseado.

Como la prucba en algunos pasos es muy téenica, daremos los detalles de cada
paso en las secciones siguientes, segin la prucba de Chern en [Ch].

Es de hacerse notar que, la importancia de la prucba radica, entre otras cosas,
en el hecho de que es intrinseca, es decir, no utiliza el hecho de que la varicdad
esté encajada en algin R", de hecho, pudiera no estarlo para los argumentos de la
prucba, .

Los resultados que supondremos los mencionaremos en su oportunidad, y para
maés detalles sobre éstos es conveniente revisar las referencias.

Cabe observar que el tcorema que probaremos es vélido para variedades de
clase CT con r > 4, de hecho esta misma prueba funciona en estos casos, pero en la
demostracién supondremos r = oo por comodidad.
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§2 DEFINICION DEII EN T\ M

Consideremos ahora Ty M, la variedad diferenciable formada por los vectores
unitarios tangentes a M; Ty M resulta una variedad cerrada de dimensién 2n — 1.

Por simplificar la notacién, omitiremos poner * al inducide en Ty M por las
formas difcrenciales en M.

Como coordenadas locales de T3 M usaremos las de M y las componentes u;
de un vector v € TpM, respecto a la familia de marcos {e;}7.; que sc usaron para
definir 1; es decir

n
v= ). uje; con lacondicibn Y uju;=1,
1=1 1

en una vecindad U de p € M.

Para v un campo unilario en U, por la definicién de d (ver §5 cnpxtulo 2,

tenemos:
' dv(z) = d(zu e)(z) = V, Lu,c. ;qu.'c; =
= > {(dui(z))e; +uidels )} = Z{(du( ))Cf+u»-(§wij(x)ej)},

s

la ulhma igualdad por deﬁmcxén de wij (vcr férmula (1) §5 cap. 2), shora,
dv(z) = E{d“l( )“*'Z”v”-bn( )}ei

pero esto para toda z € T,M. Sl deﬁmmos las uno-formas diferenciales;
0. = du; + L UjWji = =~ = = == === = - - (1)

tendremos que dv = ¥ 0;e;.
[}

Tenemos que {v,v) = 1 cs constante, usando que la conexién es compatible con
la métrica, para toda ue X (U): _
0= u{v,v) = 2(Vy,v,v) =2 {(dv{u),v) =
2 (2 0s{u)e;, Z uie;) = 2 Z 0:(u)u;
R 1 . 1 1
esto es: ' n
oully=0 - - - - - - - - - - e e e - (2
i=1 ’
De la férmula (1), tenemos:

do; = Z:(du,jwj,- + ujdw_,-,-) = ):{du,-w,-,- + u,-(ﬂf: + Ek: Wiy A w.-k)}
J

por una propiedad de ﬂ’ (ver férmula (3) §5 cap. 2), y entonces:
_db; = Eu,ﬂ + }:du,w,, + ZqukJ A wig

= Eani +Edu,w_,, + f_E(ukwa)w_,. = Z“Jn; + O5wj;
) J ik F)

por la férmula (1), luego tenemos que:
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n .
Al = 30 uiQf + 05wy - - - - - - o oo o - (3)

§=1
Por otro lado de la féormula (8) §5 cap. 2 para Q;- tenemos:
dn;- = - E dw;,.j A wig 4 Zwkj A dwgy,
E 2
nuevamente de esa férmula (3) para 0}
dﬂ;- =~ L(ﬂ - Z Wiy A wep) A wiy + Zw;,) (0L + L Whi A Weh),
h=1 h=1

agrupnndo y cancclando
d ﬂ‘ Z Wik A ﬂ“ S wjk AL, en limpio:
k

n 3
dﬂ; = kg:l wir A Q;f - )?;1 wyk A ﬂ‘L ------- (4)

5i ahora cambiamos de marco ortonormal, es decir, si consideramos {e}}, ten-
dremos:
ul = Zt.-,-u,-, donde (¢;) es la matriz de cambio de base, y es por lo tanto ortonor-

;
mal, y como vimos en el capitulo anterior
[ B
wy = E tirdty, + 3, L toyweyg,
r ry

y tendremos de ln formula (1):

(Et‘Ju‘J + Z‘:{ > tux) (Ettrdtlr + Ztlrtuwm)}

dlstribuyendo

Zt,,du, + Zu,dt,, +- Et,kuk(t,,dllr) + Iz_; biptiktietiy s,
°rj

por la férmula (6§ ( ) §5 cap. 2
00 = tijdu; + 3 ujdly ~ thkuk(lzrdlu) + 0 tiktrtietigwes,
] ]

lkry
denotando (t;;) ! = (t") “
0: = Et;”-du" + Zujdtt'j —~ Z(Etkltlr)ukdtir + Z(E; tkltlr)uktijwrj,
3 ) ke 1 kry A

por ser (t,-,-) ortonormal
Ei,, duJ + Zu, dt.J Z:Gkrukdtnr + Z 5k,ukt,1w,,

= Zt.,du, (Z uydti; — }:u;,dt,;,) + }:uktuwh
J
= qu {duj + Z“kwkj)

y finalmente:

Por otro lado sabemos del capitulo anterior:



ﬂ';- = Z t.'ktjlﬂlk

k=1
Dcﬁnimos, para k= 0,...,p—1donde p=2n
2Ap-k) p .
by = E Gt A 00 A 02 oL (n—1)-formas
iy=1 =2 ry=p—k+1 ’
2(p—k) ;
Lk—an i Eu,,uhﬂfz A 0 /\ Q¥ . ... ... nformas -
. 5=3 J=p—-k+1 ¥ ‘
2(p--k) —2 p ios
\Ilk=ze;,‘__,-"( A e A o)y o0 . nformas
i i=1 J=p~k d

Reordenando, usando la antisimetria de ¢, .., ¥ ¢l hecho de que Af;; tiene un
ntinero par de términoq tencmos:

(p-F) p ;
‘I/k“'_E(h Ay, ,,( /\ 0!,)( /\ ﬂ‘::ﬂ)

J=p—ki1
Proposmlén 1.- Las formas @y, Lx y Wi son intrinseccas a la variedad M"™, es
decir, no dependen de las {e,} escogidas, y estdn por lo tanto definidas en toda la
varicdad.

Demostracién.- Sea {e!} otra familia de marcos ortonormales; tenemos:

=St 0= Dttt wi=tw
. K J

si abreviamos €(;y = €., ¥ &) = |¢(s)|, tenemos:

. caso &)
7 2(p—k) p .
=) 6(,-)(2 tiyata) ( A E tt,,.lol)(' A Y t,',)._lht,'uzﬂ,) =
0] s j=p~k+1 Al
Ap-k) p fagor
Ee(-)(z L, aua) (E 5(1) /\ Ll 01,,,)(2% 6(,, /\k+l t“g,._l,',u_lt;,,.ﬁ” ﬂ'.w ) =
m=2 (A j=p—
(p—F) » s
= Z 5(1)6(1)6(11) tuaua A |mlm0[ /\ tf!j-lﬁzj—ltl':,'l'lzjnﬁ” ) =
()a(D)(R) m=12 j=p—ktl
2p=k) p 2p-k) p fagor
2 (Z 5 I1 E(;)&(;)&(,-,) t,-l,t‘~m1mt'.”_l,-,:,._lt;,,,,-,aj)( A . A "aolmﬂﬁ,i )
a(l)(n) (i) m=2 j=p—k+1 _ m=2 jup—k+1

si hacemos 7y ...rn = sly ... lyp_ryfagp-k)+1 - - - i, tenemos:
2(p-k}-2  p ’
=3 6(,)det(t,-j) A A oue O, ﬂr:;_ = Oy
(r) - m=2 jy=p-k+l
caso ;)
2p—k)—2

p
\I’k = EE(I)( /\ Z t"ﬂo‘)( /\ tl:, 1":, 1 l:, "2; n{c) =
{5) =1 { Jy=p—k ki
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2p—-k)-12

"L((l (Zﬁ /\ t's'mlmolm)(z /\ 6(--)t‘z,—x'l:, 1‘!;,1:,,“5'::;:”

() ) m=1 {f)j=p~k
(p=k)-2 p 2(p~k)-2 p A
Z (5“ t:(1)6(1]6(u) H ]I timl tm; 1725 1t':,":,)( /\ /\ 0‘ nn:J l)

(I(R) (3) =1 j=p-k m=1  j=p-k J
si hacemos {r) como antes

~ 2p-k)-2 p .

¥ = >_4 e(r)det(t;j) /\ A 0,."‘9.-::-‘ = Yy

(r) m=1 j=p-k
¢l caso L) es andlogo. C. u}
Corolario.- ) ¢s intrinseca, y estd por lo tanto definida en toda la variedad.
Demostracién.- Basta observar: 1= \D,,_l(%—};lw)%:—) 0o

Lema.- Para cada p € M, existe una vecindad U de p, y una familia de marcos
{ei}?., definidos en U, tal que wi;(p) = 0

Demostracion.- Sea {&} base ortonormal de TpM y U una vecindad normal de
p (ver def 24 cap 2). Entonces, para cada ¢ € U existe una dnica geodésica o que
une a p con g, por la cual trasladamos paralelamente los vectores {¢;}, haciendo
esto para cada g€ U obtenemcs una familia de marcos ortonormales {¢;}7., con la
propicdcad siguicnte:

para v € T,M si 0 es la geodésica adaptada a v, entonces, Vye; = 0 pues ¢; por
definicién cs paralelo a lo largo de o, luego, wi;{v) = (Vyej,¢:) = (0,¢;) =0, para

toda vE T a
Proposicidén 2.- Oy y ¥y cumplen la relacidn d®y = ¥y_y -+ le‘(ic?
Demostracién.- Primero calculemos dd:
Cd®y =
2(p—k} iai 2p-k)  2p-k) p fit
= Ec(n)dun /\ 0:, /\ Q AR DY f(:')ul‘x( >, db;, /\ 01',‘)(' A n:,; )
-p-}. b1 {5) r=32 7=2 J=p—k+l
p—k} P .
- LC(.)un( A o) X (yrtetan A 0z,
=2 r=p—-k+1 ,x—;.;;:_
agrupando en el segundo término tenemos:
dd; = :
2{p-k) it 2(p—k) it
Ee(‘)(lu,1 /\ 0;; /'\ 02 +(2p—2k—1) LC(,)U.,‘(M,, A o /\ ﬂu;
F=p—k+l (1) =3 J=p—k+1
2(p—k) p r—p+k~ldn‘=r-l p ﬂ""“‘
- Zf( gua (A 6N X (-1) FA A R L i §
=2 r=p-k+1 3=§;i:—l

usando las férmulas (1), (8) v (4) para dby;, duy; ¥ dﬂ:-:;,'" y agrupando los términos
que no contienen a w;y, se tiene:

dd =
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2(p--k) P . 2(p—~k) P
S A 0 A 0874 Gp -2k~ )T uul /‘\ 0, A oo
(v) =1 J=p-ktt g h J=p-k-1 y
= Wy 4 {2p — 2k - 1) Ly,
que cs intrinscco, por otro lado, d®y — (¥p—y 4 (2p — 2k ~ l)LL) contiene sélo
términos con wyy, y por ¢l lema anterior podemos escoger {¢;}2., en una vecindad
de p tal que wy;(p) = 0, para cada p € M, por lo cual:

AP =T+ (2p -2k~ 1)L, - - = - - - - (5)
Introducimos ahora las siguientes abreviaciones:
3p—k)
Pe =Y equd 02 /\ 0;, /\ ﬂ::’ '
6] j=p-ky1
2(p-k) p i
Lk = E Ci)li; Uiy n.; /\ 01, /\ n:‘:;-‘a
) F=p—k+1
2p—k) ;
Tk = ): u?ﬂﬂ:‘ A0 /\ Qi ‘
§=3 j=p-ktl
n .
Utilizando el hecho 3 wiu; = 1, se tiene:
=1 .
' . 2(p—k) ;
P=3 E(,‘)(l - u?z - u,?’ - u? ) ﬂ:; A 0,',, /\ ﬂ,:’"
5] " §=3 j=p-k+1 7

=¥ — P, —2(p -k~ 1T} —2kPy,
y entonces:

Uy = 2(’» +1)Pe+2(p—k-1)Tk. =~ =~ = = - - - (6)
Usando ahora Z vi0; = 0 de la férmula (2), y de la definicién de B, se tiene:
i=1
N VT — ( _k) -
Ty = %cwu,’l ﬂ:-: (—u."ﬂ.', — iy liy .. — u‘-gpo,-”) { /\ 0. )( ..p./-\ ﬂ::i )
= —Tp — {2k 4 1) -
y con esto, Tk = 2(k + 1}Tx de donde

E}.———(ﬁ—,)---------?"" M

De la definicién de Ly, se observa Ly = Py 40+ Zx(2(p — k — 1)) +0, es decir:
Ly=P+2(p—k-1)8. - = = = = - = = = (8)

Para terminar substituimos (8) en (5), y obtenemos:
dP = Vi + {(2p— 2k — 1){ P + 2(p — k — 1) T4},

y usando ahora (7). A

4By = Wiy + (2p — 2k — ){Pe + 2tdlmy),

es decir,

dy = Wyoy -+ RS 2(k 1 1) Py - 2 ~ k= )T},
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por (G) terminamos con: SAUR O¢ LA BIBLIGTECA

Ay = Wiy + 0
0
X ‘
— \ m 2P e k(R 1) (k= m 1
Corolario.- T = 3 (~1)" Gl il any .
Demostracidn.- De la proposicion tenemos:
W = (@) — Vi) (50k) = (dk — (diey — Vi) 2GR (2D

y recursivamente, tenemos el resultado. o’

p~1
[ PR . q - L N m 1
Definicién 1.- Sea IT= - 3~ (~1) BRI T O
m=0
b LRy 2 (et )
Observamos: M= EO(~1) DL Yt T le',",
me=

p-1
_ 4 mtp—-1 2" pp=1){p-2)..(p—m41)
T Z ( ) P Py 11)3 1,,,(.“ (I)p—~l—-m’
P {Tm+T])

y recordando (1 = (—~1)P— 2‘“1’1 — ¥, 1, hemos probado:

Proposicién 3.-

§3 LA VARIEDAD M

Es conveniente en este momento, enunciar con precisién ¢l teorema que nos
ocupa en éste capitulo.
Teorema (Gauss-Bonet)

Sea M™ una variedad Riemanniana, cerrada, orientable de dunenswn n = 2p,
entonces se tiene

0 = x(M).
M

~
Para construir la variedad M contenida en Ty M, consideremos:

Definicién 2.- Sea v:M — TM un campo vectorial suave, v es no degenerado
en z un cero de v, si para:
¥ = dpovop~lip(U) - R",
_donde (i, U) una carta coordenada tal que 2 € U; se tienc que, la transformacidn
lineal dv,(z) es no singular
Observacién.- Usando que los cambios de coordenadas son difeomorfismos, se
puede ver que esta definicién no depende de la parametrizacién .

39



Observacion,.- Sc sigue: 2 es un cero aislado de v,

Definicién! 3. Sca [+ AL -+ N aplicacin suave entre variedades, [ es transversal
a la subvariedad Z C N si:

Im{df,) -+ T2 = T](_t)N
para cada z€ f71(Z).

Lema 1.~ Un campo v: M — TM es transversal a la scccidn cero, si y solo si, v
tiene ceros no degencrados.

Demosiracion.- Sea My = {(q,0) € TM} la seccidn cero. Primeramente observa-
mos que los ceros de v son los puntos de v=*(Mp). Sea z un cero de v, considercmos:
i = dpovop~lip(U)»R" y
U:U—~TR" dadapor (z) = (z,9(z)},

tenemos (usando dip,):
Im(du,) + T(,’n)]\fo = T(.._.lo)TA'! 4= Im((fﬁsg(z)) + T(.P(:)’O)R" x {0} = T(‘,,(z),o)TR"
por esto, probaremos que di(;) es no singular si y solo si
) I7n(di)‘¢(z)) + T(so(:)ln)'ﬂn x{0} = T(,',(,)'Q)TR".
=
como dii, () ¢s no singular, sc iiene que di,(.) s no singular (asf dim Im(dUy () =
n)y
Im(dﬁso(z)) nT('p(z).O)Rn x{0}= {((»(2),0), dﬁvp(z) (w)) idﬁso(z)(w) =0}= {({»(2),0),0)}
y por lo tanto tenemos: »
Im{dBp(s)) ® Tp(2)0)R" % {0} = T(p(e) ) TR"
«)
51 tenemos: .
Im(dp(s)) + T(=), 0)R™ X {0} = Tip(z),0) TR"
entonces, {w]dl,(){w) = 0} = {0} ¥ por lo tanto dii,(.) es no singular o

* Lemalt 2.~ Sea M una variedad compacta y conexa, ®: N — M un difeomorfismo
entre variedades. Si ¥: N — M diferenciable, es suficientemente cercana a ¢, en el
sentido G, entonces ¥ cs también un difcomorfismo.

Demostracion.- d® es no singular en todos los puntos, si ¥ es suficientemente
cercanz a ® en ol sentido C!, tendremos que d¥ también es no singular. Entonces
¥ ¢s Jocalmente inyectiva y manda abicrtos en abiertos por cl tcorema de la funcién
inversa; y como M es compacta, manda cerrados en cerrados. Por la conexidad de
M, ¥(M) = M. Sélo falta mostrar que ¥ es globalmente inyectiva; supongamos
que no, entonces existe una sucesién {¥,} tal que ¥, — & en la topologia C' y
dos sucesiones de puntos {q,} y {q/,}, tales que ¥n(qs) = ¥n(al) ¥ ¢n # 4,i POT
la compacidad de M y tomando subsuccsiones adecuadas q, — g y qf — ¢, por
la continuidad de ® se tiene $(q) = &(q"), y entonces ¢ = ¢, y para n suficiente-
mente grande ¢, ¥- g}, ¢stdn en una sola vecindad en la cual ¥,, es inyectiva; esta
contradiccién muestra la inyectividad de ¥ ul

tover [Guill] Capftulo 1 §5
ver [Sch] capfiulo IF e % Lo
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Corolario a 1a Demostracidn.- Sea M compacla, ®: M — N diferenciable e
inyectivay I: M — N diferenciable, localinente inycctiva y suficientemente cercana
en C! a @ ; entonces, W es globalmente inyectiva, 0

Lemal3.- Sea M una varicdad compacta, TAf su haz tangente con m: TAL — M
la proyeccién candnica. Cousideremos § el conjunto de aplicaciones diferenciables
{F:M — TM} con la topologia C° y T CF las secciones lisas de TM (i.c. los
campos vectoriales sobre A). Sca G el grupo de difcomorfismos de A en M. Sca
© C ¥ un subconjunto denso de §; supongamos que O es G-invariante (i.c. sigc G
entonces fog € O Vf € ©). Entonces: TN O # 0.
Demostracion.- Por el lema 2, toda funcién diferenciable M —» A suficientemente
cercana a ln identidad es un elemento de G. Asi, existe una vecindad U de la seccién
cero (Vo: M — TM, Vo(z) = (,0)) en §, tal que, si f € U, cntonces mof ¢ G.
Come O es densa en §, existe F € ONU. woF es un difecomorfismo, por lo
cual dFp: Ty M — Typ(;)TM cs inyectiva para cada z € M, cs decir dI; cs no
singular y por lo tanto localmente inyectiva; por el corolario a la demostracién
anterior, en vista de que cs suficienteinente cercana a Vp, la cual es inyectiva, y
M es compacta, concluimos: F:M — F(M) cs una biyeccién, es decir I ¢s una
inmersién y #|p(pr): F(M) — M cs un difcomorfismo. Tenemos (roF) ' =g Gy
por lo tanto: V = Fog € © por ser @ G-invariante y se tiene w0V = 1d de donde
Velyconlocual TNO #0. 0
Definicién 4.- Scan f,g: M — N aplicaciones suaves entre varicdades {sca N me-
trizable), y sca 6(z) una funcién real, continua, positiva, definida en M. Entonces
g s una -aproximacion de f si:
d(f(z),g(z)) < 8(z) paratoda ze M

Omitiremos la demostracién del siguiente teorema, y nos referimos a [Mil 2]

(teorema 1.35):

Teorema de Transversalidad de R.Thom
Sea f: M"™ — NP diferenciable; sea ZP~?7C N, una subvariedad cerrada de N.
Sea § una funcién continua positiva en M, entonces existe g: M — N tal que:
i) g es una -aproximacién de f
it} g es transversal @ Z.
Corolario.-TT Dada M una varicdad compacta, existe un'campo vectorial V' sobre
M, con singularidades no degeneradas.

Demostracién.- El teorema de transversalidad de Thom, nos dice en términos del
lema 3 que, O ¢l conjunto de las aplicaciones lisas de M en TM transversales ala
seccién cero cs un subconjunto denso de § aplicando cl lema 3, tenemos que existe
una scccién transversal a la seceién cero, y por el lema 1, es un campo vectorial con
singularidades no degenceradas. 0

t ver [Och] Apéndice I Proposicién 1.1
tt ver [Och] §2 Lema Iy Apéudice I (1.2)
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Consideremos ahora, un tal campo vectorial V, cuyos ceros seran aislados.
Como M cs compacta, el conjunto de ceros o singularidades £ de V es un conjunto
finito de puntos de M y es por tanto un cerrado de M,

Definimos ahora: .
V:M-ZT ~7 T M
P

.

el cual sigue sicndo un campo vectorial suave, ast M* = V(M —£) serd una subva-
riedad de T\ M difeomorfa a M —X (por ser V una seccién de TyM, con 7fpe y V.
como difecomorfisinos), sca finalmente M = M" la cerradura de M* en Ty M.

Observamos que M-I, difiere de M por un conjunto de medida cero (de hecho
finito), lo mismo Af* de ﬁ, por lo cual tenemos:

/ n=/ 0= n'=/~n°.
M AM-E M* M

: ~
Nos ocuparemos, por un momento de ver como cs w(dM).

~

Afirmacién.- n{dM)C L.
0 o
Para M cl interior de M sc ticne n(M) D M ~X, pues dado z € M -3,
como & es cerrada en M, existe W abierto de M contenido en M—E, por lo tanto,
[
s w7 (W) e‘sJ un abierto que contienc a 77! (), es decir, 771y (z) € M, con lo
i ~

cual, z € (M), asf 7(OM)C E.

§4 LA INTEGRAL SOBRE M Y oM

A continuacién enunciamos el Teorema de Stokes, del cual omitimos la de-
.mostracién por tratarse de un tema que desviaria nuestra atencién del concepto de
curvatura. Se puede encontrar una demostracion en {Spi] (Teorema 5-5)

Teorema (Stokes)

Si M en una variedad m-dimensional, orientada, compacta (con frontera) y w
una (k — 1)-forma en M, entonces

/dw::/ w.
M oM

Hasta ¢l momento nuestro problema es evaluar la integral
f v Q= f vt dIl
la cual, por el teorema de Stokes es:
At vt
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ahora nuestro problena se ha reducido a analizar M y evaluar la integral corres-
pondicnte. Pero antes.

Sean M, N varicdodes orientadas, n-dimensionales (sin frontera), f1M — N
diferenciable, M es compacta y N conexa, sca £ € M punto regular de f, entonces
dfz: TeM — Ty(zy cs isomorfismo entre espacios vectoriales orientados; se define ¢l
signo de df,, signdf, como 1 § —1 segin df, preserve o invierta la orientacién;
esto da origen a la siguiente:

Definicién 5.- el grado de f deg f csta definido de la forma siguiente:
primero consideramos,

deg(fiy) = 3. signdf, parayc N valor regular,
26§~ (v}
se muestra (ver [Mil 1] §5 Teorema A}, que deg{f;y) no depende de y, con lo cual
se define el grado de f como:

deg f = deg(f;y) para y € M algdn valor regular,
Definicién 6.- Sea U ¢ R" un abierto y v: U — ®" un campo vectorial, con un

cero uislado en z € U. La funcidn:
¥(z) = H%HT[ es una funcién suave de §, (una esfera de radio € con

centro en z) én §"', Tl grado! de ¥ es lamado ol indice 7 de v en el cero z.

Definicién 7.- Sca v: M™ ~ T'M un campo vectorial con ceros aislados, scap € M
un cero y U una vecindad de p en M que no contenga otro cero de v, y contenida
en el dominio de una parametrizacién . Se define el indice 1 de v en p, 1,(v) como
el fndice de dpovop™l:p(U) —R" en p(p).

Observacién.- El indice de v en p estd bien definido; para lo cual nos referimos a
[Mit 1} §6 Lema 1.

Proposicién 4.- El fndice de v, en un cero no degenerado es 1 6 —1.

Para la demostracién nos referimos a [Mil 1} §6 Lema 4. 0

Regresando a la variedad M tenemos, para m: T\ M —+M la proyeccién:
#(8M) C {singularidades de V} =

como las singularidades de V' son aisladas tenemos:

OM = U W"llﬂ(p),
peE

por lo cual, nos basta analizar 77| (p) para cada p € E.

Proposicién 5.- Sea p € I, entonces 77| ~(p) es el ciclo Zp de los vectores unita-
rios en I, M, orientado positivamente si el mdxcc de V es positivo, o negativamente
si es ncgatwo.

Observacién.- Como p € ¥ es un cero no degenerado de V, entonces #(p) = £1.

Demostracién.- Sea U una vecindad de p € M, tal que no contiene otro cero de

t Ins esferas las orientemos como fronteras de discos y son sin fronlera, compactas y conexas
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V y estd contenida en el dominio de una parametrizacién ¢,
La contencién Z, D 7! lﬁ(p) es clara, por lo tanto nos ocuparemos de la otra.
~
Sea (w,p) € Z,, mostraremos que existe una sucesién de puntos en M, que
~
convergen a (w, p), por ser M cerrada, tendremos (w,p) € n”lm(p).

Consideremos:
v=dpoVop lip(U) - R"

yi= HL—'H de una csfera §, con centro en w(p) en §"~!; como el indice de V en p os
- distinto de cero (1 é —1), tenemos que ¥ es suprayectiva (si no su grado serfa cero),

por lo tanto existe z, € S, tal que ¥{z,) = dp(w) € $"?, esto se puede hacer para

¢ tan pequena. como se quiera, con lo cual podemos obtener una sucesién de puntos

ge = p~ =) € M, tales que V(q.) = w, es decir una sucesién (V(ge),¢.) € M que

converge o (w,p).

- La orientacién nos la da el indice, pues este depende de que v (o cquivalente-
mente V) invierta o no la orientacién. ]

Si denotamos Z,, al ciclo orientado positivamente,

g (p) = ip(V) 2y,

donde —Z,, denota a Z, con la orientecién inversa.,
Corolario.- #(8M) =

Demostracidn.- La contencién C la observamos al final de la seccién anterior, y
la otra contencién (D) es consecuencia de la proposicién de arriba. o

Con lo anteriar, es facil evaluar la integral que nos ocupa.

M= / m= V/
PLPY " (p) 2t

pEY peES

por lo cual basta conocer las integrales:

/n
%

el céleulo de las cuales serd el objeto de la siguiente seccidn. -

’ §5 LA INTEGRAL SOBRE Z

Nuestro problema ahora es evaluar las integrales
fz T con pe L.
P
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. p~m) p .
Observemos que & = ) cyu ( A 05} (A n::fl) para m # 0 cs
(‘.) y=2 J'::p—-m+I

. Ta5. o e .
cero restringida a Zp,, pues las formas ﬂ‘:’, ' son cero restringidas a Zp, en vista de
. J

que son Jas inducidas por fas Q:::’:" en My Z,C 77 g, a1(p), luego:

f? = f/ P 0(—-1‘)"‘ 21'+"‘|n!1-8-..‘.n(2p—2111—1)q)'“

ms=

_ 1
= fz,, ISP 20
‘ N .
donde, podemos escribir $g = (2p — 1)! 3-(-1)* 0y ... 01 uibiyy ... Oap; por esto

=1
basta cvaluar

f A\:( 1) RS TH R RN P

n o

Proposicién 8.- n = Z(—l)‘(), conliyuiliyy .. 0y, es la forma de volumen de
f=1

Z,.

Demostracidn.- Sca g = E ue; € Z, C TyM, y {v1,...,Vn1} base positiva,

=1
ortonormal de 7\ Z, (= T,,M) Por la forma en que se definié la orientacién de Z,

q
vy
tenemos, {q,v1,...,Un-1} s basc ortonormal de Ty M, as{ 1 =det| ., | desarro-

: Un—-1
llando por el primer renglén, tenemos:
n 11 cee V1im Viigl cve VUi
1= ) (—1)'u;det] ¢ : :

§=1
' Up—11 «++ Un—li=l Un—1li41l o+ VYn-in

usando 0; = du; + Y, ujwj;, como en Zp, wy; = 0 (por la misma razén que las Q;-),
3

.

se tiene 0; = du; en Zp, es decir, vy = Z 0;{vi)e;, cntonces:
! ' =1

" 01(1’1) 0,'_1(1)1) 0.'.“(1)1) oo 0"(‘!)1)
1= Z(-—l)iu; det : :
= Oi(vnt) oo Oicy(vnes) Oirr(vaca) - Onlvnor)

n ] .
= Z(—l)‘l)l ...0.'_.111,'0,‘,“ ...0,,(1)1,...,1),,_1)

=1
= 77("1) e ’vn-—l)
es decir, 7 aplicada a bases ortonormales positivas es igual a 1, por lo tanto 5 ¢s la
forma de volumen en Zp, n}

Como Z, es un esfera unitaria en T),Af, tenemos, por lo tanto:



/ n = vol($")
7

“p

y como podcmos ver en [Cour] volumen 2, capitulo 4, seecién 11, inciso b; se tiene
vol(§") = 25 1),, con lo cual:

Io 0= [, swmprmny®o =

2p—l ) f _. _ 2xP(2p-1)1
TP LG {ap=1) 42, 1 = LA (Ip=T)
y finalmente:
f =3 ’p(V)
peEs

Para terminar enunciames sin demostracién el siguente Teorema .
Teorema de Poincaré-Hopfl

Sea M™ una varicdad compacta, ¥V un campo vectorial suave en M con ceros
aislados 2, cntonces, la suma de los indices de los ceros de V' ¢s igual a la carac-

terfstica de Euler § de M. Es decir,

n

Y ip(V) = x(M)E Y (~1)rang Hy(M)

peEL J=0

. o
Finalmente podemos evaluar:

an - /ﬁn:gipm = x(M),

con lo cual, terminamos la prueba del Teorema de Gauss-Bonet.

t ver [Mil 1] §6 Teorema de Poincaré-Hopf
{ aquf .UJ'(I\I) denota el J-ésimo grupo de homologla de M

46



BIBLIOGRAFIA

[Ch] S.S.CHERN, A Simple Intrinsic Proof of the Gauss-Binnet Formula for Closed
Riemannian Manifolds, Annals of Mathematics, Vol.45 (1944), pp.747-753.

[Cour] R.COURANT, F.JOHN Introduccion al Cdlculo y al Andlisis Matemdtico, Li-
musa (2 volimenes).
[Doc] DO CARMO M.P., Geomeiria Riemanniana, impa (1979).
[Guill] VICTOR GUILLEMIN, ALAN POLLACK, Differential Topology, Pretince-
Hall (1974). _
[Hel] SIGURDUR HELGASON, Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric
Spaces, Academic Press {1978).
[Hic] NOEL J. HICKS, Notes on Differential Geometry, Van Nostrand Reinhold
(1971).
[Kob] SHOSHICHI KOBAYASHI, KATSUMI NOMIZU, Foundations of Differential
Geometry, Interscience Publishers (1963).
[Mat] 'YOZO MATSUSHIMA, Differentiable Manifolds, Dekker (1972).
[Mil] JOHN MILNOR, Morse Theory, Annals of Mathematics Studies, Princeton
University Press Ntimnero 51.
[Mil 1] JOHN MILNOR, Topology From the Differentiable Viewpoint, The University
Press of Virginia (1965).
[Mil 2} JAMES MUNKRES, Differential Topology, Lectures by John Milnor, (1958).
{Och] S. OCHANINE, Signatura Modulo 16, Invariants de Kervaire Générelisés et

Nombres Caractéristiques dans la K-Théorie Réele, Memoric de la Socicte
Mathematique de France, Nouvelle série No. 5.

[Sch) JACOB T.SCHWARTZ, Differential Geometry and Topology, Gordon and Bre-
ach (1968). .

[Sin] M. SINGER, JOHN A THORPE, Lecture notes on Elementary Topolology
and Geometry, Scott. Foresman and Co. (1967).

[Spi] MICHAEL SPIVAK, Calculo en Variedades, Reverté (1979).

Otros lugarcs en los que se puede encontrar temas afines y complementarios,
son: '

MICHAEL SPIVAK, A Comprensive Introduction to Differential Geometry,
Publish or Perish, Inc. (5 tomos).

JOSE ANTONIO ALEJANDRO URIBE AHUMADA, El Teorema de Chern-
Gauss-Bonnet, Tesis de licenciatura, U.N.A.M. (1978).

47



	Portada
	Prólogo
	Índice
	Capítulo 1. Introducción
	Capítulo 2. Definiciones Generales
	Capítulo 3. Definición de II en T1M
	Bibliografía



