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CAPITULO |

INTERPRETACIONES DE LA MECAN



INTERI'RETACIONES DE LA MecAnGA CUANTICA

1. Antecedentes histdricom,

La mecinica  cudntica en  su forma  primitiva  surgié a
principios  de ezle sigle como reospucstn ol fracaso de la fisica
clasica en su intento por explicar alguneos: fendmenos relacionados
con la estructura microscopica de la matoeria,

Hasta 1925 ozta forma  ipcipiente  de ia mecdnica  cuantica
estaba constituida por una serie de reglas construidas od hoc que
describian satisfactoriaments algunos fondmenocs cuinticos, Paese a
yue extsa nuova Looria astaba erigiendose sobro flagrantes
contradicclonos  con  la electrodinamica de  Moxwell, habin logrado
explicay satisfactorismente  varios  asgpectos de  la  emigidn  y
absorcidn de  radiacion por  loxm dbemosn, ol oSpocirs 4! guer
negro, ¢l efecto Compton y el efecto fotosldctrico, entre otras
cosas, En este ano aparecieron dos trasbajos, uno de Helzenberg y
otro de ¢l mismne von Doien vy Jordan, on los gue se nresentd la
mecdnica cudantica matricial, que fue la primera  teoria en incluip
estas reglas empiricas en una estructura Iogica y formal,

Un afio después, Erwin Schrodinger publicd wuna versidn
alternativa, inspirada en la hipdtesis de de Broglie, en la que
presentaba la mecdnica cudntica en términos de una ecuacidén de
enda. Poco despuds demostrd la equivalencia formal entre ambas
teorias, pero debido a que Ila mecdnica ondulatoria ofrecia una
visitn menos abstracta y una mayor simplicidad matemdtica gozé
desde el principio de una mayor popularidad. Schrédinger esperaba

yue, de acuerdo con el cuadro de de Broglie, la amplitud yp



involucrada en la ecuacion de onda describiera oscilaciones reales
en ol espacio fizico’. Para 61, ol fenomeno ondulatorio no era més
que la estructura interns de  la particala, que dejaba de ser
puntual para convertirse on un objeto extendido, en principlo, en
todn el aspacio. Sin embargo, muy pronto fue claro que v no podia

repraesontar una onda fizica, ya quoe. enitpe otras cosas, la funcidn

'

de onda asmociada & un sisboena de N oparticulas covresponde  a
oscilaclonus  on H o dimensiones. La funcidn p  requeria, pues, de
otra interpratacion,

Est.a nueva interpretacidn aparecid poco despuds en un trabajo
de Max Born titulado “Sobre Ia mocanica cudnticn de  los procesos
de colision”. Segun Born la funcién y» no representa al sistema
fislco ni a ninguna de sus  caracteristicas, sine que, mas  bien,
permite wwloculos tn probabilidad de encontear a la particula en un
elemento de volumen ¢ por nwdio de In combinacidn y ws Su. Dorn,
Bohr, Heisonbory y Jordan adoptaron una  interpretacidén subjetiva
dal  conceptn  de  probabilidad, hecho que resultéd crucial en el
desarrollo de los fundamentos filozdfices de la nuova teoria. De
acuerdo con esta interpretacidn, la probabilidad mide el grado de
conocimiento que un  observador tiene acerca de cierto sistema
fisico, lo que esta  en  contraposicién  con  la  Interpretacidn
frecuentista de la probabilidad, comin en las otras aplicaciones

fisicas y clentificas.

‘M. Jammer, ‘The Philoscphy of Guanium Mechanics’, 1974, p. 32,



Por otro lado, como teoria probabilizsta, la mecinica cuidntica
ne  permite calcular trayectorias para las particulas, sino
solamente la probabilidad de que éstas =e  cncuentren en  una
posicidn dada. Entonces, @i se supone que  la mecdnica  cudntica
describe  oxhaustivasiente ol sistema v se adopta una  visidn
subjetivia  do  la  probabilidad, un  observador no  deberin  tener
acceso al conocinuentn do la trayectoria que sigue i pacticulsa.

A raiz de la vizita do Schrodinger a Copenbogue en septiombre
do 1926, Bohr y Heizenberpy sintieron la necesidad de esclarecer la
rolacidn entre [ mecanica cwintden, qun interpretaban
gubjotivamente, vy ol experimento. En  particular, trataron do
reconciliar la teoria con el hecho de que se  pudiesen observar
travectormas eon la camara do Wilzon.

En tebrero de 1927, Heiscoborg oneentrd o solucion a este
problema. Podia reconciliarse el experimento con el hocho de que
el formalismo matematico o pormiticra definir trayectorias
precisas si s¢ notaba qus lo que @e obhsmerva en la camara de Wilson
no es la trayectoria de la particula, sino una cadena do gotas de
agua, cuya extensidn permite determinar Gnicamente una sucesidn
discreta de posiciones indefinidas. Desarrollando esta idea,
Hoisenberg obtuvo sus relaciones de  indetorminacidn, que fuoron
publicadas en un articulo donde las interpretaba desde un punto de
vista operacionalistna, Para ¢l no tenia sentido hablar de una
propiadad fisica @i no se concebla un experimento que permitiese
medirla <{de hecho, la “necesidad” de reducir la teoria a términos
observables habia sido ya argumentada por Heisenberg desde su

primer trabajo sobre mecanica matricial). En el caso particuwlar de



las relacliones de indeterndnacién. lo anterior significaba que no
era posible definir simultaneamente la pesicién y la cantidad de
movimiento de una particula (o cualquier pareja de  variables
candnicamente  conjugadazd  puesto  que  no  existia un  dispositivo
expearimental que  permitiese mediclas a la ves Segda lHeizmonberg
“oesta indotoerminacion ou. i rovdn esencial de 1a aparicidn de
rejeciones estadistions 141 I mecanies cudntica”®, La
inLerpretacion de law  desigualdadus  de Heisenberg eg uno de  los
puntos mas controvertidos de i mecanica cudntican.

En octubre del mismo ane o Hevd a gobo en Bruselas el V
Congroso  Soivay, on ol que se  trataria ¢l tema “Electrones vy
Fotonexs', vy que contaria con la participacidn de lox mds grandes
tizimos de o dooca Las dizcusiones  so contraron on el
sigaificado  de o teoria  cuoantica y,  en particuiar, e loe
desigualdades de Heimenborg.

En su exposicldn, Heizmenberg y Born prescentaron la macdnica
matricial ¥y su interpretacidén prababilista de la funcién do onda.
Al final de sy intervenctdn afirmaron que la mecdnica cusntica era
unn teoria completa vy que sus fundamentos ya no eoran susceptibles
de ser modificados.

Por oLyro lado, Bohir expuso sUS ideas sobre la
complementariedad que ya habia presentado  poco  antes en una
reunidon en Como en septiembre de 1927, £n esta ocasién Bohr

establecid las basoes de la llamada interpretacion de Copenhague de

*loid, p.wu.



la mecdanica cudntica. Segun Bolw, la propia naturnleza de la
teoria cuanbica nos obliga a considerar 1a descripcidn
espacio-temporal v La dexcripeidn causal’  como complementavias  y
eialuventes,

Einstod, por WY parte, hizo notar que el caracter
probabiliztico de la teoria permitis inteepprotarla de dos  fornas
distintas: 1) La funasldn » deoscribe compleotamente & un sistema
individual; 2> w representa un encemble  astoadiztico do si:;zi.s,m:-:‘.
La primera interprotacion, observe Finstein, implicabn que,
mientras  Ia particula no  fuoeze  obsoervada, deboria  considerarse
como potencialmenie prozents en todo ol eupacio. Al sor delectada
la  particula, el paguote de  ondas  que  1a desceribe deberdia
colapgarse instantineamente, lo gue ostaba on contradiccidn con la
Leoria  ewnecial  do  In relatividad. Por  otro  iado, Ja  segunda
manera  de intorproetar Ia funcién w  perasglic ovitar  esta
dificultad. En efecto, enh oste contexio, w w Su represvhba la
probabilidad de quo aigun miembro del ensemble so concusntre on el
elomento de welumon Suv. De esta forma la  Incallzacién de  un

individuo no altera la distribucidn de probabilidades del

b L .
£n ol lenguaje de Bnohr “descripeidn causnal’ 8o refisce a una

degcripeidn en lériminoy del intercambio de anergia y momento.
4 . . . T
un ansembla s define como un conjunto, on princimo infinito, da

coplaa mentalas de  un sinlema, toles que @l wvaolor de algunas de

taw voriablens que lo caracterizan  ea @l oigmo on todan ellus, La
conatriccidn da enton valores dofine lo qui@ L0 conoce como
‘macroestade” ¥ la tibertad de soloccion dol rosto de variables

recliza todos toa posibles ‘microestados’ compatiblee con @i,



ensomble, por lo que no requiere de la ‘“reduccidn del paquete de
ondas®,

A pesar de las  objociones de Einstein, al finalizar e}
congreso practicamentse Lodos los asistentes sme hablan adherido a
la interprotacidn de Bohr y Holsenberg, que so convirtid asi en la
interpretacion offcial v ortodoxa. Incluso  de Broglic, que  habia
presvibade sy propin interpretacidn cousal (a teoria de las ondas
pilotold, s#o azpogd a In visidn ortodoxa como resultado de la dura
eritica que recibid por parte de Pauli.

Einstein, sin embargo, nunca aceptd ol punto de vista de
Bohr, El dobate ontro ellos continud hasta la muerte de Einstein.

en 1954,

2. La interpretacidon de Copenhague.

El formalismo de la mecdnica cudntica es hoy universalmente
aceptado. Du hecho, la teoria cudntica es uno de log pilares de la
fimica contemporadnea. Sin embargo, a sesenta aflos de su creacidn,
aun no se ha logrado el consenso en cuanto a la interpretacidn a
que deben sometorse los conceptos bdsicos de esta teoria,

En efecto, existe un gran ndncro de interpretaciones
consistentes c¢on el formalismo, que se basan en diferentes

posiciones filosoficas, algunas de las cuales se contradicen



miituamente”.  Ante la  diversidad de

adoplar una postura critica
una sola de ollas.

Actualmonte la interpretocion de

man difundida. Este punto do

faneidn de onda describe o un sitema

analizs o demigunldodes de Hedsonborns

nos  vemos  obligados o aceptar  Ia

intringeco on I procizion de nuestras

mecanica

ta

necesartamente a ver g

e L | s

naturaloza, pooiciones

aducidas  para sustentar la interpretacidon

dosde ol mubjetivismo  estricto o inclus

materiaslizmo dialdctico, pasando por ol

neckantianismo v el poxitivismo., La

posibilidados

antes que adherirse

Copenhague es,
vista parte del postulado de
tisico

[SIEY=T5 I3
exintonaia
mediciones,

cuantics

de

ol molipsismo

corriento

o5 conveniente

dogmaticamente a
con mucho, la
que la
individunal. Cuando seo
pata

porspoativa,

de  un  lmite

lo que conduce

fa tooria final

COMO

mue han sido

Copenhague  abarcan
hasta el
{idealizmo

pura, ol

predominante  osta

basada eon el concepto de “complementariedad” que se relaciona con
la  dizcontinuidad de lox  procesos cudnticos y en la  doctrina
pozitivista, segin la cual la finalidad de la fisica no es la

comprensidn del mundo objetivo,

sino  exclusivamonte la descripcidn

<
de fendémenos obsorvables . La escuela ortodoxa acepta, en
porticular, una vision instrumentalista del conocimient.o
] . .
uUna relocion breve y o exhaustiva) quo pormite ver la
diverasidad de interprataciones que 13 han propuesto puede
encontrurae en ol Libre de Jammar “The Philosophy of Quantum
Mechantea’,
<
M., Bunge, 19u06,



clentifico, que conzidera a las teorias anicament.e como
formallsmor  matoemadticos tiles en la  prediccidn de resultados
experimontales. Segdn este punto de vista, la tarea del fisico
consizt.e mdlo on dominar el formalismo y aprender a aplicarlo, en
contraposicidon con el realismo que busca, mas bien, la comprension
de la naturaleza. Do hocho, en estas diferenclas reside una parte
tundamental dal desocusrdo entre Elrnsitein y Bohr (el resto estad
conectado con el problema dol doeterminismod.

El instrumsntalizme  es muy  popular entre los nuevas

generaciones de fizxlcos, nque pratenden desvirtuar las rcusiones
filosdficas dentro do la clencia. Pese a que esta posicidn puede
parecer muy reclente es, de hecho, una viejn teoria fllomdfica. A
este respecto, Karl Popper escribid: “Durante  mucho  tiempo la
iglesia utilizd Ia concepcidon  instrumentalista deo la ciencia como
un arma contra una colencia naciente, Podrdls forjar instrumentos,
artefactos, pero no podréis, con la luz de vuestra sola razdn,
descubrir ninguno de los secretos  ocultos de este mundo.”: éste
om, on breve, ¢l argumento con el gque el cardenal Bellarmino wme
opugso a las ensenanzas de Gallleo sobre el sistema copernicano, vy
con ©l que el obispo Berkeley se opuzo a Newton.” Por otra lado,
0! solo hecho de hacer ciencia requiere de la adopcidén consciente

o inconsclente de alguna postura filoséfica. Es ésta la que indica

7 . : Qe
K. Popper, ‘Poat Scriptum a la Légrca de la Invesligacidn
Crantilica, vol. 331 Teorio cudntica ¥y ol cisma on Fisica’, 1085
p. 122,



el tipo de preguntas que un cientifico hace a la naturaleza y las
respuestas gue considera zignificativas.

£l concepto de «complementariedad deriva de  una  posicidn
positivigta,  Debido & fa “indivisibihidad”™  del cuanto  de  oaccidn,
que  produce una  discontinuidad en los fendmenos cudnticos, no ez

shemna microscopico vy

posible desprociar la interaccion ontre un i

nton de medicidn Ce wucrdo con Bohr, entoncoes, no

oz ja=tau
punde  atribuirse una vealidad  independionte i ol sistema niooal
instrumento. “.. todo inlento de subdividir al fendémeno  exigird
un  cambic  de  dispositive  experimental que introducirid | nuovas
posibiltdades  Jdo  interaceidn, oo conbrolabhlos en principlo, entroe
tor: objetos y lom Instrumentos de modicidn: om esta circunstanciz
la que espresa 1o individuslidad de los efectos  cudnticos  tipicos,
Fn consenuencina, Jou resultados obtenidos <141 condiciones
experiniontales diferentes no pucden ser  onglobadss »n una sola
represontacion, sino gque deben considerarse comoe complementaricos
e el sentido do que =dlo la totalidad de los fondmenns agota la
fntormacion pousible mobre los objr\t.os,""

La idea de complementariedad se refiere, sobre todo, a la
imposibilidad de Udevar a cabo una descoripeidn que sca a la vez

causal ¥y espacio-temporal de los fendmenos cuadnticos. Para Bohr,

H. Bohr, ‘DracuunLans ovac Finstein ur des problemos
eprotemologiques de o physique atomiqus. ", contrnibucién a *Albert
Einstown, rhtosopher Scrential’, Evanstlan 1940 reeditado on!
N. Bohr, *Physi que atomque ot connaissance humaine’,

Gauthirer-Villure, 1948, Parie, p. o7,



las  desigualdades  de  Heisenberg son una forma de expresar

dicha impozibilidad.

& EY concepto de probabilidad,

Se menclond antes que la interpretacion del formalisma de la
muecinica cudntica ostd estrachament.e relacionada con ia
intorpretacion adoptadi para la nocidn de probabilidad. Esta puede
zgop do dox tipos: subjetiva v objotival

El punto de  vista subjotive  es aqudl  que  interpreta la
cantidad pCA[BY C(probabilidad de A dado B> como una medida del
conocimiento gus  posee el observador  acerca de A, dada la
informacidén D.

Dentro de las  interpretacioncs  objetivas  podemoz  mencienar
cuatro:

1> Interpretacién clisica. pCA|BY ez ol cocionte del numero
do casos favorables & los eventos A y B v el nimero de casos
favorables al evonto B. Esta intorpretacidén sdélo es valida cuande
todos los casos favorables al evento B son igualmente probables.
(Bebide & osta limitacidn en  su  aplicabilidad, la interpretacién
clasica no se utiliza en la actuslidadd,

2> Interpretaciéon frecuentista o eostadistica. pA|B> es el
Hmite de la frecuencia relativa de los sucoesos A en lox sucesos B
cuando el numero de dstos tiende a infinito.

3 Interpretacion propensional. Esta interpretacién fue
propuesta originalmente por K. Popper y considera a p(A[B) como.

una medida de la propensidon o tendencia que tiene ¢l evento A de

10



weurrir xio ha ocurride el evente B Para Popper la proponsidn es
una propicdad objetiva y real de Loda la situacidn (isica

4} Inturpretocidn de  onsemble. Esta  Wditima  interpretacién
consiste  on ebicnoy modelos toorices  para el conwopto do
probabilidad  generalizands los procedimientos de  la Mecdnica
Estadistica. En  esta interprebacidn se consideran  ensombles  de
réplicas  tedricas  del  cictems (fsico baje  estudio y, de  esta
forma, lia modida sobruv el enuemble de un  determinado  tipo de
acontecimiento e36y LT COMG Lo definicion tedrica da 1a
probabilidad, mientray gue las  recuencias  observadas  constituyen
ia principnal tdenica para wedirios Nosde onte punto de vista, ol
condiconal B de unz  probabilidad  pdAIB) e equivalente a  la
dufinicidon del ensomble tedrico.

Lia comevela de Copenhague acepta un punto do vista subjetivo
de la probabilidad. Esto = rofleja on 1o ouposicion de  que i
funcién de  onda  descoribe completameonte 3 un sistema  individual
rodemoz {lustrar Jlo  anterior por medio de la paradoja do de
Broglie: consideremos un olectrdn en el interior de una caja y
supongamos que éuta es dividida en dos partes de lgual volumen. De
acuerdo con la escucla ortodoxa podemos considerar gue ol eloctrén
individual esta completamente descrito por una funcién de onda.
Yea A el evento “el electrdn estd en la coja 1V, entonces ~A es el
sventn “el olectrdn eztd eon la cajn 117 Sea finalmente B el

condicional *la caja ha sido separada en dog partes”. Entonces:

pPA|B) = p(~A[B) = 3

11



Supongamos ahora que un observador detocta al electrdén en la
caja 1. Entonces, si la funcidn de onda representa el conocimiento
del obuservador, tondremos gque aceptar que las funciones de onda en
las cajorn 1 y II s¢ ven modificadas on el instonte on quoe déste seo
percat.a de gue ol electron esta en una de ellas: la funcidn de
anda on b coja Y we anulns, mientras que en la caja I ose reduce
al oztado que describe In prosencia del olectsdn, Este {ondnend se
conoce  comn  colapuo de o da funcidn  de onda vy exn producto
exclugivamento do habor adoptado una interpretacion subjetiva de
las probabibidaden, o que se rofeja en la suposicion de que  la
funcion  de onda describe al gistema individual,  dJome  dijo
Heluonberg:  “Es bien sabido que o reduccidn de los  paquetes  de
onda miompre aparece en la Leoria de Copenhague cuando se completa
la transicidn oo lo pawsible 2o lo reail”, o deogir, cuando ze
seleccionas lo real  entre  lo posible,  secleoceidn gque  realiza el
‘obscorvador’..”.” Para fiisenberg  oste  fenémenc o similar a un
salto cuantico. La iportante nular (e el postulado de
“proyeccion™ o “colapso” de la funcidn de onda debe afiadirse al
formalismo  cudntico =i e desea que  esta interpretacion =ea
consistonte.

Por otro lado, en el razonamiento anterior, nada impide que
las  cajas hayan wstado separadas  por una  distancia arbitraria
antes de la obmervacidn, Entonces, Ia medicidn realizada sobre una

de ellas altera instantaneamente fa funcidn de onda en la otra

]
K. Popper: Qp. <., p.o7, ref. 71,

12



caja, lo quo conxtituye una violacién del principio de la
relatividad

Este es uno de los problemas mis graves que presenta la
interprebacidn ortodoxa. Los partidarios de esta escuela
argumentan a su favor que oste tipo de accidén a distancia no puede
utilizarse para transmitic  {nformacién a  otro observador. En
efvcto, =mupongamos que dos observadores realizan el experimento
anterior y cada uno obzserva una ooja. 51 ol obzervador I dotecta
al electrdn en su esja, produce un colapso  instanbdneo en  la
funcidn de onda on la eaja 1. Sin embarpgo, ol observador I no
tione manera de maber lo qus ha ocurrido a monos que:

1 abra sa propla cajn, on cuyoe  oof ze porcatara de la
augencia  del electron  por  smus propios moedies, em  deocir, =sin

necesidad do rocibir informacion dol obsorvador I.

23 2l ohoervodar ¥ ole notifioman oo hinllnmes por ol
de comunicacién (en general, &stos suelen ser mds lentos que la
uzd.

Pareceria ser, entonces, que en ninguno de los dos casos se
viola el principio de la relatividad, poero ezste argumento
solamente es valldo =i se  interpreta, no  sdle la  mecadnica
cuantica, sino tambidn la relatividad especial desde la posicion
positivista, sto es, si sme plenza que la  relatividad no se
refifere a la propagacién de interacciones, sino a la transmisién
de informacién entre observadores. De esta manera, lo que prohibe
1a relatividad es uUnicamente que la informacidn wviaje mas rdpido

que la luz.
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Log problemas anteriore:n no aparecen si se  adopta una
interpretacion objetiva de la probabilidad. Consideremos de nuavo
el experimentn  de la caja v la relacion peA|BY = p(~AlB) e 4,
vista desdo la perspectiva de la  interpretacién frecuontista, En
esto  case, cuando ol observader detocta el eloctrdén en la caja 1,
I protabilidad pda|BY no se osltera, ya quo dsta sdlo se refiere a
Ly frequencia con que se ebtendras oste resullado zi o repite ol
axparinento  muachaz  wvecon, Bl conocimiento  del rezulénde de una
realizacion del experimoento dice poco sobre la frecuencia, Una vez
gque me ha encontrado la porticula on la caja 1, podeia decirze que
la probabilidad de encontrarla en «wma caja ze ha “convertido™ on
1, pero oxto ez wdlo una forma de hablar, ya que so trata en
realidad de  deos  probabilidades  diferentes:  la probabilidad pCA‘B)
de encontrar la particula en la caja | dado que la caja original
=e wepard en dos, vy la probabilidad p(A]A) de encontrar la
particula en la caja 1 dodo que ha gmido encontrada en o caja I
En 1o interpretacién de ensembelox la primera corresponderia a la
probabilidad tedriva mientras que la segunda a la oxperimental

Vemos, pues, que la “reduccion del pagquete Jde ondaz®™ on oste
casoe no os mas Jque un cambio en el condicional de la probabilidad,
wg douir, en la especiticacion del experimento, y se convierte en
@l enunciado de un hecho triviall ptajay = 1 y p(’»/\‘i\) = 0,

El  razonamiento anterior resulta mas  claro mediante el
sigulente cjemplo: se lanza una moneda al aire; la probabilidad de
obtener aguila o sol os } en cada caso. Mientras no se conozca el
rosultado  del  experimento, se  puede  seguir  diciendo que la

probabilidad os $ Al observar el resultado. una probabilidad “se

14



hace” 1 y la otra 0. En este caso po se puede considerar que la

observacién baya “colapsado la funcidn de onda®, pues la moneda es

un ohjeto alasico. Lo gue ocurrs, una vesr ms oy que se trata de

“lanzar una

do=m OXpeTinenLos Codorss condicionalos) disztinte
moneda™ ¢ “lapzar g moneds voobboner un resultado espegificoe®,

F1 ejemplo anterior podeio analizaese  tambidn utilizando  las
dos  probabilidades de I inberpretocidn de onsemble:r o tedrico

que el valor Gge L o bodo moraento para ambas postibilidades

(carn o mol) v I oxperiments quer varin dependiondo  de aual hova
sido el resulado particuiay del experimento

B interesanto potoar que e inbeprprotacion subjebiva de  In

v oextadistico

teorin doe probabitidndes ccuree Combidn e la mecdnis

clasich, eon o g, o veees, sSe doLberpreta la entropia como  una
medida  de  nuoestro conochmivnto  del sistema,  en lugar  de 5

inLorpretacicn  rovrocts,  sogun o cual esta cantidad  representa

una medida dol desorden en ol Lema,

4. El argumento EPR.

En 1935 surgid la que os quiza la mds importante objecidon a
la  interpratacion  de  Copenhague de  la mecdnica cuantica en  un
articufo publicado por Einstoin, Podoluky y Rosen bajo el titulo

“Con quantwum-imechanical  doscription of  reality  be  considered

10

complet

10 .
A. Einstein, B. podolsky y N. Roszen, 319335.
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£l objztive de esto trabajo era mostrar que, bajo ciertas
circunstanciaz, s  pogible considerar que dos  variables que no
conmutan  son  simultdnoamente elenentos di la - realidad, an

contradiceion con  In interpretacidn ortodoxa de das  desigualdades

senberg. Bl teoromn de Bin

do Hei on (EPR),

st.ein,  Podol v Ro

Hasnado liticado  por los miembros

por  otlos mismos, ho sido

de 1o escunla ortodoxa como Cparadoja’, o, inclusao,  CYalaoia BPRY

Sin . embargo, o pogmible  mostrar gue ose Grades, G efecto, e un

: . 1 N . -
toorema bicn formado w1 e aceptan los aipuientes postutados:

1) Una condinidn nocesarin para qus una Leoria sen completa

b : )
es quo por cada clemento relevante der 1o readidod exis otro en
la teorina quo ke corresponda

2> Una condicion suficionte  para identificar un elemonto de

1a realidad pucde oxpresavse como ziguer si podemoss, sin perturbar

en forma  alguna ol sisbondag,  prodecis con corteza ex decic, con

probabilidad igual o 1) el valor de une cantidad ica, entonaes
existe un elomonto de la realidad que corrosponde o dicha cantidad
fizica.

Para lograr BU oh jetivo, Binstein, Podolsky y Ro=zon

consideran un  experimento  pensade en el que  dow  particulas

1%

L. L. Ballentine, 1970,
12 ,

La condicidn  de que los olomoentos de la reatidad aean relavanlas
a la teoria no  fué impussla por  Eistein. Swn embarge, Yy  aunque el
concoplo “rolevante’ oo muy vaga, wsta condieidn o esencral ya
queo s olla no cxistiria nuBguna taoria complota dertro do astle

marco y por lo tanto el criterio serim trudtil,

16



interactian durante cierto tiempo y luego se  separan. Existen
diferentes versiones doe este experimento. Considoraremos una de
lag mas sencillas, debida a David Boelm. Dos  particulas  de  spin 4

se preparan en un estado inestable infciol de gpin total 0. Guando

medimos,

.

se meparan doebe conservarse el spin tolall Entonce

por  ejoemplo,  la componente  x del spin de I particula i, g
podemos inferir ol valor  de  la componente n del  mpin de da
particula 2, r.!m. sin porturbacria en forma alguna (va que esta
particula  pucde  entar arbitroviamente  alejada de a otra en ol
moment.o de ia medicidny. Podemns, entonces, aficrmar que cxm en o un
elemonto  de o reaslidad, A menes gque e acepte 1o posibilidad  de
una interacaidn instantdnea entre ambas particulas, podemos
afirmas, incluso, gque ”m era un elomento de o reatidad aun :mt,«::s_-
de lHlovar o cabo la medicion Jde oo |
.

Como, por otro lado, podiamos muy bien haber dJdecidido medic
Ia componente =z del spin de la particula 1, un argumento analogo
nos permite considerar i g, como un olemonto  dwe  la roalidad.
Entonces, v, ¥ o son elemento:s simultdneo: de la realidad. Gomo
la mecdnica cudntica ne permite definir el valor de ambas a la vez
(puesta que son variables que no conmutand, debemos  concluir que
la descripeidn cudntica de la realidad es incomploeta.

Este avgumento  demuestren,  mas  especificamente, que las
siguientes proposiciones son incompatibles:

1) El vector de estado provee una descripeidn completa del

sistema individual.

17



2) Lax propiodades fisicas reales de dos objetos separados
espacialmente son indupendienﬁosm.

La disyuntiva anterfor fue planteada por primera vez por
Binstoin en 1949,

El  artieuln  original  fue criticado  par Bohr en un trabajo
publicads bajo ol mismo Gitule'. Bobr aceptd que el razonamiento
de EPR era correcto, siu oritica estaba dirigida. mas  bien, hacla

Para 1, el formalismo de 1a

las premigas on gque este e
mecanica cuantica en incompatible con ol punto de vista {llosdfice
de  EFR vy, en particular, con ol eritepio de realidad que ellos
proponen, ya que solo pusde asociarscele un elemento de realidad a
1ty acto de obsorvacion realivodo de una mooera coencreta, De esta
Torms, el argumento de FFR plerde por completo su significado: no
tiene =entido auociarie sinuftdncamente elementos de o realidad a
variables gue Lo oonmvtan, puesto que no existe ningin dispositivoe
pxperimental que permita mediclas ol mismo tieompe. ¥ si ono hay una
modida  concreta, tampoco algo a o que = le pueda atribuir un
elemenio de o realidad

Es genvralmente aceptado que Bohr togrd refutar con émito wl
resultado de EPR. Sin embargo, su rospuesta es valida sdlo si se
acepba upa  postura positivista. En el marco {ilosdfico del

realismo, las conclusiones de EPR miguen tenmiendo validez.

L)
Esla propcaicien €9 conc e como priniipic de lorolidad.

i4
t. Bohre, 10373,
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Ademis de la critica de Bohr, se hoan presentado muchas otras
que Aatacan, fundamentalmente, el hecho de que en ¢l argumento EPR
se supone  Lacitamente la siguiente hipotesis: si en un sistema St
w0 mibde una observable A cen ol resultado a. tiene  sentido
especular acevca de aual hubinra sido el resultade =i, en vez de
A, otia obsmervable B e pucde no copmutar con AY fuera medida en
el mi=mo sistema 51, ounndo @4te o enouentra en el mizmo estado.

Frib hipotosin na o- aoen ol formalismo cusntico.

nbs

Lui=ton, =in embavgo,  Tormulaciones modernns del argumento
EPR en las que la hipdtesis anterior no es  pecesaria, Bh o estas
tormulacione::  =moe han explotado mads a  fonde  las  implicaciones

Cinde:

v Fllowd{icas v =me ha rebasado o conclusion  original: la
disyuntiva ya no exn solo ontre la loaalidad vy la completoz de la

mecanica  cuantica. =ine  entre  la localidad v la mecdnica cudntica

. . 15
misma (sea dnta completa o nod .

5., La interpretacidn extadistica.

Hemos expuessto  brevemente las bases de la  interpretacidn
ortodoxa de Ia mecanica cusntica, y algunos de los problemas mas
graves  que  presenta, Existe, badsicamente, wun  punto de vista
alternative, propuesto por Einstein desde el Congreso Solvay de

1927, que consiste en suponer que la funcidn de onda no representa

xs}‘. soller:, “El debate de la Lteoria cudntrca®, 1900; V. do Baero,

(19890,
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un  Sistema individual, sino & un ensemble estadistico de

4]

. 1o - : : : P
sistemas . Este punto de vista es conocido como interpretacion

egtadistica do la wmaecdnica cuwintica,

Ex  importante  notar  gque unn dezcripeidon estadistica  sdlo
permite predecir o) valor medio de las variables  dindmicas de un
s Loma individual cuando = posible aplicar In hipatosis

aodin temporal de una

Lo on suponer que el

ergddica, quoe  cons

Loema en dgual ol promedio de

varisble  dinadamicn asoctada o oune oz
dicha variable tomado sobre Jox distintos sistemas gque componon ol
on=emble A un tiempo  dodo. Frto o cquivale A suponer que, sioun
sistoma individual evoluctions durante un tiempo suficientomente
largo, habrd ocupado todom los microestados compatibles con el
macroestado que define ol onsemble, Lo propledad de ergedicidad ha
wido demostyrada poara Ddgunos Giotomes, el obros oxiste evidenoia
expoeriment.al o mu faver,  sin embargo, para o moavoria de Jos
sisbomag se ropmiere suponer esba cavacterisbica,

tn moecanian cuantica forss Ao de interdés no son
necesariamente  ergodicos: un sistoma ligado en un eigenesstado  de
la  energin  puede  sorlo,  mientras  que  una particula que  es

Debido a

dispersada por un contro de fuerzasz cloaramente no lo

dsto, la  mecinica cuantica  ox,  en general,  incapaz  de hacer

predicciones sobre stemas  individaale
En el marco de la interpretacion estadistica la probabilidad

que predice la teoria cudntica para un valor de cierta variable

18 ‘.
ver nola 4, pdagina 3.
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dindmica s entiends como la proporcidn relativa de miembros del
ensemble  para log  cuales  la variable  considerada  tiene  dicho

tas  prediceiones oo

valor, Entonces, la manera  de  verificar  es
repitiendo @l exporinaento muchas VOCen Y construyendo 5
distribucion estadistica de los posultado:.

En  este  contexto, lasz  degiguddades  de Helsenberg  pueden

entonderne  sin neounidod de saponsr gue Lo posicidn y ol momonto

e una partdoeuls no cxisibon simultansmmente tn wioctn, ia
derivacion  de et dessigualdados i poartie 313 formalismo

involucra  dnicrmente  las dispersiones de las variables  dindmicas

considoradas, Do esta manera
Agdp 2 W2,

donde « y p son cualguier pareja  de  variables  candnicamente
conjugada, impone una restriccidn al producto de  las  dispersiones
estadigticay sobre el encomble vy v dien nadn acerca de las
incertidumbres &gy Hp en o medicidn simulicaen de cotas
variablon  on un sistoma  individual, Do hecho, Ayq vy 8p s6lo pueden

delorminarse  exporimentalmonte @i e incertidambres 8qg vy Sp son

mucho  meonores  que ellas, Nada  impide,  incluzo,  que en ciortas

. . 17
circunstancias se cumpla:

8q8p < hr2.

t? N
pallentine; Op. cit, p. 363,
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Un  ejemplo muy conocido donde ocurre ésto es el siguiente:
una particula con momento iniaial conocido i; pasa a traves de una
rendija muy angosta. Debido a efecton de difrocaidn, ol momento de
la particula cambiard, pero su energia (¢ por lo mismo p = Hﬁ“) [e
mant.endrsd constoante. Al MHegar o particula o una pontalla gue  se
encuentia o ung distancia L de  la rendijoa puede medirse sua

coordenada »  (distancia vertical con respocto o Il posicidon  donde

con un error S,

hubicra Hegado U particula

Simultineamente e pucde  cond

v componente = del momento,

. 2 2108 - .
pucsto que poo=op osen? = opoasdl R D) con & o] angulo entre ia

trayectoria fca vy la lnea que une a la rendija con el punto
%3, con un error &Gp o quo puedo hacersoe  arbitrariamonte pequerio
modificando  adecudamente  In distancia L entre  ambas  pantallas,
CGlaramente, el producto o Op  no tiene ninzuna cota infearior.

Entonces, desde el punto  de vizmta  de la interpretacion
estadistica, Ias  relaciones de  Heirenberg no we  refieren  en
absolubo o loy mediciones simuaitaneas:,

Otro  de loss problemas . que resuelve 5 interpretacion
estadistica ez el de la  supuesta  dualidad  onda-particula.  El

caracter  ondulatorio se refiere  exclusivamente a  la  distribucidn

de probabilidades en el ensemble de particulas; édstas retienen su
raracter corpuscular,

> obtengan a través de

El hecho de que laz probabilidades
una  ecuacidén de onda queda como un  problema abierto de gran
interds, cuya solucidn significaria un  avance fundamental en la

comprension de los fendmenos cudinticos.
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Lo anterior me ilustra claramente por medio del experimonto

. 10 , .
de las dos vendijas: un haz  tenue de particulas monoenergdticas

incide sobre una pared con doz rendijas, tras de Ia cual hay una
placa  fotogrifica Cada pactdanly proeduce ana maran casi puntund
sobre I ploca despuds de o un tiempo suficiontements largo  so
observa wobre L placa un patron ade dnterfercncia, 51 se  clerra
una de Les rendijos e Tovma un patran simple, con un solo maximo.
be acuerde con o oesoucla de Copenlogue el primer pateon resulta
del hecho doe que Lo onda que reproesenta o ana particula intecfiere
consige  misma. Fxto oquivole o comsiderar que la pavticula pasa

por ambie rendipos, Desde el punfo de wissto estadintico codda

particula posce anag trayeatoria bicen detinida vy pasa por una sola
de lam cemdd Jon, aparcentemente oo pucde  esphicarse la aparicion
del patrdn de intertorencia en ol primer gaso, ya que ef hecho de

que una de fan rendi jan estd abilerta o cerrada noe deberia afectar

Ia tray

oo Lo poecbivulass e pasien por o obara cendi ja.

Sin embargo  la intoerprotacion estadistica no niega la posibilidad

de que existan ciertos agentes fisicos, mun  desconocidos, que se

vean afectadoss por la configuracion de las rendijas y que afteren
xdidn Jde tales agentes: ofrece nuevas

las  trayectoris .o identific

iGn en una direccidon que los miembros

perspectivas o la investig

de ia escuela ortodoxa considoran carente de interes.

] . .
Esta condictdn permte considerar que lasg particulan pasan de una

en una Yy no interaclian enlre si.
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En apovo o ba anterprotacion de csbe experimento en terminos
urtodoxos e ha uatilizado un  argumento basado en la teoria do
probabilidades. uea p ) (pz(xﬂ la probabilidad de que la

i

particula dnncida en o proeacion x sob

Ly placa fotografica dado
i A rendi o 20 1) esta coprrada, vonea pz"(x') 11 probabilidad de
e ancida en v dado que ambas rendi jas estan abiertas, Los
eventos  “pasoe por la renslipgn 17y “pasar por la rendija 27 son
excluyentos y exhaustivon, Podria osprrarse e
"x‘t(m\mpl{x)-l-p?(.\(), sin embarge, osto e ocurre,  puesto gque P, Yy

p, won distribuciones  gauszmianas y, por do Lanto, s«u osuma no
¥

produce  un  patrdn  de  intorferencia, aparente  contradiccién

nos Mevaria o una o amboesd de las siguiontes conclusiiones:

12 La teoria weual de  probabilidades no se aplica a  los
fondmoenns cudnticos
2) Losm eventoz “pasar por la rendija 1 y “pasar por la

rendi ja 2° no pueden  congiderarsze mutuamente  excluyentes  (de

Aalguna manera la particula pasaria por ambi

Una vewe mag, ol error on el razonamiento radicn en la omisidn
de los  condicionales  en lany funcicnes de probabilidad. Estos
condicionales serian ¢ “solo 1 rendija 1 estd  abierta’™, GZ:

“solo la rendija 2 estia abierta™ y o “ambas  rendijas  estan

abiertas”. F¥n este caso el experimento indica Gnicamente que
p(xlcq) £ p(xlc‘) + pixle D

to «ual, por otro lado, no tenia por qué ocurrir, De esta manera,

no hay necesidad de aceptar ninguna de las conclusiones
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anterinres.  Sin embargo, =te  tipo  de argumentos  hoan sido

iy

= 1
ado:: Incluso por gente como Feynman .

6. Variables ocultas,

Como  =sabemos, de acuerdo con la anterpretacion  ostadistica,
un oglado  audntics no  desoribe  oxhoaustivoaments o un sistema
individhaad, Podrma ponsaese,  entonces:, gue  la mecdnica cuantica se
refiore Gnicamoente » low promedios  de  las variables dindmicas
usmales  sobroe los valores de obros  parametros ajenos a ella. La

distribucion de estos pardmetros estaria regida por leves propias,

distintas  de las cuanticas, ¥y no podeia ser controlada en
principio. Bl comportamicnto  cudntico  de la materia  seria el

de estas “variobles  ocultaz®; asi, los

afecto do o i
ensombles  propiamente cudnticos goerian agquelfos  on donde las
variables ocultas estdn distribuidas en su forma natural o no
controlada, ezto oz, »n forma tal rue se cumplan iz relaciones de
Huisenbopg.

Con a introduccidon de las varviables ocultas puede concebirse
un ensombie en el gque dstas teongan una distribucidn que permita la
violacidn  de lag  desigualdiaden  de  Heisenberg. Dicho ensemble

travconderia  claramente o1 dominiv de la  teoria cuantica. Sin

embargo, ol nivel actual de conocimiento bace imposible controlar

1
R. Fayranan, ‘The Fevnman Lectures or. Physics’, tome 11, Fondo

Educative Interamericano, 10724, pp.t-7,4.8,



las variables occultas vy ne nos permite realizar experimentalmente

un  ensemble  de te  Lipo, to no  excluye, por otro lado, que

éstas puedan controloarse on el futaro o travds del estudieo deo las
leyes que pigen su comportamiento.

Lend do variables ocultas contradice In

Dobido A gque

do In mecAaniaa cunntic 26 ha generado on

interpretacion
torno o olax unag baportante peléamcn En 1232, john von Neumann
desarrollo wn Leorenis por mesdio del cund pretondia demestrar que
ninguna  teorin de varinbles oot era capas de reproducie todos

L ravonamionto osta

ultados de b meoanica auantia

L

sbhre og gigaientes postualodo

50 reprosenta una observable por un operador R,
entonces cualguior funcidon £ de dicho obmervable esta representada
por 1o,

2> Lo suma de varias observables, prepreosentadas por R, S,
vy @ELA reprosentada por ol oporador RS+ min importar =i
los opeiadonrss conmutan o no,

3> La corprespondencia ent.re opueradores hermitianos ¥
observables es uno o uno,

4 Si o observable R es no negativa, entonces <RM20.

5) VR, & .y VY a, b e R, se debe cumplic

CaR+LS+.,.> = adROTHE>+..

20 .
Ballentine; Op. cit., p.374.
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para  todos los  estados posables en los gue  puedan  calcularse
promedios.

Von Newmann demuestra que no puedse existir un ensemble on el
que  Lodas  las obmervables  tongan valores  fijos  (sin dispersion),

Como  una Leoria de variobler occultas permite la gonstruccidn  de

R . n .
onsembles [FC I S R S A Wity Jemaamn concluye U no hay
variables ot o, Acbouuae, VO Neunmann muestra que existen
cnsembles cuanticos Ces  dewir,  dispersivos que son homogeéneos,

esto es, Lades queo:
<R> = <R>
E | S\

donde: B o el enuemble, E't B es cualyuier subensemble y R es
cvabpder observable. Por otro  lado.  law  btoorfas  de  variables
ocultas  excluyen In posibilidad de que un enzemble  dispersivo sea
!'\onmgzinnnzz. o que parece reafirmar la conclusion de von Neumann,
Estos  rosultades  acabaron  practicamente con la polemica por
cerea do velnbte anocs, hasta gue David Uohm publico, en 1952, una
t.eoria de variatle oculta que reproducia oxactament.e las
prudicciones  estadisticas de la mecdnica cudntica. Suponiendo una
funcion do onda yw = R expdiS/f) y szustituyendo en la ecuacidén de

Schrodinger y tomando o = iy yw = r? y

v o= Y S/mo= (hW2im) Ty sy - Yy Jym)

21 .
pusta  von  fijar el valor e las varwitlas  oculias para  i{odos los
muambe g del ensemble.

Jammer; Op. cit., pp.2063-2 70,
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domvlo p es 1o densidad de probabilidad v ¢ es la velocidad de
tiujee de particulas, Bohm oblLuvo dos  ocuaciones: una de ellas es
la ecuacicn de continuidad para la probabilidad, v la otra es una

vuuaclon de balance de energia de Ja Qoo

Bo= ) ome” o VO o+ HO0

con VGO w -1/ RAZMR En sy modelo Bohm agigna a cada particula
wna posicion perfectamente  detinida o (variable ocultad y  un
momento dado por p = me = Y E, lo que equivale a suponer que cada
particula  zigue  una  Lravectoria blen  defindda. Conociendo  las
condiciones  iniciales  de la particuin, ol modelo de Bohbm  permite

predecir exactamente el movimiento de 1a particula a travdss de la

loy cldsica
mx = -V (V4 U

Bolun Hlomd a Wx) el potencial cudntico ©  interpretd la
funcién y como un campo fisico real y objetivo, que producia una
fuerza sobre las particulas dada por =~V U, y cuya ecuacién de

. . " 23
propagacidon era la ecuacién de Schrodinger™ .

A pesar de que la teoria de Bohm no tuvoe gran aceptacidn, su
sola existencia invahida el teorema de von Neumann, Su aparicidn
hizo rvenacer la  polémica y  propicid el surgimiento de otros

modelos de  variable oculta. Incluso alentd a de Broglie a  retomar

3
2 Jammer; Op. <L, |p. 200-202,
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lay ideas gque habia abandonado a
en ol Congreso Solvay de 1927,

La apariclin de teorias de

la  mecdnica  cudntica  Hove

Iy

detenidamonte ol trorema de von

Apoyoudds  on i Looria vari

[
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degigualdad que  cualiuier teoris de este tapo debe satisfacer, y
fque  la mecanica cuantica viola, 1o que lo llevée a la conclusidn de
que  ninguna  teoria  jocal de  variables ocultas  es  capaz  de
reproducie Lados tos rosultadon cuntinos con precision
arbitraria, Este resultado constitamne ol lanuwasdo  Leoroma  de Hell
La importancia de la desigualdad de Bell radiaa en ol hecho de  que

ws ponible, en  principio, ntrastoria oexperimentadmente. De esta

forma wifa posible resolver  empiricamento  una dizcusidén de
caractor filosdfico.

heaentomonte  =e han Hovado a cabo  experimenteos de oste
Lipo, vy practicsmente en  todos  ellos se  ha encontrado que  la
desigualdad do Bell se viola, lo que ha llevado a un gran nimero
de cientificos a afirmar que las  teorias  locales de  varioables
ccult.as son incapaces de describiy adecusdamonte a la naturaleza,

Sin embargo, la conclusidon anterfor no goza de una aceptacidn
absoluta. Existen diversas posiciones acerca de la validez, tanto
de los rosultados expeorimentales, como del propio teovieiia do Bell
Entre quienes no comparten el punto de vista ortodoxo estan los
que  suponen que el teorema de Bell es valido, lo que implica que
es  la mecdnica cudntica, y no las teorias  locales de variables
ocultas, la que descoribe incorrectamente a la naturaleza. Este
grupo ha mostrade gue en los experimentos hasta ahora realizades
se  incluyen hipdtesis ajenas al teorema, y que, por lo tanto, sus
resultados no proporcionan informacidn concluyente acerca de si la
nat.uraleza obedece o r;o I desizualdad de Bell.

Por otro lado, tambidén han sido presentadas  criticas  al

Leorema de  Bell, que muestran que su  dominio de aplicacién es



muche mas restringido de 1o que w0 cves usualmente”.  En
particular, ha sido posible construir toorias  locales de  variables
ceulbas que vielan s desiguatdad de Bell vy oque, en si mismas,
constituyen conteasjemplos al teorema fan embargo, para lograr o

anboerior, et ATy C debhen sacrificar 1a existaencia de:

distribuwiiones de probabilidiad conjuntias para ebaorvable

gque son,
dende ol punto de wista de L mee auea cudbbioa, inuompabiblos.
Exto parece indicar gque ne es ol pringipio de locnlidad lo que
entra an juego on in discuasion,  sine Lo existencia de este tipo e
distribucicones  de o cbalaindad, Do et formn, aualquier teoria,
focal 0 no. gue vontoengs o su fornudismo estas  disteibuciones
deberva cumpliv con a desiguatdad de Boll

De lo anterior podemos concluir que, aun cuando la eovidencia
experinental mostrava  dedidlivamonte aque s naturaieza viola la
dasigualdad  de Bell, como parece ser el caso, esto no  implicaria
que  debamos  renunciar, hi o oa la objetividad, ni a la localidad en
by desaripeidn fizica de In naturadeza,  sino  que, solamente,
obligaina a que  cualquier intento de fundamontar a la mecdnica
cuantica con  una  teoria de variables ocultas no  incluya la
posibilidad de ealcular diztribuciones conjuntas de  probabilidad
parna las resultados  de las  mediciones Jde variables incompatibles,
o que reprusentaria un problema du investigaciéon de gran interés.

Desde asta perspectiva, pareceria sor que el teorema de Bell

no  descarta la posibilidad de hacer una descripcidén de la

YA M. Celln, 196,
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naturaleza gque sea compatible con el principio de localidad y que
nsté  basada en  la conviccidn  de  que el universo  existe
independlentemente de o presencia de seres  inteligentes que o
ohserven, to que o, B3] nuesLra opinion, un principio

irvenunciable del pensamiento cieuntafico
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CAPITULO H

LA Eu:cﬂms'nNAmK;A ESTOCASTICA




LA ELECTROUDINAMICA ESTOCALTICA

1. Introduccidn a la Electrodinamica Fstocastica.

bentre  del marco e o interpretacion . estadistica de  la
mecanica cudnbica 0 han propucsto un gran ndmero de teorias que

intentan  axplinar ol comporlamiento  microzudpico de I materia.

bu todas estas, la olecLiodinamieg oo iticon (EDED) ox una de las
ques presonban mavores  perspectivas, De acuerdo con osta teoria,

o< propivdades cuinticas  de una particula cargada mon el producto

do la interaccidn entpe duta y un campo  eloctiomagndtico

fluctuante, cuva  donesidad ipectral o unz tompeoratura de cero
absoluto coingide con 1a del campe de vacio de la electrodindmica

cuantica Sin embarge, en EDE este campo doe fondo es real (aunque

no divectwinonio obheorvable, va que su promedio temporal es cero),

en  contraposicion con la electrodindmicn oudintica que lo considera
como  un campo virtual De  acuerdo con la EDE, los resultados
usnates de Ia teoria cudntica deben oblenerse como promedios sobre
las realizacionss  del campo  dJdo fondo  para  sistemas  que  han
doanzade  estados de equilibrio. La EDE, =in embargoe, no tiene
por que restringirse al estudio de sistrmas on equilibrio, lo que
l2  debe permitir, en principio, predecir toda una nueva serie de
fendmenos ajenos a la mecianica cuantich.

La existencia de un campo estocastico de fendo que permea
todo el espacio debe tener efectos muy importantes en la dindmica
o Ias partlculas;  asi,  cualquier  desaripeidon “clasica’ que  ignore
dirhos  ofectos serd necesariamente incompleta. Una particula

tumers v en el campo de vanie debe intepcambiar energia y momento

4o



ann este  en forma abeabotia, de monseta qua o wes pousible
considararia como un astema cerrado. Esa constante  interaccidn
tendrid como ofecto ol gue las wvariables dinamicas asocladas a Ia

particula no tengan valores  fijosn, por Jo que, =i ose presta

atencion  exclusivamonte o ia poaeld 2, Y no al sistema completo

de  conmorvagion sersn

campn y particula, fas leyes  oldsics

validas solo en promedio. i estudio de i ag  ablettus  wsbd
aun en sus oprinciplos, vy ta EDE es una de las primeras  teorias
fistcas en intentar doasoribirlos ablerton.

En  principo, 1a EDE deberfa considorar la existoncla de
campos  de fondo distintos  al elactromagndtico (gravitaaional,
fucrte. doébild, sin embargo, parcce woer  que  basta con  considorar
pute acompo pata entender, al menos, Loy propiedades de sistemas
cudnticons no  relativigtoos, Lo anterior Glwewe o grave orobloma de
N permitir comprender el comportamiento  cuantico dir lag
particulas elementales  peutras (como e} noutrinod. Aun  asi,
oxist.e  un  argumonto  debido  « Sontog'  evitar  esta  dificultad.
Segun o), através del comportamiento estocastico que adquieren las
particulas  en contacto con el campo electromagnedtico de fondo,
todos los demds campos adquieren propiedades estocdsticas, y deben
alcanzar un estado de equlibrio que asegure que sus propiedades
estadisticas, a=i como su  dJdensidad  de  energia, adquieran los
mismos valores. De esta forma, basta con describir uno solo de

osos campos para conocer el comportamiento de los demas. La enorme

‘l—.‘. Santoa (1079).
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“amplicidad  matemdtica que  presenta ol compo  electromagnetico lo
hace ol mejor candidatlo para esa desupipoion.

La {dea de c¢xplicar «l comport.miento cuantico de la materin
suponiends que dste e producto de Lo interaceidn con un campo  de

fondo  fud propuesta inicialmente por Kalitsin en 1953, Adirovich y

Podgoretskil on 1904, v por Scokolovy  y Tumimov  on 195
Ultinios consfderaron ol problemz del oscilador  armonico  clidsico on
interaccion con ol coampo de vacio de 1o electrodindmica cudntica vy
mosbraron  que, como  resultads de La interacoiodn, las  varlables
dinamitca:  de  Ia particula se transforman en operadores que
sallutucen oo relaciones cuantions usuades de conmutacion,

La EDE propiamente dicha nacid con los trabajos de Braffort
ot al. en 19547 ¥ Marshall en 1963, o-n logs que =se introdujo, por
primera vez, la idea do que el enmpo  clectromagnético de fondo
propueste  por  la electrodindamica  cuantica tiene existencia  real
En =u articulo, Mirshall estudié ¢l comportamiento del oscilador
armdnico en interaccion con dicho campo y encontré que existe una
distribucidn  estacionama en el espacio fave como resultado del
aquitibrio entre la potencia media que el oscilador radia en =su

movimiento y la que absorbe del campo, si se supone que la

densidad espectral de éste, a temperatura cero, es de fa forma:

3
(W) = Aw
o >

‘N, malusn, 1033; E.I. Adurovich Y M. I. Podgoretskti, 1054;
A A. Sokoloww y V,H, Tumanov, 193¢
3!'. Braffort M. Spighel v . Tzarc, 19%4; T. W. Marshall, 1903,
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Lo relacion anterior es la misma que Braftfort et al. habian
encontrade algunos afios antes a partir de consideraciones de tLipo
termodinimico.

Marzhall mostro, tambidn, que =i by constante de
propercionalidad A e toma igual a A/@r2ed), se  oncuenbba una
energia  media  para el scilador  de  tte. Lo densidad  espectral
obtenida por Mas-shall s proeciuament.e la misma que la

electrodinamica cudntica pradics para el campo de vacios

Y -
po < Ed (49

an

Ademas, =i la densidad espectral del campo se hace variar de
acuvrdo a la ley de Planck, ! eomportamiento  del oscilador a
temperaturas mayoroes fuer coro  coincide nuevamente con  lasm

predicciones de L mecinica cuanti

Soevim una de las irterprotaciones propuestas para la EDE, el
arigen del campo do fondo estd en la radiacidn producida por todas
lam portidculan coargadas  del universo, gque a lo largo del tiempo ha
togrado  alcanvar  un estado de eoquilibrio. Un campo  originado de
esta forma ey,  necesariamente, estocastico, adamas, sl ze

supone  gue la distribucidn de materia en el universo os, a gran

ascala, homogenea e isotropica, ol campo heredara estas
caractemsticas, Las propiedades anteriores seran validas
siempre quer no exista cantidades apreciables de materia

ceraanas  quo altoren ol campo  de fondo Cpor  ejomplo, =i
encerramos  al campe  en  una pequena  cavidad no  podran  existir
tolos los modos), La explicacion de algunos fenémenos
cudnticos, como el experimento de Jas  dos  rendijas, dependerad

cructialmente de la anisotropia del campo debida a la presencia

9



de om=tas. Evidentemente, el hocho de que una o las dow rendijas
estén  abiertas alterard la forma del campo de fonde y  se
retle jard on un cambio en el comportamionto de las  particulas

(hicho de otra forma, es el campo de fondo quien “sabe” qgue las

dos  rendl jas estdn  ablert

y o “comunic a las particulas),
Qlra importante propiedad duel compo de vacio es el hecho de que la
denstdad espectral (1) ez la uanica que permanece  invariante frente
a transtormacionez  de  Lorentz’. Una  consecuonma  divecta de  lo

anterior e quo ol campo  de e a0 da origen a fuermas de

friccion, lo que =e traduce on que preserva Cen promoediod la ley
e la inx‘el‘ch;w.

lLa conmtante de Plunck N es, desde este punto de vista, tan
so6lo una medida de la magnitud de lag fluctuaciones del campo, y

debido al origen de este campo es de esperarse dque su valor esté

deeterminado  cosmmoldgicamente. Alpunes autoress han poctiado,
incluso, sobre &) poxwibilidad de que, debido @ las

inhomogeneidades locales que existen en el universo, el valopr de h
puade  variar de manera apreciable en diferentes rogiones de éste,
lo que deberia dar lugar a fendmenos do gran importancia. Aun mas,
el valor de h no tondeia por que haber permanecido constante en
todas las dpocas.

Entre las caracteristicas del campo del punto cero estd

t.ambién su incoherencia. vy e! hecho de que su promedio temporal vy

1
r.w. Marshall, 196%; T. H. Buyer, 1969 E. Santos, 1974,

ke .
Ynao dimcusion mda extensa acerca de ltas propiedadesn dot carmpo de
1endo pusde encontrarse en: T.H. Boyer 1970 y 19735,
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espacial se anula. Debido a todo esto, e¢s natural esperar que no
soa observable a escala macroscdpica, donde sdlo las frecuencias
bajas, para las quo el campo es despreciable, tienen efecto. Sin
embargo, a escala micromcopica, donde las  frecuencias  altas  son
importantoz, s pozible detesctar el compo  indivectamente por sus

ofacton sobro Inm particulos,

La covactdn ) pr

nta un problema grave debido a que su
integral gsobre todas las frecuencias es infinita, lo que le da un
contenido  energético  igualmente  infinito.  Exte  problema  aparece

Lanmibidn on o

evintica, vy ex unn de  lasz  razones
‘por lam que esnta tecria considera al compo de fondo como un campo
virtual. Como para EDE este campo ous real, su densidad espectral
debe  ser  integrable, ya que doe otra Torma produciria  efectos
cravitacionales infinitos, lo gue estid en obvia contradiccidn con
lam observaciones. El probloma anterier pone en evidencia el hecho
de que el espectro ) debe ser vidlldo sdlo para frecuencias

bajas. Una forma de ver esto es notando que para valores de w

talos quo tw 2> 2mcZ la probabilidad deo creacidn de pares ya no
puede despreciarse. Debido a que pn(co) « w es la unica densidad
espectral invariante de Lorentz, pareceria ser que es inadecuado
exigir esta propiedad =i deseamos que po(m) sea integrable. Lo
anterior no es Lan extrsho si se toma on cusnta que la métrica
real do nuestro universo ne es la de Minkowski. De esta forma, lo
que debe exigirse a po(w) no es que sea invariante de Lorentz,
sino que posea covariancia general en una métrica adecuada a
nuestro universo (por ejemplo la métrica de Robertson-Walker).

Hasta ahora no se ha encontrado una denzidad espectral

adecuada que sea integrable y generalmente covariante, por lo que
41



ia densidad 1) continda utilizandose, Es importante notar que
osta forma dol expectro esx sdlo una idealizacidn yva que en general
eximstirdn fluctuaciones alrededor de la  ecuacidn (1. Hasta el
momento no ge conocen las conzecuencias que estas  fluctuaciones
puedan tonor,

La EDE ha logrado reosolver con éxibo un apreciable muinero de
problemas, ontre lom  que  xe  encuentran: el oscilador armoénico
dncluyendo las  correccionocs  radiactivas  a  primer orden  y =

comportamiento & temperaturas mayores a cerod, ol rotor rigido,

dos osclladores armdnicosn  acoplados, los efectosn  diamagnédticos de
Lix materia y el efecto Casimir®. Bste ultimo pucdae UZADSe COMO  Un&
evidencia  indirecta de la  existencia real dol campe de  fondo.
Adomds, la EDE escapa a  todas  las paradojas de  la mecanica
cuantica, vy pormite entender, ot menos cudlibaeblvimonts, =i oriesn
del comportamiento ondulatorio de la materia considerandolo un

raflejo de la interaccién con el campo de vacio,

2. Pescripcidn del campo de vacio.

Para estudlar los sistemas dindmicos desde la perspectiva de
la EDE, es necesario conocer las propiedades del campo del punto
cero, y exprésarizs en lenguaje matemitico. Como dicho campo es
eleclromagngtico, podemos utilizar para su estudio la herramienta

desarrollada en la electrodinadmica clasica, Existe, sin embargo,

oum raviaién exionsa de lon origenen, logrow, y problemas de la

EDpK puede enconirarse en L. de la Pefia, 1983,
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una diferencia esencial entre los campos cldslicos yb al campo de
fondo que radica on el cardcter estadistico ds dste Gltimo. Dicha
estocasticidad debe reflejarse en la  dezeripeidn matemaitdica  del
campo de vaaio.

Concidoremos un campo de radiacidn en una cajfa cubica de lado
L con paredes perfoctamente conductorass, desarite en la norma do
Coulomb, on la que los compos electrico y magndtice so eoxpresan a

partir del poteoncial vectorial on la forma:

B o v A Eom - 2. e
E4) w7 3 (& 3]

Podemon  desarrellar al potencial vectorial on una serle do
Fourier de ondas planas con vector de propagacidén k' y frecuencia
Y

w =» ck C(con k = ak ﬁ). El vector k  esta dado por:
n n 14 n n

con oo (nx,nz,ns) Yy aentero, va que <o impone la condicién de
que quepa un ntmero entero de longitudes do onda A en la caja de
lado L, vy k‘ = 2n/N. El potencial vectorial ze oxpresa en la
forma:

A = 1A%%E £ 2 o explle.mw £ + ¢ oxpC-itk .r=w w] &Y
n o na no [¢] n na n (4]

~ .
donde lom & » Ton los vectores de polarizacién (con o = 1,2)> que
n

satisfacen la condicidn de transversalidad:

k.e =0 @
"o po
y la de ortogonalidad:
£ £ =5 G
no ne’ oo

43



~
Ademas como kn = .kn/kn vy los vectores A . forman un triplete
1ad

nrionormal, zatisfacen las condiefones:

m S -k

& & R
[£21=2 3% ey 19 nT nj n

6

Lam amplitudes Cprer de la ecuacidn Q) son numeros comple jos
arbitrarios. En el cago colizico  son numeros bien defintdos,
miontras que en la EPE zon variables asleatorias cuyas propledades
antadisticas reflejan la naturateza del campo de fondo.

La ecuacién () adguiere una forma mis conventente para su

andlisiz &1 se reescribe a ¢ exp(-iwtd y su complejo  conjugado
F Al

como:
. ]
c expldk .x~w £ + ¢ expl-i{k .x-w t2) =
e 0 " s o ]
4 2 vl N Lot ” ~teat
com k_x Cc_ '™+ T e 4 i gen k oxGe e - e T
n no nr 1] ne no

. P
= (-mcz)hz[—q cos K % + —Z man k -x]
n w n

De emta forma el potencial vectorial queda expresado por:

Aw cnZaH iy ¢ 2

n o

nor

[~q cos k .x +p swsen k .x ] 7>
ne n no n n

donde q y p,, son funciones oscilatorias dependientes del tiempo
ne n:

que satistacen las ecuaciones:

q. " o): 4., = 0 8.ad
b, * ' P, =0 8.
q_ =p, 8.0

B o= mwla ., @D
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Podemom escribir ahora los campos eldctrico y magnético de la

forma:
41 1oz ~ T
EOGL) = {t-g—] Eg ‘. I.pnocas k ow +waq sen kn-x] ()

gt
BCx,L) we {4 ";—] Lok « z )[q zen K . + (p Sw deos k -x] 10>
L " n rur e n no n n

Finalmonte, ol hamiltonions dal campo toma la forma:

« { N - 4
i ¥ - z H oy b 2 *
H @ b &+ YodrT o= oo ) B o« + oW
r a7 + B 2 - pncr “n ‘1n<\'
~” [ad

-
~
Py
-
W

no
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El hamlitonizno escrito de esta forma es equivalente al de un
conjunto  infinte de ocsclladores armdnicos  independientes do masa
unitarioc y con frecuencia coracteristica w donde las a., vy P,
Juegan el papal  de coordenadas vy momentos zoneralizados.

El hamiltonlane de cada uno de estos ogciladores estd dado por:
o = g O 2>

Puede verse que, con el hamiltoniano 1, las relaciones &)

resultan ser directamente las ecuacicnes de Hamilton del sistema.

/]

p son variables estocasticas,
N

v

En nuestro caso las 9. 1a:
y por lo tanto log valores de cada H"U tamblén lo serdn. S ahora
exigimos que el promedio de la energia de cada uno de estos
osciladores olementales sobre todas las realizaciones del campo
corresponda al promedio de la energia del campo de vacio de la
electrodindmlca cudntica, cs decir, :Th’)n v denotamos ese promedio

por < >, @e obtlene:
" 102 4 o of
<Hn > = zf*mn - z(pn . q. > (¢ 1))
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o vquivalentemente, usando el teorema del virial

2z 2, 2
(pmy) w w"<qna) = o 14>

n

Ademas, como ol campo de vacio debe promediar a cero, debemos

tener que:

<q > = <p > =0 18>

Las propiedades  estadisticaz anteriorez  pueden determinarse
directamente de conmideracionas sobre la energia. Podemos  peodir
aun otra condicidn, baxada en el hecho de que el campo de fondo

tebe  onpcontrarse en un estado  de maxima  estocasticld

Ezto
significa quo cada modo del campo fluctia en forma independiente
de los demdis, es deeir, quo eston no estdn correlacionados entre

sf. Lo anterior pucde expresarse, junto con lag ecuaciones (14D,

en la rorma:

g p._ . >=0 <16.a>
ne ot
qa «q = (2w 36 S <16.b>
e oo n nn' oo
<p p >m o (hw S2) &6 8 16.cd
noy oo 2] nn° oo

La maxima estocasticidad implica, también, que la amplitud
de cada uno de los modos del campo obedece una distribucién
gaussiana. Este tipo de distribuciones poseen la propiedad de que
los momentos de orden superior de la variable estocdstica = pueden
encontrarse a partir de los momentos de primer y segundo orden. En

particular, si la variable estocastica promedia a cero se tendra:
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Ca-11 o para n par.

&> -
] para n impar,

2 . .
con ¢ la varianza de la variable estocastica,

El desarrolle del campo A t.oma una forma

=imtlar  al campo de

vacio de la electrodindmica cuantica cuando =@e  subtituve a  las
variables  aandnicax del campo g v P por  otras  variables
L3 DEY no
dofinidas como:
. 12 . -
a 8 =120 ) tip +owoaq oexpdie € UT.a0
i n no none "
L “ [ - v
a = 172 ) [ip = o Jexpt-le [SYRD
tyer n i "oy n
A partir de las cxprestones anterilores es claro que a v a
no nor

no dependen del tiempo.

En términos de est

nuevas  variables, el potencial vectorial

A Cacuacion {733 age osaribo coms
2412
. [2 o ~ . .
A = E L [-..E—I.‘:;] & [;{ explick .x - @ tI) + r:vq:,] aed
Voo no o one " n
noer n -

con V = L»‘.

De las ecuaciones A5) vy 16> podemos obtener

estadisticas que deben satistacer las a

a a = 0
no N
» ~
<a a >= 18
no o nn aere

El hamiltoniano (11) queda dado por:
a a
o nog ner

H =5 L to
r n o

+7

las relaciones

19.a>

19.b

A9.cd

20>



Las expresiones antoeriores sugieren considerar a las

. = . : 1

variables a ] como  lox  andlogos  estocdsticos  de  los
ey no

operadores de Crencion ¥ antquilacion utilizados en

la electrodindmica cusnticn,

De las ccuaciones Y vy U0 paede obtenerse que

La funcidon doe autocorrebwdn del campo eldatrico E(xt)  on

de gran importatcia en lnomoy

in e domt probleanmes qprer aborda la

EDE  y, en particulon, a0 divaectamente roelicionada con Ia

densidad espectral del campo de fondo. FPara obtenerla, partimos  de

s “ " *
la expresion poara K oen terminoes: de oo Y a
"w ot
g~ L
[
At 102 .
= -5 L [~—-~-~~»,—~~--"J 2 l—i.m oxplick % ~ w L) + (:.c.-l @2
\ (21~ nw ™ n
”n L= -
de donde:
2 ~2
CE O, OB (L) = anrri LL L L ¢ & Cw w »)"
{ : V nevd  fntery 0 on
N oo 3 ]

< l—ia explidk . x~w L3> + C.c.] l-i:a explitk .x'=w ) + Qc,]}
[plag n n e " "o

21t h —~ Rz
= 2 v ¥ & & Cww D7 "w cosClk  (e-XD-w (L=t7))
v o) T aon o " n
e Coor v y

Finalmente, usando la ecuacion (i), encontramos que:

TARWDOE (LU0 =
)

2nth
v

LLLL G ~-kk A costk (=X = w (b=t 23>
(8} v} noon n n
n oo n’o’

18



Analogamente puede demostrarse que:

(Bi(x,t){!l(x',b’n m LI (x,L)EJ(x’.L‘))
1

Bl resultado anterior adquiere una forma mds Gtil si se toma

suma sobre n se convierte en una

@l Hmite L« o En ese cazo, la

integral sobre k, va que:

1 1 -
T b D R v

€ L9 nonon
3y s 3

Como An’ - Anz = An9 = 1, entonces:

<l

fL L 4L~ & -1
n ™ ™
3 2 a

Pera n‘/L = kL/?,n »  An sl Aa‘xzn. por lo que:
.

:Tz: = asmr™ Tk Lotk B Ak
n k * k “x
1 z 3

“ 1im % ¥ o= (1/311)3”Jd°k

Voo n
La autocorrelacidn de E se expresa como:

CE (LB (5,070 = ——I-l——~ r(é - k k /ADw coslk.Oe-x’) = wlt~t’d>d3k
[ 1} 42 J 1) [N

Un caso importante corresponde a x’ = X, en el que se ohtiene

<E OLLIE GLULD) = n [T k/kz)w cosCult-t">) &’k
s 3 G2 9] L)

como d'k = 1Pdkd, con d0  la  diferencial de angulo  sdlido,

I(é., - kk /K d = Ié daa - Jk kK% aa
5] vy Ly v
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- 4ud - 1/k2jk kK do = l‘m - 1/&2Ik2 dﬂ] 5
1y vy v 3]

Debido a la simetrin, la Integral de k:: s  la misma para

Ledas las componontes. Si tomamoes Ia componente

k= k cosg
FaR e 11

-
z

Y Ik dQ) w j { kzco::z(;v soeng d¢ dd
a Jo

x®
24

o 2
& 2nk j cos £ song dep s 41kt 3
o
de donde, finalmaento:

CE GOULE Gty = 20 f Ko cosCadt-trd> & dk
1 3 3m o [

w S0 1 G’ comdettotdy 8 dw o & ptiethy 24>
L] )
o

En la expresidn anterior ¢(s) estd dada por:

@

e(8) = ‘:;;%{l:r J wﬂcos(uxs) dw
[
w
41t .
= po(w) cos(ws) dw 25>
do

en donde me wutilizd la ecuacidn (111D

El resultade anterior nz un case  particular del teorema de
Wiener-Khinchin de la teoria general de procesgos estocisticos, guo
relaciona autocorrelacion de  una  variable  estocastica con  smu
densidad  espectral de fluctuaciones (en el caso del campo
electromagndético, las fluctuaciones <E2* son proporcionales a la

denzidad de energia)d.
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Pucde  defindese la  funcién  SGo = 'mpu(w)/fi. S(wd  es  Ia
transtormada de Fourier del campo, ¥y nos serd de gran utilidad on

las secociones sizuientos,
L]

3. Las ecuaciones de ovolucion,

n la tenria general de procesos estocisticos la ecuacidn de
Fukker-Planck F-P3, o ccuacion de evolucion, ha =ido una
herraamienta e Ggran unporLancia, pues permitoe obtoner 1o
disztribucion de  probabulidad en el espacts fase A partie de la

countinn de movimicnto, para procesos on los que I aproximacion

de Mavkov es  vilida, Estos  prosesos cwen aquellos en los que la
probapiiidad o Ut ot =istens se enouentre en un cierto ostado en
el tiempo t depende unicamente de densts hava estado en un ticmpo
G oanterior (Lo o eecerario que Y sea bmodiatamente anterior a
L3 v ono de todo fa trayectoria que ol sistema hayn s:oguldo?. En
este sentido se dice que un proceso de Markov tiene memoria corta,
En s literatura sobre procesos estocdsticos es usual derivar
ta eunacion de F-P para el caso en o] que la fuerza estocdstica es

un ruido  blanco, es  decir, cuando su  densidad  espectral es

independiente de l1a frecuencia () = cte.); este tipo de fuerza

“ow manara mas formal, lo arterior mgrafica que L3 ol sistema
poad por las posiclones :-'1, :42.. e %, en tos Liempor ti,
n
t . lu  probabilidad de que o<té en la  posicudn X al  tiempo
" e n+i

mord:

X X, N T A ® )

e I 1 RN nettn



apat ece el fenomonos como o] movimiento browniano., En la EDE, sin
embargo, el espectro de la fuerwa (ver ecuacidn JLIAY  es
sltamoente  coloreado debido a su dependencia en W, por lo que os
necesario oblener una ecuacion de F-P mids general

Para dosavrollar una ecuacion de F-P aplicable o EDE se parte
del hamiltondano (no pelativictsd  de ana particula cargada on
interaceidon  con un campo  eloctromagnetico, que, on la norma de

Coulamb, estd dado por

1 2
Hom oo (p - @A/0) T4V o+ U >

donde A e el potencial vectorial, V ez un potencial exterpo y Hr
vs el hamiltoniano del campo:

£

o= ol J(;;:" v’ W

A partir del hamiltoniano <1 pueds ubtenerse la ecuacion de
movimiento de la particula =sipuirndo un método muy conocide en la

¢ obtiene se le

S
Is

teoria electromagndtica. A 1o ecuacidn  que

denomina ecuacidon de Abraham~Lorentz (A-L) vy tiene la forma:

-

-

mx @ F + mvi + eE 4 % % B @

afs

- 2 a .
donde ¥ es 1la fuerza externa v 7 = 2e ~3mc. El término mrx se
copoce como la reaceidn de radiacidn y se obtiene como una fuerza

. . E]
que el campo radiado por la particula ejerce sobre ella misma’,

[:] . .
ver, per ejomplo: L.D. tandau y E. M. Lufshilz, ‘Teoria cldsica de
ios campos’, volumen ix del curso de Fisica Tedrica, ed. Revertd,

Purzolona 1Bt



Ln la EbE, los campos clasicos E v B de la ecuacidon (2) se
sustituyen por campos estocdsticos, y la fuerza externa F o incluye
log efoctos de campos  electromagndticos adicionales  que  pudieran
axistir. La ecuacion obtuenida e o=t forma s¢ conode como
ecuncién de Braffort~Marashall B-M) v tience la mizma forma que
2. En general, nox rostringiremos o Casus no relativistos (v L
€2, por o gus B o hoideraromos e cfentos masndticos Ademas,
rvomo  los modosm  del campo e afectan mas a la particula tienen
longitudes do- onda muv grondes comparadas con lam dimensionos de
los zimtemas abtdmices, tomaremos b aproximacion de onda larga, es

decir, tomaremos L = B oo Gid

homogzdnea  de

ogaciladeores, La vcouacidon de B-M se reduce, entonces, a
mix o= FOoLY 4 mrx 4+ eB) 3>

Existen diverson mdtedos parn derivar la councidn de F-P ode
la EDE, algunos de ellos parten de 1o ecuacién de B—MQ, mientras
que  otros 1o hacen directamente del homiltoniano x'?, Debido a
que la deduccidn de osta ccusaidon s muy extensa, ¥y a que no esta
direct.amente relacionada con el objetiva de  esta  tesis, nos
limtaremos @ dar el resultade. La  ecuacién de F-P  para la
denssidad de probabilidad an el espaclio fagse Qx,p,td puede

escribirse como:

aQ P T AP SHp
S SV 4+ T + —VF vV - 7 VD 4>
at m Q P ¥ m e = PP b P o <
DA. M. Cetio, 1oud.
10

.. de la Pefa, o83,
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donde los operadore: de difusion p*? y B estdn dados po

t
N ~ ax
ui"; QUx,pLy = L J (r.t‘ct,) ETCL Y - QOpatD WL 5.a)
H @ ! "f:’
. 3
~ . - " . ap N
n”: QO,ptY m '8 1 ") BTG el QUG LT ALt 5.0
' , Jo ! ' ap ;

En las ewxpresiones  anteriove:s, @ la pesticula hubierna poasado
por el punto x¢L DI, pdL'y para L0 ¢ L una Lrayectoria  cldsicn

{sin  fuerza  ostocdsticaY I Hevorra o xdL. plty  al Liempo
i . PP
L b K s ol compo eldetrico egtocastico  modificado por  la
. . . F .
presencia de ba poartioula (G orden 73, v oestd dade por
B
Jm

FwLd = 10 [ ELD oxpl-L"y /> du’
V]

En- el miguiente capituls utiltzaremos o ecuacidn de F-P para
ostudiar el dtomo do hidrogeno en ol marco de la EDE. Debido a

1

. : 1
qun ol atomo © un  simtema miltaperiodico o necesario

<
e
&

desarrollar una version de ia ewuascién de F-P aplicable a oste
Lipo dJde sistemas. Para lograr esto, se constdera que el campo de
vatic  produce  una  perturbacidn  pequena sobre el movimiento
clasico, v se escribe la eruacidon de F-P en términos de variables
de Aacaidn y  dngulo. Mz_\x-:;hull‘z mostrd que la ecuacion de F-P oque

o obliene an este caso Liene la formal

at a b

af oy 2 - L )

Jt 3 {"L )J:E’q azJP '
T

1

11 .
Ver apendice 1,

12
T.W. Marshall, 1900,
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con P((‘) la  densidad  de  probabilidad  en el  espacio de las
variables do accidn ;‘. La dependencia en law  variables anpulares
M, ho aparece debido & que me ha realizado un promedio temporal.
Los coeficlentes A‘ y BL) estan dados por:

dE (L
A mmr DO (N e e D 7.2
N v 3 (el o]
i 3

g GO @F Ct-ad,
B =D LK GP| ! ds (7.1
9! 2 "o e L

donde U’L denota promedio  temporal y K es  la  funcidn de

correlanidn do la fuerza cléctrica estocastica:

LN

K o(g) = (E\(L)E =50 = § plsd
| ] A

y las parciales ag‘/apk se  calculan  para el movimiento no

prrturbado.

4, besarrolio periurbativo de la ccuacidn de Braffort~Marshall.

La woccuacion de Fokker-Planck y la  técnicas relacionadas
con ella son el procedimiento wusual utilizado en la EDE  para
estudiar el compnrtuamiento de los sistemas dindmicos. Sin embargo,
la estructura matematica de dicha ccuacidn es sumamente abstracta,
por lo que la fisica detris de ella queda, en gran medida, oculta,

Para evitar esta dificultad puede usarse un método alternativo®?

i3 ~
L.de la Pefla y A. M. Celto 11087?),
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boasado an un  desarroeilo perturbativo de la  ecuacién de

Braffort-Marshall (ecuacién (J1.3.2M)
mix = FOx> + mrx + oF ($%
seneral, se

1> perturbativamente en el caxmo

Para resolver
propone  expresar la solucidn como una smerie en potencias de la
ravrga eléotrica o

wo= x T ex'r @By 23
@
Desarroliando  F(xd)  en  =merie de  Tavlor alrededor de x
abtenemos:
, : 3 F (o
Fid = POSOD + 0 251 x - w9 o+
ax k
S PR
2
S S 10 o
g: N ai”i‘%x i X )(xL - x>+
% 1 3 k( T
Subgtituyendo (2> en la ecuacion anberior se encuentra, a
orden dos en o
) a¥F 3N 2z D
FOO = FOCEOD + 0 S5 ex!Me o™ 4
dx k
1 o
OZF 2 t3) (4}
LR S — - (&)
z K, Ox k L

De <1), (2) y (3> se obtiene, después de separar términos con

las mismas potencias de e:
<(4.2>

3F
o 4.0



dF 2 O
- v (.4 Y 4y (D s 2
17X m - }Yd 4+ ! B {0 - S G
, Loy . S N T mr¥ se 4.
x Q t 3 Lo

Pe la ecuacién (1a) vemos que «! sistema no perturbado <a

arden  cero  on o} ovoluciona  siguichdo o ocuacién cldsica de

movimient.o, tal vy como {fud propuesto anbteriormenie 2! desarrollar

Ia ocuacidn de P Lo fueraza entocistion apareces en la ecuacion

38 . ..
(4.b) pora x Esta secuacidn pucde  resolvoerse en general con el

mitode de la funcidn de Green, partiends de una solucidn retardada
de la formo
¢
1
Ly = { £ 6 (ULLOE (Lde?
v 3
dow

con G (L) Fundiones ronbinuas tales gure
vy

G LD = 0 it ozt
A
g G (t. ' = O si im]
at N TETO =

, a 1
o t* .
{lfm‘ 3T 0 (t. d e s

(23]
Derivando x respecto n t onconbramos:

%P> = E g CLEOR L)+ z St 6, tIB (d
3
t
a
Pl [y E » s
- J L ¢ 6, ttOE andt
e
~l
- VL) = z: 5T O, ChtE D + J £ 25 G ¢LLLDE (Lddt
[y 6 vz Vi 1
e
t
wEwwm+ | £ 2 g e dnan
i m atz Ty T
ce
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Substituyendo lo anterior en (4b) y uzando el hecho de que

) . . .
cumple con la ecuacidn clasica de movimiento que implica:

=
ar ar-’(o’
1 8
..... k-3 e
o
1 7!
4 ‘k (V] 4 x
obloncmos:
3, PERAR L 2N
az dp )
N ‘[ [m w1 8 LY - | SN S ¢ | (.t.,b')] Edt = 0
3 dea M voax T iy M 40
¥

Camo fas E‘(t‘) zon funciones arbitracias, la  condicidn

anterior so reduce o

ap % e
A

F
ZT,'«! G (L, -~ 1 e e (;k Lt = 0
4 K dx ey 9
P
R * 3
pero: p: Ly o gT p:m(t) neom ":T{"" .\':mﬂ.).
o gr [ oxi%Tcw
> G, G LAY w T Hw A erea [c RS AR RS
v ¥ " L 2: % ¢ ¥y
k -

La ecuacidn anterior se satisface si tomamos:

G ) = —
V) y

der donde:

w v ax ' o
x' .uj L M:_;?-._, E (L)dt? >
¢ =y e ’

. . @
En forma enteramente analoga es posible obtener x usando

. (3%
4.c), vy, en principio todas las demas #, usando sus ecuaclones
correspondientes,

De la ecuacidn do B-M =se puede obtener una condicidén de

Lalance de energia si se multiplica por x:

mi.x = P .x + mtx.x + eE.x



Como mit.x = p.prsm = d/dLip’ 2m), entonces: mi.x = JdT/dt, con
T ta energia cindlica de Iv particula.  Ademads, se  cumple  que:
F.x = ~TV.dwr dt = -dVrdt, con v ol potoencial. La

ccuacién

anterior se roduce asi a

dii

—— m mIN % + el.x
@t

con H el hamiltoniano “cldsico® de la pasticuls

Hom dmxt o+ VKO

El término mrx.x es la potencia instantanea radiada por la
partfocuda, misntras que ol % es Ia polencia instantdnea que dsta
ahsorbe del campo de fondo. En an estado  esitacionario, el promedio
temporal y sobro las realizaciones del campo de dilsdt debe ser

Coror

. L H
mt<a~§> = 0

por lo que la condicidn de balance encrgético es:
n\rﬂ"t(;é«;b + e(P“:E-{O =0 <63

Desarrollando esta  expresidon al orden mas bajo en e se

ohtiene:

] - (1),

m‘rﬂ”((i&‘o %+ o' cE.T = 0 >

Para legar a la ecuacidon antorior se ha tomade en cuenta
- s () ({+}]
gue Ex> m B> = 0, puas X no depende de la  fuerza

vrtocastica vy E promedia a cero. La ecuacidon (7> es una condicidn
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de equilibrio que debe satisfacerse a orden mas bajo en ¢ siempre

que la particula se encuentre en un estado estacionario.

5. La econdicidn de ecquilibrio para sistemas multiperiddicos no

degenoerados,

Emtamos  interesados  on aplicar  la  condicion do  cquilibrio
UL47) a wmistemas  cuye movimiento clasico ez multiporiddico  ya
que  en el proxime  capitulo  estudiaremos el dtomo  de hidrdgeno
tyamblin desde wsba peespecbiva, gque ofrece mayoer  transparvencia
fisica y  =implicldad  matonatica que ol mdtodo  basado en  Ia

ecuacion de F-P, Para

stomas  multiperiddicos podemon expresar

{{e}] . . 14
X como una serie multiple de Fourier

w Ly = I ;k exp(lwkﬁ.) <1
k

con o = k.eo( y lax componentes W las frecuencias fundamentales
(3 1
del movimientoe. Las  variables angulares n, azocliadas  a  este

sistema estan dadas por:

Znn‘ mow Lo ﬂL 2>

oL

donde las /’3l son constantes dadas por las condiciones iniciales
del problema. En teérminos de estas variables la expresién (1) toma

la forma:

x> = L ;k expC2rik.pd a3
k

14 S
Ver apendice 1t.
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En la expresion antertor Ek diriere de ;"k s6lo en una fase

arbitraria que resulta dirrelevante por lo que on adelante no

haremos distinclon entie ellas, El momento o = mx es, a orden

aoero)

p U w i T (k-c«:-n);&"k explznik .nd “

La potencia media abuorbida por ol sisteoma ostd dada por:

T L PR ¢ I
- o N L r adx [
P EA!S = &L 1im ""j <L (L)J R SR S AP T LR TR
t &1 v [+ 381 » )
W Tewm -t ~m oy Jp [ AR
1

0

T oot §
2 i " apu
m oY Iim J j' ) I
L T mT B 6;)30} [ R PR |

o

<E (L)Ej(t’))df,’dt
19

™

so wie gue

En lag secciones anveriviel o

L3

StwIcoswlt=t")Ydw

CKEWIE W > = & o=ty = 5 J—
\ 3 W v o

por lo que:

b ept® L

T
FE.% = L 1im :;—lﬁj l I -——»L‘—‘—-W Swrcoswit-tHdndt dt
¢ M) adee do ap T L

T

v Tow
LA T D X
= 3 1im —,—l———J J J . SCwdc0s0U dwdudt (G
ZmT PR -
L Tee -vJo Jo ()p\ Ct-w

Por otro lado, notamos que:

ap'®l L
1

- = txz°‘<«,'>,pi“’<c.>1
ap Lty
Y

donde [ , 1 denota pardntesis de Poisson. Podemos calcular este

pardéntesis en el sistema de las  variables de accién y dngulo:
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o o dxiO)(L’>0p(o,(L) t'?p(o,(t,)dx(o’(t,!)
% <Lp T W=D e - v L
v i avy a& dan al
) ) 3 ] 3
FRS TN Qk_>
w - 2nm LLL exp@@ritk .pled> + k'.n«,')))[w 'ik,_.-w__'?_*_.;_,. -
$kk ! ' dE
J
In, .
k(k,uoxk >M-‘]
J ' 0{’

Tomando ' = L=u, realizando la  integral sobre t de la
ccuacidn (5), y usando el resultado antertier, se encusnbra
T
3 %

, 1 ) [{s ) “
e crtemmmiin m ( — 3 (L ! g “. aEal < R
1im Zm’l‘I !xL [ ulp Y34 2 LR {}J(k waxk‘)
Tawm -1 1k W

ki

a8
i

6(kkuxk )]

. N B
. BT NS VP PP S
P’ X : oxpl-ik o ud 5;:'_&_
¥
3
= 2n UL k& gk XX doxplik -er ud
X gk o ko -k 0

] 3

En el cdlculo anbterior se utilizd el hecho de quae el sistema
3 no degenerado para converbir la delta de k--c.;o Yy —!f.’.:»o en una
delta de k y -~k', va que si todas las componsntes del vector @

son distintas entre iy distintas de cero, la dnica forma en que

se¢ puede fLeoner:
Kow., = k.o
0

es si k = -k’ Lo anterior no es necesariamente cierto mi por lo

=

monos dos de las componentes de @ son iguales.
~ % ~ ‘~

~ ~
Por otro lado, sabomos que x = X B R OK = K
ki ki =i ki

2
~-ki l

por le que, finalmente se tiene para la potencia media absorbida:
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£ -

o . 3 -
P . = 2nLLE YA S VRPN | x [%exp(ik <o WSGcoswudude
\ 3y ¥ o' Ty b}
3

vt 3 kJ0 -o’ ¢
- u"ZEEk, }(';"" 15(&)(!@(@ {TZ ]2)[45(1,.) + Ko D+ B - k@ )]dw
SN 4 o! Tk © o
vk ~o
v Peu.S = oty Stwow |X |7
(t“‘ x> i i, k.va.)(uk)w‘(f}{h] (€3}

Para la potencia media rodiada por la particula se tiene:

T
~e{0) 102 P i ~ . 4 @ .
P ot > om im e x o x iwo iplitCuw +
. }i: ! m o T‘_,:_ 4 o exp (mk wk)))dt
i ~Tw kK

[S1E PR {4 3 : Z
i mT[F"(x oy m =TT wr wzlgp | (&P}
vk "
La condicidn JL4.7) se roduce, entonces, a:
4 e 2 4. 2 . ~ 2
Yy - It Y | =
}E [mk i k‘f e’ k gmkS(wk)’kal ] 0 <8

Esta souacién ez th condicidn  de  equilibrio  energctico que
diobe  satisfacer un  sistema multiperiddico  no  degenerado  en

interaccion con ol campo estucastico de fondo.

6. El oscilador armdnico y el rotor rigido.

En el capitulo Il se analizara el problema de la aplicacidn
de la ecuacidn ULH58> a un  sistema  multiperiddico; en esta
seccidn nos concretaremos a estudiar, como ejemplos sencillos, dos

sistemas con un solo periodo de maovimient.o: el oscilador armdnico
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nnidimensionad  y el rotor mgido.  Ambos sistemas han  sido
. 1
evstudiados on forma detallada por varios autores
Comenzaromos  por aplicar ja condicién de equilibrio  al

nsciladoy  armonico. La  Lrayectoria clasica del oscilador estd dada

por:
o3t ~ N ~ .
o= x‘vxp(xwt.) xR ‘QSJ\‘}V'\"'X:.&L) 1>
W owow s2 - ip 2 % bri x 1 ici6 1
conn X o= 2 - dp SApws, K o®m R ; a osicitn e
s o Py ! -1 e Y o Po P Y

momento inicisles. A orden cero el momento estarad dado por:

1Ly

P o= imw (;i(»xp(imt,) - qnxp(—iwb)) 2>
La condicion de equilibrio se reduce o
4~ 2 T . oz ala L ~ o2 8 . ~ 2
w }x‘f + !x_dl - Ento Loy setn | Z,»-:-o( w &(w)]xq} ] = 0
X - 2B L s R P = o @>
P in ik‘! RIS :-fl‘-- [ELEERE VA i ‘l

La variable de accidn ¥ esia dada, a orden cero, por:

Eom }; p'® & dt = amme [;i‘lz <43
la ecuacion (3) se reduce, entonces, o

W - % [q——- SCwd 5} = 0

¥
3 ad¥
> Wl nttyo 5¥ = 0

1% . .
tina bibliografic extensa pusde enconirarse en L. da la Pefa 41583,
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y por lo Lanto obLenemos que la solucién de equilibrie corresponde

a
2 & = onh - (5>

La energia del oscilador es, on este caso:

= LI TR
E = PLrAm e k8 T P ]

. P

. m s 6>

Substituyendo <8 en 63 se obLiene gque la onergia del

oacilador resulta seor:

que  es, procisamento, el resultado que  predice  la mecdnica
cuantica para 2] estado base del oscilador.

El caso del rotor rigido plano se  obllene & partir del

anterior descomponiendo =13 movimiento on dos osciladoroes
perpendiculares con tracuenciag igualoes. Tendremos, ent.onces,

=) 47 = 2nt Por otro lado, la variable deo accidn del rotor
® Y

=atisface la relacion £ = 2arL, con L &l momento angular, por lo
quo:

L=n (&)

Diferentes  autores han  tratado, en forma aproximada, el
problema de la orbita circular en el atomo de hidrdégeno como si se

tratara de un rotor m‘gidom. Para un potencial central de la forma

g . .
£l tratamento mde recienie ase debe o H.E. Puthoff, 1087,
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Ve -k/r, la energia y el momento angular de una drbita circular

esban relacionadas de la formo

E

Do la ecuncidn (8) obtenemos:

. . . 2
Como  para el atomo de hidrdgeno se  tiene ue k = Ze la
2 & ’

anergin del antado base resulta ser:
o

4
Bowe - 2220 9>

La ocuacion anterior es precisamente la energia quo predice
o mecanica  cusntica. Bz importante polar  que el tratamieolo
anterior para ¢l estado base del atomo de hidrogeno dibe verse
s6lo como  un resultado heuristico, yo que deliberadamente se  han

cantribuciones  que  puedan  Lenor  los aridnicos

despraciado
mayorns de la orbita y gue, como veromos mas adelante, aparecen

aun en el lWmite en que la excentricidad tiende a cero.
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CAPITULO i

£ Avomo pE HDROGENO EN LA

ErectrovmiArica EsTocAsTica



EL Aroro or HIOROGLNO EN LA

ELecrropiNAMICA ESTOCASTICA

1. Introduccidn.

En el capitulue anterior sco desacrollavron los stodos de la
FDE  apleables ol estudio de zistemas  cuyo movimionto cldasico es
multiperiddice. Existen muchos sistemas de gran intereés fisico que
poseen esta  caracteristica  entre  losm que  =e oncuentran el
osciladors snarmoénico, ol rcotor tmdimensional ¥y el problema de
Kopler.

El interds on el estudio de loz sistemns multiperiddicos se
incremontd A principios  de siglo con el curginiento  de las regles
de  cuantizacidén de Bohr-Sommerfeld que  encentraban su  oxpresion
mas natural en Ldominos  de lam variables de acoion. &Ea (53
Born'  realizé  una profunda investigacidn  gobre  este  Lipo  do
slsbomas  on relacion con la mecdnica matricial. Aun cuando el
advenimiento de la teoria de Schrodinger opacd la importancia del
trabajo de Born, d¢ste os, hasta In fecha, quizd la aportacion mas
complata al estudio de las variables de accidn y dngulo.

En  exte capitulo se  prestard atencion a  un  sistema
multiperiddice en  particular: el problema de Kepler., El  estudio
de este sistema on relacidn con el Gtomo de hidedgeno ha sido de
gran importancia en la EDE ya que ha contribuide a revelar fallas

en el formalismo usual de esta teoria, y ha sido de utilidad en la

1
M. Born (1p27),
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basqueda de posibles direcciones que corrijan dichas fallas. En el
capitulo so estudiara este sistema usando tantoe la ecuacidén de
Fokker-Planck como  la  condicisn oo ogqulibrio, wostbrande  gue  en
amboug cagox las prodicoiones de v EPE resuitan  incompatibles con
1o do ta mecanica cu-antica. Finalmento, pris] analizara
detonidamente  1a condiclén de equilibrio para Lratar  de rastroean

el origen de oata discrepancia

2, Bezorrobio multiperiddico para una fuerza central

En el apéndice 1 s munstra que para log  sistemas
multiperiodinos  las  coordenadas  cartesianas  admiten un  desarrollo
milbiple duv Fourier de la forma:

X = L X expl2nin.n) <0
A% n ™m

uon 0o (i NI = nayad Y on las  variables angulaves.
1 2z 3 T 2 3 v

1 desarroilo anterior esx de fundamental importancia cuando  =e

busca aplicar tanto la ecuacién de F-P como la  condicidn  de

equilibrio  al eostudio de  los sistemas mulliperiddicos en general

debido a que proporciona  explicitamente la dependencia de las

roordenaday  cartesianas  respecto de las variablex angulares. Para

vl caso del problema de Kepler, sin embargo, el dssarrollo en
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werde de Fourier que se obtiens para L coordenadas cartesianas.
no  poser esta dependencia esphicita en las  variables  angulares,

te

ExbLo =me debe a que las dos Irecuonciag  fundamentales de  es
sigterina son dguales ondre =, o que permite reesceribir la sopie

multiply de Fourior como:

kY

v "

w [ % exp(2nin.nd = § < explin - Go tyw )
- 13 ™m (¢} O

131

~ .
# TN oxpldn +n dw LD
m 1 2 (e
n

con @ ia frecuencia fundamontal de movimiento., Como en la suma
multiple aparece zole una frecyencia,  la ultima  expresidn  se

reduce @ una sertie simple de Fourder de Lo forma

x @ ;)” 4?9)(p(iku\l)(,)

St me parte do unn expresion como ia enleiicr, come ea sl
cagoe  eh ol problema de Kepler., resulta imposible hacer  un
desarrollo en  ila  direccion  inverua  para obtenor  de maevo  Ia
dependencia  explicita en  las  variables angulares, Fntonces, =i se
quiere  oncontrar un  dosarrelle miltiple de  Fourisr  aplicable a
este sistema, dobe seguirze una diroccion diferente boasada en el
estudio de los sistemas sujetos a un potencial central arbitrario,

patra los cuales la expresion (1) se simplifica considerablemente.

2 . P e
VvVar ol apendice 2, Annde 1) resuleve et movimierlo cldaico de

cimi@ma dn  Kepler, v £ encuanira el desarrolle de Fourisp da sUsB

sordernoudos carlesianas,



tara ver lo antorior e pate de o ecunacion de Hamilton= Jawold

prara un potencial contral arbitrario UGed:

- 2 w2
R .
l/(’;!m){ {‘ﬁ] & 10 {i’.‘.".} } + U = B @

a3 1 a

En forma enteramente analoga ol proucdimiento que se sigue
Py

©n el apundice 2, s pPropone una solucidn del tipo

Wirgd) = W (ro + W (i), v <o oncuantoad
r ® )

AT

d:l: M o= cte, (€43
W - 12
;d\;_r = {'dm(E - - Mz/rz} “

cun ke variable de accidn ¢ dada por:
-
¢, = ‘j> %‘;i“’ dg = 2nM
Entonces:

412
W = J[Zm(ﬁ - W - Ci /"irrzr-'ﬂJ dr + f@gb/zn <5

Las variables angulares resultan ser:

o= %‘g‘ “J m OE/3Lr o dr 6.0
! r [Zm(E-U)wfi/-;nzp’«']
3 4 - (4p2p2
n -g%i =’¢/2n+[§'. GE/3L » Fo/Can f/:dr(o.m
* * [Znﬂ'[’.*”)-—fi/.;nZFZJ

Examinando las ecuaciones <6) se encuentra que;

= (r F) v = b/ + £40F D)
er Ty l’{r " ly b F3 ’tr'\'¢



t.a forma funcional de fy; y f; depends de U(r), pero no es
nocesario  conocerla para el tratamiento presente. En  principio,
debe mer posible despejar r v ¢ de las ocuaciones anteriores para

obht.ener:
(AR PL 0 TS Y S (T.a>
s T &
@ ow 2 o gain & F D 7.
- LA S
Las coordenadas cartesianas estan dadas pors
X = cosde Y = r mong
de donde:
ve Lo 4 0"
L

o

' )
- o+ . 2 - -
2 g,(nr,tr,( a) [axp i(2nn¢ gz(nr,{r,zw,\) + exp i< Znn@ gz(nr,f r,:"?))J

entonces:

N = h,(nr.{'r.t‘») exp(.’.rdné) + hz(nr,fr,fé) exp(~2nin¢)

Como las variables do  accidén ¢ y & son  constantes de
r

movimiento, podemos desarrollar las funciones h1 y hz en meorie de

Foauprier con respecto a n . Ohtenemos, finalmente, que:
P ),
{8.a>

N ~2nilnn + + N sp~2nilnn =n >
N o= §, [x ,mcp( 2ni nn r,(&)) \n‘_“o\;»( ricnn_ Y’¢,) ]

Nz e

y = 5 [ynlloxp(ﬂ.ﬂni(xn;rﬂ)d’)) 4+ yn’ﬂt.-xp(—d'u(nn‘_-‘nw))J a.b>

1 s -x
Luos coeficientes de los desarrolios anteriores son, en
gencral, funciones de 4 . ¥ N Ademass, como

x + iy = r{cosg + izmang), entonces:
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x iy = o w hyln L L ) expCluin D)
ror ) @
Desarrollando a hy en savie de Fourier se tiene™:
w4+ iy = § G oxpGnritng 4+ P >
2} v s

~ ~

¥,

. . -
Es posgible expresar log cecticientos x, ¥ » Vi
LAEY r,-d n,4 ™ i

en términos de €. Para lograr lo anterior se  definen nameros
n
reales Ay B tales gue € s A 4+ i . De esta forma, la ecuacidn
n n n ™

(93 me Lransflorina en:

- = 3 < + i ypC2ni +
X iy n \A“ 1Bn) c<p(2m(m}r 77‘”))
n s -—-os

= I A cos(2ninn +n 2 -~ B send@rinng +n ))]
T S " TS
+ i ‘.B cos2nlny +n D> + A sen(2ndlnn +n ))]

n roa n r e

n<s ~—ea

de donde:

x = I l.A cosl2ninn +n M ~ B sen@ninn +n ))] 10.a>
a) r 73 n r &
e
<6 + se + .
y = ) I.BHLUS(27t(nnr+nw)) Ah. c_n(2n(nnr nvs))} [¢(+ 5]
ns~-w

Desarrollando la ecuacion (10.a) encontramos:

i + © 2 +
x = 2 7 [(An mn> xp(?ni(nnr ’7¢>)
AR

+ (A~ iB ) expC-2ni<nn_ + n 2
n L2l r *

9}~:L frocedimento anterior puede verse nds claramente en M. Born

ez,



P . +5, 0+t -
w 3 P [(.hexp(ZnKnnr 7,$.) L.y\exp( Zni(nnr + r,o))]

ne -

51 en Ia primera suma se cambia n por -n, la expresidn

antuerior Ltoma la forma:
g Doowpl=2ritnn - o ¥ exp -
(Y A, » t{(""‘e pi=2n e ,Q)) + Cexp 2rzl(nnr + nd,))] an

Comparando con (8.a) e encuentra que!

%X =ac*n ¥ =c -2 Az
n,1 ™ -T

[aFoal §

-~ N
Anilogamente, para ¥y so tiena:
(4]

vo= a2 M R C e Aaz2.m
i n -1 -

s,

En el cawo particular de! problema de Kepler ©f movimiento es
degencrado, de manera gue! 2:17‘,[_ = Zn'nm = wot,. En este caso no so
tiene un desarrollo maltiple de Fourder, =mine un dezarrollo en una
sola variable. En el apéndice 2 se encuentran los coeficlentes ,?z“
y ;n de un solo indice cerrespondientess a dicho desarrollo. Para
poder utilizar fos  motodos descritos  on el copitulo II es

necasario encontrar como estdn relacionados esos coeficientes de

~

, ~
un  =olo  indice con  los coeficlentes de dos iIndices xn g X o
' n,—~

;m‘. ;h’&. Sustituyendo la  relaclén  2mp = 2en, = ot en  la

ecuacion {11) encontramos:

o

» = 2P [C expl~in - Dw t> + C'cxp(—i(n + 1w L)]
-r [al n [+]

" —o

Si en la primern suma tomamos n’ m n =1 y en la segunda

n' = n + 1, obtenemos:
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1 o *
1 + -
% = z,,l::,.,.(c'“" G0 oxpling L
por lo que:
~ » .
X = (¢ + ¢ p a3d.ad
e] LAt ¢ Lalel}

v. s formn analoga:

¥ o= iw® -0 g a3y
n e g

BRaTt
Do lay ecuuaciopes (13> podemos despe jar Cn, obteniendo:

¢ = ¥ + iy 14

" T ermg LN

Finalmoente, sustituvendo 14D "N jas ecuaciones 12>, v
utilizando lus exprasiones  (AZ.23), encontromos la  relacion  ontre
los covficiantes do un solo indice v los de dos indices para el

problema de Kepler:

X =X =iy 2 8.3
ng Tl n+t

X = (X + iy o2 US.b)
n.-t n-t n-g

vy =<y 1% 2 15.e>
(a2} nel XX Y -

yhrt = (yn_£ ~ ixn_t)/z U5.d>

A partir deo las ecuaciones (5> puede encontrarse facilmente
una  expresidén  para  Jow  coeficientes del desarrollo mialtiple de
Fourier sustituyendo las  ccuaciones (A2.22) para ;Zh Y Y. La
ventaja de tener una expresion para el desarrello miltiple es que
osta  nos  permite  conocer la dependencia explicita de las

coordenadas  aartesianas  en  las  variables angulares 7. Esta
T
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dependoncia explicita  sepa  de  gran  utilidad en  las  proximas

secciunes.

3. Beuacidn de Fokker-Planck para ol dtome de hidrdgeno.

En esta secaion estudiaremos el comportamiento de un sistema

sujolo A un potenciad el Lipe -k doerds ln perspectiva do la EDE
empleando un mdtodn que va es usual en oxta teorin v que conmiste
on resolvor la ecuascion de Fokker-Planck asoclada al sistoma®,

La  ecuacion deo F-P on terminos de vax-iab-la:s de  accion v

angulo (ecuacidn (JL3.62) v

g P d
PO - iAo Tl o
L EN r B»-) a7 ]I’ 1>

donde los coeficientes Ay I oczidn dados porm:
1

Al = T mr(Pl('fé, dt‘t(b)/dpj) {2.a)
i
)

=

SIS (t.-s)]
ds @b

2 AR
B = (/2> L [ PSP | e
AT . LL py

X P,

—w
con () la funcidn de autocorrelacién  del  campo  eldctrico

encentrada  en el capitulo 11, Las  derivadas de la  ecuacion

anterior deben calcularse para ©1 movimiento ckisico no perturbado.

.‘Un trabajo que figue Las mismas lineas que ealo soccidn, aunque
[N 1lega a reaolver la BT ATLOnN de F-p, fud prosentado por
T. V. Marshall Y ¢, claverie 110807, Exprosiones como los
@Caciones {1 ¥ 2 de aste cupitulo 20 tomaron directamente de

~ . Arabaojo.
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Lag  expresiones anboores pueden sunplificorse si se  utiliza
la =iguiente expresidn, basadn en la invariancia de los paréntesis

de Polsson frente a transformaciones chndnicos:
dx .

a¥ . .

) " o ¥ - J &

ap - IR’,Q t] = [’\J'Q t_}n.:; = J ‘r)L &
I ~ :

de donde:

A‘ w e L i‘?t {x Ix (L)/dn‘] (4.ay
i 3 3
-y
2 dx, (L) 6uk<t~s>
B m e s L | pcadP Lo da Cibh>
ij N o 3 :3}';‘ c}nj

Si oen las ecuaciones 1) so sustituye el desarrolio
dado en el

acoordenadas  cartesianas X,
A"

multiperiddico para  las

apendice 1 Cecuaciondal.od):

% = L % expuin.y) L))
1 (119
"
s encuenteal
A = mrLP {I}(in‘w PEI exp(znln-n>f2—-« [ b .axp(Znin’.n>J}
v ‘T o ) an. . Wi
3 n il n
a 2nmrY, © E(n.wo)?nz %% Um(l/ZT)J exp(2nizn . (ntn’d) dt
i o n’ R P -
. 3n' N
w 21T E L Lin eoo) n! .‘:"j ‘tn'j 6"’““,
3 n n’ .
Finalmenta:
6

- % iz
Ai a -2nmt E % (n~ao)2n,‘ ]xnjf
ion
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Para obtener la ultima expre=zidén se tomd en cuenta el hecho

de que x‘ es real y, por lo tanto, N owm %
) ~1)
Siguiendo un procedimionto andlogo se obtlens para B que:
4
w
e PV
!1‘ = 2nfell ponn X ‘;l’- I p¢a) oxplin.e =) da 7>
1 ) oy 2
’ K n - —

Para lHegar a lag  ecuacionss (&) y (7> =me ha realizado un
Lratamiento compleboamente  general, aplicable  a  cualquior sistema
multiperiddico. 351 shora tomamoz en cuenta ol hecho de que on
ol problema <do Kepler o fuerza o5 central, dichas  expresiones
puadon  shoplificarse  de manuvra  aprociabla. Fono oprimer lugar, os
posible mosmtrar que, debido  a o mimetria rotacional, los

coeficientes A, B no  son  todos independientes, ya  que  deben
1

satisfanar las relacionen™:

= 3/{2) A:e @.a
B = 220 8.b>
13 3 2 12
823 = (Eﬂ/{z) sz B.co
i v 2
Baa = 21 + Rg/lfz) > Bzz 8.d

Ademas, la densidad de probabilidad P> tambiéen posee

simetria rotacional, por lo que wxu derivada respecto a fs debe

ser cero,

La eocuacidn (1) se reduce, entonces, a:

k] . R
Lo demosiracion de entas relaciores puede enconirarse en

T.wW. Marshall v P. Cloveris, 1980,

79



ar & ap ap a ’ P ap
ar - - X o+ p 20 M Pt er v
oT " 5% [Axp BT .57 ] ar;i AP BT Y 220(2]
an, am_ op am_ ap
+ [—P 5T * TE EF ralir T ]
] 1
de donde!
ad 5] { ., OP ap @ i ar ap
podi it e + % i A b e +p SO -
¥t " {’7’75“_ AR B“('g’ Biz"l,‘j * ‘752{ AP 952@51 * BZZ"':,J

3 tEN ap
& sF *..'A' > e Yos o Y0
(i/tz) ?.; ! xzd&"t U;E;‘.d,’; 2‘.}

Estamos interesados on estudiar ol coasoe estacionario para ol

cual dP/0L = 0 Entonces, la councivon  de  Fokker-Planck toma la

forma:
é ar ap a . .y P Jap
e & + e oy P R L 3 e e
ar [ A’P Bud(’ * szd{" J * JgéE { Az} ﬂ::df, * szaz }
1 1 z 2 [ F
sz ofar e 98 4 2P g 9>
2 2 x?.()fl 2zdg?‘{

Podomos escoger un sistema de coordenadas tal que el plano de
la drbita corresponda al ploso & = 122, de manera que sea posible

aplicar los resultados de las  secciones anteriores.  Tomando

t_" = Cr y <‘_'z = ¥ v usando jas ecuacionos  (IIL2.8)  encontramos
que
3 ~ g2 ~ a2
= - . +
A=A = -2t £ L e Yn )R [T+ (Y D
NN Tt
LS
a -~ 2 ~ 2
- + +
= -2nmt J, nr[ (nrmnr wcm) (]xn .,l ]Yn "l >
n T r
r
+nw w3 <% R Y {2>]
r Oor Oe nr.'-i nrri
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Adamds, de lam ecuaciones (11212 podemos escribir:

~

al . vd
"‘n,,lz = fc 124 i [xn._lgzw fc _ 24

<10>
EAR NN B PN LR LI 2

-4
De esta manera el coeficiente A toma la forma
v

A m =2nmr) Do (G (272 ¢hw  + w32+
T T n r Or O
n v
¥
Ln ¢ 2D dnw - o I3
r ~1y r Or O
‘

™
r

Sf se cambia en la segunda suma n pox - obtenemos
T

finalmente paca Ar:

A = =2mmT Lon (G oy w33 [$5 ¥-5)
s 13
n r

R

Analogamente me obticnen los demas coeficientes:

A = -2nmr § |G ["" hw  +w 5 11.b>
& - “‘_ ror O
T
B = 2t’e® En [ |°S (w + o ) 11.e0d
Tr 4 r\r F r Or O
nr
B = a2nfo” En |C 12 S nw 4w D a1.d>
re ‘ T ) e r or O
n T
T
2z z 3
B’@ = 2rte” 1D ;ch | Sm (nrwcr + moa) 11.e>
n r
T

con St(w) dada por:

SE(w) = J p(s) expliws) ds 12>

-
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Para el problema de Kepler se tiene que Wy, T O = 2nv, con
v dada por la ecuascidn (A2.11). Ademds, =t suzstitulmoz la epresién
para Cn de la ecuacidn (JIL214> en las relaciones para l\,l Yy Btj

y btomounos 0w n M) oblonomoos
13

CE, )

- ~-n -n

4 B 2z 2.0 ; B
A om =167 W7 Lo 0t ATk L+ F o
r r @

"

~ ~ ~ ~
pero como X_® X Yy ="y tenomos que:

(x_“ + iy_‘n) = (:cn - iyn)
Utilizando las eccuacidnes (JILZ2.210, la expresion anterior

toma la forma:

T Y m o o+ szscanzmio | aneosn + Cma2 i ned ] Iy
™ n r @ L'n n b

Sea fn definido por:
£ = Jensd/n + (-2 z/m:)Jn(m:)
n

entonces Ar se reduce a:

A = __[ 2C¢2nd% mez2ke J E(n—i)nafi 3.2
n

r Fev <& _+L 0%

y en forma analoga:

. 2C2n39% ek s
Ay = [ 3ca (g, +t_o° ] En 2 130>

Para los coeficientes B'»j necesitamos encontrar el valor de
SE(w). Utilizando la ecuacidon (1.2.25) tenemos que, para el campo

del punto cero:
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® s
SE(w) B -i—“ga j J;) o' cosesd e dw ds

5% me define una funcién F{=) dada por:

Flw) = -

swrsy ol

entonces SFCm) se reduco a:

(2?!)9’“2 o, et 2
SE(w) Sl e Fesd) o ds = (G /3P

g

con (s> la transformada de Fourder de Fdw), Finalmente SG») toma
ja forma:

Z E)
Sg(m) a ey lw{ <14>

Leos coeficienten B rosullan ser entonces:
ij

P2 27 me? k4

e e ZCy-1)2 X3 £y

B = i: Tea CE TR E S ] L 62n-12|n} = 183
T <t t

2C21t )8 medhks 4 4
B = }— 756'&“'7'2~-"4‘-¢':'5'5 } Inj p2{n-13 [n | z A5.0>
- r P

> a 2 T K .
2lany g mefk } L wa] £2 A5
n

Las sumatorias que aparecen on las  ecuaciones 3 y (5
8@ conocen como series do Kapteyn y pusden expresarse Como sumas
de potencias de la excentricidad & (que convergen si |£]<1). Los

primeros tdrminos de éstas mam
Ln*e? =143+ a5t s 16.2)

A S R I A C16.b?
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Lo'ln| £ =1 475+ ive*ra2 + 6.0

L o’[n] 1 =1+ 357 4 47902 + L 6.
Lefln| f w1+ 2 v 33002 4 (16.e>

Chiener unn  solucidn geperad  para la ecuacidén de  F=P
Cocuacion €93 con las cxpresiones: obtenidas para lozs coeficientes
At y Bi) resulta  extroemadamente  dificil, sino  imposible. Debido o
esto, nos Hmitoowemo:n Qa eatuadiar dicha couacion en forma
aproximads, wonsiderondo ousr lan contribucionss mivs significativas
son aquellas que se obllencn cuando n excontreicidad de la drbita
es prdacticamente cero. No existe ninguna razén fisica que nos
sugiera una  aproximacién  de este tipo, el tnico  argumento  que
puede cmplenrae para justiticarla oy que, de esta manera, se logia
simplificar substancialmente el procedimiento  matemdtico.  Para

realizar esta aproximacidn resulta conveniente ol siguiente cambio

de variable:
u =L y v =

En términos de u y v, la ccuacidon (9) se expresa de la

sigulente forma:

?———[-A’P + B’ er . B’ ap] + L[-Avp + B LA SR .‘?_E.]
r @ T

au rradu red v IV eda PpIV
+ (1/v)[—A’P ep 3% L ff-] @ 0 1ote)
o redu ewd v
con:
2C2n X% me?2k4 4
> -
A= [_._.-__Maca ‘5r*f¢’5]§n fi <18.2>
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2C2n28 moZks 3 .2
» - 2o e s s
Aon [3(:9 T )5] Ln fn i8.b>
T i=4 "

L I3 * 8.

n n
£ n’|n] € aa.dd

LR !

HC2I?7 med ke 2 2

L T TSR ™
Bl = l AEUTCE WE e J E »'in| £ (s.e2

)

Uzsando las ecuxclones {16

so  encuontra gque en el limite
cuando £ -~ 0 los coeficientes antoriores se reducen a:
A A - 2¢2n)° me?ke”
r ES RECE BT
B o=@ =g o= | DE2ROY meZke”
rr re BB Jcgiau®
En-ese limite, la ccuacidon (17> toma la forma:
é 1 f ar 3P}, @ {1 ap ap
FIv {'Jﬂ [” *oahyy ”a«,}} ' zfa'{:;s [" R rrilg ""b’:]}
1 gy ad P
+ vus [P + Nﬁ-—é——l-i- + T(“ha—;/—] L]
Que puede reescribirse como:
1 far afr
2o 22
v au (’iv} =0 a
v ap ap
- + o+ S5
con f = us[P "h{au + Ov}]
Por otro lado, de las ecuaciones (A2.10) y (A2.15) obtenemos:
(€3 + ¥ )2
r *®
UL AU, < €20.
R = IR 20.ad
Z : 1,2
e =™ [1 - 2—?———_’_———5———‘3‘2 ] <20.b>
r @



Despejando lax wariables de accion de las  ecuaciones 200

ancontramos:

g = 2namkA 2 - - et z1.2>

/2

£, = ki - 2 21b>

De laz expresiones anteriores vemos que en el ldmite £ « 0 se

tiene i‘r » 0, ¥ por lo tanto u - v. Debido a esto, la ecuacidn

<19) =se puede escribir como:

donde f = —3—1-4 [P + ﬁh{g—% + g-g}}

La ecuncion anterior tione como solucidén genaral
f{u,v? = fCu~v2  Memesn visto que en este limite se tiene u & v,
por lo queo flu-v> I 1'/(0) = cte. S5i denotamos la constoante por G

tendremos, de la definicidn de 1

1] oy ary
— PG
c= us [P * nh{(’) [X) iivj]

Para que P sea una distribucidn de probabilidad adecuada debo
anularse junto con sus derivadas en el lUmite en que u y v crecen
indefinidament.ea. De la oxpresidn anterior vemos que esto =dlo
pusde ccurrir si C = 0,

En ege caso 1o ecuacidn diferencial se roduce a:

ar ap} =0 @2

P ""‘[rn;* v

Como en este limite u = v, nos hemos restringido a una

trayectoria en el espacio (u,v>, por lo que es posible expresar a
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la densidad de probabilidad P en términos de una variable t que

parametrice dicha trayectoria. Las ecuaciones paramétricas son:

anlonces:

PCudLd,vitd) + iy g—c Pludtd,vltdr = 0

= P o= const, expl-tsnm

Como L = y = Ew = 2nM, con M el momento angular do la drbita,
encontramoes para la densidad de prebabilidad en el espacio de

momantos (F,r.t:‘ qs), sobre la lnea ¢ = O
P(ifr,f > = D explo2Mond {233

con D una constante de normalizacion.
Esta solucidén aproximada no es aceptable, ya que su integral
sobre ol ezpacio de momentos & ,:’d’) o
r

- =

No= J‘ [ D oxpl-2M/ N> df dE‘p = @
r
G o

Pobido a lo anterior, el radio promedio resulta ser:

oo

- I) . 2 -
<R> = L L R oxpCG-2M/10 df df

1 D o — 3
e W Jo IO (51‘4{"’“)2 oxp{~2M/ 1D dtrdt;'@ =

El  resultado anterior implica que habrd una autoionizacidn

del Atomo. Esta es una prediccién muy conocida de la EDE que
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resulta incompatible con la mecinica cuantica, Este resultado se
discutird con mayor amplitud en la proxima seccion.
Debido a que en el procedimiento =seoguido para resolver la

ecuacion  diforencial se  supuso  que  las centribuciones  de  las

orbitas  circulares  resultan muchoe  mds  significativas  que las

olras, puede ponsarse  gque ol resultsdo ebtenide ez proeducto
exclusivamente  de haber  reafizado unm

ouimanion, Sin

Bl

embargo, el rosullade pusds reoforzorse s ose analiza la ecuacidn

diferencial exacta (ecuacion T2 que pucde recucribivse como:

FA’ aN’ AT . aB’ aB’ B
' - o lq R s rr re r o ap
- PR AR A S A P e AL e A e B i i
g dv v J r Jd [LAY) b3 du
an’
A A 2P , d22p
{ Aq-.*du * 1 *Bwavz
+ 28.’% {24

Las series de Kapteyn que aparecen on losz coeficienles A; ¥y

. a3
A’ pueden sumarse explicitamente, dando como resultado:
@

Tt fi o ;-}77‘5 - :}fn'a 25.a>
n
oo fap? €25.b>
n
rn
142
con nn m €1 ~ &2) = v/u,. Tenemos entonces que!

2¢2n)9 mez k4 K -5 -3
A = -[ ny2 me ] En'c? = K [gn - 49 ] €26.2>
n

oLa damostracidn de onle resultade pueda verse en T.¥. Marshall

L1O79.
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2 ¢ o a2l 4 ; ¢ .
AT = _[ 22109 mezk } Fnte? = K 27 (266>
-4 n u
ia]

. 242129 me? kL
con Kwm-~}|
33
Usando las oxpresiones anteriores, el coeficiente de P en la

eouacidn (24> Loma fa forma:

adAr dA’ AT g 1
v Al - , he K} - [
S L p— + e P - P4 Ayeyn - L &4
[ T 5 " } = { n [ s [ 2 tasy 3 Qurvd ]]
. i
v S { —t-, {usv )2] + ——-E—’—, Ca/vie }
dv (334 vyl

w K] { f/Euv il - Z2o0uvd o £0aw)d } =

Vemos, ontonce:, (que I ecwacidan diferencial @4 admite una

molucidn exacta de la forma PP = cte. S osuponemos gque  la solucidn

aproximada (23> es el bmite asintotico de alguna solucidn  exacta

no  Loivint, debomos conclair que ia councion estacionaria de F-P
Cecuacion (A4 poscd soluciones distintoan Lo conclusidn

anterior  ow  de gran importancia, ya que  exiEste . un Leorema

‘minskil’ que alirma gque un proceso de  difusidn

demosteads por Khe

del tipe descrito por L couacidn de F-P gque  posea mas de una
solucidn estacionaria serda no recurrente, fo gue significa que el
sistema no volvera en un tinmpo finito o una determinada  vecindad

. L@
sara ergodico . Este

de su posicién indcial . ¢ por o tanto no

teorema es  Intultivamente obvio, ya que la  existencia de dos

? .
R, Z. Khas minekiy, 1vao,

1 L.
Para una duacaeidn mag dotallada de nale taoramn v an relacudn
con [ EDE raede verse P. <lawvernie, F. Seto v L. Pmsquera, 1900 Yy

P. Claverie y F. Soto, 1962,
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soluciones estacionarias implica que el sistema puede pasar de una
a la otra de manera no  controlada manteniondo la densidad de
probabilidad conztsnte on ol tiempo, de manera que no alcanzarda un
estado de equilibrio. Bl teorovmia do Khag’mingkil  implics,  también,
gue las  solucioneds obtenidas no serdn integrables, lo  que
significa rque la particula no estara ligada ol centro de fuerzas,

H R ROLH

La discusion antorior reiuwvica da pow

.

e e obluvo con la
solucidén aproximada on el sontide do gue el ftomo se autojonizard.
Aun asi, 634 posible  ponsmor que 33! fonameno do 1a
auntoionizacidn  obtonido  por  exte metodo pno soa un problema
intrinsece de la EDE, sino quo  provengas de ¢l hoecho de haber

utilizado wna  aproxdmacion  markovianna al derivar la ecuacion  de

F-P, El exigir que ol proceso cstocdsbtico sea aproximadamento de
Morboy  ee muay restrictivo, v podria muy bien sor el causonte de
gque so obtengan resultados  inosdecusdos., Parn poder analizar si el
origen de ta auntoionizacion estd en esta aproximacidén,

utilizaremecs un procedimiento alternative para el estudio del

Atomo de hidrodgeno en la proximas seccidn.

4. La condicidn de equilibrio para el dtomo de hidrdgeno.

Er la seccidn anterior so estudié el problema de Kepler en la
EDE uzando los métodos relacionados con la ecuacidn de evolucidén o
ecuacidén de F-P. En esta scccidn se tratard el mismo sistema desde

otra perspectiva, utilizando la condicidén de equilibrio {I14.7):

m-r(Pl(k(O).'ii(m) + e-ZIPLKE-;'(m)) =0 >

90



En el capitulo 11 se desarrollé la condicidn anterior para un
sistema multiperiddico. Sin  embargo, e¢me desarrollo se  hizo
suponiendo que dicho sistema era no degenerado, por lo que la
eouacion rosultonto focuacian (11582 no  puede aplicarse al
probloma  de  Kepler, Pora  ancontrar I condicidn  de equilibrio
adecuada a nusstrox propositos partimos del desarrotio en serie de
Fourior de  las  ceoordenadas carteslanas para el problema de

Keplor:
o=y : expl~inw 1)
- : o

P g

con w = 2ny = 2ES/mRT Como « orden cero en ¢ ol vector deo

ogicidn cumple con la ley clisica de movimiento, podemos expresar
b4

. ({3}
la eoordenada x CORmG!

*Y =y X% exp(-inw_t) 2>
L5]

Entonces:
-(0) 10} 3,4 o~ . n + 0
X X r ):'n e X xn,exp( mot, n + n’)»
n hal
T
- Pl(:k“" % = w; L L o’nwX % tim (1/2T)j exp(-iw_tintn’dt
. e n 1'\_‘".‘cn o
m owt 5 NS
Q " U Vs 2
non’
@ (P(K(D) <O)) = _w-t E 4';{‘ ‘Z

Para y se obtiene una expresién analoga, por lo que,

finalmente, el primer término de la ecuacidn (1) resuita ser:
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En el capitulo II se desarrolld la condicién anterior para un
sistema multiperiddico. Sin emwbargo, ese desarrollo se  hizo
suponiendo que dicho sistema ora no degenorado, por lo que la
ecuacién resultante  (ecuacidn  (115.8)) no puede aplicarse al
problema  «dw  WKoplor., Para  encontrar  la condicidn  de  equilibrio
adecuads o nuestros propozmitoy paritimos del desarrolle on sorie de

Fourior de las coordenadam cartesiascs  pors el problema de

Keplor:
x o= r ® e.«ep(*inuaw
]
con w = 2me = =2E/mR™* 7% Como a orden cerc en & ol vector de

posicion cumple con la ley clisica de movimiento, podemos expresar

)
Ia coordenada x camo:

s

3] ~ .

= I e)cp(ﬂnwoh)
n

n= e

~
33
A\

Entonces:
{0 i) a3 4 .
XD EY s DL onnel XX oxpCio _tin + ¥
[+] n n [}
n o n’
T
O A0 @3 ,
s PGT X =0t L Ee'wk ¥ lim <1/2T)j expC-iv_t{n#n’ddt
n ™
n n° P -F
4 a A o~
= nn'x N
Q E z Ll n onent
non’
LGy e 4 Qe 2
X )= - n X
» (Pl( b w I ] hl
n

Para y se obtiene una expresion andloga, por lo que,

finalmente, el primer tdérmino de la ecuacién (1) resulta ser:
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QY LG 4 4 ~~ 2 s z
mrlP A XD = oemr e Doni(x [T Y | [¢c))
L o n n
"
Para  calrular el segundo Lérmine de 1o condiaidn  de
equuilibrio partimos Jdo una oxpresidn obtenida en el capitulo 11

Pl e

&P (g ity = }" 2 nm \:/:h)[ j [5}((.))c(>a;w(t—t.‘)
by T o

~
o
i

‘. ({ 3, ;- ((;)j duwxit.?dt

Podemoy  caloular ¢l pardntesis de Poisson en el sistema de

variables de soecldn v dngulo, para lo cual uzamos el dosarrolio

multiperiddico de tam coordonadas cartesianas Cacuaaion
JILZ.82:
5 % eupten + + % expt2ri -
S n():,—mi. xn': nl(nn n;) (nv”‘a xp{ Zru(m)r 774,)]
s s xp(-2ni & .
= 3 I [hn " expl ?m(n‘nr nzn&))} <S.ad
noTem oo ~48 t 2
1 z
y = { \7' axp(-onllnng +v ) + v th(“dﬁi(m] ~n )J
R, .3 T & e 3
s -y, - -
= ¥ I lyn . expl dli(ﬂﬁr*l)zﬂ.’”] <5.b>
n‘ Tew o= -4,f i 2

10y
Aplicando el desarrollo anterior a % encontramos:

5 [a w ' Paenap T ax Pnap Y cw]
J

; TE Y rE
71 bl H Y’)

=2rm L LD L LU (ni-*n") oxp(*-iwo((nx-inz)h +
} omnonon -

a >
i o n,n d@Z Tnon’
i X f}n‘,z J
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en donde se ha tomado en cuenta que el sistema es degenerado, y
por lo tanto amboags frecuencias son iguales. Desarrvollande la suma
sobre j so obtiene:

[xm)(t’),p;m({,)-l = 2nm 5, T L T (n£+n?‘) oxp(ﬂwn((n‘-l-n?)t +

non_n’n
1 2 1

-

. - o
/2D in e N _— X - n' %
i < AU " W i

»

"
PR

Si en la ocusacidn (42 s haco un cambio do variablo do manera
que u = bt - L, of uUnico tdérminoe que conserva la dependencla en t
es el pardntesiz de Poisson, por lo que ¢l promedio toemporal sdlo

le afecta a ¢l Tenemon, entonces:

o8
s

b"L {x(m({,mu),p:m(b)-ﬁ = 1w 78T j [:\'K”thu),p;m(:.D] <
Toaco -7

Al hacer la integral anterior se obtiene una delta que

impone la  condicidon: n! -+ n, “ n; + n; = 0, por lo que sdlo tres

de las n’s son independientes. Fodemos notar que, a diferencia del

caso no degeneradoc donde se obtenia n = -n’, lo que elininaba dos

gradeos de libertad, en este caso me eclimina solamente un grado de

libertad. Finalmente se encuentra que:
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{0} [§22]
Pz CL=ud, Cty| = 2nm L (h +n ) expliw (1 +n W
4 px L 2 x 3 Z *¥ (o] 1 2
n n_n’
T & 2
~ a -~ ~ a . .
nw X e X VDt nwe X LA g 2 ¥
B F Rl o] non & e wn ~ntm’ z 0 n ,n ar R W s 1)
12 r + 2z 2 2 1 - t 2 2 2
e Jd
(n #+n 40 DX , . (X w D> -
Tz 2 B L AL ()K n,n G
1 8 & 2 12
e (; A ’
n’dx VI X @ 3
2 en e enyn! T3 L B @
4 o2 2R & 12

53 wemon que  tantoe D COMO n; toman

<

De las ecuaciones

valores unicamente de 1 vy -1, por lo que podemos desarrollar sus

sumatorias:
0y (o) . . a
P ixc-w,p LI w 2nm T {n +Hexpl-ie_uin +1O>in = W X
t ® % b} 1 1dE o' n 4
E n r 1
~ o~ a ~ ] ~
i + N 3 + 2x S o N Dt % = X
-y =24 o4 -n, -2, 16?, N, o'n A0 -n ~2,4
S a 4 i rd 3
~ & ’
+ X >+ (X - % ¢ R3]+
-n -4 S P ! - ~2,4 dl‘, 0 N
1 ) 1
3] - ~ ~
(n ~ixenp (-'m u(n -D) s fw x Cx + ]~
k) J( PR n .t -y e,
v Fy
J ~ ~ ~
e ) X - X e (X b3 +
- +2,~20 % o' n -t 0" n 1aL s " " ~n +2,-1
~ d
x - % (w % b/
-n +2,-% -n, " dz; n -1
1 § 3
Si oen el rmino  con  la  primera exponencial se define

no=n 41 y on el de la  segunda exponencial n = n = 1, la

expresién anterior se reduce a
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o s _: g -~
Gl[ o, u),p (’u)} = 2rrml n exp( “"0““){“‘57‘ tm % -u* "nﬂ,-,)

L8}

a ~ ~ ~
® 31+ (w (x - % Ix + X
=4, vhEL,-1 d{ kg, -4 N1, “red, % “nel, -1

L~ -~ 3 ~ ~
O - o p (u e + % 21 4+ w (x - n
“n+i,~4 “ne~t,8 lJ ( LI nte, -1 [43 n-$,1 nvs, -4

E] ~ ~ ;
(R o A (:' g LAY AR i:-(w X >
OE “n-i,3 —1ed, -4 !‘ “n-3,1d O ned crbnet o T O el -g

r r

Para continuar, debemos sustituier lom  coeficientes de dos
indices por sus expresiones en tdeminos de los coeficientes de un

selo indlce Crouncioness QILZA5Y

T o, 3 oo
- 2amYiln o e *
{Pt ’.x [q¥% u),px (L)J = Ym: orp(~iw nu'){nd{ Lo lx l b) i E oynx_n)
g ~ i .~ @ ~ & ~ ]
s 9o, - RS Loy 2l - 25 L]
- (nox“) iw 5 € h) + 23 x—ndt w y > ?y_naé‘,(m‘)*{n)!}
‘rﬁ - by T

& ~ ~ 3 o~ 1
w ?nm§n mxp(viw nu){nw(u |x [ > % 1[ '()_E:-:’w()hr\) woyn—‘.ﬁ«;x“n)-’

r ~ 9 ~ ~ ~
+ P ST B Y SN ¢ >
xl_woym){ , fend i rwu\‘n)

Pe manera andloga encontromox para y:

de donde:
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U’l{{ b=-ud,p (t,)] + [y(m(b-u),p;m(t)j} = 2mm L n exp(-iw_nud
™

~ a

Cto *(_hy“) :;;x—(mo%n

{n gziw (t‘c jﬂy | )]-Pil f

g “~ s
——— }33 Yy -
at (uO(h)y ial
@ &
Usando las ecusciones (AZ23Y oblenesmos
o) Ixs
iy {[xo(b-'u),p )(L>} + ))(L—\l),p ”)(L)J} = Znm L oo exp(-iwonu)
Y
n
a ~ 42 2 a ~ o~
e )~ it [ a9 £ i
{n d&'(wo | AT b3 ltd?, no;:h\r ) mow (u\o‘(x‘y")}}
T r 4
Sustituyendo el rosultado  anterior on  la ccuacidn 4)  se
oncuentra:
OSWUY, N c‘cp(-lw nud
™

P g 1y @ w*! qcm{
© Ja
E(w % y )}} dudw

a 2,0~ (2 (3
{n —aa-(e{’w (}\( | +lyn} >3 + 21{5—2—?0 Y3
n 2ne 2 n I {n Sple S| X [+ |1+ ai {—v—(m SR Y 3

m SR yn)]} J coswu explivw nu) dudw
o

Y

{Q:

I3
s

-

Como:
j coswu expl-iv nud) du = M/2)GWw - w nd + G + v nd)
[

entonces:
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o (P «<E.%"Y

2z
Y = n"e’t n {n (—)—;—Iw Q(nw )&l [ +[y | b2 ]
n

R4

r >

~ A 3 -
+ 21 {‘—)»—-»(w Slni %y > - Lo Slnm N v )}}
a n'n [s] (8] n'n

Poro S(uwd = 2?‘1[(»!"/317(? = n\?{msr’/m‘zz. por lo gus:

o’[P GE R e el o {n g‘vqtmogm\uS:)i'];{'nfz*’;hfz)]
™ r
4 1 g Ellied
+ 23 [—J-{l;-fmo[mooi XY ﬂf(:go]nu;vi x"yh)]} 6>
>

Usando las ccuzcienss (3) y (8Y vemos que  la condicién de

eguilibrio <1) para el problema de Kepler oz

' o 5
E [w; n* R [P+ 15, 1T - umn {n E‘““ o I IPE T 1P
+ 2 wm‘) Gine 1R Y o - ~—-~(o> fuw, 7% ¥ Y =0 W
{‘ Tol Tn'n )lf ol "nin }

Por wimpleldad nos restringiremos a  lag  ovbitas  circulares,
por lo que debemos desaryvollar 1o condicidn (7)) a orden cero en la
excentricidad ¢, Para ello ez necesario  conocer los  primeros
términos de loz desarroliozs de los coeficientes ?En y ')\r'n. De las
ecuaciones (A2.22) y <A2.24> encontramos que, hasta segundo orden

an £

X = ~3Res2 ¥y =0
[+ o]
§‘¢" = R[‘i/z - 352/16] ¥, = iR [1/2 - 552/16]
X Re~ 4 y. = iRss4
z 2
¥, = 3R"/16 ¥, = 18Re"16
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2
todos los demads coeficientes son de orden mayor a £°.

En 1o seccidn anterior se encontrd que:

. z F . 2 . . z.1/2
R = <& + 7 Y o'k eom -l 2D
¥ & r »

Ademds, de la ecuacidn (A2 Lonenos que:
o = 2me . Bmn ko sz)’“‘ m CormROHE
r

Usando o relaciones anteriores  podemos  calcular el primer

término de la condicidn (72 a ordon cero eon o

CRE P T S ~ 2 ~ 2 ~ 42 ~ 2
N N N A NE AL EAE S EN e e )

a 20 )R 1T (Y P 20t ¢ kT4 = WlRE
Lo 1 £ O (o]

it

e 4~ 2 ~ 2 2z .4
o bN w, n qxh] + ]yn] > K'm"/R @
Para el segundo términoe de () tenemos:
~ &
Tz = nhY n{n -—«—{w Imo [ ([x } +]y | 51
n
+ 21|19« ¥ - 2.« BRI
5 W, lnw { WY qu)olnwol xY
- nhzn{n[ﬂg?«—[w rosy I 1P+ (F D15 Sote Ino |7, [*+]F, ] :u]
¥

+21 [-‘—73 2w inwo ]S;En;?n) + 2z —(zw(moinwo |a§n~ >

9% IR Yo 3¢ 3¢ Y
ar 4 de @
- '__E;b—_(m {nw ] ¥ y > - b——t—&a« ]nlu [ *® y )]}
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Usande las ecuaciones <111.3.20) puede encontrarse quo:

@

A 1 5 1-s2
z Zr imei' =
T

Zrwimeit”

&

de 1 o fCt1=g2) - CimgzME
o2 s
7

4R _OoR _ 1 | r T¥*
e PN s T e vt meh——
at Q& wopm K

g w

adomas, hemos visto que “, >0y que W, no  depende

excentricidod £, por lo gque T, me reduce o

i78
3{n R fetw 1Ty 1®
T, = ntL njn] {TF {;;;’x:} EC N A

T

]
R

4+ Jde dz de 183 ~ ~
+ e T “x + 2 YEo. LR
P acr“~<”‘ ! ]y j *5 im L‘?Z, (7:‘.]05()‘ y)}
Sustituyendo el valor de las derivaday de ¢

obtenemos:

. /20 ~ 2y~ 2
I‘zwz-«—w«w*{, n{nR d—r{»[w (‘xn’*]y“l b3}

2 2.4/2
1/2 i~ (& - d L~ o~
+ < /R {z [g ](7£(’x [+|y})+i — =X yn)]}

A orden cero en £, el primer término de la expresién anterior

[:4-M

wsx/zd G 12,0 120y A 172 50 40~ 2 0 (2
)_: FEle, X [Ty [P R [(w FRfe x| >1]

-~

= rY? [—g—ﬁ(kz/mzRa)(Rz/‘i * R’/‘n] e ~2%%/m*R%7?
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Debido a que con el segundo y tercer tdrminos de T aparecen
derivadas respectoc a o multiplicadas por 1/¢ debemos desarrollar
las  expresiones dentro de lam derivadas hasta orden €20 Haciendo

exto, ol segundo términoe doe Tz es, a orden cero en £

T %_(_.(iq [?ﬂ?ni“) ] ;’,{1/{; - e:]
ne

3 o ~ 2 2, w5 R
(7 S2UFIHT,1D » @7 Goa% 1 5,10]

& %[Vf: - s] [36~(R2(1/:2-31:z/$6>" + R /2-567 2165

* 329~<2;c"".‘:“/1m} R e
ae

Podemos notar gue en este resultade aparece una contribucién
de low smegundos armdnicos de la Srbita, gque permanece incluso en
el limdte £ = 0. Fsta contribucion no {ud tomada en cuenta cuando
se tratd en ol capltulo II al stomoe como una pareja de osciladores
indepondient.es. Lo ant.erior producira, necegariamente,
digerepancias  ontre el resultado que se obtuvo en  ese  Caso
Cceincldente con el cudnticod y el que sc¢ obtendrd con este
método. Como, por otro lado, ol tratamiento presente eos mucho maw
preciso y detallado que el onterior, el hecho de que las
predicciones no coincidan con las cudnticas representa un problema
de fondo en la kb,

Para el tercer término de T, se tiene:

- (1—52)‘/26 ~ 2 -
g GER YO =i dmefrzkd/e Eon
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x> ise [»g—g(iRz(1/2"31:2/16)01/2"‘31:2/!6)) + ot -g-—;(iRzr:z/lé)]

z -3R% 2

En este término se observan dizoeepancias aun mayores con el
tratamiento heuristico del coapitulo 11, ya que existen
contribuciones debidas a la combinacion de las  compopontes  (4,y),
lo que invalidarin, de principic, ol gue ze puadan considerar como
ogciladores independicntes,

Fipalmenteo, a orden cero en &, Tp me reduce a

T w2 B e ot R R e - R |
2 Cmk) o J
= 2.53:—;;)1/2 }:Zkz/msz/z + Al omtrY ‘"‘)czxz.)} = 0 @

Sustituyendo (82 y (9> en la ccuacidn (V> encontramos que la

condicidn de cquilibrio para drbitas aiecularez (&« 0> implica:

2 2 4
Km" /7R = O

Como k y m son ambas distintas de cero, la udnica forma v gue
la expresion anterior puede satisfacerse vz sl R = o Lo anterior
significa que, deo acuerdo con la EDE, no existe una drbita
circular estable para el dAtomo de hidrégeno. Vemos, entonces, que
s¢ ha recuperado el resultado predicho por la ecuacién de F-P en
el sentido de que occurrird uno autoionizacidn del atomo.

Si me analizan detenidwnente las hipotesis f(isicas de la EDE,
el fendmeno de la autoionizocidén resulta  facil de  entender, ya
que, al estar la particula en interaccidn con el campo estocastico

de fondo, existe, en principio, la posibilidad de que absorba de
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éste cantidades de cnergia mayores a la de lonizacidén, Aunque un
aventoc de este tipo »g muy peoco probable, al promediar sobre un
tiempo infinito ocurrira necesariamente. Una vee que la particula

se  haya liberado de  Ia influencia del centre de fuerzas

no  hay

pezibilidad oo e vuelva a entare ligada & &
La mecanica codntica, gin embargo, prodice gque ol estado base

debe ser wostable, por lo quo no contempla i posibilidoed do ouno

avtoionizacidon.  Bxisto,  por lo tanto, una  incompatibilidad de

fondo eontre log prediceioncs de 1o meadnica cuantica v las de la

EDE para o) del dtomo. Aun and, el hecho de que un
cilewle menos formal como el realizado on el capitule 11 haya

producido romullados aceptables

significa que ia EDE muy

probablemente Lione algin elemento de verdad en su interior.

8. Conclusicon.

En el capituwo 11 se logrd describir zmatisfoctoriamente el
comportamiento del oscilador armdnico unidimensional y el rotor
rigido wutilizando la  condicién  de  equilibrioc. Sin  embargo, al
aplicar el mismo formalismo & un sistema mas complejo, como el
atomo de hidrdgenn, me encuentra que las predicciones de la teoria
no  reflejan  adecuadamente el comportamiento fisico del sistema.
Ademads, en el caleulo que utiliza el desarrollo perturbativo de la
gcuacion de B-M ne ze requiere utilizar la aproximaciéon de Markov.
Si bien se ha hecho un desarrollo solo a segundo ordon en la carga
eléctrica e, esto es, en principio, menos restrictive, por lo que

el problema de la autoionizacién parece no ser producto de una
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aproximacidn  markoviana, sino que debe  originarse  en algun otro

Iugar de ia Leoria fror obtro lado, hasta shora, la EDE sdlo ha

zido capar de desaribiv el omtado boase de los diferentes sistomass,
y no ha sido capaz de osplicos Ly existonain Jdoo entaden oxaitados
discretos, Satvo para o osailador aooaonico, on donde ocstos SUPLON
unicamente (Joo omonersa formnal Lo smterior  podeia sop uipa 1aon
suficicntn para tugerirnos ol abandonoss o ta FEDE, sin cmbaegn, los
grandes  logros gque Suta ho sloinvede o ool ontwdblo de un gran

rmero  do sistonoes oz permiben Suponer que 0o en una desceripeion

esoncialmentoe incorrects de la natuaealeza voogue s fallas podedn
correzirge podiante unoee revision cuaidodosa de s mebodos,

La  eotructura mateoncdidos dee I ccuncidn de Fokker-Planck
pepide,  debide o osma groan complendad, determinar cual de las

ELa Led

hipitesis inberonftess o s BRI oo o cousewts do gue
incapor. de tratar adecussdaanente con fom sistemas oo linentes, Bl
mitodo  basndo on la condicidn de evpubibeie v en el desiarrollo
perturbativo de I ecnocidn de UeaiforteMarshadl o permite, en
cambio, anadizar estas hipotesiz con mavor cloeidad,

51 s ohsmerva Il condicion  de equilibrio  desarrollada para

sistemas multiperiodicos Cecuncidon LRI

- . ns ~ i
b {(n .wu) | %

33

2 4 A . . ~ ~
7 - 8 eV o nw ) Shw D x|
nt " }_ L8 8] 3t

se encuentra que In ecuacién puede satisfacerse tdrmino a término,

de modo gue exista un balance detallado de energia, =sélo si el

o ~
L. de la Pefla y A. M. Cetto (197w,

103



espoctro del campo de fondo S{w) ex proporcional o w2, es decir,
con un espectro do Raleigh-Jeans; sdle asi sce logra Lener on ambos
términos de la expresidén la misma potencia de n. Debido a que Ia
EDE propone un esuspectro propeovcional a % queda claro que, on su
forma usual, esta tooria e capaz Gnicamente de lograr un balance
energatico global, & diforencia de la mecdnica cudntica, en donde
existe un balance enoergitico dubotlado.

St me insicle en montener el ospectro Sw) o o? que, ademas
de ser el uUnico fnvariznte Irente 2 transformaciones de Lorentz,
oo ol mismo propussto por  la  electrodinamica  cudntica, sntonces
debe modificarse la ecunc

e (1 e desea obtoner un balance

detallado. Para obtener dicha ccuacidn, ©l dnico presupuesto ajeno
a la mecédnica newtonlans vy a lon postulados fundamentales de la
EDE utilizade fud la wcuscidn de movimiento do Braffoert-Moarshall
para describir la intaeraccién entre la particula v en campo de
vacio. De esta forma, se concluye que o3 csta dltima ecuacidn (y
por lo mismo la ecuacién chlisica de Abraham-Lorentz) la que debe
sor modificada, lo que equivale a decir que el origen del problema
de la EDE astd en la descripcién de la  interaccidon entre la

materia y los campos electromagndticos.
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CAPITULO 1V

La ELecTrODIMAMICA EsTocAsTica DeEspe una KueEva PERSPECTIVA



La ELecTrRopivAMca ESTocASTICA DLspeE uNa Nurva PERSPECTIVA

1. Descripcion dinamica de un sistema en presencia del campo

estocdsitico dol punto cero.

En el caprtulo anterior senalamos que ol origen del problema

de la EDE para sdescribiy mistomas no  lineale st encuentra en ol

Lratamiento de  n couvacion de Braffort-Marshall, os decir, on o
desaripeion de 1o anteraccion ealse o partienl v el campo
esstocastios doe fondo,

bebide a0 que v orden cero en la carga eléetrica e, la

cceuacion de B-M ose reduce a la ecuacidn clasica de movimiento, la

EDE ha conziderado gsistomaticamonte o ke presencia del campo de

vacio sdlo como una perturbacidn en ol movimiento cldsico.

. - t
Rocientemente, L. de la Pena y  AM Cetto presentaron una

Soidn alternativa gue parte de o suposicion do que o} campo de
fondo no puede oonspderaose oo unsa mers pertoavbacion, sino que
Juega i popesl croncial en la dindmica de una particula inmoerza en

fot)

Gl Dasde exste punto do vista, podenos esperar gue lags propiedades

de o ampiituade

] .
a v oo del  compo  estocdstico de
no e

vacio =me  reflejen  en la  descripeidn de  la dindmica de  una
particula en intoracidn con 8l

Para intentar roalizar una  descripcidon dinamica del sistema

campo~particula consideremos  primero  una  pareja  de variables

1L. de la Peila y A, M., Ceotle (980 y (1987,

106



dindmicas A vy B asociadas  al campo de fondo. El paréntesis  de

Poisuon de dichas variables sera:

[§§)

donde:  q Yy P son ke variables canonicas del campo  introduacidas
ey .

on ol capitulo il Coonciona: 127> 3 S RIBBN Y se

roasaribe 1o expresion anterior on terminos de lag amplitudes o

-
y definidas en 1o ccuacion L2V obtasnemos:

o
) 1 ,
1 . N
EEREETE R

o ®

aB  _ oA aB }

) da
"o 0oy nor

A In anntidad < A se e denoming poissontiano do Ay R

Podemos wsar o detinicion (22 para calcular el poissoniano

de las componentes E W) vy E WD del campo  eldctrico de rfondo, a
' 3

partic de  la ccuscidn dL222), que en  la aproximacidn  Jde onda

larga toma o forma

B
V n ng

. 1.2 .
ECLY = 1T l.’:,,’.’.flj W't 8 [i expCi L)+ c‘c.] @
AT .4

n oo

Usando la ecuacian (L2.6) encontramos:

) B M
CECLEWDY = 200y e ‘:5 -k ok /k2J
v } v " W) n n.on
"o« [
lnxp(im L=t - explo (L—L’))j )
n (2}

$i ahora tomamos el limite V.o e integramos sobre el angulo
solido de la misma forma que en el capitulo I, la expresidn

anterior toma la forma:
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P

CEANE@ ., =~ A1 0 b ettt da
' 3 JIned Ty o

Como la densidad espectrial del campo del punto cero es:

Snl) =

obtenemos finalmonte para o poissoniana:
o

< E‘(L);E I w o= 2i & J Sote) senwett-1") duw 3>
1 vy
0

El resultado anterior es muy interesante, puss muestra  que,
aun Guando el campo  elvctraico B ooz upa tuncion aleatoria, el
poissoniano de El vy B noe lo om, debido & que  la
dependencia en las A ha desaparocido. Podemos notar  gque  Ia
funcion de swtocovealacion  del  campo (ecuacion L2242 v el
poissoninne  ¢5)  corroponden rospoectivosacnts o la parle  real e
imaginaria de la transtormada do Fourier de la densidad espectral.

Considerentos ahora al sistema completo campo-particula. Su

hamiltoniano oo
1 e 2
o= [p - £ A] + VOO + H, >
T < b

con Hr el hamiltoniano del campo dado por la ecuacidon (IL211X:

1
E R, 2 + 2 2z
Hr 5 L (pncv w2 qnd) (4p]
n o
donde:
N - 172 »
q =i (2 ) b - b >
noe n " neg
1,2 LJ
P a (hw 72) b + b
ner n no "
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Las  amplitudes b“r difieren do Jas amphtardess del campo libre
a en ol hecho de que incluyen el campo radiado por la particula

Supongamos que  la interaccion entre aampo Yy particula
cuomienza al tiempou L= U0 Sean ¥, v g low vadores aniciales de da
posicion y ol momento de la particuls, v soon a = b“'(t-ri()ﬁ). Comu
resultade  do Ly intevnceion,  puede  osporarsoe gque para cualgquier
tiempo & > 0 lar variables GU,pCl)2 dependon de s amplitudoes

iniciales  del campoe a0 Esta dependoncis puede estudinrse mas
e

facilmento =i realizamos ana transtormacion candnica del Lipos
QUL PLLD g CLD,p (L)) ey (P AE0D,p (L=0DD
[a1%4 Lo " ner

Dr  esta formn, ol pardntesis Jde Poincon do dos variables

dindmicas de lo particula fupd vy gOLpd serd

{ r’i‘; } = { t.’g J N { fk’g ]
%ol (=ny, L=0)
3 b ®oPa a,, =0t

Usande Ia ecuacidn (22 obtenemons:

) . i
" = e -
[ bs J X.p (_ e ]ﬂ“(ﬁ)-PO

En particular, si en Ia expresion anterior tomamos € = %y

< e 8)

g = pJ encontramos:

)
; = - 2ok pS
[ ?\‘,p) }x,p [ xx.'p) Jxo.po Hh v P
Como  debe  cumplirse que l x‘,pj ]‘p = 6\1. la  expresxidn

anterior se reduce o

X.p - M
Py oo o

De mancra similar se encuentras

= 5 (8]
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[ ® WX ] -1 CRGR P = 0 (10,0
v Yoo h vy

i i
; - e Cpop
!' P, “’3 }m,l_n i Cpopoom 4] <10.b>

For otro lado, del hamiltoniane (60  puede vorse  que  la;

h
Y

ecuaciones  de movimiento para In particuls son:

1 ;
dondo H = i~ pZ + VixD
dm
Usando la exprosidn 2), las eouaciones anteriores toman fa

forma:

% o= { % ,H ] - s Cx Y - Cormed A ¢i1.2>
v b [y ROFO * v v

3 - ’_ . .t + Loy ;

P = [ p‘,ﬂ ]ﬂx)'Po i }3‘,.{> g S 0\}\; 41hd

De las ecuaciones (1) podemos ver que wn aumsencia del campo
estochistico de fondo la dinamica de la particuln queda determinada
por el paréntesis repecto de lag variables xg ¥ po. Sin embargo,
cuvando se toman en cuenta loy efoectosn, tanto del campo de fondo
como de la reaccion de radiacidn, el movimiento de la particula
resulta ser sumamente complejo. Pedemas esperar gque, debido al
comportanmients coteocdstico del campo de wvacio, la dependencia de
las variables dindmicas de la particula con respecto a sus valores
iniciales ze pierda cuando haya t.ranscurrido un tiempo

suficientement.e largo comparade con ¢l tiempo de correlacién de la
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Unia vez que e ha aleonzado esta etapa, ot

fuerza  estocastjo:

movimiento do la particula estarad determinado  anicamente por  los
valores de  las  cunplitudes o del  coampo de fomle Bp ese caso
diremon que la particula ge encuentea en el regimen cuantico,

uny vez  en el régimen

La disausion  anterior  dmplica que,

cuantice, Ia vounacion B se Granmsiorneas: ens

. [T
l' ) ¥ ]RJ‘ =3 s e 2>
En particular, de lay scuaciones (9) y (10
x> =0 Spipr =0 U3
vy v
{x :p]) = i & G3.bD
Andlogamente, las eccuaciones (11> me poducen a;
X o®m o= oo (X MY = (esmed A 1.a2
v T v i
bomo- Lpiis ¢+ 2% oA 14.b>
pL i PL' 7 N ¢ Tk vk ’
la cvarga eldctrica e dan lugar a

Los términos que contienon
a orden cero on la

correnciones radiativas. En la aproximacion

carga eléctrica (e - 0) se obtieno:

<10}y i (01 [O)

x o = {x H O as.ad

L k! i
k4
En general, el Lismpo necosario pora que se alcance mata
situacion serd muy requenc comparado, per ejemplo, con las vidas
medias de tos eciados wioLtados yo Hgue anbemos que la mecarnt Ta

13

cudntrza es wAdlida pura wdervoles de meros de 10 seqy.
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1) i OISR N
P = - xp 1 I [SL8 -P)
! .

donde !{(0) = H¢ x”“,p(m).

Podemos observar gue en el limite de tiempos larges. y sin
tomar en cuenta las correcciones radiativas, la evolucidn temporal

de  las  variablos  dinamicas (x,p2 de la particula esta gobernada

por el hamiltoniano “clagico’™, poro Lo estructura de los

ecuaciones de movimiento esta determinada por las amplitades o Y
7"

] .

@ dal  campo, Ademax, en  este  limfte no  aparece  la carga

nge

eléctrica en las ccuaciones de movimlento.

2. La hipdtesis de rospuesta lineal

En la discusidn anterior se ha puesto de manifiesto el hecho
de qus, una vez quo la particula ha alcanswds ! rozimen cudntico,
la evolucion de sus variables dinamicas dncluso a orden cero on

@) aesta gobernada por los valores de las amplitudes del campo

estocdastico de fondo. Debido a lo anterior, en ese rdgimen se
tendra:
"
" m 2 a yon D [$ )
no 0o

Es evidente que una dependencia funcional de esta forma no
puede obtenerse a partir de la ecuacidn cldsica de movimiento
Cacuacidén dL4.43), ya que on ella no aparece el campo de vacio,
El heche de que la descripeidn clasica de la interaccldn entre la
particula v el campo no proporcione resultados adecuados no es, en

realldad, sorprendente. Fué precisamente este problema el que



quodd en ovidencia desde los trabajos de Planck en 1900, y ol que
did  origen, finalmente, a  la  elaboracion  de  la  electrodindmica
cuantica,

Hivstas hace PO Lirmpo, In EDE hiabiia duscrite,

sintematicamente, la interaceion con el campo estocdstico de fondo

desde uan punto de vimta cldsico debido a que existia la esperanza

de  que las propiedades: cauontic de by omaberic fucran producta

exclusivomente de 1o internocion olisica ontre y ol campo
estocastico de fondo. Sin embargo, o discuzion Nevada a cabo en
lag secciones anteriores muestra gque esta vision clasica conduce a
rasultados lHmitados v que o situcscion os omnche mds comple ja de
lo que mwe creln,

Para obLtener una nueva ccuacion de movimiento que  desoriba
adecuadamentye 1o inbtuoraceldn entre 1o particula v el campo se
roquiere  de un medelo gue  represente corrgahamcnbo dicho
mecanismo, Dobido 2l éxito que ha  tenido la  electrodinamica
cudntica en la descripaidn de los fendmenos  electromagnoticos  en

la o

i atdmina, pucede pensarse  gque su formalizme  es capaw de

propovcivonar Ly descripoion que buscoanos. Sin embargo, el

caracter de esta teoria es fenomenoligice en ol sentido de que

parte de una descripcion ya cuantizada de materia y campo, por lo
que la EDE, que intenta comprender los fendmenos cuanticos desde
un punto de vista mas fundamental, no puede sustentarse en clla.
Pese al enorme  interés que  encierra el encontrar  un  modelo
fundamental del proceso de interaccion entre ifa materia y ol campo

de fondo. no existe, hasta ahora, ninguna  investigacion en  esta

direccidn, Debido a esto, nos vemos obligados por el momento a
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limitarnos unicamente 4 intentar describir 13 forma que debe tomar
. ) N . .
L solucién % bajo lon vlectos de la interaccion.
En general, podemos  oxpresar  la dependencia funcional  de

&
pecto  de las amplitudes a YA, tha ves que so hia
0 faled

alcanzado ¢l rdgimon cuantico, como  un deosarvollo on serie  Je

potencias del tipo:

{2
x

nanve Ny L lg

LLA_ A +LLLLD a W a WD o+, @
n [

n < A L I

con a (UY = o expl-in U,
o nor ixl

En la expresidn anterior los productos representan

o a

ne o
. , . . ) », .

cualquier posible  combinacidn entre las a’s v las a’s, Ademadn,

e ha cscogide ©l origen dol sistema de coordenadass de forma tal

- [{s 3} r : 1A
que G)tO( ) om 0y me ostd considerando que  la evolucion temporal

1€y B PR .
da X e5LA  deleradnads crclucivoments nor Lo

a ) e A, B,

R

Un requisito de onorme importancia para la teoria es que =e

sabislaga un bal eneredtico  detallado  (es dedir, con  cada

frecuencia del campo por separadod. Esto se debe oxigir para
asegurar que se alcance el equilibrio entre el campo de vacio y
materia, y no sdlo para reproducir jes rosultados de la meocadnica
cuantica. En efecto, i no existe un  balance co¢nergético
detallade, se extraeria energia de algunos modos y se inyoectaria
en oblros, lo que causaria una continua alleracion del egpectro del
campe de vacio y evitaria que me MHegara al equilibrio. En el
desarrollo (2D propuesto para x'? aparecen tdérminos no lineales
en las a’s que wmezclan  diferentess frecuencias del campo, esto

causa que resulte muy dificil separar la interaccién con cada modo
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del campo v lograr que s alcanue un balance detallde de onorgia.

. [{+}]
Debe demandarse, ontonces, que el desarrvollo para  x cont.enza

solamente  tdrminos  lincales  en las canplitudos, Exizten  otrou
argumentos  que refuerzan la exigenacia antoerior, En primer  lugsr,

=i mo hace una analogia won la electrodindmica cuantica es  posible
despreciar fos termines de orden superior en las o tomando  on
[aTad

cuent.n T cutons representarian, [333) ! lengua jo cuantico.

interaccione:s  on L que  intevvienen dos o “fotones', cuva

probabilidad es muy pequetia comparuda oon 13 interacciones con un
z=olo foton. Una  de o argumentos mas fuertes a favor de L
demanda  de  lHnealidad  se obtiene analizando  Ia eccuacidon (OV.1.13)
para ol poissoniane de Xoovop. La cimtidad del lade derecho  de

dicha ecuacidn es  una constante  (gual a1, mientras  que  la

cantidad del  lado  1zquierdo  es ol poissoniano de dos funcionnes
estocisticas, Come el peissoniano  involucra primeras  derivadas
respecto o las a's, la dnica forma general de asegurar que la
condlcidn se cumpla es xi Xy poson Punciones lineales de estas.

Q) .
En resumen, sic propone para X una expresion de la forma:

1 ~ :
x = T L » o expliw L) + oo 3
nT n
n o
[{e}}
En el desarrollo para x debe  tLomarse w o= -w con
=-n ”
2nc .
jo | = —--[;--——In[. Lo anterior contrasta con el desarrollo en ondas
n
planas del compo, donde se tenla w = W La razdn para
-

proponer un desarrollo de esta forma es que la particula  debe
oscilar con una fase para modos del campo que Se propagan en la

direccion k y con la fase opuesta para modo: gne se propagan ¢on
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la  dircocion -k En otras palabras, deben permitirse respuestas
con fase arbitraria para una excitacién dada,

A partir de fa ecuscion 3) se puedon construir los terminos
de  orden  superior wen o del vector x  siguiendo  e)  mismo
procedimicnto quo en el capituloe {1

e dmportante notar que la hipotesis de respuesta lineal se
ha propucsto oxclusivamente para sistemas ligados; ol probloma de

In partisula Hbro  y  dus fondmenos de dispersidn no estan

contemplados en eota doneripoion.
Do la estructara de I ecuacidn (D pucde  verse gue  la
particula responde o la presencia del campo en forma tal que cada

modo fa  arrastra on EA ¥ muvimicnta, haaidndoln oncilar en

Peobido o esto, In existencia del campo de fondo

rosonancia con Gl
detomminag esencialmente el movimdeoto de {a pacticula, por o gue
no puade  considorarse como  una mimple perturbacion. La
dependencia  Hnoeal  doe *'" e tnn amplitudes  del campo reflaia el
hecho  de  que, wune ver  gque ge ha alvcanzado ol oquilibrio, ia
parbicula  interacciona  independientemente  con  cada  modo. De
hecho, este argumento poderia usarse como  punto de partida paca
introducir 1a hipdtesis de reospuesta lneall

Las amplitudes a oy aiﬁ quo  aparecoen  on  la  ecuacidn (3D

doben estar asociadas  solamente al campo del punto cero, y no

incluir las de campos  oxcitades (por  ejemplo  tdérmicos), cuya

accidn se toma en cuenta como una perturbacion, =ste hecho pareceo
ser necesario para ohtener muchos de los resultados de la teovia,

y entenderlo cabalmente representa una de las principales tareas

gue quedan por realizarse.  For el momento, podria argmentarse que

16



los campos externos usuales poxsen amplitudes v oenoegia omuy  por
debajo dher los valores infinit.ng que caracterizan fas

correspondicntes variables del campo de fonddo.

- r LN o~
La forma explivita d Jos cooficientes que  apAarecen en ba
e

expresion (1 osti determinada pur L fueren externa gque actio

oma dinamicg

sobre la particula, vy serd diferente pora coads

particular, coeficienten esboan rebwionados directamente
cupn 3o intonsidad  de Ia anteracaon . con cada omodo  del campo de
fomdo, y soran cero cuando no oxizta  intoeracoion con o modo

amoviado a cllos, Hemos encontrado, entonos un hecho muay

significativo que rosulta coracteristico de esto desceripeidn v que
recuerda  las  oscilaciones pavaiales de I mecanica matricial  de
Helsenboerg: o orden cero o 1o ooresa eléctrics, la particula  se
mueve oscllando en resonancia con determinados modos del campo, y

producidas por la  fuerza

o siguiendo  las  trayecvorias  cldsic
extLorna. Esta Glbins  dotsvmina dnicamento los modos v la
intensidad de la interaccidn con cada uno de ellos.

Dosde este punto de vista podemos ver que la razdén por la que
la doscripcidn del oscilador armonico con los métodos
tradicionales de In EDE resulta satisfactoria es, precisamente,
que el movimiento cldasico de oste sistema coincide con el que, en
esta visidn, ez  producido por la resonancia con los modos  del
campo. £ esto misme lo que Heva a que los resultados obtenidos
para las orbitas circulares del atomo de hidrogeno cuando se le
trata como  dos  onciladores independientos  sean los correctos,
mientras que una  descripecion que  resulta, desde la  perpectiva

anterior, mdis precisa conduce a resultados insatisfactorios.
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En la esxpresion (1) aparcoe unog suma, Lanbo sobre pameros de

ondic i, como =obre  lam polarizasiones el campo o, En geueral,

podemos emperar gue estia Olbima sumaloria sea impourtante solo en
el camo en oque be particeanlss que e oncuentren on inberacscion con
el campo posean spin, Esto so dobe a que, para una particula sin

Spin €n intoeraccion cuin an ne pobwizoado, no puede  espoerarso

que haya preferencia on Lo inberaccion son una de las doss posibles

polarizacions de manera gue debogst tener ~ = % para Gada
i n
nmero  de ondas oo La relawion entre ol spin de una particula vy

Ias polarizaciones « del campo puede sor de gran lmportancia, vy oes
une de lom programas de  investigacidn que deberdn llevarse a cabo

proximamente,

3. La condicidn de cuantizacidn y las desigualdades de sicisenbocg.

Una vez que se bha adoptado la hipotesis de respuesta lineal
para describir el comportamiento del sistema  dindmico a  orden
cereo  en &, nes onconbramos  on condiciones de calceular  los
poissonianos  de  Jas  diferentes  variables  dindmicas  asocladas  a
ésita. En particular, resulta de gran interds el poissoniano de
las  variables  Oup) que, sogin hemos  visto, debe satisfacer la

condicidn:
<x‘°’(n>;p:°’<n>> = ih W
A7

La importancia de esta relacidn radica en su analogia con la

relacidén de conmutacién que cumplen las variables x y p en la
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mecanica  cuantica. Esta  semejonza es  la

razon  por la cual Ly

ecuacion (1) so  considevara come la condlelon de  cuantizacion que
debe satisfacer un sistema en el régimen cuantico.

Usando la hipdlenis dex

sruesto Hneal y tomando

193 L (O .
P = omoX oncontramos para el polgsoniano:
3 2

(o2}
M

<3

. (1¢] . e L~ . .
Wxp D> = LD {lmm Cx expt-te LN expdin L) = c.
v 1] L] 0 23 nao ©

" r

= 2im LT m‘l;f
L

(234

e
n:vl

Finalmente, usando lis ecuacidn 1) se obtiene:

L w |[¥ |2 = tvim 93]
T nir

e

La ecuacidn anterior es la regla de cuantizacidén que debe

satisfacer el sistema dinamico en el rdgimen cuantico. Es

intorezants notar Ao la asxnvesidn <2) ez el

analogo estocastico
de una relacidn que se obtience en la mecdnlca  cuantics, conocida
como regla de suma de Thomas-Relche-Kuhn

L e - E)D [<efx}s |2 = 12/2m
~ i

o
La regla de suma anterior pueds reescribirse de una forma

semejante a la  ecuacidn  (2) notando que (E" - Ep) L] ﬁ.-)lm

Entonces:

I w |<alxlﬁ>12 = N/2m [4:)]
o [

Comparando (2> y (3 vemos que los coeficlontes ;E'w que
. Q) - .
aparecen en la expresion para x {cuvo valor dependera en

genoral del estado en el que se encuentre la particuia) pueden
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Interpretarse cumon lus elementos des matriz e [ N j,l?,‘
correspondientes o transiciones del estade inicial 7 en ol que se
ancuentra la particula, a otro cstado final « Estas transiciones

seran inducidas por un modo dil campo cuva {recuencia soa:

=y = (B = E )/h
= g

n D

En el caso on gue w o ooen maveor A cevo, la transicién se hard
i)
hacia un estado « con energia mayor, nivnbras gque =i o es menor a
n

cero, e} estado final « tondea una energia menor. De esta forma

accesibles a0 una particula

los  diferontes  ostados  cudntic

resuftan estor detecminadon: poe los diferentes modos del campo de

fondo con Jos que dsta puede interacoionio,
51 interpretamos la hipotesis de respuesta lineasl (ecuacidn

Oy .
[ LREAd (53 51 N APKITECE

VA doewde  ests perspeoctiva, vem

L rmninos asvciades con transiciones a e tindus de mAavor

onergia, reiacionados con w MaAayores gque uero, y  términos
(&}

asaociados con transicionoes By estados [Hels MBNor energia,
relacionados con W Menores  Que Cero. Las traosiciones gque salen
rn

del estado original estaran reproscontadas  por ;Zmy, mientrag que
lag que regrosan estardn representadas por x . En particular, si
para cierto modo del campe se tiene w > 0, tendremos que ;Zna nos
Hevara a un  estade do  mayor  energila, Como w_ = e, el
coeficiente ;Z_ . representara una trancicion a  un  estade de
energia menor. Si por ¢l momento tomamos prestado el resultado
cuantico que nos dice gque la diferencia de  onergia entre  esos
niveles es AN = hjwn‘, vemos que {as  transiciones producidas por

-~ . I3 s : s
x son hacia niveles que estan a la misma distancia del

¥
ne -ne

b4
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evstado  inicial Lo anterior purde peprecsentarse  graticamente de

la forma:

Al Red
cutado ' + n
inicial

Do Ia discusidn anterior, resulta evidente gque para el estado

base de cualquicr siztoma, desde donde no ex pogible pasar a un

; I
estado de menor cnorgia, se tendra ¥ = 0 ztempre que o > 0.
ey n

Por otro lado sabomos que, salve para ol oscailador armoniceo,

log niveles de opergia ne son equidistantes, por lo que eon ol caszo

general no sme Loendroa ® Y X diferenton de cero a la vez para
[§2-2 Mg

ningdn modo del compo,

A partir de  la hipdto: doe rempucsta lineal  es posible

obtener otra  condicidn  tipica  de la mecdnica cudnticar  la
desigualdad  de  Heisenberg para la posicion y el momento. En

efecto, a particr de la ecuaciéon (IV.2.3) obtonemos:

w12 ~ o~ |
< > { X HpC-iCm 4w dtI|a  a +
¥ = L z E E‘{[hna n’cv‘o P ‘ n Ul)n' J ne e’

N o nte

[;i ;Ew expl-idw ~w )L)]a a" } + c.a. 4>
ne noor non ne no
de donde:

<% = LD |X

no

|2 = o2 [¢i3)

. ({33
Analogamente, para p



w) 2
p Y= m2 L Y T K {['-w"m“ ;Zn 3 ) _exp(-i(mn-ho ‘)l,)];; a +
. < e n ngoon

nog o n’u

~ ~ ®
o X% expl~iGe ~w I la o + c.c. o)
(A3 no n "W ne oo
entonce
0y 2 ~
p T mom? TN} Wl Ix |2 7y
n ney
no
De B> y (7) podemos ver que:
- 2
o202 = m? WENEE 2wz > lm w Ix 2
b P z E z: L l nCYl i "‘C»"i A'l‘l' EE: " hno‘!
n o nte’ [AR=4
Usando la condicidn de cunntizacidon (ecuacion 2O
o2z H1 - 2 LI LN : @
< L e o A e * J
X P i * ¥

Vemos, entonces, que en Ja nueva formulacion de la EDE la
desigualdad Jdo Helsonborgz parae X v p apurews <o manera natural,
con &l poissoniano  jugando el papel del  conmutador. kn  osta
derivacidon de la desigualdad e calocularon  promedios  sobre las
difercentes roealizaciones del campe  estecdotice do fondo, por o
que resulta evidente que wse refieren a disperziones Sobre un
onsemble de sistemas en intoeraccidn con dicho campo, y de ninguna
manera implican que la posicidn y el momento de una sola particula
no estén definidos a la vez. Ademds, debide a que la hipdtesis de
respuesta lineal es vilida sdélo cuande se ha alcanzado el régimen
cudntico, no exigte ninguna razdn para suponer que la desigualdad
€8> se cumpla para tiempos anteriores. Do hecho, en esta vision
se esperaria que lag Jdesiguatldades de Heisenberg pudieran violarse

arbitrariament.e antos de alcanzar ese regimen, lo que representa
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tha discrepancia tundamontal con la mecanica cuintica gque abre, en
principio, j 3 posibilidad de que en algun moment.o pucda
doterminarse  experimentalmonte  cunal de las  dos  teoriau  describe

me jor o la naturaloza,

e

1, Balance encrgdtico detallado vy bransiciones radiativas,

Uno  de  los argumentos  que  so atilizaren a  favor de  la
hipotesis de respuesta Hneal fud ol hecho dn que smolo de esta
forma =eria  posible, en principio, satisfacer una  condicidén  de
balance energotico detaliado, Nunsbea intencién ahora es
verificar que, ofectivomento, dicha condicidn  puede  cumplirse  bajo
ciert.as circunstancias,

Fn o} eanitale IV oo oncontad yue el cambio en la enrgia

maedia de o pavticula estd dado por:
.dH RN PN
P {oy> st P<x.x + o PCE.x
t d t t

La condicion de  balance cenergético global es, entonces

Cecuacion (11..1.0)):
mr (P((;é‘fo + e U’t'\’E-fc) = O (¢}

Puede parecer contradictorio utilizar Ia  condicién anterior
ya que ésta se obluvo como una consecucncia directa de la ecuacidn

de Braffort-Marshall, cuya validez ha sido cuestionada varias

vecges en este  trabajo. Sin embargo, bhemos mostrado que esta
escuagion  es  incorrecta, fundamentalmente, a orden cero en e, A

ordenes mayores en la carga eldctrica la ecuacidn de B-M funciona,
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por lo menos en  promedio, adecuadamente. La hipotesis  de
respuesta  lineal se  ha  propuesto,  preclsamente, con el fin de
incluir los posibles eofectos de la interaccion a orden cero con el
campo do fendo, Debido a v;:r;t»o,’mz«:;ult,a raxonable  suponer que el
sistema puede desoribirse de manera satisfactoria si ose utilza la
hipdtesis de respussta lneal y 1o ecuacidn de B-M o ordenes
mayorss en e.

S desarrollamos In expresidon (1) a2  segundo  orden en e

sncontramos:
Ui D INENIvIN - (Y . . (1) .
mr (F’l<x K+ self’l«f[ix o+ ce%"‘i.E‘x > = Q 2>

Er. el desarryollo realizade =0 el capitulo 1, el segundo
término de la exprestén antorior sa anulaba debido al hecho de que
(OY . . ~
X era Independiente del campo  estocastico de fondo vy el
promaedin de E sobre las reallzaciones del campo os cero. En este
casa, la hipdlesis de respussta Hneal inmplca una dependencia de
3] N = .

b on laz amplitudes a y a , por o que el segundo término de
her ne

la ecuacidn (2) debe, en principio, inciuirse,

Usande la axpresidén para el campo  eldctrico {wcuacidn

<IV4.3d) vy la expresién para % encontramos:

CE.xH ecr oy
n o n
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En lo sucesivo consideraremos particulas sin spin, Entonces,
de acuverdo a la discusion de la  seccidn 2, se  tondrd  que

~

~ ~
xm = xnz = K, con v = 1,2, La expresion antarior se reduce a:
n

no

1 .
Y. Y { 2ahl 7 oaen * ~ -
s s oa = IN {M_'“»J ot t‘:{“ 4+ % ] s
v n
<&

Al mwunr  aobro

polarizacionus la ocuacion  anterior  se
anula debido & que por cada modo del coampo existe otro con Ia
misma  frecuencia que se peopaga oo In Hrecaién  opuesta y  que
tlene las  polarizaciones  invertidas, Entonces, la  ecuacidn 2

toma la misnia  forma que Lema on o) capitule I

RLY IR ) p A LY
mr . x Ly 4 043(,0‘( Eex 0 o= 0
' L

- . gx . .
En la ecuacidn anterior x esta dade por la mizma expresion
que en el capitulo I (ecuactdn L4507, Esto e debe a que

dicha exprezidén depende dnicamants de la estructura de la ecuacidn
({e3] N . s
para x , y no do la fueprza exphicita quo ze ubilice. Asi, 5{ a
la fuerza externa se le anade la fuerza de interaccidn con el
. (1)
campo a orden cero en ¢, 12 expresidn para ¥ no se ve alterada.

La eocuacidn (33 puede reescribirse como una suma sobre los

diferentes modos del campo utilizando la hipdtesis de respuesta

lineal. Para ello, partimos de la oxpresién para *¥  Cecuacién
<11.4.5):
) toax' % e
Y e n l e E (L' d’ @
b j Jew ap ey !
]
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tey (X e C ‘
Como dx  (Ly/dp ‘e = [x‘ “(L’).x " )} v on el
1 3 } v
B

régimen  cuintico los  pardntesin de  Poizson e  sustituyen  por
pPoIssonianos, Lendremos:

e 'l\}; [ ¢ x"”((,');x:m({.)ﬁ E e e &3

1
Parsa el poinsoniano se obtiecne:

({3} i{s . - -~ ~ .
< x Py = L [x % oxpl-iw (L=73) - c.c.]
1 t ne mer n
n o v 1

Aun cuandeo consideramos poarticulas  gin spin, conservaremos el

. P ~ i
indice o on o cooflicienbtos o debido a que do esta forma
ey

resulta mas sencille identificar o que  modo  del  campo nos

referimos una ven gue han desapareacide las amplitudes o v oa .
na no

s ~ ~ .
En general pusde esperarse que X y X no sean distintos
(374 i
1 t

de cero a la ves  BEsto so debwe al heche de gue los movimienitus  wis
distintos ejes seran producidow por modos  diferentes del campo,
que aun en el caso quo  tengan la frecuencia  tendrean  diferente

vector de onda. Entonces, el poissoniano se reducird al

soen w (W=D >
n

T Pwdy = 218 LD |X |2
J L L) o~ n

. o)
Introduciendo Ia ecuocion anterior en la expresion para X
se obtiene:
L
(§% 2 ~ s . R ,
| - LL [x |2 sen o (L=t> E ) dt [¢p)
L H N n v
AL A N

A  partir de esta expresidon  podemos calcular el segunido

término de la ecuacion €3):

126



. Zee 2 ~
e cE.x" = ez EEL |x |2 1w <2
t T tr n
L3N 2 Biag L oem
T Ot
]' J cos w {t7=L) CE (ULDOE L dide
Tt 1S 3
I

Haciendo el cambio do wvariabhe u = t=t7, v usando el hecho de

qua (E‘(L')E‘(L)) = p(t’=4), con 3 dada por la ecunzion (QL2.25)

pdu) = J BG0) cosiet dw
[
obtenemos:

@ W

. (1) 2e? ~
& g S > eI, o) 3 3 2o
‘ [P‘\r ¥ooE oy NN Foe | n[

J S coswy cosw U dudw =
L1}
Lo oer Jodo

£

22 ~ -
“n LED !x ]7 J SCUNCA ke >+ SCo=w ) dw
N ne n n rn

RO ¢

de donde, finalmente:

~

PRI L ne? p
e {Y‘ E.x = R rLn l:«:na[iwnS(mn) 8>
in

Para el otro término de la ecuacion 3) se tiene, tLambién a
partir de (53
w{DY L0 ~
mr PG w0 o= mmr TRLD [ R (2wt (€5
t - ny n
T n

La condicion (3> se reduce, entonces, a:

4 ~ . 2 ~
LLL -m‘r|xra|2u_\: + 3—%—-—— lxn lzwnS(w")} = Q 10>
1 r

ving
Si queremos que haya  balance detallado, la  condicién debe

satisfacerse para cada frecuencia por separado. En ese caso se

teondra:
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|~

-m7r )?«' B [2ut +
nor n I -y 1l

ne?z ~ ~ . )
= PR %0 S >+ IN T S D) =0
t (14 [ 2 ~n ey -n

Como w = ~u = oblisne, tomando on cuehta que Sl = S(-wd
- n

o~ ~ n BRESE - L~ N . .
B L L ! (LML L

El términe del lado izquierdo de la exprexidn anterlor os ol
la energia  media infercombiods por  unidad  de  tiempo con los
modos  de frecucnecia o, que debe ser coro cuando hava un balance

n

enerpatico detballado.

Sustituyendo el valor de ¢y despejando SCw 2 so encuentra:
T

12>

Supongamos que w2 0, oobalu tendrinmos gue w0, v oen
N -n
‘ i . ~ .
el estado base de cualguier wistema los coeticlentes X seran
hai 1=

izuales a cero. En ese caso, la ecuacidon (12) se roduce a

SCw > = A o con w > 0 133
n Bugc? n n

Vemos, entonces, que en ol estado base de un  sistema

arbitrario se cumple la condicidn de balance detallade unicamente
si el espectro del campo de fondo estad dado por la expresion 13D,
es decir, si el espectro tiene precisamente la forma que propone
la EDE. Este resultade es  de fundamental importancia, ya que
es  nacesario  cambiar la forma del espectro del

muesstra que no

punte cero  para  lograr recuperar ¢l balance detallado de la

mecanica cuidntica.
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Cuando e} sistema no se epcuentra on su estado base, la
condicidén de balance detallado exige que el espectro de fondo esté
dado atravds de la ecuacidén (42D, De In ostructura de  oesta

couacion resulta evidente que para un cnmpe de fondo f{isico {campo

de  vacio, campo Lérmico, ote) no  necesariement.e habrd balanco

energetico dotalindo En  realidad, osto no  popresenta ningun

vode esle tipe de campos

probloma, ya que sabemos gue la proson
induce tLraniciones enlres log  diforentos cotadon acoasibless o la

rarticula, Sadlo el emtode Do es  roatmments ostoble est.o
k] y

dnicamente =i el sistoma me encuontra on interaceidn con el campo
de vaaio.

Si ne uwe exige que oxista un badance  wvnergdtico detallado en
un  estado arbitrario, e! cambio modio en la energia de la
particula debido a la interaccion con los modos de frocuencia o
seguird  estandao  dadoe  por be tdemino  del  lado  dwquierdo  de la

ecuacion 11>

dEno ~ ~ " - ~ Fo~ ” ~ .
G = ~m1w:’-]xmr}2 * [xh"o,!{l + ———}T-Lonb(wn)l I [.._ndil] a4>

En genoral, podemos descomponer o la donwidad espectral del
campo de fondo como una suma de dos contribuciones, una debida al

campo del punto cero y otra dobida al campo externo. Entonces:
Sy = So(u)) + S (W) 19>
o
2h

3ncs

Sustituyendo (15) en la ecuacidn (14) se encuentra:

w3,

con So w) =

dEnc ne ~ ne? 402 ~
ez 2 - 4 227 e 2
dt = [ h wnso(wn)] ’ xn«:rl [ Y wnsa(wn) 3c3 wn] I x—no'l a6



Como ia donsidad espectral de energia S (W) es positiva o
o
nula, la ecuacién anterior muestra que el coeficlente I; |2 esta
ne
asoclado a wun aumento en la energla media de la pariicula, es

decir, a transiclones a estados de energia mayor, mientras que

~ . . .

| x |2 estd  asociade a  una  disminucion  de  energia  y  a
e

transiciones & estados con  energia menor. La ecuacién U5

confirma, entonces, la digeuzidn do la geccion anterior. Podemos

notar, ademdas, que gdlo pusde existir una ganancla medla en la

enerzin en el csso  en  que oxista  un campo  extorno  tal  que

S5 () # 0, En contrastss, habrad perdida do energia aun cuando ge
«
-~
tenga S (w) = 0, oxcepto para un on 21 Caso  on gue |x [2 =0
A ey

amames  transiclones

(por  ejemplo o el ostado bass)d S

eopontiness & aquallas guo se dan on gencla de campo externo

(debldas tanto a la poérdida de energia por reaccidn de radiacidn
como a Jla inducida poxr el campo del punto cerod, lo anterior
significa que no hay, eon ningun caso, absorcidén espontanea de
snargis, mientras que on gonoeral st bay emision u;;pont:&rmau.

Podemos  avanzar  aun  mads st definimos  a P:ry como la
probabilidad de absorcién de  energia induclda por el campo
externo, v a P:“ como la probabilidad de absorcidn en ausencla de

campo externo (probabilidad espontdneay, y a lasz correspondientes

el

. S suponemos que en una
—ngo

probabilidades de omisién p'jw y P

transicién inducida por el modo del campo (n,e) se Intercambia una

B . Lo
Una digcusidn acerca de las itransiciones radiativas puads verse

en M, Alcubierre, A. M. Cetto, L. de la Pefa y N.S8. Lozano, 1980,
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, 4 .
anergia “",,' 2}l camblo medio en la energia por unidad de tlempo
estara dado por:
3 E
SL-LAPR VS N AT T S TR AT S S aun
dt n ne ne ~-na ~no
Comparandoe las ecuaclones (16) ¢y (7)Y vemos que:
@ dqrte ~
AT ) 2 :
P [ ¥F Cwn D }{*c'wl B p e i8.ad
- 4m2at o~ .
P‘_"K’Y = { o {7&( s > }I}\-_n"l* = B_"a p«(wn) 18.b)
P’ w0z A 8.
no neo
o 1 4a2 ~
RS 3 2 = R
P-—no’ - R ! —nal A—no’ as.d
an donde se ha usado el hecho de que S (W) = 4p WX 3.
o ©
Loz coeficientes A v B dados por las ecuaciones U8
pati¥eg Yno
corresponden precisamente a los conocldes coeficlentes A vy B de
Binsteln para  lag  probabilidades  do transicion, cuya oiprocidn
oxplicita fud encontrada por primera vez por Dirac” al acoplar el
sistema atdmico con un campo electromagnético externo on zegunda
cuantizacidn, En la dertvacion anierior s han obtenido  las

mismas oupresiones do manera general empleando

postulados de la EDE,

de energia entre dos estados relaclonados a traveés
os igual a tw .,
™
4 Cz i
Eata suposicidn as tomo, por el momento, directaments
teoria  cudntica. Sin  embargo, confiamos en  que  pronic  sea

demcstraria a portir de los postulados de la EDE.

5 .
P.A. M. Dtrac, (927,
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51 estudiamos ohora un sistoma que sdlo poses dos  estados
denotados por a y b con energias E  y Eb respectivamente y que
-
cumplen  ademds con que B2 EL, tundremos  que ambos  niveles
a 3

interactdan Gnicamente con un modo dol campo (ya que s6lo hay una

trangicion poesible), cuya frecusncia sord:

o =~y >0 19>
ab Lo

El estado g solamente pusde ganar energia por lo que el
coeficiente ?{‘jn" correspondiente al modo dol campo <n,0) con el
que ia particula inferactua debe ser cero, mientras que el estado
b sdolo pusde pordor onorgia y de omta forma su coeficlente ;E:

-4

debe anularsa. Entonues:

1Oy ~C
x =X a oxpC-iw > + ca.
o no ne n
) ~b
X =X a explw L) + ce,
b “nr  -no n

~ul s
Como X repraesenta la transicidn b + « dobe cumplirse que:
(214

@ ~b
® 23

Supongamos ahora gque tonemos Nc particulas en ol estado a y
Nb en ol estado b y que ol sistema se encuontra en equilibrio a

una temperatura T. Para que exista equilibrio debe tenerse que:
ANO = ANb = 0

paro:
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4nzez de 3 ~b 2
— X E
= N ERE L) T awes Y | X
dn?e” ~n 4R
Nc. 3 1‘;-2*—‘ Pﬂ(h) H) l nyl

De la expresion anterior obtenemos que la densidad espectral
de energia que corresponde al equilibrio queds dada por:

o owd N
i

Si suponemos ahora que la distribucidn de particulas obedece
la estadistica de Maxwell-Boltwman, de manera quo:

N
@

ﬁ: = 0:\'5)(‘[?(?‘3 - fub))

cors 3 = 1/kT ¢ T la temperatura oabsoluta, se obtiene (tomando

oo oW

ab
1 w3 1
plwy = n2e3 exp(fihwr=-1 @
quo oS procisaomente la digtribueidn de Planck. Este rosultado es

verdaderamente importante ya que muestra, mediante consideraciones
muy sencillas y un aparato matematico extremadamente simple, que
el formalismo utilizado tiene una gran capacidad predictiva.

Ademis como:

plwd = po(cn) L4 {)o(m)

se obtiene para la densidad espectral de energia del campo de

fondo en equilibrio térmico con materia a temperatura T = 1/k/3
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h w? 1
Y
p(w)=112c‘3 [aup(ﬁ‘hw)"I *‘}n

Lale) tanh [’if}‘ﬁ] @n

Es muy importante hacer dulasis en ol hecho de que  la

distribucion de Planck completa (ecuncidn (21)) se ha obtenido =in

la necesidad de suponer la cuantizacidn del caompo i la materia.
Aun cuando si osme utilizdéd e hipdtesis de que en cada transicion de
un estado o o Lro estado L el smizteoma mecdnice  intercambia una
enorgia AR = .*wni‘., osto no e cquivalente o introducir una
cuantizacion (vease, oademan, Yo seccidn 6 donde so  obtieno ese

rosultado para el oscilador de manera natural?,

5. El hamiltoniano con la hipdtesis de respuesta linealk

En  la primera seccidon de este capitulo discutimos el
comportamiento dinamico de un sistema sujeto a la interaccidén con
el campe de fondo. En esa seccidén encontramos que, al orden mds
bajo en la carga eldctrica o, las ecuaciones de movimiento que
describen al sistema una vez que se ha alcanzado el rdgimen

cuantico msom:

R = i A

<p(0);u(0)> = i'h}.)(()) .2

En las expresiones anteriores, cualquier referencia explicita

al campo de fondo ha desaparecido, obteniéndose expresiones
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enteramente  andlogas a las  de  la mdeanica  cuantica, con  los

oisgonianos  jugando el papel de los conmutadores. Debido a ue
»

N Q) {183
de  pospuesta Hneal, las  variables x y p

con  la  hipdtes

quedan oxprezadas como  funciones  de las amplitudes  del  campo,

cualquior funcidn de entos variobles estard tambicn presada on

tLerminos do dichas amplitude:s,
Nos  interesna, on particular, encontrar una expresidén de oste

ito  puede  hacerse

tipo para el hamiltoniano de I partioula
partiendo de la cocuacion de movimiento (L), De la hipdtesis de

respuesta lineal tenomos que:

(0 . ~
X = -f DY X wa expl~ie ) + cc. <2
ner N Ne n
ngr
~ . i Wy

Ademas, para el pelusoniano de wn y H so encuentra:

W) A -~ aH ~ . aH
Ix GH > w DD [»’.x erpl=lw LI e = (N expliw L)) —— (¢}

ner " = ner n '
ne o da
Py no'

Sustituyendo (2> y <3> en 1.ad obtencmos:

~ ~® =
w |X a expt- - a oxp( -
L fxon [\(“d \'W(.xp( iwnt) X8 oHp iwnl.>]

ne
FTRY3) o
[; expl-iw 2 fi——-—” - (;{.a explie 622 ?———-—" ] = 0 4>
no n L no n
2a da
no> ne

Como las exponenciales son  linealmente independientes entre
s1, debe anularse por separado el coefliciente de cada una de

ellas. Usando el hecho de que w = =-w , esta condicidn implica:
- n

(O <3}
~ aH ~ % # ~% ail
X a — - T x a - X — = 0
n noe no ne & - -NnY -no -no
ga a
ne ~-ne
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. N L0 .
) P {x a + ?(" \* ] s % 9—13- - ;c'* on [$))
n no ®
&an

La solucidn mds general de o ccuacidn onterior, bilineal en

lag a's, tione Ia foprma:

w o
(o . = * ERE N

i =LE {0 & a +Q o a + R Onx & + R a a - S at
e LA TE R o 72 N 2 T4 Rl A DA s TSNS 2 Y+ 4 L2 TGl § Y d R al-d no o e TN L AT )t o
o B E % * £ LB s

S w4+ E A2 +S a? v T a o T a w 6>
AL AR 2T 4 ey o - - nrooney e 71 Ny -ner
con Qmy y O , roales. Sustituyendo (62 en (53, ¢ digualando a
bl £33

cera los coeficientes de lan diferentes amplitudes, so obtiene ef

gsiguiente sistema de ccuncionoes:

o~

« ~ ’
Ty ® = - XN R <.l
n oo LA p 1< R A TSN 3 Vg
~ ~ " il
teo ® - &) “ X Q €7.hb>
n ~-no na neo bt 2 Lo g A 1=
> A ot »
0= 2x & - X T L=
FET N SR T 4 T
- ° ~l
O=x T =~ 2x s .
[ Bl 2 1o R t=a 3 =g
y sus correspondientes complejoaz conjugadas. Podemos ver en las
ecuaciones anteriores qua los coeficientes Q ¥ R son

independientes de S y T. Como estos dos ultimos no intervienen en

(O
el valor esperado de H

(ver ecuacidn 62 y ademas no quedan
completamente determinades por las ecuacicnes (., d? y sus
compleéjas conjugadas, pueden elegirse como  cero  sin mayores
consecuencias,

Los coeficientes Q@ y R se determinan a partir de <7.a> y

«7.b?, obteniéndose:
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R = > (4:)]
no o
y:
IX 2€Q =ty = ¥ j2¢Q 4 ) )
ne nea n -no g n
1%, 12 P i?
Sear A = n - ne
T The €Q + hw ) «Q - P )
- ooy n 73 mw
2nbonces, se tiene:
{ ;\" o 2 i ;1 o l z
- i1
[ — + -
anv = A T Q~n<7 A m‘n 10>
[ 4 ngr
con A’W unax  funcidn  indeterminada. Ademis, de (8>, R resulta
ny
ser:
~ ~
P
R w02 207 At
no
neo
Sustituyendo U0 ¥y (1D en )  ehcontramos, para el
hamiltoniano:
w >0
({2} n 1 ~ = - ®
H = UV e {[\c j2a a + |x JTa &
FEY hal21ad no no no = —ner
nao no
" % e~
A twCa a - a  a >+ dn X a a +c.c,)} 2>
ne n sy e R - no - e -Nnge

La solucidon  anterior  es  importante so6lo  para aquellos
sistemas en donde haya una degeneracidon en la separacién de los
niveles de energia (como el oscilador armonico), ya que en otro
caso no se tendran ')?nd Y ;Ewno diferentes de cero a la vez. Para

sistemas sin  degeneracidn, las  ecuaciones (7.ad  y (7.b> implican

q\.lG:
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Q = tw Q = -tis
n n

w 20 € PO

oy D % it
H = LL thoa a - DL twa
[ JNE AT o Fad

N [he n<

donde las sumas prima vy doble prima so realizan sobre

~ -~
pora log cuales ® y sion distintos de aero pes

tat-d ~11r

H
Lo
—_
= o & &
zL “nUne ne

a3.a

U3.p>

145

los modos

soctivamonte,

En el caso de sgistemas degenceradon, podemos  encontrar una

forma particular para A si pedimos que b {fweldn Q "
e La)
forma:
E R = z
Qino’ no‘ i‘nal
con W = wm y arbitraria por lo demds, Fn ese
no -ro

ecuacion (103 implica que:

o8 .x"(l’l - ' -"dtz
o thw
n
1
y W = - , de donde me sigue que:
no Ana
fwwn
o 2
o = P oz - 2
ner -no
hwn
~
Ed 2 -
R TR PR R
no -n o
i
R = X % 2
ne B ene ~ - vd
P 12 I

£1 hamiltoniano se expresa, enlonces, como:
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‘o -~ *
H a e za
bl £ TV “n-t

A + c.c)} (& Vi
e
Do la expremion anterior se observa fihcilmente que ol valor
Q)
esperado de il resulta ser

w:

..oy

Hemos encontrado, enbonces, una expresion para el valor medio
del hamiltoniano  de Ja particula on tdrminos do oz coeficientes

stocasticon de los

yoque, como homos visto, son low andlogos
no -
clomantos de matriz de la beoria cudantice Sin emboargo,  no

sabemos que Lan general seoa o valider de esta expresidon debido a

que no conocomos el atcance G0 o ovoosiaidn que se o utilizoe para

encontrar A . fn la siguienteo swvceidn  Leodrom oportunidad de
ne
aplicar la ecuacidén (V) a un sistoma particular y ver cualos son

LUS Consecuencias.

6. El oscilador armdnico.

Con la intoncidn de poner a prueba la validez del formalismo
desarvoliado en este capitulo estudiaremos of comportamiento del
oscilador armdnico. En el capitule 1 se  aplicd Ia condicidon  de
equilibrio a wste sistema y se encontrd una solucidn

satisfactoria; sin embargo, de Jas discusiones de las secciones



anteriores  podemos  osperar que ol nuevo formalicoono  sea capeos e

dar ana daseripaion mas protunda de o esbe sistones

Bl haamiltoniano ded onoibvlor armonioo 2o a ordon oero en o

?
0y o 2
i + Amer '™ a1
. O
En [} caleulo der ess desigualdedes: de Helgenberg so
il

. (L¢3 ]
enconfraron  expresiones  para (po ) X

27, gque  wal saustituir

on la ecuscidn €1) dane

() m ~o~ e
H = o T 0 {(uﬂ = e w )[.\( X a a expl-ite +o ) + cg +
pA “ o nont oo »oon
6o
~e ®
CnZ i )t:‘f Xoon o oxpt-ite ~w LY 4 r;.c]} 22
8] noory ™o oo n "o

En Ja ecuncidn 2 se o omitido  la suma  sobre las

polarizaciones  del campo, debido a que no estamos  inberosados en

peia

el spin de la particula Adomas, la suma sobre n se ha sustituido

por una suma n una dimensidn ya que contidoramos un oscilador

unidimensional.

Por otro lado, en I =mecaidn anterior vimos que el

hamiltoniano debe tenor la forma (ecuacidn (IV.417d):

wh>0
H(O’ . E P 1 i;z izi\ u& + l;‘- |7»a a‘ +
n % % P n non -n N =
n ‘,‘ ’2 - !K Iz'
n -n
XX aa + c.c.)] =
n - n -
=L ! l'"‘\" {22 a® + %(; X aa + c.c.)J(S)
" nl;(» '2 - '; rlz n non n -n N o=n
n - N

140



. . . o
Comparando (2 y (3> enconbtramos, en primer jugat, que:

~ ’
(ot 4+ 0w )!-)\ K eoxpliy =w MY + (_'.Ac.J =
o non non 2] .

5 2 b S S IERE [€))
rune I I ~ n

EEEE
Ty

3

~n ot

Pe la aqul vemos que para n £ n’

o 4 ~ ~u
W o I o= 0
o o e e

N ~ ) : !
5§ ahora tomamos X # 0, la expresion anterior implica que:
n

~
3 = O G Wwoom = S ) [$5p)
" v o ' n

Es  decir, =i el oscilador interacciona con el modo n  del
campo (;n # 03, sdlo podrd intoraccionar con aquellos otros modos
n’ tales que W (w;/-\)ﬁ)v

Congideremos ahora ¢l caso n = n’. La ecuacidn (4 se reduce,

entonces, al

~ 2 1 ~
Wz + w22 x |2 = = tw ENE
< ™ n m ] -~ ~ 2l
I R
n -n
o~ I3
Si N #® 0, se tendrd:
n
133 . .
El wgualar las dos expresiones para ol hamiltoniano puede hacerae
en el caso dol cacilador debido o que la SRPrOsLoN dada on
termnos do x y P resulta ger cuadrdtica en las amplitudes del
campeo, Eslo no  ocurrird en general, por lo Qque aun no es evidente

como gerneralizar este procodimente.
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~ o ~ . -
[ 42 - I e = =w

Para obtener la expresion anterior no se supuse nada acerca

~
e X__» por lo que puede onularsie,

FPor otro o, de

ceuaciones (2% vy (3> sigue, tambidn,

que:

Wi =~ ww O¥ % exNpl~ifu + L) =
O "R Hon o no
4 1 ~ A~ 3
& P — e (AN D (¥}
nent m n ~ .

Para n = n', la condicidn anterior recupera la  ecuacion (6D,

51, por el contrario, n # ' ¥y X # 0, se tendra
n

W om Wwdw) (€33
[ ™ o "
Las ecuaciones (5) y (8> se combinan para dar:

X =0 ¥ n'# *n W
"o

En particular, si n = n’, la ecuacidn W) implica que:

W = w2 [€14)]
n o

De los result.ados anteriores podemos conaluir que el

oscilador interactia sdéle con un mode n del campo, cuya frecuencia

es precisamente la frecuancia propia del o=zcilador (wﬁ = mo) ¥ con

el correspondiente modo -n de frecuencia negativa,

Usando lo anterior, la ecuacidn (62 toma la forma:
Ix | I

ho) .
<
Z2mw L
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Podbemos notar que la expresion anterior os precisamente  la
condicion  Jde  cuantizacidn  Cecuscion V32 para el caso  del
oscilador, vy se  encontrd directamente a2 pastir de la  expresion
paria el hamiltoniano,

Stoeleghnos ¥y roates, la solucidn general de (112 em

n
172
h
T ey = [.A.M,__. Crdtd 2.0
" dme
o
I oz
~
x o) = [y--»«-«- a] 12.b>
-n Zmw
o
con o, en principic, cualquier nimero positivo. Vemo:s, entonces,

que  la golucidn  para o) movimiento de oscilador  depende de una
constante arbitrarin ~, y por lo tanto no  es  gnica. Esto
contrasta con el resultado  del  capitule I, en @l que nos
rastringiamos, necesariamonte, al ostado bage.

Para el cazo particular del estado base se  tendra ;c'm = 0,

Para este estado, entonces, a debe anularse, vy x  se reduce al
n
iz
T
N o) = [~-
n
[&]

Sustituyendo este resultado en la  expresicn para el

hamiltoniano (ecuacién (32 se obtieno:
<=0 = tho

Este es precisamente el resultado que se encontré en el

capitulo II. En ¢! caso mas general, el valor medio de 3

resulta ser:

HPCe0d> = s Ca + 5 a
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Como o] estado baze debe ser e de minima  energia, el
siguiente  estado  accesible  al  escilador debe  ser  precisamente
aqueél que al interaccionar con el modo de frecucncia negativa haga

una transinidn hacia el estado bane. Graficamente se toendrda

primor
oxcit ado

T cam0d y ' X Cuo
n

owtado
base

-~ ~ &
Dabido a que ¥ Cam()) y x (o) reprasentan lex mismo
o

-y

transicion, deberd tenerse que:

T CamD) = N L
™

~r

Entonces:

Hemos encontrado que ia a covrespondiente al primer estado
accesible dospues del estado bawe debe =mer igual & la unidad, En
forma enteramente onialoga se punde mostrar que, en general, para
el i-dsimo estado excitado se tendrd o = i, es dacir, a debe ser
un nimero enterc, Do esta forma, me ha rocuperado el espectro de
niveles quo predice la mecdnica cudntica y log  valores correctos
de la energia media de cada uno de ollos,

Las ecuaciones 2) muestran que el valor de los coeficiontes
;:h y ;{~n resulta ser, precisamente, el valer de los elementos de

matriz  que la  mecanica  cuantica  predice  para el oscilador

armdnice, resultado yue corrobora la  interpretacién que  habiamos
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datdo para dichos costicientes, Adenuis, debido a que o solo puede
Ltomar valores enteros, la expresion (133 para ol valor medio  det
hamiltoniano  predice  que  In geporacidn de enepgia antre niveles

adyacentes es b = T, con e la [rocdencia del omode del campo
(Y] 2l

que  induce la transicidon, It hecho, gue  habia =ido  postulado
para determinar las peobobildades de transicion, emerge  de manera
natural paro emie HimGeie.

Hin embargo, gquiza el resultado  de mavor  dmpeortancia que se

obtuvo on este caleuwo

la prediccion de un espectro discreto
doe niveles de onergia. que se obliene por primera vez o partir de
ta EDE dosmde un punto de vista tisico v po como un rosaltado
formal a partir do manipualacione:s matomaticns,

Finalmente,  hacemos  notar  que  la complojidad  del  cédleculo
crace  epnormemente  cuande  ze  intunta estudiar sistemas mas
comple jos, por  Jo  que se raguiere dozarrollar una horramienta

matematica que nes permita atacar este tipo de problemas de manera

mas simple.

7. Relacidén eontrs ol nuevo formalismo y la mecanica matriciall

Al aplicar los métodos usuales de la EDE, desarrollados en el
capitulo I, al estudic del comportamionto de una particula
inmersa en ol campo del punto cero, so supuso de manera implicita
que ésta se encontraba en sn estado de minima energia o estado
base. Esta suposicion se basaba eon el hecho de que el campo dol
punto  coero no  os  capaz de Hevar a la particula A niveles

superiores de energia, pero si puede inducir troosiciones de éstor



al estado base, De esta forma, al realizar un promedio sobre un
Liempo arbitrariamente largo, 1a particula terminaria,

incvitablemento, en su estado bane.

Cuando  we studia el minmo  sistema  desde  la perspectiva
presoentada en exte  capitulo  la situacion os distinta. En  este
caso, la dindmica guedn gobernada por I enndicidn de cuantizacidn

Ceouavion GV.0E v log conaciones de movimiento  (ccuaciones

Av.as»:

L ow );c' [2 = t/2m 1.ad
n no
N
e R A Abd
i p” m p T ted

Hemos visto en el ejemplo del oscilador armdénico que estas
ecuaciones no determinan  univocamente o} estado en el que  se
encuentra la poarticula, por lo que no nos ebligan & restringir la

descripcidn  al  estado  base. En principio, entonces, podemos

realizar una descripeidn  en cualquier estado o, pour o guo o

necesario  incluir  ese indice o©n nuestras  ecuaciones. En
particular, la hipdtesis de respuesta lineal sera:

P = LE % a expl-iw ) + cc. €23
o 1o ng n
0N o o™

en donde el indice cartesiano se ha climinade para simplificar la
notacién, Hemos mencionado que  la  dinamica de la  particula
determinard que édsta  interaccione sdlo con  algunos modos  del
campo. Cuando una interaccion de este tipo ocurra, la particula

intorcambiar:a encrgia y momento con el modo correspondiente del
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campo ¥y pazard del estado oo a0 otro estado 1. La intoeraccion con
diferentes modos dard como resuitado distintos cstados finales,

En o ecuacion €1) aparcce  una zuma sobre los  diferentes
modos del campo.  Exta suma puede cambiarse por una suma sobre los
posibles outadou 3 de o siguiente formar denotemos por (na)o‘p al
modo  del coampo  que produce o transicion 2 o+ {3, optonces  se

tendrd, en gonerval

~ ~ ,
® = b4 (€]
oo {iryer) ney inesy
o i wp op
oy ~ N .
Fs  dociv, el coeficlente o amociado  al  estade o sera
e

diferente de cero =dlo para  los modos (ho) " que  produzcan
cx
transiciones de dicho estado o & alguno de los ostados: posibles 73

Sustituyendo (32 on (22 ze obtieno:

oy .~ .
x = §ox = oxnl~ i ) ¥ ac 42
o (e ey wn

14 ot it otfi

La expresidon anterier contiene todavia informacién sobre la
polarizacidn o v el vector de onda k = 2oL del modo del campo
que produce In transicidn o » 3 Como esta  informacion no es
necesaria en la mayoria de las aplicaciones de la teoria, podemos

eliminarla de la ecuacidén (4 obteniendo:

=0 % a eupl~iw ) + c.c o>
= N o o2 w7

La importancia de la expresidén ) es uz hemos logrado
P q

Oy
expresar a X como una Swna, ya no sobre loz modos del campo,
o

sino  sobre los  diferentLes estados  accesibles al sistema. De
s v . ~ ~l

hecho, con la notacidn anterior se tendra que « o = xp » Ya que
o o
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ambos se refieren a la mizma bLransicidn, y por lo mismo =
o, Po

. R
Yy dup = .:Iﬁa.

Ex  posible ro

sseribiv ontonces  la condicion de  cuantizacion

Cecuanion (IV.3.2)) de L sigulente forma

Wim = L o |% j2=0 e % X <63
lj‘ or fE | [2¥:) [ E wf o g
“ #
Tomando:
(s3] 17 -~ -~
: = mx Bl £ 1 N M I - W) expl-ivw ) 4+ ca. © - + o
P },, wp R p - G § paﬂa“pexp( i“’ap) oo
#:
la ecuacidn 6> toma la forma:
2m o= =Ci2m) L X p -~ p X
¢ oyt pror o3 e
> L <X p p X = in 'p)
n N p - P X @
cx{]l e ' ~xg o !

f
N . ~ Fa
Si shora definimos does mateices s« y p, de manera que sus

~
elementos sean los coeficientes X y p . pudemos ver que la

o f i

ecuacion (7Y  corresponds o los  elementos de la diagonal de la

ecuacidn matricial:

~N
[ X,p ] = inh [4:5]
con [, ] el conmutador de las matrices. Esta ecuacidn puede

extenderse a los elementos fuera de la  diagonal debido a la
independencia estadistica de lag amplitudes a ; y a .

oxf r
correspondientaes a distintos modos del campo.

Podemos ver, a partir de la ecuacidn 8), como el nuevo

formalismo de la EDE nos lleva de manera natural a la condicién de
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cuantizacion de  la mecdnica

teorias puede Hoevars

ofectivamente, s EDE os

postulado: de  mocanica

a

mat.ricial, La conexion entre  ambas

. 7
aun mas te jos”™, mostrando que
capaz  de tundamontar aceptablemente  los
matricial,  lo gque  permite comprender

muchas de las propiedades cuanticns de la materina

7 -
.. do la Pefa y A.M. Catlo,

(1987,
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- CONCL.USIONES



CONCLUSIONES

En ol presente trabajo lLwmos desarrollado una breve revision
de los fundamentos de la EDE. Esta teoria no  sdlo busca
reproducic los resultadosn de la mecanica cusntica desde un punto

do  wvistLa  cawsal  y  objetivo., =@ino gua pretonde alcanzar una

comprension mas profunda de dox {eoomenoes fisices que occurren en
1a exscala atdmico,

Porzo a los axitos alecanmados por la EDE wn la descripeidén de
sistemas  zimples  cono ¢l oscilador  arménico o el rotor rigido.
hemos mostrado que para un sistema mas comple jo, como el atomo de
hdredgeno, las  predicoiones  de s teoria no  coinclden con  las
cuanticas. Fn particular, vimos que la EDE prodice que el dtomo
se aubtoioniza,  Ssie fondmenn de autoiondzacion no oz por si solo
motivoe suficionte para dasacreditae o teorfa, va  que  podria
incluso tener un ovigen fisico. Sin embargo., el problema del Atomo
2s solamente un rcfleio de olro problema més grave: la EDE en su
forma usual es, on general, lncapoz de describir adecuadamente los
sistemas no lincales,

De lo anterior es claro que, =i gqueremos que la EDE sea capaz
de tratar cualquior tipo de sistema cudntico, s necesario
entendorla desde una perspectiva diferente. La hipétesis de

respuesta  lHneal y la deseripcidn  del sistema on el régimen

cuantico en terminos de pelssonianoa Se han propuesto,
precisamente, como una posible via para llevar esto a cabo. Aun

cuando el origen de la respuesta lineal es, hasta el momento,

obscuro, la gran capacidad pradictiva de esta hipdtesis nos
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permite auponer que represonta una doseripeidn  adecuada de  la
forma en que responds la particula a la interacelén con el campo
de vacio,

En ol dltimoe capitule homos moatrado como esta hipdtoamia,
aunada al concepte de poissoniano, conduce & una amplia gama de
resultades que coincidon con los cuidnticos y que son aplicables a
cualquier sistema, Entie ellos ze onouentran la regla de suma de
Thomao-~Reiche-Kulin, 1a dontzunidsd de Helsonberg pars la posicidn
y el momonte, la descripaldn de  la las  transiciones  radiativas,

incluyendo low coeficiontes A vy B de Elasteln, la distribucidn de

Planck., Qulzd uno de Jos resultados nuis beportantes sea el haber

mostrado que poarae 2l cotado boase de uan sistema arbitracvio existe
un  balance onergdético detollnado con el campo  del punto  cero.
Ademds, hemos visto como el nuavo formalismo de la BEDE conduce de
manera natural a la meconica mabricial.

Bl habeor ofdo eapaces de obtener las ewxpresioness correctas
para las probabilidades de transicidn muestra que la nueva versidn
do la EDE no es wdlo una teoria altorna a la mecdnica cuantica,
sino a toda 1o teorin cudntica, incluyendo a la  electrodinamica
cuantica.

Cemo  tanto  la  hipétesis de respuesta lneal como la
posibilidad da sustituir los pardntesis de Poisson por
poissonianos se aplican soélo en el régimen cudntico, no podemos
esperar obtener prodicclones sjenas a las de la teoria cudntica.
El problema de generalizar la EDE para situaciones fuera de este
régimen, es decir, para tiempos arbltrariamente breves, esta

intimamente ligado con el de entender e! origen de la respuesta
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HUneal, es decir, entender a fondo la inLeraccidn campo-materia, y

constituye un programa de investigacidon de
Existe todavia un gran numerc de
relacionados con esta pusva forma de

encierran una enorme  rlguezn  fisica, ¥

gran importancia.
probiemas por  resociver
o EDE  qus  soguramente

cuye  estudio nos  puade

pormitic ahondar on In comprensidn del comportamiento microscdpico

de la materia.
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Apéndice 1. Sistemas mudtiperiddicos.

En el presente tLrabajo

deosorrollan los médtodos matemidticos
necesarios para estudiar los sistemass  multiperiddicoz  dosde  la

perspretiva de la EDE. Se dice quer un

sigtoma Lione un movimicento

clizico multdperiddico  cuande  la preoyeccion de su trayectoria en

. 1

ol espacio face sobre cadn uno de los planos (@ ,p ) es una curva
e

periddica. Para que un movimicento e considere multiperiddico, no

05 necesario que su frocuesncia e la misma en todos los planos

(qk,p 2. De hecho, 21 Lo frecuoncias individunlos no son
A9

miltiplos  racionak

entre  s5i, ol Lemn no  rocorrora una

trayectoria corrada on el egspacio fisico, vy sin embargoe se  le

seguira conziderando multiperiddico. Cuando  todas  las frocuencias

de  movimiento  son inconmonsurables entro w0, e dice que el

genoraildo.

movinento multiperiodico e no de

La descripcion mas wimple de los sistemas multiperiddicos es
agquella gue  ze realiza en términos de las variables de accidon oy
dngulo.  Lute Lipu de variables se define on base a un conjunto de
coordenadas y momentoes genoralizados (ql,pl) para los cuales el
hamiltoniano del sistema  considerado es  separable. Las  variables
de accidn I;’L Juogan el papol de nuevos momentos genoralizados y

estdn dadas por:

f = § p. dq‘ 1>
v i 18

1 . .
con qi una coordenada goneralizada Y pi e correspondiente

momento candnicamente conjugado.
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donde la integral se realizs sobre un periodo completo on ol
plano (ql,p\). Las wvariables angulares n,  son ias coordenadas
generalizadas asociadas a las variables de accidn vy estan dadas
por:

A
0= ¥ <22
1

donde W(i:l,q ) es  la funcion  caracteristica de  la  transformacion
1
candnica (q ,p$> - N ,E ), en tdérminos de la cual p o= dWrdg..
+ \ L 13 L
Las  ecuaciones de Hamilton para las variables de accidn y

dngulo toman la forma

E o= 0 N | o = cbe, = o (&< M)

Estas ocuaciones admiten la solucidn:
I = a n = vt +p3 (€]
L AN 1

con oy [3,t constantes. Los numeros ¥, son las frecuencias
asociadas al moviiiento periddico en el plane (qk,p_\).

De la ecuacién <(4) vemos que si ha transcurrido un tiempo
igual al poriddo AL = T\ = 1/ut. entonces An‘. w1, lo que
significa que n cambia en una unidad cuando q efectia un periodo
complato. Fodemos var, entonces, quoe law q, son  funciones
periddicas de las variablezs angulares n.» Gon periodo fundamental
An_t = 1, y por lo tanto admiten un desarrollo en serie de Fourier

de la forma:

~ Sy ~ .
q =nE q . exp2rinp ) = n a. expczni(v‘t, n» (G)]
B nz ~w



con

1

Q. = Joq‘ cxp(-?.ninr;‘) dn\.

Si consideramos una variable gque sea funcidon de varias q, su

desarrollo de Fourier contondri las {recuencias o de cada ana de

8

las  coordonad:

e ery alln SIDAT Y [N A i) respeaLivos
armonicos. Lan coordenadas cartesisnos ¥, dol =zistema no son, en

general. soparables, pero pueden expresarse como  funciones  de  lasg

coardonadaw  soeparables g, por lo que  tendrsan un desarvrrollo

multiple de Fourler de Ia forma

~
o
-

oxplZnin.n>

~
"= *
|3 E z‘nk
n

con y = (n‘,nz,...). v n = (nx,nz.
Laz funciones que posecen un desarrolio de la forma B8) se

conecen como funciones multiple o condicionalmente periddicas.
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Apéndice 2. El problema de Kepler con variables de accion y
Angulo.
Para  aplicar al problemn de Kepler lus metodos de la EDE

desarrollados eon ol capitulo 11 ex twaesaric rosolver . sus

ceuaciones  cls de movimienta  utilizando variables de accidn y
angulo.

Por simplicidad, y temoando en cuenta que ol povimiento de una
particula sujoeta o un potamnsial contral e e an plano,

conzideraremos  solo dos  dimenziones Gogd. EL hamiltoniano  del

1
sistema os™:

H o= 17¢2m) l.pf + }')i/x‘zJ - kST (¢ 9]

con k>0, La ecuacidn de Hamilton-Jacobi em, entonces:

1/(2"\){ I"‘i * 1/(?2){97\;-‘ } - k/r = E 2>
L kv IR

Supongamos una  zmolucidon  del  tipo: W(1~.¢)=Wr(r‘)4~w¢(¢). La

ecuacion anterior se reduce a:

. w2 e
1/(2m){ B_‘:TJ + 172 l%‘é’q’j } - k/r = E @

La dependencia respecto de ¢ aparece sélo en el  aGltimo

término, por lo que debe cumplirse que:

dw
Sve o M = cte. 1>
d¢
1 .
ElL procedumentico sequtdo o@n eela BECCLON puede verse en

»l libro 'Mecdrca c¢ldsica’ de H. doldstewn.



de donde (3 se reduce a:

dvi|®
t/(Zm){ ’ﬁ?"l + MZ/pd } - k/r = E @y

L,as variables de aceidn so definen comn:

e T { 2 dr = f]f ;“i dp 6.a>
) d W

Para f¢ tenomos, entonces:

:fd' = i}) M d¢ = 2nM 7>

mientras que para ¢ =e tendra:
T

o
i

. FEVZ
f {Zn\E + Zmksr -~ )‘«11’»/1~2J dr (8>

tara intograr la ecuacion anterior notamos que el inbogrande
es p = mr, por lo gque  los limites del  movimiento estarsn
T
determinados por 1 = 0. Sean ooy vy lag raices del iIntograondo,
2

miontras la particula va de » 2 r, T >0

1 <

con r < r_. Dntoncog
1 2
v debemos tLomar la raiz cuadrada positiva, en cambio, cuando va de

r, a r se tiene r < 0 y tomamos la raiz cuadrada negativa.

Fntonces:
T T
2 w472 1 1.2
o= J [ZmE + 2mk/r - MZ/x~zJ dr - J tzms + 2mks/r - MZ/rZ] dr
v I3
t 2
r
z . w1/2
= y = ZJ [ZmE + 2mksr - Mz/pzj L dr
T

r
1



Sean  a = «zZmE, b = Zmk, ¢ = M2 Como la particula esta

ligada se tiene B <0, ademas k > 0 vy MYy 0, por lo que a, b y ¢

son positivos, La integral se roeduce o

r
2

P 1o
i . ;;J l .- a4 b - v/t-?J dr
¥
[l
[Te] o r y l‘z raices cle toa ©Cuation - sk b/ - oo/ o= 0,
Calculando la inteogral obtencmos, finatlments, que:

. . 402 12
o= 2ne " o+ absal
.

» EomomaaM nkC-2msoEyt? T
Sustituyende (73 en (9 v degpejoando £ encontramos:
£ o= -Z2mmtkd/ 8 + ¢ 2 [S113)
<&
La ecuacidn anterier implica un movimiento degenerado, cuya
Unica frecuencia es:
AL aHl
Pos e m e w dmu2k2/CE + ¥ D38 an
Ixd G i v -
14 e
Las variables angulares asociadas a § vy k'a, seran:
r
n = etk = + 1
7r Bx 77¢ vt [?2 2)
Podemos elegir, por simplicidad, /?‘ = {32 = 0. Tendremos,
entonces, que: n = n, = rt = w  Como se
N

vid en ol apendice 1, r
y ¢ son funciones periddicas de noy o n, rospectivamente, con
periodo fundamental igual & 1, Como el movimiento es degenerado,
cualquier funcidn fdr,¢d admite un

desarrollo en serie simple

de
Fourier de la forma:



(rd> = 1 a_ expl-2ainw) [ k)]
e e

1

donde a = If(r,z{-) expC2ningd dw
n
S

Para calcular los coeficientes 5 os necesario conocer (L) vy
"

$Ld. De (43 y 5) encontvamos que:

. 4172
W o= J[ZII\E + 2mksr = Mz/l‘zj dr + Mg

de donde:
oy .
Lty = g}g = Jw M dr e (14.20
! CZmi + Zmksr -~ M2Zopz2dY
y yz = % = J M dr PO 2 + ¢{14.b>
' rt¢2mE + 2mksr - M2/p2)Y
con v, v v, constantos, Intoegrando (SRR v eligiendo

r, = /2 enconbramos la ecuacidn de la trayoctoeria m():
r=R A - g0 + £ cosdd <152

con R = ~k/2E £ = €1+ 2EMR k>

La dependencia tomporal se obtiene integrando la ecuacion

d.ad:
A 12 23172
t o+ ¥, = C-mrs2E> {R arc sen{(r=R)/cR) - #RU - «r-RX/eR>%> ]

La ecuacion anterior es trascendente, pero puede escribirse

en una forma mdas compacta si definimos  sent = (r~R)Z£R. Entonces:
r = RU + & sent) 16.a>
t o+ v, = R(-m/2E)1'Vz(T - £ COSsT) 16.b)
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Las ecuaciones (162 proporcionan la dependencia temporal de
en forma paramilrica, v pueden Lomar una forma mas conveniente

B

. . 102
para los caloulos i egcopgemos =2 7 + /2 vy » = -aRCG-ms28) 7 T2
1

r = Rl ~ & cosAd U7.a

tom ROe-1s2E e - ¢ senid [SYA D)

Las coordenadas cartesianas < = 10 cesyd ¥y ¥ 2 or gsend resultan

ser, usando las ecuaclones (15) y U7X
3 = R(eozmM ~ g2 y = R(1 - e Pgonn [§ 115

Fuede encontrarse un desarrolle de Fourier de la forma U3
para las coordenadas (,y2. Para x tenemos:
w s

x = ¥ X expCzrined = L X expl-2riptd
™ ia}

LA [T

Resulta mds sencillo calcular  las  componentes de Fourier de
x.  Derivando la expresion anterior:
@
x = L <-2Znim) X expl-2ninuvt)
12l

ns -m

Sea w = Znv = ¢-2E/mR>Y . Entonces:

1 T
~» in N = J‘ % explinv ntd dw = ,}: f % oxpCe ntd de
o " o T []
o o
donde T = Zn/w0 es el puriodo de 1a orbita. Como

% dt = dx = dxsdA) dA tenemos, de 18, que ® dt = <R sen) dh.
Ademds, de (7) t = RG-m/28>°0 - £ sen\). Substituyendo vy

~
despe jando x  encont.ramos:
n
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2
Zn = (—m/mm)I BN eRpUNKA = o« senr ) dr
14
Andlogamento, para v se obLieue:
12

2n

;n a(iRCG - o5} fz/?,nne:)J’ expdnid - £ sendd> da
o

1)

«@om

Para  caloular  lam integrales )y 200 se  utiliza una

relacion de lex {uncionvs do Bosuanl (J e
18]
an

Jr Czy = 1/2n j explidnA - 2z senl\)) dx
(v

Entonces:
A Vg4
-~ R ., -~ RC1L ~ %>
® (g i —— e (ne
n n Jh B 'Vn =1 ne Jr\ ned

Las ecuaciones anteriores son  validas  para n # 0
al desarrolle on zorle de las funciones Bessel:

w 1 ni 2k
C~12 z
R S I A TE T )

N2k

(& V] >

~
encontramos para My 'y"n:
n

w ko R ntzk-d
- T -1 v(I\"f:Zk)(h&) <1/zrwzk)
n -6 Kt 'dn+k+12

B
n
k

“ % N+ 2k-1
~ 2 1/2 C=1> " Cned n+2k
YnuiR(i—s) );0 T T eRre s A2 >

k

@1

Usando

22.a0

22.b>

con n # 0. Por otro lado, debide a gue tanto x como y son numeros

reales, debe satisfacerse que:

% T oa 5"
=
x x y\'l ) i)

162



~
De las ecuactones (22) se puede ver que X es real, mientras
n
~ .
que vy oes imaginario puroe, por lo que Lo expresion anterjor se

reduce a

~
N e X F ow -5 23>
" -~y ™ S 53

Para los coeficientes con n @ 0 sie tieno:

T in
~ 1 [ 1 dt
"(o i3 T J RS L = ;i—: J X ;ji- dA
fal Q
2
= R /2n j Ceosh - ¢3 R Gms2E 7% - £ cosad dh
[+]

2t

= R/ J (=g + U+e)oosk = £ cos?A) da
[~}

finalmente obtenemos:

~

N omo- 2 eR (24.al
o :
y, en forma anadloga:
¥V =o0 24.bd

o]

Las  ecuaciones (22> y (24) nos dan los coeficientes del
desarrolle de Fourier de las coordenadas cartesiohas OLyd para el
pX‘Obiﬁéma e Kepler, Puede notarse que, debidn a la degeneracion
de este sistwuma, las coordonadas cartesianas Se gxpresan como una

serie simple de Fourier y no como una serie multiple,
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