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CAPITULO 1 

lNTERPRETAc10Nrs or. LA Mu:/,N1cA CUÁNTICA 

,, 
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lNTERl'RElACIONt:S DE L/I MECÁNICA CUÁNTICA 

1. Ant.ocodont..es hi,.tórico,., 

La n1oc:.lnica cu.cint.ica en SU primit.lva sur~ió a 

ost.~'lba <:tJn:;t.i1.11id:t pur- una ~..:ori~) dí: re(;L,:-; con~.::t.ruídas ad hoc que 

lfUO t~:ri t: iondoso sobro 

explicar omisión y 

rad1¡¡c1on por . - .- ... -.-. 
'·~ .... J ,,...,. ............ .... 

nor;ro, el ofPct.o Cornpton y nl Pfc~cto foLoo!écL.rico, ont..ro ot.r.as 

cosas. En est.o a.1"10 .;::¡p:.1rocioron dos t.Pahajos:, uno do Hoi;::-:cnbor& y 

moc.inlca cu.-\nt.ica mat.rlci.-•l, que fuo la prlmo1·a t.ooría on incluir 

Un año F.r·win Schródin¡;nr publicó una versión 

alt.ernat.iva, inspirada c>n 13 hipót..esis de do Bro¡;lie, en la que 

prrsant.abti la mPc;lnica c:u~-int.ica •1'n t.órrninos de tina ecuación de 

onda. Poco daspuús dl)rnost.ró la oquivaloncia f"orrn.'11 ont.re ambas 

t.oorias, poro <lobido a quo la mc>cánica ondulat.oria of"rocia una 

vlsion mrmos abst,ract.a y una mayor simplicidad mat.omát.ica (';OZÓ 

desdo al pt'incipio de un.a m;:iyor popular-idad. Schrodln.Gor esperaba 

que, da acuerdo CO~l ol cuadI·o de do Bx·o¡;lie, la arnplit.ud Y' 



involucrad;;, en la ecuación úo onda doscriblern oscilaciones reales 

en el ospacio ffr~ico 1 . Para ól, o! ronomono ondulatox·io no ora más 

qllo la ostructura lnt.errK; d..- \._., p'1rt.ícuJ<\, (j\1'-' dojab;:-, do sor 

p•mtual p<>ra conve:'t.lt-'"' c·n un objl'l.<) ••xl.••lldido, en principio, en 

todo ,..¡ nsp<>do. Sin crnb~;r¡;o, muy ¡n·ont.o fuo cl.cu·o que 'I' no podía 

ropt'eson~ar- \Jn.::.1 ond~t ffr;ic~)., y.t qurr. t.•nt.1~'-" ot.rJ..:::.: co:r.:0~, la función 

oscilaolonos on 3N dirnP11sin11r~~;:, La ftffh'.iÓn VJ i·equorí:i, pues:, da 

ot..Y..."&:l it\t,nri)rot,~~ción. 

Est¿:t¡ n'H~v;~, 1nt .. urp!'f'.'t.ilción ..:1pnt·cció poco despuó:-:; en un t.rnboijo 

do M~.n' Dot·n t.it..ula~1o ~·soln>o t.~ moc: .. ~nica cu~\nt.ic0 d':'.l lo~ procesos 

do colisiónº. S<.'!-t"Ún Born l.:1 función i¡,i no roprescnt..a .ol sist,oma 

f(sico ni a ninGuna dü ~;l1:;; c.-:t1~.:H~t..t.~risl.icas, ::;ino que.o mci.s bien, 

puriniLM t...-."!..::.~!~ 1...,. pT>nhabiliLlad do ">nconLr-~•r a la part.ícula en un 

elcn1ent.o de volunu:~n óu pul' H\út.Ho c!c.:o l,·, ~~::n-nhinaciOn 1.f' 'V'~ óv. Dorri, 

una !nt.orprot:~ción subjetiva 

J..¡¡l conc!.~pi.n d'~"ll probabilidad. hecho que result.ó crucial 0n el 

dosarrollo do lo:; funéamvnt.os filosóficos <le Ja nueva toaría. De 

acuerdo con osta intorpN•tación, la probabilidad mido ol r,rado de 

c:onoclmient.o que un obs<!rvador t..ic-no acerca do ciert.o sistema 

fínico, lo quu en contrapa:sidón con ln interpretación 

freet1ent.ista de 1'1 probabilidad, común en las otras aplicaciones 

físicas y clent.íiicas. 

1 w.. Jomrner. ~Tho Ph\.loocphy of Uuonl.um Mecho.n\.ca', 1974, p. 92. 
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Por ot.ro lado, como t..ooría probabilist..a, k• mocánica cuánt..ica 

no permit..e calcular t..rayoct..orlas las part..ic\llas, sino 

rsolament..o la pl'ubabilidad do quü ést.as "" •}111:uont..ren 0n un~. 

posición d.ac!.a. Ent..oncu~;, ::i ''"' ;;upon<' qtw la rnt•c~\nlcc; cuánt..ic:;.¡ 

V una visión 

subjot..lva d<> In p1·ob.--.bi lid.>•.!. 

acce~o al conocirnierd.í> d·.:- l.-\ t.r•;'_~yc•ct.nr-i., que· sit;ui:..~ ia ~h:.Af·t..i~ul....::... 

A r<-"l'ÍZ dP k:~ vi:;it.~1 d.o !:;chrodinGPl" a Copcnht:\~;u.e en sopt..iombr"} 

dn 1926, Elohr y lh.1i:r.;(•nbP-r;~ ~;;int.ieron la nnco::.~id,-id do oscl~"~rocor la 

rol;1clón cnt.ru 

subjot.ivamont-n, y 

la 

ul 

cu.:~nt .. tca, int..orprot..aban 

f~Xporimont.o. p;:>rt..icular, do 

rnconcili.:.:ll.f" ln t.f:n1 .. i.-1. curt Pl hf•cho dn q1 .. h~ !:>O fH.tdi<"sen obsorvar 

t.rnvect..orlus f"'íi la 1.:á1n;:n'a dn Wil!.-.:on. 

,..¡ t Ol'ma.l!srno rnat.r?mtít.ico nu d"fin:ir t.r<>yoct..orias 

pre1;isas si :-~o not.abu <.¡uv lo qu.·.:- ~~ ..... oh~.::o:rva en la cámara. de Wilson 

no os ln ~~~-\YfH.:t~of'ia d~) la po.rt.icula, sino una c;~dvné1 do i;ot.o.s de 

a~ua, cuya •.>:>tt011sión por-mit..e dot..orminar únicamont.o una sucesión 

dlscret.a de posiciones indofi.nidas. Dos arx'o llando cst.a idoa, 

lloisonborg obt.uvo SlL'll l'<:>bcioncs do indot.orminación, quo fuoron 

j)\lhlicad.'.\s en un al't.Ículo dondü I= int..erprot.aba dosdo un punt..o de 

vi:st.a opct'acionalist."· Para ól no tonía sont..ido hablar de una 

propindad física si no so concobia un cxpcriment.o quo permit.iose 

moJirl.a (do hecho, la "nccc,-;id.:>d'' do !'educir la t..ooria a t.órminos 

obsorvablo:s había sido ya <w¡;umenl-ada por HoLsenbel't; desde su 

primor t.rabajo sobro mecánica mat..riciaD. En ol caso part.icular do 

3 



1...,s r1>laclorms df.! lndetA•rntinación. lo nnt.r•r·ior sic;nificaba qm~ no 

movlmíoni.o do un .. -:. p.u·Ucul:l <o cualquiot' 

"'ost.a indnl.or--min .. ~clon 

¡,, La 

con t.raron on ol 

Al final d1~ su int.ervonclón ,_,fi1'111.-.ron que la mr>cánica cuán-t.ica ora 

un.-. t.eoria cumpi~<t.:i y qtto :.;us fund;:i.ment.os ya no oran suscept-iblos 

do sor modificados. 

Pnr nLI"O Bohr expuso sus ido as sobro la 

reunión on Como on sopt.iombro dv 1927. En est.a ocasión Bohr 

osi-ablodó las basos do la llamada ínt.ic·rprot.oción de Copenhai;ue de 

j 4 



1 

r:uánt.ic,, nos obli:;a a co11sideI>ar l.:. descripción 1 la mucáuica cu:inUca. Se¡;ún Hol 11·. la propia naturaloza de la 

O)ír.JUV<:!'ntl." . ..;, 

POI' hizo que ol 

probahilfr;t.ico d1» 1'1 t~'~Ot'Í.ct pPrrnitía int.c_. 1•p1·,}t .. :u~ lJ. do dos foi-mas 

dist.int.as: 1) Lá fun~;lón "' (:1-()SCI"ibe cornpiot.¿.unent.o a un siston)..:t 

individual; 2) .t•t1p:t-("S'~fl.La ~~n:.-;f~mblo o:Tt..;::.(H~,:t.ico do si~t.ü;ü..:o..::; 
4 .,, un 

La Ein~;t.oin, implicc.b.< 

p.):rt.ícul,:>., 

Por oLro lado, 

manara de l:.> ft111dón '-!-' esta 

pr·obc•hilidad do quo al¡r,ün miembro del ensomblo s0 cnctmnt.re on el 

olomont.o d<:> volumon óv. De ost..n form<• l~ !oc,,.Uzación do un 

individuo no alt.e:ra la dist.r-ibuci6n do probabilidades del 

do Dohr 'd"mcr~pc1Ón ""ª 
do11c.ri.pe\óh on lónn\.no~ dhl intorc<lmb\.o da «!"!Org{a. y momento. 

4
on •nuemblo so d-áhntt como un c:onjunlo. on pri.nc\pto 

Jo un <JU" valor do 

qu& lo coro.ct.un;i:an i)!'l 'm\.Urno en todo-ti 

conetri.cción ovloo votoroH lo qu., '"' conoco como 

~mocro•slc.do• y hberto.d do e1oloc:cL6n del roalo vo.r\abloa 

recl\.xo. todoe loo poa\.blot.l 'tt1ict"oe-~t.o.doo' compo.üblou con él. 

5 



onsomble, por lo que no requiero de la "reducción del paquet.o do 

ondas". 

A pesar do tas objocionos do Einst.eln, al finalizar el 

congi·oso prár:t.ic;:tm~n~e t..odos los ~sist..untes ~~l~ habÍé\n. ndherido a 

la lnt.orpx·ot.aci,'.Ín de Bohr- )' Holsonbor¡;, q1m so convirt.ió n..'>Í on la 

int.orprot..;:-'l.ci.ón ofh.:ial u ort.(1do-xa. Inclu,~-=o do B1~.:.J{-;1i~·, <f...!':11' h~hía 

p!lot.o), so <•p.:ic;ó a la visión ori.CJdox'' como r<'sult.ado do la dura 

crit.ica que I·<>cibíú ¡wr pa1-Le de> p~,ulL 

Ein..">t.uln, sin •:tmbar¡;o, nunc" ncnpl,1~ ,,¡ punt.o do vist.a de 

Boh1·. El doin;t,,-, untrc "!!o,,. cont.inuó hast.a la mue1•t.e do Einstein 

on 1'Jti5. 

2. La int.orpret.ación de Coponhac;uo. 

El :formalismo de !:. nwcán.ic::i cuánt.ica os hoy universalmente 

n.cept..ado. Du hecho, la Loaría cuánt.ica es uno de> los pi.lnros de la 

física cont.emporánoa. Sin embar¡!;'o, a sesont.a años de su creación, 

aun no so ha lor,r••do el consonso en cuant.o a la int.erprotación a 

qt10 dubon somot.orso los concopt.os básicos do ost.a t.eoría. 

En oxist ... e un gran ínterprot.acionos 

consist.entos con ol :formalismo, que se basan en diferentes 

posiciones filosóficas, alq;unas do las cuales se contradicen 

6 



m11f.11amonf,e
5

. Aut.o la dlvorsid.1d d.:> po~ibilid.1dos es conveniente 

:>d11pt.ar una post.ura crit.ica <\Otos quo adhoril-sn do¡;;mát.icamc,nto a 

una sola do ollas. 

Est.u ptmf,o do vi:s:t..--. p::irt.e d(•l post-ulado do quo la 

no:q VOJHUS acC'pt.<_11· do un Hmit.e 

int..rin:!'.-.;eco Pn la p1·uc:l:<.;ión do nuP.sLr~1~; mediciones, lo quo conduce 

:<;:ido 

di,dúct.icn, pa~;ando p01· ol puro, el 

not1i--.':.lnt.í..:,nisrno y ol posit..ivi!";mo. L.~l. cor·riont.o prodomin.Fant.e ost.á 

t>..t~ad..i on nl concopt..o du ''cc)mplomnnt.;u~iadt:'ld 1 ' quo se relnciona con 

la di:s:cont..inuidad do los procesos cu<int.ico:s: y on la doctrina 

I;, fln;:,lidad do la t'í:s:ica no es la 

compron:<:ión dol mundo objetivo, sino exclusivamont..o la descripción 

do .fenómenos obso!'vables
0 

. La e:s:cuola ortodoxa acept.a, en 

pnrt..icular, una visión inst..rumont.alist,a del conocimiento 

~una brev~ <y q•.Jo par milo ver lo 

di.voraida.d \.rtlerprolui;Lonea quo han propuealo pi.Aedo 

dncontrur~• en ol 1.\.bro Philosophy o! Quan~um 

Mac.horn(""a·. 

"'M. Dungo, U>56. 
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clent.ífko, r¡ue considera las únicanmnt.o como 

formaltsmns matorn<it.icos út!los, on lct predicción do ro:sultados 

o><porimontales. Süe;ún cst.e punto do vista, la t.aroa dol f'isico 

consist.n ~:ólo on domin.:.r el formalismo y '-"Pro11d1>r a aplicarlo, en 

contraposición con ol ro;:illsmo quo ln.1>.:c;;:i, mós bien, la comprensión 

do ln n"'t.ur<'\leza. Do lwcbo, en o;.;t.a~: diforencl~-.s resido una parto 

1 und<>.rnontai dol d•:~<é•Cuordo entro Elnst,oin y Bohr (o! I'<'!"Lo está 

conoct .. at~o con ol pr-oblerna dol d11t.erininismo). 

muy popl.tl:ll'' las nuevas 

!ilosófica.'9 c!ont.ro do la c!nncía. Pesn a c¡un <;st~• posición puedo 

parocot' mu;• r·oc!ent.ü es, de hucho. una \'Íaj:> Looría fllo<;ófica. A 

ost.e rospncto, Karl Poppor oscx·ibió: "DuPant.e mucho tiempo la 

ij!;l.:>:sia utilizo l;~ concopción in:c;Lr1.1m<.•nt;:,Jíst<:> do la cioncia como 

art...oCact.os, pc•ro no podr1~is, con l.::i luz do vuestra sola razón,. 

descubrir nin¡i;w)o de los socreLos ocult.o" de ost.<> mundo.': óst.o 

os, on brovo, t.•l .o:-H'burnont..o con '?l qUt! ol c<J.rdonal Bt.lllar-n1ino se 

opuso a !as onsoÍ);..u1zas do OZJ.Uleo sobre el sist.an1a copol:"nica.no,. }' 

con ol que ol obispo Borkoloy so opuso a Newton."
7 

Por ot.1•0 lado, 

ol solo hocho do hacer ciencia requiore de Ja adopción conscient.o 

o inconsciont.o de al:;una postura f"ilosó!ica. Es ést.a la que indica 

7 
K. Poppor. 'Poal Sen.plum a de Invealigcic\ón 

Cu1nlÍf1.co, Vol. 111: 'reorlo Cuó.nlí.ca y el Ct.amo. "" Fisica.~, 

p. szz. 
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el t.lpo dr.• pro~imt.ns que un ciont.ífko haco a la nat..uraloza y las 

de un;• posición 

''indivi~'.dbilid.·.uJ•· dt·l cuant,.o <lí.: .:~cción, 

quo prod.uco UUJ discont.inuid.:-.d en lo:-; fo-nórnono$ cu;_lnt...ico~·~, no o::: 

f;ü .ll:Uc·rdo cn11 Boht't ont.oncuS", no 

irn;t..rumont..o. 

un crtrnbio , .•. 'i p~ •r i JlF.'itL.:11 int..1'oduclrci nuova:s 

ol.Jt..enldos (10 condicionas 

ropr--n:sont,.;;lción, ~~tno q1H) dubon considor.a.rso como complorneut.orio::r 

('(1 el ;s-1-ntido do quo sólo la Lof .. "1lidad (_.if:-. los fonórnunn.f_,; .n:;ota la 

l..a i<h;a do compl<>münt.,,ri.,d.:.d so J'etiore, sobJ'O 1,odo, a la 

imposibilidad do !!ovar a cabo un<:1 <loscripción que :soa a la ve:z; 

causal y espacio-t..omporal do los fonómonos cuánt..icos. Para Bohr, 

J.~n~l('l\.n dos problomoia 

l" conLrtbuc~ón a 'ALb .. rl 

Phi..\.oaoph1:7r E.vo.nalCln reodt.to.do en: 

... eonnaisoance humcüne'.1 
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desl¡;ualdadt:s do 111".!isenber¡; son una forma de expresar 

dicha imposibl111la<!. 

a. E! conc~pto <!e prolmbilidad. 

So monclonó ant.os quo la int.u1·pric•Lación del fo1-malismo de la 

n1t.~c.::inica cuánt..icil <:'st.rnch."\mont.o con la 

El pt1nt.o d<' visL« ""b Jt>l..i vo "" .:.quál r¡uo int.orprot.a la 

cant,idad p<A 1 B) <protiabilidrid do 1\ dad0 11) como una nwdida del 

c.:onocimient ... o q1.Jc .. posoo do A, dada la 

informadón O. 

Oü1;t.~·o do l""" int.o;¡-p1·0t.c1donc~ objGt.iv<:.::; podt:mo::; mondan= 

cual.ro: 

1> Int.e>rpret.ación clásica. p<A 1 [l) os ol cociont.o dol número 

do casos favorabl(m a los oven1.os ¡\ y D v el número do casos 

f"avorablo:'J al ovon1.o B. Esta in1.orprot.ación sólo os válida cuando 

t.odos los ca."Sos ravorablos al ovont.o B son it>ualmont.o probables. 

(Oobldo a os1.a limit.:ición en SLI nplicabilid::id, la int.orprot.ación 

clásica no :so ut.iliZ<l c.n la act.ucilid::icD. 

2) lnt.orprot.:>ción Írocucnt.ist.a o ost,adist.ica. p<A 1 B) os ol 

límit..o cln la frocu1.1nci3. rolat..iva do los sucosos A en los sucosos D 

cu.11ndo el núme>r-o de óst.o:o; t.i•Jn<k' ;:i infinit.o. 

propensional. Est.a int.erprot.ación f'ué 

p1·0pu1:st.a origin<'llmont.<> por K. Pc•pp<>r y considera a pCA 1 B> como 

un.:. medida do la propen;'.;iÓn o t.enrlancia qua t.ieno al ovont.o A do 

10 



»<:11rru· .">í ha ocurrido ol ovont,o ll. P.:.u·a h>ppor· l~ p1•oponsión os 1 
una propl•,dad objet.iva y roal de t,oda l.:. situación física. 

onsomblo. Est.¡1 últ.im.:. int..erprot.ación 

con!;lsl,e 01\ p.:11"é:\ el <:oncopt,o do 

¡:crwralizando los p1~01..:Pdimi 0nt.o~ do Mecánica 

bajo <'SLUtlio y, dc> 

élt:ont.oci nliont .. ) com.o la dP firüci(;n do la 

Po;;do <ff•t.o punto d<:> vist.a, oI 

condiconal ll probabilidad p<AIDl a la 

duflnid<>n dol on."<ontblt~ toódcn. 

do la probabihd.:.u.l. Cst.o ,;., r·oflüja un la :::uposición ciu qu.;; !.:;, 

fur1ci6n de r)nf};:) d~~;c.r-ibv cornpk~t...:ur1t:--nt.c- a un sist.cma individual. 

Podo:no!:? ilust.ral' lo ant.ol'ior pot~ nH~dio do la par::•doja do do 

suponc;::unos q•J<> óst..a as dividida on dos par-t.os do i¡;;ual volumen. Da 

acuo1·do con la oscuola ortodoxa podemos consid<:>rar quo ol oloct.:rón 

individual u:<:Li compl<>t-<>m•n1t.e dc-scrít.o por una :función de onda. 

Soa A <:•l ovont,o "el ülect1•ón est,;:\ on !a coja 1", entonces ~A es el 

evont..o "ol <>l<:>ct..rón ost..á on l.:;. c;:,j'> Il". So~• f'inalmont.e B al 

condicional "la caja ha sido separ;:ida en dm;: p;:irt.es". Entonces: 

pCA 1 B> 

11 



ca ja 1. Entonco~, si la función di-. onda rcpr·o~.~ont..o. c-l cDnocimíont.o 

COlll)C.1• COJHO producto 

(•n la supos:ic:i6n do que l~ 

dc•:-:;cril)ü i11dividua1. dljo 

lo- po~;ible, 

quo el post,ulado do 

"proyecciór," (} "col:•pso" d11 la función do onda dtJoe añéidil'so al 

fo1·m.olisrno cu.:intlco ,,¡ "º ínt..orpret..ación sea 

consi~t.nnt.~. 

Por ot,1•0 k>do, on <>l t>.·izo11;:,mi<:nLo antorior, nada impide que 

l<.c> caj<os hayan ust;::¡do sopat'ad.:i.s por ur.a distancia arbitraria 

a11t.os da la oii~urvnción. Erit..oncüs, !a mudición realizada sobro una 

de olL•s .llLor.> inst-antáneam<>11tH Ja función do onda en la ot..ra 

p 
t\. Pc•ppttr: op. c\t., p. 97~ r•Í. 71. 

12 



caja, lo quo con.-. ti tuyo una violación dol principio da la 

rolatlvir.t<.1d. 

Esto es uno da los problmnas m;i.-: ¡;ravos quo prosont,a Ja 

Los de escuela 

Ut"f:umenta.n a ~.;u f~-,vor· qun o~t.o Lipo d(• acción ~ distancia no puedo 

uti lizurso para t. ransrni t.i r infor-rn._·1ción a OLl'O observador. En 

of\:H:::.t.o, r1uponr,.:tmo::; quo dos observadores l'PZ\lizan nl experimento 

dot.ecta 

función de ond;, on la caja ll. Sin embarr;o, ol c·b~>orv<>dor II no 

allloncia d&l oloct.rón por ::.;us propio~ ntndios, os ÜD'cir, sin 

nocosidad do rocibir informe1ción dol obsorvador l. 

... ~ ........ , ... r...~~ .... ... ~~ 
~- _, .,,,~~ -·-- -···· ... -

de comunicación <un t,;eneral, t5.s:t.os suoh':!'n ser- rnrls lentos que la 

luz). 

viola o! pdncipio do la rebti virl.>d, poro os to argumont.o 

sol<Alllonte üS válido si so int,erpreta, no sólo la mocánica 

cuántica, sino t.ambión la rolatividad espuela! d<tsdo la posición 

posit.ivist.a, ost.o o~;, si so pi.onsn que la relatividad no se 

refiere a la propai;ación do inter<.1ccion<'>S, sino a la t,x·ansmisión 

do inf'orm<ición ont.ro observadorc.s. Do esta m.anora, lo que prohibe 

la relatividad os únicnment.e que la información '!liaje mi.s rápido 

quo la luz. 

13 



Los problern;).s ;•nt.orioro:; no aparncon si se adopt.a una 

lnt..orprot.aciún obj.,t.iv.'.l do 13 probahil!d.1d. Consideremos do nuovo 

ol experimont.n do la e<'.!·• y la rek\ciún p(A 1 In .. p<~A 18) "' ~. 

1,. ¡.•1·01 •. ,bi lid.en! p(/\ 1 fj) no ~·.~o .. }. l t. t.~ l' :.1 ~ y~·.~ quo ü::-;La so.lo SP rof'ioro a 

l.) ! f"t"ClU~nci.:_'l con quu ::-;e 0ht.•.·ndr .:.1. (":d ... t~ l.'* •.-;:ui: .. ~~1.!ü ... : .. ::e' rt~pit.~ <>l ~-

roalidad de dos prob;ibllidadr>s di f er·<enl«.>:." 1 •. 1 probabilidad p<A 18) 

d.;do quo ta Ci)ja ori¡;inal 

so ~rnparó on dos, y L::. prohabílid<id p(,\ /A) do oncont.rar la 

part...ícllla (.~n l~ caj..l 

p:robabilidad t..oórica miont.r•'t:-·; quo l.::. sot;und.<::. .n La oxpo:rirnont.al. 

cas<> no ,.,,. más quo un cambio Pn 01 condicional do la probabilidad, 

ns dt1t:U", on 1.--l t.}s¡iec.:ii lc...1cíón dPl r-xpr.ir·irnnnt..o, y so conviort.e on 

nl Pnunc:iad•' do un hucho t.rivi:~I: p(AiA> = 1 y p<-A\A>"' O. 

El ra:r.on.1n1h?r1t.o claro modiant.o el 

,.;lf;ulenl..c cjomp!0: s0 lanza un:> moneda al airo; la prob.<)bilidnd da 

obt.Pner .ái;uila. o sol os ~ on cada caso. Mientr'.:"IS no se conozca el 

rosult .. aUo dol '-··xpc·~rimPnt .. o, so sogui1' diciendo que la 

probabilidad <>S Al observ<'.lr el result.ado. una probabilidad "se 

14 



1 
@ 

hacoº 1 y la ot...1--0. O. En esi.n c .. Aso no ~e puede considorar quo la 

obsoPv.:tción hay..-.\ ••colapsado Ja funcüin d<;I" ünd.;i", pttos la monodti es 

dos dü.;t~i11t.c1:-;: una 

11wdida d" J;~ 

En 19~1~.; s11r¡;ió la quo os quizci l<.• mfis import.;:mto objoción a 

artículo publicado por Einst,oin, Podok:ky y Roson bnjo el tít.ulo 

quan t,u1n-1nech.:tnic~l d~'scription of renlit.y bo considored 

io A. E\.nsla\.n, B. Podolnky 
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circ\Jnst..ancias, t:~s posible considerar quo dos vari.'.\blns quP no 

conmuLan son f!' l<"ntf}lll.o~-. nn 

1'¡-,_.1:1.•.•, un 

íisicn. 

!:;\\ ohjet.ivo, Podolsky y Rosen 

conside·r-nn un uxporinlont.o en ol qw.> dos: p:H·t..ículas 

lo roal\.dad rolevunl'3'5 

cor>dLClÓn osenct.ol ya 

complota. derilro do os to 

marco y por lo tanto ol c.rilor-\.o eerío. t.núld, 

16 



int,eract,úan dur"nt,o ciert.o t,iornpo y luo¡;o so sop"ran. Exist,on 

diíerent.,,e-s versiono:::; de• t.?St...o oxperinlent.o. Con.sidorarornos una de 

David !luhm. Dos part.ícul'"'~ de spin 

partícula 2, 

montt-i.11Lo d··· h IH(~diciún ). Pnd1_"n\1):·~. 

r~le1nun.t.o d·· ¡,, ~-f~:did,111. A 1Tl(•l\i~:'.; 

una 

rfr... ll0v.:n" d c;ibo la ntPdicH)1, ~k~ J 
1" 

Ptl tone\_ .. ;<:; • . \firm:u· 

qu\• ::;p .lG(:"J)Í.f" v, 

1 ~ o ' 
1X 

(y._, que 

qll•:" " e:-:..,: un 
l.x 

posibilid:id de 

Corno, por ot.r-o l:,do. podía1nos ntuy bien h<::ibnr decidido medir 

o curno 
77 

lHl olnrnont.o 

de ¡,-, 

1·oalid;:,d. 

re;ilidad. Como 

la def.;cripción cu.;:inlica de la rc•;.1lid.::·ld ns incomplot..::t. 

.. -.\l' Gl.liih_., nt.n 1n;-l;s espc•cífica1nent.e, que las 

sibuicnt.es pl'·oposiciotHJS son inco1npat.ihlos: 

sis!,oma individual. 

17 



La disyunt.lva ant.et-lor fue• pl;.>nt.eada por pX'imora voz por 

rosullado do EPI~. Sin <'mhari;o, s11 r·<.>spuc>st.;:i <>S v.:ilida sólo si se 

po:.;i-t.ivi~ .. La. En inarco filosófico del 

... 
nohr, toai:s. 



A 1Jem.\s dl· Id cr1Lic;, d1") ltnlu·, Sf"' 11111 presP.nt.ado nJucha.s ot.x·z.s 

q110 a'Lc.1c ... 11•, 1 uncJ.;-,nH·r.1.t..-,Jm•'nt..o, el ht.1 cho dn <p.!ú- t>n ol .nrf;'•UnPnt..o EPR 

so supn1u) Lácitarnont.c.• J.1 :Ji~uiont.P hipót~o!;i!;; si en un sist.ern.:l Sl 

tUsyunt..i Vél y.:-\ n(f ,,.:;; :'-iii..:)10 r•nt .. r·r:o 1...-. loe. 1lick1d. r lt.\ complot.oz de l<l 

111ccá11ic ... ) c.u ... lnt.ica. ::doo e11t...1·1.... l~t lot:-1.:did ... ld v l..:t n1oc .. )nica cuánt.ica 

Li. La int.orprot.acián nsladist.ica. 

Hornos expu.-... st.o lJrr..:ovumont.e- 1.as bases de l<l int..orpI-et.ación 

nrt.odoxa d.- b 111<?<:,;nica cu;int.ica, y al¡:;unos do los probloma.."': más 

r;t•.\\.'P$ Exist..e. b.'":isicarni.?nt.e, un punto de vist.a 

alt.e1•nat.ivo, propuc>st..o ¡.irJI• Einstein dosrlo el Con¡;;re:::;o Solvay d9 

!<i2'1', q110 cori.sist.e on suponer 'l'"' la f~mción de onda no repres"'nt.a 

·~ •·. sellert .. "El la leoori~ W. do Do.ero, 

(11)96). 
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a individual, sí no un onsemblo (:ist,adist.ico do 

sist.em.::is
1
ó. Est.t? punto dt~ vista P.S conocido conto intorpr..:-t.;,:.ción 

t.}Sl.adfr:t_,.ic.r:t de" 1.~' mt~c.::inic.'.:' C\1;lnt..ic"'. 

En no .son 

mi1!11t.1~as que \Uta quo es 

ést.o, l.• incop.::lz de hncor 

p1·l!tHccio1v-"'~ sobrl• :-;isl.rnnds indivi<hiah._-·:.;c;. 

fü1 <:>l m;H'CO dv J;i illt.<'rprel,;:;ción ost,;>dist.ica la Pl'Ob.<:>bilidod 

que protlice la t.eoría cuánt.ica par;.\ un valor de ciert.<:\ variable 

20 



dincimica so ont,iondo como la proporcióu i·olat.i v'\ do miomhros do! 

ens<:>mblo paro variable <.:onsídt1r{uJa t.iflOü dicho 

ropit,icmdo y con:---..t.ruyondo 

du 

du1~iv.ac.ióh del fol'malisnto 

i\q,\p -. h/2. 

óq y bp 

óqóp < tv'2. 

21 



Un ojomplo muy conocido dondfl' ocurrP ci.st..o f)S: nl .sisuipnt.o: 

unu p~t1-..t~i.cula con ntornont..o inic;üJl conocido J; p¡·:ts,¡); .:t t.T' .. "'\VÓs dn un.:. 

J1ubic~r:.1 111·t;ado 

pue.st,o cp.lc• p 

z), con un .::"t·1·u1· óp 

Ent..or1cr\s,. 

ost.:.ulfr,:t.ica. 

OLro 

""'Ladist.i<:a 

p.:1rLic11la 

.. , punt.o 

do 

t:Oll un Oz. 

inLe·rpret.oción 

ref'iorcn en 

i nt.nr·pr-et.ación 

dualidad onda-pc:-n" Lícula. El 

car.:!tc:l.i,:tt... oudulat.or-io se refic-rt.:• r~xclusivanu:~nt.e a la dist.ribución 

d1~ probabilid¡)¡des en ol l:.!'n~;t..~mhle· dü part.ícul.<.\s; ést.as re~ionon su 

ca1~áct.e-r- cor·pu~-:cul.-,r-. 

El ht~cho do qun t-:ts prub~),bilid..-:1cle!:~ so- obt.onb~n a t..ravcis do 

un.a üCuación de ond.:_l queda como un probloma abie1 ... to de Gran 

int..erós, cuy<'.\ solución sig-nificarÍ¡¡ un a.vnnc.r~ lt..tndarnent.al en la 

con1prensión de los ft:?nórnonos cu~inticos. 

22 



Lo ;:mt.orior su ilust.r-;1 clnrarn.-,nt.o por medio dol oxperimunt.o 

de las dos rendijas: un haz t..eri\H."
10 

do p .. _1rt.ícul."\S mnn00n~::-rt;ót..ic.:-l~.:> 

ob:_;c•1·Vó.\ :-;obl't' J;, r1l;u.:r.\ \I!\ 11.1t.ru11 tf1• i11f.t•1·.fc•r1~nci.\, Si ~;n ciPJ"l'.<l 

vean arocLddO!~ pnr i.,, c:onfib11r;.1.ción dP kts I'Pndíjas \' que~ .v.lt.o:ron 

las t.r~-\Y'-""'Gl.ori;\:'.;_ l .. l id1··nt.ific.-1ciÓll tlf~ t;·dt."S L\f;'C.•nt.e~: ofrece nuovas 

de~ J;;i t..."'!'.;cuel.:l ort.odox.-:.1 cnnsidor.-u\ r:arout.e d1~ ínt...erós. 

const.dorar que part.lculan pa.!:!So.n una 

en uno y no t.r\loraclúan anlre sl. 
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prob;ibilidad de que la 

Podr-Í.:l r¡un 

2> Los ovont.o:; "pas.;r por la re11dija 1" y "pasar por la 

Uu."'\ vnz rn~ís, el error un ol t·azon~mient..o l"adic;'l en la onüsión 

los cond.icion. •k·s 

t.undicion:des st.~ri..:u1 e 
1 

l.-, I'Plldij:1 ;¿ y e: 
3 

do pI'Obdbi!idad. Es t. os 

•'ambas 

e: z 

l'endijas est.án 

."lbiot't..as". l·~n e:s:t.1· r-:aso n1 oxperirnent.n indir.a únicament...o que 

lo , •tal. pnr ot.ro lado, no t.eni •. 1 pol' quC: ocurrir. De est.a manara, 

no n•'llor.esidaci de ningun.-:1 de las conclusiones 

24 



t.ipo ch ... " .:u·¡;ument.os sido 

t .. Va1·l.ahle,.; ocult.;,s. 

ri,fi(•f'f'.I' Ü11iC.·\1l1'.'flt.•" 

cont.rolnda on 

)ll'Ílh.::ipitJ. El 

prclpi: ... rn(_,.,nt.~~ cu.ó.nt,1<.:.:os en donde 

v.,,.,.l.lllns <u:t.1lt..~'L"'> t:.:o::_;t.:\n dist.ribuid,"'.":-:: en su forma nat..ural o no 

t-;nnt.Pola.d..-:1, .~;.:;t.o c-~~f ··-'ln t~orrn¡¡, t..al que se cutnplan i~~;- rolar;iones de 

lh~ iSf'llflhPf'(;. 

Cnn la int.i-odt.1cción dt:;i. lus v::n·iable~ ocult.a.-s puedo concebirso 

tUl f~J)S(Hnble un el quo óst.;3.!; t.onb ... 111 una dist..ribución que pernliL.a la 

las Dicho ensemble 

1.1·.~>:<:<'ndoría clarall\enLo ,,.¡ dominiu de la t..uoria cuánt..ica. Sin 

oml•.~•·go, nl niv<>l .'.\Ct.u::it de conocimiont.o hi:\co imposible cont.rolar 

,.., 
Jt, f-~,yt1mHP, 'Tho Fovnma.n or \omo Ill, F<'ndo 

1:.·d .. 1..,;ullvo lnlora.monc-ono. i071, r~·· t ·7,i n. 
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un en~;en1ble ele estr'!' tipo. EsLn 110 L·:-..:cl-.yc·~ por ot.ro l.:ldo, que 

lo~:; r1}St1lL.uJo:_~ dt• 

por 1 U<). 

R+S+.... ::-:i11 impnPt.~t-r :-::i 

co1"r•-"spot1dr·n,;i;l h0'r1ni Lianos 

y V ;l., h~ ... E lP, se debt:~ Cltmplir 

<aR+us+ ... > ;.;<R>+u<S>+ ... 

2
ºnallonlino; Op. c\.l,, p. 374. 
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pt·o1nedlos. 

OllSUIHi>h:!~ ·ii.· ·;1 \'• 'f~ 
21 

~·"1m •. J.n11 co11cluyn h:w il;) ·:11·1 V•lf1 q1H"'.' no 

V.tri.;,\Jh~!-; fH.~Ult .. :\!;. ,\. k•11v1::. \'01\ Nl·U11\."\J111 Hllll..'SLr:.~ qtw exist.un 

<R> "' <R> r.: r.:· 

otn: .. an·v.,hlo. POI' ot.ro do variables 

Leol'Ía do oculla quo rc-producí~ o,¡aclamont.o las 

pt·urticc1onos o.s~adist..icn~; du la moc.:.lnica Cll-:int..ic.;:.. Suponiendo una 

l •mcic\1> do 0nd.:\ i¡; "' R oxp<iS/ti) y susLit,uyondo on l<:> ecuación de 

Schródingor y t..omando p "' 1p 'I'* "' R
2 

y 

zt 
lli.LSta ..:or• .-l .¡ •. van.• .. ~.t.e~ ocu\\.o.s para todoe l<:'s 

21. 
Jo.mmer; op. cd .• pp. 260-7?0, 
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d .. n<!o r> us la d(•n,.;idad rl•> pt·ol>Ltb\licl 1d y u os la velocid<ld de 

t h1j" df> p .. rt.iculas, flohm ol.>l.t1v0 do» n..:u«cionN;;: una de Pilas os 

la ncu.adó11 do con•.ir111ídarl Pª'"' l~• probabilidad, y In ot.r.-:i os una 

f:On cada partícula 

y un 

n\oment...o d;)do po-r p = nu.1 ::.\ V S, lo que equiv ... 1lu n ~.-uponuX" que cnd:.\ 

partÍ(:ul •. • tina bien definid<>. Conociendo las 

condicionos íniciah.~.~; <lo· la p.::cr-t~icuia, ol modelo du Bohrn por1nit.o 

predecir •~xact.tnnt•nt..ü ol mt)Virnh~nl.o du la part.icul~ a t..ravós do la 

luy clásh; ..... 

111 X .. -V <V + U> 

Bolun 11->mó a U<x> el pot,enci .. 11. c:u.>11t.ico o int.crpr•~t,ó la 

función Y' como un campo físico t'eal v objot.ivo, quo p1•oducía una 

fuerza sol..>r., las part.Íc\llas dada por -V U, y cuya ecuación da 

propaí','adón era l<• ecuación de Schródin¡;er
2

J. 

A 1" •s ... u~ d.-~ quo· la t..~oria de 9ohr11 no tuvo {;ran acept.,a.ción~ su 

:-:ol.11: f?'~dst.Pncia invahd~ c.:l t...corema df:- von Noun1ann. Su aparición 

hizo l'Pl"hicur la polémica y p1·opir::ió el sur¡;iml<>nto de otros 

mudt>lo:<: de varial>l•· oo:ult..a. Incl11so alent.ó ..l de Bro¡';lie a ret.omar 

z~ 
Jommer; Op. 1.;\.l. • 1 p. ?.UO~;l02:. 
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E~Ln üs claro ~,¡ su cc·n:";idPr.:::tn L-t:-; cornpouPnlP~ o y o del spin do 
X y 

que <o + O' ) ~ <o > + <o > 
y X y 

t.rivial Jo la 

<o + o > ::i "±: Y2. VP1110~-;:. r~nt.onces, que est.o t.ipo do oosembJos no 
y 

snt.isf. •con ni postuladn 5. 

Ett un. ._t.Pl.icu1u 
ir¡ 

lYó·l , Boll analizó dct,cnidamcnt,c 

ni ar(6:umont,o do EPR, qu<> habi;:i parmmwcido inalterado por décadas 

v no había robas..ldo los hrnit.o:-; purnmr .. nt.e cpist.ernológicos. En su 

an.i1lisis, utilizó un nxporintont.o punsado similar a la vorsit;n do 

Uuhm dol aq;ument.o las propiedades quo 

dPbería t..ennr cualqtticH' t.-ooría de variables ocult.as compa.t.iblo con 

ol principio do localidad. 

?.4 .1. s. oell, is><K>. 

2" 
oall~nhna; op. cd .• p. 37d. 

l(iJ, S. Untl, 19'."'\..t. 

[lr•ll obt.uvn corno rosult,aclo una 



dr>:o;igualtbrl q11u c11alqui<>r t ... or1.1 dt> p•;t.•• l.1po tfobc :>.\Lisfacc>r, y 

q11e la mocán!c"' r.u.int.!c •. • viol··•· lo qm> lo lh•vó n l;, conclusión dt' 

r¡1m local de- V a ri ab J t.,S ocultas cnpaz da 

te.ido~:; los c:u.n,t.ir:os con pror.isió11 

Zl.1 lnt~!'.·lria. E:-c~t,.·,. l'··~~;ulLado con:-;t,i.1~11,·c~ f·l lL·,m..:~du L"'·.:.•r-0;l1.:J. d~~ TJ(•lL 

L:l lmp1,1·t~i'.nci.'..\ do 1.._'1 d~~~;ii~ua.lf\.~'~! (lP íh;-ll 1·.:H.hc;.-, rn F>l hncho do qun 

1.n; po~:ibln, oi-- pi·int~l.pic1, l:1:nt.1·<-\St..:u·l:1 \·~ptt1·hnont;,lnlt..Hl.Lo. DL• est..a 

fot-nia un;..:, discusión do 

car.,c~or filosóíicD. 

t..ipu, y pr~;:\ct ... icamnnt..e- (._lfl 1.ndu:-.; üllo~-> se'" h .. '.l c:ncontr-..:=Hlo quf• la 

dt..-si¡g;u ... :aldatl do lh.•Jl ~><:>· vioL."\, lo qu(_t h.·.. llo-v;\do a un Gl·an nün1oro 

Sin omb;~rco, la collclusi6n ~-tnlt}l'ior no bOZa. ch]' un.;1 ncept.ación 

c:.bsolut.a. Exist..t'-n dive1"::~.ls posü..:ionns tu::ot·ca d() la validez, t.ant.o 

do lns r·osttll.:..\Jos t.}Xpo:rimunt.u.lk .. :-;., cnrno del propio Lvv.a.·úifi.C. d~ Bel!. 

Ent..ro qtlinnot; no comp.:n·l.Pn. {_•l punto do vist.a ort,od<)XO est.án los 

qu<'> ·;upon«n que <'I L•.,Ol'Prna el,; Bell us V<~liclo, lo quo implica que 

es J.-.. n1Pcánica cu;.int.1ca, y no las t .. oorías localos do va1 ... iablos 

ocult .<\..~. l··" quP dt.>scribn inr.orrec.t.~')ment.e a la nat..urZi.loza. Est.e 

c;rupo ha anost.rado qt11·· t•n los exporirnent.os hast..a ahora realizados 

se incluyc.•n hipót.üsis ~'ljP11as al tJ~oretn~:1, y qua, por lo t..nn'l.o, su.9 

ro~;ult.ado!!1 no proporcionan iufornt.':lción concluyont.o acerca de si la 

nat.urnlez .. \ obodecP o no 1.1 1h~si::;u3ldad du Bell. 

Por ot,ro lado. t..amhi,Jn han sido prr~sent.adas criLicas al 

Li>11N,ma de B<>ll, q•ie muost,ran qut> su dominio de aplicnción es 

:JO 



más lo :-... ;,_• usuc.~ltnenL<.~ z·,·. En 

t••.lPf.ir:ul:1r, ha sido pos1l•l•'.'- f:Ol\~-;t.ruit' t.~ ·ot·l•'l-S loc.110:-j do vari¡}blc•s 

'.1..:ultH1:<:; 'l\JP \'iolan l.'~ dt••7;i;;u..-1td:11l d .. ~ f_~Pll y qt.i.. .... ~. en sí micnK15;, 

~: •. 1t-:1·ifiC;l1:" do 

di·:t.r-ihu1 ionu~; de pt·ub.1bilidd•l c"ni11nt.:\!.. p.-11~.1. obscr-v.•blo:; quo son, 

,¡,,:';dn ol punt n dü vi~~t ... ...t dp Lt 11t~ . ..1r- 111H-:;\ cul..111\..H .. d, iu1._;t.Jii"i.tJ...t.Lüil~~-

lot :.tl o 0 1 •. q\ 1.:• 1.~1>r1Lc•n:~a • •11 !;u 1 Ci1·111, \li~-~mo c•st • .::ls i..Hst.1·ibucio11Hs 

dut.i•t·d cu1npli r· ~:un 1;. •lp·;i¡;'l1.ltd.1d <k• fh•ll. 

OP lo ...tnt..•rior podt:Hnc1::,;; .__:oncluir qu1'?, aun cuando la ovidoncin 

sino qua, solament..e, 

cuánt.h:a con un.« t.~:Joot"Ül. d<· Vdl'Í<•blns ocult .. as no incluya la 

posibilidad do calcular di:..;t .. ribur.ionos conjunt-as de probabilidad 

p..lra los r~"sull .. ~dus. dt" las mr.odh:iont,..:.,: d1 · va1"'iablos incompat,ibles,. 

ln l¡uo repru!lonLarÍt..\ uu pPobLt-.mo ctu invp::_.t.i;;ación de brz.tn int..ex·és. 

Desd•l rtst..., ¡.H•rspoct.iva, paroc+>-rÍ.:'l sor quo el t..oorema do Bell 

nn pof;ib i 1 idad do una doscripción de la 

, .. 
A.M. C&llr•, 1Yt.ló. 
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11..1LUl'üloza •111<: ,,..,,., •. nmpa.t.iblt· cull p\ p1·incipio do loc;alidad y que 

on la con.v1.:c1ón de univ~rso existo 

lo qun l.'f) opinicin, un principio 

ir·1·et1un1:lablu dol prsns . .:_,minnt.o c1n11L1fico 
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CAPITULO 11 

LA E1.r:c11~u1>1NÁMICA E.sToCÁGTICA 



Li\ Et.Le rRúl>INl\l 11cA L:nH :N; ncA 

1. lntroducci<~n a la L1Pct.1·odi11.\n1ic.• Fst.ocast.ica. 

la 

mr:>-c:Z---1.nica r.uJhl.h::a ,·: 1 ~ h:i.h prL..1pU(•;:,;Lo un br;_u\ 1,llnloro dt: t.P.oori.as quo 

if\t.PnL:ln P·Xplir:ar Pl cc.mpnr·l.,;:\Jl\ii_•ut.o lnicro:;1...;ópico do la 11\ZJ.t...o·ri~. 

y \Hl c~~trnpo 

.1tY-:a1hst.o coincitk.> r::c)ra i.:-, dc-l c~.nnpo de• v~u;i\.) df_., la ekn:t.rotiin~j,mica 

Cl1 .. lnt.ic."\ Sin (.)rnb:\t·:;o, en EDE ~~~;t.'-~ c;,mpt> dt• fondo e::; rn,)_1 Caunquo 

De .• cuc•rdo con l.r• EDE, los rosult.ados 

han 

LZ\ EDE, sin nmbar~o, no t.ione 

por q11<• rest.rin:;irso al e,;t,udio de si:>L0m.-.s on uquilibrio, lo que 

l9 dnbu pormit.ir, un principio~ prodeci1~ t.oda una nueva serio de 

ft:!'IH)fll~l1us ajenos a l.3 mec:inic.-:.l cu¡_lnt.ic:\. 

L. 1 oxist.onr.i:. de un campo est,oc<isLico de fondo que permea 

'lldl\ t".•l osp.1cio dn-bo t.en(•r- l~ft:>~tos n1uy i1nport.ant.o!'J en l.:l dinámica 

d·~ lns 11.\t"t..Ícutas; .-:•sí. cq.--:..hptior i\Psr..ript·:iOn _.clc:isica" que ignore 

nccPsa1·i;'ml•nt.f• in1:01nph"?t..a. Una part.ícula 

1t111\PI'~ 



c•n 

t.;111u:;ifhu·.;:u·la corno un :;1sl.tnn.:i c .. ~i·r- ... ldt). E's~':t const.nnt..e int.or¡icción 

t~ar,tJr;\ r.on-to •rft.:'1.to •"!'l q11 1J: J.:1s v.l.r1.:ihll·.s dio.:inüc.:~s ast.:)ci.:ida:; L\ l~ 

e 1rnpo y part.ú.~u\.a, ser.cin 

aun 011 :e.;H~:; pr1nr~iph1s~ y Lr. F:DF: n;; tllk\ lk· l~·l.S p1·imor~:1s t,(,~orías 

fJ"'..:\t.dS t".l'l) í1)t_,on1~~'11· 1i'•"';t 1·il)1rlos . .,1bií,"l"Lr'::::. 

EnF: t.11·bt. .. Pi.:..1 con.:::;idt~·r.;;,p !.-. nxist.oncia de 

de (011do t..:-loct.I't lil1,.:\~aát.ico (¡;ravit-acional, 

t u(;1·tr-. dúbii). ~-;:u, umb;~r¡:-;o, p.·-u ... ~·Gt~ t.:t~r quü btJ.!-:L..:.' con considn1 .. ar 

P.• ... t.(• c:...-mpo par a {~nt.Pndt. ..... r·, .. ~l mnnt.J:_-;, !.:\::.: propiudadns dn .slst.on13s 

nu cornpt"ünd.Pt"' pj comport.amionLo cuánt...ico 

t?-lt_-i.1nontal1}.s (comt) ,.¡ ne u t.1 .. i n(l). Aun ;:lSÍ, 

dobldo ost.a dlficu!L.aJ. 

54..ii:;ún '-'1, .at..ravás dt'·l comport.G'\miont..o e~.;t.ocic,,,~t,.ico qu0 a.dqttiH1·en Lu.s 

J""lr1..1cul.._o; en cont...act.o con .-~1 c;01m¡.10 oh_~ct.1·om.:~.t;f\E~t.ico do íondo, 

Lodos Jos den13.s campos adquieren p1·opieda(lüs ost.oc~s:t..icas~ y deben 

.. ,lcanZcll' un fJSt.ado d1.:~ vqu1librio flllt.' .""l.so-:;nrn quo sus pr-opied.ades 

corno su den.sid~d energía, .:idquieran los 

nlis1nos valoro::-::. O\.--. ost..a forrn.<:l, b.:l.st . ...<l: r.on dcscr·ibir uno solo de 

usos campos para conocPr Pl comport,.,amit;~•nt.o de los don\tÍ.s. La enorme 

1
1::. So.nloe CtQ?P). 
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haco ol mejor c~ndid~1Lo para osa 1l•'St:r·ipi::iót1. 

inLf:!racción con nl c:.1mpo dro v.:_1cín dq l.-.\ r·h~ct..rodin.._imica ctJ.:ínt.icn y 

t,J'dll:'.:;fc1rn1.)t1 

a1·mónico t.•n inLni-ar.:::ct••n cqn dicho c~·unpo y •1ncont..ró quo ex.ist.o una 

n-quílihrio 0ut.ro l.::\ pot.uncia media quo ol oscilador radía en su 

movimi<>nt.o y la que i.lh,<orbe rlül campo, si so supono que la 

densidad espect.r.11 Úü Úst.e, a l.ümpePat.IJf'<'.l Gt?l'C>, OS do la forma: 

H. kal\lS\n, 1~9; 

p <w> " Aw
3 

o 

E.I. Adi.rOV\.C.h 

A, A. Sokol••V y V, S, TumanC•V• 1U~O 

y M. 1. PodgoreLskt.L, 

=\., Draffort. M. Sptghel y (., Tz.ara. U:>"">4; T. \i, Mareho.ll. 1Pó3. 
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t,ermo<t!námico. 

rno~t..J•t), l.• const.a11t.o de 

la misma. que 

(1) 

acunrdo a Ja lev dt> f'l .. l1n;k. c·l •nmporL<:lmíc·nt.o dol oscil<:H.ior a 

Ctlincido ntJevan\ont.o con 

lnrr,rado alc.•tY?.al' un '·'"t.ado de oc¡llilibrio. lln campo 01·if;inado de 

turrna üst.oc.:)st.ico, 

~~ul1one quo Ja <Jisl.rib\Jción do m~:i.t..ori.:.\ +:ff1 ol univorso osJ' a r;r.::u-i 

hon\Of;Hl\Oa isot.rópir::_l, el campo het.rodará 

propir,d. idos 0nt.e1·iore:..~ seriln v<ilidas 

~-•ietnprE-.!' quo no oxist,.."' ca11t.idadc•s apreciables do mat.eria 

fondo Cpo1· ojomplo, si 

Jos modos). t:xplicar.i6n do al;;unos íonómenos 

1:0.\nt.icos, con\o el r~xporinv.lnLo do las d1JS t·úndija::-;, dependfJrá 

cru..:ialmenl.o de la anisot.1·opía dul "''"'Pº dobida a la presencia 

:JQ 



nst.ón ablerLas <>lt.erará fondo y se 

rt-al h-}jará on un c.:.1.mhío 0n e-1 comport..ztmh.:int.o dr:i l.; .. \S pa1•t.ícula.s 

<l>1cho th~ ot.r.t\ ti:1P1na, PS ol c ... unpo de f11ndn quion "sa.bt~" qu0 Jns 

dos l"endi,J.::ts (.<:-~-.:t .. ón abin1·t. .. '1~_.; v lo "conninit~a.. .a l¡)s par·t,ículas). 

OLr.- í mpor·t..a11t~t~ pr'"oph~d¡_,d d•.•l c;1mpo dP v.1CH.l (n; o! hecho dt.._ que la 

deJJstdad n~pPct.r-.d < 1) ... :;:; l..:" únh::·t qut:· pc-rm.1nt•cp invn1·iant.o r1,ent.c.• 

fricctó11, lo que- ":;e t.r.J.ch:•:P c;-n que- p1·o::;f"l'V~.\ Cc)n promodío) la le,,· 

dn la i1n-:~r-cl'"'>1 

i;ólo un:. medid.-, d<> b rna:;;11i Lud di.> bs 1 hict.uaciones dt~l campo, y 

d1~t.P1·rninado co:e~tno !c)r;í c:imnntr~ _ ospocu!ado, 

Incluso, soht·e posibi li(bd que, las 

inhon1ot;enoidadHs loc.ah~s: que oxi:'.::Ot.Pn en el univor::~o, '.:>l valor de fl 

puodf~· vni·ia1• de- ntanera ~pr·nci.Jbh:- t::'n difc-rent.e~; rot;ioncs do este, 

lo r¡ue deboria da.r luc;ar a f<>nÓmPnos do i::;t-<:>n import.anc!a. A~m más, 

el valn1' do ti no t.<•nd~-¡,. poi' qtw h<•lwr permanecido const.ant.e en 

t.ndas la....:;: (;poca.'S. 

Ent..re li\s carar.1.orfr.·t.ica:s del c.:unpo dol punt.o cer·o est,¿, 

t. .. unbit-in su incClhert.•nr.i¿-1. y c-1 hPcho dP. quo su promodio t.emporal y 

' I'. v. J.t.ituh .. Lll, ls:>ó'!l; T. H. IJvyor, lYó9; E. :';ar.ton. 1974 . ., 
Uno. .i~ecus\on máa d .. la.!.> 

l;..•ndo puedf'> on.;:onlra.reo en: T. H. Doyer U>?O y 1975. 
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'"''pacial ~10 anula. Debido "' lodo ost.o, ('S nalural ospor.:ir q110 no 

sea obsorvablo a osc.:..\l¡_.?J mncro:czcóph::~)., dondo sólo las f'f'ecucncias 

baj;\s, para la.~ quo t;Jl ca1npo e~; despreciablo, t.íenon ofect.o. Sin 

h1lo¡¡;ral ~;obro t.oda:i ki.s fPtocuunci;is ''" lnfinlt.<.\, lo que lo da un 

·por las quo 0:':1t.a tocrü, con:sidi,;.n·a .11 c.:-.unpo do í'ondo corno un campo 

las obsorvaclonos. El p!'obloma anll'.'r-ior pono on ovidoncia el hacho 

do quo ol C!SpQct,ro <1> dobc ser v"lido sólo p<:1r-a frecuoncias 

bajas. Una for-rna d~ vo1~ l""?Sto ('.'S not~ando qun par;\ valores do w 

t.alo:s c¡uo ti<" >> 2mcZ la prob«bllid.:1d do croación de pa1·os ya no 

puedo dosproci.arso. Debido a quo p
0 

Cw) es la única densidad 

ospcct.ral invariant.o do Loront.z, paroceda ser qun r.s inadecuado 

exigir ost.a propiedad si doso;:..mos quo p (w) 
o 

soa inlo¡;rablo. Lo 

real do nuost.ro universo no <1s L::. do Minkowski. Do est.a forma, lo 

que p «~) 
o 

no es qun invariant.<.> df.! Loront.z, 

sino que posr ... --a cova1~iancia bene1·al en una rnót..rica adecuada a 

nue:st.ro universo (por ejomplo la mét.ric;i de Rübort.son-Walker). 

Hast.a ahora no so hc1 encont.r.:\do una densid-'.:ld espect.ral 

F1uocuada que se;:i int.e¡-;rable y ¡;onoralmcmt.e covariant.o, por lo que 
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la densidad <1> continúa utilizándose. Es important.o notar que 

oiat.a forma dol o:spoctro es :sólo unn idealización ya quo on r;enoral 

existirán fluctuacionos <1.lrcdcd01• dr, la ecu<>ción CD. llast..~• el 

moment.o no e<: conor:on la~.; con!:a:cut:•ncia..<:; qu{} est.as fluct...u:.:.cionos 

puodnf\ t.on"3r. 

La EDE ha lor,:r·ado l'ü~.:olvcr· con •. ;xito un apt,ocinulo númoro do 

<incluyondo ,, pr·imcr o!"den y su 

oviduncln indiroct,n do l.:; nxü;l.,;nci;:; rn«l dol c.:i.mpo d<> fondo. 

del cornptn•t.amionto ondulatorio de l') materia considerandolo un 

reflejo de la int.orac:ción con el campo de Vdcío. 

2. Des<:ripciÓn del campo de vacío. 

Para ost.udiar los sistemas dinámicos desde la parspoct..iva de 

la EDE, es noc<•sario conocer las propiedades del campo del punto 

cero, y expres;qrl.1:.: en !enct..J~je mat..emcit,ico. Como dicho campo es 

olectromagnót.ico, podemos utilizar para su estudio la herramienta 

desarrollada en la oloct..rodir.::imica clásica. EKist.e, sin embargo, 

logro•, y probletmo.a de 
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una diferencia esencial ont..re los campos t:lásicos y ol campo do 

fondo qu1> radica tm ol caráct.m- cst.<:idist.ico do ,;st.o últ.imo. Dicha 

campo do vacío. 

pnrt.ir del pot.oncial V<Jct.odal on l:::t forn1'\'. 

(1) 

Podomo~J dPsal•t•ollar al pot.nnciC">! voct.orial on una sur·io do 

Foui·ior do ond= plan"'" con voct,or dü prop,~¿;-.'.'tcl<'>ri "<,, y frecuencia 

"'n ,. ckn <con k,, "' ~kn~). El vect,ol' k., ~'';t..::. dado por: 

r. 
' 

k 
" 

Y" r¡uc 

(,2) 

impono la condición do 

qutt qu;,p¿¡¡ un númern <>nt.<>ro do lon¡;it.udos do onda ")... on la caja do 

lado L, y k "' 2rr/,>,.. Et pot.encial voct.od.:tl :..;o oxpro~o en la 

forma; 

A .. 1/L3 nE E e [e exp<i<k .:u-w t..» + c.,. oxp<-i<I< .r-w t..)] <3> 
nq na'" n n ne' n n 

n e' 

dondo los 
,... 
e son 

ne' 
los vocLoros do polarización (con a = 1,2) quo 

sat.isfacen la condición do t.ransversalidau: 

(4) 

y la de ort..oa;onal!dad: 

" "" e .e = 6 (6) 
ne' nO"' O't:T' 
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"' Adomás como k & k /k 
n n n 

" y los vect.ores r f'orman un t.riplet.e 
""' 

nrt.onormal, ~~at.isfact•n h\s condlc!on••s: 

Las amplit,udl's 

En 

e 
""' 

de la 

6 - k k /k2. (6) 
\..! nt nJ n 

ecu.:tción <3) son números complejos 

son números bien dofinidos, 

La ecuación G;) adquioN1 un<> fot·nia mc'1s ct,nvonicnt.<> pnr;:, Sll 

an;;\.li~!s i;i ~'º r<>N;cribt> a e n¡¡p<-iwt.) y su compl<>jo conju¡;ado 

como: 

cos k ·>< (e o'"'' + 
n n(7' 

n.:" 

e* e-·1..;..•L) 

""' 
+ i sen 

;;;; (4rrc2)
1

' 
2 [-q cos k »< + ~:::. son k . x] 

n<f' n tu n 
n 

De ost.a !'orma <•I pot.encíal vect.orial qtwda expresado por: 

;: [-•¡ cos k .x + p /w sen k ·>< ] 
ncr nC" n no- n n 

(7) 

donde qna- y p ""' son f'unclonc:s oscilat.orlas dependient.es del t.iempo 

que sat.is1·acen las ecu::;ciones: 

qno' + 2 o <8.a) "' <¡no' n 

p"" + 
2 

úl p"" o (8.b) 

q""' 
.. 

p""' 
<8.c) 

2 (8.d) p = -w q"" ncr n 

44 



Podemos escribir ahora los campos oléct..rico y maf:;net.ico de la 

forma: 

E<x,t.>• [4L~].,Ér:';; [p cosk .x+""'1 senkn·><] 
n«" nó' r. n O('" 

n"" 

(9) 

[
4 r«; 2]' i.Hx,t.) .. ---[:-¡¡- " ~ } [q 'J01) k 

n<Y n·.:'I'-
.x + <p /w )cos: k ·X] 

nu n n 
(1Q) 

2 
<p + w 

ncr n 

fr.r·•ct•~~nt-:lri. cnract~oríst.\c.;::1 1..1.1 , 

" 
dond.a bs lln,.., y Pn.,, 

el y 1nonw .. •nt.os r:;ono1"alizados. 

El hamil~onlano do C3da uno do· ~~st.os o.sci ktdO:t"os ost,..:i d;J.do poI": 

.. 
"" 

(12) 

Puedo versa que, con el h;,:•mllt.oniano <tD, las ?'elaciones (0) 

re-sult.an sol' dlroct.am•)nt . .:• las ecuaciones dr; f141núlt..on del sist..ema. 

y por lo t.ant..o loa valoN>G d•) c.:nia 11 
""' 

t..mnbión lo ser·án. SI ahora 

e1d(1;imos que el p1-omodio de la •Hl<>rg-ía do cada uno de ost.os 

osciladores oloment..alcs sobt'e t.odas las l'eall:zaciones del campo 

corresponda al promedio de la enorGÍ:'.'1 dol campo de vacío de la 

por < >. se obt..lenu: 

<H > ,. .lfy,, "' !(p2 + wn2 qn2 _> 
n~ Z n Z n~ v 

<13) 
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o oquivalent.omont.e, usando PI t.eorcm.'l do! virial: 

<14> 

Ademas, como ni campo de vacío doh0 promedial" a ceJ:>o, dabomos 

<q ) 
"" 

<p > "' o 
r10 

(15) 

aun ot..1 .. a '.::ondición~ basad.:~ on nl hPcho da c¡tto nl C.)Jupo dl) fondo 

c11 lá t orma: 

<q,.__.,.Pn.O'"· > () <16.a) 

(o ,.. > (f-'M""2w ) 
,. o (16.b) '-' (.) 

'"nv 1n'C'"' n nn· <r<T' 

<pn-;rpn·u· ) ( l'iw /2) o 5 <16.c) 
nn· <Ter' 

La máximél ostoca."lt.icidad implka, Lambión, quo la amplit.ud 

do cada uno do los modos del campo obedece una distl"ibución 

t;aussi:lna. Este tipo de clist.ribucionos posoen la p1•opieclad de que 

los mcmr•nt..os de ordon supor-ior dt:-. l.:i variable ostocástica z pueden 

oncont.:ral"so a par-t..ir d0 los mornont.os do pt·irner y set;"undo orden. En 

p<lrticular, si la variable ost.ocá:s:t.ica promedia a cero so t.ondrá: 
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<z"> 
{ 

(n-Dll 

• o 

V.Jt~h:1bln·!;-; c«1tH)n3cas d .. :-1 catnpo q v p por 

A "' E I: 

1~01\ V "' L '. 

{LI fl~"" 

-1/Cltv .. 1 )
1 

-i Up + t.•.' 41 J ~~~p(h,• t) 
n n:r " 1v·.. n 

flp 
il·7' 

- '·'·' q l··~p<.-i1~· t.) 
n n~'" n 

;tnLt:-t·iot•t:-s üS cla1•0 qut'.." a 
fl,;'" 

<tí'.b) 

y <l 
n~ ... 

Oe las <J<cu.:icionc•s (15) v < 16) p•)<fomos obt..ene1' las r-elaciones: 

es:t..adist..!cas que debon s:at.isfacor las ;;, 
rn• 

<19.a) 

o (19.b) 

(19.c> 

81 hami.lt..oniano (11) qued;:i dado por-: 

H t..v a* e"\ (20> 
" n nt:r t'lf':T 

n "' 
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Las '~xprosion(-s ant .. eriorns 

variables 
.. y ,., C:Oft10 los 
n,-r 

opür·adorüs de t:r•.~;.)r:ió11 y 

EDE y. un 

do dond": 

<E. <x ,t,)(:; <x ',t, ')) 
l ) 

<11 :> 

E 

7. H t. 
-\-,--

su.:;ieren considn1"'at" 

cst.oc.:ist.icos 

aniqui lacilin 

' . ·~ l ·,;el 
~. n 

< [-ia expO<k .x-1.<1 t,)) + e.e.][-¡;,, <~xp(i<k,,,-x'-w !,')) +e.e.]> 
11..;_T n n n·~T 

Finalment..e, usancio la L~cuar.ión en. (~ncont.rarnns qne: 

q~ <x.t.)E Cx',t.')> 
' J 

2 n fl E E E E «5 - k k /k2 
),,¡ cos<k . <x-x') - w (!,-!,')) -V-- lJ t.J n n 

n cr n'o' 

'18 

a lns 

los 

on 

(21) 

(22) 

(23) 



Análog¡;,,mnnt.r. pul'de dPmO$l.rarse que: 

<D.<x,t.)D <x'.V)) '" <E <x,t..>E <x'.t..')) 
\. J \. J 

El rttsul1,~do ant.or·ior '1dqui,,ro ll!\~• forrn,·• 111.is útil si so t,.orna 

el lírniln L · en. En t!':!:;n· ca:::;o, 1<'..'l .sun1a .sobre n so conviel"'t.O en una 

int.o¡;ral :smbrc> k, Y<' quo: 

1 
V E"' 

C:omo An • 

v E 
n 

" 

E 
ti.n 

--l-,-· E 

E E E 
n f\ n 

1 z 3 

An f>n 
2 

E 9 -r- -L-
n 

a 

PoI'a n./L 
l 

k /2rt "' l\n. /L. 
l 

,::,;.,, /2n, por lo qur>: 

V E (!/On"> r: L\k r; flk E hk • ;'. 
1< 

2 3 

l i rn 1 
E (1/0n)3 JJJd9k q y' = 

v-º' 

La aut.ocorrelación de E se ,.,<pros,-_, como: 

s 

<E. <x,t.>E <x',t.')) ti Ícó - k k /kZ)w cos<k. <x-x') - o>(t.-t.'))dllk 
:fñT J 'l l 1 l J 

Un caso import..ant..o correspondo a x' "' x, on el que se obt.iene: 

<E <x,t.m.<x.V» 
l ) 

con d() la 

I<.S . -
lJ 

k k /k
2

>w cos<w<t.-t..')) d"k 
l 1 

diforericial do sólido, 

J<ó .. - k k /kz> dO = fó dD - Jk k/k" dO 
\.) \. J 1.) l J 
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Debido a la es Ja nlisma 

7'rr n 

o+ f .. : d() ., J
0 

J
0

kico:c/c,1. ~wn.p d</J d& 

" 
"' 2nk~J0 co~/,¡, :>N)'/• dp "' ·tnk:t/'3 

de donde, fin,,..lrnonl..o: 

<G <x,UE <x,t.')> 
' J 

J "~ 3 t...> "'-e 
o 

<7.4> 

un donde se utilizó la ucu<>dón <II.1.1>. 

El rosult.ado ;int,el'io1· n:; 11n ct•sn particular del teorema de 

\vien<>r-Khinchin de !;::, t.ceo1-í;:, ¡:;»nc•r·al de pI'ocesos estoc:.ist.icos, quo 

~,~laciona auLocorr("'lación de u1 i.i<l vuriahlo est.ocástica con su 

espect..r.:>1 do .fluct,u"1ciones Cen el caso del campo 

electrom.1¡;'nél..lco, lns .fl<.icLuacione"-l (EZ:" son proporcionales a la 

den."Sídad de energía). 
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::J. i.>C.~:s t!CU.<.:,ci.uncz.; d~.· ovntución. 

<F-P), t~volucicín, ha ltna 

parLiI· do la 

probao1iit.i .. :\\l ... n 

la P1_:11ac1ón do F-P para ol cast..' en f:"'l qtto l:-.-. fuerza í'S.t.ocdst.ica es 

tin ruido blt\J\COt es dHcil", cuandv su densidad ospect.N:U es 

in<lupendie!ltu dL• la f1·ocuoncid <p« .. » = et.o.); cst..e tipo ele f'uerza 

f. ·rrno.l. lo c.u,\~f\.Or !n9r.~Í\.Cf'.1 que ª' .. t ai.slemo. 

'º" l\.empo~ l 
1' 

l z''. .. í• 

'"- po'?>\t:l.Ón X o.l ti.ernpo l 
f•+ t n+i 

•' X 

" 
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ap••• 0r.e 011 furoómonos como ol n1ovimifmt,0 browni.mo. En la EDr;, sin 

ocunción lll.1.1 )) es 

por lo quo os 

!! "' (1) 

dnBde A PS ol pot.oncial voct,01·íal, V os un pot.oncial ext.ol"no y llr 

11 

A part.ir rlol hamill.oniano (j) ptt»dn •;bt.onc,rso la ecuación de 

movi.mienl.o u~~ l~ pz...rt.icu!~ c;ieuiPndo un mót..odo n1uy conocido on la 

t.Poria t.~loct.romat;nút.íca. 

dunomina ecuación do Abra!4-.m-Lor<c'nlz <A-L> y t.ione la forma: 

mx m F + IT\T)( + HE ·1- p X X D 
e 

<2) 

conoce como Ja reacción do Padiacióri y se obt.iono como una fuerza 

qun el campo radiado ¡ior !;:. pa1-t,ícula e júl'CO sobre ella mismaº. 

0 
Ver. pc·r 

co.mpoe·, 

OJOtrtplo: 

Vo~umon 

D...t1 eolonu U."'"(11. 

¡¡ 

E, M. l..dsh\.l:z.~ 'Teor\a ctciei.ca. de 

de T«""Ór\.ca, ed. Rnverlé, 



t11 I<> U,E, lo~; campos cl.isicns E v U do J¡; <h:•1.'\ción (2) se 

::nmt .. i t ttycn por c:atnpos t.~:-;t.oc('ist.icos, y la funrza ext.ornZl F incluye 

oxislir. conoce canto 

Arlem.-:is. 

F'<".t,) + m;x + eE<t.) (3) 

In f:l>E. ¡\l,;unos do olios pnrLen do ln 12c:unción do B-M
9

,. miont.ras 

que la df:niuc:ción dn •.f~,:t...t ocu.::1..-:ión •:.!"~ nviy 0x.t.~nsa, y a que no est..á 

1Hr1~ct.,arn<n1t.ü 1.•l obj.,t,ivo de os t. a ~ü:sis, nos 

línl!t...orontos a da.l" c3'l rPsult.a.do. La ocuación dt~ F-P para la 

do un ol 

iJQ + ~-.'lQ + '7 .<F + ..'.:.W)Q at: m p m 

PA. Id. Co\lo, 1!>114. 

lOL. d'"' la Pef\Q., 1903. 
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Í)"P QCx,p,t.) u ,. zr; 
« 

º"" Q().'.,p,l.) pz.E ~ 

\ k 

<sln 

L" V. 

r:'f'<. t,) 

t 
tl X L <!~~·(t..) E'"<t,')) Q<.x,p,t.') dt..' 

1 <ip 
l 

J 

f <E:;n.1 E"'< l-' n 
t)p\. 

Q<..x ,p,t..) dt.' 
. o dp 

modificado 

1/ t r ECt.') "'Xp((t,-t,')/f) dV 
. {) 

(5.a) 

por la 

est.udiat' el ;\t.omo do hidx·o1;p110 •'ll "I rnar·co da la EDE. Debido a 

ol ;::Ít.Otl\O "" 1lt.1 ~·.,1·lódko11 

P:n·;:._,, lot;r~u~ fJst.o, sP considc-:ra quo el campo do 

pl'Od,)CO sobrt.~ ol rnovi1nient.o 

clásico,. v so oscribo l~-. pf·ttación dn F'-P e-o t .. t:;rrninos do VOPiables 

11
ver are:ndlce t. 

12 
T.W. Marshall~ 191.10, 

cp tt" 
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cnn P<~ ) 
' 

val'!ablos do acción ' ' 
La depPndencia 

Los cooficlont.os A y f! ust,<.in o.lado:; poi·: 
') 

en ol espacio do 

ti¡; ( t. ) 

dondo lP 
L 

B ,, 

denot.a 

2 
L' 

2 E 
k 

A "' m-r :L v· <;.:: 
t 

l: L ~~H(,~) ~\ l 
proJHüdio 

dp 

iii.'. .. .. 
·;¡¡,---:-

>; 

K 

corrc:J.:'.lr.ión do la f111 ·r·z.'l .... Jcicl..rica C!~;t.oc.i.s:t~ica: 

K (s) 

" 
<f. (t. )E l L- ~> )) 

' J 

(7.a) 

~J ¿- ( t- :•; ), 
J 

J ---¡¡-p---· 
l 

ds <7.b) 

es la función do 

y calculan para el movimiento no 

La de y la t,écnicas relacionadas 

con olla son vi procotlimient..o usual ut.ilizado en la EDE para 

ost,udi,w ol compnrt,amlont.o do los sist..omas dinámicos. Sin embnr¡;o, 

l.• est.1·uct.u1•a mat.ern<it.lc:::. do dicha ucuación es sumamont.o abst.racta, 

por lo que '" fí,.-;ica dot.r:1s de ella queda, en ¡;ran medid<>, oculta. 

Para evlt.ar esta dif!cult.ad puede 

y A. M, Celto U.s.>e?>. 

5 ,. 
" 

usarse un método altornativo13 



<H> un de 

Braffort.-Ma:rshall (ecuación <Il.3.3)): 

rn}( ,. Füc) + mrx + nE 

do T::\ylor 

obt.enarnosc 

la ecuación 

alrededor de 

<D 

en 

(O) 
X 

Subst.it.uyendo <2) nn 1-~ •'cuación ;,ni.,<..'l'ior se encuent.ra, a 

orden dos on o: 

(3) 

Da <1>, (2) y (3) se obt.ieno, después do sopar-ar t.érminos con 

1.-.s mismas pot.encias do e: 

··lO> .. r <x'º'> <4.a) mx 
' 

8F 
•• 11) I: ' 1 '1> + E <4.b) mx a;:zk o:'\ ' k 
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fil){ 

"' par~.:-\ x: 

de la forma: 

\ 

L .. E 
n {l.,Vlf. (t,')dt.' 

') J 

1:on O <t.,.t. 1 > fun<.:lOfH .. .,S r:or.t.inudn 1 ... :-tlc:s quP. 
'l 

(J <t...i..') "' o 
'! 

si t.' ?: t. 

Derivando x"' re:;pcct..o a t. '1ncont..rarnos:: 

l 

E (J (t.,t,)f: (1,.) + I 
<J J - ~ 

l 

.. I.~ E 
l 

E : t. º,/t.,UE/1,) + J_ ~ E 

l 

E (t,)/m + 1· E 
' -~ 
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~~ub:;;t.it.uyondo lo nnt.1:rior c•n <·l.h) y uc-:,:mdo el hC"<'ho du quo 

x'º1 
cumplo con la ecuación cl<isl<::i ch1 movimi<•nt.o que Implica: 

JF 

:-;:' 1 u 
k 

~ - {()¡ 

"p 
l 

, ~ n 1 

'r J [m o (t,,I,') -
clp. (t.) ] 

E ·~---'.-·-·--·- G <.t.,V) E (t.')dt.' .. o 
a ?\ i º 1 ( ' - ) kJ ~ J J _ .. ~) 

Gamo las E <t.) ~;on 
l 

.111t.0T"ior ~;o t"educo a: 

• 

. ( u ~ . 
,¡ l> ( t.) 

' 
! n) 

( L) 

() (t,,t.') "' o 
k.1 

la condición 

.. G <t.,t.') l. 'o) l 
E <l !.__ :_~-' --~) 

iJ t.•· .... 'o ) ( t) 
X L ..., .. k ~ .,. 

(J (t,,t.') 
kJ 

L.a ocuac:::ión anlarior so S..:lt.i.sf~1cc- si t..ornarnos: 

d•• donde: 

tl> 
X 

' 

o (t.,t.') 
lJ 

<IX<Ol(l.) 
l 

ax'º' et.> 
l 

iJp'º'<t,') 
J 

E (t.')dt.' 
J 

En forma ent,eramont.e posiblo obt.onor 

(4.c), y, un principio t.odas las do111~ 

cort·espondient.us. 

"' X usando sus 

12> 
l( 

(5) 

usando 

ecuaciones 

Do la ecuación dn B-M se puedP obt.enor una condición do 

bala11co d., vhOl'l'.;Ía si se mult.iplica por x: 

11\X·X FCx).x + mr~-x + eE-x 
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Como mx . x 

-dV/dt.. 1:on V ,.¡ La OCU<lC!Ón 

de~ dll/dt. dehe ser 

por lo que le> condicíón do balance ene1·¡;ét.!co os: 

nn{P <x . x> + dP <E. x> "' O 
t t 

(6) 

f>osarrolkindo est.::i o>eJ>I'eslón al orden más bajo en e se 

ol>t.i<"no: 

(7) 

Para llo¡;-<:>r a In ocu:>ción ani..orior so ha t.omado en cuent.a 

<E.,<'º'> '" <.E>.>('º' "' O, puos 
!Ol 

X no d.:;pende de la fuer:;¡:a 

,,,,t,o~,;i..-;t.icn y E promedia a cero. La ecu.:..ción (7) es una condición 
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ne oquHlbrio que rlr>b1: sat.isfacerse a orden más bajo en o siompro 

qua la part.ícula se oncuent,1-e en un t>st..-ido est.acionario. 

5. La condición de oquililH'io para sistemas 1mdUper1<;1.Hcos no 

dogenu1·a<los. 

Est.arno:s int.Hr-i;~~:ado;<;: on :.~plicnr 

física y :c;impllcldad mat ... •flic>t.lc:; que 

><'º'<t.) 

con w - Se. .6) y 
k º· 

las 

<!el movinrlont..o. L= variablo:c: 

sist.oma ost..án dadas por: 

2ro; 
\ 

w 
º' 

l .... , <":ondición diJ oquilibrio 

~-'1.1 !llf~ lodo 

(1) 

las frecuencias funcL"lmentalos 

li 
' 

esto 

(2) 

dondo las fl, son const.ant.es darl:is por !as condiciones iniciales 

tlel problema. l::n t.errninos de es~,as variables la expresión (1) t.oma 

In forma: 

x'º'<t> = I: 
k 

-zk Hxp<2rrik. n> (3) 
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En la i>XJJl'eslón ant.erior dllioI'e z 
k "" 

.... 
>\ sólo en unn fase 

arl>i t.re<ri a quo ro:;lllt.;:, i rrJ"" levFtn t...;:~ I '~'1 t"" lo que on .:tdolant.e no 

t.ar.,mos dlst.indrm Cf'l~•l'L" oll~l.C. 81 ntornt'llto p .. mx es. a ordon 

por lo qua: 

p'°'<t.) .. i111 E Ck ·~>..,)Xk <'Xp<211ik ·)'}) 
~ 

\. T ....... 

<E <t..>E <V)) 
J 

I: lím 
\. T ... w 

,. \. 

1 r J .,,-.~-J <C ( t, > 
~4 l .. 

-T -~·# 

T l 

,¡ ,{ ( o ) ( t. ) 

L - ----- E Ct.')dt.'>dt. 
<>p'º'<t.')J 

J 

<E (t..)E (t..'))dt.'dt L,.L .. E i) p ( o ' ( t, ' ) J 
J 

E lím 

T mt)<O>(t.) 
1 J J J p ' S(w)coswu dwdudt 

ZmT -T o O () p < O > ( t. - U) 

' 

Por ot.1·0 lado, not.amos quo: 

<'lp. o' {t,) 

' --------"' 
ap:º'<t-'> 

rx'º' (t. '>,p 'º'(t.)] 
' ' 

(4) 

(5) 

dondo C , l d~not-a p;,rént.esls d<> Poi~son. Podemos calcular est.e 

partint..e"is en el sistema de 1.-:.s variables da acción y án(!;ulo: 
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[

dx'º'<.t.') 
bc'º

1<t.'>,p'º 1 <t.>l,. E ' ----' , a') 
J ) 

iJ p <O l ( \,) cJ X <O 1 (t.')] 
' ' ---¡¡;;--- _dl,'_j __ _ 

J • 

• - 2nm EI:E expC2rti<k -))<t.) + k' -n<t.')))(k; 
J k k • 

.J<k-~ x } 
o k ~ 

.. 2n r;r: 
) k 

En oJ cé1.lculo a.nLer·ior su ut.iUzó ol hocho do qu.ct el sist,P.nta 

delt..a de k y -k', va quo si 

en una 

del vect..or «> 
o 

son dlstlnt.as ont.r" si y dist..int.."''"' de coro, 1"' única !orma en que 

k·«>· o 
-k' ... 

o 

~·s si. k "' -J<'. Lo ant.arior no os neces3riament.e ciert.o si por lo 

O\Onos dos do las component.cs de~ 

Por ot..ro lado, s::.bomos 

"1!t 
0 

son isualos. 

que - $ 
"' X -ki. 

poi• lo que, !inalment..e so t.ieno pa1•a l<:> pot..encia media absorbida: 



{P <E.;,"\ 
' 

T 

I: lirn 
'!'· ...... 

~-·{I í.::1: '\,'\,i
4
<·\¡0:yxp(it.(t\+wk,))dt. 

- i k l<, 

.. 
La condición <l!A:/) ~;e 1·,.<Jucc" <.mt,onc0s, a: 

[ •. - !2 w j X -
k ~' 

~ ;:] k . 7 <0 SCw ) \ x . 1 n O 
r; k lt 1 k\. 

f;') '~nn-:!ición vquilibrio onorsét.ico 

sat.is!acor un mull,1poricidico no dcG"onerado 

int.uracción con ol campo est.<.c<isLico de fondo. 

6, El oscilador arm<.ioico y el rot.or rÍGido. 

(6) 

(7) 

que 

en 

En ol ""PiLulo Ill ':"' an<1liZ.ir<Í el problema de la aplicación 

<Il.'J.ll) mult.iporiódico; en esi>a 

~acción nos concrnt.arernos a estudi..:ar. co1no ojemplos sencillos, dos 

<üst.em.:.s con un solo periodo 1!0 movimient.o: ol oscilador armónico 
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• midlmensí unal y ot roLor Ambos si~:;t.omas han sido 

por: 

tOl 
){ 

La condicír\n de oquillb:ric> r.t.• r<>duce 0: 

IJ.).;,l X 1 ... 

cn11dicicin 

,~- nxp(-iu>(,)) 
·· 1 

de 

-' z 3 [ª ;¡: H C --1 -~~- t0 - z] S<w) ! x, 1 .. o . ' 

J: 10) 0 tO) ,- Z 
~ "" J p X d(, "' •1TTnll<.1 Xi 1 . 

la ecuación (3) se reduco, at>Lonco,-;, n: 

wªI'. - • 2 3 ['1 :-:_;{w) (] .. o '-fl e ··~ z. at-, 

.. .,_,"¡; - :Ji}( 
nt<'-' al;· "' o 

ó4 

equilibrio 

<D 

posición y el 

(2) 

(3) 

(4) 



Y por lo \.ant..o oht..cnemos quo la soh1cl6n do oquilibrio corresponde 

a; 

nti (5) 

La en~rr;ía clol oscilador es. un t.~~t .. u c .. :u.-:;o: 

(6) 

Subst.i\.llynndo <5) on (6) se obt.iono qu<~ U> onergía dol 

oscilador roo;u1t..a !>rx-: 

en 

ttUO üS, pt·t;.cisamen t.t:~. pl't,dico l;:i mee-ánica 

ant..orior dt'~~:;,compuniondo su n1ovüníe·11t.o en dos oscilador os 

pe rp<H1<Hcul.\l't:•s con To111J1·ornos, ont.onces~ 

I'. .. t; + I'. 
X y 

'-"at..isfaco la Nrl<>ción /'; "' 2nL, con L ol momont.o ani;ular, por lo 

quo: 

L (8) 

Diferent.o~• aut.orn::: han t..rat.odo, en forma aproximada, el 

problnma de la orbit..• circular on el át.omo dtt lddró¡:;cno como si se 

t.rat.ara de un 1·ot.or rí1>ido
16

• Para un poLencial ccnt.ral de la forma 
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V .. -k/r, la eneri;ia y el rnonwnt.o an¡e;ular• do una órbita circular 

rn i.. z 
E '" -

2L
2 

Do la ecu.-.ción CO) obLen;,inos: 

mk
2 

¡:: "' -

mz2·,, 4 
E .. - -----

?. f, ~ 
(9) 

La ocuación ant..ex·ior os proci!_:amont...o la onort;in quo predico 

1nayoros do la órbit.a y que, ~omo veromo!> ni.á..<r:.: ~dulant.e., aparecen 

aun on el limít.e on que la exc:onl.ricidad l.iondo a cero. 
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CAPITULO 111 

EL A TOMO [)( HIDRÓGENO fN LA 

Et.l::CTRQDU-<Í\M!Ct. ESTOCÁSTICA 



1. 1nt.roducción. 

EL A roMo or H10RÓGU'10 EN LA 

Eu~c rr-1< 1u1NÁMICA fan oci>.sr1cA 

Eti ol c.:.ipít.uhj .cint.f;n·~ior Sü dl.·~-.:ll'l'Olld.l'Dfl lo::; m6t.odos do la 

f'.hf~ .1plit:¿ ... bloo al lJ:';t~udio do !':;:i:.:.;t ... om,).s cnyo movirniorat..o clásico os 

1nulliperiódico. Exh:t,0r1 mucl11}!~ st~::t('-rn::ts ch~ t;r.:.-in int.t:"t·ós físico qllo 

f'O:<lOO[) ent~ro qua on.cuont.ran ol 

K•·plnr. 

1::1 irit(.:i.1·ó~ en ol 1~:,::t.ltdio dL• lo~; ~...;L:;t_..etn:1s niult.iper1ódicos so 

incrnnH:.tr1t.r) n prhH.::ipio'._; (j(~ ~;i¡.:;lu cün t~l :::aJ1•t;i11Huht.t._) do k•s reglas 

de cua.nt,i:r.~.l.cit'.1n de Bohr·-~:;omm(!!""f Pld que +-.::ncontr-vb .. Tn su oh..11resión 

Born
1 

invL~.::-;t.it;.~J.c.ión .sobre 

slstorn.:ls en t·Pla.ción e~ >n l~.l n11•cánic.-:t rnat.rici.al. Aun cuando ul 

Lx•abajo do Uorn, ét<t,o o:s, h.:.st,a 1'1 fuch.:., quiz<.i la <:>po1·Lación más 

r.onlplot.a. <-ll estudio dP las varL:tblus de .<.lcción y .::.ln~ulo. 

En os La SP pI't)st..ar.-.í a U[) sist.ema 

mulLlperiódico on p<"•rLicul,:u·: el problerTI<l de Koplor. El esLudio 

dt~ Ps:t.c :-:ist~:-m.:"'.\ f•n rP}J;ción con c>l ¡J.t.01no do hidróg-eno hu sido de 

t;ran import.ancia on l.:• EDE ya quo h::. conLribuido a revelar fallas 

en el formalismll uSUül do ost.a Looría. y ha sido de uLilidad en la 

l 
M. Dorn U927J. 
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En ol 

muc ... \nic..:_\ 

.:op0ndlcc> 

X 
\ 

cu.i;,t.i.:.J. 

parn los 

-E x .;xp(211in · l?> 
º' 

(i) 

n 

y r¡ vari<1bles 
' 

bu-<ca aplicar t.ant.o 1;1 ucu;;ción de P-P como la condición de 

••quill brio al (•st..udio el<• los sist.ern.>s muH.iporiódicos en ¡;eneral 

d"bido ,.. quo proporciona uxplícit.amont.o la dopondoncia de las 

···001·1.fonndas cart..~s:ianas r!S'spect..o de J¿1s v<'lriablos an¡;u!ares. Para 

ül ª""'º del probluma de Keplor, sin umh<>r¡;o, ol desarrollo en 
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mult.ipl.- óo f'uuriol' c0n10: 

>< E ;.; ••i<pC2rrin. yt) = E ;:¡ c·xp<.in. «,, t.,,u' t.,)) 
nt ''' o o 

" 

mült.ipl.:. ::ipnroco :-;uln ttt'l,) ultima o;-.;prc:_-~sión so 

imposible un 

da nu.:::\1 0 Ja 

<:a.st.o sist.oma, dobo SPt;uirt::H un .. l dirocción diforont~e basada on el 

Pst.t1dio de los sist..em:1~ sujet..os a un poLvncial cent.ral arbit.rario, 

p.11'-> los cualos la expresión (1) so simplif'icn considerablomcnt.e. 

z 
V<tr el ,.lpÓrtdtCft z. 

y 
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1/(:.;m>f [d·':!_]\ l/(f'·~) [c!~-J'} + ll(p) = ¡:; o l' de/· 

apündictt ;., Ulld t-ipo 

\./( r,<f') s 'ti <r-> + W (rf·>. y <;:tJ t.•ncu~Hi.t.r"; 
r ,,_ 

",,,, 
~r;¡) 

M ,.. et .• -. (3) 

<I W'r 

<ir-

Ent,onces: 

<5) 

m <1E/<1( r -- -·--------- ---- dr <6.a> 
[ 2 111 < E - lJ ) •• {' 2 / 4 rr z r 2 Ji/ 

2 

.J, 

I m a E/ iJ < .,, i; "'/ < •1 rr z r 2) dr(ó.b) 
"' •/./2n + • / 2 

r 2 rn < E - ll ) - ~ ~ / ·1 n 2 r z J 

Exarninando 1.::1:::~ .:·~cuaciont:-s (6) se 0111;uent..ra que: 

i 1 = •f>/2" + t"2 <r,( ,¡; ) 
~ r ~ 
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La forma funcional do f 1 y fz dependo de U<r), pc>ro no es 

noc"~a1•io conor.orla p.::n·n el t..rat.ami•>llt.o pr.,~sont..<>. En p1,inclpio, 

<.k'l>O sor posit>lo despejar 1· y "' de l.JS ,,.:;u.,ciones ant.erlores para 

<7.a> 

(7.b) 

X «= r COS'-/-> 

C:omo lns varL•blos do acción /,', y t; 4' son consl.ant.es de 

movímlent..o, podnmoa dosat'rollar las funciones h
1 

y h en serie de 
2 

Fnu1 ... iPr <;On rr~spoc:t .. o a r¡ . Oht...enomos. finalmnnt..o, qua: 
T 

N .. t [x Gl<p(-211i(nr¡ +r¡ )) + >< o>.:p(-211í(nr¡ -Y) ))] 
ri,t r .p n, ·· i T <P 

n::-• 

L0s cnoflci8'nf..es de 

! unciones 

los 

\ r 

dosnrrol lus 

y { . .,,. 
x + iy -= r<cos<J; + Ü . .;nn,P), ont.our.es: 
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ant..erioro:s: 

Ademá..~. 

Z.~ZQ 2 

(O.a) 

<B.b) 

son, en 

como 



x + iy "' r 

X + iy 

•p .. "' h,<n ~r: ,l., 
r r .:-. 

I: e oxp<l.rri<111¡ +r¡ )) 
r ,,. 

}{ , 
n,i 

(9) 

~ ~ 

Y n,l' Y n,-1 

PU t.órmlno~; do e r.·n·a 10 1'.;t~.;::¡r· lo ;\nt.Prior ~-;o doíinnn n.úmer·os 
n 

l'f-'C:tlflS A 
n 

y !J t..ttles quo e ¡\ + ill lle e:3t,:t forma, la ecuación 

" + iy 

+ i E lB cos<2n<nr¡ +r; )) + A »€>n<2rr(nr¡ +r¡ >>] 
n r .;t.- n r 4' 

n::: -• 

x E [A cos<2H<m¡ +1¡ )) - B so:•n<2rr(n1) +1) >>] 
h t •.ti n r -t> 

f• = -m 

<10.a> 

y ., E [a cos<211<nn +r¡ >> .¡. A sen<2rr<nr¡ +r¡ n] 
n r <I' n r "'1t 

n:-w 

(10.b> 

D0sarrollando Ja ecu.:.clón (10.a) •~ncont.ramos: 

r 1·oced1.mu.tnlo anter1.or verso ela.rciment.e en M. Born 



~ E [e exp<Znl<n11 
n r 

n~-c. 

+ 1¡ )) + c*e:-.'T'(-211Hnr¡ + TI_})] 
~ r1 r _ 

SS on la prim·~ra suni•l ;:;e cambi.:l n por -n. la expresidn 

X"' - ,, )) + c"expC-Zni<nr¡ + r¡_)>] 
'..,,. r. r v.r 

Análogamenl.e, para y so tiono: 
" 

-Y r-.1 
y 

e /2 
-n 

n.-1 

(11) 

(tZ.a> 

<12.h) 

dogenPrado, do manor.'.l quo: 2rn;, "' 2rrr¡,,.. = 0J
0

t.. En cst.e caso no "'" 

l.JPI\O Un dosart•ol!o muJt.iplo de f'ourior, sino un des"'rrol!o on una 

solr' v.ariablf~. En ol .aptúndice 2 so t.~11LU1;.-!'t.~~t.r:;¡n h"<";" cooficiont.~s 

y y" do un solo cor-rt:!":;pondient..1..-..:s dicho dosarroUo. Para 

ut.ilizar los on el c<:>pít..ulo II os 

nocnsa.rio oncont..r..:.11'" comQ est.án i ... olncion.:idos P.sos c:ooficient.es da 

un solo índico con los cooficlont-cs de dos ind1ccs 

Y.,,1· Y n. ·1 
Su<i~. i t • .,yondo In l'Vlacié1n 2rn¡ 

r 

ecua• :Jón <11) encont..rc<mos: 

X"' A E [e exp<-Hn - Dw t..> + C
1111
cxp<-Hn + Dw

0
t..>] 

'l. -n o n 
n.::; -co 

en la 

Si en la primer.:> suma t..omamos n' "' n - 1 y en la se¡;unda 

n" ,. n + 1, oLtenemos: 
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por lo qu<>: 

(C + e* 
-n-t n-1 

" ., <e* + G )/l. 
n-t n~ .t 

"' i(C~ - t: \/,¿ 
,.... .. ¡ n-1 

·• i y 
-n-1 

las 

<13.a> 

(J'.3.b) 

(14) 

ecuacionos <12>. y 

ut..U.izando ld~ n·sprnsione::-: (r\2.~~3), t:-ncont.r.:-.ilrTlOS la r-olacion ont.re 

los co,~f.t...:.!~:-.t..-:~ do un solo ÚiUico v !os do dos índicos pat"a el 

problema de Kap!er: 

<X - .- )/2 (15.a> X IV 
n,l ,.,. t n•l 

x "' <x + iy n-1 )/?. <15.b) 
n.-1 n-1 

...... .. <y + i ;¡ )/2 <ta.e) Y n,1 rH1 Ml 

y ri~~ 1 
<y - tx )/2 <15.d) 

n-1 n-t 

A p•1rl,ir do las ecuaciones (fi) puedo encont.rat'se fácilment.o 

•ma exp1•osíón p.H·•• lo>" r.oefid<?nt.es del dosat'rollo múltiple do 

Foux·iol' stJstit.uy.,ndo lt>--s ecuaciones (A2.22) p::ira X y 
n 

y . 
n 

vont.aja do t.en,;i· un;; el'<prosinn p.n',1 el dn:c:ar1·ollo múlt..iplo os que 

nos porrnit.<> conocor la depondoncl<:> oxplícit.a de las 

Esta 
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dfrpendoncia de ut.i li•lad en las 

s<?cclonos. 

3. Et.:u<1ción de Fokk<>•·-Pl<>nck par·.:. nl <\t.omo de hidró;;ono. 

donde los c0Pfic.u1nt.Ps t'\. 

' 

·ª - [,\ d r \. . ' 

A E mrCP <x cl/' <U/ap) 
l J \. ) 

con 

encont.1•aua 

B .. <o"/2) E 
\J 

la función do 

J 

C'lpÍIAtlo 

ª. ¡; J < t.-s)] 
--- ds 

clpk 

aut..ocorrnla.ción dol .:ampo 

ll. d<:>rivadns du la 

proxim¿,s; 

(1) 

<2.a) 

<2.b) 

eléct.rico 

ecuación 

.lnl.et·ior deben calcularso pc•ra ,,¡ movhniont.o clásico no pert.urb.ado . 

.. 
Un lrabaJO quo loo quo eala. ee-cci.ón~ aunque 

\lega re"lolver lo do F-P, prosen\.o.do por 

T. W. Mu.rnhc\ll y p, clav-en,., U960>. Exprcs\.onea como las 

.¿,e: j-J.Ctones (1) y <2> do cupltulo . ., toma.ron de 
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t,"' ·;i~uient.o ~!<presión, b.:.sada on !... inv.winncia do los parónt.esis 

Si on las: •J>,cuacion ...... $. (.\) sust..it.uye 

mult.ipcl'iódico pa.ra ¡,-,,:; 

X. 

coordonad¡:i.!'.;. C;:trtosi~nos x. 
' 

(3) 

(4.a) 

(4.b) 

el dosar:rollo 

dndo en el 

<.:)) 

A • mTEIP { I;<in ... )3 x oxpC2nh~·l})! [ r; ;¡ .onp<Zrrin'.r¡)J~} 
t. j l n () ftJ 17 l. n • n"J 

T 

1 í m<1/2'f)J oxp(21li'l). <n+n')) 
T-eioi -1" 

2nmTI: E E<n ·«> Pn' x x 
0 

n• o \. nj n'j 

F!nalmont..e: 

.. 2nmr E r; E<n . .,.
0

Pn: -,., . 
f'J 

n n' 

A .. -2rrmT 
' 

I: r: 
j n 

(n.c. )Zn 
o i 
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n .. -n~ 

dt. 

(6) 

1 
~ 

1 
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Para obt..ener la Ult.irna oxpro~.;ión Sü Lon1rl en cuunt.a el hr~cho 

d1• q11e x. es real y, poi' lo tanto, x 
~ nJ 

Siguiendo un procedintif.!nt.o an;lJobO r:.::e obLlc-no p¿:u·n B qtH.~: 
'J 

lJ 
lJ 

211~ •.. :·z L: 
k 

!l f'I 
• J 

;S:intelría roLacionnl, 

(7) 

Jos 

son indL~pendiont..es, que deben 

A (~ /(2 ) A <8.a) 
3 z 

B <t,/(z) o <8.b) 
19 12 

o <(/{/ B <O.e) 
23 Z2 

B = ~(1 + <e ª/t; 2 
)2) B (0.d) 

39 22 

Además, la densidad dn prob.,bilidad P<t;> también posee 

:símot..ría rot..acional, por lo quo su dorivada rospect.o a t; 
9 

debe 

sor cero. 

La ecuación <D se reduce, entonces, a: 

dornor.;lra.c\.Ón de ea tas relo.c\.orteo puedo encontrarse en 

T. W. Mo.re:hall y P. Clavono, 19AO. 
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[-P iJ A uB 
+ 9 

+ 
t:J 

-Zff3 ·,fT ... ] 

de donda: 

cual dP/uf, 

rorma.: 

<1 p 

úr ... .. <* B ~~] Z9 

71 ·~ ~ de, 
z 

+ H ''.! .. ] 
u<.l~z 

(9) 

la órbit.a col'f'{:!5ip()nUa ai pLu1ü ú ""! rt/?,, do ntdnera que so.:\ posible 

nplicar 

qut.!: 

los T'L"":;ult.ados de 

y us<>ndo 

A, _ A
1 

• -2rcmT E 

,. -2rcmT E n, [ 
n 

r 

n n = 1.~1 
r .,, 

(n w 
r Or 

ªº 

~tnt.Hi•iores. Tomando 

vcu.::1cion[.'S <III.2.0) encontramos 



Ade1ná'l, •fe lao1 oc11acinnos (f!I.2.t:o podemos escribir: 

IX' ¡z "' ¡e 12/4 
n, 1 n 1 

De est.a manera ol co0ficionL<> A t.om() la to!·m<>: 

A -2rrmT ( En <¡e ¡za> <n "' + ,., )9 + 
T r n r Or o~ 

n r 

Si 

!\ 

A 
<I' 

B 
rr 

B .. 
r<t> 

B 

E n 
n 

r 

r 
/7.) <n w - '" )3] r 01· o,,,. .... 

-2rnnT t n 
n 

r 

.. -2nmT E 
n 

2rr"o 2 
E 

2 
n 

r 
n 

r 

2rr
2

o 
z ¿: n 

r n 
r 

r 

¡en 

r 

¡en 

¡e,, 

¡" 

12 

1 z 

n 
r 

por 

(:-> " + w )J 
r Or o.p 

<n w + w )J 
r (~r º"' 

s <n w + w ) 
>.: r Or º"' 

:s; <n w + w ) 
E r or º"' 

211'\,Z E ¡en ¡z s¡¡; <nr"'or + wo • .>s 

S <w> 
E 

n 
r 

J_.,,p<s> exp<iws> d.s 

01 

-n 
r 

(10) 

obt.enomos 

<U.a) 

(11.b) 

<U.e) 

<11.d) 

(ti.e) 

(12) 

, 
1 



Para ol problf!ma do Kctplor so tiono que w
0

r "' w
0

.,. = 2nv, con 

v dad;:> por la ecuaci6n <A2.1t). Adomci.:::, ='i SU5!titulmo~i la t'>preslón 

para e 
" 

" r 

de 

pero como -X 

la ecuación <III.2.14 > nn las relaciones para A 

Ü".l ~1) obt..oncn~<:::::r: 

' 

-" X 

L (n-1) n~ (•1rrz:i,!<~);i/(1'.' 
r 

- y t.onon1os quo: 
" 

<x + 1}i ) 
-n -·n 

' 

¡-;¡ + ly lz 
-n -n 

y D .. ,, 

Utilizando las ecuacióne~ <III.Z.2D, la oxprosión anterior 

toma la forma: 

-- fv . " 

Sea f" definido por: 

entonces A so roduco a: 
r 

y en forma an.álot;a: 

2C2n)" meZk<I 
3c" ce +¡; ..,)5 

- [ 2 ( 2 H) 6 llltt ::! !,;·! 

3c" (~ +¡; )5 

"' 

(13.a) 

] En".f2 
n n 

(13.b) 

Para los coeficientes B.. necesitamos encontrar el valor de 
'l 

SE: <w). Ut.ilizando la ecuación <II.2.25) tenemos que, pa1•a el campo 

del punto cero: 
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S (w) "' 
E 

et.Q!ll dw ds 

Si so dnfine una función Fü,1) d.3da por: 

onLonces S (w) s& reduco a: 1: 

Ja forma: 

B .. [ rr 

B [ r-~ 

'"""' o 

S (w) 
E 

fl(2HJl 

7. ¡, 
37,, 

111~· :! k• 
a e a .. -{~ -+-t;-)':. 

r .,-t. 

2(2r1)ó :ne:: k..:.. 
3 a·9-·-o;--·.¡:¡;--¡~ 

r •? 

] 

] 

ds ., <·1rl /3)f'(w) 

E nZ<n-n2¡n1 {';/! 
n 

" 

E n"<n-D jnj rz 
n 

n 

<14) 

C1S.~) 

(15.b> 

<15.c) 

Las sumatorias que <>parocrm <>n las ecuaciones (13) y (15) 

sa conocen como sories do K<.•pt.oyn y puodon expresarse como sumas 

de pot.encias de la oxcont.ricidad e <qun converc;an si 1 & j <D. Los 

primeros t..Eh .. minor:; de rist...as :::ron: 

<16.a) 

<16.b) 

03 

1 
1 



(16.c) 

E n"jn¡ r "' 1 + ::ic" + 179..:~.r.:12 + ... 
" 

(16.d) 

<16.o) 

ObLonN' ocuac1ón do F-P 

{ocuación (9)) con las 0J<pr0sion<>s obt-cnid'1s para los: cooficiont.os 

B 
l) 

dificil, sino imposiblo. Dobido 

os to, nos dí cha ccu.:.::sción forma 

es práct...icaTnent.o cero. No exi::.:.:t.e ni.n¡~una rnzón f'Ísica que- nos 

simplificar suhst.ancíalmontu ol procodi1niont.o Para 

roalh:ar est.a aproximación rosult.a corivonient.e ol •Ji¡;uient.o cambio 

oo variable: 

y 

En términos do u y v, la ecuación (9) SB expresa de la 

siGuient.e forma: 

con: 

iJ-[-A'P + 13' ~~ + B' !'..!'._] + 5!_[-A'P + D' _:!! + B' aP] 
iJU r rrdll r,pi.JV av <P rd>iJU .p.piJV 

+ <1/v>[-A,'._P + B' !!_f. 
y· r.piJ U 

2C2rr)d moZk" 
3ca C{r+~.,.):S 
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<19.a> 



con 

D' 
rr 

A' .. 
"' 

D' 
rr 

B' 
t.;/> 

B' 
<J><f• "' 

B' 
re> 

-[ 2(2rt)<> mo 7. k 4 

3 e ,,-·r~·--+-r-5,, 

' 
,,, 

[ t.(2,,)7 "'º]. k" ] :rc-:1---·r e· -+r-· -.>" 
' "' 

[ í'i ( 2 rr ) ·,· tn u ~ k ·• ] 3 e T<¿--:;.-~'~)~~ 
; .,, 

[ h(2rr)7 rnr¡, ~ k" ] ~~-;.::-c•--c¡;~-:¡~~-5-,, 

] r; 3 f2 n 
n 

r~ n"'JnJ r2 
n 

r: n3 jnJ f2 ... 

E nz lnl i-7. 
n 

En ose limít.e, la oct1;,clcin u·n t.omci l::i for·rna: 

(18.b) 

(19.c) 

(18.d) 

(10.o) 

~{-~[P+ iJu u" + rrt-.':?-~)} + ~1--{L [r + nti~..!: + nti!.:-
0

vp]} a.... <lv u" iJu 

+ -v u., [r + nll~..!::. + rrt.~..!::.] ~ o 
J iJu <Jv 

Quo pueda reescribir!>e como: 

V [ {ª p f' .. u" P + nti FU + 

1 {<") r + il r} "' 0 v ali &v 

~~}] 

(19) 

Por ot.ro lado, do las ocuaciono:s CA2.10) y <A2.15> obt..anemos: 

<( + i; <P 
)Z 

R 4mn 2. k 
<20.a) 

(1 -
{ 2 ]1/2 

/; .. "' (20.b) 
( ~ + ~ )2 

<t> 
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Despejando las variables de nccíó11 do l.a.s ecuaciones <20) 

oncont..rantos: 

<21.a) 

(21.b) 

Do la.':: oxpros!ones :.nt.01,ior"" vemos quo on ol ümit..e e 4 O sa 

t..iene C. r ~ O, y por- lo 1 .. ,-.nt.o u ~ v. Dobi<lo a ost.o, ln ec1.1ación 

(19) se puedo escribir como: 

La úCU~>ciÓn 

·~ <1tJ. 
<lv J 

t.ionn como solución ¡;enoral 

f<u,v) "" f(u·v). !Icmo~~ vi~~t.o quo on osto limit.e St1 Liono u ~ v, 

por lo quo f(u-v) ?: f(O) "" et.o. Si dcmot.Jmos l<• const..;;>nt..o por C 

t.ondromos, do fo <lofin!dón de f: 

e "' .!.. [P + nti{-"~ + ,Jr l.] 
U4 <} ll il V J 

Para que P soa una cl!st..ribución do probabilidad adecuada debo 

anularse junt..o con su:s do1'ivadas on ol limito en que u y v crecen 

indefln!damant.o. De !;1 oxpresión ant.orior vemos que O$t..O sólo 

puede ocurrh• si C = O. 

En ese ca..<>o la ecuación dilcrcncial se roduce a: 

P + nti[!!~- + ºf'..] "' O <Ju dv 
(22) 

Como en e:st.e límit.e u "' v, nos hemos l'est.rin(;'ido a una 

t.rayect.oria en el espacio <u,v), por lo quo es posible expresar a 
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la densidad do p1•obabllidad P on t.érminos de una variable t. quo 

paramotric•~ dicha trayoctori<1. Las ccuacion.:>s paramétricas son: 

y 

ontoncos: 

P<u<t),v(t.)) + nt1 ~-¡:; P<u<t.),v(t.)) "' O 

p con::;t .. 0xp(-t./rrl\) 

Como t. ,. v = I,' .. "' 2nM, r:on M ol momont.o a~ular do la órbit.a, 

oncont.ramos para la densidad de prob'1blli<bd on el espacio do 

momentos <F, ,i; ), sobrn la lino<\ " "' o: 
r .;. 

(23) 

Est,a solución a¡woxima<k• no º"' ¿'cept.ablo, ya que su int.e¡;ral 

N ..;:;: r r 
. o . o 

D OJ~p(-2M/h) ro 

l>obido a lo ant.ex·ior, ul l'd<iio proinodio ro:s:ult.a sor: 

D J J <R> .., ·¡:¡-
o o 
~ 

"' --
1
- p_ J J (I,' +r, )Z exp{-2M/fi) dl;'rdl,' ~. '" oo 

4mk1fZ N 
0 0 

r ~' ~ 

El ru:sult.<.u.lo "'nt.orioi• imp!ic;:i quo h::>brr., una aut.oioniz~ción 

del átomo. Esta os una p1·edicción muy conocida do la EDE que 
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result.a incompat.iblo con la mcc.:ínica cuánt.ica. Est.e rosutt,ado se 

discut.irá con mnyor amplit,ud on la próxima sección. 

ocuo.ción diforüncial :::a: t:>11puso qtH., l.i;:o; ccnt-ribuciono" do las 

exclusiv.::ununt.u dt~ 

[ éJ ·"'' 
iJ A' 

' 
~u-

+ ¡r;;-

[ 
a B' 

-A' + "" + .,. a-u-

A' ·¡ [ 
,in· 

.. ~. rr 
+ y -r ... .\. ~ 

.J\i V r 

i)fl' B' 

] ilP ·;~;;'-" + ;r;;· 

+ 2B' 

,_:eo..p 

V Sv 

{} 2 p 
aü---;j-;¡ 

+ 

Sin 

o B' B' 

] aP t•v"> r"' + + 
~u ti V . 

i) 2 p azp 
B' + B' 

rr 01.12 "'"' avz 

(24) 

Las series de Kapt.oyn que <•parucon en los cooficit:nl.ús t.; y 

A' pueden sumarsc explícit.amont..•/', d:>!l<lo como result..ado: .. 
>: 4 f"z ~TJ 

-5 - ii1 
-3 

n ~· <25.a) 
n 

E a J! -z 
n T¡ (25.b) 

n 

con T¡ "' <1 - cz):vz "' v/u. Tonornos ont.oncos que: 

A; .. -[ i<Zn~= 9 ~~::1< .. ] I;n4 f~ "'~5 (~n-"' - h-ª] 
n 

<26.a) 

ó 
Lo. 

U>7P. 

damootro.ci.ón do oele roeu.l\.ado puedo vereo '"' T. w. Maraho.ll 
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<26,b) 

[
2<2n)ó tnúZk·'] 

con K = - ::¡ ·e 3 ---

lu/vl2 } 

~ h'. { !/<11v.>:J - Z/<uv '' + j/luvn } l.l 

ill\()t_)l't<1nci .. t. 1::-xi:-::t.r· llll 

do su posición inici.:'1 Este 

y 

l... P"1'"lgu~ro., t900 y 

P, Clave ne y F. So\•), 1902. 
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soluciones estacionil:ri;:i:-s; itnplica quo ol sist.f~ma pt1ede pnsnP de unt..1 

a la ot.ra do manet•a no cont.rol.'.lda mant.nniondo ln donsidad do 

las r::;olucione:...;; obt.oni<l<I'; no lo que 

Aun pnslblo \>(":-rt:.;.;.\l• que do la 

un pr·oblema 

F-P. 

ori¡;on dn J.~ ."'.\ut.oioni:<:>ción nn ost.a aproximación, 

ot.llizaremos un procodimíont.o alt.ornat.ivo para el ost.udio del 

,;t.omo do hidró.,ono on la p1··ó;dm ... socción. 

4. L.-. condición de equilibrio par<'\ el .át.orno de hidrógeno. 

En la sección ant.orior :so ost.udió ol problema do Kopler en la 

EDE usando !os mét.c,dos relacionados con Ja ecuación de evolución o 

ecuación do F-P. En nst..:. sección ,;e t.r'1t.:.<rá ol mismo sist.ema desde 

ot.ra perspecLiva, uLilizando la condición do oquilibr-io <11.4.7): 

IP .. <O> .... 0)) 
mT l {X ·X o (1) 
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En el capit.ulo II se dosarrolló la condición ant.erior para un 

mult.iperiódico. Sin hizo 

suponiendo quo dicho sist.cma era no de¡o;onc~rnd<>, por lo que la 

<il.5.ll)) no aplicarse al 

probloma d<> Kc,pler. P¡1ra encont..rar L" condición <h~ equilibrio 

Fourior 

Koplor: 

con w 
o 

las coordnn;.da:r; 

Como 

el do 

:l ordon coro en e ol vact.ox• do 

posición cumplt~ con la ley cl<:Ísica de movimiont.o, podemos expresar 

Ent.oncos: 

·(0) ···{0) 
X X 

Para y se 

'°' X 

E E 
n n· 

4 
"'w o 

obt,iene 

I: x oxp(-inw 
0 

t.) 
n: -~ 

a 4 
n n'CJ> o 

x x oxp<-h~ t,(n + 11')) 
n n· o 

T 

x 1 í m <v2nf exp<-iw t.<n+n'))dt. 
fl 1 o 

T-•m -T 

I: E u ...... 
n n'x 

.-.· 

una expresión an.álo~a, por lo 

finalmente, el primor t.érnúno de Ja ecuación <D rosuit.a iser: 
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En ..,¡ capit.ulo II se desarrolló la condición ant.erior parzi un 

sist.oma mult.iprn•iódico. Sin onibar¡;o, se hizo 

suponiondo qtle d!cho sist.c-ma v¡•.:J. no dPt~~nnrado, po~ lo quo la 

ecu.:ición rosultante (r.'-cUacíón ULG.0).l no 3plicarse 

problcmia •.h.• ;(;¡plo1·. P.::>r<l <>ncontI'ar 1_, condición de oquibbrio 

F'ourior el p1·ob!mna do 

J<eplor: 

'\ E :<..,. <>xp<-in1..i0 t) 
n~ _..., 

con w 
o 

a ordnn coJ•o en e ol vector dG 

posición cumplo con la loy clásica de movlmiont.o, podemos expresar 

la coord1>nadn i/ºl como: 

Entonces: 

,(O) ... (Q) 
X X 

n• 

Para y se obt.ieno 

T 

í{ 1 í m <v2nJ exp<·iw t<n+n'))dt. 
n' O 

T-•W -T 

una expre~;ión nnálor;a, por lo 

finalment.e, el primer t.rirmino do la ecuación <1> resulta ser: 
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1 

~ 

Parr.i 

mrlP <x'º' .><'º') 
l 

ol 

(3) 

S!.·~undo t,.él'nüno dci-

¡' 

(1/21') r· . J' f :J(,.,)cosw(t-t.') 
. - r ~ <»· o 

(4) 

Podo1nos c..::.'llcular u! p.':'tr6ntosi:c: do roi::;:::a .. 'ln on o.l ~i!;t..ema do 

variabh>:s do dcdón y ;.\nr,ulo, par'l lo cual usamos ol do:sarrollo 

mult.lporió<llco 

<III.2.8)): 

n 
1 

do 

oxp<-?.ni<n r¡ +n r¡ ))] 
• r 2 .p 

Y exp(-~:ni!.r1:¡ °"'"l ) + \' 
n,1 T .;p 

E ly oxp<-2ni<n T) +n l) ))] 
T'! ,t1 i T 2 .P 

n ::: -Lt i Z 

" 
Aplicando el de:;:;arrollo anterior a x'°' oncont.r-amos: 

(ucu,::,,ción 

<5.a) 

(5.b) 

[x'º'<v>,p~º\t)] "' E 
J 

iJ X'. º'Ct.')ilp 
1 º'<1,)] 

- ~'fr,-- Fr¡-.-
, J 

= 2nm E I: E E E <n/n:? oxpC-iw
0 
«n

1 
+n

2
)t. + 

) n ri n' n ~ 

1 z 1 2 
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•.•n donde st~ ha tcm1;:11Jo en cuenta que ol sistem;, e» dE:¡;enarado, y 

por lo t.:mt.o ~unbas f"rocuoncias !10n ÍG'Unlos. Dosnrrollando la suma 

sobra j so obtieno: 

[,/º'<V>,p:º,ct.>] .. 2111n E E E E <ri/n/ 
'' n r'•; ri • 

oxp(-iw «n +n )t. + 
n i 2 

z ; 7 

<n'+n')t,')) [n ''' 
i ,¿ i u 

- n' 

,J 
n' ª <x "' ) ] n '" X 7T( X X (/'[' z o n ,ro n· ,n' 2 n· .n· " ,n O 

' ·' <I• .t 2 1 , 
~~ l :t 

Si f::>n la. ocuación (•!) ~;e h;aco lff1 ca.mhio do v.wriablo do manera 

que u ?tl t. - t.', el único l.t!rrnir'lo quo cons,_·rvc-_\ la dependencin en t. 

es el p:lrónLnsi::~ do Poi!'::::';on, pop lo quo t.•l pr·omodio tompor·aJ :sOlo 

lí m dt. 

T· .. "º 

Al hacer la lnto¡;-ral <1ntorior "º obt.iono una dolt.a quo 

impone la con<liciúo: 11
1 

+ u
2 

·~- u; + 11~ ;.:.; O, por lo qui:' sólo t.rcs 

do las n's son !ndopondiontos. Podernos nota1· quo, a diforonci;:i dol 

caso no docenorado donde so obt.onía n = -n', lo que elinúnaba dos 

srados de libert.ad, en este caso se olimina :solamont-o un s:rado de 

libo-rt.ad. F'inalmentn so en1,;uontra que: 
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1 
1 

, L. L. L. * oxp<-ic1
0 

<n
1 
+n2 )u) rP, [x""ct.-u).p"<º'<t. )] = 2nm '' '"' '"' (tl1+n~> 

n n n' 

[n w 
1 o 

Do Ja-; 

l z 2. 

<5) vomc.'.'] corno n' 
2 

valores ún.icament.o do 
y -1. por lo que podctnos Unsaf'rollar sus 

sumatorias:: 

[

<O> <Ol ] IP x <l,-u),p (t.) "" 2nm 
t. H 

E {<n +Doxp<-i<-• u<n +!)) [n ~- [w Í{ 1 .;) 1 1 u i., O n ,i 
n r i 

• 

- d - J + X ) + (X - X )..,--- (W X ) + 
-·n .-1 -n ~-1 -n -2,1 d ~ O n ,1 

t 1 1 ;;!.• i 

<n -:Dc::¡:i<-i'-'' 11(n -!)) [n ~""''"" lw x i O 1 1!..I t.;. V n ,-
r 1 

<x - x )~" <w x )]} 
-n +i,-• -n ,1 v ~ o n .-1 

1 1 .p 1 

Si .:.n el t.érmino con la primora expononcial so define 

n = n + 1 
1 

y un el do la sn¡:,unda exponencial n = n 1 - 1, la 

expresión ant.erior se reduce a: 
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,, 
(p lx'°'ct..-u),p 'º'<t.>] 

l X 
2rrmr; 

+ cX' - " ).~...,,.. cw (x + " )J + 1.0 <x - x ) 
-n•i~-1 -n-t,S. á ~ v v1· ~~:! t"\+1,-·t () t•-1,1 '"'•t,-1 ., 

:1+!.. 
ij - l} e--·(¡,,) X ) 

:!{'}~' D riH .• -t 
r -

índicos por· su~ \?}.qH·esionr:-~.~ vn t,rJ.r1nino:-.; de los cooticiont .. es <h?' un 

[ ]
. 

(0) l0) 
{P X (1,-u),p (t,) 

l X 

~. <1 -
~ i• 1 --(r..iJ X ) 

> -nd ~ o n 

"" 
2nmEn •nql<-i<..>.nu>{n~ .«·>¡X' ¡2) + i[v L .. (w x) - w y _q_,;:¡_ >J1 

,, o . t. ~ r O r1 ' -nd ~ .P O n O n(J ~ 4t -n 

r - a - - ,, - ]} + 1 lw y ---~:> ) - " ----<w x ) 
O n(J~ -n 1 -nd~ l) n 

r r 

De maner;, an.iloga encont,rmnos pnra y: 

ll\[Y<o>(t.-u),p~º'<t.)] "'2Hm r; 11 •o'xp<-iw0 nu>{n :e<w0 1Ynlz> + 
n r 

i [::< -n 

de donde: 
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- -:---·-·-(r.,, '°' V ) á - - ]} 
t.f t O -n· 11 

~-

Usando las ecuaciones <A2.2a) obten,.:-n10~=: 

[f'l{[.,<O>(' -1.1),px<O>(')] ¡· 1()) " ":" >]} ., '<"' ( 1 ) A ., ... + .)' <c.-u),py CL. "' ,,rrm ~ n exp - w
0

nu 

{ 
a I ~ , z , - , ;: . [') ~- - it < - - ] } n -~foJ ( :-; i +¡y ¡ )] ·:· ~i ........ (,, H y ) --~ "-' X y ) 
t) ~ o n n U~ o n n ti i:_ o 11 n 

r r ,p 

:>ne
2f s«.»f com.iuE n exp(-íw

0
nu) 

o ·o n 

- ~<w S<w>x y >]} J.
0

co:swu exp<-iw
0

nu) dudw 
éJt,;¡;>o nn 

Como: 

ont.oncas: 
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+ 2i (!!---<w S<m> )x y ) - ''._ .·«J S<n<» )x y )] } 
d ¡. o O fl n iJ ~ O C• n n 

. r ~ 

d ~J-2-2 
d t f L'o 1 n'•\, l. ( 1Xn1 + 1 y" 1 )] 

, r 

. [ª ,,..., ~ iJ ¡¡~ ~ ]} ·~ 21 -:»~·(W 1 nt.> 1 X y ) - -¡-';~(<,> 1 !)ú.' 1 X y ) 
u\ O O n n v '· o O n n 

r ~ 

(6) 

Usando las ccu::lcic.,n':~.c: <3> v (óJ Vl!JHDS qun ln condición do 

equilibrio <D para el problnmu de Kepler o~;: 

E 

Por ,...-:implicidad no::, r(.•:·.;Lrint_;iron1os ~" la~; órbit;)s circulares,. 

por lo que dobemos d00; • .r·1·oll;c¡r l::> condlción ('!) a orden cero on l¿• 

oxcont.ricidad c. Par<> ello os nocos<'lrio conocer los primeros 

t.órmlnos do los desai·roilos de los coeficientes De la.-; 

ecuaciones (A2.22) y <A2.2·D encont.rrunos qua, hasta se¡;undo orden 

on e: 

-x -3Rc/2 
o - o yo 

- rn[v2 - 5c
2
/16] Y, 

- "' iRc/-l y2 -x "' Rc/4 z 

Y3 i3Rc2/16 
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J 

Lodos los domás cooficie1.t..o::> son •lo orden mayor a &
2. 

En l;;:, sección ;)nterior so oncont.ró quo: 

R 2 (~ + t )l'. /.itJnnzk 
r '-" 

Ademc.is, de la ecu;:-ición <A2.1D t.onomos que: 

t..tlrmino de la condición ('i') a ordon coro en e: 

E w .. 
o 

4 - z - 2 .. [ - z - 2 ¡- ¡z 1- ¡z] n ( l X n 1 + 1 Y,., ! ) 2: '"'o ( 1 X 1 1 + 1 Y 1 1 ) + ( X -·1 + • Y-~ ) 

;.:!,, .. (!~~ /4 + R2 /4) 
o 

Para el se¡goundo t.cirmino do o·) t.enomos: 

' { ª 1 I" -· !2 1- 12 
T ""' ntil: n n :.,-¡;-{w ntJ < 1 x + y )J 

2 u~ O O n n 
n r 

[
él ,,_ - o ¡ª"' - ]} + 2i .,..,«<> 1 nw 1 x y ) - "'_. (1;.i 1 nw x y ) 
<10., O o n n v..,. O O n n 

, r 4> 
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Usando las ocuacionl>S <III.3.20> puedo encont.rarse quo: 

adoniás, hornos vist.o '" ) o o i' 

excenl..l .. icid=:.d t:, po1'" lo que T.,! ~;o ruduco a: 

w 
o 

no dependo la 

Sust,it..uyendt) el valor do las dorivad<'-°"' do t: r.:,.spocto a lac; !;° 

obtenemos: 

A ordon ce1•0 en e, ol primor t.órmino do la oxprosión anterior 

es: 
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Debido a que on ol sel;'undo y t,orcer t..órmlnos do Tz aparecen 

deriv'-'das rospuct.u a e mult,iplic:1cbs por 1/c dobomos desarrollar 

n"'r1-,"J <) ··- .• - • [ -- __ .:. .. _. ··--< i" i'+I \' ¡'~) ~.:' ·'. Ve -
/! i.. . .- r~ _..:: ,., r-, ~ 

[(1) ,._. a 
1
- .z ¡- ¡z •.-:)"' a 

1
-

1
1 ¡- 1 ~) ;;-;::{ "

1
) +Y. ) + '' ·;¡-;::C "~ ·+ Y ) 

,, ~ • '".. '· 2 

de los sec;undos <">rmónico" do l;.l órbit.a, qua pormanoco incluso en 

so t,x•at.ó on ol c<;pítulo ll al ¿)t.orno como una pareja do osciladores 

indopondient.os. L() ani.,orior producir¿), noces~riament...a, 

(ccincidont..e con ol cu;intico) y el quo so obt.ondrá con o:'>t..o 

n11H.odo. Como, po;.' ot..ro lado, ol t.rat..amiont..o px-osent.e os mucho má:9 

prociso y que ol .<"Ant.erior, el hecho de que las 

predicciones no coincid.:m con las cuánt.ica..,. ropresent..a un problema 

do fondo on la EIJi::. 

Para el t.e1·cor t.drrnino do Tz se t.iono: 

<1- e z>uza -
"' n

4
i --- -<x y ) = l <1-c

2
/2+ ... )/& '"' e oc n n 

n=i 
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""i/c [:c<iR7.Cl/2-3c
2
/16)(1/2-5cz/l6)) + <2)

4 ~¿;<iR2c2/16)] 

-- -:JRZ/2 

h.:iurísLico dol capí Lulo II, exist..en 

contribtu.::ionc-s dt:bidas <:;1 1:.:: comhi.nat.:ióh do !..:) . .::; compon~3'ntr)'s <x,y), 

FioulnHJ'tlt..o. ~)¡ 01·t.h:n Gr··ro on e, Tz se rodt1co a: 

.. 2---- ;n -21; /m R + <k~ /m ·R · ·-)(2R ) "" O t. [ - z z <>/2 ., 7. 1J/' z ] 
<mk) (9) 

Sust.it-uyondo (13) y (9) on b ocuación Cl> oncont.ramos que la 

2 z .t. k tn /H. l!.'.11 0 

Como k y tn son ambns dl::;t...int..as do curo, la única formo úil que 

la exprosión nnLorior puedo m't.isracorso L'S si R "' oo. Lo ant-orior 

significa que, do acuo1·do <.:on la EDE, no oxist,o una órbit,a 

circular estable pax-a ol ::ít.omo do hidx-ógono. Vorno~;, ont.oncos, que 

so ha recupe1·ado e>l rosult..ado px-ndicho por la ocu~;ción <.IH F-P en 

al sentido do que ocui·rlr~S ur&.:...'l. 3ut.ninni7.ación dol .áLorno. 

Si so analizan del.onidamont.t1 l3s hipót.o.sis rísicas de la EDE, 

el fonómHno do la ::iut.oioniz<lciÓn x-<>sult..a f."acil dt.• enLendor, ya 

que, al esLa1· la p;::n•t,ícuk• on inLHrncción con ol c.:c.rnpo est.oc::ist.ico 

do fondo, exist,o, on p1·incipio, la posibilidad do quo absorba do 
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ést,e c;;nt.idades do <mnrr;ia mayores a b <fo ionización. Aunquo tm 

ovont,o d<~ est.o t.ipo ns muy poco prooublo, ;:;l promedia1· sobre- un 

t.icmpo infinit .. o ocurr~i r.:l IH.:!'Cesari~?lmt;111t.-.!. Un~·\ V(;'.:~ que 13 p;:u~t.ícul .. 'l 

s.r:- hay:l lilH::orz.tdo de• J.;) influn .. nci.:~ dl'.d c:er\Lru t..:h.• fut..~rz;).s no hay 

t1ut.oionizz,ción. un~' inr:omr-1.':ttibi lidad de 

EDE pat";:1 o! ca:---;o del i.~t.orno. Aun ;;:';\, i.:~l r3oh1 hi:~cho dt;: qu(~ un 

Cir~lculo n1Pno::; forntal <:1)JUO el re..::i!iz.'.'.'\do on o! c;:.\p1t.t.Jlo ll haya 

producido quu la EDE muy 

G. ConclusiOn.. 

En <>l capit,ulo 1l se lo¡;t•Ó ,J.,sci'ibir :;.:.U:;f:'.lct,ori<>mont.e el 

comport.amlent,o del oscilador armónico unldimon..<>ionc•l y el rot.or 

uUl!zando condición do oq11ilibrio. Sin ombarr,o, al 

aplic~•r el rnisrno :fox~malismo 3 un $ist..t:.~n1a m,;._\s c:ornplojo, como ol 

át.omo de hidPÓ¡;ono, "'º oncuont.ra q110 l<•s prodiccionos de la teoría 

no reílojan adecuadament>e ol cornport..::,rnient.o fisico dol sist.ema. 

Adem;is, en Pl calculo quo ut-iliza ol dosarrollo pert.ur-bat.ivo do la 

ecuación do [l-M no su roqui<?l'O ut-ilizar la z•proximación de Markov. 

Si bien se ha hecho un dt:s.ílrrollo solo a ;<; .. H)f;:Undo ordon en la car(;a 

eléctrica o, ost.o e~;;, on principio, monos l'est.rict,ivo, por lo que 

(>l problema de la aut,oionización parece no sor product.o de una 
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per·t.. .. url>.::1;Livo 

" w dp«t•:t f n1·tn;.d 

si:st..enl.:-'\8 nn.ilt.irH~riódico~; (PCtJ.;:,ci~'>n <115.H)); 

(1) 

de modo qu8 oxi:st.a un baJancn det .. ~tJado <lo- enPrgía~ sólo si o! 

!.\~. de to. Peña y A.M. Celto H97P>. 
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espoct.r-o d<'I r.ampo rfo fondo S«o) e!; p1·oporcional a toZ, es doch•, 

con un espc•ctro do R:.lc~i~h-Je.:u1s; .!:>Ólo a~d !':;u l(l~ra i .. unor ron antbos 

t.rir-minos do la cKpt•esión la mi<e:ma pot.encia de n. Dob!do Z> q'w la 

EDE propone un º"poct.r·o proporcion;ll " '"3 qucdi:l claro que., on su 

formo usu?t.l, t?-st.;1 t .. nor:i~~t H~; CQp21z. únic.'.1.rnont.o do !obrar 1in b¡.;1.lancv 

~nPrr;~tjc-:n c;lob;\l, D d.iforencit1 <le 1~.t inPct~nic:.i cu;:.)nticn, on donde~ 

Si ;:;o in::;:ü.:t.fl 011 rn~-~nt.enPr- Pi o:::pr:c:t.rc> S(<µ) 01. v1'1 que-, ademá::.: 

de sor i.:l único inv;.trl:-J¡nt-0 rrrnte .::.\ tr·:_'!n..-=:~'for-t1t.1r:ionos de., Lore-nt.z, 

det.;'lJlado. P::.n~.:i obt . .;::-ner·- dichtt t1Cu~\clónt r:l único p1·esup\lü[.;l.o njono 

Z-t la HHJ"cánJca nowt.onli:in:-.t y a lo~:; postulo.do~; fundamont.alo:-; do L:\ 

EPE ut.ilizado fue\ la ncu::.ción d<> moYirnlonf..o de· r.lr.-:..f.1cr-t,-M::.rsh1'1t 

paro d•1»1cdblr la inl,nracción nnt,re J,'.\ parl,iculé\ y on c,>mpo de 

vacío. Df.> ost.a :forma, so concluye> quo "'; esl,a últ,ima ecuación <y 

por lo mismo la ecuacü)n clc.i~;!ca do Abr<:>ham-Lorcnt,z) .In que debo 

ser- modificada, lo que: oquivale a cfocir que e\ or-i¡;on dol pr-oblema 

de la EDE est,á vn fo doscripción do la int-eracción ent.r-e la 

mat,eria y los campos eloct-r-omai;nót.icos. 
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CAPITULO IV 

LA EtECTROOINÁMICA tsTocÁSTICA DESDE UNA NutvA PERSPECTIVA 



LA ELi:c11wn1NÁt11cA EsrocÁs11c/\ DLSDC UNA NuLVA PrnsPE<:TIVA 

1. Uoscripci<)n din;imic<> de un sisl.<>m.a en prns<;ncia del campo 

est.oc;.\st~ico t}( • l P' 111t.o cero. 

vac10 sólo cnmo un:...1 lH~rt.u1,b:\r:il)n Pfl t•l n1ovimicnt.o cl~:_\;:;;ico. 

i~ociericen1 1 -.•ut.t!', L. dP 1.::1 Puú.:1 y A.M. Cc•-Lt.c,1 prosc•nt.aron una 

c:..nónicas <~rmlpo <~st.oc~lst..ico de 

vocío .su la dL•:;:-.;crípcióu dú la din¿.\mica do una 

i:.:1111po-p;:ll't.icul:.1 coi isidor0mos 1n·imcro una pareja de variables 

1
L. do lo. Pe-Í)<:l y A.M. Collo (1906) y tt997J. 
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din~·ttnicas A y B asoci.'.1das .--ti c.:'\tHpo clP fondo. El par0nt~Psis dn 

( A.ll ] (1) 

1.•n ul <.";i\pit.u}I') 11 Cll.Z/) V ( ll..~.ll) ). Si 

l ,\ ,11 J tJ !\ a n } i t; 

'''"" 

du l<.tS r;oJHJH .. )t1f?11t.Ps E (t.) y E (t.') del campo t.'1-h .. ;ct.rico do t+ondo, .:::• 
J 

E<t.) = + c.c.J en 

[
¿; 

\J 
- k k ./kZJ n n n 

' J 

(4) 

Sj .:lhor.<l t.omamos t\l limit.n V-·ni o inLobramos sobre el áng-ulo 

sólido dP la niisma for1n~·'l quü Hn el capit_,ulo U, la exprosión 

<"lnt..opior t..oma la for1na: 

10·1 



.: F. <t.>;E <t.· 1 .' 
• J 

. ¡ir, 
:fnc3 b 

•J J 
...... 
o 

Como la den~id:id ('Sp0cLr,sl de>! c:m1po ckd puriLo r.ero os; 

2 h(~,,.J 

;'i"n~-;- .:l 

<.E <t.>;E (l.')> " - 2i ó 1· S 0 ü•) SPn1At.-t.') dw 
l 1 l.j 

1) 

poissoniano E (t,) 
1 

y E< t..') no lo 

J;1,; a 
ne.• 

del c.-:-.1mpo ü•cuz.cion (Il.2.Z·D> V 

<5> 

la 

la 

Consid1.?1·0111os <>hor'1 al sist.rnna compl"Lo carnpo-part.ícu!:l. Su 

11 
T 2;n V<x> + H , 

r 

con 1\ el hamiltoniano del c;1mpo dado por la ecuación OI.2.11); 

11 
r ~ 1: r: <p~.,.. + 

n "' 

donde: 

'1 crvz .. , )1/Z <b b"' ) 

""' fh-:"' nO' 

p""' 
.. (~ /7.)1,-2 <b + ¡-.* ) 

n 00' fl,::" 

10(1 

(6) 

(7) 



~:~u¡>on¡.; ;•nto~; 

b ( t.:-.::0). Cornu 

[ f.G J "' [ f ,;; J x.p xo.Po 
(8) 

En part.icu!ar, si en Ja P"p1·usión '1nt.orlor Lomamos f = '\ ~· 

Cumo cumplil'Se r¡uo la e){pre:s:ión 

.ont.eriOI' so I'Oduce a: 

(9) 
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[ ] .• o.r·u 
- i > o (10.~tJ X·" t\ ·-. ~ ;x = 

l ' l 

[ p\ ,p 
] 'O·l·o 

- r; < P,:P, :> "' o ({0.b) 
J 

l x .H 
l r ;~t ,H 

·1 - (, ... /me) A X J x.r l 1' l'·f' 

p .11 
1 l J <.p 

E 
,., 

p jx,¡o r, .11 + '\ d ¡\ 
\ ' T e ' k k 

dondo 11 "' ?. 
111 

pz + V< x) 

Usando l.:l. üxp1·o::;i6n (í?). las ~CUJ.cionc.:; .:':'\nt.oriores t..uman 1a 

forma: 

"' l X ,11 ]:«H'o -
í 

( x ;H > - <o/me) A (11 . .a) X f. \ \ 

1\ " [ p ,11 ] •. ,.~º í 
p ;!! > + I: 

0 x iJ A (1U» 
\ r1 \ e k \ k 

ost..oCÚ..ot;t.ico de fondo l<..\ din.ámic.:l ctc ic.t p._:..rtícuL~ qundn det .. erminad<J 

cuando so t..oman en cuunt...:~ lo::; efoct .. os., t ..... '1nt.o do-1 catnpo do íonrio 

como cie la roacción du t"'adi.:.tción, ol inovin\ior1lo de- la part..icula 

result.~':\ set"' S\tnl.:1mont.1~ complojo. Podt"?mo:s: ospnt·.Gr qlln, debido al 

comport....:"tmii:H•t.o c;¡;t,or:.,;.~.~t~ico dul cn1.mpo de vncio, Ja úependencía de 

inicialPs :::e cuando haya t.ranscur-rido un t.iompo 

suficient.erneot.n la.1·bo cnn1p.:trdd0 con el t.iompo de- correlación de la 
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( :-i ~X > () 

' J 

<X :p ) 
' l 

'p ;p > 
' ) 

'J 

() 

A11álof;'a11mnt..>, las e>cuacl on<.>,:: ( 11) "º rnduccn a: 

x i 
<. x ;H) -r. <.u/me.> A 

' ' 
i 

< 1• ;11,, + E 
o 

.J,Ak P, f) X 

' e k 

<12) 

(13.a) 

(1~1.b) 

(M.a> 

<14.b) 

Los t .. érrninos qn<~ cont.ienon la cnrca cicict.rica l.l> dan lugar a 

correr:cionos radlativas. En 1~, aproxlmacil)n a orden cero on la 

car{;a eléctrica <o - O> so obtiene: 

2 
En 

eduación será muy 

• {Q} 
)( 

' 
, (Q) 11'°' . 

ti ' x, ; > 

nec~oon.o por u 

pC·r 

yo quo 

do 10 
.,., 

lt 1 

<15.a) 

qu" o.le aneo 

ffJt'mp\.o, cvr. lo.a V\.das 

~(].bemo!:"- q\.I~ lo 

~e·j. 



donde 11
10

' = ti« x'"' ,p' 0
' >. 

por 

.!()) 

P, 
i 
!'\ 

dot.er·tnith.n.L~ 

2. La hipcl~.osis do rospuost.a linoaL 

no Ja 

( tr-: b> 

;, 
nv 

y 

cal'·ga 

En la discusión a11t.orior se ha puesto de nmnifies:t.o el hecho 

la ovoluc!óh do s:us variat>los dinárnicas <inc::luso a orden ce1·0 .:;n 

e) ost.<i ~o hornada por los valores d" !.:;s .:.mpli t.udes d">l campo 

est.o<:ást.ico do fondo. Debido 

t..endl.'á: 

(1) 

Es ovidont.& que una dependoncia funcional de est.a formo no 

pued•.,, obt.anerse a pat•t.ir de la eci.t3ción clcisica do rnovimient.o 

(ecuación <Il.4.4)), ya que on ••lla no apareco el campo do vado. 

El hecho de quo la dGscI'ipción cl<\sica de l.> int.e1-acción ent.ro la 

paI't.ícula y .,.¡ c<:.mpo no pr·opol'cione l'€•sult.ados .1decuados no es, en 

realidad, soI'pl'end.-.nt.e. Fue' pl'ecisament.e est.e problema el que 
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dió ()f"ígon, finalrnonLP. a ln t:"ldbc.-,r.aci•~ln 

c.:uánt.lcn. 

Lii"mpo~ 

di..?:.;de un p11nt.o dL· vi;::L .. 1 Gl.~i.:::dc~-, de·bído a qtJP cxL:.;t.i.u 10 esp<}t·¡:111z:a 

(1f' quP l.:_1~; p1·npÍt1tLtdP~~ cu. 111l.i<:.1>: dv Ll 111,_,i..t.>J·i., ¡ th:l'd.11 ftt·üúucí.l) 

n'<clu~;ivam(!liL!'" do L-:1 inti_ ... p;)cch)n ci:kdc:t 11nL1~" • .. '·st.«\ y r~l campo 

lo quo ~P croú.1. 

P~Ara ohL~;-nor unt\ nuev..,\ ocu:tción th~ movimiPnLo qup dc•:.:r::rib . ..:-1 

;.1\rfr•í'!\l:::uh1mPnt.r- 1~• int..Hr~·H.clón l .... nt .. ro la µ.;._1rt.icuLl v t.~l c.:1mpo se 

do llll dicho 

JtH:>c;,.ni:;-;;mo. 

1 .. 1 duscripción qtJ(• blt·:;c::unns. Sin nrnbargo, el 

par~t .. o do una dosc.ripción y;_, cuant.íz.:~d;a t.lt:- m.:\Luria y u.:unpo, por lo 

qua la EDE, quo inLonL.::i compr(_)nder- los f1•nó1w:-nos cu6:nt..icos dt•sde 

un punl.o d•" vist,;1 n1~·is tundamünt..a!, 110 puodu :_:;ust.o-nt.arse en olla. 

Pese al ennrrnn int.erés que· uncil"rr.._1 e·l oncont.rar un ntodi_;r,lo 

D11hido a nsto, nos vemos obliortdos por el ntornent.o a 
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funcional d~· 

pot.oncia;' de>! Lipo: 

(0) 
)( .. , (1,) + í:: í: í: r;n .-, <D" \t.)+ ... 

lh"" n<Tn'c< tl'J '' ., .... 
(2) 

con :l (t,.) :=. .:-.. o~p<.-i'.1.\ t.). 
n~ n~ 11 

cualquier pusibh: 

que lP <x'º'i "' O 
\ 

... "' 0). 

"" n. ""' 

COl\SidL•J.•;.1ndo 

frecuoncia dol can1pu por sopar~doJ. 

rcprosont.t\n 

l..is 

que t.omporn.J 

a.soc;u1~ar que ~;e- alca.rict...,. el oquilibrio cnt..rf~ (~l ca111po de vacío y 

m.at.oriu, y no ::;ólo para roproducir los ro~oult.ados do la rnocrinica 

cuánt..ica. En no cxist.~ un balan e o oner¡;ét.ico 

ca1npo lle var..io y ovi t.aría quo SfJ llo(-';ara al equilibr·io. En PI 

dt?s~rrollo (2) propuP.st.o p[.tl'.::l 
(Ql 

l( 0p.:ll'("'CCn no lin&ales 

en l.rts a's quo n1u7.cl. ... \n dií1:>rent..es i 1·ect1encias dPl campo. est.o 

CdUSa ql.lt.,, result..P ml\y difícil soparar li:l i11t.oracción con cada modo 
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(O) 

x co11t.on;:;a 

t.om,lf1do Píl 

cuent.a. cu.inLico. 

pt·obdbi!i1!ad r-s muy Jtt~t¡uf·¡·,.) f:.on1p;i1·•l1J,·ct cun 1,7'!·:: int.or.....ic:cior1+}~; cfin. un 

:é:olo fotón. 

est.ocúst .. icas. 

condición ~u 1~u111pla 

r: E 
n "' 

En el <fosarr·ollo 

1·uncionPs li1H:.ioale~:; de cst.as. 

X a exp<-i<.i..) t.) 
n-7' nc:r n 

(Q) 

X 

+ e.e. 

t.ornal:'se w 
-n 

-w 

(3) 

con 
11 

Lo ant.erior cont..rnst .. a con el desarroJlo en ondas 

planas del c;:impo, donde sL• t.enÍ.'.l t.) = ü\ 
-n n 

La raz6n p<:U'..:t 

proponor un desarrollo d.c.!' (:st.~, fot'ma es qur?- la part.ícula úobr .. 

oscila!:' con una f<'.lso para modos do! campo q11L• s~· pI'opa¡;an en la 

dirección k y con la íasP opuesf,a p.:;u .. ·1 modo::~ q11t: se prf1pr.tg-an <.;OJJ 
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' ' 1 

de "J rnismn 

la 

modn '" º" 

no :;implo pc .. rt.urb.:1ci ,)n. 

el 

on ocuación (3) 

dt..ibcn ost,.a.r- asoci.:JdJ.s sol¿imenL('" al campo del punto cero,. y no 

incluir las de> campo~_; ~_lxci t . .::.l.dot:; t...ér1nícos), cuya 

acción se t.on\.:). C?n cuent.a r.n1no un;) pt_•1· ~urb.::ci0.fl. 

quo quedan por t"o.-11\z.--.irso. f•ur el momont.o, podría arg-n1entarso que 



1 

•lob.'1jo do lns valort~'!--·: 1nfin1t.ns 

Es t. a Unic0munt.o lo~; modos y la 

int.cnsid.ad de J..·, il1t..crac<~ión con cad:., uno th.• t.dlo~:;. 

Do~dc os~o punLo de vi!.Jt.a pod1nno:-; ver 'lllü 1.:-l razón por la que 

la doscripción do1 armÓ1lico ClJf) los mét.odos 

LI'adicionalo:s do la EDE r<>sull;:, ~;at.isfar.t.cwia os, prcch:amont.e, 

quo n-1 rnovhnien"Lo cl.:-1.!-;ico de· DsLn ~::::ist~om...:' coincidP con e-1 que~ en 

ostH'.\ vh:'.:::i<'.1n, os producido por la r0!-!onc'.'.\ncia con los modn~ dol 

c"mpo. Es o:<;i.o nlismo lo qth!- l!ev~ .:.). quo lo~ rc-t;ult.z;dos obt.e-nidos 

para las órbilns cil·cub1·os dPl ~itomo do hidru¡;.,no cunndo so le 

los correct.os, 

mient..ras C}\l'-~ Hn:3 dt~:<:>c:ripcicin que rosult.a, dc-srk}; la perpvc::t.iv.a 

ant..erior, rn •. \s prl~Cis..i cond\:ce a result .. \dO!S ins::it...isfact.orios. 
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~ l::: X P·lf'i); G._:\d •• 
nt nZ 

¡n•óxiu1;.lmPnt.o. 

para dascrihir el comport..;irnienl.o dol sist.ema dinúmico a orden 

Cf~l"O un t'o1, cnconLr .. \rnns on calcula!' los 

poissoninnos do la.s dit'ürnnt.c~s vari.o:Llos din:.imicns o.saciadas a 

óst.e. En p;irt..kular, r·esulta de ¡;r;:in interds ol poissoniano de 

las var·iabh_-.s: (}{,p) quo, sug-ún hemos visLo, dobe sat.isfacer la 

condición: 

(1) 

La import.ancla de e,:t.;1 rt-l;:;ción radica en su ;inalo¡;í;:; con la 

relación de conmutaci6n que cumplen las v.iriables " y p en la 
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y 

~ . 
nxpt-1~· t,))( x 

n "' .. 

Finalment.e.. usar~do J;·, ocu,;dón ( 1) se obt.i,~n0: 

<2) 

n" 

sat.isfaco1' el sisterna dln;::\tn!c::o cuánt.ico. Es 

de una relación quo De obt.lonv •.·n le< "'"c..ink~, ,;u;:int.ic.:., conocidr. 

L; <E 

La regla de s•.1111<> ant,erio1• pueds reescribirse do una forma 

somo jan te la ecuación noi,ando que <E - E ) • f>i-> 
"" (! [-'"' 

Entonces: 

W2rn (3) 

Comparando (2) y (3) V<'tnos quo los coeficiont.as xnc- que 

apal'econ en la exp1•esión 'º' par-a )( (cuyo valor do penderá 

ge.ne1•al del est,ado en el que so oncuentra Ja par-tícula> puedPn 
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cumn los matriz /r..¡x¡m 

En f .... i c..:. •.:;;u ( ·n. 1.¡t v· t,~ '.'1.: 1 •;• 10.:-t\'O?" .~-' COl'"o ~ lit t.p.;:n1~·dciC'.,n so hará 
n 

hacia un •.•.""-;{,.0:: .. H.fo i-:{ con nn<n·t:;i ... i tn.t\'Ol", mhH1t"r.:)·:• quo ::;i (.. us nionor n 
n 

los díf PT"(!1'l<J::; 

con 

con 

con tr.::-.11~,;;:icionns est.ados 

rel;..lcionado:i::; con t..\ ffl'-~nor.-•s quü (::Pl'O. 
n 

.... :oru, y t~ti1·mino!:it 

con 

En pal"t.icular-. si 

-pal'.o ciel't,o mudo dol campo '""' t.iuno L>n > O, t.enti!'emos que x.," nos 

llevará a un. estado d~) Como 

cooficient,e >< 
-n~...., 

w 
-n 

-f..¡) , 

n 
el 

cuántico quü nos dice-- q11H lt\ difoi·cnc::ia de PnPt·gÍ.·.l t>nt.ro- esos 

nivvlP.s PS .t:.E "" h!~;.)n j, venlos que las t.rzinsic:iones Pl'oducidns por 

- - h.:icia ni V(~h.~s ost.án la misma dist.ancia del X y X son que .:1 
ni~ -n" 
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vst..~<io i nir.ial. 

I<> forma: 

obLoner 

eut . .:1do 
i nicl al 

c~~ndr·.l },: y 
""' 

c11rHJ.icit.)n 

'''"' 1 

u. c:!ií'erenLc·~ 
-n~.,.. 

rnt:c.:lnic.::i 

e:foct.o, •~ p;u·Lir de J,) ocu::ición <IV.2.3> obt.r·nomos: 

(Q) 2 ..._ ..,,. . 

cuc1nt.ica: 

+ <x > "' E E r: E x x cxp<-1<1" +,,, )t,) " a {[ ] ne.. n'o" n n· no- n'Q"" 
n <T n ·o-• 

["" -· ] "' } x x exp<-!<w _,,, )t,) a a + e.e. 
n.:T n·cr n n' nu n·cr· 

de> donde: 

n O' 
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ont.oncn!.;: 

["' "' x x" exp(-[(,,, -w >L >Ja ,,* } + e.e. n ti fl,'.T u·,•' n u· n(.11' n-.:1 

n: 
"" 

oz 
p 

+ 

(6) 

E E i: t 1 x-,,) z 1xfl.<T'1 ;! 
n cr 11·0-· 

["' I:E "' ¡x ¡z] 2 

n O<"' 

""' 

Usando la condición dP cu:)ffl .. iz;_v...:ión <ocu •. Ación (2)): 

' ¡ l . 'º' <O>' Ji "-X ~p , (8) 

con el pois::-:;;orliano juf;;..'"lndo ol p.:)pol dPi cor1mutador. En osl.~ 

dif'ercnt.os rcaliz.acit)r1os del t.~.<.:!HlJH..• ..... ·.::;t..oc=..~~~ti.rf.. dn fondo, por lo 

que rnsultu ovident.o que- :se roíieron a disp0i·sionns sobre un 

ons·pnililo do sist.Hm . .:·.l.3 un intoracción con dicho campo, y do ninguna 

manora implican quo la posición y el momcnt.o de 1ma sol¿1 p.:irt..icula 

no est.én defitlidos a la vez. Además, dehid<> a qurJ la hipótesis de 

(8) se cumpl:1 para t.iGmpos ant.vri»rcs. Dv hnclio, en e!:->l.a visión 
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¡,rincipio, la posibi 1idc1d c¡uo en al¡;ún mo1ntJrtt..o puoda 

Unn dc.i-

i11t1..)'nción 

rnndia rk~ Ja pnrt.ícul.a e>-st~.:.i dado por: 

La condición do bala neo ¡;loba! es, entonces 

(ecuación <II..t.o»: 

rnr (f' (){.,() +e IP (E.x> m O 
l l 

(1) 

Puode parecer cont.l'adict.orio utilizar la condición ant.orior 

ya que ésta St! obt..uvo como una cnnsr:!'cuoncia direct.a de la ecuación 

d.:. Braf'fopt,- ~larshall, cuyn ha :r:~ido C:\lust.ionada vnrias 

nrd1)J)l.~S mayor·o~ en Ja carc;a eléct.rica la ecu.:.:~ción dP B-M funciona. 
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por lo m1?nos en promedio. adecuad.-.m1n1te. La hipot,esis 

mayor·os: 1.:.--an B. 

t:.tnc:onLramos: 

(2) 

Er. ol desarrollu l·ú.:-¡!fz~do ""º d capit..ulo II, el segundo 

tArmino do b oxpr~osión i\l)t...Ol'ÍOl" $ot;~~ állUJ~•bC\ d<?hido ;~! hocho de qut? 

'°' indt:opendirH\l.~ dül c,;;t.occistico di:: fondo ;;I )( iJr::t. catnpo y 

g 

x(()) t~n 1A0: ~~mpJit .. ude~ .:.:'\ V a • . n~ 
por lo qu<:> el ''''~undo t.érmino de 

n(r 

I<'\ ecuación (2) debe, en pPinclpio, inclu!r~;e, 

Usa1~do la oxprcsión para ol c::.mpo elüct.l'ico (.;cu.::ción 

<IV.t.3)) y In exprn::::ión p.-:ir:J< x'º' enconl1•amos: 

[la exp<-iw t.) + e.e.] 
ne' n 

[ i<-> x a c,xp<-iw t.) + e.e.]) 
n n'o- n'O'"' n 
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Etl lo sucf1'slvo consider· .. :11'Amos p:u ... t.lcul.:'$ sln spín. 

dll' acuerdo d la dincuslón <fo 

-X 
nt 

X 
n2 

-- 1< , con o 1;11 i,2. 
n 

[
, . {0}. 

( · .. }{ / 2 r: 
n 

-t..lene l~s po1"1riz~"'cio1v_•;;.: invtl-I"t.id,;~"..~, 

tendN:i que 

. E l~ 
,,~ 

Errt .. ot\cr1s, l.;::l (H..::uación (2) 

oxpc•esión 

que on ol c.21pit,ulo Il (ecu.v;lón <ll.-1.5)). Esto so clone ~' que 

Así, si a 

La ocu:.ción <:n puBdn x•,>üscrihil•s•" como un"' Guma sobro los 

diferentes modos do! campo utilizando la hlpót,esis de :Pespuesta 

lineal. 

<U.4.5): 

e!lo, 

<il 
X 

' 

pa1•t.imos 

ax'º' <t.) 
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Coruo 

11> 
X 

l O> 'º' <IX <l.l/ap (t,') = 
' J [ 

1{11 '"' ] X J U.' ),X, l L J V ol 

dt.• <5> 

<. :'·/ºl<t..");xio1(t,) / 
1 ' [

•• ~>ll 
X ~ 

ncr no• 
' 1 

t~~q,,(-iw (t .. -,)) 
n - c.c.J 

idont.ifi c. n· ·-·~ rnodn del 

rof'vt"imos \lh;t voz qu(· lv,h d·-·:-.:~:1.p.:n·{:-l.:idc) L_'l:.; :~mpli Lud1~:·:: ~1. 

(".Sp~.- t'._1r~·;e 

de cero a in V(~'.l. 

n<Y 

campo 

"' Y a 
ncr 

nos 

disLint.os 

di~~t.int.os nj•: .. ::; ::.:;01·.;~n producido~~ por rnlldo.~.:- difB"l'ont.es dol carnpo, 

·: x'm(t.');x'°'<t.) > 
J ' 

21& I:l:: I x0_. \2 son "" <V-t.) 
>.J V 

Int .. roduciendo ln t:~cuación. .ant.erior en la expresión 

se obtiene: 

"' X 

l 

3_ 1· Ef. ¡x"_Jz sen w
11

(V-t.> E <t.'> di..' 
ti .. ~ • 

(6) 

m 
para x 

A part..ir de osLa oxprosión podamos c.'.llcular el se¡;\mdo 

t.riPmino do la ocu.,ción (3); 
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uZi}' •. E. x<l' 
l 

T l 

f J
. cos 

· -T -m 

li 111 (1/7,'f) 
l •<IU 

"' <V-l> u:: U,')E <t.>'> cH.'dt. 
n 

H;icir~ndo ol carnbio do vaPiahl1· u ::.: l.-t,..r. y usat-.do el hocho dP 

quo < E,<V>I\ <L>> "' .p(1.'-t.), con •¡' d.1d:i pof' 1 •. 1 •·clt:-.c:íón <ll.2.25): 

nZ 
'fi n n:r: 

' n O' 

d(Jo. donde, finalment.(.li: 

e?!f•t E. x"'' "' n ~ 2 EI:E 1 x ¡ 2<>.1 S(w ) 
nv n n 

(8) 
l. n .... 

part-ir de <5>: 

-mr EEE lx0) 2 c.>~ (9) 

e n V" 

La condición (3) se roduco, <:>nloncns, et: 

(10) 

Si quPrPmos que h..J..y.::t b<tlancP dct...:ill.ado, la condición debo 

sal.isf acersP para t._:.,da f1~ecuenci a por s•.:p.::u·ndo. En ese caso so 

Londr·.:i: 
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[ lx ¡zws< .. ,>+ ¡x I'"' s<w >)=o nv n n -n..,. --n -n 

Como w 
-n 

¡x_n,i"J + 1;:; 12 ] ···n.-J o 

1 X 1 7. + ! x ¡ :t. ?. f) n cr - fl(.7' 

S<w ) 
~r11·c~· 

f,1)3 ~-··-···-····-· ----·-·------· 
n n 

1 1 
, 

1 1 ¿ X X 
t\<..'1 n J 

Supot1:;a1nos que (¡J > o, efll..1)1'....:L'~-; tcndr-i1mn:-! fJllH t~) 

Vo-mos, 

n 

S«.v > 
n 

ent.oncPs. que efl ol 

con w 
n 

> o 

(12) 

< O, y Pn 

X soran 
-nC" 

(13) 

un sisLerna 

arbit.rario so cu111plv la con1lición de bal;:inco dotallado únicamente 

si el ospect.1·0 de-! c<>mpo de• fondo ,~stri dado poi· la ~-,xp1·esión <13), 

es docir, si el G;spc•ct.1·0 t.ionu pr-ocisarnont~o !;_). formd que propone 

la EDE. Est.P resultado es de ftmdamcnt;:ll import.anci.:., ya que 

m\1ost.1·11 quP no es noce.s~I"io C<J11tbi.;:1r la for1na dol ospect..1"0 del 

punto cet'o p<Jra lo:;:rat' recuperal' o! babnce det.;clll::ldo do la 

mocánica cti<.int.ica. 

128 



Cuando ol sist..nn\.a no so r>ncuen.t.ra on ~;u estado baso, Ja 

condición do balnnce dot..:ulado •~xir;e q1m L'l ospuct.ro do fondo o:st.6 

dado at.ravós de la ecuación u;n. 

part..íc11la. 

do vacío. 

Jrhit,r-;.:=trio, rnr)diu l."'ll do la 

part-ícula dobido a la inl..<Jr<lcclón con lo'·' 1nc1dos; de frc-cuoncia w 
n 

ocuoción (11): 

d En e 

~ 
-m-rw"flx ¡2 + ¡x Jz] + 2..1..'.::~o s<w )rlix ¡z -

n ncr -no • fl n n ncr 
1;: 12] <14) 

-n<" 

En benora1, pode1nos dosco1nponv1~ :.·A L3. donsidild ospact...i·al del 

campo do fondo como una suma de dos cont.ribuciones, tma debida al 

campo clol punt.o curo ~, ot.ra dobida nl campo oxt.orno. Ent-onces: 

2 ti 
con So(w)"' 3nc9 wa. 

S<w> S (w) + S <w> 
o 

Stist.it.uyondo <15) en la oc1inción (1·0 s0 Hncuent.ra: 

(16) 

[~ ~z 4 ez ] -" W S (u> ) + -, - w4 1 X ¡2 (16) 
n e n 3 e :1 n -no' 

12') 



Como la donsidad espoct.ral do on ... r-¡i;1a S (w) posit.lva o . 
asociado a un aument.o t-.H1 la t:tnf,•t-~;í,') 1nodi<:t do la p.::lr~icula, üs 

1 ;{ __ n,.12 <>st.;c\ a~-;oci.:--,do a tlJ)<') cl!Dminuclón do eno1--~Úl y a 

trán.siclones a est.;,dos con c~no1·c.1a iltf]'íli)l ... La ('CUrJC!ón (15) 

Podomos 

s (u.>) .. o. 

(por ejemplo •JI• Si 

como •~ lll inducid:. por· <>l campo dül punt,o C<H·o), lo ant.or-lor 

si!';nlficn qu0< no hay, on nitl¡¡;(m c:\so, ab,;;orción espont.anea d'O 

Pcdomos aun si dofinimos a p" como la 
n.:r 

probabilidad do ab:s:oI'ción do inducld<ll poi.' ol campo 

extex•no, y a Pº como la pl'obabll!dad de absoI'c!ón en ausencia de 
U(..'°' 

campo oH!,orno <pr-obabUidad ospont.;.,neéü, y a las correspond!ontes 

prob<'tbiildades: do omisión p" 
-n"' 

Si supo nomos que en una 

t.ransiclón inducida por• el modo del campo <n,a) so intercambia una 

¡¡ 
U"<> a.c•rca la• lrane\.c\onee radi.cilivos 

en M, Alc:ub\.orre, A.. M. Cotlo, L. de lo. roña y N. s. Lozano, tPS9. 
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trn•)rgía t>: . ., , 4 
el cambio medio en la ener-gia por- unidad de t.iempo 

" 
estará dado pol': 

d E"" "" t;-., (<r" + Pº ) - <P"' + pº )] ---e¡-¡:- n ncr nC" -nr? -ncr 

CompaI'ando las ocuadonos (16) y 07) Vo>mos qtt<': 

p" 

""' 

Pº "' O ~' A 
nt::Y nc.T 

1 "i Hz 

h :'i eª 

en donde so ha usado ol lwcho d1'> quo $
0 

(w) ,. 4rrp
0 

((,,)/3. 

Elnst..ein 

(17) 

(16.a) 

(19.b) 

<1B.c) 

<iB.d) 

sistema atómico con un campo eloct.1·0111;)¡;netico oxl.<'1'110 ün ::;:c¡;und::Ji 

cuant..ización. En la. doriV.()ción ~!;nLc.rioi· .:;.:i h~"'l oht.f?'nhio l~"ts 

mismas oxprosionos do manel'a ¡;ennral ernploando oxclusivamonte los 

postulados de la EDE, salvo por la suposición de que> 13 diferencia 

do enera;ía ont.re dos estados relacionados a través del modo <n,cr) 

es igual a 1'1,;
0

, 

.. 
Ea lo. supou\.c\ón e\ momento, 

toorlo. cudnl\.co.. conf\.o.mo9 on 

d.i>mo&trarto. a. po.rhr do los postulados de la. EVE. 

5 
P. A. M. Di.rae, <U>27L 
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dcnot..ados por (J y b con üf\Or(;í.:1s E y Eb t·P.spoct.iv<:\mont..o y quo 

cumph:tn adcmcis con qoo 

int.nract,t'Jon únicarno,n'f...t:·~ con un 11todo ck~l c~mpo <ya quE" sólo hay una 

w 
n 

E E 
b 

-1.,1 > o 
bu 

<19) 

cooficionl..o corro:oJpon<!ivnt.t:- modo dnl campo (n,n) GO!l 
-nr:" 

d.obn anular·sn. r::nt.oncn.s: 

,/ 0 > X°" n \")Xp<-iw
0

t..) + e.e. 
no' ""'.,, 

"' 

Con10 Xº!Pt roprosent.a la t,ra11~ición b ... a dobn cwnpllr$o que: 

""" 

Suponi¡;amos ahora qun l..on<•mos N ª part,ículas on ol ost..ado a y 

Nb an el o.st.ado b y quo ol sist..oma so oncuont..ra en equilibrio a 

una tomp•.n·at.ura T. Para quo e:<lst..a equilibrio <lobo t..enerso que: 

fiN o 
a 

pero: 
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[ 
4 rr z e z ·1 " z 3 J -b 2 

Nb -3~ P.,l'.•'ub) + 3!'lc-3 '"ob lxn<>'I 

-N [.¡~~~~P.,('''"'°)] jx~'"jz 
Do la axpresión ant.e1 .. ior obt.e-nf1 mo~; qtto 1~1 densit!ad espcct..l'al 

·f'¡ w J 
•"\ h 

·¡¡ ~~ e ~J 

N 

" N N 
l> 

Si :suponemos abor:.1 quo l<• dist.ribuclón do pat'l.Ículas obedece 

N 

r~ oxp<-(l<E
0 

- 1\)) 

cor. (j 1/kT y T la t,omp.:n·at,up;:i .-.bsolut.a, so obt.iene (t.omando 

rn = (U ): 
o.b 

f¡ w J 
p(ú\) .. ------· --------­

rt Z c J cxp((lt...._1)-1 
(20) 

Esl,e result.ado es 

verdaderament.c import.ant,o ya que rnu.-st.ra, modiant.o consideraciones 

muy sencill.as y un .-..1parat.o mat.em:.:lt.ico ext.romadan1ont..o simple, que 

c.l formalismo ul,illzc,do t.ione una ¡;ran capacidc\d predict.iva, 

Adomás como: 

p(w) 

se obt.iene para la densidad espocl,ral do cner¡;ía del campo da 

fondo en equilibrio t.órmico con mat.eria a t.emperat.ura T = 1/k/1: 
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+ 1] .. z 

<21) 

distribución do Pl;Jnck cornpleLa Cocu<>r:i<Ín (21)) sf> hd obt.onido sin 

i nt.r-oducir 

5. El hamilt.oniano con la hipot.osis do 1·c";ptwst.a lineal. 

En la prirn<:>ra sección do e,;l.u c.:ipít.ulo discutimos , el 

compor-t.antient,o din~frnico de un sist.01n3. sujeto a 1~ int...oI"Jt.:'-"iJn con 

ol campo dG fondo. En osa succión uncant...r·amos que, al ordon más 

bajo on la cm•gn elóct.t·íca o, los ocue1ciones do movirrúonl.o quo 

desc1-íbon al síst.orna una voz quo se h::l alcanzado el ró¡;imen 

cuánt.ico son: 

<1.a) 

(1.a) 

En las expresiones ant.eriores, cualquier roferencia P.Xplícit.a 

al campo de fondo ha dosaparecido, obt.eniéndose expresiones 
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poissoni<tnos ju::ando ül pt:=pHl do los conrnut.adoros. llL'bido a quo 

con 1~ hipólt:.sJ.s 
(Ü) 

X y '°' p 

E:·,.~t.o puede· h.::icerso 

partiendo do la pcuaciú11 <lr> movimiunto < 1.a). Do l;t hipótm;!s do 

.((,)) 

X -i EL: x "' '' oxp<-lw t.) + e.e. 
nr• n nv- n 

ft CT 

< x<0 >;Ir<0 )> w EE 
n <' 

(x t1hp(-1t.., L)) 
[ 

- <11l 
ll(T n iJ a$ 

rtcr 

Sustituynndo (2) y (3) ~'n O.a) obtenomos: 

~-'!.] 
a a 

n<>" 

EE {-r.:.i (x a oxp<-lt.i t> - ;¡* ar:< oxpC!w t.>] -
n nO" no' u nQ" no- n 

n O' 

x exp(-ito t.)) < xª oxp<iw t,)) = O [ 
a 11 'º_1 an'º' J 

no- n a a* no."1" n a a 
nC" 

(2) 

(3) 

Como las oxpononcialüs son linoalmont.o indopendiontos entre 

ellas. Usando ol hc>cho do quo w_
0 

-w , esL ... 1 condición implica: 
" 

ro x a 
n nu no-

- X 
""' 

iJ 11 (o) -· • 
- fu X c1 

llaº -n -nv -nv 
n<T 
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hu [ x a + ;;• a"' ] .. 
n ncr n.:r - n O' - ncr 

a 11 'º' -• 
- X 

iJ a* -no-
ncr 

Ü !I <O> 

ºª ··n_,. 

<S> 

La solución n1;:is ~r~noral do la ecuación ant .. eríor, bilinea.I en 

"' >o n 
11' o>"' r;¿: 

+ s '"'' -n,,,.. -th'J' 

GOn Q 
no-

y 

+ Q n " 
~rh;:r -n<.. -na" 

((,) en 

;:¡ 1) 
f1,-Y ·n,,;r 

R 

o zx$ s 
-·1'10' -OC" 

y sus corrospantliont.os compinj-.;o; c;c>nju;;:::d:'"'· 

+ T" ,,'' ,, l 
n _,, n.cr -ncr J (6) 

(5), 

<'f.a) 

<7.b) 

<·1.c> 

<7.<D 

Podonlos ver- ~n las 

ecuaciones antorio1'os los coeficionl,os Q y R :::;.on 

ind<:>pondiont.os do S y T. Como o~;los dos últ.imos no int.orviun<?n en 

el valox- osporndo d<> 11'°' (vu1· ocu::.ción <6)) y adomzis no quedan 

complot.~<mont.o dotol'minados por la.-s ocu<:>cion<?s ('i'.c), {'i'.d) y sus 

co1nplej~ puudon cle~ir;<:e como coro sin mayores 

consecuencias. 

Los coeficientes Q y R se det.ormin<ir1 a partir de <7.a> y 

<.7.b), ol.>t.eniéndose: 
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-X 

R 
n<' -· (h.> + Q ) 

·no-
(O) 

X 

"" 
y: 

¡X" ¡2<0 - r...1) "' ¡x ¡2<0 + rw > 
n<" OO' n -no- ~no n 

(9) 

1 ;'< 1 z 
Q 

no-

1 - n cr 
--·-¡:;--·-··-· Q -n<7' 

1x""'¡2 "'_/J. ___ - fJ'.,_,n (10) 
n ,y n <' 

co11 b una -f\lnción intlot.orn1ina.d.a. Adom;is, de UD, R rosult.a 
no-

sor: 

hamilt.oniano: 

La 

w >o 

" H
1 º 1

,,, t:E 
ne-

:soh.1ción 

(10) 

u 

""' 

X 

R 
na - oc 

""' 
__ /; __ _ 

n <>' 

y (11) CHl ~ó) 

x Za a { - * f -~,...... I n.:7 no' 

. -+<..x x a n 
no- -nu n.::T -ne" 

+ e.e.)} 
ant.erior import.ant.e sólo para 

no-

(11) 

para el 

(12) 

aquellos 

sist.entas en dondo h•~~-a una debene:r.:lción en 1;:\ separ.ación de los 

nivelP::.;:: do Gnorb'Ía <co1110 el oscilador i.H"mónico), ya que en ot..ro 

caso no se t.end1,o.í,n x n'1' y x difePent.es de col'O " la voz. 
·nO" 

Para 

sfr;t.omas sin d,-,¡,;on01»1r.ion, las oc1..wciorios {'/.<>) y <7.b) implican 

que: 
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Q " tt...1 (13.a) 
""' n 

R "' o <13.b) 
"" 

con W "' W y a1'bit.r<.1ria por !u dorrd~. En ose caso, la 
no- -n<.Y 

ecuación <10) implica quo: 

y w .. ,,. 
1 
-¡; 

no-

¡X" ¡z ¡x_",,.lz 
A ~ -------------

rH.,. flll} 

do dondo se sit;uo que: 

R .. X X 
ne' n .. "Y -ne 

tiw 
n 

¡xnc~¡z ¡x_""¡z 
he> 

n -------·------
¡xn,,.I' ¡x_"""¡z 

t1w 
n 

El hamilt.oniano se exprosa, onl-oncPs, como: 

13R 

(15) 

<16.a> 

(16.a) 

<16.c) 



H' ,,, 

+ (~ X .:J " 
n"7 -nor- n.-·f" ··no:J 

+ e.e.>} (1't') 

< 11'°' . 
l x I z 
· nCf 

1;:¡_""'1 ;• 

<.h~t hamí11~oniano Ur" j,-\ part..ícula en t.C:rrnint..J:S: dt:- tos GO(}'fici(."nt..o:; 

oncont.P<:>l' 6 
no< 

sus consectJcncias. 

6. El oscilador -.rmonico. 

Con la int-cncion <le poner a prueba la v.-.lidoz dol formalismo 

os<::il<.ldor :irmóni<:o. f::n ol cc.pit.ulo JI c.;e aplicó ¡,.. condición de 

equilibrio a i.•.::.; t.(~ sistema y enco1lll'Ú Ull'-1 soluciótl 
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(1) 

!""; Ho!senbori; 

encon1.r.::t.r·on uxprt":1'~.:;ionc·s par.a 

(2) 

En Ja PCll:lCÍÓtl (2) hn otnit,idu 1 .. 1 stuna sobro las 

d sµín de la p::n·t.icula. 

poI' u.no. sumn on lll1a dittK•nsión ya qut::.-. cnn~ddor.::.unos \Jn o::;ci!<-.!dor 

unidimonsion.·,1. 

Por oLr·o lado, cu ant.erlor vimos 

hamilLoninno debo t.en;,r lú forma <oc\Jación <IVA.l"i'>): 

w >O ... 

<X X a a 
n -n 

n 
! - $ . ¡x ¡zac. 

1 z. h !"'\ f'\ 

+ 1 x ¡za .~• + 
-n -n -r. 

el 

~,, ~;-=-1-;¡--¡ 2 [!xni""'nª: + .!(;{ X a a 
Z n -n n -n 

+ c.c.)JC3) 

n - n 

1-10 



1 -------------- l X ¡z 
;(ni~ - fX_,,J~ n 

~ _,. 
+ (.; (..¡.._~ ) ~( 'X "' o 

'' n· n ". 

ó ,,, 
'" 

(5) 

E:::; decil·, si r~l o~;cílnd<.'ll" interacciona con t:..'"l n1e>do n dol 

campo <x >' O), sólo pod1·.A lnl.1.>J'accionat' con ~t<¡uollo::;: ot:r-os modos 

n'" t.riles que w ,, 

onLoncns, a: 

Si :s >' O, so tend:r-á: 

(i 
E\ 

"'" 

t9ualar 

.,¡ caso 

do 

lae dos 

oect.lo<lor 

X y p rasuth.1 

n". La ec\.t;;:;tción (4) so l"f:tduce, 

l x 1 z 
" 

l x 
- n 

po.ra. .. l ha.m\.ltoniono puoede hac(tr.,o 

ricbi.dc.• qu., lu cxpres\.Ón da.da 

Clladráticn "" lu.s o.rnpl \ ludeoS del 

ccunpo. Es lo no ocurrirá en 9onoral. por lo quo aun no es evidente 

como 91.-r.orali..z.ar procod\.rntento. 
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(6l 

que: 

<t.;Z - w tiJ >){ X oxp(-i<'.t·.> +1.,; )t.) 
O r.. rt 11 n ,., r...-

;¿ s t'M 
fl,· r.· rn n ·-------------~-- <~X X 

1 X n j 2 j X - n 1 2 n -,-, 

{'¡') 

Pt:u'a n :: n•, l;'l r:.ondición aot..orior rt.."Cupn1·a la ncuación {6). 

~ 

Si, por el cont.rarlo, n " 11' y x "' O , so t.emfrá: 

~ 

X " 0 ó <w~·/<,; ) 
o 

Las acuacionos (5) y (8) se combin<>n pnr<> d.:>r: 

V n' " ± n 

En part.icular·, si n n', b ocuacicin (U) implica quo: 

<v'! 
n 

De los result.ados ant.t:Jriores podemos concluir 

(B) 

(9) 

(10) 

que el 

osciladnt· int...oract.úa sólo con t~in modo n del c<l.mpc1, cuy~ írecuenci;, 

es precis-.rnoni,e la frocuanci;::, propia dol oscilador· «~ '"o) y con 

el corrospondient..() rnodo -n do frecuc.•ncia t'lPb"-\t.iva. 

Usando lo ant..erior, l~ ecuación (ó) t.oma l...:l .fnl'ma: 

{11) 



<IV.~l.I.)) para ul caso del 

Si ül\,•f;imü.:.• .·" )' ;;~ 1~(.:.:-.alt:..;;. l.;;i. :-;cilu .. :i¡)n 1:;l~nor.:l.l de <11) os: 
" -n 

-:s (o:} 

-X (o) e! <12.b) 

c;on Ctt on p1 .. incipio, cualquic·r número posit.ivo. Vomo::.;, ent.oncns, 

que la solución para ul movi1Hi(~nt.o t.10 osc11.-uJor dept'Jt1d<...~ Un una 

con.">1-·.t:l:nte ;;rbi t.r<H·i;, r,, y pnr lo L;a1t.o llO os 1'1nÍCil. Est.o 

cont.l'ast.a con "1 re~~ult.1do Uel c.<pít.uli, II • en ul que nos 

t.endrá -)( "' o. 
-n 

S1.1St.i t.uyondo os t.. o on la oxprosión para el 

hamilt.oniano <ecuación (3)) se obUem>: 

Est.e es precis.:imont.e el result.ado que se encont..ró en el 

capít..ulo JI. 

rosult..a sor: 

En el caso m<\s ¡;oneral, el valox- medio de 11'º' 

<lt'º'<a)) = m <a + p 
o 

(13) 



i 

(o) 

D..,•bidu y 

Entonces: 

prioh:-r 
Hht:i ~.;vJo 

' ..... :1~:i do 

liaSL'"' 

pr-Pci:o . .;Utnf'Ote 

la ml:<7mn 

liemos .. nconf,p;odo qucr b C• col't·espondiont,o nl primel' est.ado 

acce::;:iblo dospués del <:>st,aúo b:";f:> dobo ser i¡:;ual .:;. b unidad, En 

un ru'.irne-ro ent..ero. 

La,; ocu::icionos (12) mu.;st.ran quo el v.~lor de los coeficiont.es 

X y X 
n 

quo la ClkÍnt.ÍC:<.J predice parc.i el oscilador 

OI'IHOOico, I'OSU!tado ljUC> COI'l'ObOI''-l Ja ínt.(•rpret.aciÓn qUO habÍ<o)ffiOS 



:\dyacont.t_.:..:; •·!'; h .. • 
o 

Fir1.al111e11t.u, h~icc1 mo~; 

'11 r\nrn1ünt~.·11t.e 

1 .• comph,ji•bd ch•l c.ilculo 

Ct)ntplejus,. por Ju -quu- ;:,;u r~n¡uívro doc..:.1rroll::'l.r un~ h,n-•p:nt1ie-nt.a 

mat.om;"\t~,ic.;• que nos pc.•rn1it.a at0c.r.n· e~.;l.n t.ipo de prnbk~mas do ntancrt.l 

nlás sirnplt:-. 

7. Rolación onf,r·s ol nuovo formalismo y la mocánic" 1n.--.t.rici<1J. 

Al nplicar los mdt.odos usuales do l,'.l EOE, rlcs<:>r1·oll<1dos on t>l 

capít.•1!0 n, al ust.udio del co1nport.amiunt.n do un~1 p;wt.ículr1 

inmors¡;i nn ol c.".1mpo dol punt.o COI'O, .so SUJ>USO de· maner-.a irnplíci t.a 

qur~ PsLa Sü encot\Lrah-<l en .s'll es·t;:ido dP rninim;. PIH!l"{;Ía o PSt.ado 

base. 



De Pst..a fortn.-i, al rnalizar 11n p1·omodio sobt--o 1Ji1 

Liernpo arbi t.rarlarnente la tcrn1itKll'Í.t, 

En est,o 

(pGlld~iÚ11 tnovimiPnt.o <ecuaciones 

{]V.1.tt))): 

t:E w 1x""1 z 
.. W2m <1.a) 

n 
n O' 

ih 
·(0) '~ n'º\lf<O: '• (1.b) X 

' 
ih 

.(0) < p 'º';11'°') <1.c) P, 
' 

Hornos vislo en ol Qjrnnplo dt.>l o~;cilador armónico quo ost..as 

oncu~;nlra la p;:u·lícub, pot· lu quo no rwo: oblir;nn a I'PsLrin¡;iI' la 

dosct:'ipción al c:;Lado b.ase. En principio, entonces,. pode1nos 

realizar un.;-l: dt~scripc!cin. Hn cualquiHl' cst~.ado ~. pu1· lo qua e=: 

necesario incll1iI• índico Pn nt1•:-sLrZ\s 

parlícular, la hipót.osis de respu<)sl,a linual sox·á: 

~ ()) 
){ 

C< 
EE x a exp(-i~> t..) + e.e. 

no- n<,. n 
n cr " 

ecuaciones. En 

(2) 

en donde ol índico cni•t,t•siano :-;v li<> olimlne>do p<1ra simplificar la 

not..ación. llon\os rnencínnado que !.:.. dinámica de la parlícula 

campo. Cuc:),ndo una iut .. er·acci6n de ost.e Lipo ocurra, la partícula 

int.orcambü1r.-! er11 .. rgía y moJTI(;.'lnt..o con el modo corrospondient.e dal 
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E"' dncir~. el 

dif"erente do cero 

n-·.Y 

"' 
6 

n<,...,<rv:n 
<>f' 

cocficient..o X .'.l>.:ock1do .-:il 

"" 
sólo pcll''' Jos modos (na} 

«(1 

f"~~p(-\1~\ ) + a.c. 
en.: .. > tn~ 

C'<(I <:X{J 

ost.ndo 

quo 

<no) 
0<(1 

(3) 

o ser¿\ 

produzcau 

(4) 

La oxprcsión ant..orior cont..ieno todavía int~orrnación sobro !a 

polcu'ÍZ<n~ión a y ol v"ctor do ornfa k "' 211n/L del rnudo d!'.'I r.<>rnpo 

quo produce la t,ranslción 1:1 ·• (l. Con\O est.a inforrnación no es 

necesaria en la mayorí¿, de• las -'Plicacionus do la t.oor-ía, podamos 

eliminarla do l<> ocuacit'in (.l) obt.oninndo: 

(f.)) 

La import..'lncía de la expr·c.•sión (tD PS qu..:> hemos lo¡;rado 

expresar a x (O} corno und :.>uin<="•, ya no sobre Jos niodos ck~l campo, 

sino sobt"'e los dif•.jrent..es <~st.tHfos nccPsibh~s al sistema. De 

hecho, con la noL.'.lci6n .~nl.el'ior se t,endrá que ~· x{Jo! ya que X 
O<{J 



ambos :<>c.• refieren a la misma t.r.:irtSíchi11, y pur lo rnisrno t..) 
O<{I 

y a 
«{I * a 

(I<> 

Es posible• x·o<:•sc1·íbit· untoncL's la condidún de cu;;int.ización 

<ecurn::ión <IV.3.2)) dt! l.i o>i¡;ulent.o forllld: 

(Q) 

p 

Tomando: 

.(QJ 
mx 

'~ 

-im 

f-V2m "' 

E ,,, 

E (ilc~¡'] 1;{c•¡J12 
¡; 

-(i/2m) E (x p 
¡> 

~11 (30t 

<x - -p p X 
<X(J (1 (~ Qi..p poi 

(6) 

E p a C'Xp(-ü~ > + e.e. 
c.{l cv.p V((J 

(1 

- p x ) 
~>l.{J flC• 

) "' i tí (7) 

~ 

eh~mont.os soan los coof!c\f!nt.os x y p , pudomos ver 
~t? {)!(J 

que la 

ecuación (7) corPesponde a los olemcnt.os dP la diagonal de la 

ccuoción mat.1·iciol: 

(8) 

con [ , l el conmut.ador do las mat.rices. Est.a ecuación puede 

ext.endorse a los el<>rnent.os fuora do la dla¡;onal debido a la 

indepondcmcia est.ildÍsLica de las y 

co1·respondion1 ... üs a dist~int.os modos dül c .. '"lmpo. 

Podemos vur, a part.ir de la ecuación (13), como el nuevo 

formalismo de la EOE nos ll<>v;:, do manera nat.ur·al a la condición de 
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t... do la Peña y A.M. Cntto, <t•,107,. 
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CONCLUSIONES 



CONCL IJSIONE:.> 

En ol prosont.e t..rabajo i..nnos dos?orrolla.do una brovo rovis16n 

do los funtlainont..os du 1;:, EOC. bu;; ca 

do 

h'Jmos JTlúst.r-..:1do qua p.1-r-ti un .::-=;is ten\~ n\._\s 1~,)t11plc""' jo, r.nn10 t~d at.omo de 

hidróe;cno~ h.t!; prediccíont_"s do {<~ t1~0l"fr" tu) c..:oinGiden con las 

En p;.·ii~Licular. vimos quo !a. EOE prodicB rp.1c• el .::\t..01no 

:::;e 21utoioniza. 

motivo suflciont..•-, 

lci EDE nn su 

fol"rna usual ef;, (ln gono1'"al, i.nc:..:-.~pnz <lt~ do::;cri.bh• ndocuad~;in11.~nt.o los 

slst..omas no l.itK>alos. 

De lo 3nt.orio!' o>; claro quo, si quo1'emos qur> 1<1 EDE sea capaz 

do cuci.\qui<n· t..ipo cu.ánt.ico, es nocosario 

ont.ondorla desdo 11na porspoc\.iva d!fo!'ont..o. La hipót.osis de 

rospuesl.a lineal y Ja d€!scr-ipción del sisl.e1Hd en "'' rég:imen 

cuánt..ico en do poissonianos 50 han pt"opuest..o, 

precisa1nente, corno una posible vía p<).ra llov<i'.lr est.o a cabo. Aun 

cuando el orí,;er1 d•) la ro;~puest.a line;,1 os, hasLa et momento, 

obscuro, la i;-r·an capacidad prodict.iva do ost.a. hipót.es!s nos 
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p,;.1,tnit,v aaupon~ro quo- l'Ypt"'~WQnt.,.,. un.,"\ dor.;c1 .. ipción adocuada díl la 

forrna en quo t~espond.e la pa.r·~icula a lf.l lnt,ero.'l.cción con el can1po 

de vacío. 

En ~l t'tlt.im() '°~n.pit..uh.1 ho1no~:~; rnc1nt,1·ndo como 1.:.sLIJl hlpOLociis, 

étUnatl ... ":t. al conccplo df~ JH',issoniano, conduco a un~ an1plia gama de 

rosult..a.dOl'.J qt.to colncídon t:-:1.:-n lo:~.:. cu¿int.ico::~ y quo Gon aplicnblos a 

y ül n1omonto, lr~ d~~;cr-ipcit)n d:o t~\ 1.-:l..~:._-:; tr·.:1ri.siclon(~:::: i~.3;<.Hat..iva...g, 

incluyondo los cooí'idnnt.üs A y B ,¡,, !:1!1.o;t.f·ln, 1"1 d!st.1,ibución d<" 

rnos:t.:r·ado quo· pin· .... ,¡,. 9,.,.l p,_,.L~.:!o 2::-,··:·~ .-!·-~ IHl ~:;L:t.orn~ .::n .. bitr.).1 ... io e;i.dst.e 

un balanc~J enu1·~,!~t .. ico dcd ... ¡_dl.::·~do con t:~! c..:unpo dol punt.o cero. 

Ademe.is, hemos vist~o corno f!i nuo\.1\) fot'nL.:'1.li~_;mo de la EDE conduc1::1' de 

fl\atlOl•a na.t..ur;.1l .:1 .!:..:-1. Jnt)c.":::..:lnicil; r-n.atr-.ici:.'\l. 

para las prob<::>bílld,'.>tfos d1• t.1·armlclón muost.1•a que la nueva versión 

d0 la E'DE no oo sólo una t..oi..·n·in. a.lt..orno a 1(\ n1oc.c..-:inica cu;int.ica, 

:»ino a toda l::i. •A•Ol'Í'l cu;-\nt.l.ca, incluyendo a la elcct.rodinámica 

cuántica. 

Cc-mo la hipótesis de rospuesta lineal como la 

posibilidad da sust.it.uir los de Poisson por 

poissonianos se aplican sólo en el ré¡;imen cuántico, no podemos 

esperar obt.-onor prodicclonus ajvn.;:4,r; t.ooría cuántica. 

El problema do ¡:;enoralizar la EDE par.• sit.uacior1es fuera de est.e 

rógimen, es decil', para t.iernpos arbit.r·arlament.e breves, est.á 

ínt.lmament.e ligado con o! do ent.ende1• el 01·í¡;on de la respuest.a 
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lineal, es decir, ·~nt.endor a fondo la inter<:icción campo-materia, y 

constlt.uye tm p1-oc;1·,;ma do invt~st.i(;.:ición de· ¡>;l'<'n lmpo!'l.nncla. 

Exlst.u t.odavía u11 r;ran nlinw1·0 dü problunw;:; pox· l'e~"olvo!' 

x~o-1.::..cion ... tdo:; con. f":::~L<l 1111t--~v;::1 fo1·1Hú d1:- lJ. ED~ i_Jl!f." sor~u1•.J.mcnt.e 

oncier1'an una onorme rlquez¡, ffrdc"· )' cuyo estudio nos puedo 

pormil-ü· c1hon,!.:.¡· en ¡,., c:0111p1·on>llón d0l comport.mnl<:•nt.o rnlcr-oscóp!co 

do la mat.oria. 
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APENDICES 



Apé11dice 1. Si:s:tem.a:s: mult.ip!?riódicos. 

S~· t!iCf!' ftlJ~._. un :~1~t.1·•rn¡' t..ieno \fil rnovimient.O 

pc>riódica. 

(q ,p ). 
' ' 

Do 1 recunnci:-r<-: no ~·on 

rnú!Liplos no l'OCO?"l"t"Jl'~ un~ 

~;o(;uírá cur1~:;idnr:u)do mull.ip111·iúdico. 

11kv\I Í1•1i Pr1t..o mu1t.1p1·~1 •1,·)<iif~n ',_>~ f)( l t!: .. •r:r-anr~:~;~du. 

ón;;u!.o. r:~t...-1 Lipu du v.::triilblos so dofine un ba!.;n a un conjunt..o dn 

coordünadas y mornPnt.cs ~;unoraliz.~).dos <ql ,pl) pura los cua.los el 

hamilt.oniano dr'l sist.mna com.:iderado o:s: ~wparable. L:1:s: variables 

de acción 1:, jUOg'an ol ¡>'1pol do nuovo:s: momnnt..os ¡;eno1•alizados y 

están dadas por: 

1 
Con qi uno coordenada 

momento 1:anóm.co.niont.o conJu9ado. 

(1) 

9onerol\zadQ y pL 
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do11cfo la inLe¡;ral :se; roaliza sobre un prn•íodo compleLo L'll L·I 

pbno <q ,p ). 
' ' 

Lus variables an:;ular(~S T) 

' 
!SOll las coordenadas 

por: 

r¡ (2) 

' 

donde W<t; ,q ) e•; la ! unción c::H'act.cri>:t.ic., do la Lransf"ormación 
' ' 

con 

i¡;ual 

--·> (r¡ ,!', ), en 1,,:rrninor; <1'> b cual ¡. 
' ' l 

l/ 
' 

:e et.o. _ u 
l 

EsLas ocuacioncn:: admit.on la solución: 

C< 

' 
o. 
' 

const.ant..os. Los 

V L + f3, 

núrnoros V. 

' 
son 

<'JW/ilq. 
' 

(3) 

«t> 

las frocuencias 

Do la ecuación (4) vemos que :<Ji ha t..ran.scurrido un Liempo 

al poriódo T 1/v, 
' 

c•nt.onces !J.1) "' 1, 
' 

lo que 

si¡;nifica quo r¡ c;.unbia on una unidad cuand.; q efocLúa un pe1•íodo 
' ' 

cornploLo. Podt}'tno:s vor, ent.onc.:e:s, quo las :son funciones 

r¡ , con período fundamonLal 
l 

t:.r¡, = 1, y por lo Lant.o admít.on un tfpsar1•01lo on :serio do F'ourier 

de la forma: 

(5) 

1~5 



cor~ 

exp<-2rrirtr¡ ) dn . 
\ 

Si c.on..~ideramns un.n V;)pj.._·ibln 'f\JV se..'.l fun.:.-:ión dn varia~; q • su 
\ 

COtll'ifUn.tlda~:; 

q' 
' 

por Jo quo 

rttspect.1vos. 

t.endr.::i11 un desarrollo 

rnúltipl<> do Four!er do ¡,, fot·nH: 

X "' ·1. E ;¡nk 
n 

conoco:;n como funclonos múltiplo o condicion::.lmonto periódic<>:s. 
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ApJndic~ 2. El problom.<> d" J<oplnt· con v;u·iahl<'s de acción y 

án¡;ulo. 

c.::~plt.ulo ¡¡ 

Por !:'.dmpli\.'.:.id,)d, y t.om<:lndo '":n (_:ur-.nL.:-i qtlv Gl movinüont.o de una 

sujr:t.a (.l un pot...t".~nc.i;.;J.1 c<~nt..r ... 1l Vil un 

con~:idcr-aremos :;6lo dos dimt:-1i-:;io1h~·::; Cl ha1nilt,oniano del 

(1) 

cnn k>O. La ecuación do Jlamilt.on-j<><:obi ""' ontonces: 

(2) 

Suponc•'>1nos una solución dol Upo: La 

acuací6n antorior :so roduco a: 

(3) 

La dopondoncia i•ospocto do •P aparece sólo en el último 

t.érmino, por lo qu" t.lebp cumplirse que: 

et.o. (4) 

puede versE- en 



ele> doHde <3) se> redltce a: 

(!)) 

Las Vdl"'Íabl('IS d!°"' .:lf'.:ciOn :---::( ... <l<>finoH como: 

f dr· f, d \,/, 
d1~ f' "' j d l" 

(ó.a) 

l; .. f f ~ • { d\.i;-
<1</> J' ¡; . ,. .. 

1i'/.' .,, 
" 

(ó.b) 

(7) 

mientras quo pnra { r so t.endri.\: 

dol rnovinúcnt.o ~st.a1~án 

I" y l' l.'\S l"'iJl:iCOS dd lnt ... oi;r.-::indo, 
1 z 

l;_; p.<;n•l.icuJn VLt •lv l' e:. r r. > o 
l z 

y deb<:mos t..omar la r.ni;! cu;::idr:ida posit.iva, un cambio, cuando va de 

r z a ~ 
1 

se t.ionu i.. < O y t..ornamos la raíz cuad1"ada t'legat.iva. 

F.nt.onces: 

{ 

2 

[zmE 
r 

1 

· i/Z 

+ 2mk/1· - MZ/1·z] dr - ( 

1 

[2111E ]

1,'Z 

+ 2mk/r - MZ/rz dr 

z: 
r 

r 
2 

2 J r 2 

(2111E + 2mk/r - MZ/rZ] 
1~ 2 dt· 

r 
t 

1!)6 

' 1 



a =- -2mE, h = 2mk. Como la 

r 
i 

y r 
2 

ra.icu~.; 

1 /"? 1/Z 
( r t:!: 211c ... + nh/a 

~ = -ZnM + nkC-~m/E)'. 2 

r 

.:.. + b/r· - c/r2 o. 

<.9> 

Sl!St.it.uyondo (7) t'll (\l) y ""''pc•jtmdc> E cnconLrarnos: 

E "' -Zmrr'kl./(f + t )2 

"' 
(10) 

L.M ecuación ant.orior irnplica un movimh!'nt,n dogonorado, c.::uyc.i 

1inica frecuencio es: 

Podernos 

ent..oncos, quo: r7 ,. 

J 11 
dt; 

r 

'l.,, = vt. + (12 

(11) 

<12) 

por simplicidad, Tendremos, 

r¡ = vt- = w. 
<$> 

Como :;o ~·ló en <>I apenclice 1, r 

periódicas de n 
r 

y TJ.P rospec'Lívoment.e,, con 

cualt.~uier f\Jnción f(r,f./;) ~dnlit,.e un dosarrollo l.":\n S(.~rio sin1ple de 

Fouriur d0 la fornm: 
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dondn a 
n 

L a" uxp(-2ninw) 
n:: 

rf<r,{> P:-<p<:>.1cin1.ü) de.._, 
• Ll 

(13) 

Para calcular lo::; cot,fh;h.•nt .. eo~..: :l n:-'> necesario conocor x·(t.) y 

Jl J
t/Z 

W .. 4111E + 2mk/!' - MZ/l'Z dr + Mrp 

do dond1l: 

y 

con 

con 

V 

t. + r 
1 

y 
¿ 

con.::::t.antos. Int.o¡;rando 

r = r~ <1 - cZ)/(1 + e casi¡,) 

R .. -k/2E 

+ <t><14.b) 

<M.b) y oli¡;iendo 

(15) 

La dopondoncia t.ompor<:tl so obt.iono int.o¡;rando la ecuación 

(14.a): 

La er.uaclón ant.orlor os t.1'a">condonte, pero puado escribirse 

en una forrnn más co111pacL:1 sí definimos sonT '= (!'-R)/cR. Entonces: 

r 1~<1 + E s0nr) <16.a) 

(1f>.b) 
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-:-n ferina pilramVl...ricci, v pucdc?-h t..orndr un .... , fo1~ma mrls t...:onveniellLe 

r "' RO - ,, cos>..) (17.<>) 

(17.b) 

ser, usandu la~ PCU~1c.iont.1s <1U> y (f/): 

(fü) 

Puode encont,r~w~;<:> •ln dosar1·01lo de Fouriur· de 1::. fo1·ma (13) 

piara las coot'd&nt.:~d¿)s (x,y>. Para x t.onomos: 

E x oxp<.-2rti11t.) 

RosuLL~\ n\J~ scªncillo c;_1lcul..:i.r la.s cornponent..os de F'ourier de 

x. Ot.n•ivo:.,ndo la ü:i-<prosión .-:tnt.~rior: 

x E <-?.rrlr1v) x exp<-2rtinvt..) 
n 

Sea w = 2m.> .. <-2E/mR2
)

1
n. I::nt.onces: 

o 

donde 

-t.,..) in x 
o 

T = 2n/c" o 

1 J
0

,( oxpCíu'.,nt.) dw r:. 

os ol !J'-'1·íodo 

T 

1 Jºx 1'" 

t.enernos, dc, <10), quo 

la orbit..a. Como 

x dt. "' -R sonX dA. 

Además, do (lí' >: t, 3 R(-rn/21D
1 /Z<>- e son:>..). Subst..it..uyendo y 

despü jando X encont.i-amos: 
n 

IM 



Zn 

<-!R/2f1n)J ''''"' oxp< in(l\ -
() 

An<Álo;:;anv:'."n~o, par.a y ::: ..... obLiOllP'. 
n 

2 r, 

S•.•n/- )) dA 

Y,, =<iR<1 - 1~·z>',' 2 /l.nnt:>J0 u><p<ln(l\ - e ser\7')) d)I. <20) 

Pc.r<l calculi>1' <1')) y t20) se ut.iliza una 

reloción tiu lo;-.; fu¡¡c;icn•.':_,: 1l1• nr-~-.:;nl J (-;.•.): 
" 

'i!.n 

J <z> 
ro 

1/2n f 0 Pxp<l<r\A - z sen}...)) d:\. 

Ent.oncus: 

X 
¡~ 
n J;

1
<1u:) Y,,, <21) 

Las ocuadonos ant.<:>riores son v•ilidas p;:ora n <" O. Usando 

X ... 
R 
n 

(22.b) 

con n >' O. Por ot.ro lado, debido a que t.ant.o x como y son números 

reales, debe sat.isfacorse que: 

-·n Yn 
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l>e las vcu.l.cione:::: Cl2> s•·:> p11odt}1 \'ül· qu'~ X P.S 1·,:al,. Jniont..ras 
" 

«Jlh-:0 y üS lm.:.¡;lnario pur·o, pot· lo '1"º 1~. t.•Xp1·0.sii.)n aot..orJrJr Sí• 

" 

--y 

·r .t.n 

J X 
dt. 

1 Lx d t. 
dA X 'f 'f (j~· o 

t1 

2'7 

Rw /2n I <e.is>._ - e> R <-rn/2E>u'\1 - r. co:s>._) d>._ ,, 
o 

7n 

"' R/'l.rr J
0 

<-e + (1+;c2)cos>. - e cosZA.) dA 

finalmont.e <>bt.enl'mos: 

y, en f'orma anrilogoil: 

X 
o ~ cR 

(23) 

(24.a) 

<24.b) 

Las ocuar:iones <22) y <2'1) nos d¡,n los copficient.es del 

Puod.; not.arse q•rn. debido " la de¡;eneración 

de ost..o sist.oma,. la.s: coordonad.;."ls carl.osL1nas so oxpres.nn como una 

serie simple de FouPier y no como 11na serie múlt.lple. 
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