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RESUMEN.

En este trabajo se analizan las condiciones de frantorz  denorales
en dinamica de fluidos. S{endo 1a condicidn usual la de
adhorencia, ague establece la ausencia de movisiento relativo entre
un fluido vy una Frontera odlida, a2 progone un sdtado para
determinar la posible existencia de deslizamiento, wsoidiflcaondn
sdlo las caracteristicas de la interfase. Para esto s sugisre el
carbiar una propiedad mscroscépica que sea solo ralevante en la
superficics lo tensidn supervicial., Anatizando un caso  sencillo
conn es el sovisiento uniforee vy lento de una esiora on wn fluido
viscoso, se analiza el efecto quo tiens  introducir  resbalamiento
en su superficie. Coao rocultado se plantea experimentalmente el

problema para establecer la existencia o no de wmoviciento.
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THTRODUCCION,

La dindmica de fluidos es la parte de la fi{sica que
tiene como objeto el determinar el comportamiento de un medio,
liquido o gaseonso, a partir de las fuerzas que actdan sobre 61,
El enfoque, totalmente macroscédpico, y en el  contexto clasico,
converge en la formulacidn de una teoria de caspo.  Las ecuaciones
para los campos de velooidad y  de prosién, por ciepplo,  son

diforonciale parciales yoonn linealos, Ent ag vouyaciongs

regquieren, paras sy snlucidn, de condiciones subsidiarias asociadas
al cosportasiento temporal, condicicnes iniciales, y al  espacial,

condiciones de frontera.

lL.as  condiciones ioiciales definen el estado de
movimiento en el instante a partir deol cual se inicia la
descripeidn. En virtud de que en esta tesis se estudian flujos
estacionarios,; en 1os ous el tiesno inicial se ha trasladado al
remoto  pasado, estas condiciones no seran discutidas en lo

sucesivo,

L.as condiciones a la frontera son las que ponen de
manifiesto la forma en gque »1 fluido interacciona con otros medios
presentes en su seperficie. Aqul se analiza el vaso en el que el

fluido est& en contacto con un sdlido.

£n el siglo XVII11 aparece por primera vez la dificultad
de formular las condiciones de  frontera adecuadas, cuando
Bernoulli destaca las diferencias entre su anAlisis, basado en la

suposicion de que los fluidas {ideales) reshalan libreasente sobre



una superficie sélida, y las observaciones experisentales. La
hipdtesis de gue un fluido se adhiere a la superficie, en el
estado de la teoaria de entonces, era inadmisible matematicasente.
La discusidén sobro este problema fue unridquecida un siglo  despusds
al formularse las ecuaciones cowso hoy las conocenos y  aceplarso

comR una posibilidad elds, la condicidn de adherencia.

En esta tesis se propone que las condiciones a  la
frontera pueden modificarse si se camhia la naturaleza de ia
interfase fluido-sdlido. Este cambio en las condicionns  de
frontera es entre los  extresps de adhergnoia vy recbalamiento
totales.  La hipdtesis basica en este trabajo es la de suponer que
cambiando la tensidn superficial relotiva, que es una de las
manifestactones gacroscdpicas de 1a interaccidn entre dos nedias
distintos, so pueden moditicar exclusivamente las condicionmes de
frontera. Esta relacida  cerf sanejada en Joerss compleotassote

implicita en cuanto al andlisis tedrico se refiere.

En el capituio 1 se describe & un fluido al que se
considera como un  cantinun, con base en las principios de
canservacion. f continuacidn se  introducen las ecuaciones
constitutivas y se obtienen las ecuaciones de MNavier-Stokes que,
junto con la ecuacidn de continuidad, integran las ecuaciones
basicas deo la dinAmica de fluidos. Posteriormente se plantean y
discuten las condiciones a la frontera que describen la
interaccidn entre un fluido ¥y un s6lido, oismnas que llevan a la
formulacidn del problema. En el capituleo 11, partiendo de 1a
hipdétesis de que la tensidén superficial produce un  efecto en la

velocidad relativa entre un fluido vy un sdélido, se estudia el



prablema del movimiento uniforee de una esfera iomersa  en  un
fluido viscoso. Para esto se consideran  las condiciones a  la
frontera extremas de adherencia y deslizamiento vy se calcula la
fuerza de arrastre, en térninos de un copficiente de

miento,.  Esta fuerza se introduce en @l anilisis secdnico y

e estudia el comportamiento de la esfora. n el copitulo 101 se

[t

¢ oonondiente a3l modelo tedrico,

propone un disefio experiaontal,
gue permita observar el efecto v se presentan las  prughas
realizadas.  Finalmente, el cepitulo IV contiene el  resumeng

conclusiones y perspeciivas de la “tesis® presentada en  este

trabajo.



CAPITULO 1. FUNHDAMENTOS.

1.1 ASPECTOS GENERALES.

Dado quea se pueds describir completanente el
comportamiento de un fluido viscoso con las ecuaciones e
Navier-Stokes, en este capftulo se expondrin los principios
generales y 1as hipstesis bAsicas pera llegar a ellas {(Currie,

19743 Landau et al., 19593,

los fluidos estan conotituidog por aoldculas en
constante movimicnto que sufren colisiones continuamente.  Para un
an&lisis rigurosa habria que tosar en cuenta la  estructura
molecular vy S0 dindmica, partiendo do una descripoidn
estrictamente microscédpica [Curvie, 19743 Batchelor, 19471. Hos
ligpitaremos en este desarrallo 2 considersr gue la trayectoris
libre media es muy pegueffa comparada con  cualguier disensién
fisica del problema; asf, se puede suponer una  distribucién
continua de materia y establecer las propiedades del fluido tales
conc veleocidad, densidad, tesperatura, etc., comd funciones

continuas de la posicidn y del tiempo.

Una vez considerado o1 fluido como continuo, se puede
describir sy sovimiento desde dos puntos de vista, con el sistema
Euleriano o el sistoma Lagrangiano [Currie, 19743 Lamb 193213, En
1a descripcidon Fuleriana se fija un punto en el espacio * Yy se
gbserva al fluido que pasa paor dicho punto en el transcurso del
tiempo, wspecificando su densidad p(z,t) y su velocidad 3(;,t),
por lo gque los campos son  funciones de las coordenadas
espacio~tiempo. En §ste caso se especifica un volumen de control,

1



un volumen €ijo en el punto }, en el gque 1a cantidad y propiedades
de la materia pueden variar con el tiempo, no as{ su forma. En la
descripoion Lagrangiana, se identifica a una “particula* de fluido
y se sigue su trayectoria; es decir, los campps ason funciones del
tiempn vy la posicién inicial %o. En este sistema puedon variar
la forema y posicidn del elowsenta de  volumen. Al referirse al
slocento do voluren; se 1o considera suficientemonite geooando de tal
forma que contunga oh ntnoro grande de saoldculas para manejarlo
cond un continuo, pero suficientesonte penuelio cooo para aplicarle

las leyes de la mecénica cosn a2 una "particula® sipple.

Estos dos aaotodos deben entar  relacionados s han de
describir el movieiento de un fluido. 81 se considera un  campo
arbitrario o, es necesario conocer su variacién con el tiespo n
=! woluren de contvol, pero al seguir el sovisiento de éste se
debe emplear ¢l pdtodo  Lagrangiano. Par  tento,  como ias
coordenadas de la partfcula (r,y,2) son funcicnes del tiespo, se
puede estahlecer la variacidén del caspo mediante 1a regla de la

derivacidn de funciones compuestas en la foraas

Do [ ac dot ot
Bt "8t Vex T Vey Y Vaz

ug—?+uk—g% , .1
k

donde D/Dt es la derivadse materialy este operador tiepe sentido
s&lo cuando se aplica a un campo veriable (esto es, una funcidn de
* y t); por 1o gque da una dorivada en el tiempo siguiendo el
movimiento del $luido. Agus, se ha usadn la convencidn de
Einstein de suma sobre indices repetidos.

2



El teorema de transporte de Reynolds [Currie, 19741,
ralaciona la derivada Lagrangiana de una integral de volumen con
una integral de volumen cuyd integrando contiene derivadas

Culerianas, esto es:

L.
f

dot &
oY = f -t e loe ) | dV, 1.2}
Pt 5o wit) at " & R I

donde o s cualquier cappo. fatemdticasente expresa ol hecho de
que no s6lo 8l integrando carbia en el tiempo sino tashidén el

volumen de intogracidsn; v,
1.2. PRINCIPIOS DE CONSERVACION.

En osta seccidn sa desarrollan las cinco  ecuacliones
basicas del moviaiento de los fluidos: la ecuacidn de continuidad,
l1a ecuacion vectorial de conservacidn de la cantidad de movimiento
y la scuacidén de coaservacidn de la energfa. Se supone que las
valacidades caracteristicas del fluido son mucho oenores gue la
velocidad de la luz, no considerando as!{ efectos relativistas,
Ademas, debido a que la longitud de onda de Pe Broglie s ouy

L]
pequeffa (v1A), se excluye &l comportamiento cudntico del sistema.

Bajo estas hipotuesis, las ecuscliones de la dinanica de fluidos se

fundamentan en las leyes de la nmecanica clasicas

a2 Conservacidn de la masa.

La ecuacion gue ostablece 1a conservacién de la  masa,
llamada de continuidad, resulta de postul ar que no hay
aniquilacidn ni creacidn de materia. 8i se piensa en un  voluGen

3




arbitrario Vv, enteramente orupado por el +luido, donde la funcién
+ .
elx,t) esté definida, el cambio en el tiempo de la masa en ese

volumen es ceroy asi

D f e =0,
ot vit)

por la pruacidn (1,.2), se tignoe

e, 0
s gt} dv/ = @ .,
I;(c)[ ar §xk k }

Esta relacidn es valida para cuaslgquier volusen v se satisface sélo

si el integrando es cere. De agud gue

3 o .
—‘3%2 ¥ & (ms‘) = U, {1.3)

es decir,

Dp a2
Pr +p-é;;uk = {3,

Esta es la primera condicidn gue deben satisfacer 1a densidad y el
campo de velocidad Currie, 19741, Cuando la densidad p e&s
constante, se dice que el fluido es incompresible y su derivada

material es cere, Se tiene entonces:
A (1.4a)
i

es decir,

div & = 0. : t1.40)



Sin embarqgo, el hecho de gque div %=0 no implica que 1a densidad
sea canstante; aunque sea constante en el tiespo pusde variar con
la posicidn, pues =i por ejesplo se conasidera el f1ujo
estacionario de un fluddo estratificado, en donda la densided  sea
constante a 1o largo de las lineas de flujo, pudiendo variar do
linea a linea, oo tiepe aque su derivada material s cero  {(Currie,

19743.

2 Conservacidn del impetu.

Las gcuaciones del sovimiento o ecuaciones dinGmicas,
son una reprasentacidn de la segunda ey de  Newton. Se tiene
entonces gque la ecuascidn de conservacion del fspetu esti dada por

CQurrie, 19741

donde el tdroino de la izquierda representa el cambio tespuoral del
momento lineal del fluide que ocupa @l volumen V y los términos de
la derecha reprasentan la fuerza total que actda scobre ) fluidog
la suma de las fuarzas superficiales b y las fuerzas volumétricas
p?. Las fusrzas superficiales actdan sobre la supsrficie de cada
elemento vy estan determinadas por el area de su  superficie vy la
oricntacidn de Ssta; dstas fuerzas pueden ser normales debido a la
presisdn y cortantes debido a la viscosidad. La cosponente { de la
fuerza ejercida scbre un elemento de superficie, de é&area dS vy
normal 3, puede  representarse como TLfHdS’ donde Tu es el
tensor de gsfuerzos y es la componente ¢ de la fuerza por unidad

de adrea que actdua sobre una superficie con normal en la direccion



Je Las  fuerzas wvolumétricas actaan directamente sobre cada
elemento de volumen y dependen de la masa abi contenida, actdan en
una direccidn dada y resultan de un caspo esterno; como  por

ejemplo 1a fuerza gravitacional o la fuerza rlectrosagnstica. Asi,

D = "
B [ Fu v = ! 'rij ni ds 4 I p&} v,
Y E] v
Usando 12 ecvacidén (1.2), el teorema de la divergencia, la
ecuacion (1.3) y tomendo en cuenta que el volupen ®8 arbitrario,
se liega a
Su du,  dT
AER YA T E T 1.5
k i
donde el miembro de la derecha representa las fuerzas dque gausan
la aceleracidn y el izquierdo representa el cambio  temporal  del
mosento, por unidad do voluasng este oo, las  1lamadas  fusrzas

inerciales local y convectiva.

c? Conservacidn del momsnto angular.

A partir de la conservacidn del wmokento angular, s
puede obtener la simetria del tensor de esfusrzos [8inge & Gchild,
124931, Se cabe gque dada una particula de masa m y cantidad de
movimiento lineal B en una pusicidn ¥ cton relacisdn al origen de un

marco de referencia inercial, la cantidad de momcnto angular osts

dada por

A partir de la ecuacidn de copservacidn del momento lineal, 1la



ecuacion de conservacion del womento angular es

I { g? [ Fox (pﬁ) } + div [ F ox (pﬁ) & } } dy =
v

{ P x (v «n) as + f F o (pf) dv o
R e u

Desarrollando en componentes se puede escribir de la farma:

a8 &
Iv{ Sljk X Fr (puj) + S X0 5;‘-1 (pruju‘_) } dy =

¢

. N
Ll o : e + g8 ™ #
_L{ S T T S %" g T [ =0

agui 5l B8 el tensor alternante de Levi-Civita en el espacio de

tres digsensiones y puede tomar 1os siguientes valoircs:

+ 1 s8i {i)k} es una permutacidn par del drden ciclico.
& = - 1 si {iix)} es una pernutacidn impar del drden cfclico.

0 cualguier otro caso.

La ecuacidn anterior se puede escribirv como:

2 ) - a
L{""uxxi, F T M Talt B tpu u) — s X, x, try?

- s.u.krji - sijkxthj} dy = 0 .



Factorizando X6 o 6e tiene:
1914

J\v { xle?”k l pa?‘t‘ej + uj@tp + pujdx\u‘b + u‘épru).

e decir:

3 a .
+ . 4 - Y - .
uj rrld (=] 6xlb1 } r,‘jk Tji dY =0
en donde, por las scuaciones (1.3) y (1.8), se llega a

£ T  d¥ =0
j; ik it *

y comn el volumen es arbitrario, se obtiene que

2]
H
o

Cay T
iijk it

es decir, el tensor de esfuprzos es simdtrico: Tj'; = T” .

¢) Conservaciédn de La energia.

La ecuacidn de conservacién de la energila es la
generalizacién de la primera ley de la Termodinamica para un
sistema fuera de equilibvrio. Para esto; es necesario introducir

la hipétesis de equilibrio local, ésta permite establecer la



energia de una “particula” como la suma de la energfa cindtica por
: A N
unidad de masa 172(pa.w) y 13 energia interna por unidad de masa
@. El batance tecsmodinimico se pbtiens igualando 1a energia  con
la suma de la potemcia desorrollada por las fuerzas de superficie
> :&, . . s ) x F {
w s dfS vy de las faerzas volumdtricas u e d¥ vy el flujo de
& . PN
calor g3 la cantidad de coalur que sale del elesento de fiuidoc por

> ~ ~
0% @ oo n, donde noon la normal a

unidad de tiempo y unidad do
la superficie. Do ests sanoera, el principio de conservacidn de la

energia, en un volumen ¥V vy superficle 5, esth representado por:

g‘c‘ f{ pgi',p{;oi:}a?-/:— {""ﬁn:*{ i’npﬁ‘cy~[$o;§d.
v £

o o,

ST

Be agui gque 21 casbio total de 1a energia {dncluyendo cindtica e
internal cn ol volumen de conbrol, 5 aguai g o ontencia
desarrollada por las fuerzas superdiciales, que incluyen el
trabajo reversible hecho por la presidn y el trabain irreversible
debido & las fuerzas viscnsas, mds la potencia desarrollada  por
las fuerzas externas,; menos la pdrdida de energfia deblida al  fiujo
de calor. Usando las ecuacienes {(1.2), (1.3) y (1.8), la ecuacién

da conservacion de la energfa interna puade escribirse en la

farnmaz
Go o, Ou o e (1.6

8s oo p-in | [ et !
Par T Y gx Wkt T Ect
k § i

A partir de los principios de conservacién, se han
abtenido cinco ecuaciones que describen el movimiento de un fluido
Y, come consecugncia de la hipotesis de equilibrio local, hay dos

ecuaciones de estado para un sistesa simple.  Estas san: P=P(p,T)

9



¥ e=e(P,T), cn donde P es la presion tersodiniamica y T la
temporatura [(Currie, 19741, Sin  ocobargo, se cuenta con 16
variables: densidad o, energfa interna e, tres cosponentes de la
velocidad 3, tres  componentes  del  flujo de calor $ s Seig
componentes del tensor  de  esfunrzos T s la presion Py la
temperatura 7. De esta formna, se tiene un sistema abierto, por lo
que se deben introduciy  ccuacionos on toreinns de las  mismas
variables para obtener un sistema de scuaciones cerrado. Estas se

conocen come las pcuaciones constitutivas.

1.3  ECUACIONES CONSTITUTIVAS.

Las ecuaciones conastitutivas peraiten cerrar el sistema
fde ecuaciones. La primpera relaciona al tensor de esfuerzos con
los gradientes de la velocidad y 1a presidn.  bLe seguivia poraito
relacionar al vector de flujo de calor con el gradiente de la

temperatura.

Para construir la primera ecuacidén constitutiva, se
formularan las condiciones gue el tensor de esfusrzos T [} Tu
satisface. En un fluido en reposo, Sdlo se ejercen fuurzas
normales y estan dadas por la presidén termodinimica, por lo que el

tensor de esfuerzos es isotrdplico en cualquier lugar del fluido vy

tiene la forma:

en donde ) signo negativo se debe a que se considera a los
esfuerzos normales positivos cuando son de  tensidn. Para un

10



fluido en movimiento los esfuerzos tangenciales, gque se  denotaran
por a_”, no se anuwlan.  Entonces, el tensor de esfuerzos es ia

suma e los esfuerzos normales y tangenciales, quedando

T = - P& 4 o
%] (S Y

3]

Para encontrar la forme explicita del tensor o 05 necesariao

e
introducir ciertos hipotesis sobre e aaturalera del tensor. La
primera hipétesis establoce gque el tensor ¢ sdGlo depende del
3]

tensor aum (au_/ax)_,nc Em,/‘?xa) » es decir o=l ed, Desarrollando
13

e e e

en serie de Taylor:

+ +
T G T T Ot Tokien P Con

donge F ,F ,...,500 Yensores de . rango 2,4,..., 10s  cuales

1 Lkt
pueden depender de los invariantes del tenzor e‘u‘ l’,la, !n., que
SONe 1= &,’ e el cual as la trazap 1 = 2 <§c"l &, o . fQue es
4 [ Y -1 ¥ | ik it

i

élmn ° o

ug es el
T % S % Tkt 9

1a suma de 1oz cofectores e L =

&

[%]

determinante.  Agui:z

o] si {3 # {ad.

B1...0n
= +1 si {3} es permutacidn par de {ad.
Cth e Oin )
-1 si {3} es permutacidn impar de (al.
lLa segunda hipdtesis establece que o, . depende

A3

linealmente de e; esto es,
~

+
% F j ixt %

i1



donue Fq depende linealmente s&lo de 1’ 1Y F‘m no  depende  de los
3]

invariantes del tensor.

Finalmente, se supone al  fluide isolrdpico, en este
caso el tensor FHH e5 un tensor isctrépico de la forma [Currie,

19745 Synge & Schild, 1944)
Foo0 = Ad ! S . -
ikt i G T {"m Sa % Gy } ! ?[‘Sw Sh 7 S0 ] ,

donde los coeficientes du y ¢ son escalares. El tensor de

esfuerzos os simdtrico por lo que sdlo se tienen dos cosficientes

independientes; entonces se puede escribir de la forma

~ ou . bu _z . Bu Ay
ii =N a—)‘% + 3;’: 5 6‘_')_ g;i + l,éu "&:;t s {1.7)

donde n ®s el coeficiente de viscosidad cortante y [ @l
coeficiente de viscosidad volumdtrica. A los fluidos que  siguen
este comportamiento  lineal 50 las denomina newtonianos

EMilne-Thomson, 19793,

La segunda ecuacidn constitutiva estid dada por la ley de
conduccidn de calor de Ffourier gue relaciona el flujo de calor con
el gradients do le temperatura [Landsu, 19593z

ar

e =~ x & (1.8

donde y es el coeficiente de conductividad térmica del fluido.

12



Sustituyendo las ecuariones (1.7) y (1.8) en la ecuacidn

(1.&6), se obtiena

L N e ar
Pat " Ph s * T ertax | xEl TR t.:

que es la ecuscidn de energfa, on donde & e5 la funcidén de
disipacidn y reprosenta la conversidn de la coergis mecénica en

calor debido al ecfecto de viscoasidad., Esta funcidn esti dada por:

-
&

1 Qe du

z a . PR
e piiane + P smnam E .
& T 6,; - ‘ F é&j 3 : Wit U Ladtv ul

Sustituyendo la ecuacidn (1.7} en la ecuacion (1.% y bajo la
suposicidn de que las vistosidades p y { permanscen constantes, se
tiene

P [g{-'& + d"»m{’.] = -9 W e @ 2 vl (tlt0m)

que es la ilamada ecuacidn de Navicr-Stokes. De tal forma que

para fluidos incompresibles, se reduce a

A

P g*‘:.  RemT | = ~9P + n P . (1.108)

Par medio de las ecuaciones constitutivas se ha cerrado
el sistema de ecuaciones, contando con siete ecuaciones y  siete
variables. 9Sin esbargo, como ya se menciand, nos limitaremos a
las ecuwaciones que describen 21 movimiento de un fluido viscoso e
incompresible y gue son la vouacidn de continuidad (1.4b) vy las de

Navier~Stokes (1.10b)., Estas escnaciones constituyen un sistema

13



cerrado de cuatro ecuaciones diferenciales parciales, parabdlicas,
no lineales, que son  suficientes para determinar el campo de
velocidades y la presién, bajo las condiciones de frontera

adecuadas y condiciones iniciales.

1.4. CONDICIONES DE FRONTERA.

En esta seccidn  se discutirin las condiciones a la

frontera correspondientes a una interfase fluido-sélido.

Si se conniders un {luidn visroso nue S8 EuUEeVe  con un
. -+ . N
campo de velocidades u, en relacidn con un sélido que se epcuentra
-~

en reposo (?50), cuya normal a la superficie o5 n, se  pueden
ootanierer dos condiciones en la frontera. La prisera es una
condicion cinematica, la cunl eutablece gue la velocidad novrsal en
la interfase os cero, es decir

e n =0 (1.11)

-

eata condicidn tiens la implicacidn {fisica de que el fluido no
puede penetrar en el sélido. La segunda condicidn, de naturaleza
dinAmica; que debe cumplirse en la frontera, es sobre la velocidad
tangencial relativa. Por lo general, ésta se tona como cero, de
tal forma que

‘h=0 . {1.12a)

[ 4
b

Esta es la llamada condicién de adherencia, debido a que el fluido

se adhiere a la superficie del sélido.
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Actualmente se considera, para fines practicos, que el
fluido inpediatamente en contacto con la superficie del sélido no
tiene velocidoad relativa, pero las condiciones oxactas en  una
escala molecular permanscen en duda. Con hase en esto, Goldstein
19651 presenta una nota histdrica con relacién a las  condiciones
a la frontera en la superficie de contacio entre un fluido vy  un
s¢lido. Durante &l siqlo XIX =g pressotaron varias hipétesis,
debidas al trabaijo de varios auiures y do los cuales op popciona a
los mbs representativos. La prieera plantes que cuando el fluido
estd on contacto con un sdlido no hay una velocidad relativa y, si
el fluido tiene las nmiseas propledades en todas partes, sy
velocidad casbia continnamente.  La segunda, cldramonte explicada
por Girard en una discusidn de sus experisentos  de  flujo  de
liquidos a través de tubos, supong gua hay una fina capa del

o coepletanents adherida al  so6lido vy que el

fluldo que pur s
rasto del fluido se desliza sobre dsta capa. Supone tambidn que
si las paredes son dol smiseo aaterial en todas partes, la  capa
tiens un  ospooer constante y dste depende solamente de  la
curvatura de la pared y de la tesperatura. En l1a tercera
hipédtesis, Navier, a partir de sus ecuaciones de movimiento para
$luidos viscosos, deduce que hay deslizemiento en la frontera  del
s6lido y que éste se resiste por una  fuerza proporcional a la
velocidad relativa. Explica los resultados de Girard diciendo que
el espesor de la capa es de longitud /3 (en donde o es 1a
visrosidad y 3 es una constante) y cuando msta longitud es  cero,
no hay deslizamiento. Stokes considera la condicidn de
adherencia, pero sus calculos no coinciden con los experimentos de
los que tiene noticia poer lo que, durante la siguiente década
permanece indeciso por inclinarse a una hipédtesis determinada.
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Finalmente, habiendo realizado sus propios gxperimentos v
habiendose enterado de los fampsos experimentos de Hagen y

Poiseuille, adopta la condicién de adherencia come la correcta.

Sobre vl origen de las condiciones a la frontera se  han
hecho diversos estudios al respecto, de entre los  cuales  destaca

el de Richardson [19733. Presenta un anilicsis gque sé basa en la

Lo

do 1ns rcasos en

constitucidn rugosa de las superticiesn,
praesencia y ausencia de esfuerzos  cortantes.
Baje la evidencia de gue 2 nivel mesoscédpico

(digaunns 10”%m todas - las supurficies

resentan rugosidan, desuesira gque cuando el
’ g

fluido fluye a travds de estes irregularidades, e producen
grandes gradientes de velocidad, cousandn disipacidén de ensrgia

que frena al Tiuiod, gor o oue el flujo tangencial a 1o largo de

1

la superficie es omuy lento. Easto da luegar a que a nivel
macroscopico, lo gua e chaserva, es gue el fluido se  aghiere al
sélido. D& ootz fersma, concluye que para cualquier condicién de

frontera sobre una superficie rugosa a nivel npesoscépico, es la

condicidn de <$rontera de adherencia la que resulta a nivel

macroscépico.

For otro lado, hay ejemplos en donde se cuenta con
argumentos que apoyan la existencia de deslizamiento on una
frontera fluido-aslido. Se puede wmencionar a Epstein (12231,
quien analiza la resistencia de esferas en gases. Considera dos
gasos: el prisero es cuando @l radio de la esfera es menor a la
trayectoria libre media (adl)., Calcula la fuerza que ejercen las
moldrulas sobre la superficie al pegar en ésta y la fuerza que

16



ejercen las molélulas al dejarla y experisentalmente encuentra que
la fuprza al dejar la superficie se compone de ofie de  reflexidn
esprocular y de /10 de reflexidn difusa. El  segundo caso que
trata es cuando ad>l. En este caso obtiens un factor de
correccion a la ley de Stokes. En otra aportacisdn, Peralta~Fabi y
Zwanzig argurmenton gue, a nivel wsolecular, s pusde usar una
denoripoién hidrodindmica sicopre y cuando sp use la condicidn  de
deslizamiento. Para entender dsto, se analiza el arrastro gue
experinenta una moldoula, representada par un campo  central,
coiocada en un flujo unifarne. Usando descripciones
hidrodinanicas diforentes, comn 50N las ecuaciones de
Navier—-Stokes [19791 vy de las 13 monentos de Grad 19831, o¢sta
Gltima tomando ©on cuenta  ofectos de  trayvectaria libre wmedia

finita, se obtiene &l resultado correspondiente a 1a condicidén a

la frontera de deslizemiento.

En los casps en los que hay una velocidad tangencial
relativa, 1a condicidn de frontera se forwula on términps de los
esfuerzos tangenciales. Asf, s plantea la condicién a la

frontera de deslizaniento total en la formas

(r en) xn=0, (1.12b)

y fisicamente reprasenta el hecho de que el +fluido se desliza
sobre la superficie del sdlido al no ejercer fuerzas tangenciales

sobre ésta.

De esta forma se han establecido 1las condiciones de
frontera en los extremos de adherencia y deslizamientn, gque san
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casos extremps de la interaccidn en una interfase fluido-solido.

1.3. FORMUILACION DEL PRODLEMA.

Sz ha expuesto hasta ahora que la interaccidn en una

interfase fluido-adliido se va & reflejar an las condiciones a la
$rontera. Una de lan canifostaciones mascroscépicas  do 1a
interaocidn entre dos medios oz la tensién superficial (o). Esta
es 1a energla libre por unidad de aresa gue sp asacia a 1a
superficie entre dos sedios no nicibles. Cabe esperar que cashios

on ¢ afecten pl compoeriasiento  macroscdpico, modificando las

condiciones & la frontera.

Bi bien an osta tesis no se pretende  deterwminar la
relacidn  explicita onbtre o @y condicionwms deo frontera, es
importante hacor plausible la sxistencia de esta relacidn. La
concepeidn mAs aiaple, no del todo corvecta asociada a la
existencia de  la tensidn  superficial, oz la de imaginar la

presencia de ung membrana  separando dos mediosy; una o grande

representaria una menbrana flexible v relativamente ispermeable.

Be dice en este caso gque un fluido no moja al otro. En el caso

opuasto de una ¢ pequelia, esta membrana serfa un tanto difusa vy

perseable; el fluido se dice rmoja al otro redio. El efecto mis
iteportante desde 2l punto de vista tersodinamica, es gue 2sta

energia libre asociada a la superficie introduce una

discontinuidad en la presion al atravesar la interfase.

Cuando dos fluidns se encuentran en contacto eon un

18



s¢lidos es comén determinar la tension superficial relativa entre
uno de los fluidos y el soélido midiendo dngulos de contacto (0).

Por ejemplo en el caso de una gota de

p's agua &n  contacto con un sdlido  (ver

<:~j>'§ = figura)l, al angulo de cantacto

caracteriza las propicdades de mojado.

El sogundo fluido, el aive, so supone gue solo juegs un papel  de
testigo. 81 9n/z; o oo peouriin de oodo gue el fluido wmoja al
adiido, mientras gue st ad</z; no coifa y s dice que la superticie
es hidrdfoba. La teoria usual tiene sentido pera  sistesmas oen
equilibrio. El punto agui, es extender estas ideas al caso oo e}
gue no hay eguilibeio y oo prosentan oradisntes en la velocidad y
presion en el sistesn. La tensidn superficisl, cuando ss  grande,
afectaria las condiciones de {frontera perattiendo deslizamientio
al menps parcial. §i la tensidn superficial es pequefa, cabe
esperar que o)l fluidn, al pojer al s&dlido, tienda a adherirse a

éste.

Excapto en la parte que concierne al disefo
experinental, vy esto sarginalmente, la relacidén entre tensidn
superficlial y condiciones de frontera estard presente en foraa
implicita. Es decir, gue 1 andlisis subsecuente estad basado en
la hipdtesis de que es posible cagbiar las condiciones de
frontera. El objetivo es 1 de doterainzsr, en algin caso
particular, el efecto que tendrien diferentes condiciones de

frontera, entre los extremos de adherencia y deslizamiento.

Para poner de manifiesto el efecto de usar deslizamiento
o atherencia comp condiciones de frontera, se ha escogido el
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problema bien conocido del movindento de una esfera en un  fluldo
vistose e incomplesible. €n o1 siquiente capltulo se  detorminard
la fuerza de arrastre gque sufre la  esfera;, bajo aprorimaciones
relativassnte fusrtes y que soran discutidas oh su somentn,  y  la
expresion correspondivnte sora usada para establocer  la  ecuacién
de moviniento de 1a  esfera. La solucidn de osta peraitirs
corparar el movimicnto de la esfera cuando el fluido se adhiore o
se desliza sobre su superficie. S6to o5 1o que peralte establecer

ol tamalo eAxieo del ofecto.

fta pregdicoidn tedrica da pie entonces al  dicofio de un
experimento, relativasente sencillo, gues permita confirmar la

existencia y magnitud del efecto.

En gste capitulo, se han presentado los principios

b&sicos en los que se fundamentan las ecuaciones de la dindmica de

fluidos. Asi mismo, se establecigron las condiciones de  frontera
en sus extremas de adherencia vy deslirzamientao, gque incorporan el
tipo de interaccidn en la interfase fluido-sdlido y  finalmente,
se ha formulado 21 problema a desarrollar, en 21 cual se  aplican

ambas condiciones de frontera para poder determinar el efecto.
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CAPITIN.G 11. ANALISIS TEORICO.

II. 1. INTRODUCCION.

£n este capfitulo se expone el anAlisis del movimiento
de una esfera on un $luido. La forma de tratarle consiste on
resolver primero el problema hidrodindmico, os decir, sp deteraino
Ia fuerza de arrastve o de friccion que se oponn al movisieato de
1a estera,  Eola furrze gue depende de las condiciones a la
frantera, se expresa  en térninon de un casficiente e
deslizamiento. A continuacidn, se resuclve gl problena mocinico
aue  consistie en el movialonto de una  esfera onpoun campo
gravitacional widigme v haja la accidn de una fuerza de  ¥ricciodn

debida al flaido. Finalmente sp estima e tamalio del efecto desde

variaos puntos de vista.

I1.1. FUERIA DE ARRASTRE.

Se considera una esfera de radio ae, Tn  reposn, en  un
fluido incompresible con una dencidad g y viscosidad p.  Se supone
que el fluido se mueve uniforaemonte en la direccidn 7 y gue lejos
de la esfera (rl origen) tiens un caspo de velocidades Fo. Debido
a que las ecuaciones son invariantes anke wha  transforaacidn de
Galilweo, es sguivalente considerar al fluido en raposo y a la
esfera an soviniento uniforme. Ahora, se supone un movisiento muy
lento, con 1o cual se pueden minimizar los efoctos de inercia, de
tal forma que se puede desprecisr el tWroino  inercial R,

fAdemas, debido a que el fluide es incompresible o1 caspo de
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velocidades es solennidal. Asi,

divi=o |, (2. 11
-#
k73

= 9p . (2.2)

Dada la simetria estérica, 1 campo de velocidades es
=610 funcidn de las coordenadas radial y azimutal de tal forsa que

Yedier, 0.

=3 (2.3

nd | =0 (2.4)

b= 1
<

Eata Ultima so refiers a gque la componente awscl de la  velocidad
en la superficie de la esfera es ceroy por 1o que el {fluida no

penetra & la superficie. Las condicianes restantes son

(2.5a)

oV
*
-39
n
<

o bien,

802
3
L=

{ren} x (2.5

El procedimiento a seguir, 85 el de resolver las
ecuaciones (Z.1) v (2.2), bajo las vcvondiciones a la frontera

(2.3}, (2.4) y (2.5a) ¢ (2.5b}, para determinar el campo de
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velocidades. A partic de éste, se encuentran las  componentes
normal y tangencial de los esfuerzos, cuya integral sobre la
superficie de la esfera da 1o fuerza de arrastre. Se  definen ol
campo de velocidades y de presidn como:
3=i'u>a7‘.
~

.

en donde T oes un tensor estforicanonte simstrico de la forma

>

rr
frdy It gir) - ¢+ Doen COMpONENLEG, TH,:: f 6,“ L 4 5&;—51 »
" » . r

B

7T
-~

Ea
Yy & es un vector de la {orana

%
ft

hird

LRl Y

Eal
x
= hn o, 9 en componentes S = h = ,
? i r

et donds fir), gir) y Rir), son funciones escalares aan
indeterainadas. Asl, oo puede esscribir el cespo de velocidades ¥

de presidn en la forma

2= Fmde + 1 (helio) gir) , (2.6
P = pn (foon? hir) . (2.7

-

Sustituyendo 3 en canpunentes en las ecuaciones (2.1) y (2.2), se

ohtiene
T =0, {2.8)

T (2.9

..25 :::7)_._.9_....,_
ax i 3x%6u& i

Desarrollando (2.8) se ilega a

d E 3 [ 1
= (f+g) + za= o, a bién, f'= ~g'- =8
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y desarrollando (2.9) se llega a
& . & o
= LR [ +£ 3 e Lo e L 2
h = rf ef = & o bidn, h 8 rERE .

Resolviendo este sistema de ecuaciones, se obtiene una ecuacidn

di ferencial lineal hosogdnea de 3 érden,

larr e g - 2rgt- 6g = 0,

cuya solucidn praporciona las funciones escalares, que estan

dadas por:

2 b c
= - Zart ~ - -8 + d
f » 3 i
= ar®+ 24 %,
r o

A= - 10ar + 28 .
r

Donde a, &, ¢ vy d; son constantes de integracidn.  Sustituyendo f,

gy, Y h en (2.6) se obtiena:

-» -+ c T 2z b c
U = Bel-zar®s b e B ¥+ d}l + nlnoue) Jar ™+ — + Zal .
r 3r r r

81 se usa la condicidn de frontera (2.3), se tiene que cuanda

F * ooy ad = i ¥ a =0, por 1o gue
oA N
4 > -»
Go+ nneve? 3ni{nous) - uo
+ >
u = e ~ b +c P .
r r
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fAplicando ahora la condicidn de frontera (2.4), so llega a la

siguiente expresion

z [ 2 @
A + b a o ~
w0 o= uo[l R ] 2% + 2% J + ninetis) [—— & + 3h 2% . 29 ] .
F r 2r r r r
. 1 % :
8i L o= 3 ol + = [ en  dondy I es un coeficiente que

llamarenos de deslizamienta, el cespo de velacidades tiene 1la

formar

T tofr -2 fpy G0 L Ly fee
u ua[! 3 (2 4+ =) S {r}ﬂ)
“~ T 3 2 [+ X & acl®
+ ni{neuo} ["‘ Py {2 ¢ EC) P + 3 C[—-;} ] » (2.1
que expresado en componentes guedas
[ o F aol?
w o= uoc059(1 - (4 + ;() ;—-+ T 4 [—F] ], {2.11}
wo = ~ woseneft — (12002 g _ 1, fae]” (2.12)
= z r 3 IR *

Hasta ahera, s han aplicado dos condiciones a la
frontera, (2.3) y {2.4) y falta aplicar una. Asfi, cuando ﬁxa = 0,
entonces [ = 1 y se tiene 1a condicidon de adherencia y  cuando
(r-gl b Q = O, entonces [ = 0, toniendo ia condicion de
deslizamiento. Entonces, dado gue se han  satisfechio teodas las

condiciones de frontera y no hay constantes libres, se puede

asegurar que la solucidn ps aGnica.
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La resistencia que otrece el fluddo a la esfera, esta
dada por la suma de los esfuerzos norsmales y tangencialesy ast
. ~
F= (t » n) ds
5 ~r
2 v

= - ag § e }f send (6r Trr + €0 Tre ) dO , (2.13)
o o

~ -
en donde eor ¥y e <on las vectores unitarios, que en coordenadas

cartesianas Lon:

~ ~ ~ ~

er = [ sendcane v J aunBuong + R cost
~ ~ ~ -

we = { conlnonp + Jf confirases + k send

b

¥ Ter Y Tre s0n las componcotes del tensor de esfuerzos vy estan

dadas por tlLandau, 195791

Qur

Trr =~ P+ 2y ar Y TM:’H{

Bustituyendo los vectores unitarios y las componentes del  tensor

de esfucrzos en (Z.13) se ohlieng gue,

Fo= ﬂvtnaoao [ 1+

wWie

E] ’ (2.14)

que es la fuerza de arvrastre ejercida sobre la esfera. Claramente

se encuentra en 1a direccién de Ue. Ahora se observa yue cuando

r=0, T = anpaoud (2.15a)
7

=1,

= ém'r;aoug (2.15b)

en donde (2.15b) se conoce como la ley de Stokes.



11.3.  ANALISIS MECANICO.

Lo gue se pretende ahora, es plantear el problema que
precsenta el andlisis mecanico del asovimiento de una esfera inmersa
en un fluido y sujeta a una fuerza de friceidén coma la caloculada

en la seccidn anterior.

S0 considera un fluido viscoso, incorpresible e infinito
en reposn, caracterizado por su densidad p* y viscosidad ». En 1o

aue se refiers a 1a esfera; dsta se caracteriza

«O . :
e inw£~. por su denasidad oy o radio we loecalizandn su
ki ?
a N
3‘3 contro, en el tiespo 50, en el origen de los
7 ejos  coordenados,  de tal |anera que sl

movimiento sea en la diveccidn del eie 2z, paraleloe al  campo
gravitacional. §i parte del reposo se tiene que Emo, en t=0.
fhicra, por ta sequnda ley do Newton, la easa por 1a aceledcadd
igual a la suma de las  fuerzas gue actdan sobre la estera.

Tomando la direccidn hatia abaio positiva, se tiene
me = g -~ mtg — Fu o, (2.16)

en donde @ 25 la wmasa de la esfera, m° la masa del fluido
desplazado por la eafera, mg la fuerza debida a la gravedad, n’g
es la fuerza de flotacidn y Fn eos  la fuerza de arrastre. A
velocidades pegueiias, ¢ste ea proporcional a la velocidad (ver ec.
2.15), entonces:

Fu = 41”')@020 [ 1 L ] = by2 . (2.17)

LR
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Sustituyendo (2.17) en (2.14), se tiens

Lo o
mz = mg - a’g ~ byz .

Sean g = g = g y y = %7 . $2.17%)

can lag condiciones iniciales 2(0)=2 (0)=0.

Resolviendo la ecuacidn so ohtieney

$ =0 u-a"y
111
y por tanto

. _ ot
2y %« gt - 1 &, (2,10

Cuando la esfora empieza a moverse su velocidad es cera,
la fuerza de resistencia es cera y Ya acelerasnisdn inicial es g. A
edida que ausenta la velocidad, tambidn aumenta ia fuorza de
rosistencia, hasta que finalmonte se lgualan en magnitud, la
Se dice

aceleracidn se anula v la  velogidat ya 0o ausenta.

entonces que la esfera alcanza su velocidad terminal, de tal forma

=6

que cuando £ » oo, Z 4 o = z -
¥

Gi 1o gue se espera es encontrar un efecto que va a
depender sélo de las condiciones a la frontera entre los  extremos
(2.15a) o (2.19h), se deben considerar dos esferas “idénticas™ on
cuante a radio y densidad se refiere; pero cuyas superficies usean
diferentesy ¢sto es, una con una superficie hidrdfila vy otra con
una superficie hidrotoba. Se espera entonces que sus  velocidades
sean diferentes al estar &n funcidn del cooficiente de
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deslizamiento.

Una forma de analizar la solucidn al problema consiste
en fijar un tiempo de calida y estimar la diferencia en la
distancia recorrida por  cada esfera. Spa Ix  la distancia
alcanzada a los xAt  segundos (tx), tal gque la diferencia  entre
I vy Iw-t la llampremns dek. dx’ es la diferencia en el caso de

dealizamiento. He tiene gue:

Adx = dr - drk” = (Zx ~ Ix-2) — (Ix® — Ix-1”)
= {2 —~ IR®) -~ (Zx—t — IK"=1)
= AT~ Alx-1
nue 23 la ddferencia en recorrido entre 1as dos esferas en  gse

intervalo. Como lo que intevesa es la diferencia en el recorrido

total, se sigue gque:

T " it
T AUk = § AIx - T3 Alx-s = AIn .
K=o K= K=0

Para calcular Adk, de (2,18) se tiene:

dx = ge [y(tx - tiea) 4 oF'F - @R ]
= ge [yAt + (1 - e ThY e'“"] . (2.19)

10 que lleva a:

A At o VYK L ETAY e ety
ax=p | 85 -S54 . - - .
»
b v v ¥



8i se considera el caso ideal , en donde
pE = pE’ o = ot para [=0 y [’=1,

y ademas L=

b »  SB tienss

N} W

Adxg = __grz [ Syt At g Ty e'?"Al)

- 8e ¥ g - g

8 ]
- =y ;rﬁs
) ] . (2.20)

Este es el valor maxipo que puede haber en la diferencia de

recorridos.

Otra forma de andlisis, consiste en £ijar una distancia

en el recorrido y estimar 1a diferencia de tiempos de calda entre

las dos cosferasy partiendo de (2. 14), s Liweisd

te B cr e a,

z
Bean Mo v o o, X =y ts vy A=1+-z-%—-,can Zo = Is,
entonces:

fo = Xo + & X Y B = Xa b @t

Estas dos ecuaciones se resuelven numdricamente, encontrando los

valores de Xo y Xt. De agqui que:

At = t1 — to = 2b - Xe
¥t e

Para determinar estas diferencias en forma cuantitativa se usdé el

sigtema m&s simple y accesible. 6si, se escoge un balin de acero
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Yy romo fluido agua bidestilada con los siguientes pardsetross

7 Agua = 0.01% ot /s,

£ AGUA = 1.0 grlcm{

@ ACER0 = 7.8 gr/cw?.
ae = 0.158 (o8

l.os célculos ouestrans

1. Cuando se fija una distancia de calda de 30 ca.,
la diferencia en tiempos de calda es de At = ?.quxliraseg,

en donde toe = 0,266 seg.

De agui, so puede observar gue At es del drden de alldsimas de
segunde; 1o cual Yleva & considerar la realizacidn de un
experieonto bajo la etra {forsa de  andlisis, esto es, fijendo

LiEemnnn 2o osofeo
LaErpaidir dane deven LS

2. Cuando se fija o) tleopo de calda en 0.27 s8g.,

1

diferenria en recowridos s de AZ = 0.227 cm.

en donde o = 30.7 co.

En el desarrollo hidrodininmico del problema, se ha
aupuesto que la esfera lleva una velocidad constante,
correspondiente a la velocidad terminal, adn cuando dste hecho se
discutira posterioraente, vale la pena en este momentn calcular el
drden de de magnitud de dsta. Se manciond que 1a  velocidad

o
terminal se alcanza cuando { + oo por lo que 2 » Uo = ﬂln y de
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esta forma se tiene que:
w {gL) = 5347.78 cm/s. 1 o (sr) 2 34698.52 cm/s,.

Donde: SL = slip = deslizamiento vy 8T = gtick = adherencia.
Para estimar el tiempo que le tosa a la esfera alcanzar su

valocidad terminal, calculamos 2! tiempo en que su velocidad es

F0% de la terminal. Ast,

; = g [ 1 - et } = o [ 1 - ér‘] ,

K

es decir,

giw e

T = - % Ln i 1 -~

o

ahora Z = 0.9 v , por tanto:

cx-Linon =010
: v
De tal forama quo cusndo hay asherencia, T %10 5.
y cuando hay deslizamfiento, T 2% 18 s,

ta distancia recorvrida de O a 1 estd dada pors

i

It = wiyr ~ 1 + e %),

por lo tantos Iri{sr) = 7779.81 ca. y Irisr) = 5181.41 ca.
II.3. DIECUSION,

En #sta seccidn se van a discutir las principales
aproximaciones introducidas en el cidlculo de la fusrza de arrastre

i, ya que el anilisis mecanico es {ormalmente exacto, dada la Fu.
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S ha supucsto un movieiento unifores (e = cte.), lento

{R<<1) y sin rotacisn.

Si % no es constante, entonces la esfera lleva una
velocidad en funcidn del tiempo ). Este problesa fue analizado
por Basset (18881 y extendido por Landau [195%21, obtenienda para

el casou de adherencias

3
" 3 [ 3v uolt) s duo(t) 3 ol due dr
Fr 2npao [ P oo = /’.{ jww_.a_t. - ..: ] R

Eil priwer Léraing oo ol corremsendionts o 1a levy de Stokes  (bZ).
El sequndo (/2 m°2) introduce 1a 1lamada  “pass aparente®. El
Gltisn dntroduce un téraino de geporia en la  aceleracion. Sin
entrar en el estudio do las consecuencias que tendrian ostos dos
términos en el andlisis ewcdinico, podozgs ostimes oun meonitud  en
la siguiente formar
1. &1 guedar o + p*/z, comn coeficiente de la aceleracidn, la
aproximacidén usada es buepna o1 m@'/z pusde despreciarse con
respecto a o, Pora balisn v agus s2 tiene o /zm o~ 0.04, que
puede despreciarse con respecto a 1 dado que se tlene @l +
m* famdz.

‘Pﬁl—; Uo

2. El toraino de nemoria os de Grden as w6 Y el prin

es  de
Yo 2
orden Go2 ¢ POV 1o que aguel podré despreciarse st vi>ae 4
es decir, para tiempos relativamente grandes ($23 seq). Para
tiempos menores, s de esperarse, este tdraine debe  jugar un
papel comparable vy el presente andlisis podria no ser

adecuado.

En cuanto a la lentitud supuesta, que se traduce en la
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linvarizacién de las ecuaciones de Navier-Btokes (R=0), Useen (ver
tamb 1945), introdujo una aproximacién en 1918 gue persitis,
posterioraente, mejorar el resultado de Brokes. €1 resuliado,

vaélida para RS0.Y, es

Fu = bdpaste! L + §-g- + wes} 4

que 51 R excode un valor de 0.5, es indtil para calcular el
arrastre. Correceiones sistesibticas han =i do introducidas
pusterioraente por Froudsan y Pooroon [I9753,  poro ninguna de
elias pernite acanejar winoros de Reynolds mayoves a 0.5, Chester y
Breach (19691 contindan con  este  anflisis  incluyendo  potencias
wayores del ndaern do Reynolds,  Extienden 1a sorio para la fuersa

de arrastre de una esfeora de ia sigulonte aoneras

b 3 9 2 2] a B2y
Fﬂ“-‘*ﬁ{lPgR'*:;RiL.QR*‘;;;{y#‘;lDQZ m)fﬁ

27

8o

+ 2L ePtag B o+ OtR 3T } s

donde p = 0.5722 es la constante de Euler,

Este resultado es decopocionante porque, en comparacidn
con experimentos, indica gque el rango de aplicabilidad se ausenta
escasanente. Chester y Breach concluyen que la oxpansidn de la
serie es de valor practico sdlo en el rango OSRS0.5. 8in embargo,
Dennis y Halker {1971) encuentran que pare valores abajo de R=0.3,
la serie da una meior aproxinacidn gue cualguier oira solucidn
asintética para el arrastre . fsf, a pesar de la aproximacidn
introducida, es dificil estiear el error; 10s expericentos indican
una desviacidn grande gue tedricamente no ha sido posible

justificar.
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En dste capitulo, con hase en &1 problema foraulado, se
ha introducido un modelo que peramite ver ¢l efecto que fiene el
camhiar las condiciones a la frontora, entre los casos extrosos de
adherencia y desiizamiento. He ha supuesto gue un casbio en la
tensidn superficial produce un casbio en las  condicliones a 1a
frontera v se predice ol tasailo del efecto mistiso. Este  wsodelo

T

perab Lo proponoe uwn cuperiamnto para obssrvar la oxistencia del

efectn, Este se prasenta en ol sigulonte capitulo.
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CAPITULO TT1I. DESARROLLO EXPERIMENTAL.

111,14, SHTRODUCCION.

En este capitulo se presznta la descripcidn de un
dispositive experimsental que ha sido gisclado de acuerdo  al
problema forsulada, So expone el procedimiento seguido, las
caracteriaticas del fluvidp vy de las esferas y  las  inconveniontes
quee han tenido que sor enfrentados.  Fioalaonts, ne calodla  la
propagacidn de erveres con ol Fin do deterastingr s el Srden de

asgnitud de la incertidurbre eg sayor ¢ senor gque la do) efecto.

I1Y.2. DEGCRIPCION DEL DISPOSITIVO EXPERIMENTAL.

Para rompletar =3 proRlesa se prepone un exdperisento por
midia del cual se pueda observar ol efectp nue causa  sobre ia

fuerza de arrastre ol cambio on g tenuidn superficial.

Dade el planteamiento tedrico del problesa, lo que se
reguiere es observar el movislonto de dos essferas en un fluido.
De esta manera se propone el siguiente dispositivo. Una caja que
contiene al +luido, que en este caso es agua  bidestilada debido a
las ceracteristicas bien conovidas pgue presentay su viscasidad,
que atn  cuando se detersina proviamonte con un viscosisnlro, en
genaral, s conoce bien  esta informacidn para diferentes
temperaturas Handbool [1982-19833 v asf{ mismo, su densidad. Por
otro lado, el fluido debe mantenwrse libre de ispurezas por 1o gue

es necesario que la caja permanezoa cerrada, evitanda de esta
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forma cualquier tipo de contaminacidn. Debido a que el agua debe
permanecer en reposc, se depositan en dsta unos hilos suy finos de
tal formpa que si llegaran a presentarse corrientes, dstas  puedan

ser ohservadas.

Fara asegurar gue no exista variacién de la  viscosidad
del fluido, s de gran isportancia  aantoner constante =9
tesperatura. Esto se logra colecando la caja que conticne agua on
un baffo tdrmicoy esto es, deatro de otra caja que conticone agua a

iy una tespeoratura constante y uniforoe por asdio

e

T o %

. Ny

{Qﬁigii”’ de un control  de teaoporatura provianente
b

~ B

experinenta, el baffo téralco se encusnira  alsladys por sedio de

calibrado. Asi nismo, poara gque los cambios de

1a temperatura asbiente no afecten el

ploavas ainliantos o oucopcidsn del fronte. ous debido 2 1a necesidad
de la visibilidad contiene dos placas de vidrio entve lac cusles

se encuentra una capa do aire,

En lp que se refiere a las esferas, ostas deben  cumplie
rigurosamente con ciertas caracteristicas si se oretende cbservar
el efecto. Una de ellas es la gque se refiere a la superficie. Se
hizo mencidn del 2fecto que produce la rugosidad en la superficlies
asi, so pretende gque 9sta sea la minlea para 1o cwal se  dehen
observar 135 suporficies por medio de un microscopio electrdnico.
Con relacién a su tamaffo y densidad, en el inicio del desarrollo
expericental se trabajsd con esfaras cuya densidad fuera
aproximadamente igual a la del agua, buscando con esto que la
velocidad de cafida fuera lenta y se pudiesran oblensr nGeeros de

Reynolds muy pequelos. Por ejemplo, usando pelotas de  ping-pong
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Ilenas de agua. En este caso se observa gue presentan  ofectos de
orilla debido a su tamafo y por consiguiente, una serie de
wrovimientos gue no son controlables. Postoriorsente  se  trabaio
con esferas cis peguefias y de vidrio, debido a Ja homogoeneidad del
material vy a la 4acilidag relativa para cubrivlas cen otres
materiales, cambiando la tensidn supeyflcial  relativa. Go
prosentd en casbio el problaesa de pooo peso vy oosus trayectocias
preaentaron una serio e desviacionps no controlables, ni
reproducibles.  fctualsente se eostl  trabajandgo  con  balineos  de
acero. HMediante procedisientos quinicos s estan preparando las
syuperficies, de tal forma gue dos esferas Yidenticas™ en tasafo,
densidad y rugosidad, una tenga una superficie hidrdafila y 1a otra
una superficlie hidrdfoba.  Be han  sscaogido Jos balines con  un
dismetro muy pegqueffo, debido a 1a hipdtesis de que la estera se
muave en un fluido infinito y de ests fores nindsizar los  efoctos
de orilla. Por otro lado hay gue asogurar oo ' posibie que la
eafera siga una trayectoria rectia, por lo gque debe Urasladores a
1o largo del eje de la caja. Un punto jeportonte es gue,

1z ks

widny superflicial se va a

sugoniendo que por un carmbio O
observar el efecto, no se debe contaminar 1o superficic. Por
estas razones se ha disefiade un dispositivo
que avtomiticamente suelta las esferas, las
cuales se osncuentran insmersas en el fluidog

las ventaias gue éste presenta, se deben en

primer lugar al  hecho de que conn el
dispositivo se encuentra fijo, la esfera siespre saldri del  siseo
punto de la caja lo cual astgua que la esfera sdlo sufrird
desviaciones sistematicas en su trayectoria. Las otras ventajas,
que se evitan sin el contacto manual con la esfera, son gque se
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mantiene libre de inpurezas su superficie y se puede lograr @ayor

reproducibilidad.

I11.3. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL.

Esta seccidn se refiere al procediajiento  seguide para
Ilevar a cabop las sedicviones. Conp se acsnciond oo el capitulo
anterior, hoy dom formas de obtener las medidas: #ijar  un tiespo
de cafda y medir la distancia recorrida o fljar uwno distencla vy
medir el tiespo de cafda. ehido a nue 21 desarrollo guperisental
se inicid onjuntaments —on el desarrollo tedrivo, en un principio
parecis faclible £3ijrr una distancia v sediv el tiespoe de  cadda
sin esbarqgo, hecho gue se obsarvd primovro  experisontalsente, s
que el ticmpo de cafds os del Srden de dbcimass de seguntdp y o coso
consecusncia, oanualrente  es  inpasible obioner una medida
reproduciBle. e tal forese gun ge optd por besar o1 sandliasls en
la fotografia; asi, la {luminacidén fuz proporciocnada por un
pstrobotac cuya frocuencia estd dada en Funcidn  de pardmotros
tales cosn distancia facal, shertura o) diafraona, tipo de
pelicula, ete. vy entonces surge e problesma de 1a  intensidod
lupinosa, la sual es insuficiente. Por dsta razdn s plantea la
necesidad de utilizar dos  estrobotacs, asegurando gue 1a
intensidad luminosa os la regueriday  sin esbargo, o5 dificil
lograr que sus  frecuwsnecias se aceplen, 1o gue congduce a
reproducciones fotograficas wnel definidas, por lo gue las eedidas
no pueden ser confiables. Por Gitismo, se propons otrp sdtodo qus
es el que actualmente se ostd trabajando. Eate consiste en la
filuacian  por nedio de vides, de tal foroa gue con una cémara  se
$ilma la caida de la esfera y <&sta se reproduce en una
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vidao~grabadora, con la gran ventaja de gue la im&gen se  puede
observar inmediata y repetidaseonte antes de iniciar  cualguier
andlisis. Una vez obtenida la imigen deseada, se proceds a
digitizarlay $sto o5, 9@ barre la imdgen v 2 cada puntp se la
asigna un valor nuadrico, el cual se process en o dna cu&éutadmra
proporcionando los datos deseados.  Este procesn s encusntea  on

desarrollo.

Go pusden resumir dstas dos secclones  pregaavando ol
siguiente esguema:

i. caja ngup contiene al flutdo.

l 31
2. bafio térmico.

3. control de tesperatura.
4. dispnsitive de saltado.

%. cémara de viden.

&, video—grabadora.

| 7a CTompntadord.

8. fuonte luminosa.

111.3. PROPABACION LE CRAORES.

Cuando a2 presentd el rodelo tedrico, se estimd en forma
cuantitativa gue para un tiepspo de caida Fijo de 0.27 =, 1la
diferencia de recorridos méxima es aproxisadanente de 0.227 om.
La impartencia de estismar posibles errores se dehe al hecho de que
21 efecto es muy pequelo, por 1o que si 1a suma de lasg
incertidumbraes o doel ervor os oy gronde o del drden de magni tud,
g5 inobservable el afecin. Para estimar el ervor se toma en
cuenta lo siguiente. Cuando se filma la trayectoria la  camara

proporeiona 30 cuadros por sequndo de Ios cuales s6lo 10 contienen
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imsgenes. Dado gue la camara se encuentra fija, todos los cuadros
van a sostrar sanchas debidas a imporfecciones del cristal o a
otras causas, pur 1o que dstas se eliminan de la  toma  defando
solamente la parte de interds (esto es, s» restan  los  cuadros),

ohteniendo la trayectoria del balin en 8l tiempo IFIS.11.

Como s menciond  sntoricreente, o ideal es que la
esfera lleve una velocidad constante de tal forea  gue la
diferencia on las pusiciones AZ sea constante [FIB.23 vy cowo  Ssta
58 alcanza a tiempos grandes, 1o gue se espira entonces, s gues ad

graficar AZ vs t se ohienga la TFIBLSI.

A?
ht
A’r’w o e et e e — vt g
at
Atzcle,
t
Fig. TG, 2, F1G. 3.

De los parasmetros que se panejan no todos  pueden
considerarse “elactosY. Por parto del aomma se tiene su densidad
o vy su viscosidad 1, que atn  cuando  tienon una  incertidushre;
@éata puede despreciarse por el hecho de que se mentiens constante
cuantas vecesn se repita el experioonto, en anbos Casns. Do esta
forma, los pardsetiras cuya incertidusbre influye sons 81 radio de

1o pofera do, su densidad o v debido a que no es posible

sincronizar en todas las tomas el instante de spltar

vo

1a esfera con 1a filmacidn, entonces de una esfera a
otra habra un tiempo diferente de gue cae a que la

tome la camara [FIG.4), por lo que el tiespo tambidn

tiene incertidumbre. Flg.<d,
a1



La ecuacidén (2.19) proporciona la diferencia en posicion
coro funcidn del cosficiente de deslizasiento v de los  perametros
aoy Py 27y n Y {3 pero éstos se encuentran copprandidos en p, 0y
t, de agqui gue de=dx (3.0, adesis G=3ia) vy pspla), entonges se

sigue ques

T N g of UK : raﬁfi
Gedx { dao }m,z¢a° [ & }do.t&m M “ao,mét .

4
Lo gque se pretende es tonor Sdx coso un mixien, es decir, se tisns
unia gxpresidn de la fuormaz
bdsc = 6 Sao + M b + T St (3.4
en dondel
= oot t Qo2 t o t mee + don,
M=+ @z + o + soe + &in;

Tt + tz + ta + oce + tn,

los cuales dopeaden delr conficiante de deslizamiento, ALY, M) v
T). Para guae los valares de &, 1y T sean maniaos, se toman 103

valores absolutos de sus cosponentes. Desarrolisndo se obtienes

A=~ 20 a [ 1 - 2T+ prsn } “

2/ d
aaof? m? -

M= — At [1-e?™a ¢ 0 ]+ g At (1-aT
@y oy

T= gat e,

que sustituyendo en (3.1} se llega as

o _ efiao _
Sdx = At{~ “ﬁh[l AT ytx)]éac + 3{1 - ey 4 ytx)}
my 0y
m’
+—g (1 ~ e sa v pe ™ st L.
ny
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m - m A oL
Como (3==—-rg=&!-g= [1———-}9 s B0 sigue que:
= L PR o PR, w4 AR K
Sdu Atg { refiee {! [ (SIS rt.\)} &3 4 Fr y e st +

-1

Am cge f, 7K : Admom? K
{E?}?Es‘"{l g (143/1;1:)}4;;55&-‘ g (i ~-e ) 6m} .

i
Como 1o gue s quiere es Sdx @ixima, so¢ tomna =1 de tal forsa ques

- ?_gé&ao:‘ (p —- @*) TR R 113 L3 Sado
Sedpe %r‘;—**‘«*"—-'- réte 1 (x4 {1 + rtﬁ)] Tdo

-yt ) ol i &m .
+ - * RO . - A .
[1 5] {1 +pix) e p’” & ) o (3.2)
B considera al wmizno sistesa gue se usdé en el
gosarrolle tedrice gui conciests on un balin de acero y  agua
bi~destilada con los siquientes pardaaliros: nacus = .01 ol .

pacua = 1.0 gr/cm”, paceae = 7.8 gr/cm:’ v ao = 0.188 cn.

Se toma =10, por el hecho de gue sp tienen 10 toonas por
cada filmacidng debida a la distancia recorrida y a las
caracteristicas de la camara. Los valores de Sa y 8m son  medidos
de acuerdo a la precisidn que proporcionan los instrunentos y  en
gste caso song Sa = 0.002 cm Yy ém = 0.003 gr. €1 valor de
6t = 1760 seq., estsd dado por la velecidad de la camera, #1 valor
de y correspondiente a =1 es y = 0.134. De esta foraa, si se
sustituyen todos los valores en la ecuacidn (3.2)  se obtiens el

valor del error maximno, gque es:

Sdie X 0.22 cm.
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Lo gue interesa shora es comparar el drden de  magnitud
del efecto con el del error. Asi, se tiene gue cuando 6d << Ad,
el caso ideal, ol efecto es porfeoctamente chooevable por lo pgue el
modelo tedrico vy el experimentn, a poosor de «u ssncilldz v ode la
serie di aprodinaciones hechas,;  se puede considorar  bastante

bueno. Cuandn 6 < ad & 6d ~ Ad, 1l efaste »8  diffcileente

i

1o nua a oriort no [

&

abservable. En dste casn, doio jp Ldic oo 2
pusde ohservary sin eebargo, oe estisd gue poara K=30 resulta gue
Ades 2% 1.3y Sdeo 2% 0.2, Este hecho  abre vartas posibiiidades
aque e centran en disminuir el valor de St gque os 21 nayor. [£3:39
as posible disatinuirlo usando und Dasara dio vidoo wAs rapida de
wanera que pueda proporeionar sdy cuadros por segundo, 1o gun
aseguraria un valor menorg Jdsta altgroativa en pgrincipio paroce
bucnz, sin sabaryu <o 2! Ishoratoripo no e cuenta con una  capara
de tales caracisristicas, lo guo lleva o pensar on otra
pasibilidad, como &5 dor a la esfera una  velocidad  inicial  gue
pudiera acercarse a sn velocidad  terminal, esto aunentarfia el
tamaflo del efecto.  Toambidén se podria tomar en cuenta que los
estrobotacs se pudieran acoplar, lo gque llevarfa a qug uno puesde
escoger la frecusncia de acucrdo al nGaero de imigenes deseadas.
En fin, a pesar de tener gue buscar alguna  alternativa &
madificacidn del euperimento, éstn no atecta el que sp pueda

pensar que 21 podelo es buena y que el efecto 83 ohuervable.
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ITI.4., VALIDEZ DEL MODELO.

Durante el proceso experisental se han presgntado una

serie de efectos que vale la pena sencionar.

En lo que se refiere a las trayectorias seouidas por los
balines, se ha oboservado gue sufren una  deaviacién. Esta

desviacién so puede deber a varias causas. Pov oupn lado = tiene

que el difmetro del balin, que es do 0.30 ¢ muy peoguelio voooge

“'i ¥
esperaria gque los cfectos de orilla gus pudisra sentiv, dodo que
G mueve en una caja cuyas  dimensiones  son 20x20x50ch, fusraen

trayectorias rectan. Egtos

minisns, sin esbargo no
efectos, en dltiea lnstancia, se egspers gue oo ooon un factor
lipitaente para determinar el efecto  buscado, puesto gue se ha
absarvado que en todos los recorridos, la esfora sufre ol seiseo
Cipy ve Gonviscidn v ad en el andlisis sinucioso ez reproducible
se podra despreciar.  Por otro jado, dads 12 distancia que recorrve
el bailin, on aingln somento alcanze su velocidad tersinal, pero no
55 punde sumentar la distancia de recorrido, por e hecho de gque
en el momento de realizar la fFilsacidn oo pressptaria un error  de
paralaje suy grande;, el cual 0o permitirfa un anilisis confiable.
PDe ¢sta manera, es cierto gue existen efectos no topados en cuenta
por =1 modelo tedricoy sin esborgo los resultados experiaentoles
obtenidos hasta el momento, son del drden de magnitud de los
ohtenidos tedricamente, hache gue proporciona us incentive para

continuar analizando éste problena.
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En dste capftulo se ha presentado una descripoidn, tanto
del dispositivo experinental, comro dol  procedisiento seguido en
todo su desarrollo. Se presentaron las carecteristicas tanto  dsd
fluido como de 1a #sfera, algunns de 1oz inconveniontes que  han
tenido que ser onfrentardos y una pstinacidn de 1a propagacién  del
error, snoontrandoss guo dste no cubre  necesariasenin pl afecto

GesedGo.
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CAPITULO IvV. REBUMEH, CONCLUBSIONES Y PERSFECTIVAS.

Se han presentado los aspectos gencrales que rigen el
cosportamientn de los fluldos on  sovimiento. El problems
ooporifico que se ha tratado, consists en el sovisiento  uniforae
de una esfera en un fluido viscnso, incompresible e infinito. HBe
ha propuesto que carbiando 1a tensisdn superficial en la superficie

de la asfera, pueden cambiarse las condicionos a 1la  fronters  del

Caso usual do adboroncia sgueloon qun hay dasiyzasiento. Asi,
o obtiens un efecto debido & guer cuanda 1la superficie de la
zafera es hidréfoba, se espera que oxista deslizasiento, al  genos

parcial vy cuangdo la suporficie es idrdfila, 1o gque se ospora es

que haya adherencia.

£l efecto ha sido predicho a partiec de un sodelo
eaneilln, oue consiste en 1la calda de un cusrpo en el que la
fuerza de friccidn o 1o que pantdissta las  condicienes a  la
frontera. Esta depende de un cooficiente de deslizamlento vy date
a su ver, suponemos, depende de la tension superficialy ésta es la
forma en gue la parte hidredinésica  interviene en 21 modelo
tedrico. Una vez establecida la posible existencia de un efecto,
por medio de un chdlculo tedrico, se propone un desarrollo

erperinental pare establecer la existencia real del fendmeno.

Durante el desarrolio del proabloma o ten introducido
una serie de aprorieaciones, un tonto  inconsistentes, gue es
necesario mencionar. Cuando se deternina la fuerza de  arrastre,
se considera que la esfera !lleva una velocidad constante. Sin
embargo, en el problesa mecinico la esfera parte del reposo y  en
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ningdn momento su  velocidad es  constante; ast mismo, en el
desarrollo experimental, la dictancia que recorre (30 o), es tan
peguefia; que slempre se va  acelerando. La  estimnacion de la

: & . "
velocidad terminal, en cada caso; es u X G847 mis vy = 34.98

-+
w
1. 3
m/s, las cuales se altanzarian en una distancia de zﬂb = 71.3
Y ZFT 2 31 om, distancia que es suy dificil poder considerar en  un
2]
lahoratoria, Por otro lado, la fuerrza de arrastre se calcoula
partiendo de las ecuaciones de Navier-Stokes, linearizadas bajo la
hipdtenis de gque el movisiento de la esfeora es lenta. Es  decire,
gue el deero dge Reynpldas, gue es el ague contribuye a la

~

linoarizacidn de Yas  ecuacionss, s considers peguelfo (RKKL).
Dada la velocidad media que se ohtieno en el enperimento, se
estina que el nawero de Reynolds es del  érden de 80 000 vy ésto
invalida el tratamiento. En gltima  instancia, el rodelo
describiria la etapa inicial del govimiento. Gin oobargn, las
predicoiones son cuantitativamente buenas, pues expericsentaloente
se ha chtenido, gue el bhalin recorre los 30 cm. en un tieapo

aproximadamente de 0.Z27 s., 1o cual coincide con la prediccion

tedrica.

En el desarrollo experimental, ademds de encontrar que
no se alcanza la velocidad terminal y que el namero de Reynolds es
muy grandes se ha podido observar la presencia de efectos de
orilla, debidos tanto a la superficie, como a las paredes de la
caja, como al fendo de la misma; sin embargo, se ha notado que
&stos efectns son sistematicos y pequefios, de tal  forma que se

pucden ignorar y por tanto no afectan el efecto buscado.
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Todas éstos problemas son factores gue  definitivanente
hacen pensar que el smodslo no describe 1o gue se  desea  ochservar,
sin gmbargo experisentalmente sp bha visto que los drdenes de
nagni tud del modelo son correctos vy que las  inconsistoncias se

pueden tonar comd aproRinacionos Sin cast ©n un grave error.

Fostradas $stos aprovisaciones, oe prosone ol estudio
del problema en el cual  sean tonadas en cuenta. So  oatA
realizandoe tedricasente un anklisis del probless, en el gue e

incluye @1 gfocto de 1a aceleracidn. st wignoe se ostin
eslutdiands axperisentaloments los efectos do orilla. Lo gue parece
muy dificil de deternirar cuporisantaleonte, ou 1o que se refieroe
a los efectos internedios entere los oxiresos de adherencia vy
deslizamiento, deblido a gue si en 1os extremes se encuentra gue al
pfecto es ouy peguello,  parvce cast: degaosible ohesorvar  efectos

nenoras.

l.a pnaible importancia de cocto trabajo, con relacidn a
las aplicaciones practicas, surge del hecho de que los fluldos en
roviniento sivmpre se encuentran en interaccidn con sélidos. 81
el epfecto existe, en clertos casos pusde ser considerable y  adn
cuando  en otros su o magnitud sea tan pequefia  gue e puceda
desprecisar, os bueno tener presente que hay un efecto para taomarlo
en cuenta cuando sea necesario. Basicamente se ha pensado en la
viscosimetria de precisién en donde se manifiesta claranente la
interaccidn fluidp~s6lido y en la cual se presentarfa la necesidad

de tomar en cuenta este efecto.
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Alicia rvé:  "No hay para gud probar; no se

puede creer en cosas Lmpositblos”, PParece

Que nwo Liones mucha practica, dijeo la reina,
Cuando vo erc mas  Joven, stempre lo hice
media hora <dlaria y a veces corefl hasta en

sels cosas imposibles antes del desayuno,

LEWIS CARROLL.
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