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PROLOGO

El presente trabajo forma parte de un curso de Algebra
Superior que se imparte a lo largo de 2 semestres en la
Facultad de Clencias de la UNAM. (en el apéndice o, se
presenta un bosquejo de este curso).

El trabajo es resultado de 4 aRos de {impartir coﬁo
ayudante de profesor, la materis de Algebra Superior 1| en'la
Facultad de Cienclas de la UNAM. Esta es una materia
obligatoria para estudiantes de las carreras de matematicas,
actuaria y fisica.

En este trabajo, se desarrollan solamente la mitad de

los temas del curso. .

La forma de impartir el curso, es un tanto desordenada,
aparentemente sin estructura hecha de antemano. El orden y
la estructura misma, la van dando los alumnos de acuerdo a
las necesidades que se crean como consgsecuenclia de las
diferentes caminos propuestos por ellos para resolver los
problemas. Decimos un tanto decsordenada y aparentemente sin
estructura, porque aunque existen un orden y una estructura
para los temas que se les {mparten, son los alumnos gulenes
le imponen ritmo y orden a la clase a medida que se van
involucrando en los problemas., Por ejemplo, nos ha sucedido
que despues de discutir el segundo o tercer problema del
curso, los alumnos tienen wuna discusién que nos encamina
rapidamente a ver el tema de Combinatoria antes del de
Induccidn y otras veces, la discusién en el grupo es tal que
casi inmediatamente despué&s de 3 & 4 problemas podemos dar
la teoria referente al tema de Induccidn Matematica. Es
mésg, la mayoria de las veces no podemos dar uno u otro tema
sino que tenemos que ir y venir entre estas temas, o inclueo
entrar a otros temas,diferentes a estos dos, que salen en la

discusién propla de un problema.



Para escribir esta experiencia, fué necesario darle
alguna estructrura, pero quiero hacer la aclaracién que si
algtn desorden, discontinuidad o brincos ne muy claros
aparecen en el trabajo, fué casl intencionalmente, porque la

dindmica misma del! saldn de clase es la que va dando la

.pauta-de hacia dénde seguir y en el trabajo escrito es muy.. ..

diticll poder darle ese dinamismo, ese movimiento constante.

Quiero hacer l& aclaracidn de que escribir el trabajo
tratando de& na perder la idea de esze "desorden necesario”
fué muy dificil. Siempre que lo empezaba a escriblir,
resuitaba un trabajo esquematico que en el mejor de los
casos lo que le reflejaba a un mmestro que lo tuviera en sus
manos era un escrito en donde se daban 4 © 5 caminos
diferentes de resolver un problema, un trabajo esqueméatico
el cual podia consultarse bara encontrar otro camino por el
cual) resolver un problema y nada mas. Ninguna de esas
versiones esquematicas me satisfizo y traté de cambiarlas en
torno a mostrar que lo importante es la discusidn del grupo,
la dinamica que‘le imponen a la clase los alumnos en su
discusion, el proceso por medio del cual los alumnos van
descubriendo, creando y haciendo matematicas.

No quisiera que el trabajo sirviera solo para que un
maestro ( o alumno ) lo consultara para encontrar una receta
de cdmo resolver un problema concreto y que en base a ese
camino impartiera (laprendiera?) su clase de la manera
tradicional, sgolo dandole & los alumnos "la" forma en que ge
resuelve tal o cual problema., Puede suceder que por ejemplo
en un problema concreto un maestro (o alumno) entienda mejor
una forma (o camino) de resolverlo y que le parezca mejor
explicario asi; pero ésto no debe ser limitacién para que
les permitamos, o ayudemos a los alumnos, buscar otras vias
de resolver el mismo problema.

La forma en que impartimos el curso es la siguiente:
Por ejemplo, el primer dia de clases les pone un problema de
contar, No se les da teoria previa, sino se les hace la

aclaracién de gque pueden resolverio con lo que ellos mismos



deseen, con las herramientas que tienen, qus busquen alguna
respuesta por cualquier camino que ellos gquieran, El sentido
es que los estudiantes hagan matematicas desde el primer
momento, que busquen una respuesta con los conocimientos que
cada uno traiga, no importa el tiempo que inviertan para
obtener la respuesta, el wvalor estd4 en involucrarse vy
trabajar desde el primer momento, estructurar de cualquier
forma el problema para después argumentar, comentar,
enriquecer o incluso modificar su respuesta.

Los problemas que se les dan son problemas sencillos,
problemas para los cuales cada uno de los alumnos puede
tener una respuesta, sea valida o no, ya sea de inmediato o
un poco después de pensarla. Y ya s2a correcta o no lo ses,
los problemas planteados permiten que con las matemétieas
que manejan los alumnos, se' pueda dar una respuesta.

Una vez que la mayoria de los alumnos ha manifestado
tener una respuesta, se les pide que vayan externando cual
es su resultado y que expliquen cual es el procedimiento que
siguieron. Aqui, es donde empiezan realmente los problemas
porque a veces los alumnos tienen una respuesta y no saben

como llegaron a ella; a veces tienen una respuesta saben

como llegaron a ella, pero no pueden explicar cdmo lo
hicieron; otros mas saben como llegaron al resultado, vy
"explican" como lo hicieron, pero ninguno de sus compaferos

entiende el procedimiento, etc. Es en estos momentos cuando
se nos hace muy Iimportante hacer que los alumnos participen
y socialicen sus experiencias. Tienen que convencerse entre
ellos mismos de que lo que hicieron es correcto a través de
convencer a laos demds de que su procedimiento y forma de
abordar el problema son correctos, o bien que los demas los
convenzan, a través de hacerle ver; en cualquiera de los
momentos, cudl es su error y por consiguiente qué es lo

correcto.



CAPITULO
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EL PROBLEMA DEL PIN PON.

En un torneo de Pin Pon las partidas se juegan por
parejus escogidas al azar. En la primera ronda se forman
parejas al azar y 1os jugadores que pierden van quedando
eliminados. Si el nimero de participantes es impar, uno de
log jJugadores pasa automdticamente a la siguiente ronda
(aquel que al azar no le toca pareja contra quien jugar).
Para la gsigulente ronda participan todos los ganadores de la
primera, junto con el posible impar a quien no le togod
.pareja y 8381 sucesivamente hasta que se tiene un solo
ganador.

Dado un nimero fijo de jugadores, £ cuantas partidas se
Juegan ? ‘ .

Supongamos, por ejemplo, que se tienen 123 jugadores.
Suponiendo que ya se tiene realizado el sorteo para escoger
las paréj;s y se numeran los jugadores de tal manera que el
contrincante numero uno juega contra el ndmero dos, el tres
contra el cuatro y as{ sucesivamente, para la primqfa ronda
tenemos:

122 jugadores que juegan 61 partidas y 1 jugador que se

queda sin jugar y pasa autométicamente a la siguiente'ronda.

VYV VoV

121 122 123

61

\

Ahora numeremos los 62 jugadores que quedan, para la
segunda ronda tenemos:

62 jugadores que juegan 31 partidas ;

VARV ARVARRVERV.



Los resultados que vamos obtemiendo los podemos

expresar en la siguiente tabla :

* DE RONDA # DE JUGADORES % DE PARTIDAS
1 123 61
2 62(1) 3t
3 a1 15
4 16 8
5 8 4
6 4 2
7 2 1
. TOTAL DE PARTIDAS JUGADAS 122

tabla 1

Como se ve, se necesitan 122 partidas paba tener un
ganador, .
¢ Qué pasaria si a Gltima hora, antes de empezar los

Juegos se hubiera inscrito un jugador mazs ?

Suponiendo ahora que tenemos 124 jugadores inscritos.

¢ Cudntas partidas juegan para temsr un solo ganador ?

Podemos hacer una tabla como la amterifor, y tenemos:

(1) Obsérvese que en la ronda anterior el numero de partidas
fué 61 por lo que el namero de jugedores involuecrades fue
122 ¥y el namero de jugadores con pase automatico 1 por lo
tanto se tienen en total 62 jugadores en la segunda ronda.



& DE RONDA ¥ DE JUGADORES # DE PARTIDAS

1 124 62

2 62 31

3 31 15

4 18 8

5 8 4

6 4 2

7 2 1
TOTAL DE PARTIDAS JUGADAS 123

tavla 2

Si ahora tenemos 129 jugadores inscritos, ¢ cuantas

partidas se jugarén ? Hagamos otra tabla:

# DE RONDAS % DE JUGADORES % DE PARTIDAS -
1 129 64
2 65 32
3 . 33 16
4 17 8
5 9 4
6 5 2
7 3 1
8 2 1

TOTAL DE PARTIDAS JUGADAS 128

TABLA 3

¢ Podriamos dar una regla general para cualquier ndmero
de jugadores que se inscribieran al torneo ?

De los tres ejemplos anteriores se observa que la regla
puede ser:

CONJETURA. Para N jugadores serdn necesarios N-1

partidas para que se tenga un ganador.



¢ Como comprobamos esta conjetura ? 6 & Cdmo la
demostramos ? Es decir, ¢ Cdmo podemos dar algln argumento

general que nos convenza claramente de esta hipdtesis ?

Haciendo torneos con poquitos jugadores comprobariamos
la regla enunciada mediante el conteo directo. Pero debemos
comprobarla para todos los nameros N , incluyendo N's muy
grandes.

Sabiendo que (como calculamos en el primer ejemplo ) el
namero de partidas con 123 Jjugadores es 122, podemos
determinar el ndmero de partidas con 124 jugadores siﬁ
necesidad de volver a contar todo de nuevo, como hicimos
anteriormente. Basta notar que cuando llega un nuevo
Jugador, hace falta una partida mas en el esquema que se
tenia antes. Este razonamiento lo podemos hacer en general
de la siguiente manera: : .

Si damos por sabido que teniendo K jugadores el nGmero
de partidas es Kfl, cuando llega el jugador namero K+1 lo
que se puede hacer es enfrentarlo, en una partida adicional,
al ganador final de los K aqriginales que teniamos antes.
Asi{rel numero de partidas jugadas con K+! jugadores es:
K-1 que ya teniamos, mas la partida adicional que agregamos
es decir: (K-1) + 1 = K partidas.

¢ Comprueba esto la hipdtesis de la conjetura ? No
cambiar&d el resultado si en vez de enfrentar al nuevo
jugador contra el campeon, lo anexaramos a cualquliera de las
rondas anteriores ? ( se deja~al lector pensar y discutir,
si es posible, estas preguntas ).

Hasta aqui, hemos encontrado que si tenemos N
jugaqores, el namero de de partidas es N-i. Nos ha resultado
cierto en muchos casos y varias formas, pero <que signirica
ésto?, ipodemos encontrar qué significa esta expresidn en el
problema mismo?

Resulta muy fdcil el resultado de N-1 partidas,
entonces J¢serd también facil pensar qué significa ese

nGmero?, <porqué el 1 en la férmula?



Tratando de resolver estas preguntas, encontramos que N
es el nGmero de jugadores, pero el 1, équé significa? El 1
debe ser el Gnico ganador, ya que en el problema, un uno asi
de importante es solo E! ganador, El campedn. De modo que en
efaota, esa formula nos dice mucha acerca del problema
mismou. N-1 es el nGmero de jugadores inscritos menos el
campetdn o sea todos los jugadores que perdieron, todos ios

que no son El campedn,

El mismo problema, podemos razonarlo de un .modo
diferente, por ejemplo: ¢ se podrd contar el conjunto que
nos interesa (partidas) a través del ndmero de elementos de
otro conjunto equivalente al conjunto incégnita, pero un

tanto mas f&cil de contar ?

Si los elementos dél conjunto que nos interesa
(partidas) los ponemos en correspondencia con los elementos
de otro conjunto, por ejemplio con el conjunto He los
perdedores, observamos que efectivamente existe una

correspondencia uno a uno entre el conjunto de partidas que
se juegan y el conjunto de los perdedores, pues en cada
partida se elimina a un jugador y cada perdedor es eliminado
en una sola partida (solo pierde en una partida). Entonces
si se tienen N jugadores, para que exista un sofo ganador
tiene que haber N-1 perdedores, para 1lo cual se requieren
N-1 partidas.

Tenemos asi{ que efectivamente el nGmero de partidas a
jugar es el namero de jugadores inscritos menos uno; y <iqué
quiere decir esto? Que todos los jugadores son perdedores
menos uno que es el campedn, o sea que: Para N jugadores el
ntmero de partidas es igual al nimero de perdedores, gque es

N-1,
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En seguida, un ejercicio para el lector que sugerimos
para pensar en el mismo sentido en que se ha anallzado el

problema det Pin Pon.
EJERCICIO. LA TABLILLA DE CHOCOLATE.

Se tiene wuna tablilla de chocolate que consta de MxN
pequenas piezas. Se quiere dividir &sta de forma que ge
tengan las MN piezas separadas. <Cual es el numero winimo
de cortes que hay que hacer para obtener todas las piezas
suel tasg? V

CONDICIONES: no se pueden hacer cortes mediante apilar
dos o mas hileras de cuadritas y obviamente tampoco ge
pueden hacer cortes en zig 'zag.

De nuevo podemos empezar por un ejemplo. Supongamos
que la tablilla tiene 8x4 pequefas piezas. :iCuiantos cortes
se necesitan para tener las 32 pequedas piezas sueltas?

éCual es la regla general para saber el ndmero de
cortes que hay que hacer con cualquier tablilla?

{Se podra& encontrar un conjunto equivalente que nos

ayude a convencernos de nuestra forma de contar?
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SEGUNDO PROELEMA DEL. PIN PON

En este torneo de Fin Fon, los jugatores se enfrgntaran
todos contra todos; es decir cada jugador tiene que jugar
contra todos los restantes. Ahora no nos interesa que pasa
hasta que exista un ganador sino lo siguiente:

¢ Cuantas partidas se  juegan en  total si se tienen N
jugadores inscritos y se han de enfrentar todaos contra

taodos 7

Empecemos nuevamente con uwun casg particular, pot
ejemplo, par contar cuantas partidas se Jjuegan si se

-y

inscribieron 123 jugadares.
« Cada uno de los participantes va a jugar 122 partidas:
Nuevamente numeremas a los barticipantes del 1 al 123,

tenemos asi que haciendo un esquema ds las partidas del

jugador namero uno se tienes

. . 119 120 121 122

Estas seran las partidas del jugador ndmerp uno. '
En la misma forma podriamos decir gue las partidas del

Jugador niamero dos son:

122 i 2 3 . . . 118 119 120 121

-
-

Y Asi sucesivamente para cada unog de los 123 jugadores;
entonces, las parfidas Jugadas serian 122 por cada jugador,
o sea: 122 u» 123 .

Pero {contamos bien?

Dbservando las partidas para los jugadores 1 y 2 vemas

que la partida en gue se enfrentan ellas aparece contada en
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las del 1 pero también en las del 2. 0 sea que contamés
doble esta partida. Pero también contamos doble la partida
del jugador 1 contra el jugador 3, ya que la contamos cuando
enumeramos las del 1| y cuando contamos las del 35 lo mismp
cuando contamos la partida del 1 con el 4 ‘y asi
sucesivamente . Y obsérvese tambien, que la partida del 2
con el 3 también esﬁa contada dos veces, y la del 3 con el 4
y asi sucesivamente, por lo que vemos que todo lo hemés
contado doble. Entonces el namero de partidas gue se jugaran
es:

122 x 123 = 15,806 = 7,903
2 2

Tratemos ahora el caso general. Supongamos que el
ndmero de jugadores es N.

Tenemos M jugadores, Eada uno va a jugar contra N-1i,
por lo tanto cada uno va a jJugar N-1 partidas. Pero_por lo
que se observd en el parrafo anterior, cada partida esta

contada dos veces por lo tanto el namero de partidas es:

Pero , vamos & verlo de otra manera.’'Fodemos proceder
como hicimos con el primer problema del Fin Fon, es decir,
partiendo de ver gué sucede si agregamos un jugador mas.

For ejemplo, si se tenian 123 jugadores, el ntmero de
partiaas era 7503. ALCuantas partidas habra que agregar si a
Gltima hora se incribiera uno mas y tuviéramos 124
jugadores®

Segin la regla general que hemos conjeturado (y que
debemos comprobar), para 124 jugadores 21 nimero de partidas

123 .

es 123

X
2

Veamos ahora si llegamos a esta misma conclusidn
partiendo de que ya sabemas el nimero de partidas para 123
jugadores:

Fara el jugador namero uno se tiene:
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. e . 121 122 123 124

. . 120 121 122 123

Las partidas para el jugador 1| son ahora 123.

Para el jugador numero dos son:

Tambieén 12T partidas.

Y asi sucesivamente. Es decir, para cada Jjugador
aumenta en uno el nimero de partidas jugadas, y como eran
123 jugadores, entonces se tienen (2T partidas mas;' MNotese
que 123 son precisamente2 los contrincantes del Jjugador 124
por lo que la regla para contar cuando llega un jugador mas
es agregar tantas partidas como jugadores se tenian, esto

es:

Namero de partidascon 123 jugadores mas el nimero de
jugadores que habia antes es igual al ndamero de partidas cdon

124 jugadores.5 O sea: 123 % 122 + 123

Una simple multiplicacion nos permite comprobar que
7626 es lo mismo que 123 x 124 .
2

Mediante &1 conteo directo en el caso de un numero de
participantes pequedo, y con los casos gue hemos analizado,

tenemos la siguiente tabla:
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INCREMENTO EN

¢ DE JUGADORES & DE PATRTIDAS & DE PARTIDAS
1 0 (o)
2 1 1
3 3 2
4 6 3
5 d 10 4
6 15 5
123 7503 ?
124 7626 123

tTabla 4

Pero, 4Cdmo comprobaremos que para K Jjugadores las

partidas seran _(K-1)K ?

2

Si para K jugadores son _(K-1)K_ partidas, cuando

2
llega el jugador nimero K+if se jugaran K partidas mas, (el

nimero de jugadores que habia antes), entonces tenemos:

K=K+ K= (Ko1K ¢ 2K = KT oK 22K =
2 2 2
K2 _+ K = K(k+1)
2 2

Que es el namero de partidag que se juegan cuando hay

K+1 jugadores inscritos.
i Entonces parece ser que la reglita si{ funciona !
Para N jugadores el nimero de partidas a Jugar es-

(N-1)N .
2
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Buscando otrao argumento, o bien otra forma de analizar

el problema tenemos:

Si son 123 jugadores, el namero de partidas para el

jugador namero uno seran:

122 partidas para el primer jugador. .

Para el segundo:

1 2 . . 117 118 119 120 121

121 partidas para el segundo jugador, porgue la partida
que juega éste con el ndmero uno va fug contada en el caso
anterior (las partidas del jugador ndmers uno).

Siguiendo de esta manera, tendremps al final para el

jugador namero N-2:

Solo 2 partidas para el jugadar N-2. Y

Una sola partida para el jugador N-1.
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Esto es, el primer jugador se enfrentara contra los 122
Jugadores restantes, el segundo contra los 121 restantes (ya
que la partida que juega contra el primer jugador, ya la
contamos al contar los Jjuegos del jugador ndmeroc unol, el
tercer jugador jugara contra 120 y asi sucesivamente. EI
Gltimo jugador ya no le quedaran opciones porgue sus 122
juegos ya quedaron contados al contar los de sSus
contrincantes. For ‘lo que el namero de partidas en total
son:

122 + 121 + 120 + 119 + , . . + 4 + T + 2 + {

El resultado de ecsta suma debe dar exactamente el mismo
resultado que la fdrmula que ya habiamos encontrado por otro
razonamiento.

Analicemos esto con nameros pequanos:

Si el numero de Jugadores es I por ejemplo, el numero
de partidas es 2 + 1 = 3, 5i el namero de Jjugadores es 4,
el nimero de partidas es 3 + 2 + 1 =6 . Tomando algunos

ejemplos ma&s llegamos a la siguiente tabla:

# DE JUGADORES # DE FARTIDAS

um s N -

S Wk - O
+

(20 S

+ +

[N

+

—-

K (K-1)+(K-2)+. . .+2 + 1

tabla S

En donde el rengldn nimero K es apenas la conjetura gue
queremos comprobar, es decir, hemos formulado lo que creemos

que debe suceder en el rengldn numero E .
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Debemos ahora encontrar cuanto vale esa "“sumota®
Tenemos que encontrar que esta vale exactamente (k-1)K .
2
Busquémos como efectuarla.

Sumémos de 2 en 2 los sumandos de esta suma de la
siguiente manera: el primer sumando lo sumamos con el
Gltimo, el segundo con el pendltimo y asi sucesivamente, o

sea: (2)

“
+
S}
+
-

(K?l) + (K=2) + (K=3) + . . . +

|

(K-1) + 1

'

(K-2) + 2

Tenemas que sumars:

((K=-1)+1) + ((K-2)+2) + ((K-Z)+3) +

¢ Cudl serd el dltimo sumando ?

Si la K es impar, K-1 (el primer sumando) es par y se
tiene que el Altimo sumando, ya agtrupados, es @

K+l + K-1 que son exactamente k-1 sumandos, los
2 2 2
cuales son cada uno de ellos iguales a K, por lo gue la suma

(2) En el libro de Colerus Egmont, Breve Historia de las
MatemAticas, dice que ésto fué lo que hizo BGauss a los nueve
anos. En ésto, parece que no hay mucha claridad sobre que
fue exactamente lo que hizo Gauss, ya que por ejemplo en los
libros de 1la coleccidn Sigma, dice algo un tanto distinto
(ver Sigma, El mundo de las matematicas, vol. 1, p. 25).
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es: (K-1) K

S5i K es par, K-1 (el primer sumando) es impar Yy no
tiene mitad, entonces al agrupar .como se ha dicho quedara en

el medio un ndmero sin pareja y eéeste serd K .

2
El Gltimo sumando, de los agrupados, es 1k + 1) + (K - 1)
2 2
Entonces la suma queda como:
(K=141) + (K-242) + . . o+ (K+1+kK-1)+ K
2 2 2
' v
K -1 sumandos
2
(K- 1K +K = (K2 K + K = K2-~2K+K =
2 2 2 2 2
K2 — K =K -1) = (K- 1)K
2 2 2

Tenemos que en cualquiera de los casas resulta gque la

suma es (K-1)K , que ya lo sabiamos < no ¥
2

Sumemos ahora de otra forma:

(K-1) + (K-2) + (K-3) + . . . + 3 + 2 + 1 = §
+

1 + 2 + 3 + . .. (K-3) 4 (K-2) o+ (B-1) = 8

K + K + K +. ..+ K + K + K =25

&Cuantas K's tenemos que sumar?
(K-1) K =28 entonces S = (KE~1)K
2
Ya tenemos la conclusion de gue para K jugadores el
nimero de partidas es K(K-1) y lo hicimos con un

2
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razonamiento general.
De modo que lo que hemos obtenido es:
La suma de todos los nGmeros naturales hasta el K-1i,

sea cual sea la K, es K(K-1) . iy

2
Y regresando al método de, si llegase a Gltima hora un
jugador mas, d{aobtendremos la misma conclusion? . -

Si tenemos un jugador mas, la suma serd:

Ko+ (K=-1) + (k=-2) + (k=3 + . . . + 3 + 2 + 1

Y como hemos conjeturado que 1+2+3+...+(K~-1)=(Kk=1)t

. 2
L.a suma gue buscamos es igual a :
K o+ (K=1)K =" 2K + K= - K = K(K+1)
2 2, 2

fAQug es 1o mismo que se habia afirmado solo gque ahorsa
hasta el natural ndamero K+1. For 1o tanto nuestra

hipé6tesis debe ser correcta.

Pero todavia podemas encontrar otra manera de resolver

el problema de contar las partidas.

8i formamos un cuadrado de lado igual al nimero de
jugadores inscritos vy contamos, de la manera obvia, cuantas

son las partidas que se efecttan, tenemos:
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S AV

figura 1

Los cuadritos de la diagonal, es claro que no debemés
contarlos ya que un jugadar no se enfrenta a si mismo.
Tendremos que quitér también los cuadritos gque se encuentran’
arriba de 1la diagonal (o abajo) porgque, para nuestro
problema, significan lo mismo: es decir, la partida en la
que se enfrentan el 1| con el 2 esta otra vez representada en
el enfrentamiento del 2 con el 1. For 1lo que contando
cuantos cuadritos nos quedan, sabremos cu&l es el nimero de
partidas que se jugaran.

El nidmero de cuadritos en todo el cuadrado s N® menos
los que estan en la diégcnal que san N. Y de los restantes
tomamos solo la mitad, entonces la cantidad buscada es:

N= - N = N(N-1)
2 2

Hemas llegado entonces otra vez a la misma conclusidn.

‘En la misma configuracion anteriot, podemos considerar
que los cuadritos que si nos sirven son los gque quedan como

se ilustra en la siguiente figura:
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2l e

3 ° ®
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n; ® ® ® LI T ®

figura 2

En donde si quitamos la configuracion ‘“cuadritos" vy
dejamos solo los puntitos; contar cuadritos equivale a
contar puntitos en la configuracion correspondiente.
Queremos contar cuantos punt}tos hay en un triangulo que
tiene como base N puntitos y como altura también N puntitos.

Para contarlos vamos a ayudarnops de una construccion

auxiliar:

Cologquemos solo la configuracion triangular con

puntitos. Vamos a hacer el caso particular de o jugadores.
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Cologuemes la configuracion triangular y encima de
ella, una configuracion igual pero invertida, como se

muestra en la siguiente figura:

Py 00 Q@0 C o 0 O
P 0 Q0 ° & 0 O
'K oo ¢ ® 0 O
e e 6 o o0 9
e ¢ o &

figura 3

En la configuracidn réctangular gue obtensmaos, se
tienen 4 puntitos en 1a base y 5 en la alturs, pero las 2
configuraciones triangulares tienen e! mismo numero de
puntitos, dividiendo entre dos tenemos el nimero de puntos
de la configuracidn gue neos interesaba.

De donde, si lo generalizamos, es decir, pensamos en
algo equivalente para ciiando tenemos N jugadores, lo que
tendremos es: .

N-3% puntos en la base por N de altura, entre 2 porgue
son dos configuwraciones iguales y solo gueremos unaj; pot lo

que tenemos: (N~1)N t otra vez la misma formula !

Otra farma en que los alumnos vieron el problema es la
siguiente:
Suponiendo que una secretaria nos ayuda a escribir las

tarjetas de ‘“participaciones”, o sea las tarjetas en donde
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se escriben los 2 nombres de los contrincantes en una
partida, vamos a contar cuantos nombres escribe la
secretaria.

Por cada partida, la secretaria debe hacer una tarjeta,
entonces el namero de partidas es el namero de tarjetas que
haga la secretaria. En cada tarjeta estan escritos 2 nombvés
(los contrincantes de una partida). El namero total de
nombres que ha escéitu la secretaria es ni(n-1) ya que cada
jugador debe enfrentarse a n—-1 jugadores. Entonces el namera

de tarjetas es nin-1) ya que en cada tarjeta se han

escrito 2 nombres.

Y asi tenemos de nuevo que el numero de partidas es :

Aungque todas las formas en que hemos analizado el
problema se les han ocurrido de una u otra forma a los
alumnos mismos, gueremos resaltar aqui la siguiente y idltima
manera de verlo porgque solo una vez ha salido en clase y

adem&s nos parece importante resaltarla por su originalidad.

En la misma configuracion del cuadrado con N cuadritos
por lado de la figura 1, contemos a los "vivos" (o sea los
que si nos sirven para nuestra cuenta) . Calculemos el area
que ocupan, sabemos que el area del cuadrado es NxN = NT y
a ésta le estamos quitando el area a partir de la diagonal
hacia arriba, entonces el area del triangulo gue queda es: N

de la base por N de la altura entre dos, o sea: N x N = N2

2 2

Pera estamos quitando de mas, esto es, la mitad del

adrea de los cuadritos de la diagonal no debemos
considerarla. Quitando el a&area de los triangulitos que
quedan inmediatamente abajo de la diagonal, resulta: EI
namero de estos triangulitos es N y cada uno tiene por area

i , entonces el area que buscamos es:
2
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NZ - N(1) = N2 - N = (N-1)N
2 2 2 2 2

Una vez mas la fdrmula para contar cuantas partidas se

juegan si los jugadores han de jugar todos cantra todos.

Como un resamen de lo que hemos hecho, vamos a formular
una tabla tratando’de concentrar los distintas caminos pata
resolver el problema del Fin Fon, cuando se enfrentan todos

contra todos.
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Los Numeros Triangulares.

Fi jemonas en la quinta columna de la tabla 6. A los
nimeros obtenidos en esta columna, 1,3,6,10,15,..., deade
loa tiempos de los griegos(3) gse les llaman los numeros
triangulares, preclisamente porque laos podemos representar

como una configuraclon de eate tipo.

A los nimeros triangulares los vamos a denotar como
0 sea :

T, =1

T =3

Ts =6

Ty

Y volviendo a la tabla 6 podemos dar wuna fdrmula

general para encontrar e! N-esimo numero triangular de
siguiente manera:

Tu = N(N+1)

la

Entonces a la tabia 6 le podemos agregar una columna

mas que seria:

(3) Ver numeros figurados de los griegos, en el libro
History of Mathematics de D. E. Smith. .
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# DE JUGADORES & DE PARTIDAS « .. Th -1
1 0
2 1 T,
3 3 T:
4 6 Ts
5 10 v Ta
[+ i5 Ts
K (K-1)K Ty -1

2

Para concluir con el segundo probiema del Pin Pon,
queremos hacer notar la importancia de buscar muchas vias
para resolver un problema. Notese que se han encontrado,
para un solo problema, al menos 7 formas de resolverlo, 7
caminos que nos llevan al mismo resultado y cada uno de
ellos presenta wun interés particular. Hlemos obtenido ademas
algunos resultados que no esperabamos, como por ejemplo,
hemos encontrado cuanto vale !a suma de los primeros n
nGmeros naturalés, que es un problema muy importante y que
se usa mucho; hemos visto que buscando las interpretaciones
geométricas de este problema, hemos conocido a los nimeros
triangulares, que también son muy importantes y que
trabajaremos mucho en el presente trabajo; hemos recordado
la formula para el &rea de un tridngulo, etc. Otro resultado
mas que hemos encontrado es que el producto de dos numeros
naturales consecutivos (¢ n(n+i) para cualquier n en los
‘naturales ) es divisible por 2, y aunque no hemos hecho la
demostracidn formal de esta proposicidn, hemos usado mucho
esto como una verdad (para demostrarlo, basta con observar
que el producto de 2 consecutivos tiene que ser par ya que
necesariamente uno de los 2 numeros es par).

Y asi podrliamos seguir numerando una serie de

resultados que van obteniéndose en el trayecto de ir dandole
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respuesta a un problema y sobre tode si se trata de
resolverlio por muchos caminos diferentes.

Por todas estas observaciones, insistimos en la
importancia que, dado un problema cualquiera, se le trate

de resolver por muchos caminos diferentes. Y es asi como

tenemos mas elementos para ensedarles a los alumnos a hacer. .

matemdticas.
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UN PROBLEMA DE TERNAS

Recordemos, gue en e! sequndo problema del Pin FPon
calculamos en namero de partidas que se'jugarian cuando los
jugadores se enfrentaban todos contra todos. Observemos gue
para contar las partidas, hicimos uso de Ia equivalencia que
existe entre las partidas y las parejas de jugadores gue han
de jugar, esto es, para cada partida, etiste una pareja de
jugadores y para cada pareja de jugadores, existe una dnica
partida. De modo que si eran N jugadores los que ze iban a
enfrentar, el namero de partidas era igual al nameroc de
'parejas de un conjunto con N jugadores o lo que es lo mismo,
el nimero de partidas es el nimero de parejas de un conjunto
con N elementos. Si' el problema se nos hubiera planteado
como: encontrar las parejas de un conjunto gque tiene N
elementos, entonces notemos que hubiésemos hecho enactamente
el mismo anAlisis y asi habriamos llegado a la conclusidn de
que el ,nGnero de parejas de un conjunte con N elementaos es
NAN-1) . '

2

Si ahora, por alguna razon quisiéranos contar €l numero
de ternas de un conjunto con N elementaos < como
procederiamos 7 .

Como antes, empecemos por hacer uwna tabla con ndmeros
peguenas para la N. '

Si se tiemen I © 2 elementos, el numeroc de ternas
posible es cero porgue no podemos formar ninguna terna.

S5i N es igual a 3, la anica terna posible es la formada
por el conjunto mismo.

Si N es 4, contemos el ndmero de ternas posibles:
Sea.{a, b, c, d> el conjunto dado; las iernas son:

abc  acd bed

abd

En total 4 ternas.

Si el conjunto es de 5 elementos, como por ejemplo el

conjunto {a, b, c, d, e} tenemos las siguientes ternas:
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abc acd ade becd bde cde

abd ace bce

abe

Total 10 ternas.

Para un conjunto de 6 elementos, por ejemploc el
conjunto {a, b, ¢, d, e, f} se tiene:

abc acd ade aef bcd bde bef cde cef def

abd ace adf bce bdf cdf
abe acf bef
abf

Total 20 ternas.
Tenemos entonces hasta ahora la siguiente tabla:

# DE ELEMENTODS # DE TERNAS
1 0
2 0
a i
4 4
5 10
6 20

tadlse 9

i{Cuéntas ternas serdn si tenemos un conjunto con 7
elementos?

Para no ponernos a contar todo nuevamente vamos a
tratar de encontrar una regla general en el incremento entre
un renglén y otro de la tabla anterior . 0 bien, en los
esquemas que hemos hecho, para ir contando las ternas,
podemos analizar en qué ge modifica uno con respecto al
siguiente.

Hagamos ahora wuna nueva tabla en donde pongamos una

columna m&s para los incrementos:
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# DE ELEMENTOQS t DE TERNAS INCREMENTQ
1 0 0
2 0 0
3 1 1
4 4 3
5 10 6
6 20 10

tabla ¢

En la tercera coliumna encontramos nuevamente a los
nlmeros triangulares. Nuestra hipdtesls es entonces que el
incremento entre un rengidn y otro es un nGmero triangular,

o sea nuestra tabla podemos escriblirla como:

# DE ELEMENTOS # DE TERNAS INCREMENTO TRIANGULAR
1 0 0 -
2 0 0 -
3 1 1 Ty
4 4 3 Ta
5 10 6 Ts
6 20 10 Ta

tabilas 10

Podemos conjeturar que para el rengldn namero k de la
tabla 10 el incremento que debe corresponder es Tv.2. iPero
tenemos que dar una formula para el n&mero de ternas en el
caso de tener K elementos!

Tenemos ahora dos problemas; unb. hacer ver que la
conjetura del incremento es clerta para cualquier rengldon de
la tabla; y dos, encontrar wuna formulacion para saber
cudéntas ternas se tienen cuanda el conjunto tlene K
elementos.

Dejemos la tabla por un momento y regresemos al
problema concreto de las ternas para tratar de obtener mas

informacidn.
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Fijémonos como numerdbamos las ternas para un conjunto
de 4 elementos por ejemplo.

En la primera columna tenemos las ternas que tienen a
los elementos "a" y "b"™ como dos de sus tres elementos, en
la segunda columna estdn los que tienen a "a" y a "c" como
dos de sus elementos, pero que son diferentes a los de ia
columna anterior, y en la tercera columna estan las que
tienen a "b" y a "c" como dos de sus elementos y que ho
estén en las 2 columnas anteriores,

Si el conjunto tiene S elementos tenemos algo

semejante,

Haciendo un esquema de lo que se hace en general
tenemos:
Vamos a llamarle a, a cada elemento del conjunto y !o

vamos a colocar en orden en cuanto a los subindices. 0 sea
81 ,82,83484 + + + s,8x-1s8x 5SON los elementos de un qonjunto
con K elementos.

En la primera columna tomamos todas las ternas que
tienen a a, y a a; como dos de sus tres elementos y les
agregamos como tercero, a cualquiera de los K-2 elementos
restantes, es decir, la primera columna tliene K-2 ternas
distintas. En la segunda columna colocamos las ternas que

tengan a a, y as como dos de sus elementos, pero aqul ya no

aparecerd la terna a,a:as porque vya est& contada en |la
primera columna, asi es que en la segunda columna tenemos
K-3 ternas distintas mas, En la tercera columna tenemos a

las ternas que empiezan con a;a, Yy como tercer elemento
cualquiera de los elementos que estan colocados adelante de
as, ©s decir, no aparecen ni a; ni a; como tercer elemento

porque esas ternas ya estaban contadas. Entonces en la

tercera columna tenemos K-4 ternas mas. Siguiendo asi,
llegamos hasta la columna K-2 en donde estan las ternas que
tienen como primeros elementos a & Yy 8k-1 y como tercer
elemento todos los restantes hacla adelante, por 1o que la

columna K-2 tiene una sola terna que es la a;ac-18k.
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Haclendo un esquema para que se entienda mejor lo que

hemos hecho tenemos:

COLUMNA 1 COLUMNA 2 COLUMNA 3 . . . COLUMNA K-3 COLUMNA K-2
33 82 8y a1 83 Ba a1 a4 8s . e 84 8k-328x-1 a,ax- 8
2y 8z a, a;asas 841 84 84 e a4y 8k-28ax
84838, a3 83a, a; 8487 T
a3 az 8, ai asay ’ o e
a,; a2 a, « s e .
. e e PR
« . . o« e 81 3a8x -1
e e 81838k -1 a; aa ax
&y 8z8x-1 ay azax
E-TE:-PE-T
tabla 11

Hasta aqui tenemos que el nGmero de ternas que tienen
al elemento a, son:

(K-2) + (K-3) + (K-4) + . . . + (K-(K-2)) + (K-(K-1))

La primera columna tiene (K-2) renglones, la segunda
(K-3) renglones, vy la dltima (la ndmero K-2) tiene solo un

renglén, entonces el nGmero de ternas que tienen a a, como

uno de sus elementos es:(K-2)+(K-3)+(K~&)+, , ,+(K-(K~-1)).
Siguiendo un esquema equivalente para a, , tenemos:
COLUMNA 1 COLUMNA 2 COLUMNA 3 . . . COLUMNA K-4 COLUMNA K-3
223334 B2 8483 az8s s + + + @zdk.-28x-1 Bz28k-3ak
azasas Bz 84 s EPR-PE-$) « « .+ @3zBk-28x
82838, az a4 ar e
-PE-PE-% e e
[P e az2338k -1
. v 872848k -1 A28s8¢
B2838k-1 &z a4 A
a2 832k

Vabdte 12
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La primera columna tiene K-3 renglones, la segunda K-4
renglones, y la Gltima tiene solo un rengldn; el nlGmero de
ternas, distintas a las ya contadas, que tienen al elemento
az como uno de sus elementos son:

(k-3) + (K-4) + (K-5) + . - . . + (K-(K-2)) + (K-(K-1))

Siguiendo asf, tenemos que las ternas que tienen a ax

como uno de sus elementos, y que no hubiésemos contado Ya,

son:
(K-4) + (K-5) + . .ot (K-(K=-2)) + (K-(K-1)) . Y asi
sucesivamente hasta llegar a contar todas las ternas que

tienen a ar-2 Yy que no hubiésemos contado antes, que son:
Solamente una, o sea, la terna agx-z2ax-18x .

Vemos que con este procedimiento no nos falta ninguna
terna, ni tampoco hemos cdntado de m&s alguna de ellas, por
lo tanto para saber el total de ternas de un conjunto con K
elementos solo nos falta sumar todos los pasos qde hemos
hecho hasta aqui, es decir, el total de ternas es:

(k-2) + (K=3) + (K-4) + . . ., + 3 + 2 + 1
(K-3) + (K-4) + . . ., + 3 + 2 + 1
(K-4) + R 4 3 + 2 + 1

(K-2) +2(K-3) +3(K-4) + . , . +(K-4)3 + (K-3)2 + (k-2J1

Ahora para calcularla vamos a sumar rengldn por
renglén, es decir, el primer rengldn es la suma desde el
nGmero uno hasta el namero (k-2), y esto ya lo sabemos
hacer. i Es el triangular namero (K-2) ! Que ya sabemos que

es (K-2)(K-1)/2 . El segundo renglén es el triangular
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nimero(K-37," que es (K-3)(K-2)/2 . Y aail sucesivamente hasta
el Gltimo renglidn que es el primer triangular, o sea, i.

De donde esa "sumota" es lo mismo que:

(K-2)(K=12/2 + (K-3)(K-2)/2 + (K-4)(K-3)/2 + , . .+ 3 + 1

Entonces, nuestro problema de contar cuantas ternas no
ordenadas. tiene un conjunto con K elementos. . se ha
transformado a sumar los nGmeros triangulares, o lo que es
lo mismo, a sumar:

Te-2 + Te-s + Tex-a + . e .+ Ts ¢+ Ty + T, + T,

Observemos ademds, que esto ya lo habiamos visto antes,
cuando analizamos la tabla de incrementos., ya que habiamos
‘dicho que el incremento entre un paso y el sfguiente era un
namero triangular.

Entonces hemos _encontrado ya un argumento para hacer
valida nuestra conjeturg de que en el rengl!on nGmeroc K de la
tabla 10, el incremento debe ser Tx.:. (dejamos al lector
demostrar porqué)

Pero adn no encontramos una farmula para saber cuantas
ternas ;e tienen cuando el conjunto tiene K elementos, sin
tener que calcular todos los casos anterijores. :

Busquemos otra manera de encontrar la fdormula que
queremos, es decir, busquemos una fdérmula que nos
proporcione el resultado del renglén 1000 por ejemplo., sin
tener que calcular los 998 anteriores.

Empecemos por «contar las ternas de un conjunto con 4
elementos, sea por ejemplo {(a, b, c, d} el conjunto,contemos
las ternas que tienen al elemento d, para ésto tomamos el
conjunto (a, b, c} formado por tres de los elementos de{ de
4; formemos las parejas de este dltimo conjunto: ab, ac, bej;
tenemos (3)(2)/72 = 3 parejas, como ya sabemos. A estas
parejas les agregamos el elemento d del conjunto original y
obtenemos asfi las ternas: abd, acd y bed. Teniendo entonces
(3)(2)/2 = 3 ternas del conjunto de cuatro elementos, estas
son todas las ternas que tienen al elemento d como uno de
sus tres elementos. Si hacemos lo mismo con otro elemento

por ejemplo con ¢, se tiene:
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ab, ad, bd son las 3 parejas del conjunto (a, b, d} y
agregando el elemento c tenemos: abc, adc y bdc que son las
ternas que tienen al elemento ¢ como uno de sus miembros.

Siguiendo as{ con cada uno de los 4 elementos del
conjunto original tenemos:

abd abc acb bea

acd adc ach bda

becd bdec cdb cda

Son 12 ternas en total, pero tenemos que cada una se
repite 3 veces ya que es lo mismo tomar abd que adb & bda,
de todos modos se trata de la misma terna,( en el esquema
anterior estdn subrayadas como ejemplo tres de ellas ). De
donde el nﬁmefo de ternas de un conjunto con 4 elementos es

12 /1 3 = 4 .,

Si hacemos 1o mismo con un conjunto de 5 elementos se
tiene: )

Sea {a, b, ¢, d, e} el conjunto con 5 elementos,
quitamos uno y tenemos {(a, b, ¢, d} , formamos las parejas

de este Glitimo y luego les adjuntamos el quinto elemento e.
teniendo as{ todas las ternas que tienen al elemento e,

haciendo lo mismo con cada uno de los 5 elementos se tiene:
TERNAS QUE TERNAS QUE TERNAS QUE TERNAS QUE TERNAS QUE
TIENEN A e TIENEN A d TIENEN A ¢ TIENEN A b TIENEN A a

abe abd abc ach bca
ace acd adec adb bda
ade aed aec aeb bea
bce bed "~ bde cdb cda
bde bed bec ceb cea
cde bad bac deb dea

tabilae 13

Tenemos en total 30 ternas, donde cada una se vuelve a
repetir 3 veces, (vease tabla 13). Entonces para un conjunto
de 5 elementos, las ternas son ((4)(3)/2)(5)/3 = (30)/3 = 10

En general tenemos:



Para un conjunto con K elementos, contemos todas las
ternas que contienen a un elemento dado, hacemos una lista
de las parejas que podemos hacer con los K-1 elementos
restantes, que vya sabemos que son (K-2)(K-1)/2 parejas. A
estas parejas les adjuntamos el elemento que habiamos
quitado y tenemos ast (K-2)Y(K-1)/2 ternas del conjunto
original, en donde siempre aparece un mismo elemento.
Hacemos lo mismo con otro de los elementos del conjunto, ¥y
asi para cada uno de los K elementos de &l, entonces lo que
tenemos son K(K-1)(K-2)/2 termnas, pero cada una de e€stas se
repite tres veces, por 1o que ya se ha mencionada, asi es
que el nGmero de ternas de un conjunto con K elementos son:
K(K-1)(K-2)/6 . '

i Ya tenemos una formula que nos proporciona el numero
de ternas que podemos formar con un conjunto de K elementos!

Vamos a comprobar de otra manera que ia fdrmuia es
cierta. '

Primero debemos comprubar si en la tabla 10 la fdrmuia

dada también concuerda renglodn por renglon:

gi K =1 se tiene (1?(0)(—1)/6 =0
si K= 2 (2)(1)wi/g =0
si K=3 . (33(27(1)/6 =1

Comprobandoc directamente para 4, 5 y € vemos que en
verdad la fdormula es cierta en todos estos casos. Pero
tenemos que comprobar si en general esa formula nos sirve
para cuaiquier rengldn de la tabla. Ya sabemos que el
incremento de un renglén a otro es un ndmero triangular, es
m&s, sabemos que el incremento del rengldén K-1 al rengldn K
es Tk-2 Yy sabemos cudnto vale ese triangular, entonces

‘yveamos si la fdrmula también tiene ese incremento en el

renglon K,
En e! rengldn K la formula es (K)(K-1)(K-2)/6 y en el
renglén K-1 es (K-1)(K-2)(K-3)/6 , veamos cu&nto vale su

diferencla,
(KY(K-1)(K-2)/6 - (K-1)(K-2)(K-3)/6
[ (K2-K)(K-2) - (K2-3K+2)(K-3) 1/6
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[ (K3-3K2+2K) - (K3-6K?+11K-6) 1/6 =

(3K2-9K+6)/6 = ( K* - 3K + 2 )/ 6 =

[ (K-2)(K-1) 1 /6 = Tu.a

Con lo que hemos comprobado que la formula
(K)(K-1)(K-2)/6 nos proporciona siempre el ndmero de ternas
- que podemos formar de un conjunto con K elementos, sca cual

sea la K que tomemos.

Teniamos pendiente también, encontrar la suma de los
nameros triangulares, entonces con este resultado ya podemos
decir cuanto vale ésta. Pero si quisiéramos encontrarla por
otro camino, podemos hacerlo en seguida, veamos:

Queremos encontrar:

Ty ¢+ T2 + Ty + . .+ Tu-y ¢ Tw que es 1o mismo que:
1 +3 +6 + ., . .ot (N-1)Y(NY /2 + (N)(N+1)/2 =
THCL42)+CL+243)+ . . H(142%34,,  +(N=1))+(142+3+,.,tN)=

1

1+ 2

1+ 2 + 3

1+ 2 + 3 + 4

1+ 2 + 3 + . . . + (N-i{) + N

N + (N-1)2 + (N-2)3 + . s .+ 2(N-1) + N

Lo cual ya habiamos planteado antes, vy que ahora si
vamos a analizar. Primero veamos que& sucede con numeros
pequedos, por ejemplo si N=5 tenemos:

1 +3 +6 + 10 + 15 =
1 +2
+ 1 +2+3
1 +2 + 3 + 4
1 +2 + 3 + 4 + 5

Sx1+4%x2+3x3+2x4+1x5

Si completamos la suma como:
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Tenemos:
1 +3 + 6 + 10 + 15 = 5(1) + 4(2) + 3(3) + 2(4) + 1(5)
[5(1)+ 5(2)+ 5(3)+ 5(4)+ 5(5)1-[1(2)+ 2(3)+ 3(4)+ 4(5)]
5(1 +2 + 3+ 4 +5) -2(1 +3+6 + 10)

Por tanto
1 +3 + 6+ 10+ 15 = 5(1 + 2+ 3+ 4 +5)-2(1 +3+6 + 10)

Donde del lado derecho de la igualdad lo dnico gque
sabemos es sumar los numeros naturales, pero tenemos también
que sumar los namercs triangulares en el segundo sumando.
iotra vez el mismo problema! Sigamos buscande como hacerlo.
(1 +3 +6 +10 +15)+ 2(1 + 3 + 6 + 10) = 5(1 + 2 + 3 + 4 + 5)
(1 +3 +6 +10 +15)+¢ 2(1 +3 +6 +10 +15)= 5(1+2+3+4+5) + 2(15) -
3(1 + 3 + 6 + 10 + 15) = 5(1 + 2 + 3 + 4 + 5)+ 2(1+2+3+4+5)
3(1 + 3 +6 + 10 + 15) = 7¢(1 + 2 + 3 + 4 + 5)

1 + 3+ 6 + 10 + 15 = [7¢1+2+43+4+5)1/3 = [(5+2)(T3)1/3

Que ya sabemos calcular y que es: (72(15)/3 = 35

Y es cierto que 1 + 3 + 6 + 10 + 15 = 35

Debemos ahora verificar si este procedimiento es valido

para cualquier N.

T, + T2 + Ts + .. . N Tu-t + Tw =
1
1 + 2
1 + 2 + 3
+ . .
{ + 2 + 3 + . . f + (N-1)
1 + 2 + 3 + . . . + (N-1) + N
(N)1 +(N-1)2 +(N-2)3 + . . . +2(N-1) + (1)N

Completando como antes:
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b + 2 + 3 + o« o« * (N-3) + N
1 + 2 + 3 + « ¢« » +.(N-g) + N

+ . .
1 + 2 + 3 + . . . + (N~1)}{ + N
1 + 2 + 3 + . .+ (N-31) + N
N(i1)+ N(2) + N(3) + . . . + N(N-{) + NN

Tenemos en total: N({+2+3+, . ++{N-1)+N) vy debemos

‘quitarle lo que agregamos, o sea, debemos quitar:

1(2) + 2(3) + 3W4) + . . . + (N~-L)N entonces:
Ty ¢ T + Ty ¢+, , 4 Tuoy ¢+ Ty =
NCL4243+, . J+N) - [(1)C2)+(2) (334, . .+EN-1)X(N)] =

como en(1)(2)+(2)(3)+.,..+(N-1)Y(N) cada wno de los sumandos
es par, sacamos como factor comin al 2 y tenemos: ’
NCL+243+. L. . +N) = 201+3+. . .+L(N-1INI/2] =

como ya sabemos que el producto de dos nimeros consecutivos

divididos entre 2 es un n@mero triangular, tenemos:

NC142+3+, . J#N) = 2Ty + T2 + . . « + Tuerd= -

Por lo tanto

(Tey+Tat, o +Tw) + 2(T 4Ta+. , +Ta-) = N(1I42 +. , .t N)
(Ty+Tate o o +Tuay #+Tu) +2(T; +T2+. . .+Tu.4) = NTu

sumando a ambos lados 2Ty tenemos:

(Te4Tat, o o +Tyoy +Tw) +2(T, +Tg+. . . +Tu- 1 +Ty )= NTy+2Tu
BT +Ta+, + #+Th-*+Ta) = (N+2)Ty

(Ty + Tz + o o o+ Tyoy + Ted = L(N+2)Tw1/3 =(N+2) (N+1J(N)/B

LLegamos asi a la fdrmula que ya habiamos obtenido por
otro procedimiento y que ya habfamos visto que era valida
para cualquier naGmero N ¢ para cualquier renglidn de la

tabla.
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Otra forma mds de encontrar el ndmero de ternas de un
conjunto con K elementos

Como antes, empezaremos analizando c¢asos con K's
pequenas; por ejemplo si K=4 tenemos:

Sea X={a, b, ¢, d}@ un conjunto de cuatro elementos.
Tomemos el conjunto Y={a, b, c} y formemos todas las parejas
del conjunto Y, éstas las combinamos con el elemento d del
conjunto X y tenemos as{ tantas ternas de X como parejas
tiene Y. O sea (32¢(2)/2 = 3 ternms, pero estas no son
todas, todavia falta contar la terna formada par e! mizamo
canjunto Y. Es decir, lo que hemos hecho es:

Formamos las tres parejas de Y: ab, ac y bc; a éstas
les agregamos el elemento d, tenemos: abd, acd y bed: pero
no son todas, falta la terna abc. De donde el nGmero de
ternas de un conjunto con 4 elementos 235 4.

81 tenemos un conjunto con 5 elementos, se tiene:

Sea X=(a, b, ¢, d, el el conjunto de 5 elementos y sea
Y={a, b, ¢, d) ei conjunto auxillar.Formamos las (4)(3)/2 =6
parejas del conjunto Y : ab, ac,ad, be,bd y cd : A éstas les
agregamos el elemento e del conjunto X. y tenemos asi las &
ternss sigulientes: abe, ace, ade, bce, bde y cde. Pero atn
faltan las 4 ternas del caso anterlor, o sea faltan las
ternas: abd, acd, becd vy abc: por lo que las ternas de un
conjunto con 5 elementog son:
abe, ace, ade, bce, bde, cde, abd, acd, bcd y abec, que son
10 ternas en total.

Lo que hemos hecho en estos dos ejemplos nos lleva a
establecer otra conjetura que es: El ndmeroc de ternas de un
conjunto con K elementos es {gual al nfimero de parejas de un
conjunto con (K-1) elementos mas &l namero de ternas que se
forman con un conjunto de (K-1) elementos.

Para hacer ver que la conjetura es cierta, analicemos
qué fué lo que hicimos.

S! suponemog que ya tenemos contadas las ternas de un
conjunto con (K-1) elementos y queremos contar cuantas

ternas ae forman cuando a ese conjunto de (K-1) elementas se
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le agrega un elemento mas, lo que hacemos es: Primero que
nada hay que observar que las ternas que ya teniamos también
tienen que aparecer ahora ( que son en particular las ternas
del conjunto con K elementos, en donde no aparece el
elemento que se anexd a Gltima hora ), y ademas tenemos que
contar todas aquellas ternas en donde aparezca ese nuevo
elemento, es decir, las ternas que a fuerza tengan en la
tercera posicidn, por ejemplo, a ese Qltimo elemento y éstas
no son otras mas que el nGmero de parejas que se forman con
un conjunto de (K-1) elementos.

Para poder trabajar mejor y mas claramente, vamos a
ponerle nombre al nGmero de parejas de un conjunto y algan
otro nombre al nimero de ternas de un conjunto.

Sean Ce? = el.numero de parejas de un conjunto con K

elementos.

Y sea C«3 = el nGmero de ternas de un conjunto con K
elementos.

Saﬁeﬁos ya que Ck? = (K)(K-1)/2 pero , alguna férmula
para C«* no la sabemos ain, esto es 1lo que querembs

descubrir. .
Lo que nuestra conjetura dice, ya teniendo una notacidn
es: Cy3 = Cx.y? + Ck.,3

Veamos primero si con ejemplos pequefos la conjetura es

verdadera: .
Si1 K =3 Cs3 = €% + C2% = (2)(1)/2 + 0 = 1
Si K = 4 Ca3 = C5% + C33 = (3)(2)/2 + L = 4
S1 K =5 Cs3 = Ca? + Cu3 = (4)(3)/2 + 4 = 10

Y asi{ podemos seguir, y encontrariamos el rengldn que
quisiésemos, pero tenemos que saber el rengldn anterior vy
para ssber el anterior hay que  saber el anterior del
antérior y asi sucesivamente tendriamos que saber todos los
renglones anteriores.

De cualquier manera, aunque no podamos calcular
cualquier rengldn de la tabla sin conocer'los anteriores, la
conjetura nos dice algo muy claro, que es verdadero y que

ademas podemos ilustrar muy claramente para poder comprender
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mejor nuestro problema de contar el nimero de ternas de un
conjunto, Vedmoslo en general:

Sea X = la;, a2, 835y . » « s8k-1» &} el conjunto en
cuestidn. Las ternas de X son todas [as ternas en ias gue no
. aparece ax mas todas las ternas en las que si aparece .ax, ¥
esas son: C¢.:* + Cx.i? donde Ci-:® son las ternas en donde
no aparece ax ¥y Cx-:1? son las ternas donde si aparece ax en
comparifa de todas las parejas formadas con los otros
elementos distintaos de ax, y a este nGmero ya lo conocemos.

Por este camino no encontramos una formulaci®dn general
“para cualquisr renglon de la tabila, perns si encontramos una
relacidn muy ldgica y clara entre un rengldn y el siguiente

de la tabla.

.
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Ahora, sabiendo el nimera de parejas de un conjunto con
k elementos y que C,* = C,.,? + C,.,? veamos cuanto vale
1a suma de nidmeros triangulares.

Queremos comprobar que en general es cierto que:

T, + Tz + T3 + .+ . o« % Taoy + Ta-z = C,° y sabemos

calcular cualquier ndmero triangular, en particular sabemos

que Ta-2 = [(n-2)(n-1)1/2 y ya sabemos tambien que es el
ndmero de parejas de un conjunto con n-{ elementos, o sea
Ca-1? = [(n-1)(n-2)1/2 , entonces lo que tenemos es:

Co3 = (Ty +# Ty + sovt Taoz) + Toos = Choyd + Too

0 sea que debemos demostrar que :

T, + T2 + ... + T.o.3 = C,.,*> pero por lo que se ha
viato en el parrafo anterior, podemos seguir asi para atras
en los triangulares y lo que tenemos es:

Ta-2 = Ca? © Ga-y? .

Ta-3 = Ca-y? = Co-s? '

Ta-a = Cho2? = Choa®

T; =C=‘ _'Cg’
T2 = C3 - C33
T, =C3? - C:?

De donde si sumamos tenemos:

Te + Tz + Ty + .0+ Tooy # Taos ¥+ Taoz =
Cad =Cn-r3 4Ca.yd =Cp-23 #Cn.2® =Cn.3® +...4C,3-C334Cs3~C 7 =

Ci? - C3°

iPero qué significa €77

iEl ntmero de ternas distintas, formadas con un
conjunto de 2 elementos es cero!, por lo que:

T, + T: + Ty + ... + Taox = GCy®

Que por otro lado ya sabiamos que la suma de los
triangulares hasta el n-2 es el nimero de ternas de un

conjunto de n elementas.
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PROBLEHMA:

§i por alguna razon gquisiéramos encontrar la suma:

1 4+ 23 + 3= + . . . + n® para cualguier namero natural n,
é{como la encontrariamos?

De nuevo vayamos construyendo una tabla con numeros
peguefos para descubrir algin procedimiento, comportamiento
o fdrmula general para hacerlo.

Hagamos una tabla con numeros que podemos i

comprobando =

n 1+ 2% + 3= 4+ [ . . +n=

[N

U B W N
w
o

tamls 14
Los ntmeros gque nos dan, son nameros gue podemos

reconocer casi de inmediato; son de nuevo otros de los

liamados nameros figurados, son nlmeros cuadrados; es decir

son:
1=, 3=, 67, 10=; 13=,

Entonces resulta que 1= + 2% = 3%, 1T 4+ 23 + 37 = L%
1® + 2% 4+ 3= + 4= = 107 , y siguiendo asi, observamos que
se tiene:

1= = (T4)=

1% + 2% = (T =

1= 2% + 3% = (Tx)=

1= 25 + IF + 45 = (Ta)=

Y en general tenemos la siguiente conjetura:

1=+ 23+ 35 4+, . .t nT = (TL) =2 donde T, es el
n'ésimo namero triangular.

¢ Como vamos a demostrarlo 7

Sabemos que esa formula funciona para los 5 primeros

casos, pero iserd siempre cierta?
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Veamosa cuales son los incrementos rengldn por rengldn

en la tabla anterior y formemas una nueva tabla.

n 13423433+, , .40 INCREMENTO
1

2 8 8

3 36 27

4 100 64

5 225 125

tanlas 13

Claramente los incrementos son les cubos de los nameros
naturales, es mas ya lo sabiamos porque ese era el problema
original. el incremento de un rengldén a stro es un nimero al
cubo, o sea en el rengldn K de la -tabla el incremento es K°.
Para comprobar que la férmula es cierta en general, tenemos,
no solo que comprobar que es cierta para los 5 primeros
casos, sino que también se comporta igmal en cualquiera de
los renglones de la tabfa, esto es, que el incremento en el
rengldén K, también en la formula es K*.

Hagamos ahora una tabla de (T.)® «como sigue:

n (T, )2 INCREMENTO
1 1 1-0 =

2 0 ) o-1 = @
3 36 36-9 = 27
4 100 100-36 = 64
[ 225 226-100=125

tanla {e

Y en general tenemos:

(Te)? = (Te. ) = [(K)(K+1)/2]1% - [(K-1)(K)/2) =
LCK(K+1)/72) + ((K-1)K/2)IT(K(K113/42) - (K-1)K/2) =
[K(K+1*K—1)/2][K(K+1—K+1)/25 = K*42K)Y(2)/4 = K*®
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Por 1o que si en los 5 primeros renglones ias tablas
son iguales y el incremento entre los renglones de ellas
siempre es el mismo, se tiene que hemos demostrado que:

13 + 2% + 3 ¢+, ., +n = (T,)* para toda n en los
nGmerous naturales.

.De modo que si dos listas empiezan igual y renglén por
renglon se incrementan igual, entonces las dos son iguales

siempre.
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Valvamos al problema de encontrar la suma de numeros
triangulares, o lo que es lo mismo, contemos cuantas ternas
hay en un conjunto. .

Primero contemos el namero de ternas ordenadés que
tiene un conjunto con n elementos: esto es, para formar una
terna, podemos pensar en un casillero que tiene I casillas,
por ejemplo, ‘1a.|2a.|3a.| y que tenemos que acomodat  un
elemento del conjunto en cada una de las casillas; para
colocar un elemento (de los n del conjunto) en la primera
casilla tenemos n posibilidades de hacerlo, una ve: escogido
uno de los n para la primera casilla, tenemos (n—-1)
.posibilidades para escoger el elemenio que ocupara 1la
sequnda casilla, vy para escoger el elenento que ocupara la
tercera casilla ya 'solo tenemos (n—-2! posibilidades de
escoger uno. Esto sucede para cada uno de los n elementos
del conjunto, y sea cual sea el primer elemento que se
escogid, patra escoger el segundo siempre se tendran (n-1)
posibilidades, y de nuevo, sean cuales sean los gue se
escogieron en la primera y segunda casillas, para escoger gl
que estara en la tercera se tienen (n-2) posibilidades para
cada eleccidn anterior. Esto es, eI numero dé ternas
ordenadas de un conjunto con n elementas es n{n-1) (n-2).

Ahora, lo gue queremos en realicad es saber duantas
ternas no ordenadas tiene un conjuntz con n elementcs. Una
vez contadas las ternas ordeﬁadas, veants como contar las no
ardenadas: For cada una de las ternas gque ya contamos, se
tienen & ternas ordenadas gu=, en realidad, son la misma
(hablando de no ordenadas) es decir. For ejemplo la terna
abc es la misma que otras cinco mas, cuando gueremos cantar
ternas no ordenadas. 0 sea abc, bca, cab, bac, acb y cba son
la misma terna no ordenada ya que contienen los mismos
elementos. Entonces si el numero de ternas ordenadas que se
pueden contar de un conjunto con n elementos es nin-1) (n-2),
el ndmero de ternas no ordenadas de un conjunto con n
elementos es M (- (n=-2)/6 3§ que por otro lado ya lo

sabiamos y ya lo habiamos demostrado.



Ahora, veamog una forma geaomeétrica de encontrar el
namero de ternas de un conjunto con n elementos, basandonas
en la 1dea que trabajaron los griegos en cuanto a la
representacicdn geométrica de alguncs nameroz a laos que
1lamaban nimeros fligurados.

Por ejemplo para sumar 1 + 3 + 6 , que es lo mismo que

sumar T, + T; + T: y que geométricamente seria sumar:

. s e D . a

[ S ... o bien P
es decir, lo que queremos encontrar es, cuantos puntitos hay
en esta Gltima'representacidn,'teniendo asi la suma hasta el
tercer ndmero triangular. Busquemos entonces si existe
alguna manera de colocarlos de tal forma que nos facilite la
cuenta. Salgamonos del plano en que estan colocados los

puntos y formémos con ellos una piramide colocéandolos de la

siguiente manera: : ~
i: O .

El resultado es una pirdamide triangular en donde en

cada "piso" o "capa" se tiene un numero triangular.

S1 queremos sumar T, + T; lo que tenemos es:

S
s

Una piramide triangular que tiene en la base 3 puntitos
y uno en el otro nivel.
Ya vimos que si queremos sumar T, + T, + T; lo que se

obtiene es una piramide triangular con 6 puntos en la base,

3 puntos en el nlvel que sigue hacia arriba y un punto mas

—

en el Gltimo plano, o sea:

__~_.uJ
pd ,"/

4-—.—._:':’.},///



S1 lo que se quiere es sumar hasta el cuarto ntGmero
triangular, tenemos:

i

Una pirdmide triangular con 10 puntos en la base, 6
puntos en el siguiente nivel, 3 puntos en el penaltimo nivel

.y al final un punto en la "punta"

Podemos entonces, en general, llamarles a eéstos,
numeros piramidales, o sea el primer nimero piramidal sera
el uno, el segundo sera el 4=T{+T2 ., el tercer ndmero
piramidal es 10=T,+T-+Ty , el cuarto es I0=T, +T,+T3+Ts y asi

sucesivamente obtenemos que el enésimo mimero pliramidal es:

Te #+#Ta +Ts + . . . +T,

Pero necesitamos saber cuanto vale el enésimo nGmero
piramidal, para saber culnto es la suma de nameros
triangulares, que era nuestro problema reaimente.

S{ hacemos algo semejante a lo que dicen que hizo Gauss
cuando nifAo, tenemos:

Por ejemplo, si queremos obtener el cuarto nlmero

piramidal: .
1 + 3 + 6 + 10 = 20 (1)
+
10 + 6 + 3 + 1 = 20 (2)
11 + 9 + 9 + 11 = 40
En (1) tenemos la piramide que hemos venido

construyendo y en (2) la misma pir&mide pero invertida t(con
la punta hacia abajo),.
S84 queremos obtener por ejemplo el quinto nitmero

piramidal:



1 + 3+ 6 + 10 + 15 = 35
+
15 + 10 + 6 + 3 + b = 35
16 + 13 + 12 + 13 + 18 = 70
i No nos dan resultados "bonitos" para contar en
general !

Recordemos que cuando queriamos calcular a los numeros
triangulares haciamos algo parecido y form&bamos un
rectdngulo que tenia como base un ndmero natural y de altura
el siguiente namero natural, y que en total el numero de
puntitos que tenia el rectangulo era el doble del triangular
que buscdbamos. Blen, pues tratemos de hacer algo semejante
en el sentido de construir una figura geométrica auxiliar en
la cual podamos calcular facilmente el namero de puntos gque
contrenga, y por otro lado que esté compuesta también por
los nGmeros piramidales que es lo que en realldad buscamos.

S1 tuviérambs un prisma triangular podriamos contar
cuantos puntos tiene, con solc conccaer cuantos tiene de base
(un nGmero triangular) ¥ cuantos tiene de altura. Al sumar
una piré&mide invertida no formamos un prisma, pero podemos
analizar qué hicimos para encontrar qu&é nos faltaria para
construir un prisma triangular.

Para facilitar wun poco, |lamémosle de aiguna manera a
cada uno de los ‘"puntitos" de cada piramide y veamos nivel
por nivel qué es lo que sucede en cada caso.

Sean B8 un punto de la piramide original,

o} un punto de la piramide invertida y
X un punto de los que nos faltarian para tener
un prisma.

Por ejemplo, sl queremos encontrar el tercer namero
piramidal tenemos tres niveles que analizar:

En el nivel de la base tenemos:
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X
8 X
8 68 X Que seria la base de! prisma que buscamos
8688080 )
En el segundo nive! hacia arriba tendriamos:
X
X X
8 X0 para continuar con el prisma triangular’
8000
Y por dltimo en el tercer nivel (el de mas arriba)

tendriamos:

X
X0
X000 Que seria la Gltima capa del prisma que
8000 buscamos.

Si queremos encontrar el cuarto piramidal se tiene:

88880 Primer nivel (la base)

88800 Segundo nivel

88000 Tercer nivel

60000 El cuarto y dltimo nivel.
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Hagamos un resumen de lo que tememos con estos 2
ejemplos, ilustrémoslio en las siguientes tablas y veamos qué
es lo que podemos conjeturar de nuestras ohservaciones.

PRISMA DE BASE EL CUARTO TRIANGULAR

nivel 1 nivel 2 nivel 3 TOTAL
# de O 6 3 1 10
# de O 1 3 6 10
4 de X 3 4 3 10
_TOTAL 10 10 10 30
tabla 17

PRISMA DE BASE EL QUINTO TRIANGULAR
nivel 1 nivel 2 nivel 3 nivel 4 TOTAL

# de 8 ° 10 6 3 1 20
¥ de O 1 3 6 f0 20
# de X 4 6 6 4 20
TOTAL 15 15 15 £5 60
’ tabla 18
Preguntamos al lector, el nGmero de X en cada caso,

dser& también una piramide triangular?

Observamos en estos 2 ejemplos gue el nimero total de
puntos que nos faltan son, también la suma de nimeros
triéngulares por lo que si en general sucedlese esto, ya
podriamos encontrar cudnto vale el enésimo namero piramidal.

Esperamos por el momento que si queremos sumar hasta el
quinto nGmero triangular, lo que obiengamos con este

procedimiento sea (TN (B)/3 y en general nuestra
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hipdtesis es que para encontrar el enésimo numero piramidal
la fdrmula es: V

(M) {(Tas:)/3

Para demostrarla, empecemos nuevamente por analizar
ﬁﬁmeros pequefnos para descubrir la regla general en el
comportamiento del problema.

S1 se quiere encontrar el segundo nimero piramidal:

-
LA
fan

1*3=.*..=ﬁ‘.=#puntos

Tenemos que formar un prisma triamgular de base igual
~al tercer nGmero triangular., Entonces em el nivel de la base
tenemos:

X
. 0 X !
8680 .
Donde faltarfa wuna hilera de dos puntos. En el segundo'
nivel se tendria:
X -

Xao
800

Faltaria una hilera de 2 puntos, o bien 2 hileras de |

—

punto cada una, para tener un prisma triangular de base 6 y

altura 2, por lo que el segundo namero piramidal es (6)(2)/3

o sea 4.
Si queremos sumar .
1 + 3 + 6 = T‘ + Ta + Ts = . + « + PR
0 sea contar ﬂﬂ
I" M
-] -
B
T
*..-‘__;—
akl,d
-’

Debemos formar un prisma con base ‘en cuarto namero

triangular.



Asi, tenemos en la base:

hilera de

En el

"hileras de

En el

hileras-de
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3 puntos.

segundo nivel:

X
8 X
8 8 X
68840 faltarfa una
X
X X
8 X0
8800 faltarian 2

dos puntos cada una, y por altimo,

tercer nivel

1 punto cada una.

De donde el prisma

distribuidos como sigue:

i +
6 +

(1) (3 +(2)(2)+(3) (1)

3 + 6 = 10
3 + 1 = 10
10

8 000 faltarian 3

tiene en total 30 puntos
en la pirdmide original
en la pira&mide invertida y
los puntos que faltarian

por nivel.

Ahora si se quiere sumar hasta el T. tenemos que formar

un prisma

de base Ts y altura 4, y de forma analoga al caso

anterior tenemos:

Primer nivel X

e X
8 8 X
6 808X

880680 faltaria una hilera de 4 puntos,



Segundo nivel X

88800 faltarian 2 hileras de 3 puntos.

Tercer nivel X

68000 faltarian 3 hileras de 2 puntos.

Y cuarto nivel X
X0
X00
X000
80000 faltarian 4 hileras de un punto.
Por 1o que el prisma tiene en total 60 puntos formados

como sigue:

1+ 3 + ] + 10 = 20
10 + 6 + 3 + 10 = 20
(1)€4) + (2)(3) + (3)(2) + (4)1(1) = 20
En todos estos casos, y en general, es claro que las

dog primeros renglones son 1iguales, ademas, cada uno de
ellos es la suma de ndmeros triangularee, entonces lo gue en

realidad queremos demostrar es que:

(1)(n) + (2)(n-1) + (3)(n=-2) + ... + (n=11(2) + (n)(Ly =
T| + Ta + Ty + .o, ¢ Ta-ot +-Ta = ((n)(n+1)(n+2)1/6
i Esto ya lo habiamos demostrado antes ! Cuando

demostramos que la suma:

1
1 + 2
1 + 2 + 3
t 0
1 + 2 + 3 + .. + (n-1)

1 + 2 + 3 + . . .t (n-1) t n
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es 1o mismo que (n)(n+1)(n+2)
6

y observemos de nuevo que ésta es precisamente

los nGmeros triangulares.
Hagamoslo ahora en general Y veamos
demostrarlio de otra forma.

-

T| + Ta + Ts + .
+ Tn + T,‘-g + T"-: + ..
(1)(n) + 2(n-1) + 3(n-2) L

la suma de

si podemos

+ Tﬂ
+ Ty
+ ntl)

(Ty +Ta+n)+ (T2 +Too +2(n-1))+ (T3 +T,.2+43(Nn~2))+ ..,

Sumando los sumandos parciales tenemos:

T +# Ta + n = (13(2)/2 ¢+ (M)(n+1)/2 + n = {2+n?

+(Th+T; +n)

+n+2nls2 =

(n2 + 3n + 21/2 = [(n+W)(n+2)) / 2 = They
Ta +Th-1 +2(n-1) = (2)(3)/2 + (n-1)(n)/2 + 2{n-1) =
(6 +n® - n + 4n - 4) / 2 = (n?* + 3n + 21/2

(n+1)(nt2)) / 2 = Tasy

Tier + To-y + (i+1)(n=-1) = (i+1)(1+2)/2 + (n-{)(n-i+1)/2 +

(i+1)(n-i) =
{12+43i+2n?2-2ni+n+i2 -i+2ni-21%+2n-2i1 7/ 2 =
In2 + 3n + 2172 = (n+1)(n+2)/2 = Tpe,
To + Tv +n=.,. = Tauy

Por lo tanto
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T + Ti + TS +u et Teoy + T,
+ Ta + Taey + Taaz + . . .+ T2 + T,
1(n) + 2(n-1) + 3(n-2) + . . . + (n-1)2 + (M)}
Taer + Taey + Tapes + o o ot Taey + Taes
que es: .
Ni{Taper) = [nin+ld(n+2)) /7 2

Que es el nGmero total de puntos del prisma triangular,
entonces despejando:
20T +Ta 400 04T ) + (L IM)+2(N-1)+,, . +(n-1)2+(M)1] =
In(n+1)(n+2)1 / 2
De donde
1{n) + 2(n-1) + , . . + (n~1)2 + (M)t =
[nin+1)(n+2)1/2 ~ 2(T, + T2 + . . . + Ty) =
(como ya sabemos cuanto vale Ja suma de triangulares)
[nin+1)(n+2)1/2 ~ 2In(n+1)(n+2)/61 =
[Sn(n+1)(n+2) - 2n(n+)(n+2)] /7 6 =
[(n+1)(n+2)(3n-2n21 /7 6 = [n(n+i1)(n+2)) / 6 =
Ty, + Ta + Ts + ... + Ta
Por lo tanto es cierto que la suma:
itn) + 2(9-1) + 3(n-2) + ... + (n-1)2 + ()1 es igual
a la suma de los numeros triangulares desde el primero hasta
el enésimo, sea cual sea la n.
As{, el enésimo namero piramidai es:
(n(Tasy )] 7 3 = [n(n+1d)(n+2)) / 6
Que es lo que por otro camino ya habiamos probado.
Hemos visto ademas que un prisma triangular (de los
hemos estado trabajando) se descompone en 3 piramides de
f{gual volumen cada una. Una pir&mide esta sobre su base, la
segunda (la invertida) estd sobre su vértice y la tercera
estd recargada sobre una arista.
Sugerimos al lector, como ejercicio, hacer un modelo de
ésto, ya sea con pelotas de hule espuma. con bolas de
unicel, con canicas, o con algdn otro material que se le

facilite, para observar cdmo estén . colocadas las piramides.



59

En esta descomposicidn se basa la fdrmula del volumen
de una piramide: "area de la base por la altura entre 3", al
igual que la descomposicion de! paralelogramo en 2
triangulos nos d& la formula del Aarea del tri&ngulo.

Sin embargo en este caso las 3 piramides, aunque tienen
el mismo volumen no son en general congruentes, como puede
verse si se hizo e! modelo. Esto introduce una complicacion
adicional que s&lo puede resolverse con procedimientos
Infinitos, como el "Principio de Cavalieri" o los métodos

del Calculo Integral.

{Puede el lector construir un prisma triangular donde

las 3 piradmides si sean congruentes?



60

FPROBLEMA.

éCuantos subconjuntos tiene un conjunto de n elementos?

Empecemos contando los casos pequedos. For ejemplo, si
el conjunto tiene | elemento écuantos subconjuntos tiene?
Solo tiene 2 subconjuntos’ que son el conjunto vac:o y el
conjunto mismo, o sea 8 y {a’ son los subcon)untos de {al.

Si el conjunto tiene 2 elementos, por ejemplo {a,bl,
los subconjuntos s0N: P, {al, bl y {a,bi. Cuatro
subconjuntos.

Para un conjunto con 3 elementos, {a;b,c} los
subconjuntos son: @, {al. b}, {c¥, {a,b}, {a,c’, {b,c? Yy
{a,b,c?. Ocho subconjuntos en total.

Siguiendo asi, tenemos que para un conjunto con 4

elementos {a,b,c,d> los subconjuntos son: g, €(aX, <br, {ci,
4 k] 1 k] * '

{d3, {a,b}, ({a,c¥, {a,d}, b,c}, ib,dd, <fc,d}, <{a,b,cl,

{a,b,d?} {b,c,d3 {a,c,d? {a,b,c,d} ue s0n 146
9 1 ] 4 Y " k] 1 1,

subconjuntos. Entonces podemos formular una tabla con los

casos que hemos contado como sigue:

# DE ELEMENTOS 4 DE SUBCONJUNTOS
0 (4) i
1 2
2 4
3 8
4 146

tabla 19

Entonces, por 1lo que hemos hecho, vemos que para
encontrar los subconjuntos de un conjunto con n elementos
necesitamos conocer guantos subconjuntos de 0 elementos
tiene, cudntos subconjuntos con 1 elemento, cuantos con 2
elementos, cuadntos con & elementos, y asi sucesivamente

hasta cuantos subconjuntos can n elementos tiene.

(4) Hemos agregado tambien el caso en gue el conjunto no’
tiene elementos, en cuyo caso el numero de subconjuntos es 1
ya que el @ siempre es subconjunto de cualquier conjunto.
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Pero esto en general todavia no lo sabemos; .sabemos
cuantos subconjuntos de O elementos porgue solo existe uno
(el vacio); sabemos cuantos subconjuntos de un elemento
porque es lo mismo que contar el nimero de elementos del
conjunto; sabemos cuantos subconjuntos de 2 elementos tviene
porque ya sabemos contar el namero de parejas no ordenadas .
de un conjunto con n elementos (gque es lo mismo que el
namero de subconjuntos can 2 elementos 4no®) y por ultimo
sabemos cudntos subconjuntos de I elementos tiene, ya gue
también sabemos cuéntas ternas na ordenadas tiene un
conjunto con n elementos; pero a partir ce cuatro elementos,
no sabemos adn cuantas subconjuntos se  forman. Entonces
podemos seguitr por este camino vy averiguar cuantos
subconjuntos de k' elementos tiene un conjunto con n
elementos, para cualquier.k en los numeros naturales (no
solo para k=1,2 y 3), o bien pcdemos intentar otro camino
patra determinar cuantos subconjuntos tiene un conjuntb con n
elementos en donde no necesitemos esta informacidn.

El primer camino lo dejaremos pendiente por el momento,
lo veremos un poco mas adelante, seguiremos ahora por el
segunda, intentaremos ver el problema de otroe modo. (el
lector puede intentar el primer camino por su propia cuenta,
aungue también agqui lo veremos mas adelante)

Fara un conjunta con O elementos, el nimero de
subconjuntos, ya hemos visto es solo wno. Fara un conjunto
con 1 elemento, los subconjuntos son: el subconjunto con O
elementos mas el subconjunto gque consta del elemento unico
del conjunto. 0O sea, si &l conjunto cen 1 elemento es <{al,
los subconjuntos son @ y el subconjunto (&} que es el
conjunto mismo. En total son 2 subconijuntos.

Fara un conjunto con 2 elementos, el namero de
subcon juntos es el namero de subconjuntos de un conjunto con
1 elemento (caso anterior) mas el namero de subconjuntos
nuevos que se formen con el conjunto de 2 elementos. Esto
es, si el conjunto de 2 elementos es {a,b} el numero de

subconjuntos es: los 2 subconjuntos de {a}, que son: @y
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{a}, mds 1los 2 subconjuntos (b} y {a,b} que son los
subconjuntos que no eran subconjuntos de {a}, por lo gque en
total tenemos 4 subcanjuntos de {a,bl.

Para el caso en que el conjunto tenga 3 elementos, por
ejemplo {a,b,c}, los subconjuntos son todos 1laos del caso
anterior mas los nuevos subconjuntos formados con el
elemento c¢. 0 sea g, {a}, b}, {a,b? mis (c3, {a,c},; {b,cl y
{a,b,c) en total B subconjuntos.

Fara un conjunto con 4 elementos solo debemos contar
los 8 subconjuntos de un conjunto de 3 elementos y agregarle
los subconjuntos formados por el nuevo elemento agregado a
.cada uno de los 8 subconjuntos anteriores, esto es: los
subconjuntos de {a,b,c,d} son lps subconjuntos de {a,b,c?
mas cada uno de éstos junto con el elemento d, o sea:

&, {a¥, <b¥, {c>, f{a,b¥, {a,c’, fb,cr, {a,b,cr mas
{dy, {a,d¥, {b,d>, {c,d}, {a,b,d}, {a,c,d?, {b,c,d} vy {a,b,c,d}

0 lo que es lo mismo, solo debemos multiplicar por 2 el
caso antenior. Con lo que 2l namero de subconjuntos de un
conjuntd de 4 elementos es 16.

Asi para un conjunto de & elemgentos el namero de
subcon juntos debe ser 16 % 2 = 32, .

En general tenemos entonces que si sabemos el namero de
subconjuntos de un conjunto con ¥ elesentos, podemos saber
el namero de subconjuntos de un conjunto con K+!l elementos;

solamente debemos multiplicar por 2 el caso anterior.

Fodemos entonces incrementar la tabhla 15 como sigue y

ver si podemos encontrar una fdrmula general:



# DE ELEMENTOS

&3

#DE SURCONJUNTOS INCREMENTO
0 1 -
1 2 = 21) 1
2 4 2(2 2
3 8 2¢4) 4
4 16 2(8) 8
S 32 = 2(18) 16
b . 64 = 2(32) 32
7 128 = 2(64) b4
tabla 20
¢ Cudl serda el numero de subconjuntos si1 el namero de
elementos es K 7
S5i denpotamos por S(n). al numerco de subconjuntos de un

conjunto con n elementas,

(S~1))

Sy = 2
recursiva para

conjunto con

encontrar

n ‘elementos.

lo que hasta acul sabemos es:

con lo qu2 tenemos una Tormula

el namero de subconjuntas de un

Fero como estz fdrmulsa es siempre

cierta, podemas sustituir encadenadseesnte Yy tenemos:
S{K) = 2(8(K-1)) = 2 [2(8{K-1))1 = 2(2LZ5(K-1))1) = . . .

Y llegaremos asi, en algun momenta a 5(6) que ya
conocemos, esto es:

Por ejemplo S(8) es: ‘

S(B) = 2AB(7)] = 2(2L85(6 1) = 2[2(64)1 = 2(128) = 256

Veamos entonces
por 2
Por ejemplo si K
5(S) = 2I[5(4)1
222D
Entonces vemos
S(k) = 2[S(K-10]3 =
For

K elementos es 2% .

2(2ASE-2) 1) e e W=

cuantas veces se tiene que multiplicar

para llegar a S(K?.

= 5 tenemos:

= 2(2C8(3) = 2AQRISEIN =
= QI2(2A2RAZDID I = 2= = 32
que =n general S(¥) es:

=
2

lo que el nimero de subconjuntos de un conjunto con

Dtra manera de ver el mismo problema es la siguiente:
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Supongamos que tenemos un  conjunto de I elementos y
queremos encontrar el namero de subconjuntos que tiene. Sea
el conjunto {(a,, a=, as} el conjunto en cuestion. Cologuemos
en una hilera los elementos del conjunto y debajo de ella
una h:lera de 3 casillas como sigue:

B 82 A&z
|

Para un subconjunto de {a,,a=,as), asionemos un numero
1 en 1la primera casilla si el elemento a, es elemento del
subconjunto y nimero 0 si el elmento a, no es elemento ael
subconjunto. Lo miemo para cada una de las 3 casillas.
Tenemos asi una distribucion de cercs y unos para cada uno
de los subconJjuntos. Hagamos una lista de los subconjuntos y

de la hilera de casillas correspondiente  para este caso

particular.

SUBCOMJUNTD a1 a= &s
] Q o 0
{as? 1 Q Q .
{a=? Q 1 0
{axd 0 o :
{aiyaz’ i 1 Q
{asyax? 1 0
{az,as} o 1 1 ’
{ayya=,asd 1 1 1

De esta manera tenemos una funcidn uno a una entre los
subconjuntos de un conjunto de 3 elesentos y la distribucidn
de ceros y unos en un cacsillero de I lugares.

De manera que patra un conjunto con 4 elementos tenemcs
un casillero con 4 lugares y de la misma manera debemos
contar cuantas formas distintas hay de llenar los 4 lugares
con ceros y unos.

Sea {a ;,dazyasyaasl un conjunto de 4 elementos.
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SUBCONJUNMTO

834 482 ax Aa
- 0 0 o) 0
{a,?> 1 0- 0 0
{a=} Q 1 o] v
{az? (o] 0 1 0
{aal (o] 0 0 1
{ai,a=} Bt 1 0 0
{as,as} 1 0 1 0
{a1,a47 1 o 0 1
{az,as? o] 1 1 0
{azy,aal 0 1 o] 1
{axz,aal Q 0 1 1
{a1,a=,as7 1 1 1 Q
{ai,az,aar 1 1 o] 1
{ai1,ax,843 1 0 i 1
(az,am,dal ' o 1 1 1
{a1,82,a5,8a4) ’ "1 1 1 1

Entonces para contarlos podemos verlo como el numero de
formas distintas que se tienen de distribuir ceros y uncs en
un casillero de 4 lugarés. Fara 1llenar la primera casilla
tenemos 2 oportunidades, ponemos un uno o bien ponemos un
cero (el primer elemento esta o no estd en el subcon}unto).
Una vez que hayamos 1llenado la primera casilla, para la
sequnda casilla tenemos de nuevo Z oportunidades: ponemos un
uno o ponemos un cerao; una ve:z llenos las dos primeras, para
llenar la tercera casilla tenemos otra vez 2 posibilidades,
‘poner un  uno o poner un cero, y por Gltimo, para llenar la
cuarta casilla, no importa lo que hayamos hecho en las tres
primeras, tenemos otras 2 oportunidades, ponemos un uno o
ponemos un cero. For lo que el namera de formas distintas
que tenemos de llenar con ceros y unos un casillero de 4
lugares es: 2 para el primero, 2 para el segundo, 2 para el
tercero y 2 para el cuarto lugar; por lo tanto son 2uZulxl =
2% = 14 formas de hacerlo. Hemos puesto la multiplicacion,
porque para cada una de las elecciones gque hagamos existen

todas las otras posibilidades, es decir, si en la primera

escogemos cero podemos escoger  unos en todas las otras o
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bien en todas puros ceros o combinados, peroc esto mismo
podiamaos haber hecho si en la primeré hubiésemos escogido un
ung; y asi para cada una de las 4 casillas. Todo esto
podemos ilustrarlo en un nuevo esquema como sigue:
1a.CASILLA
2a.CASILLA o

Ja.CASILLA 0

4a.CASILLA o 1 0

esquema |1

" También aqgu! tenemos una representacion para cada uno
de los subconjuntos del conjunto. Si seguimos el camino
marcado en el esquema 1, &ste representa al subconjunto:
0101 quees el {azaal. De manera que los 16 caminos gue
Pepreseﬁtamos en el esqguema 1| son todos los subconjuntos que
buscabamos. En este esquema se ve un poco mejor por qﬁé
multiplicamos cada ve:z por 2. ) .

Entonces, en general para un conjunto con n elamentos,
formamos un casillero con n lugares y para cada uno tenemos
2 oportunidades, independientes de las demas, por lo que el
namero de subconjuntos es 2u2x2xn...x2 = 20,

Por lo que hemos llegado de nuevo al resultado que va
teniamos por otro camino.

Observacion.

Notemos que el esquema | nos da también la informacidn
de cudntos subconjuntos tienen al elemento a, por ejemplo, y
éstos son solo los caminos que empiezan con 1 y éstos son
los que estan en 1la parte derecha del esquema, o sSea 8
subconjuntos tienen a a, y ademas sabemos que 8 subconjuntos
no lo tienen. De manera semejante podemos contar los
subconjuntos que contienen al elemento az= vy los que no lo

tienen. Lo mismo para los demas elementos del conjunto.



&7

Recardemos que esta pendiente encontrar el namero de
subconjuntos de 4 elementos de un conjunto con n elementos,
asi como el nimero de subconjuntos de S elementos de un
conjunto con n elementos, Yy asi sucesivamente el numero de
subconjuntos de n elementos que tiene un conjunto con n
elementos. ¢ Puede el lector dar una respuesta a este
problema ? Lo invitamos a pensarlo.

Para ver el camino que dejamos pendiente, se suniere
hacer un apdlisis semejantz al que se hizo con la ternas a
partir de las patejas. De nuevo invitamos al lector a hacer
este andlisis.

En el capitulo de Combinétoria, se2 da una solucion a

éste problema por el camino gue hemos dejado pendiente.
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PROBLEMA.

éCudntas diagonales tiene un poligons convexo (6) de n

lados?

S1 el poligono tiene n lados, tambiés tiene n veértices.
De cada wuno de los vertices salen n-i lineas para unirge a
loga demdg vertices, de eéstas 2 son lados y n-3 son
diagonales del poligono. Haclendo esta cuenta para cada uno
de los vértices, vemos que estaremos contando doble, porque
cada linea est& unida a 2 vertices, por lo tanto el numero

de diagonales de un poligano de n lados es nin-3).
2

Por otro lado, veamos el problema ayudandonos con
algunos dibujos de casos pﬁrticulares de poligonos.

Si{ el poligono tiene 4 lados por ejemplo, y numeramos
sus veértices, tenemos que las diagonales se represenkan por

parejas de vértices como sigue:
' |

3
Donde las diagonales son las 2 !lineas representadas por
13 y 24 H 13 representa la linea que une al vértice 1 con el
30y—-

4 la que une al vértice 2 con el A4,
i

el poligono tiene 5 lados, tenemos:

(6) Estamos hablando de un poligono convexo. Un poligono es
convexo si para cualesquiera 2 puntos en el interior del
poligono, el segmento de recta que une a estos 2 puntos esta
totalmente contenido en el poligono. Ejemplos:

VoA

Canvexos No convexos
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Las diagonales son las 5 {ineas representadas por 13,
24, 35, 14 y 25.
51 el poligono tiene 6 lados:

Las diagonales son las l{ineas 13, 14, 18, 52,
35, 36, y 46. '

Veamos que éste es el mismo probiema de contar parejas

ol

. 26,

de elementos de un conjunto (en este caso el conjunto de
vértices), sola. que estamos déscontando aquellas parejas de
vértices que describen los lados del polfgono, estas son las
parejas de veértices consecutivos. En el caso del poligono de
6 lados, del total de parejas de 6 elementos tenemos gue
descontar las |ineas IEZ 55, 32. Zé, 56 y 81,

As{i es que para el boligono de 6 lados tenemos:

6¢(5) - 6 =15 -6 =9 diagonafes.
2
En generail, si A={vy,, wva, ... , %)} es el conjunto de

vértices de un poligono de n lados, tormamos las parejas de
estos n elementos y a éstas tenemos que quitarles las

parejas de wvértices consecutivos que son: para cada v, sus

congecutivog son v,., Y Vien, entonces las parejas de
consecutivos que contienen al veértice v, son vi-..Vi ¥
ViVis1y ¥ €sto gucede para cada {, por lo que por cada

vértice hay 2 parejas de consecutivos. Notemos ademds que la
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pareja viv,., también la estamos contando para ser quitada
cuando quitamos las parejas de vértices consecutivos que
contienen a v(.,, entonces estamos quitando en realidad e!
doble de lo que debemos, por Jo que al final debemos dividir
entre 2 8] namero de parejas de vértices consecutivos

El némero de parejas que debemos quitar es 2n/2 = n y
ésto ya lo sabiamos , ya que las parejas de vertices
consecutivos son precisamente las que describen los lados
del poligono y ya sabemos por el problema mismo que el
poligono tiene n lados, entonces en efecto e! namero de
parejas que debemos quitar es n.

Por lo tanto el namero de.diagonales de un poligono de

n lados es: nin-1) - n = n(n-1) - 2n = nn-3)
2 2 2

Ahora tenemos ademds un tercer procedimiento para

encontrar el némero de diagonales de un poligono de n lados.
Si procedemos como antes, haciendo una lista que

comience con nameros pequedos, observamos la siguiente

tabla:

# DE LADOS # DE DIAGONALES

3 o 0

4 2

5 s

6 9

7 14
- tabla .21

Contandolos a pie, para un poligono de 8 lados ya se
‘hace muy diffcil, pero podemos observar estos 4 casos para
ver si existe alguna relacidn que podamos demostrar en
general.

Si el poligono tiene 4 lados, de cada uno de sus
vértices solo sale una diagonaltya que de las 3 Jineas.que
salen 2 son lados). Si el poligono tiene 5 lados, de cada
vértice salen 2 diagonales. Si el poligono tiene 6 lados

sanles 3 diagonales de <cada vértice y asf{ sucesivamente, si
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aumentamos en uno el namero de lados, se aumenta en uno el
namero de diagonales que salen de cada vértice.

Entonces podemos considerar que ya tenemos la regla de
crecimiento, Veamos ahora como se comportan los increﬁentos,
en la siguiente tabla: .

# DE LADOS # DE DIAGONALES INCREMENTO

3 0 0
2
5
9

14

~N O 0 >
o> W

tabla - 22

Entonces, sabiendo cuantas diagonales tiene un poligono
de k lados ya sabriamos cuéptas tiene un poligono de k+l
lados, pues sabemos que el incremento de ese rengldn tiene
que ser (k+1)-2 = k-1,

Ahora aclaremos wun poco qué quiere decir lo que hemos,
encontrado en la columna de incremento.

Dado un poligono de $ lados, sabemos que de cada uno de
los 5 vértices salen 4 lineas, de las cuales 2 son lados y
el resto son diégonales. Si a éste poligono le aumentamos un
lado mas, como se muestra en la figura 7, tenemos que de
cada uno de los 6 vértices salen 5 lineas de las cuales, de
nuevo 2 son lados y el resto son diagonales. Entonces el
namero total de diagonales de un poligono con 6 lados es:
el & de diagonales de uno de 5 lados + las diagonales que se
forman con el nuevo vértice + la diagonal que se forma con

1o que antes era el quinto lado del poligono de 5 lados.

figura ﬁ



72

Las diagonales del poligono de 5 lados son: v,vs, Vv;Vs,

VaVe, VaVs ¥ Vzve Y las del poligono de 6 lados son:
ViVsy, ViVa, VaVa, VaVs, ViVes, VaVs, V3yVs, VaVs ¥ Vyvs; de
donde el incremento son las 3 lineas que salen de sexto
vértice que son diagonales, mas la linea que antes era lado
en el poligono de S lados.

En general tenemos que, dado un poligono de k+l1 lados,
el incremento en el nlmero de diagonales en total con
respecto al nGmero de diagonales de un poligono de k lados
es: # de diagonales del poligono con k lados + # de lineas
que salen del .vértice k+1 que no sean lados + la linea que
antes era el k'’ésimo lado del poligono de k lados; esto es,
el namero de lineas que salen del vértice k+1 que no son
lados es k-2, mas la linea que era lado, tenemos: k-2+1=k-1
que es el incremento en el rengion k+l1 de la tabla.

Como hemos hecho con todo detatle el principio de la
lista y como conccemos la regla de incremento, podemos ir
construyendo unoc por uno los renglones hasta llegar al
correspondiente a un poligono.de k lados.

Sea d(k) el nGmero de diagonales de un poligono de k
lados. Sabemos que d(4)=2 y que el incremento es (k-2) en el
rengldn k. éCuanto vale entonces d(k)?

Nétese que hemos descrito aqui una recurrencia en el
ntmero de diagonales de un poligono y en base a @sta es que
podemos decir que:

d(k) = d(k=-1) + (k-2)

Pero

d(k-1) = d(k-2) + (k-1-2) = d(k-2) + (k-3)

Y

d(k-2) = d(k-3) + (k-2-2) = d(k-3) + (k-4)

Y asi sucesivamente, tenemos
d(k) = d(4) + (k-2) + (k~3) + ... + [k-(k-4)] + [k-(k-3))
d(k) = d(4) + (k-2) + (k-3) + ... + 4 + 3 =

d(4) + (142) + [3+4+,,,+(k-3)+(k-2)] - (1+2) =
d(4) + [1+42+3+ ... +(k-3)+(k-2)]1 - (1+2) =
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d(4) + (k-2)(k-1) - 3 = 4+(k-2)(k-1) - 6 =
2 2
k* - 3k + 2 -2 = Kk - 3k = kik-3)
2 2 2

Que es lo que por otro lado ya sabiamos.

Mas adelante, en el - capitulo |, hablaremos en jeneral
de! método que hemos usado aqui para encontrar dtk),éste se
basa en el principio que dice que si tenemos un ndmero
natural k ¥y le restamos !, el resultado es un nGmero natural
menor que k, y si a éste de nuevo le restamos 1, vuelve a
resultar un namero natural menor y siguiendo asi
sucesivamente, el algin ~ momento debemos llegar

necesariamente al primer natural ( o sea al ndmero 1 ).
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PROBLEMA.,

En uns ciudad donde la distribucién de las calles es la
que se muestra en la figura 5, se quiere saber cuantos
caminos minimos distintos se pueden hacer para llegar desde
la-esquina marcada con ¥ a- cada una de las esquinas de la
ciudad.

Oooao
0oooo
nininlnls
00000
L0000

. figura 5
Analicemos el problema esquina por esquina. Par ejemplo
para llegar &8 la esquina marcada con X se tienen los

siguientes caminos minimos:
. X — R

{nii

Dos caminos minimos(minimos, porque cada uno consta de

2 cuadras y cualquier otro camino que slgulesemoz psara
llegar a X, tendria mayor ndmero de cuadras).

Pera otra esqulna, por elempio la esquina marcads con Y

00 0,0
L0000

en la giguiente figura:

Los caminos son:

oo B o

*



75

Cuatro caminos minimos distintos. €ada uno de ellos
consta de - 4 cuadras y cualquier otro que encontremos tendré

mayor nGmero de cuadras.

Para otra esquina mas, por ejemplo la esquina marcada

con Z en el siguiente esquema:

Ooono,

#

z

Tenemos Q 9 —E-], 9

Un solo camino minimo qhe consta de 4 cuadras.

Enéonces lo que sucede es que en todas las esquinas que
estén a las orillas de la cludad solo habra un camino
minimo. llustramos esto en el siguiente esquema en donde
colocamos el namero de cuadras que componen el camino minimo

a cada una de las esquinas de las orillas.

Tmoooo
"Doooo
"Cooooo
"Oo00n
jujajuinin

—_— =5 = —
2

3 5

Pero veamos qué sucede en las otras esquinas. Hagamos
ahora un esquema en donde coloquemos en cada esquina (de las

que hemos analizado) cuantos caminos minimos hay para |legar
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a ella, sin considerar de cuantas cuadras consta

'Doon
‘coon
‘0,000
0000

¢ Qué relacidn tendran estos ndmeros ? (COmo sabremos

cada

en general para cualquier esquina cuantos caminos minimos
hay?

Vaydmonos en orden, buscando para cada esquina cuantos
caminos minimos hay.

oo o

Hay 3 caminos mi{nimos

C4
Oy O

noo)ooo god

¥

H

VL

*

Oy 0]
l

e X

Hay cuatro caminos minimos.

¢Cuéntos caminos habr& para esta esquina?

4—r ox

,00 0o

Para llegar a esta esquina, o a cualquier otra, notemos
que solo podemos llegar si venimos de una de dos
direcciones, es decir, no podemos venir de la esquina de

arriba, por ejemplo, porque ya no seria un camino minimo.
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Tenemos que venir de la esquina que dice 4 o bien de la
esquina de abajo que dice 1. Sdlo podemos llegar a X con una
direccion asf —» o con una direccidn asi T . Por lo que
tenemos que sumar los 4 caminos anteriores en la direccidn
mas el camino anterior a la direccidn T . Y as{ tendremos

los 5 caminos minimos que hay para llegar a X que son:

DDDD?D DDDDD

- - 7 — ¥y oy

nl=lnlsln

0
— e — o X
*Q?DDDD TDDDDD
Entonces para llegar a ,cualquler esquina solo debemos
saber cuéntos caminos minimos hay para llegar a las "2

esquinas anteriores a ella (por abaj? y por la izquierda de
la esquina en cuestion). Asi hemeos resuelto el problema,.
solo debemos ir sumando desde la primer esquina hasta la que
necesitemos. )

Por ejemplq si queremos saber cudntos caminos minimos

hay para llegar a la esquina A del siguiente esguema:

Do a0
DDDDD
DDDDD

Debemos saber cuéntos caminos hay para llegar a By a C
y sumarlos, perc para saber cudntos hay para llegar a B

debemos saber cuantos hay para llegar a D y a E y asi

sucesivamente hasta que |leguemos a alguna que ya
conozcamos.
Hagamos un esquema en donde tengamos el namero de

caminos minimos para llegar a las esquinas anteriores a A:
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DDDDD

DDDDD
DDDDD

En donde vemos que para llegar a A hay 15 caminos
minimos distintos., Para llegar a B hay 5 caminos minimos
distintos, para llegar a C hay 10 caminos, para llegar a D
hay 1 y para llegar a E hay 4 caminos,

Para redondear, e! namero de caminos minimos para
llegar a una esquina es la suma de los caminos para llegar a
las dos esquinas anteriores (la de la izquierda y la de
abajo de la esquina que se quiere).

51 se nos pregunta ahora ide cuantas cuadras consta
cada uno de los caminos minimos para llegar a una esquina?,
lo que tendremos que hacer es contar sélo uno de ellos ya
que todos los que‘son minimos deben contener el mismo ndmero
de cuadras. Por ejemplo para llegar a A en el esquema
anterior se tienen 1% caminos minimos distintos y cada uno

consta de 6 cuadras ya que el camino

oo
LJooo

X — - —> —>

es uno de los 15 minimos y éste tiene 6 cuadras.

Pero en general ¢{cdmo sabremos de cudntas cuadras se
‘compone cada camino minimo dependiendo de la esquina de que
se trate?

Sabemos por ejemplos que hemos hecho que cada camino
minimo, ademas de tener el mismo nGmero de cuadras, también
tiene el mismo nimero de cuadras en una direccidn y el mismo
namero de cuadras en la otra direccidn. Esto es, si un

camino minimo consta de 4 flechas hacia la derecha y 2 hacia
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arriba, todo camino minimo que liegue a esa esquina (la A en
este caso), debe contener también 4 flechas hacia la derecha
y 2 hacla arriba,

Entonces podemos decir que contar el ndmero de caminos
minimos para llegar a wuna esquina es lo mismo qu contar de
cuéntas formas distintas se pueden colocar tantas flechas
hacia la derecha y tantas otras hacia arriba, una vez que
sabemos de cudntas cuadras consta un camino minimo,.

Queremos encontrar una formulaclidn que nos indique cual
es el naGmero de caminos minimos en cada esquina, sin
necesidad de <construir todo 1o que corresponde a las
esquinas anteriores, y adem&s queremos saber de cudantas
cuadras se compone un camino minimo para cada esquina sin
necesidad de hacer uno de ellos explicitamente.

Establezcamos un sistema cartesianoc con el origen en %
y demos a cada esquina las . coordenadas correspondientes a

puntos con coordenadas en los numeros enteros no negativos,
D.D.D.(w

0.0.0
]

como sigue:
@»ﬂi
(O,Z)c

©4)

o(3,2)
D.Dl o(a,‘\)
0 O

¥I 09 @9 &

Queremos saber, dado el punto de coordenadas (i,j)
cuéntos caminos minimos hay para llegar a él. Y de cuéantas
cuadras consta cada uno.

Hagamos un nuevo esquema en dondee coloquemos en una
misma esquina, tanto las coordenadas correspondientes como
el ndmero de caminos minimos en los casos que ya hemos
calculado, y veamos qué podemos extraer en general de esta

informacidn.

ESTA TESIS N9 DESt
SAUR DE (A oisuidItOA
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20 6,0
Después de observgr y %ensar un poco (o que hemos

estado haciendo, podemos hacer las siguientes observaclones:
1) En todos los puntos que tienem alguna coordenada

igual a cero, el namero de caminos minimos es igual a 1.

2) En todas las esquinas cuyas coordenadas tienen un 1,
el nGmero de caminos minimes es la suma de sus coordenadas.

3) En todas las esquinas cuyas coordenadas tienen un 2,
el namero de caminoé minimos es un nimero triangular. Es
n&s, gl la esqﬁina tiené por coordenadas la ({,2) o la (2,1)
el namero de caminos minimos es el ndmers T,.,.

4) En todas las esquinas cuyas coordenadas tienen un 3,
el namefo.de caminos minimos es un ndmeso piramidal. Es mas,
gi la esquina tiene por coordenadas la (1,3) o ta (3,1 el
nGmero de caminos minimos es el (i+1)'ésimo namero

piramidal.

Ahora observemos nuevamente el @squema, pero veamoslio
en sus diagonales, es decir, busquemos alguna regularidad o
regla entre las diagonales. Por ejemplo, en la primera'
diagonal tenemos los puntos de coordenadas (0,1) y (1,00 y
en ambos el nimero de caminos es !. En la segunda diagonal
tenemos los puntos de coordenadas (0,3, (1,1) y (2,0) y en
ellos los <caminos minimos son 1, 2 y ! respectivamente, En
la tercera diagonal tenemos:

A COORDENADAS CAMINOS

(0,3
(1,2)
2,1
3,0)

— 3 W -
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Y asf sucesivamente tenemos por ejemplo la quinta

diagonal como:

COORDENADAS CAMINOS
(0,5) i
(1,4) )
2,3) 10
(3,2) 10
(4,1) 5
(5,09 1

Vemos que existe clierta regularidad, pero écuadl es la
'manera de expresarla?

Hagamos ahora un esquema en donde en cada esquina
pongamos tanto sus cdordenadas como el mamero de cuadras que

contiene cada camino minimo, como sigues:

00O OD

(GRGHGRGMON |

®“@M@ 3 ,
Notemos en el esquenma que en cada diagonal se tiene

el mismo ndaGmero de <cuadras en cada camino minimo., Esto es,

por ejemplo en la tercera diagonal! el namero de cuadras para

llegar a cada esquina de esa diagonal es el mismo, o sea, en
cada una de las 4 esquinas que estan en la tercera diagonal,
el ntmero de cuadras de un camino minimeo es 3.

Por ejemplo en la quinta diagonal, el n@mero de caminos
minimos en cada esquina de esa diagonal es siempre ©5;
entonces en lo que deben cambiar entre si los caminos
minimos a cada esquina es en el nGmero de cuadras hacia la
derecha y el namero de cuadras hacia arriba. Esto es, si

para 2 puntos distintos en la quinta diagonal se tiene que
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el ndmero de cuadras es el mismo, entonces la composicion
(en cuanto a orientaciones) de las cuadras debe ser
distinta. Fijémonos en 3 de los caminos minimos que hay para
llegar a la esquina de coordenadas (4,1) que estd en la
quinta diagonal y por lo tanio cada uno de los caminos

minimos ha de tener 5 cuadras en total.

4,0 (4,0) )

-~ -y — > — > = ¥
HUNREEN O «CooOod
* > X— ——71 le

Cada uno tiene 5 cuadras en total pero, ademas vemos
que cada uno tiene 4 cuadras hacia la derecha y una sola
cuadra hacia arriba. De donde empezamos a sospechar que el
nGmero de cuadras de un camino minimo est& relacionado con
las coordenadas de esa esquina, esto es:

Conjetura. Para la esquina (i,J) el namero de cuadras
que contiene un camino minimo es i+j, donde ademds i de
ellas son hacia la derecha y j son hacia arriba.

Dejamos como ejercicio para el lector demostrar esta
conjetura, ya que en esencié hemos dado la idea de la
demostracidn al. hacer el caso de la quinta diagonal con un
razonamiento valido en general.

Tenemos ya resuelto uno de nuestros problemas, que era
saber de cudntas cuadras consta un camino minimo para
cualquier esquina; pero aGn falta saber cuantos caminos
minimos hay en cada esquina, sin hacer todos los casos
anteriores,

Hagamos una representacidn de cada camino minimo como
sigue:

A cada camino le hacemos corresponder un arreglo de
flechas, hacia la derecha y hacia arriba, como se muestra en
seguida: (llamaremos D a las flechas hacia la derecha y A a

las flechas hacia arriba)
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CAMINO Dﬂ—j a. ARREGLO

xD'f ] (D,A,A,D,D)

——p

.

O O adr,

O oo (9,0,0, A,

%-uv —y >
Y asi, tenemos que, dado un camino minimo cualquiera,

existe un arreglo de flechas que describe el camino dado; y
viceversa, dado un arreglo de flechas, existe un camino
minimo que estd representado pdr este arreglo.

De modo que si sabemos cudntas cuadras tiene un camino
minimo, cuéntas son hacia la derecha y cuantas son hacia
arriba, solo tenemos que buscar de cuantas maneras podemos
acomodar tantas flechas hacia la derecha y tantas otrés
haci{a arriba en un ndmero fijo de lugares, para tener asi el
nGmero de caminos minimos que existen para una esquina dada.’

Por ejemplo, para la esquina de coordenadas (2,1) hay 3
caminos minimos y cada uno consta de 3 cuadras en total
donde 2 de ellas son hacia la derecha y ! hacia arriba. Esto

es:

D[:]. gg. DQO
OO0t 100 Oto
->’——, X 2 *—-vs

Y su representacidn en los arreglos de flechas es:

(D, D, A) ' (A,D,D) (D,A,D)
respectivamente.

Que son las 3 formas distintas de colocar 2 flechas
hacia la derecha y wuna hacia arriba en un casillero de 3

lugares.
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De modo que la pregunta que tenemos pendlente se
transforma ahora a encontrar: ide cudéntas maneras distintas
se pueden colocar i flechas hacia la derecha y j flechas
hacia arriba en un casillero con {+j lugares? para la
esquina (i, j). ' .

Tenemos los {+j lugares. escojamos i de ellos de
cualquier manera, en ellos asignemos flechas hacia Ila
derecha vy en el resto (que son j) asignemos las j flechas
hacia arriba. Debemos buscar ahora <de cudntas formas
distintas podemos hacer esta eleccidn?.

De nuevo procederemos tratando de buscar un argumento
general, que sea valido en cualguier caso Yy que nos
proporcione suficiente informacidn para demostrar el
resultado.

Ya conocemos culdl es el nuimero total de cuadras de un
camino minime, esto es, sl gueremos liegar a la esquina
(i,)) sabemos que cualquier camino debe <constar de %]
cuadras en total y esto, podemos pensarlo como un casilliero
que tiene {+3j lugares, o bien, en wun arreglo de i+j
coordenadas; entonces solo falta averiguar de cuantas formas
podemos !lenarlos con exactamente i flechas hacia la derecha
y 3 flechas hacia arriba.

Siguiendo con la representacion que habiamos usado, sea
(D,A,D,D, . . . LA) un arreglo con {+j lugares, i de los
cuales son Dy j son A. Si numeramos los lugares de este
arreglo, tenemos:

(1,2,3, . . « ,i+3)

(D,A,D, . . + , A

En donde podemos cambiar un poco la notacidn y decir

que en los lugares 1,3,. . . las flechas son hacia la
derecha ¥y en los iugares 2, . . . ,itj las flechas son hacia
arriba.

Entonces para designar los arreglos del parrafo
anterior solo debemos decir en qué lugares de los 3

disponibles, hay flechas hacia la derecha y en cuales hay.

flechas hacla arriba., Esto es, para esos 3 arrglos se tiene:
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Para el arreglo § tenemos que las flechas hacia Ila
derecha estan en los lugares 1 y 2,y tlas flechas hacia
arriba en el lugar 3. Para el arreglo 2 se tiene que las
flechas hacia la derecha estan en los lugares 2 y 3 , y las
flechas haclia arriba estan el el lugar 1; y por dltimo para
el tercer arreglo tenemos aue las flechas hacia la derecha
estan en los lugares I y 3 y las flechas hacia arriba en el
lugar 2.

De modo que si tenemos un arreglo con i+j lugares vy
decimos en cuales de ellos estan las i flechas hacia la
derecha y en cuales estan las Jj flechas hacia arriba,
.tenemos bien caracterizado el arreglo. Por 1o que solo
tenenmos que contar de cuantas maneras distintas podemos
escoger i lugares dg un arreglio que tiene i+j lugares; o
bien de cuéantas maneras distintas podemos escoger j lugares
de un arreglo que tiene i+} .lugares. Notemos que es
suficiente con decir en queé lugares deben estar las flechas
hacia la .derecha y ya con eso quedan determinados los
lugares. en que deben ir las flechas hacia arriba o
viceversa. Entonces debe suceder que el némero de formas de
escoger i1 lugares de un casillero con i+j lugares es el
mismo que el ndmero de formas de escoger j lugares en un
casillero de i+j lugares.

&Cdmo lo compreobamos en general?

Veamos por ejemplo si . el casillero tiene 2+1 lugares,
debemos encontrar todas las formas de escoger 2 lugares para
colocar D . Estos som: 1,2 3 1,3 vy 2,3 que ya las
conociamos y adem&s son el mismo nfimero de las formas de
colocar 1 {ugar en un casillero de 3 lugares, gue son: 3,2 ¥y
1 respectivamente.

Notemos que en este ejemplo o que estamos buscando son
el ndmero de parejas de un conjunto con 3 elementos o sea
C2+s1? , que son la misma cantidad que el nGmero de formas
que tenemos de escoger un elemento de un conjunto de 3

elementos.
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Ahora, . si el arreglo tiene 3+1 lugares, debemos
encontrar todas las formas de escoger 3 lugares para colocar
D, o bien todas las formés de escoger 1 lugar para colocar
A. La respuesta a lo primero es: 1,2,3 ; 1,2,4 ; 1,3,4 y
2,3,4 que ya sabiamos‘porque son las ternas que podemos
escoger de un conjunto que tiene 4 elementos o sea Cy.,;3 .
La respuesta a la segunda parte est 1 ; 2 ; 3 y 4 que es el
mismo nGmero 4 que ya habiamos encontrado,

Si el arreglo tuviera 3+2 lugares, debemos encontrar
todas las formas de escoger 3 lugares para colocar D o bien
las formas de escoger 2 lugares para colocar A y por lo que
.se ha dicho en los 2 péarrafos anteriores es lo mismo que
encontrar las ternas y las parejas, o sea: Cy.2% O C5.2°% ¥y
tenemos entonces que: Cy.23 = Cs3 = (5)(4)(3)/6 = 10 ¥y
Csez? = Cs? = (5)(4)/2 = 10 .

Que comprueba en éste caso'particular lo que hemos
venido argumentando en general.

De modo que, al menos ya podemos calcular cual es el
namero de caminos minimas para todas aquellas esquinas en
cuyas coordenadas aparezca un 2 o un 3, #sto es: podgmos dar
el ntmero de caminos minimos para las esguinas (i,2), ti,3),
(2,3) ¥y (3,31) que son Ci.,? , Cies?® , Ca432 y C3a,3
respectivamente.

Pero esto no resuelve el problema en general .ya que
todavia nos falta dar respuesta a muchas esquinas cuyas
coordenadas no son 2 & 3.

Ahora, avancemos un poco en las observaciones sobre el
problema en general.

Notemos que para un camino dado, por ejemplo
(D,A,D,A,D,D) existe otro que es simétrico a &1, o sea, el
camino representado por (A,D,A,D,A,A), ¥ esto, como es claro
sucéde para cada uno de los caminos, lo que de nuevo nos
dice que para llegar a la esquina marcada con () en la
figura GD existe el mismo ndimero de caminos minimos que
para llegar a la esquina marcada con en la misma tigura,

ya que estas esquinas son simétricas.
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esquina (i,J) es el mismo qu el nGamero de caminos minimos
para llegar a la esquina (j,1i).

Y volviendo con los casos que ya podemos resolver,
hagamos un esquema donde ‘coloquemos el nuamero de caminos
minimos para llegar a cada esquina con los elementos que ya

hemos discutido.

asquena can coluananm Y 2 renglanes qQuae .t Com0CcCOeAOSE v

Donde por la simetria que hemos dicho, vemos que Cs.2?
=Cz.432

Pero veamos también que todavia nos falta mucho por
resolver. En todas las esquinas marcada con ? no podemos dar
ia respuesta todavia sin recurrir a los casos anteriores.
Pero hemos avanzado en el sentido de tener claridad acerca
de qué es lo que estamos buscando y, por todo lo que hemos

venido observano tenemos que en general lo que estamos
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buscando es el namero de subconjuntos con | elementos de un
conjunto con 1{+j elementos. Y de nuevo, notemos que si en
vez de escoger los 1 lugares donde se coloquen las D
hubiésemos escogido 1los j lugares donde se colocaran las A,
de todos modos el resultado debe ser lo mismo ya -que en
total solo hay {+j lugares.

Entonces dejemos claro que nos falta responder a la
pregunta en general de <cudantos caminos minimos hay para
llegar a la esquina (1,j)? sin construir el esquema de las
esquinas anteriores a ellia, es decir, sin la manera recur
siva que se encontréd al principio del! analisis de este
problema.

La respuesta en general, la daremos cuanto retomemos
este problema en el capitulo de Combinatoria. De cualquier
manera, invitamos al lector a avanzar y encontrar esta
respuesta por sf mismo, intentando nuevos caminos y formas

de analizar el problema.
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Algo m&s sobre los nameros triaﬁgu)ares.

Una vez que hemos conocido a los nGmeros triangulares y
que podemos trabajar con ellos, veamos una utilizaclion muy
interesante.

Se quiere encontrar una correspondencia uno a uno entre
los nGmeros naturales y el producto cartesiano de los
naturales con ellos'mismos.

Une forma de hacerlo es la que {lustramos en el

sigulente esquema:

N
e 2o, .
NN,
10 . ) . .

Es claro que de esta manera no nos falta ningdn nimero
natural al que no le toque una pareja de naturales Yy
viceversa, a toda pareja de naturales le toca un numero
natural. Pero con esta forma de establecer la
correspondencia no es tan facil dar una regla general para
saber, dada cualquier pareja de naturales cual es el nimero
natural que {e corresponde y al revés.

Veamos entonces otra forna de aslgnar l&a
corregpondenclia, en donde si se puede dar wuna funcion
explicita para esta biyecciodn.

Sea la correspondencia:

(1,10 - 1
2,1y - 2
(1,2) - 3
(3,1) - &
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(2,2) - 5
(1,3 - 6
4,1 - 7
(3,2) - 8
2,3 - 8
Y asi sucesivamente,-es decir, representado en esquema
tenemos: qk

'\ \ *’\ \

\ g (z-,\a-\u-\

; 2'\ tie

. >x

0 sea, cada diagonail la empezamos a numerar en los

puntos de coordenada y=1 seguiremos hacia arriba a la

izquierda.
Notemos que en Jlos puntos de coordenada x=1, los
nameros que aparecen son precisamente los nameros

trianguiares, entonces solo tenemos que saber en queé
diagonal y en qué posicidn de ésta se encuentra una pareja,
para determinar qué numero natural le corresponde. Esto es:

Por ejemplo el punto (3,2) se encuentra en la cuarta
diagonal (empezando por ia primera en el punto (1,1)) y en
el segundo lugar de ésfa, y vemos que el namero natural que
le corresponde es el 8 que es precisamente el tercer nfmero
triangular mas 2, 6 el cuarto namero triangular menos 2. 0O
‘seat

'8 =Ty + 2= 6 + 2 o bien B =Ts -2 =10 - 2

Hagamos wuna tabla para observar mayor nlmero de
ejemplos, con todos los datos que podamos necesitar, para

descubrir cu&l es la regla de correspondencia que

proponemos.
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i, 3) diagonal # i+]3 triangutlar triangular

n
in Zn
1 1,1 1 2 1 1
2 2,1 2 3 A 3
3 1,2 2 3 3 3
4 3,1 3 4 3 ]
5 2,2 3 4 3 6
6 1,3 3 4 6 &
7 4,1 4 5 & 10
8 3,2 4 5 6 10
9 2,3 4 S 5 10
10 1,4 4 5 10 10
11 5,1 5 6 10 1%
12 4,2 5 6 10 15
13 3,3 S 6 10 15
14 2,4 5 6 10 15
15 1,5 5 6 15 15
186 6,1 5] 7 15 21
tabla 23
Notemos que las coordenadas  de los puntos en cada

diagonatl siempre suman el nGmero de diagonal que ocupan mas
uno. Por ejemplo en fa tercera diagonal tenemos los puntos:

3+r = 4 2+2 = 4 y 1+3 = 4

Y e&sto sucede siempre, por lo que si hablamos de a
k'ésima diagonal, sabemos que i+3 = ket para qﬁalquier
punto (i{,3) en esa diagona! Y la posicisn de un punto (i, 3)
en la diagonal k es la coordenada que indica la altura sobre
el eje X. )

De la observacion Qe la tabla a y del esquema
~correspondiente a esta biyeccion, lo gque se propone como
funcidn para dar la correspondencia uno a uno entre los
naturales y el producto cartesiano de ellos es:

(1,3 —~—s Tivj-2 + ] o biem

(8,3 —5 Tiey-1 - 1 + 1

Comprobandolas en varios ejemplos mds, vemos que es
mejér la segunda regla y tenemos entonces que para el punto
(1,3 el namero que le corresponde es ef Ty.,., - i + 1§ .

Por ejemplo, para el punto (2,3) 2} nGmero natural que
le corresponde es: ’

Taes-y - 2 + 1 = Ty -1 = (4x5)/72 -1 = 10 - 1 = 9
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Ahora. tenemos que dar la correspondencia al reves, o
sea, dado un namero natural cualquiera, éculal es la pareja
de naturales que le corresponde?

Por ejemplo para el namero 17, vemos en la figura que
la pareja que le corresponde es la (5,2).

Ahora, dado un namero natural n <que punto le

corresponde?

Debemos encontrar el menor mnGmeroc triangular que
contenga a n, el subindice del triangular nos indica la
diagonal en la que debe estar la pareja que buscamos. Y la

diferencia entre e! niamero n y el triangular que encontremos
.mas uno, serd la posicidn que ocupa en esa diagonal(contando
de izquierda a derecha), esto es:
n £ T y n="T-r con O<£{r k
Por lo tanto ‘n gsté en la diagonal K y r son los
lugares que debemos descontar a T; para tener la posicitn de
n en esa diagonal.
Sabemos que k = {+j-1 'y r = i-1
En€o£ces, n ~—> (i,j) donde f = r+l y
j = k-r-l+i = k-r’
0 sea . .
n ~—» (r+i, k-r)
Veamos de nuevo en un ejemplo si nuestra funcidn esta
correcta y bien definida. ‘
$i n=47 , tenemos que encontrar el triangular mas chico‘
que contenga a 17 o sea, tenemos que encontrar k tal que
Ty, 2 17 , es decir:
(k) (k+1)/2 17
(k2 + k )/2 217
k? + k 2 34
ka + k - 34 20

Hay que encontrar el valor minimo, o sea la igualdad, o

v

lo que es lo mismo, el punto positive donde la parabola
intersecta al eje X.
Por lo que k = 5.35 es la solucidn positiva que

buscamos, pero k debe ser entero, es mas, debe ser natural,
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entonces k=6 es la que nos debe servir, O sea, T, es el
menor namero triangular que contiene a 17.

Te = (6x7)/2 = 21 2 17

Por lo que 17 = 21 - 4 =T, - 4 . quiere decir que 17
estd en la sexta diagonal en el segundo lugar, esto és:

i=4+4 =25 y j=86-4=2

Por lo tanto a 17 le corresponde la pareja (5,2,

Se tiene asi, establecida una funcidén biyectiva entre
los nameros naturales y el producto cartesiano de ellos, y
cabe mencionar ademds que esta demostrado que esta es la
manera mas simple de establecer esta biyeccidn; es m&s, se
ha demostrado ya que eésta y la que se establece igual por
.simetria ( en cuanto al sentido en que se toma ) son las
Gnicas biyecciones dadas por polinomios.

Comentario: este es un problema relacionado con la
demostracidn que sobre e! décimo problema de Hilbert hizo
Matiyasevic en 1970 (7).

(7) Ver, Hilbert’'s tenth problem isunsolvable. Martin Davis,
Courant Institute of mathematical Science. Publicado en el
Mathematical Montly en marzo de £973.
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OTRAS PREGUNTAS RELACIONADAS CON EL PROBLEMA DEL PIN-PON.

Recordemos el problema de! Pin-Pon.

En un torneo de Pin-Pon las partidas se juegan peor
parejas escogidas al azar. En la prime}a ronda se forman
parejas y los jugadores que plerden quedan eliminados para
la aiguiente ronda. Si el niumero de participantes es iwmpar,
uno de los jugadores paup automaticamente a la aiguiente
ronda. Para la siguiente ronda participam todos los
ganadores de la primera, ademas del posible impar a quien no
le toco pareja en la ronda anterior y asi sucesivamente
hasta que se tiene un solo ganador.

En la primera seccitn de este trabajo se did respuesta
a la pregunta: dsdo un npmero de jugadores inscritos
écuantas partidas se efectdan para tener un ganador? Aqui,
se pretende dar respuesta a 2 preguntas mis, relaclonadas
con el mismo problema y que en el desarrollo de la primera
respuesta aparecian sin que les diesemos mucha lmportancia,
pero que pueden surgir en el salin de clase y debemos ser
capaces tanto de palpar la necesidad de abordarlas como de
buscar la solucidn a ellas. Estas preguntas son: .

1.- & Cuantas rondas se efectian ? vy

2.- & Cuantos pases automaticos hay ?

Para ir respondiendo 8 la pregunta 1 enpezaremos
nuevamente por analizar lo que ocurre cuando el nimero de

participantes (n) es pequeno.

S1 el numero de jugadores es 2 es claro que existe solo
una partida y por tanto una sola ronda.

S{ el nimero de participantes es 3, habra 2 rondas, a
gaber, la primera en 1a que se enfrentan por ejemplo el
primero y el segundo jugador en una vdnica partida y pasaran
a la segunda ronda el ganador de esta partida y el tercer
Jugador, que en esta caso pasdc sin jugar en la primera. Asi

en la segunda ronda tendremos también wna anica partida.
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Seguimos contando asi las rondas para algunos nimeros

de jugadores y llegamos a una tabla como ia siguiente:

#de jugadores #de rondas

SCWLWONOUMEWN -
EEOQOOWWPDN- O

-

tabla 24,

Se entiende, pues, que una ronda es cada vez que se
tienen que efectuar un cierto ndmero de partidas para que
queden eliminados el mismo nfAmero de jugadores. Es lo que
hemos oldo que |laman rondas éllmlnatorias.

Es claro que el nGmero de rondas eliminatorias depende
del némero de jugadores que se inscriban pero, ¢ cull es esa

dependencia ? eso es lo que queremos encontrar agqui,

Debemos buscar argumentos generales para analizar los
resultados de la tabla I para obtener alguna fdrmula o regia
que nos diga, por ejemplo, cuénggs rondas se jugaran si se
tienen 20 Jjugadores o, en general, <dcuantas rondas se

efectuardn sl se tienen n jugadores inscritos ?

Regresando al esquema que snalizamos en el capitulo 1,
en el probiema del! Pin-Pon, se tienen por ejemplo 123
Jugadores, en la primera ronda se efectCan 61 partidas, en
la gegunda 3!, en la tercera {5, en la cuarta 8, en Jla

quinta 4, en la sexta 2 y en la séptima y dltima 20lo uno.
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Entonces tenemos que si son 123 jugadores serdn 7 rondas las
que se jueguen,

Veamos como era el razonamiento para encontrar las
partidas que se jugaban en cada ronda y asi sabremos cuantas
rondas se jugarén. Este razonamiento era:

A los 123 jugadores los dividimos entre 2, para formar
las parejas que jugardn en la primera ronda eliminatoria, el

resultado es 61 y 'scbra i1 Jjugador; entonces en la primera

ronda son 61 partidas. Para la segunda ronda seran los &1t
ganadores de la primera mas el jugador que sobraba, tomamos
ahora a los 62 jugadores y los dividimos entre 2,

obteniéndose 31 partidas y en esta ocasidn no sobra nadie.
En la tercera ronda tendriamos 3! jugadores que dividiendo

entre 2 se obtienen 15 partidas y sobra 1 jugador vy asi

sucesivamente. EI esquema de este raczonamiento es el
siguiente:

1 - 123/2 = 61 sobra 1

2 - 62/2 = 31 sobra 0O

3 - 31/2 = 15 sobra 1

4 - 1672 = 8 sobra O

5 - 8/2 = 4 sobra O

g6 - 4/2 = 2 sobra O

7 - 2/2 = sobra O

esquema 2

Tenemos entonces una ronda por cada vez que dividimos
entre dos, o sea existe una correspondencia entre el ndamero
de divisiones entre 2 y el nimero de romndas.

Asi{, lo que tenemos que contar es el namero de veces
que podemos dividir a n ( el namero de jugadores inscritos )
entre 2, Aunque no es exactamente esto ya que a veces sobra
un jugador vy sumamos un 1 al resultasdo anterior. Entonces
debemos buscar qué es lo que vamos a contar y como lo

haremos.
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Veamos en |a tabla 24 y en lo que hasta ahora hemos
hecho.

Existe una sola ronda s8dlo cuando son 2 jugadores;
cuando son 3 & 4 jugadores se tienen 2 rondas; ge jpegan 3
rondas para 5, 6, 7, 8 jugadores y parece ser que para 9,
10, 11, 12, 13, 14, 15 y 16 jugadores se tienen 4 rondas.
Para 17 y 18 jugadores, ya hemos visto, se tienen 5 rondas.
Nos preguntamos ahora & cual es el nimero de jugadores en el
cual se efectden 6 rondas ?

Por o que hemos visto, tendriamos que tener 6
divisiones. Pero < en que casos sucede esto ?

Veamos otra vez los nameros en los cuales existe cambio
en el namero de rondas, en la tabla sigulente en donde

ademas anotaremos el nimero de veces que se repite cada uno:
# de jugadores # de rondas & de repeticiones
caabio 1

camdbio 2

DONODUEWN*

caabito 3

ceasabia 4 17

o
o
Mo o> 2D2EDOOWWNNSO
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rondas para . 5, 6, 7, 8 jugadores y perece ser que para 9,
io, 11, 12, 43, 14, 15 y 16 jugadores se tienen 4 rondas.
Para 17 y 18 jugadores, ya hemos visto, se tienen 5 rondas.
Nos preguntamos ahora ¢ cudl es el numero de jugadores en el
cual re efect@en 6 rondas 7

Por lo que hemos visto, tendriamos que tener &
divisiones. Pero < en que casaos sucede 2sto ?

Veamos otra vez los nimeros en los cuales existe cambio
en el nGmero de rondas, en la tabla siguiente en donde

adem&s anotaremos el nGmero de veces que se repite cada uno:

# de Jjugadores % de rondas # de repeticiones

canbio I

-
n

D

=

to
"
3]

canadio 2

CONOO L WON -

canbto ¥

cambio 4 17

OO OAA TN AR NUNSEEESELDILPROWOWNNREO

ceasbia 3 33
tabla 25
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Observando esta tabla, vemos que hay una relacion entre
los cambios y las divisiones entre 2. que hemos 'estado
haciendo.

Vemos que el nGmero de rondas se repite cada vez mas Yy
mas veces, conforme aumenta el namero de jugadores. Y ademas

podemos hacer las sigulentes observaciones:

1) Los cambios se dan cuando el nimero de jugadores es
una potencia de 2 mas uno.

2) La frecuencia con la que se repite un numero de
rondas es una potencia de 2.

3) Si N es el nGmero de jugadores y N = 2* para algun
m entonces el nameré de rondas es m.

4) S N es el nﬂﬁero de jﬁgadores y m es el menor
ndmero natural tal que 2% 2 N entonces e! nGmero de
rondas que se efectGan es m."

Nofeﬁbs que con .esta Gdltima observacidn tenemos
resuelta la primera pregunta y en realidad, por el
procedimiento que hemos descrito, tememos la forma de
demostrarla. Pero, por lo pronto seguiremos avanzando en el
analisis del problema vy demostraremos después estas
observaciones. '

S5{ nuestro problema fuera contar el nGmero de veces que
podemos dividir entre 2 wun namero dado, ya tendriamos la
respuesta, pero en el procedimiento de las divisionesique
hemos seguido para contar los pases), no es exactamente eso
lo que se hace, ya que las veces que en la divisidon sobra 1,
se lo aumentamos al dividendo de la siguiente divisidn.
Entonces observamos que de alguna forma tenemos que saber el
nﬁméro de pases automdticos que hay para poder descubrir
como influye é&sto en el nimero de rondas que se efectuan.

Reco;demos lo que queremos decir con pases automaticos:

cuando el nlmero de participantes es ihpar hay un jugador
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que debe pasar a la slguiente ronda sin jugar, en este caso
decimos que existe un pase automatico.

Para 123 jugadores por ejemplo, en la serie de
divisiones que hacfiamos hay 2 divisiones en las que .sobra 1
entonces hay 2 pases automaticos.

..Nétese que ya tenemos wun algoritmo para dar la
respuesta al nuimero de pases automdticos, pero ahora
queremos encontrar una fdrmula general para cualquier ntmero
de jugadores y si es posible, sin hacer todas |las
divisiones.

Empecemos otra vez por analizar los casos mas pequedos,

Observemos la siguiente tabla:

# DE JUGADORES # DE PASES

2 0
3 1
4 0
5 2

. 6 1
7 1
8 0 .
9 3
10 2 .
11 2
12 1
13 2
14 1
15 1
16 0
17 4

tabla 26

Tenemos muchos datos y adn no se ve a simple vista si
pudiéramos sacar de esta tabla algin resultado general.

Lo que sf vemos es que si n es una potencia de 2, no
hay pases; esto ya lo sabiamos de alguna manera ya que al
hacer las divisiones entre 2 siempre wvan a dar un numero
entero que a su vez es potencia de 2 y ademds en cada
divisidn se tendra siempre cero como residuo.

Por ejemplo si se tienen 16 jugadores el esquema para

el nlGmeroc de rondas es:
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i - 16/2 = 8 sobra O
2 - 8/2 = 4 sobra O
3 - 4/2 = 2 sobra 0
4 - 2/2 = sobra 0O
0 sea 4 rondas y cero pases automaticos.

Para 17 Jjugadores ya se tienen 5 rondas y 4 pases
automaticos., Y para 18 jugadores también son 5 rondas pero 3
pases.

Busquémos pues qué es lo que hemos estado haciendo,
buscando & su vez qué es lo que queremos contar.

El dnico dato que tenemos es el ndmero de jugadores,
.por el método que hemos seguido podemos ponernos a dividir
entre 2 y asl ir obteniendo las respuestas.

Ahora analicemo; lo que hemos vemido haciendo pero en
el ¢éaso general, esto es, describammos el algoritmo que nos
da la respuesta a las dos preguntés en una forma general.

"

St N es el namero de Jjugadores, al dividir N entre 2

tenemos:
q .
2! N donde obviamente O £ r ¢ 2
T

De donde podemos describirlo come:

N =2q +r donde 0 £ r < 2 y ¢q €N )

A q se le llama e! cociente ¥y a r el residuo de dividir
N entre 2. .

El procedimiento que hemos seguido al hacer los casos
concretos podemos hacerlo también en general con cualquier N
como sigue:

Sea No el nimero de jugadores inscritos.

Ronda 1 No = 2qo + To con. £ re <2
Ronda 2 Ny = g0 + 1o = 21 + 1y con £ry <2
Ronda 3 N2 = qy ¢+ ry = 292 + rz con £rp < 2
Ronda m Newi® Qa-z2t Ta-22qa-1+la-; 0 £ ra.y s 2



.
102

Ronda m+1 ‘Ne = Qa-1* Fa.(=2qs + [. con 4.0 ¥y ra.=\i

En realidad sabemos que 1a m+i divisidn ya no tiene
sentido hacerla ya que siempre tenemos 4/2 = O y sobra 1.

Por lo que también sabemos que en la m’ésima divisidn
siempre se tendra 2/2 = { y sobra O; ya que es el partido
final en donde se obtiene siempre al (Gnico ganador del
tornea.

De modo que con esta notacidn, lo que necesitamos saber
es: cudntos residuos r. hay distintos de cero en el
procedimiento anterior y cudnto vale la m. Asi, el ntmero de
ry’'s distintos de cero sera el namero de pases automaticos y
.el nGmero m ser& el ndmerc de rondas.

Notemos que como ias r;'s soloc pueden tomar los valores
06 1, es lo mismo' contar el numero de ellas distintas de
cerd que sumarias a tgdas, ya que de cada sumandc que
tengamos soloe Jjos que valen sérén contados para la suma,
de modo que la suma debe ser hecha solo hasta i=m-1 ya que
Ta signlf{ca en esta notacion, El ganador (que ya no es un
pase automatico).

Busquémos primero como sumar las r('s: )

Vamos a considerar solo Ne » 1 ya que si se tiene un
Gnico jugador inscrito la cuenta no tiene sentido.

Puntualizando, estamos buscando cuanto vale
Ery con $20,1,2,....,e-1 para poder decir cudntos pasés hay.

De las m+! igualdades . que tenemos, no podemos obtener‘
esta suma directamente, entonces vamos a tratar de construir
alguna {gualdad que nos ayude a despejar a las r,’s en
términos de algo conocido por nosotros o, por lo menos , que
podamos calcular.

Tenemos:

Ne = 290 *+ ro

Qo *+ o = 29; *+ Iy

Qi + ry = 292 + ra
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Qa-2 % Tawz2= 2Qa-1 % Ta-y
Qa-1 t+ re-1* 294 +r. =1 ya que 9.0 y r.=1

De nuevo, como queremos despejar 1a suma de las r,'s
vamos a construir lo que necesitamos, com Algebra solamente.

Como las qy's no nos interesan, vamos a tratar de
desaparecerlas, mediante ponstruir en ambos lados de las
igualdades lo mismo para poder cancelarlas.

Multiplicando cada renglén por una potencia de 2 (la
que necesitamos en cada caso), al hacer la suma de todas las
igualdades va a quedar lo mismo en ambos lados, con respecto
a las q,'s.

Veamos: multipliquemos el i'ésimo renglén por 2 vy
tenemos:

No
2(qoe *ro ) = 2(2gy + ry)

2 90 *t ro

22(q| tr, ) = 2’(2q2 + T';)

2% 1 (Qa-2+ra-2222° " (2qu-1 tPa-y )
2" (Qa-31#ra-;3=2*(1)

Que es lo mismo que:

No = 2qo * To
2q0 *+ 2r, = 22q: + 2r,
22q, + 2%, = 23q; + 22r,

2%°1Qqe.2 + 2% 'ra.z= 2°qQu-y t 2% 'Ta-ny
2°Qa-1 + 2*r.., = 2
De donde sumando las mtl igualdades tenemos:
No + (2qo+22q,+ . . . +2%°1Qe-2+42°%qa-1) + (2re+2%r +
o . W28 irg.#2%r.. ) =
(2Qo +22 G +.. 42% "1 Qu-2t2%Qa-1 )+ (To+2P 4., #2070 Py +2%)
Donde ya podemos cancelar las q,'s y tenemos:

N + 2(!‘0"’2!‘1"‘ e oo "2"2!‘.-7*2.'l!‘.-|) =
o
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(Po+2r, % ., +2%°2p, .42 " 'r,_ ) + 2=
De donde
No #+ (ro+2r,+ ,.., #2%"2p, _242%-1pr _,) = 2=
Y por tanto
No = 2 - E(2'r) Con 120, 0,040 ,mn=1l

Nbtese que aln no hemos encontrade 1o que se queria,
pero hemos encontrado que N, (que es el numero de jugadores)
se puede escribir como una potencia de 2 (que involucra a m,
que es el ndamero de rondas) menos un numero que ya se
"parece" mucho al que estabamos buscando.

Veamos quién es m, © mas bien, veamos si podemos

caracterizar ya a m en términos de No (ya que Ng=2*-L2'r, .

Como LC2'ry) con Va0, 1, et €S un numero mayor o
igual a cero, lo que si sabemos es que m es el maximo de lias
potencias de 2 a las que puede llegar N,.

Ahora, por como hemos tomado a m se tiene entonces que
2* es la potencia inmediata superior a No, 0 sea,2%  '¢Ngs$Ze.
Y como conocemos a No, podemos encontrar a m ya que
conocemos todas‘ las potencias de 2 Y sabemos como
encontrarlas (Ndtese que &sta es una demostracidn de la
observacion 4).

Entonces ya podemos responder a la pregunta de écuantas
rondas se juegan dado <cualquier ndmero de jugadores?. Por
ejemplo, si se tienen 300 jugadores inscritos, el nimero de
rondas que se efect@an es 9 ya que 2% = 256 < 300 £ 512 = 2°

Si se tienen 18 jugadores, se erfectidan 5 rondas por que
24 < 18 £ 28,

Sélo nos falta saber qué nidmero es: Lr, can
18) 424 e¢0049m~1

El ndmero  Z(2'7;) caa LoD lyeesemnt es lo mismo que
re + 2ry + 2%p, + . , ., + 2%°'r,., y €st0, es un numero
escrito en base 2 ya que las r,’'s son cero O uno,
multiplicadas por las potencias de 2 y sumadas, esto es, un

nGmero en base 2 (8).

(8) Ver apéndice a.
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De donde, aunque no hemos encontrado exactamente lo que
buscabamos, (que es un problema abierto todavia) si tenemos
a1l menos un procedimiento para encontrar el ndmero de pases
automdticos, que solo involucra escribir en base 2 a un
namero y contar en esa expresion el namero de wunos que
contiene.

La receta es entonces:

Dado N el nimero de jugadores inscritos. buscamos la
potencia de 2 inmediata superior. Sea mEN tal que N £ 2
entonces m es el numero de rondas que se efectfan.

Sea P=2+-N, escribimos a P en base 2 y contamos el
ndmero de unos en esta expansidn y éste serd el nGmero de
pases automaticos que habra en el torneo.

Ejemplo.

51 el numero de jugadores inscritos es 60, tenemos:

2° < BO & B4 = 2¢ entonces habr& 6 rondas y

64 - 60 = 4 = 100z entonces habra solo 1 pase.

Podemos comprobar la veracidad de lo que hemos hecho,

haciendo todo lo que haciamos antes "a pie"

1 - 60/2 = 30 sobra O
2 - 30/2 = 15 sobra O
3 - 1572 = 7 sobra |
4 - 8/2 = 4 sobra O
5 - 472 = 2 sabra O
6 0

- 2/2 = 1 sobra

Lo que da como resultado 6 rondas y 1 pase automatico.
Y 30 + 15 + 7 + 4 + 2 + | = 59 partidos a jugarse en total.
. Debemos hacer la acralacién que aunque no se ha
encontrado una formula que nos diga cuanto vale Ery  can
te0.4,...,8-1 ¢+ 51 se ha encontrado un método para contar
cuantos r,'s son distintos de cero, 4que es un tanto mAas
facil que lo que habiamos hecho "a pie". Sobre todo si
consideramos que el algoritmo para escribir un ndmero en

base 2 es muy facil para una computadora y para ella misma
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también ea muy facil saber cuantos uncs contliene eae namero
en base 2.

Abhora invitamos al! lector que intente demostrar de otra
forma las observaciones que haciamos en el proceso de

degcubrir el nimero de rondas y el numero de pases.
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UN PROBLEMA DONDE SE UTILIZAN LOS NUMEROS TRIANGULARES.

Como un ejlemplo del uso de los numeros triangulares en
problemas de distintos tipos, transcribimos aqui, un
articulo publicado en la revista Mathematics Teacher en
abril de 1974 y que fug¢ escrito por George Gulien 111,

EL MENOR FACTOR PRIMO DE UN NUMERO NATURAL.

El propdsita de este articulo es presentar un programa
computacional para encontrar el menor factor primo de un
ndmero natural, un programa basado en un analisis de |la
"anatom{ia® de un arreglo rectangular. Un estudio de arreglos
rectangulares puede ayudar en la busqueda del menor factor
primo n de unA numero natural N porque es equivalente a
tratar de arreglar N objetos en una disposicidén rectangular
de n renglones y m columnas, dande 1 n £ m ,'N=mn y donde
n es tan pequero como sea posible.

Examinemos un arreglo rectangular tipico. La figura |
muegtra tres formas de considerar un arreglo rectangular de
4 por 7. Podemos pensar que contiene 4 renglones de sieté
objJetos cada uno como en la figura la., & siete columnas de
cuatro objetos cada una como en la figura ib. Una tercera
torma de pensarlo es la ilustrada en la figura ic. Aqui, el
arreglo de 4 por 7 mostrado consiste de 2 arreglos
triangulares cada uno con T; objetos (donde T: es el tercer
namero triangular, T;=1+243) y cuatro diagonales c¢on 4

abjetos cada una.

S

0000

Q
X

ta) (b

tigqura [}
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En general, un arreglo rectangular de N objetos con n
renglones y m columnas donde 1 n 2 m puede pensarse que
consiste de 2 arreglos triangulares cada uno que contiene
Tn-1 objetos y m-n+i diagonales cada una conteniendo n
objetos.

La demostracion que da el numero de objetos N es muy _

simple si se acepta la férmula T.=1+2+3+...+n= n(n+l), donde

2
T. es el n'esimo numero triangular.
Demostracion. El nimero total de objetos en dos
arreglos triangulares T.., y wm-ntl diagonales de n objetos

es:

2(Ta-,) ¢ n(m-n+1) = 2 (n-1)[(n=-1)+13 + mn -~ n® + n =
2

n? - n+mn-n +n=mn =N

E! siguiente algoritmo puede wusarse para cualquier
namerc de objetos N, donde N 2, en un arreglo recfangular
que contiene el menor nimero posible de rengiones mayor que
uno si tal arreglo es posible. Si no es posible, el
algoritmo mismo lo indicara.

Paso 1 . Coloque dos de los objetos como si estuvieran
en esquinas opuestas de un arreglo rectangular. Guarde los
otros objetos en una pila por separado; (ver figura 23;);

O \‘:’\ (::. . g Ve QOC/’
S O Q0

9 "~ (b)
( \ LN _ C?§§E§§>/
o
O Q)
/Q/ Lo ’

(c‘ OO tiqure 2 (d)
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Paso 2.1 . §1 hay menos que 2 objetos en 1la pila
separada, entonces es imposible hacer un arreglo rectangular
con los N objetos.

Paso 2.2 , Si hay al menos 2 objetos en la pil;. trate
de arreglar todos ellos en diagonales que contengan
exactamente 2 objetos cada wuna.(ver figura 2.b), Si puede
efectuarse, entonces se tiene wun arreglo rectangular con 2
renglones.

Paso 2.3 . Si{ no se pudo efectuar el paso 2.2, y no hay
suficientes objetos para hacer al menos 2 diagonales
completas, entonces es imposible arreglar los N objetos en
~una forma rectangular.

Paso 2.4 . Si 2 o mas diagonales se formaron en el paso
2.2 pero hay un objeto extra en la pila, entonces es
imposible hacerla eicepto por las 2 diagonales mas cercanas
a las esquinas originéles y cologque todos los objetos
desarreglados en una pila (ver figura 2.c).

Paso 3.1 . Si hay menos de 3 objetos en la pila,
entonces es imposible colocar N objetos en wun arreglo
rectangular.

Paso 3.2 . Si hay al menos tres objetes en_ia pila,
trate de arreglar todos ellos en diagonales que contengan
exactamente 3 objetos cada una (ver figura 2.d). Si se puede
hacer, entonces se tiene un arreglo rectangular' de 3
renglones. .

Paso 3.3 . Si no se ha podido ¥y no hay suficientes.
objetos para hacer 2 diagonales completas, entonces es
imposible acomodar N objetos en un arreglo rectangular.

Paso 3.4 . Si se han podido hacer dos o mas diagonales
pero hay algunos objetos que sobran (no suficientes para
hacer una diagonal completa), deshaga todas las diagonales
excépto las 2 ma&s cercanas a las esquinas origiﬁales y
coloque los objetos desarreglados en una pila.
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Paso k.1 . Si hay menos de k objetos en una plla,
entonces es Imposible acomodar N objetos en un arreglo
rectangular,

Paso k.2 . Si hay al menos k objetos en la pila, trate
de arreglarlos en diagonales que contengan exactaﬁente k
objetos cada wuna. S{ se pudo hacer, entonces se tiene un
arreglo rectangular con k renglones.

Paso k.3 . Si no se ha podido hacer y no hay
suficientes objetos para hacer 2 diagonales completas,
entonces es imposible acomodar N objetos en wun arreglo

rectangular.

) Paso k.4 . Si se ha podido efectuar y se han hecho 2 o
m&s diagonales, pero sobran objetos (no suficientes para
hacer una diagonal completa), deshaga todas las diagonales

excepto las 2 mas cercanas a las esquinas originales y ponga
los objetos desarregladds en una pila.

Usando el lenguaje de programas de computadora,
observamos que el algoritmo descrito esta en la foKma de un
loop (en forma circular) que terminara en un numero finito
de pasos para cualquier ndmero natural N, La terminacidn
ocurrird ya sea porque se formard un arreglo rectangular, o
porque se determina por e{ algortmo mismo que es imposible
formar el arreglo rectanguar requerido.

El algoritmo se escribe en una forma tal que lo hace
muy facil de codificar para que una computadora lo ejecute.
El siguiente es un programa de computacidn que es
esencialmente una traduccidn a BASIC del algoritmo para los

arreglos rectangulares.

100 REM ESTE PROGRAMA ENCUENTRA EL MENUOR
110 REM FACTOR PRIMO DE CUALQUIER NUMERC
120 REM NATURAL MAYOR QUE 2.

130 LET M=1 '

140 PRINT "ESCRIBA CUALQUIER NUMERDO NATURAL"
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150 INPUT N

160 LET P2=N

170 LET P=P2-2xM

180 LET P2=P

190 LET M=M+1

200 IF P M THEN 250

210 LET P=P-M

220 IF PO THEN 210

30 |F P=0 THEN 270

240 IF P2 2%M THEN 170
250 PRINT Ni"ES pPRIMO"
260 GOTO 280 '
270 PRINT "EL MENOR FACTGR PRIMD DE™ ;N3 "ES™iN
280 END
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EJERCICI0S,
1 .- Resolver el ejercicio de la tablilla de
chocolate, que se prapone en la pé&gina 10 de este trabajo.
2 .- <{¢Cuantos cuadrados hay en wun cuadrado de n
cuadritos por lado? Demosgtrarla, '

3 .- Dada la siguiente tigura:

a) &Cuantos triangulos hay con la misma orientacidn que
el mayor?

b) éCuéntos tridngulos hay con cuaiqulier orientacion?

c) Si el triangulo mayor estd dividido en n partes cada

iado, écuéntos tridngulos hay?

4 ,- Encontrar la suma de los nlmeros nqturales
impares. Demostraria. Buscar argumentos geométricos para su
demostracion.

5 .- Se tiene la siguliente disposicidn de circulos y
cruces:

QO <o O X X X

B —
éCAmo se pueden cambiar los circulos a los lugares de

lag cruces y las cruces a los de los circulos? tenlendo come
reglas las sigulientes:

a) Siempre se mueven haclia adelante, no pueden
retroceder.

b) Un circulo puede saltar a una cruz o viceversa, pero
no pueden saltarse una semejante con otra, no tampoco puede
saltar a mas de un contrario.

c) Se puede saltar siempre que exista un lugar vacto.

d) Dos elementos no pueden ocupar un mismo espacio.

e) Solo existen 7 lugares, 3 circulos y 3 cruces.

{-éCudl es el namero minimo de pasos para efectuar el

traslado?
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11-S1-se tienen n circulos, n cruces y 2n+! lugares,
4cudl es el minimo nGmero de pasos para efectuar el

traslado? (Existe wuna férmula general que describa el

problema? Si la respuesta es afirmativa, demostrar esa
férmuia,
6 .- Se tiene la llamada "Torre de Hanoi"”, esto es, una

pirédmide formada por n anillos de distintos diametros
dispuestos de mayor a menor, con el mayor en la parte
inferior sosteniéndo a los demds, como se muestra en la

siguiente figura:

Al

El juego consiste en trasiadar los anillos de la estaca

ndmero 1 a cualquiera de las otras 2, para lo cual se puede
usar la otra como auxiliar, con la Gnica regla consisten'te
en que no se puede poner encima de un anillo., uno de
dimension mayor.

éCudl es el namero wminimo de Jjugadas gque se n?cesita
realizar para trasladar la torre?

a) Si la torre consta de 7 anillos.

b) Si{ la torre consta de n anillos.

i{Tiene este problema alguna relacidn con el probliema
de! torneo de Pin Pon, cuando el nitmero de participantes es
una potencia de 27

{Se puede encontrar alguna manera de saber en cual de
las 2 estacas va a terminar la torre, con solo saber el
nOGmero de discos que tiene?

Dado un niamero de paso (jugada), <se puede saber cual

es el anillo que debe moverse y 'a donde ha de hacerlo?



114

xNota, Proximamente, se publicgra un articulo de Pilar
Martinez y Julieta Verdugo, en dﬁnde se da respuesta a éstas
y mds preguntas sobre el juego de la Torre de Hanol.

7 .- Dado un circulo, éen cudntas regiones ajenas puede
dividirse cuande se «corta por n rectas? Encontr#r una
férmula general para tener el maximo ndmero de regiones en
que puede dividirse el circulo. Demostrarla. iTiene algo de
relacion con los nGmeros triangulares?

8 .- Se tiene una pila de balas en forma rectangular,
formada de la siguiente manera: La base es un rectdanguio de
m balas por n, siendo m mayor que n; sobre este rectangulo
estd colocado otro rectangulo que tiene m-1 balas por n-1l:
sobre éste Gltimo estd colocado un tercer rectangulo que
tiene m-2 balas por n-2, y asi sucesivamente: la cGspide de
la pila est& formada por una linea de m-(n-1) balas. <iCual

es el nGmero total de balas que contiene ta pila?

9 .- Se tiene un numero impar de piedras, colocadas a
una distancia de 10 metros una de la otra, en linea recta.
Un hombre estd parado en un extremo de la linea y debe
colocar a todas las piedras en el lugar donde se encuentra
la de enmedio. El hombre soloc puede transportar una piedra a
la vez. Si se sabe que el hombre ha caminado 300 metros al
terminar de colocar todas las piedras en el centro, <cuantas

pledras habia? Petwcson
Final
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éCuéntos metros camind sin cargar pledras y cuéntos
camind cargando piedras?
10,.- Demostrar que Ton + Ta-y = n?

Representarlo geométricamente.



CAPITULDO 11



PROBLEMA.

Encontrar un numero triangular cuyo doble sea un numero
triangular.

Volviendo con el procedimiento que hemos seguido en el
capitulo anterior, hagamos primero la lista de loz primeros

nameros triangulares:

T, i T, 28 Tis 91 Tie 190
T2 3 Tea 38 Tia 105 Tae 210
Ts 6 Te 45 Tia 120 " T2, 231
Ta 10 Tyo 55 Tis 136

Ts 15 Ty 66 . Tiy 153 .

Te 21 . T2 78 Tia 174 .

Observando la lista, vemos que el 3 es un ndmero
triangular cuyo doble tambléh es un niamero triangular, es
decir: 6 = Ty = 2(Tz) = 2(3).

Asi, hemos dado respuesta a la pregunta, pero ahora nos
podemos preguntar si existen mas nimerss triangulares que
cumplan con la condicidn, o-bien, si queremos encontrar
todos los ndGmeros triangulares cuyo doble sea un triangular,
écémo encontraremos la respuesta? ’

Si gseguimos haclendo la Ilista de numeros triangulares
encontraremos que:

210 = Tas = 2(Ty4) = 2(105)

Y entre 3 y 105 no hay otro triangular que cumpla con
la proposicidn.Esto es fdci{l de comprobar, con solo observar
la lista de triangulares. Entonces, &cudl serd la sigulente
pareja de triangulares que cumpla la proposicion?

Seguir haclendo la lista de nOGmeros triangulares
resulta un trabajo tedlioso y ademds, no necesariamente
resolveriamos el problema, ya que esta lista es intinlta.
Entonces tratemos de entender qué es lo que estamos buscando
en general, tratemos de descubrir qué es lo que cumplen

egtas parejag de nlmeros para poder plantearlo en general y
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buscar cudles sgon todos los nGmeros triangulares cuyo doble
es un nfmero triangular.

Por ejemplo,ictmo sabemos en general si un namero es
triangular? & <¢Como sabemos en general si el doble de un

namero triangular es un triangular?

Veamos un caso particular,  para n=1i8, {2(Tyig) sera un .

namero triangular?
Como ya sgabemos calcular cuaiquier triangular, veamos
qué significa esta pregunta: '

2(Tya) = 2(18)(19) = (18)(19) = 342
2

La pregunta es pues, {existe n en los nimeros naturales
tal que T. = 342 ? lo que quiere decir:

342 = nin+l)
2

684 = n? + n y de aqui tenemos:

n? +n - 684 = 0 cuya solucidn es:

n o= -1t 42737
2
n; = 25.6582 Yy n, = -26.6582

Claramente ninguna de las 2 soluciones satisface las
condiciones del problema ya que ninguna de ellas pertenece a
los nGmeros naturales.

Veamos ahora otro ejemplo particular, 2(Tes) &serd un

namero triangular?

Como ya vimos, e! problema es encontrar n en los
nameros naturales tal qﬁe 2(Tga) = To = nin+l) , o sea:
2
2(Tea? = 2(84)(85) = 7140 = nintl) = n?_+ n
2 2 2
2(7140) = n? + n
14280 = n* + n

0
cuyas soluciones son:

n, = 119 y ng = -120

n? + n - 14280
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Asi, n; no puede ser solucltn, ya que no es elemento de
los nameros naturales pero n, si cumple con todo lo que se
pedfa, y entonces:

2(Tea) = Tyye = (119)(120) = 7140

De manera que 7140 si es un nameroc triangular, y asi,
hemos encontrado otra solucidn al problema; de modo que ya
tenemos 3 parejas de triangulares que satisfacen la
condicidn, estas son:

(3,6), (105,210 vy (3570,7140), pero <4cudles son todas
las soluciones?

Hagémoslo en general. Queremos encontrar 2 triangulares

'Tn y Ta tales que T, = 2(T.) que quiere decir:

nin+i) = 2mim+l) o sea

2 2,
n? + n = 2m* + 2m , donde n y m sean numeros naturales
En general, nuestro problema es encontrar n y m en los

naturales tales que:

n? +.n - 2m - 2m = 0@

De donde si completamos cuadrados tenemos:

(n? + n + %) -2(m? + m + %) = -%

(4n? + 4n + 1) -2¢4m? + 4am + L) = -1 .

(2n+1)% - 2(2m+1)? = -1 (1
Aparentemente el problema se compltica, per; si hacemos

un cambio de variables, trataremos de avanzar en la solucidn

y después regresaremos a nuestra ecuacidn (1).

Sean x = 2n+1 y y = 2m+l entonces la ecuacidn (1) se
transforma en X* - 2y? = -1 2,
En donde tenemos que encontrar nGmeros naturales

fmpares (por el cambio de variables) tales que satisfagan la
ecuacidn (2). Ndotese que es lo mismo resolver el problema en
la ecuacidn (2) que hacerlo en la (1) ya que las soluciones
de una dan soluciones de la otra y viceversa. Ejerciclio para
el lector: demostrar que todas las soluciones de (2) son

tales que x y y son impares.
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Veamos que con las 3 parejas de soluciones de (1) que
ya habiamos encontrado, podemos encontrar 3 soluciones a
(2.

Sabemos que Ty = 2(T;) de modo que n=2 y m=3 son
solucidn a (1) ya que

{2(2)+1]2 - 2(2(3)+1) = 52 =~ 2(7)1% = -~}
y entonces x=5 y y=7 son la solucidn correspondiente a la
pareja n=2, m=3.

Equivalentemente tenemos que para n=20 y m=14 solucitn
a (1), obtenemos x=4! y y=289 que son solucidn a (2 y por
altimo si n=119 y m=84 se obtiene la pareja x=239 y y=1569
solucidn a (2).

De modo que si obtenemos la solucidn a (2), con un
procedimiento inverso al anterior, obtendremos soluciones a
la ecuacion (1).

Notemos gque x=! y y=1 también es una solucion a (2,
pero no lo es para nuestro problema original ya que nés
conduce a:

1=2n+1 y 1=2m+1 de donde n=0 y m=0 de modo que

debe suceder que To = 2(T,) y aln no hemos definido que
significa To . Pero, nada se altera si definimos al
triangular nGmero cero como el cero mwmismo, o sea To = 0

permite que todo lo que se ha hecho sobre triangulares, siga
siendo vAlido y ademds, que en este caso también sea cierta
la igualdad.

éCdmo vamos a encontrar todas las soluciones a la
gcuaciaon (2)7 ' ;

Un procedimiento muy comin en las matemdticas es
trabajar en otros conjuntos de nimeros y una vez resuelto el
problema en esos conjuntos., regresar al conjunto original y
dar alli la respuesta. El problema que venimos analizando,
es un caso concreto de é&sto, ya que vamos a trasladarnos a
otro conjunto para dar respuesta a la ecuacidn (2) y despues
regresar a dar respuesta a la ecuacidn (1),

-

Las ecuaciones de la forma x? - Ay? = 1 & x* - Ay? = -1
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con A diferente de k? para alguna k en los nGmeros enteros,
son las llamadas ecuaciones de Pell y existe toda una
teoria matemadtica para encontrar sus seluciones. Notese que
la ecuacitn (2) es una ecuacidn de Pell ten el apéndice b de
aste trabajo damos una forma de encontrar la solucidn a este
caso particular, adem&s de wuna breve vision de lo que se
hace en general para resolver estas ecuaclonés y de la
teorfa que se vincula en este proceso).

Siguiendo el procedimiento para hallar las soluciones a
las ecuaciones de Pell, encontramos e! siguiente resultado:

Si x y y son solucion de (2), entonces X'= 3x+b4y y
cy'= 3y+2x también son solucidn a (2),

La demostracicn de esta proposicién es facil de hacer

mediante el algebra directa.

Sabemos que x*-2y* = -\ Y debemos demostrar que
(x?)2 - 2(y'")? = -1,
Demostracion:
(3x+4y)? - 2(3y+2x)? = 9x* +24xy +16y? - 1By? - 24xy -8x% =
x’.* 2y? = =1 q.e.d.
Y de este resultado podemos llegar a obtener las

soluciones a la ecuacion (1) mediante la sustitucion:

x=2n+l vy y=2m+1 que nos lleva a :

X'=3x+4y = 3(2n+1) +4(2m+1) = 6n + 8m + 7 Y

y'=3y+2x = 3(2m+1) +2(2n+l) = 6m ¢+ 4n +5

Y como x' y y' son impares también, entonces existen n’
y m’ en los nGmeros naturales tales que x'=2n'+!l y y'=2m'+l
de modo que:

n' = 3n + 4m + 3 y m' = 3m ¢ 2n + 2 3
son las ecuaciones que nos proporcionan todas las soluciones
a nuestro problema original, es decir, n’ y m' son los
subindices de triangulares que cumplen con la proposicidn,

De manera que hemos encontrado dos ecuaciones que Nos
proporcionan una infinidad de soluciones a la ecuacion (1) y
solo tenemos que conocer una solucidn particular para ir

generando todas las que querramos.
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Notemos que por todo e! procedimiento que se hizo, en
realidad hemos encontrado todas las soiduciones a nuestro
problema.

Si conocemos la primera solucién, podemos ir obteniendo
nuevas soluciones con las fdrmulas que hemos encontrado en
(3), Notese tambien que podriamos despejar a n Yy m. en
términos de n' y m' y tendriamos entonces un par de férmulas
recursivas que nos llevarian de una solucidn mayor a una
menor cada vez que las aplicaramos.

Comprobemos en un caso particular que las férmulas de
(3) nos proporcionean soluciones a (1).

Sabemos que n=20 y m=14 son solucion a (1) ya que
T2e = 2(T,;4) entonces debe suceder que n’=3(20) + 4(14) + 3
y m’=3(14) + 2(20) + 2 también sea solucicn de (L),

' Y n'=119 y m'=84 son efecgivamente solucidn.

Es mas, ésta es la siguiente pareja de triangulares que
satisface la proposicidn.

As{, hemos encontrado todos los nGmeros triangulares
tales qde su doble también es un nGmero triangular, basta
con conocer la primera solucidn (que ya habiamos encontrado
"a pie") y las formulas que nos generan a la siguiente, para
que tengamos a todas las soluciones.

De manera que el problema esta en encontrar la ?rimera
solucién y wuna vez encontrada esta, el problema puede
resolverse en general con toda la teoria sobre las_
ecuaciones de Pell(que <como ya dijimos tratamos en el
apéndice b).

Pero encontrar en general la solucion mas pequefia a las
ecuaciones de la forma x? - Ay? = 1 con A un namero
natural no cuadrado, no siempre es f&cil de hacer.

Como un ejemplo de que mno es tan facil encontrar la
primera solucion, citamos un parrafo del libro Induccion en
la Geometria de L.I.Golovina y 1.M.Yaglom:

"Sustituyendo n en la expresitn len‘ + 1 pér los
nimeros enteros sucesivos 1,2,3,..., jam&s obtendremos el

cuadrado de un ndmero por muchos dfas o incluso afos que
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dediquemos 'a- ello. Sin ehbargo, seria errdneo deducir de
aquf que ningén namero de este tipo es un cuadrado pues, en
realidad, entre los ndameros de tipo 99in® + | también hay
cuadradbs; pero es muy ¢grande el valorminimo de n para el
cual es un cuadrado el ndamero 99in? + 1, He aqui este
namero

n=12 055 735 790 331 359 447 442 538 767 ."

Sefialemos solamente que 991in? + 1 1igual a un cuadrado
es una ecuacidn como x? - Ay? = 1 porque lo que se tiene es
m? - 99in? = entonces lo que se busca es la primera
solucidn distinta de n=0, que ya habiamos dicho que siempre
-@s solucidn en ecuaciones de este tipo.

Para concluir, remarcamos |la afirmacidn que hemos
demostrado en general:

"S8inymcumplen que T, = 2(T.) entonces también n’' vy

m' cumplen Ta- = 2(T,:) donde n'=3n+4am+3 y m'=3m+2n+l,
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PROBLEMA

Congiderese e! trinomio x* + x + 41 estudiade por L.
Euler.

Se afirma que sustituyendo la x por nGmeros naturales,
el trinomio siempre eg un nGmero primo.

éSerd clerta la afirmacidn?

Sustituyendo x=f el trinomio resulta lgual a 43 que si
es un namero primo.

S{ x=2 entonces x* + x + 41 = 47 que también es un
nGmero primo.

Siguiendo asi, podemos formular 1a siguiente tabla:

VALOR DE «x ‘X? o+ x + 41 ies primo?
1 , 43 ) si
2 47 si
3 53 si
4 61 si
5 71 s{

. 6 83 si
7 ‘97 si
8 113 ai
Q 134§ si
10 151 ] si .
tabla 27
Los nameros 43, 47, ..., 151 son todos primos.

¢{Podemos concluir que este trinomio siempre da un
nimero primo cuando sustituimos x por cualquier ndmero

natural?

Anteg de conelulr, continuemos un poco mas la tabla 27

VALOR DE x X2 + x + 41 ées primo?
11 173 si
12 197 si
13 223 . si
14 251 sl
15 281 si
16 313 sl

17 . 347 si
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i8 383 si
19 421 L3
20 461 si
21 503 si
22 547 si
23 593 si
24 641 si
25 691 si
26 743 si
27 797 si
28 . 853 si
28 911 si
30 971 si
34 1033 si
tabla 28

Después de analizar tantos casos, parece que ya podemos
concluir que al sustituir x por cualquier namero natural en
i’ 4+ x + 41 nos dara como resultadoc un namero primo.

Pero si quisiéramos seguir entreteniéndonos e
incrementar mads la tablia B, comprobariamos (como antes 1o
hicieron otros) . que la afirmacidn es cierta solo hasta x=39
ya que si x=40 el trinomio es:

(40)2 + 40 + 41 = 40€40 + 1) + 41 = 41(4)) =(41)72 que
es claro que no es un numero primo.

Entonces nos preguntamos <¢podemos asegurar gque una
proposicidén hecha por la experiencia de analizar algunos
casos particulares en un problema es verdadera?

La experiencia en estos dos fdltimos problemas y en el
problema que citamos del libro de la Induccion en la
Geometria de Golovina y Yaglom, y que comentamos en el
problema de encontrar un triangular cuyo doble sea un
triangular, nos dice que la respuesta es no.

Pero entonces <qué es lo que en el capitulo anterior
nos permitia demostrar las proposiclones?

De estos ejemplos podemos concluir que una proposicion
puede ser clerta en muchos casos particulares y ser o no ser
verdadera en general. Entonces écdmo podemos saber si una

proposicidn es verdadera en general?
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Sabemos que es imposible analizar todos los casos, pero
lo que hemos hecho en todos los otros problemas es buscar un
argumento general, en abstracto y para cualquier nlmero que
analicemos para comprobar si la proposicidn es verdadera o

no.
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PROBLEMA

Encontrar un nGmero cuadrado cuyo doble sea un numero
cuadrado. . '

Lo que de nuevo se antoja hacer, es la lista de nuameros
cuadrados para encontrar alguno.

Sea C, el i'ésimo namero cuadrado con i en todos los
n@meros naturales. Entonces la lista de los nimeros

cuadrados podemos escribirla como:

Ci Cz Cs Cs Cs C. of} Ca Ce Cio Cis Ciz
1 4 9 16 25 36 49 64 Bl 100 121 lag
Cis Cia Cis Cia Ci» Cie Cio Cao Ca P

169 196 225 256 289 324 361 400 441 .

Y as{ podriamos segulr par varlos dias vy no
encantraremos uno que cumpla con las condiciones del
problema. *

Pera éiya podriamos.concluir que no existe solucion a
este probliema?

Veamos qué es lo que estamos buscamdo en generél.

Buscamos una pareja de nGmeros naturales nh y m tales
que: n? = 2mf 0 sea que n? - 2m? =0 (1)

Si{ tuviésemos wun par de naturales que cumpliera con la
ecuacidn (1), icdmo encontrariamos una pareja mas grande que

también sea solucidn a (1)7?

Stm y n son tales que n = 2m? entonces

multiplicando por 2 tenemos:

2n? = 4m? = (2m)?

Y encontramos asi una n' = 2m tal que «(n')?* = 2n?
de modo que las fdrmulas que nos proporcionan nuevas
goluciones son: )

n' = 2m y m' = n : donde n y m

gatisfacen (1) y sucede que n' > n y mn' » m.

J
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De esta forma, hemos encontrado una infinidad de
soluciones a (1), partiendo de encontrar una particular, ya
que asi podemos seguirnos infinitamente.

Pero, i no hemos encontrado una particular todavia !
icémo encontraremos una?, {podremos encontrar una pareja de
férmulas que nos proporclonen una solucidn mas pequeda que
la pareja n,m?

Veamos, si n,m satisfacen (1) entonces n? es par y
por consiguiente n es par, y existe k en los naturales tal
que n = 2k y de alli:

n? = 2m? = 4k? y por tanto

ﬁ’ = 2k? con k < m

Con lo que habriamos encontrado una k tal que al
elevarla al cuadrado y multiplicarla por 2 nos da otro
nGmero cuadrado.

Si la pareja (n,m) satisface (1) entonces la pareja
(m,k) también la satisface. Y notese que n > m y m >k
de modo que hemos encontrado una nueva pareja que satisface
(1) vy es més pequéﬁa que la anterior.

Entonces dado m tal que 2m* es un cuadrado se puede
encontrar k=m, <m tal que 2m.42 también es un cuadrado. Asi

podemos encontrar una infinidad de m’'s tales que:

e e o Cmy < mz <My < W Tt
Pero itodas las m's deben estar en los ndmeros
naturales!, €&sto no es posible en los naturales.

Habriamos encontrado entonces una sucesiodn deéreciente
de nGmeros naturales infinita que cumple con la solucion al
problema. Pero en los nUmeros naturales no podemos tener un
descenso infinito. Ademé&s, hemos comprobado gque en los 21
primeros nimeros cuadrados no existe una solucidn, de modo
que en esta forma de encontrar parejas cada vez pequeRas,
tendriamos que Illegar en algln momento a cualquiera de los
21 casos que hemos visto "a pie" y en ellos no hay ninguna

solucidn,
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De modo que ya hemos demostrade la proposicion (a): No
existe un ndamero natural n tal que 2n? sea el cuadrado de un
namero natural,

Ahora demostremos la proposicidn equivalente:

En el conjunto de numeros naturales (1,2,3,...,n) no
existe uno tal que el doble de su cuadrado sea cuadrado.

Si el conjunto consta del natural ! solamente, tenemas
que en {1} no hay ﬁingﬁn namero natural cuyo doble de su
cuadrado sea un cuadrado, ya que 2197 = 2 Y 2 no es
elemento de (1] adem&s 2 no es un cuadrado.

Si el conjunto tiene dos elementos, sea (1,2) , no hay
ningdn nGmero natural cuyo doble de su cuadradoc sea un
cuadrado, porque 2(1)3=2 y 2,aunque est& en {(1,2), no es un
cuadrado y 2(2)2=8 y 8 no es elemento de (1,2} ademas de
que no es un cuadrado: Como éstas son todas las
posibilidades para ({1,2) entonces no existe ningdn elemento
cuyo doble de su cuadrado sea un cuadrade en (1,2).

Si el conjunto tiene 3 elementos, (!,2,3) tenemos:

2(1)2= 2 ; 2 no es cuadrado aunque si es elemento de {(1,2,3}

2(2)2= 8 ; 8 no es cuadrado ni es elemento de (1,2,3}
2(3)2=18 ; 18 no es cuadrado ni es elemento de (1,2, 3}

Asi{ podrfamos seguir haciendo wuna lista para cada
conjunto, siguiéndo de uno en uno; vy como en todos los
problemas que hemos visto antes, analicemos qué& sucede

cuando, teniendo analizado un caso particular, incrementamos
en uno el conjunto analizado; como cambia e! analisis
previo, al tener un elemento mas.

Por ejemplo si el conjunto es (1,2,...,k} y en este
conjunto ya se ha demostrado que no hay hay ning(n ndmero
natural cuyo doble sea un cuadrado, veamos qué sucede si el
conjunto es ahora (1,2,...,k,k+1}.

En (1,2,...,k,k+1} tampoco hay un namero natural cuyo
doble de su cuadrade sea un cuadrado, porque si hubiera,
podriamos encontrar otro mas chico que cumpliera con la
propiedad(por 1o que se ha demostrado ya anteriormente), y

eso condiria la hipétesis de que ‘en £1,2,...,k} no habia
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ningdn ndmero cuyo doble de su cuadrado sea cuadrado. EI
Gnico sospechoso es el k+l, entonces veamos qué sucederia
con 2(k+1)?, Si 2(k+1)? fuera un cuadrado tendriamos:
2(k+1)2 = m* => m es par por lo tanto existe s en
los nameros enteros tal que s<k+i y adem&s sucede que
m2 = 2(k+1)? = 452 y de aqui se tiene:

(k+1)? = 2g2 ihabriamos encontrado un ntmero s<k+1
cuyo -doble de su cuadrado seria un cuadrado Yy ésto
contradirfa la hipdtesis, ya que s deberia egtar en el
conjunto (1,2,...,k}.

Por lo que hemos demostrado que no puede suceder mas
que en {1,2,...,Kk,k+i} no existe un nfimero cuyo doble de su

cuadrado sea un ndmero cuadrado.

Regresando al problema original, queremos encontrar
n,m tales que n? - 2m? = 0 vy de aqui podemos tener:

n* = 2m? " de donde

nz = 2

2

Y sacando raiz cuadrada tenemos

n = d2 LR

m

i Pero esto es una contradiccidn ! Sabemos que n y m

son naturales y entonces tendriamos que demostrar que 2
no ' se puede escribir como el coclente de 2 enteros
positives., &Cdmo lo demostrariamos?

Notese que 1o hemos demostrado ya, cuando demostramos

la proposicion (a).

¢ Conoce el lector alguna otra demostracidn de gque 42
es un namero irracional ? Si la respuesta es afirmativa,
é o
nétese que de alguna u otra manera, en la demostracion se

usa un procedimiento de descenso infinito.
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PROBLEMA. i
Dado un circulo y n puntos en é&l, <en cuantas regiones
queda dividido el circulo cuando unimos 1las n puntos por
media de rectas?
S1{ el circulo tiene un punto, éste queda dividido en
una sola regidn. S1 el circule tiene 2 puntos, queda

dividido en 2 regiones. Si el circulo tiene 3 puntos:

Queda dividido en 4 regiones.
St tiene 4 puntos:

S

-

N

Queda dividido en 8 regiones.
81 hacemos wuna tabla con log resultados que hemos

obtenido, quiza pueda ayudarnos a dar la respuesta en

general.
$# DE PUNTOS 8 DE REGIONES
1 1
2 2
3 4
4 8
tabla 29

{Qué gucedera ai el circulo tiene 5 puntos?

Por 1a regla que se observa, esperamos que el circulo

quede dividido en 16 reglones. Veamos:



Contando las regiones tenemos: 5 regiones afuera del
pentagono que se forma, 5 regiones atfuera de la estrelia,
mé&s 5 regiones que son 1os picos de la estrella y por ditima
la regidn central. En total . son 16 regiones, caomo
esperdbamos éno7?.

Asi podemos seguir contando con mas y mas puntos, pero
hasta aqui, parece ser que siguen una regla, es decir, en la
tabla n hemos observado que si el circulo tiene n puntos.
entonces el namero de regiones en que queda dividido el
circulo es 2"-' y ésto lo hemos comprobado vya para los 5
primeros nGmeros naturales. <Serd clerta la proposicion para
todos los nGmeros naturales?

Antes de busgcar un razonamiento general para ver si se
puede demostrar para todos los nGmeros naturales, hagamos un
ejemplo mas. Si el circulo tiene 6 puntos écuantas regiones

determina?.
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i Queda dividido en 30 regiones que no son lo que
esperdbamos !

Podemos pensar que el error se debe a la colocacidn de
los puntos sobre el circulo, entonces hagamos un ejemplo mds

para cerciorarncs de que este correcto.

12
25
3
| 0 31
29
2
N\l 1o~
Fq;z
i De nuevo no salid lo que esperé&bamos ! : es mé&s, ni

giquiera salid igual que el ejempio anterior en que también
teniamos 6 puntos sobre el circulo. {por qué?

Despuéis de hacer muchos casos mas con & puntos, nos
daremos cuenta que en los casos en que coloquemos los ©
puntog gobre el circulo en forma un tanto uniforme se
formardn 30 regiones Y cuando no exista ninguna
"uniformidad®", ze formaran 31 reglones, ya que todas las
{ineas del! centro pasardn por un sdélo punto, en el primer
caso y en el segundo, las lineas del centro no pasan por un
solo punto y se forma la regidn marcada con 31 en la figura
2, o alguna otra en otros casos.

Ndtese que 31 regliones es lo mads que se puede hacer, ya
que en la figura | por ejempio, el dUnico punto donde se
cruzan mas de 2 rectas, distinto de los & originales, es el
pﬁnto central en donde se cruzan 3 rectas que, si los &
puntos no estan muy uniformemente distribuldos, ese punto

central ge transforma en un tridngulo y ésto da por
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resultado una regidn mas. En la figura 2, no hay ningan
cruce de mas de 2 rectas, por lo que de ninguna manera
podemos obtener wuna regidn mds para tener las 32 regiones
que esperdbamos que resultaran.

Entonces lo que tenemos hasta aqui, es que no basta con
comprobar un ntGmero particular de veces una hipdtesis para
tener demostrada una proposicion, sino que debe ser
demostrada en general. En este caso hemos encontrado un
contraejemplo a la proposicidn que formulamos con base a la
observacidn de 10os 5 primeros casos particulares; y si
siguiéramos haciendo los casos para 7 y 8 puntos, tenemos la
siguiente tabla:

# DE PUNTOS  # DE REGIONES

1 1

O ~NOU LN
-
a5}

tabla 30

En donde vemos que no es cierta la proposicidn, es mas,
no se ve tan sencillo encontrar alguna férmula general que
sea valida para todos los casos.

Existe un método lamado Calcule de Diferenclas
Finitas, que en ocasiones es muy atil, y eésta es una de
ellas, ya que por medio de éste podemos encontrar una
férmula general para encontrar el nimero de regiones en que
queda dividido el circulo. El método es el siguiente:

Se hace una lista de los valores que nos da el problema
en un nOmero particular de casos, en seguida se anotan en
otra lista las diferencias entre cada par de numeros entre
los renglones consecutivos. En una tercera lista se escriben
las diferencias de los nGmeros que estdn en la segunda fila

y asi sucesivamente se van encontrando la primera, segunda,
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tercera, etc. diferencias, hasta que se encuentre una lista
de constantes.

Veamoslo en nuestro caso particular:

N # DE REGIONES 1ia.DIF. 2a.DIF, 3a.DIF. 4a.DIF.

i 1

2 2 1

3 4 2 1

4 8 4 2 1

5 16 8 4 2 1

6 31 15 7 3 1

7 57 26 11 4 1

8 99 42 16 s 1
tabla 31

Cuando la lista inicial estad generada por una funcidn

fineal, los ndameros de la lista de las primeras diferencias
son todos iguales. Si la funcidn es cuadratica, en la lista
de las segundas diferencias es en donde aparecen todas
iguales. Asi, wuna férmula de tercer grado, dar& citras
iguales en la lista de las terceras diferencias y asi
sucesivamente.

Volviendo a nuestro caso, fa formula que genera la
lista inicial debe ser una funciédn de grado 4 ya que fueron
necesarias 4 listas de diferencias para tener constantes.

Existe una fdérmula descubierta por lsaac Newtaon, que es
aplicable en todos los casos, independientemente del namero
de listas de la tabla. Esta fdrmula no la vamos a ver aqul,
pero si el lector esta interesado, en la bibliograria de
este trabajo se da wun libro de Martin Gardner en donde se
puede consultar lo mas elemental de ésto.

Una vez que hemos"aplicado la fdarmula de Newton a
nuestro caso particular, resulta que la fdrmula qué genera
la lista correspondiente al namero de regiones en que queda
dividido el circulo, es:

i +n+nn-1) + n(n~1)(n-2) + nn-4N(n-2)(n~-3J)
2 2x3 2x3x4

Que podemos comprobar que efectivamente es un polinomio

de 4o0.grado, y podemos comprobar que para los 8 casos gque
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hemos hecho, la férmula coincide. Faltaria demostrar que es
valida para todos los nameros naturales. Como suele hacerse,
se lo dejamos al lector.
NOTA. Por el "método" de quedarsele viendo a la lista
original una, y otra, Yy otra vez, se obtuvo la siguiente
férmula que también funciona para los 8 primercs casos y
coincide en ellos con la que se obtuvo con la fdrmula de
Newton:

(n=-3)T; + (N=-4)T2 + ... + (N=n+1)Th.3 + Ta-, + 1

Donde T, es el 1i'ésimo nimero triangular. De nuevo,

queda como ejercicio demostrar que ambas son validas.
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INDUCCION MATEMATICA.

Una forma de trabajar los problemas que hemos utilizado
reiteradamente en el capitulo anterior ha sido la gsiguiente:

Al resolver un problema que se nos plantea para un
namero natural arbitrario n, analizamas primero el problema
para valores pequefos de n y a partir de los resultados
obtenemos una hipdtesis para el resultado general. En
ocasiones hemos podido demostrar esta hipotesis en general
de manera directa (por ejemplo en el problema del Pin Pan).
En otras gse ha podido demostrar la hipdtesis viendo que
nuestra h}pdtesis ea vallda para los primeros valores de n y
que la Wregla de crecimienta® de nuesgta hipctesis
corresponde a la del resultado que se busca (por ejemplo
para demostrar que el nimero de subconjuntos de un conjunto
es 2 obgervamos que é&sto era valido para n=0,1 y que la
“regla de crecimiento" del nimero de subconjuntos y de
nuestra formula eran el mismo -"multiplicgr por 2%-). De
aqui concluimos que la formula era vdlida para todo natural
n.

Durante todo el primer capitulo, hemos venida
trabajando de estas dos maneras a la hora de demostrar una
hipotesis. El primer método, es el que busca los "porqué’s"
de la formula obtenida, que busca razonamientos generales
que naos ayuden a demostrar la hipdtesis del problema, de
modo que siguiendo esta manera de demostrar una hipotesis,
la que podemos generalizar es que debemos comprender lo
mejor posible el problema concreto y buscar todos
log"perqué’ a” que podamos, debemos tratar de explicarnos en
el problema mismo todas y cada una de las ahstracciones y
generalizaciones que hagamos, debemos buscar muchos caminos
y formas diterentes de resolver un problema. El segundo
método, el que a partir de casos particulares obtenemos una
hipdtesis 1la cual se puede demostrar gracias a la propledad
que tienen los naturales de que dado un numero natural
siempre podemaosa saber cual es el sliguiente, ha llevado a la

aconclusion de que ya que aparece en tantos problemas
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relacionados con 1los numeros naturales y que aparece tantas
veces, bien vale la pena "abstraer" ese m&étodo de todos
eatos problemas y establecer un Principio General que
permita avanzar y comprender mas firmemente, en general que
lo que se esta haciendo es valido para toda n.

Recordemos un poco qué haciamos en el capitulo anterior
en muchos de los ejemplos. Formabamos wuna tabla con los
casos particulares que ibamos comprobande "a pie", de modo
que si descubriamos una férmula, la manera de demostrar que
era valida siempre era comprobar que funcionaba para los
casas particulares que ya teniamos y luego descubrir ccmo
era el cambio de rengldn a renglon en general, es decir: Se
tienen 2 listas de numeros (2 funciones), si podemos
comprobar que empiezan igual, es decir, que f(1)=g(1) (si
las funciones‘ son f y g ), y ademas que si en algin rengldn
son iguales entonces tambien son iguales en el siguiente
ranglon, ae puede concluir 'que las 2 llstas (funciones)
siempre seran iguales.

Veamos un ejemplo.

Deciamas que:

G =Ty ¢+ Tz ¢ ..o ¢+ Toon = nln-1)(n-2)
6

Porque viendo la tabla, éstas comienzan igual, a sea:

n Co? T +T:+ «u. + Ta.s nin-1)(n-2)

3 Cy3 = ¢ T, = 1 32Xy = ¢

4 Ci? = 4 T, +Ty; = 143 = &4 = 4

5 Cs® =10 T, +T; +Ts =1+3+6=10 5(4)(3) = 10
6

Y ademas si suponemos que coinciden en el renglon k-2

tenemos en la tabla:
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k C 3 = 143+6+., ., +Ty.2 = k(k-1)(k-2)
&

Tenemos que ver que para el renglédn k-1 también
coinciden, es decir, que Ja modificacidn entre renglén vy

rengldn en cualquiera de las 3 columnas es la misma, o sea:

Cuas3 - C,3 = (1434, .o +Tu o2 +Tueyy = (1434, . . +Tez, =
(k+1)CkI(k-21) - k(k-1)(k-2)
& 6
Y ya habiamos vigto en el capftulo anterior que:
Cuey?d - Ced = k(k"é__L =2 Ty
2
Y que

(1*3‘4' "o *Tk-:"T\.-;) - (1+3+ ... +tTe_3) = Toay
Y también que

(R+1d(R)(k-1) - ktk-1)(k-2) = kik-L1)(kel-k+l) =
6 - 6 6
k(k~-11)3 = k(k‘l)_ = Th-|
& 2

Por lo que como las 3 "Iistas comienzan iguat y el
cambio de rengldn a renglon en cualquiera de las 3 es el
mizmo, se demuestra que las 3 son iguales sienmpre.

Podemos ahora establecer el Principlo General gue hemos
venldo usandos y que nos permitird demostrar en general
muchas proposiciones que involucran & los nameros naturales,

este es el llamado Principlo de {nduccidn Matemdtica.
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1 - PRINCIP10O DE INDUCCION.

Una proposicidn se cumple para todo nimero natural n
s8] se satisfacen las condiciones sigulentes:

1)La proposicidén se cumple para .n=4{ vy

2)La veracidad de la proposicidn para cualquier nimero
n=k lmplica su veracidad para el nimero natural siguiente

n=k+i.

También se formula este Principio General de Ia

siguiente manera:
Il - PRINCIPIO DE INDUCCION,

Si A eg un subconjunto del conjunto de numeros
naturales que cumpile:

1) 1 esta en A, y

2) 81 un nimero natural k est3a en A, tambieén k+i esgta
en A,

Entances A es el conjunto de todos los numeros

naturales.

-El miamo principio podemos enunciarlo también como:

[1i- PRINCIPIO DEL BUEN ORDEN.

5t A es un subconjunto del conjunto de niuimeros
naturales y A no es vacio, entonces A tiene un primer
elemento.

Y tamhién lo hemos usado coma:

I1V- PRINCIPIO DEL "DESCENSO INFINITO"™.
No existe una sucesicon infinlta nf,n2.n3,... de numeros

naturales tales que ni > n2 > n3 > ...

Obgervacidn. Notese que los 4 principios son en
realidad e! mismo. Puede demastrarse la equivalencia entre

los 4 de una manera logica. Aqui, no queremos desviarnos por
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ese terreno, queremos simplemente hacer hincaplié en que la
.importancia del principio de induccidn (en cualquiera de zus
tormas) reside en que caracteriza a los nGmeros naturales.
Notemos que otros canjuntos numéricos como "Z, @y R no
cumplen con estos principlos, el orden en ellos es
diferente. E! conjunto de los nuameros naturales responde
totalmente a nuestra 1intuicidn en cuanto al orden gue
tienen. De manera que los 4 principios que hemos enunciado,
no son mas que distintas formas de decir lo mismo, distintas

formas de caracterizar el orden de los naturales.
Veamos algunos ejemplos mas.

S1 un quebrado tiene factores comunes en el denominador
y el numerador, existe un proceso de dividir ambos hasta
llegar a uno que ya no tiene factores comunes.

Ejemplo: 36 000 000 = 3 600 000 = ... = 38

96 000 000 9 600 000 96

3
6 8

"
0

entonces 3 es el primer elementc que representa al mismo
8

racional.

Eate es un ejemplo de un proceso descendiente (finitoy
que es muy usado lmplicitamente decsde la educacidn primaria.

Otro ejemplo:

nt = 1x2x3x4%...xn

Podemos obtener el factorial de cualquier nuamero
natural medlante multiplicar los nameros naturales de unoc en
uno hasta llegar al ndmero deseado.

El factorial de un nOmero estd bien definido, cslempre
tiene primer elemento esta definicion y siempre sabemos cual

es el siguiente, es decir:

Definimos el factorial de un nimerc natural como:
1! =1 y (k+1) ! = (k!)(k+1) _

entonces podemos caonocer cualquier ndmera factorial, o sea:
21 = 11(2) = 1x2 = 2
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3! 2143
41 = 3!1(4)

2x3 = 6
x4 =24

Se puede obtener cualquier factorial mediante ir

construyendo uno por uno.

S{ para cada ntGmero natural se tiene una proposicion,
podemos obtener cudl es el conjunto de nGmeros naturales

para los cuales se cumple la proposicion. Por ejempio:

PROBLEMA.

Dado un poligono'"? se tréta de poligonos convexos,
ver nota al pie en el problema del nimero de diagonales de
un poligono.de n lados, écudl es la suma de sus Aangulos

internos?

Veamos casos particulares para obtener alguna
proposicidn que demostrar.

Si{ n=1 no hay wpoligono; si n=2 tampoco existe un
poligono con 2 lados, pero si n=3 el poligono convexo de 3
lados es el tridngulo y ya tenemos un resultado previo que

‘nes da  la informacidn que necesitamos; esto es, sabemos que
la suma de los angulos internos de un triangulo es 180°,

Si n=4, el poligono es un cuadrilatero que podemos
dividir en 2 tridngulos vy asi, por la informacidn del caso
anterior, tenemos que la suma de los angulos internos de un
cuadrilatero es 360°. ‘
n=3

>,

o + 3+ T = 180°

t*» De nuevo, se trata de poligonos convexos. Ver nota al
pie en el problema del ntmero de diagonales de un poligono.
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&= &K, + oKz Y = T, "‘rz

Y por el caso n=3 sabemos que & + f + Iy = 180° y que
& + 'z + & = 180° por lo gque
o« + B+ T+ By +aa) + B + (M40 ) + E=qog +B+T )+l + +8) =
180° + 180° = 2(180°) 360°

para n=5 tenemos:

"

queremos encontrar cuanto es (a suma « + 3 + T+ 8+ ¢ y de

nuevo formemos triangulos donde tenemos:

® =&+t ooty , =T +1, y & = & + 5
y como ya sabemos el resultado para n=3 tenemos:

« + B+ Iy = 180°

a + I, + & = 180°

as + &2 + o = 180° entonces

A+ B+ 0+ 8+ 0= (og+a+axs) + 8 + (FMy+l) + (£,+8) + ¢ =
(o +83+400 ) + (& +02+8,) + (s +E+0) =
180° + 180° + 180° = 3(180°) = 540°

Podemos observar entonces que cada vez que aumentamos
un ‘lado, en los teérminos del! problema, aumentamos un
tridnguio. También observemos que en general dado un

poligono convexo de n lados podemos dividirlio en n-2

tridngulos (ejercicio para el lector, demostrarlo)y y va

sabemos cudnto suman los 4angulos internos de un triangulo,
por lo que la formulita que ya se antoja proponer es la

(n-2)180° o sea, la proposicidn siguiente:

Proposicidn, La suma de los angulos internos de un
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poligono convexo de n lados es (n-2)180°.

Observacidn. Esta proposicién, no tiene sentido para n=) y
n=2, por lo que para demostrarla vamos a cambiar un poco la
proposicion.

Proposicidn. En wun poligono convexo de n+2 lados, la
suma de sus angulos internos es n(180°).

Demostracicn:

Sea A el conjunto de numeros naturales para los cuales
se cumple la afirmacion.

El 1 estd en A ya que un poligono de 1+2 = 3 lados es
un tri&ngulo y en éste sucede que la suma de sus Anguiocs
internos es 180°= (1)180°,

Hipdtesis de Induccidn. Consideremos que la afirmacidn
es verdadera ' para n=k. Esto es, dado un poligoﬁo convexo de
k+2 lados, la suma de sus dngulos internos es (k:;1380°
Debemos demostrar que para n=k+l también es cierta la
~afirmacidn. .

Consideremos un poligono convexo de k+3 lados, tomemos
3 vértices consecutivos, el poligono convexo de k+3 lados se
descompone en un poligono convexo de k+Z2 lades y un

tridngulo.

Entonces, por hipdtesis para un poligono de k+Z lados
la afirmacidn es verdadera, la suma de los &ngulos internos
de éste es k(180°) y al agregarle la suma de los anguios
internos del tridnguloc que falta, tenemos k(180°) + 180° =
(k+1)180°.

La suma de los &ngulos internos de un poligono convexo

de k+3 lados es:
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(k+3-2)(180°) = (k+1)180* por lo que k+1 también esta
en A. Y por lo tanto A son todos [os nGmeros naturales. Y
con ésto queda demostrada la afirmacién para todo nGmero

natural.
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PROPQSICION.

Todos los triangulos tienen la misma Area.

Demostracidn por induccién: i

Tenemos la proposgicicn: "zi tenemos un conjunto de n
tridngulos, todos ellos tienen la misma Area'.

Tomemos un triadngulo de ese canjunto y resulta que para
ese triangulo es cierta la proposicidn, ya que es un inica
tridngule y peor lo tanto en un conjunto con un tridngulo,
todos tienen la misma &rea.

Tomemos un conjunto con n triiangulos y supongamos que
todos ellos tienen la misma area.

Tomemos ahora un conjunto con nti triangulos y tenemos

que demostrar que en éste tambien todos tienen la misma
area.

Tomemos n+l trianguios y apartemos wuno de ellos.
Tenemos un conjunto con n triangulos y en &ste, por
hipdteala todos tienen la misma drea. Despues regresamos el
trisdngulo que se habia apartado y se aparta ahora otro

tri&ngulo de los otros n.

Por hipdtesis, log n tridngulos tienen la misma area,
por lo tanto la proposicién para n+l tridngulos es clerta,
esto es:

Dado un conjunto con n+l tridngulos todos tienen la
misma area.

0 sea a partir de que la proposicidn es cierta para n

triangulos se demostrd que también es verdadera para n+i
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trianguios.

Obviamente esta es una proposicidn que no es verdadera
ya que basta con dar 2 +tridangulos que nomtengan la misma
area para darnos cuenta de su falsedad. Pero <{donde esta el
problema en la demostracidn?.

Parece que el problema est&a en suponer que los dos
conjuntos que obtenemos con n elementos cada uno al apartar
un triangulo, tienen alguna interseccisdn, esto es, suponemos:
qﬁe tienen elementos comunes; sin embargo, para n=2 se ve
que los conjuntos son ajenos y no se puede decir nada sobre
ellos. 0 sea que si Pi es la proposicidn para i triangulos
lo que estamos observando es que P, $> P:.

Otro problema es que el conjunto en cuestion en general
solo tiene un elemento. Sea Z=(n‘ Pn es cierta}l lo que pasa
es que Z = {1}.

Vamos a escribir ahora de otra manera la demostracian y
veamos si ahora queda mas clara la trampa.

Demostracian:

Sea A un conjunto con n+l triangulos.

Sea t; € A y sea B, = A - (t,]}

Sea t; € A , b2 f t, y sea B: = A - (t:)

Hipdtesis de induccidn. Todos los triangulos en B,
tienen la misma &rea. Y también todos los tiangulos de B:
tienen la misma &rea.

Sea t € (B, N B:)

area (t,) = Area (t) porque t € B: y

&rea (t:) = area (t) porque t € B, por lo tanto

area (t,) = area (t;) = drea (t)

P=ro si no existe t tal que t € (B, N B:) no podemos
decir nada.

El problema estia en que no siempre sucede que la
interseccién de B, con B:; sea distinta del vacio y nosotros
escribimos la demostracidn implicitamente como si sienmpre
sucediera esto.

Entonces en general debemos tener claro todos y cada

uno de los argumentos en una demostracidn y debemos pensar
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en ellos lo mas general posible, es decir, tenemos que
pensar en todas las posibilidades que tengamos y para ellas,

. demostrario.
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PROBLEMA.

Todo ndmero natural es igual a su "sucesor".

La proposicidn la podemos escribir como:

Todo nimero natural k es figual al ndmero k+i.

Demostracion:

Suponemos que k = kvl por lo tanto

k+1l = k+1+y = k+2

o sea K+l = k+2

De donde se tiene el siguiente

Corotario. Todos ios numeros naturales son iguales.

Vemas pues que el error estd en no tomar en cuenta todo
el principlo de induccidn. Es por este tipo de errores. que
al llevar a cabo wuna demostracion debemos tenef cuidadeo de
no amitir ninguna de las 2 condiclones mencionadas en el
Principfo de Induccidn Matematica.

Ahora haremos algunos problemas para familiarizarnos

mas con el método de la inducci®n matematica.-
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PROBLEMA.

Calcular la suma de los n primeros nameros naturales.

Este es un problema que ya hemos trabajado mucho en el
capf{tulo anterior, incluso ya hemos demostrado por varios
caminos cuanto vale esta suma, ahora solo lo demostraremos
por Induccidn para {lustrar una demostracidn por este
método.

Propogicidn. La suma de los n primeros ndameros

naturales es igual a nin+l)
~

Demostracidn:
i) Para n=\

Tenemos que sumar hasta el natural 1y esto da por

resultado 1| que es 1o mismo que 1(1+1) = 1(2) "= 1
2 “

Por lo tanto la proposicidn es verdadera para n=1l.
{i)Hipodtesis de Induccian,
Suponemos que la proposicidn es verdadera n=k ,esto es:

1 +2+ 3+ ...+ k = kikriy
2

Debemos demostrar que la proposicion es verdadera para
n=k+l, esto es:
Por Demostrar que 1 + 2 + 3 + ..., + (k+l) = (k+1)1k+2) (1)

2

Demostracidan:

Sabemos por hipotesis cuanto vale la suma hasta @&l
natural namero kK, entonces
L+ 2+ 3+ 00 + k + (ktl) = [(1+243+,,,+k] + (kt+l) =

k(k+1) + (k+1) =
-

=
K(k+1) + 2(k+1) = (k+1)ik+2)
2 2

Que es o que queriamos demostrdr en (1). For lo tanto

la proposicidén también es cierta para n=k+l y con esto queda
demostrado que la proposicidén es verdadera para todog los
nameros naturales. 0 sea:

1 +2+3+ ... +n = n(n+l) para todo n en los naturales
’ 2
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PROBLEMA.

Calcular la suma de los n primeros numeros naturales.

Este es un problema que ya hemas trabajado mucho en el
capitulo anterior, incluso ya hemos demostrado por varios
caminos cuanto vale esta suma, ahora sclo io demostraremos
por Induccidén para 1ilustrar wuna demostraci{dn por este
método.

Proposicion. La suma de fos n primeros ndmeros

naturales es igual a nin+ti)
Demostracion:
i) Para n=}
Tenemos que sumar hasta el natural esto da por

1
resuitado 1 que es lo mismo que (1+1)y = 1

Por lo tanto ia proposicion es verdadera para n=i.
11)Hipatesie de Induccidn.
Suponemos que la proposicion es verdadéra n=k ,esto es:

L + 2+ 3+ ... ¢+ k = kek+ll)

Debemos demostrar que la proposicicn es verdadera para
n=k+l, esto es:
Por Demostrar que 1 + 2 + 3 + ... & (Kk+tl) = (k+1)!

Demostracion:
Sabemos por hipotesis cuanto vale la suma hasta el
natural namero k, entonces
L+ 243+ o0+ k+ (kel) = (142434, ..+k] + (k+1) =
' K(k+1) + (k+#1) =

K(k+1) + 2(k+1) = (k+li(k+2)
2 2

4

Que es lo que queriamos demostrar en (1). Por lo tanto
la proposicion también es cierta para n=k+l y con esto gqueda
demostrado que la proposicién es verdadera para todos los

nmeros naturales. 0 sea:

1 +2+ 3+ ,.. +#n = n(n+l) para tode n en los naturales
2



EJERCICIOS.

1 .~ Demostrar por induccidn matematica:

)1l + (=12 + ... + 2(n-1) + 1(n) = n{n+1) (N+2)
[
2 .- Demostrar por induccidn gque:
Ca™® = nin=1) (n=2)
&

3 .- Demostrar:
(1+1/71) (L+1/2) (1+1/3) .. (1+1/n) = n+d

e L T i R R o) a menos que

e T X2 T ’x T .40 T Ka = 0 para toda n en los
naturales y toda x en los nameros reales.

5 .~ Para toda n en los numeros naturales con n>i
demostrar:

1741 + 1/42 + /43 + oo + 1/d0 > AN

6 .~ Demostrar que la media geometrica de un numerao
finito de nameros positivos no es mayok gue su media

aritmética; es decir, para cualesquiera nuameros positivos

844982483y res 93n} JETAESsT 8 &2 agtantax+t...tan
n
7 .- Demostrar que la fdrmula obtenida en el problema

de la "Torre de Hanoi" (del capitulo anterior), es cierta
para todos los nameros naturales.

8 .- Demostrar que n rectas en el plano no pueden
dividir a éste en mas de 2" regiones ajenas.

9 .~ Demostrar que 2n—-1 es un impar para - -todo numero n
en los naturales.

10.- Con base en el problema del Pin Pon, que vimos en
el capitulo uno y retomamos al final ese mismo capitulo,
demostrar conceptualmente la siguiente:

Propasicidn. Si N es el namero de jugadores inscritos y
2« { N £ 2%+t entonces el namero de rondas es k+l.
(Esto se nota en los ejemplos que hicimos y es muy

facil de comprender =i N es una potencia de 2, en
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particular, Se gsugiere demostrarlo mediante la
descomposicidn de N como: N = 2 + x con x < 2)

11.~- Demostrar por induccién que el nlmero de rondas
que se efectuan en el problema del Pin Pon (primer problema
de este trabajo) es m, donde 2*-t (N £ 2 y N es el
namero de jugadores inscritos al torneo.

12.- Probar que

1+ x + x2 + x3 + .,, +t x" = x"v o~ 1 x1=1
T

13.- Probar que

1.2.3 + 2,3.4 + 3.4.5 + ... + n(n+1)(n+2) =n(nti)(n+2)(n+3)
A

14.; Probar que
1.1 + 2,20 + 3.3 + ... + n.n! = (n+l)! - o

15.- Probar que el producto de 3 nﬁmeroé naturales
congsecutivos es divisible por 6.

16. - Observe que:

12 1

32 =2+ 3 + 4

52 = 3 + 4 +5 +86 + 7

72 = 4 + 5 + 6 + 7 + 8+ 9 + 10

9 =5 +6 + 7 +8 + 9 + 410 + 11 + 12 + 13

Demostrar que todo cuadrado impar (2n+1): es igual a la
suma de n enteros consecutivos del n+i,
17.~- Un namero natural es "travieso™  si su
representacion en el sistema binario contiene una cantidad
par de cifras "uno". Asi, por ejemplo, los nimeros:
0=0,, 3=11,, 5 =101, , 6 = 110, y 15 = 1114,
son nameros traviesos.

Probar que:

a) 20 + 1 es travieso para toda n en los naturales.

b) 22 - {1 es travieso para toda n en los naturales.

18, - Encontrar la suma de los primeros 1888 nlumeros
traviesos.

19.- Demostrar por induccién matematica que el nidmero

de subconjuntos de un conjunto con N elementos es 2¢ .
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COMBINATORIA

Cuando vimos el problema del Pin Pon, encontramos una

manera de contar el nUumero de parejasz de un conjunto con n
elementos.: Cuando vimos el problema de las ternas,
encontramos una manera de contar el ndmero de ternas no

ordenadas 'de un conjunto con ' n elementos. Si siguieramos de
esta forma, podemos preguntarnos si exliste alguna manera de
saber cuantas "cuartetas" tiene un conjunto con n elementos,
o cuantos subconjuntos de 4 elementos tiene un conjunto de n
elementog. Es wmas, podemos preguntarnos mas en general,
&{Cuél es nlmero de subconjuntos de k elementos_que tiene un
conjunto con n elementos? Para responder a esta dltima
pregunta vamos a praoceder, como antes, viendo uno a uno los
casos particulares.

Por ejemplo si k=1 necesitamos calcular el ndmero de
subconjuntos con 1 elemento de un conjunto de n elementos y
esto es facil de responder ya que existe un subconjunto de
un elemento para cada uno de los n elementos del conjunto.
Por lo tanto hay n subconjuntos con un elemento en un
conjunto de n elementos.

81 k=2 la pregunta es <‘cuantos subconjuntos de 2
elementos tiene un conjunto de n elementos? Notemos que esta
eqd la misma pregunta que ya contestamos en el problema del
Pin Pon, ya que cuando contamos el namero de parejas no
ordenadas, contamos también los subconjuntos de 2 elementos.
Incluso ya le habiamos dado un nombre al nimero de parejas
de un conjunto de n elementos; habiamos hecho la convencidn
de llamarle C,* y por varios caminos sablamos que C,*=
(n{n-13))/2 (ver capitulo de Problemas, Problemas y mas
Problemas).

51 k=3 la pregunta es <¢cual es el nGmero de
subconjuntos con 3 elementos de un conjunto con n elementos?
También esta pregunta ya 1la habiamos respondido cuando
hicimos el problema de las ternas. De nuevo notemos que es

lo mismo contar ternas que gubconjuntos con tres elementos.
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Ahora si vamos a recordar un poco ctmo fué que analizamos el
problema para encontrar que el nimero que buscamos es C.3 =
(n(n-1)(n-2))/6.

Veamos qué haciamos. Quitamos un elemento de'l conjunto-
y formamos un conjunto con n-1 elementos, de este G(ltimo
hacemos una lista de las parejas que podemos hacer con &l y
cada una de estas parejas la combinamos con el elemento que
habiamos quitado por lo que tenemos asl ({n-1)(n~2))/2
ternas distintas en donde siempre aparece el elemento que
habiamos quitado. Pero podiamos haber quitado al principio,
cualquiera de los n elementos, por lo que hay ((n-1)(n-2))/2
ternas por cada elemento, entonces tenemos en total
(n{n-1)(n-2))/2 ternas. Pero de éstas hay que quitar las que
se repiten y analizandolo, tenemos: Por ejempio para la
terna abc, formada de la pareja ab y agregandole ¢, hay 2
ternas mas que son iguales a ella y éstas son la bea tque la
contamos cuandoe al principio se quité a a) y la terna acb
{que contamos cuando quitamos al principio a by. For o
tanto estamos contando 3 veces cada terna, entonces debemos
dividir entre 3 para tener exactamente el numero de ternas
de un conjunto de n elementos que es:

© (n(n-1)(n-2)/2 )/3 = n(n-1)(n-2) / &

Que era lo que buscabamos.

Ahora veamos cuantos subconjuntos con 4 elementos tiene
un conjunto de n elementos.

Como en el caso anterior, quitemos del conjunto con n
elementos, uno de sus elementos, ahora con el nuevo conjunto

de n-1 elementos formemos las ternas, que ya sabemos que son

Ca-43 = (n-)n-22(n-3)) / 6 y hagamoes una lista con
ellag. Ahora a esta lista le agregamos el elemento que
habiamos quitadoe, por lo que tenemos una lista de

((n-1)(n-2)(n-3))/6 subconjuntos con 4 elementos, en donde
cada uno de ellos contiene al elements que habiamos quitado.
Pero todo esto podemos hacerlo para cada uno de los n

elementos del conjunto por lo que se tilenen en total:
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(n(n-1)(n=-2)(n-3))/6 subconjuntos con 4 elementos;i pero de
nuevo estamos repitiéndo muchos subconjuntos ! Contemos
ahora cudntas son las repeticiones.

Por ejemplo si queremos contar los subconjuntos de 4
elementos del conjunto {a,b,c,d,el.

Quitemos el elemento e y tenemos que las ternas del
conjunto {a,b,c,d ) son: ((4)(3)(2))/6 ternas como sigue:

abec , abd, bed, acd ; a éstas se les agregza el
e@lemento @ y tenemos los 4 subconjuntos siguientes:
{a,b,c, @}, {a,b,d, e},{(b,c,d, ©} ¥y (a,c,d, @)

Ahoqa quitemos el elemento d y tenemos que las ternas
de {a, b, c, e} son:

abe abe bce y ace zgregandoles d tensmos los cuatro
subconjuntos siguientes:
ta,b,c, d} , (a,b,@, d} , (b,c,®, d} v (a,c,8, d}

Quitando ahora al elemento ¢ tenemos : las ternas de
(a, b, d, e} son abd, abe, bde y ade y los subztonjuntos de 4
glementos son:
{a,b,d, ¢}, (a,b,e, ¢}, (b,d,e, ¢} y {a,d,8, C}

Ahora quitando al elemento b; las ternas de (a,c,d,e)
son:
acd ,ace, cde, y ade y los subconjuntos de 4 elementos s5on;
{a,c,d, b}, {3,c,e, b}, {(c,d,e, b} y (a,d,e, b}

Por Gltimo quitando al elemento a tenemos: (b, c, d, e}
cuyas ternas son: bed, bce, cde y bde por lo que los

subconjuntos de 4 elementos son:
{b,c,d, al},{b,c,e, a}, {(c,d,e, a} y (b,d,e, a}

Tenemos que son 4 subconjuntos con 4 elementos por cada
uno de los elementos del conjunto original, entonces son 4x5
= 20 subconjuntos. Veamos ahora las repeticiones:

El {a,b,c, e} se repite en {(a,b,e, c}, f{a,c,e, b} ¥y en
{b,c,e, a}

El (a,b,d, e} se repite en {(a,b,e, d}, (a,d,e, bl y en
{b,d,e, a)
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El (b,c,d, e} se repite en (b,c,e, d}, (b,d,e, ¢} y en
{c,d,e, b}

El (a,c,d, el se repite en (a,c,e, d}, {(a,d,e, ¢} y en
{c,d,e, al

El (a,b,c, d} se repite en (a,b,d, ¢}, {(a,c,d, b} y en

{b,c,d, a}
Por lo que en este caso debemos dividir entre 4 lia
cuenta que habiamos obtenido; esto es, el nfmero de

subconjuntos de 4 elementos de un conjunto con 5 elementocs
es (4x5)/74 = 5.

En general las repeticiones son: por ejemplo para la
"cuarteta™ {a,b,c, n} se tienen las repeticiones (a,o.n, ¢},
{a,¢c,ny, b} y (b,ec,n, a} ( y solo esas repeticiones ya que
estamos pgytiendo de ternas no ordenadas). Por 1o gque el
ndamero de subconjuntos con 4 elementos de un conjunto con n
.elementos es:

(M) (-1 (n-2)(n=-3)/(6x4) = (n)(n-11(n-2;(n-3)/(2x3x4a,

Veamoslo de otra forma. Llamemos Cn.* al numero de
subconjuntos de 4 elementos de un conjunto con n elementos.
Lo que queremos demostrar es gue:

Ch* = (M)(N-1)2(n-2)(n-3)/(2x3x4a)

Si n=4 es claro que solo existe un subconjunto de 4
elementos que es el conjunto mismo. Y en la fdrmula tenemos:
Ca* = (43(32(2)(1)/(2%3x4) = 1 , lo cual muestra que en este
caso particular es clerta. .

Ahora si n=5 tenemos que el nimero de subconjuntos de 4
elementos, ya sabemos, es 5; y en la fdrmula tenemos:

Cs* = (5)(4)(3)(2)/12x3x%x4) = 5 , que también funciona en
este caso.

Si suponemos que la formula es cierta cuando n=k,
debemos demostrar que para n=k+l también es valida.

Nuestra hipdtesis es Cu* = (k)(k-1)(k-2)(k=-3)/(2x3x4)

Notemos que todos los subconjuntos de un conjunto con k
elementos también son subconjuntos de un conjunto con k+l

elementos cuando se le agrega un elemento mas al conjunto
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original. Esto es, los subconjuntos de 4 elementos de un
conjunto con k+! elementos son todos los subconjuntos de 4
elementos de un conjunto con Kk elementos mas los

subconjuntos de 3 elementos de un conjunto con k elementos.

Es decir, si tenemos el conjunto {a,.,32, . « . 8,81} ¥y
queremos contar los subconjuntos de 4 elementos, podemos
contar los subconjuntos de 4 elementos de{a;,d82, « « . ,ac),

que seran los subconjuntos en que no aparece el elemento
8k+yy Y sumarle todos los subconjuntos de 4 elementos en que
g{ aparece a..i1, qQue serdn todas las ternas del conjunto
{a;,82y « + + ,8c). 0 sea:
Cevr®* = Cu* + C,3
Ya habfamos observado antes esta construccion, en el
problema de sumar nGmeros triangulares por ejemplo.
Por 1o tanto para obtener C..,* podemos hacer uso de
esta igualdad y tenemos:
' Ceor* = Cu* + Cu? = (K)I(k=1)(k=2)(k-3)/(2x3xa) +
(k) (k-1)(k-2)7(2x3)
[Ck)(k=-1)(k=-2)(k-3) + (4k)(k-1)(k-2)1/(2x3x4)
(K)(k=-1)(k-2)(k-3+4)/(2x3x4)
(k+1) (k) (R=1)(K=-2)/(2x3x4)

Que es la férmula que buscabamos para n=k+l.

Asi, lo que tenemos hasta ahora son las formulas para
subconjuntos de 2, 3, y 4 elementos de un conjunto de n
elementos. Ahora para subconjuntos de 5 elementos tenemos:

Llamemos C.®* el nGmero de subconjuntos de 5 elementos
de un conjunto con n elementos. Engonces estamos buscando

una fdrmula para encontrar C.%. De nuevo, empecemos con n's

pequefas para contarlos uno por uno. Por ejempio si n=b
tenemos:
Cs® = 1 ya que de un conjunto con 5 elementos solo

podemos formar ! subconjunto con 5 elementos.
Si n=6
De nuevo por la observacidn que ya hemos hecho antes:
Cu® = Cg3 + Cy* vy ya sabemos calcularlas, por lo que

Ced =1 + (5)(4)(3)(2)/(2x3%x4) = 1 + & = 6
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Si n=7

Cy% = Cu? + Co* =6 + (6)(5)(4)(3)/(2x3x4) = 6+15 = 21

Pero Jcual serd una fdrmula general para C,3 ?

Siguiéndo el procedimiento que haciamos antes, hacemos
una lista de los C,-:* subconjuntos de 4 elementos y a esta
lista le agregamos un elemento en cada conjunto con lo que
por cada elemento del conjunto original ée tienen C,-,*
conjuntos de 5 eiementos de donde tenemos n(C,-,*) conjuntos
de 5 elementos, perc debemos descontar las repeticiones que
son: ‘

Por ejemplo la quinteta <(a.,b,c,d,n) se repite en ias
quintetas: (a,b,c,n,d), (a,b,d,n,c, (a,c,d,n, b y
(b,c,d,n,a), (Como antes, hacemos la aclaracién de que solo
son esas repeticiones ya que estamos partiendo de cuartetas
no ordenadas y entonces no pueden aparecer, por ejempio. la
quinteta ( a,b,n,c,d) en las repeticiones porque querria
‘decir que las cuartetas (a,b,c,n) vy ta,b,n, c son
diferentes). Entonces el namero de cuartetas multiplicado
por n elementos, hay que dividirio entre 5 repeticiones de

cada uno. 0 sea:

Ch3 = nCh_,* = n(n-1)(n-2)(n-3){(n-4)
5 5x4x3x2
Otra manera de contar las repeticiones para una

quinteta dada es la siguiente:

Dado el conjuntoe {a,b,c,d} podemos agregar n (un
elemento mas) en cualquiera de las 5 posiciones siguientes:
(a,b,c,d,n}, (a,b,c,n,d}, (a,b,n, c,d}, {a,n,b,c,d} [}
{n,a,b,c,d) por 1o tanto, para cada conjunto de 5 elementos
que tengamos hay 5 repeticiones, entonces tenemos de nuevo
que:

Ca3 =2 (N)(Ca-y*)/5 = (MIN-1)(N-2)(n=-3)(n-41/(2u3x4x5)

Y en general podemos decir que Ca* = (M) (Ca-y*~')/K
donde (n)(Ch.,*"') son los subconjuntos de k elementos en
donde todavia hay muchas repeticiones y k son el ndmero de
repeticiones que hay en cada uno de ellos. Esto es, dado el

conjunto {a;,az, . . . . y8x-1} hay k distintos lugares en
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donde agregar el k'ésimo elemento, que producen el mismo
conjunto, o sea:
(A1 22000080158 ed=5{a1,821, 0480380 -1)50 0T (BL B y00esBu-1}
Y como podemos ir substituyendo C..,*-! tenemos en
general la siguiente fdormula:
Ca®* = (MI(Cr-y* " t)/K = (M)(N=-1)(Chruz®"2)/(k)(Kk-1) =
(M) (n-1)(n-2)(Cphs*-3)/(kI(Kk-1)(k-2) = ., ., , =
(n)(n-1)(n-2). . .{n-k+1)/0(k)(k-L)(K-2)., . .(2)
Veamoslo ahora de otra forma mds y demostremos que
esta fdrmula es cierta siempre, es decir, hay que demostrar
que para todo n en los nGmeros naturales sucede que:
Ca* = M)(n-12(n-2) ... (n-k+1) /7 (k)(k=-1)(k=-2) ... (2)
Demostracion por induccidn en k.
Si k=4 queremos encontrar C.' que ya sabemos que es n
para cualéLiera que sea n; y por la fdrmula tenemos:
Cat = (n-1+1)/1 = n Por lo tanto es cierta la proposicion
'para k=1
Hip6tesis de Induccidn: para k=i
Coa' = (M(N=-1)(N=-2)...(n=1+1/7C(1)C1-1)...(3)(2)(1)
Por demostrar que para k=i+1 es «cierta también Ila
proposicidn.
Sabemos que C,'*! = Ch.'*t' + Ch.y! entonces
por la hipdtesis de induccién tenemos:
Cal*t = [(n=-1)(n-2). . . (n-1-L)/7C1+XC)C-1), .. (220101
+ [n-1)(n=2),..(n-D)/7()CI=-1)(1=-2)...(2)(L)]) =
[(n-1)(n-2)...(n~-1-1) + (l+1{(n-1)(n-2)...(n-l)]/
[C1+)CYCl-1) (-2, .. (2)(1) ) =
[n-H(n-2)...(n=-DI1C1+4+n-1-1)/C1+HH X CT-1) ... (2) (1)
[Mn-)(n-2)...n-11/70CE+1) L) CL=-1). 0. (2)(1)]
In(n=-1)(n-2)...n~1+1-1D3/0C1+DC1XC1-1) ... (2)(1)]

Que es lo que se queria demostrar.

De manera que ahora ya tenemos una fdrmula para contar
el nGmero de subconjuntos de k elemento+s de un conjunto con
n elementos y con ésta podemos responder a la pregunta de
dcudntos subconjuntos tiene un conjunto con n elementos? que

hahia auedado pendiente en el primer capitulo.
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Ahora si, la respuesta por este caming es:

Ca® + Ca' + Cp? + . . o # Ca* + . . . % Cyn

Donde C,° = 1 ya que es el subconjunto que no tiene
elementos o sea el conjunto vacio.

Por lo que tenemos:

Ch® + Cat + Ch?2 4+ . , , + Can=t &+ Cyn = 2n



PROBLEMA.

Si por alguna razdén nos interesara ahora el orden en
qQue aparecen los elementos, <Zcuantas parejas podemos tener
de un conjunto con n elementos?

Como nos interesa el orden, son diferentes las parejas
(a,b) y la (b,a) de modo que por cada pareja gque tengamos
(de las que ya sabtamos contar) ahora tendremos 2 parejas
distintas, esto es:

8i Ch® es el ndmero de parejas no ordenadas, entonces
2CA2 es el numero de parejas ordenadas distintas que podemos
tener, o sea:

2CA=2 = 2(n(n~-1)/2 = n(n-1)

Y si ahora nos preguntésemos el numero de ternas
ordenadas de un conjunto con n elementos, lo que hacemos es:
comp ya conocemos el ndamero de ternas no ordenadas, ahora
salo tenemos que buscar el orden, esto es:

For ejemplo en un conjunto con 4 elementos sabemos que
hay Ca4™ ternas no ordenadas y si queremos contar las ternas
ordenadas de ese mismo conjunto, no debemos quitar las
repeticiones que quitabamos cuando contamos Ca™. De manera
que si tenemos la terna no ordenada abc, tenemos las ternas
ordenadas: acb, bac, cab, bca cba. Asi, por cada terna no

ordenada se tienen &6 ternas ordenadas distintas, por lo que

el nimero de ternas ordenadas es 6(Ca™) = &4L(4) (3)(2)/61 =
249 . Y en general el namero de ternas no ordenadas de un
conjunto con n elementos es 6(Ch3) = n(n-1){(n-2), que es lo

mizmo si pensamos en el namero de parejas ordenadas de un
conjunto con n-! elementos y las combinamos con cada uno de
los elementos de un conjunte con n elementos, ya que
(n-1) (n—-2) son las parejas ordenadas de un conjunto con n—1
elementos y a cada una de ellas la vamos a juntar con uno de
los n elementos del conjunta, por lo que el numero de ternas
ordenadas de un conjunto con n elementos es n(n—-1) (n-2).
Ahora para encontrar el namero de "cuartetas" ordenadas

de un conjunto con n elementos, tenemos:
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Ya sabemos el namero de “"cuartetas" na ordenadas, vy
sabemos tambhién cudntas son las repeticiones de cada una
(que ya contamos en el problema del principic de este
capitulo), entonces el numero que buscamos es:

28(Ch*) = 240N (N-1) (N-2) (N-3) / (4x3x2) ] =

n{n-1) (n-2) (n—-3)

Si llamamos On* al nameroc de ordenaciones de Kk
elementos tomados de un conjunto con n elementos, tenemos
gue lo que hemaos encontrado hasta ahora es:

0% = nin-1) , 0.5 = n(n=-1(n-2) y 0,°

1]

nin-1) (n-2) (n-3)}

Que son las parejas ordenadas de un conjunto con n
elementos; las ternas ordenadas de un conjunto con n
elementos ¥ las "cuartetas" ordenadas de un conjunto con n
elementos, respectivamente.

Fademos conjeturar entonces que:

On™ = n(n-l)(n—2)...(n-(kf1))

Ahora debemos demostrar la conjetura para cualquier k
en los ndmeros naturales. ‘

Ya sabemos que si  k=2,3,4 la fdrmula es cierta,
entonces debemos demostrar ahora gue, si es verdadera para
alguna k entonces es también verdadera para la siguiente, o
sea .que es cierta para k+l.

Tenemos por hipdtesis que Da* = n(n-{) (n-2)... (n—(k=1)}.

Tomamas una e esas ordenaciones y le adjuntamos uno de
los n-k elementos que sobran en el conjunto y tenemos asi
una ordenacion de k+1 elementos, esto lo podemas hacer con
cada uno de los n-k elementos, y para cada una de las
ordenaciones de k elementos tomados del conjunto con n
elementos. For lo que:

Onk+t = 0a% (n-k) = n{n-D)(n-2)... (n—=(k=1))2(n=k) =

AN-12(n=-2) ... (n=CCk+1) =122 = ni{n-1) (n~-2) ... (n—(k~-1))

Que ez a lo que gueriamos llegar, por lo tanto es
cierto que para toda k en los nimeros naturales se tiena:

O0a* = nin=-1)(n-2). . .{(n—(k—-1))

Tenemos ya algunas formulas muy usadas en la

Combinatoria y Qque nos ayudaran a resolver problemas cuyo
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comportamiento sea semejante a los que ya hemos resuelto.
Esto es, existen praoblemas "“tipo" para los cuales conviene
tener una fdrmula que nos ayude a avanzar en la resolucion
del problema, una vez que hemos analizado que su
comportamiento es el mismog. Por ejemplo, ya hemos resuelto
con todo detalle el problema de contar el n@mero de ternas
de un »conjunto con n elementos, si por alguna razon, el
procedimiento para resolver otro ptroblema nos lleva a tener
que contar C,¥, ya no tenemos que volver a hacerlo "a pie',
sino que Yya podemos aplicar la férmula gue hemos demostrado
que vale para cualquier valor de n en los numeros naturales.
Lo mismo ‘sucede con la fdrmula de 0.% , ya que existen
muchos problemas que se resuelven de la misma manera Yy
teniendo una fdrmula general, podemos avanzar mucho mejor
en los problemas de las matemdaticas. Lo que debemos tener
claro es que cuanda querramos aplicar tal o cual formula
para resolver un problema, debemos estar seguros de gue el
comportamiento del problema es totalmente equivalente al de
aquél que qgenerd la fdrmula o aquél por medio del cual la

descubrimos o bien a aguél gue nos sirvid para demostraria.
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PROBLEMA

En un campeonato de fatbol participanw17 equipos. Los
premios son medallas de oro, de plata y de cobre para los 3
primeros lugares. Suponiendo que no puede haber empates, ide
cuantas formas distintas pueden ser distribuidas las
medallas?

Representemos en un casillero los 3 lugares de los
ganadores como gigue:

0RO PLATA COBRE

Para que la primera casilla se ocupe, hay 17
posibilidades distintas de hacerlo (cualquiera de los 17
equipos). Una vez que un equipo ha ocupado e! primer lugar,
hay 16 posibilidades de ocupar el segundo lugar y por wultimo
ya que hay 2 equipos designados como primer y segundo lugar,
gsolo quedan 15 pogibles equipos para ocupar el tercer lugar.
Dado que por cada uno de los {7 posibles equipos para ocupar
el primer lugar existen los 16 posibles para ocupar el
segundo y por cada uno de estos existen 1los 15 para el
tercero, tenemos que el nimero de formas de escoger los 3
lugares es:

(17)(16)(15) = 4080

Notemos que este es un caso particuiar de las 0,° , ya
que estamos buscando ternas ordenadas de un conjunto. Esto
esg:

Sea (a,,32, . . . ,a;7) el conjunto de los 17 equipos.
Las ternas a,aza; y R:28,85 , por ejemplo, son distintas
para este problema ya que no es lo mismo que a, tenga la
medalla de oro y a: la de plata, que a, tenga la de plata y
a; la de oro; por lo tanto si nos interesa el orden de las
ternas. Entonces queremos encontrar 0,;® que por la formula
que ya conocemos es:

0,73 = (17)(17-4)(47-2) = (417)(16)(15) = 4080

Por lo que hay 4080 formas distintas de distribuir las

medal las.
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Con lag fdrmulas que hemaos encontrado, podemos resolver
muchos problemas clasicos en el analisis combinatorio, solo
que no debemos buscar encajar luego luego una fdrmula asi
como asi, debemos analizar el problema y solo después de
egsto aplicar las ftérmulas si es que alguna noa airve, o
alguna combinacidn de ellas, etec.

Veamos algunos problemas mas para ir avanzando en el
andlisis y comportamiento de ios problemas y en la

aplicacidn de las fdérmulas.
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PROBLEMA.

Dada una pareja como (a,b) <ide cuantas formas se pueden
ordenar sus elementos?

Solo de 2 formas: (a,b) y (h.a).

8i se tiene una terna como (a,b,c) ide cuantas formas
58 puepden ordenar de 3 en 3 sus elementos?

Haciendo las ternas tenemos:

{a,b,c), (a,c,b), (b,a,c), th,c,a’, (c,a,b) y (c,b,a)

De & formas distintas.

Y si tenemos un a n-—ada, <{de cuantas formas se pueden
ordenar de n en n sus elementos?

Tenemas una forma para pensar como hacerlo @n general.

Dada una cajita con n lugares d<de cuantas Tformas
podemps llenarla tomando a sus elementos de un conjunto gue
tiene n efémentos?

ta. 2a. 3a. . . - na.

Para llepar la primera se tienen n posibilidades, pero
una vez 1lleno el primer lugar, se tienen solo n-1 elementos
para escoger uno que llenara el segundo lugar, para llenar
el tercer lugar ya solo se tienen n-2 posibilidades y asi
sucesivamente para los demas lugares.

Por ejemplo. Dada una cajita con 4 lugares, tenemos 4
maneras de llenar el primer lugar, pero una vez lleno éste,
tenemos 3 formas de llenar el segunda lugar, 2 formas para
llenar el tercera y salo una para llenar el cuarto lugar. 0O
sea: .

4x3x2x1 = 24

Hacienda, como antes, una tabla para tratar de
descubrir el comportamiento tenemas:

Sea Pn, &l numero de formas distintas de permutar los n
elementaos de un  canjunto. Es decir, sea Fa= las
permutaciones de un conjunto con n elementos, que es lo
mismo gue wveniamns llamandole ordenaciones de n en n de un

conjunto con n elementas.
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Py es claro que es 1

Pz ya lo habfamos calculado y son 2

Px también habiamos contado ya, y son &
Pae nos did como resultado 24

Entonces tenemos la siguiente tabla:

n Pr
1 1
2 2
3 b
4 24

{Cudl es el incremento de un renglén a otro?

n Pn INCREMENTO
Ve
1 1 -
2 2 n 2
3 & ® 3
) 24 ¥ 4

Vemos que la regla de crecimiento es, el renglaon

anterigr multiplicada por la n en cada renglan.

Ya contamos wna a una las ternas, y nos dio & formas
distintas de ordenarlas. Cuando tenemos 4 elementos a
ordenar, resulta que para cada uno de estos 4 elementos
existen & formas de ordenar los otros 3 elementos del
conjunto, o sea:

Sea {a,b,c,d} el conjunto a ordenar, para tener el
conjunto ordenado con el elemento a en primer lugar se
tienen & posibilidades que son las formas de ordenar el
conjunto {b,c,dX, el namero de ardenaciones que tienen en
primer lugar al elemento b tambien son 6 (lags formas de
ordenar el conjunto {a,c,d’ y asi sucede para cada uno de
los cuatro elementos, teniendo como resultado; 4 elementos
del conjunto, por &6, que es el namero de farmas de ordenar

un conjunto con 3 elementos, nos dan 24 formas.
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El resultado gque acabamos de observar nos lleva a
formular la siguiente conjetura:

Pn = n{Pn_y)

851 ya tenemos escritas las permutaciones de n-1i
elementos y nos dan un elemento mas, las permutaciones de n
elementos seran n(fFn_1) porgue por cada una de las
permutaciones de n-1 elementos hay n formas de incluir al
nuevo elemento: al principio, en el seqgundo lugar, en el

tercera, « = « 3y 2n &2l Gltimo

0 N U o A

nv:io n- -'\\ISC\(&b mIvo n-qu ‘s

0 1 A 0 P 0 I W 0 1
t - — — . - Lot
v en-3 lyrares n-t lugares Avevd

) Y como esto sucede para cada una de las distintas
formas de permutar un conjunto de n~1 elementos, se tiene
que es cierto que n{Pa.,) = P..
) Entonces ya sabemos calcular F.,. para cualgquier n . Faor
ejemplo para permutar un conjunto con 5 elementos tenemos:
P = S{(Pa, = 5(24) = Sndn3x2
Ahora como notacion escribiremos:

Pa = min-12x%(n~2)%n. . x3Ix2%1 = n!
n! se llama “factorial de n" & "n factorial®

PROBLEMA.

¢(Existe alguna fdrmula para calcular n! #

Cuanda vimos el sequndo problema del Fin Fon, teniamos
que hacer la suma 1+2434+. . .40 y encontramos una fdrmula
(n{n+1)/2 que nos proparcionaba rapidamente este resultada.
Ahora nos preguntamos si  existirda alguna farmula para
encontrar rapidamente el producto 1x2x3x...un.

iPadrad el lector encontrar alguna formula gque nos

proporcione al menos una buena aproximacidn a n!?
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Sabemos que exlsten ftdrmulas aproximadas para calcular
el producto de loz n primeraos numeros naturales, una de
ellas, que nos proporciona una buena aproximacidn a n! es
la que se conoce como la fdrmula de Stirling'*¢’, que es la
gsiguiente:

n! & J2nn n" e-"

Una convencidén que debemos hacer para que la igualdad
n! = n(n-1)! que hemos cobtenido siga siendo vallida para
todos los numeros naturales es, que cero factorial debe ser
igual a i, esto es:,

ot = ¢

Es interesante la discusisn en torno a esta convencioan.
P, = las permutaciones de un conjunto con cero elementos y
como no tlene elementos la unica forma de ordenarlos es
dejarlos como estan, o sea P, es i. Tambi=n para n=1 debe
suceder que P, = 1(P,) y como 1! ya sabemos que es 1 enton
ces: 1t = 1(0!) = 1 entonces tambien por este lado vemos
que 0! debe ser 1.

Por necesidad y para "simplificarse las cosas"™ se

conviene que 0! = 1

Ejemplo.

¢De cuantas formas se pueden colocar en e! tablero de
ajedrez 8 torres de tal forma que no esten en una misma
horizontal o en una misma vertical?

Hagamos una sucesion de 8 cajitas. Cada una representa
las hileras verticales del tablero de ajedrez y numeremos de
1 a 8a las hileras horizontales del tablero. E! problema
ahora consiste en llenar las cajitas con los numeros del 1
al 8. Asi, una disposicidén come 2,1,3,4,5,6,7,8 significa

que en la primera vertical se encuentra una torre en el

tvas Stirling, James. Matematico Ingles (1692-1770).
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segundo lugar, en la segunda vertical esta una torre en el
primer lugar, y asi sucesivamente, o sea que la posicion
que se describe en el tablero es la siguiente:

NENE
R

wN
N

]

Y es claro que es una de las soluciones al problema.

Entonces el problema consiste en contar d&de cuantas
formas se pueden llenar B cajitas con los nimeros del 1 al
8?7 o bien, <¢de cuantas formas se pueden permutar 8
elementos? Y la respuesta nos la da luego luego la tdormula

de las permutaciones o sea:

Ps = B! = Bx7x6x5x4x3x2x1i = 40320 formas de hacerlo.
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" PROBLEMA.
éCuéntos miembros puede tener un club si en las

credenciales solo es posible tener ndmeros con 5 cifras?

Empecemos por preguntarnos dcuantos miembros tendria el
club si solo se permitieran nimeros de credenciales con 1
cifra?

Ea claro que el c¢lub tendria como maximo solo 10
miembros, o sea los que tuvieran las credencliales:
0,1,2,3,4,5,6,7,8 y 9.

Ahora, 31 se permitiese que las credenciales tuviesen
nameros de 2 cifras, <J<cudntos miembros tendria como maximo
el club? -

Podemos de inmediato pensar en los numeros de 2 cifras
con digitos del cero al nueve, y tenemos asi que las
credenciales permitidas serian: 00, O0f, 02, 04, ... ,98 y
99. Y esta lista, sabemos que contiene 100 elementos.
Entonces el club tendria como maximo 100 miembros.

S1 se permitiera que las credenclales tuvieran ndmeros
de 3 cifras, icudntos miembros podria tener el club? De
nuevo pensamos de inmediato en los ndmeros 000, 004,002,
003, 004, ... , 100, 101, 102, ... , 998 y 999. Y el nuimero
total de ellos es 1000, de wmodo que el club podria tener
hasta 1000 miembros.

Si siguiéramos de esta manera, para 4 cifras
tendriamos que contar cuantos ndmeros hay en la lista
giguiente: 0000, 0001, 0002, ... , 9998 y 99939. Y ya sabemos
que en esta lista hay 10000 nimeros (desde el cero hasta el
9999). Por lo que podria haber 10000 miembros en el club con
credenciales de 4 cifras.

Hagamos una tabla de los resultados que hemos obtenido:
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& DE CIFRAS PERMITIDAS ¢ DE MIEMBROS DEL CLUB
1 10
2 100
3 1000
4 10000

éCudnto deberda ger para § citras?

Eg de esperarse que el resultado sea 100000 por lo que
se observa en la tabla. Y efectivamente resulta que los
nimeros de 5 cifras son los de la lista: 00000, 00001,
00002, ... , 99999 que zon exactamente 100000 (desde el O
hasta el 69999).

Y con esto damos respuesta a la pregunta y sabemos que
en el club puede haber a lo mas 100000 miembros.

Ahorn, 8! gse nos pregunta J{cuantos miembros puede haber
en un club donde las credenciales tienen un numero k de
cifras? icudl serd nuestra respuesta?

Obgservando la tabla tenemos una hipdtesis que se
comprueba en estos 5 casos, que es:

Dado un namero de cifras permitido n, el niamero de

miembroa que puede tener el club es 10",

. Entonces si nuestra hipdtesis fuera cierta para
cualquier ndmero natural, ya tendriamos la respuesta y
.contestariamos simplemente que e! «club podria tener hasta

10 miembros.

Ahora veamos el problema con otro esquema. Por ejemplo,
para contar cudntos miembros puede haber en el club si salo
se permiten credenciales con 2 cifras, podemos pensar que
los nameros de credenciales se forman mediante llenar con
cualquiera de losg 10 digitos, los lugares de un casillero de
2 lugares. Esto es, sea _ _ el casillero con 2 lugares en
donde colocaremos los nimeros. Debemos contar de cuantas
tformas distintas podemos colocar los 10 digitoa en los 2
lugarez del casillero.

Para calocar wuna cifra en el primer lugar tenemos

cualquiera de los 10 digitos (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) y una vez
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que hemos colocado !a primera cifra, tenemos otras 10
opciones para llenar la segunda casilla (de nuevo cualquiera

de los 10 digitos). Notese que no importa cual de las 10

cifras hayamos escogido en el primer lugar pra que en el
segundo también tengamos 10 cifras para escoger, ya que
podemos repetir los numeros, esto es, el numero 77 por

ejemplo puede ser un niamero de credencial, y no importa que
se haya repetido la eleccion para el primer lugar con la
eleccidn para el segundo.

De modo 4que por cada una de las 10 cifras que podamos
escoger en el primer lugar, tenemos 10 cifras para escoger
en el segundo. En consecuencia, el numero de credenciales
con 2 cifras que puede haber es 10 x 10 = 10 = 100.

Para el caso en que se permita tener credenciales con 3
cifras, tenemos un casillero con 3 lugares. Para llenar el
primer lugar hay 10 opciones (los 10 digitos) y por cada uno
de los digitos que escojamos hay 10 opciones para llenar la
segunda casilla; wuna vez llenas tas 2 primeras, hay 10
opciones por c¢ada una de las elecciones hechas para las 2
anteriores, para llenar la tercera casilla. Esto es, hay
(10 x 10) x 10 = 10°* = 1000 formas distintas de llenar tres
casiilas con uno de los 10 digitos en cada una. 0O sea si se
permiten credenciales de 3 cifras puede haber hasta 1000
miembros en el ciub.

Siguiendo asi, si gse permiten credenciales con k cifras
tenemos que llenar un casillero de k lugares y en cada uno
podemos poner cualquiera de los 10 digitos. Para llenar la
primera casilla hay 10 opciones, para la segunda ( no
importando que haya sucedido en la primera )} hay {0
opciones, para la tercera también hay 10 y asi sucesivamente
para la k'ésima hay 10 opciones también, independientemente
de qué hayamnos escogido en las k-1 anteriores. De manera
que se tienen un total de 10 x 10 x 10 x ... x 10 = 10O
tformas diferentes de llenar el casillero y por consiguiente

en el club puede haber hasta 10* miembros.
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Si por alguna razén, en el nimero de credenclales del
club no se permitiese que hubiera ningdn namero con la cifra
8, <(cudntos miembros podria tener el club si el namero de
cifras puede ser k?

El problema cambia salo en el numero de opciones que
tenemos para llenar los lugares del casillero. Ahora solo
hay 9 opciones para cada uno de los k lugares del casillero,
de modo que el nimero de credenciales sin algin 8 es:

9 x 9 x9 x ... x 9 =9

Si llamamos OR.* al ndmero de ordenaciones con
repeticidn de n elementos tomados de k en k, notemos que lo
que hemos hecho en el problema de las credenciales del club,
es calcular las ordenaciones con repeticidn de 10 elementos
tomados de 5 en 5 en el primer caso y las ordenaciones con
repeticidn de 9 elementos tomados de k en k en el segundo, o
sea: OR,o® en el primeroc y OR+:* en el segundo.

Ndtese que se |laman ordenaciones con repetician porque
estd permitido repetir los elementos en uné ordenacicn, el
nimero de veces que sea necesario, es decir, para el primer
caso del probliema de las credenciales, los ntmeros 12312,
33312 y 33333 pueden ser nuameros de credenciales.

_Ndtese también que por todo lo que hemos hecho, hemos
demostarado que OR,* = n*

Dejamos como ejercicio para el lector demostrarlio por

induccidn.
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PROBLEMA.

Se gienen en el plano n puntos de los cuales ninguna

terna es colineal, excepto m puntos que pertenecen A una

recta,
-
’ . - /
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- ?
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éCon cudntas rectas podemos unir estos puntos?

S1 no se tuviera la restriccicn de los m puntos
colineales, con los n puntos tendriamos que formar todas las
parejas, o sea C.? (las posibles rectas). A este ndmero
tenemos que restarle las parejas que forman entre si los m
puntos colineales, que san C.? y a8 que por ser colineales
solo definen una recta y no C.? rectas. Y por udltimo debemos
susar la recta que definen los m puntos colinealea. Por lo
que el nimero de rectas con las cuales podemos unir estos
puntos es:

Ca? =~ Cu? ¢+ ¢

Otra pregunta para este mismo problema es: ZCuantos
triangulos distintos podemos formar con vertices en dichos n
puntas?

Sin tomar en cuenta la restriccicon de los m puntos
colineales, el namero de triangulos es C.*, pero sl tomamos
en cuenta la restriccidn, tenemos que restarle el numeroc de
triangulos que no es posible que se formen, esto es, las
combinaciones de m elementos tomados de 3 en 3 porque las
ternas de los puntos que son colineales mno forman
tridngulos, por lo tanto el numero de triangulos es:

Cn? - C.t
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PROBLEMA.

Demostrar que I(-1)*C.* .o n-o,t....:n es cero para
toda n en los nlmeros naturales.

Como siempre, empecemos por hacer una lista con los
primeros casos para buscar un procedimiento general.
n=0 ge tiene: (-1)°C,¢ = ix0 = O
n=1 Tenemosg: (-1)°C;° + (-1 C,t = { - { =0
n=2 (=1)°C:° + (~-4)'C;' + (-1)2C;% =41 - 2 -1 =0
n=3 (-1)°C3® + (-4)'Cst + (-1)2C3% + (-1)3C33% = 1-343-1= 0
n=4 (-1)°Ca® + (-L)Cet + (-1)23Ce% + (-1)3C% + (-1)4Cy* =

1 -4+6-4+1=0
n=s EC-1)*Cs* can weo,1,...,5 =1 -5+ 40 - 10 +5 - 1 =0

Vemos que en general hay 2 'casos: cuando n es par y
cuando n es impar.

Si n es impar, tenemos n+l! sumandos de los cuales
(n+1)/2 son positivos y (n+1)/2 son negativos y ademas por
1a identidad C.*= C,"-* tenemos que los (n+i1)/2 negativos
son exactamente los mismos que los (n+1)/2 positivos, por lo
tanto la suma es efectivamente cero.

Ahora veamos qu2£ sucede si n es par.

Sea n=2m por lo tanto hay 2m+i sumandos y e! de
enmedio es el sumando es el sumando numero m+l .

De los 2m+!1 sumandos, m de ellos son iguales, incluso
en signo, por pares (ya que C,*=C,"-*) y queda sin pareja el

sumando de enmedio, entonces tenemos:

EC-1)*Co* can woo,t,.nven = 2(EC-12"Co® can xeb, 100,023
+ (-1)*C,*» =
Sustituyendo en cada sumando la férmula C.* =Cn.,*"' + Co-.*
tenemos:

2[Ca -1 %2-(Ch-,°+C, . Y) + (Co. ' +Ch-®) + ... +
(102" (Cru 1 ®"24Ca.*~ )] + (1) (Cu- "t #Ca ") =
De donde, quitando paréntesis tenemos:
20Ch-19-Cn-12=Cno gy 14Ca - 1 4C, 13 -Cru 3t (=1)2"1Cr 2724
(=4)*-'Ch "t + (1) (Cpy*~t + Choy*) =
Cancelando términos semejantes:
2(-1)"'Choy®=t 4+ (~1)2Ca. "t + (-1)2Ch.,* =
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Sacando como factor comdn a (-1)"-!' resulta:
(-1)*°1(2C,-,°"* -Co-1*"' -Ch-y®) =
(-1)*- 4t (Ca-r®" ! = Caun ) y coes n=za
(1)1 (Caa-1* ' = Cza-1") = (-1)+-2(0) =0 ya que:
Cia~-1""t = Capu-2%-31"te-t) = Cpa.,* (o sea que m es

el compiemento de m-1 para tener n-1 elementos)

Por lo tanto queda demostrado en general que

Z(-1)“Ch* can wr0,1,.0.,n =0
Observacion.

Cuando veamos la formula del binomio de Newton, se vera
otra demostracidn de @este problema. También con los
ejercicios 18 y 19 del final de este capitulo, se puede

encontrar otra forma de demostrar este hecho.
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Demastrar que Ca¥ = nt /7 (n—-k)! k!

Sabemos que Ca* = n(n-1) (n-2)...(n—k+1)

k{k=1) (k=2) ... (3)(2)

entonces multiplicamaos arriba y abajo por (n-k)! y tenemos:

n{n—1)(n-2) ... (n-k+1)(n-k)'! = n!

k(k-1) (k=2) ... 3 (2) (n-k)! (n-k) k!

Asy,

tenemos ya otra manera de escribir a Ch*.
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RECORDANDO EL. SEGUNDO PROBLEMA DEL PIN PON.

Recordando el segundo problema del Pin Pon en donde se
enfrentan todos los jugadores contra todos, veamas ahora una
interpretacion diferente que observé un alumno nuestro.

Suponiendo que una secretaria nos ayuda a hacer
tarjetas que indiquen los 2 nombres de los participantes en
un partido, esto es, en cada tarjeta estaran escritas 2
nambres (estas seran las tarjetas de participaciones, decia
el alumna).

Ya sabemos, por lo que hemos discutido antes, que
cuanda la secretaria haga todas las tarjetas de
participaciones habra en total n(n-1)/2 tarjetas gque son
el namero de partidas que se efectuan cuando hay n jugadores
inscritos. Ahora contémoslo de otra manera.

Cuando la secretaria haya terminado de hacer las
tarjetas, habra escrito n(n-1) nombhres en total, ya gue hay
n participantes y cada uno debe jugar contra n-1 jugadores.
Esto es, por ejemplo el nombre de Juan Férez lo ha escrito
n-1 veces, una paor cada partida que juega Juan Férez, y esto
sucede para cada uno de los n jugadores.

El namero de tarjetas es Ch=® = (M (n-1)/2 , gque ya
sabfiamos, y 2 naombres en cada tarjeta, por lo tanto tenemos
que:

nin-1) = 2(C,a2) que es el nidmero de nombres que ha
escrito en total la secretaria.

En esta manera de ver el probléma, tenemos er. cada
tarjeta una pareja de jugadores y en total el noamero de
tarjetas es el namero de parejas que pusden formarse de un
conjunto con n elementas que es Ch® . <‘Queé sucedera si
ahora queremos ver cual es la relacion que héy con Ca* 7 O
mas bien, Z‘cuantos nombres escribira la secretaria si ahora
se tienen Cnh* tarjetas en las cuales hay k nombres en cada

una?
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1y}

— k nombres

— Kk nombres

<« < P

Cn* tarjetas : < — k normbres
éé — k nombres
o =
Hay k nombres en cada tarjeta y son en tatal Cp*
tarjetas, por 1lo tanto hay escritaos en total k(Cak)
nombres.

Pero {cuantas veces esta escrito cada nombre?

Cada nombre estd escrito en una tarjeta junto con k-1
nombres mas, pero en esos k-1 nombres deben estar todas las
combinaciones de n-1 nombres 'escogidos de k-1 formas, esto
es, de los n nombres qguitamos el que nos inteeresa y
formamos todas las formas de escoger k-1 nombres con el
resto y para cada una de estas formas existe una tarjeta en
donde estan escritos los k-1 nombres y también el que
quitamos al principio. 0 sea que cada nombre esta escrito en
Ch—-1™—* tarjetas. Y como tenemos en total n nombres,
entonces la secretaria ha escrito en total N(Ch_a™—1)
nombres. De donde tenemos que:

k Cak =n Caogxt para k y n en los nuameros
naturales.

Anora, icdmo lo demostramos de otra forma?

Demostracidn.

Sabemos que Gk = n(n—l)(n—2)...(n—k+1)/(k)(k—i)..;(Z)(l)
entonces k(Ch*)=n{(n-1) (n-2)...(n-k+1)k /(K (k-1 ... (2 ()=
nln-1) (N=2) ... (n=k+1) 3/ (k=1) (k=2) ... (2) (1) = PRCh-y™*—*

Tenemos ahora una férmula combinatoria que puede sernos

atil después.
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PROBLEMA.
Demostrar por férmula, por induccidn y/0
conceptualmente que
Cam+t = {{n-m)/(m+1)IC,™
Demostracidn.
Por la fdrmula de combinaciones tenemos:
Cam** = n(n-1) (n-2)... (n—-m—1+1)/ (m+1) {m) (m-1) ... (2) (1)
n(n—l)(n—2)...(n—m—1+2)(n—m)/(m+1)(m)(m—1)...(f)(l)
C{n—m)/(m+1) 1C,™

Conceptualmente:

Demostracidn.

Tenemos un conjunto con n elementos y formamos los
subconjuntos de m elementos {(conm fn ) o sea Ch™. S5i a
cada una de las combinaciones de m elementos le adjuntamos
sucesivamgnte un elemento de los restantes (n-m), que no .
aparecieron en dichas combinaciones, formaremos todas las
posibles combinaciones de n elementos tomados de (m+1) en
(m+i) elementos; o sea C,m*?%

Cuando tomamos en esa forma las nuevas combinaciones,
cada una de ellas aparece m+l veces repetida. Para verlo
mejor veamos qué ocurre con una combinacién particular, por
ejemplo la combinacidn (1,2,3,...,m,m+1) esta puede
aparecer de cualquiera de las m+l formas siguientes:

A la combinacion (2,3,...,m,m+i) agregandole el elemento 1,

a la combinacién (1,3,...,m,m+1) agregandole el elemento Z,
.

a la combinacidn (1,2,3,...,m-1,m) agregandole el elemento

m+l.

De donde vemos gque se repite m+l veces cada una,
entonces tenemos que dividir el namero de combinaciones
encontradas por las m+l repeticiones.

También tenemos que cada uwno de las combinaciones de
C~™ genera, n—-m nuevas combinaciones de m+l elementos con el

procedimiento antes descrito por lo que tenemos que se
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forman (H—m)Cnm nuevas combinaciones de m+1 elementos pero,
por lo que se vid en el parrafo anterior cada una de ellas
esta repetida m+1 veces, por lo tanto tenemos:

Cam™t = [{n-m)Cn™1/(m+1) = [(n—-m)/ (m+1)IC,™

Tenemos asi, una nueva forma de encontrar Chm? a

partir de C.™ .
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PROBLEMA.
Demostrar, usando 1lo que ya se sabe de combinatoria,
que -
kCn* = (n-k+1)C,*"!
Demostracidn.
Sabemos que Co®**! = [(n=-m)/(m+i)1C."
" entonces (m+1)Co**t = (n-m)C,*

g8{ k=m+1 entonces m=k-1 y tenemos
kCn* = (n-k+1)C.* !
por lo tanto tenemas también

(n-k+4)C,* -t = nCh.*-

{Podrémos demostrarlo conceptualmente?
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Recordando el problema de las rutas de una ciludad:

TRIANGULO DE PASCAL Y FORMULA DEL BINOMIO.

Recordemos que en el problema de lag rutas en una
cludad (que vimos en el capitulo 1), dejamos pendiente la
pregunta <Jcudntos caminos minimos hay para llegar a la
esquina (1, J)? sea cual sea la esquina de que se trate y sin
construlr el esquema de todas las esqulnas anterlores a
ella.

Una vez que hemos encontrado en general cuanto es C,*
ya podemos encontrar la respuesta que buscabamos.

Habfiamos planteado que era necesario encontrar el
namero de formas de colocar 1| flechas haclia la derecha y }
tlechas hacia arriba en un casillero de {+j lugares y esto
lo podemos*® escribir como C,.,* que es lo mismo que C,.,?' ,
entonces el nGmero de caminos minimos para llegar a la

esquina (i,]J) es:

Ciey! =(1*l)!
13!

Y siguiendo con e! problema de las rutas de una ciudad,

también alli vimos que podiamos tener un esquema con el

namero de caminos minimos para llegar a cada esquina, como
sigue:

1 5 15 35 70

1 4 10 20 35

1 3 -] 10 15

b 2 3 4 5

1 i 1 1 1

s

noteero de casailnoa af{nieas sn cAda enkquina
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De donde podemos ver que se obtiene el tri&ngulo
canocido como triangulo de Pascal'!'!’, y que quiza todos ya
conozcan y recuerden como se calcula o incluso, hasta
recuerden para qué sirve.

En e! problema que estamos recordando, encontrameos que
para llegar a una esquina dada, se necesita sumar el # de
caminos minimos para llegar a la esquina de la izquierda de -
.ella mas el # de caminos minimos para llegar a la esquina de :
abajo de ella; notemos que esto no es otra cosa mas que la
regla para encontrar el tri&ngulo de Pascal. 51 en el
esquema anterior, gliramos hacia la izquierda wunos 45°, lo

que obtenemos es el siguiente esquema:

1 6 15 20 15 6
1 5 10 10 5 1
ie 4 6 4 1
b 3 3 1
i 2 1
1 1
b

Que ahora si podemos reconocer como el tridngulo de
Pagcal que generalmente nos ensedan en el bachillerato. solo

que invertido.

Y por lo que hemos visto en el parrato anterior, el

tridangulo podemos escribirlo como:

C.? C.? - Cat
Cs! Cs? Cs? Cs*
Cs® Cit C.? Ca? Cat*
Cs® Ci! Cs? (O
Ca° Ca! Ca?
C,° Cy!
Co®
¢18)  Pascal, Blaise. Flldsoto, matematico, tedlogn ¥y
escritor francés. (1623-1662).Ver serie Sigma, vol.l pp.61-

643 vol., 4 pp.224-225.
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Que si lo volvemos a girar como estaba antes y lo
invertimos, tenemos el siguiente esquema:
, S ..._w”a;a_,.,.- C:sﬂﬂ.__,_"erzu_
C,° Ca! Cs? Ca® Cs*
Ca° Cs! C,? Cs? Co?
Cse® Cst Cs? C.3 C,*
Ca?® Cs? Cs? C,3 Cot

Notemos que en estos dos esquemas y por [a regla que se
ha discutido en el problema de las rutas de una ciudad, se
vuelve a ver la siguiente iguaidad:

Car = Caond  + Caoyxm?

Y podemos hacer un esquema mas completo todavia, como.
AN

sigue:
. . -
Cn :\y 0 1 2 3 4 5 S 7
' 0 1 0 0 0 0 o 0 o
1 1 1 0 0 0 0 0
2 1 2 L 0 0 0 0 0
3 1 3 3 1 o 0 0 0
4 1 4 & 4 1 0 0 o
5 1 5 10 10 5 1 o 0
6 1 6& 15 20 15 & 1 0
7 1 7 21 35 35 21 7 1

En donde ademas podemos reconocer aligunos de los
nameros figurados <que ya hemos trabajado como son: los
nameros triangulares y ios ndmeros piramidales. Veamos que
en la primera columna del esquema anterior, estan solamente
ndmeros unos, en la segunda los numeros natursaies, en la
tercera, los nGmeros triangulares y en la cuarta, los
nimeros piramidales.iCusles serdn los que estan en las otras
columnas?

Por fdrmulas, sabemos que en la quinta columna estan

los nGmeros Ch* = nt pero, Zqué nGmeros son eso0s?
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{Serdn también algunos de los numeros figurados?

De jemos estas preguntas para pensartas y que cada uno

las trabaje por su cuenta hasta donde cada quien lo quiera.

Cantinuande con el triangulo de Pascal ¥ sus
utilizaciones, ya que por lo general se nos ensefa a Uusario
en lag potencias de un binomio, veamos que es lo que sucede

con un binomio elevado a cuaiqulier potencia.

Como siempre, empecemocs por numeros pequenos.

(x+y)t = % + vy
UX+y) 3 = (X+y)(x+y) = X3 + Xy + yx + yi = x5 « Zxy » we
(X*y)’ = (X’,Y)2 \X*y)'—' (¥ ¢ XYy + yX o+ :,’:lt)f’)" =

X3+ XXy *oXyxX + Xy® o+ oyx? o+ oxy? o+ iy e oyd o=
X® 4+ 3x*y t+ Sxy: + y?
(xrys* = (x3 + 3%y + 3xy® + y*)ixry) =
X* 4+ 3x3yx + IRFTy: + yd3y + x3y + By o« Ixy? o+ oyl
= X* ¢ 4xdy + 8xFy? o+ axy: + y!

El coeficiente de cada términoc podemce esncontrarlo de
una manera semejante a la que se utilizd en el problema de
las rutas de una ciudad, esto es, veamos que en 2! bpinomio
al cuadrado el coeficiente de xy es el nuamero de formas que
podemos escoger un lugar para x en un casillero de 2 jugares
ya que el término 2xy salid de sumar xy + yx . En el binomio
al cubo, el término 3x?y, por ejemplo, salid de sumar los
términos: Xxxy + xyXx + yxXx. Y en el binomio a la cuarta
potencia, el término 4xy por ejemplo, safid de sumar los
términos: XXXy + XXYX + XYXX + YXXX

Asi, veamos que en cada caso el coeficiente eg el
ndmero de formas que tenemos para escoger un numero
determinado de %'s en un casillero con un ndmero dado de
lugares disponibles.

Observemos ademas que en el binomio al cubo cada uno de

los términos tiene el producto de 3 literales, esto es:
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(x+y)3 = xxx + 3Lxxy) + 3(xXyy) + yyy

En el binomio a la cuarta cada término tiene el
producto de 4 literales, o sea:

(X+y)* = xXuxX + 4(xXXXy) + S(XXyy) + 4(Xyyy! + yyyy

As{, conjeturamos que en el binomia a la quinta
potencia cada término tiene el producto de 5 literales por
lo que debe tener 6 términos que, aunque no sabemog cudiecs
son los coeficientes sabemos que son de la forma:
XXXXX + 2(XXXXYy) + ?(xxxy&) +OTIXRYYY) + TURyyYY) t Tuyyyyy!

Entonces ahora tenemos 2 ©preguntas pendientes: la.
primera, saber cual es el coeficiente en cada uno de jos
términos de wun binomio elevado a cualguier peotencia ¥y ia
segunda, saber cudntos términos tiene un binomio elevado a

cualquier potencia.

Empe:éremos por resolver la segunda pregunta. 3apemos . .

que en el binomio tx+y)™ al menos aparecen los terminos x" y
AR es mas, sabemos que son el prima2ro y el ditimo termine
respectivamente, pero <cudntos son los demas? Csda uno de
los términos tiene que ser el producto de n literales porque
para elevar (x+y)" lo que se hace es:

(x+y)® = (H+y)dix+y) .. (Xey)lx+y)
[ 1

A vecen

Y para tener un término tenemos que nultiplicar una de
las 2 literales en cada binomio por una de las 2 literailes
de'todos jos demas., Por ejemplo, el término x*y? del
binomio (x+y})* wva a resultar de xxyy o de xyxy ¢ de
cualquier otro monomio que conste del producto de 2 x's y 2
y's, ¥ 1lo que quiere decir en xxyy, por ejemplo, es gque se
escogié x en el primer factor, x en el segundo ractor, y en
el tercero y y también en el cuarto. Donde (x+¥y)ix+y)ix+y: vy
(x+y) son los 4 factores de que hablamos. Entonces siguiendo
este razonamiento, que es valido en general, se tiene que
cada término de (x+y)" tiene n literales. Ahora solo tenemos
que contar cu&ntas son las formas que podemos tener para
distribuir 2 literales en un producto de n de ellas. Esto

podemos pensarlo - como: si las n son x's se tiene el término
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x"; s1 n-1 son x'sy 1 es y se tlene el término x"-'y , y
asi sucesivamente hasta que tenemos e! término en donde las
n son y's qye es y"; y como tenemos n lugares que pueden
estar ocupados por O.!1,2,....n %x's ( y por consiguiente por
n, n-1,...,1,0 y's) decimos que hay n+l términos en ei
binomio (x+y)". Que son:

XXoood o XXouoXY o XXoo XYY o 0 0 e EYYeaaY ¥V
n veces naveas AL veay \vos

Ahora tenemos que recsponder a la primera pregunta.

Sabemos que cada uno de los n+! términos de! binomic
(x+y)" tiene el producto de n literales y gue si tenemos Z
sumandos que constan de { x's y j y's ambos, podemecs
agruparlos y considerarios en un soilo término, ¥y esto es por
ejemplo en el término Sx°y® del binomio (x+y:* proviene da:
AXYY +  XYXY + XYYX t yXxy * yX¥X * Y¥®XX , que son ias B
formas distintas que se tiene de escoger Z X's y 2 ¥'s de un
casillero de 4 lugares.

Entonces en general lo que buscamos para tener el
coeficiente de cada termino es el nuamero de formas de
escoger { lugares (para colocar las x's) de un casillero ccn
n lugares disponibles. O lo que es lo mismo, buscamos
cuantas palabras de n lugares con exactamente { x's podemos
formar. Esto ya lo habiamos visto al resolver el probiema de
‘las rutas de una ciudad, pero ahora trataremos de encontrar
la relacidn entre los coeficientes solamente trabajzndo can
el binomio.

Sabemos que (x+y)* en su desarrillo tiene la rorma:

Xt o+ (2)xPCly 4+ (7)xnt2y? o+ L., o+ (7)xy"tt o+ oyn

Vamos a ponerles algin nombre a |los coeficientes de

este binomio vy busquémos cudl es la regla que siguen estos,

Sean B,! los coeficientes del binomio (x+y’)". U sea:
(x+y)n = Baoxn + Bafx~ty + .., + Banoixyn' o+ Banye

Ya conocemos (xty)? = x* + 2xy + y? de donde sabemos
que B;° =1 , Bt = 2 y Ba2? =1,

Queremos descubrir cémo son los coeficientes de (x+ys?

partiendo de que ya sabemos (xt+y)? y de alli encontrar en
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general como se obtiene el siguiente binemio en términos del
que ya conocemos.
Veamos como se obtiene (x+y)3
(x+y)3 = (B2%x%x% + Batlxy + Ba?y?rix+y)
Desarrollando el producto, primero multiplicando por x:
B2®x2%x + Bz'xyx + Ba®y*x , vy luego por y, tenemos:
Ba®x2y + Balxyy + Bpiyly ' y agrupando terminos

semejantes sumamos como sigue:

By®x3 + B, x2y + Ba * xy?

+ B,° %%y + Bat xyt + Bpiyd

B2®x¥ + (Ba'+B3°)x%y + (B3 +Bz' )Xy + Byiys

De donde obtenemos:

Bs® = B,° 3 Bs* = Ba' + Bpx° 3 By? = By o+ Eat NG
Bs¥ = B,?

Y ademds por otro lado sabemos que:

(X+y)3 = %3 + 3y?y + 3xy® + y¥ por lo que tenemas:
Bs® = 1 ¢ Byt =3 i Bs® =3 y Bs® = |

4LQué sucederd ahora con (x+y)* ?

(X+y)* = (X3 + 3x%y + 3xy? + y3)(x+y) =

Xt o+ 3x?y 4+ 3x*yr o+ xy? (vodo sor i

+ X3y +  3xfy? o+ 3xy® + oyt tpor yo

x4 +  4xly o+ Bxy? +  4xys + oy

Donde el segundo coeficiente se obtuve sumando el
segundo coeficiente del desarrolloc al cubo mas el primer
coeficiente del desarrollc al cubo, en simbolos:

Bal' = Bs' + B3®

Ahora debemos planteario en general, es decir, debemos
asegurarnos que siempre sucede lo mismo y no solo para unos
casos particulares.,

(X+y)r*?! = (R+y)Ir (xX+y) =
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(Ba®x" + Ba'x" ly ¢ (.. 4+ Batxttity' ¢ L., o+ Batyt)ixty)

Baoxn*t ¥ Batxty 4.0+ Batxttttiyl o ., ¢ Booxyn
+

Bnoxny ...t B,."‘x"“"y‘+... +B..""Ky" +B"nyu'1

Ba®xr et +(Bat#Ba®drmyn ¢ L., $(B 4Bt xn bty L,
(Ba+Ban-tyxy" + Baryn*!

Por lo tanto vemos que:

Basr® = Ba® , Ba.i' = By + B.! e e .

Baest = Bat-¥ + Bat v« « 4 Baaym = Ba"mt o+ Byn
Bawer®*t = Bon '

Por lo gque en general la regia que siguen ias

coeficientes del binomio (x+y)" es:
Basy' = Bat-t + B.t para Lad i1y 0seaemet
donde B, " y Bart no tienen sentido v les oamog ei
valor de cero. )
‘Asi, lo que podemos concluir de todo esto es gue ios
nameros B.* cumplien con lo sigulente:
Bo® =1 , Be* = O para toda k diferente de c&ro . ¥
Baes* = Ba* + Byr-t para toda k en los numeroce
naturales.

Y resulta que todo esto lo cumplen también los numeras

gue conocemos como C.*, entonces concluimos que B,* = Ca*
siempre.
Ya podemos responder a fa primera pregunta, el

coeficiente del término ®r-tyr es Co' o blen C,"-* vya
que como ya se vith antes Ca' = C,"-!

A la fdormula del desarrollo del binomlo (x+y)r se ie
llamg cominmente formuia del binomio de Newton, pero esta
denominacidn es incorrecta desde el punto de vista de la
histora de las matematicas, ya que esta tormula era bien
conocida por los matemadticos del Acia <Central y en Europa

Occidental mucho antes que la conociera Newton''?®' .,

123 Yer Vilenkin, N. <De cuantas formas? Editorial MIR.
1972 p. 22,
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PROBLEMA.
Demostrar que Z(-1)«C,t = 0 con k= 0,1,2,...,n para

toda' n en los naturales.

Notese que este problema ya se resolvid en los
ejercicios de combinatoria, ahora o demostraremos de otra

manera.

(1}

Veamos que es suficiente con sustituir x=z] y y=-1{

el la fdrmula del binomio de Newton y tenemos:

0 = (1-4)r= G2 (LI (=-1)° 4+ Co' (L1)° -5 (~3)1 #,.,..¢% Con (L)% (-1)"
= E(-1})}+C,* con k=0,1,2,...,n

Con lo que queda demostrada la proposicion.

Tambien relacionado con el binomio de Newton,
encontramos en un libro del siglo pasado (que ya no
encontramos la pagina donde estaba el autor, pero si que

esta editado por la Caja de Ahorros de Francia y que se
llama Fundamentos de Algebra), que la regla que proporciona
como receta para calcular los coeficientes de un binomio a
cualquier potencia es:

_ "Para encontrar el coeflciente de un termino
cualqulera, se multiplica el exponente de x en el termino
que precede, por el coeficiente de ese termino, y se divide
el producto por el lJugar que ocupa este mismo termino"®

En general, en los libros antiguos de Algebra, para
calcular los coeficientes binomiales, se ensefaba la regla
cltada arriba.

Si tenemos que hacer (x+y)® la regla es:

El primer coeficiente es 1 para la potencia 5a. de x, o
sea (1I)x3y? = «x* es el primer termino de este binomio.
Para el coeficliente del segundo termino se toma el
coeficiente del primero, se multiplica por el exponente de x
en el primero y se divide entre el exponente de y mas uno en
el primer término, esto es: el coeficiente del! segundo

término es 1(5)/1 = 5 por lo que el segundo termino es
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' Sx‘y'. Para el coeficiente del tercer término se multiplica
el coeficienfé del segundo por el exponente de x en este
mismo y se divide entre el exponente de y, mas uno, o seat
S(4)/2 = 10 y asi, el tercer término es 10x3y:. Y asi
sucesivamente gé?tiéﬁe una formula para construir un binomio
a cualquier‘poééﬁéfé gin desarrollar el tridngulo de Pascal.

Notese que esta reglita no es otra mas que la fdrmula
que se demodgtrd en uno de los ejercicios de combinatoria, o
sea la 1guafdéé gigulente:

Cot*t £ C(n-m)/(m+1)1C,*

Y ademids sabemos que el desarrollo del binomio (x+y)"
eg:
cnoxn-oyo +C,.‘x"“y‘ + ... +C.,‘x""y‘ + ... +c"nxn-nyn

i n
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APLICACIONES DE LA COMBINATORIA

s e gy

PROBABILIDAD ' °
En gené}é);ﬁ todos tenemos una idea intuitiva de lo que
es la probhbi}!dhd. Por ejemplo, si lanzamos una moneda al

(=S I
aire, y preguntamos {icudal es la probabilidad de que caiga

aguila o sol?, todos pensaremos que la probabilidad de una u @ '%

otro es ia" misma. Es decir, pensamos que con igual "'’

probabilidad puede caer &guila o sol.

Si nos preguntamos Jdcual es la probabilidad de que ia”
moneda caiga aguila? por ejemplo, de inmediato surge 1la
pregunta dcémb "ﬁodemos calcular esa probabiiidad?.
Analicemos m&s este ejemplo para obtener esa hrobabilldad.

Sabemos qué ]a moneda puede caer solo de una de dos
formas, (estamos considerando una -maneda "honesta®™ y no
tomaremos en cuenta la posibilidad de que cayera de canto),
que son aguila o sol, esto quiere decir que de los dos casos
posibles estamos interesados en que suceda unicamente uno de
ellos. A los casos que nos interesa que sucedan se les llama
cagog favorables. Y af total de casos que pueden suceder se
les llama casos posibles.

La probabilidad en casos como éste, se cailcula mediante
el cociente de los casos favorables entre los casos
posibles. De manera que en caso de la moneda ( que estamos
analizando) los casos favorables son uno y los casos
posibles son dos, entonces para obtener la probabilidad de
la moneda caiga &aguila consideramos el cociente:

casos favorables / casos posibles = 1 /7 2 = %

De esta forma, la probabilidad de que la woneda caiga
&guila es %.

Y a su vez, la probabilidad de que Ia moneda caiga sol
es tambien %2, como lo esperiabamos intultivamente.
Oservaciones:

1 En este caso, la probabilidad de los 2 eventos es
la wmisma; en algunos casos, la probabilidad de los

ditferentes eventos en un experimento, es diferente. No
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siempre sucede que la probabilidad de los distintos eventos

sea la misma.

2) La

suma de las probabilidades de todos los eventos

dyp un experimento es:siempre 1.

En este.

.cago-s0lo hay eventos que que pueden ocurrir::

que caiga s0]_.0_-que caiga aguila y la probabilidad de cada

uno de estos.eventipg es %, entonces se tiene: ® + % = 1 que

es la probabilidad.de los casos posibles, o sea es |la

probabitidad,

de que suceda cualquier evento.

Por la definicign misma de probabilidad, notemos que la

probabilidad
Veamos

calculemos,

probabi lidad.

es siempre un numero que estd entre cero y uno.

ahora algunos ejemplos sencillas en donde

.egon - la definicien ya establecida, ia

de-algunos eventos en varlos experimentos.

e

o

ToaB T
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FROBLEMA.

¢Cudl es 1la probabilidad de que al lanzar un dado
(honesto), caiga el namero &7

Los casos posibles son claramente 6. Y los casos
favorables 50lo”"anb, por 1o que la probabilidad que se nos
pregunta es 1/&6 .7

¢Cual es”1a"probabilidad de que caiga el 57

Es clarézﬁﬁégésta probabilidad es también 1/6.

Notemos qué ‘en este experimento también sucede gue la

prcbabilidadadé‘ééﬁh evento (que caiga 1, 2, I, 4, 9 9 6) es: s’

la misma, es décir, la probabilidad de gque caiga cualquiera
de los numeros s 1/6 para cada uno. Comprobemas de paso,
que 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 = &01/6) = 1 que e5 la
probabilidad de" los' casos pasibles.

Ahoré; si el experimento consiste en lanzar 2 dados ,
{Cudl es la probabilidad que caiga el nimero 127,

. Fara que uno de los dados caiga en &,, ya vimos que la
probabilidad es 1/&6 y para gque el otro dado caiga en 6
también, la probabilidad es i/6. Entonces la probabilidad d=
gue caigan 2 es (1/&6)(1/4) = 1/36 . Se deben multiplicar
las probabilidades, ya que por cada una de las posibles
caras en que puede caer el primer dado, se tienen las 6
posibles caras en que puede caer el segundo dado; esto es,
para que caiga 6. en el segundo dado, no importa gue es lo

que haya sucedido en el primero, se tiene una probabilidad
de 1/6 .

Ahora veamoslo de otra forma.

89i queremos que al lanzar 2 dados caiga 12, la danica
forma de lograrlo es que ambos dados caigan en &, esto €35,
los casos Tfavorables son wno. Fara los casos posibles
tenemos gue contar de cuantas formas pueden caer los dados,
0 sea: cada dado tiene 4 posibilidades y por cada una de
estas, el otro dadu tiene 6 posibilidades tambien, entonces

los casos posibles son: é&xé = ORLE = &= = 36
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De modo que la praobabilidad de que 2 dados caigan en 12
es 1/364.

écudl es la probabilidad de que al lanzar 2 dados caiga
el namero 77

Veamos los casoé favorables: , ”7:_

Para qué caiéé‘7, puede sucedéF'Lbhélquiera de las
siguientes combinaciones de caras de los dados:

DADO 1 ' DADO 2 S

1 Y -

o0 e UN
=MW

Son &6 distintas combinaciones, entonces los casos
favorables son 6. Los casos posibles ya sabemos gque son 36,
por lo tanto la probabilidad de que caiga 7 es: 6/36 = 1/6.

De donde obgervemos que es mas probable gue calga 7 a
due caiga‘lz, tal y como sucede en la realidad fno?.

{Cu8l es la probabilidad que caiga 4, por ejemplo?

Casos favorables: ‘

DADO 1 DADO 2

1 3
2 2
3 1

For lo tanto la probabilidad es: 3/36 = 1/12

Entonces la probabilidad de que caiga 4 es mayor gue la
praobabilidad de que caiga 12 pero menor que la probabilidad
de que caiga 7.

Notese que este es un experimento en donde 1la
probabilidad de cada uno de los eventes no es la misma, pero
de cualquier manera, si sumamos las probabilidades de todos
los eventos obtendremos 1la probabilidad de los eventos
posibles, es decir, cbtendremos t.

El lector puede analizar mas este experimento de los
dados para obtener mas resultados y comprobar gue todo
concuerda con lo gue hemos experimentado todos en la vida

diaria.
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PROBLEMA.
Se tiene wuna urna con r bolas rojas y n bolass negras.
Si extraemos una bola, Jcuadl es |a probabilidad de que la

bola extraida sea roja?.

Como an%es."débemos encontrar los casos posibles y los
casos favorables. Los casos posibles son el nimero total de
bolas que tenemos en la urna, o sea, SOn r+n ya que podemos
extraer cualquieré de las r+n bolas. Como solo nos interesa
que salga una roja y tenemos en total r bolas rojas, los
casos favorables son r; de donde la probabiiidad de que la

bola sea roja es: r/(r+n).

{Cudl es la probabilidad de que 1a bhola extraida sea
negra? i _
Andlogamente al anterior, la probabilidad que buscamos

es: n/(r+n),

¢éQué sucede s1 sumamos ambas probabliiidades?

2+ n =grin = 1A
r+tn r+n S r+tn

Como habiamos observado, la suma es la probabilidad de
los casos posibles ya que estos 2 eventos son los Gnicos

posibles en este experimento.

S1 ahora quisiéramos extraer 2 bolas al m%smo tiempo,
écudl es la probabilidad de que ambas .sean rojas?

Como se ohserva, el problema es siempre el de contar
loa casos posibles y los casos favorables, entonces de
alguna manera necesitamos saber contar y esto lo haremas en
general con todo lo que hemos tratado de hacer en los tres
capitulos anteriores en este trabajo.

Veamog cuales gson los casos posibles. Debemos observar
que el problema es sacar las dos bol;s al mismo tiempo. Los
cag08 poslbles gon todas las formas de escoger 2 bolas de

las r+n que tenemos en total, o sea Cn..* .Y los casos
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vtavorables son todas las formas de escoger 2 bolas rojas de
un total de r que disponemos, esto es--C.?, por lo que la
probabilidad de que las 2 bolas sean rojas.es:

(Cr?) /:(Cnvr?).

De manera similar, la probabilidad de que las 2 bolas
§ean negras ess;. ;-

(Ca?) /,(Cn0sr?)

Faoa0n 2
Camo s . - Sty v,
Ahora si se quiere encontrar la probabilidad de que una

sea negra y .qtra roja, tenemos: oy ,

Los casps posibles son los mismos C...°, pero los casos
favorables no son los mismos que en el evento anterior,

éstos debemos contarlos de manera diferente. Se tienen n+r

bolas, para .sacar una negra tenemos..n pegibilidades y por

cada una de estas se tienen r posibilidades de sacar una
roja, esto . @g,..l0s,; casos favorables .isgn nr, de donde la,
probabilidad de sacar una negra y una roja es:
S (nr) / (Ca..?)
Ahora sumemos las probabilidades de los tres danicos

eventos en este experimento:

€l v G2 0+ nr = C.F + G tnr =

Choe®. . Coer? Crse? - Caor?

r(r-1) + n(n~-1) + 2nr = _{rtn)(n+tr-4) =1
(n+r)(n+r-1) (n+r)(n+r-4)

Veamosbaﬁoré como cambia ta pfbhébklidad al modificar
un poco el experimentao. . )

Se tiene wuna urna con n bolas negras y r bolas rojas.
El experimento consiste en extraer una boia y .anotar el
color de eésta, luego regresarla a la wurna y hacer una
segunda extraccién y anotar el colo de la segunda bola.
éCudl es la probabilidad de obtener, de esta manera, 2 bolas
rojas?

Para la primera extraccién tenemos que hay r/(r+n)
posibilidades de sacar una bola roja y para la segunda

extraccicn, como se regresa la bola a la urna, tenemos de
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" nuevo r/(r+n) pogsibilidades de sacar una .bola roja, de
manera que la probabilidad de sacar 2 rojas es:

r X r

e PP SN B

r+n r+n

Ya quev ﬁét‘bada una de las posibilidades en la primera
extraccion, ténemos ‘todas las de la segunda.

Viéndo‘oléhbfé} como los casos favorables entre los
casos posibles, tengmos:

Los casasi_f3vorables en la pfiﬁé;;iiéxtraccidn son r,
pero por caaérﬁnéf’de éstos, hay r casos favorables en la
segunda extraccidn por lo que son r: casos favorables al
extraer las dos bolas.

Para los casos posibles tenemos que en la primera
extraccicn son  hér, que ya habiamos analizado y para la
segunda tenembs ' “éxactamente la misma ‘situdcion, por lo que
los casos paélbféé son n+r por cada uno de los n+r de la’
primera extraccion.  Asi la probabiTiddd“dé extraer 2 bolas’
rojas es: r? / (n+r)? = (r/In+ri)*

De la misma manera, la probabilidad de extraer 2 negras
es: (n/ifn+rl)?,

iCual es la probabilidad de extraer una negra y una
roja?

Para que la primera extraccidn. geaﬁ_roja se tienen
r/(n+r) posibilidades y para que la segunda sea negra se
tienen n/(n+r) posibilidades, por lo que la probabilidad de
que la primera sea roja y la regunda negra es:

rn
(n+r)?

De la misma manera, Ia probabilidad de que {a primera

sea negra y la segunda roja es:

De modo que sumando los cuatro posibles eventos de este

experimento tenemos:

PR
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Que es, como esperabamos la probabilidad de los casos

posibles o lo que se llama en Probabilidad el evento segura.

&Cual es la probabilidad de extraer k bolas rojas?

Si debemos extraerlas las k juntas, la probabilidad es:

Cv /7 Caur®

51 el experimento permite ir regresando las boias a la'
urna, la probabilidad es:

r* /7 (n+r)t
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PROBLEMA.

éCuadl es la probabilidad de que al lanzar 4 monedas
salgan 2 soles y 2 Aguilas?

Representemos las 4 monedas como:

1 2 3 4

® 6o 0 6

Cada una de estas monedas tiene 2 opciones, por lo
tanto el namero de casos posibles es:

2x2u2x2 = QRx* = 24

Si se guiere que 2 monedas caigan en aguila y 2 en sol,
se tiene por ejemplo:

A A S S

Pero considerando todas las formas en  que se pueden
obtener 2 ;Eguilas y 2 soles, tenemos que Ca® son los cascs
favorabes.

De modo que la probabilidad de gue 2 monedas caigan en
aguila y 2 en sol es:

_LaZ = Aud)y=2 = 3

ORz* 24 8
Dejamos al lector experimentar en las variantes gque se

ocurtran a este problema.
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PROBLEMA

Recordemos el problema de las urnas con r bolas rojas y

n bolas negras en donde se permitia el reemplazo. S5i p es

la probabilidad de que saquemos una bola roja entonces
p= r/(n+tr) ¥y si q es la probabilidad de sacar una negra,
tenemos que q = n/(ntr). De modo que en efecto la

probabilidad desacar una boia de cualquier color en una sola
extraccion (el evento seguro) es p+q = r/n+r + n/n+r = 1,

Ahora veamos qué& sucede para una segunda extraccion.

La probabiiidad de sacar 2 bolas rojas en 2
extracciones con reemplaza es r:/({n+r)? = p*. La
probabilidad de sacar 2 bolas negras es n‘/(n+r)° = g*. Y

por Gltimo la probabilidad de que sean de distinto color es
ra/(n+r)? + nr/(n+r)? = 2rn/(ntr)* = 2pq.

De modo que la probabilidad de que sean de cualquier
color (el evento seguro) es:

P? + 2pq t g° = (p+q)? = 1* =1

éCuél esla probabilidad de que en 3 extracciones con
reemplazo las 3 bolas sean rojas?

Como ei experimento es con reemplazo, la probabilidad
de sacar 3 rojas es p?

ZCual es la probabilidad de sacar 2 bolas negras y una
roja en 3 extracciones con reemplazo?

La probabilidad de sacar wuna negra en la primera
extraccidn es gq, la probablilidad de sacar una negra en la
segunda extraccidn es q también y la probabilidad de sacar
una roja en la tercera extraccidn es p. Pero no nos interesa
en qué orden hayan ido saliendo las bolas, entonces tenemos
que considerar también cuando hayan salido por ejemplo
primero la roja y despugs las negras,o la roja en la segunda
extracclidn, por lo que se tienen 3 eventos posibles que son:
nnr, nrn y rnn; Yy la probabilidad de <cada uno de ‘ellos
respectivamente es g°p, 9qpq Yy pg®. De manera que la
probabiiidad de sacar 2 negras Yy una roja en tres

extracciones con reempiazo es:

Q*p + qpq + pa* = 3pq’
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De forma equivalente, la probabilidad de sacar 2 rojas
Y una negra es: 3dqp’ y la probabilidad de sacar tres negras
es q’.

Ahora, <iCudl serda la probabilidad del evento seguro en
este experimento? Por un lado ya sabemos que &sta es 1, por
otro sabemos que es la suma de todos los eventos posibles y
adema&s sabemos que la probabilidad de sacar una baola de
cualquier color en una extraccidn es (ptq)=1, ta
probabilidad de sacar 2 bolas de cualquier color en 2
extracciones es (p+q) (p+tql= (p+q)i=1 y entonces tenemos
que la probabilidad del evento seguro en tres extracciones
es:

i +'3p‘q + 3pq° + g’

Donde cada uno de los sumandoé nos da la informacicdn de

1=(p+q)® = p

a queé evento se refiere esa probabilidad

EJERCICIO.

é{Cual es la probabilidad de que en una extraccion de m
bolas con reemplazo, k de ellas sean rojas y m-k sean

negras? Demostrarlo.



FROBLEMA

Se tiene cierto nimero de cajas con 25 articulos cada
una y se quiere obtener el control de calidad, para lo cual
se sacan S articulos de unma caja y si  ninguno esta
defectuocso, se aprusba la caja completa.

a) {Cuwal es la probabilidad de aprobar una caja si
contiene exactamente un articulo defectuoso?

l.os casos posibles son las combinaciones de 25 tomadas
de & en S, o0 sea Cz5®., Los casog favorables son las formas
de escoger 5 articulos de los 24 que no son defectuosas, o

sea C24® ya que solo hay un articulo defectuoso. Entonces la

probahbilidad de que se apruebe una caja que tisne
exactamente un articulo defectuoso es* Cza=
. C==5

b) &{Cuadl es la probabilidad de aprobar una caja, si
contiene 2 articulos dafectuosos™

Casos posibles = Cas™

Casos favorables = Cas=

Entonces la probabilidad de que se apruebe la caja con
2 articulos defectuosos es:

'0235 / C25=

c) éCual es la probabilidad de aprobar una caja que
contiene I articulos defectuosos?
La probabilidad que se nos pregunta es:

Czz® / Ca=®
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PROBLEMA

Dado un grupo de 36 o mis alumnos, podemos apostar a
que a! menos dos personas tienen el mismo cumplearfos y con
mucha seguridad ganaremos la apuesta. <par qué? icual es la
probabilidad de que 2 personas tengan el mismo cumpleados en’

un grupa de 36 personas?

Para resolverlo, veamos primerc cuial es la probabilidad
de que los 36 alumnos tengan distinto cumpleafros, o sea, la
probabilidad de que no haya 2 personas con el mismo
cumpleanos.

Casos favorables:

03.3%* = 365x364x363x . . . x328

Casos Posibles:
OR;,s** = 365x365x365x . . . x365 = 365°-
Entonces la probabilidad de que los 36 cumplearos sean

distintos es:

D3es®t = 365x364x . . . x328 = 0.16781789

OR;, s 3" 365x365x . . . x365

Agai, vemos que como la probabiiidad de que los 36
alumnos tengan cumpleafos digtinto es muy pequena, podemos
agegurar con una probabilidad muy alta que hay 2 personas,
de las 36, que tienen el misma cumplearos y ademias conforme
tengamos un grupo de personas mas grande, mayor es la
probabilidad de ganar la apuesta de que hay 2 persanag que

tienen el mismo cumpleados.

{Qué cantidad de alumnos debe haber para que la apuesta
sea pareja?

Generalmente la respuesta inmediata es 182 o algin
nimero muy cercano a €], puesto que 365+2 = 182.5 , pero sai
analizamos ma&s lo que hemos hecho tenemos que, por ejemplo
para un grupo de 182 peraonas la probabilidad de que no haya

2 personas con el mismo cumpleafos es:
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D3estl? = . 865x364x363x . . . x185x184 =
ORs,5'*¢ 365x365x365x .

. x365x365
1 x 364 x 363 x . . . x 184

365 365 365

Y analizando este producto se observa que los primeros
factores son: @l primero es i, el segunda es casi 1, el
tercero tambien se parece mucho a 1, etc. etc. el peniltimo
y el 1dltimo ya son casi % ; as{ es que este producto, se
hace pequedo muy rapido ya 4que todos sus factores son
némeros menores gque 1.

De manera que con 182 personas es claroc que con mayor
razén, o hien con mayor probabilidad, ganaremos Ia apuesta.

Haciendo el «calculo de las probabilidades de que no
haya 2 personas con el mismo cumpieafos en un grupo de k

alumnos tenemos la siguiente tabla:

% DE ?ERSONAS PROBABILIDAD DE QUE NO HAYA
2 CON EL MISMD CUMPLEAMQS

39 0.121780334
38 0.135832170
a7 0.151265989
3s 0.167817880
35 0.185616757
34 0.204683140
33 0.225028139
32 ‘ 0.248524760
31 0.2695453586
30 0.293683760
29 0.319031448
28 0.345538528
27 0.373140698
26 0.401759177
25 0.431300270
24 0. 461655736
23 0.492702782
22 0.524304681
21 0.556311678
20 0.5885616

tabta 32
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Con lo que podemos observar que s8i el ndmerao de
pergonas fuera 23 la apuesta seria pareja. Es mas, si se
tiene un grupo con un namerc menor de personas, podemas

perder con mayor probabilidad.
Recomendacion:

iAntes de apostar, cuentese el numero de personas que

hay en el grupo!.

ey



PROBLEMA

LEYES DE HARDY-WEIMBERG

5. Hardy era un matematico especialista en Teoria de
Nameros, refutd con argumentos matematicos a un critico de
Mendel con respecto a que después de varios cruzamientos,
los chicharos, o cualquier poblacion, tendria solamente la
caracteristica dominante y desapareceria la recesiva.

Veamos como fué que lo hizo.

Las hipdtesis son:

1) Hay 2 rasgos caracteristicos para cada individuo.

2) Cualquier individuo, masculino o femenino, tisne la
misma posibilidad de tener uno u otro rasgo. '

3I) La poblacidn es lo suficientemente grande para aus
todas las cruzas tengan la misma probabilidad de mezclarss.

Tomaremos como ejemplo @l de los chicharss.

Uno de los mecanismos simples para la transmision de
diversos rasgos Yy caracteristicas m2diante la herencia es
llevado a cabo a través de pares de genes, cada uno de los
cuales puede ser de dos tipos, por ejempla A (amarilla) y V
(verde). Un individuo (chicharo) puede tener cualquiera age
las siguientes combinaciones: AA,AV & VW (solo escribimos AV
y no VA ya que genéticamente son la mismal). Usualmente las
chicharos (en este caso) con las combinaciones AA y AV son
virtualmente iguales respecto a las caracteristicas
particulares, es decir, en este caso puede suceder que los &
" chicharos se vean amarillos. En tales casos el gene A se
dice dominante respecto al gene V. Un individuo (chicharo)
se dice que es dominante (D) respecto a esta caracteristica
si tiene los genes AA, recesivo (R) si tiene los genes VW y
heterocigoto (H) si tiene la mezcla AV ( o VA que son la
misma).

La suposicidén basica de la genetica en la cruza es gue
los genes de los "hijos" se seleccionan al azar de los genes
de los ‘"padres"; es decir, es igualmente probable que uno u
otro gene del par de genes de los “padres" sea transmitido

alydescendiente. El "hijo" de dos "padres" dominantes (RA)
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debe por tanto ser dominante ya que solo hay genes A
disponibles para la transmision. La cria de dos ‘“padresg®
recesivos (VVW), analogamente, debe ser recesivo. El "hijo"
de un ‘"padre" recesivo (VV) y uno dominante (AA) debe ser
heterocigoto (AV). S5i se cruzan un dominante {(AA) y un
heterocigoto (AV), la cria debe abtener un gene A del
"padre" dominante y tiene una probabilidad de % de obtener
un gene A o une V del "padre" heterocigoto. For lo tanto la
cria puede ser dominante o heterocigoto con una probabilidad
de %.

Hagamos un esgquema en donde pongamos todas las
osibilidades.
P G D H R

A A AY vV

d
DeAN AA

AR AN AN
H*Av
AV ‘AV

R-VY AV

Donde de nuevo vemos que si se cruza un AA con un AY,
la mitad de los descendientes seran AA y la otra mitad seran
AV. 5i se cruza un AV con otro AY, % de los descendientes
serdn AA, % seran VW y % seran AV.

Nos preguntamos ahora dCu&l es 1la probabilidad de
encontrar uno dominante? ¢ dcudl es la proporciodn  gque
guardan los dominantes en la poblacion total?

Recordemos que dominante es D=AA.

Suponiéndo que todog se cruzan con todos Yy que existe
el mismo promedio de "hijos" para cada uno:

Sea p(D) la probabilidad de encontrar dominante, esto
es:

p(D)= casos _favorables =
casos posibles

individuos con AR = D

ge i '
total de individuos D +H +R

g
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Y la probabilidad de encontrar uno recesivo o bien uno

heterocigoto sera:

p(R) = #_de individuas can W = ]
# total de individuos D+H+R
p(H) = #de individuos con AY = H
# total de individuos D+H+R
Escribamos de nuevo la tabla sintetizando un poco los
resultados como sigue: S?
D [ai R

p | ah arlav AV

d .| AE

A

>

R| AV avlw W

S8ean N =D+ H+R , p(R) =r , pH) =h y pi{) =4d
los casos posibles y las probabilidades de encontrar un
recesivo, heterocigoto o dominante respectivamente.

Ahota nos preguntamos icuantos de cada uwno hay en la
siguiente generacidn® o écual es la proporcion gue guardan
en la siguiente generacidn?

Llamemos D', H’y R’ los de la siguiente genetracicn.

SCuantos dominantes habra?

En la siguiente generacidn tenemos que los AA provienen

del angulo superior izquierdo del altimo esquema como sigue:

D H‘ LSl

b | AA AA\

bl A Aﬂ}/




Entonces debemos sumar
AA que son:
DxD + DxH/2 + HxD/2 + HuH/4
Donde como ya dijimos

la sigquiente generacion.

it

D*

los cuatro casos en que resultan

D2 + DH + H=/4 = =

(D+H/2) =2 D’

es el nimero de dominantes en

Asi, el namero de heterocigotos en la siguiente
generacion es:

DH/2 + DR + HD/2 + HH/2 +HR/Z + RD + RH/2 =

DH + 2DR + H=/2 + HR = D(MH + 2R) + H(H/2 +R) =

2D(H/2 + R) + h(H/2 + R) = (2D + H) (H/2 + R) =

2(D + H/2)(R + H/Z2) = H'

Y el namerc de recesivos en la siguiente generacion es:

HH/4 + HR/Z + HR/2 + KRR
(R + H/2)= R’

De donde sabemps que en

(D+H/2)2 + 2Z2(D+H/2) (R+H/2)

H2/4 + HR + R= =

total habra:

(R+H/2)

n

s

C(D+H/2) = (R+H/2)]1=2 = (D + R + HI= = N=

For lo tanto

D'+ H +R’' =N==N"’

éCudles seran ahora las nuevas proporciones?
p(D’') = d’ = L(D+H/2)2] / N= = [(D+H/Z2)/HI= =
(d + H/2N)2 = (d + h/2)=

Y de la misma manera tenemos:

h*

.

r

2(d + h/2)(r + h/2)

(v + H/Z2)=

De donde haciendo un nuevo esquema tenemos:

\

NN

N

Y

distribucion que

observemos que

na cumpla

aunque

empezaramos can alguna

con esta proporcion, lo gque se
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obtiene en la segunda generacicdn forzosamente tiene que
cumplirla.

Ahora, contando cuantas A individuales habia
originalmente (en el esguema) se tiene:

Hay 2 A's por cada D y una A por cada H entoncas
tenemos en taotal 2D + H A’'s y contando cuantas hay en total
(de las individuales) en el esqguema tenemos:

2 letras por cada individuo y eran N individuos, por lo
que en total hay 2N individuales, entonces;

d’" =d+ h/2 = (2D + H)/2N que es la proporcion de A
individuales que hay en total

Sean p =d +'h/2 y g =r + h/2 las proporciones de
rasgos amarillos (A) 6 verdes (V) que hay individualmente.

Nétese que p+g=N

La reglita que hemos encontrado es:

Primera generacion: dyhyr la ptoporcion de genes
individuales gue hay es:

p=d+ h/2 y g =t + h/2

Segunda generacion: d°, h’'y r' donde d’'=p= , h'=Ipg ¥y

r'=q=® la proporcidén de genes individuales sera:

p'=4d’ + h'/2 = p= + pg = p(p+q) R

q
De donde aobservamos gque si cambian d,r y h , de todos

qQ'=r' + h'/2 = g= + pg = giptq)

modos las proporciones de genes individuales no cambian.
iAlue sucederia en la  tercera generacion? dcuanto sera

d''?

Veamos:

d’ ‘= p'3=p2 = d°
h''=2p’'q’ = 2pg = h'
r't =g'% =g = p°

De manera que la proporcicon entre ellos se mantendra
igual siempre. g

d|A[A|TF

hiArly




la misma.

La proporcion entre los genes individuales siempre

D M R
A A A[V vy
g
A A A A A A AV AV ' Av
AN ;
A A AAl AA]l Av ] Ay iAv
A A AR AR AV | AV ] Av
AV ’
AV AV AV Vv VAV, vV
AV AV AV | vv vav; Vv
vy
AV Av AV 2% vy | vV
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EJERCICIOS.

1 .- En un eatante hay 12 libros. ¢De cuantas formas se .
pueden escoger 5 de éstos de modo que no haya 2 juntas?
Y 8i son n libros y se quieren sacar k de ellas
de modo que no haya 2 juntos?
¢Y si son n libros y se quieren sacar k de ellos
de modo que no haya m juntos?
2 .- Demostrar
Coeat = Ci2Cet + Co'Carmt 4+ ... ¢ C,*Cu*
a) Por Induccion Matematica.
. b) Conceptuaimente, es decir, usando el concegto -
de "combinacion™ como subconjunto.

¢) Usando la formula C.*' = n!

k! (n-k)!
d) Interpretar geometricamente los casos k=2 y k=3.
3 .- Ocho muchachas forman una ronda. ZDe cuantas.,
formas distintas se pueden colocar en circuio?
a) Si estuviesen paradas, sin moverse.
b) Si giraran(en su misma posicion de circulo)
¢) Lo mismo, si son n muchachas.
4 .- En el juego del domino, 4 juéadores dividen en
partes iguales 28 fichas. .‘De cuantas formas pueden hacerlo?
5 .- &De cuidntas maneras se pueden escoger en el
tablero de ajedrez, una casilla blanca y una negra que ne
egtén en una misma horizontal ni vertical?
6 .- ¢éDe cuantas maneras se pueden repartir 10 hongos
blancos, 15 setas y 8 trufas entre 4 nifos?
Analiza todas las posibilidades.
7 .- <(éCuadntos monomios de grado n en 2 variables con
coeficiente 1 hay?
Ejemplo: de grado { solo son x y y o sea 2,
de grado 2 son x*, xy y Yy o sea 3.
¢{Cuantos hay en k variables?
8 .- En un tablero de ajedrez, i de cuantas formas se

pueden colocar 8 torres de manera que si se puedan comer?

PRI

Tawes il
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9 .~ En un tablero de ajedrez, {de cuantas formas se
pueden colocar 8 torres de manera que no se puedan comer? [

10.- <iCuantas fichas de domind se pueden formar
suponiendo que se dispone de n simbolos?

t1.~ &Cual es el niamero de itinerarios de longitud . n
minima que, sobre el tablero de ajedrez, puede seguir una irsv
torre para ir desde una esquina hasta la diagonalmenten:. 2
opuesta?

12.- Con n simbolos <cuantas palabras distintas de m': it
letras se pueden construir?

13.- En una cierta ciudad, no habla dos habitantes con' ' »
igual cantidad de dientes. <Cual puede ser la poblacion:
néxima de esta ciudad, sl el mayor nimero de dientes es
igual a 327

14.- Dado wun candado con cinco circulos con 12 letras
cada uno. iCué&ntas combinaciones infructuosas puedemn i
realizarse en un candado asi1?

15.- Se tiene una computadora con 10000 celidas cada una -
de las cuales contiene 43 cifras binarias (0 6 1). <En~
cuantos estados diferentes puede hallarse dicha computadora?

16.~- Todas las personas que han habitado el actual
territorio mexicano han intercambiado ‘saludos de mano cierto'v .t
nimero de veces. {Queé numero de personas (par o impar) se ha .o
saludado de mano un nimero impar de veces?

17.~- éDe cuantas formas se pueden dividir 33 muchachos '
en 3 equipos de futbol de i1 muchachos cada uno?

Generalizar al numero de formas en que se pueden
dividir nk objetos en conjuntos de n cbjetos cada uno.

18.~ Demostrar:

Ca! +C.3 #C,% +... = G, + Cp? + Co* +,.,. = 2071

19. - Demostrar:

Cirva*! = Cu* + Cusy* + Cueg* + ... ¢ Civu-n®

20.- Encontrar los coeficientes de x*° y x%7 en el

desarrollo del binomio (x+x3)=!
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21.- iCual es el mayor nGmero de reinas que se pueden
colocar en un tablero de ajedrez, de tal manera que ninguna .

pueda ser comida?

a) En un tablero de ajedrez de 8x8

b) En un tablero de nxn.
22.-Se tienen n puntos en el plano, ninguna terna es
colineal. iCuantas poligonales de k segmentos no cerradag y
cuantas cerradas con vertices en dichos puntos pueden

formarse?

23.- Dados ptq+r objetos distinto. iDe cuantas formas. ..

podemos dividir dichos objetos en 3 grupos de suerte que el
primer grupo contenga p objetos, el segundo q y el tercero
contenga r objetos?+
24.- Demostrar:

L A T A R O

o sea ZCist' can 1e0,1,0.0.0-0 = Cuonr™t
) 25.~ ¢De cuantas formas se pueden seleccionar 3 numeros.
tomados de los nimeros 1,2,3,...,300 tales que su suma sea.
divisible por 3?

26.- Considere el siguiente arreglo triangular

numérico:

1
1 1
3 2 1
3 7 6 3 1
1 4 10 16 19 16 10 4 1

En la primera fila de este arreglo esta solo el namero
uno, ¥y los nimeros en las siguientes filas se determinan
mediante lIa siguiente regla: cada nimero es la suma de los
tres nimeros m&s cercanos a €&l en la fila anterior (esto es,
la suma del del nimero inmediatamente arriba de €l mas el de
la derecha de ése, ma+s el de la izquierda de ese mismo). En
la enésima fila de este arreglo hay 2n+i nimeros,

denotaremos estos nfimeros como B,°, B,', B,*, ... , By*".
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21.- éCudl es 1 wmayor namero de reinas que se pueden
colocar en un tablero de ajedrez, de tal manera que ninguna.
pueda ser comida?

a) En un tablero de ajedrez de 8x8 .
b) En un tablero de nxn.

22.-Se tienen n puntos en e! piano, ninguna terna es
colineal. ZiCuantas poligonales de k segmentos no cerradas y
cuantas cerradas con vértices en dichos puntos pueden
formarse?

23.- Dados p+q+r objetos distinto. iDe cuantas formas.
podemos dividir dichos objetos en 3 grupos de suerte que el
primer grupo contenga p objetos, el segundo q y el tercero
contenga r objetos?+

24. - Demostrar:

B R ok R PP
0 sea ZCiet' ton 120,140 0..io-n = Cuaean"t
} 25.- ({De cuantas formas se pueden seleccionar 3 numeros.
tomados de los ndmeros 1,2,3,...,300 tales que su suma sea.
divisible por 37
26.~- Considere el siguiente arreglo triangular

numérico:

1
1
1 3
1 3 6 7 3
i 4 10 16 19 16 10 4 1

En la primera fila de este arreglio estia solo el nimero
uno, y los ndmeros en las siguientes filas se determinan
mediante la siguiente regla: cada nimero es la suma de los
tres nimeros mas cercanos a €l en la fila anterior (esto es,
la suma del del nimero inmediatamente arriba de &l mas el de
la derecha de ése, ma+s el de la izquierda de ése mismo). En
la enésima fila de este arreglo hay 2n+l ndameros,

denotaremos estos nimeros como B,°, B,', B,*, ... , B,®".
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Pruebe que:

8) Bo® + Byt + Ba? + ... 4 Byt = 3

b) B,° - B,' + Bs? - ... + B,? =1

c) (Ba®)? + (Ba')2 + (B,2)2 + ... + (Ba2")2 = By,3"

27.- De una lista de 15 problemas sobre Combinatdria y
problemas de Induccidn, <Zcu&ntos exdmenes diferentes pueden
darse que incluyan Q preguntas sobre cada uno de estos
temas? .

28.- Un circulo se divide en cuatro cuadrantes iguales.
Se quiere pintar cada cuadrante de diferente color y se
dispone de 9 distintos colores. <De cudntas maneras
distintas puede quedar pintado el circulo?

28.- Si 0z,* = 12702, , encontrar n.

30.~- <iCuantos tridngulos existen, cuyos vértices sean
vértices de un hexagono convexo dado?

31.~- Cada lado de un cuadrado se ha dividido ,en n
partes. <ZCuantog triangulos se pueden construir, cuyos
vértices sean los.puntos de division?

32.- Nueve pasajeros abordan un tren que consiste de 3
carros. Cada pasajero selecciona al azar en cual carro ha de
viajar. 4Cuadl es la probabilidad de que:

a) Viajen 3 personas en el primer carro?

b) Viajen 3 personas en cada carro?

c) Viajen de tal manera que queden distribuidos en los

carrogs como: 2 en uno, 3 en otro y 4 en el otro carro?



CAPITULDO v
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CONCLUSIONES.

Sabemos que esta forma de ensefanza requiere de mas
trabajo, tanto de parte del maestro como de parté del
alumno, pero sabemos también que es mdas productiva tanto
para unos como para otros. Muchas veces, en el ptaoceso de
buscar un camino distinto para resolver un problema,
encontramos resultados que no imaginabamos que tuviesen algo
que ver con el problema planteado; a veces hasta se tienen
que demostrar resultados un tanto mas complicados que el
problema mismo cuando buscamos distintos caminos para
resolverlo, pero creemos que esto es una ventaja, es ir
aprendiendo al mismo tiempo tanto la teoria gque va saliendo
como los procesos que se siguen en la maitematica misma para
ir contruyendo toda la estfuctura formal gque nos han
mostrado siempre, y que nunca nos la explican o nunca lo
entendemos porque no lo hemos llevado a la practica.

Viviendo 1los .- tropiezos, treconstruyendo la tearia
qecesaria, equivocandose y volviéndose a eguivocar para
después rectificar con todo conocimiento de lo que ocurre,
en una palabra haciendg matematicas, es como creo que se

comprende mejor la misma.

El hacer que los alumnos traten de explicarse entre
ellos mismos 1o que han hecﬁu, permite ver el problema de
muchas maneras distintas, manifiesta que no todos teremos
que pensar un problema, matematico o no, de una misma forma.
Les hace ver gue en ocasiones debemos cambiar nuestra forma
de "resolver problemas"” por la simple forma de "comprender”
el problema. Esto es, no existe una receta d4nica para
resolver problemas, sino en cada uno de ellos debemos buscar
una forma propia de resolverlo, debemos adguirir un habito
de buscar formas y mas formas de pensar.

Es muy importante gque el alumno desarrolle su propia
experiencia, que se pierda en el camino de buscar la

respuesta a un problema, que aprenda en ese "perderse", que
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se vuelva a perder si es necesario y asi es mas sequro gue
cuando lleque a la respuesta correcta haya comprendido mejor
un conocimiento. Claro estd que no necesariamente todos los
alumnas deben perderse antes de encontrar el camino
correcto. No debe darle miedo a nadie el equivocarse en
algan momento y despues reconocer que se estaba equivocado.

Con este involucrar a los alumnos y hacer que ellos
hagan matematicas, =se va construyendo la teoria. y el
lenguaje necesarios para la clase. Se va recapitulando vy
consolidando lo que los muchachos van "descubriendo". Se va
avanzando en la generalizacion y abstraccion de las
matematicas. '

También se busca que los alumnos busquen soluciones
geoméetricas, que busquen interpretaciones geométricas y en
cierto sentido que los problemas que <2 les dan "cobten
vida" de alguna manera, donde pcr cierto, la geometria es
algo al alcance de muchos de ellos y que en la educacidn
previa no se explota la intuicidn geométrica tanto como nos -
gustaria que se hiciera.

Es importante también ponerles problemas que tengan
varias soluciones, que discutan ese tipo de problemas, que.
vivan situaciones reales y que comprueben que Histen
problemas que no solo tienen una soluwidn e incluso  hay
problemas que no tienen solucidn algunma y que es necesario
demostrar gue en efecto no tienen solucion.

Por Gltimo, algo que en geﬁeral para el maestro es mas
dificil, es dar ademas de 1la teoria que han ido
redescubriendo sus alumnos, un panorama global de la
matematica; un panorama gue a su nivel les dé informacion de
cudl es la teoria que estan construyendo, de dénde salid
antes, que relacidn tiene con otras areas y otros momentos,
qué vinculo puede tener con problemes e investigaciones
actuales, qué herramienta les proporciona, para qué les
sirve, etc. Cuando el alumno se siente importante en cuanto
a descubrir, construir, resolver,b etc. es cuando podemos

aprovechar mas para que adguiera un conocimiento.



APENDICES
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APENDICE a.

Recordemos que un nimero en base 2 se escribe solo con
los digitos 0 ¥y 1 y recordemos que en el sistema en base 10,
la posiciones de un digitb tienen un significado concreto.
Por ejemplo el nGmero 345 en base diez quiere decir que
tenemoas 5 wunidades mas 4 decenas mas 3 centenas, esto es,5
de §, mas 4 de 10, mas 3 de 100; y lo representamos coma
5x10° + 4x10' + 3x10° = 5 + 40 + 300 = 345.

De manera similar, un numero en base dos se escribe
como:

Por ejemplo et 11001; es 1 de i, mas O de 2, mas O de
4, mas 1 de 8, mas 1 de 16; o sea:

Ix2° + Ox2' + 0x2% + {x2° + 1x2* = 11001: 1)

Pero {porque es esto?

Si en la ecuacidn (1) sumamos los nimeros del tado
izquierdo pero en lo que significa cada uno en base 10
tenemos:

1 + 0+ 0+ 8 + 16 =25

De modo que 11001 en base 2 es lo mismo que 25 en base
10.

Y si quisiéramos hacerlo al reves, dado un nimero en
base 10 pasarlo a base 2, {cdmo lo hacemos?

Debemos dividir el ndimero entre la mayor potencia de 2
que esté contenida en él, luego el residuo a su vez,
dividirlo entre 1la potencia de dos mas grande que lo
contenga y asi{ sucesivamente. Veamos un ejemplo.

Se quiere saber que numero es en base 2 el nimero 541.

Las potencias de 2 son:

1,2, 4,8, 16, 32, 64, 128, 256,512, 1024, 2048, 4096, . .

entonces

1 1 1 1 1

s12 '[541 16 (20 8 [13 sls 1 (11

029 13 5 1 0
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Y entonces tenemos que colocar en la posicion que

corresponda a las potencias de 2, esto ess
2° 29 27 2+ 21 24 2z | 22 2t 2°
512 256 128 64 32 16 8 4 2 {1
1 ) 0 0 0 1 1 \ 0 1

De manera que 512 4s& escribe en base 2 como:

1000014104,

Pero esta forma presupone que conccemos las potencias
de 2 y, para numeros muy grandes, no es muy practica porque
tendriamos que tener a la vista la lista de las potencias de
2. y recordandq le que nos han enserado en el bachillerato,

la receta es hacer las divisiones sucesivas entre 2, esto

es;:
Por ejemplo 541 en base dos se hace:
270 135 67 33 16 8 4
2 {sa1 2[270 2135 2[e7 2|83 2[16 28
1 o . 1 1 1 0 )
2 L 0
2[4 2[z2 21
0 ) 1
Y

se escriben los residuos del dltimo al primero, esto
es, 1000011101; '
Y 4qué quiere decir esto en generail?
S1 N es un namero en base 10 y queremos pasarlo a base

2, tenemos:

Co C, C. Cn
2‘ N 2‘ Co 21 C . e . 2 'Cn-l donde r, € (0,1) para
Lo r, r: T toda i €E N (0}

Y el ndmero se escribe como:
Paln-1 oo r3fal, To en base 2 y por el sistema

posicional esto es:
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) a2 + e 20 4+ L L 4+ 1323 + p327 4+ r, 20 + 1o2° de
donde al sumar estos ndmeros en base 10 tenemos:
N = rp2" + roo 20" + ., + 1322 + 1r2' + ro2° en base 10,
Ahora, si N = 2°r, + 2r-tp, | + ... + 2%r; + 2'p, + 14
para pasarlo a base 2 tenemos:
' N = 2Ny + ro = 2(20-Vp, + 20°2p, ¢ 4+ .., + 2r3 + 0y) + Io
donde Ny = (2"=%p, + 2r~2p,_; + .. + 2r, + ry) es el
cocliente y ro el residuo de dividir N entre 2.
Siguiendo con las divisiones tenemos:
Ny = 2N; + ry = 2(27-%p, + 2°-3p,._y + ,,. + rz’) + r, donde
Nz = 2"-23p, + 2°°3r,., + ... + r, es el cociente ¥y
ry el residuo de dividir N, entre dos.

Asi sucesivamente tenemos que:

ro = residuo de N/2 y Ny = cociente de N/2

r: = residuo de N, /2 y N2 = coclente de N, /2

r» = residuo de N;/2 y N3 = cociente de N3/Z .
rn = residuo de N,/2

De donde tenemos:

Nz = 2""%p, "+ 2"°3prp.y + o, + 12

N3 = 2"=3r, + 2~ %p,.y + .., + I3

No-y = 2"8*1p, % Paey = 2Pa + Tn-y

Nn = ra conr, =1 ya que si r,=0 entonces no tiene

sentido expresar a N como en la ecuacidn (1), Y si r,=0
entonces n es el menor entero tal que 2~ » N y entonces n
es el nuimero de digitos en base 2 que tiene el nimero N,
Si r,=1 entonces n+l es el menor entero tal que
27*t > N y asi, n+l es el numero de digitos de N en base 2.
Veamoslo en un ejempio particular.

Sea N = 17, entonces
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N = 17 = 2(8) + 1 = 2(N;) +

Ni = 8 = 2¢(4) + 0 = 2(Nz) + rq

Na = 4 = 2(2) + O = 2(N3y) + rs

Ns = 2 = 2(1) + 0 = 2(NJ) + r,

Ne = 1 = 200) + 1 = 2(N3) + rq

Ns = 0

De modo que N = rsrarsrzr, en base 2 por lo que

17 = 10001,

Y 5 es el menor entero tal que
2% = 32 > 17 y ademas
5 es el nGmero de digitos que tiene 17 en su expansion

binaria (que en nuestro problema era el ndmero de rondas).
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APENDICE ©b.

Queremos encontrar la solucidn general a la ecuacion

2~ 2y2 = -1 ., J<‘COmo precederemos?
En general, las ecuaciones de la forma %= ~AyZ = -1 B
X2 - Ay®2 = 1 con A diferente de k® para algquna k en los

naturales, son las [lamadas ecuaciones de Fell, gracias al
matemdtico inglés John Fell (1611-1685), guien tuvo poco que
hacer con el problema en realidad. Este problema, ya habia
sido estudiado por los matematicos de la India, e incluso se
dice que pot+ Arquimedes tambien (133,

Notemos gque la condician A diferents de k< para alguna
k en los naturales, es necesaria ya que si A=k< tenemos:

X2 - Ay= = %2 - k Gi~ky) Gi+ky) = 1 o]

e
)]
1i

X2 - Ay2R = 4R -~ kBy= (—ky) Gi+ky) = -1
Esto ya nos proporciona facilmente las soluciones que
son, para el primer caso:
x-ky =1 vy §+ky =1 o u~ky = -1 y x+ky = -1
Ya que en los nameros enteros los divisores de § son 1 y -1.

De donde cobtenemos gque las solucionss son:

®=1 y y=0 o bien ®==1 y y=0.
Y para el segundo caso tenemos:
w~ky = 1 vy wtky = -1 o] x—ky = ~1 y xt+ky =1
Porque en 1los enteros, 1los divisores de -1 son 1 y =1
también.

De donde obtenemos que las soluciones en este caso son:

x=0 y y=1/k o bien #=0  y y=-1/k

FPor lo gque se observa que == —.k2y= = -1 sdlo tiene
solucidn cuando k=t.

Y éstas, son todas las posibilidades, de modo que

consideraremos el caso en que A no es un cuadrada.

€13 Yer articulo de Fermat, sobre la ecuacidn de Fell en el
libro A Source Book in Mathematics, de D. Struik citado en
la bibliografia.
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Si la ecuacion que buscaramos fuera de la forma
X% - Ay® = 1, vemos que siempre tiene sclucion ya que al
menos existe la solucidn trivial x=1 y y=0. Cuando la
ecuacion es de forma %2 -Ay® = -1 no siempre existe solucidn
ya que dependiendo del valor de A hay o no hay solucidng
como el caso del problema que queremos resolver es o de
éstos, vamos a ver el procedimiento que se sigue para darles
solucidn, en el caso particular de A=2,

Recodemos que ya sabemos que x= - 2Zy=® = -1 tiene al
menos 3 soluciones que son:
u=7, y=9 ;3 x=41 , y=29 y x=23%9 , y=149

Ya hemos visto que s1 la ecuacion en cuestion fuese
%2 - Ay® = 1 ' con A=l por ejemplo, se podria factorizar y
encontrariamos las 2 dnicas soluciones. Si fuese %2 —Ay= =-1
con A=1 también por factorizscion encontramos que tiene solo
2 soluciones. Entonces, un camino gque se puede tratar de
seguir para resoclver %2 - 2y® = -1 es buscar si eiliste
alguna factorizacion gue nos conduzca a las  soluciones.
Fero, esta ecuacicon no tiene factoricacién en los noma2ros
enteros, es decir la factorizacidn de esta ecuaciodn es:

( 8 - 2y xw + 2 y) = -1 (a)

Y el ndamero 42 no es un namero natural, ni tampoco un
namero racional. ) )

Fero por simple inspeccion, vemos que x=1, y=1 es una
solucidn de (a) ya que (1-- (1 + 42> = 1 - 2= -1
entonces, aunque la factorizzacion no esté en los nimeros
enteros, ¥ y y si son nﬁmeros enteras y con esto basta para
decir que si son solucidn de (a).

El problema ahora es buscar cémo encontarar todas las
soluciones a la factorizacidén (a) que son todas las
soluciones para x= - 2y= = -1,

Si trabajamos en el conjunto de los nameros de la forma
a + bdJd2 con a4 y b en los enteros, quiza encontremos todas

las soluciones a (a).
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Reformulémos nuestro problema. Queremos enconirar todos
los nameros de la forma a + bJ2 con a,b en los enteros
tales que satisfagan (a + bJ2)(a - b42) = -1.

Entonces trabajaremos en el conjunto;

Z(d2) = { a + b2 | a. b € 7 3
Notemos que Z(J2) es obviamente cerrsdo bajo la suma. y

también es cerrado bajo el producto, o sea:

gl &« = a, + b, J2 y %2 = az; t+ b:2J2 entonces existen a y

b € Z tales que a + b2 Coty Y&z )
Demostracion.
(ay + bi-f2)(a; + b:d2) = a,ax + axb, N2 + a,b:J) + Zbyb; =
(a,az: + Zhybs) + Cazb, + a;bg 2
Sean a = aaz; t+ 2b,b; y b = ab, + a,b;: y como
ay, b}. az y b € Z entonces a y b € Z,
De manera equivalente puede probarse que Z(J2) cumpls

H

con todas las propliedades que cumplen los nimeros enteros vy

que caracterizan a Z como un dominie entero: ez decir, un
conjunto domde la suma y el producto tienen lae propledsznss
usuales ~de un anillo- y ademas se cumpie que si xy=Q

entonces x=0 o y=0).
Sea & = a + bz y llamémosle o = a - b2 cén a.b
en los enteros, (Ndtese que & € Z(J2) tambien/.
Nétese que en Z(J2) se cumple la sigwients proposition:
Proposicidn., Si .8 € Zi(J2) se cumpis aB= X B
Demostracidn. '
Sean oa=a+b2 y B=c+df2 entonces
WB = (atbN2)iz+dd) = lac + 2bd + (cb tad)dz) =

ac + 2bd - (¢b + ad)J2 = ac + 2bd - cbJI - adJl =

(a - bd2) (e =~ dd2) = (& + baZitc + dd2) = x B
Ahora, nuestro problema es encontrar todas las a«'s
tales que:
() () = -1 (b)

-

Notemos que si «, es solucidn a tbr, entonces (& )3"°!¢
también es solucidn ya que:
(o ) (g ) = -1 implica (X )3M (g )2P*t = (=1)3n+t = -]

para toda n en los nameros naturales.
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Y de aqui tenemos una Iinfinidad de soluciones para (b).

Ahora, <icdmo encontramos a todas las soluciones?

Encontremos la solucidn mas pequeda y las potencias
impares de esta, seran todas las soluciones de (b).

Sabemos que $+J2 es solucidn a (b) y ademd&s veamos que
1+J2 es el menor namerovlde 2(J2) tal gque a y b son
positivos.

Sea & = 1+J2. Veamos un poco como son las potencias de
& . La tabla siguiente muestra algunas de estas potencias.

n (& )"

1+ 2
3+ 242
7 + 542
17 + 1242
41 + 2942
g9 + 70-Z
239 + 16942

LN +> B 5 LB N € B S B

Como ya sé demostrd, para los valores impéres de n,
obtenemos siempre soluciones a (b). Si llamamos 1¢) a la
ecuacion (x)(x) = 1 , entonces para los valores pares de n
obtenemas clempre soluciones.a la ecuamcidn o). Ya que =i
(o) (@) = -1 entonces .(«°J="{Z;7:" = (-1)%0 = 1

De manera que ! &, e€g el menor nmeco &n Z(J2) con a
y b positivos, que satisface tb), entonces (X )® es el menor
niamero de  Z(J2) con a y b positives que satisface la
ecuacidn (c). Y entonces para tener cualquler potencla lmpas
de o colo tenemos que ir muitiplicando «;, por (&x,J)° tantas
veces como sea necesarlio.

Pero si podemos multiplicar por (x,)?, también podemos
dividir entre (X, )2  (que =25  lo mismo gque multiplicar por
(% )%). Esto eignifica que si partimos de cualquier solucidn

a de (b) a(;:)’ es otra solucidn "mas chica", Con esta
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idea se puede ver que siempre podemos encontrar una solucion
"m&s chica™ que una solucidn dada, a menos que esta solucidn
sea & misma (que al dividir entre (% )? nos d& una
solucidn con numeros negativos). Esto lmblica que al dividir
una soluciédn cualquiera por (&0)2. ()%, . , (Xp)** en
algln momento caeriamos en & . Luego las soluciones de la
forma (o )2ne! son todas las soluciones "positivas" de
(b). Dejamos al lector verificar 1los detalles de estas
afirmaciones.

De todo lo anterior tenemos que si B es solucion de (b

entonces P(x )? también lo es, y es la siguiente solucion,

esto es:
st B = x + yd2 entonces Bim ) = dx + yd2)(3 ¢+ 242) =
A3x + 4y) + (3y ¢+ Zx)d2 = -} o sea
es solucidn a (b).
Le donde obtenemos dos fdrmulas para encontrar la

siguiente solucion a partir de cualguler solucidn que

tengamos.
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APENDICE ¢

Fara que al lector le guede un poto mas en general la
idea del curso de Algebra Supérior que hemos impartido en la
Facultad de Ciencias, trascribimos a continuacidn un resumen

del mismo.
UN CURSO DE ALGEBRA SUFERIOR.

Dirigido a estudiantes universitarios de primer afo de
.Mateméticas y Fisica, (edades de 17 afos en adelante).
El programa estandard en nuestra escuela es:
I. Primer semestre: 1) Analisis combinatorio e Induccion Ma-
" matica.
2) Eépacios vectoriales y Sistemas de
Ecuaciones lineales.
I11.Segundo semestre:!l) Divisibilidad y Congruencias.

. 2) Polinomios y Ecuaciones.

Cubrimos estos temas f{ratando de: .
1) Hacer gque los estudiantes trabajed problemas concretos
por si mismos, sin exposicion previa de la teoria, de modo
que puedan encaontrar sus propias soluciones. )

- 2) Hacer que la teoria surja naturalmente de estos

problemas y sus soluciones.

3) Mostrar aplicaciones de estas teorias a otros problemas
en diferentes campos.

4) Insistir en la conveniencia de representaciones
gréficas 0 pictoricas en la solucidn de problemas.

g) Discutir aspectos de las soluciones historicas reales
dadas a algunos problemas, las relaciones entre el
desarrollo de las matematicas y el de la éociedad, el uso de

la ciencia en nuestra sociedad, etc.



235
(Como . siempre, las limitaciones de tiempo no nos
permiten hacer todo esto tan minuciosamente como

quisiéramos).

Los problemas que usamos en clase y en las tareas son

los siguientes:
I.1 Combinatoria 2 Induccidn.

a) Froblema del torneo de Fin-Fon: n jugadores deben’
efectuar un torneo con las siguientes reglas: se forman
parejas al azary cada parejs juega un partido y los
perdedores se descartan. Si n es impar, algin jugador tiene
la suerte de llegar a la siguiente ronda sin  jugar. Se
repite este proceso con, los jugadores rastantes. <Cuantos
partidos deben Jjugarse antes de tener un solo ganador?

(Tomado de Halmos).

b} Barra de chocolate. Una barra de chocolate esta
formada de 8x4 pequedas piezas. <Cual es el namero minimo de
veces que debe partiree la barra para tener separadas todas

las pequenas piezas? (Tomada del IREM de Estrasburgo).

Estos dos problemas nos permiten poner énfasis an la
necesidad de desarrollar casos particulares estableciendo
diversas conjeturas, probandolas, etc. La impresionantsmente
simple y clara solucidn a la que se llega finalmente, es

sé6lo el resultado del arduo y "sucio" trabajo previo.

c) Segundo problema del Fin-Fon. Ahora debemos jugar un
“round robin"; cada quien tiene que jugar contra todos las

demds. iCudntos partidos se Jjuegan ahora?

Aqui obtenemos diferentes soluciones de parte de los
estudiantes, les pedimos que prueben que todas ellas son

correctas y que vean las relaciones entre ellas.
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Introducimos una primera experiencia en irduccion matematica
observando la "ley de crecimiento" des las diferentes

soluciones.

d) Conteo de ternas no ordenadas de un conjunto de n
elementos.

(Repetimos los procedimientos antes descritos).

e) Namero de subconjuntos de un conJjunto de n
elementos, nimero de diagonales de un poligono, namero de
regiones en las que puede dividirse un circulo mediante las
cuerdas que unen los puntos de su frontera. Sumas de
cuadrados, cubés, etc. (M&s de induccion).

f) Encontrar un namero trfangular cuyo doble sea
tambiéen un namero triangular. (Despuds de que los
estudiante% dan ejemplos, " el maestre da uwna formula
recursiva). Encontrar un nimerc cuadradzdo cuya dable =s,
también, un cuadradao. (Frueba por contradiccidn: el
principio del Buen Orden; descenso infinito). ;

g) Problemas estandard de combinatoria: Combinaciones,
permutaciones, etc. JLiHay alguna formula para n!? (Coma la
que se encontrd para la suma de los jprimeros n nuameros

‘naturales).

h) Tridngulo de "Fascal". Combinaciones, coeficientes
binomiales, namero de rutas en una ciudad (Tomado de Folya).

Identidades Combinatorias.
i) Fruebas estandard por induccidn.
j) Aplicaciones a la Frobabilidat, Fisica, Biologia.

(Froblemas de los cumpleanos, estadistiras de Bose-Einstein,

leyes de Hardy-Weimberg).
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1.2 Espacios Vectoriales y Sistemas de Ecuaciones Lineales,

Supaonemas gque los estudiantes tienen experiencia previa
con problemas referentes a ecuaciones lineales, la idea
principal es tratar de’ que2 se den las nociones de
dependencia lineal, bases, etc:, a través de problemas se
encuentra la solucion de ecuaciones lineales. Se mencionan
algunos acertijos en conexian con determinantes y

permutaciones pares e impares.

I1.1 Divisibilidad y Congruencias.

a) Froblema de las Jjarras: medir 1 litreos con dos
jarras con capacidad de m y n litros. {Cuales niameros pueden
medirse? (Conduce al maximo comun divisor como combinacion

lineal de los nimeros)!

b) Problemas estandard encaminados a las ecuaciones

diofantinas.

c) Calendario Maya: consiste de 20 simbolos, digamos
AyB,Cy.v.y ¥y 13 nimeros; los dias sucesivos son Al, B2,
c3,...

d) Problemas de engranes: un engrane de n dientes esta

conectado con uno de m. Problemas de beolas de billar.

e) Algoritmo de Euclides tambien para nimeros reales.

Razén aurea y otros nimeros irracionales.

f) Nameros primos vy factorizacion. Se mencionan
problemas resueltos y no resueltos en la teoria de numeros

primos.
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[«}} Probiemas de haoras, dilas de la semana, etc. que
conducen a la idea de congruencia. Froblemas de calendario:
¢En qué dia de la semana es mas frecuente que caiga el lo.
de enero? (Con distintas reglas reénecto a los ados
bisiestos). Otros problemas que tienen periodicidad. La

"prueba del nueve", etc.

h) Fropiedades de congruencias, resolver congruencias
lineales.

i) Clases de congruencias; se defimen mds o menos los

‘anillos y los campos.

. 3} Codificacidnd usando clases de congruencias., E1
codigo secreta de Rivegt-Shamir-Adlemans se mencionanr los
teoremas de Fermat y Euler y el maestro los demuestra.

11.2 Polinomios y Ecuacianes.

Aqui nuevamente no se dan problemas concretos. Solucien
por radicales de ecuaciones de segundo, tercero y cuarto
grados. Se menciona la imposibilidad para las de -quinto
grada. Los nameros complejos se imtroducen como una
necesidad para tratar el caso irreducible de la cubica.
Algebra y Geaometria de numeros complajos. Un  argumento

geométrico para el Teorema Fundamental del Algebra.

El Teorema del Factor para polinomios abre el camino
patra una relacidn entre la solucidn de ecuaciones Yy una
teoria de divisibilidad para polinomios, andloga a la de los
enteros. Raices comunes y raices mialtiples. Introduccion &
métodos numericos. Regla de los sigmos de Descartes vy

métodos de Horner y Newtan.
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(Esto es un  burdo bosgquejo del curso. Se necesita

precisar y completar mds en varios puntos).

Los cursos  a los que nos hemos referido aqui, han

estado a cargo del Dr. Santiago Lopez de Medrano y como

ayudante Julieta Verdugo Diaz. {Ambos trabajando en el Grupo
de Enseranza de las Matematicas, del Departamento de

Matemadticas de la Facultad de Ciencias de la UNAM) .,
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