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P R O L O G O 

El presente trabajo forma parte de un curso de Algebra 

Superior que se imparte a lo largo de 2 semestres en la 

Facultad de Ciencias de la UNAM. (en el apéndice c, se 

presenta un bosquejo de este curso>. 

El trabajo es resultado de 4 años de impartir como 

ayudante de profesor, 

Facultad de Ciencias 

la materia de Algebra Superior en la 

de la UNAM. Esta es una materia 

obligatoria para estudiantes de las carreras de matemáticas, 

actuaria y tisica. 

En este trabajo, se desarrollan solamente la mitad de 

los temas del curso. 

La forma de impartir el curso, es un tanto desor~enada, 

aparentemente sin estructura hecha de antemano. El orden y 

la estructura misma, la van dando los alumnos de acuerdo a 

las necesidades que se crean como consecuencia de los 

diferentes caminos propuestos por el los para resolver los 

problemas. Decimos un tanto desordenada y aparentemente sin 

estructura, porque aunque existen un orden y una estructura 

para los temas que se les imparten, son los alumnos quienes 

le imponen ritmo y orden a la clase a medida que se van 

involucrando en los problemas. Por e~emplo, nos ha sucedido 

que después de discutir el segundo o tercer problema del 

curso, los alumnos tienen una discusión que nos encamina 

rápidamente a ver el tema de Combinatoria antes del de 

Inducción y otras veces, la discusión en el grupo es tal que 

casi inmediatamente después de 

la teoria referente al tema de 

3 ó 4 problemas podemos dar 

Inducción Matemática. Es 

más, la mayoria de las veces no podemos dar uno u otro tema 

sino que tenemos que ir y venir entre estos temas, o incluso 

entrar a otros temas,diferentes a estos dos, que salen en la 

discusión propia de un problema. 
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Para escrlbir esta experlencla, tué necesarlo darle 

alguna estructrura, pero quiero hacer la aclaración que sl 

algún desorden, dlscontinuldad o brincos no muy claros 

aparecen en el trabajo, tué casl lntencionalmente, porque la 

dinámica misma del salón de clase es la que va dando la 

.pautB de hacia dónde segulr y en el trabajo escrito es muy. 

dificil poder darle ese dinamismo, ese movimiento constante. 

Quiero hacer l~ aclaración de que escribir el trabajo 

tratando de no petdet la idea de ese "desorden necesariott 

tué muy dificil. Siempre que lo empezaba a escribir, 

resultaba un trabajo esquemático que en el mejor de los 

casos lo que le reflejaba a un maestro que lo tuviera en sus 

manos era un escrito en donde se daban 4 ó S caminos 

diferentes de resolver un problema, un trabajo esquemático 

el cual podia consultarse para encontrar otro camino por el 

cual resolver un problema y nada más. Ninguna de esas 

versiones esquemáticas me satisfizo y traté de cambiarlas en 

torno a mostrar que lo importante es la discusión del grupo, 

la dinámica que le imponen a la clase los alumnos en su 

discusión, el proceso por medlo del cual los alumnos van 

desoubrlendo, creando y naciendo matemáticas. 

No quisiera que el trabajo sirviera solo para que un 

maestro ( o alumno > lo consultara para encontrar una rece~a 

de cómo resolver un problema concreto y que en base a ese 

camlno lmpartiera <laprendiera?> su clase de la manera 

tradicional, solo dándole a los alumnos ttlatt forma en que se 

resuelve tal o cual problema. Puede suceder que por ejemplo 

en un problema concreto un maestro <o alumnol entienda mejor 

una terma <o camino> de resolverlo y que le parezca mejor 

explicarlo asi; pero ésto no debe ser limitación para que 

les permitamos, o ayudemos a los alumnos, buscar otras vias 

de resolver el mismo problema. 

La forma en que impartimos el curso es la siguiente: 

Por ejemplo, el primer dia de clases les pone un problema de 

oontar. No se les da teoria previa, sino se les hace la 

aclaración de que pueden resolverlo con lo que ellos mismos 
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deseen, con las herramientas que tienen, que busquen alguna 

respuesta por cualquier camino que el los quieran. El sentido 

es que los estudiantes hagan matemáticas desde el primer 

momento, que busquen una respuesta con los conocimientos que 

cada uno traiga, no importa el tiempo que inviertan para 

obtener la respuesta, el valor está en involucrarse y 

trabajar' desde el primer momento, estructurar de cualquier 

forma el problema· para después argumentar, comentar, 

enriquecer o incluso modificar su respuesta. 

Los problemas que se les dan son problemas sencillos, 

problemas para los cuales cada uno de los alumnds puede 

tener una respuesta, sea válida o no, ya sea de inmediato o 

un poco después de pensarla. Y ya sea correcta o no lo se~, 

los problemas planteados permiten que con las matemáticas 

que manejan los alumnos, se· pueda dar una respuesta. 

Una vez que la mayoría de los alumnos ha manifestado 

tener una respuesta, se les pide que vayan externan~o cuál 

es su resultado y que expliquen cual es el procedimiento que 

siguieron. Aqui, es donde empiezan realmente los problemas 

porque a veces los alumnos tienen una respuesta y no saben 

como llegaron a ella; a veces tienen una respuesta saben 

como llegaron a el la, pero no pueden explicar cómo lo 

hicieron; otros más saben como 1 legaron al resultado, y 

"explican" como lo hicieron, pero ninguno de sus compaAeros 

entiende el procedimiento, etc. Es en estos momentos cuando 

se nos hace muy importante hacer que los alumnos participen 

y socialicen sus experiencias. Tienen que convencerse entre 

ellos mismos de que lo que hicieron es correcto a través de 

convencer a 

abordar el 

los demás de que su procedimiento y forma de 

problema son correctos, o bien que lo~ demás los 

través de hacerle ver, en cualquiera de los 

es su error y por consiguiente qué es lo 

convenzan, a 

momento.s, cuá 1 

correcto. 



.. 

CAPITULO 



5 

EL PROBLEMA DEL PIN PON. 

En un torneo de Pin Pon las partidas se jueg~n por 

parej~s escogidas al azar. En la primera ronda se forman 

parejas al azar y los jugadores que pierden van quedando 

eliminados. Si el numero de participantes es impar, uno de 

los jugadores pasa automáticamente a la siguiente ronda 

(aquel que al azar no le toca pareja contra quien jugar). 

Para la siguiente ronda participan todos los ganadores de la 

primera, junto con el posible impar a quien no le tocó 

_pareja y ~si sucesivamente hasta que se tiene un solo 

ganador. 

Dado un número fijo de jugadores, ~ cuAntas partidas se 

juegan ? 

Supongamos, por ejemplo, que se tienen 123 jugadores. 

Suponiendo que ya se tiene ~ealizado el sorteo para escoger . 
las parejas y se numeran los jugadores de tal manera que el 

contrincante numero uno juega contra el numero dos, el tres 

contra el cuatro y asi sucesivamente, para la prime.ra ronda 

tenemos: 

122 jugadores que juegan 61 partidas y 1 jugador que se 

queda sin jugar y pasa autom¿ticamente a la siguiente'ronda. 

1 2 119 120 123 

\/ \/ 1 
1 60 

Ahora numeremos los 62 jugadores que quedan, para la 

segunda ronda tenemos: 

62 jugadores que juegan 31 partidas 

3 4 

\/ 
2 

\/6 
3 

61 62 

\( 
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Los resultados que vamos obtem1endo los podemos 

expresar en la siguiente tabla : 

1 DE RONDA ti DE J UC.ADORES 1 DE PARTIDAS 

1 123 61 
2 62(1) 31 
3 31 15 
4 16 8 

5 e 4 

6 4 2 
7 2 1 

· TOTAL DE PARTIDAS JUGADAS 122 

i ... l .. 1 

Como se ve, se nec·esitan 122 partidas par'a tener un 

ganador. 

¿Qué pasaría si a última hora, antes de empezar los 

juegos se hubiera inscrito un jugador mas ? 

Suponiendo ahora que tenemos 124 j~gadores inscritos. 

l Cuántas partidas juegan para tener un solo ganador ? 

Podemos hacer una tabla como la anterior, y tenemos: 

<1> Obsérvese que en la ronda anterior el numero de partidas 
tué 61 por lo que el número de jugadores involucrados tué 
122 y el número de jugadores con pase automático 1 por lo 
tanto se tienen en total 62 jugadores en la segunda ronda. · 



1 DE RONDA 

1 

2 

3 
4 

5 
6 

7 

7 

11 DE JUGADORES 

124 
62 
31 
16 

B 

4 

2 

TOTAL DE PARTIDAS JUGADAS 

11 DE PARTIDAS 

62 
31 
15 

8 
4 

2 
1 

123 

Si ahora tenemos 129 jugadores inscritos, ¿ cuántas 

partidas se jugarán ? Hagamos otra tabla: 

11 DE RONDAS 11 DE JUGADORES 

1 129 

2 65 
3 33 

4 17 

5 9 
6 5 
7 3 
8 2 

TOTAL DE PARTIDAS JUGADAS 

TAll.A 3 

1 DE PARTIDAS· 

64 
32 
16 

8 
4 

2 

1 

1 

128 

¿ Podriamos dar una regla general para cualquier número 

de jugadores que se inscribieran al torneo ? 

De los tres ejemplos anteriores se observa que la regla 

puede ser: 

CONJETURA. Para N jugadores serán necesarios N-1 

partidas para que se tenga un ganador. 
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l Cómo comprobamos esta conjetura ? ó ¿ Cómo la 

demostramos ? Es decir, ¿ Cómo podemos dar algún argumento 

general que nos convenza claramente de esta hipótesis ? 

Haciendo torneos con poquitos jugadores comprobariamos 

la regla enunciada mediante el conteo directo. Pero debemos 

comprobarla para todos los números N 

grandes. 

incluyendo N's muy 

Sabiendo que <como calculamos en el primer ejemplo ) el 

número de partidas con 123 jugadores es 122, podemos 

determinar el número de partidas con 124 jugadores sin 

necesidad de volver a contar todo de nuevo, como hicimos 

anteriormente. Basta notar que cuando llega un nuevo 

jugador, hace falta una partida mas en el esquema que se 

tenia antes. Este razonamiento lo podemos hacer en general 

de la siguiente manera: 

Si damos por sabido que teniendo K jugadores el número 

de partidas es K-1, cuando ! lega el jugador número K+l lo 

que se puede hacer es enfrentarlo, en una partida adicional, 

al ganador final de los K originales que teníamos antes. 

Asi, el número de partidas jugadas con K+1 jugadores es: 

K-1 que ya teniamos, mas la partida adicional que agregamos; 

es decir: <K-1) + 1 = K partidas. 

¿ Comprueba esto la hipótesis de la conjetura ? No 

cambiará el resultado si en vez de enfrentar al nuevo 

jugador contra el campeón, lo anexáramos a cualquiera de las 

rondas anteriores ? ( se deja al lector pensar y discutir, 

si es posible, estas preguntas l. 

Hasta aqui, hemos encontrado que si tenemos N 

jugadores, el número de de partidas es N-1. Nos ha resultado 

cierto en muchos casos y varias formas, pero ¿qué significa 

ésto?, lpodemos encontrar qué significa esta expresión en el 

problema mismo? 

Resulta muy fácil el resultado de 

entonces lserá también fácil pensar qué 

número?, lporqué el 1 en la fórmula? 

N-1 partidas, 

significa ese 
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Tratando de resolver estas preguntas, encontramos que N 

es el nümero de jugadores, pero el 1, l.qué significa? El 

debe ser el único ganador, ya que en el problema, un uno asi 

de importante es solo El ganador, El campeón. De modo que en 

~t~ato, esa tó,mula nos dice mucho acerca del problema 

mismo. N-1 es el nümero de jugadores inscritos menos el 

campeón o sea todos los jugadores que perdieron, todos los 

que no son El campeón. 

El mismo 

diferente, por 

nos interesa 

problema, podemos razonarlo de un modo 

ejemplo: ¿ se podrá contar el conjunto que 

<partidasJ a través del número de elementos de 

otro conjunto equivalente al conjunto incógnita, pero un 

tanto más fácil de contar? 

Si los elementos del conjunto que nos interesa 

CpartidasJ los ponemos en correspondencia con los elementos 

de otro conjunto, por ejemplo con el conjunto de los 

perdedores, observamos que efectivamente existe una 

correspondencia uno a uno entre el conjunto de partidas que 

se juegan y el conjunto de los perdedores, pues en cada 

partida se elimina a un jugador y cada perdedor es eliminado 

en una sola partida <solo pierde en una partidaJ, Entonces 

si se tienen N jugadores, para que exista un solo ganador 

ti ene que haber N-1 perdedores, para 1 o cual se requ 1 eren 

N-1 partidas. 

Tenemos asi que efectivamente el nOmero de partidas a 

jugar es el número de jugadores inscritos menos uno; y lqué 

quiere decir esto? Que todos los jugadores son perdedores 

menos uno que es el campeón, o sea que: Para N jugadores el 

número de partidas es igual al número de perdedores, que es 

N-1. 
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En seguida, un ejercicio para el lector que sugerimos 

para pensar en el mismo sentido en que se ha analizado el 

problema del Pin Pon. 

EJERCICIO •. LA TABLILLA DE CHOCOLATE. 

Se tiene una tablilla de chocolate que consta de MxN 

pequefias piezas. Se quiere dividir ésta de forma que se 

tengan las MN ' piezas separadas. lCual es el número ~lnimo 

de cortes que hay que hacer para obtener todas las piezas 

sueltas? 

CONDICIONES: no se pueden hacer cortes mediante apilar 

dos o mas hileras de cuadritos y obviamente tampoco se 

pueden hacer cortes en zig ~ag. 

De nuevo podemos empezar por un ejemplo. Supongamos 

que la tablilla tiene 8x4 peque~as piezas. lCuánto~ cortes 

se necesitan para tener las 32 pequeñas piezas sueltas? 

lCuál es la regla general para saber el numero de 

cortes que hay que hacer con cualquier tablilla? 

lSe podrá encontrar un conjunto equivalente que nos 

ayude a convencernos de nuestra forma de contar? 

--·-r---1---__,1---~ --··l----f----1 
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SEGUNDO PROBLEMA DEL PIN PON 

En este torneo de Pin F'on, los jugalllores se enfrentaran 

todos contra todos¡ es decir cada jugador tiene que jugar 

contra todos los restantes. Ahora no nas interesa q1.1e pasa 

hasta que exista un ganador sino lo siguiente: 

l Cuántas partidas se juegan en total si se tienen N 

jugadores inscritos y se han de enfrentar todos contra 

todos ? 

Empecemos n1.1evamente con un caso particular, por 

ejemplo, por contar cuántas partidas se juegan si se 

inscribieron 123 jugadores. 

Cada uno de los participantes va a jugar 122 partidas: 

Nuevamente numeremos a los ~artici~antes del 1 al 123, 

tenemos asl que haciendo un esquema dE las partidas del 

jugador número uno se tiene:· 

1 2 3 4 5 • • • 120 121 1'.?2-- 1~3 

\~~ -
.. • •• 119 12(1 121 12:2 

Estas serán las partidas del Jugador número uno. 

En la misma forma podrfamos decir que las partidas del 

jugador número dos son: 

1 2 3 4 ..J • • • 120 121 122 J..?3 

~v~======-----~=-----=-=-==::==:.:--
122 1 2 3 118 119 120 121 

Y Asl sucesivamente para cada uno de los 1:23 jugadores; 

entonces, las partidas J1.1gadas serian !22 por cada jugador, 

o sea: 

Pero ¿contamos bien? 

Observando las partidas para los jugadores 1 y 2 vemos 

que la partida en que se enfrentan ellos aparece contada en 
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las del 

doble esta 

pero también en 

partida. Pero 

las del 2. O sea que contamos 

también contaoos doble la partida 

del jugador 1 contra el jugador 3, ya que la contamos cuando 

enumeramos las del 1 y cuando contamos las del 3; lo mismp 

cuando contamos la partida del con el 4 y asi 

suce,:.;ivamente • Y obsérvese tambien, que la partida del 2 

con el 3 también está contada dos veces, y la del 3 con el 4 

y así sucesivamente, por lo que vemos que todo lo hemos 

contado doble. Entonces el número de partidas que se jugarán 

es: 

_!1_~x 1~}-

2 2 

7,503 

Tratemos ahora el caso general. Supongamos que el 

número de jugadores es N. 

Tenemos N jugadores, cada uno va a jugar contra N-1, 

por lo tanto cada uno va a Jugar N-1 partidas. Pero por lo 

que se observó en el párrafo anterior, cada partida está 

contada dos veces por lo tanto el número de partidas es: 

~JJ~!.::ll 
2 

Pero , vamos a verlo de otra manera. •Podemos proceder 

como hicimos con el primer problema del Pin Pon, es decir, 

partiendo de ver qué sucede si agregamos un jugador mas. 

Por ejemplo, si se tenían 12.3 ju9adores, el número de 

partidas era 7503. .~.Cuántas partidas habrá que agregar si a 

última hora se incribiera uno mas y tuviéramos 124 

ju9ado1·es? 

Según la regla general que hemos conjeturado Cy que 

debemos comprobar), para 124 jugadores el número de partidas 

es L'.?_3-_>i. _ ~f;.1 
2 

Veamos ahora si llegamos a esta misma conclusión 

partiendo de que ya sabemos el número de partidas para 123 

jugadores: 

Para el jugador número uno se tiene: 
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1 2 3 4 5 • • • 121 122 123 124 

\~· ==1==2==1 =====1==2==2=-12_3_ 

Las partidas para el jugador 1 son ahora 123. 

Para el jugador número dos son: 

1 2 3 4 5 • • • 121 122 _!23 

~ 121 

También 123 partidas. 

122 

Y asi sucesivamente. Es decir, para cada jugador 

aumenta en uno el número de partidas jugadas, y como eran 

123 jugadores, entonces se tienen 123 partidas más¡' Nótese 

que 123 son precisamente los contrincantes del juga.dor 124 

por lo que la regla para contar cuando llega un jugador más 

es agregar tantas partidas como jugadores se tenian, esto 

es: 

NOmero de partidascon 123 jugadores más el número de 

jugadores que habla antes es igual al nOmero de partidas c4on 

124 jugadores.S O sea: + 123 

2 

Una simple multiplicación nos permite comprobar que 

7626 es lo mismo que !A'.°2 _ _;::_J_21 

2 

Mediante el conteo directo en el caso de un número de 

participantes peque~o, y con los casos que hemos analizado, 

tenemos la siguiente tabla: 



1 DE JUGADORES 

1 

2 
3 

4 

5 

6 

123 
124 

14 

1 DE PATRTIDAS 

o 
1 

3 

6 
10 

15 

7503 
7626 

1 NCREMENTO EN 
1 DE PARTIDAS 

o 
1 

2 

3 

4 

5 

? 

123 

Pero, lCómo comprobaremos que para K jugadores las 

partidas serán _J_JS.::!..?J<_. ? 

2 

Si para K jugadores son __l~_:__l_>_K._ partidas, cuando 

2 

llega el jugador ndmero K•l se jugarán K partidas mas, (el 

número de jugadores que habia antes>, entonces tenemos: 

t K 

!$_~-~JJ_ 
2 

__ u_<:_!_~ 1:5 ___ • __ ? !.< _ 
2 

!.<'. .. _ .. :K_2_?_K. 
2 

Que es el ndmero de partidas que se juegan cuando hay 

K+1 jugadores inscritos. 

Entonces parece ser que la reglita si funciona 

Para N jugadores el ndmero de partidas a jugar es 

~ N- U_f! 

2 
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Buscando otro argllmento, o bien otra forma de analizar 

el problema tenemos: 

Si son 123 jugadores, el nQmero de partidas para el 

jugador nQmero uno serán: 

1~ ~2 ~~:;;;;:::::=::-:;=. =~=2-_ _j 

~;5 . . . 118 119 120 121 122 

122 partidas para el primer jL1gador. 

Para el segundo: 

122 121 . • • 4 3 2 1 

~ ....L..--.¡¡¡¡¡¡¡;;;...,,,,= 
2 ••• 117 118 119 120 121 

121 partidas para el segundo jL1gador, porqlle la partida 

que juega éste con el n<:1mero uno ya fue contada en el caso 

anterior (las partidas del jugador número uno). 

Siguiendo de esta manera, tendremos al final para el 

jugador nQmero N-2: 

3 2 

~ 
1 2 

Solo 2 partidas para el jL1gador N-2. Y 

V 
Una sola partida para el jugador N-1. 
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Esto es, el primer jL19ador se enfrentará contra los 1"" 

jugadores restantes, el segundo contra los 121 restantes <ya 

que la partida que juega contra el primer jugador, ya la 

contamos al contar los jL1egos del jllgador nümero unol, el 

tercer jugador jugará contra 120 y as! sucesivamen~e. El 

Qlti~o jugador ya no 

juegos ya qL1edaron 

le queda:·án 

contados al 

opciones porque 

contar los 

sus 

de 

122 

SLIS 

contrincantes. Por lo qL1e el nQmero de partidas en total 

son: 

122 + 121 + 120 + 119 + • • + 4 + 3 + 2 + 1 

El resL1ltado de esta suma debe dar exactamente el mismo 

resultado que la fórmula que ya hablamos encontrado par otro 

razonamiento. 

Analicemos esto con n6meros pequeRos: 

Si el número de Jugadores es 3 par eJemplo, el número 

de partidas es 2 + 1 3 • Si el númer·a de JLtg:1dores es 4, 

el número de partidas es 3 + 2 + 1 = 6 

ejemplas más llegamos a la sigL1iente tabla: 

Tomando algL1nos 

# DE JUGADORES 

2 

3 

4 

5 

K 

tabla 5 

# DE PARTIDAS 

o 

2 + 1 

3 + 2 + 1 

4 + 3 + 2 + 1 

<K-1l+CK-2l+ ••• +2 + 1 

En donde el renglón número K es apenas la conjetura que 

queremos comprobar, es decir, hemos formL1lado lo qlle creemos 

que debe sL1ceder en el renglón nQmero K • 



17 

Debemos' ahora encontrar cuánto vale esa "sumota" 

Tenemos que encontrar que ésta vale exactamente ~k.U_~ .. 
2 

Busquémos cómo efectuarla. 

Sumémos de 2 en 2 los sumandos de esta suma de la 

siguiente manera: el primer ~umando lo sumamos con el 

Qltimo, el segundo con el penúltimo y asi sucesivamente, o 

sea: (2) 

<K-1> + <l<-2> + <K-3l + ••• + 3 + 2 + 
l 1 

1 <K-1> + 1 1 

CK-2> + 2 

CK-3l + 3 

Tenemos que sumar: 

( <K-1 l +1 > + < <l<-2> +2) + C CK-3> +3l + • 

¿ Cuál será el último sumando ? 

Si la I< es impar, l<-1 Cel primer sumando) es par y se 

tiene que el último sL1mando, ya agr·upados, es 

K+! + 

2 

que son exactamente L::J_ 
2 

sumandos 1 los 

cuales son cada uno de ellos iguales a K, por lo que la suma 

(2) En el libro de Colerus Egmont, Breve Historia de las 
Matemáticas, dice que esto fué lo que hizo Gauss a los nueve 
aAos. En ésto, parece que no hay mucha ·claridad sobre qué 
fué exactamente lo que hizo Gauss, ya que por eJemplo en los 
libros de la colección Sigma, dice algo un tanto distinto 
(ver Sigma, El mundo de las matemáticas, vol. 1, p. 25). 
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Si K es par, K-1 <el primer sumando> es impar y no 

tiene mitad, entonces al agrupar .como se ha dicho quedc:ll'á en 

el medio un número sin pareja y éste será ~ 

2 

El Qltimo sumando, de los agrupados, es I~ + 11 + (~ - 11 . 

2 

Entonces la suma queda como: 

<K-1+11 + <l<-2+2) + • + (~ + 1 + t - 1 ) + 

1 

2 

¡ 
t:; -1 

2 

sumandos 

K - 1 lK + K K-2 1( + K 

2 2 2 2 

KCK - 1l K - 1 > K 
--...----~ ---

2 2 

2 2 

~;:z_,.: ·-2~~-: __ K: = 
2 

2 

Tenemos que en cualquiera de los casos resulta que la 

suma es .U~1l.!5. , que ya lo sabiamos ¿ no ? 

+ 

2 

Sumemos ahora de otra forma: 

(1(-1) + <K-21 + Cl<-3> + . . + 3 + 2 

1 + 2 + 3 + . . + 0<--3) + (1(-2) 

K + K + I< + . . + I< + I< 

¿Cuántas K's tenemos que sumar? 

C~:-ll K = 25 entonces s = SJ;;:-_Ut:; 
2 

+ 1 

+ CK-1 > 

+ K 

Ya tenemos la conclusión de que para K jugadores el 

número de partidas es !:;J_t,:_-:J_t y lo hicimos con un 
2 

s 

s 

28 
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razonamiento general. 

De modo que lo que hemos obtenido es: 

La suma de todos los números naturales hasta el K-1, 

sea cual sea la K, es KC~-~L 

2 

Y regresando al método de, si llegase a última hora un 

jugador más, lobtendremos la misma conclusión? 

Si tenemos un jugador más, la suma será: 

K + CK-11 + Ck-21 + lk-31 + • • + 3 + 2 + 1 

Y como hemos conjeturado qLte 1+2+3+ ••• +CK-1>=.~K-::.! .. Lb 
2 

La suma que buscam~s es igua( a 

K + CK-11 K 2K + K"" - K 
·----~-·--- ·----~-·-···----

2 2. 

Qu~ e's lo mismo que se habia 

hasta el natural número 

hipótesis debe ser correcta. 

1<+1. 

K~~!.E. 
2 

afirmado solo qLte ahora 

Por lo tanto nuestra 

Pero todavía podemos encontrar otra manera de resolver 

el problema de contar las partidas. 

Si formamos un cuadrado de lado igual al número de 

jugadores inscritos y contamos, de la manera obvia, cuantas 

son las partidas que se efectúan, tenemos: 
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N 

1 

2 

3 

4 

N 
1 1 . 1 t 

f i gLlt'a 

Los cuadritos de la diagonal, es claro que no debemos 

contarlos ya que un jugador no se enfrenta a sl mismo. 

Tendremos que quiiar también los cuadr1tos que se encuentran· 

arriba de la diagonal (o abajo) porque, para nuestro 

problema, significan lo mismo: es decir, la partida en la 

que se enfrentan el 1 con el 2 está otra vez representada en 

el enfrentamiento del 2 con el 1. Por lo que contando 

cuántos cuadritos nos quedan, sabremos cuál es el número de 

partidas que se jugarán. 

El número de cuadritos en todo el cuadrado es N~ menos 

los que estan en la di~gonal tjue son N. Y de los restantes 

tomamos solo la mitad, entonces la cantidad buscada es: 

N'" - N N <N-1> -----·- ---·-·-·---·--·· 
2 2 

Hemos llegado entonces otra vez a la misma conclusión. 

·En la misma configuración anterior, podemos considerar 

que los cuadritos que sl nos sirven son los que quedan como 

se ilustra en la siguiente figura: 
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figura 2 

En donde si quitamos la configuracion "cuadritos" y 

dejamos solo los puntitos; contar cuadritos equivale a 

contar puntitos en la configuración correspondiente. 

Queremos contar cuantos punt?tos hay en un triángulo que 

tiene como base N puntitos y como altura también N puntitos. 

Para contarlos vamos a ayudarnos de una construcción 

au>: i 1 iar: 

• • • • • • • • • • 
• • • • • 

Coloquemos sólo la configuración triangular con 

puntitos. Vamos a hacer el caso particular de 5 jugadores. 
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l 2 3 4 5 

--
2 • • -
3 o e • • 4 • • • t ~ 

., . . . ti lt ' ·I 5 

Coloquemos la configuración triangular y encima de 

ella, 1..tnil configuración igual pero invertida, como se 

muestra en la siguiente figura:· 

• o o o o o Q o o 

• • 'O o o • () o o 

• • º' Q) o • • o o 
• •e, o --->" • • • • o 

• , ~ "' 
figura 3 

En la configuración rectangular que obtenemos, se 

tienen 4 punti~os en la base y 5 en la altura, pero las 2 

configuraciones triangulares tienen el mismo nQmero de 

puntitos, dividiendo entre dos tenemos el número de puntos 

de la configuración que nos interesaba. 

De donde, si lo generalizamos, es decir, pensamos en 

algo equivalente para c~ando tenemos N jugadores, lo que 

tendremos es: 

N-1 puntos en la base por N de altura, entre 2 porque 

son dos configuraciones iguales y solo queremos una; por lo 

que tenemos: .~N-:.1-H:! 
2 

i otra vez la aisma fórmula ! 

Otra forma en que los alumnos vieron el problema es la 

siguiente: 

Suponiendo que una secretaria nos ayuda a escribir las 

tarjetas de "participaciones", o sea las tarjetas en donde 
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se escriben los 2 nombres de los contrincantes en una 

partida, vamos 

secretaria. 

a contar cuántos nombres escribe la 

Por cada partida, la secretaria debe hacer una tarjeta, 

entonces el número de partidas es el número de tarjetas que 

haga la secretaria. En cada tarjeta estan escritos 2 nombres 

(los contrincantes de una partida). El número total de 

nombres que ha escrito la secretaria es n<n-1) ya que ca~a 

jugador debe enfrentarse a n-1 jugadores. Entonces el número 

de tarjetas es ya que en cada tarjeta s~ han 

escrito 2 nombres. 

Y asl tenemos de nuevo que el número de partidas es 

IJJ..Cl-=.U. 
2 

Aunque todas las formas en que hemos anali~ado el 

problema se les han ocurrido de una u otra forma a los 

alumnos mismos, ~ueremos resaltar aqul la siguiente y última 

manera de verlo porque solo una vez ha salido en clase y 

además nos parece importante resaltarla por su origina~idad. 

En la misma configuración del cuadrado con N cuadritos 

por lado de la figura 1, contemos a los "vivos'' <o sea los 

que si nos sirven para nuestra cuenta> • Calculemos el área 

que ocupan, sabemos que el área del cuadrado es NxN = N~ y 

a ésta le estamos quitdndo el área a partir de la diagonal 

hacia arriba, entonces el área del triángulo que queda es: N 

de la base por N de la altura entre dos, o sea: N x N N~ 

2 2 

Pero estamos quitando de mas, esto es, la mitad del 

área de los cuadritos de la diagonal no debemos 

considerarla. Quitando el area de los triangulitos que 

quedan inmediatamente abajo de la diagonal, resulta: El 

número de estos triangulitos es N y cada uno tiene por área 

l , entonces el área que buscamos es: 

2 



N:z 

2 

N<!_> 
2 2 

N 

2 
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Una vez más la fórmula para contar cuantas partidas se 

juegan si los jugadores han de jugar todos contra todos. 

Como un resQmen de lo que hemos hecho, vamos a formular 

una tabla tratando'de concentrar los distintos caminos para 

resolver el problema del Pin Pon, cuando se enfrentan todos 

contra todos. 
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Los Números Triangulares. 

Fijémonos en la quinta columna de la tabla 6. A las 

números obtenidas en esta columna, 1,3,6,10, 15, ••• , desde 

los tiempos de las griegasC3l se les llaman las nQmeras 

triangulares, precisamente porque las podemos representar 

coma una cantigurac~ón de este tipa. 

A 

o sea 

Ti 
T,, 

T::s 

las números triangulares las vamos a denotar como T. 

1 

3 

6 

Y volviendo a la tabla 6 podemos dar una fórmula 

general para encontrar el N-ésima numero triangular de la 

siguiente manera: 

TN = ~.:!J.l 
2 

Entonces a la tabla 6 le podemos agregar una columna 

más que sería: 

(3) Ver números t igurados de los griegas, en el 1 ibra 
History of Malhematics de D. E. Smith. 
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1 DE JUGADORES 1 DE PARTIDAS TH - 1 

1 o 
2 1 T1 
3 3 Tz 
4 6 T3 
5 10 T. 
6 15 T, 

K T. - , 

Para concluir con el segundo problema del Pin Pon, 

queremos hacer notar la importancia de buscar muchas vias 

para resolver un problema. Nótese que se han encontrado, 

para un solo problema, al menos 

caminos que nos llevan al mismo 

7 formas de resolverlo, 7 

resultado y cada uno de 

ellos presenta un interés particular. llemos obtenido además 

algunos resultados que no esperábamos, como por ejemplo, 

hemos encontrado cuanto vale la suma de los primeros n 

números naturales, que es un problema muy importante y que 

se usa mucho¡ hemos visto que buscando las interpretaciones 

geométricas de este problema, hemos conocido a los números 

triangulares, que también son muy importantes y que 

trabajaremos mucho en el presente trabajo; hemos recordado 

la fórmula para el área de un triángulo, etc. Otro resultado 

más que hemos encontrado es que el producto de dos números 

naturales consecutivos nCn+l > para cualquier n en los 

naturales es divisible por 2, y aunque no hemos hecho la 

demostración formal de esta proposición, hemos usado mucho 

esto como una verdad (para demostrarlo, basta con observar 

que el producto de 2 consecutivos tiene que ser par ya que 

necesariamente uno de los 2 números es par). 

Y asi podriamos seguir numerando una serie de 

resultados que van obteniéndose en el trayecto de ir dándole 
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respuesta a un problema y sobre todo si se trata de 

resolverlo por muchos caminos diferentes. 

Por todas estas observaciones, insistimos en la 

importancia que, dado un problema cualquiera, se le trate 

de resolver por muchos caminos diferentes. Y es as1 como 

tenemos mas elementos para enseñarles a los alumnos a hacer 

matemáticas. 
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UN PROBLEMA DE TERNAS 

Recordemos, que en el segundo problema del Pin Pon 

calculamos en número de partidas que se .tugar1an cua'ndo los 

jugadores se enfrentaban todos contra t~os. Observemos que 

para contar las partidas, hicimos uso de ta equivalencia que 

existe entre las partidas y las parejas el<! jLtgadores que han 

de jugar, esto es, para cada partida, miste una pareja de 

jugadores y para cada pareja de jugadores, e::iste una única 

partida. De modo que si eran N jugadores los que se iban a 

enfrentar, el número de partidas era i~ual al número de 

parejas de un conjunto con N Jugadores o lo que es lo mismo, 

el número de partidas es el número de parejas de un conjLmto 

con N elementos. Si· el problema se nos hubiera planteado 

como: encontrar las parejas de un conjunto que tiene N 

elementos, entonces notemos que hL1b iésemos hecho e::actamente 

el mismo análisis y as1 hab~famos llegado a la conclusión de 

que el .nc:rmero de parejas de un conjunto con N elementos es 

~<N-1.l. 

2 

Si ahora, por alguna razón quisiéranos contar ~l numero 

de ternas de un conjunto con N elementos ~ como 

procederíamos ? 

Como antes, empecemos por hacer Lma tabla con números 

pequeRos para la N. 

Si se tienen 1 ó 2 elementos, el número de ternas 

posible es cero porque no podemos formar ninguna terna. 

Si N es igual a 3, la única terna ¡nosible es la formada 

por el conjunto mismo. 

Si N es 4, contemos el número de ternas posibles: 

Sea.{a, b, c, d} el conjunto dado; las ternas son: 

abe acd bcd 

abd 

En total 4 ternas. 

Si el conjunto es de 5 elementos, como por ejemplo el 

conjunto <a, b, c, d, e} tenemos las si9uientes ternas: 
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abe acd ade bcd bde cde 

abd ace 

abe 

bce 

Total 10 ternas. 

Para un conjunto 

conjunto {a, b, c, d, e, 

abe acd ade aef 

abd ace adf 

abe acf 

abf 

Total 20 ternas. 

d.e 6 elementos, 

f) se tiene: 

bcd bde bef cde 

bce bdf cdf 

bcf 

por ejemplo e 1 

cef def 

Tenemos entonces hasta ahtira la siguiente tabla: 

ll DE ELEMENTOS 

1 

2 
3 
4 

s 
6 

ll DE TERNAS 

o 
o 

4 

10 
20 

¿cuántas ternas serán si tenemos un conjunto con 7 

elementos? 

Para no ponernos a contar todo nuevamente vamos a 

tratar de encontrar una ~egla general en el incremento entre 

un renglón y otro de la tabla anterior . O bien, en 1 os 

esquemas que hemos hecho, para ir contando las ternas, 

podemos analizar en qué se modifica uno con respecto al 

siguiente. 

Hagamos ahora una nueva tabla en donde pongamos una 

columna más para los incrementos: 



11 DE ELEMENTOS 

1 

2 
3 
4 

5 
6 

31 

1 DE TERNAS 

tabla O 

o 
o 
1 

4 

10 

20 

INCREMENTO 

o 
o 

3 

6 

10 

En la tercera columna encontramos nuevamente a los 

números triangulares. Nuestra hipótesis es entonces que el 

incremento entre un renglón y otro es un número triangular, 

o sea nuestra tabla podemos escribirla como: 

ti DE ELEMENTOS # 
0

DE TERNAS INCREMENTO TRIANGULAR 

1 o o 
2 o o 
3 1 1 T, 
4 4 3 T2 
5 10 6 T3 
6 20 10 T. 

t • b l • 1 o 

Podemos conjeturar que para el renglón número K de la 

tabla 10 el incremento que debe corresponder es T•-2. if'ero 

tenemos que dar una fórmula para el número de ternas en el 

caso de tener K elementos! 

Tenemos ahora dos problemas; uno, hacer ver que la 

conjetura del incremento es cierta para cualquier renglón de 

la tabla; y dos, 

cuántas ternas 

elementos. 

encontrar una formulación para saber 

se tienen cuando el conjunto tiene K 

Dejémos la tabla por un momento y regresemos al 

problema concreto de las ternas para tratar de obtener más 

información. 
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Fijémonos como numerábamos las ternas para un conjunto 

de 4 elementos por ejemplo. 

En la primera columna tenemos las ternas que tienen a 

los elementos "a" y "b" como dos de sus tres elementos, en 

la segunda columna están los que tienen a "a" y a "c" como 

dos de sus elementos, pero que son diferentes a los de la 

columna anterior, y en la tercera columna estan las que 

tienen a "b" y a "c" como dos de sus elementos y que no 

están en las 2 columnas anteriores. 

Si el 

semejante. 

conjunto tiene 5 elementos tenemos algo 

Haciendo un esquema de 1 o que se hace en general 

tenemos: 

Vamos a 1 !amarle a, ~ cada elemento del conjunto y lo 

vamos a colocar en orden en cuanto a los subindices. O sea 

, a. - , , a. son 1 os e 1 amentos de un c.on junto 

con K elementos. 

En la primera columna tomamos todas las ternas que 

tienen a a, y a a, como dos de sus tres elementos y les 

agregamos como tercero, a cualquiera de los K-2 elementos 

restantes, es decir, la pr imer·a columna tiene K-2 ternas 

distintas. En la segunda columna colocamos las ternas que 

tengan a ª' y ª' como dos de sus elementos, pero aquí ya no 

aparecer·á la terna a, a,ª' porque ya está contada en la 

primera columna, as1 es que en la segunda columna tenemos 

K-3 ternas distintas mas. En la tercera columna tenemos a 

las ternas que empiezan conª•ª• y como tercer elemento 

cualquiera de los elementos que están colocados adelante de 

ª•, es decir, no aparecen ni a, ni a, como tercer elemento 

porque esas ternas ya estaban contadas. Entonces en la 

tercera columna tenemos K-4 ternas más. Siguiendo asi, 

llegamos hasta la columna K-2 en donde están las ternas que 

tienen como primeros elementos a a, y ª• - 1 y como tercer 

elemento todos 1 os .restantes hacia ad~lante, por lo que la 

columna K-2 tiene una sola terna que es laª•ª•-•ª•• 
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Haciendo un esquema para que se entienda mejor lo que 

hemos hecho tenemos: 

COLUMNA 1 COLUMNA 2 COLUMNA 3 COLUMNA K-3 COLUMNA K-2 

a, a2 ª• ª' ª• ª• ª' ª• ª• ª' ª•-•ª•- • 
a, a:ª• ª' ª• ª• ª' ª• ª" 
a, a2 a, ª' ª• ª• a,ª•ª' 

ª' ª• ª• ª' ª• ª' 

ª' ª• ª' 

' • b 1 • 1 1 

Hasta aqui tenemos que el número de ternas que tienen 

al elemento a, son: 

CK-2> t <K-3> + <K-4l t • 

La primera columna tiene 

+ <K-<K-Zl > + <K-<K-1J l 

CK-2> renglones, la segunda 

CK-3> reng Iones, y la última <la número K-2> tiene solo un 

renglón, entonces el número de ternas que tienen a a, como 

uno de sus elementos es:\K-Zl+CK-3J+CK-~l+. .+<K-<K-lll. 

Siguiendo un esquema equivalente para a2 tenemos: 

COLUMNA 1 COLUMNA 2 COLUMNA 3 COLUMNA K-4 COLUMNA K-3 

ª' ª• ª• ª' ª• ª• ª• ª• ª• 
a2 a,ª• a2 a• a• ª• ª• ª' 
ª• ª• ª• a2 ª• ª' 
ª' ª• ª' 

a2 ª" ª• - 1 

ª• ª• ª" - 1 ª• ª• ª• 
ª•ª•ª•-• ª• ª• ª• 
a, a, a~ 

' • b •• 1 2 
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La primera columna tiene K-3 renglones, la segunda K-4 

renglones, y la óltima tiene solo un renglón; el nómero de 

ternas, distintas a las ya contadas, que tienen al elemento 

a2 como uno de sus elementos son: 

<k-3> + <K-4> + <K-5> + 

Siguiendo así, tenemos que 

• + CK-<K-2>> + <K-tK-lJJ 

las ternas que tienen a a, 

como uno de sus elementos, y que no hubiésemos contado ya, 

son: 

<K-4> + <K-5> + 

sucesivamente hasta 

+ (K-<K-2» + (K-cK-lJJ . Y asi 

llegar a contar todas las ternas que 

tienen a ª•-• y que no hubiésemos contado antes, que son: 

Solamente una, o sea, la terna ª•-lª•-•ª• . 
Vemos que con este procedimiento no nos falta ninguna 

terna, ni tampoco hemos contado de más alguna de ellas, por 

lo tanto para saber el total de ternas de un conjunto con K 

elementos solo nos falta 

hecho hasta aqu1, es decir, 

<k-2) + <K-3l + <K-4l + 

<K-3> + <K-4> + 

<K-4l + 

+ 

sumar todos 

el total de 

+ 3 

+ 3 

+ 3 

3 

los pasos 

ternas 

+ 

+ 

+ 

+ 

2 

2 

2 

es: 

2 

2 

que hemos 

+ l 

+ 1 

+ 1 

+ 1 

+ l 

<K-2> +2<K-3> +3<K-4l + . 

l 

+(K-4>3 + <K-3l2 + <k-211 

Ahora para calcularla vamos a sumar renglón por 

renglón, es decir, e 1 primer renglón es la suma desde e 1 

nómero uno hasta e 1 número (k-2), y esto ya lo sabemos 

hacer. i Es e 1 triangular nümero <K-2> Que ya sabemos que 

es <K-2> <K-1>/2 El segundo renglón es el triangular 
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nCimero<K-31,· que es cK-3>n:-:2l/2. V as! sucoHilvamente haata 

el último renglón que es el primer triangular, o sea, l. 

De donde esa "sumota" es lo mismo que: 

CK-2lCK-l>l2 + CK-3><K-2l/2 + CK-4l<K-3l/2 + , • +. 3 + l 

Entonces, nuestro 

ordenadas. tiene un 

transformado a sumar 

lo mismo, a sumar: 

problema de contar cuantas ternas no 

conjunto con K elemento~ se ha 

los números triangulares, o lo que es 

+ T, + T, + T2 + T, 

Observemos además, que esto ya lo hablamos visto antes, 

cuando analizamos la tabla de incrementos, ya que habíamos 

·dicho que el incremento entre un paso y el siguiente era un 

nCimero triangular. 

Entonces hemos encontrado ya un argumento para hacer 

válida nuestra conjeturq de que en el renglón número K de la 

tabla 10, el incremento debe ser T •.•. <dejamos al lector 

demostrar porquéJ 

Pero >ún no encontramos una fórmula para saber cuántas 

ternas se tienen cuando el conjunto tiene K elementos, sin 

tener que calcular todos los casos ante~iores. 

Busquemos otra manera de encontrar la fórmula que 

queremos, es 

proporcione el 

decir, busquemos una fórmula que nos 

resultado del renglón 1000 por ejemp!º• sin 

tener que calcular los 999 anteriores. 

Empecemos por contar J~s ternas de un conjunto con 4 

elementos, sea por ejemplo (a, b, c, dl el conjunto,contemos 

las ternas que tienen al elemento d, para ésto tomamos el 

conjunto Ca, b, el formado por tres de los elementos del de 

4; formemos las parejas de este último conjunto: ab, ac, be; 

tenemos C3JC2)/2 = 3 parejas, como ya sabemos. A estas 

parejas les agregamos el elemento d del conjunto original y 

obtenemos asi las ternas: abd, acd y bcd. Teniendo entonces 

<3JC2l/2 = 3 ternas del conjunto de cuatro elementos, estas 

son todas las ternas que tiene~ al elemento d como uno de 

sus tres elementos. Si hacemos lo mismo con otro elemento 

por ejemplo con c, se tiene: 
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ab, ad, bd son las 3 parejas del conjunto {a, b, dl y 

agregando el elemento e tenemos: abe, adc y bdc que son las 

ternas que tienen al elemento e como uno de sus miembros. 

Siguiendo asi con cada uno de los 4 elementos del 

conjunto original tenemos: 

abd abe acb bca 

acd adc acb bd~ 

bcd bdc cdb cda 

Son 12 ternas en teta 1, pero tenemos que cada una se 

repite 3 veces ya que es lo mismo tomar abd que adb ó bda, 

de todos modos se trata de la misma terna,( en el esquema 

anterior están subrayadas como. ejemplo tres de e 11 as ) . De 

donde e 1 número de ternas de un conjunto con 4 elementos es 

12 I 3 = 4 

Si hacemos lo mismo con un conjunto de s elementos se 

tiene: 

Sea {a, b, e, d, e} e 1 conjunto con S elementos, 

quitamos uno y t~nemos {a, b, e, d} , formamos las parejas 

de este último y luego les adjuntamos el quinto elemento e, 

teniendo as 1 todas 1 as ternas que tienen al elemento e, 

haciendo lo mismo con cada uno de los S elementos se tiene: 

TERNAS QUE TERNAS QUE TERNAS QUE TERNAS QUE TERNAS QUE 

TIENEN A e TIENEN A d TIENEN A e TIENEN A b TIENEN A a 

¡ibe abd abe acb bca 

ace acd adc adb bda 

ade aed aec aeg_ bea 

bce bcd bdc cdb cda 

bde bed bec ceb cea 

cde bad bac deb dea 

' • b l • l 3 

Tenemos en total 30 ternas, donde cada una se vuelve a 

repetir 3 veces, Cvease tabla 13>. Entonces para un conjunto 

de 5 elementos, las ternas son C C4l C3l/2J CSJ/3 = C30l/3 = 10 

En general tenemos: 
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Para un conjunto con K elementos, contemos todas las 

ternas que contienen a un elemento dado, hacemos una lista 

de las parejas que podemos hacer con los K-1 elementos 

restantes, que ya sabernos que son <K-2>CK-1J/2 parejas. A 
estas parejas les adjuntamo~ el elemento que habíamos 

quitado y tenemos as1 <K-2>CK-1J/2 ternas del conjunto 

original, en donde siempre aparece un mismo elemento. 

Hacemos lo mismo con otro de los elementos del conjunto, y 

asi para cada uno de los K elementos de él, entonces lo que 

tenemos son K<K-1l<K-2l/2 ternas, pero cada una de éstas se 

repite tres veces, por lo que ya se ha mencionado, así es 

que el número de ternas de un conjunto con K elementos son: 

K<K-1> CK-2l/6 ; 

i Ya tenemos una fórmula que nos proporciona el número 

de ternas que podemos formar con un conjunto de K elementos! 

Vamos a comprobar de otra manera que la fórmula es 

cierta. 

Primero debemos compr~bar si en la tabla 10 la fórmula 

dada también concuerda renglón por renglón: 

si K 1 se tiene Cll<O>C-lJ/6 O 

si K = 2 <2>C1HOU6 O 

si K = 3 <3><2>(1)/6 

Comprobando directamente para 4, 

verdad la fórmula es cierta en todos 

tenemos que comprobar si 

para cualquier renglón de 

en general 

la tabla. 

= 1 

5 y 6 vemos que en 

estos casos. Pero 

esa fórmula nos sirve 

Ya sabemos que el 

incremento de un renglón a otro es un número triangular, es 

más, sabemos que el incremento del ren~lón K-1 al renglón K 
os T•-• y sabemos cuánto vale ese triangular, entonces 

veamos si la fórmula también tiene ese incremento en el 

renglón K. 

En el renglón K la fórmula es <K><K-1><K-2l/6 y en el 

renglón K-1 es <K-1>CK-2><K-3)/6 , veamos cuánto vale su 

diferencia. 

<K><K-1J<K-2l/6 CK-1><K-2J<K-3l/6 

C CK 2 -K> <K-2> - <K' -3K+2l <K-3> )/6 



t CK'-3K 2 +2K> 

C3K 2 -9K+6l/6 

t CK-2> CK-1 > 

Con lo que 
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CK'-6K'+11K-6> l/6 

K 2 
- 3K + 2 > / 6 

/6 

hemos comprobado 

= 
= 

que la fórmula 

CKlCK-ll<K-2>16 nos proporciona siempre el numero de ternas 

·que podemos formar de un conjunto con K elementos, s~a cual 

sea la K que tomemos. 

Teníamos pendiente también, encontrar la suma de los 

nümeros triangulares, entonces con este resultado ya podemos 

decir cuánto vale ésta. Pero si quisiéramos encontrarla por 

otro camino, podemos hacerlo en seguida, veamos: 

Queremos ~ncontrar: 

T1 + T, + T, + + T. - , + T. que es lo mismo que: 

1 + 3 + 6 + 

l+C1+2l+c1+2+3J+ 

+ <N-1HNl/2 + <N><N+ll/2 = 

.+<1+2+3+ ••• +<N-ll1+C1+2+3+, •• +N>= 

1 

1 + 2 

1 + 2 + 3 

1 + 2 + 3 + 4 

+ 

1 + 2 + 3 + + <N-1> + N 

N + <N-1>2 + <N-2>3 + + 2 <N-1 l + N 

Lo cual ya habíamos planteado antes, y que ahora si 

vamos a analizar. Primero veamos qué sucede con números 

pequeños, por ejemplo si N=5 tenemos: 

1 + 3 + 6 + 10 + 15 = 1 

1 + 2 

+1+2+3 

1+2+3+4 

~--!.--ª·-·_:!-__ ~_5_ 
Sx1+4x2+3x3+2x4+1x5 

Si completamos la suma como: 
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+ 

Tenemos: 

1 + 3 + 6 + 10 + 15 = 5<1J + 4(2) + 3(3) + 2<4> + ll5> 

r5<1>+ 5<2>+ 5<3>+ 5<4>+ '5c5>J-c1c2>+ 2<3>+ 3<4>+ 4<5>J 

5<1 + 2 + 3 + 4 + 5) - 2<1 + 3 + 6 + 10> 

Por tanto 

1 + 3 + 6 + 10 + 15 = 5(1 + 2 + 3 + 4 + 5>-2<1 + 3 + 6 + 10) 

Donde del lado derecho de la igualdad lo único que 

sabemos es sumar los números naturales, pero tenemos también 

que sumar los números triangulares en el segundo sumando. 

iotra vez el mismo problema! Sigamos buscando como hacerlo. 

e 1 +3 

( 1 +3 

3( 1 + 

3 ( 1 + 

1 + 

+6 +10 +15J+ 2< 1 + 3 + 6 + 10> = 5<1 + 2 + 3 t 4 + 5) 

+6 +10 + 15) +' 2( 1 +3 +6 +10 +15>= 511+2+3+4+5¡ + 2(15) 

3 + 6 t 10 + 15> 5(1 + 2 + 3 + 4 + 5)+ 2(1+2+3+4+5) 

3 + 6 + 10 + 15> 7(1 + 2 + 3 t 4 t 5) 

3 + 6 + 10 + 15 (7(1+2+3+4+5))/3 = [ C5+2J <To J J/3 

Que ya sabemos calcular y que es: 17>C15l/3 = 35 

Y es cierto que 1 + 3 + 6 + 10 + 15 = 35 

Debemos ahora verificar si este procedimiento es válido 

para cualquier N. 

+ T. 

+ < N-1> 

+ <N-1 > + N 

+2<N-1> + e 1l N 
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11 + 2 + 3 + + <N-.D.> + N 

1 + 2! + 3 t +.(N-!> + N 

+ . 
1 + 2 + 3 + + <N-1> ~ 
1 + 2 + 3 + + <N-:.1> + N 

NC1J+ N<2> + N<3J t + N<N-lJ + N<N> 

Tenemos en total: N(1+2+3+. • HN-1 J +Nl y debemos 

quitarle lo c¡ue agregamos, o sea, debemos quitar: 

1 (2) + 2(3) + 3(4) + + <N-llN entonces: 

NC1+2+3+ •.. +N> - CCll<.2l+C2)(3)t. . +rn-1 J e N l l = 
como en(1)(2J+C2J <3J+ ... +CN-l)(NJ cada uno de los sumandos 

es par, sacamos como factor común al 2 y tenemos: 

N<1+2+3+ .... +N> - 2(1+3+, , .+C<N-llNl12J = 
como ya sabemos que el ~roducto de dos números consecutivos 

divididos entre 2 es un número triangular, tenemos: 

N<1+2+3+ ... +NJ - Z<T, + T2 + 

Por lo tanto 

' ' + ¡N • 1 ) : 

<T1+T2+. 

CT1+T2+. 

,+T.>+ Z<T,+T,+., .+Tn-1> = N<1+2 +,, .t NJ 

,+T •. , +Twl +2<T, +T,+. 

sumando a ambos lados ZT. t~nemos: 

CT, +T2 +, . , +T •. , +T" J +2<T, +T2 +, 

13<T,+T2 +, , ,+T •. 1 +T.> = <N+2JT. 

. +T •. , > = NT. 

CT 1 + T2 +, .. +T •. ,+ T.l = [<N+2JT.J/3 =CN+2)(N+1HN//6 

LLegamos así a Ja fórmula que ya habíamos obtenido por 

otro procedimiento y que ya habíamos visto que era válida 

para cualquier número N ó para cualquier renglón de la 

tabla. 
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Otra terma más de encontrar el número de ternas de un 

conjunto con K elementos 

Como antes, empezaremos analizando casos con K's 

pequeñas; por ejemplo si K=4 tenemos: 

Sea X= !a, b, e, d} un conjunto de cuatro elementos. 

Tomemos el conjunto Y=la, b, c} y formemos todas las parejas 

del conjunto Y, éstas las combinamos con el elemento d del 

conjunto X y tenemos as1 tantas ternas de X como parejas 

tiene Y. O sea (3) (2)/2 3 ternas, pero estas no son 

todas, todav1a falta contar la terna formada por el mismo 

conjunto Y. Es decir, lo que hemos hecho es: 

Formamos las tres parejas de Y: ab, ac y be; a éstas 

les agregamos 

no son todas, 

el elemento d, 

taita la terna 

tenemos: abd, acd y bcd; pero 

abe. De donde el número de 

ternas de un conjunto con 4 elementos es 4. 

Si tenemos un conjunto con 5 elementos, se tiene: 

Sea X= <a, b, e, d, e} el conjunto de 5 elementos y sea 

Y=<a, b, e, d) el conjunto auxiliar·.Form.&mos las l41l3J/2 =6 

parejas del conjunto Y ab, ac,ad, bc,bd y cd : A éstas les 

agregamos el elemento e del conjunto X. y tenemos asi las 6 

tei-nas siguientes: abe, ace, ade, bce, bde y cde. Pero aún 

faltan las 4 ternas del caso anterior, o sea taltan las 

tei-nas: abd, acd, bcd y abe; 

conjunto con 5 elementos son: 

por lo que las ternas de un 

abe, ace, ade, bce, bde, cde, abd, acd, bcd y abe, que son 

10 ternas en total. 

Lo que hemos hecho en estos dos ejemplos nos lleva a 

establecer otra conjetura que es: El número de ternas de un 

conjunto con K elementos es igual al número de parejas de un 

conjunto con <K-1l elementos mas el número de ternas que se 

forman con un conjunto de lK-ll elementos. 

Para hacer ver que 

qué fué lo que hicimos. 

la conjetura es cierta, analicemos 

Sl suponemos que ya tenemos contadas las ternas de un 

conjunto con <K-1> elementos y queremos contar cuántas 

ternas se torman cuando a ese conjunto de <K-ll elementos se 
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.le agrega un elemento mas, lo que hacemos es: Primero que 

nada hay que observar que las ternas que ya teniamos también 

tienen que aparecer ahora ( que son en particular las ternas 

del conjunto con K elementos, en donde no aparece el 

elemento que se anexó a última hora >, y además tenemos que 

contar todas aquel las ternas en donde aparezca ese nuevo 

elemento, es decir, las ternas que a fuerza tengan en la 

tercera posición, por ejemplo, a ese óltimo elemento y éstas 

no son otras mas que el número de parejas que se forman con 

un conjunto de CK-1> elementos. 

Para poder trabajar mejor y mas claramente, vamos a 

ponerle nombre al número de parejas de un conjunto y algún 

otro nombre al número de ternas de un conjunto. 

Sean c.• = el número de parejas de un conjunto con ~ 

elementos. 

Y sea c.• 
elementos. 

el número de ternas de un conjunto con K 

Sa~emos ya que c. 2 

para c.• no la sabemos 

descubrir. 

CK><K-1>/2 

aún, esto 

pero , alguna fórmula 

es lo que queremos 

Lo que nuestra conjetura dice, ya teniendo una notación 

es: c.•= c •• ,• +c •. ,• 
Veamos primero si con ejemplos pequeños la conjetura es 

verdadera: 

Si K 3 

Si K = 4 

Si K = 5 

e,• 
c.• 
c.• 

e,' + e,• 
e,• + e,, 
c. 2 + c. 3 

(2)(1>/2 +o 
(3)(2)/2 + 1 

(4)(3)/2 + 4 

4 

10 

Y as1 podemos seguir, y encontrariamos el renglón que 

quisiésemos, pero tenemos que saber el renglón anterior y 

para saber el anterior hay que saber el anterior del 

anterior y así sucesivamente tendríamos que saber todos los 

renglones anteriores. 

De cualquier manera, aunque no podamos calcular 

cualquier renglón de la tabla sin conocer los anteriores, la 

conjetura nos dice algo muy claro, que es verdadero Y que 

además podemos ilustrar muy claramente para poder comprender 



43 

mejor nuestro problema de contar el n(mero de ternas de un 

conjunto. Veámoslo en general: 

Sea X = {a,, a2, a,, •ªk-1·. ª• > el conjunto en 

cuestión. Las ternas de X son todas las ternas en las que no 

aparece ª" mas todas las te:-nas en las 11ue si aparece .a.,. y 

esas son: c •. ,• + c. - , 2 donde c. - , ' son las ternas en donde 

no aparece ª• y c •. ,• son las ternas donde si apareceª• en 

compañia de todas las parejas formadas con los otros 

elementos distintos de ª•, y a este número ya lo conocemos. 

Por este 

·para cualquier 

re !ación muy 

de la tabla. 

camino no encontramos una formulación general 

renglón de la tabla, pero si encontramos una 

lógica y clara entre un renglón y el siguiente 
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Ahora, sabiendo el número de parejas de un conjunto con 

k e 1 ementos y que c.' = e, _ , 2 + c. _ , 3 

la suma de números triangulares. 

veamos cuánto vale 

Queremos comprobar que en r,eneral es cierto que: 

+ T n - l + T n - 2 = Cn : y sabemos 

calcular cualquier número triangular, en particular sabemos 

que [(n-2>Cn-1ll/2 y ya sabemos también que es el 

número de parejas de un conjunto con n-1 elementos, o sea 

C0 _, 2 = C<n-1>Cn-2ll/2, entonces lo que tenemos es: 

= C. - , 3 + T n - 2 

O sea que debemos demostrar que 

T, + T2 + c._,' pero por lo que se ha 

visto en el párrafo anterior, podemos seguir asi para atrás 

en los triangulares y lo 

T. - 2 

T. - , 

T. - • 

c. l 

c. - l l 

c. - ; l 

c.' 
= c. l 

= e,' 

- c. - l l 

- c. - 2 l 

- c. - l' 

- C,' 

- CJ 3 

- C:, 

que tenemos 

De donde si sumamos tenemos: 

es: 

T, + T: + T1 + ••• + Tn-• + Tn-l + Tn-: 

c.• -c._,, +c._,, -c._,, +c._,, ...,c._,, + ... +c,=-c, 1 +c,'-C,'= 
c., - e,' 
¿pero qué significa C,'? 

iEl número de ternas distintas, formadas con un 

conjunto de 2 elementos es cero!, por lo que: 

T, + T: + r. + ... + T. - ' c.' 
Que por otro lado ya sabiamos que la suma de los 

triangulares hasta el n-2 es e 1 número de ternas de un 

conjunto de n elementos. 
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P R O B L E M A : 

Si por alguna razón qL1isiéramos encontrar la suma: 

13 + 2 3 + 3::s + • • + n 3 para cualquier número natural n, 

lcómo la encontrarlamos? 

De nuevo vayamos construyendo una tabla con números 

pequeños par,• descubrir algún procedimiento, comportamiento 

o fórmula general para hacerlo. 

Hagamos una tabla con números que podemos ir 

comprobando 

n 1 :s + 2 3 + 3 3 + • + n:s 

2 

3 

4 

5 

Los números 

reconocer casi 

9 

36 

100 

225 

tabla 1-4 

que nos dan, son 

de inmediato; son de 

números 

Tl'...1evo 

que 

otros 

podemos 

de los 

llamados números figurados, son números cuadrados; es decir 

son: 

1=, 3=' 6=, 10=, 1 s=. 

Entonces r·esL\l ta que 

1"" + 2:s + 3:s + 4:s = io= 
se tiene: 

1 3 + 2::s = 3:;: , 13 + 2 3 + 3:s = 6= 

, y siguiendo as1, observamos que 

i:s <T.>"' 
1 :s + 2 3 

¡:s + 2 3 + 3 3 

13 + 2 3 + 3:s + 4:s = <T4>= 

Y en general tenemos la siguiente conjetura: 

13 + 2 3 + 3 3 + • + n 3 = <Tnl 2 donde Tn es el 

n'ésimo nümer·o triangular. 

l Cómo vamos a demostrarlo ? 

Sabemos que esa fórmula funciona para 

casos, pero lserá siempre cierta? 

los 5 ¡;¡rimeros 
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Veamos cuales son los incrementos renglón por renglón 

en la tabla anterior y formemos una nueva tabla. 

n 1' +21 +31 +. . • +n• INCREMENTO 

1 1 1 

2 9 8 

3 36 27 

4 100 64 

5 225 125 

Claramente los incrementos son los .cubos de los números 

naturales, e~ mas ya lo sabíamos porque ese era el problema 

ori~inal, el incremento de un renglón antro es un número al 

cubo, o sea en el rengldn K de la·tabla el incremento es K'. 

Para comprobar que la fórmula es cierta ~n general, tenemos, 

no solo que comprobar que .es cierta para los 5 primeros 

casos, ~ino que también se comporta igllllal en cualquiera de 

los renglones de la tabla, esto es, que el incremento en ~I 

renglón K, también en la formula es K3 • 

Hagamos ahora una tabla de C T. l: <OI>mO sigue: 

n (T. l2 INCRiEl!tENTO 

1 1 1-0 1 

2 9 9-1 B 

3 36 36-9 27 

4 100 100-.36 64 

5 225 225-ll.00=125 

\ .. b 1 .. ' .. 

Y en general tenemos: 

CT,l' - CT<-il' = C<K>CK+1>/2F - CCK-1>CKl/2l' = 
CCKCK+ll/2) + CCK-llK/2llCCKCK+1)/2) - CK-llK/21 

CK<Ktl+K-1l/21CKCK+1-K+1l/21 = K'42K>C2l/4 = K' 
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en los 5 primeros renglones las tablas 

incremento entre los renglones de ellas 

siempre es el mismo, se tiene que hemos demostrado que: 

P + 2 3 + 3' +. + n' = CTnP·· para toda nen los 

números naturales • 

.. De modo que si dos listas empiezan igual y renglón por 

renglón se incrementan igual, entonces las dos son iguales 

siempre. 
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Volvamos al problema de encontrar la suma de números 

triangulares, o lo que es lo mismo, contemos cuántas ternas 

hay en un conjunto. 

Primero contemos el número de temas ordenadas que 

tiene un conjunto con n elementos: esto es, para formar una 

terna, podemos pensar en un casillero que tiene 3 casillas, 

por ejemplo, ¡ 1a. ¡2a. ¡3a. ¡ y qL1e tenemas que acomoda.r Lm 

elemento del conjunto en cada una de las casillas; para 

colocar un elemento (de los n del con1untol en la primera 

casilla tenemos n posibilidades de hacerlo, una vez escogido 

uno de los n para la primera casi!la, tenemos <n-1) 

posibilidades para escoger el elemenlo que ocupará la 

segunda casilla, y para escoger el elenento que ocupara la 

ter~era casilla ya 'solo tenemos posibilidades de 

escoger uno. 

del conjunto, 

Esto sucede para cada un.n de los n elementos 

y sea cual sea el primer elemento que se 

escogió, para escoger el segundo siempre se tendrán <n-ll 

posibilid~des, y de nuevo, sean cuales sean los que se 

escogieron en la primera y segunda casi!las, para escoger ~l 

que estará en la tercera se tienen (n-2) posibilidades para 

cada elección anterior. Esto es, er numero de ternas 

ordenadas de un conjunto con n element~s es n<n-11 <n-21. 

Ahora, lo que queremos en reali~ad es saber tuántas 

ternas no ordenadas tiene un conjunte con n elementos. Una 

vez contadas las ternas ordenadas, veanos cómo contar las no 

ordenadas: Por cada una de las ternas que ya contamos, se 

tienen 6 ternas ordenadas que, en realidad, son la misma 

(hablando de no ordenadas) es decir. Por ejemplo la terna 

abe es la misma que otras cinco más, cuando queremos contar 

ternas no ordenadas. O sea abe, bca, cab, bac, acb y coa son 

la ~isma terna no ordenada ya que contienen los mismas 

elementos. Entonces si el namero de ternas ordenadas que se 

pueden contar de un conjunto con n elementos es n(n-11 ln-2>, 

el número de ternas no ordenadas de un conjunto con n 

elementos es (n) (n-11 (n-2)/6 ; que por otro lado ya lo 

sabiamos y ya lo hablamos demostrado. 
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Ahora, veamos una terma geométrica de encontrar el 

nómero de ternas de un conjunto con n elementos, basándonos 

en la idea que trabajaron los griegos en cuanto a la 

representación geométrica de algunos n6meros a 

llamaban ndmeros figurados. 

lcis que 

Por ejemplo para sumar 1 + 3 + 6 , que es lo mismo que 

sumar T, + T2 + T, y que geométricamente serla sumar: 

• + + o bien + + 

es decir, lo que queremos encontrar es, cuántos puntitos hay 

en esta última representación, teniendo asi la suma hasta el 

tercer número triangular. Busquemos entonces si existe 

alguna manera de colocarlos de tal forma que nos facilite la 

cuenta. Salgámonos del plano en que están colocados los 

puntos y tormémos con ellos una pirámide colocándolos de la 

siguiente manera: 

El resultado es una pirámide triangular en donde en 

cada "piso" o "capa" se tiene un namero triangular. 

Si queremos sumar T, + T2 lo que tenemos es: 

Una pirámide triangular que tiene en la base 3 puntitos 

y uno en el otro nivel. 

Ya vimos que si queremos sumar T, + T2 + T3 lo que se 

obtiene es una pirámide triangular con 6 puntos en la base, 

3 puntos en el nivel que sigue hacia arriba y un punto más 

en el último plano, o sea: 

L_ ____ L/ 
_ __Ll~--~ 

/
, ; 1 ~ /. 

' . ' r:-·-··- -1--· --·--

¿'_ ., .. --.- - .. ,-
'• T •' / 

-- "•" / 
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Si lo que se quiere es sumar hasia el cuarto número 

triangular, tenemos: ,,,,__/ _____ - 7 

Una pirámide 

¿-----~7-..... 

/--.. --7 
¿:_:._:./ 

triangular con 10 pura~os en la base, 6 

puntos en el siguiente nivel, 3 puntos era el penúltimo nivel 

.y al final un punto en la "punta" 

Podemos entonces, en general, 1lamarles a éstos, 

números piramidales, o sea el primer n·li!mero piramidal será 

el úno, el segundo será el 4=T,+T2 e 1 tercer número 

piramidal es lO=T, +T: +T, , el cuarto es 20=T 1 +T2 +T, +T. y asi 

sucesivamente obtenemos que el enésimo ~~mero piramidal es: 

T, + .T2 + T1 + • + ·r • . 
Pero necesitamos saber cuánto valle el enésimo número 

piramidal, para saber cuánto es Ua suma de números 

triangulares, que era nuestro problema realmente. 

Si hacemos algo semejante a lo que dicen que hizo Gauss 

cuando niño, tenemos: 

Por ejemplo, si queremos obtener el cuarto número 

piramidal: 
1 + 3 + 6 + 10 

+ 
10 + 6 + 3 + 1 

11 + 9 + 9 11 

En e 1 l tenemos 1 a 

20 

20 

40 

pirámide que 

( !) 

C2l 

hemos venido 

construyendo y en <2> la misma pirámide pero invertida \con 

la punta hacia abajo>. 

Si queremos obtener por · ejempto el quinto número 

piramidal: 



,. 
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1 + 3 + 6 + 10 + 15 35 
+ 

15 + 10 + 6 + 3 + 1 35 

16 + 13 + 12 + 13 + 16 70 

i No nos dan resultados "bonitos" para contar en 

general 

Recordemos que cuando queriamos calcular a los números 

triangulares hacíamos algo parecido y formábamos un 

rectángulo que tenia como base un número natural y de altura 

el siguiente número natural, y que en total el número de 

puntitos que tenia el rectángulo era el doble del triangular 

que buscábamos. Bien, pues tratemos de hacer algo semejante 

en el sentido de construir una figura geométrica auxiliar en 

la cual podamos calcular fácilmente el número de puntos que 

contrenga, y por otro lado que esté compuesta tamb
0

ién por 

los números piramidales que es lo que en realidad buscamos. 

Si tuviéramos un prisma triangular podríamos contar 

cuantos puntos tiene, con solo conocer cuantos tiene de base 

<un número triangular> y cuantos tiene de altura. Al sumar 

una pirámide invertida no formamos un prisma, pero podemos 

analizar qué hicimos para encontrar qué nos faltaría para 

construir un prisma triangular. 

Para facilitar un poco, 1 lamémosUe de alguna manera a 

cada uno de los "puntitos" de cada pirámide y veamos nivel 

por nivel que es lo que sucede en cada caso. 

Sean g un punto de la pirámide origina 1 , 

o un punto de la pirámide invertida y 

X un punto de los que nos faltarían para tener 

un prisma. 

Por ejemplo, si queremos encontrar el tercer número 

piramidal tenemos tres niveles que analizar: 

En el nivel de la base tenemos: 



X 

8 X 

8 8 X 
e e e o 
En el segundo 

X 

X X 
e X o 

8 e o o 
y por 

tendríamos: 

X 
X O 

X O O 
8 o o o 

último 
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Que seria la base del prisma que buscamos 

nivel hacia arriba tendríamos: 

para continuar con el prisma triangular 

en e 1 tercer nivel le l de mas arriba> 

Que seria la última capa del prisma que 
buscámo~. 

Si queremos encontrar el cuarto piramidal se tiene: 

X 

8 X 

8 8 X 

8 8 e X 
e e e e o 

X 
X X 

8 X X 

8 8 X O 
e a e o o 

X 

X X 
X X O 

8 X O O 
e a o o o 

X 

X O 
X O O 

X O O O 
8 o o o o 

Primer nivel <la basei 

Segundo nivel 

Tercer nivel 

El cuarto y último nivel. 
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Hagamos un resumen de lo que tememos con estos 2 

ejemplos, ilustrémoslo en las siguientes tablas y veamos qué 

es lo que podemos conjeturar de nuestras observaciones. 

PRISMA DE BASE EL CUARTO TRIANGULAR 

nivel 1 nivel 2 nivel 3 TOTAL 

11 de 9 6 3 1 10 

• de o 1 3 6 10 

11 de X 3 4 3 10 

TOTAL 10 10 10 30 

tabla 17 

PRISMA DE BASE EL QUINTO TRIANGULAR 

nivel nivel 2 nivel 3 nhel 4 TOTAL 

1 de 9 10 6 3 1 20 

• de o 3 6 10 20 

11 de X 4 6 6 4 20, 

TOTAL 15 15 15 15 60 

tab l.a 18 

Preguntamos al lector, el número de X en cada caso, 

lserá también una pirámide triangular? 

Observamos en estos 2 ejemplos que el número total de 

puntos que nos faltan son, también la suma de números 

tri angu 1 ares por 1 o que si en genera 1 sucediese es to, ya 

podríamos encontrar cuánto vale el enésimo número piramidal. 

Esperamos por el momento que si queremos sumar hasta el 

quinto número triangular, lo que obtengamos con este 

procedimiento sea <T.><Sl/3 , y en seneral nuestra 
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hipótesis es que para encontrar el enésimo número piramidal 

la fórmula es: 

Cn><T •• , l/3 

~ara demostrarla, empecemos nuevamente por analizar 

nómeros pequeños para descubrir 

comportamiento del problema. 

la re~la general en el 

Si se quiere encontrar el segundo nlÍl!llero piramidal: -"' , , ' 
+ 3 = + V = -" puntos 

Tenemos que formar un prisma tri3~gular de base igual 

al tercer número triangular. Entonces e~ el nivel de la base 

tenemos: 

X 

9 X 

9 9 o 
Donde faltaria una hilera de dos puntos. En el segundo 

nivel se tendria: 

.x. 
X O 

9 o o 
Faltaria una hilera de 2 puntos, o bien 2 hil~ras de 

punto cada una, para tener un prisma triangular de base 6 Y 

altura 2, por lo que el segundo número piramidal es l6H2l/3 

o sea 4. 

Si queremos sumar 

1 + 3 + 6 

o sea contar ,Tt, , , \ 
.:.,.~ -.)1!1' 
I ;a,o: \ 

1 1 \ 
-'!w··· .,. 
.. l ¡9 

"" 

+ + 

Debemos formar un prisma con base en cuarto número 

triangular. 
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As1, tenemos en la base: 

hilera de 3 puntos. 

En el segundo nivel: 

X 

8 X 
9 8 X 

9 8 8 l1 

X 

X X 
8 X O 

8 8 o o 

faltar·1a una 

faltarian 2 

'hileras de dos puntos cada una, y por último, 

En el tercer nivel 

hileras·de 1 punto cada una. 

De donde o l prisma 

distribuidos como sigue: 

+ 3 + 6 10 

6 + 3 + 10 

{1)(3)+(2)(2)+(3)(1) 10 

Ahora si se quiere sumar 

X 
X O 

X O O 
8 o o o faltarían 3 

tiene en total 30 puntos 

en 1 a pirámide original 

en la pirámide invertida y 

los puntos que faltarian 

por ni ve 1. 

has~a e 1 T. tenemos que formar 

un prisma de base To y altura 4, y de forma an~loga al caso 

anterior tenemos: 

Primer nivel X 

8 X 

8 8 X 

9 9 8 X 

8 8 8 8 o faltaría una hilera de 4 puntos. 



Segundo nivel X 

Tercer nivel 

X X 
9 X X 

9 9 X O 
9 9 9 o o 

X 
X X 

X X O 
9 X O O 

9 9 o o o 

Y cuarto nivel X 
X O 

X O O 
X O O O 

9 o o o o 
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faltarían 2 hileras de 3 puntos. 

faltarian 3 hileras de 2 puntos. 

fa)tarlan 4 hileras de un punto. 

Por lo que el prisma tiene en total 60 puntos formados 

como sigue: 

1 + 

10 + 

3· 

6 

+ 

+ 

6 

3 

+ 

+ 

10 

10 

= 20 

20 

(1)(4) + C2JC3l + l3lC2J. + (4JC1l 20 

En todos estos casos, y en genera 1, es c 1 aro que 1 os 

dos primeros renglones son iguales, además, cada uno de 

el los es la suma de números tr·iangulares, entonces lo que en 

realidad queremos demostrar es que: 

Cll(n) + <2>Cn-1l + C3>tn-2l + ... + <n-llC2J + ln)tll = 

T1 + T2 + T1 + ••• + Tn-• +-Tn = C<nJCn+lJCn+2JJ;6 

Esto ya lo habiamos demostrado antes Cuando 

demostramos que la suma: 

+ 

1 

1 

1 

1 

1 

+ 
+ 

+ 
+ 

2 

2 

2 

2 

+ 

+ 

+ 

3 

3 

3 

+ 

+ 

+ <n-lJ 
+ cn-ll + n 
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es lo mismo que Cn)(n+1Hn+2J 
6 

y observemos de nuevo que ésta es precisamente la suma de 

los números triangulares. 

Hagámoslo ahora en general y veamos si podemos 

demostrarlo de otra forma. 

+ + 

+ T. + T •. , + 

(1 )(nl + 2Cn-1> + 

+ 

T •• 2 + 

3<n-2> + 

+ 

+ 

+ 

T. 
T, 

n\ 1J 

CT1+T.+nl+CT2+T •. ,+2Cn-lll+\T,+T.-2+3<n-2JJ+ .•• +\T.+T 1+n> 

Sumando los sumandos parciales tenemos: 

T, + T. + n <1>C2J/2 + \nJ\n+lJ/2 + n = [2+n•+n+2nlJ2 = 

en2 + 3n + 2l/2 t<n+1Hn+2ll I 2 T •• , 

T2 +T.-1 +2\n-u· <2lC3l/2 + <n-lHnJ/2 + 2ln-ll 

ee + n= - n + 4n - 4l I 2 = en2 + 3n + 2l/2 

(\n+l>Cn+2>l I 2 = T •• , 

T1+1 + Tn-1 + (i+l)(n-il \i+1)(i+2l/Z + \n-i><n-i+!J/2 + 

Ci+l)(n-il = 

Ci 2 +3i+2~n2 -2ni+n+i 2 -i+2ni-2i 2 +2n-2il I 2 = 
en2 + 3n + 2l/2 = \n+1l<n+2l/2 =T •• , 

T. + T, + n = T •• , 

Por lo tanto 



Ta + T2 + 

+ T. + T. - a + 

1Cn> + 2Cn-1> + 

T., 1 + T •• 1 + 
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T, + 

T" - 2 + 

3Cn-2> + 

T n. i + 

+ T.,. a 

+ 12 

+ T. 

+ T, 

+ C n-1 > 2 + e n > 1 

• + T.•• + T n. 1 

que es: 

nCT 0 ,,)" CnCn+l>Cn+2>l I 2 

Que es el número total de puntos del prisma triangular, 

entonces despejando: 

2CT1+T2+ .. ,+T.> + (1Cn>+2Cn-1>+ ... +Cn-1>2+Cnl1l 

CnCn+l)(n+2Jl I 2 

De donde 

1Cnl + 2Cn-ll + . + Cn-1>2 + CnJl 

[nCn+l)Cn+2)]/2 - 2CT, + T2 + . • + T. l = 
Ccomo ya sabemos cuánto vale )a suma de triangulares> 

CnCn+l>Cn+2)J/2 - 2[n(n+l><n+2l/6J 

(3nCn+1l<n+2l - 2n<n+l)(n+2> J I 6 

( Cn+!) Cn+2> C3n-2nJ J I 6 CnCn+1>Cn+2>1 I 6 

T1 + T2 + T, + ... + T. 

Por lo tanto es cierto que la suma: 

1Cn> + 2Cn-1> + 3Cn-2> + ... + <n-1>2 + Cnll es igual 

a la suma de los números triangulares desde el primero hasta 

el enésimo, sea cual sea la n. 

Asi, el enésimo número piramidal es: 

Cn<T., 1 >J / 3 (nCn+l)(n+2)J I 6 

Que es lo que por otro camino ya hablamos probado. 

Hemos visto además que un prisma triangular Cde los 

hemos estado trabajando> se descompone en 3 pirámides de 

igual volumen cada una. Una pirámide está sobre su base, la 

segunda Cla invertida> está sobre su vértice y la tercera 

está recargada sobre una arista. 

Sugerimos al lector, como ejercicio, hacer un modelo de 

ésto, ya sea con pelotas de hule espuma. con bolas de 

unicel, con canicas, o con algún otro material que se l~ 

facilite, para observar cómo están colocadas las pirámides. 
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En esta descomposición se basa la fórmula del volumen 

de una pirámide: "área de la base por la altura entre 3", al 

igual que la descomposición del paralelogramo en 2 

triángulos nos dá la fórmula del área del triángulo. 

Sin embargo en este caso las 3 pirámides, aunque tienen 

el mismo volumen no son en general congruentes, como puede 

verse si se hizo el modelo. Esto introdu~e una complicación 

adicional que sólo puede resolverse con procedimientos 

infinitos, como el "Principio de Cavalieri" o los métodos 

del Cálculo Integral. 

lPuede el lector construir un prisma triangular donde 

las 3 pirámides si sean congruentes? 
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P R O B L E M A • 

lCuántos subconjuntos tiene un conjunto de n elementos? 

Empecemos contando los casos pequeños. Por ejemplo, si 

el conjunto tiene 1 elemento lcuántos subconjuntos tiene? 

Solo tiene 2 subconjunto~ que son el conjunto vac:o y el 

conjunto mismo, o sea ~y Ca} son los subconJuntos de [a}. 

Si el conjunto tiene 2 elementos, por ejemplo Ca,b}, 

los subconjuntos 

subconjuntos. 

son: P 1 {aJ, {b} y Ca,b}. Cuatro 

Para un conjunto con .,. ,_, elementos,{a,b,c} los 

subconjuntos son: P, {a}. [b}, {e}, la,bJ, {a,c}, [b,c} y 

Ca,b,c>. Ocho iubconJuntos en total. 

SigLliendo asi, 

elementos Ca,b,c,d} 

tenemos que para un conjunto con 4 

las SLtbconjuntos san: ¡:j, {a}., {b}, {e}, 

Cd} 1 Ca,b} 1 {a,c}, {a,.dJ, ~b, e}, [b' d}' te, d}, {a,b,c~, 

Ca,b,d}, Cb,c,d}, {a,c,d} y {a,b,c,d} son 16 

subconjuntos. Entonces podemos formular una tabla con los 

casos que hemos contado como sigue: 

# DE ELEMENTOS 

o (4) 

1 
2 
3 
4 

.# DE SUBCONJUNTOS 

1 

2 
4 

8 
16 

tabla 19 

Entonces, por lo que hemos hecho, vemos que para 

encontrar los subconjuntos de un conjunto con n elementos 

necesitamos conocer cuántos subconJuntos de O elementos 

tiene, cuántos subconjuntos con 1 elemento, cuántos con 2 

elementos, cuántos con 3 elementos, y asi sucesivamente 

hasta cuántos subconjuntos con n elementos tiene. 

(4) Hemos agregado tambien el caso en que el conjunto no 
tiene elementos, en cuyo caso el numero de subconjuntos es 1 
ya que el ~ siempre es subconjunto de cualquier conjunto. 
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Pero esto en general 

cuántos subconjuntos de O 

Cel vacío>; sabemos cuántas 

tadavia na lo sabemos; sabemos 

elementos porque solo eKiste uno 

subconjuntos de un elemento 

porque es lo mismo que cantar el número de elementos del 

conjunto; sabemos cuántos subcanJuntas de 2 elemento~ tiene 

porque ya sabemos cantar el número de parejas na ordenadas 

de un conjunto con n elementos Cque es lo mismo que el 

¿no?) y por últi'o número de subconju~tos can 2 elementos 

sabemos cuántos subconjuntos de ~· elementos tiene, ya qLte 

también sabemos cuántas ternas no ordenadas tiene un 

conjunto con n elementos; pero a partir ce cuatro elementos, 

no sabemos aún cuantos subconJuntos se forman. Entonces 

podemos seguir 

subconjuntos de 

por este camino y averiguar cuantos 

k elementos tiene un conjunto con n 

elementos, para cLtalqLtier k en los n1.tmeros natLtrales (no 

solo para k=l,2 y 3>, o bien podemos intentar otro camino 

para determinar cuántos subconjuntos tiene un conjunto con n 

elementos en donde no necesitemos esta información. 

El primer camino lo dejaremos pendiente por el momento, 

lo veremos un poca mas adelante, seguiremos ahora por el 

segunda, intentaremos ver el problema de otro moda. <el 

lector puede intentar el primer camino por su propia cuenta, 

aunque también aquí lo veremos mas adelante) 

Para un conjunto con O elementos, el número de 

subconjuntos, ya hemos visto es solo uno. Para un conjunto 

con 1 elemento, las subconjuntos son: el subconjunto con O 

elementos mas el subconjunto que consta del elemento único 

del conjunto. O sea, si el conjunto con elemento es {a}, 

los subconjuntos san m y el subccnJunto {a} que es el 

conjunto misma. En total son 2 subconjuntos. 

Para un conjunto con 2 elementos, el número de 

subconjuntos es el número de subconjuntos de un conjunto con 

1 elemento (caso anterior) más el n6mero de subconjuntos 

nuevos que se formen con el conjunto de 2 elementos. Esto 

es, si el conjunto de 2 elementos es Ca,b} el número de 

subconjuntos es: los 2 subconjuntos de Ca>, que son: p y 
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{a}, más los 2 subconjuntos {b} y {a,b} que son los 

subconjuntos que no eran subconjuntos de Ca>, por lo que en 

total tenemos 4 subconjuntos de Ca,b}. 

Para el caso en que el conjunto tenga 3 elementos, por 

ejemplo {a,b,c}, los subconjuntos son todos los del caso 

anterior más los nuevos subconjuntos formados con el 

elemento c. O sea¡:¡, Ca}, {b} 1 {a,b} más Ce>, {a,c} 1 Cb,c} y 

Ca,b,c} en total 8 subconjuntos. 

Para un conjunto con 4 elementos solo debemos contar 

los 8 subconjuntos de un conjunto de 3 elementos y agregarle 

los subconjuntos formados por el nuevo elemento agregado a 

.cada Ltno de los 8 subconjuntos anteriores, esto es: los 

subconjLtntos de {a 1 b,c 1 d} son los SLtbcCY.1juntos de Ca,b,c} 

más cada uno de ésto~ junto con el elemento d, o sea: 

{a}, -Cb}, {e}, .{a,b}, {b, e}, {a,b,c} más 

Cd}, Ca,d}, Cb,d}, Cc,d}, Ca,b,d}, {a,c,d} 1 {b,c,d> y Ca,b,c,d} 

O lo que es lo mismo, solo debemos ~ultiplicar por 2 el 

caso anterior. Con la que ~l número de subconjuntos de un 

canjunt~ de 4 elementos es 16. 

Asl para un conjunto de 5 elementos el número ~e 

subconjuntos debe ser 16 x 2 = 32. 

En general tenemos entonces que si sabemos el ndmero de 

subconjuntos de un conjunta con K eleRentos, padema~ saber 

el nQmera de subconjuntos de un conjunto con K+l elementos; 

solamente debemos multiplicar por 2 el casa anterior. 

Podemos entonces incrementar la tabla 15 como sigue y 

ver si podemos encontrar una fórmula general: 



tt DE ELEMENTOS 

o 
1 

2 

3 
4 

5 

6 

7 
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#DE SUBCONJUNTOS 

2 2 (1) 

4 = 2(2) 

8 2(4) 

16 2(8) 

32 2<16) 
64 2<32) 

128 2(64) 

tabla ~I) 

INCREMENTO 

1 

2 
4 

8 

16 
32 
64 

l Cuál será el número de subconjuntos si el número de 

elementos es K ? 

Si denotamos por S<n>· al n(1mero de subconjLtntos de Ltn 

conjunto con n elemento:., lo que hasta acui sabemos es: 

SCK> 2 CSCK-1)) con lo aue tenemos una ~órmula 

recursiva para encontrar el nQmero de subconJuntos de un 

conjunto con n 'elementos. Pero como ésta fórmula es siempre 

cierta, podemos sustituir encadena~?Rente y tenemos: 

s Cl<l 2<S<K-ll> 2 [2(Síf<-1) > J = 2(2[2CS0<-1>) J) 

Y llegaremos asl, en alg0n moms"~º a 8(6) que ya 

conocemos, esto es: 

Por ejemplo S<B> es: 

SCB> = 2(5(7) J = 2C2CSC6> J> 2(2(64)) = 2(128) = 256 

Veamos entonces cuántas veces se tiene que multiplicar 

por 2 para llegar a 8 <l<i. 

Por ejemplo si K = 5 tenemos: 

8(5) = 2(8(4) J 

2(2(2(2(8(1) ]) ]) 

2 C2CS <3> = 2C2 <2ÉS <2> J > J 

2[2(2[2(2(2))))) = 2~ = 32 

Entonces vemos que en general S<V> es: 

S(K) = 2C8CK-l>J = 2C2C8CK-2>J> =. 
Por lo que el número de subconjuntos de un conjunto con 

K elementos es 2~ . 

Otra manera de ver el mismo problema es la siguiente: 
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SL1pon9amos que tenemos Lln conjunto de 3 elementos y 

queremos encontrar el nQmero de subconjuntos que tiene. Sea 

el conjunto Ca,, a2 1 a::s} el conjunto en cuestión. Coloqllemos 

en una hilera los elementos del conjunto y debajo de ella 

una h!lera de 3 casillas como sigL1e: 

Para un sL1bconjL1nto de {a1, a:::=, C\:s}, asignemos un nümero 

1 en la primera casilla si el elemento ª' es elemento del 

subconjunto y número l) si el el mento ª• no es elemento oel 

subconjunto. Lo mismo para cada una de las 3 casillas. 

Tenemos asi Llna distribLICÍOn de ceros y unos para cada uno 

de los subconJLtntos. Hagamos L1na lista de los subconJuntos y 

de 1-a hilera de casillas correspondiente para este caso 

particular. 

SUBCONJUNTO ª' ª"' ª"' 

"p o o o 
Ca,} o (l 

Ca,.,} (l 1 1) 

Ca::s} (l o 
Ca,, a,..} 1 1 (l 

Ca1 1 a,,.} 1 o 
{a!Ol,a:s} o 1 

{a,,a:::,a::s} 1 

De esta manera tenernos una función uno a uno entre los 

subconjuntos de un conJunto de 3 elereentos y la distribución 

de ceros y unos en un casillero de 3 lugares. 

De manera que para un conjunto con 4 elementos tenemos 

L1n casillero con 4 lugares y de la misma manera debemos 

contar Cllantas formas distintas hay de llenar los 4 lugares 

con ceros y Linos. 

Sea Ca 11 a~,a::s,a4] un conjllnto de 4 elementos. 
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SUBCOIÜÜNTO ª• ª"' a3 ª"' 

• o o o o 
{a,) 1 o o o 
{a:z) o 1 o o 
<a:s> o o 1 o 
{a.,.) o o o 1 

{a,,a2} 1 o o 
<a1,a3) 1 o 1 o 
{a,, a ... } 1 o o 1 
{a:z,a3) o 1 o 
<a2,a,.} o o 1 
<a::s,a ... > o o 

<a,, a:z, a3} 1 1 o 
<a1,a2,a,.} 1 o 1 

<a1,a3,a,.} 1 o 1 

<a2,a,.,a ... } o 1 1 1 

<a,,a:z,a::s,a ... } · 1 1 1 

Entonces para contarlos podemos verlo como el número de 

formas di,.st-intas qLle se tienen de distribLtir ceros y LlnCS en 

un casillero de 4 lugares. Para llenar la primera casill' 

tenemos 2 oportunidades, ponemos un uno o bien ponemos un 

cero (el primer elemento está o no está en el subcon~untol. 

Una vez qL1e hayamos llenado la primera casilla, para la 

segunda casilla tenemos de nuevo 2 oportunidades: ponemos un 

uno o ponemos un cero; una vez llenos las dos primeras, para 

llenar la tercera casilla te~emos otra vez 2 posibilidades, 

poner un uno o poner un cero, y por 6ltimo, para llenar la 

cuarta casilla, no importa lo que hayamos hecho en las tres 

primeras, tenemos otras 2 oportunidades, ponemos un uno o 

ponemos un cero. Por lo que el número de formas distintas 

que tenemos de llenar con ceros y unos un casillero de 4 

lugares es: 2 para el primero, 2 para el segundo, 2 para el 

tercero y 2 para el cuarto lugar; por lo tanto son 2x2x2x2 = 
2 4 = 16 formas de hacerlo. Hemos puesto la multiplicación, 

porque para cada L1na de las elecciones que hagamos e::isten 

todas las otras posibilidades, es decir, si en la primera 

escogemos cero podemos escoger unas en todas las otras a 
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bien en todas puros ceros o combinados, pero esto mismo 

podlamos haber hecho si en la primera hubiésemos escogido un 

uno; y asl para cada una de las 4 casillas. Todo esto 

podemos ilustrarlo en un nuevo esquema cbmo sigue: 

la.CASILLA 1 

2a.CASILLA o o/~1 
/\ íí\ /\ I""' 3a.CASILLA o 1 o i. (1 1 

!\ /\ /\ /\ /\ !\ /\ 
4a.CASILLA o (l l) 1 o 1 o o 1 (1 

esquema 

También aqul tenemos una r~presentación para cada uno 

de los subconjuntos del conjunto. Si seguimos el camino 

marcado en el esquema 1, éste representa al subconjunto: 

O 1 O 1 q~e es el Ca~,a4}, De m~nera que los 16 caminos que . 
representamos en el esquema son todos los subconjuntos que 

buscábamos. En este esquema se ve un poco mejor por qué 

multiplicamos cada vez por ~ 

Entonces, en general para un conjunto con n elementos, 

formamos un casillero con n lugares y para cada uno ~enemas 

2 oportunidades, independientes de las demás, por lo que el 

nQmero de subconjuntos es 2M2N2x .•• x2 = 2". 

Por lo que hemos llegado de nuevo al resultado que ya 

teniamos por otro camino. 

Observación. 

Notemos que el esquema 1 nos da también la información 

de cuántos subconjuntos tienen a.l elemento a, por ejemplo, y 

éstqs son solo los caminos que empiezan con 1 y éstos son 

los que estan en la parte derecha del esquema, o sea 8 

subconjuntos tienen a a, y ademcis sabemos que 8 subconJLintos 

no lo tienen. De manera semejante podemos contar los 

subconjuntos que contienen al elemento a~ y los que no lo 

tienen. Lo mismo para los demás elementos del conjunto. 
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Recordemos que está pendiente encontrar el nQmero de 

subconjuntos de 4 elementos de un conjunto con n elementos, 

así como el número de subconjuntos de 5 elementos ~e un 

conjunto con n elementos, y asl sucesivamente el nQmero de 

subconjuntos de n elementos que tiene un conjunto con n 

elementos. ¿ Puede el lector dar una respuesta a este 

problema ? Lo invitamos a pensarlo. 

Para ver el camino que dejamos pendiente, se sugiere 

hacer un análisis semejante al que se hizo con la ternas a 

partir de las parejas. De nuevo invitamos al lector a hacer 

este análisis. 

En el capítulo de Combinatoria, se 

éste problema por el camino que hemos 

da una solución a 

dejado pendiente. 
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PROBLEMA. 

¿cuántas diagonales tiene un pol1gono convexo (6) de n 

lados? 

Si el pol igono tiene n lados, tambien tiene n vértices. 

De cada uno de los vértices salen n-1 lineas para unirse a 

los demás vértices, de éstas 2 son lados y n-3 son 

diagonales del pollgono. Haciendo esta cuenta para cada uno 

de los vértices, vemos que estaremos contando doble, porque 

cada linea está unida a 2 vértices, por lo tanto el numero 

da diagonales da un poligano dan ladas as 

Por otro lado, veamos el problema ayudándonos con 

algunos dibujos de casos particulares de poligonos. 

Si el poligono tiene 4 lados por ejemplo, y numeramos 

sus vértices, tenemos que las diagonales se representan por 

parejas de vértices como sigue: 
I 

4 

3 
Donde las diagonales son las 2 lineas representadas por 

f3 y 24 ; 13 representa la linea que une al vértice 1 con el 

3, y 24 la que une al vértice 2 con el 4. 

Si el polígono tiene 5. lados, tenemos: 

(6) Estamos hablando de un polígono convexo. Un poligono es 
convexo si para cualesquiera 2 puntos en el interior del 
polígono, el segmento de recta que une a estos 2 puntos esta 
totalmente contenido en el poligono. Ejemplos: 

e tJ 
Convexos No convexos 
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fil2 
t . 3 

Las diagonales son las 5 líneas representadas por 13, 
24, 35, 14 y 25. 

Si el polígono tiene 6 lados: 

Las diagonales son las lineas 13, 14, 15, 24, 25, 26, 

35, 36, y 46. 

Veamos que éste es el mismo problema de contar parejas 

de elementos de un conjunto (en este caso el conjunto de 

vértices), sola. que estamos descontando aquellas parejas de 

vértices que describen los lados del poiigono, estas son las 

parejas de vértices consecutivos. En el caso del polígono de 

6 lados, del total de parejas de 6 elementos tenemos que 

descontar las lineas 12, 23, 34, 45, 56 y 61. 
As1 es que para el pol1gono de 6 lados tenemos: 

§_~ 6 = 15 - 6 = 9 diagonales. 
2 

En general, si A=!v,, v2, , v.} es el conjunto de 

vértices de un polígono den lados, formamos las parejas de 

estos n elementos y a éstas tenemos que quitarles las 

parejas de vértices consecutivos que son: para cada v, sus 

consecutivos son v,_, entonces las parejas de 

consecutivos que contienen al vértice v, son v,_,v, 

v,v,,,, y ésto sucede para cada i, por lo que por cada 

vértice hay 2 parejas de consecutivos. Notemos además que la 
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pareja v,v,., también la estamos contando para ser quitada 

cuando quitamos las parejas de vértices consecutivos que 

contienen a v,.,, entonces estamos quitando en realidad el 

doble de lo que debemos, por lv que al final debemos dividir 

entre 2 el número de parej.as de vértices consecutivos 

El número de parejas que debemos quitar es 2n/2 = n y 

ésto ya lo sab1amos ya que las parejas de vértices 

consecutivos son precisamente las que describen los lados 

del polígono y ya sabemos por el problema mismo que el 

poligono tiene n lados, entonces en efecto el numero de 

parejas que debemos quitar es n. 

Por lo tanto el número de diagonales de un pol1gono de 

n lados es: p{n-U. 
2 

n 

Ahora tenemos además ~n tercer procedimiento para 

encontrar el número de diagonales de un polígono den lados. 

Si procedemos como antes, 

comience con números pequeños, 

tabla: 

ti DE LADOS # DE DlAGÓNALES 

3 o 
4 2 
5 5 
6 9 
7 14 

tabla .21 

haciendo una lista que 

observamos la siguiente. 

Contándolos a pie, para un polígono de 8 lados ya se 

.hace muy dificil, pero podemos observar estos 4 casos para 

ver si existe alguna relación que podamos demostrar en 

general. 

Si e 1 pol igono tiene 4 lados, de cada uno de sus 

vértices solo sale una diagonallya que de las 3 lineas.que 

sa 1 en 2 son 1 ados J • Si el polígono tiene 5 lados, de cada. 

vértice salen 2 diagonales. Si el polígono tiene ó lados 

sales 3 diagonales de cada vértice y asi sucesivamente, si 
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aumentamos en uno el número de lados, se aumenta en uno el 

número de diagonales que salen de cada vértice. 

Entonces podemos considerar que ya tenemos la regla de 

crecimiento. Veamos ahora como se comportan los incrementos, 

en la siguiente tabla: 

ti DE LADOS ti DE DIAGONALES INCREMENTO 

3 o o 
4 2 2 
5 5 3 
6 9 4 
7 14 5 

tabla 22 

Entonces, sabiendo cuántas diagonales tiene un pol1gono 

de k lados ya sabríamos cuántas tiene un polígono de k+l 

lados, pues sabemos que el incremento de ese renglón tiene 

que ser Ck+ll-2 = k-1. 

Ahora aclaremos un poco qué quiere decir lo que hemos. 

encontrado en la columna de incremento. 

Dado un pol1gono de 5 lados, sabemos que de cada uno de 

los 5 vértices salen 4 lineas, de las cuales 2 son lados y 

el resto son diagonales. Si a éste poligono le aumentamos un 

lado mas, como se muestra en 1 a figura 7, tenemos que de 

cada uno de los 6 vértices salen 5 lineas de las cuales, de 

nuevo 2 son lados y el resto son diagonales. Entonces el 

número total de diagonales de un poligono con 6 lados es: 

el 1 de diagonales de uno de 5 lados + las diagonales que se 

forman con el nuevo vértice + la diagonal que se forma con 

lo que antes era el quinto lado del poligono de 5 lados. 

;-i Vs 
' 1 I 11 
'1 // 

- - -'>lf\¡" 
figura 1 
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Las diagonales del polígono de 5 lados son: v 1 v3 , v 1 v., 

VzV•• V2Va y v,v, y las del polígono de 6 lados son: 

v,v., v,v., v, Vo, v. v, y v1 Vs; de 

donde el incremento son las 3 líneas que salen de sexto 

vértice que son diagonales, mas la linea que antes era lado 

en el poligono de 5 lados. 

En general tenemos que, 

el incremento en el número 

dado un polígono de k+l lados, 

de diagonales en total con 

respecto al número de diagonales de un polígono de k lados 

es: 11 de diagonales del polígono con k lados + 11 de lineas 

que salen del vértice k+1 que no sean lados + la linea que 

antes era el k'ésimo lado del polígono de k lados; esto es, 

el nOmero de líneas que salen del vértice k+l que no son 

lados es k-2, más la linea que era lado, tenemos: k-2+l=k-l 

que es el incremento en el renglón k+l de la tabla. 

Como hemos hecho con todo detalle el principio de la 

lista y como conocemos la regla de incremento, podemos ir· 

llegar al construyendo uno por uno los renglones hasta 

correspondiente a un polígono de k lados. 

Sea dCk> el nOmero de diagonales de un polígono de k 

lados. Sabemos que d<4>=2 y que el incremento es lk-2> en el 

renglón k. lCuánto vale entonces dlk>? 

Nótese que hemos descrito aquí una recurrencia en el 

nQmero.de diagonales de un polígono y en base a ésta es que 

podemos decir que: 

d<k> 

d(k) 

d(k) = d(k-ll + (k-2> 

Pero 

d(k-1> 

y 

d(k-2> + <k-1-2) 

d<k-2) = d<k-3) + (k-2-2) 

Y así sucesivamente, tenemos 

dC4l + Ck-2) + Ck-3l + 

d(k-2> + (k-3J 

d<k-3) + (k-4l 

+ Ck-<k-4lJ + Ck-lk-3>l 

d(4) + <k-2) + (k-3> + t 4 + 3 = 

d(4) + (1+2) + C3+4+ .•• +<k-3l+Ck-2>J - <1+2) 

dC4) + [ 1+2+3+ +(k-3l+(k-2l] - (1+2) = 
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d(4) + (k-2> (k-1> - 3 
2 

1c2 - 3k + 2 - 2 = 
2 

k 2 
- 3k 
2 

4+(k-2>(k-1> - 6 = 
2 

Que es lo que por otro lado ya sabiamos. 

Más adelante, en el· capitulo 1, hablaremos en 3eneral 

del método que hemos usado aqui para encontrar dtkl,éste se 

basa en el principio que dice que si tenemos un numero 

natural k y le restamos 1, el resultado es un número natural 

menor que k, y si a éste de nuevo le restamos 1' vuelve a 

resultar un nC!mero natural menor y siguiendo así 

sucesivamente, el a 1 gún momento debemos 11 egar 

necesariamente al primer natural t o sea al número l ) . 
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P R O B L E H A . 

En una ciudad donde la distribución de las calles es la 

que se muestra en la figura 5, se quiere saber cuántos 

caminos mínimos distintos se pueden hacer para llegar desde 

la·esqulna marcada con * a- cada una de las esquinaa de la -· 

ciudad. 

ººººº 00000 

ººººº ººººº X ~ 

*ºo o o o 
figura 5 

Analicemos el problema esquina pot esquina. Por ejemplo 

para llegar a la esquina marcada con X se tienen los 

siguientes caminos m1n1mos: 
>< 

Dt 
* -

-x 

tD 
X. 

Dos caminos mfnimo~<mlnimos, porque cada uno consta de 

2 cuadras y cualquier otro camino que siguiésemos para 

11 egar a X, tendr ia mayor número de cuadras J. 

Para otra esquina, 

en la siguiente figura: 

Los caminos son: 

por ejemplo la esquina marcada con Y 

0000 
*O D D~D 

-':j -- --~ O DtD 
~- - DtD O 

*-



75 

Cuatro caminos mínimos distintos. ~ada uno de el los 

consta de 4 cuadras y cualquier otro qu~ encontremos tendrá 

mayor número de cuadras. 

con 

Para otra esquina mas, por ejempl~ la esquina 

Z en el siguiente esquema: *º D O O% 

Tenemos DDDD 
.tf~. __., ~ - z 

Un s~lo camino mínimo que consta de 4 cuadras. 

mar ca.da 

Entonces lo que sucede es que en todas las esquinas que 

estén a las orillas de la ciudad solo habrá un camino 

minimo. l lustramos esto en el siguiente esquema en donde 

colocamos el número de cuadras que componen el camino mínimo 

a cada una de las esquinas de las orillas. 

sto D·D o o 
4
10 DO DO 

3
t[] DO O D; 

2
tD DO O O 

110 D D DO 
.X. ->i ->2 ~~ --+ -s 

Pero veamos qué sucede en las otras esquinas. Hagamos 

ahora un esquema en donde coloquemos en cada esquina 1de las 

que hemos anal i;:adoJ cuántos caminos mínimos hay para llegar 
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a ella, sin considerar de cuántas cuadras consta cada 

camino. 
1
D o o o 

io o o o 
1 0 ·o D D 

2 

*\ºººº 1 1 1 1 

¿Qué relación tendrán estos nQmeros ? ¿cómo sabremos 

en general para cualquier esquina cuántos caminos mínimos 

hay? 

Vayámonos en orden, buscando para cada esquina cuántos 

caminos minimos hay. 

- -~o o 
Hay 3 caminos mínimos 

- - ~ 
O DtO DtD O 
*~ - *......,. - ~ ~ 

JO O O 
Hay cuatro caminos mínimos. 

lCuántos caminos habrá para esta esquina? 

Para llegar a esta esquina, o a cualquier otra, notemos 

que solo podemos 11 egar si venimos de una de dos 

direcciones, es decir, no podemos venir de la esquina de 

arriba, por ejemplo, porque ya no seria un camino minimo. 
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Tenemos que venir de la esquina que dice 4 o bien de la 

esquina de abajo que dice 1. Sólo podemos llegar a X con una 

direccion ¡¡.si - o con una dirección asi f . Por lo que 

tenemos que sumar los 4 caminos anteriores en la dirección -

más el camino anterior a la dirección t Y asi tendremos 

los 5 caminos minimos que hay para 1 legar a X que son: 

X _,. )( 

O O D DtD *__. _ __,_ O O Oto O 
* - ---? --'1 

- -x 
*g gto o o 

- _., ->'-
,\1 QtD DO D 

~ - - -k 

40 D DO O 
Entonces para llegar a . cualquier esquina solo debemos 

saber cuántos caminos mínimos hay para llegar a las ·2 

esquinas anteriores a ella (por audj? y por la izquierda de 

la esquina en cuestión>. Asi hemos resuelto el prob 1 ema,. 

solo debemos ir sumando desde la primer esquina hasta la que 

necesitemos. 

Por ejempl~ si queremos saber cuántos caminos minimos 

hay para 1 legar a la esquina A del siguiente esquema: 

00000 
C. A 

00000 
E l3 

DODDD 
~ J> 

Debemos saber cuántos caminos hay para llegar a By a C 

y sumarlos, pero para saber cuántos hay para llegar a B 

debemos saber cuántos hay para 1 legar a D y a E y asi 

sucesivamente hasta que 11 eguemos a alguna que ya 

conozcamos. 

Hagamos un esquema en donde tengamos el numero de. 

caminos mínimos para llegar a las esquinas anteriores a A: 
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En donde vemos que para llegar a A hay 15 caminos 

m1nimos distintos. Para 1 legar a B hay 5 caminos minimos 

distintos, para llegar a C hay 10 caminos, para llegar a D 

hay 1 y para 1 legar a E hay 4 caminos. 

Para redondear, el número de caminos minimos para 

llegar a una esquina es la suma de los caminos para llegar a 

las dos esquinas anteriores e 1 a de la izquierda y la de 

abajo de la esquina que se quierel. 

Si se nos pregunta ahora lde cuántas cuadras consta 

cada uno de los caminos mínimos para llegar a una esquina?, 

lo que tendremos que hacer es contar sólo uno de el los ya 

que todos los que son mínimos deben contener el mismo número 

de cuadras. Por ejemplo para llegar a A en el esquema 

anterior se tienen 15 caminos minimos distintos y cada uno 

consta de 6 cuadras ya que el camino 

A 
O O O Dt 
DO O Ot 
~~ ~ --> ~ 

es uno de los 15 mínimos y éste tiene 6 cuadras. 

Pero en general lcómo sabremos de cuántas cuadras se 

compone cada camino minimo dependiendo de la esquina de que 

se trate? 

Sabemos por ejemplos que hemos hecho que cada camino 

m1nimo, además de tener el mismo número de cuadras, también 

tiene el mismo número de cuadras en una dirección y el mismo 

número de cuadras en la otra dirección. Esto es, si un 

camino mínimo consta de 4 flechas hacia la derecha y 2 hacia 
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arriba, todo camino minimo que 1 legue a esa esquina <la A en 

este caso), debe contener también 4 flechas hacia la derecha 

y 2 hacia arriba. 

Entonces podemos decir que contar el número de caminos 

mlnimos para 1 legar a una esquina es lo mismo qu contar de 

cuántas formas distintas ~e pueden colocar tantas flechas 

hacia la derecha y tantas otras hacia arriba, una vez que 

sabemos de cuántas cuadras consta un camino m1nimo. 

Queremos encontrar una formulación que nos indique cuál 

es el número de caminos minimos en cada esquina, sin 

necesidad de construir todo lo que corresponde a las 

esquinas anteriores, y además queremos saber de cuántas 

cuadras se compone un camino minimo para cada esquina sin 

necesidad de hacer uno de el los explicitamente. 

Establezcamos un sistema cartesiano con el origen en • 

y demos a cada esquina las "coordenadas correspondientes a 

puntos con coordenadas en los numeros enteros no negativo~, 

como sigue: 

(o,o). D DO • (3, 3) • • 
(o,2.) D DO ,(3¡2) • • 
(o,\) DDD 

• (31 ~) • ' o DO 
* (1,0) (2,oJ (a P) 

Queremos saber, dado el punto de coordenadas ( i ' j ) 

cuántos caminos minimos hay para 1 legar a él. Y de cuántas 

cuadras consta cada uno. 

Hagamos un nuevo esquema en dondee coloquemos en una 

misma esquina, tanto las coordenadas correspondientes como 

el número de caminos m1nimos en los casos que ya hemos 

calculado, y veamos qué podemos extraer en general de esta 

información. 

mA TESJS N~ nEIE 
SAUI DE i.A oi.>J~ftCA 
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-©0000 
(})~ 

®®éDéD6' 
* @.-~ <!O © 

Después de observar y pensar un p!lCO lo que hemos 

estado haciendo, podemos hacer las siguiemtes observaciones: 

1) En todos los puntos que tiene~ alguna coordenada 

igual a cero, el número de caminos minimms es igual a l. 

2) En todas las esquinas cuyas coo~~enadas tienen un 1, 

el número de caminos m1nimos es la suma ~e sus coordenadas. 

3l En todas las esquinas cuyas coor~enadas tienen un 2, 

el número de caminos m1nimos es un n(tn.ero triangular. Es 

más, si la esquina tiene por coordenadas la (i,2J o la l2,1J 

el número de caminos minimos es el númerm. T,.,. 
4) En todas las esquin~s cuyas coo!fd•nadas tienen un 3, 

el número de caminos minimos es un núme!fo piramidal. Es más, 

si la esquina tiene por coordenadas J.a< li,3l o la l3,iJ el 

n(tmero de 

piramidal. 

caminos minimos es el <i+ll'ésim~ número 

Ahora observemos nuevamente el ~squema, pero veamoslo 

en sus diagonales, es decir,, busquemo;;; alguna regularidad o 

regla entre las diagonales. Por ejemplo, en la primera 

diagonal tenemos los puntos de coordenadas (0,lJ y <l,01 y 

en ambos el número de caminos es l. !n la segunda diagonal 

tenemos los puntos de coordenadas <0,2·J, Cl,lJ y <2,01 y en 

el los los caminos mínimos son 1, 2 y~ respectivamente. En 

la tercera diagonal tenemos: 

COORDENADAS 

<O, 3> 
( 1, 2) 

( 2, 1) 

C3,0> 

CAMINOS 

1 

3 
3 
1 
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Y asi sucesivamente tenemos por ejemplo 

diagonal como: 

COORDENADAS 

CO, S> 
( 1, 4> 
(2, 3) 

C3,2J 

( 4' 1) 
(5, 0> 

CAMINOS 

1 

5 
10 

10 
5 

la quinta 

Vemos que existe cierta regularidad, pero ¿cuál es la 

manera de expresarla? 

Hagamos ahora un esquema en donde en cada esquina 

pongamos tanto sus cóordenadas como el número de cuadras que 

contiene cada camino minimo, como sigue: 

Notemos en el esquema que en cada diagonal se tiene 

el mismo número de cuadras en cada ca~ino mínimo. Esto es, 

por ejemplo en la tercera diagonal el número de cuadras para 

llegar a cada esquina de esa diagonal es el mismo, o sea, en 

cada una de las 4 esquinas que astan en la tercera diagonal, 

el número de cuadras de un camino mínimo es 3. 

Por ejemplo en la quinta diagonal, el número de caminos 

mínimos en cada esquina de esa diagonal es siempre 5; 

entonces en lo que deben cambiar entre si los caminos 

mínimos a cada esquina es en el número de cuadras hacia la 

derecha y el número de cuadras hacia arriba. Esto es, si 

para 2 puntos distintos en la quinta diagonal se tiene que 
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el número de cuadras es el mismo, entonces la composición 

(en cuanto a orientaciones> de las cuadras debe ser 

distinta. Fijémonos en 3 de los caminos minimos que hay para 

llegar a la esquina de coordenadas (4, lJ que está en la 

quinta diagonal y por lo tanto cada uno de los caminos 

minimos ha de tener 5 cua~ras en total. 

Cada uno tiene 5 cuadras en total pero, además vemos 

que cada uno tiene 4 cuadras hacia la derecha y una sola 

cuadra hacia arriba. De donde empezamos a sospechar que el 

número de cuadras de un camino minimo está relacionado con 

las coordenadas de esa esquin3, esto es: 

Conjetura. Para la esquina <i,j> el número de cuadras 

que contiene un camino mínimo es i+j, donde además de 

ellas son hacia la derecha y j son hacia arriba. 

Dejamos como ejercicio para el lector demostrar esta 

conjetura, ya que en esencia hemos dado la idea de la 

demostración al. hacer el caso de la quinta diagonal 

razonamiento válido en general. 

con un 

Tenemos ya resuelto uno de nuestros problemas, que era 

saber de cuántas cuadras consta un camino minimo para 

cualquier esquina; pero aún falta saber cuántos caminos 

minimos hay en cada es~uina, sin hacer todos 

anteriores. 

los casos 

Hagamos una repre,entación de cada camino minimo como 

sigue: 

A cada camino le hacemos corresponder un arreglo de 

flechas, hacia la derecha y hacia arriba, como se muestra en 

seguida:<! !amaremos D a las flechas hacia la derecha y A a 

las flechas hacia arriba) 
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Y asi, 

_. -. 
Of D O 
DtD O 

*- • 
O O Di. 
o o 01 

...¡. _... __,.. -

tenemos que, 
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ARREGLO 

CD,A,A,D,D> 

<D,D,D,A,A> 

dado un camino mínimo cualquiera, 

existe un arreglo de flechas que describe el camino dado; y 

viceversa, dado un arreglo de flechas, existe un camino 

m1nimo que está representado por este arreglo. 

De modo que si sabemos cuántas cuadras tiene un camino 

minimo, cuántas son hacia la derecha y cuántas son hacia 

arriba, solo tenemos que buscar de cuántas maneras podemos 

acomodar tantas flechas hacia Ja derecha y tantas otras 

hacia arriba en un número fijo de Jugares, para tener asi el 

nómero de caminos minimos que existen para una esquina dada.· 

Por ejemplo, para la esquina de coordenadas <2,1> hay 3 

caminos minimos y cada uno consta de 3 cuadras en total 

donde 2 de ellas son hacia la derecha y 1 hacia arriba. Esto 

es: 

DO DO DO 
• - -· -... . 

oto 
~-fo' a *O Dt - -1 

to o 
t 

Y su representación en Jos arreglos de flechas es: 

CD, D, Al 

respectivamente. 

CA, D, D> CD, A, D> 

Que son las 3 formas distintas de colocar 2 flechas 

hacia Ja derecha y una hacia arriba en un casil !ero de 3 

lugares. 
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De modo que la pregunta que tenemos pendiente se 

transforma ahora a encontrar: ¿de cuántas maneras distintas 

se pueden colocar i flechas hacia 

hacia arriba en un casillero con 

esquina <i, j >. 

la derecha y j flechas 

i+j lugares? para la 

Tenemos los i+j 

en 

1 ug.ares, 

e 11 os 

escojamos de 

asignemos flechas 

e 11 os 

hacia 

de 

la cualquier manera, 

derecha y en el resto <que son jJ asignemos las flechas 

hacia arriba. Debemos buscar ahora cuántas formas 

distintas podemos hacer esta elección?. 

De nuevo 

general, que 

procederemos tratando de buscar un argumento 

sea válido en cualquier caso y que nos 

proporcione suficiente 

resultado. 

información para demostrar el 

Ya conocemos cuál es el número total de cuadras de un 

camino minimo, esto es, si ,queremos 1 Jegar a la 

Ci,j) sabemos que cualquier camino debe constar 

esquina 

de i+j 

cuadras en total y esto, podemos pensarlo como un casillero 

que tiene i+j lugares, o bien, en un arreglo de i•j. 

coordenadas; entonces solo falta averiguar de cuántas formas 

podemos llenarlos con exactamente i flechas hacia la derecha 

y j flechas hacia arriba. 

Siguiendo con la representación que habiamos usado, sea 

CD,A,D,D, ,A) un arreglo con i+j lugares, i de Jos 

cuales son D y j son A. Si numeramos los lugares de este 

arreglo, tenemos: 

(1, 2, 3, 'i + j) 

CD,A,D, ' A 
En donde podemos cambiar 

que en los lugares 1,3,. 

derecha y en los lugares 2, 

arriba. 

Entonces 

anterior solo 

para designar 

debemos decir 

disponibles, hay flechas hacia 

un poco la notación y decir 

las flechas son hacia la 

,i+j las flechas son hacia 

los 

en 

arreglos del 

qué lugares de 

párrafo 

1 os '3 

la derecha y en cuales hay 

flechas hacia arriba. Esto es, para esos 3 arrglos se tiene: 
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Para el· arreglo 1 tenemos que las flechas hacia la 

derecha astan en los lugares 1 y 2,y las flechas hacia 

arriba en el lugar 3. Para el arreglo 2 se tiene que las 

flechas hacia la derecha estan en los lugares 2 y 3 ·' y las 

flechas hacia arriba estan el el lugar 1; y por último para 

el tercer arreglo tenemos aue las flechas hacia la derecha 

estan en los lugares 1 y 3 y las flechas hacia arriba en el 

lugar 2. 

De modo que si tenemos un arreglo con i+j lugares y 

decimos en cuales de el los estan las i flechas hacia la 

derecha y en cuales estan las flechas hacia arriba, 

.tenemos bien caracterizado el arreglo. Por lo que solo 

tenenmos que contar de cuántas maneras distintas podemos 

escoger lugares d~ un arreglo que tiene i+j lugares; o 

bien de cuántas maneras distintas podemos escoger j lugares 

de un arreglo que tiene i+j lugares. Notemos que es 

suficiente con decir en qué lugares deben estar las flechas 

hacia la derecha y ya cori eso quedan determinados los 

1 ugares en que deben ir las flechas hacia arriba o 

viceversa. Entonces debe suceder que el número de formas ae 

escoger i lugares de uncasillero conbj lugare.s es el 

lugares en un mismo que el número de formas de escoger 

casillero de i+j lugares. 

¿cómo lo comprobamos en general? 

Veamos por ejemplo si el casillero tiene 2+1 lugares, 

debemos encontrar todas las formas de escoger 2 lugares para 

colocar D Estos son: 1,2 ; 1,3 y 2,3 que ya las 

conociamos y además son el mismo número de las termas de 

colocar 1 lugar en un casillera de 3 lugares, que son: 3,2 y 

1 respectivamente. 

Notemos que en este ejemplo lo que estamos buscando son 

el número de parejas de un conjunto con 3 elementos o sea 

e,., 2 que son la misma cantidad que el número de formas 

que tenemos de escoger un elem•nto de 

elementos. 

un conjunto de 3 
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Ahora, , si el arreglo tiene 3+1 lugares, debemos 

encontrar todas las formas de escoger 3 lugares para colocar 

D, o bien todas las formas de escoger 1 lugar para colocar 

A. La respuesta a lo primero es: 1, 2,.3 ¡ 1,2,4 ¡ .1. 3, 4 y 

2,3,4 que ya sabíamos porque son las ternas que podemos 

escoger de un conjunto que tiene 4 elementos o sea c •• 1 
3 

La respuesta a la segunda parte es: 1 ¡ 2 ¡ 3 y 4 que es el 

mismo número 4 que ya habíamos encontrado. 

Si el arreglo tuviera 3+2 lugares, debemos encontrar 

todas las formas de escoger 3 lugares para colocar D o bien 

las formas de escoger 2 lugares para colocar A y por lo que 

se ha dicho en los 2 párrafos anteriores es lo mismo que 

encontrar las ternas y 1 as parejas, o sea: e,. 2' ó e,. 2: y 
tenemos entonces que: c •• :• C.' = CS>C4)(3l/6 = 10 y 

c.+ :f 2 = c. 2 = ( 5) ( 4) 12 = 1 o 
Que comprueba en este caso particular 

venido argumentando en general. 

lo que hemos 

De modo que, al menos ya podemos calcular cuál es el 

número de caminos mínimos para todas aquel las esquinas en 

cuyas coordenadas aparezca un 2 o un 3, ~sto es: podemos dar 

el número de caminos mínimos para las es.quinas (i,2>,, ti,3l, 

(2,j) y C3,jl que son C,., 2 

respectivamente. 

e, •• • e,. ¡ • y c •• ¡ 3 

Pero esto no resuelve el problema en general ya que 

todavia nos falta dar resp.uesta a muc?ias esqui nas cuyas 

coordenadas no son 2 ó 3. 

Ahora, avancemos un poco en las observaciones sobre ~l 

problema en general. 

Notemos que para un camino tlado, por ejemplo 

<D,A,D,A,D,Dl existe otro que es simétrico a él, o sea, el 

camino representado por (A,D,A,D,A,A>, y esto, como es claro 

sucede para cada uno de los caminos, lo que de nuevo nos 

dice que para 1 legar a la esquina marcada con ~ en la 

figura existe el mismo número de caminos mlnimos que 

para llegar a la esquina marcada con 

ya que estas esquinas son simétricas. 

en la misma figura, 



87 

00000µ 
DDDDCJ'o 

© / 
O OtD /.O O 

O Ot /DO O 
-'lo - -® 

Ot tD O O O - -. )_,to o o o o 
O sea , el número de caminos mininos para llegar a la 

esquina <i,j> es el mismo qu el número de caminos minimos 

para llegar a la esquina Cj,il. 

Y volviendo con los casos que ya podemos resolver, 

hagamos un esquema donde ~cloquemos ei ndmero de caminos 

minimos para llegar a cada esquina con los elementos que ya 

hemos discutido. 

Donde por la simetria que hemos dicho, vemos que e,.,• 
=C2. • 2 

Pero veamos también que todavía nos falta mucho por 

resolver. En todas las esquinas marcada con ? no podemos dar 

la respuesta todavia sin recurrir a los casos anteriores. 

Pero hemos avanzado en el sentido de tener claridad acerca 

de qué es lo que estamos buscando y, por todo lo que hemos 

venido observano tenemos que en general lo que estamos 
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buscando es el número de subconjuntos con 1 elementos de un 

conjunto con i + j e 1 ementos. Y de nuevo, notemos que si en 

vez de escoger los lugares donde se coloquen las D 

hubiésemos escogido los j lugares donde se colocaran las A, 

de todos modos el resultado debe ser lo mismo ya -que en 

total solo hay i+j lugares. 

Entonces dejemos claro que nos falta responder a la 

pregunta en general de ¿cuántos caminos minimos hay pa~a 

llegar a la esquina <i,j)? sin construir el esquema de las 

esquinas anteriores a el la, es decir, sin la manera recur 

siva que se encontró al principio del analisis de este 

problema. 

La respuesta en general, la daremos cuanto retomemos 

este problema en el capítulo de Combinatoria. De cualquier 

manera, invitamos a 1 1 ectór a avanzar y encontrar esta 

respuesta por si mismo, 

de analizar el problema. 

intentando nuevos caminos y formas 
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Algo más sobre los números triangulares. 

Una vez que hemos conocido a los números triangulares y 

que podemos trabajar con el los, veamos una utilización muy 

interesante. 

Se quiere encontrar una correspondencia uno a uno entre· 

los números naturales y el 

naturales con el los mismos. 

Una forma de hacerlo es 

siguiente esquema: 
N 

producto cartesiano de los 

la que ilustramos en el 

Es claro que de esta manera no nos falta ningún número 

natural al que no le toque una pareja de naturales y 

viceversa, a toda pareja de naturales le toca un número 

natural. Pero con esta tor·m& de establecer· la 

correspondencia no es tan fácil dar una regla general para 

saber, dada cualquier pareja de naturales cuál es el número 

natural que le corr~s.ponde y al revés. 

Veamos entonces otra torma de asigna!' la 

correspondencia, en donde si se puede dar una función 

eKplicita para esta biyección. 

Sea la correspondencia: 

( 1, 1l 1 

(2, 1l 2 

( 1, 2) 3 

(3, 1) 4 
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C2,2> 5 

C1,3> 6 

(4, 1) 7 

(3,2) 6 

C2,3) 9 

Y asi sucesivamente, ·es decir, representado en esquema 

tenemos: \j 

O sea, cada diagonal la empe=amos a numerar en los 

puntos de coordenada y=l seguiremos hacia arriba a la 

izquierda. 

Notemos que en los puntos de coordenada x=l, los 

nümeros que 

triangulares, 

aparecen 

entonces 

son precisamente los números 

solo tenemos que saber en qué 

diagonal y en qué posición de ésta se encuentra una pareja, 

para determinar qué número natural le corresponde. Esto es: 

Por ejemplo el punto (3,2J se encuentra en la cuarta 

diagonal <empezando por la primera en el punto (1,1l) y en 

el segundo lugar de ésta, y vemos que el número natural que 

le corresponde es el 6 que es precisamente el tercer número 

triangular mas 2, ó el cuarto número triangular menos 2. O 

sea: 

6 = T, + 2 = 6 + 2 o bien 8 = T. - 2 = 10 - 2 

Hagamos una tabla para observar mayor número de 

ejemplos, con todos los datos que podamos necesitar, para 

descubrir cuál es la regla de correspondencia que 

proponemos. 
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n (i ,j >. diagonal 11 i+j tr ia11gu 1 ar triangular 
~ n l n 

1 1, 1 1 2 1 1 
2 2, 1 2 3 ,1 3 
3 1,2 2 3 3l ·3 
4 3, 1 3 4 3 6 
5 2,2 3 4 3 6 
6 1,3 3 4 6 6 
7 4, 1 4 5 6 10 
8 3,2 4 5 6 10 
9 2,3 4 5 6 10 

10 1,4 4 5 10 10 
11 5, 1 5 6 1Q 15 
12 4,2 5 6 10 15 
13 3,3 5 6 1(j) 15 
14 2,4 5 6 1<ll 15 
15 1, 5 5 6 1S 15 
16 6, 1 6 7 15 21 

tabla 23 

Notemos que las coordenadas de los puntos en cada 

diagonal siempre suman el nBmero de diagonal que ocupan mas 

uno. Por ejemplo en la tercera diagonal tenemos los puntos: 

3+l: 4 2+2 = 4 y 1+3 4 

Y ésto sucede siempre, por lo que si hablamos de ·la 

k'ésima diagonal, sabemos que i+j = i+l para c.ualquier 

punto (i,jJ en esa diagonal Y la posicinn de un punto ti,jJ 

en la diagonal k es la coordenada que inñica la altura sobre 

el eje X. 

De la observación de la tabla a y del esquema 

correspondiente a esta biyección, lo ~~e se propone como 

función para dar la correspondencia uno a uno entre los 

naturales y el producto cartesiano de eJlos es: 

<1,j) ---? T1•J-2 + j o biem 

<i,jl ___,. T1.J-I - i + 1 

Comprobándolas en varios ejemplos más, vemos que es 

mejor la segunda regla y tenemos enton~es que para el punto 

(i,j) el número que le corresponde es eU T1•J-1 - i + 

Por ejemplo, para el punto. <2,3> ~I nQmero natural que 

le corresponde es: 

T2, 3 - 1 - 2 + 1 T • -1 <4x5>12 - l = 10 - 1 = 9 
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Ahora.tenemos que dar la correspomdencia al revés, o 

sea, dado un número natural cualquiera, lcuál es la pareja 

de naturales que le corresponde? 

Por ejemplo para el número 17, vemos en la figura que 

la pareja que le corresponde es la <5,ZJ. 

Ahora, dado un número natural n lqué punto le 

corresponde? 

Debemos 

contenga a 

diagonal en 

encontrar el menor número triangular que 

n, el subíndice del triangular nos indica la 

la que debe estar la pareja que buscamos. Y la 

diferencia entre el número n y el triangular que encontremos 

.mas uno, será la posición que ocupa en esa diagonal\contando 

de izquierda a derecha), esto es: 

y n = T, - r con O i r k 

Por 1 o tanto n está en la diagonal k y r son los 

lugares que debemos descontar a T, para tener la posición de 

nen esa diagonal. 

Sabemos que k = i+j-1 y 

Entonces, n - <i,jl 

O sea 

<r+l, k-r> 

r = i-1 

donde r+l y 

k-r-1+1 k-r· 

Veamos de nuevo en un ejemplo si nuestra función está 

correcta y bien definida. 

Si n=17 , tenemos que ~ncontrar el triangular mas chico 

que contenga a 17 o sea, tenemos que encontrar k ta 1 que 

T. L 17, es decir: 

<k><k+ll/Z t. 17 

( k 2 + k ) / 2 ?. 1 7 

k 2 + k ?. 34 

k, + k - 34 ?. O 

Hay que encontrar el valor minimo, o sea la igualdad, o 

lo que es lo mismo, el punto positivo donde la parábola 

intersecta al eje X. 

Por lo que k 5.35 es la solución positiva que 

buscamos, pero k debe ser entero, es más, debe ser natural, 
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entonces k=6 es la que nos debe servir. O sea, T, es el 

menor nOmero triangular que contiene a 17. 

T, = C6x7>12 = 21 ~ 17 

Por lo que 17 = 21 - 4 = T, - 4. quiere decir que 17 

está en 1 a sexta d iagona 1 en e 1 segundo lugar, esto es: 

i=4+1=5 y j = 6 - 4 = 2 

Por lo tanto a 17 le corresponde la pareja C5,2J. 

Se tiene así, establecida una función biyectiva entre 

los números naturales y el producto cartesiano de ellos, y 

cabe mencionar además que está demostrado que esta es la 

manera más simple de establecer esta biyección; es más, se 

ha demostrado ya que ésta y la que se establece igual por 

simetría < en cuanto al sentido en que se toma J son las 

únicas biyecciones dadas por polinomios . 

. Comentario: esté es un problema relacionado con la 

demostración que sobre él décimo problema de Hilbert hizo 

Matiyasevic en 1970 C7J. 

(7) Ver, Hilbert's tenth problem isunsoJvible. Martín Davis, 
Courant lnstitute of mathematical Science. Publicado en el 
Mathematical Montly en marzo de 1973. 
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OTRAS PREGUNTAS RELACIONADAS CON EL PROBi!.EHA DEL PIN-PON. 

Recordemos el problema del Pin-Pon. 

En un torneo de Pin-Pon las partidas se juegan por 

parejas escogidas al azar. En la prime~a r_qn_c!_a_ se forman 

parejas y los jugadores que pierden quedan eliminados para 

la siguiente i_:_<;>!l_gl!. Si el número de participantes es impar, 

uno de los jugadores p_iH;fi ªll.t_9ma_tica!11e"l1!e a la siguiente 

t!!!l_!i_s,. Para la siguiente 1.'.<?~_d_a_ participan todas los 

ganadores de la primera, además del posible impar a quien no 

le tocó pareja en la i:g!l~a_ anterior y asi sucesivamente 

hasta que se tiene un solo ganador. 

En la primera sección de este trabajo se dió respuesta 

a la pregunta: dado un número de jugadores inscritos 

lcuántas partidas se efectúan para tener un ganador? Aqui, 

se pretende dar respuesta a 2 preguntas mas, relacionadas 

con el mismo problema y que en el desarral lo de la primera. 

respuesta aparecían sin que les diésemos mucha importancia, 

pero que pueden surgir en el salon de clase y debemos ser 

capaces tanto de palpar la necesidad de abordarlas coma de 

buscar la solución a ellas. Estas preguntas son: 

1. - .~ Cuántas 1:9.!~.d..a.~ se efectúan ? y 

2. - ¿ Cuantos pa_se? auto111<>-~ico!i hay ? 

Para ir respondiendo a la pregunta 1 empezaremos 

nuevamente por analizar lo que ocurre cuando el número de 

participantes (n) es pequeño. 

Si el número de jugadores es 2 es claro que existe solo 

una partida y por tanta una sola ronda. 

Si el número de participantes es 3, habrá 2 rondas, a 

saber, la primera en In que se enf renlan por ejemplo el 

primero y el segundo jugador en una única partida y pasarán 

a la segunda ronda el ganador de esln partida y el tercer 

jugador, que en estn caso pasó sin jugar en la primera. Asl 

en la segunda ronda tendremos también una única partida. 
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Seguimos contando así las rondas para algunos numeras 

de jugadores y llegamos a una tabla como la siguiente: 

#de jugadores !!de rondas 

1 o 
2 1 
3 2 
4 2 
5 3 
6 3 
7 3 
8 3 
9 4 

10 4 

tabla 24, 

Se entiende, pues, que una ronda es cada vez que se 

tienen que efectuar un cierto numero de partidas para que 

queden eliminados el mismo número de jugadores. Es lo que 

hemos oido que llaman rondas eliminatorias. 

Es claro que el número de rondas eliminatorias depende 

del número de jugadores que se inscriban pero, ¿ cuál es esa 

dependencia ? eso es lo que queremos encontrar aquí. 

Debemos buscar argumentos generales para analizar los 

resultados de la tabla r para obtener alguna fórmula o regla 
I 

que nos diga, por 

tienen 20 jugadores 

e jemp 1 o, cuántas rondas se jugarán si se 

o, en general, ¿cuántas rondas se 

efectuarán si se tienen n jugadores inscritos ? 

Regresando al esquema que analizamos en el capitulo 1, 

en el problema del Pin-Pon, se tienen por ejemplo 123 

jugadores, en la primera ronda se efectúan 61 partidas, en 

la segunda 31, en la tercera 15, en la cuarta 8, en la 

quinta 4, en la sexta 2 y en la séptima y última solo uno. 
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Entonces tenemos que si son 123 jugadores serán 7 rondas las 

que se jueguen. 

Veamos cómo era el razonamiento para encontrar las 

partidas que se jugaban en cada ronda y asi sabremos cuantas 

rondas se jugarán. Este razonamiento era: 

A los 123 jugadores los dividimos entre 2, para formar 

las parejas que jugarán en la primera ronda eliminatoria, el 

resultado es 61 y ~obra 1 jugador; entonces en la primera 

ronda son 61 partidas. Para la segunda ronda serán los 61 

ganadores de la pr irnera mas el jugador que sobraba, tomamos 

ahora a los 62 jugadores y los dividirnos entre 2, 

obteniéndose 31 partidas y en esta ocasión no sobra nadie. 

En la tercera ronda tendríamos 31 jugadores que dividiendo 

entre 2 se obtienen 15 partidas y sobra jugador y asi 

sucesivamente. El e sq uern·a de este razonamiento es el 

siguiente: 

1 - 123/2 61 sobra l 

2 - 62/2 31 sobra o 
3 - 31/2 15 sobra 1 

4 - 16/2 8 sobra o 
5 - 8/2 :: 4 sobra o 
6 - 4/2 2 sobra o 
7 - 2/2 1 sobra o 

esquema 2 

Tenemos entonces una ronda por cada vez que dividirnos 

entre dos, o sea existe una correspondencia entre el nQrnero 

de divisiones entre 2 y el número de rondas. 

Asi, lo qt1e tenernos que contar es el numero de veces 

que podemos dividir a n ( el nómero de jugadores inscritos J 

entre 2. Aunque no es exactamente esto ya que a veces sobra 

un jugador y sumamos un 1 al resultado anterior. Entonces 

debernos buscar qué es lo que vamos a contar y cómo lo 

haremos. 
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Veamos en la tabla 24 y en lo que hasta ahora hemos 

hecho. 

Existe una sola ronda sólo cuando san 2 jugadores; 

cuando son 3 ó 4 jugadores se tienen 2 rondas; se juegan 3 

rondas para 5, 6, 7, 8 jugadores y parece ser que para 9, 

10, 11, 12, 13, 14, 15 y 16 jugadores se tienen 4 rondas. 

Para 17 y 18 jugad~res, ya hemos vista, se tienen 5 ronda~. 

Nos preguntamos ahora l cual es el número de jugadores en el 

cual se efectúen 6 rondas ? 

Por 1 o que hemos visto, tendr1amos que tener 6 

divisiones. Pero ¿ en qué casos sucede esto ? 

Veamos otra vez los nümeros en los cuales existe cambio 

en el número de rondas, en la tabla siguiente en donde 

además anotaremos el númera de veces que se repite cada uno: 

• de jugadores 11 de rondas 1 de rcpetl~iones 

1 o o 
C 6 • b 1 D 1 2 1 1 2° 

3 2 
4 2 2 2' 

e • • D l a 2 5 3 
6 3 
7 3 
8 3 4 2' 

e • • b 1 a l 9 4 
10 4 
11 4 
12 4 
13 4 
14 4 
15 4 
16 4 8 2= 

e • • D l a • 17 5 
18 5 
19 5 
20 5 
21 5 
22 5 
23 5 
24 5 
25 5 
26 5 
27 5 
26 5 
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rondas para 5, 6, 7, 8 jugadores y parece ser que para 9, 

10, 11, 12, 13, 14, 15 y 16 jugadores se tienen 4 rondas. 

Para 17 y 18 jugadores, ya hemos visto,, se tienen 5 rondas. 

Nos preguntamos ahora ¿ cuál es el nume:ro de jugadore_s en el 

cual ::e etectcien 6 rondas ? 

Por lo que hemos visto, tend:riamos que tener 6 

divisiones. Pero ¿ en c¡ué casos sucede Fsto ? 

Veamos otra vez los números en los cuales existe cambio 

en el número de rondas, en la tabla siguiente en donde 

además anotaremos el número de veces qill!' se repite cada uno: 

ft de jugadores " de rondas # de repeticiones 

1 o o 
e • • b i o 1 2 1 1 2ei 

3 2 
4 ·2 

e • • &i l o 2 5 3 
6 3 
7 3 
.8 3 4 2° 

e • • b & o ~ 9 4 
10 4 
11 4 
12 4 
13 4 
14 4 
15 4 
16 4 8 = 2 3 

e • • b & o • 17 5 
18 5 
19 5 
20 5 
21 5 
22 5 
23 5 
24 5 
25 5 
26 5 
27 5 
28 5 
29 5 
30 5 
31 5 
32 5 16 2• 

e • • b l o • 33 6 
tabla 25 
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Observando esta tabla, vemos que ha~ una relación entre 

los cambios y las divisiones entre 2. qqe hemos estado 

hacie11do. 

Vemos que el número de rondas se repite cada vez mas y 

mas veces, conforme aumenta el número de jugadores. Y además 

podemos hacer las siguientes observaciones: 

1> Los cambios se dan cuando el núrrero de jugadores es 

una potencia de 2 mas uno. 

2> La frecuencia con la que se repite un número de 

rondas es una potencia de 2. 

3) Si N es el número de jugadores 7 N 2• para algún 

m entonces el número de rondas es m. 

41 SI N es el número de jugadores y m es el menor 

nQmero natural ta 1 que 2• ?. N entonces e 1 número de 

rondas que se efectúan es m.· 

Nofemos que con .esta Qltima observación tenemos 

resuelta la primera pregunta y en realidad, por el 

procedimiento que hemos descrito, tenemos la forma de 

demostrarla. Pero, por lo pronto seguiremos avanzando en el 

análisis del problema y demostraremos después estas 

observaciones. 

Si nuestro problema fueJa contar ef número de veces que 

podemos dividir entre 2 un número dado, ya tendríamos la 

respuesta, pero en el procedimiento de las divisiones\que 

hemos seguido para contar los pasesl, no es exactamente eso 

lo que se hace, ya que las veces que en la división sobra l, 

se lo aumentamos al dividendo de la siguiente división. 

Entonces observamos que de alguna forma tenemos que saber el 

número de pases automáticos que hay para poder descubrir 

cómo influye ésto en el número de rondas que se etectuan. 

Recordemos lo que queremos decir con pases automáticos: 

cuando el número de participantes es impar hay un jugador 
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que debe pasar a la siguiente ronda sin jugar, en este caso 

decimos que existe un pase automático. 

Para 123 jugadores por ejemplo, en la serie de 

divisiones que haciamos hay 2 divisiongs en las que sobra 1 

entonues hay 2 pases automáticos • 

. . Nótese que ya tenemos un algoritmo para dar la 

respuesta al número de pases automáticos, pero ahora 

queremos encontrar una fórmula general para cualquier número 

de jugadores 

divisiones. 

y si es posf.ble, sin hacer todas las 

Empecemos otra vez por analizar los casos mas pequeños. 

Observemos la siguiente tabla: 

ll DE JUGADORES " DE PASES 

2 o 
3 1 
4 o 
5 2 

·6 1 
7 1 
8 o 
9 3 

10 2 
11 2 
12 1 
13 2 
14 1 
15 1 
16 o 
17 4 

tabla 26 

Tenemos muchos datos y aún no se ve a simple vista si 

pudiéramos sacar de esta tabla algún resultado general. 

Lo que si vemos es que si n es una potencia de 2, no 

hay·pases; esto ya lo sabíamos de alguna manera ya que al 

hacer las divisiones entre 2 siempre van a dar un número 

entero que a su vez es potencia de 2 y además en cada 

división se tendrá siempre cero como residuo. 

Por ejemplo si se tienen 16 jugadores el esquema para 

el número de rondas es: 
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1 - 16/2 8 sobra o 
2 - 8/2 4 sobra o 
3 - 4/2 2 sobra o 
4 - 2/2 = sobra o 
O sea 4 rondas y cero pases automáticos. 

Para 17 jugadores ya ~e tienen 5 rondas y 4 pases 

automáticos. Y para 18 jugadores también son 5 rondas pero 3 

pases. 

Busquémos pues qué es lo que hemos estado haciendo, 

buscando a su vez qué es lo que queremos contar. 

El único dato que tenemos es el número de jugadores, 

.por el método que hemos seguido podemos ponernos a dividir 

entre 2 y así ir obteniendo las respuestas. 

Ahora analicemos lo que hemos venido haciendo pero en 

el 6aso general. esto ~s, describammos el algoritmo que nos 

da la respuesta a las dos preguntas en una forma general. 

Si N es el número de jugadores, al dividir N entre 2 

tenemos: 

q 

2 fN donde obviamente O ~ r < 2 

r 

De donde podemos describirlo como: 

N 2q + r donde O ~ r < 2 y q E N 

A q se le llama el cociente y a r el residuo de dividir 

N entre 2. 

El procedimiento que hemos seguido al hacer los casos 

concretos podemos hacerlo también en general con cualquier N 

como sigue: 

Sea No e 1 número de jugad~es inscritos. 

Ronda 1 No 2qo + ro con o .$ fo < 2 

Ronda 2 N, qo + ro 2q, + r 1 con o .$ r 1 <; 2 

Ronda 3 N, q, + r 1 2q, + r, con o .$ r, < 2 

Ronda m N. - 1 = q. - 2 + r. - 2 = Zq. - 1 + r. - 1 0.$r •• ,~2 
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Ronda m+l -N. = q 0 .1+ i:- •• 1 =2q. + r. con q.=O y r.=1 

En realidad sabemos que la m+l división ya no tiene 

sentido hacerla ya que siempre tenemos 112 = O y sobra 1. 

Por lo que también sabemos que en la m'ésima división 

siemp~e se tendrá 212 = 1 y sobra O; ya que es el partido 

final en donde se obtiene siempre al único ganador del 

torneo. 

De modo que con esta notación, lo que necesitamos saber 

es: cuántos residuos hay distintos de cero en el 

procedimiento anterior y cuánto vale la m. Asi, el numero de 

r, 's distintos de cero será el número de pases automáticos y 

.el nómero m será el número de rondas. 

Notemos que como las r, 's solo pueden tomar los valores 

O 6 1, es lo mismo contar el número de ellas distintas de 

cero que sumarlas a todas, ya que de cada sumando que 

tengamos solo los que valen 1 serán ccntados para la suma, 

de modo que la suma debe ser hecha solo hasta i=m-1 ya que 

r. significa en esta notac"ión, El ganador tque ya no es un 

pase automático). 

Busquémos primero como sumar las r, 's: 

Vamos a considerar solo No > 1 ya que si se ,tiene un 

único jugador inscrito la cuenta no tiene sentido. 

Puntualizando, estamos buscando cuanto vale 

Er 1 e o n 1 • o 1 1 • 2 , ••• , .. - 1 para poder decir cuántos pases hay. 

De las m+l igualdades. que tenemos, no podemos obtener 

esta suma directamente, entonces vamos a tratar de construir 

alguna igualdad que nos ayude a despejar a 1 as r, 's en 

términos de algo conocido por nosotros o, por lo menos , que 

podamos calcular. 

Tenemos: 

No = 2qo t ro 

qo + ro 

q, + r1 = 2q, + r2 
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q. - , + r. - , = 2q. + r. ya que 9. =O y r. = l 

De nuevo, como queremos despejar ~a suma de las r, 's 

vamos a construir lo que necesitamos, com álgebra solamente. 

Como las q, 's no nos interesan, ~amos a tratar de 

desaparecer las, mediante construir en ambos lados de las 

igualdades lo mismo para poder cancelarlas. 

Multiplicando cada renglón por una potencia de 2 \la 

que necesitamos en cada caso>, al hacer Ja suma de todas las 

igualdades va a quedar lo mismo en ambos lados, con respecto 

a las q,'s. 

Veamos: multipliquemos el i'ésimo renglón por 2 1 y 

tenemos: 

2 qo + ro 

2<2q, + r, > 

22 <2q, + r~ 

2• - 1 < q. - 2 + r. - 2 ) =2· - 1 (2q •. , + r. - , > 

2• <q •. ,+r •. , )=2•(1) 

Q.ue es 1 o mismo que: 

No 2qo + ro 

2qo + 2ro Z2 q, + 2r, 

22 q, + 22 r, = 2• q, + 2 2 r2 

2• - 1 q. - 2 + 2• - 1 r •. 2 = 2• q •. 1 + 2• · ' r. - 1 

2• q. - , + 2• r. - , = 2· 

De donde sumando las m+l igualdades tenemos: 

No + <2qo +2 2 q, + 

• + 2• .. 1 r ... 2 + 2• r. - l J 

C2qo +2 2 q, + .•• +2• · • q •. 2 +2•q. -1 )+(ro +2r1 + ••. +2•- • r •. , +2• J 

Donde ya podemos cancelar las q, 's y tenemos: 

No + 2<ro+2r 1 + ... +2•- 2r.-2+2•· 1 r •. ,> 



De donde 

No + <ro+2r,+ 

Y por tanto 
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+ 2• .. 2 r. - 2 + 2• - ' r. - 1 ) 

No = 2• - I: ( 2' r 1 ) l • o' 1 ' ••••• - 1 

Nótese que aún no hemos encontrado lo que se queria, 

pero hemos encontrado que No <que es e 1 número de jugadores J 

se puede escribir cómo una potencia de 2 <que involucra a m, 

que es el número de rondas! menos un número que ya se 

"parece" mucho al que estábamos buscando. 

Veamos quién es m, ó mas bien, veamos si podemos 

caracterizar ya amen términos de No <ya que No=2•-I:2•r,J. 

Como l:(2 1 r,l 1•0,1, ••• ,.-1 esunnúmeroma;·oro 

igual a cero, lo que si sabemos es que mes el máximo de ias 

potencias de 2 a las que puede llegar No. 

Ahora, por como hemos tomado a m se tiene entonces que 

2• es la potencia inmediata superior a No, o sea,2•· 1 '<.No:S2•. 

Y como conocemos a No, podemos encontrar a m ya que 

conocemos todas 1 as 

encontrar 1 as <Nótese 

observación 4J. 

potencias de 

que ésta es una 

2 y sabemos como 

demostración de la 

Entonces ya podemos responder a la pregunta de lcuántas 

rondas se juegan dado cualquier número de jugadores?. Por 

ejemplo, si se tienen 300 jugadores inscritos, el número de 

rondas que se efectúan es 9 ya que 2º = 256 < 300 i 512 = 2' 

Si se tienen 18 jugadores, se efec~úan 5 rondas por que 

2• < 18 i 2" • 

Sólo nos falta saber qué nú.nero es: 

El número I:\2 1 r, l c•n es lo mismo que 

r 0 + 2r, + 2'r 2 + + 2•- 1r.-1 y ésto, es un número 

escrito en base 2 ya que las r, 's son cero ó uno, 

multiplicadas por las potencias de 2 y sumadas, esto es, un 

número en base 2 (8). 

C8> Ver apéndice a. 
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De donde, aunque no hemos encontrado exactamente lo que 

buscábamos, <que es un problemó\ abierto todavía! si tenemos 

al menos un procedimiento para encontrar el número de pases 

automáticos, que solo involucra escribir en base 2 a un 

número y contar en esa expresión el número de unos que 

contiene. 

La receta es entonces: 

Dado N el número de jugadores inscritos, buscamos la 

potencia de 2 inmediata superior. Sea mEN tal que N S z• 
entonces m es el número de rondas que se efectQan. 

Sea P=2•-N, escribimos a P en base 2 y contamos el 

número de unos en esta expansión y éste será el número de 

pases automáticos que habrá en el torneo. 

Ejemplo. 

Si el número de jugadores inscritos es 60, tenernos: 

2• < 60 s 64 = 2• 

64 - 60 4 = 1 ºº· 
entonces habrá 6 rondas y 

entonces habrá solo l pase. 

Podernos cornp~obar la veracidad de lo que hemos hecho, 

haciendo todo lo que hacíamos antes "a pie" 

1 - 6012 30 sobra o 
2 3012 15 sobra o 
3 - 15/2 7 sobra 1 

4 - 8/2 4 sobra o 
5 - 4/2 2 sobra o 
6 - 2/2 sobra o 

Lo que da como resultado 6 rondas y 1 pase automático. 

Y 30 + 15 + 7 + 4 + 2 + 1 = 59 partidos a jugarse en total. 

Debernos hacer la acralación que aunque no se ha 

encontrado una fórmula que nos diga cuánto vale Lr, ••• 

•• o ' 1 t ••• ' • - l si se ha encontrado un método para contar 

cuántos r, 's son distintos de cero, que es un tanto más 

fácil que lo que habiarnos hecho "a pie". Sobre todo si 

considerarnos que el algoritmo para escribir un nQmero en 

base 2 es muy fácil para una computadora y para ella misma 
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también es muy fácil saber cuántos unos contiene ese número 

en base 2. 

Ahora Invitamos al lector que intente demostrar de otra 

forma las observaciones que haciamos en el proce•o de 

descubrir el número de rondas y el númer~ de pases. 



107 

UN PROBLEMA DONDE SE UTILIZAN LOS NUHEROS TRIANGULARES. 

Como un ejemplo del uso de los nümeros triangulares en 

problemas de distintos tipos, transcribimos aqu1, un 

articulo publicado en la revista Hothematics Teacher en 

abril de 1974 y que fué escrito por George Gul len 1 1 l. 

EL MENOR FACTOR PRIMO DE UN NUMERO NATURAL. 

El propósito de este articulo es presentar un programa 

computacional para encontrar el menor factor primo de un 

número na tura 1, un programa basado en un análisis de la 

"anatomla" de un arreglo rectangular. Un estudio de arreglos 

rectangulares puede ayudar en 

primo n de un número natural 

la búsqueda del menor factor 

N porque es equivalente a 

tratar de arreglar N objetos en una disposición rectangular 

de n renglones y m columnas, donde 

n es tan peque~o como sea posible. 

n i m , N=mn y donde 

Examinemos un arreglo rectangular tipico. La figura 1 

muestra tres formas de considerar un arreglo rectangular de 

4 por 7. Podernos pensar que contiene 4 renglones de siete 

objetos cada uno corno en la figura la., ó siete columnas de 

cuatro objetos cada una corno en la figura lb. Una tercera 

forma de pensarlo es la ilustrada en la figura lé. Aqu1, el 

arreglo de 4 por 7 mostrado consiste de 2 arreglos 

triangulares cada uno con T, objetos (donde T: es el tercer 

nQmero triangular, T3 =1+2+3) y cuatro diagonales con 4 

objetos cada una. 

lo..) 
( (' ) 
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En general, un arreglo rectangular de N objetos con n 

renglones y m columnas donde 1 n $ m puede pensarse que 

consiste de 2 arreglos triangulares cada uno que contiene 

Tn-1 objetos y m-n+1 diagonales cada una conteniendo n 

objetos. 

La demostración que da el n~mero de objetos N. es muy 

simple si se acepta la fórmula T. =1+2+3+ •.• +n= n_<r:i.+_!)_, donde 
2 

T. es el n'esimo número triangular. 

Demostración. El namero total de objetos en dos 

arreglos triangulares T._, y m-nil diagonales den objetos 

es: 

Z<T.-1) + n<m-n+l) = 2 <!1.-Ut<r.i::-__ lJ.fJ)_ + mn - n' + n 
2 

n' - n + mn - n' + n mn = N 

El siguiente algoritmo puede usarse para cualquier 

número de objetos N, donde N 2, en un arreglo rectangular 

que contiene el menor número posible de renglones mayor que 

uno si tal arreglo es posible. 

algoritmo mismo lo indicar~. 

Si no es posible, e 1 

Paso 1 • Coloque dos de los objetos como si estuvieran 

en esquinas opuestas de un arreglo rectangular. Guarde los 

otros objetos en una pila por separado. <ver figura za,.>. 

cYÓ(Y ooc> o ,-, , ... 
\ _, ' .. } 
1-, 
\ _, 

00 
o 

( o.) 

( e ) 

o 

ºº tlQura 2 

VQ·O ... /090 
( b) 
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Paso 2 •. 1 . Si hay menos c¡ue 2 objetos en la pila 

separada, entonces es imposible hacer un arreglo rectangular 

con los N objetos • 

Paso 2.2 

de arreglar 

exactamente 2 

• Si hay al menos 2 objet.os en la pi la, trate 

todos ellos en diagonales c¡ue contengan 

objetos cada una.(ver figura 2.bl, Si puede 

efectuarse, entonces se tiene un arreglo rectangular con 2 

renglones. 

Paso 2. 3 . Si no se pudo efectuar e 1 paso 2. 2, y no hay 

suficientes objetos para hacer al menos 2 diagonales 

completas, entonces es imposible arreglar los N objetos en 

una forma rectangular. 

Paso 2.4. Si 2 o más diagonales se formaron en el paso 

2.2 pero hay un objeto extra en la pila, entonces es 

imposible hacerla excepto por las 2 diagonales mas cercanas 

a las esquinas originales y coloque todos los objetos 

desarreglados en una pila <ver figura 2.cl. 

Paso 3.1 Si hay menos de 3 objetos en la pila, 

entonce~ es imposible colocar N objetos en un arreglo 

rectangular. 

Paso 3.2 • Si hay al menos tres objetc.s en .la pi la, 

trate de arreglar todos el los en diagonales que contengan 

exactamente 3 objetos cada una lver figura 2.dl. Si se puede 

hacer, entonces se tiene un arreglo rectangular de 3 

renglones. 

Paso 3.3 . Si no se ha podido y no hay suficientes 

objetos para hacer 2 diagonales completas, entonces es 

imposible acomodar N objetos en un arreglo rectangular. 

Paso 3.4 . Si se han podido hacer dos o más diagonales 

pero hay algunos objetos que sobran lno suficientes para 

hacer una diagonal completal, deshaga todas las diagonales 

excepto las 2 más cercanas a las esquinas originales y 

coloque los objetos desarreglados en una pila. 
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Paso ~ •. 1 . si hay menos 

entonces es imposible acomodar 

rectangular. 

de k 

N 

objetos en 

objetos en 

una pila, 

un arreglo 

Paso k.2 • Si hay al menos k objetos en la pila, trate 

de arreglarlos en diagonales 9ue contengan exactamente k 

objetos cada una. Si se pudo hacer, entonces se tiene un 

arreglo rectangular con k renglones. 

Paso k.3 Si no se ha podido hacer 

suficientes objetos para hacer 2 diagonales 

entonces es imposible acomodar N objetos en 

rectangu 1 ar. 

y no hay 

completas, 

un arreglo 

Paso k.4 Si se ha podido efectuar y se han hecho 2 o 

más diagonales, pero sobran objetos <no suficientes para 

hacer una diagonal completa>, deshaga todas las diagonales 

excepto las 2 mas ce;canas a las es9uinas originales y ponga 

los objetos desarreglados en una pila. 

Usando el lenguaje de programas de computadora, 

observamos gue el algoritmo descrito está en la forma de un 

loop Cen forma circular) gue terminará en un nQmero finito 

de pasos para cual9uier número natural N. La terminación 

ocurrirá ya sea porque se formará un arreglo rectangular, o 

porque se determina por el algortmo mismo gue es imposible 

formar el arreglo rectanguar re9uerido. 

El algoritmo se escribe en una forma tal 9ue lo hace 

muy fácil de codificar para gue una computadora lo ejecute. 

El siguiente es un programa de computación gue es 

esencialmente una traducción a BASIC del algoritmo para los 

arreglos rectangulares. 

100 REM 

110 REM 

120 REM 

130 LET M=l 

ESTE PROGRAMA ENCUENTRA EL MENOR 

FACTOR PRIMO DE CUALQUIER NUMERO 

NATURAL MAYOR QUE 2. 

140 PRINT "ESCRIBA CUALQUIER NUMERO NATURAL" 
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150 INPUT N 

160 LET P2=N 

170 LET P=P2-2•M 

100 LET P2=P 

190 LET M=M+l 

200 IF P M THEN 250 

210 LET P=P-M 

220 IF p O THEN 210 

230 IF P=O THEN 270 

240 IF P2 211M THEN 170 

250 PRINT N;"ES PRIMO" 

260 GOTO 260 

270 PRINT "EL MENOR FACTOR PRHÍO DE";N;"ES";M 

260 END 
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EJERCICIOS. 

Resolver el ejercicio de la tablilla de 

chocolate, que se propone en la página 10 

2 .- lCuántos cuadrados hay en un 

cuadritos por lado? Demostrarlo. 

3 .- Dada la siguiente tigura: 

de este trabajo. 

cuadrado de n 

a> ¿cuántos triángulos hay con la misma orientación que 

el mayor? 

bl ¿cuántos triángulos hay con cualquier orientación? 

c> Si el triángulo ma~or está dividido en n partes cada 

lado, lcuántos triángulos hay? 

4 Encontrar la suma de los números naturales 

impares. Demostrarla. Buscar argumentos geométricos para su 

demostración. 

5 .- Se tiene la siguiente disposición de circules y 

cruces: 

¿cómo se pueden cambiar los circules a los lugares de 

las cruces y las cruces a los de los clrculos? teniendo como 

reglas las siguientes: 

al Siempre se mueven hacia adelante, no pueden 

retroceder. 

b> Un circulo puede saltar a una cruz o viceversa, pero 

no pueden saltarse una semejante con otra, no tampoco puede 

saltar a más de un contrario. 

cl Se puede saltar siempre que exista un lugar vacio. 

dl Dos elementos no pueden ocupar un mismo espacio. 

e> Solo existen 7 lugares, 3 clrculos y 3 cruces. 

1-¿cuál es el número minimo de pasos para efectuar el 

traslado? 
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11-Sl ·se tienen n circulos, n cruces y 2n+l lugares, 

¿cuál es el mlnimo número de pasos para efectuar el 

traslado? lExiste una fórmula general que describa el 

problema? 

fórmuia. 

Si la respuesta es afirmat·iva, demostrar esa 

6 .- Se tiene la llamad<' "Torre de Hanoi", esto es, una 

pirámide formada por n anillos de distintos diámetros 

dispuestos de mayor a menor, con el mayor en la parte 

inferior sosteniéndo a los demás, como se muestra en la 

siguiente figura: 

I 2 
El j~ego consiste en tr"as 1 a dar 

número 1 a cualquiera de las otras 

usar l a otra como auxiliar, con la 

en que no se puede poner encima 

dimensión mayor. 

J 
los anillos de la estaca 

2. para lo cual se puede 

única regla consisten\e 

de un anillo.uno de 

lCuál es el número minimo de jugadas que se necesita 

realizar para trasladar la torre? 

al Si la torre consta de 7 anillos. 

bl 51 la torre consta de n ani ! los. 

lTiene este problema alguna relación con el problema 

del torneo de Pin Pon, cuando el número de participantes es 

una potencia de 2? 

lSe puede encontrar alguna manera de saber en cuál de 

las 2 estacas va a terminar 

número de discos que tiene? 

la torre, con solo saber el 

Dado un número de paso ( jugadaJ, .:..se puede saber cuál 

es el anillo que debe moverse y~ dónde ha de hacerlo? 
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•Nota. Proximamente, se publicará un articulo de Pilar 
/ 

Mart1nez y Julieta Verdugo, en donde se da respuesta a éstas 

y más preguntas sobre el juego de la Torre de Hanoi. 

7 .- Dado un circulo, ¿en cuántas regiones ajenas puede 

dividirse cuande se corta p0r n rectas? Encontrar una 

fórmula general para tener el máximo número de regiones en 

que puede dividirse el circulo. Demostrarla. lTiene algo de 

relación con los números triangulares? 

8 .- Se tiene una pila de balas en forma rectangular, 

formada de la siguiente manera: La base es un rectángulo de 

m balas por n, siendo m mayor que n; sobre este rectángulo 

está colocado otro rectángulo que tiene m-1 balas por n-1: 

sobre éste último está colocado un tercer rectángulo que 

tiene m-2 balas por n-2, y asi sucesivamente: la cúspide de 

la pila está formada por una linea de m-tn-1> balas. lCuál 

es el número total de balas qµe contiene la pila? 

9 Se tiene un número impar de piedras, colocadas a 

una distancia de 10 metros una de la otra, en linea recta. 

Un hombre está parado en un extremo de la linea y debe 

colocar a todas las piedras en el lugar donde se encuentra 

la de enmedio. El hombre solo puede transportar una piedra a 

la vez. Si se sabe que el hombre ha caminado 300 metros al 

terminar de colocar todas las piedras en el centro, ¿cuántas 

piedras había? 
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¿cuántos metros caminó sin cargar piedras y cuántos 

caminó cargando piedras? 

10.- Demostrar que T. +T •• , n• 

Representarlo geométricamente. 



CAP 1 TUL O 11 
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PROBLEMA. 

Encontrar un número triangular cuyo doble sea un número 

triangular. 

Volviendo con el procedimiento que hemos seguido en el 

capitulo anterior, hasamos primero la lista de los primeros 

números triansulares: 

T, 1 T, 28 T,, 91 T, • 190 

T2 3 r. 38 T, • 105 T2~ 210 

r. 6 T, 45 T, • 120 T21 231 

T. 10 T, o 55 T, • 136 

Ts 15 T, 1 66 T 1 1 153 

T, 21 T, 2 78 T, • 171 

Observando la lista, vemos que el 3 es un número 

triangular cuyo doble también es un número triangular, es 

decir: 6 = T, = 2<T, > = 2C3>. 

Asi, hemos dado respuesta a la pregunta, pero ahora nos 

podemos preguntar si existen mas números triangulares que 

cumplan con la condición, o·bien, si queremos encontrar 

todos los números triangulares cuyo doble sea un triangular, 

¿cómo encontraremos la respuesta? 

Si seguimos haciendo la 

encontraremos que: 

lista de números triangulares 

210 = T20 = 2<T,.> 2Cl05> 

Y entre 3 y 105 no hay otro triangular que cumpla con 

la proposición.Esto es fácil de comprobar, con solo observar 

la lista de triangulares. Entonces, lcuál será la siguiente 

pareja de triangulares que cumpla la proposición? 

Seguir haciendo la lista de números triangulares 

resulta un trabajo tedioso y además, no necesariamente 

resolver1amos el problema, ya que esta lista es infinita. 

Entonces tratemos de entender qué es lo que estamos buscando 

en genera 1, tratemos de descubrir qué es lo que cumplen 

estas parejas de números para poder plantearlo en general y 
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buscar cuáles son todos los nómeros triangulares cuyo doble 

es un número triangular. 

Por ejemplo,¿cómo sabemos en general si un número es 

triangular? ó ¿cómo sabemos en general 

número triangular es un triangular? 

si el doble de un 

Veamos un caso particular, 

número triangular? 

para n=18, l2<T1ol ~erá un 

Como ya sabemos calcular cualquier triangular, veamos 

qué significa esta pregunta: 

tal 

2(T1 al = 2<18)(191 
2 

La pregunta es pues, 

que T. = 342 ? lo que 

342 = n<n+ll 
2 

<18ll19l 

lexiste n en 

quiere decir: 

y de aqui tenemos: 

los 

684 = n 2 + n 

n 2 + n - 684 O cuya solución es: 

n, = 25.6582 y n, ':' -26. 6582 

números naturales 

Claramente ninguna de las 2 soluciones satisface las 

condiciones del ·problema ya que ninguna de el las pertenece a 

los números naturales. 

Veamos ahora otro ejemplo particular, 2<T •• J ¿será un 

número triangular? 

Como ya vimos, el problema es encontrar n en los 

números naturales tal que 2<T •• 1 = T. 

2CT 1 • l = 2_Lª3l <85.}_ 
2 

2C7140l = n2 + n 

14280 n• + n 

n, + n - 14280 O 

cuyas solucfones son: 

n 1 = 119 y 

7140 p<n+1~ 
2 

o sea: 
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Asi, n,. no puede ser solución, ya q;u:e no es elemento de 

los nQmeros naturales pero n, si cumpJ• con todo lo que se 

ped1a, y entonces: 

2 e Ta .> = T, " = .LU~ill.9_>_ 
2 

7140 

De manera que 7140 si es un nQmeru triangular, y asi, 

hemos encontrado otra solución al prohfema; de modo que ya 

tenemos 3 parejas de triangulares que satisfacen la 

condición, estas son: 

C3,6J, C105,210J y <3570,7140>, pero ¿cuáles son todas 

las soluciones? 

Hagámoslo en general. Queremos encontrar 2 triangulares 

Tn y T. tales que Tn = 2CT. J que quiere decir: 

!Ll .. !L~Ll. 
2 

o sea 

n• + n = zm: + 2m donde n.Y m sean números naturales 

En general, nuestro problema es encontrar n y m en los 

naturales tales que: 

n• + ~ - 2m2 - 2m = O 

De donde si completamos cuadrados tenemos: 

en• + n + \l -2<m• + m + t> = -\ 
C4n= + 4n + 1J -2<4m' + 4m + 11 = -1 

<2n+ll 2 - 2C2m+ll2 = -1 ( 1) 

Aparentemente el problema se complica, pero si pacemos 

un cambio de variables, trataremos de avanzar en la solución 

y después regresaremos a nuestra ecuación lll. 

Sean x = 2n+1 y y= 2m+1 entonces la ecuación ll1 se 

transforma en 2y' = -1 l21 

En donde tenemos que encontrar números naturales 

impares Cpor el cambio de variablesl tales que satisfagan la 

ecuación <2>. Nótese que es lo mismo resolver el problema en 

la ecuación c2> que hacerlo en la tll ya que las soluciones 

de una dan soluciones de la otra y viceversa. Ejercicio para 

el lector: demostrar que todas las soluciones de C2J son 

tales que x y y son impares. 
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Veamos que con las 3 parejas de soluciones de (11 que 

ya habíamos encontrado, podemos encontrar 3 soluciones a 

C2l, 

Sabemos que T, = 2CT2 J de modo que n=2 y m~3 son 

solución a (11 ya que 

C2C2lt1P - 2C2C3J+i.J = 5 2 - 2C7J' = -1 

y entonces x=5 

pare ja n=2, m=3. 

y y=7 son la solución correspondiente a la 

Equivalentemente tenemos que para n=20 y m=l4 solución 

a Cll, obtenemos x=4l y y=29 que son solución a <21 y por 

último si n=l19 y m=84 se obtiene la pareja x=239 y y=l69 

solución a C2J. 

De modo que si obtenemos la solución a <21, con un 

procedimiento inverso al anterior, obtendremos soluciones a 

la ecuación <11. 

Notemos que 

pero no lo es 

conduce a: 

x=l y y=l tambien es una solución a 

para nuestro problema original ya que nos 

1=2n+1 y 1=2m+1 de donde n=O y m=O de modo que· 

debe suceder que To 2<To 1 y aún no hemos definido qué 

significa To Pero, nada se altera si definimos al 

triangular número cero como el cero mismo, o sea To = O 

permite que todo lo que se ha hecho sobre triangulares, siga 

siendo válido y además, que en este caso también sea cierta 

la igualdad. 

lCómo vamos a encontrar todas las soluciones a la 

ecuación <21? 

Un procedimiento muy común en las matemáticas es 

trabajar en otros conjuntos de números y una vez resuelto el 

problema en esos conjuntos, regresar al conjunto original y 

dar alli la respuesta. El problema que venimos anali=ando, 

es un caso concreto de ésto, ya que vamos a trasladarnos a 

otro conjunto para dar respuesta a la ecuación (21 y después 

regresar a dar respuesta a la ecuación ClJ. 

Las ecuaciones de la forma x2 - Ay 2 = l ó x2 - Ay' -1· 
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con A difervnte de k2 para alguna k en Vos números enteros, 

son las 1 !amadas ecuaciones de Pel 1 y existe toda una 

teoria matemática para encontrar sus s~ruciones. Nótese que 

la ecuación <2> es una ecuación de Pell 1en el apéndice b de 

aste ~rabajo damos una forma de encentra. la solución a este 

caso particular, además de una breve 

hace en general para resolver estas 

teoría que se vincula en este procesal. 

"isión de 

ecuaciones 

lo que 

y de 

se 

la 

Siguiendo el procedimiento para hallar las soluciones a 

las ecuaciones de Pell, encontramos el siguiente resultado: 

Si x y y son solución de C2l, entonces 

·y'= 3y+2x también son solución a <2>. 

x'= 3x+4y y 

La demostración de esta proposición es iácil de hacer 

mediante el álgebra ~irecta. 

Sabemos que x'-2Y.' -1 y debemos demostrar que 

<x' J2 - 2<y' 12 = -1. 

Demostración: 

<3x+4yl 2 .- 2C3y+2x>' = 9x' +24xy +16y' - 18y' - 24xy -ax: 

x2 - 2y 2 = -1 q. e. d. 

Y de este resultado podemos llegar a obtener las 

soluciones a la ecuación Cll mediante la sustitución: 

x=2n+1 y 

x' =3x+4y 

y' =3y+2x 

y=2m+ 1 que nos 11.::va a 

3C2n+1J +4C2m+1) 

3<2m+l> +2<2n+1J 

6n + 8m + 7 

6m t 4n +5 

y 

Y como x' y y' son impares también, entonces existen n' 

y m' en los nQmeros naturales tales que x'=2n'+l y y'=2m'+l 

de modo que: 

n' = 3n + 4m + 3 y m' = 3m • 2n + 2 C3J 

son las ecuaciones que nos proporcionan todas las soluciones 

a n1.1estro problema original, es decir, n' y m' son los 

sub~ndices de triangulares que cumplen con la proposición. 

De manera que hemos encontrado dos ecuaciones que nos 

proporcionan una infinidad de soluciones a la ecuación 111 y 

solo tenemos que conocer una sblución particular para ir 

generando todas las que querramos. 
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Notemo• que por todo el procedimiento que se hizo, en 

realidad hemos encontrado !-OdJ~-~- 1 as so1uciones a nuestro 

problema. 

Si conocemos la primera solución, podemos ir obteniendo 

nuevas soluciones con las fórmulas que hemos encontrado en 

<3>. Notese tambien que podríamos despejar a n _y m en 

términos de n' y m' y tendriamos entonces un par de fórmulas 

recursivas que nos 1 levarian de una solución mayor a una 

menor cada vez que las aplicáramos. 

Comprobemos en un caso particular que las fórmulas de 

<3> nos proporcionean soluciones a <1>. 

Sabemos que n=20 y m=l4 son solución a (1) ya que 

T,o 2<T, • > entonces debe suceder que n' =3<20! + 4Cl4> + 3 

y m'=3<14l + 2<20> + ,., . ,_ también sea solución de \lJ. 

Y n'=119 y m'=8~ son efectivamente solución. 

Es más, ésta es la siguiente pareja de triangulares que 

satisface la proposición. 

Asi, ~emos encontrado todos los números triangulares 

tales que su doble también es un número triangular, basta 

con conocer la primera solución <que ya habiamos encontraoo 

"a pie"> y las fórmulas que nos generan a la siguiente, para 

que tengamos a todas las soluciones. 

De manera que el problema está en encontrar la primera 

solución y una vez encontrada ésta, el problema puede 

resolverse en general con toda la teoria sobre las 

ecuaciones de Pe! !<que como ya dijimos tratamos en el 

apéndice b l • 

Pero encontrar en general la solución más pequeña a las 

ecuaciones de la forma x2 - Ay 2 ±1 con A un número 

natural no cuadrado, no siempre es fácil de hacer. 

Como un ejemplo de que no es tan fáci 1 encontrar la 

primera solución, citamos un párrafo del 1 ibro lnduccion en 

la Geometria de L. l.Goloviná y l.M.Yaglom: 

99ln' + por los "Sustituyendo n en la ex~resión 

números enteros su ces i vos l , 2, 3 , ... , jamás obtendremos el 

cuadrado de un número por muchos di.as o incluso años que 
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dediquemos ·a· el lo. Sin embargo, seria erróneo deducir de 

aqu1 que ningún número de este tipo es un cuadrado pues, en 

realidad, entre los números de tipo 991n= + 1 también hay 

cuadrados; pero es muy grande el valor·minimo den para el 

cual es un cuadrado el nQmero 991n' + 1. He aqui este 

n(!mero 

n=12 055 735 790 331 359 447 442 538 767 

Señalemos solamente que 991n 2 + 1 igual a un cuadrado 

es una ecuación como x2 - Ay 2 = 1 porque lo que se tiene es 

m2 - 991n2 = 1 entonces lo que se busca es la primera 

solución distinta de n=O, que ya habiamos dicho que siempre 

·es solución en ecuaciones de este tipo. 

Para concluir. remarcamos la afirmación que hemos 

demostrado en genera\: 

Si n y m cumplen q'-!e T. = 2<T. > entonces también n' y 

m' cumplen T.· = 2<T. · > donde n' =3n+4m+3 y m' =3m+2n+2, 
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PROBLEMA 

Considerese el trinomio x• 

Euler. 

+ x + 41 estudiado por L. 

Se afirma que sustituyendo la x por nQmeros naturales, 

el trinomio siempre es un número primo, 

lSerá cierta la afirmación? 

Sustituyendo x=l el trinomio resulta igual a 43 que si 

es un número primo. 

Si x=2 entonces x• + )( + 41 47 que también es un 

número primo. 

Siguiendo asi, podemos formular la siguiente tabla: 

VALOR DE )( • )( 2 + )( + 41 les primo? 
1 43 si 
2 47 si 
3 53 si 
4 61 si 
5 71 . si 

'6 83 si 
7 ·97 si 
8 113 si 
9 131 si 

10 151 si 

tabla 27 

Los números 43, 47, . , .,, 151 son todos primos. 

lPodemos concluir que este trinomio siempre da un 

número primo cuando sustituimos x por cualquier número 

natural? 

Antes de concluir, continuemos un poco mas la tabla 27 

VALOR DE x )( 2 + )( + 41 ¿es primo? 
11 173 si 
12 197 si 
13 223 si 
14 251 s l 
15 281 si 
16 313 si 
17 347 si 
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19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
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383 
421 
461 
503 
547 
593 
641 
691 
743 
797 
853 
911 
971 

1033 

tabla 

si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 
si 

28 

Después de analizar tantos casos, parece que ya podemos 

concluir que al ~ustituir .x por cualquier número natural en 

x2 + x + 41 nos dará como resultado un nómero primo. 

Pero si quisiéramos seguir entreteniéndonos e 

incrementar más la tabla '2S. comprobaríamos (como antes lo 

hicieron otrosl que la afirmación es cierta solo hasta x=39 

ya que si x=40 el trinomio es: 

<40>• + 40 + 41 = 40(40 + 1> + 41 = 41(41> =<41>' que 

es claro que no es un número primo. 

Entonces nos preguntamos lpodemos asegurar que una 

proposición hecha por la experiencia de anali=ar algunos 

casos particulares en un problema es verdadera? 

La experiencia en estos dos últimos problemas y en el 

problema que citamos del libro de la lnduccion en la 

Geometria de Goloviná y Yaglom, y que comentamos en el 

problema de encontrar un triangular cuyo doble sea un 

triangular, nos dice que la respuesta es no. 

Pero entonces lqué es lo que en el capitulo anterior 

nos permitia demostrar las proposiciones? 

De estos ejemplos podemos concluir que una proposición 

puede ser cierta en muchos ca5os particulares y ser o no ser 

verdadera en general. Entonces lcómo podemos saber si una 

proposición es verdadera en general? 
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Sabemos que es imposible analizar todos los casos, pero 

lo que hemos hecho en todos los otro5 problemas es buscar un 

argumento general, en abstracto y para cualquier n~mero que 

analicemos para comprobar si 

no. 

la proposición es verdadera o 
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PROBLEMA 

Encontrar un número cuadrado cuyo doble sea un número 

cuadrado. 

Lo que de nuevo se antoja hacer, es Ja lista de números 

cuadrados para encontrar alguno. 

Sea C, el i'ésimo número cuadrado con i en todos Jos 

números naturales. Entonces Ja lista de Uos números 

cuadrados podemos escribirla como: 

e, 

e,, 
169 

c. 
4 

e,• 
196 

Y así 

e,• 
225 

c. 
16 

c. 
25 

256 

e, e, 
36 49 

e,, e,. 
289 324 

podríamos seguir 

c. c. e,º 
64 &1 100 121 

e,• e,. e,, 
361 400 441 

por V.ñrios días y 

e, 2 

144 

no 

encontraremos uno que c~mpla con las condiciones del 

problem¡¡.. • 

Pero ¿ya podríamos concluir que n~ existe solución a 

este problema? 

Veamos qué es Jo que estamos buscarndo en general. 

Buscamos una pareja de números naturales n y m tales 

que: n 2 = 2m 2 o sea que n 2 - 2m 2 = O l ll 

Si tuviésemos un par de naturales que cumpliera con la 

ecuación < 1), lcómo encontrar iamos una ¡pare ja más grande que 

también sea solución a <1>? 

Si m y n son tales que 

multiplicando por 2 tenemos: 

2n• = 4m 2 = <2mJ• 

y encontramos asi una n' 

de modo que las fórmulas que 

soluciones son: 

n' = 2m y m' 

satisfacen ( lJ y sucede que n' ) 

entonces 

:: 2m tal que l n' l, = 2n 2 

nos proporcionan nuevas 

= n donde n y m 

n y m' .> m. 
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De esta forma, hemos encontrado una infinidad de 

soluciones a <1>, partiendo de encontrar una particular, ya 

que asi podemos seguirnos infinitamente. 

Pero, no hemos encontrado una particular todavia ! 

¿cómo encontraremos una?, lpo~remos encontrar una pareja de 

fórmulas que nos proporcionen una solución más pequeña que 

la pareja n,m? 

Veamos, si n,m satisfacen (ll entonces n' es par y 

por consiguiente n es par, y existe k en los naturales tal 

que n = 2k y de al 1 i: 

n• 2m 2 4k 2 y por tanto 

m• = 2k' con k < m 

Con lo que habriamos encontrado una k tal que al 

elevarla al cuadrado y multiplicarla por ,., nos da otro ... 
número cuadrado. 

5 i 1 a par e ja ( n, m > satisface <li entonces la pareja 

(m,k> también la satisface. Y nótese que n > m y m >'k 

de modo que hemos encontrado una nueva pareja que satisface 

(1) y es más pequ~ña que la anterior. 

Entonces dado m tal que 2m, es un cuadrado se puede 

encontrar k=m, <m tal que 2m, 2 también es un cuadrado. Asi 

podemos encontrar una infinidad de m's tales que:. 

, < m, < m, < m, < m ! ! ! 

Pero itodas las m's deben estar en los ndmeros 

naturales!, ésto no es posible en los naturales. 

Habríamos encontrado entonces una sucesión decreciente 

de números naturales infinita que cumple con la solución al 

problema. Pero en los números naturales no podemos tener un 

descenso infinito. Además, hemos comprobado que en los 21 

primeros ndmeros cuadrados no existe una solución, de modo 

que en esta forma de encontrar parejas cada vez pequeñas, 

tendríamos que llegar en algún momento a cualquiera de los 

21 casos que hemos visto "a pie« y en ellos no hay ninguna 

solución. 
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De modo que ya hemos demostrado la proposición lal: No 

existe un número natural n tal que 2n 2 sea el cuadrado de un 

número natural. 

Ahora demostremos la proposición equivalente: 

En el conjunto de nümeros naturales (1,2,3, ... ,nl no 

existe uno tal que el doble de su cuadrado sea cuadrado. 

Si e 1 conjunto consta del natural 1 solamente, tenemos 

que en 111 no hay ningún nümero natural cuyo doble de su 

cuadrado sea un cuadrado, ya que 2 ( 1 )> 2 y 2 no es 

elemento de 11l además 2 no es un cuadrado. 

Si e 1 conjunto tiene dos elementos, sea ll,2l , no hay 

ningún número natural cuyo doble de su cuadrado sea un 

cuadrado, porque 2<1»=2 y 2,aunque está en (1,2), no es un 

cuadrado y 2(2l 2 =6 y 6 no es elemento de !1,2l además de 

que no es un cuadrado. Como éstas son todas las 

posibilidades p~ra (1,21 entonces no existe ningún elemento 

cuyo doble de su cuadrado sea un cuadrado en (1,21. 

Si el conjunto tiene 3 elementos, (1,2,3l tenemos: 

2(1)2= 2 2 no es cuadrado aunque si es elemento de (1,2,31 

2( 2) 2 = 8 8 no es cuadrado ni es elemento de ( 1, :, 3) 

2<3) 2 =18 18 no es cuadrado ni es elemento de ( 1. 2' 3) 

Asi podríamos seguir haciendo una 1 is ta para cada 

conjunto, siguiendo de uno en uno; y como en todos los 

problemas que hemos visto antes, analicemos qué sucede 

cuando, teniendo anal izado un caso particular, incrementamos 

en uno el conjunto analizado; como cambia el análisis 

previo, al tener un elemento más. 

Por ejemplo si el conjunto es (1,2, ... ,ld y en este 

conjunto ya se ha demostrado que no hay hay ningün nQmero 

natural cuyo doble sea un cuadrado, veamos qué sucede si el 

conjunto es ahora (1,2, ••. ,k,k+lJ. 

En < 1, 2, ... , k, k + 1 J tampoco hay un número natural cuyo 

doble de su cuadrado sea un cuadrado, porque si hubiera, 

podríamos encontrar otro mas chico que cumpliera con la 

propiedadlpor lo que se ha demostrado ya anteriormenteJ, y 

eso condiría la hipótesis de que en (1,2, ... ,ld no habia 
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ningún número cuyo doble de su cuadrado sea cuadrado. El 

único sospechoso es el k+l, entonces veamos qué sucederia 

con 2Ck+ll 2 • Si 2<k+ll 2 fuera un cuadrado tendriamos: 

2Ck+ll 2 m• m es par por lo tanto existe s en 

los números enteros tal que s<k+l y además sucede que 

m2 = 2Ck+ll 2 = 4s 2 y de aqu1 se tiene: 

Ck+1>2 

cuyo ·doble 

= 2s 2 ihabriamos encontrado un número s~k+l 

de su cuadrado seria un cuadrado y ésto 

contradiria la hipótesis, ya que s debería estar en el 

conjunto (1,2, ... ,k}. 

Por lo que hemos demostrado que no puede suceder mas 

que en {1,2, •.. ,k,k+l} no existe un número cuyo doble de su 

cuadrado sea un número cuadrado. 

n .• m 

Regresando al problema original, queremos encontrar 

tales que n• - 2m 2 o y de aqui podemos tener: 

n• = 2m 2 de donde 

n.:. = 2 
2 

Y sacando raiz cuadrada tenemos 

n. 
m 

= .J2 ! ! ! 

Pero esto es una contradicción Sabemos que n y m 

son naturales y entonces tendriamos que demostrar que 42 

no se puede escribir como el cociente de 2 enteros 

positivos. ¿cómo lo demostrariamos? 

Nótese que lo hemos demostrado ya, cuando demostramos 

la proposición <al. 

¿ Conoce el lector alguna otra demostración de que 42 

es un número irracional ? Si la respuesta es afirmativa, 

nótese que de alguna u otra manera, en la demostración se 

usa un proced i 1'1 i eilto de descenso infinito. 
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PROBLEMA. 

Dado un circulo y n puntos en él, len cuántas regiones 

queda dividido el circulo cuando unimos los n puntos por 

medio de rectas? 

Si el circulo tiene un punto, éste queda dividido en 

una sola región. Si el circula tiene 2 puntos, queda 

dividida en 2 regiones. Si el circulo tiene 3 puntos: 

Queda dividida en 4 regiones. 

Si tiene 4 puntas: 

Queda dividido en 8 regiones. 

\ 

Si hacemos una tabla con los resultadas que hemos 

obtenido, quizá pueda ayudarnos a dar la respuesta en 

general. 

1 DE PUNTOS 

1 
2 
3 
4 

1 DE REGIONES 

1 
2 
4 
B 

tabla 29 

lQué sucederá si el circula tiene 5 puntas? 

Por la regla que se observa, esperamos que el circulo 

quede dividido en 16 regiones. Veamos: 
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Contando las regiones tenemos: 5 regiones atuera del 

pentágono que se forma, 5 regiones atuera de la esttel la, 

más S regiones que aon los picos de la estrella y por último 

la reglón central. En total son 16 reglones, como 

esperábamos lno?. 

As1 podemos seguir contando con mas y mas puntos. pero 

hasta aqui, parece ser que siguen una regla. es decir, en ia 

tabla n hemos observado que si el circulo tiene n puntos. 

entonces el número de regiones en que qued~ dividido el 

circulo es 2n-' y ésto lo hemos comprobado ya para los 5 

primeros números naturales. ¿será cierta la proposición para 

todos los números naturales? 

Antes de buscar un razonamiento general para ver si se 

puede demostrar para todos los números naturales, hagamos un 

ejemplo más. Si el circulo tiene 6 puntos lcuántas regiones 

determina?. 
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i Queda dividido en 30 regiones que no son lo que 

esperábamos ! 

Podemos pensar que el error se debe a la colocación de 

los puntos sobre el circulo, entonces hagamos un ejemplo más 

para cerciorarnos d~ que esté correcto. 

i De nuevo no salló lo que esperábamos : es más, ni 

siquiera salió igual que el ejemplo anterior en que también 

ten1amos 6 puntos sobre el circulo. ¿por qué? 

Después de hacer muchos casos mas con ó puntos, nos 

daremos cuenta que en los casos en que coloquemos los 6 

puntos sobre el circulo en forma un tanto uniforme se 

formarán 30 regiones y cuando no exista ninguna 

"unitormidad", se formarán 31 regiones, ya que todas las 

lineas del centro pasarán por un sólo punto, en el primer 

caso y en el segundo, las lineas del centro no pasan por un 

solo punto y se forma la región marcada con 31 en la tigura 

2, o alguna otra en otros casos. 

Nótese que 31 regiones es lo más que se puede hacer, ya 

que en la figura 1 por ejemplo, el O:mico punto donde se 

cruzan mas de 2 rectas, 

punto central en donde 

distinto de los 6 originales, es el 

se cruzan 3 rectas que, si los 6 

puntos no estan muy uniformemente distribuidos, ese punto 

central se transforma en un triángulo y ésto da por 
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resultado una región más. En la figura 2, no hay ningún 

cruce de más de 2 rectas, por lo que de ninguna manera 

podemos obtener una región más para tener las 32 regiones 

que esperábamos que resultaran. 

Entonces lo que tenemos hasta aquí, es que no basta con 

comprobar un número particular de veces una hipótesis para 

tener demostrada una proposición, sino que debe ser 

demostrada en general. En este caso hemos encontrado un 

contraejemplo a la proposición que formulamos con base a la 

observación de los 5 primeros casos particulares; y si 

siguiéramos haciendo los casos para 7 y 8 puntos, tenemos la 

siguiente tabla: 

1 DE PUNTOS tt DE REGIONES 

1 

2 
3 

4 
5 
6 
7 
8 

1 

2 
4 

8 
16 
31 
57 
99 

tabla 30 

En donde vemos que no es cierta la proposición, es más, 

no se ve tan sencillo encontrar alguna fórmula general que 

sea válida para todos los casos. 

Existe un método llamado Cálculo de Diferencias 

Finitas, que en ocasiones es muy útil, y ésta es una de 

ellas, ya que por medio de éste podemos encontrar una 

fórmula general para encontrar el número de regiones en que 

queda dividido el circulo. El método es el siguiente: 

t Se hace una lista de los valores que nos da el problema 

en un número particular de casos, en seguida se anotan en 

otra lista las diferencias entre cada par de números entre 

los renglones consecutivos. En una tercera lista se escriben 

las diferencias de los números que están en la segunda tila 

y as1 sucesivamente se van encontrando la primera, segunda, 
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tercera, etc. diferencias, hasta que se encuentre una lista 
de constantes. 

Veamos lo en nuestro caso particular: 

N 1t DE REGIONES 1a.DIF. 2a.DIF, 3a.DIF. 4a.DIF. 

1 1 
2 2 1 
3 4 2 1 
4 8 4 2 1 
5 16 8 4 2 1 
6 31 15 7 3 1 
7 57 26 11 4 l 
8 99 42 16 5 l 

tabla 31 

Cuando la lista inicial está generada por una tunción 

lineal, los números de la lista de las primeras· diferencias 

son todos iguales. Si la función es cuadrática, en la lista 

de las segundas diferencias es en donde aparecen todas 

iguales. As1, una fórmula de tercer grado, dará cifras 

iguales en la lista de las terceras diferencias y así 

sucesivamente. 

Volviendo a nuestro caso, la fórmula que genera la 

lista inicial debe ser una función de grado 4 ya que fueron 

necesarias 4 listas de diferencias para tener constantes. 

Existe una fórmula descubierta por Isaac Newton, que es 

aplicable en todos los casos, independientemente del número 

de listas de la tabla. Esta fórmula no la vamos a ver aqui, 

pero si el lector está interesado, en la bibliograiia de 

este trabajo se da un libro de Martín Gardner en donde se 

puede consultar lo mas elemental de ésto. 

Una vez que hemos aplicado la fórmula de Newton a 

nuestro caso particular, resulta que la fórmula que genera 

la lista correspondiente al número de regiones en que queda 

dividido el circulo, es: 

1 + n + nCn-1_!_ + r:i<n-ll<n-22_ + n<n-l_}Cn-1_L.~.!L:_~ 
2 2x3 2x3x4 

Que podemos comprobar que efectivamente es un polinomio 

de 4o.grado, y podemos comprobar que para los 8 casos que 
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hemos hecho, la fórmula coincide. Faltaria demostrar que es 

válida para todos los números naturales. Como suele hacerse, 

se lo dejamos al lector. 

NOTA. Por el "método" de quedársele 

original una, y otra, y otra vez, se 

fórmula que también funciona para los 

viendo a la 1 ista 

obtuvo la siguiente 

8 primeros casos y 

con la fórmula de coincide en 

Newton: 

Cn-3>T, 

Donde T, 

el los con 

+ Cn-4lT2 

es el 

la que se obtuvo 

+ .. , + (n-n+llTn-l + Tn-1 + 1 

i'ésimo número triangular. De 

queda como ejercicio demostrar que ambas son válidas. 

l •· 

nuevo, 
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INDUCCION HATEMATICA. 

Una forma de trabajar los problemas que hemos utilizado 

reiteradamente en el capitulo anterior ha sido la siguiente: 

Al resolver un problema que se nos plantea para un 

número natural 

para valores 

arbitrario n, analizamos primero el problema 

pequeñas de n y a partir de los resultados 

hipótesis para el resultado general. En 

podido demostrar esta hipótesis en general 

obtenemos una 

ocasiones hemos 

de manera directa <por ejemplo en el problema del Pin Pon). 

En otras se ha podido demostrar la hipótesis viendo que 

nuestra h~pótesis es válida para los primeros valores den y 

que la "regla de crecimiento" de nuesta hipótesis 

corresponde a la del resultado que se busca (por ejemplo 

para demostrar que el número de subconjuntos de un conjunto 

es 2" observamos que ésto era valido pa~a n=0,1 y que la 

"regla de crecimiento" del ~Qmero de subconjuntos y de 

nuestra fórmula eran el mismo -"multipl ic~r por 2"-). De 

aqui concluimos que la formula era válida para todo natural 

n. 

Durante todo el primer capltulo, hemos venido 

trabajando de estas dos maneras a la hora de demostrar una 

hipótesis. El primer método, es el que busca los "porqué's" 

de la fórmula obtenida, que busca razonamientos generales 

que nos ayuden a demostrar la hipótesis del problema, de 

modo que siguiendo esta manera de demostrar una hipótesis, 

lo que podemos generalizar es que debemos comprender lo 

mejor posible el problema concreto y buscar todos 

loa"pcrqué's" que podamos, debemos tratar de explicarnos en 

el problema mismo todas y cada una de las abstracciones y 

generalizaciones que hagamos, debemos buscar muchos caminos 

y formas diferentes de resolver un problema. El segundo 

método, el que a partir de casos particulares obtenemos una 

hipótesis la cual se puede demostrar gracias a la propiedad 

que tienen los naturales de que dado un número natural 

siempre podemos saber cuál es el siguiente, ha llevado a la 

conclusión de que ya que aparece en tantos problemas 
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relacionados con los números naturales y que aparece tantas 

veces, bien vale la pena "abstraer" ese método de todos 

estos problemas y establecer un Principio General que 

permita avanzar y comprender mas firmemente, en general que 

lo que se está haciendo es válido para toda n. 

Recordemos un poco qué hacíamos en el capitulo anterior 

en muchos de los ejemplos. Formábamos una tabla con los 

casos particulares que ibamos comprobando "a pie", de modo 

que si descubríamos una fórmula, la manera de demostrar que 

era válida siempre era comprobar que funcionaba para los 

casos particulares que ya teniamos y luego descubrir cómo 

era el qambio de renglón a renglón en general, es decir: Se 

tienen 2 listas de nümeros 12 funciones>, si podemos 

comprobar que empiezan igual, es decir, que f.11>=gC1) lsi 

las funciones son t y g >, y además que si en alg~n renglón 

son iguales entonces también son iguales en el siguiente 

renglón, se puede concluir ·que 

siempre serán iguales. 

Veamos un ejemplo. 

Deciamos que: 

Cn ' = T 1 ... T: t • • • t T n - , 

las 2 listas (funciones) 

nCn-1) Cn-2} 
··-------··a·····-·-· 

. Porque viendo la tabla, éstas comienzan igual, o sea: 

n Cn 3 

3 1 

4 c.• 4 

5 c. 3 = 10 

T,+T,+ .•. .- T •. , 

T,= 1 

1+3 4 

T, •T: +T,=1•3+6=10 

~ <:n.'.". !.>. .< . .n-:-?.>. 
6 

:3i.2) q_> 
6 

5<4>C3l 
6 

1 

4 

10 

Y además si suponemos que coinciden en el renglón k-2 

tenemos en la tabla: 
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k = k(k-1J(k-2J 
6 

Tenemos que ver que para el renglón k-1 también 

coinciden, es decir, que la modificación entre renglón y 

renglón en cualquiera de las 3 columnas es la misma, o sea: 

c •• 1 s - c. s <l+3+ ... +T,_2+T,_., - <1+3+ •• ,+T.- 2 , 

(k+1J <kl <k-ll 
6 

Y ya habiamos visto en el capitulo anterior que: 

c.+ 1 s c.• = k<k-!J.. = r,_, 
2 

Y que 

<1 +~+ +T,-2+T•-1J - <1+3+ ... +r,_,¡ = T,_, 

Y también que 

.ili.WJJ~ .. U~E 
6 

Id k- ll_-ª. = ~J_k_:-1}. = T. - 1 

6 2 

Por lo que como las 3 listas comien=an 

cambio de renglón a renglón en cualquiera de 

igual 

las 

mismo, se demuestra que las 3 son iguales siempre. 

= 

y el 

3 es el 

Podemos ahora establecer el Principio General que hemos 

venido usando y que nos permitirá demostrar en general 

muchas proposiciones que involucran a los números naturales, 

este es el 1 !amado Principio de Inducción Matemática. 
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1 - PRINCIPIO DE lNDUCCION. 

Uria proposición se cumple para todo número natural n 

si se satisfacen las condiciones siguientes: 

!)La proposición se cumple para .n=l y 

2>La veracidad de la proposición para cualquier número 

n=k implica su veracidad para el número natural siguiente 

n=k+1. 

También se formula este Principio General de Ja 

siguiente manera: 

11 - PRINCIPIO DE INDUCCION. 

Si A es un subconjunto del conjunto de numeres 

naturales que cumple: 

1) 1 esta en A, y 

2) Si un número natural k está en A, también kti está 

en A, 

Entonces 

naturales • 

A es el conjunto de todos los numeres 

. El mismo principio podemos enunciarlo también como: 

111- PRINCIPIO DEL BUEN ORDEN. 

Si A es un subconjunto del 

naturales y A no es vacio, entonces 

elemento. 

Y también lo hemos usado como: 

IV- PRINCIPIO DEL "DESCENSO INFINITO". 

conjunto 

A tiene 

de números 

un primer 

No existe una sucesión infinita n( n2. n3, ... de números 

naturales tales que nl > n2 > n3 > ••. 

Observación. Nótese 

realidad el misma. Puede 

que las 4 principios son en 

demostrarse la equivalencia entre 

los 4 de una manera lógica. Aqui, no queremos desviarnos por 
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ese terreno, queremos simplemente hacer hincapié en que la 

importancia del principio de inducción \en cualquiera de sus 

termas) reside en que caracteriza a los números naturales. 

Notemos que otros conjuntos numéricos como Z, Q y R no 

cumplen con 

diterente. El 

estos principios, el orden en ellos es 

conjunto de los numeras naturales responde 

totalmente a nuestra intuición en cuanto al orden que 

tienen. De manera que Jos 4 principios que hemos enunciado. 

no son mas que distintas formas de decir lo mismo, distintas 

formas de caracterizar el orden de los naturales. 

Veamos alguno~ ejemplos mas. 

Si un quebrado tiene factores comunes en el denominador 

y el numerador, existe un proceso de dividir ambos hasta 

1 legar a uno que ya no tiene factores comunes. 

Ejemplo: ª§. _ _Q_Q_9_.9_0_Q. 
96 000 000 

:3_ 6_0..9 _O_Q._O - ••• 

9 600 ººº 
36 
96 

6 = 3 
16 8 

entonc~s ª es el primer elemento que representa al mismo 
8 

racional. 

Este es un ejemplo de un proceso descendiente (f inito1 

que es muy usado lmplicitamente desde la educación primaria. 

Otro ejemplo: 

n! = 1x2x3x4x .•. xn 

Podemos obtener el factorial de cualquier número 

natural mediante multiplicar los números naturales de uno en 

uno hasta llegar al número deseado. 

Et factorial de un número está bien definido, siempre 

tiene primer elemento esta definición y siempre sabemos cuál 

es el siguiente, es decir: 

Definimos el factorial de un número natural como: 

1 ! = 1 y <k+l) ! = <k! J(k+l) 

entonces podemos conocer cualquier número factorial, o sea: 

2 ! = 1 ! < 2 1 = 1 x2 = 2 



3! = 2!<3> = 2x3 = 6 

4! = 3! <4> = 6x4 =24 

Se puede obtener 

construyendo uno por uno. 
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cualquier factorial mediante ir 

Si para cada número natural se tiene una proposición, 

podemos obtener cuál es el conjunto de números naturales 

para los cuales se cumple la proposición. Por ejemplo: 

PROBLEMA. 

Dado un poligono••• se trata de poligonos convexos, 

ver nota al pie en el problema del número de diagonales de 

un poligono.de n lados, 

internos? 

lcuál es 

Veamos casos particulares 

proposición que demostrar. 

la suma de sus án~ulos 

para 9btener alguna 

Si n=l no hay poi igono; si n=2 tampoco existe un 

poligono con 2 lados, pero si n=3 el poligono convexo de 3 

lados es el triángulo y ya tenemos un resultado previo que 

nos d~ la información que necesitamos; esto es, sabemos que 

la suma de los ángulos internos de un triángulo es 180º. 

Si n=4, el poligono es un cuadrilátero que podemos 

dividir en 2 triángulos y asi, por la información del caso 

anterior, tenemos que la suma de los ángulos internos de un 

cuadrilátero es 360º. 

n=3 

~ • e + r 180º 

''' De nuevo, se trata de poligonos convexos. Ver nota al 
pie en el problema del número de diagonales de un poligono. 
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y r= r, + r, 

Y por el caso n=3 sabemos que oc, + !3 + 1 1 = 180° y que 

OC2 + r, + S 180º por lo que 

oc + 13 + r + S= (l:x, +«2 > + a + lr, +r, > + 1;= \oc, +J3+r, >+ l«2 +r, +Si= 

180º + 180 • = 2 uso·> = 360º 

para n=5 tenemos: 

queremos encontrar cuanto es la suma oc + a + r • S + ~ y de 

nuevo formemos triángulos donde tenemos: 

y 

oc 

OC = OC1 + OC2 + ()(3 r = r, + r2 y 

como ya sabemos el resultado para n=3 tenemos: 

180° 

+ 13 

oc, + /3 + 

«2 + r2 
()(3 + S2 

+ r + s 

r, 
+ s, 
+ ~ 

+ ~ 

180° 

180° entonces 

(«,+«2•cx3> + J3 + cr,+r,i + u:,+S2> + ~ 

<a,+13+!",> + <oc,+r,+s,> + (oc,+S2+~> 

180° + 180° + 180º = 3(180°) :: 540° 

Podemos observar entonces que cada vez que aumentamos 

un lado, en los términos del problema, aumentamos un 

triángulo. También observemos que en general dado un 

polígono convexo de n lados podemos dividirlo en n-2 

triángulos <ejercicio para el lector, demostrarlo1 Y :;a 

sabemos cuánto suman Jos ángulos internos de un triángulo, 

por lo que la formulita que ya se antoja proponer es la 

<n-2>180º o sea, la proposición siguiente: 

Proposición. La suma de los ángulos internos de un 
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poligono convexo den lados es (n-2>180º. 

Observación. Esta proposición, no tiene sentido para n=l y 

n=2, por lo 9ue para demostrarla vamos a cambiar un poco la 

proposición. 

Proposición. En un poi igono convexo de n+2 lados, la 

suma de sus ángulos internos es n\180º>. 

Demostración: 

Sea A el conjunto de números naturales para los cuales 

se cumple la afirmación. 

El 1 está en A ya que un poligono de 1+2 = 3 lados es 

un triángulo y en éste sucede que la suma de sus ánguios 

internos 'es 180º= \lll80º. 

Hipótesis de Inducción. Consideremos que la afirmación 

es verdadera para n=k. Esto es, dado un pol1gono convexo de 

k+2 lados. la suma de sus ángulos internos es \k;l80º 

Debemos demostrar que para n=k+l también es cierta la 

afirmación. 

Consideremos un poligono convexo de k+3 lados, tomemos 

3 vértices consecutivos, el poligono convexo de k+3 lados se 

descompone en un poligono convexo de k+2 lados y un 

triángulo. 

Entonces, por hipótesis para un poligono de k+2 lados 

Ja af ir•ación es verdadera, la suma de los ángulos interncis 

de éste es k<l80º> y al agregarle la suma de los ángulos 

internos del triángulo que falta, tenemos k(180ºJ + 180º = 

{ k+ll 180º. 

La suma de los ángulos internos de un poligono convexo 

de k+3 lados es: 
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Ck+3-2l(l80º> = Ck+l>180º por lo que k+l también está 

en A. Y por lo tanto A son todos los números naturales. Y 

con ésto queda demostrada la afirmación para todo número 

natural. 
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PROPOSICION. 

Todas los triángulos tienen la misma área. 

Demostración por inducción: 

Tenemos la proposición: "si tenemos un conjunto de n 

triángulos, todas ellos tienen la misma área". 

Tomemos un triángulo de ese conjunto y resulta que para 

ese triángulo es cierta la proposición, ya que es un ünico 

triángulo y por lo tanto en un conjunto con un triángulo, 

todos tienen la misma área. 

Tomemos un conjunto con n triángulos y supongamos que 

todos ellos tienen la misma área. 

Tomemos ahora un conjunto can n~l triángulos y tenemos 

que demostrar que en éste tambien todos tienen la misma 

área. 

Tomemos n+l triángulos y apartemos una 

Tenemos un conjunto con n triangulas y en 

de el 1 os. 

éste, por 

hipótesis todas tienen la misma área. Después regresamos el 

triángulo que se habia apartada y se aparta ahora otra 

triángulo de las otros n. 

Par hipótesis, las n triángulos tienen la misma ~rea, 

por lo tanto la proposición para n+l triángulos es cierta, 

esto es: 

Dada un conjunto con n+l triángulos todos tienen la 

misma área. 

O sea a partir de que la proposición es cierta para n 

triángulos se demost'l'Ó que también es verdadera para n+l 
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triángulos. 

Obviamente esta es una proposición que no es verdadera 

ya que basta con dar 2 triángulos que no tengan la misma 

área para darnos cuenta de su falsedad. Pero ¿dónde está el 

problema en la demostración?. 

Parece que el problema esta en suponer que los dos 

conjuntos que obtenemos con n elementos cada uno al apartar 

un triángulo, tienen alguna intersección, esto es, suponemos· 

que tienen elementos comunes; sin embargo, para n=2 se ve 

que los conjuntos son ajenos y no se puede decir nada sobre 

ellos. O sea que si Pi es la propo~ición para i triángulos 

lo que estamos observando es que P, T) P:. 

Otro problema e·s que el conjunto en cuestion en general 

solo tiene un elemento. Sea Z=<n¡ Pn es cierta! lo que pasa 

es que Z = { 1} • 

Vamos a escribir ahora de otra manera la demostracion y 

veamos si ahora queda más clara la trampa. 

Demostración: 

Sea A un conjunto con n~l triángulos. 

Sea t, E A 

Sea t, E A 

y sea B, = A - {l,} 

y sea B: A - ! t: > 

Hipótesis de inducción. Todos los lridngulos en 8, 

tienen la misma área. Y también todos los tiangulos de B: 

tienen la misma área. 

Sea t E <B, n B, > 

área ( t, ) área ( t> porque t E B, y 

área ( t, ) :: área ( t) porque t E B, por lo tanto 

área ( t, área ( t, ) área ( t) 

Pero si no existe t tal que t E < B, n B: > no podemos 

decir nada. 

El problema está en que no siempre sucede que la 

intersección de B, con B4 sea distinta del vac10 y nosotros 

escribimos la demostración implicitamente como si siempre 

sucediera esto. 

Entonces en general debemos tener claro todos Y cada 

uno de los argumentos en una demostración y debemos pensar 
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en ellos lo mas general posible, es decir, tenemos que 

pensar en todas las posibilidades que tengamos y para ellas, 

demostrarlo. 
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PROBLEMA. 

Todo número natural es igual a su "sucesor". 

La proposición la podemos escribir como: 

Todo número natural k es igual al número k+l. 

Demostración: 

Suponemos que k = k~l por lo tanto 

k+1 = k+1+1 k+2 

o sea k+l = k+2 

De donde se tiene el siguiente 

Corolario. Todos los numeres naturales son iguales. 

Vemos pues que el error esta en no tomar en cuenta todo 

el principio de inducción. Es por este tipo de errores, que 

al llevar 

no omitir 

a cabo una demostracion debemos tener cuidado de 

ninguna de las 2 condiciones mencionadas en el 

Principio de Inducción Matema~ica. 

Ahora haremos algunos problemas para f~miliarizarnos 

más con el método de la inducción matemática. 
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PROBLEMA. 

Calcular la suma de los n primeros nQmeros naturales. 

Este es un problema que ya hemos trabajado mucho en el 

capítulo anterior, incluso ya hemos demostrado por varios 

caminos cuánto vale esta suma, ahora solo lo demostraremos 

por Inducción para ilustrar una demostración por este 

método. 

Propo5ición. La suma de los n primeros nQmeros 

naturales es igual a n(n+l~ 

2 

Demostración: 

i l Fara n=l 

Tenemos que sumar hasta el natural 

resultado l que es lo mismo que ~~:l!l.l 
.2 

l y esto da por 

!.~' = l 
2 

Por lo tanto la proposición es verdadera para n=l. 

iilHipótesis de Inducción. 

Suponemos que la proposición es verdadera n=k ,esto es: 

1 + 2 + 3 + • • • + k 

Debemos demostrar que la proposición es verdadera para 

n=k+l, esto es: 

Por Demostrar que l + 2 + 3 + ... + ~k+ll 

Demostración: 

Sabemos por hipótesis cuanto vale la suma hasta el 

natural número k, entonces 

1 + 2 + 3 + ... + k + tk-tll = (1+2+3+ ... +kl + (k+ll 

kCk+U. + tk+1> 
2 

Que es lo que queríamos demostrár en ll). Por lo tanto 

la proposición también es cierta para n=k+l y con esto queda 

demostrado que la proposición es verdadera para todos los 

números naturales. O sea: 

1 + 2 + 3 + ••• + n = ~l!_l+ll para todo nen Jos naturales 
2 
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PROBLEMA. 

Calcular la suma de los n primeros números naturales. 

Este es un problema que ya hemos trabajado mucho en el 

capitulo anterior, incluso ya hemos demostrado por varios 

caminos cuánto vale esta suma, ahora solo lo demostraremos 

por Inducción para ilustrar una demostración por este 

método. 

Proposición. La suma de los n primeros números 

naturales es igual a 

Demostración: 

1> f1ara n=l 

n\n+ll ----
2 

Tenemos que sumar hasta el natural 

res u 1 tado 1 que es 1 o mismo que ~~-Ll 
2 

l y esto da por 

l l 2) = l 

Por lo tanto la proposición es verdadera para n=l. 

il lHi pótes is de 1 nducción. 

Suponemos que la proposición es verdadéra n=k ,esto es: 

1 + 2 + 3 + ••• + k 

Debemos demostrar que la proposición es verdadera para 

n=k+l, esto es: 

Por Demostrar que 1 + Z + 3 + ... + <k+l> = ~k.:!.l.U..!;.~:n tll 
2 

Demostración: 

Sabemos por hipótesis cuanto vale la suma hasta el 

natural número k, entonces 

1 + 2 + 3 + ••• + k + (k+1) = (1+2+3+ ••• +kl + <k+1) 

k<)-:+~2.. + (k+1) 

Que es 

,., ... 
k<k+ll + 2<k+ll = ------2------ Ck+li(k+2J ··---2---

lo que queríamos demostrar en <l>. Por lo tant.o 

la proposición también es cierta para n=k+l y con esto queda 

demostrado que la proposición es verdadera para todos los 

números naturales. O sea: 

1 + 2 + 3 + , , , + n = n<n!_l,_~ para todo n en los nat.urales 
2 
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EJERC I C IDS. 

1 Demostrar por inducción matemética: 

<n>1 + <n-1>2 + ••• + 2<n-1> + l(n) = n<n+l,lJ_~+2> 
6 

2 .- Demostrar por inducción que: 

Cn 3 = n <n_:_!l_l_n-2.?_ 
6 

3 - Demostrar: 

(1+1/1) <1+1/2) C1+1/3l ••• (1+1/nl n+l 

4 a menos que 

• • • - Xn = 0 para toda n en los 

naturales y toda x en los nQmeros reales. 

5 . - Para toda n en los números natLtrales con n>1 

demostrar: 

1 / .J1 + 1 I .J2 + 1 I .J3 + • • • + 1 I .Jn > .Jn 

6 Demostrar que la ~edia geometrica de un numero 

finito de nQmeros positivos no es mayo~ qLle su media 

aritmética¡ es decir, para cualesquiera números positivos 

..Ja 1 a2a:s . ... ª" :::. ~ .. 1..!~~.:1:~~.!H.· ~-:t.~.':!. 
n 

7 Demostrar que la fórmula obtenida en el problema 

de Ja "Torre de Hanoi" <del capitulo anterior>, es cierta 

para todos los números naturales. 

8 .- Demostrar que n rectas en el plano no pueden 

dividir a éste en más de 2" regiones ajenas. 

9 Demostrar que 2n-1 es un impar para ·todo numero n 

en los naturales. 

10.- Con base en el problema del Pin Pon, que vimos en 

el capitulo uno y retomamos al final ese mismo capitulo, 

demostrar conceptualmente la siguiente: 

Proposición. Si N es el número de jugadores inscritos y 

2k < N ~ 2k+• entonces el número de rondas es k+l. 

<Esto se nota en los ejemplos que hicimos y es muy 

fáci 1 de comprender si N es una potencia de 2, en 
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particular. Se sugiere demostrarlo mediante la 

descomposición de N como: N 2' + X con x < 2• > 

11.- Demostrar por inducción que el número de rondas 

que se efectuan en el problema del Pin Pon <primer problema 

de este trabajo> es m, donde 2• - ' < N i 2• y N es el 

número de jugadores inscritos al torneo. 

12.- Probar que 

1 + x + x• + x• + • • • + x" 

13.- Probar que 

x" • 1 - 1 
---')(·=--i.-

X =t= 1 

1.2.3 + 2.3.4 + 3.4.S + ••• + n<n+1l<n+2> =fl~_T!.!J.._~_(_n+~.?..!!l_!i!J_ 
4 

+ n.n! = Cn+il! - 1 

14.- Probar que 

1.1! .¡. 2.2! + 3.3! + 

15.- Probar que el producto de 3 números naturales 

consecutivos es divisible por 6. 

16.- Observe'que: 

i2 = 1 

32 2 + 3 + 4 

s• 3 + 4 + 5 + 6 + 7 

72 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 

92 = 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 
• 10 

+ 11 + 12 t 13 

Demostrar que todo cuadrado impar C2n+1 >: es igual a la 

suma de n enteros consecutivos del n+L 

17.- Un número natural es "travieso" si su 

representación en el sistema binario contiene una cantidad 

par de cifras "uno". As1, por ejemplo, los números: 

o = º• 5 = 1012 6 = 110: y 15 1111: 

son números traviesos. 

Probar que: 

a> 2" + 1 es travieso para toda n en los naturales. 

b) 2 2 " - 1 es travieso para toda n en los naturales. 

18.- Encontrar 

traviesos. 

la suma de los primeros 1988 números 

19.- Demostrar por induccibn matemática que el número 

de subconjuntos de un conjunto con N elementos es 2" 
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COMBINATORIA 

Cuando vimos el problema del Pin Pon, encontramos una 

•anera de contar el numero de parejas de un conjunto can n 

elementos.¡ Cuando vimos el problema de las ternas, 

encontramos una manera de contar el número de ternas no 

ordenadas ·de un conjunto con n elementos. Si siguieramas de 

esta forma~ podemos preguntarnos si existe alguna manera de 

saber cuántas "cuartetas" tiene un conjunto can n elementos, 

o cuantos subconjuntos de 4 elementos tiene un conjunta de n 

elementos. Es más, podemos preguntarnos mas en general, 

leuál es número de subconjuntos de k elementos que tiene un 

conjunta con n elementos? Para responder a esta última 

pregunta vamos a proceder, como antes, viendo uno a uno los 

casos particulares. 

Por ejemplo si k=1 necesitamos calcular el número de 

subconjuntos con 1 elemento de un conjunto de n elementos y 

esto es fácil de responder ya que existe un subconjunto de 

un elemento para cada uno de los n elementos del conjunto. 

Por lo tanto hay n subconjuntos con un elemento en un 

conjunta de n elementos. 

Si k=2 la pregunta es lcuántos subconjuntos de 2 

elementos tiene un conjunto de n elementos? Notemos que esta 

es la misma pregunta que ya contestamos en el problema del 

Pin Pon, ya que cuando contamos el número de parejas no 

ordenadas, contamos también los subconjuntos de 2 elementos. 

Incluso ya le hablamos dado un nombre al número de parejas 

de un conjunto de n elementos; hablamos hecho la convención 

de llamarle en= y por varios caminos sabiamos que en:= 

CnCn-1))/2 <ver capitulo de Problemas, Problemas y mas 

Problemas). 

Si k=3 la pregunta es lcuál es el número de 

subconjuntos con 3 elementos de un conjunto con n elementos? 

También esta pregunta ya la habiamos respondido cuando 

hicimos el problema de las ternas. De nuevo notemos que es 

lo mismo contar ternas que subconjuntos con tres elementos. 
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Ahora si vamos a recordar un poco cómo fué que analizamos el 

problema para encontrar que el número que buscamos es c.• = 
<n<n-1> <n-2> > 16. 

Veamos qué hac1amos. Qui tamos un e·I amento de'I conjunto·· 

y formamos un conjunto con n-1 elementos, de este último 

hacemos una lista de las parejas que podemos hacer con él y 

cada una de estas parejas la combinamos con el elemento que 

habíamos quitado por lo que tenemos asl e Cn-1>Cn-2>>12 

ternas distintas en donde siempre aparece el elemento que 

habíamos quitado. Pero podiamos haber quitado al principio, 

cualquiera de Jos n elementos, por lo que hay CCn-l>Cn-2))/2 

ternas por cada elemento, entonces tenemos en total 

Cn<n-l>Cn-2>>12 ternas. Pero de éstas hay que quitar las que 

se repiten y analizandolo, tenemos: Por ejemplo para Ja 

terna abe, formada de la pareja ab y a~regándole e, hay 2 

ternas más que son iguales a el la y éstas son la bca \que Ja 

contamos cuando al principio se quitó a ~J y la terna acb 

(que contamos cuando quitamos al principio a bJ. F'or 1 o 

tanto estamos contando 3 veces cada terna, entonces debemos 

dividir entre 3 para tener exactamente el nQmero de ternas 

de un conjunto de n elementos que es: 

< nCn-llln-2J/2 J/3 = n<n-llln-2! / 6 

Que era lo que buscábamos. 

Ahora veamos cuántos subconjuntos con 4 elementos tiene 

un conjunto de n elementos. 

Como en el caso anterior, quitemos del conjunto con n 

elementos, uno de sus elementos, ahora con el nuevo conjunto 

de n-1 elementos formemos las ternas, que ya sabemos que son 

c. - , • = e < n -1 J < n - 2 > < n-3 J > I 6 y hagamos una lista con 

ellas. Ahora a esta lista Je agregamos el elemento que 

habíamos quitado, por lo que tenemos una lista de 

CCn-1J<n-2>tn-3JJ/6 subconjuntos con 4 elementos, en donde 

cada uno de ellos contiene al elemento que habíamos quitado. 

Pero todo esto podemos hacerlo para cada uno de 

elementos del conjunto por lo que se tienen en total: 

Jos n 
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<n<n-1>Cn-2><n-3ll/6 subconjuntos con 4 elementos; i pero de 

nuevo estamos repitiéndo muchos subconjuntos Contemos 

ahora cuánt~s son las repeticiones. 

Por ejemplo si queremos contar los subconjuntos de ~ 

elementos del conjunto <a,b,e,d,eJ. 

Quitemos el elemento e y tenemos que las ternas del 

conjunto la,b,c,d J son: <<4>13>121116 ternas como sigue: 

abe , abd , bcd , acd ; a éstas se 1 es agrega 

elemento a y tenemos los 4 subconjuntos siguientes: 

la,b,e, a}, {a,b,d, e), Cb,c,d, el y {a,c,d, a} 

el 

Aho~a quitemos el elemento d y tenemos que las ternas 

de la, b, e, el son: 

abe abe bee y ace agregándoles d tenemos los cuatro 

subconjuntos siguientes: 

<a,b,e, di !a, b, e, d) Cb,c,a, di y (a,e,e, dJ 

Quitando ahora a 1 e 1 emento e tenemos : 1 cis ternas de 

{a, b, d, e} son abd, abe, bde y ade )' 1 os sub·:on jl.mtos de ~ 

elementos son: 

<a,b,d, e}, Ca,b,e, e}, Cb,d,e, el y Ca,d,e, el 

Ahora quitando al elemento b; las ternas de Ca,e,d,e) 

son: 

aed· ,ace, cde, y ade y los subconjuntos de 4 elementos s<Jn: 

(a,c,d, bJ, Ca,c,e, bJ, Cc,d,e, b) y Ca,d,e, bJ 

Por último quitando al elemento a tenemos: (b, c, d, e) 

cuyas ternas son: bcd, bce, cde y bde por lo que los 

subconjuntos de 4 elementos son: 

{b,c,d, aJ,(b,c,e, al, Cc,d,e, a) y Cb,d,e, al 

Tenemos que son 4 subconjuntos con 4 elementos por cada 

uno de los elementos del conjunto original, entonces son 4x5 

= 20 subconjuntos. Veamos ahora las repeticiones: 

El la,b,c, 

<b,c,e, al 

El Ca, b, d, 

{b, d, e, al 

el se repite en Ca,b,e, el, Ca,c,e, bl y en 

el se repite en Ca,b,e, dJ, Ca,d,e, bJ y en 
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El Cb,c,d, el se repite en Cb, e, e, dl' {b, d, e, el y en 

Ce, d, e, bl 

El Ca, e, d, el se repite en Ca, e, e, d l. la, d, e, el y en 

{e, d, e, al 

El Ca, b, e, dl se repite en Ca, b, d, el, Ca, e, d, bl y en 

Cb, e, d, al 

Por lo que en este caso debemos dividir entre ¿¡. la 

cuenta que habiamos obtenido; esto es, el número de 

subconjuntos de 4 elementos de un conjunto con 5 elementos 

es <4xSl/4 = 5. 

En general las repeticiones son: por ejemplo para la 

"cuarteta" {a,b,c, nl se tienen las repeticiones (a,o,n, ci, 

{a,c,n, bl y Cb,c,n, al y solo esas repeticiones ya que 

estamos p~ftiendo de ternas no ordenadas). Por lo que el 

numero de subconjuntos con t¡. elementos de un conjunto con n 

elementos es: 

<n> Cn-1> (n-2> \n-3J/(6x4) \nJ(n-li(n-:::!J(n-3J/\.2xJx¿¡.¡ 

Veámoslo de otra forma. Llamemos Cn• al numero de 

subconjuntos de 4 elementos de un conjunto con n elementos. 

Lo que queremos demostrar es que: 

Cn • = ( n) < n -1 ) ( n - 2) ( n-3 J I ( 2 x 3 x 4 1 

Si n=4 es claro que solo existe un subconjunto de 4 

elementos que es el conjunto mismo. Y en la fórmula tenemos: 

c.• = {4)(3)(2)(1)/(2x3x4) 

caso particular es cierta. 

1 , lo cual muestra que en este 

Ahora si n=5 tenemos que el número de subconjuntos de 4 

elementos, ya sabemos, es 5; y en la fórmula tenemos: 

C5 4 = ( 5) ( 4) ( 3) ( 2) / ( 2 X 3 X 4) 5 ' que también funciona en 

este caso. 

Si suponemos que la fórmula es cierta cuando n=k, 

debemos demostrar que para n=k+1 también es válida. 

Nuestra hipótesis es e,• = <kHk-l)(k-2Jlk-3J/l2x3x41 

Notemos que todos los subconjuntos de un conjunto con k 

elementos también son subconjuntos de un conjunto con k•l 

elementos cuando se le agrega un elemento mas al conjunto 
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original. Esto es, los subconjuntos de 4 elementos de un 

conjunto con k+! elementos son todos los subconjuntos de 4 

elementos de un conjunto con k e 1 amentos más los 

subconjuntos de 3 elementos de un conjunto con k elementos. 

Es decir, si tenemos el conjunto {a, ,a,, 1 ª• . ª• • 1 ) y 

queremos contar los subconjuntos de 4 elementos, podemos 

contar los subconjuntos de 4 elementos de{a, ,a,, 

que serán los subconjuntos en que no aparece el elemento 

ª•••, y sumarle todos los subconjuntos de 4 elementos en que 

si aparece a •• ,, que serán todas las ternas del conjunto 

{a, 'ª•' •ª•l. O sea: 

c •• 1 • = c. • + c. 3 

Ya habíamos observado antes esta construcción, 

problema de sumar números triangulares por ejemplo. 

en el 

Por~~ tanto para obtener C,.,• 

esta igualdad y tenemos: 

podemos hacer uso de 

c ••• • =c.• +C.' = (k)(k-1Hk-2Hk-3J/C2x3X4) .. 

CkJ Ck-lJ Ck-2Jt(2x3J 

[CkJCk-l>Ck-2JCk-3l .. (4kJCk-1J<k-2l]l(2x3x4J 

CkJCk-1JCk-2JCk-3+4J/(2x3x4J 

<k+ll <kl Ck-1> <K-2l/(2x3x<U 

Que es la fórmula que buscábamos para n=k+l. 

Asi, lo que tenemos hasta ahora son las fórmulas para 

subconjuntos de 2, 3, y 4 elementos de un conjunto de n 

elementos. Ahora para subconjuntos de 5 elementos tenemos: 

Llamemos e"• el número de subconjuntos de 5 elementos 

de un conjunto con n elementos. Entonces estamos buscando 

una fórmula para encontrar e"•. De nuevo, empecemos con n's 

pequeñas para contarlos uno por uno. 

tenemos: 

Por ejemplo si n=S 

e,• 1 ya que de un conjunto con 5 elementos solo 

podemos formar 1 subconjunto con 5 elementos. 

Si n=6 

De nuevo por la observación que ya hemos hecho antes: 

c.• c.. + c •• y ya sabemos calcularlas, por lo que 

c.• = 1 + '(5)(4)(3)(2J/C2x3x4J = 1 .. 5 = 6 
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Si n=7 

C1
5 = C. 5 +c.• = 6 + (6)(5l C4)(3l/C2x3x4l = 6+15 21 

Pero lcual será una fórmula general para C. 5 ? 

Siguiéndo e 1 procedimiento que haciamos antes, hacemos 

una lista de los C.-1• 

lista le agregamos un 

por cada elemento del 

subconjuntos de 4 elementos y a esta 

elemento en cada conjunto con lo que 

conjunto original se tienen c._,. 
conjuntos de 5 elementos de donde tenemos n(c._,• J conjuntos 

de 5 elementos, pero debemos descontar las repeticiones que 

son: 

Por ejemplo la quinteta <a,b,c,d,nJ se repite en las 

quintetas: Ca, b, c, n, dl, Ca,b,d,n,cJ, ca,c,d,n,bJ y 

Cb,c,d,n,ai, <Como antes, hacemos la aclaracion de que solo 

son esas repeticiones ya que estamos partiendo de cuarte~as 

no ordena'cias y entonces no pueden aparecer, por ejempio. la 

quinteta e a,b,n,c,dl en las repeticiones porque querria 

"decir que las cuartetas Ca,b,c,nl y la,b,n,cJ son 

diferentes), Entonces el número de cuartetas multiplicado 

por n elementos, hay que dividirlo entre 5 repeticiones de 

cada uno. O sea: 

c. 5 = 

Otra manera 

= !l.J..!l __ :_l_ L < n -- ~LLri :-ªl.J_n :-_':' .L 
Sx4x3x2 

de contar las repeticiones para una 

quinteta dada es la siguiente: 

Dado el conjunto {a,b,c,dl podemos agregar n cun 

elemento másl en cualquiera de las 5 posiciones siguientes: 

Ca,b,c,d,nl, Ca,b,c,n,dl, Ca,b,n,c,dl, (a,n,b,c,dl ó 

<n,a,b,c,dl por lo tanto, para cada conjunto de 5 elementos 

que tengamos hay 5 repeticiones, entonces tenemos de nuevo 

que: 

C0
5 = (n)(C0 - 1

4 l/5 = Cnl<n--llln--2Jln--3)(n--4i/C::!:<3X4X5l 

Y en general podemos decir que c.•= CnHC.-1•-•i/k 

donde Cnl<C 0 _ 1•- 1 l son los subconjuntos de k elementos en 

donde todavia hay muchas repeticiones y k son el número de 

repeticiones que hay en cada uno de ellos. Esto es, dado el 

conjunto {a.,a2, •ª•-• l hay k distintos lugares en 
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donde agregar el k'ésimo elemento, que producen el mismo 

conjunto, o sea: 

<a' , a2 , •.• , ª" - a , ª" l =<a, , a2 , .•• , ª" , ak .. 1 l = ••• = eª" , a, , ••• , a .. _ 1 > 

Y como podemos ir substituyendo Cn-1 •-• 

general la siguiente fórmula: 

tenemos en 

c. • = C n l C c. - , • - ' l / k = C n l ( n - 1 l <c. _ 2 • - 2 ) / e k l C k -1 l = 

C n) C n-1 l ( n-2) C c. - • • - • l I e k > ( k-1 l < k -2 > = • 

Cn><n-1>Cn-2l •.• <n-k+ll/[CklCk-1)(k-2l .•• <2l 

Veamoslo ahora de otra forma más y demostremos que 

esta fórmula es cierta siempre, es decir, hay que demostrar 

que para todo n en los números naturales sucede que: 

c.• = CnlCn-ll<n-2> <n-k+ll I <kl<k-l)Ck-2J (2) 

Demostración por inducción en k. 

Si k=l queremos encontrar c.• que ya sabemos que es n 
1. 

para cualquiera que sea n; y por la fórmula tenemos: 

c. 1 = < n-1+1) I 1 = n 

para k=l 

Por lo tanto es cierta la proposición 

Hipótesis de Inducción: para k=l 

c. 1 = < n) ( n-1 l < n-2 l ..• ( n - 1 + 1 ) I < 1 l < 1 -1 l ... ( 3 l < 2 l < 1 l 

Por demostrar que para 

proposición. 

k=l+l es cierta también la 

Sabemos que c. 1 • 1 = c._, 1 • 1 + c. - , 1 entonces 

por la hipótesis de inducción tenemos: 

c.•·· = [(n-l)(n-2). • ( n- 1-1)1 < 1+1) < 1 l < 1 -1 l .•• l 2 l l 1 l l 

+ C<n-l><n-2> ••• <n-ll/Cl><l-llCI-2> ••• <2>C11l 

[Cn-ll<n-2> ••• Cn-1-ll + <l+l><n-llln-21 •.• <n-l>ll 

[ ( 1+1) ( 1) ( 1-1) ( 1-2) ••. ( 2) ( 1) J 

C Cn-1) Cn-2l ••• <n-1ll<1+l+n-1-1l1<1+1><1) l 1-1> .•• <2><1l 

C Cnl Cn-1 > <n-2> •.• <n-1 l JI [ < 1+1l<1l<1-1l ••• <2><1 l l 

CnCn-1l<n-2J •.• ln-l+l-lll/[ll+l><ll<l-1> ... <2J<1>l 

Que es lo que se queria demostrar. 

De manera que ahora ya tenemos una fórmula para contar 

el número de subconjuntos de k elemento+s de un conjunto con 

n elementos y con ésta podemos responder a la pregunta de 

lcuántos subconjuntos tiene un conjunto con n elementos? que 

había auedado oendiente en el primer capitulo. 
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Ahora si, la respuesta por este camino es: 

c. o + Cn • + c. • + • + c.. + + c." 
Donde c. 0 = 1 ya que es el subconjunto que no tiene 

elementos o sea el conjunto vacio. 

Por lo que tenemos: 

c. o + c. 1 + c. 2 + • + Cn n .. 1 + Cn" 
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PROBLEMA. 

Si por alguna razón nos interesara ahora el orden en 

que aparecen los elementos, lcuántas parejas podemos tener 

de un conjunto con n elementos? 

Como nos interesa el orden, son diferentes las parejas 

<a,b) y la Cb,a) de modo que por cada pareja que tengamos 

(de las que ya sablamos contar) 

distintas, esto es: 

ahora tendremos 2 parejas 

Si Cn 2 es el número de parejas no ordenadas, entonces 

2Cn2 es el número de parejas ordenadas distintas que podemos 

tener, o sea: 

2Cn 2 = 2CnCn-1)/2 = nCn-1) 

Y si ahora nos preguntásemos el número de ternas 

ordenadas de un conjunto con n elementos, lo que hacemos es: 

como ya conocemos el número de ternas no ordenadas, ahora 

solo tenemos que buscar el orden, esto es: 

Por ejemplo en un conjunto con 4 eleme~tos sabemos que 

hay C43 ternas no ordenadas y si queremos contar las ternas 

ordenadas de ese mismo conjunto, no debemos quitar las 

repeticiones que quitábamos cuando contamos Cn 3 • De manera 

que si tenemos la terna no ordenada abe, tenemos las ternas 

ordenadas: acb, bac, cab, bca cba. Asl, por cada terna no 

ordenada se tienen 6 ternas ordenadas distintas, por lo que 

el número de ternas ordenadas es 6(C43 ) = 6((41 (3) <21/6J 

24 Y en general el número de ternas no ordenadas de un 

conjunto con n elementos es 6<Cn 3 > n Cn-1) <n-2>, que es lo 

mismo si pensamos en el número de parejas ordenadas de un 

conjunto con n-1 elementos y las combinamos con cada uno de 

los elementos de un conjunto con n elementos, ya que 

Cn-1) Cn-21 son las parejas ordenadas de un conjunto con n-1 

elementos y a cada una de ellas la vamos a juntar con uno de 

los n elementos del conjunto, por lo que el número de ternas 

ordenadas de un conjunto con n elementos es nCn-11 Cn-2). 

Ahora para encontrar el número de "cuartetas" ordenadas 

de un conjunto con n elementos, tenemos: 
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y Ya sabemos el número de "cuartetas" no ordenadas, 

sabemos también cuántas son las repeticiones de cada 

(que ya contamos en el problema del principio de 

una 

este 

capitulo>, entonces el número que buscamos es: 

24<Cn 4 > = 24((n)(n-1><n-2)(n-3l/(4x3x2>J = 

n (n-1> <n-2> (n-3) 

Si llamamos Dn" al número de ordenaciones de k 

elementos tomados de un conjunto con n elementos, tenemos 

que la que hemos encontrada hasta ahora es: 

On 2 = n<n-1) , Dn 3 = n<n-1> <n-2> y On 4 = n(n-1> <n-2> Cn-31 

Que son las parejas ordenadas de un conJunto can n 

elementos, las ternas ordenadas de un conjunto can n 

elementos y las "cuartetas'' ordenadas de un conjunto con n 

elementos, respectivamente. 

Podemos conjeturar entonces que: 

O,.."'= n(n-1> <n-2> ••• Cn-(k-11> 

Ahora debemos demostrar la conjetura para cualquier k 

en las números naturales. 

Ya sabemos que s1 k=2,3,4 la fórmula es cierta, 

entonces debemos demostrar ahora que, si es verdadera para 

alguna k entonces es también verdadera para la siguiente, o 

sea.que es cierta para k+l. 

Tenemos por hipótesis que O,.."'= n<n-11 Cn-2) ••• (n-<k-lll. 

Tomamos una e esas ordenaciones y le adjuntamos uno de 

los n-k elementos que sobran en el conjunto y tenemos asi 

una ordenación de k+l elementos, esto la podemos hacer con 

cada uno de los n-k elementos, y para cada una de las 

ordenaciones de k elementos tomados del conjunta can n 

elementos. Por la que: 

Dnw+• = Dn .. (n-k> = [n(n-l><n-2) ••• (n-Ck-lllJCn-k> 

n<n-ll(n-2) ••• (n-[(k+l>-lJ> = n<n-ll<n-2) •.• (n-<k-ill 

Que es a la que queriamos llegar, por lo tanto es 

cierto que para toda k en los números naturales se tiene: 

Dn"' = n<n-1> <n-2> ••• (n-(k-1» 

Tenemos ya algunas fórmulas 

Combinatoria y que nas ayudarán a 

muy usadas en la 

resolver problemas cuya 
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comportamiento sea semejante a los que ya hemos resuelto. 

Esto es, existen problemas "tipo" para los cuales conviene 

tener una fórmula que nos ayude a avanzar en la resolución 

del problema, una vez que hemos analizado que su 

comportamiento es el mismo. Por ejemplo, ya hemos resuelto 

con todo detalle el problema de contar el número de ternas 

de un conjunto con n elementos, si por alguna razón, el 

procedimiento para resolver otro problema nos lleva a tener 

que contar Cn""• ya no tenemos qlle volver a hacerlo "a pie", 

sino que ya podemos aplicar la fórmllla que hemos demostrado 

que vale para cualqL1ier valor de n en los números naturales. 

Lo mismo ·sucede con la fórmula de Dn"' , ya que eltisten 

muchos problemas que se resuelven de la misma manera y 

teniendo una fórmula general, podemos avanzar mucho mejor 

en los problemas de las matemáticas. Lo que debemos tener 

claro es que cuando querramos aplicar tal o cllal fórmula 

para resolver un problema, debemos estar se9L1ros de que el 

comportamiento del problema es totalmente e~uivalente al de 

aquél que generó la fórmula o aquél por medio del cllal la 

descubrimos o bien a aquél que nos sirvió para demostrarla. 
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PROBLEMA 

En un campeonato de fútbol participan 17 equipas. Las 

premias san medallas de ara, de plata y de cobre para las 3 

primeras lugares. Suponiendo que na puede haber empates, ¿de 

cuántas formas distintas pueden ser distribuidas las 

•edal las? 

Representemos en un casillera las 3 lugares de las 

ganadores cama sigue: 

ORO PLATA COBRE o o o 
Para que la primera casilla se ocupe, hay 17 

pasibilidades disti~tas de hacerlo (cualquiera de las 17 

equipos). Una vez que un equipo ha ocupado el primer lugar, 

hay 16 pasibilidades de ocupar el segundo lugar y par último 

ya que hay 2 equipas designados como primer y segundo lugar, 

sola quedan 15 posibles equipos para ocupar el tercer lugar. 

Dado que por cada una de los 17 pasibles equipos para ocupar 

el primer lugar existen las 16 posibles para ocupar el 

segunda y par cada uno de estas existen los 15 para el 

tercera, tenemos que el número de formas de escoger los 3 

lugares es: 

(17)(16)(15) = 4080 

Notemos que este es un caso particular de las O.' , ya 

que estamos buscando ternas ordenadas de un conjunta. Esta 

es: 

Sea Ca, , a,, 

Las ternas a., a, a, 

•• ,a,,J el conjunto de los 17 equipas. 

y ª• ª' ª' , por ejempla, san distintas 

para este 

•edalla de 

problema ya que no es lo misma que a, tenga la 

ara y ª• la de plata, que a, tenga la de plata y 

ª• la de ora; por la tanto si nos interesa el orden de las 

ternas. Entonces queremos encontrar o,,, que por la formula 

que ya conocemos es: 

0,, 1 = <17)(17-1)(17-2) = (17)(16)(15) = 4080 

Par la que hay 4080 formas distintas de distribuir las 

•edal las. 
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Con las tórmulas que hemos encontrado, podemos resolver 

•uchos problemas clásicos en el análisis combinatorio, solo 

que no debemos buscar encajar luego luego una fórmula asi 

como asi, debemos analizar el problema y solo después de 

esto aplicar las tórmulas si es que alguna nos sirve, o 

alguna combinación de ellas, etc. 

Veamos algunos problemas mas para ir avanzando en el 

análisis y comportamiento de los problemas y en la 

aplicación de las tórmulas. 
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PROBLEMA. 

Dada una pareja como <a,b> lde cuántas formas se pueden 

ordenar sus elementos? 

Solo de 2 formas: Ca,b) y <b.al. 

Si se tiene una terna como <a,b,cl ¿de cuantas formas 

se pueden ordenar de 3 en 3 sus elementos? 

Haciendo las ternas tenemos: 

<a,b,cl, <a,c,b>, <b,a,c), Cb,c,a>, Cc,a,b) y Cc,b,al 

De 6 formas distintas. 

Y si tenemos un a n-ada, lde cuántas formas se pueden 

ordenar de n en n sus elementos? 

Tenemos una forma para pensar cómo hacerlo en general. 

Dada una cajita con n lugares ·'..-de cuántas formas 

podemos llenarla tomando a sus elementos de un conjunto que .. 
tiene n elementos? 

la. 2a. 3a. na. 

Para llenar la primera se tienen n posibilidades, pero 

una vez lleno el primer lugar, se tienen solo n-1 elementos 

para escoger uno que llenará el segundo lugar, para llenar 

el tercer lugar ya solo se tienen n-2 posibilidades y asi 

sucesivamente para los demás lugares. 

Por ejemplo. Dada una cajita con 4 lugares, tenemos 4 

maneras de llenar el primer lugar, pero una vez lleno éste, 

tenemos 3 formas de llenar el segundo lugar, 2 formas para 

llenar el tercero y salo una para llenar el cuarto lugar. O 

sea: 

4x3x2x1 = 24 

Haciendo, como antes, una tabla para tratar de 

descubrir el comportamiento tenemos: 

Sea Pn el ndmero de formas distintas de permutar los n 

elementos de un conjunto. Es decir, sea las 

permutaciones de un conjunto con n elementos, que es lo 

mismo que ven1amos llamandole ordenaciones de n en n de un 

conjunto con n elementos. 
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P, es claro que es 1 

P2 ya lo habíamos calculado y son 2 

P3 también habíamos contado ya, y son 6 

P. nos dió como resultado 24 

Entonces tenemos la siguiente tabla: 

n Pn 

1 
2 2 
3 6 
4 24 

lCuál es el incremento de un renglón a otro? 

n Pn INCREMENTO 

1. 

1 
2 2 K 2 
3 6 X 3 
4 24 X 4 

Vemos que la regla de crecimiento es, el renglón 

anterior multiplicado por la n en cada renglón. 

Ya contamos una a una las ternas, y nos dió 6 formas 

distintas de ordenarlas. Cuando tenemos 4 elementos a 

ordenar, resulta que para cada uno de estos 4 elementos 

existen 6 formas de ordenar los otros 3 elementos del 

conjunto, o sea: 

Sea Ca,b,c,d} el conjunto a ordenar, para tener el 

conjunto ordenado con el elemento a en primer lugar se 

tienen 6 posibilidades que son las formas de ordenar el 

conjunto {b,c,d}, el nQmero de ordenaciones que tienen en 

primer lugar al elemento b también son 6 llas formas de 

ordenar el conjunto {a,c,d} y as1 sucede para cada uno de 

los cuatro elementos, teniendo como resultado; 4 elementos 

del conjunto, por 6, que es el número de formas d~ ordenar 

un conjunto con 3 elementos, nos dan 24 formas. 
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El resultado que acabamos de observar nos lleva a 

formular la siguiente conjetura: 

Pn = n<Pn-1> 

Si ya tenemos escritas las permutaciones de n-1 

elementos y nos dan un elemento mas, las permutaciones de n 

elementos serán n <Pn-1) porque por cada una de las 

permutaciones de n-1 elementos hay n formas de incluir al 

nuevo elemento: al principio, en el segundo lugar, en el 

tercero, • , en el ultimo 

o 
t 

n"''"º 

u 
t 

l\Ul"º 

1 1 

1 

• •'f'l-3 lv;~fls. 
v 

1 

• tJ ' ~~~~--~~~~~ 
nJ¡,'iO 

.___..._._......_._.__l~l~l_[J~CIJ 
+ 

11·1 l"jHC~ f\Vf"~ 

V como esto sucede para cada una de las distintas 

formas de permutar un conjunto de n-1 elementos, se tiene 

que es cierto que n<Pn-1J = Pn• 

Entonces ya sabemos calcular Pn para cualquier n . Por 

ejemplo para permutar un conJunto con 5 elementos tenemos: 

P~ = 5<P~, = 5(24) = 5x4x3x2 

Ahora como notación escribiremos: 

·Pn = nx<n-1lx<n-2>x ••• x3x2xl = n! 

n! se llama "factorial de n" ó "n factorial" 

PROBLEMA. 

¿Existe alguna fórmula para calcular n' ? 

Cuando vimos el segundo problema del Pin Pon, tenlamos 

que hacer la suma 1+2+3+ .•. +n y encontramos una fórmula 

(nln+l)/2 que nos proporcionaba rápidamente este resultado. 

Ahora nos preguntamos si existirá alguna fórmula para 

encontrar rápidamente el producto 1x2x3x ..• xn. 

lPodrá el lector encontrar alguna fórmula que nos 

proporcione al menos una buena apro>:imación a n , . ., 
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Sabemos que existen fórmulas aproximadas para calcular 

el producto de los n primeros números naturales, una de 

ellas, que nos proporciona una buena aproximación a n! es 

la que se conoce como la fórmula de Stirl ing' ' 0 ', que es la 

siguiente: 

n ! ~ J2nn n• e-• 

Una convención que debemos hacer para que la igualdad 

n! = n<n-1)! que hemos obtenido siga siendo válida para 

todos los números naturales es, que cera factorial debe ser 

igual a 1, esto es:, 

O! = 1 

Es interesante la discusión en torno a esta convenci~n. 

Po las permutaciones de un conjunto con cero elementos y 

como no tiene elementos la única forma de ordenarlos es 

dejarlos como estan, o sea Po es 1. Tambian para n=l debe 

suceder que P, = 1 <Po) 

ces: 1! = 1(0!) = 1 

y coma 1! ya sabemos que es 1 enton 

entonces tambien por este lado vemos 

que O! debe ser 1. 

Por necesidad y para "simplificarse 

conviene que O! = 1 

Ejemplo. 

las cosas" se 

lDe cuantas termas se pueden colocar en el tablera de 

ajedrez 8 torres de tal forma que no esten en una misma 

horizontal o en una misma vertical? 

Hagamos una sucesión de 8 cajitas. Cada una representa 

las hileras verticales del tablero de ajedrez y numeremos de 

1 a 8 a las hileras horizontales del tablero. El problema 

ahora consiste en llenar las cajitas con los números del 1 

al 8. Asi, una disposición como 2,1,3,4,5,6,7,8 significa 

que en la primera vertical se encuentra una torre en el 

''º' Stirling, James. Matemático ingles <1692-1770>. 
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segundo lugar, en, la segunda vertical está una torre en el 

primer lugar, y asi sucesivamente, o sea que la posición 

que se describe en el tablero es la siguiente: 
/. 

,· 

Y es claro que es una de las soluciones al problema. 

Entonc'es el problema consiste en contar lde cuantas 

formas se pueden llenar 6 cajitas con los nOmeros del 1 al 

8? o bien, lde cuantas formas se pueden permutar e 
elem.entos? Y la respuesta nos la da luego luego la fórmula 

de las permutaciones o sea: 

P. = 8! = 6x7x6x5x4x3x2x1 40320 formas de hacerlo. 
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PROBLEMA. 

lCuántos miembros puede tener un club si en las 

credenciales solo es posible tener números con 5 cifras? 

E•pecemos por preguntarnos ¿cuantos miembros tendria el 

club si solo se permitieran números de credenciales can 1 

cifra? 

Es clara que el club tendría como máximo solo 10 

miembros, o sea los que tuvieran las credenciales: 

0,1,2,3,4,5,6,7,8 y 9. 

Ahora, si se permitiese que las credenciales tuviesen 

números de 2 cifras, ¿cuántas miembros tendr1a como máximo 

el club? 

Podemos de inmediata pensar en 

con digitas del cero al nueve, y 

cred~nciales permitidas serian: 00, 

los números de 2 cifras 

tenemos asi que las 

o 1 ' 02' 04 ' • . . ' 98 y 

99. Y esta lista, sabemos que contiene 100 elementos. 

Entonces el club tendría como máximo 100 miembros. 

Si se permitiera que las credenciales tuvieran números 

de 3 cifras, lcuántas miembros podria tener el club? De 

nuevo pensamos de inmediato en las números 000, 001,002, 

003, 004 1 , 100, 101, 102, ••• , 998 y 999. Y el número 

total de ellos es 1000, de modo que el club podría tener 

hasta 1000 miembros. 

Si siguiéramos de esta manera, para 4 cifras 

tendriamos que contar cuantos números hay en la lista 

siguiente: 0000 1 0001, 0002, , 9998 y 9999. Y ya sabemos 

que en esta lista hay 10000 números (desde el cero hasta el 

9999>. Por lo que podría haber 10000 miembros en el club con 

credenciales de 4 cifras. 

Hagamos una tabla de los resultados que hemos obtenido: 
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1 DE CIFRAS PERMITIDAS 

1 

2 

3 

4 

1 DE MIEMBROS DEL CLUB 

10 

100 

1000 

10000 

lCuánto deberá ser para 5 cifras? 

Es de esperarse que el resultado sea 100000 por lo que 

se observa en la tabla. Y efectivamente resulta que los 

números de 5 cifras son los de la lista: 00000, 00001, 

00002, ••• , 99999 que san exactamente 100000 (desde el O 

hasta el 99999>. 

Y con esto damos respuesta a la pregunta y sabemos que 

en el club puede haber a lo más 100000 miembros. 

Ahora, si se nos pregunta lcuántos miembros puede haber 

en un club donde las credenciales tienen un numero k de 

cifras? lcuál será nuestra respuesta? 

Observando la tabla tenemos una hipótesis que se 

comprueba en estos 5 casos, que es: 

Dado un número de cifras permitido n, el número de 

miembros que puede tener el club es 10• • 

. Entonces si nuestra hipótesis fuera cierta para 

cualquier número natural, 

.contestariamos simplemente 

10' miembros. 

ya tendr1amos la 

que el club podria 

respuesta y 

tener hasta 

Ahora veamos el problema con otro esquema. Por ejemplo, 

para contar cuántos miembros puede haber en el club si solo 

se permiten credenciales con 

los números de credenciales 

cualquiera de los 10 digitos, 

2 lugares. Esto es, sea 

2 cifras, 

se forman 

podemos pensar que 

mediante llenar con 

los lugares de un casi! lera de 

el casillero con 2 lugares en 

Debemos contar de cuántas donde colocaremos los números. 

formas distintas podemos colocar 

lugares del casillero. 

los 10 dígitos en los 2 

Para colocar una cifra en el primer lugar tenemos 

cualquiera de los 10 digitos C0,1,2,3,4,5,6,7,8,9> y una vez 
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que hemos colocado la primera cifra, tenemos otras 10 

opciones para llenar la segunda casilla <de nuevo cualquiera 

de los 10 dígitos>. Nótese que no importa cuál de las 10 

escogido en 

tengamos 10 

los números, 

el primer lugar pra 

cifras para escoger, 

esto es, el 

que en el 

ya que 

cifras hayamos 

segundo también 

podemos repetir 

ejemplo puede ser un número de credencial, 

numero 77 por 

y no importa que 

se haya repetido la elección para el primer lugar con la 

elección para el segundo. 

De modo que por cada una de las 10 cifras que podamos 

escoger en el primer lugar, tenemos 10 cifras para escoger 

en el segundo. En consecuencia, el número de credenciales 

con 2 cifras que puede haber es 10 x 10 = 10' = 100. 

Para el caso en que se permita tener credenciales con 3 

cifras, tenemos un casillero con 3 lugares. Para llenar el 

primer lugar hay 10 opciones <los 10 dlgitosl y por cada uno 

de los digitos que escojamos hay 10 opciones para llenar la 

segunda casi 1 1 a; una vez 11 enas 1 as 2 primeras, hay 10 

opciones por cada una de las elecciones hechas para las 2 

anteriores, para llenar la tercera casilla. Esto es, hay 

(10 x 10) x 10 = 10' = 1000 formas distintas de llenar tres 

casillas con uno d.e los 10 digitos en cada una. O sea si se 

permiten credenciales de 3 cifras puede haber hasta 1000 

miembros en el club. 

Siguiendo asi, si se permiten credenciales con k cifras 

tenemos que llenar un casillero de k lugares y en cada uno 

podemos poner cualquiera de los 10 digitos. Para llenar la 

primera casilla hay 10 opciones, para la segunda no 

importando que haya sucedido en la primera hay 10 

opciones, para la tercera también hay 10 y asi sucesivamente 

para la 

de qué 

k'éslma hay 10 opciones también, inde~endientemente 

hayamnos escogido en las k-1 anteriores. De manera 

que se tienen un total de 10 X 10 X 10 X • • • X 10 = 10' 

formas diferentes de llenar el casillero y por consiguiente 

en el club puede haber hasta 10' miembros. 
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SI por alguna razón, en el número de credenciales del 

club no se permitiese que hubiera ningún número con la cifra 

8, ¿cuántos miembros podría tener el club si el número de 

cifras puede ser k? 

El problema cambia solo en el 

tenemos para llenar los lugares del 

número de opciones que 

casillero. Ahora solo 

hay 9 opciones para cada uno de los k lugares del casillero, 

de modo que el número de credenciales sin algún 8 es: 

9 X 9 X 9 X • • • X 9 = 9' 

Si llamamos al número de ordenaciones con 

repetición de n elementos tomados de k en k, notemos que lo 

que hemos ~echo en el problema de las credenciales del club, 

es calcular las ordenaciones con repeticion de 10 elementos 

tomados de 5 en 5 en el primer caso y las ordenaciones con 

repetición de 9 elementos tomados de k en k en el segundo, o 

sea: OR,o' en el primero y OR,• en el segundo. 

Nótese que se llaman ordenaciones con repetición porque 

está permitido repetir los elementos en una ordenación, el 

número de veces que sea necesario, es decir, para el primer 

caso del problema de las credenciales, los números 12312, 

33312 y 33333 pueden ser números de credenciales. 

Nótese también que por todo lo que hemos hecho, hemos 

de•ostarado que OR.' = n' 

Dejamos como ejercicio para el lector demostrarlo por 

Inducción. 
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PROBLEHA. 

Se tienen en el plano n puntos de ,los cuales ninguna 

terna es colineal, excepto m puntos que pertenecen a una 

recta • 

.__ _____ . __ / 
lCon cuántas rectas podemos unir estos puntos? 

Si no se tuviera la restricción de los m puntos 

colineales, con los n puntos tendriamos que formar todas las 

parejas, o sea Cn 2 Clas posibles rectas>. A este numero 

tenemos que restarle las parejas que forman entre si los m 

puntos colineales, que son C.' y a que por ser colineales 

solo definen una recta y no c.= rectas. Y por Qltimo debemos 

sumar la recta que definen los m puntos colineales. Por lo 

que el nQmero de rectas con las cuales podemos unir estos 

puntos es: 

Cn 2 - C. 2 + 1 

Otra pregunta para este mi~mo problema es: ¿cuántos 

triángulos distintos podemos formar con vertices en dichos n 

puntos? 

Sin tomar en cuenta la restricción de los m puntos 

co 1inea1 es, el numero de tri ángu 1 os es Cn: , pero si tomamos 

en cuenta la restricción, tenemos que restarle el numero de 

triángulos que no es posible que se formen, esto es, las 

combinaciones de m elementos tomados de 3 en 3 porque las 

ternas de los puntos que son colineales no forman 

triángulos, por lo tanto el numero de triángulos es: 

Cn 3 - C. s 
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PROBLEKA. 

Demostrar que EC-1)"Cn• 

toda n en los numeras naturales. 

es cero para 

Como siempre, empecemos por hacer una lista con los 

primeros casos para buscar un procedimiento general. 

n=O se tiene: ( -1) o c •• 1x0 = O 

n=1 Tenemos: e -1 > • e, • + e -1 > • e, • = 1 - 1 o 
n=2 C -1 )º C2 ° + e -1 > ' e, ' + e -1 > • e, • 1 - 2 - 1 = o 
n=3 <-u• e,º + C-1> 1 C3 ' + (-1) 2 C,2 + (-1>3C,' 1-3+3-1= O 

n=4 ( -1 )O c. O + < -1 >' e, ' + < -1 >2 c. 2 + C -1 >'c. : + C -1 >' C.4 

1 - 4 + 6 - 4 + 1 o 
n=S E<-1>' e,• la • ¡)' l ' •••• ~ = 1 - 5 + 10 - 10 + 5 - 1 =O 

Vemos que en general 

cuando n es impar. 

hay 2 casos: cuando n es par y 

Si n es impar, tenemos n+1 sumandos de los cuales 

<n+l)/2 son positivos y 

la identidad c.·= c.·-· 
<n+l)/2 son negativos y además por 

tenemos que los Cn+1l/2 negativos 

son exactamente los mismds que los <n+ll/2 positivos, por lo 

tanto la suma es efectivamente cero. 

Ahora veamos qué sucede si n es par. 

Sea n=2m por lo tanto hay 2m+1 sumandos y el de 

enmedio es el sumando es el sumando numero m+1 . 

De los 2m+1 sumandos, m de ellos son iguales, incluso 

en signo, por pares <ya que Cn' =C.•-•> y queda sin pareja el 

sumando de enmedio, entonceo tenemos: 

EC-1 >"c.' can "•O,l, ••• ,n 2 <E< -1 > • c. • 
+ < -1 > • Cn • 

k•0,1, ....... ,> 

Sustituyendo en cada sumando la fórmula c.' =C. - , • - ' + c. - , • 
tenemos: 

2 C C. - 1 ° - C Cn - 1 ° +C. - , ' + cc._,•+c.-, 2 > 

( -1 ) • - 1 ( Cn - l • - 2 + Cn - 1 • - 1 ) ] + ( - 1 ) • ( Cn - l • - 1 + Cn - l • ) 

De donde, quitando paréntesis tenemos: 

+ 

2 [ Cn - 1 ° -Cn - 1 ° -C. - 1 1 +Cn - 1 
1 +Cn - 1 

2 -C. - 1 
2 

- •• • + ( -1) • - 1 C. - 1 • -
2 + 

( -1 ) • - 1 c. - l • - 1 ] + ( -1 ) • (c. - l • - l + c. - l • ) 

Cancelando términos semejantes: 

2 ·e - 1 ) • - ' Cn - 1 • - ' + ( - 1 ) • c. - , • - ' + C - 1 > • C. - , • 

+ 
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Sacando c~mo factor común a (-1)• - l resulta: 

<-1>·-· e 2c. - , • - ' -Cn - i • • 1 -c. - l • ) = 
<-l)••l e c. - , • - • - c. - 1 • ) y e a • a " • 2. 

(-1)•-l < C2 ~ - , • - ' - C2. - , • > (-1)•• l (Q) o ya que: 

C2 • - i • - a = C2 • .. ' 2 • - i .. ' • • ' i C-a • - • • Co sea que m es 

el complemento de m-1 para tener n-1 elementos) 

Por lo tanto queda demostrado en general que 

J:(-1) k Cn 11. e a n 11 •o, 1 , ••• , n = O 

Observación. 

Cuando veamos la fórmula del binomio de Newton, se verá 

otra demostración de este problema. También con los 

ejercicios 18 y 19 del final de e~te capitulo, se puede 

encontrar otra forma de demostrar este hecho. 
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PROBLEMA. 

Demostrar que 

Sabemos que 
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n! I Cn-k> ! k! 

Cn .. = n (n-1) (n-2> ••• _.<_~.::.!0-12. 
k Ck-1> 0:-2> ••• <3> <2> 

entonces multiplicamos arriba y abajo por Cn-k) ! y tenemos: 

n<n..=J> <n-2,,_,>'--"~-<n-k+l> <n-k> ! 
k <k-1> (k-2> <3> <2l <n-ld ! 

__ -11.L 
<n-kl!k! 

As!, tenemos ya otra manera de escribir a Cnk• 
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RECORDANDO EL SEGUNDO PROBLEMA DEL PIN PON. 

Recordando el segundo problema del Pin Pon en donde se 

enfrentan todos los jugadores contra todos, veamos ahora una 

interpretación diferente que observó un alumno nuestro. 

Suponiendo que una secretaria nos ayuda a hacer 

t~rjetas que indiquen los 2 nombres de los participantes en 

un partido, esto es, en cada tarjeta estarán escritos 2 

nombres <estas serán las tarjetas de participaciones, decia 

el alumno). 

Va sabemos, por lo que hemos discutido antes, que 

cuando la secretaria haga todas las tarjetas de 

participaciones habrá en total n<n-11/2 tarJetas que son 

el nQmero de partidas que se efectuan cuando hay n jugadores 

inscritos.'Ahora contémoslo de otra manera. 

Cuando la secretaria haya terminado de hacer las 

tarjetas, habrá 

n participantes 

escrito n(n-ll nombres en total, ya que hay 
· I 1 · d y cada uno debe Jugar contra n- Juga ores. 

Esto es, por ejemplo el nombre de Juan Pérez lo ha escrito 

n-1 veces, una por cada partida que juega Juan Pérez, y esto 

sucede para cada uno de los n jugadores. 

El número de tarjetas es en== (n) (n-1)/2 ' que ya 

sabíamos, y 2 nombres en cada tarjeta, por lo tanto tenemos 

que: 

n(n-1> = 2<Cn=> que es el número de nombres que ha 

escrito en total la secretaria. 

En esta manera de ver el problema, tenemos eG cada 

tarjeta una pareja de jugadores y en total el número de 

tarjetas es el número de parejas que pueden formarse de un 

conjunto con n elementos que es lQué sucederá si 

ahora queremos ver cuál es la relación que hay con Cnk ? ó 

mas bien, lcuántos nombres escribirá la secretaria si ahora 

se tienen Cnk tarjetas en las cuales hay k nombres en cada 

una? 
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-k nombres 

-k nombres 

tarjetas -k normbres 

1 l - k nombres 

Hay k nombres en cada tarjeta y son en total Cnk 

tarjetas, por lo tanto hay escritos en total 

nombres. 

Pero ¿cuántas veces está escrito cada nombre? 

Cada nombre está escrito en una tarJeta junto con k-1 

nombres más, pero en esos k-1 nombres deben estar todas las 

combinaciones de n-1 nombres escogidos de k-1 formas, esto 

es, de los n nombres quitamos el que nos inteeresa y 

formamos todas las formas de escoger k-1 nombres con el 

resto y para cada una de estas formas existe una tarJeta en 

donde estan escritos los k-1 nombres y también el que 

qui~amos al principio. O sea que cada nombre esta escrito en 

Cn-1k-:L tarjetas. Y como tenemos en total n nr.imbres, 

entonces la secretaria ha escrito en total 

nombres. De donde tenemos que: 

k Cn" = n 

naturales. 

e l<-1 n-:L para k y n en 

Anora, ¿cómo lo demostramos de otra forma? 

Demostración. 

n<Cn_,. .. - 1 > 

los números 

Sabemos que Cn" = n<n-1) (n-2) •.. <n-k+1l/(k) Ck-1) ••• <2> (1) 

entonces k<Cn">=n<n-1> Cn-2> ••• (n-k+l>k /(k) Ck-1> ••• <2> (ll= 

n[ <n-1) Cn-2) .•• Cn-k+l) )/ (k-1) Ck-2) •.• (2) ( 1) = nCn-1 "'- 1 

Tenemos ahora una fórmula combinatoria que puede sernos 

C.ltil después. 

.• 
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PROBLEMA. 
Demostrar por fórmula, por 

conceptualmente que 

Cnm•• = ((n-m)/(m+llJCnm 

Demostrac:ión. 

induc:c:ión 

Por la fórmula de c:ombinac:iones tenemos: 

Cn"'•ª = n Cn-1> <n-2> ••• Cn-m-1+1> / <m+l> <m> <m-1 > ••• (2) (1) 

' n <n-1> <n-2> ••• <n-m-1+2> Cn-ml I Cm+1 > <m> <m-1 > ••• C2l < 1 l 

[(n-m)/(m+l)JCnm 

Conc:eptualmente: 

Demostrac:ión. 

y/o 

Tenemos un conjunto con n elementos y formamos los 

subconjuntos de m elementos Ccon m ~ n l o sea Cnm• Si a 

cada una de las c:ombinaciones de m elementos le adjuntamos 

sucesivaméñte un elemento de los restantes Cn-ml, que no 

aparec:ieron en dichas combinaciones, formaremos todas las 

posibles combinaciones den elementos tomados de Cm+l) en 

<m+l) elementos, o sea Cnm-• 

Cuando tomamos en esa forma las nuevas combinaciones, 

cada una de ellas aparece m+l veces repetida. Para verlo 

mejor veamos qué ocurre con una combinación partic:ular, por 

ejemplo la c:ombinación Cl,2,3, .•• ,m,m+ll esta puede 

aparecer de cualquiera de las m+l formas siguientes: 

A la combinación C2,3, ••• ,m,m+ll agregandole el elemento 1, 

a la combinación C1,3, ... ,m,m+1> agregándole el elemento 2, 

a la combinación Cl,2,3, ••• ,m-1,ml 

m+l. 

agregándole el elemento 

De donde vemos que se repite m+l veces cada una, 

entonces tenemos que dividir el número de combinac:iones 

encontradas por las m+l repeticiones. 

También tenemos que cada uno de las combinaciones de 

Cnm genera. n-m nuevas combinaciones de m+l elementos con el 

proc:edimiento antes descrito por lo que tenemos que se 
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<n-m>Cnm nuevas combinaciones de m+l elementos pero, 

que se vió en el párrafo anterior cada una de ellas 

está repetida m+l veces, por lo tanto tenemos: 

Cnm+• = [(n-mlCnmJ/(m+1) = [(n-ml/(m+1lJCnm 

Tenemos así, una nueva forma de encontrar Cnm+• a 

partir.de Cnm. 

o 
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PROBLEMA. 

Demostrar, usando lo que ya se sabe de combinatoria, 

kC. • C n- k t 1 >c. ' · 1 

Demostración. 

Sabemos que Cn • .. 1 [(n-m)/(m+i>JC.• 

entonces Cm+l>C. ••' <n-m>C.• 

si k=m+l entonces m=k-1 y tenemos 

kC.• < n - k + 1 >c. ' · 1 

por lo tanto tenemos también 

<n-k+i>C.•· 1 = nc •. 1 •·
1 

¿podremos demostrarlo conceptualmente? ,. 
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Recordando el problema de las rutas de una ciudad: 

TRIANGULO DE PASCAL Y FORMULA DEL BINOMIO. 

Recordemos que 

ciudad Cque vimos en 

en el problema de las rutas en una 

el capítulo Il, dejamos pendiente la 

pregunta ¿cuántos caminos rn1nirnos hay para llegar a la 

esquina Ci,jl? sea cual sea la esquina de que se trate y sin 

construir el esquema de todas las esquinas anteriores a 

el la. 

Una vez que hemos encontrado en general cuánto es c.• 
ya podemos encontrar la respuesta que buscábamos. 

Habíamos planteado que era necesario encontrar el 

n6mero de formas de colocar i flechas hacia la derecha y j 

tlechas hacia arriba en un casi! lera de i~j lugares y esto 

lo podemos" escribir corno c,, 1
1 que es lo mismo que e,.,• 

entonces el numero de caminos mínimos para 

esquina Ci,jl es: 

C1•1' = Ci+jl! 
i ! j ! 

llegar a la 

Y siguiendo con el problema de las rutas de una ciudad, 

también allí vimos que podíamos tener un esquema con el 

n6mero de caminos mínimos para 1 legar a cada esquina, como 

sigue: 

1 5 15 35 70 

1 4 10 20 35 

1 3 6 10 15 

1 2 3 4 5 

1 1 1 1 1 
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De donde podemos ver que se obtiene el triángulo 

conocido como triángulo de Pascal'' 1 ', y que quizá todos ya 

conozcan y recuerden como se calcula o incluso, hasta 

recuerden para qué sirve. 

En el problema que estamos recordando, encontramos que 

para llegar a una esquina dada, se necesita sumar el # de 

caminos mínimos para llegar a la esquina de la i=quierda de 

·ella mas el #de caminos minimos para llegar a la esquina de 

abajo de el la; notemos que esto no es otra cosa mas que la 

regla para encontrar el triángulo de Pasea 1. Si en e 1 

esquema anterior, giramos hacia la i::.quierda unos 45 •• lo. 

que obtenemos es el siguiente esquema: 

1 6 15 20 15 6 l 

1 5 10 10 5 l 

i. 4 6 4 l 

1 3 3 l 

1 2 1 

1 1 

1 

Que ahora si podemos reconocer como el triángulo de 

Pascal que generalmente nos enseñan en el bachillera to. solo 

que invertido. 

Y por lo que hemos visto en el párrato anterior, el 

triángulo podemos escribirlo como: 

c.• c.• . c •• 
c. 1 c.• c.• c •• 

c.• c. 1 c.• c.• c.• 
e,• e,• e,• e,' 

c.• c.• c. 2 

e,• e,' 

1111 Pascal. Blaise. Filósofo, matemático, teólogo Y 
escritor francés. (1623-1662>.Ver serie Sigma, vol.1 pp.61-
64; vol. 4 pp.224-225. 
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Que si lo volvemos a girar como estaba antes y 1 o 

invertimos, tenemos el siguiente esquema: 
-------------·. --·-

1 c. o e,• c. 2 e,• c. • 
e,• c. l c. 2 c.• c. • 
c.• c. 1 c.• c. 3 c.· 
Csº c.• c. 2 c. • e,• 
c.• c. 1 c.• e,• c •• 

NOtf'mOS que en estos dos esquemas y por la reg l St que se 
ha discutido en el problema de las rutas de una ciudad, se 

vuelve a ver la siguiente igualdad: 

c.• c •. l. + e • - ' n • l 

y podemos hacer un esquema mas completo todavia, como. 

sigue: 

c.• >._k o 2 3 ~ 5 t. 7 
n 

o o o o o o o o 
1 1 1 o o o o o o 
2 1 2 1 o o o o o 
3 l 3 3 o o o o 
4 1 4 6 4 o o o 
5 5 10 10 5 1 o o 
6 1 6 15 20 15 6 1 o 
7 l 7 21 35 35 21 7 l 

En donde además podemos reconocer algunos de los 

números figurados que ya hemos trabajado como son: los 

números triangulares y los nQmeros piramidales. Veamos que 

en la primera columna del esquema anterior, estan solamente 

números unos, en la segunda los nQmeros naturales, en 1 a. 

tercera, los números triangulares y en la cuarta, los 

números piramidales.¿Cuáles serán los que estan en las otras 

columnas? 

Por fórmulas, 

los números c.• 
sabemos que en la quinta columna estan 

_Jl.L __ ._ 
4!1n-4>! 

pero, ¿qué números son esos? 
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¿serán también algunos de los números figurados? 

Dejemos estas preguntas para pensarlas y que cada uno 

las trabaje por su cuenta hasta donde cada quien lo quiera. 

Continuando con el triángulo de Pascal ,. SlJS 

utilizaciones, ya que por lo general se nos enseña a usarlo 

en las potencias de un binomio, veamos qué es lo que sucede 

con un binomio elevado a cualquier potencia. 

Como siempre, empecemos por nQmeros peque~os. 

(Xtyl 1 

(X +y'): 

\ x+y l3 

)( + y 

(x+y)(X+yJ x= + xy • yx • y: 

tx•yi 2 \X+y)= \X: + xy + yx • :,- 2 J\>:+y> 

x~ + xxy • xyx + xy' • yx' + xy= • ¡·' x • ¡·: 

x= t .:ix: y • 2lxy: ,. y' 

(X 1 + 3x'y + 3xy= + y•J\x+yJ = 
x• t 3x•yx + .:ix=y• + y•x • x•y • 3x•y: • 3xy•.,. y• 

= x• t 4x'y + 6x'y' t 4xy: +y' 

El coeficiente de cada término podemcs encon~rarlo de 

una manera semejante a la que se utilizó en el problema de 

las rutas de una ciudad, esto es, veamos que en el binomio 

al cuadrado el coeficiente de xy es el número de tormas que 

podemos escoger un lugar para x en un casi! !ero de 2 lugares 

ya que el término 2xy salió de sumar xy + yx • En el binomio 

al cubo, el término 3x=y, por ejemplo, salió de sumar los 

términos: 

potencia, 

xxy 

e 1 

+ xyx + yxx. Y en el binomio a la cuarta 

término 4x'y por ejemplo, salió de sumar los 

términos: xxxy + xxyx + xyxx + yxxx 

As i, veamos que en cada caso el coeficiente es e 1 

número de formas que tenemos para escoger un numero 

determinado de x's en un casi\ lera con un número dado de 

lugares disponibles. 

Observemos además que en el binomio al cubo cada uno de 

los términos tiene el producto de 3 literales, esto es: 
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(x+yJ• = xxx + 3lxxy> + 3lxyyl + yyy 

En el binomio a la cuarta cada término tiene el 

producto de 4 literales, o sea: 

< x+y 1 • xxxx + 4Cxxxyl + 6<xxyyJ + 4(Xyyyi + YYYY 

Asi, conjeturamos que en el binomio a la quinta 

potencia cada término tiene el producto de 5 literales por 

lo que debe tener 6 términos que, aunque no sabemos cuéiies 

son los coeficientes sabemos que son de la forma: 

xxxxx + ?lxxxxy1 + ?<xxxyyl + ?1xxyyyl + ?1xyyyy1 + ?1yyyyy1 

Entonces ahora tenemos 2 preguntas pendientes: la 

primera, saber cuál es el coeficiente en cada uno de ios 

términos de un binomio elevado a cualquier potencia y 1a 

segunda, saber cuántos términos tiene un binomio elevado a 

cualquier potencia. 

Empezaremos por re so 1 ver 1 a segunda pro?~uni:a . .3aoem•JS 

que en el binomio 1x+y1• al menos aparecen los termines >:" y 

y• es más, sabemos que son el primero y el último término 

respectivamente, pero ¿cuántos son los demás? Cada uno de 

los términos tiene que ser el producto den literales porque 

para elevar lx+yl" lo que se hace es: 

l x .. y) n 

Y para tener un término tenemos que nultiplicar una de 

las 2 literales en cada binomio por una de las 2 literales 

de todos los demás. Por ejemplo, el término x'y' del 

binomio < x+y J • va a resultar de xxyy ó de xyxy ó de 

cualquier otro monomio que conste del· producto de 2 x's y.:: 
y's, y lo que quiere decir en xxyy, por ejemplo, es que se 

escogió x en el primer factor, x en el segundo ractor. ¡· en 

el tercero y y también en el cuarto. ~onde lx•y11x+yJlX+y1 y 

<x+yl son los 4 factores de que hablamos. Entonces siguiendo 

este razonamiento, que es válido en general, se tiene que 

cada término de <x+yJ" tienen literales. Ahora solo tenemos 

que contar cuántas son las formas que podemos tener para 

distribuir 2 literales en un producto den de el las. Esto 

podemos pensarlo como: si las n son x's se tiene el término 
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X" ; si n-1 son x's y 1 es y se tiene el término X""'Y, y 

así sucesivamente hasta que tenemos el término en donde las 

n son y' s qye es y•; y como tenemos n lugares que pueden 

estar ocupados por 0,1,2, .•. ,n x's 1 y por consiguiente por 

n, n-1, ••. ,1,0 y'sJ decimos que hay n+l términos 

binomio lx+yJ". Que son: 

xx ... x • 
~ 

~y,~yy, • ~yy •.. y ' 

n ~raJ "''"' vru¡ \V'O• 

en ei 

yy ••• ¡· 

Ahora tenemos que responder a la primera pregunta. 

Sabemos que cada uno de los n+l términos del binomic 

<x•yl" tiene el producto den literales y que si tenemos.: 

sumandos que constan de x's y y's ambos. podemos 

agruparlos y considerarlos en un solo término, y esto es por 

ejemplo en el término r3x:y: del binomio 1x•y1• proviene de: 

xxyy + xyxy + xyyx + yxxy • yxyx • yyxx que son i as r3 

formas distintas que se tiene de escoger : x's y~ y's de un 

casillero de q lugares. 

Entonces en general i o que buscamos p:;r:;i teiler el 

coeficiente de cada término es el número de formas do: 

escoger i lugares (para colocar las x'sJ de un casillero ccn 

n lugares disponibles. O lo que es lo mismo, b•..1sc¡;..mos 

cuántas palabras den lugares con exactamente i x's podemos 

formar. Esto ya lo habiamos visto al resolver el probiema de 

las rutas de una ciudad, pero ahora trataremos de encontrar 

la relaciOn entre los coeficientes solamente traba~ando con 

el binomio. 

Sabemos que lx+y>" en su desarriiio tiene la forma: 

X" + ( ? ) X n - ' y + ( ? J X• - 2 y• + • • • + ( ? J X}'" - ' + y" 

Vamos a ponerles algún nombre a los coeficientes de 

este binomio y busquémos cuál es la regia que siguen estos. 

Sean B.' los coeficientes del binomio 1x•:n". ü sea: 

<x+yl• = B.ºx" + B.'x•·•y + + Bn " - 1 X Y" - 1 + Bn" Y" 

Ya conocemos (X +y l 2 x: + 2xy + y> de donde sabemos 

que 82 ° = 1 , 8, • = 2 y 82 2 = 1 • 

Queremos descubrir cOmo son los coeficientes de 1x+y1: 

partiendo de que ya sabemos <x•y> 2 y de aiil encontrar en 
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general como se obtiene el siguiente binomio en términos del 

que ya conocemos. 

Veamos cómo se obtiene lx+yl 3 

<x+y1 3 = \B2°x= + B2 1 xy + a2 :y:Hx+y' 

Desarrollando el producto, primero multiplicando por x: 

y luego por y, tenemos: 

B2ºx 2 y + B2 1 xyy + B: 'y: y y agrupando termines 

semejantes sumamos como sigue: 

+ 

+ 

De donde obtenemos: 

82: xy= 

B2 ' xy: 

ª•º 
8,, = B2 • 

82º B,• = B2 1 +El:º a,== a.:+ B:' 

Y además por otro lado sabemos que: 

\x+yJ' = x' + 3x= y + 3xy= + y 3 por lo que tenemos: 

B, 0 = 1 81 1 = 3 B,: = 3 y B,' = l 

lQué sucederá ahora con 1x+yi• ? 

(X +y¡• = < x' + 3x= y + 3xy' + y' } \)(+y) 

x• + 3x 3 y + 3x 2 y 2 + xy• 1 ' o d o o o • 

t x• Y + 3x= y= + 3xy: + y• l P' o,. y • 

x• + 4x 1 y + 6x= y: + 4xy 1 + y• 

Donde el segundo coeficiente se obtuvo sumando el 

segundo coeficiente del desarrollo al cubo más e 1 primer 

coeficiente del desarrollo al cubo, en slmbolos: 

a. 1 9 3 1 + B, o 

Ahora debemos plantearlo en general, es decir, debemos 

asegurarnos que siempre sucede lo mismo y no solo para unos 

casos particulares. 

Cx+yl"'' = <x+y>"<x+yJ 
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+' • ' + Bn n )( '/" 

+ 

Bn o xn y + ••• + Bn, - i xn - 1. 1 y'+ ... + B"" .. , i<Y" +B" n Y". 1 

<Bn"+Bnn-I JXY" + Bn"y"· 1 

Por lo tanto vemos que: 

Bn., 0 s. o ª". l 1 B. 0 + B. 1 

Bn. 1 ' s. 1 • 1 .. a. 1 Bn • 1 n : Bn n .. 1 + Bn n 

B n • 1 
n • 1 = Bn n 

Por lo que en general la regl¡¡, que sig•.1en i·::is 

coeficientes del binomio lX .. Y)" es: 

ª". l 1 
B", .. ' + B", 

donde B.· 1 y Bn n • l no tienen sentido y les oamos el 

valor de cero. 

As 1. lo que podemos concluir de todo esto es g•.1e i·::>s 

números s.' cumplen con lo sigui ente: 

Bo 0 = 1 Bo' = O para toda k diferente de caro . y 

Bn. 1 k s.• + Bn ~ - 1 para toda k en los números 

naturales."' 

Y resulta que todo esto lo cumplen también los números 

que conocemos como C.', 

siempre. 

entonces concluimos que B.• =c.• 

Ya podemos 

coeficiente del 

responder 

término 

a la primera pregun-.a, 

es c.· o bien c.··· 
que como ya se vió antes c. 1 = c.•· 1 

e 1 

ya 

A la fórmula del desarrollo del binomio (X+y)" se ie 

l lam¡¡. comúnmente 

denominación es 

fórmula del binomio da Newton, pero esta 

incorrecta desde el punto de vista de la 

histora de las matemáticas, ya que esta rormula era bien 

conocida. por los matemáticos del Asia Central y en Europa 

Occidental mucho antes que la conociera Newton·••• 

112 1 Ver Vilenkin, N. 
1972 p. 122. 

¿oe cuántas formas? Editorial Ml R. 
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PROBLEMA. 

Demostrar que I: < -1 J • Cn ' o con k= 0,1,2, ... ,n para 

tod~ n en los naturales. 

Nótese que este problema ya se resolvió en los 

ejercicios de combinatoria, ahora lo demostraremos de otra 

manera. 

Veamos que es suficiente con sustituir 

el la fórmula del binomio de Newton y tenemos: 

x=l y y=-1 

Q ( 1-1 ) n = Cn O ( 1 ) n ( -1 ) O + Cn 1 ( 1 ) n - 1 ( -1 ) 1 ~ • • • + C. " ( 1 ) ; ( -1 ) .·. 

I: ( -1 ) ' c. ' con k=0, 1,2, ... ,n 

Con lo que queda demostrada la proposician. 

Tambien relacionado con el binomio de Newton, 

encontramos en un libro del siglo pasado <que ya no 

encontramos la p"'gina donde estaba el autor, pero si que 

está editado por la Caja de Ahorros de Francia y que se 

llama Fundamentos de Algebra>, que la regla que proporciona 

como receta para calcular 

cualquier potencia es: 

"Para encontrar el 

los coeficientes de un binomio a 

coeficiente de un término 

cualquiera, se multiplica el exponente de x en el término 

que precede, por el coeficiente de ese término, y se divide 

el producto por el lugar que ocupa este mismo termino" 

En general, en los libros antiguos de Algebra, para 

calcular los coeficientes binomiales, 

citada arriba. 

se enseñaba la regla 

Si tenemos que hacer <x+y>' la regla es: 

El primer coeficiente es 1 para la potencia Sa. de >< 1 o 

sea ( 1 > x• y• x• es el primer termino de este binomio. 

Para el coeficiente del segundo termino se toma el 

coeficiente del primero, se multiplica por el exponente de x 

en el primero y se divide entre el exponente de y mas uno en 

el primer término, esto es: el coeficiente del segundo 

término es 1(5)/1 = 5 por lo que el segundo termino es 
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5x•y•. Para el coeficiente del tercer término se multiplica 

el coeficiente del segundo por el exponente de x en este 

aismo y se divide entre el exponente de y, mas uno, o sea: 

5(4)/2 = 10 i asl, el tercer término es lOx•y:. Y asi 

sucesivamente ~~'ti~~e una fórmula para construir un binomio 

a cualquier pofE;n'cifa sin desarrollar el triángulo de Pascal. 

Nótese que esta reglita no es otra mas que la fórmula 

que se demostró en uno de los ejercicios de combinatoria, o 
'.' 

sea la igua{dad siguiente: 

c.•• 1 - dn-oi)'¡ Cm+!) JC. • 

Y además sabemos que el desarrollo del binomio (x+y>• 

es: 
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APLICACIONES DE LA-tOHBINATORIA 

~.). -::. 

PROBABILIDAD 

En gene.ra."1 : . todos tenemos una idea intuitiva de lo que 

es la probabi)id~d. Por ejemplo, si lanzamos una moneda al 
.:- J :. • ; : 

aire, y preguntamos lcuál es la probabilidad de que caiga 

águila o so1?;"t'ód
0os pensaremos que la probabilidad de una u '·': 

otro es Es decir, pensamos que con igual 

probabilidad puede caer águila o sol. 

Si nos preguntamos ¿cuál es la probabilidad de que la' 

moneda caiga águila? por ejemplo, de inmediato surge la 

pregunta lcómo podemos calcular esa probabilidad?. 

Analicemos más este ejemplo para obtener esa probabilidad. 

Sabemos que la moneda puede caer solo de una de dos 

formas, (estamos considerando una moneda "honesta" y no 

tomaremos en cuenta la posibilidad de que cayera de canto>, 

que son águila o sol, esto quiere decir que de los dos casos 

posibles estamos interesados en que suceda ónicamente uno de 

ellos. A los casos que nos interesa que sucedan se les llama 

Y al total de casos que pueden suceder se 

les 1 lama 9..il~O.~ po.si_bles. 

La probabilidad en casos como este, se calcula mediante 

el cociente de los casos favorables entre los casos 

posibles. De manera que en caso de la moneda que estamos 

anal'izando) los casos favorables son uno y los casos 

posibles son dos, entonces 

"' 
para obtener la probabilidad de 

la moneda caiga águila consideramos el cociente: 

casos favorables I casos posibles 1 / 2 = !\! 

De esta forma, la probabilidad de que la moneda caiga 

Agui la es !'.!. 

Y a su vez, la probabilidad de que la moneda caiga sol 

es tambien ~. como lo esperábamos intuitivamente. 

Oservaciones: 

1) En este caso, la probabilidad de los 2 eventos es 

la misma; en algunos casos, la probabi 1 idad de los 

diferentes eventos en un experimento, es diferente. No 
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siempre sucede que la probabilidad de los distintos eventos 

sea la aisma. 

2) La suma de las probabilidades de todos los eventos 

df un experimento esrsiempre l. 

En este~,c~~q~~plo hay eventos que que pueden ocurrir:: 

que caiga so~_Q_:que caiga águila y la probabilidad de cada 

uno de estos,~V~P~P.~·es ~. entonces.se tiene: ~ + ~ 

es la proba~ilidad.de los casos posibles, o sea 

probabilidad.de que suceda cualquier evento. 

= l que 

es la 

Por la defin1~i0n misma de probabilidad, notemos que la 

probabilid~d es siempre un n6mero que está entre cero y uno. 

Veamos ahora algunos eje~plos sencillos en donde 

calculemos, .~con ~ .. la definicion ya establecida, la 

probabilidad de.algunos eventos en varios experimentos. 

,1·. 
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PROBLEMA. 

lCuál es la probabilidad de que al lanzar un dado 

<honesto>, caiga~el. número 6? 

Los casos posibles son claramente 6. Y los casos 

favorables solo-·-unb', por lo que la probabilidad que se nos 

pregunta es·~¡~· ~ 1 ~' 

lCuál es-· 1~·p'r.obabilidad de qlte caiga el 5? 

Es clarÓ:~L~~esta probabilidad es también 1/6. 

Notemos ~~e en este experimento también sucede que la 

probabilidad~b~'Sá~~ evento <que caiga 1, 2, 3, 4, 5 ~ 61 es:~· 
la misma, es decir, la probabilidad de que caiga cualquiera 

de los números es 1/6 para cada uno. Comprobemos de paso, 

que 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 

probabilidad 8~ lbs: casos posibles. 

6(1/61 = 1 que es la 

Ahor~; si el experimento consiste en lanzar dadas , 

lCuál es la probabilidad que caiga el número 

Para que uno de los dados caiga en 6,, ya vimos que la 

probabilidad es 1/6 y para que el otro dado caiga en b 

también, la probabilidad es 11~. Entonces la probabilidad de 

que caigan 12 es (1/61 (1/6) = 1/36 . Se deben multiplicar 

las probabilidades, ya que por cada una de las posibles 

caras en que puede caer el primer dado, se tienen las 6 

posibles caras en que puede caer el segundo dado; esto es, 

para que caiga 6 en el segundo dado, no importa que es lo 

que haya sucedido en el primero, se tiene una probabilidad 

de 1/6 • 

Ahora veamoslo de otra forma. 

Si queremos que al lanzar ~ dados caiga 12, la única 

forma de lograrlo es que ambos dados caigan en 6, esto es, 

los casos favorables son uno. Para los casas pasibles 

tenemos que contar de cuántas formas pueden caer los dados, 

o sea: cada dado tiene 6 posibilidades y por cada una de 

éstas, el otro dado tiene 6 pasibilidades también, entonces 

los casos posibles son: 6x6 = OR~~ = 6~ = 36 
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De modo que la probabilidad de que 2 dados caigan en 12 

es 1/36. 

lcuál es la probabilidad de que al lanzar 2 dados caiga 

el n(¡mero 7? 

Veamos los casos favorables: 

Para que caiga 7 1 puede suceder cualquiera de las 

siguientes combinaciones de caras de los dados: 

DADO 1 ' DADO 2 

1 6 
2 5 
3 4 
4 3 

5 2 
6 1 

Son 6 distintas combinaciones, entonces los casos 

favorables son 6. Los casos posibles ya sabemos que son 36, .. 
por lo tanto la probabilidad de que caiga 7 es: 6/36 = 1/6. 

De donde ob•ervemos que es más p~cib~ble que caiga 7 a 

que caiga 12, tal y como sucede en la realidad ~no?. 

lCuál es la probabilidad que caiga 4, por eJemplo? 

Casos favorables: 

DADO 1 

1 

2 
3 

DADO 2 

3 
2 

Por lo tanto la probabilidad es: 3/36 = 1/12 

Entonces la probabilidad de que caiga 4 es mayor que la 

probabilidad de que caiga 12 pero menor que la probabilidad 

de que caiga 7. 

Nótese qL1e este es un experimento en donde la 

probabilidad de cada uno de los eventos no es la misma, pero 

de cualquier manera, si sumamos las probabilidades de todos 

los eventos obtendremos la probabilidad de los eventos 

posibles, es decir, obtendremos 1. 

El lector puede analizar más este experimento de los 

dados para obtener más resultados y comprobar que todo 

concuerda con lo que hemos experimentado todos en la vida 

diaria. 
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PROBLEMA. 

Se tiene una urna con r bolas rojas y n bolass negras. 

Si extraemos una bola, ¿cuál es 

bola extraida sea roja?. 

la probabilidad de que la 

Como antes, debemos encontrar los casos posibles y los 

casos favorables. Los casos posibles son el numero total de 

bolas que tenemos en la urna, o sea, son r+n ya que podemos 

extraer cualquier~ de las r+n bolas. Como solo nos interesa 

que salga una roja y tenemos en total r bolas rojas, los 

casos favorables son r; de donde la probabilidad de que la 

bola sea roja es: r/Cr+n>. 

l.Cuál es la probabilidad de que la bola extraida sea 

negra? .. 
Análogamente al anterior, la probabi 1 idad que buscamos 

es: n/(r+n). 

lQué sucede si sumamos ambas probabilidades? 

L.. + __!!__ = !'...!.!' = 1 
r+n r+n r+n 

Como habiamos observado, la suma es la probabilidad de 

los casos posibles ya que estos 2 eventos son los únicos 

posibles en este experimento. 

Si ahora quisiéramos extraer 2 bolas al mismo tiempo, 

lcuál es la probabilidad de que ambas sean rojas? 

Como se observa, el problema es siempre el de contar 

los casos posibles y los casos favorables, entonces de 

alguna manera necesitamos saber contar y esto lo haremos en 

general con todo lo que hemos tratado de hacer en los tres 

capitulas anteriores en este trabajo. 

Veamos cuales son los casos posibles. Debemos observar 

" q~e el problema es sacar las dos bolas al mismo tiempo. Los 

casos posibles son todas las formas de escoger 2 bolas de 

las r+n que tenemos en total, o sea Cn • , > • Y 1 os casos 
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favorables son todas las formas de escoger 2 bolas rojas de 

un total de r que disponemos, esto es- -C, 2 , por lo que la 

probabilidad de que las 2 bolas sean rojas .es: 

ce.•> 1!,cc •.•• 2 .>. 
De manera similar, la probabilidad de que las 2 bolas 

sean negras ~s .. ::. 

ce.•> 1,~c.c,. .•• 2 >, : ·, .::iCfl C.· l 

Ahora s,i,,;i~.quiere encontrar la .Pr_o.t>a_bilidad de que una 

sea negra y •.P.W&i .rpja, tenemos: :.;. ; 

Los casos. posibles son los mismos c •.. ', pero los casos 

favorables no son los mismos que en el evento anterior, 

éstos debemos contarlos de manera diferente. Se tienen n+r 

bolas, para , . ..saca_r .una negra tenemo~,." n po~i.bi 1 idades y por. 

cada una de estas se tienen r posibilidades de sacar una 

roja, esto .. ~111. .. , ... los,,' casos favorable,13:-.:.~!'iP.:O: :nr., 

probabilidad de sacar una negra y una roja es: 

Cnr) / cc •• , 2 ) 

de donde la, 

Ahora sumemos las probabilidades de los tres Qnicos 

eventos en este experimento: 

S,r __ ,_ + . .s.~-- + nr ······--··-
Cn • ,. ~.. Cn • ,.. : e,..,.::: 

_r_ < r - .!l_!... . .!!l.l'l::.LL:!.. ~!l_i: __ 
Cn+r>Cn+r-1> 

C. = + c. ' + nr 
Cn.,." 

.... < ... i:_:1:_T1L < .. 11.:!..i:.:: 1 .. ~ . 1 
Cn+r><n+r-1> 

Veamos ahora cómo cambia la probabilidad al modificar 

un poco el experimento. 

Se tiene una urna con n bolas negras y r bolas rojas. 

El experimento consiste en extraer una bola y anotar el 

color de ésta, luego regresarla a la urna y hacer una 

segunda extracción y anotar el colo de la segunda bola. 

lCuál es la probabilidad de obtener, de esta manera, 2 bolas 

rojas? 

Para la primera extracción tenemos que hay r/(r+n> 

posibilidades de sacar una bola roja y para la segunda 

extracción, como ·se regresa la bola a la urna, tenemos de 
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nuevo r/Crtn) p~~ibilidades de sacar una .bola roja, de 

•anera que la_ probabilidad de sacar 2 rojas es: 

_L_ X ... L . .. • •. , i:1 •• •! 

r+n r+n 

Ya que por· cada una de las posibilidades en la primera 

extracción, 'tenemos 'tódas las de la segund~~ 

Viéndoio ~h~ra' como los casos favorables entre los 

casos posibles, tenemos: 
• ¡... •• ~ 

Los casos favorables en la primera ·extracción son r, 

pero por ca~~:~nó 1de éstos, hay r casos favorables en la 

segunda extracción por lo que son r' casos favorables al 

extraer las dos bolas. 

Para los casos posibles tenemos que en l~ primera 

extracción so~' ~ir,· que ya hablam6~ a·na:1 izado y para la 
..... '). { 1 ~ t : • ; 

segunda tenemos exactamente la 

los casos p~'iiibi~'s son n+r por 

mi ~ioiii" s it\'.;.ic i ón, por 1 o que' 

c~da J~~ :~e los n+r de la 

primera extr'accio~. Asl la probabi'i'idaci'
1
de extraer 2 bo 1 as: 

rojas es: r 2 / (n+rF = (r/[ntrJ>= 

De la misma manera, la probabi 1 idad de extraer 2 negras 

es: Cn/[n+rJP. 

¿cuál es la probabilidad de extraer una negra y una 

roja? 

Para que. la primera extracción ~ea~_roja se tienen 

r/(n+r) posibilidades y para que la segunda sea negra se 

tienen n/Cn+r) posibilidades, por lo que la probabilidad de 

que la primera sea roja y la regunda negra es: 

---...!.!! 
(n+r>' 

De la misma manera, la probabilidad de que la primera 

sea negra y la segunda roja es: 

__ !!.!. 
(n+r>= 

De modo que sumando los cuatro posibles eventos de este 

experimento tenemos: 

r 2 _ + 2nr __ !_~- 1 
Cn+r> 2 
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Que es, como esperabamos la probabilidad de los casos 

posibles o lo que se llama en Probabilidad el event~ seguro. 

¿cuál es la probabilidad de extraer k bolas rojas? 

Si debemos extraerlas las k juntas, la probabilidad es: 

Cr • / Cn' r • 

Si el experimento permito ir regresando las bolas a la' 

urna, la probabilidad es: 

r• / < n+r)' 

• 
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PROBLEMA. 

lCuál es la probabilidad de que al lanzar 4 monedas 

salgan 2 soles y 2 águilas? 

Representemos las 4 monedas como: 

1 2 4 

0 0 0 
Cada una de estas monedas tiene 2 opciones, 

tanto el número de casos posibles es: 

2x2x2x2 = OR~4 = 24 

por lo 

Si se quiere que 2 monedas caigan en agu1la y 2 en sol, 

se tiene por ejemplo: 

A A s s 
Pero considerando todas las formas en que se pueaen 

obtener 2 '~guilas y 2 soles, tenemos que c.~ son los casos 

favorabes. 

De modo que la probabilidad de que 2 monedas caigan en 

águila y 2 en sol es: 

-~~-:'.. 
OR~" 

= (4:·:3) ..;-2 ·--------. ·--- 3 
e 

Dejamos al lector experimentar en las variantes que se 

ocurran a este problema. 
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PROBLEMA 

Recordemos el problema de las urnas con r bolas rojas y 

n bolas negras en donde se permitia el reemplazo. Si p es 

la probabilidad de que saquemos una bola roja entonces 

p = r/(n+r> y si q es la probabilidad de ~acar una negra, 

tenemos que q n/(n+r). De modo que en efecto la 

probabilidad desacar una bola de cualquier color en una sola 

extracción <el evento seguro> es p+q = r/n+r + n/n+r = 1. 

Ahora veamos qué sucede para una segunda extracción. 

La probabilidad de sacar 2 bolas rojas en 2 

extracciones con reemplazo es r:/cn+r>= 

probabilidad de sacar 2 bolas negras es n'/(n+r)' 

p". La 

= q'. y 

por último la probabilidad de que sean de distinto color es 

rn/(n+r)' + nr/(n+rP = 2rn/ Cn+rJ> = Zpq. 

De modo que la probabilidad de que sean de cualquier 

color <el evento seguro> es: 

p• + 2pq + q: = (p+ql' 1' = 1 

¿cuál esla probabilidad de que en 3 extracciones con 

reemplazo las 3 bolas sean rojas? 

Como el experimento es con reemplazo, la probabilidad 

de sacar 3 rojas es p' 

l.Cucil es la probabilidad de sacar 2 bolas negras y una 

roja en 3 extracciones con reemplazo? 

La probabilidad de sacar una negra en la primera 

extracción es q, la probabilidad de sacar una negra en la 

segunda extracción es q también y la probabilidad de sacar 

una roja en la tercera extracción es p. Pero no nos interesa 

en qué orden hayan ido saliendo las bolas, entonces tenemos 

que considerar también cuando hayan salido por ejemplo 

primero la roja y después las negras,o la roja en la segunda 

extracción, por lo que se tienen 3 eventos posibles que son: 

nnr, nrn y rnn; y la probabilidad de cada uno de ellos 

respectivamente es q:p, qpq y pq'. De manera que la 

probabilidad de sacar 2 negras y una roja en tres 

extracciones con reemplazo es: 

q= p + qpq + pq' = 3pq' 
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De forma equivalente, la probabilidad de sacar 2 rojas 

y una negra es: 3qp2 y la probabilidad de s~car tres negras 

es q•. 

Ahora, ¿cuál será la probabilidad del evento seguro en 

este experimento? Por un lado ya sabemos que esta es 1 1 por 

otro sabemos que es la suma de todos los eventos posibles y 

además sabemos que la probabilidad de sacar una bola de 

cualquier color en una extracción es Cp+q)=1, la 

probabilidad de sacar 2 bolas de cualquier color en 2 

extracciones es Cp+q>Cp+q>= Cp+qJ'=1 y entonces tenemos 

que la probabilidad del evento seguro en tres extracciones 

es: 

1=Cp+q)l p= + 3p: q + 3pq' + q' 

Donde cada uno de los sumandos nos da la información de 

a qué evento se refiere esa probabilidad 

EJERCICIO. 

lCuál es la probabilidad de que en una extraccion de m 

bolas con reemplazo, k de ellas sean rojas y m-k sean 

negras? Demostrarlo. 
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PROBLEMA 

Se tiene cierto nQmero de cajas con 25 artlculos cada 

una y se quiere obtener el control de calidad, para lo cual 

se sacan 5 articules de una caja y si ninguno es~a 

defectuoso, se aprueba la caja completa. 

a) lCuál es la probabilidad de aprobar una caJa si 

contiene exactamente un articulo defectuoso? 

Los casos posibles son las combinaciones de 25 tomadas 

de 5 en 5, o sea C2~~. Les casos favorables son las formas 

de escoger 5 articulas de los 24 que no son defectuosos, o 

sea C2~~ ~a que solo hay un articula defectuoso. Entonces la 

probabilidad de qL1e se apruebe una caja qL1e tiene 

exactamente un articulo defectuoso es• 

b) lCuál es la probabilidad de aprobar una caJa, si 

contiene 2 articulas defectuosos? 

Casos posibles C:~.,. 

Casos favorables = C2:s= 

Entonces la probabilidad de q•Je se aoruebe la caja con 

2 articulas defectuosos es: 

C2:s!!5 I C2.,.~ 

cl ¿cuál es la probabilidad de aprobar una caja q._1e 

contiene 3 articulas defectuosos? 

La probabilidad que se nos pregunta es: 

C22"' I e,,.~.,. 
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PROBLEMA 

Dado un grupo de 36 o más alumnos, p~demos apostar a 

que al menos dos personas tienen el mismo cumpleaños y con 

•ucha seguridad ganaremos la apuesta. lpor qué? lcuál es la 

probabilidad de que 2 personas tengan el mismo cumpleaños en 

un grupo de 36 personas? 

Para resolverlo, veamos primero cuál es la probabilidad 

de que los 36 alumnos tengan distinto cumpleaños, o sea, la 

probabilidad de que no haya 2 personas con el 

cumpleaños. 

Casos favorables: 

Ol••'" = 365x364x363x . x328 

Casos Posibles: 

OR, •• •• = 365x365x365x x365 = 355: • 

mismo 

Entonces la probabilidad de que los 36 cumpleaños sean 

distintos es: 

ª!]_5 _X 36_~ x . ..... : ~-- J:C.~?ª 
365x365x . • x365 

0.16781789 

Así, vemos que como la probabilidad de que los 36 

alumnos tengan cumpleaños distinto es muy pequeña, podemos 

asegurar con una probabilidad muy alta que hay 2 personas, 

de las 36, que tienen el mismo cumpleaños y ademas contarme 

tengamos un grupo de personas mas grande, mayor es la 

probabilidad de ganar la apuesta de que hay 2 personas que 

tienen el mismo cumpleaños. 

lQué cantidad de alumnos debe haber para que la apuesta 

sea pareja? 

Generalmente la respuesta inmediata es 182 ci algún 

número muy cercano a él, puesto que 36572 = 182.5 , pero si 

analizamos más lo que hemos hecho tenemos que, por ejemplo 

para un grupo de 182 personas la probabilidad de que no haya 

2 personas con el mismo cumpleaños es: 
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= --~§.?_J!?64_~36.~l(--~ -~----!..-..1':~-~~!(184 = 
365x365x365x . x36Sx365 

1 X ;'J.§.1. X ?_63. X • • • X 1_134_ 
365 365 365 

Y analizando este producto se observa que los primeros 

factores son: el primero es 1, el segundo es casi 1, el 

tercero también se parece mucho a 1, etc. etc. el penultimo 

y el último ya son casi ~ asi es que este producto, se 

hace pequeño muy rápido ya que todos sus factores son 

nümeros menores que 1. 

De manera que con 182 personas es claro que con mayor 

razón, o bien con mayor probabilidad, ganaremos la apuesta. 

Haciendo el cálculo de las probabilidades de que no 

haya 2 personas con el mismo cumpleaños en un grupo de k 

alumnos tenemos la siguiente tabla: 

1 DE PERSONAS PROBABILIDAD DE QUE NO HAYA 
2 CON EL MISMO CUHPLEAf10S 

39 0.121780334 
38 o. 1359321 70 
37 0.151265989 
36 0.167817890 
35 0.185616757 
34 0.204683140 
33 0.225028139 
32 0.246524760 
31 0.269545356 
30 0.293683760 
29 0.319031448 
28 0.345538528 
27 0.373140698 
26 0.401759177 
25 0.431300270 
24 0.461655736 
23 0.492702782 
22 0.524304681 
21 0.556311679 
20 0.5885616 

tabla 32 
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Con lo que podemos observar que si el numero de 

personas tuera 23 la apuesta seria pareja. Es mas, si se 

tiene un grupo con un número menor de personas, podemos 

perder con mayor probabilidad. 

Recomendación: 

iAntes de apostar, cuentese el número de personas que 

hay en el grupo!. 

1. 
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PROBLEMA 

LEYES DE HARDY-WEIMBERG 

G. Hardy era un matematico especialista en Teorla de 

Números, refutó con argumentos matemáticos a un critico de 

Mendel con respecto a que después de varios cruzamientos, 

los chlcharos, o cualquier población, tendria solamente la 

caracteristica dominante y desaparecerla la recesiva. 

Veamos como fué que lo hizo. 

Las hipótesis son: 

1) Hay 2 rasgos caracterlsticos para cada indiv1ouo. 

2) Cualquier individuo, masculino o femenino, tiene la 

misma posibilidad d~ tener uno u otro rasgo. 

3) La población es lo suficientemente grande para OLte 

todas las crL1zas tengan la misma probabi 11dad de me:clar:e. 

Tomaremos como ejemplo el de los ch1charos. 

Uno de los mecanismos simples para la transmision de 

diversos rasgos y caractertsticas mediante la herencia es 

llevado a cabo a través de pares de genes, cada uno de los 

cuales puede ser de dos tipas, par eJemplo A lamarillal y V 

Cverde). Un individua lchlchara) puede tener cualquiera ae 

las siguientes combinaciones: AA,AV ó VV (solo escribimos AV 

y no VA ya que genéticamente son la misma). Usualmente los 

chlcharos (en este caso> con las combinaciones AA y AV son 

virtualmente iguales respecto a las caracter1st1cas 

particulares, 

chicharos se 

dice dominante 

es decir, en este casa puede suceder que las 2 

vean amarillas. En tales casos el gene A se 

respecto al gene V. Un individuo lchicharo) 

se dice que es go~!Di!.._Q5.g <D> respecto a esta característica 

si tiene los genes AA, recesivo CR> si tiene los genes VV y 

heterocigota CH> si tiene la mezcla AV ( ó VA que son la 

misma). 

La suposición básica de la genetica en la cruza es que 

los genes de los "hijos" se seleccionan al azar de los genes 

de los "padres"; es decir, es igualmente probable que una u 

otro gene del par de genes de los "padres" sea transmitido 

al descendiente. El "hijo" de dos "padres" dominantes IAAl 
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debe por tanto ser dominante ya que solo hay genes A 

disponibles para la transmisión. La crla de dos "padres" 

recesivos <VV>, analogamente, debe ser recesivo. El "hijo" 

de un "padre" recesivo <VV> y uno dominante !AA> debe ser 

heterocigoto <AV>. Si se cruzan un dominante CAAl y un 

heterocigoto <AV>, la crla debe obtener un gene A del 

"padre" dominante y tiene una probabilidad de~ de obtener 

un gene A o uno V del "padre" heterocigoto. Por lo tanto la 

cria puede ser dominante o heterocigoto con una probabilidad 

de 12. 

Hagamos un 

posibilidades. 

esquema en donde pongamos todas las 

<f o 
,,.. (>. 

R, vv 

H 
AV 

R 
vv 

Donde de nuevo vemos que si se cruza un AA con un AV, 
la mitad de los descendientes serán AA y la otra mitad seran 

AV. Si se cruza un AV con otro AV, l de los descendientes 

serán AA, ' serán VV y ~ serán AV. 

Nos preguntamos ahora lCuál es la probabilidad de 

encontrar uno dominante? ó lcuál es la proporción que 

guardan los dominantes en la población total? 

Recordemos que dominante es D=AA. 

Suponiéndo que todos se cruzan con todos y que existe 

el mismo promedio de "hijos" para cada uno: 

Sea p CD> la probabilidad de encontrar dominante, esto 

es: 

p < D l = ~e_~g §_f..§l_y1::n:11J:>_!. §!.?. 
casos posibles 

~ _g_~J.n_cii_~Li.c:ii-_1_q? __ <::.on. .. M 
# total de individuos 

·- ______ Ji. 
D +H +R 
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Y la probabilidad de encontrar uno recesivo o bien uno 

heterocigoto será: 

p <R> = ~.....f!!LlnQ.;y_JQ.u_Q_!:?__<:gD_ VV = ____ ____B. 
# total de ind~viduos O + H + R 

p <H> = ~d~_ind_i..Y.t9.uos_s_9J] AV 
# total de individuos 

Escribamos de nuevo la 

resultados como sigue: 

D H 

D AA AA\ AV 

e{ ~ H AV 
Al\ 1 AV 

Al/ V 1/ 

R. AV AVI vv 

____ _I:! 
O + H + R 

tabla sintetizando 

R ? 
AV 

AV 
vv 

vv 

un poco los 

Sean N = O + H + R , p<Rl = r , p<Hl h y p(Dl = d 

los casos posibles y las probabilidades de encontrar un 

recesivo, heterocigoto o dominante respectivamente. 

Ahora nos preguntamos .:..cuantos de cada uno hay en la 

sigúiente generación? ó ¿cuál es la proporción que guardan 

en la siguiente generación? 

Llamemos o·, H', R' los de la siguiente generación. 

¿cuántos dominantes habrá? 

En la siguiente generación tenemos que los AA provienen 

del ángulo superior izquierdo del Qltimo esquema como sigue: 

.... -
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Entonces debemos sumar los cuatro casos en que resultan 

AA que son: 

DxD + DxH/2 + HxD/2 + HxH/4 = 0 2 + DH + H2 /4 = ID+H/21 2 =o· 

Donde como ya dijimos o· es el número de dominantes en 

la siguiente generación. 

Asl, el número de heterocigotos en la siguiente 

generación es: 

DH/2 + DR + HD/2 + HH/2 +HR/2 + RD + RH/2 = 

OH + 2DR + H2 /2 + HR D<H + 2R> + H<H/2 +Rl 

2D(H/2 + Rl + hCH/2 + R) = C2D + HI <H/2 + RI 

2(0 + H/2) <R + H/2) H' 

Y el nQmero de ~ecesivos en la siguiente generac1on es: 

HH/4 + HR/2 + HR/2 + RR = H2 /4 + HR + R2 

<R + H/2)'°' = R' 

De donde sabemos que en total habra: 

<D+H/2)"' + 2 <D+H/2l <R+H/2l + <R+H/2) 2 

[ <D+H/2) <R+H/2)]"' = <D + R + H>"' = N2 

Por lo tanto 

D' + H' + R' = N"' = N' 

lCuáles serán ahora las nuevas proporciones? 

p(O'l = d' = (CD+H/2) 2 ] / N2 - CCD+H/2l/Hl 2 = 

<d + H/2Nl"' = <d + h/21 2 

Y de la misma manera tenemos: 

h' 2(d + h/2) <r + h/21 

r' (r + H/2) 2 

De donde haciendo un nuevo esquema tenemos: 

Y observemos que aunque empezaramos con alguna 

distribución que na cumpla con esta proporcion, lo que se 
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obtiene en la segunda generación forzosamente tiene que 

cumplirla. 

Ahora, contando Cltantas A individuales habla 

originalmente <en el esquema) se tiene: 

Hay 2 A's por cada O y una A por cada H entonces 

tenemos en total 20 + H A's y contando cuantas hay en total 

Cde las individuales> en el esquema tenemos: 

2 letras por cada individuo y eran N individuos, por lo 

que en total hay 2N individuales, entonces; 

d' = d + h/2 120 + Hl/2N que es la proporción de A 

individuales que hay en total 

Sean p = d +'h/2 y q = r + h/2 las proporciones ae 

rasgos amarillos <Al ó verdes CVI que hay individualmente. 

Nótese que p+q=N 

La reglita que hemos encontrado es: 

Primera generación: 

individuales que hay es: 

p = d + h/2 y 

d,h,r la pt•oporcion de genes 

q = r + h/2 

Segunda generación: d', h', r' donde d'=p~ , h'=2pq y 

r'=q"' la proporción de genes individuales sera: 

p'= d' + h'/2 

q '= r' + h • /2 

p"' + pq 

q"' + pq 

p(p+q) 

q (p+q) 

p 

q 

De donde observamos que si cambian d,r y h , de todos 

modos las proporciones de genes individuales no cambian. 

lQué sucederia en la tercera generación? lcuánto sera 

d"? 

Veamos: 

d' '= p"" p"' d. 

h ' '= 2p 'q ' = 2pq = h ' 

r' · = q" 2 = q"' r' 

De manera que la proporción entre ellos se mantendrá 

igual siempre. 

J 
h 

A. 

A 

\j 

A -r 

y 

V 
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La proporción entre los genes individuales siempre s~ra 

la misma . 
D 1 H R 

AA A.V 'V V 
1 

! 
A t+ A- t;. AA 4v Av j AV 

At>.. : 
1 

' 

' 
A-~ AA A A 1'\- V AV 1 AV 

i 
1 

' 
1 AA AA AA A- V A-V AV 
i 

A\J 1 

\/V 
1 

AV A- V Pr V vv ! VY 

--

AV Av A v VI/ 'J 1/ vv 
vv -· --- ··"------

Av Av A-V vv 1/ I/ vv 
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EJERC lC IOS. 

1 .- En un estante hay 12 libros. ¿oe cuántas formas se 

pueden escoger 5 de éstos de modo que no haya 2 juntos? 

¿y si son n libros y se quieren sacar k de ellos 

de modo que no haya 2 juntos? 

¿y si son n libros y se quieren sacar k de ellos. , . _ 

de modo que no haya m juntos? 

2 .- Demostrar 

Cn •• " = C,, :> C .. "- + C" 1 c. " - 1 + • • • + C" i.. C • . : 

a> Por lnduccion Matemática. 

b> Conceptualmente, es decir, usando el concepto 

de "combinación" como subconjunto. 

el Usando la formula e,• - ry ! 
k! (n-k> ! 

d) Interpretar geometricamente los casos k=2 y k=3. 

3 Ocho muchachas forman una ronda. .~De cuant.as -.. , 

formas distintas se pueden colocar en círculo? 

al Si estuviesen paradas, sin moverse. 

4 

b) Si giraran(en su misma posicion de circulo> 

e> Lo mismo, si son n muchachas. 

En el juego del dominó, 4 jugadores dividen en 

partes iguales 28 fichas. ¿oe cuántas formas pueden hacerlo?. 

5 lDe cuántas maneras se pueden escoger en el 

tablero de ajedrez, una casilla blanca y una negra que no 

estén en una misma horizontal ni vertical? 

6 .- ¿oe cuantas maneras se pueden repartir 10 hongos 

blancos, 15 setas y 8 trufas entre 4 niños? 

Analiza todas las posibilidades. 

7 lCuántos monomios de grado n en 2 variables con 

coeficiente 1 hay? 

Ejemplo: de grado 1 solo son K y y o sea 2, 

de grado 2 son K: , xy y y: 

¿cuántos hay en k variables? 

a sea 3. 

8 En un tablera de ajedrez, ¿ de cuantas termas se 

pueden colocar 8 torres de manera que s1 se puedan comer? 
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9 En un tablero de ajedrez, ¿de cuántas formas se 

pueden co 1 ocar 8 torres de manera que no se puedan comer? -., 

10.- lCuántas fichas de dominó se pueden formar 

suponiendo que se dispone de n stmbolos? 

11.- lCuál es el 

mínima que, sobre el 

número de i ti nerar i os de 1 ong i tud · : .... " 

tablero de ajedrez, puede seguir unw ··:-e~ 

torre para ir desde una esquina hasta la diagonalmente r""· "' 

opuesta? 

12.- Con n s1mbolos .:..cuántas palabras distintas de m\·: \::C: 

letras se pueden construir? 

13.- En una cierta ciudad, no habla dos habitantes con· 

igual cantidad de dientes. ¿cuál puede ser la poblacion· 

máxima de esta ciudad, 

igual a 32? 

si el mayor numero de dientes es 

14.- Dado un candado con cinco circulas con 12 letras 

cada uno. lCuántas combinaciones infructuosas puederr 

realizarse en un candado asl? 

15.- Se tiene una computadora con 10000 celdas cada una 

de las cuales contiene 43 cifras binarias <O ó 1>. lEn 

cuántos estados diferentes puede hallarse dicha computadora? 

16. - Todas las personas que han habitado el actual 

territorio mexicano han intercambiado ·sal.udos de mano cierto•-. ... :•.: 

nQmero de veces. lQué número de personas (par o impar> se h~ 

saludado de mano un nQmero impar de veces? 

17.- lDe cuántas formas se pueden dividir 33 muchachos 

en 3 equipos de futbol de 11 muchachos cada uno? 

Generalizar al número de formas en que se pueden 

dividir nk objetos en conjuntos de n objetos cada uno. 

18.- Demostrar: 

c. • +c. ' +c. • + ••. 
19.- Demostrar: 

e •• l ... 
c. o + c. 2 + c. • + ••. 2· - 1 

+ c .... - l .. 

20.- Encontrar los coeficientes de x>• y x' 7 en e 1 

desarrollo del binomio Cx+x'>"' 



219 

21.- ¿cuál es el mayor número de reinas que se pueden 

colocar en un tablero de ajedrez, de tal manera que ninguna 

pueda ser comida? 

a) En un tablero de ajedrez de Bx8 . 

b> En un tablero de nxn. 

22.-Se tienen n puntos en el plano, ninguna terna es 

colineal. ¿cuántas poligonales de k segmentos 11º. e.~.1:-~?.-~.~ y ,, 1_,., 

cuántas Q!".!:..~.9.!~s. con vértices en di ch os puntos pueden 

formarse? 

23.- Dados p+q+r objetos distinto. ¿De cuántas formas. 

podemos dividir dichos objetos en 3 grupos de suerte que el 

primer grupo contenga p objetos, el segundo q y el tercero 

contenga r objetos?+ 

24.- Demostrar: 

Ci.; 0 +. Ci. .. 1 1 + C ... : : + • • • +- e~ ... - 1 .. • ' .. C •• l ' .. 
o sea C •• l ... 

25.- lDe cuántas formas se pueden seleccionar 3 números. 

tomados de los números 1,2,3, ... ,300 tales que su suma sea. 

divisible por 3? 

26.- Considere 

numérico: 

1 

1 

4 

1 

3 

10 

1 

2 

6 

16 

1 

1 

3 

7 

19 

el 

1 

2 

6 

16 

siguiente 

1 

3 

10 

1 

4 

arreglo triangular 

1 

En la primera fila de este arreglo está solo el número 

uno, y los números en las siguientes filas se determinan 

mediante la siguiente regla: cada número es Ja suma de los 

tres números más cercanos a él en la fila anterior (esto es, 

la suma del del número inmediatamente arriba de él mas el de 

la derecha de ése, ma+s el de la izquierda de ése mismo>. En 

la enésima fila de este arreglo hay 2n+l ndmeros, 

denotaremos estos números como B. 0 
, B. 1 , 8 0 • , ' Bn : n • 
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21. - lCuál es el mayor nQmero de reinas que se pueden 

colocar en un tablero de ajedrez, de tal manera que ninguna. 

pueda ser comida? 

a) En un tablero de ajedrez de BxB • 

b) En un tablero de nxn. 

22.-Se tienen n puntos en el plano, ninguna terna es 

col ineal. ¿cuántas poi igonales de k segmentos 11º. 9_~rr..?,~.a.~ y 

cuántas 9..!'.Li:...a-9_?1-?.. con vértices en dichos puntos pueden 

formarse? 

23.- Dados p+q+r objetos distinto. lDe cuántas formas. 

podemos dividir dichos objetos en 3 grupos de suerte que el 

primer grupo contenga p objetos, el segundo q y el tercero 

contenga r objetos?+ 

24.- Demostrar: 

c .. r.. + c .. ,. 1 t + Ci.. • : : t .. . • +- C" ..... , -• · 1 
;• 

o sea í:C, • 1 ' 

e •·I ' .. 
e •. 1 ' .. 

25.- ¿oe cuántas formas se pueden seleccionar 3 numeras 

tomados de los nQmeros 1,2,3, •.. ,300 tales que su suma sea 

divisible por 3? 

26.- Considere 

numérico: 

1 

1 

4 

1 

3 

10 

1 

2 

6 

16 

1 

1 

3 

7 

19 

el 

1 

2 

6 

16 

siguiente 

1 

3 

10 

1 

4 

arreglo triangular 

1 

En la primera fila de este arreglo está solo el nQmero 

uno, y los números en las siguientes filas se determinan 

mediante la siguiente regla: cada número es la suma de los 

tres números más cercanos a él en la fila anterior (esto es, 

la suma del del nQmero inmediatamente arriba de él mas el de 

la derecha de ése, ma+s el de la izquierda de ése mismo>. En 

la enésima f i 1 a de este arreglo hay 2n+1 números, 

denotaremos estos números como B. 0 , B.', B.', f Bn : n • 



Pruebe que: 

a> Bn ° + Bn 1 + B. : + 

b) Bn ° - Bn 1 + Bn : 
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+ B.:" 

+ Bn 2 n 1 

e> <B. 0 >' + < Bn 1 >: + < Bn 2 > • + • • • + <B. : " > 2 = B2 n : " 

27.- De una lista de 15 problemas sobre Combinatoria y 

problemas de Inducción, ¿cuántos exámenes diferentes pueden 

darse que incluyan 4 preguntas sobre cada uno de estos 

temas? 

28.- Un circulo se divide en cuatro cuadrantes iguales. 

Se quiere pintar cada cuadrante de diferente color y se 

dispone de 9 distintos colores. ¿oe cuántas maneras 

distintas puede quedar pintado el circulo? 

29.- Si 02 n' = 12702 n' encontrar n. 

30.- ¿cuántos triángulps existen, 

vértices de un hexágono convexo dado? 

cuyos vértices ~ean 

31.- Cada lado de un cuadrado se ha dividido en n 

partes. lCuántos triángulos se pueden construir, cuyos 

vértices sean los.puntos de división? 

32.- Nueve pasajeros abordan un tren que consiste de 3 

carros. Cada pasajero selecciona al azar en cual carro ha de 

viajar. lCuál es la probabilidad de que: 

a) Viajen 3 personas en el primer carro? 

b) Viajen 3 personas en cada carro? 

e) Viajen de tal manera que queden distribuidos en los 

carros como: 2 en uno, 3 en otro y 4 en el otro carro? 



C A P 1 T U L O IV 
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CONCLUSIONES. 

Sabemos que esta forma de enseAanza requiere de más 

trabajo, tanto de parte del maestro e.amo de parte del 

alumno, pero sabemos también que es más productiva tanto 

para unos como para otros. Muchas veces, en el proceso de 

buscar un camino distinto ~ara resoJver un problema, 

encontramos resultados que no imaginábamos que tuviesen algo 

que ver con el problema planteado; a veces hasta se tienen 

que demostrar resultados un tanto más complicados que el 

problema mismo cuando buscamos distintos caminos para 

resolverlo, pero 

aprendiendo al 

creemos que esto es una ventaja, es ir 

mismo tiempo tanto la teoria que va saliendo 

como los procesos que se siguen en la matemática misma para 

ir contruyendo toda la estructura ·formal que nos han 

mostrado siempre, y que nunca nos la explican o nunca lo 

entendemos porque no lo hemos llevado a la practica. 

Viviendo los . tropiezos, reconstn.ryendo la teor1a 

necesaria, equivocándose y volviéndose a equivocar para 

después rectificar con todo ~onoc1mienta de lo que ocurre, 

en una palabra_i:!§..f:i~D_Q9. matemáticRs, es como creo que se 

comprende mejor la misma. 

El hacer que los alumnos traten de explicarse entre 

ellos mismos lo que han hecho, permite ver el problema de 

muchas maneras distintas, manifiesta que no todos tenemos 

que pensar un problema, matemático o no, de una misma forma. 

Les hace ver que en ocasiones debemos cambiar nuestra forma 

de "resolver problemas" por la simple forma de "comprender" 

el problema. Esto es, no existe una receta Qnica para 

resolver problemas, sino en cada uno de ellos debemos buscar 

una forma propia de resolverlo, debemos adquirir ltn hábito 

de buscar formas y más formas de pensar. 

Es muy importante que el alumno desarrolle su propia 

experiencia, que se pierda en el camino de buscar la 

respuesta a un problema, que aprenda en ese "perderse", que 
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se vuelva a perder si es necesario y asl es más seguro que 

cuando llegue a la respuesta correcta haya comprendido mejor 

un conocimiento. 

alumnos deben 

Claro está que no necesariamente todos los 

perderse antes de encontrar el camino 

correcto. No debe darle miedo a nadie el equivocarse en 

algún momento y despLtés reconocer qLte se estaba eqL1ivocado. 

Con este involucrar a los alumnos y hacer que ellos 

hagan matemáticas, se va construyendo la teoria y el 

lenguaje necesarios para la clase. Se va recapitulando y 

consol ~dando lo que los mltchachos van "descubriendo". Se va 

avanzando en 

matemáticas. 

la generalización y abstracción de las 

También se busca que los alumnos busquen soluciones 

geométricas, que busquen interpretaciones geométricas y en 

cierto sentido que los probl'emas qLte se les dan "cobren 

vida" de alguna manera, donde por cierto, la geometría es 

algo al alcance de muchos de ellos y que en la educación 

previa no se explota la intuición geométrica tanto como nos· 

gustaría que se hiciera. 

Es importante también ponerles pro.blemas qL1e tengan 

varias solucion~s, que discutan ese tipo de problemas, que 

vivan situaciones reales y que compirueben que e::isten 

problemas que no solo tienen Ltna solLteión e incluso hay 

problemas que no tienen solución algurna y que es necesario 

demostrar que en efecto no tienen solL1cjón. 

Por último, algo que en general pa1"a el maestro es mas 

difícil, es dar además de la t!!orla que han ido 

redescLtbriendo sus alumnos, un pam:irama global de la 

matemática; un panorama que a su nivel les dé información de 

cuál es la teoría que estan construyendo, de dónde salió 

antes, que relación tiene con otras áreas y otros momentos, 

qué vinculo puede tener con problem~s e investigaciones 

actuales, qué herramienta les proporciona, para qué les 

sirve, etc. Cuando el alumno se siente importante en cuanto 

a descubrir, construir, resolver, etc. es cuando podemos 

aprovechar más para que adquiera un c·onocimiento. 



A P E N O 1 C E S 
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APENDICE a. 

Recordemog que un número en bage 2 se escribe solo con 

los digitos O y 1 y recordemos que en el sistema en ba9P. 10 1 

la posiciones de un digito tienen un significado concreto. 

Por ejemplo el número 345 en base diez quiere decir que 

tenemos 5 unidades .mas 4 decenas mas 3 centenas, esto es.5 

de 1, mas 4 de 10, mas 3 de 100; y lo representamos como 

5x10º + 4x10' + 3x10: = 5 + 40 + 300 345. 

De manera similar, un número en base dos se escribe 

como: 

Por ejemplo el 11001: es 1 de 1, mas O de 2, mas O de 

4, mas 1 de 8, mas 1 de 16; o sea: 

1x2° + Ox2' + Ox2' + 1.x2' + 1x2' 

Pero ¿porqué es esto? 

11001: 

Si en la ecuación <1> sumamos Jos números d&I 

(1) 

lado 

izquierdo pero en lo que significa cada uno en base 10 

tenemos: 

1 + o + o + 8 + 16 = 25 

De modo que 11001 en base 2 es lo mismo que 25 en base 

10. 

Y si quisiéramos hacerlo al reves, dado un número en 

base 10 pasarlo a base 2, ¿cómo lo hacemos? 

Debemos dividir el número entre la mayor potencia de 2 

que esté contenida en él, luego el residuo a su vez, 

dividirlo entre la potencia de dos mas grande que lo 

contenga y as1 sucesivamente. Veamos un ejemplo. 

Se quiere saber qué número es en base 2 el número 541. 

Las potencias de 2 son: 

1,2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048,4096, 

entonces 

1 

s12 ·¡5,,1 

029 

1 

16 í29 
13 

1 

8 [13 
5 

1 1 

4 ¡;- 1 í11 
1 o 
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Y entonces tenemos que colocar en la posición que 

e d orrespon a a las potencias de 2, esto es: 

2• 2• 2' 1 2• 2• 2• 2' 22 2• 2• 

512 256 128 
1 

64 32 16 8 4 2 1 

1 o o 
1 

o o 1 1 1 o 1 
·-

De manera que 512 ~e escribe en base 2 como: 

1000011101, 

Pero esta forma presupone que conCJCemos las potencias 

de 2 y, para nümeros muy grandes, no es ltuy practica porque 

tendríamos que tener a la vista la lista de las potencias de 

2. y recordando lo que nos han enseñado en el bachillerato, 

la receta es hacer las divisiones sucesivas entre 2, esto 

es: 

Por ejemplo 541 en base dos se hace: 

270 

2 1541 
1 

2 

2 f4 
o 

135 

2 !210 

o 

1 o 

67 

2 1135 

1 

2 12""" 2 ri-
o 1 

33 

2 167 
1 

Y se escriben los residuos del último al primero, esto 

es, 1000011101, 

Y lqué quiere decir esto en _generai? 

Si N es un número en base 10 y queremos pasarlo a base 

2, tenemos: 

c. e, C2 

2~. 

Y el número se escribe como: 

en base 2 

posicional esto es: 

donde r,E {0,11 para 

toda i E N (OJ 

y por el sistema 
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+ r,2 3 + r,22 + r 1 2' + ro2º de 

donde al sumar estos números en base 10 tenemos: 

N = r" 2" + r" - , 2• - 1 + + r 2 2 2 + r 1 2 1 + ro2º en base 10, 

Ahora, si N = 2"r. + 2•-•r •. 1 + ••• + 2 2 r 2 + 2 1 r 1 · +ro 

para pasarlo a base 2 tenemos: 

N = 2N 1 + ro = 2 e 2 • - ' r. +. 2 • - ' r. - , + • • • + 2 r 2 + r, ! + ro 

donde + 2r!2 + r1 ) es el 

cociente y ro el residuo de dividir N entre 2. 

N, 

Siguiendo con las divisiones tenemos: 

2N, + r, = 2c2•- 2 r. + 2•-•r •. 1 + ... + r 2 1 + r 1 dond& 

N, = 2•- 2 r. + 2•-'r •. , + ... + r, es el cociente y 

r, el residuo de divid.ir N, entre dos. 

Así sucesivamente tenemos que: 

ro residuo de N/2 

r1 = residuo de N, 12 

residuo de N,12 

r. = residuo de N. 12 

De donde tenemos: 

N, = 2" - : r" + 2""' 3
rn-1 

N, = 2" - • r. + 2n-•rn-1 

y N, 

y N, 

y N, 

+ 

+ 

+ 

+ 

cociente de N/2 

cociente de N, 12 

cociente de N,12 

r, 

r, 

r. con r. = 1 ya que si r. =O entonces no ti ene 

sentido expresar a N como en la ecuación <1>. Y si r.=O 

entonces n es el menor entero tal que 2• > N y entonces n 

es el número de dígitos en base 2 que tiene el nQmero N. 

Si r.=1 entonces n+l es el menor entero tal que 

2•• 1 > N y así, n+l es el numero de dígitos de Nen base .2. 

Veamoslo en un ejemplo particular. 

Sea N = 17, entonces 



N = 17 

N, = 8 

N. 4 

2C8> + 1 

2C4> + O 

2(2) + o 
N, 2 = 2 e 1 l + O 

N. = 1 

N. O 

2(0) + 1 
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2<N,) 

2<N2) 

2(N 3 > 

2 C N, > 

2(N,) 

+ r, 

+ r, 

+ rl 

+ r, 

+ ro 

De modo que N = r,r.r,r2r1 en base 2 por lo que 

17 = 10001. 

Y 5 es el menor entero tal que 

25 = 32 > 17 y además 

5 es el número de dígitos que tiene 17 en su expansión 

binaria <que en nuestro problema· era el nümero de rondas J. 
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APENDICE b. 

Queremos encontrar la solución general a la ecuación 

>:"' - 2y"' = -1 lCómo procederemos? 

En general, las ecuaciones de la forma x"' -Ay2 = -1 ó 

x"' - Ay"' = 1 con A diferente de k 2 para alguna k en los 

naturales, son las llamadas ecuaciones de Pell, gracias aJ 

matemático inglés John Pell <1611-1685) 1 ~uien tuvo poco que 

hacer con el problema en realidad. Este problema, ya habla 

sido estudiado por los matemáticos de la India, e incluso se 

dice que por Arquimedes también''~'. 

Notemos que la condición A diferente de k 2 para alguna 

k en los naturales, es necesaria ya que si A=k"' tenernos: 

x2 Ay"' }:2 - k"'y"' C::-ky) (>:+ky) ó 

x"' Ay"' :·:2 - k"'y"' = (;:-ky) C:·:+ky> -1 

Esto ya nos proporciona fácilmente las soluciones que 

son, para el primer caso: 

x-ky = 1 y >:+ky =l ó x-ky = -1 y x+ky 

Ya que en los nQmeros enteros los divisores de 

De donde obtenemos que las soluciones son: 

x=l y y=O o bien 

Y para el segundo caso tenernos: 

son 

-1 

y -1. 

x-ky = 1 y >:+ky = -1 ó x-ky = -1 y >:+ky = 1 

Porque en los enteros, 

también. 

los divisores de -1 son y -1 

De donde obtenernos que las soluciones en este caso son: 

x=O y y=l/k o bien >:=O y y=-1/k 

Por lo que se observa que >: 2 - ~ 2y"' = -1 sólo tiene 

solución cuando k=l. 

Y éstas, son todas las posibil!dades, de modo que 

consideraremos el caso en que A no es un cuadrado. 

ci 3 > Ver articulo de Fermat, sobre la ecuación de Pell en el 
libro A Source Book in Mathernatics, de D. Struik citado en 
la bibl iografla. 
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Si la ecuación que buscáramos fuera de la forma 

x2 
- Ay2 = 1 1 vemos que siempre 

menos existe la solución trivial 

tiene solución ya que al 

x=l y y=O. Cuando la 

ecuación es de forma x2 -Ay"' = -1 no siempre existe solución 

ya que dependiendo del valor de A hay o no hay solución; 

como el c:aso del problema· que queremos resolver es tino de 

éstos, vamos a ver el procedimiento que se sigue para darles 

solución, en el caso particular de A=2. 

Recodemos que ya sabemos que x2 - 2y2 

menos 3 soluciones que son: 

x=7 1 y=5 ¡ x=41 1 y=29 y x=239 , y=169 

-1 tiene al 

Ya hemos visto que si la ecuacion en cuestión fuese 

>:"' - Ay"' = con A=l por ejemplo, se podria factorizar y 

enc:ontrariamos las 2 únicas soluciones. Si fuese x 2 -Ay2 =-1 

con A=l también por factorización encontramos que tiene solo 

2 soluciones. Entonces, un c'am1no qL1e se puede tratar de 

seguir para resolver >:"' - 2y"' = -1 es buscar si e::iste 

alguna factorización que nos conduzca a las soluciones. 

Pero, esta ecuación no tiene factorización en los numeras 

enteros, es decir la factorizac:ión de esta ecuación es: 

.J2 yl ( ;.: + .J2 y) = -1 (a) ( X 

Y el número .J2 no es un númer·o natural, ni tampoco un 

número racional. 

Pero por simple inspección, 

solución de (a) ya que 11· -

vemos que x=l, y=l 

.J2) ( 1 + .J2) 1 -

es una 

2 = -1 

entonces, aLtnqLte la factoriz::ación no esté en los números 

enteros, x y y si son números enteros y con esto basta para 

decir que si son solución de <al. 

El problema ahora es buscar cómo encantarar todas las 

soluciones a la factorización Cal que son todas las 

soluciones para x"' 2y"' = -1. 

Si trabajamos en el conjunto de los números de la forma 

a + b.J2 con a y b en los enteros, quizá encontremos todas 

las soluciones a Ca). 
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Reformu l'émos nuestro prob 1 ema. QuercDlOs encGr.Lrar todos 

los números de la forma a + b../2 con a,b en los enteros 

tales que satisfagan <a+ b../2)(a - b../2) -1. 

Entonces trabajaremos en el conjunto: 

Z< ../2) = C a + b.J2 1 a, b E Z ¡ 

Notemos que ZC.J2J es obviamente cerra>do b¡¡jo la sum¡;¡, y 

también es cerrado bajo el producto, o sea: 

si ()(¡ y oc2 = a, • b: ../2 entonct;>s existen a >' 

b E Z tales que a+ b../2 = (oc 1 Ha,J. 

Demostración. 

< a 1 + b , ·I2 J < a 2 + b: .J2 J = a, a: + a, b , ../2 + a , b, ..¡::. + 2 b , b: 

ca, a, 
Sean a = a, a, + .2b, b, y b y como 

a,, b,, a: y b: E Z entonces ¡¡ y b E Z. 

De manera equiv:=iiente puede pobarse que Z1.J:::1 c~omple 

con todas las propiedades que cumplen los nOmeros enteros 1y 

que caractt;>ri=an a Z como uo dominio entero: es decir. un 

conjunto ~0J11de la suma y el producto tienen las propieaecies 

usuales -de un anillo- y además se cumple que si xy=ü 

entonces x=O ó y=OJ. 

Sea oc = a + b ../2 y l lamémosle oc= a - b.J2 con a,b 

en los enteros, <Nótese que iX E Zt.J:::J también1. 

Nótese que en Z1.J::1 se c•Jmple la sigtúent;: pr·:>p•)si·'.:ion: 

Proposición. Si ~.BE Zi../2> 

Demostración. 

Sean oc=a+b../2 y f3=c+d .¡.:: 

se cumpJe aB= ~.¡ 

entonces 

;j3 = la+b.J2Hc+d../2J [ac + 2bd •· lcb· +adJ../.2) 

ac + 2bd - lcb + adJ .J2 a e + 2!b d - c b .J2 - ad .¡.:; 

<a b../2) (C - d.J2J = \ a + b ..¡:::; 1 ,, e + d .J.2 i 

Ahora, nuestro problema es encontrar todas las •X' S 

tales.que: 

(O()(';i = -1 ( b 1 

Notemos que si oco es solución a tb:, entonces loco1=n·• 

también es solución ya que: 

( OCo ) ((X;j -1 impl lea ( <Xo ) 2 n • 1 l <Xc. ) 2 n ~ 1 - l 

para toda n en los números naturales. 
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Y de aqui tenemos una infinidad de soluciones para (b). 

Ahora, ¿cómo encontramos a todas las soluciones? 

Encontremos la solución más pequeña y las potencias 

~mpares de ésta, seran todas las soluciones de Cb>. 

Sabemos que 1+J2 es solución a <b> y además veamos que 

1+J2 es el menor número de '.?( J2l 

positivos. 

tci 1 que a y b son 

Sea oc0 = l+J2. Veamos un poco cómo son las potencias de 

OCo • La tabla siguiente muestra algunas de estas potencias. 

n ( OCo ) n 

1 1 + .J2 

2 3 + 2.J2 

3 7 + SJ2 

4 17 + 12 .J2 

5 41 + 29 .J2 

6 99 + 70.J2 

7 239 + 169 .J2 

Como ya se demostró, para los valores impares de n. 

obtenemos siempre soluciones a ( bl. Si 1 1 amamos \C) a la 

ecuación ( ocHCXi = 1 ' 
entonces para los valores pares de n 

obtenemos siempre soluciones a la ecuación \ c >; Ya que si 

Cocol<(Xo'°J = -1 entonces ( OCo ) : n <. ()(,¡ 1 : n = ( - 1 ) : n 1 

De manera qL1e s 1 rx 0 es e 1 menot· númet·o en Zl .J2 l con a 

y b positivos, que satisface tbl, entonces (IXol' es el men•::it· 

número de Z<.J2l con a y b positivos qL1e satisf&ce la 

ecuación lcl. Y entonces para tener cualquier potencia impat 

solo tenemos que ir multiplicando rx,, por \i:x,,1' tantas 

veces como sea necesario. 

Pero si podemos mul tipl !car por le<o l2, también podemos 

9J.YJ.9J .. t entre ( 'Xo ) o <que es lo mismo que multiplicat por 

Coc0 12 1. Esio significa que si partimos de cualquier solución 

oc de <b> es otra solución "más chica". Con esta 



233 

idea se puede ver que siempre podemos encontrar una solucion 

"más chica" que una solución dada, a menos que esta solución 

sea <Xo misma <que al dividir entre l<Xo) 2 nos dá una 

solución con numeras negativosl. Esto im.plica que al dividir 

una solución cualquiera por <ix.i:, <1Jtol', (<Xol•• en 

algCm momento caer1amos en <Xo. Luego las soluciones de la 

forma <ocol 2 "' 1 son 

(bl. Dejamos al lector 

afirmaciones. 

todas las soluciones "positivas" de 

verificar los detall.es de estas 

De todo lo anterior tenemos que si i!l es solución de \bl 

entonces ¡3<ixo l2 también lo es, y es la siguiente solución, 

-es to es: 

s l Jl x + y .J2 entonces Jl 1 r.lo J ' = ~ x + y .J2 l 1 3 + ::. .J.2 > 

.<3x + 4yl + <3y • .:xl.J2 = -1 o sea 

es s~lución a <b>. 

fórmulas paré\ encc·ntrar la De donde obtenemos 

siguiente solución a 

tengamos. 

dos 

partir de cuaL-:¡uler solución que 
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APENDICE c 

Para que al lector le quede un poto mas en gen~ral la 

idea del curso de Algebra Supérior que hemos impartido en la 

Facultad de Ciencias, trascribimos a continuación un resumen 

del mismo. 

UN CURSO DE ALGEBRA SUPERIOR. 

Dirigido a estudiantes universitarios de primer aAo de 

.Matemáticas y F1sica, (edades de 17 años en adelante). 

El programa estándard en nuestra escuela es: 

l. Primer semestre: ll Análisis combinatorio e Induccion Ma­

matica. 

2l Espacios ve'ctoriales y Sistemas de 

Ecuaciones lineales. 

II.Segundo semestre: ll Divisibilidad y Congruencias. 

2) Polinomios y Ecuaciones. 

Cubrimos estos ternas tratando d9: 

1l Hacer' que los estL1diantes trc1bajer. pr·oblemas concretos 

por si mismos, sin exposición previa de la teoria, de modo 

que puedan encontrar sus propias soluci~nes. 

2) Hacer qL1e la teoria surja naturalmente de estos 

problemas y sus soluciones. 

3) Mostrar aplicaciones de estas teorías a otros problemas 

en diferentes campos. 

4) Insistir en la conveniencia de representaciones 

gráficas o pictóricas en la solución de problemas. 

5) DiscL1tir aspectos de las soluciones histcricas reales 

dadas a algunos problemas, . las relaciones entre el 

desarrollo de las matemáticas y el de la s'ociedad, el LISO de 

la ciencia en nuestra sociedad, etc. 
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(Como- ~iempre, las 

permiten hacer todo 

quisiéramos). 

limitaciones de tiempo na nas 

como esto tan minuciosamente 

Las problemas que usamos en clase y en las tareas son 

los siguientes: 

I.1 Combinatoria e Inducción. 

a> Problema del torneo de Pin-Pon: n jugadores deben· 

efectuar Ltn 

_parejas al 

perdedores 

la sLterte 

torneo con las siguientes reglas: se forman 

azar¡ cada pareJa jupga un partido y los 

se descartan. Si n es impar, algún jugador tiene 

de llegar a la siguiente ronda sin jugar. Se 

repite este proceso con los juga~ores restantes. ¿Cuántos 

partidos deben jugarse antes de tener un solo ganador? 

<Tomado de Halmos). 

b) ~arra de chocolate. Una barra de chocolate está 

formada de Bx4 peque~as piezas. ¿cuál es el número minimo de 

veces que debe partirse la barra para tener separadas todas 

las peque~as piezas? (Tomada del IREM de Estrasburgo). 

Estos dos problemas nos permiten poner énfasis en la 

necesidad de desarrollar casos particulares estableciendo 

.diversas conjeturas, probándolas, etc. La impresionantsmente 

simple y clara solución a la que se llega finalmente, es 

sólo el resultado del arduo y "sucio" trabajo previo. 

c) Segundo problema del Pin-Pon. Ahora debemos jugar un 

"roLtnd robin"; cada qLlien tiene que jugar contra todos los 

demás. ¿cuántos partidos se juegan ahora? 

Aqu1 obtenemos diferentes s6luciones 

estudiantes, les pedimos que prueben que 

correctas y que vean las relaciones 

de parte de los 

todas ellas san 

entre ellas. 
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Introducimos una primera experiencia en i~ucción matemática 

observando la "ley de crecimiento" de las diferentes 

soluciones. 

d) Conteo de ternas no ordenadas de· Ltn conjunto de n 

elementos. 

<Repetimos los procedimientos antes di!scri tos). 

el Número de subconjuntos de un conjunto de n 

elementos, número de diagonales de un PDl fgono, núme1·0 de 

regiones en las que puede dividirse un cfr.culo mediante las 

cuerdas qL1e unen 1 os pL1n tos de su f nnn ter a. Sumas de 

cuadrados, CL1bos, etc. CMás de inducción!~ 

f) Encontrar un número triangular cuyo 

también un número triangular. <Después de 

estL1diantes dan ejemplos, 'el maestrm da 

doble 

una 

sea 

recursiva>. Encontrar un núme1·0 cuadradado cuyo 

que los 

fórmula 

doble es, 

también, un cuadrado. <Prueba por contréldicción: 

principio del Buen Orden; descenso infinito>. 

g) Problemas estándard de combinatoria: Combinaciones, 

permutaciones, etc. lHay alguna fórmul• para n•? <Como la 

que se encontró pare- la sun\a de los ;¡or.imeros n números 

naturales). 

hl Triángulo de "Pascal". Combinaciones, coeficiente;:; 

binomiales, número de rL1tas en L1na ciudi!\ll <Tomado de Polyal. 

Identidades Combinatorias. 

il Pruebas estándard por inducción. 

j) Aplicaciones a la Probabilidad, Ffsica, Biologfa. 

<Problemas de los cumplea~os, estadistiEas de Bose-E1nste1n, 

leyes de Hardy-Weimbergl. 
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1.2 Espacios Vectoriales y Sistemas de Ecuaciones Lineales. 

Suponemos que los estudiantes tienen eKperiencia ~revia 

con problemas referentes a ecuaciones lineales, la idea 

principal es tratar de· que se den las nociones de 

dependencia lineal, bases, etc., a través de problemas se 

encuentra la solución de ecuaciones lineales. Se mencionan 

algunos acertijos en conexión con determinantes y 

permutaciones pares e impares. 

11.1 Divisibili~ad y Congruencias. 

al Problema de las jarras: medir litros con dos 

jarras con capacidad de m y n litros. ¿cuáles números pueden 

medirse? <Conduce al máximo común divisor como combinacion 

lineal de los números)' 

bl Problemas estándard encaminados a las ecuaciones 

diofantinas. 

cl Calendario Maya: consiste de 20 simbolos, digamos 

A,B,c, ... , y 13 números; 

C3, .•• 

los d fas sw:es i vos son Al, B2, 

dl Problemas de engranes: un engrane de n dientes está 

conectado con uno de m. Problemas de bolas de billar. 

el Algoritmo de Euclides también para numeras reales. 

Razón áurea y otros números i r•rac ionales. 

f) Números primos 

problemas resueltos y no 

primos. 

y factorización. Se mencionan 

resueltos en la teoria de numeras 
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g> Problemas de horas, d1as de la semana, etc. que 

conducen a la idea de congrL1encia. Probl:l!Jllas de calendario: 

lEn qué día de la semana es más frecuente que caiga el lo. 

de enero? <Con distintas reglas resl!'ecto a los años 

bisiestos>. Otros problemas que tienen periodicidad. La 

"prueba del nueve", etc. 

h> Propiedades de congrL1encias, resolver congruencias 

lineales. 

i) Clases de congruencias¡ 

anillos y los campos . 

se defimen más o menos los 

. j) CodificacióH usando clases de congruencias. El 

código secreto de Rive~t-Shamir-Adleman~ se mencionan los 

teoremas de Fermat y Euler y el maestro nos demuestra. 

11.2 Polinomios y Ecuaciones. 

Aquí nuevamente no se dan problemas concretos. Solución 

por radicales de ecuaciones de segundo. tercero y cuarto 

grados. Se menciona la imposibilidad pilra las de ·qL1into 

grado. Los números complejos se imtroducen como una 

necesidad para tratar el caso irreducifule de la cubica. 

Algebra y Geometría de n6meros complejos. Un argumento 

geométrico para el Teorema FL1ndamental dJel Algebra. 

El Teorema del Factor para polinnmios abre el camino 

para una relación entre la solL1ción llf1e ecuaciones y una 

teo~la de divisibilidad para polinomios, análoga a la de los 

enteros. Ralees comunes y ralees mOlt±ples. Introducción a 

métodos numéricos. Regla de los sigl'los de Descartes y 

métodos de Horner y Newton. 
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<Esto es un burdo bosquejo del curso. 

precisar y completar más en varios puntos). 

Se necesita 

Los cursos a los que nos hemos ref~rido aqu1, han 

estado a cargo del Dr. Santiago López de Medrana y como 

ayttdante Jul ieta Verdugo Día;::. <Ambos trabajando en el Grupo 

de EnseRanza de las Matemáticas, del Departamento de 

Matemáticas de la Facultad de Ciencias de la UNAMl. 
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