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7 Prologo

Desde niffo, siempre llamaron mi atencisn la cinta de Moebius y
la botella de Klein. Trate de construir la botella de Klein .(lo
cual nunca logré .
Después me di cuenta de que esta botella estaba , efectivamente
formada por dos de estas cintas.
Posteriormente en los cursos universitarios estudié de wanera
sistemidtica estas dos superficies desde todos los dnguloes.
Pensando en donde vivimos los seres humanos escuché varias
pldticas sobre seres de dimension 1.2.3.
Los seres de dimension uno viven en un espacio difeomorfo a una
recta .Los seres de dimensidén dos vivirian en una variedad
diferenciable de dimension dos.es decir una superficie.Los
posibles universos para est.os seres como podemos  ver
tendrian formas muy caprichosas.sus propiedades topdlogicas y sus
propiedades geométricas  serian muy variadas.
Si un espacio de estos, estuviera visible a un habitante de
dimension tres.él,podria tomar un ser de estos y colocarlo en otro
lugar de ese mismo espacio, y el ser este sentirfa que desaparece
y aparece en otro lugar de su universo.,ya que él no podria ver al
ser tridimensional que lo mueve.
Nosotros, como habitantes del espacio,tridimensionales,
estudiamos el universo en una localidad de 61 vy, asf, cualquier
tridimensional piensa que el universo es un pedazo de espacio
R'. Sin embargo.anflogamente a la situacidn que ocurrié ' en
dimensidén dos , pueden seres cuadridimensionales |, tomar un
habitante tridimensional,y trasportarlo a otro lugar del
universo ( del tridimensional ),y la impresidn de este infeliz
tridimensional seria andloga a la de la creatura bidimensional.
El objetivo de esta tesis es wostrar la parte matemitica de
algunos universos de dimensién tres en los que tal vez en alguno
de estos podriamos vivir.
Los conocimientos necesarios para leerla son modestos .Un poco de
#lgebra abstracta y topologia diferencial.




RESUMEN

El objetivo de weste trabajo es estudiar las dlgebras de
Lie de dimensidn menor 6 igual a 3 y sus grupos de Lie
simplemente conexos asociados.
Al hacer lo anterior , usamos fuertemente de  correspondencia
entre subgrupos y subdlgebras de Lie . que no demostraremos aqui.
En el primer capitulo se recuerdan los resultados basicos de
grupos de Lie v la clasit'icacion de las dlgebras de Lie reales

de dimensidn menor ¢ igual a 3,

En el segundo capitulo se estudian los grupos que corresponden
a las dlgebras de Lie de dimensidn 1 vy 2.

En el tercer capitulo se estudian los grupos gue _ corresponden

a las dlgebras de Lie de dimension 3 v tales son R, el grupo
de Heinsenberg. el grupo Afin*(Pd)x F. y la cubriente universal
del grupo de isometrias del plano que preservan orientacion
Iso*(R*> . el grupo de isometrias del espacio de Minkowsky

E(1,1), el grupo especial lineal SL2.® y la esfera de
dimension 3, §°

El dlgebra de Lie se esclarece de dos maneras ; a través qp la
represent.acicn matricial vy a través de los campos vectoriales
invariantes a izquierda

Finalmente se asocia a cada grupo de Lie una métrica
riemanniana invariante por traslacidn izquierda.

Las referencias principales son; el libro de N. Jacobson Lie
Algebras, para la clasificacién de las dlgebras de Lie. Para la
parte de grupos se utilizaron las tablas de clasificacion de
grupos de Lie contenidas en los siguientes articulos ;Flows on
some three dimensional homogeneus spaces por Auslander L.
Green L . y Hahn F. Curvatures of Left Invariant Metrics on
Lie groups por Milnor J. 3-Manifolds whose universal

coverings are Lie Groups por Raymond F. Vasquez A. T.
Enero , 1988.

J.R.Guzman .

e
.



CAPITULO 1.
GENERALIDADES DE GRUPOS Y ALGEBRAS DE LIE.
§ 1.

GRUPOS DE LIE.
Empezaremos con la definicion de grupo de Lie.

DEFINICION 1.1.Un grupo Lie es un grupo que también tiene
una estructura de variedad diferenciable y tal que la
operacion producto vy la operacion inversa |

* GxG ~——sG

O —s G,
son diferenciables,
A continuacidn obf.endremos algunos resulbados a titulo de e jemplo
que posteriormente vamos a utjilizar.

LENA 1.1.®" con la operacidn de suma es un grupo de Lie.

- DEMOSTRACION
Consideremos la operacién de suma definida de la siguiente

manera,
. a + RORN ®",

+ + +

("1" R PRI .yn)u(xi Yqoeo o Xy vn).

Que como podemos ver se verifican los axiomas de grupo.

Hostraremos que R" es una variedad diferenciable .

Se puede considerar el atlas candnico., definido
por
Ast R0 ) .

Podemos ver que el cambio de coordenadas es €*.
Ademds la operacién es diferenciable pues su Jacebiano
existe vy es igual a

LEMA 1.2. Cualquier espacic vectorial de dimensidn finita es un

grupo de Lie.
DEMOSTRACION
Como va se sabe, cualquier espacio vectorial es un grupo

por definicidn , solo basta demostrar que se le puede dar una
estructura de variedad diferenciable.
Consideremos una base del espacio vectorial



l'r-(é,....e },
1 n

entonces la siguiente aplicacion ¢, es una carta para el
espacio , que llamaremos V .

¢V —aR" |

.+ .
¢(°xe1 . anen)- (at,, ) .,an)

Podemos ver que el cambio de coordenadas es la identidad.
Ademis la operacidn del grupn es diferenciable.
n

Recordemos que

Sts{zeC; Jz|=1 >

LEMA 1.3 S' es un grupo de Lie.
DEMOSTRACION

Podemos considerar la multiplicacidn de nimeros complejos
como la operacidén del grupo .De ésta manera este conjunto
deviene en un grupo .

Ademds S' es una variedad diferenciable .

Consideremos los abiertos de este espacio, donde S' tiene
la topologia heredada de ¢',

Ve (xyreSt; ¥>0 ),

V=« (x,y)es' : y<0 },

V=< (x,¥)eS' : x>0 ),

R (x.ydeS' . x<0 ),
( donde (x,y) estd identificado con el nimero complejo x + {y).
También consideremos el intervalo abierto (-1.1) vy de esta

manera podemos definir los sistemas de coordenadas en estos
abiertos como ab.c.d; si llamamos U=(-1,1) se tiene

a:U. Vv , altd= L./T——Lz >,
b:U -V, bltd= (- 1-t3,
c: UV L etd= S1-2 g >,
d:U+V | 4atd= (-/-1——:,2,1 "

-3



Agqui podenos_ ver,que todos los cambios de coordenadas son
de clase ¢° Lanb%én‘ podemos ver que los codominios de estas
cartas cubren a S$° .

Ademds es un ejercicio de rut.ina mostrar que la operacidn producto
v la operacidn inversa son diferenciables.
Como consecuencia tenemos que S'es un grupo de  Lie.
3 . P
Recordemos que S° estd definido por
$? = (x,yz.wOeR | e yie e viag
Como otro resultado mds veremos el siguiente :

LEMA 1.4. S? es un grupo de Lie .
DEMOSTRACION
Consideremos los abiertos en este espacio , definidos como

Va{(x'x XX de S%. x,>0}.
v 1 2 3 4 8
\v'-f(x.x.x.x)esa; x<0}.
vt 17722 v
l.os cuales son abiertos es este espacio, naturalmente, con la
topologia relativa inducida por el espacio R,

A continuacidén . para com;)lel.ar la prueba podemos considerar el
abierto de el espacio R7;

V-{(x.y.z)éka; X+ yi 2% 1 } .

De esta manera podemos definir los sistemas de coordenadas

locales como
®, Vo— Vl o ¢J:V — VJ
dadas de manera natural por

/ 2 2_.2
(x.y.2) — (x,y.,x ¥ 1=x°-y°=2°2),

T e
(X,¥,2) ——— (x.2 7 1-x2—yz-zz.v.z).



s (.2, 2 Y 1=xPeyi-zD)

(x,v.2)

Es facil ver que est.us cambios de coordenadas son de clase €%,
Y por todo lo anterior tenemos agui una variedad diferenciable de
dimensién 3 . '
A continuacién veremos que s? es un grupo .

Antes de iniciar la demostracidn haremos un
paréntesis para que veamos el porque se ocurre equipar a §°
con una operacion de grupo,

Consideremos el grupo de Hamilton
% = { a*ib*jetkd : ab.cd e B } .

con su Labla correspondiente de multiplicar
" t i J k 1

S U I T

Jl-k-t 1

s k] g-1-1 k
: tf i k1 .

Observemos ademds que el producto de 2 elementos de norma 1 es
de norma 1, donde a+ib+jctkd esta identificado con (a,b&;d)e&‘.

N . . N k]
La operacidén anterior restringida a 5% es

3, «d . 3
w o S% S s 8 . Xx'=vy -2z *~ww’
xy'+x'ytzw—-2’w
Xz X T ztwy T —yw!’

* CCx Tyt oyt
Uxyzwd0 X,y 2w = XK Twtyz =y 77

. . . .. ~3 .
Con esta ley formidable de multiplicacion 37 deviene en un grupo.
Tambien se puede ver que esta operacidn y la operacion inversa
son diferenciables. -

Una pregunta natural es si toda esfera es un grupo de Lie .

Existe un teorema famoso para esferas .



TEOREMA 1.1. S" es un grupo de Lie solo para n = 1.3,

La demostracidn de este teorema estda fuera del alcance de esta
tesis.

Pasemos al estudio de matrices.

Definamos ahora el espacio vectorial

M ()= {T;IR“* R” | T es lineal } .

Asi de esta manera llegamos al: )

LEMA 1.5, #n(lR) es un espacio vectorial ,isomerfo a [R",

DEMOSTRACION
Primero es facil ver que A‘.“(.’F.) es un espacio vectorial

porque podemos considerar la suma usual de matrices y la
mult.iplicacidn por un escalar ,Lamhizén la usual.
Para ver que es isomorfo a r" podemos considerar el
isomorfisme dado por
K
$ AR —a R"
n
a ...a
11 in
¢ =[a CA oA A )
11 in 1 14
a ...a
ny [s1a}

LEMA 1.6. 4 (R) es un espacio topolégico.
DEMOSTRACION
Consideremos la topologia inducida por la funcidn ¢ del teorema

anterior v definamos los abiertos en /«n(lk) asi;

O & An,R) es abierto si vy solo si #(©) es abierto en Rr",
Claramente podemos ver que los abiertos asi definidns constituyen
una topologia para este conjunto.

Utilizamos lo anterior para def'inir los grupes de matrices los
cuales serdn muy importantes a lo largo de este trabajo.

LEMA 1.7, GL(n,R)=( ~=i(n,F); det.(xd)=2 0 } es un grupo de Lie
DEMOSTRACION

Para que este conjunto devenga en un grupo  consideraremos la
multiplicacidn usual de matrices

Pues si t.omamos xoveGLin R entonces podemos ver que
det.{xyd=0 , de aqui , concluimos que GL(n/R) es cerrado.

10



Y como la multiplicacidn de matrices es asociativa y det.Cx™H= 0
se tiene entonces que GL(n /> es un grupo.

~La funcidn definida como sigue es un  homomorfismo de

grupos det.:GL(n R) ——s F=(0Y | & ——a detix) .

Lo anterior lo usaremos para ver que GL(n,FY es una
subvariedad de R | k=n? v, €n efect.o ;

GL(n,R) es un abierto en R" , va que

det™'( R-{0)) = GL(n,®) pero la funcidén det es
cont.inua de donde se sigue el resultado.Ademis la  operacion  del
grupo es diferenciable  va que  usando las carta candnica @ de
GL(nF) la expres<ion para la nperacion es polinomial.

LEMA 1.8, GL(nR) tiene dos componentes
DEMOSTRACION
Una disconexion para este espacio es

GL'(n,EU:{ xeGL{n P) : det(x)>0 } R

GL'(n,G’.)={ xeGL(nFK) ; det(x><0 } .
Ya que , ssomo conjuntos .es inmediato.que
GL(n Py=6L C(n®> U 6L C(n ),

Primero, podemos ver que GL‘(n,R) y que GL™(n, R) son dos abiertos
en GL(nR) , lo cual se sigue de que la funcidén determinante es
continua .Observemos .

+ -
GL (n,R) N GL (n, R = 0 .

Ademas GL‘(.n.ﬂ?) es arco conexo . Para ver esto basta mostrar
que existe un camino cont.inuo que wune al elemento
identidad del grupo con un peGL’(n,R). Para encontrar tal camino
se puede usar la forma randnica de Jordan de la matriz p .
Por otra parte no existe una curva cont.inua que una un pe GL (n/R
con un gqeGL (n,R)

Pues si existiera, se tendria entonces

y:I ——s GL(nR> #(0d>=p , ¥y(D=q es continua.
Ahora si consideramos que

el det(pC03> > 0 Yy . det. (313 <€ 0,

al ir de p a q pasamos por el cero por ser dety continua. Y
obt.enemos una contradiccién vya que O Im(det p).

11



g 2.
ALGEBRAS DE LIE.

DEFINICION 2.1.Un dlgebra de Lie es una pareja (£ ,[,1] donde ¥ es
un [~ espacio vectorial de dimensicon finita junto con una
operacidn bilineal que llamaremos paréntesis

(.1, Vo0 ——a V,
y tal que esta operacién satisface las condiciones

a) [+ 1= =y 1, Cantisimetria)d,
by [0y 11+ [adoy 1) + (5050 1= 0.
¢ ident.idad de Jacobi >~ .

Aqui consideraremos espacios de dimensiodn finita, aunque existen
otros como XM que es el espacio veclorial de campos
vectoriales sobre la  variedad diferenciable M que tienen
dimensidn infinito v forman con el paréntesis de campos un dlgebra
de Lie.
DEFINICION 2.2.

Las constantes de eshLruclLura del algebra de Lie son los nuimeros
f:':J t.ales que si (Xi.. N .X“} es una bhase para £ entonces

k
(X X 1= ) < X, -
Est.as constantes determinan el dlgebra de Lie.
Por abuso de notacion denotaremos simplemente por ¥ a {g.[,1].
EJEMPLO 2.1. El espacio vectorial p/n R)= {x & M(n R } Junto

con la operacidn [x,.yl=xy~yx es un algebra de Lie .

EJEMPLO 2.2. ®? junto con la operacién del producto cruz

es un dlgebra de Lie.

El siguiente lema nos ayuda a obtener mds ejemplos de dlgebras de
Lie . :

LEMA 2.1. Si [V.[,])) es un dlgebra de Lie , W&V es subespacio
vectorial |, [,} cerrado en ¥ , enLonces-% es una dlgebra de Lie.

EJEMPLO 2.3. »Un R)= {xeg[(n.i}?) . traza(x)=0 } es una algebra

de Lie con la misma operacidon que M(n R),

Para ello consideremos el mismo paréntesis de ¢(nR) | se
puede ver que ést.a operacion es cerrada en 282 P ademas
tambidn podemos ver que este es un subespacio vectorial de
#n B,

12



3.
CORRESPONDENCIA ENTRE SUBGRUPOS Y SUBALGEBRAS
DE LIE.

Resumiremos ahora rdpidamente como a partir de un grupeo de Lie
puede obtenerse una iAlgebra de Lie asociada.En lo que sigue 6 vy
H serdr grupos de Lie , X(G) serd el conjunto de campos

vectoriales en G y X(H) el conjunto de cawmpos vectoriales en H.

DEFINICION 3.1. Si tenemos una funcidn

46 < H diferenciable

diremus quee X € X(G) Y Y € X(H) estdn ¢ - relacionados si
dp XCp) = Y g(pd

LEMA 3.1. Si X est.d ¢ - relacionado con Y , vy si Xl esta ¢ =
relacionado con Y‘ , entonces [X,X') estd ¢-relacionado con
lY‘Y‘] .

DEMOSTRACION .,

EY

Tenemos que mostrar que

-

d¢ (XX 1(p) = [Y.Y JgpCpdd,

lo cual es inmediato , porgue

dp [X.X1(p> = dp C X X - XX Xp),
= dg X X (p) = dg XX (»,

= Yg¢X (- YgpXp,
~ ¥ Y (gpdd - Y Y(gp
SRR RTIC

DEFINICION 3.2. Si G e¢s un grupo de Lie la funcicn Lg;G
definida por Lq(x) = = X se llama la traslacidn izquierda en G

y si XeX(BG) es tal que dLg X(p) = X(Lg(p)) decimos que 'X es

invariante izquierdo.

13



Esto es posible va que Lq es siempre un difeomorfismo lo que

se sigue inmediatamente de que la operacién preducto en el
grupo es ¢,
Analogamente si R :6 — G | Rq(x) = xg, es la traslacidn

9 2
derecha en G v si XeX{(G) es tal que ngX(p) - X(Rg(p)) . entonces
decimos que X es invariante derecho.

TEOREMA 3.1.El espacio de campos invariantes ¥ es isomorfo al
espacio Langente en el elemento identidad del grupo suhvacente.
DEMOSTRACION

Consideremos el isomorf{ismo

¢ (Xd= XC e > | donde e es la idenl.idad en G ,

que, como podenos ver es un isomor{ismo de espacios vectoriales.

TEOREMA 3.2. El conjunto def'inido por g= {campos vectoriales en G

invariantes izquierdos} es un algebra de Lie con respecto

al paréntesis de campos vectloriales .
DEMOSTRACION

Ficilmente se puede ver que este conjunto deviene en un
espacio vectorial si se usa la suma y producto por un escalar
usuales en los campos vectoriales , ademdas por el lema 2.2.tenemos
que este espacio es cerrado respecto al paréntesis de Lie
de los campos vectoriales .

[
DEFINICION 3.3.Sea G y H grupos de Lie V una vecindad de la
ident.idad en G, ¢ es un homomorfismo local de Lie de G a H si

"

para toda xy €V xy eV ,

d(xy) = p(x) ¢Cy) .
DEFINICION 3.4.
Si L g, [J‘l;== ¥ v ( 9, [.]z]:‘-= 9% son dos dlgebras de
Lie | diremos que ¢:§ —% ,aplicacidén lineal, es un
homomorfismo de dlgebras si

¢([x.v)i) = [¢(x),¢(v))f

Decimos que ¢ es un isomorfismo si ¢ Liene inversa.
TEOREMA 3.3.Si ¢ ; V€ G —s H es un homomorfismo local delie
y V es una vecindad de la identidad de 6 enlonces

14



dq‘)‘g-—--o Df.'.

es un  homumorfismo de dlgebras de Lie .
DEMOSTRACION

Por la continuidad del producto existe V ¢ V° tal
que para toda x.v e V X.y € V,

Si L es la traslacidén izquierda en G . se sigue que ;

C L@“’-’ ¢ ) = (g Lx ) Y)
dg ()an) = stp(X) d¢(X°) .
= d Ld)w.) ¢ xn '

dC g L DCX)> .

d¢ dl‘x X R

dpCX )
De donde X v dg(X) estan ¢ - relacionados entonces

d¢([X.Y]°) = [ dpC(XD dpCYD ]¢x°)

Y d¢ es el homomorfismo de dlgebras buscado. .

En este apartado recordaremos que si conocemos un dlgebra

de Lie | esta nos determina un grupo de Lie localmente
COROLARIO .~ Grupos de Lie isomorfos tienen algebras de Lie
isomorftas )

Inversamente , si conocemos un dlgebra de Lie. esta nos
det.ermina un grupo de Lie.

TEOREMA 3.4. Sean G v H grupos de Lie con dlgebras de Lie § vy %
respectivamente y G simplemente conexo .Sea { ; ¥ - % un
homomort'ismn de dlgebras de Lie: . Entonces existe un  inico
homomorfismo de grupos de Lie ¢ : 6 —= H . tal que dp = 1 .

Observacién ; Existen grupos que tiepen algebras de Lie isomorfas
que no son isomorfos . por ejemplo Ry S

COROLARIO Si G v H son simplemente conexos vy Lienen
dlgebras de Lie isomorfas entonces G y H son isomorfos . )
Existe un teorema debido a Ado que no probaremos que dice que
toda dlgebra de Lie se puede representar en el algebra de Lie
general lineal 3énF) para algin nel,

15



Como consecuencia , si ¥ es un dlgebra de Lie entonces existe un
grupo de Lie , en particular uno simplemente conexo con adlgebra de
Lie ¥ .

En vista de esto se tiene el :

TEOREMA 3.5. Existe una correspondencia inyectiva entre clases
de isomorfismo de dlgebras de lie vy clases de isomorfismo de
grupos de Lie .

16



5 &

CLASIFICACION .
DE ALGEBRAS DE DIHENSIONES 1.2.3,

El tema de este apartado sera clasificar todas las
algebras de Lie de dimensidén baja,salvo  isomorfismo, de
dimension menor 6 igual a 3.

En lo que sigue , § serd un dlgebra de Lie de dimensicn menor 4
igual 3 , con su operacidén (,].

DEFINICION 4.1, Si ” es una base de 7 definimos
o= {2 ).:(x\.yll i ‘A.‘e L x\‘vf’r’ }

DEFINICION 4.2, 2(%) = {:@; | Ixwl=0 . veg } gue llamaremos el

centro de $.
DEFINICION 4.3 MN<¥ es un ideal de $§  si

a) M es un subespacio veclorial de §.
b) Cuando xe¥ . vyeM o xeM. vey¥, entonces [x.yleM

Penotaremos por gen(x) el subespacio generado por xe¢¢, v diremos
gue la dimensidn de un dlgebra de Lie ({¢.0.,1), es la dimensidn
de ¥ como espacin vectorial.

DIMENSION UNO.

TEOREMA 4.1 Sea un algebra de Lie de dimensién 1, [%,[,]]
ent.onces es isomorfa a la dada por el paréntesis

X . X1=0,
donde {X) es una base de %.
DEMOSTRACION .
Se puede ver que por la antisimetria del paréntesis
necesariamente se tiene [X,X1=0,

Entonces en dimensidn 1, existe una dlgebra de Lie.

DEFINICION 4.4. Un dlgebra de Lie (¥.[.]] es abeliana cuando
(X,Y3=0 , para todo X.Y en la base de ¥.

LEMA 4.1, El dlgebra definida por [X,X]}=0 es abeliana,
DEMOSTRACION :

La idea en el caso de dimensidn _2 v 3 es estudiar las algebras
de acuerdo con la dimensidn de § que puede ser de dimensidn
0,1.2.3.

17



DIMENSION DOS.

TEOREMA 4.2.Sea un dlgebra de dimension 2, [2.0.]1, y dim(§>)=0
entonces ¥ es abeliana.
DEMOSTRACION

Se sigue de que £ esta generada por el elemento Dey.

TEOREMA 4.3. Sea un 3lgebra de Lie de dimension 2, [¥,0,]11 tal
que dim{¥ D)2 0 entonces es isomorfa a la dada por

XY= X,
donde {X.Y} es una base de ¥.
DEMOSTRACION

Se tiene que necesariamente
dim(g?=1,

pues yz a gen({X, YD), entonces se puede elegir X tal que

2= gen(X),
es decir
[XYlmaX = 0 | pues si ok = 0 entonces este es el
caso abeliano. Si ahora hacemos
Y—ou oty

un cambio de base, se tiene que

[X.Y)=X.
Entonces existe un dlgebra no abeliana de dimensidn 2.

]
DEFINICION 4.5. Un dlgebra ¢ es soluble si existe neN tal que

D R N N N A N e e e e s .o

g"\ - ls’\"logﬂ-l] - 0.

TEOREMA 4.4. Un Algebra de Lie de dimensidén 2 tal que [X,Yl=X |
es soluble.
DEMOSTRACION

Se puede ver que en este caso

:s?z = 0, entonces n=2,

DIMENSION TRES.

TEOREMA 4.5. Sea un dlgebra de Lie de dimension 3, [4.[,J]1 tal
que dim(§2)= 0 entonces ¥ es abeliana .
DEMOSTRACION

Ya que g’ estd generada por [X,Y] entonces se tiene

que
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[NY)=0, [(Y.21=0, ([X,2)=0.
Entonces se sigue que existe un algebra abeliana de dimension 3.

TEOREMA 4.6. Sea un _dlgebra de Lie de dimension 3, [§J0.1) tal
que dim(ﬁz) =1 vy SZE 2(€) entonces es isomorfa a la dada
por los
paréntesis
X.,Y)=0 |, (Y.2]=X , [X,21=0,
donde {X.Y.Z2) es una base de ¥ .
DEMOSTRACION
Podemos suponer
PagencX),
donde
¥ = gen(X.Y.2),
ent.onces
¢ = gen([Y,2),
va que [W . X)}=0 por estar X on 209,
vy podemos suponer
Y 21=X |

se tiene
. IX,Y)=0, {X.2)=0,(Y 21=X.
. ‘ =
DEFINICION 4.6. Un dlgebra de Lie es nilpolente si existe nelN Lal
que

.......................

TEOREMA 4.7. Un dlgebra de Lie de dimensidn 3  tal que
INJYI=0 | [Y.21=X | [X2)=0 .
es nilpotente vy  dim(¥") = 1

DEMOSTRACION .
Se tLiene 52 = {X}, 53 = {0}, entonces ¥ es
nilpotente.

TEOREMA 4.8, Sea un _dlgebra de Lie de dimension 3, (80,11 tal
que  dimCgD = 1y ¥ no estd conlenida en 208  entonces

es

isomorfa a la dada por las paréntesis

[X.2)=X. ([X.,21=0y | [Y.Z2]=0,
donde { X.Y.2) es una base de ¥ .
DEMOSTRACION
K1 suponemos que ﬁz = gen(X) | entonces  existe Y
t.al que INY)#2 0 por no estar X en 2(5) es decir, por ejemplo
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(XYl = pX .,
haciendo un cambio de base X — X

(X.Yyl = X.
Si ahora hacemos
R = gen(X.Y>, ¥ SR
entonces € se puede escribir como

¢=ReB , B = gen(2),
luego, la tabla de multiplicar de esta dlgebra es

X.21=X , (X2)=0 . fy.2)=0.

pues Si {(X.2}? 0 & 1Y 2} 0 se tendria dim(y’z)# i , pues en el
caso que
X21=X , (Y2l = X .
seria una cont.radicrién con que djm(t?z)ai.
Observacion ; § es la suma directa de dus algebras de Lie.

TEOREMA 4.9, Sea un algebra de Lie de dimensién 3. {g,[.1] tal que
dim(&‘z) = 2, entonces es isomorf'a & la dada por los paréntesis

(XY= 0 , [X2)=2a X + pfY. {(Yyz2l=p X t+ 6 Y,
. qfa
con dr.t,[ ; 6 ] # 0,

donde (X.YZ2) es una base de § .
DENOSTRACION
¥ se puede escribir como

s

Se puede ver gue

¢=RoB,
donde

IA]
)

R = gentX.Y), R es ideal de §. €2
entonces se tiene

¢? = gen(IX.2).0Y.2D.

entonces X2l v [Y,21 son linealmente independientes porgque
dim(g®> = 2, v también si ..xdg:‘:,’ —a % se define por

ad:(.\:)=[x.g].

entonces

de donde se sigue
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(XY1=0 , (X2) = a X + Y, [Y21=p X + &Y.
y a6 = fy 20 ya que dim(g = 2,

TEOREMA 4.10.Si IX.Y} =0 ,[X2l =a X + Y,
(Y2I= p X + £ Y, entonces dim(¢*) = 2 y ¢ es soluble.
DEMOSTRACION

Se tiene nque si  los parentesis salisfacen lo
anterior entonces 3
€ = (0,

TEOREMA 4.11. Sea un dlgebra de Lie de dimensién 3, [¢.,[,1] tal
que dim(§"> = 3, entonces es isomorfa a la dada por los
paréntesis .

XY= 2 | IYZ2] = o X . [2X)=p Y,
y se puede elegir
. a=f=1 6 a=-1=-f
donde € X,Y.2» es una base de ¥ .

DEMOSTRACION
Consideremos la base

€ X,Y.2) de ¥,
hagamos

Y21 = H, {2X]1=N,6 [XY]l=P,
y tenemos entonces una matriz (a”) tal que

5] [3]

por la identidad de Jacobi se tiene
(MX} + ([N)YY + (P2] =0,

sustituyendo M,NP.en lo anterior llegamos a que la- matriz

(c\u: satisface que

de donde la matriz (oml j) es simétrica .

Sea ahora otra base
X'.Y’2'y,
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~adlivk v
.

vy si definimos  analogamente una matriz C(y )

X’ X
Y'| = ¢
2’ IJ“) ; '

entonces
det(u > # O,
9]
Sea ahora
(Y. 2'1=M", {2’ X'1=N" | X'.Y’=p’,
Sustituyendo

N’ M
Nl =Cwv) N |,
P’ R 2
donde se puede ver que la matriz (uu) estd dada por

: t t\-2
o= adjClu DD = W M et ),

antes de proseguir daremos la siguiente

DEFINICION 4.6. Si RS son dos matrices decimos que son
multiplicativamente cogredientes si existe 0 ., matriz invertible
vy p # 0 tal que

R=p0 S 0. ¢Donde 0' es la traspuesta ).

.Con todo lo anterior obtenemos el siguiente diagrama

(a”)

X.Y2) — {4 .N.P>
(Hu)l l (L'_LJ)
(2
e

(Y .2%—e NP
Y calculando se Liene entonces
B o= detp?y O™ o ™,
de donde se sigue que o v ;2 son multiplicativamente

cogredientes. Entonces cada dlgebra de Lie corresponde a una
clase de cogrediencia.Es posible elegir el representante como
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w“

— a 0 0
(a d=lo b 0},
v 0 0 1

donde (T ) significa tomar clase.
Y como dim(%") = 3, se sigue que  abx0 , de donde se puede elegir
a=bsl 6 a=~1 |, b=1, en los paréntesis

[X.Y1=2 , [YZ2]waX |, [2.Xl=b Y. -
DEFINICTON 4.7. Uy dlgebra de Lie ¥ .es simple si €=5 | y si
20¢)= 0,

TEOREMA 4.12. E]l dlgebra de Lie definida como ({X.Y]=Z, (Y 2)=aX
(2. X])=bY .| es simple,
DEMOSTRACION

.
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CAPITULO II.

LOS GRUPOS DE LIE DE DIMENSION 1 v 2.
§ 1.

DIMENSION 1 vy 2.
Estudiaremos aqui a 1los grupos de Lie mds sencillos vy
veremos algunos resultados asociadas a estos grupos.

CASO DE DIMENSION 1.

TEOREMA 1.1. R es un grupo de Lie .

Este: grupo corresponde al  algebra de Lie dJescrita en el
teorema 4.1. del capitulo I.
Enunciamos rdpidamente  algunas propledades bdsicas de este
grupo,
TEOREMA 1.2. ® no es compacto .
TEOREMA 1.3. La funcion R:P—— GL(Z2F) definida por

1 0
acw-[t 1]‘

es una representacién de R,
DENMOSTRACION

Observemos que R es un homomorfismo de grupos , de hecho es un
difeomor{ismo sobre su imagen. :

TEOREMA 1.4. El espacio tangente a R(R) estd dado por

TR-{[OO];ae{P}.
@ a 0
DEMOSTRACION

Pues si consideramos cualquier curva en R | ¥y
derivando .evaluando en 0&R , obtenemos este resultado .

Y calculando el conmutador de matrices se Liene lo siguiente:
COROLARIO La constante de estructura es 0.

Enumeramos ahora algunos grupos de Lie asociados a R .

Recordemos que el grupo de isometrias de R es IsolR) = { f;R -
R | Q) = x + a2, ax0 ),

TEOREMA 1.5, Iso(R) es isomorfo a R x &

DEMOSTRACION
Consideremos la aplicacién

2 "

$:P——as Iso'(R),

t——a flx)= x + &,
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donde Iso’(F) son las isometrias que preservan la orientacidn
es posible ver que ¢ es un isomorfismo y observando que toda o
e Iso(R) es composicién de alguna 2 € Iso’(P> con la aplicacién
X ——+ -x 6 la identidad , el resultado se sigue.

Consideremos otro import.ante grupo.

El grupo S' = {zeC ; [z} = 1 ),

Como va vimos , ' es un grupo de Lie .

Este grupo corresponde al algebra de Lie descrila en el  teorema
$4.1. del capituly 3.

TEOREMA 1.6. §' es compacto .

DEMOSTRACION -
TEOREMA 1.7.. Existe un monomorfismo de S en GL(3,[F).
DEMOSTRACION

Definamos la funcidn

¢ . S +  GL(3,B,

cos(2nt) sin(2nt) 0
#Ce?™Y) = J-sinC2nt) cos(2nt) O |,
0 -0 1

a
5

se puede ver que esta funcion es un difeomorfismo sobre su imagen
asi que podemos identificar a la esfera de dimensidn uno con el
con junto

St . { [_cos(2nb) sinC2nt) ] LR } .

sin(2nt) cos{2nt)
. o ||
Llegamos pues al siguiente .
TFOREHA 1.8.Existe un monomorf{ismo de grupos de Lie entre R vy

DEMOSTRACION
R es la cubriente universal de ¢! vya que se puede
considerar la aplicacidn cubriente
piR —a S,

p(L) = cos(2nL) + { sin(Zat),
Estudiaremos ot.ro importante grupo ., el llamado grupo de Lorentz
que es muy usado en fisica .

Este grupo estd definide por
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3

011> = { T ; P + R | T es lineal

P(TCx yN=P(x,y) donde ¢x,v) = x* = y? }

TEOREMA 1.9. El conjunto definido por 0(1,1)es un grupo de Lie
con cuatro componentes conexas vy la componente identidad es

isomorfa a R .,
DEMOSTRACION

Es facil ver que este es un subgrupn de GL(2Z [R) vya que
a b a b]7T1 o a b 1 0
0“'“'{[.: d]‘[c d] [0-—1][c d]‘[0~1]}'
- a b
c d

de lo anterior se puede despejar

az—czni.bz-dz-l.ab—cd-o}.

2,2 2,.2_ .2
b = S9- R - i Q_EE-?L_.) ,

a a2 a

- g2
B oS entonces dw=+a=0 .
a
se sigue gque
sid=s a entonces b=c¢,
si d = —-a entonces b=-c¢c,

por lo que tenemos :

a ¢ 2 2
0(1,1) = { [ < +a ] : a® -c" =1
De aqui , podemos ver que este grupo de Lie tiene cuatro

componentes conexas (veéase la figura 0 ) y es de dimensidn 1.
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W~
/e

Casi siempre tendremos en cuenta solamente la componente de la
identidad 0°C1.,1)de este grupo que frecuentemente aparece en
relatividad y mecinica cudntica .

Es posible mostrar que la aplicaridn ¢ dada por

P — 07U 1),
cosh(t) sinh(t)]

v [sinh(u cosh(L)
es un isomorfismo de grupos de Lie.

|
CASO DE DIMENSION 2.
Consideremos ahora olLro importante grupo que se estudia en la
siguiente serie de teoremas .

TEOREMA 1.10. ®R?* es un grupo de Lie.’

Este grupo corresponde al dlgebra de Lie descrita en el teorema
4.2. del capitulo 1 .

TEORENMA 1.11. ®? es no compacto.

TEOREMA 1.12. La funcién f:R® ——. GL(3,®) definida por

1 0 x
fixy)= [0 1 vy {,
0 0 1

es una representacién de ®2.
DEMOSTRACION
Podemos ver que este es un homomorfismo de grupons.

TEOREMA 1,13, El espacio tangente de f(R?) en la identidad es

0 0 x i
TR? = 0 0 vy |:x,vyelP }. ¢
e 0 00

COROLARIO Las constantes de estructura son 0,0.
TEOREMA 1.14. Los campos vectoriales invariantes a izquierda
de R estdan dados por 3 9

ax ' ay '

. 2
con respect.o a (x.,y) coordenadas candnicas en R°.
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DEMOSTRACTON

TEOREHA 1.15.Una meétrica riemanniana invariante a izquierda sobre
R es

ds? = dx? + dy?.
DEMOSTRACION
El resultado que sigue se relaciona con el conjunto de
trasformaciones af'ines de R , Afin (R).

TEOREMA 1.16. AfinlR) = {r : Re—s R | f(x) = ax + b ; a,beR,

a>h } es un grupo de Lie .

Este grupo corresponde al algebra de Lie descrita en el teorema
4.3, del capitulo 1.
DEMOSTRACION

Es fdcil ver que bajo la composicidon de funciones este conjunto
es un grupn .

Afin® (B®) es una variedad diferenciable va que podemos
considerar la carta npatural para este grupo como la
definida por

c : Afint@®I— RxR,
f'(x) —— C ab ).

Ademds la operacidén producto y la operacion inversa son
diferenciables de ahi que el grupo Afin es un grupo de Lie de
dimensidn 2.

TEOREMA 1.17. La funcidn f:Afin’(R)——s GL(Z,R) definida por

1 0
ftax + b = [ b a ].

es una representacion de Afin'(R).
DEMOSTRACION
Facilmente se puede ver que eslte es un homomorfismo de
grupos .
TEOREMA 1.18. El espacio tangente de CCAfIn'(PY) en la identidad

es
'r(,\rm‘(o?))={[°”];a.b.sﬁe}.
@ a b

DEMOSTRACION

COROLARIO Las constante de estructura es -1, |
DEMOSTRACION
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Pues si consideramos la base del espacio tangente :
_ 0 0 0 0
ST NH

de esta manera podemos ver que el paréntesis

(28] (57

TEOREMA 1.19. Los campus invariantes a izgquierda de Afin* (R
estan dados por

B T 3
ax ' dy

DEMOSTRACION

Para ello calculamos la diferencial de la traslacion y la
valuamos en los vectores candnicos.

TEOREMA 1.20. Una métrica riemanniana invariante a  izguierda
sobre Afin'(R) es

ds? = -1-; Cdx? + dyD.
Yy

DEMOSTRACION
TEOREHA 1.21. Con la méirica anterior Afin"(R) es isométrico al

espacio hiperbdlico #?, definido por
H? = ((x.y)eP? ; v0 ).
DEMOSTRACION
Consideremos el difeomor{ismo

ax + b ——as (b,a) |
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o CAPITULO III.
DINENSION 3.

Estudiaremos ahora los grupos de dimension tres. Este es un caso
muy especial ya que los seres humanos vivimos presisamente en un

universo que tiene dimensidn Lres1 (excluyendo las {(nterpretaciones
fisicas de la cuarta dimensidén ,..., etc.) .Lo anterior lo podemos
saber vya que podemos ver que Lodas las cosas de nuestro universo
tienen largo , ancho v espesor .Asi que de esta manera, como
dijimos en el prdéloge | cualquier ser humano pensaria que vive en
un. abierto del espacin cartesiano F°,

5 1,
El grupo ®3,

TEOREMA 1.1. ® es un grupo de Lie.

Este grupo corresponde al dlgebra de Lie descrita en el teorema
4.5. del capitulo 1.

TEOREMA 1.2. R® no es compacto.

TEOREMA 1.3. El grupo R’ admite un monomorfismo a GLC(4R) .
DEMOSTRACION
Consideremos la funcién

¢ P — LU P,

¢
1 0 0 x
- 01 0 vy
Plxy.2) 001 =
0 0 0 1 ]

TEOREMA 1.4.El grupo P® visto asi tiene por dlgebra de Lie
asociada al espacio vectorial

0 0 0 a
El 0 0 0 b
= H h e R
R 00 0 ¢ HEE: X% 2 R{ ¥ .

0 0 0 0
1 -
Ee decir , la parte oespactal de nuestro wunwverse es de dimenztOn
tree , y3 que do acuerds con el Dr. finstotn el  unwerso  aee una
variadad diferenntable do dumenstn cualtro, Se reserva una

dimengiOn para el tiempo.
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asi que de manera obvia se pueden identificar los vectores badsicos
que como veremns son los campos invariantes a izquierda.

0 0 0 1 c 0o o0 0 0 0 0o
a__10 0 0 0 é.__10 0 0 1 a.. {0 0 00
ax |00 00 ‘ay 0 0 0 0f'adz 0 0 01
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 00
que producen el mismo efectn al trabajar con el parénlesis de
mat.rrices .

COROLARIO Las constant.es de estructura son 00,0, .
TEOREMA 1.5.Los campos invariantes a jzquierda de B son los campos

o 8__ a_.
a x ' a2y ' a7z’
donde hemos considerado el sist.rma de coordenadas candnico en R,
DEMOSTRACION
Sabemos que la traslacisn en el grupo de Lie P’ estd dada por la
f'uncion

LA(x.v.z) sCa+x ,b+y  ct+z)

y , por supuesto la diferencial estd dada por

1 0 0
dL =0 1 0],
A 0 0 1

asi que podemos ver gue se satisface
3 3 —
dLA(a po ) = X (LA(X.V.Z)) .

y como podemos ver la situacion es analoga para los obLros dos
campos vectoriales .

En otro ejemplo que esLudiemos quedarda mas c¢laro | como obtener
los campos invariantes a izquierda .

TEOREMA 1.6. La meitrica ds? = dx? + dv? +  d2?,
invariante por traslacion izquierda .
DEMOSTRACION
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5 2.
El grupo de Heinsenberg.

Consideraremos ahora otro import.ante grupn que

por simplicidad
llamaremos Nil , abreviacidn de Nilpotente.

Tamhién se le conoce

como grupo de Heinsenberg v que a saber eostd dado por el

con junt.o

1 x vy

Nil = 0 1 =z | :xyzelkR ),

0 0 1
FEOREMA 2.1. Nil es un grupo de Lie
Este grupo corresponde al dlgebra de Lie descrita en el teorema
4.6, del capitulo 1.

DEMOSTRACTON

Se puede considerar la multiplicacion usual de
podemos ver que el elementc neutro es

1 0 0
0 1 04,
0 0 1

1 x v .
también se deduce que el elemento inverso de [ 0 1 =z ] es
: 0o 0 1

matrices v asi

Tenemos ahora la af'irmacion,

Nil es una variedad diferenciable . Para ello

se puede
considerar la carta candnica que estd definida

por la funcion

¢ . Nll a—— {Pa

I

% = (x,v,2)

SO
O
Ll B 4

que como se puede ver el dominio es la totalidad de Nil |
el cambio de coordenas es la ident.idad v por lo tanto el
de cambio de coordenadas existe |

Tenemos pues que Nil es una variedad dif'erenciable nos faltaria

’

asi que
Jacobiano
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por demostrar que la operacion es diferenciable, vy efectivamente
v COmo

DGy luvywDd=(x +u , v+tuwty w+2z)

entonces se sigue que el jacobiano es

1 0 01 0O

v 01 0 1 x{=do.

0 0 ¢ 0 0 1
Asi , queda pues demostrado que Nil es un grupo de Lie |
Del resultado anterior tenemos el siguiente
COROLARIO  Nil es difeomorfo a &7
TEOREMA 2.2. El dlgebra de Lie de Nil estd dada por el conjunto

0 a b
Hil = 0 0 ¢ abe e R

00 0

1

DEMOSTRACION
Consideremos cualquier curva en Nil |, es decir

y : I —< Nil,
definida por

1 x(L) v
rity = [0 1 2CL)

0 0 1
donde x,y,2 son funciones conbiﬂuamenhp diferenciables . Derivando
Lenemos
0 x’CO0> y'(D
¥y 'O =10 0 z () .
0 o 0

asi que , de este modo

DO O
oo
ocoT

To(Nil) = [ ] cabeceR .



COROLARIO Las constantes de estructura son 0,01,
Como podemos ver una base para este espacic est.d dada por el
conjunto

Se tiene asi

[ X Y ] =0 ,
[va]se . [re]en

TEOREMA 2.3.Los campos invariantes a izquierda del grupo de Lie
Nil estan dados por

3 a . .9
ot el . S N oTme .
ax dy az ay

DEMOSTRACION

Evidentemente estamos trabajando en la carta global de Nil,

Para obtener estos campos obsérvemos el jacobiano de Nil .

Para ver que , efectivamente son invariantes a izquierda va
sabemos que Nil difeomorfo &2 pero con otra operacién distinta

de la suma es decir la inducida por la multiplicacién de
matrices de los elementos tipicos de Nil .De este modo la
traslacidon izquierda sobre el grupo de lleinserberg estd dada por

LA(u.v.v) =(ut+ta,v+tavw+b  wt+tc),

donde hemos idenlif'icade a la matriz A con (abe) via el
dif'eomorfismo que vimos arriba .

Tenemos pues que la diferencial de ésLa iraslacion esta dada por ;

1 0 0
dl. = 0 1 aj,
A 0 0 1

con lo que las identificaciones

[ .. = c O 44 :
3% = (100, = (0100 x Seg b Sogom (0D,
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producen los campos de acuerdo a la definicidn

dL X = X(L (x\y2) .
A A

o lo que es lo mismo

|

que era lo que espcrabamos |
Podemos identificar los campos invariantes a izquierda por

0
}[x}=X(x+a.y+az*c.z*c).

0
a
1 1

f=
SO0

= (0, x +a, 1),

0t 0 0 0 0
S-=|0 0 0| . x -+ 2o =l0 0 1|,
) 0 0 O 0 0 O
X 0 0 1
S--= |0 0 O
¥ 0 00
|
TEOREMA 2.4. La métrica ds® = dx?+ dy? + ¢ dz - xdy)?, es
invariante por traslacidn izquierda en Nil.
DEMOSTRACION
Basta observar que las {raslaciones izquierdas son
isometrias .
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§ 3.
EL grupo Afin'(FOxR.

Ya sabemos que Afin'(R)> es un grupo de Lie, también sabemos que
también R lo es, de modo que es ficil demostrar el:

TEOREMA 3.1. Afin"¢®) x ® es un grupo de Lie.
Este grupo corresponde al dlgebra de Lie descrita en el teorema
4.8. del capitulo 1.
DEMOSTRACION

Se puede considerar la operacidn producto directe de
grupos vy la carta produrto de las cartas Jde  las  variedades
ACIn'(RY vy 7., de esta forma Afin'CFE) es un grupo de Lie.

+
TEOREMA 3.2. Afin (®) x P ¢s difeomorfo a ®%,
DEMOSTRACION

TEOREMA 3.3, La funcién R: Arin'(F) x & + GL(4 B> delinida por

Rlax+b L) =

v

(=3 ol =]

0
0
L
1

L= N
Do o

es una representacidn del grupo Afin'(PONR .
DEMOSTRACION

Este es un ejercicio de rutina.

TEOREMA 3.4. El algebra de Lie estd dada por

: xv.2eR

Do O
oL
oOoCC
oNCoco

DEMOSTRACION

Analogamente a como se obLuvo para Nil.

COROLARIO f.as constantes de estructura son 1,0,0.

DEMOSTRACION

Basta elegir una base del dlgebra de Lie anterior y calcular
los conmutadores de base,

TEOREMA 3.5, Los campos invariantes a izquierda estan dados por

a3 a

9. a__
Yaxo Y ey - Tax
donde (x,y,2) son coordenadas para el producto Afin"C(RIxR de
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acuerdo al teorema 1.19. del capitulo I.
DEMOSTRACION

Basta observar que las trasformaciones izquierdas en
ATin (FIXP son composicidn de Lraslaciones izquierdas en Afin*(®)
v traslaciones izquierdas en ¥ .

TEOREMA 3.6, La métrica ds’ = —l-gpxz + dy® + dz es una
Y
métrica invariante por traslacidn izquierda en Afin*(R)xF,
DEMOSTRACION
La métrica ex el producte de métricas invariantes

izquierdas en Afin"(R) v & .
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& 4.

El grupo de isometrias del plano.

Agqui estudiaremos otro gruapo muv importante , Aue a saber , es el
grupo de isometri?s del plano | es decir de 7 | que notaremos por
el simbolo Isol{P®) | algunos  autores  llaman a  este grupo los

movimientos rigidos del plano.
TEOREMA 4.1.El grupo de isometrias del plano que preservan la

orientacion esta definido por el conjunto
{ r.®? o P? PRx,y) = (x cos{ * vy sinl t* ac~xsinl + vy cos! + b)}.

DEMOSTRACION
Consideremos la métrica riemanniana candnica en ?? definida por

1 0
(g‘)) = [ 0 1 ]
Ademas siempre estaremos en el sistema de coordenadas candnico del
plano . Por la fropiedad que tiene una isometria tenemos que si
la funcidén ¢ R° - ®® es un difeomorfismo del plano , tenemos que
e satisface la relacidn

a 3 a_ 2
Cdp - | gp 2= G- | 2o,
o 9P ax - I R

En este problema tenemos la base del espacio tangente candnica

definida como
a.. 2._1.f02.. 8.
gx ' ay 8x‘ ' axz '

»

si ademds suponemos que las componentes del difeomorfismo ¢ estan
dadas por

¢lx. yd= (f{x,v> , hix,yd),

se sigue que la diferencial es

. o
ax dy
4= fopn. an_ |

a3y

y ahora, identificando los vectores basicos tenemos
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a a3
yromli 1,0 =37 = (0,1,
De este modn tenemos la siguiente serie de identidades que dardn

origen a un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que es
dificil de resolver .

a é a a
dg = (g”) do il (‘\j) ot

De aqui desglosando

a d
gwp‘(dzps;.d¢v5;)=1.

a’ a
Sp 99 Gy o M 550 = L

J a
qup)(dr;h-é;.dnpé;)ﬂ().

Es decir , en otras palabras
. o y? ah }?

(%) (&) -

(£ (&) -+
(££)-(22)-e

Este sistema de ecuaciones en derivadas parciales Liene por
soluciones

fix,v> = x cos{ + vy sinf +
h{x,y) = ~x sin{ + v cos{ +

a .
b .
donde ab e K,

Se puede ver que #(x,y) son rotaciones , traslaciones &

composicidn de ellas para [.ab elegidos de manera
conveniente . . )

Inversamente si Rt B2 es upna isometria que  preserva
orientacion vy #(0)=0 entonces es posible mostrar que ¢ es  una
trasformacidn lineal y ortogonal de donde es una rotacién . Si
¢(0>» 0 entonces componiendo con una traslaciodn adecuada T

fija el origen y el resultado se sigue .
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Consideremos la cubriente universal de Iso'(®?) dada por

cos! sinf{ 0 a
’s(‘)“f cgs( 2 ? itab el = Iso (R
0 0 0o 1

TEOREMA 4.2. Iso'(®R®) es un grupo de Lie.
Este grupo corresponde al dlgebra de Lie descrita en el teorema
4.9, del capitulo 1 con matriz asociada (2741
DEMOSTRACION

Se puede ver que bajo multiplicacidn de matrices este
conjunto deviene en un grupo. Para ver que es variedad
‘diferenciable podemos considerar la carta

c;lso'(m2> - R3
- + 2
[ =((’ab),f¢sIso((R).
Identificando 1Iso (R) con R? mediante ésta carta t.enemos que

P? es un grupo con la operacion

(/] :lPaX ®3. rR? R

X x’ x’cosz + vy’'sinz + x]
ol vl 0y’ s l-x’sinz + y’cosz + vyl
2 z z + 2’

Podemos encontrar que el jacobiano asociado que es

- x’cosl - y’sin{ 0o 0 0 sinl cos{
- x'sinl + y’cos{ 1 0 0 cos! =-sin{ 'de.
1 0 0 1 0 D
Entonces el jacobianu existe vy por lo tanto el conjunto Isfx(D?‘i .
Ie%_gn_frupo de Lie . Resultado que también se puede deducir de que

o (R"Y es un subgrupo cerrado de GL(4 B> , sin Pnubarfg‘__ubaremoq
d® para hacer algunos cdlculos de la estructura de Iso (R),
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TEOREMA 4.4.. El dlgebra de Lie de IsdF?) estd dada por el
espacio vectorial

0 c 0 0]
— _ -c 0 0 b -
Gon(R 3 = 6 0 0 o0 :becer
0 0 0 0
DEMOSTRACION .
Consideremos cualquier curva en el grupo Iso(R>) ent.onces
se tiene
——7
y o I« IsolP) |
cos{ (L) sin(r L) 0 x{t)
L) = =sin({ (L) cos{r (L)) 0 y(t)
¥ 0 0 1 e |
0 0 0 1

derivando v evaluando en t=0 obtenemos

~£’C0) sin({C0d)>  ['C0) cosCL(0» 0  x’(0)
'O m =£7€0) cosCCAND)  ~£’CO) sinCLC0)) 0O v'(0)
X4 0 0 0 e |
0 0 0 0
tenemos la condicidn
1 0 0 O
01 0o o
r®=15201 0|

0O 0 0 1

lo que implica
LCOd> = x(0) = yC0) = 0 ,

de este modo llegamos al resultado requerido , es decir

+ 2 42
2 2 J
T (Isd(E) = 2s5(F®. [

_'l_'ﬁgRE.;A 4.6.Los campos vect.oriales invariantes a izquierda de
Iso(R®) estdn dados por
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. 2 8n - ginCz) 9--
X = cos(®) = sin(z) av "

Y= sin(z) g;-+ cos(z) %;"

a
2= ol

DEMOSTRACION

Para la obtencidn de estos campos vectoriales se puede observar
la operacidn del teorema de arriba .0Otra cosa que tenemos que
observar es que la traslacién izquierda sobre Jsd(F® estd
definida por

LA : TsoX®RY o Iso(®R?),

a X X cos(c) + vy sin(c) + &
LA b . Y = |~-x sin(c) + v cos(c) + b |,
z *+ ¢
Aqui , hemos identificado la matriz A correspondiente a el vector

(a.b.o.

Continuando tenemos que la diferencial de ésta funcién en la
carta candnica estd dada por

cos(e) sinc) 0
dL = j~sinlc) cos(c) 01,
A 0 ] 1

es decir si identificamos
X= ( cos(2), -sin(z) , 0 ),
Y= ( sin{z), cos(z) , 0 ),
2= C 0,01> ,

tenemos , por ejemplo que la condicidn de invarianza se cumple vya
que

cos(c) sinc) 0 sin(z) sin(z+c)
~sinc) cos(e) 0 ros(z) = cos(z+c) |,
0 0 1 0 n
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los otros casos son andlogos .
Estudiaremos ahora el paréntesis de Lie de esta dlgebra de Lie
Tenemos pues el  resultado

LEMA 4.1.Las constantes de estructura son 0,~1,~-1.De donde la

matriz asoriada a esta dlgebra de Lie de acuerdo al teorema
4.9. del capitulo T es 0 -1

[? 7o
DEMOSTRACTON

Calcularemos los paréntesis estos campos vectoriales, de
este modo se lLiene

a a . a aJ . 3 a
[X.Z]- az-[cos(z) i sin(z) Y ] - [cos(z) T 51"(2)5§']35

= cos(z) Qf__ - sin(2) 2 . sinlz) Qi—— ~ cos{z) a_ .
azax : ax dzay " ay
7 7

- - + o o

-, cos(z) Fvr sin(2) ayaz

=Y.

De aqui , podemos ver que una constante de estructura es -1.
De igual manera

2__{ si a_. a_. -
[Y.Z] = 52 [sm(z) o + cos(2> 3 ]

. a a3 a
- G+ L -
ESLH(Z) F% cos(z) F ]3

es decir

3
. a
- G 4 Y L - A
sl.n(z)a 3 cos(z) co:,(z)i 3y SLn(z)av

. 3t a°
- sm(z)-z,-x-zi,z - cos(z)—- vz

= X.
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~<pe agqui , podemos ver que otra constant.e de esi,ruct.ura es 1.Y vpor
dltimo podemos ver gque la obra constante de estructura es cero ya

que
[xa] = 0 |
Y
Otra forma de oblener las constantes de estructura es elegir
una base i del algebra de Lie como espacio de matrices Y
calcular los conmutadores de matrices.
o -1 00 o 0 0 1 o 0 0O
, 1 0 00 c o6 0 0 0 0 0 1
ﬁ"“oooa'y"ooooz'oooo
o 0 0O p 0 0 O o 0080

TEOREMA 4.8.Una métrica invariante a jzquierda sobre TS5TR®Y es la
métrica plana
de® = dax® + z:lyz + d2? .
DENOSTRACION
Rasta observar que las diferenciales de las
/
traslaciones izquierdas en Iso'(lRI) son isometrias de r?

Cv teorema 4.6.) y como est.amos jdentificando ®r? con
Tso (R°) el resultado se sigue .
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£5.

El grupo de isometrias del espacio de Minkowsky.
.
Estudiaremos aliora un espacio muy importante que  llamaremos
el espacio de Minkowsky
équi ent.enderemns por espacio de Minkowsky el espacin vectorial
R® con la sigulente métLrica semiriemanniana , a saber

1 0
g )= [0—1]

tenemos pues , el primer resultado relacionado con este espacio
que simbolizaremos

o 2
M= IR%. (g ) )

TEOREMA 5.1..Los movimientos rigidos de M Yy que preservan la
orientacién estdan dados por el siguiente conjunto que
llamaremos E(1.1)

{ £ MM fix,y) = ( xcosh(f) + ysinh({) + a .

~xsiph(>*'+ ysinh({> + b ) donde [.abeR }
DEMOSTRACION

Consideremos cualquier difeomorfismo con las componentes
siguientes |, es decir

x> = C fixwyd, gx.yN,
ot af_
= | O ay
o [és_ 2. ]
ax .

identificando los vectoges bdsicos asociados al sistema de
coordenadas candnico de R° se tiene

se tiene entonces

—g;— = (1.0, '25; = 0.1,
entonces

a a - O a_
d¢ ax (gu)'d¢ ax ax (gLJ) ox’

4 9. =9 . a__
de ay (gu> d¢ ay ay ¢ u) E
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é ! a 2
dg y o (s[j) dg v 5;--(5”) 3;'(?.

o, en oblras palabras |, hemos llegado al siguiente sistema de
ecuaciones en derivadas parciales ., que , como va habiamos dicho
representa un problema salvaje .

5 - G

2 2
@ - e
dy ay '
oL ot _ g I L
axay *
el sistema anterior tiene por solucicnes efecLivamente a
fi{x.v)= xcosh(I'y + ysinh(f> + a,
glx,yl)a-xsinh({> *+ vycosh({d> + b.

Inversamente si ¢ —— M es una isometria que preserva
erientacion y ¢(0)=0 entonces es posible mostrar que ¢ es una

trasformacion lineal que preserva el producto punto
sgmiriennniano v la orientacidn debe de ser un elemento de
07(11) , ver teorema 1.9, Si (D=0 entonces componiendo con

una traslacidén adecuada ¢T fija el origen y el resultado se sigue.

Anslogamente a como se hizo para las isometrias de ®?  podemos
considerar la cubriente universal de E(1,1> en forma matricial
como
cosh(f) sinh({} 0 a
-sinh() cosh({> 0 b}
0 o 1 ¢ :a.b.ceR
0 0 o 1

De aqui podemos nbservar gue el grupo de matrices
cosh{{> sinh(l)
-sinh({> cosh({>}]"

es isomorfo como grupo de Lie a = 01,1 v como este grupo es
isomorfo a ® . Que a su vez admite un isomorfismo de la forma

E1.1)=

«

-r 0
©

4 "[ 0 eC .

Entonces tenemos un isomorfismo de grupos Lal que identifica

cosh({> sinh((d] et g
-sinh({) cosh({> 0 oL
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Con todo lo anterior y para simplificar los cdlculos podemos hacer

e ° 0 _0 X

0 e ~ vi ..
E(QL = 0 0 1 z X,y .zl

0 0 0 1

Es posible Lambién usar matrices de la forma

2 ? 0
0 et
para keF-{0} fijo . obteniendo con ello una tamilia de grupos de

Lie , por simplicidad nus restringimos a usar k=1.

TEOREMA 5.3. E(1.1) es un grupo de Lie .
Este grupo corresponde al algebra de Lie descrita en el teorema
4.9. del capitulo 1.Con matriz asociada (& 9.
DEMOSTRACION
Se puede considerar la operacidén de producto de matrices
y de esta manera podemos oblener gue este conjunto deviene en  un
grupo .
EC1.1> es una variedad dif'erenciable .

s

Consideremos la funcion
.f) . E(1.1) « U?a‘

def'inida por

= (x,v.2),

N
oo
=N < X

S
oQoa
(=N =N J=-]

se puede ver que el dominio de esta carta es la totalidad de
ECL,1) . asi que el cambio de coordenadas es de clase ¥ . De esta
manera estamos préximos a demostrar que E(1.1) es un grupo de Lie.
Consideremos el siguiente resultado .

La operacidn es dif'erenciable va que

¢ E(1.1) x EGLLLD + EQ,1)
oY) = XY .
Pues si



-0

o ech b 5 o e
X=1lo o 1t | ¥Y"{o o1 o]
oo 0 0 0 1 o 0 0 1
geen 0.0 x + xzécc
oaxwne |5 e ) vryedl
0 00 1

xg
que compuesta con la carta ¢ es ¥ de donde . obtenemos la
dif'erencial de la operacidn es

1 0 x'e’ e? 0 )
dF = | 0 1 -y'e’ 0 e? o |,
0 0 1

Ll R -]

entonces el jacobiano existe , por lo tanto podemos concluir
que EC(11) es un grupo de Lie .

TEOREMA El dlgebra de Lie de E(1,1) esta dada por
( visto como en el grupo GL(4,R))

0

314 =

0
g ;abc e R
0

[~RoRolel
ocace

c
0
0

DEMOSTRACION )
Se puede ,nuevamente considerar cualquier curva en E(1,1D

es decir

definida por

0 x(t)

e Y0 v
1 z(L) |
0
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derivando tenemos el resultade deseads si consideramos
condicion de que

‘(0) =

QOO
Do
So=0oco
ol = R =Nl

de este mode xe tiene

(D) = (D) = 2(0) o, -

Como corolaric tenemos el resultado que sigue .

TEOREMA 5.B. Los campos vertoriales invariantes a lzquierda de
“EC1,1) est.an dados por

. -
X=e" 5
~ a
1 L
(?

DEMOSTRACION |
Se puede ver que la traslacidn izquierda estd definida por
LA c E(11) ——a EQ.1D),

Cabed(xvzd) o Ca+x & b+ ve 2+,

podemos ver que la diterencial de ésta traslacidn es

Podemos ver ahora

dL E (xvz) = Ea+ x e b+ ve z+c),
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como por ejemple si i . entonces

Ahora podemos ver el siguiente resultado 8 que  p<
basicaments calounlar el Algebra de Lie de Eor 4

LEMA 5.1.Las constantes de estructura del dlgebra de Lie
de EC1.1) son 1 , -1 , 0 .
DEMOSTRACION

L.os paréntesis de estos campos son

[ 298, _ =49 __, 98 __
{(2X1 = 55—(6 Ll ),
z 2
- R dusnd 2 N s — > g.—n-
- M-~ ¥ Fmax
= X,
3 20y L e 4l 2.
-Y.2) = - Ce oy ) ~-e i 3,
= Y
(XY} =0 .

Ahora obtendremos las identificaciones con matrices que
corresponden a est.os campos vectoriales .

Consideremos la siguiente base para el aspacin vectorial
subvacent.e 3 el dlgebra de Lie (11D

0 1 0o 0 0

1 00 0 [ 0 0 0 ‘l

o-1 0 0, |0 0 0 0 o0 o0
"=1%=la 00 1t |[*l 000 ol o oo ol

0 0 0 O fo o o0 o 006 0]



R

Calculando  los conmutadores tenemos obLra f{orma de hallar las
constantes de estructura . .

Se puede ver también que la base X.Y.Z produce el algebra de Lie
generada  por { X. Y . 2 Y con conmutadores
[X,Y1=0 X 2Z2)=-X, [IY.2]1=Y que es la dads en el teorema 4.9.

del capitulo vaara la matriz [—é (1)] u

TEOREMA 5.0.La métrica d<? = &%% dx? + ¥ dv? + dz? es
fuvariante por Lraslacion 1zquierda

DEMOSTRACION

Bast.a observar que las Lraslaciones izquierdas son isometrias.
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5 6.

E} grupo especial lineal.

Nos referimos al grupoe especial lineal qu= se def'ine como

SL(ZR) = { X € GLZ2P) ; det(x) =1 }.

El resultado que surge a primera vista es:

TEOREMA 6.1. SL(2,P) es un grupo de Lie .
Este grupo corresponde al dlgebra de Lie descrita en el teorema
4.11 del capitulo 1.

DEMOSTRACION
Se puede ver esto va que el determinante del producto de
dos matrices de determinante 1| es también 1 . de donde SL(2 k)

es un subgrupo de GL(2,R).
SL(2,/R) es una variedad diferenciable .
Consideremos la f'uncidn

det, ; GLC2,R) - R ,

Entonces si consideramos la imagen inversa de 1 ¢ R , es
decir

det™c 1 > = SLC2R) ,

solo falta probar que 1 € &k es un valor regular , pero esto es
inmediato porque

det[z g]=ad—bc.

v en las cartas usuales de GL(2,R) y de R se puede ver que la
representacidn coordenada de det
a
FI D | =ad - be.
d
que tiene por diferencial a

F = (d,~c.~b,a ],



que como podemos ver tiene rango uno , va que abcd € F no son
simultdneamente iguales a cero .Se sigue pues que 1 es un
valor regular de det .Luego, SL(2,R) es una subvariedad de
GL(2 P>,

Para mostrar que la operaciodn es £® ecalculamos explicitamente su
expresion en una carta . Este cdlculo nos sera dtil para obtener
los campos invariantes izquierdos. Consideremos la funcidn

138" D?z,

¢ : AZ SL(2.B

X y
2 1 + yz2 —_— ( Xx,v,2),
X

donde A es un abierto en SL(2R) tal que sus elementos pueden
escribirse como antes con x > 0 . Sea

OUR* xR (R xR?) —ny ®R'x F2,

a X ax *+ bz
] bl v}]) — | ay + b1 + y2)/x|,
c z cx + 2z + bcd/a

entonces el jacobiano es

A

X z 0 a 0 b
y 1+yz/x 0 - bQi+yz)/x? a by/x R
z(1+bc)/a® cra X c 0 (1+hcd/a

entonces la operacidn es £€° y SL(2,R) es un grupo de Lie.

COROLARIO SL(2,R) es cerrado en GL(2 R).
DENOSTRACION

Se sigue de que SL(2,R) es la imagen inversa del cerrado
{1} bajo la funcidén determinante .que como se sabe es continua.

Una propiedad interesante es que SL(2,") no es simplemente

conexo. Pero por simplicidod trabajaremos con SL2RY v no con
su cubriente universal.
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TEOREMA 6.2. El dlgebra de Lie de SL(Z2R) estd dada por el

con junto
{[ 2 b]; a.b.ceR } = i(2 B,
c -a
DEMOSTRACION

Consideremos cualquier curva en SL(2,R) entonces , se tiene

¥y : I + SLQ2F),

a(t.) blb) ]

yt) =
c(td) dwd

ademds
adt) ddt) - ctu) blvy = 1,

derivando esta relacidn

a’(0>d(0> + d'(0)al0) - c’COXb{0Y - b’(0)cCW)= O,

y como se salbisface la condicidén

1 0
y(O) = .
0 1

a(0) = 1,

se puede ver que

b(0> = 0 |,

cCd) = 0 ,

do) = 1 |
de modo que , efectuando operaciones .
a'(g) + 4 =0,

en oltras palabras tenemos que , el dlgebra de Lie tiene 1a

forma
22 R) = { [a b] cabe eF }

c —-a
n
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COROLARIO Las constantes de estructura son 1.1 -1,
DEMOSTRACION
Pues si elegimns la base canonica de :H2.F).

CERIEERE F DR

se tiene que

[X.Y)=2Y, (X 2)}=-22 , [YZ2]=X,

Haciendo un cambio de base X

Y

2 - 2,
se obtienen constantes =-1,11, que corresponde al segundo caso
de dlgebra de Lie en el tenrema 4.11. en el capitulo 1.

3

TEOREMA 6.3. Los campos iuvariantes a izquierda del grupo de
Lie estan dados por

a a a
. S - g + g_
X = x ax Y ay z 3z
YB*{Q-
R
a 1 + vz a3
g + (= .y &,
2=y ox ¢ x > gz

DEMOSTRACION
Si se observa la dif'erencial de la operaciodn

© (R*xRHRCE xP?) - BOxE?

definida paginas arriba. se obtiene el resultado .

Tenemns que la diferencial de la traslacidn  izquierda asta
dada por
a 0 h
dLA = —h(l*vz)/:-:2 (hzs/x) + a hv/x .
c 0 (1+hbcd/a

Ahora con las ident.if'icaciones

a a a
- - LLe + L. ¢y
¥ 33 y v z g = (x~=v.2),

(9]
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x g; = C0.x.0),

+
vg;(- + (1+vz)/x%—z-=(v.0 . Liyz

se puede observar que

X
dL [—v] = X(L (x.y.z).
al, A

Podemos identificar los campos invarianies a izquierda por

10
o . oge o . [61]
X 3z Y + oz 3% = L0t

(03] vk s arwnga[0 2]

TEOREMA 6.4.Una métrica invariante a izquierda sobre SL2.R)
esta dada por

2 2 2
2 dxZ (_xdz - zdx ) dy _ dx. _ y_ _C(xdz-zdx)
ds” = & * Zixyz)z + [ ty » X Y2 ]

DEMOSTRACION
Basta observar que las traslaciones izquierdas son
isometrias .
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§ 7.
El grupo S?,

El ltimo grupo que necesitamos es la esfera S°,
TEOREMA 7.1. S’ es un grupo de Lie .
Este grupo corresponde al dlgebra de Lie descrita en el teorema
4.11. del capitulo I primer caso con todas las constantes de
estructura 1.
DEMOSTRACION

Ver el teorema 1.4. del capitulo I,

Para mayor simplicidad en los cdlculos , andlogamente a como lo
hicimos en SL(2R), no trabajaremos con el grupo simplemente
conexo $° sino con S0(3) que tiene las mismas propiedades
locales como grupo de Lie . Este grupo se define como

S0(3) = {r;m’ + B | [ es lineal ; det{f=1 ff' = I }

o de otra manera equivalente que se presta mas facil al cdlculo

S0C3) = { X @ GLE3,R) ; det(x) = 1 ; x'x = I }
el primertresultado que se puede ver es;

TEOREMA 7.2.S0(3) es un grupo de Lie.
DEMOSTRACION :
Se puede ver que este conjunto bajo la multiplicacién usual de
malrices es un grupo porque
si x,y e S0(3) entonces

det(xy) = 1,
xyCxvdt = I,

Para dar una carta a SO0(3) consideremos los siguintes elementos
tipicos de S0(3) que a saber estdn definidos por

4
cos cosf - -cos{ sinf - sinl sinu
-~ cosa sinf sinl ~ cosa cos! sinl

=M
sinl{’ cosf + -sinl sin{ + - cos{ sinx
+ cosa sinf cosf + cosa cosf cos!
sina sin¢ sina cosf cosa
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La matriz anterior la obtuvimos el teorema de 1los dngulos

Eulerianos , que se demugstra en geometria elemental.
Cualquier rotacidn es el producto de las siguientes
trasformaciones lineales .

[ cos{ -~sin{ O ]
sin{ cos{ O |,
0

0 i
1 0 o]
0 cosa - sina |,
0 sina cosa

[ cosf -sinf O :I
sin! cos! 0},
0 0 1

Consideremos la funcidn

€ :AS SO (~n,n e B3,

definida por

ey = Cat k),
donde M es elemento de A si puede escribirse como arriba
o & & (~-n.1) como se puede ver dsta carta tiene como dominio
la ident.idad de S0(3) y el cambio de cooordenada es
continuamente diferenciable.

para
a

Solo restaria por demostrar que la operacién del grupo

es compatible con la de variedad diferenciable , pero esto
inmediat.o de calcularlo explicitamente. -

. SUC2) = (xeGL(2.0)ixx" = T | detCxd=t 3,
donde x signi(‘ica conjugar y trasponer a la matriz x.
TEOREMA 7.3. X SUC2> como grupos .
DEMOSTRACION
Se puede considerar el isomorfismo

Recordemos que

¢ (Sl B,

. x iy -z - Aw
¢+ oLy + + kw
@lx * 1y * gz t kw) = [z + aw % - u,].

donde hemos usado la identificacién de un elemento de grupn
Hamilton de norma 1 a un elemento de la esfera de dimensidn 3.

es

de



TEOREMA 7.4, s¥ o
B B Tren C e S0e3>.

it4

DEMOSTRACION
Se puede considerar la funcién
& ;. SUC2) - SO0,

sabiendo que el grupo SU(2) consta de los elementos

cos(-%—) exp(i(o + [D/2) sin(—%-) exp(ila ={>72)
SUC2> =
isin(-5-) exp(-iCa - {320 cos(-§-) exp(-iCa + [>/2

definamos pues la funcidn & de la manera candnica , es decir
F(B) = A,

donde B es un elemento tipico de SU(2) y donde A es un elemento
tipico de S0(3),

A .
Fdacilmente . con un poco de dlgebra se puede ver que el nucleo
de esta funcién es

ker(®) -{ + 1, -1 }

y por un conocido teorema de dlgebra

S%/ker(d)= SU(2D/ker(d) = SO,

. n
TEOREMA 7.5. S0(3) es compacto.

DEMOSTRACION
Este grupo se puede ver como

S0(3)= SL( n 0,
por lo que si demostramos que 0(3) es cerrado en GL(3R)
tendriamos que S0(3) es cerrado en GL(3,%) vya que sabemos que
SL(3) es cerrado en GL(3R), peruo esto es fdcil de ver si
consideramos la funcidn

f:GL{3R> -+  GLGR),

X ——— XX
Se puede ver que la matriz identidad es un cerrado de GL(3R), de



‘ U,?deo que la imagen inversa de ella es IR
rHm 003).

Ademds ficilmente se puede ver gque esta funcidn es continua , de
hecho diferenciable , de modo que SU0(3) es un cerrado de GL(3R).
También se puede ver que las entradas de la matriz tipica de S0(3)
estdn siempre en el intervalo cerrado ([-1,+11 | por lo que se
sigue que SO(3) es acotado, v entonces se concluvye que SO0(3) es
compacto en GL(3 R,

TEOREMA 7.6. El dlgebra de Lie de Lie de S0(3) estd dada por
el espacio vectorial

0 b c
-b 0 f] :becfelR 2 5e(3),

-c -f O
DEMOSTRACION
Consideremos cualquier curva en S0(3),
y I - S0,
entonces

LGN = 1,
con la condicidn de que (0> = I,

Deri.val;do podemos obtener

10> FHO) +  pCOGOY)’ = (D),
14 Y remgy
es decir

y O+ GRON' = o,

Entonces los elementos tipicos del 4dlgebra de Lie de SO
sat.isfacen la condicicon

A+ A = 0,
v si ahora tenemos gque  det(y(L)) =1 |, se sigue

del’(;(L)) ; (0> = 0 ,
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de donde

traza(A) = 0 e R,

0 b [
0s(3) = -b 0 f ;ebf e R
-c ~-f 0
[ |
COROLARIO Las constantes de estiructura son -1,-11,
DEMOSTRACION
Como podemos ver , una base para este espacio veclorial

subyacente a esta dlgebra de Lie es ;

0 1 0 0 0 1 0 0 1}fo 10
X Y3=|-1 0 0 0 0 0}{-{0 O Ofl-1t 001,
0 0 0 jj-1t 0 O -1 0 040 0O
0 00
=~-2 =10 0 1}.
0-1 0

Analogamente se sigue
Y 21= -X,
X 21= Y.

Haciendo el cambio de bhase
- X,

Y —— = Y,
e ——s 2,

obtenemos constantes de estructura 1,1,1, que corresponden

primer caso de dlgebra de Lie citada en el teorema d.11.

capitulo I.
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APENDICE.
TABLA GENERAL DE GRUPOS Y ALGEBRAS DE DIMENSION 2 Y 3.

NOMBRE R,
REPRESENTACION MATRICIAL .

1 0 x
0 1 v | — xR
0 0 1

ESPACIO TANGENTE EN ELEMENTO NEUTROG.

0 0 x
0 0 vy | xyeR
0 0 0

CONSTANTES ESTRUCTURALES.
0.

ALGEBRA DE LIE .
Abeliana,
TRASLACION 1ZQUIERDA.

LA(x.v) = (x+a,vy + b

CAMPOS INVARIANTES A I2QUIERDA.
a

—— —— ——

ax ay ' az’
UNA METRICA INVARIANTE POR TRASLACION IZDUIERDA.
1 0
o 1t
NOMBRE Grupo Afin (R).

REPRESENTACION MATRICIAL.

[ 1 0 ] —— flx)= ax * b.  ad0.
b a
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TOPOLOGIA, -
Difeomorfo a R2,

ESPACIO TANGENTE EN ELEMENTO NENTRO.

(120 wer }

CONSTANTES DE ESTRUCTURA.
-1.
ALGEBRA DE LIE.
Soluble.
TRASLACION IZQUIERDA,
LA(x.v) =(b+ay , ax D,

CAMPDS INVARIANTES A IZQUIERDA.

a a_.
Y o= ' Y :;? .
UNA METRICA INVARIANTE POR TRASLACION IZQUIERDA.

;2 1]
|
.0 yz
NOMBRE ) ®r?,

REPRESENTACION MATRICIALCCUBRIENTE UNIVERSAL).

X
- [x.v.z]eRa.

SO0
(=Rl -]
Do Oo

y
z
1

ESPACIO TANGENTE EN EL ELEMENTO NEUTRO.
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0 0 0 x
0 0 0 2z P Xy .2eR ‘
0 0 0 O
CONSTANTES ESTRUCTURALES.
0,0,0.,
ALGEBRA DE LIE .
Abeliana .
TRASLACION IZ2QUIERDA.
LA;[R' — R? L (xyzm(a + xb + yc +z ).
CAMPOS INVARIANTES A IZQUIERDA.
a.. 2. a__
. ay . h

UNA METRICA INVARIANTE POR TRASLACION IZQUIERDA .

100
d>=]0 1 0
g 0 0 1

NOMBRE Grupo de Heinsenberg.

REPRESENTACION MATRICIAL .
(la misma que su definicidn ).

1 x v
Nil = 01 2z {:x,yv.2zeP }.
00 1

TOPOLOGIA.
Difeomorfo a R,

ESPACIO TANGENTE EN- EL ELEMENTO NEUTRO.
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0
0
0

CONSTANTES DE ESTRUCTURA .
0,0,1.

QOX
ON <

] X,y ,2eR

ALGEBRA DE LIE .

Nilpotente.

TRASLACION IZQUIERDA.
L, :Nilx ®R¥P—u NiJE R

L‘(x.v.z) = (a+x bty +az z+c).

CAXPQS INVARIANTES A I2QUIERDA .

a3 J J a
—— - - + —
& = T

UNA METRICA INVARIANTE POR TRASLACION IZQUIERDA.

1 0 0
)d>=[0 1 -x .
u 0-x 1 +x*

NOMBRE Afin'(ROxR.
REPRESENTACION MATRICIAL.

1
X —— e APin*(PXXR.

DO~

D0« O
OO0
[l =X =}

ESPACIO TANGENTE EN ELEMENTO NEUTRO.
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0.0 0 O
302 | xrae
o0 0 0O
CONSTANTES ESTRUCTURALES .
1.0.0.
ALGEBRA DE LIE.
Soluble,
TRASLACION XZQUIERDA. 1 6 0 0
- htay ax 0 O
LA(x.v.z> 0 0 1 z+cl®
0 0 0 1

CANPOS INVARIANTES A IZQUIERDA,

;,-z 0 0
(s,u) =0 _1_2 0
Y
Y 0 1|
NOMBRE Grupo de movimientos rigidos del Plano .
DEFINICION
Distancia en R%;
d R x R? —— ., R,
X x’ x = x’
([V ][ v’]) < ! (v - v’] -
il./| es la norma usual .
Iso(®R*) = {f:mz B I Y R B R R I R I e IR Y f}

IsoCR?) = {r;ml + B | flx.y)= A[ X ] + [ ] ; AO(2) }

a
b
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0(2)= malrices x t.q. xx' = matriz identidad .

REPRESENTACION MATRICIAL (CUBRIENTE UNIVERSAL).

cos! sinl 0 a
“Sin{ cost D ? o fe Iso*(R®.
0 0 [ 1
TOPOLOGIA.
Consta de dos componentes (Iso(F?)) conexas i.e. las

isomet.rias que preservan la orientacién y las que la invierten,

La cubriente universal i.e. las que preservan la orientacidn
es difeomorfa a R” ,

ESPACIO TANGENTE EN EL ELEMENTO NEUTRO .

Q c 0 a
* _g g g 2 :a,b.celR .

4] 0 (V]
CONSTANTES DE ESTRUCTURA.

0.-1 , -t
ALGEBRA DE LIE.

Soluble.
TRASLACION IZ2QUIERDA.
Iso'(R™

L :Iso*(RD
A

x cos(c) *+ y sin(e) + a
L‘(x.v.z) = l-x sinCc) + vy cos(c) 4+ b [,
z + c

CAMPOS INVARIANTES POR TRASLACION IZOUIERDA.
g;- . cos(z) g%— - sin(z) 53- .

. a a
- + - ——
sin(z) F16 cos(z) v -
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UNA METRICA INVARIANTE A" I2QUIERDA .

1 0 0O
(gi»x{ 0 1 O
Y10 0 1
NOMBRE Movimientos rigidos del espacio de Minkowsky.
DEFINICION,
Distaucia en RZ;
(;i;(R2 xR ———" R R
Uy (Z W) s X2 - YW,

El semiproducto escalar que induce esta distancia es definido por
i1 0
0 -1

M=IR® . d1,

El espacio

se llama espacio de Minkowsky .
E(1,1D = { isometrias de M } estd dado por

E(1.1) = {P;H — M fxy) = (xef+ta yeS+D );a‘b.celk}

REPRESENTACION MATRICIAL (CUBRIENTE UNIVERSAL).

-2

e 0z 4] »
g e 2 Y| e freBaD.
6 0 0 1

TOPOLOGIA.

Difeomorfo a R .
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ESPACIO TANGENTE EN EL ELEMENTO NEUTRO .

-2 n o x
n = 1) \ . v
v oo o g | ¥vaeel
v B u Q

CONSTANTES DE ESTRUCTURA .
1. -1..0

ALGEBRA DE LIE .
Soluble .
TRASLACION IZQUIERDA .
LA ; B ————s EU W),

LA(x,v.z>-(xe'°+a.ve°+b‘z*c).

4

CAMPOS INVARIANTES FOR TRASLACION IZQUIERDA .
-z8 2d

——— o o @ -

a . Al
UNA METRICA INVARIANTE A IZQUIERDA .

&** o0 o
(gu) = {0 e 0 I,
0 0 b

NOMBRE Grupo especial lineal .

DEFINICION.

SLGZR) = { [‘C’ b ] . ad - bc = 1 ; abcdsR }

TOPOLOGIA,

Cerrado en GL(2/[R), No acotado .
En este caso no estamos usando la cubriente universal como modelo.
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s R

ESPACIO TANGENTE EN EL ELEMENTO NEUTRO .

CONSTANTES DL ESTRUCTURA .
2,1 ,-2. 6 bien ~-1141,
ALGEBRA DE LIE .
Simple .

TRASLACION IZQUIERDA.
ax + bz
LA(x.y.z) = ay + b{it+yz2d/x
cx + z(i+becdr/a

CAMPOS INVARIANTES A IZQUIERDA.

- Y IO §
% Y o 3z

a a
Y 3% + (14 yz)/%) T

UNA METRICA INVARIANTE POR TRASLACION IZQUIERDA.

2 2 2
ds? = 9X0 4 Sxdz - zdo)” (éx_ PR S x-cxdz_zdx,}
A+yzd? T ix x? X vz
NOMBRE Grupo especial ortogonal .
DEFINICION

S0(3) = { xeGLE3.R); detGomt |, xx' = T }
REPRESENTACION MATRICIAL.

Veéase la pagina 4.
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TOPOLOGIA .
Compacto.
En este caso no estamos usando la cubriente universal como modelo.

ESPACIO TANGENTE EN EL ELEMENTO NEUTRO.

0 a b
-a 0 ¢ ; ab.cel
-b =c 0
CONSTANTES DE ESTRUCTURA.
' 114, & bien 1.1{.

&
35
A

ALGEBRA DE LIE.
Simple.
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LISTA DE SIMBOLOS USADOS
R numeros reales

S"  esfera de dimensién n

MAln R) espacio de matrices de n x n
GL(n,R) grupo lineal general de grado 3
det, funcidn determinante

[.) paréntesis de Lie

¢lln ) dlgebra general lineal

TPH espacio Langente a la variedad diferen
ciable N

Lg traslacion en un grupo de Lie
. dl.9 diferencial de la traslacidén

SL(nR) grupo especial lineal

X(M> espacio vectorial de campos vectoria
les en la variedad diferenciable M

gen(x) generado por el elemento x
adx funcidén adjunta asociada a un grupo
de Lie

(;‘) wétrica riemanniana en la variedad
diferenciable M

Iso(R) grupo de Lie de isometrias de la
recta real

id funcidn identidad
Tsollf}  cubriente universal de Iso(R)

0¢1.1) grupo de Lorentz de tipo (1.1)
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Afin(P) grupn de transformaciones afines
de la recta real

Nil grupo de Lie de Heinsenberg
4 dlgebra de Lie de Nil

Iso(R%) Grupo de Lie de isometrias del
plano

$s0(R?) dlgebra de Lie de Iso(R®)

Ma(F2, [1 0

0 -1 ] 1 espacic de Minkowsky

E(1.1> grupo de isometrias del espacio
de Minckowsky

8(1.,1) Algebra de Lie del grupo E(1,1)
S0 grupo de Lie especial ortogoanal
SUC2) grupo de Lie especial unitario

Ker(4> nicleo de ¢
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