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C A P I U L O I 

I N T R o D u e e I o N 



Muchos problornas on r{sica conducon al plantoomtunto do ocuociones 

diforoncialos ordinarias dol tipo: 

( 1. 1) 

Tal os ol coso piir ojon•plo do la ncuoc\/,n do movimiento do una port{culo on 

dondo do acuordo con lo sogumlo loy do Newton ol miombro dorocho do ( 1} 

represento lo 

I 
ocolorocion. 

fuorzo 
I 

quo octuo sobro os to y ul H1rmino do 1 o izquierdo su 

En lo solución do ocuocionos dul t.Jpo ( 1) juegonun popal muy importante los 

constantes do movtmlento, quo son funcionas q~c!opondon on gonorol do los 

posicionas, los volocidodos y ul tiempo: 

( 1. 2) 

y que esto'n corocturizados por ol hocho do que satisfacen: 

+ 
Jl 
Jt ( 1. 3) 

I 
Uno solucion particular do (1) puado sor visualizada como el movimiento do un 

punto o lo largo do uno troyoctario dotorminada en un espacio M de 2n+1 

dimensiones de coordenadas (q i , t ) . La condición ( 3) que dofine a los 

constantes do movimiento puedo sor entonces intorprotada diciendo que una 

I 
constonto os una funcion cuyo derivada c!iroccional a lo larga da lmtroyectorio~ 

que roprosonta~ o los solucionas de ( 1) es igual a coro. 

Las constantes de movimiento de un sisternn son muy importantes ya 
conocimiento de alguna o algunau de tstas noH permite simplificar el 
que deseamos resolver. 

2 

que el 
problema 



Supongo1110:, poi' cj cmplo '1"" rp1nromos r-osol vor- ( 1) y quo r1omoc; o neo n trodo uno 

I 
constante C . El valor do dicho constanto düpund•.ll'O do la:; condlctonos 

iniciales: 

e ";: e <1i > 't ~ I to ) 

y por lo tonto, si por~ unas condiciones lniclalos sustituimos (1.4) on (1.2) 
I 

entonces tondromos uno ocuacion qua on principio podr-ornos despojar paro alguna 

de las volocidados q k llogontio o: 

( 1 . 5) 

Observamos que al hacer- asto hornos posado dol problema inicial que consist!a 

en la aolucidn do n ecuocionot; ti! furonclulnG do :;or¡undo or-don ol problomo do 

resolver n-1 ocuacionos rlo sogunclo orden (para q 1 i /k )y una ocuociÓn do 

primoro (paro (111. ).En particular, si n•1 tonamos QuO al habar oncontrodo uno 

I 
~on~tanto do ~nv1mlonto pormito reducir al problema ol calculo de uno 

intogTo..I .. 

La ocuac1~1 (1 .2) puodo intorpretarso como la ocuoci&n do uno fornilio do 

hipersuperficios ( •C<)l!Stonto en "l f">pocio do 2n+1 dimonsionos. Poro unos 

condicionas iniciales dadas, la ocuocto'n < 1.11) fija un valor ele e y tonamos una 

hipersuperficie ospecÍfica on ol espacio M. Siguiendo asto idea, podemos 

considerar quo la 
I 

ecuocion 

hipersuporficie c•constonto: 

( 1. 3) afirma quo ol voctor normal a la 

()c. ) 
Jt 

I 
os ortogonal al vector tangente do lo trayectoria que describe lo solucion de 

( 1 .1): 

t ) 

3 



esto os, lo trayectoria del sistema se. bt1Cuont1·0 contcnidci totolm.,nto on lo 

hiporsuparficio c•const. 

Tonemos ontoncos quo on principio los truyoctorios do (1 .1) pueden sor 

totalmente arbitrarios , La existencia de unn conotantc e res~ringe las 

trayectorias o lo hiporsuporficio 51 dofinida on (1.2), si oncontromos uno 

nueva constante e'. lo troyoctoria 
I / 

su oncontroro en la intorsocclon do S ' y s 

y osi suco~ivomcnte, mostrando asta como los constantes do movimiento nas 

permiton aimpli!'icLJ.r e"l problema qup di!Reamon ret1olver. 

1 
Uno do los motados mas of 1ciontos pura lo busquoda do constantes do movimiento 

so basa on ol estudio do los propiododos do stmotría dol sistema. 

Antes do pasar a 

sistoma1 quisioromos 

de un sis toma. 

la cxplicaci¿n do 10 quo ont.ont.lomos por simotr-Ía do 

discutir 1as lduus 
. I , 
Ull~.ll..U~· 

I 
Ju la fcrmu!~~i0n 

un 

De acuerdo con lo mac6n1co Nowtoniano, la ovolucidn temporal do un sistema do 

part[culos esta descrito modlonte los ocuoclonos (1.1) donde la 
1 

funcion r' 

poro cado 1•1, ... ,. ,n roprosonta la fuerza quo actuo sobro lo partícula 1-

Js1ma .Debido o ~sto, 1 I 
poro oncontror los ocuacion que doscribon lo dinamica de 

I I 

un sistema nocasitamos conocer Lodos los fuerzas qua actuan sobre oste. En 

I I 
ocasiones esto puode sor muy compl i.cado, por ojcmp lo) cw:indo actuan fuorzos do 

constriccibn, lo cual introduco una 11mi tacidn on ol plantoamionto de las 

ecuocianos de movimiento on ol marco do la moc~nica do Newton. (~\~lo) 

Uno oltornativo do solución a esto prnblema os la farmulociÓn Lagr-ongiono J que 

tiene como ideo central caroctorizar ol sistema comploto mediante uno sola 

4 



función escalar on lugar do coractorizodo a trovo dol conjunto do todas la 
fuerzas quo actuon sot1ro os to. 

I 
Lo formulocion Logrongiona Go basa on ol principio do Hamilton quo afirma quo 

poro todo sir,toma consorvatlvo o><l5to uno func1cin o!>calar L(q; ,q< ,t) 

denominado Logrongiano definida como: 

L T -- V ( 1. 6) 

(donde T es la onorgio c1nbt1~a dol slstomo y V su onorg{o potencial) tal quo 

le integral do linea do L o lo largo do la trayoctor1a del slotoma ontro dos 

puntos: P•(qi ,~; ,t) y O•(q; .~; ,L) on ol espacio M do 2n+1 dimensiones: 

( 1. 7) 

es un oxtromo con re&pocto do cualqulor otro trayectoria que una a dichos 

puntas. 

I I 
Aplicando los tocn1cas pi-opio~ dol coJculo do voriocionos so puedo oomot>ttc;-

que la cond1c1~n quo dol>en do cumplir las funcionas q 1 ( t) para que la 

I 
trayectoria on ~uestlon satisfono al principio do Homilton os que satisfagan 

las ocuoc1onos do Eular-Logrongo: (l'? ·1100) 

J_ 
d !: 

o 
( 1 .8) 

Dentro del contexto do la formuloci~n Lagrong1ono, podamos dar una dafiniciÓn 

do simetría do un sistema, diciondo qua una tronsformac1C:n 1nfinitesimol 

generado por un campo vectorial 2 os una simetría (quo donominoremos 

Noethoriana) 
I 

si montiono invorlonto o lo funcion L ,esto es, si lo derivada 

direccional do L o lo largo do los curvos integrales do Z on el ospocio M os 

5 



igual o coro 

I 
El tooromo do Noothot', uno do los rosul todos contro'.es de la farmulocion 

I 
Logronglano, afirmo quo a cada transformaclon Noothoriana lo podemos asociar 

una constante de movlmionto. 

I 
El diagrama que a contlnuacion prosontomos, muestro osquomaticonwnto los pasos 

que hemos doscrlto poro obtonor constontos do mov1mlonto do un sistema. El poso 

I 
( 1) consisto on dar una formulaclon Loqronr:ilono clnl ststonin, ol sogundo (2) on 

construir simetrías Noothor1onas poro al Lograngiano L y ol torcoro (3) on 

aplicar ol teorema do Noothor. 

SISTEMA 

'1 
~ ,, 

FORMULACION LAGRANGIANA 

SIMETRIAS 

R 

~ 
~ 
f~ 

'\7 

NOETHERIANAS 

CONSTANTES DE MOVIMIENTO 

I 

('. 9) 

3.- El problema inverso dol calculo do v9r1oc1ones y los logrongionos s-oquivalontos.-

' En la presento soccion y la que siguo ,quis1oramos discutir los limitaciones y 

posibJ.,lidodos que presento el esquema anteriormente mencionado. 

Dentro del primor poso poro la abtonc16n do constantes, podri'omos hacer dos 

preguntas: 

I 
1. - e Siempre podemos dar uno formuloc1on Lagrang1ano do un sistema? 

2.-
1 / 

Dado un sistema, su formulacion Logrongiono os unico? 

6 



probluma inveroo del c~lcUlo de vari2cioncn que tiene como objeto estudiar la 

existencia y multiplicidad de Lagrangianos para un sistema dado. 

En este momento conviene hacer una di:.:;tincion entr·e sistemas de segundo orden 

de tipo (1.1) y sistema de primer orden del tipo: 

( 1., 0) 

( 1. 1) y Lagrangianoo p:ira u.\Btcrnas de la forma ( 1. 1 0). A los primeros les 

llamaremou Lagrangianos ele G•~/éUndo orden ya que sus ccui!ciones de Eulcr-

1 
Lagrange seran de oegundo orden , t!n t.anto que a 108 otrog loa llamaremos 

Lagrangianoo de primer orden por Gt~r lint!a.1e~; en l,;:i.s vc·locJ.dades y conducir a 

ecuaciones de primer orden. 

Las reepueatao a las preguntan antcriormet1te planteadas son: 

iil .- No ! ., .. ~· . 
.b.1.0 \,l.;1110. 

R2.- Todo sistema de primer orden del tipo (1 .10) tiene un numero infinito 
de r,agrangianos ( ll-U 19íl1 ) 

R3.- En general la pregunta de si el Lagrangiano es Jnico no tiene 
solucidn definitiva. Sin et11bargo 1 ~n ur1d y Jos Jimencioncn (ccto ca 
para i•I e i•2 en (1 ))el problema fue reouclto por Darboux en líl91 y 
por Douglao •;n 1941 reDpcctivamente para üi!Jternas de segundo orden. 
(ll-S 1982) .. 

Diremos que dos Lagrangianou oon u-equivalonteu ui ous ecuaciones de Euler-

Lagrange correspondienteo tiene lan miomas solucion~s. 

Debido a lo anterior observamos una limitación aoi como una nueva posibilidad 

del esquema (2.9) ya que en general el paoo (1) puede no existir o ser 

m~ltiple. 

La existencia de Lagrangianos s-equivalentes nos permite extender el concepto 

,7 



do simotrla Noethoriana ya quo sl un sistomo o~nilo un conjunto do Lagrangianos 

(L tAI ) s-equivolentos, podemos ampliar ol concopto do simetría dlciondo que 

Z os una simetría (qua llamaremos do s-oquivaloncio) st poso de un 

lagrangiono L<Ml a otro L s-equivolonta. 
'~n 

I 
Por ultimo, tonemos que indico< do quo monoro podemos gener;ilizar ol poso ( 3) 

del esquema (I~) ya que no sorÍa do gran utilidad habor axtondido ol concepto do 

I 
simotrla Noathoriano sl no contamos con un motado para asociar constantos a 

:;imetrfas do G-oquivaloncia.SogJr1 vor0n10~ on lo~ capítulos siguiontos 

I 

los trozas (11-11 1981) y uno nonor·ollzocion clol teoromo do f-'olsson ele lo 

moca'nico Homiltoniana (1!-f~-P+ 1906). 

El diagramo qua prosontomos o continuoc1&n muestra los oxtoncianos do (9) que 

acabamos de mencionar 

SISTEMA 
,a l1J "'-

!< ~-~ ~ 
~l ·~ ·v· 

FORMULACIONES LAGRANG!ANAS S-EQUIVl\LENTES 

~ el JI 
¡(l i!fl,.,,· 
F Ji!/ 

~:7 (' 
S!METRIAS DE S-EOUIVl\LENCII\ 

teorema do las 
trazas 

~ 
!'iJ: 

J} 
teorema de 
Noothor" 

teorema de Poisson 
generalizado. 

m 
~ 
~ v 

C O N S T A N T E S D E M O V I M I E N T O 
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1.,- A_E_licocionos 

Riomonn. 

En las soccionos ontorioros hemos descrito lo manero on que los conceptos do 

logrongionos s-oquivolontos y do simotr{as do s-oquivaloncio pormiton hocor un 

I 
estudio mo~ comploto do los simotrÍus y constonlos do movlmionto do un s1ntoma. 

El objetivo dol prosont~ trabajo os aplicar lun ideas anlcrioros o sistemas de 

I 
ecuaciones que doscr1bon ol movimiento o lo largo do goodos1cas on unospacio do 

Riomann. 

El estudio do los do ln ' OCUOGion de ' gootlo:oicos so rostringo 

normalmonto o lo consldorac16n do simotr{os Noothorianas puntuales (i.o., quo 

no dependen de la velocidad). Este tipo do ,;imotr{os so clonominon movimiontos 

(o 1Gomotr!as) y son gonorodos per los llamados voctoros d0 Killing. El tooroma 

do Noether nos porrnit{l o~oc!or uno con~1t.ont.(l o cltctlo~¡ tronsformociono~. 

Por otro lado, dontro d<1 ln lH;,;quo<lo do conr.tontoc do movim!onto para lo 

ecuación do goodÓsicas juogon un popol muv importonto los conceptos do: 

1.- Tonsor do Killing. 

2.- Si111utdus d;,l o~pacio. 

Los tonsoros do Kllling son tonso1·us do valencia dos qua satisfacen una 

ecuación 
I I I 

que os uno genorol1ZQ(;ion n.o:: o meno: directo do la ocuaclon de los 

voctoros do Killing y que nos permil0n construir constontos do movimionto 

1 
cuodroticas on el momentum·. Esto tipo cJ~ tensores cobraron mucha importancia 

cuando se obsorvÓ quo ol problorna do lo ¡podC:sicos on lo m¿trico do Kerr se 

pod{a integrar dobido o la existencia de un tensor do Killing quo proporcionaba 

una constante do movirnionto oxtro (llomndo constante do Cartor) odcma's do las 

tros constantes asociados o lo cnorg{o, lo moGo on ropo~o y lo componcnto de 

momento angular on lo dirocciÓn dol ojo do giro do la masa croodara dol campo. 

Sin embargo.~ pesar do su gran utilidad, los tensores do Killing carecen do una 

9 



I I 
inturpr.-,t.acion gocmotr1co dol tipo Uo la do los voctor-os do l<ill1ng o unulo~Ju. 

Por otro lado, las simotr{as dol ospacio incluyen tronsfonnoclonos dol ospocio 

de Riomann quo dejan lnvarianto alguna propiodad do 

{ ' 

I 
esto, por ojomplo: su 

mé'trica, su conoxion, su tonsor do curvatura, ol angulo ontru los voctoros dol 

espacio, etc. 

En gonorol estos tr-onsfor·moclonos no son s1n1ntr!os do las good~sicoG. Esto os, 

podamos hacer on un espacio uno transformacló'n quo dojo invnrionto al tonsor do 

t I 
curvatura poro que no mopon los goodosicos un si mismas. 

La importancia do los simotrlao dol nspocio radico on ol hacho do o cado una do 

estas simotrfos lo podamos asociar una (o varias) constanto(s) do rnovimio11Lo do 

lo goodé's1cos do oso espacio. (K-L 1981 ). 

Podemos entonces plontocrnos la slguionto intorrogonto: 

¿Ouo relaci¿n tionon los tensores de l<illi119 y las simetrías 

dol espacio con las simotr{as do las goodÓs.tcas? 

En este trabajo damos una ru~puosta a esta lntnrroganto introduciendo ol 

concepto do mopoadoros ospociolos do simotrfo (MES), qua son tensores quo 

mapean ,;l voctor tongcnto o 1o goocJÓsica on una simetría do esto. Varamos en 

los capítulos siguiontos qua a cada Gimotr!a dol ospacio lo podemos asociar un 

MES y quo los tonsoros do Killi~ son un caso particular do dichos mopoadoros da 

simetría. Al hacer esto, voromos quo o cado simotr{o dol ospacio lo podemos 

asociar una simetría lineal on la velocidad de las goocl:sicos. Dichos simetrías 

1 I 

seron no puntuales y on oca~lones sornn no Noothorianos. 

Lo idoo do los MES no salo porm1 to dar una intorprotacio'n do los simetr:!'.os dol 

espacio y do los tonsoros do Killi~ , 
I 

tombion junto con los tecnicas propios 

del formalismo de los Logrnngionas s-oquivalentes, permito deducir los 

constantes asociadas a esto tipo do objotos goom~tricos do monoro sistemcitico. 

10 



movimiento asociados o los Tonsoros do l<illlng y o los si1m,t1·fu:; do: espacio 

conocidos en lo lltoroluro (K-L 198\ ). 

Asi mismo, varamos como ol formalismo do los Logrong1onos s-oquivolontos nos 

permito en oca iones onconlror constontoG do movlmionto nuevos. 

El estudio do los MES on.movimlonto good¿s1co, 
I 

formo porto do una problemotico 

mas amplio quo consisto on ostudlor poro un sistema dado los oporodoros qua 

mopeon sirnc1trÍos arbitrarios ciol si,;t.cmo !Jn simetrías dol mismo. A todo 

oporaclor quo cumplo esto propiedad lo llnmoromos rnopoodor universal da 

simetrías (MUS) y ccgJn vur~·nH)~'. 1o cx1:.toncto do !In MUS poro un ~;iBtemo cloclo 

esto ostrochamonto roloclonoda con lo oxistonclo do Lagrongionos S-· 

equivalentes. 

Por ~ltimo qulsiC:romo~'¡ monci.onor quo ol or;tudio de los mapoodoros do simetría 

corno m~todo poro lo solución do sis tomos do ocuacionos di fornnciolus ordinarios 

I I 

esta fuortomonto motivado por ol oxito quo han tonldo talos ideas on la 

soluciÓn do problemas no linonlos doscritos por ucuocionos dlforenciales 

parciales, como es el co~o do la ocuació.n do Kortoweg de Vr h"; y otra~ (O -

1986). 

11 



C A P I T U L O Il: 

L A G R A N G I A N O S D E P R I M E R O R D E N 
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INTRODUCCION. -

En esto copltulo revisaremos el formalismo do los Logrongionos de primor orden. 

Comonzo,.emos 
I I 

on lo p,.imoro soccion con una discusion dol problema inverso dol 

cÓlculo de variaciones paro sist~mas <i(J ecuoc\onos do primor o~dur1 y 

mostraremos como constrpir on princip10 un numuro infinito e!" Lc1~ir·anr_¡lcrnos o 

I 

partir do lo~ constontos cfo movl111tor1to. Ooron~os to1nb1cn los condicionos par·a 

quo uno funci¿n soo Lograngiono de un !;ic;te11JC1 Uncia. ( 11-v ¡qg¡) 

Pasaremos luogo, on la ~occi¿n dos, al 11~lt1dio de lo 0ct1ac1Jn de ~irnot~r·{a, 

donde domostroromos quo paro onol\?or los propiodudos do simotr{o do un slstoma 

basto considoror tronsfor1nac1ono5 do sir11otrfo locales 

En la ter·coro ' SGCCion ~o do fino e1 concopto do simotr-fo Noothoriono y so 

damL1astra al toa romo du NooU1or· q110 ponnitu o~:.oc tar uno con!.> ltH1 Lo "º 
simotr{o 

/ 
mmovimionto a cada fJooU10r.\ona. Asi mismo, on os ta soccion 

enunc1oromos ol teorema invor·so do Noutt10r quo ~~ocio uno simetría a cuolquior 

I 
constanta do movimiento. Dicl10 Luorema os c!crnostrotlo mas nclolante on lo soccion 

cinco. 

La socci6n cuatro contierrn uno discusta'n sobro simotrfos no-Nootnerionos; se 

' define lo nocion do Lograngiano s-equivalonto y se domuostro ol teorema do las 

trazos. 

En la socci6n cinco so lleva cabo lo formulac16n goom~trlco do algunos de las 

ideas anteriores y so muestra coma obtonor mas constantes do movimiento o 

partir do simotr!os orbitrortas. 

I 
En lo siguienta soccion se demuostra un resultado fundamental quo afirma que el 

conjunto do los tronsformocionos do s-oquivaloncia coincide con el conjunto do 

transformaciones de simotr{o do lo ocuac16n paro sistemas do primor orden. 
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I 
Por ul'Li1r.o en la t>ccciÓn s1•~t;p introducimou el concept.u 1lv mapc:idor ti~ 

simetría como una idea nueva &til para el e9tuctio de lae elmetr!as de 

ecuaciones diferencialca ordinariau. 

Al inicio de cata oecci¿n oc da una hr(!VC 
I 

ex¡1licaciun de como los mapeadores de 

oimetr{a han permitido resolver íllp;unos pr~oblr~man no linc;llcn para sistemas 

descritoo por ecuacioneu difc:·e~ci~!es parcial8s. Asi mif;mo, demostramos un 

rcsul~ado que establece la conexión ent.re 1os rn::ipcadores de simetr{a y los 

Lagrangianos o-equivalcn~c8. 
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Dado un sistema de ecuocionos d1foronc1ales do primor orden: 

a, b =11 •••• , iri ( 2. 1} 

el problema inverso (nq restringido) del c~lculo do variaciones (H-S 1982) 
lleva al estudio do uno funcion L tal que las soluciones do: 

E((. L o (2.2) 

coincidan con las soluciones ele (2. 1} donc!o Ea. os el operador de Eulor-
Lag rango qua se define como: 

E<i.. .d._ J2 d a..: 1, .... ) .¿ r) 

- (2. 3) dt ;;-x~- ()X. (,L 

Llamaremos logrongiano do primor ordon o la func ion L debido o que sus 
ecuaciones do Eulor-Lagronge 

I 
tlOt'Of'l ecuocionos do primor orden. 

Observemos que: 

De donde los ecuaciones (2.2) son on general do segundo orden y por lo tonto 
para que sean equivalontos o (2.1) debamos pedir que so anulo al caoficionto 
que contiene segundas derivadas do x~ ,osto es: 

. r2.i L 
Jiª ;J):.b 

o 

la soluci¿n mas gonerol do esto ocuaci¿n os que L sea una funci&n lineal en las 
velocidades: 

L 
(2.4) 

15 



dondo O... y R. son funclon1,s por dotorminor. 
Si aplicamos ol oporodor do Eulor-Logrongo a (2.~) llagamos o ios ecuocionoti du 
Lagrango do primor orden: 

eh- -~ v· ;¿,fu Jlb 
<J x, o. :n:: b JXb () t 

(2. 5) 

Si definimos: 

~b Jk~ JA - DX b JX'i 
(2.6) 

entonces podemos plantear ol problema inverso como ol problema do encontrar 
2n+1 funciones R,,_ ' .llo quo satis fugan: 

a) ch f!ú.. J.J~ 1-
;)lh_ 

,7 ;( b Jt 

(2. 7) 

b \ 
I rle t r;;h :f. o 

Ge puede demostrar que siempre oxisten funcionos J~ , Ío. qua satisfacon (2. 7) 
y por la tanto siempro oxiste solucidn para ol problema inverso del cdlculo do 
variaciones en prj.mor orrlon. ( "·l) \'\g1) 
A continuocidn mostraremos c~mo podomos oncontrar Logrongianos paro el sistema 
(2.1) a partir de sus canstantos do movimiento (H-U 1981),(H-H-S 1983). 
Sabemos que el sistomo (2.1) tiono siompro 2n constantes do movimiento 
indopendiontes: 

(2.8) 

I 
debido a esto el sistema: 

• e a) 
( o (2.9) 

es equivalente a (2.1). 
Un Lagrangiana poro (2.9) se puede construir facilmente coma: 

16 



L 
º' . ¡~) 

-1-(. (_ + 
(Jr\) 

( 2. 1 o) 

Usando (2.8) podemos escribir (2.1~) en t~rminos de x°' y t 

• (o.) e • b 
X, + 

y como C. to.\ es constante de movimiento: 

o 

dofinlondo: 

( ;¡ fl-1 ) Wl ) e '') .De ( ),) l 

JX e;. 

+e ¡¿_c_ 
JXu. (2.11) 

podemos escribir (2.10) como: 

( 2. 12) 

Esto os, si conocemos 2n constar.tos do movimiento indopondiontos construimos J.,. 
con (2.1~) y modionto (2.1?) obtonomos un Logrongiano L escrito como 
combinacion lineal do los ocuacionos de rnovimionto. 
Lo anterior puede considerarso como uno pruebo constructiva de existencia de 
solución dol probloma invorso dol cc'1lculo do Voriocionos on primor orden. 
A continuac1dn, voromos las condiciones que debo cumplir R& paro qua (2.12) 
seo un Logrongiano do ( 2. 1). ( 11-N-P+ 1985) 
Los ecuaciones do Eulor-Logrongo do (2.12) ~on : 

c7{:_ÍQJ_j 
Jxb 

( 2. 13) 

I 
Si suponemos qua (2.1) so cumplo ontoncos lo anterior oxprosion so transforma 
en: 

.J_¿_ + DÁ f- b + JJ_~ 
éJt é)Xb .?X 

o 
17 



de donde si definimos: 

d 
dt 

tenemos que t debo satis facer: 

fo. _L + 2 
DX. o. J t {2.11d 

J~t- +- ( ~~~) 1b ='o (2.15) 
J u \ u,,. 

Usando (2.15) tonemos quo ol oporodor do E-L, ,;,. aplicado sobre un Logrongiono 
de la formo (2.12) do como rosultodo: 

(2.16) 

y por lo tanto, los ecuocionos do Eulor-Logrongo paro (2.12) son: 

{2.17) 

por lo que, los soluciones do (2.2) soron solucionas do (2.1) si so cumple que: 

~h f- o {2. 18) 

Esto os, {2.15) y (2.18) son los condiciones nccosorios y suficientes poro quo 
(2.12) seo un Lagrongiono do (2.1). Donde las funcionas q so obtienen o 
partir de 2n constantes do movlmionlo indoponaiontos dol oistomo usando lo 
exprosibn {2.11) 0 resolviendo (2.15), 
Por Último, deduciromos lo ocL1ocion do movimiento do () 
Do {2.6): 

usando ( 2. l lf) te~emos que: 

18 
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introduciendo esto identidad on lo oxpresio'n anlcrior y usando (2.15) se tiono: 

d Uc.b -
dt 

+-

_;¿_ 
Jx/) 
o_.P_p 
Jtc 

( _f, JJ_'_ ) - J_f_o. 
J X.ª <7 X' 

J_j'~ 
JX(J. 

usando que las dorivodos porcialu5 conmutan e intrnduclondo lo dufinlc16n (2.6) 
tenomoa flnolmonto: 

o (2.19) 

2. -~QN DE SIMETIHA 

Diremos que uno tronsformoci&n infinitesimal: 

( 2. 20) 

es una transformacidn do simotr{a (H 1984b) (H-Z 1985) (H-N-P+ 1986) si mopea 
las soluciones de (2 .1) on soluc1onos dol mismo sistema. Esto os si, a primer 
orden en t; : 

{ 
...., b ,..., ) 
X, ) /; 

(2. 21) 

siempre que ( 2. 1) so cumpla. , , i tenemos·. 
Usando lo reglo do lo cadena ~despreciando termines en ~ 
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Suponiendo (2.1), lo condición (2.21) nos llovo ontonces a lo ecuaci~n de 
s1metr!a: 

_dJ: 
Jt 

f a.d1º + (Jio.) 2 o 
dt \ Jt 

( 2. 22) 

A continuoct¿n domoctraromos quo bosta qua considoromos solomonto las 
tranoformn.cioneslocales ($1:;:0 ).{11 l~HJ'1b),(li-Z 1085). 

Para esto conviono utilizar la sigulonto notocid~: 

(J ,._ 

t -

I 

~~-{ 
La ecuacion so escribe entonces como: 

X a. 

-t 

J.1:0.:/, ... ,1.T) 

jJ- o 

/·-.? "0,1, •..•. ,iif) 

(2.23) 

(2. 211} 

Obsorvomos quo la ocuoci¿n (2.22) tiono 2n componontos on tanto que (2.24) 
tlone 2n+1. Esto so dobo a que, como consocuencia do la~ dofinicionos (2.23),la 
componente ,P:o de (2.211) os una idontidod on tanto quo ol rosto de las 
componontes son ecuaciones que han do sotlsfacorso solo si ~ os una simetría y 
coinciden con las 2n componontos do (2.22). 
Es fÓcil ver que: 

es una solucibn de (2. 211) para toda funcl~n /\ , v por lo tanto, si 1 es 
solucibn do (2.24) ontoncos: 

1 
tambien es una solucion. 
Como consecuoncla do ésto, si tonemos uno simotrÍa 'l¡... con 2°t o podemos 
construir otra simotr!a oquivalonto ;¡ tal que ?":o definiendo: 
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Debido o asto rosultodo, 
tronsformocioneG del tipo: 

considororomos en lo que sigue 

(2.25) 

unicomonte 

(2.26) 

( 2. 27) 

El teorema do Noethor, uno de los rosultodos centrales de la formulociÓn de 
teorías Lograngionos, permito asociar una constante de movimiento o cado 
tronsformac1Ón Noethoriono do simotrfo dol Logrongiono. 
Supongamos que tonamos uno tronsformoci¿n 1nf1nitosimal dol tipo: 

{ 
(2.28) 

St o 
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I 
A partir do dicllo tram;farmacion y dol Laqronr¡iano L clo1 siste1m1, doflnimos uno 
nueva func16n Lagrang1ana L modianto 1;1 co;1uic lc~n 

( 2. 29) 

Definimos entonces lo var1ac1Jn funcional dol Lagranglano como: 

1 rxo. x(). t) . ) ) 
(2. 31l) 

Do acuerdo con esto, dtromos qun (?.2fl) os uno tronsformac1cin Noet11oriano si: 

- é J_~f ( x. "\ t l 
dt 

(2.31) 

En la socc16n 6 dol prosonto capítulo, domostraromos quo este tipo do 
transfarmac1onos son un uubconjunto uol conjunto do sirnot.rías do la ocuacidn do 
movimiento. El toaromo do Noot;t10r ( 11-·G 19011). ( il-N-P; 1 UOG) o firmo ontoncos quo 

si Q os una transfnrmacion No0Lt1ur·iono '.;o tiono quo: 

( 2. 32) 

es una constante do mavimlonto. 
La definici6n (2.29) os noturai on ol sontldo de quo ol Lagrangiano os un 
escolar y por lo tonto, si tonemos dos sistomos de coordenadas {X J y { ii: t on 
los quo ol Lograngiono so roprosonto por funcionas L y L rospoctivamonte so 
debe tonar quo ol valor do ambas funcionas on un mismo punto P: (~) • !ll dol 
espacio do canfiguracibn dobo do coincidir quo os procisarnonte lo quo afirma 
(2,29), "' I 

Debemos observar sin embargo quo on gonorol la formo funcional do l y L sera 
diferente. La funci¿n SL dofinida on(2.30) nos do precisamonto la diferencia 
do L y L consideradas ambas como funcionas do los coordonodos {X\ . 
Domostrac1bn rtol teoroma: 
de (2.29) y (2.30) tenomos qua : 

expandiendo en serie do Taylor 

:22 
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- L ( x'\ x a., & ) 

on torno a E.:O 
1 

desproctando terminas Oíl t' 



SL =-l ( if-) 
SL 

Usando (2.28) tenemoo que a orden t~ 

(2.33) 

Con os ta expresio'n poro St. la do"1oc:troct¿~ do quo K os constonto os 1nmod1ota: 

M =- _J_ ( J_L) ~(,L + (l.l ) J_l + .d.1 
dt dt ux°" J ;;x_o. dl Jt 

UGando (2.31) y (2.3S) tonomoo que: 

y por lo tanto: 

& 
dt 

- [ _J_ (X ) - dl. ] Qo. 
Jt Ji..{I.¡ JX.(I. 

1 
Supongamos ahora que tenemos una transformacion no local dol tipo: 

{ r-.J 

1: i - é 2º 
(2.34) 

I I 
En este coso, el nuevo Lagrongiono quedara dofinido mediante lo condicion: 

(2.35) 

la variaci~qfuncional do L so dofinirb del mismo modo que antes y diremos que 
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(2.34) os Noothoriono si SL satisfoco (2.31). 
Dtt acutH'Jv con lo Ui.;l10 u1i lu ;j,;(.cl.:),, wnt.i:.¡¡·.:.or podGí.1JG dof1n1r e pcrt!r co 
{2. 3't) uno nuuvo lr'OntJío,-n1uc1:.u1 lo,~n1: 

{ 
x o. X o. - Etª 

&t o 
(2.36) 

donde: 

(\'o. ~o. • /).~o - z (2.37) 

Si llamamos b\. o la vorioci¿n funcional del Lagrangiano
1 

on lo tronsformaciÓn 
(2.34) y S~ lo var1acidn corrospondionLo on (2.36), D& facil domostrar quo: 

é _J_( L1º) 
d1: 

y por lo tonto (2.34) os Nootheriona si y solo si (2.36) lo os. 

(2.38) 

Supongamos 9hora quo tonomos una simotrfa Noothoriana 1 dol tipo ( 2. 311). A 
partir du esfCI. cOn:;\.f'uÍmo" lo <>imvLdu ii' mudlont0 (2.:SG) y debido a (2.38) 
os Noothoriono .Aplicando ol tooromo do Noothor a t so tiono quo: 

;y\ a. 
V +· 

&s una ccn~tontc, don~~ ~· c~ta ~cf!nida como: 

Debido a (2.37) podomos oscr1b1r K como: 

como Z es una simetría Nootheriana: 

y par la tanto do (2.38) y (2.39) 
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asto os; 

t .d.T 
dt 

é. .d.1 + _d_ ( é. L ~º) 
d ·t clt 

de donde concluimos q4o la constante de movimiento asociado a una simetría 
Noothoriano no local os: 

El teorema do Noethor pormlto asoclor una constante do movimiento o coda 
transformoció'n do simetría qua satisfago (2.~1 ). 
Existo un resultado rocíproco quQ p0rm1to nsoctor una simotr{a (Noothoriona) a 
cualquier constonto do movimiento. 
Esto reaultodo conocido como Teorema inverso do Noothor afirma que si K os una 
constante entonces: 

(2.1;1) 

os una simetría Noothoriano, dando O'·' .os lo inverso do la rnatriz V:.b 
definida on (2.6). 
Lo domostraci¿n do esto resultado sorÓ hoctio on la sección 5 del presente 
capítulo dando dosarrollaromos un longuajo goom¿trico con ol cual os posible 
escribir los idoos y pruebas de lo toaría do Lagrongionos do primor ordon do 
manero compacto y ologonto. 

4. -SIMETRIAS NO-NOETHEIUANAS Y LAGRANGIANOS S-EQ_\).l.YJlli.filf..$_ 

Como moncionomos ol principio do lo socciÓn anterior, cuando tonemos ol 
Lograngiono L de un sistomo y una transformación i podemos definir un nuevo 
Lagrangiono L como: 
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rnm:r::rmw 

rv 

L L + S L 
( 2 . 1+2) 

donde S L esta definido por (2.33). 
Observemos quo: 

Ea..{dtf.) 
Jt 

o (2.43) 

para todo func1bn 'f y por lo tanto lo condicicfn do simetría Nootheriono 
puodo rooecr1b1r como: 

Ea. S L o ( 2. 41;) 

y de acuerdo con (2.42) tenemos quo: 

fa, /_ (2.45) 

so 

Esto es, los 
Logrong1ono L 

slmotr!as Noothorionas son aquellos simotrlas quo pasan do un ,..., 
o otro L do tal forma quo los ocuaclanos so mantengan 

invoriantos. 
Uno gonoralizoc16n natural do asto ideo os considerar simetrías ? tolos quo 
transformen a los ocuocionos de Eulor-Logrongo covorlontomonto, asto os: 

rv 

E(), L (2, 116} 

Estos simetrías no mantionon invariantes a las ocuaclonos poro si ol espacio do 
solucion!'ls. Yo quo toda soluc tlin do I?<> ~ : o os solución do Ea. í:': o y 
vicever.Sa (suponiendo 11uo Jo(; .O. f. o ) 
De acuerdo con (2.42) osto tipo do transformaciones dobon sat.l.sfocer: 

Eo. S L ( 2, 1¡7) 

A los sirnotrlas que cumplen (2.47) los donominaromos toronsfarmaciones no
Nootherionos o de s-oquivaloncio. (H-1984),(H-G-1984),(H-N-P+ 1985). 
Observemos que en tanto para los simotr{os Noothorionos E"' SL; O , para las 
simetrías de s-equivoloncia ¿sto solo ocurre cuando suponemos que se cumpler1 
los ecuaciones do movimionto, dsto os: 

o (2 ,1¡8) 

:O 

En general, diremos que dos Logrongionos son s-equivalentos si sus ecuaciones 
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do Eulor-Logrange corro~pondi"ntns tlonon Jos mismas soluciones, y por lo 
tonto, los tronsformoctonoG do ~;-11quivolonc~o ~.011 dqt.:r·~~q·-: n110 no~• pormtton 
posar da un Lograngiono 11 otro s-oquivo l onto. 
Lo motriz /\. quo oparoco on (2.1,7) cJ(itJo dop'lndor tanto dol Lo91 (H191000 

original como do la tronsformociÓn do ~:;1motrÍa. /\ conti.nuoc1<~n nncontrar-·omos lo 
forma explícita de dicha matriz cuando tonamos un lagranglono dol tipo (2.12) y 
una simetría local . 
Lo var1ac16n funcional (2.33) dol Lograngiano onto uno transformocl~n 2 so 
puede. escribir como; < ?..~3) : 

Usando (2.3),(2.16) y lo formo explícito do L tanomo:" 

(2.50) 

si definimos: 

rhb 1 ª 
(2. 51) 

(2.52) 

entonces, debido o ( 2 .113): 

(2.53) 

Si 2 es uno transformaci~n do simetría, usando (2.27) y (2.19) so tiene que: 

M'= (d~) r; b r;; b ( 'Jf) V + 
d ·t dt 

=--r VoG .Ji.: +- C:.i JL'.: ) ? ¿ + Uoh ( ()j_b 7c) 
J xb J Xª J x.c 
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e 

de donde: 
t1....L 1' 

d t 
o 

(2. 54) 

Esto es, el Lograngiono construido on (2.51) oo un buon Logranglano
1
para ol 

sistomo (2.1) on ol ~onttdo do que todos los colucionos do lo ocuocion (2.1) 
son soluciones do lo ecuac16n do Eulor-Lagrongu µuro: 

~e.1" (t.15). 
El resultado roc!proco solo so tiono cuundo: 

o 
condicio'n quo no siempro se cumpln 0~11 cuando 1 seo slmotrÍo. 
Debido a que J f' sat1sfoco (2.511) tonotnos u~ondo (2.1G) qua: 

r ·[- fJ * f.X.6- f b) 1 
Í.:.0. .-Lb ! 

y por lo tanta, anta una transformacio'n arbitrario do simotrío: 

Do (2.16) y (2.55) tonemos finalmonto quo: 

E~ S L = V::~ 

(2.55) 

demostrando ¿sto quo la matriz ./\. de lo expres16n (2.47) tiene la forma: 

( 2. 56) 

Cuando la simetría os Noothoriano: 
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ir 
(/ (J,b o 

y (2.40) nos do lo constonto do movimiento osociodo. 
En ol coso do quo 'l. soo uno s1motrÍo do s-oquivoloncio no podomos aplicar ol 
teorema do Noothor.Sin omborgo, oxisto un resultado conocido como ol teorema do 
los trozos que nos pormtte encontrar constontos do movimiento poro simetr{os 
no-Noethorionos con la ventaja adlclonol de que podamos ~1oclor varios 
constontos do movimionto o una simotdo.(1111 1981),(H-G 1'Hl11) 
El teorema do loa trazas.afirmo qua si dofinimas: 

ontocee: 

Demostrac1o'n: 

í P. f-r3 1 }\_ · 

t e .. e. 

l (2.57) 

/¿: /, 1., ... ,Jf/ 
(2.50) 

d._A_a., b 

dt ( 
J__~ b ) + ( r_v..a.L * ) v _, c.. b 

dt dt 

do donde: 

~ 
dt 

ce c..b _ de 
_( () "') ( ·sJ()b_J_) (u-··) 

Jt 

usando (2.19) en osto oxprosio'n roolizondo los productos 
simpl1f1condo y usando lo dafinicibn do J\. (2 .56) so tiono: 

29 

indicados, 



J~b 
Jt 

/\(,l (. --~-f~ 
J X(. ( 2 '59) 

Esto os lo ocuoc1Ón do movim1onto do }\. y o partir do olla os inmediato 
demostrar el teorema: 

y sustituyendo (2.59): 

d_ 
dt 

lli = AP.-r b 

dt 

5.-FORMULACION GEOMETRICA 

- A(. 

A)¡.¡ l 11] 
/\ cv~L (2.s0) 

() . 

o 

Mostraremos o continuociÓn como las ecuaciones fundomontalos do la teoría 
, 1 

Lagrangiana do primor orden se pueden ~scr1b1r en terminas goomotricos con los 
conceptos do dorivoda de Lio y dor~vacion oxtorior. (H-N-P+ 1986) 
La derivado de Lio do una funcion f o lo largo do un campo voctorial V se 
define como la derivado direccional de fon la dirocci¿n V (S-1980): 
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(2.61) 

La derivada do Lle de un vector W a lo largo do V so defino como ol conmutador 
de V y W: 

~- w 
V 

C v ) w l 
(2.62) 

donde: 

(2.63) 

A part1r do (2.61) y (2.62) so puado calcular, usando las proplodades do la 
derivada de Lie , ;,(" T · dando T os un tensor do cuolquior tipo. En particular 
tenemos: 

(2. 611) 

"' 
donde !.Al os una uno•forma. 

(2.65) 

( ;t _ T ) o. b (JJ~ ) V '+ (Dt) T, b_ (J_L) To. e 
V ()X c. () xo. JX' (2.66) 

Listaremos a continuoc1Jn un conjunto do identidades de lo derivada do Lie que 
seran do utilidad en los c6lculos que haremos mas adelante: 

-;t_ w -;!'_ V ( 2. 67) 

1/ w 
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;{_ u 
V t ~V 

;t t; + L u 
V ~V 

;(_ ( ~ w) (;t'_ f) w 
V 

+ ~ ( ;[_ w) 
" V 

";( 
[v, wl 

Por otro lado lo derivado axtorlor de una k-formo (Sp 1982): 

w~= f 
¿, < ..• ¿l. 11. 

: / 

es una k+1 formo definido como: 

(2.Gíl) 

(2.69) 

(2.70) 

(2.71) 

(2.72) 

(¡ () • . 

dtJk.= .2- . L {JúJ.~:)·dx/\,dYl' .... Jt
1

k(2.73) 

L,< .. ·~Llt"'= 1 DX 
: ' 

Una do las relaciones fundornontalos ontro la derivado oxtarior y la derivada do 
Lie afirmo qua: (~ 1~8) 

(2. 711) 

I 
Ademas, se tiene que ambas derivados conmutan: 

(2.75) 

Do acuerdo con esto longuajo, diromos qua un Lograngiano do (2.1) del tipo 
(2.12) os una uno-forma: 
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que satisface: 

( f- + 
~ 

(2.76) 

o (2. 77) 

Usando (2.64) es inmediato demostrar que (2.15) os equivalente o (2.77). ..., 
A partir do .2.~ dofipimos lo dos-rorma ¡; como la derivada exterior 
con signa negativo: 

do .e 

(2.78) 

, 
definida osi la donominoromos forma simplcctica osaciodn a a (/ 

en componentes, tonemos 

.zn .u1 ,¡ () 

Z2 l 
ª"' h-:.1 ai.h ~1 

y por lo tanto de acuerdo can (2.72): 

en concordancia con la dofinici~n (2.G). 
Las ocuacionos do Eulor-Logrongo so oscribon como: 

......, . 
<r(X-f) o (2.79) 

De dondo1 pora quo las ecuociones do movimiento (2.1) sean implicadas por (2.79) 
se debo pedir que la dos-forma sea no dogonorada,&sto os: 
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si poro todo A. ent.onc.:.os B"" O (2 .O(l) 

' En coordonodas asto condicion so formula pidiendo quo: 

dei C:.b :/-:. O 

Do la dofinici&n do ~ y dol hacho do quo lo segundo derivado exterior do 
todo k-formo so anula : (Sf 1•1Si) 

(2 .81) 

con.el u irnos qua: 

(2.82) 

...... 
es decir ú' os uno dos-formo corr"odo. 
Por otro lodo, usando (2.75), (2.77) y (2.78) so tiono quo: 

(2.83) 

A partir do (2.62) podemos osCr"iblr" lo ocuacldndo simotr{o (2.27) corno: 

' -r- Jt ) 1 = O 
Q.Si mismo, dir"ornos que C os uno conslonto du movimionto si: 

o 

(2.84) 

(2.85) 

Do acuerdo con esto lenguaje, diremos quo una tronsformoc16n do simetría es 
Nootheriona, s 1: 

o (2.86) 

usando (2.74) y (2.82) tonemos que esta condici~n oquivalo a pedir que: 

d [ ?<i) ] =o (2.87) 

usando la notoci6n del capítulo anterior bsto os lo mismo que pedir: 
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1 

J 

o (2.flfl) 

y debido o (2.55) osto ~ltimo implico : 

o ( 2. 89) 

da donde concluimos que los dofinicionos (2.80} y (2.89) so,n oquivalentos. , 
En general, una transformoctdn do s-oqui valoncio 1, soro uno tronsformacion 
do simetría 2 tal quo : 

,,t:z 
......, 

i:: o (} (2.90) 

Esto es oquivalonto o pedir quo 
......., 

¡f t-r.._, o V 
(2.91) 

lo cual implico quo lo oxpros16n ( 2. s;:;} do F." S L so onulord solo si suponemos 
que se cumplen los ecuaclonoo do movlmionto, v por lo tonto {~.91) oquivole 

o. pod1r que: 

f" S L o 
EbL : O 

lo cuol muestra que lo dofinlcio'n de trnr)sformac16n de s-oquivaloncio 
dado coincide con lo onunciodo on la soccion anterior. 
El teorema de Noothor afirma quo &1 2 os uno simotrlo Nootheriana, 
qua satisfaco (2.84) y (2.86) entonces: 

(2.90) 

esto os 

( I< - j Cft&) dt (2.92) 

es una constante de movimiento, donde K y ~ son funciones definidas mediante: 

' Oemostrocion: 
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Como :¿ sotisfaco (2.üb) tonemos, usando (2./'1) y (2.U2) que: 

o= r_r; 
7, 

do donde, aplicando el lomo do PoincorJ (Sp-1902) concluimos que: 

(}(~) JI<. 
I 

para alguna funclon K
1

y por lo tanl~ (2.93) asto bien definida. 
Por otro lado, como i os simotr1a do lo ocuoci&n, cumple (2.02) de donde, 
derivando(2.9~) y usando (2.83): 

[ (2.°p+ t?.:l u J(1) + 0:-T<.t'1+JtJi l 
o ( f{ + J1: ) ( d f<) 

conmutando las derivadas: 

de dende 'f dofinidc on (~.~;) ~atl~faco; 

lo cual implica que <p os a lo mds una funci~n del tiempo. 
Con lo ontorior, la domastracl~nd• 1'c es una constante os inmediata: 

usando la definici~n do ~ : 

=-<f - Dt ( j (f(t) di) - clf ( j ~ttJdt) 
y como tf solo depon do do t: 

;f f ( J lf (i) d t ) o 
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con lo cuol: 

o 

Por otro lodo, el tooromo 1nvorso do Noothor (2.41) so formula diciendo que si 
C OS uno Constante, ent08COS ol voctor ( 

es uno simotr{o Nootheriano. 
DomostraciÓn: 
Dorivondo (2.95) y usondo {2.83) y (2.85): 

dof1n1do como: 

de 

do donde, usando la no·dogenoraci~n do V concluimos que: 

Lo cual prueba quo ll" os uno simotrío do lu ocuud6n. 
Poro probar que os Noothoriono usamos (2.74) y (2.81): 

Lt d [ ?(tl]-= J [de] =O 

(2.95) 

Antes do posar a la formulación dol toorcma do las trazas y '4 la deducción do 
constantes diforontos a los rolocionodas con ol tooromo do Noothor, 
enunciaremos el siguiente resultado que so prueba directamente a 
( 2. 77)' ( 2 . 83) . ( 2. 81¡) y ( 2. 85) : 
Si 'l, -¡{' son simotr!os un lagrangiano y 

simplectica, entecos: 

partir de 

una formo 

os uno simetría (2.96) 

os un logrongiono (2.97) 
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i 
( 

os uno formo slmplectlca (2.98) 

Usando (2. 71¡) os 1nmod1ot.o observar que G- * cJofinido on lo socci~n anterior, 
coincido con (2.98) osto os: 

do dando: 

y por lo tonto: 

:t- v z 

+dy 

A partir de y 'o: Ji dofinimos el tensor A como: 

V A 
I 

derivando asta ocuacion so tiene que: 

y usando lo no·degonoraci~n do v concluimos: 

o 

Do la ecuoci~n (2.66) es facil dorso cuanta do que (2.112) 
(2.59), ocuociÓn a partir do la c;ual rosulto 1nmod1oto la 

( 2. 99) 

(2.Hl0) 

(2.101) 

(2 .1112) 

os equivalente o 
domostroc1Ón del 

tooromo do loe trozos (2.57). 
Asociado o toda simotría i 
constante: 

do la 
I 

ocuocion do mov.lmionto, tonemos lo 

1 
Lo domostrocion de que J os constante, 
y ( 2. 84). 
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Asi mismo, si 2 oi. una slmolr !o y (., os uno con~.t.ont.o, on\.oncos: 

es una constante. 
DomostraciÓn: 

C..t ( 2. 104) 

:e- r- e, + ;;, r rñ e,) r 2 c. 

usando (2.70) y (2.69): 

+ ;e - (¡ 
lJt '/,) 

:ti i: ~ e -1-

. ;¡;_ r ( L'f + Jt ) e, l 
7, 

donde hemos ur.odo la ocuocion do r.\motrÍo. 
De esta ~lt1mo ocuoci~n como t 1 os constante tonomos: 

( .z} +- 'J t ) e~ = o 
Por otro lado, si tonamos dos simotr{os 2 

+- L-¡; { ~t c. ) + 
~ 

M .::::: '(i ( 1,) t ) (2.105) 

os una constante, lo cual so sigue diroctomont~ do (2.83) y (2.84). 
A continuac1~1 mostraremos como la obtoncion do los const.antos (2.104) y 
(2.105) se puedo consldoror como una genoralizaci&n dol tooroma de Poisson ol 
cual afirma quo si f y g so~ d~s constontos do movimiento do un sistoma 
hamiltoniono, ontoncos la funcion h doíinida como: 

h (2. 106) 

es 
es una constante do movimiento, donde (f,g} ol corchete do Poisson de f y g 
definido coma: 

( 2. 107) 

39 



Esto teorema 
partir do otr 
Oofiniondo: 

permito en ocacionos obtonor constontos do movimiento nuevos 
conocidos. (L-L 19 ) , (G-19 }. 

X"={ 
~L e~=', ... n 

º"'=( 
o 

pi 
(~:ílt/ ... ;l.fl -r 

J 

Io ) t2. ''ª' 

podemos escribir (2.107) como: 

(). h cr· 1 
) 

(2.109) 

a 

usando en tooroma inverso do Noott1or ( 2 .111) t<inomos que como g os una 
constante: 

(2 .1 Hl) 

es una simetría y por lo tanto: 

(ll) io. 
JXo.. 

de donde, usando la definicio~ ¡Jo clor·ivoda do Lio do una functcin o lo largo de 
un campo vectorial (2.66) conclu1111os quo: 

(2.111) 

Tenemos entonces qua, dontro dnl contexto do lo mecdntco Hamiltoniono el 
teorema de Poisson se puado formular diciendo quo la derivada do Lle de una 
constante o lo largo do una simotrio Noethoriano os uno constanto. 
Formulado asi ol tooromo da Poisson os inmodioto ~bsorvar qua (2.104) es una 
gonerolizacton de tal resultado poro simotr!as do cualquier tipo. 
Siguiendo argumentos an~logos ~o puedo demostrar quo (2.105) os tambi&n una 

I -
genoralizaclan dol tooroma do Poisson: 
Lo ecuac16n (2.109) so puodo escribir como: 

40 



tl 

i f) ~ ~ ~b [ ( 0~ -1) b L(~~L)J 
,- (u·' 1etJ e)~ l l í , , vxd; ( 2. i 12) 

l 

dobido a quo f y g son constantes tonomosJon virtud dol too roma invorso 
Noothor, que: 

i." ( c¡-' ) 
b (. 

- JLl -
Z> ;<. (. 

<l (.,\ J 
(2.113) 

1;l. - ( () .¡) J~ -
JKJ 

son simotdos Noothorionos y: 

{ ~ ) 3 ~ u;: b 7~ 7 b 
¡¿ (2. 111t) 

Esto os 1podemou formular ol toorcmn cin Po1sson diciendo que si 
dos s1motr1as Noothorlonas ontoncu~: 

i, y r¿J- son 

(2.115) 

os una constante. 
I 

do 

Esto formulación llevo o lo conclus1of1 do quo (2. Hl5) os 
teorema para cuando los simotr!os son no-N0othor1anas. 

una gcnaralizocion del 

6. - SIMETRIAS DE S-EOUIVALENCIA V SIMETRIAS DE LA ECUACION DE r~OVIMIENTO. 

En esto socci&n domostroromos 
equivalencia coincido con ol 
movlmionto.(H-Z 1985) 

quo ol 
conjunto 

conjunto do 
do sirnotrÍas 

las 
do 

simetrías do 
I lo ocuocion 

s
do 

Trobajaromos on 2n+1 dirnonsionos considorondo al tiempo t como una coordenada 
Óxtra. Para os to , usaremos indices 9riogos J-i• -1 quo tomarcin valores desde 0 
hasta 2n. Las coordonadas do un punto on os to espacio será'n : 
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Dado un Lograng1ano l .. on 2n dimensiones dofinimos Í! //). como: 

{ 
la. fl = 1, ;¿ () 

})'- - ( 2.. \\(,) -
- )o. f <k !' = o 

asi mismo, Si i os uno simetría, entoncos: 

)'- = 1, ... , J,n 

(2.117) 

o !':o 

las ecuaciones do movimiento sor¡{,¡ entonces do lo forma: 

(2.118) 

Supon3 o."'os que o • t lo qua llova a definir f µ como: 

{ 
/ /: '· ... .2.f) 

f ( 2. 11 '.J) 

ji- : o 

Con esta definiciones es inmediato observar quo el Lagrangiano (2.12) se puedo 
escribir como: ltn .1.0tt d;men~'º""" \. 

(2.120) 

los ecuaciones de Euler-Lagrango (2.5) resultan ser: 

• v' 
X o 

(2.121) 

Si denotamos por d lo derivado exterior y definimos: 

- d 'f (2.122) 
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podamos oscr1b1r (2.121) <;01110: 

0::(X)=O (2.123) 

si tonemos una simotr!o 2 definimos: 

(2. 1211) 

usando (2.64),(2.116) y (2.117) tonamos quo on componontos: 

2 b ( J_f{]_ ) -l- Íhr-~) ,)J: 1, •• " .Zf) 

* 
J xb / ox(.l. 

~ 
Íb (%f) Qi( JM") 

JX ¡, 
/-=-o 

y por lo tonto: 

........ ti' • ' 

1 ¡ ( 1';-f) -f- rj' J¡ 1 ( x ):: e'· J f x • J? 
comparando esta oxpros1¿n con (2.33) tonemos fa~ilmonLti quti: 

(2.125) 

si definimos: 

(2. 126) 

ontonces, tonamos que las ecuaciones do Eulor-Lagrango do SL son: 

(fK(X) o (2.127) 
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, , 
En oato n0Loc1&n, 
equivolonc1o os: 

la condlclon do quo soo una tran~; t ormac iun do ~-

o 
, 

Por otro lado, debida a (2.117) la condicion de quo 
formulo en 2n+1 dimensionas como: 

o 

{2. 128) 

sea uno simotrfo so 

{ 2. 129) 

, I 
Habiendo formulado los ocuac1oncs boslca~ nn 2n•1 dimonsionos, la domostrocian 

• del resul todo os 1nmodioto. 
Como (2.121) os un Logrongiono paro al sistema (2.1) tonemos do (2.123) quo 

o ( 2. 130) 

tomando la derivado do Lio do ost.o ocuacio
1

n al lo largo do ~ resulta: 

o 
Como la derivada do Lio y la doriv~do oMtorior conmutan usando (2.122) y 
( 2. 124) tonemos: 

o (2.131) 

Supongamos ahora que i os una tronsformaci~n do simotrfo, entonces: 

y (2.131) nos llova directamonto o (2.120). Esto os, todos los simotr(as de la 
ecuacio'n son simotrfas do s-oquivoloncio. Un caso particular ocurro cuando 
(2.130) se cumplo dobido a quo G""-:: O ,en asto caso la transformación os 
Noothoriana, lo cual prueba quo los simetrías de Noothor son un subconjunto de 
las simetrías de lo ecuac16n do movimiento. 
Por otro lodo, si 2 os tlo s-oquivn 1.nnclo (2.120) y (2.131) conducon a: 

( 2. 132) 

Debido a que la matrlz q;, / I 
es ontisimotrico y de dimension 2n+1 so tiene que 
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o 
(2.133) 

sin embargo: 

y por lo tanto concluimos que ol rongo do e¡:.; os 2n, roz¿n por lo cuol solo 
m<isto un oigonvoctor con oiaonvolor coro poro G,u<' ,(2.130) afirmo que f os 
un oigonvector de astp tipo y por lo tonto doGido o (2.132) dobo do sor 
paralelo al vector t'r¡ f osto os: 

J¿ f ( 2. 131;) 

da donde 

/\ 

es tal que 

o 
( 2. 135) 

I 
En lo seccion treG domos tramos que las simotrÍos 2 y 'l., oran oquivalontos 

1 AR nfoctivomonto una s1rnotrÍa do la ocuaci~n y por lo Lurilo conclu!mo:; que 
do movimi onto. 

T. - MAPEOS DE SIMETRIAS V LAGRi\.t>l\ilA.J:!OS S-E.Q\J!VALENTE$. -

Ún camino 
lo ocuociÓn do 

para encontrar las simotrlas de un sistema os resolviendo 
simotr{a corrospond HH1 \.o. 

1 I 
En ocasionas lo soluclon do Lal ocuoclon puedo resultar complicado lo cual 
conduce a considerar motados oltornativoo paro oncontror simetrías. 
Uno de talos motados Go basa on la bu~quoda do tensores que mapcan una 
aimetr!a en otra. 

LO existencia do talos tensores osta ostrochamonto relacionada con la 
oxistoncia de Lagrangianos oquivalontos. Un resultado importante quo 
domastrarornos on esta socci&n os que para todo ~istarna qua tonaa al menos dos 
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Logrogianos s-oquivulont.OJ potl1}fl\u~; (:on!.ruir un nmnf~ndor- t!i) :;i1n··~t.1·í'o~ . 

A continuación comontaremos <:orno o~; quo t·n a~¡,:'Jn:~:• oc;1.:: 1u1H::.; ia 
c1xistoncio do cuando monos do~; Lo~_~ron~11anos ~-·equivolunte~~ P'!r'inlto r'e~,olver un 
problomo ospocif1co: , 
Supon gamo:; quo ol sis torno ( 2. 1) posoo dos Logninq i ono,; J.: y j' ~ s
oqu1vcilontos. Supongamos ahora quf! l)•;r11os 011co11troc~o unu con>; tonto 'l'. del 
sistema. 
Usando ol teorema inverso do Noothor poro ol Lagrangiano i podamos ancontror 
uno s1motr{a 11,, . En ol coso do quo os to simutr·ío seo '~oot11oriorio paro ol 
Lograng1ono 1" ontoncos podemos aplicar ol t.uoremci cio NauU;er y encontrar uno 
constante <.f.i 
A partir do 4',¡, podamos ccHl!~truir lo >~1rn(Jtdo 1. .i Nootilorlona para ol 
Lagrongiono i y con olla, supon iondo quu seo NOot11or 10110 por-u JI. "' tcllnbi.'111, 
encontrar una con~;tan to 'f' J 1 s iCJU ion do o l m/t.odo 011 un-tor·m¡;n tr: clor.c rito. 
Ita rondo os to pror:odimionto pooumuc, ülltoncr e: r,o,·t tr do '(', un n~nwro infinito 
do constontns l('; y a partir ciü lo ~~lnit1Lrfn Q.' un rn~mnro infinito tlo 

~imotr{ns. 
' El siguionto dlc1gromo muestro osquc¡nuLiLüiil11n;..u L''.''-" •r,i'• rn\o. ~ 1( 

Donotcirornos con T. N." la upl l coc ion dol tuor-•H1ln do 1loot.!1or paro nl Lagrangtono "
1 

Ósta os, ol paso do un(1 stmoti-Io ?. No1"°U11-·riuno poro .I!. ,. o una constan Lo 
do movimiento. 
Asi mismo, donotoromos por T.l~. lo apltcoc1Jn dol tuoromo inverso do Noothor 
que pormi to posar do una con~; tta1 to u u110 :; l mot r fu Na•• \.l1oí-10110 do 1 Lograngtono J. : 

TJN 
-------------!> ~,I 

l\ --
'\ \~~ 

------' ---A-' 

Este método se ha aplicado a la solucidn de algunos problcmac 
infinito de grados de libertad. (0-1986) 

{2.~6) 

1 
con numero 

~o puede demostrar odoma's quo estos constantes y simetr{os astan on involuci~n) 
esto os: 
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o J o 

represento ol corchoto do Poisson osociodo a (J' o 
~ 

G' dofinido on donde {,} 

( 2' 104) i 
Esto motado recursivo so basa on la hip¿tos1s <undomontal dn quo cada una do 
los simetdas /'/,¡ os No0Lt1oriona tanto paro .{ corno poro f. 'f . 

y ol El paso Oo Q¡ a !/.ir 1 Gf' t10c;. opl icondo ol tooromo rJo Nool11or para ~ 
tooroma inverso poro ~ • y en puodo nio~tror q110 osto (JS (f(111lvolonto o mopoor 1; 
en 1iti usonc!o lo motriz A 
Vemos asi quo la condicidn quo dobo cumpltr<o poro que ol motado ontorior 
funcionu oc; que p._ m:ipeu ,,1mutrfos l~ooLlloriollO" •Jn '.;l111ot1-Ícis dol miGmO 
tipo. 
Aun cuando paroco muy f·o~triclj 1Jo o~·.tll condlciÓn, uui~iur·o1110~ !l'onclonor 

ox1ston t>Jst.0;;~c.<J pat·o :o:i ':l!o1 ~·s su puedo (Jnconl!'nr 1~00<:0~--. (~O ~~1mutrfo:; do 

tipo y que dob:ldo o r.:sto se puoden ro~~olvor· co111pl1•t.uu~(. 11t,;.: 

quu 
c':tn 

Talos S1f.itorno~; posoon Lin urntJOí"~JO llfl llUíllUl'O 11111111 Lo Uo i_;r·ollo:; tlu lllloítod y ~-e 

roprosenton mHd1onto ocuocionus ch! er'fJnciolt::; purcto~or.:;. Uno do lo~·; oj~rnplos 

mas conocido!.• do ost(J tipo dn ~•i!;tumos o~; ul n•p1·osontodo poi- lo ocuocion do 

Kortwog do-Vr·los quo º"uno oc11ocJ011 pcwc\ul 110 l\neol. ( 0·19[,';,) 

En la rofo1c~cio (O -19!3 (, ) '.;o uncuonlro lo 1Jxpl1cuciJn (\'"' co1110 so puodo 
resolver o~ta ecuoctón v otros ocuociono~> parciolo~, no 1 lnonlo!; usondo ol 
motodo anteriormonto doscr1Lo. 

I 
En el prosonto trabajo nos roslrlnuiromos a sistemas con un numoro finito do 
grados do litJortod roprosuntodo:.., poi· ur.unc ionuj d t flH'fHlcloltiS or·dinorio~; 

/ 
Croemos que la 1doo do mapoo1; do 1·.1m0Lt·{o quo 110 r-<Jf,ultndo u:n<W tonto oxito on 
la intograciÓn do ocuoc1onos por-cialos no linoaloc> puocle COll(Juc11· a ro1;ultadas 
ltll~~ cuanrin sn aolica o ocuocior10G ordinarios. 
En ol capítulo ~) 1 o~tudJnrPmo;. los muµuv~· ._,:;p(~,.....¡,.,'".-; do slmotr.Ía poro la 
ecuación do good({s1cm; un u11 c,,,poc10 <I" Hi<'mu11n. /\un cuonJo ne; te Upo do mopuu 
es ol m6s bÓsico, vorumo5 como pol"lnit.o ur1if1cor ol9unos 1uooc. intorosantor. 

( I ' sobro las simoLr_as do los 9nodesico~; o!:;i·como Larnbion conch!co <.n'l ocasionos a 
rosul todos nuo~os. Esto, cruumos no~~olro~1, os uno mu t lvoc ion poro r"oal 1 zar un 
estudio uit>Luinot!.co sot.H·n lo~'i mopoo~• de simutrÍas do ecuaciones ordinarias, 

I 
como un motado alternativo paro rosolvorlas. 

os on mapoador universal do Diremos que 
simetría 1 ¿ se ti o no que: 

es una simetrfa. 

simetrías Si 

La ecuaci&n que dobe de satisfacer tal tonsor so obtiene do (2.61): 

para toda 

O= ( /r. + Jt) ( k"'b zbJ = [ (f¡+Ji) l<'.~h /1 6 

y como 
nb 
l os una simetría arbitraria tonamos: 
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() 
(¿. 157) 

Por otro lodo, llomoromos mapuador particular do slmotr{os o cualquior tensor 
tal quo ol sor aplicado ~,obro uno simotr{o •%poci f icc1 1o da como rosultodo 
uno nueva simetría. Lo ocuaci~n qt10 dobo cJo sut15focot·so un osto cono os: 

Todo sistema del.tipo (2.2) tal quo; 

tieno una simetría 1o dado por: 

dondo ej.. os una constante do movirnionto. 

!2i 
i) t 

e{ f 

(2.138) 

o 

(2. 159) 

Debido o dsto, los mopoodoros de sinmtrla que mopoon al campo ~ on uno 
simetría resultan irnportontos y los donornlnorurnos mopoodoros especiales de 
simotriu (MES). 
En el capitulo 11 doromot; ln formn oxpl lclta do lCJ ocuoctbn (2.1J0) con~ 
siendo el campo vectorial quo defino o lo ccuoc16n do los good¿sicas on un 
espacio do Riomann. 
Existo una conexibn muy ostroct1a ontxo los mopuocloro~• do simotr{o y los 
Lagrong1onos s-oqu1valontcs. 
Ou~01"w'Cr.1c: pri~nnrn '1"" nodo que dobido a (2 .1C2) lo motdz }\. sotisfaco 
(2.137) y por lo tanto, tonumos .::::1 i111portnnlo r-nsultuuo dt.! qu1J u.: :;::::-t:.r{z ,...~ 11n 
mapoodor univarsal do simotr{os. 
Do os~a forma nos damos cuento do quo las sinwtr fo~; no-Noott1orianas do una 
ocuoc1on son mas ricus 011 conter1iclo, r10 ~ola podemos usoclorlos varios 
constantes do movimiento, tambion podernos contruir rnopoadorwu~ivorsalos do 
simetrías o partir do ollas. 
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INTRODUCCION 

En este cop{tulo onolizoromos lo,; co1·actcrÍsticas gonorall>s do\ forn1olismo do 

los Logrongionos do segundo oroon y su roloc16n con los Logrongtonos do primor 

orden. 

En lo socci~n uno discutiremos el problema invorso dol c¿lculo do voriocionos 

on sogundo ordon y mostrorornos corno construir Lograngianos do segundo ordon (en 

el coso de quo ~stos oxi!->lon) n por"tir de 1.ós constante!; de movim1cnto Uul 

sistomo. 

I 
Estos Logrongionos so escriban como combinacion lineal do las ecuaciones do 

movimiento y se dan los condicionas qua dobnn do cumplirsn poro que los 

ecuaciones Eulor-Logrongo corro;,pond 1'1nte» t.ongon lo:> ml ""'"~ ,;01.ucionos quo los 

' ocuacionos do movirniont.o or19inales. Asl.....,mismo ~;o dcinuo~;tru qul:•, aun Cl1u11Uo }os 

Lagrongionos antoriarmanto monc1onodo5 dopnndon do los ocelnrocioncs, difieren 

1 
do Logrongionos 1ndopondiontos do ostoc por una dorlvorlo total. 

En lo socci~n dos mostramos cómo ~o puedo r,onstru 1. r o por· t. u Ju 

de segundo orden uno do p1·irnoro y so calculo lo matriz simpldctica 

correspondiente. 

La socc16n u·os inicio con lo ol>tonciC:n do lo ocuacic'.n do simotr-Ío do sogumlo 

orden y so muestro cómo obtonor portiondo do uno soluciÓn de dicho ocuoc1a'n uno 

soluciÓn do la ocuoci6n do sirnctdo de primor ordon. 

I 1 
continuacion so utilizo lo conoxion entro Lagrongionos do primero y segundo 

orden estudiado 
1 

en lo soccion anterior poro obtener constantes do movimiento 

usando los resultados dol capítulo dos. 

Por Gltimo on lo soccibn cuatro so define lo nociÓn de mopoodor de simotdo 

1 
paro un sistema do segundo ardan y se muestro la conoxion con los mapcodores de 

simotrÍo do primor ardan definidos anteriormente. 
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El problema inverso (no restringido) dol c~lculo 
ordon (H-S 1902) consisto on oncontror unn functJn 
las ocuac1onoG do Eulor-Logrongo poro dicho 
solucionos dol sistema: 

do variaciones on sogundo 
L tal qt10 los solucionas do 

I 
funclon coincidan con los 

( 3. 1) 

' L lamare~os Logrongiono do sequndo orclon o todo funcion L quo ~;atisfoga la 
conclicion anterior, debido a que o~ nGtn coso lo5 ocuocionos do Eulor-Lagrongo 
corrospondicnto~...;orÓn ocuocione~> di foronciole~_; ordinar1o<J dn r.ogurll!ü or-dcn. 
Todo slst(:mn dol tipo (:~.1) ~e puede ,_~scrilnr· como un ~;t~;teina Ue primor orden 
on 2n variables. 
Uno manara do hocor asto os cloflnlondo: 

a. { ~ a. = 1, ..• ' () 
(3.2) 

X-
~L o.: nti, ,:¡, 11 

{ 
~ i a.: '· .. . ' f) 

f o. -
( 3. 3) 

F 1 (1 1J~i,t) (.L : r'J j 1, . • • / ,l Y) 
l.. 

en cuyo coso el sistema (3.1) us hqulvolonto a: 

• a. 
X. ( 3, 1¡) 

En el capítulo antorior, mostramos que (3.4) tiene un ndmcro infinito de 
Lograngianos. 
En particular si: 

son 2n constantes do movimionto indcpondiontos ontoncos: 
• ( .l/1 •1) 

L e<•> e.u>+ ·. · · +C 
• 1.1.n) 
(_ 

( 3. 5) 

es un Lagrongiono do primor orden do (5.4). 
A continuacio'n, considor·o.-ornos los funcionas C. to.\ como constantes clol sistema 
(3.1) V voromos bajo quo condiciones (3.5) os un Lograngiono do cngundo ordon 
de (3.1). (H-11-S 1985),(ll-19üt1),(ll-N-l't 19ü&)¡ . •. 
Primero que nodo, escribiromos U.5) en funcion tic ~·, '1-' 1 L : 
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"(([!) e¡ L , 
i ·-t- (/_....._ 

J t (3. 6) 

si definimos: 

(3. 7) 

(C.) 

entonces, como C. es uno cons ton to t10 mov !mi ont.o: 

.ir:~ u·; - n 
(.L._ = V 

dt 

y por lo tonto, do (3.0) y (3.7) Lonrnnos quu: 

• (<ll 

c. =-

I 
Debido o asto, dof1n1endo: 

. . ~ ' 

podemos escribir (3.5) como: 

(3.8) 

(3.9) 

( 3. 111) 

( 3. 11) 

Los ecuaciones de Euler-Logrango poro uno funcibn L se obtionena partir del 
principio do Homilton: 

Cuando la func1~1 L deponde do 
nos lleva a ecuaciones del tipo: 

~ j L dt 
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' la variacion do la integral 



o 
donde E; os el operador do Eulor-Logrongo .clof.lntdo 
Sin embargo, cuando L os función do 'l;, 1' , t y 
Lagrang ion o ( 3. 11), la varice tÓn rJo lo 1 n t. ogro l 
ecuacionos: 

on (2.3) 
:¡ i como os 

da corno 

( ~. 13) 

el caso 
rm;ul t.odo 

dol 
las 

donde G. • os el operador do Eulor-Lagrango dopondionto do las acoloracionos 
definido como: 

Gi - , .z. ( _J ~ \ (\ ( J_. l -- J __ - _(J_ 

\ ) -!-- Jt). ;) 1i Jt \ e}~ l ) () q i (j. 15} 

A continuociÓn, aplicon1111os al opcr·ador G i o ( :~. 11) y voromos bajo qua 
condicionas (3.14) y (3.1) son oquivolont0s. 

( 3. 16) 

, 
~ • / I 

dopando do ~1 y por lo tantn G;L tondro terminas que contienen 
dorivatlos do 'f dobido o qun G; L contiene segundos derivados do 

La funcion ;.t; 
o las terceras 
de _;,¿¡ . 
Desarrollando la oxpresi~n (;>;.16) tonemos: 

debido o ~sto, la primero condicto'n quo debamos pedir poro que (3.11¡) y (3.1) 
soan oquivolontos os

1
quo ambos ocuocionus sean do segundo orden: asto oxigo qua 

el coeficionto del termino que contiene torearas derivadas de G1l so onulo1dsto 
os: 

o 
0.17) 
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51 suponemos quo ~e cumplen la~ ocuocii:Hiu:> (~.1) tJillú11cu::,, du (3.16) tonomos: 

y por lo tonto los ocuacionos (3.111) se cumplírá'n si: 

--'¡al'l; )J· (}f-il )J·r·lf1;- º di t1: + J 5~ri J - ' ~ 0· - ( 3 
· 
10

) 

A continuac1ó'n oscr1b1remos (3.111) oxpl{citnmontr; u~;ando los condiciones (3.17) 
y(3.1fJ). 
De (3.16) tonemos quo: 

G¡ L= -j[ r ~~< 
_ q 1( qj!_~ )- d_ (JJi JF.1. )- l( p1 JJ!.i .. ) +F 1 (;;}!_~ l+ )J; ( JF!) 

D~ 1 dt :J~ 1 dt u?'J 'Uqi¡ 'J~~ 

usando (3.17) podemos simplificar osta oxpros1Ón y escribir: 

de donde: 

54 



usando (3.18): 

- ( ~ j - F1 

I 
dobido a (3.7) esta oxprosion E>S oqlfivol'Jntn o: 

y por lo tanto, si definimos: 

(3.19) 

llegamos a; 

(3.20) 

De dando concluimos que.(3.14) implicar~ a {3.1) si: 

{ 3. 21) 

En resumen tonemos que todo sistema do segundo orden del tipo (3.1) tiene un 
Lagrangiano do segundo orden do lo forma 

1
(3.11) si los funciones 

sotisfocen (3.17) ,{3.18) y (3.21). La condicion (3.17) evita que aparezcan 
torceros dori vados on la ecuac iÓn do Eu lor-Lagrango do L: la cond iciÓn { 3. 18) 
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garonl.\70 quo toda~ los f;Oluciono!i (5. 1) ~;0011 !.-...oluctorio!:.> !Ju (::,. 1!¡) nn tente qu<-\ 

la condición (3.21) tmplico lo rodprnco. / 
Como moncionomos 011 ol capítulo uno, ol problomn invnr,;o / dul calculo do 
variacionos en sogundo ordon no llono ~lernpro ~oluclc~n, usto os1 oxiston 
sistomas do segundo ordon poro los cualos no os poslblo oncontr~ar· funcionos 
quo satisfagan los conclicionos nicnctonodo" ont<wionnon\.o. 
Sin embargo, cuando ol sistema (3.1) oc1mtta un Lo<Jr·nnqlono do '.;oqundo ordon, la 
¡¡cuocion (3.Hi) nos do un nH~todo pc11"0 cori:;truir un Loqranqinno <lol tipo (.'i.11) 
a partir do los constantes do movlmlnnto. En u~Le coso, las ~nicos condlcionuc 
quo so deb<rn do sot1sfocor os quo todos lo'.; car'~.tonto'.; ~;oc111 1ntloponcl1entos y 
quo ,A," definido c111 (5.10) sotl,,r<H)n ( \.11). 

El Lagranc:11ono (3.11) os.poco uo;uol un t:l ,;(,11\.tdo do qui' d<•¡wndn oxplic1ta111ontc 
de los acolorocionos. 

I 
Sin ombargo, dict10 Loc:wangiono, difiero do otr·o indcpondio11Lo do ostas por una 
dorivm.Jo total: 

d9 
lF 

Veamos como so conotruyo L / 
La condicibn (3.17) implico quo oxlste uno funcion g tal quo: 

-r)~:) /1' 
i) 'i¡ de dando: 

L )11 ( 1 i_ f ¡ ) 

y por lo tanto si dofin1mos: 

tenemos (3.22).~ 

+ 

( l~- \ 
d q r') 

Obsorvemos que L se puedo oscribir cama: 
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-r Q~~J f' 
·J~' 

.. 
f+(g,;)-

)I; F' 

)/,·Fi' 

(3.22) 

(3.23) 

iM 



N 

L dJj_ 
dt 

(3.211) 

2. - LAGRANGIANOS DE SEGUNDO 9.@.sN _ _'(_LAGl{NJ.QJ_}IJ'.Q.!i.J!_F. PRTI".1f,H QflQFN· 

1 
Al principio dú lo i;occton 011lor!or·, rnostn1mo<> como todo slstomo d~ so9undo 
ordon so puodo oscribir corno uno do prinwr ordon. Existo uno rolac1on anulogo 
antro Logranglonos quo afirmo quo todo Lagrunglono t!o :>tH¡undo ordon da orlgon a 
un Logronglono du primer or·uun. (H-N-1'+ 19HG)J 1o r·octproco no os clorto yo 

quo, sog{m tlomos monc ionado, ox 1 s ton oc u oc ionus Ll<1 :;o~¡tmdo orcJon quo no t 1. o non 
logron91onos aun cuando sus vor:;tone:.J de pr-.imor.: Llonon ~;1cmpro un rn~mero 
infinito do Út>tos.(11-U 1901),(H-S l~•t>.'). 

/ 
Si tonomos un sistomo dol tipo (3.1) qua po~oo un logrongLono do lo formo 
(3.11),ontoncos,ol sistema do primer orden corrospondlonlo (2.~) tiono un 
logranglono dol tipo (2.12) dofinido como: 

~ 
_ ( ¿f;1~ -¡-

)JJ¡ ()fº \ 

1 (l dt () ~ ª) 

flo. ¡ 
de acuerdo con lo discutido on lo socc. 1 tlol capítulo 
vorificar que: 

dando ÍA esto dofinldo en (3.25), 
para o > n (3.26) os 
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" on (3.3) y 1-

o., b: 1 •••• ' () 

( 3. 25) 

et : n¡.¡ 1 •",.JI') 

anterior,necesitomos 

(3.26) 

en ( 3. 2). 



,I /1 · 
(..L¿"__!- + 
dt 

)ll<. 

que so cumplo por definici~n do .fo. . 
para a <•n tonomos: 

sustituyendo (3.25): 

o 

1 ' ' 
os tu ultima oxprosion os iq11ul o coro en vir'tud do ( 3. 113) y por lo tanto .fo. 
definido on (3.25) os un lagrongiuno do primor ordon poro (~.4). ~ 

A continuaci6n, calcularemos los componontos Va/, do lo dos formo (/ asociada 
al lagrangiano (3.2'í) a partir do (2.G) 1 on lo que t>it3uu ,~,CJ supone quo los 
indices i, j, k, tornan va loros do 1 tws to n: 

'JJL_ 
() X'. i 

y por lo tonto do (3.25) tonemos que: 

-An 

de donde: 
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j 

por ultimo: 

e,~ = ui+n j t fl - ulilli J~jm 
() X ~!- n J X.''º 

I 
esto es: 

Li1 ;¿¡¿· u}dj_ 
J cj ¿ Ji¡ (3.29) 

Supongomos ahora que tonamos un logrongiono qua no dopando do los ocoloracionos; 
poro esto tipo do logrongianos cnnvinno dof1nlr: 

]~ 
r'-' 

VV;~ L 
J é¡ i 1) ~ j 

{3.31'J) 

)),[_ 
,._, 

Tá --~::_¡ __ 
;J1i()~j u1'J1j (3.31) 

1 
Do acuerdo con lo dicho en lo soccion antorior podamos construir un lograngiono 
del tipo (3.11) dando: 

debido o esto tonemos qua: 

)l.·=-;Jg_ 
() 1 ¡ 

L'.:: d_!9_ 
dt 

VV1i = L f 2- ( s1J) l- l~ ( 21L) + 2- r1- ( ~~; ~k+ )11< J_f-k + 
Jqi J~j Jt - JqJ ~1' v7; ~ 1 ~ d1/1 o 7 ~ 

-1- ( ufld_) pfe. + 
() ~ JZ 

'J)Jj ] 
() i 

y de (2.28) tenemos finalmente qua: 
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por otro lodo: 

y por lo tonto,do (3.27) y (3.31) concluimos: 

J 

Por ultimo: 

de donde: 

()_:_j}_ 
J1iJ~j 

o 

De esta manero vemos que todo lagrangiono do 
tiene asociado uno matrÍz simpléctica de la forma: 

-T 

o 
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I 
Diremos quo una transformacion dol tipo: 

j 

,......, . 
9 ¡ = 9' + é zi· ( ? i) 7 j) f) 

St·= O 

( 3. 36) 

es una transformaci¿n do simotr!n do In ecuacl~n (3.1) si mopoa ol espacio de 
I 

solucionas do la ucuocivn en "i mismo. (!l-\~iJl1a),(l!-1~1fV1b) 

Do (2.36) tonemos qua: 

"' . 
Jj_' dJ.L 1 é, di' + o (f;..Z) 

d r Jt 
-¡-

dt 

el). i; d::r 
.l. • 

+ i:. J? l i-
o ([, .i) 

J "', d l ;¡. JT)_ t ~ 

F ll { f 1, ~ i, I') = F I< ( V i, 1 i, t) + é r ( ~J!; ) i i i- ( ?-4 ) 1 i l + O et~) 
1 i 111 • / \ u '1 1 

/ 1 

y por lo tonLo si suponornos qua so cumplo (3. 1) la condicl~n qua daba do 
satisfacorso para que: 

es: 

el;.. 2 t' 
dt 

I 

o 
( 3. 37) 

Esta es la ecuacian do simotr{a do segundo ardan. 
Por un argumento anllogo al dado en la socci6n 2 del capítulo anterior basta 
que consldoromos transformaciones talos que: St :O 
Si tonemos transformaciones dol tipo: 
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4 L 
1 + t 

,.., 
t t + é, ( 3. 38) 

"" 1 
podemos construir uno tronsformocion oquivolonto '/ que no comblo ol tiempo 
definlondo: 

f'V • 

'Z t 

,-..., D 

1 o (3. 39) 

En oco51onos convlono sln embargo considerar dlroctomonlo los transformaclonus 
con S r f. D en cuyo c:o<>o so pun<ln dr1most.rar quo poro ( 3. 313) lo ocuac tcin do 
simetría os: (11 •'H\~o..) 

J?") 
JT / 

o.'10) 

Existo una ostrocno rolac1Jn entro lo~ ~olucionos do lo ecuociJn do simetría do 
1 1 

segundo orden y los solucionus du la ocuocion do simclr1a do primor orden 
oxprosada en ol sl.gulonto ro:;ul todo: "~ 

Si ?' sotl:.;foco (3.37) ontonco!; ,r definida como: 

t"= ~· 
satisface (2.27). ¡ 
Dornostracidn: 
lo componente o<•n do (2.27) os: 

do (3.2) y (3.3) tonemos quo: 

I 
lo cual os cierto por dof 1nic1on do 
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1 

Por otro lodo, lo compononto o>n do (2.27) os: 

o 

usando (5.2),(3.3) y (3.41) so tlono; 

o 

pero esto ocuoc16n GO curnplo dc!Hdo o quo hümos supuo:;to quo Z 1 

simotr!a 1 con lo cHo1 tierno:. dem0:;trnclo 01 rnsultodo rJesoodo. 
os uno 

A continuoc:t¿n diGcutlromos lo:.~ di feronto~; mdtodot; quo noy µu1-c1 o~ocior 
const~ntos do mov

1

1m1onto a t1nn~;fonnnctones do ~:.irnotrio ele ~•oguntlo ordon. 
Poro osto, soran do gran uLilldod los rRsu!Lados oblunido~ 0n al cop/tulo 2 y 
la conox1Ón ontro ol fonnol.l'.~mo <lo pnmur· on!"n y 1)! f'orm'11 ismo do '.;ogundo 
ordon quo hcmoG astado hnclondo ovidenLo o lo largo de octe capÍLulo. 
Cuando tongomos un Logrongiano do '"'9<HHlo ortlnn ol ¡win1•:r· puso '.~uro con,,truir 
la matl"il rj,, 1, cor!"ospondiont.o. c>i ul Lo~¡ron91or1C1 110 tlopondo t1o los 
acoloroclonos, U:,,t, tondr-a' lo formo (3.YJ) on tonto quu ",)i 1~ •• t.<J o::.:d e~:crit.o 
corno comb1nac1Ón llnool de la!:i ocuacio11os cJ1,t movimionto lu 111otr·íz !..;implo'cticu 
vondr& dada por (3.27), (3.2U) y (3.29). 
A continuac1o

1
n, a partir do lo siniotrfo 1' 

) 

1 •,~olucion de lo ' oc u oc ton clo 

simetría do segundo ordon, construimo~; rnodionto (.'\.tr1) una ~-.01.uct¿n 
<;>cunr1o'n do slmotrío do primor ord,."1. 

Q'1'1 
C!O la 

Con Ü y t col cu lomo!> r, l nu<•vo Laqronq 1unu .::_ 1:' rnn (?. ~;-/) V 

o partir do os te () 11 usando ( ~. 52). 
Si (¡ I" :: O ontoncos, di romos quo lo s1111otr-,(a o~; Nool110rl<rna y conclulromos 
quu (2.~2) o5 uno cor1stonto do n1ov1mior1to. 
Por otro lodo, si GI t O tondoromos uno simetría no-Noothoriono y podromos 
consLculr vario~ con~~tnn1:ns rlo movimienlo u~;ancJo ol tuor·<1mo do los tr~a.l.OS 

(2. Gil). 
Ademas, tonemos do acuerdo con (2.103) quo Jos una constonL~ y qua si tonemos 
dos simetr~as y una costonto, ol protlucto do lo forma simploctica por los dos 
simetrfos os una constonto as1 como Lrnnbic(n lo os lo derivqdo do Lio do 
cuolquior constante a lo largo tlu uno simat!"{o dobida a (2.104) y (2.105). 
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INTHODUCClON, -

En osto capítulo aplicamos las ldoos dosorrolladas ontorlormonte a sistemas do 

I 
ocuacionos que doscribon ol movimiento a lo largo do goodosicas on un espacio 

do IUomann, 

En la 
I 

primoro soccion domo,; los dofiniclono,; y prop.iudodus do 

b&sicos do la Goomotrío Riomonnlano :variedad d1foronclobln, 

' ,conexlon ofin y curvatura. 

los concoptos 

I 
tensor. nwtricu 

En lo sección dos so docluco lo octrnci~n de simetría do la~ gcod~sicos, la cual 

os uno gonorolizociÓn ele lc1 ocuacio'n do dosviaciÓn goodÓstca y pormito 

trabajar con lransformacionos do simotrÍa no puntuolosJJsto asJquo dopondon do 

los volocic.lodo~;. 

I 
Lo socc16n tros contiono lo formuluci&n Logrongiana do lo ocuacion do 

good6sicos. So obtiene primero ol Lograngiono usual indcpondionto do los 

ocoloracionos y luogo, ostoblocionc.Jo uno onalog{a con lo ocuociÓn do movlmlonto 

d~ lo rortÍcula 11hro, co doduco un Lo9ro11g1ono du su~iunUu ur út-:tl cu111W.i11ul;Ltt"i 

linoal da los ocuacionos do movimlonto o partir dol cual so llago al 

Lagrongiono do primor orden corrospondionto. 

I 

En la siguionto soccion so oncuontron algunos solucianos particulares do la 

ocuociÓn do sinmt1·{0. So dan dot; tron'.>formocionos qua son simotr{os paro 

cualquier 
I 

tipo do motrica y so ostudicin los vectores do Killing, 

colinoocionos afinos y los voctoros covarionlomento constantes. 

Por 
I 
ultimo, 

I 
on la socclon cinco asociamos los constontos do movimionto o 

simot.rÍas oncontrados anto1·iormen to usando lo<> tó'cnicas del copí tul a dos. 
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A continuaci¿n haromos un brovo rosumon do los concopto& b¿sico do la goomptrlo 
r1omann1ana basondonos on las ret'oroncin:;: (Sp-19LJ2),(S-19f15),(M1W-1973). 
Diremos quo un conjunto os uno varirnlocl di foronciublo n-clim 31anol '"i poro 
todo punto PE. M existo una vocindud U G M tul quo 4•(v) (.in." dontlo 1' os una 
funcion do M on tíl.. ~ 
Paro cualquior f>(; M, {'(p) t: ifl/1 y por lo tonto diremos q110 " ..... ( P) c;on las 
coordonodos do P y quo (x .. ) o,; t1n ,;¡ ';t<,nm cJ1: coordonncJo,; el" M. 

Adornas, si uno mismo voci.ncJod U l. M us muíHH.Hla por c.!os. f une} one~; d1 f,1rt111 Los (1, yJ , 
ontoncos dobo cumplirso quo el po,.;o de: •:1 lr') o y'(f') ,;oo unc1 t.rn111;formoc1cfn do 
coordonodas continuo y di foroncioblo ( ul lo y :;u invor:;o) poro todo p <:[J. 

A codo punto do P do M lo podomo:; usocior "" ospucio voctor'illl T P M llomodo 
ospocio tongonto y formaclo por ol conjunto do voctorn,; \.(HHJ'.Ji1Lú:; a M c·n P. 
El ospocio dual do TpM lo dcnotoron;(1s con10 T•p My ~;ürc~ ul w;poc10 voctoriol 
formuUo por ül cojL1rito c!o }n~; 1-formo~• (jlJ M en P. 
Si {x~) os un sictoma do coordenados da M 
curvas coordonodos {o;:) fjüfl uno bu:.o de 
baso do T," M para toda Pe M. 

'?ntoncns los v0ctt>1·u:; Lonc¡cnt0~ a 
·r¡iM y su~-; 1-forma~ c.1uolo~;- {dx~) 

....., 
Do acuerdo con esto paro cualosquloro vactoras V v 1-fo1·mas W tunomos: 

V ( 4.1) 

rV 

w (11. 2) 

J.ns 
uno 

En todos los ocs, que siguon .los tndicíos grioaos tomaron valores do 1 o n y 
usoromos lo convoncl¿n do finstoin sogun ~o cual, cuando dos indices so repitan 
on uno oxprosio'n ostondo uno arriba y ol otro abajo so supondrá' que so esta' 
sumando sobro dichos indices, por ojomplo: 

() 

L. 
el= 1 

Un tonsor do tipo (r,s),r-vocos contravarianto y s-vocos covorlanto os una 
funclo'n multilinoal dol Upo: 

Mediante la operac16n do producto tensorial 0 podomo:; formar una 
conjunto do tensores del tipo (r,s) o partir do (Ü~} y (d-;,~) como : 
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1 
tio ocuorcJo cor. o~to, un towsor nrhi trorio T so ropresünttlín como: 

T=T 
o.:.,··· el.; 

~·· .. ~ . '~ 

(11. 3) 

y diremos que: 

T ( d x""~ ...... 
( 4. t¡) 

1 
son los componentes do Ton los coordenados {x~). 

1 A partir do un tensor T do tipo {O,r),la oporacion 
tensor T5 do tipo (0,r) como: 

do simotrizacion defino 

~. ~r 

,, d cf X 0 · · · @ cJ 1' < 4 . 5) 

T 1c<,, .... o1r1 = _¡_ 
,,. ! 

T 
1 r). 

<fCl l 
• • r:/.. (j ( r\ 

donde S os el conjunto do ponnutacionos do la~~ numoros 1 a r. 

( 11. 6) 

Asi mismo, lo operación do onlis1mctrizc1ciÓn produce un tensor r"' do lo forma: 

A 
T =· --

Ji: o1,, .. ,«;J ::: _I_ > ~~lfl Ci 
Ti uéSr 

Tc1-
Ull) 

r/. 
!ÍI{ l (4.B) 

un 

donde !J~n!J- os al signo do lo ponnutoci¿n quo os + si ~ os par y - si es 
impar . 
De acuerda con esto,diromos quo Tos 

T 
y que 'í os 

I 
antisimotrico si 

T 

I 
simotrico si: 

T '5 

TA 

( 1¡, 9) 

(11. HJ) 

Si a cada punto P de M asociamos un tensor g de tipo (0,2) simetrico, no 
singular (det;0) y cuyao cornponenti;ti nean !'unciones diferenciables, diremos que 
hemos asignado una metrica a M y llamaremos a g tensor mctrico. 

51 paro todo V/íl, g(v,v)>ll diremos quo Mes una variodod riomanniono,en tanto 
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que &1 g no Ub ~Dfin!do pnqltlvo poro todo vector V d1rnmos quo M os uno 
voriedo<.J pt;oudo-cif1f'ilQnniono.T oda lo que 0.tf'(t(!tu:... G rnt)f tnuac1Ón sorÓ 
indepondionto do esto ~ltimo proplodoll do l<J m1::r-'C'.1,¡1c·.,· ~o qu<> lo,; rosultodos 
qua siguon son opllcoblos on ambos coso9. 
Do acuerdo con (4.3) un un ststoma do coordonudos (x~) tunamos: 

(11. 11 ) 

En todo punto P0 € 
ststoma locolmonto 
sotisfogon 

M_podomos construir un sistema 
plano, tal qua lw; componen tos do 

ÚO coordonodos,llamado 
or1 dicho sistomo 

o 
(!¡. 12) 

dando ~~ os uno motrlz diagonal cuyo:; 1mtrot1os :;on .1 o 
Como lo mJtrica os un tonsor do Upo {íl,2) ont.onco<. poro cuolquior voctor V 
g(V, ) OG un tensor (0, 1) º"to o;; uno uno-forma y por lo tonto g mopea 
voctoros on uno formot>: 

V ----/ 0 (Y, ) {11.13) 

En componontos dicho mopoo resulto: 

( 4' 11¡) 

Ecta oporoci&n os uno a uno, debido o quu g e= no Rtngulor, y por lo tanto 
toda uno-formo Q._ lo podemo5 ucociar un v1Jctor de componontos W~ modiontu: 

(I¡' 15) 

donde g-'P os lo matl'iz inv•:irso do q,.. r 

a 

Estas dos operaciones se puodon oxtondor o tonsoros do cualquier tipo. Por 
ejemplo, si T os {r,s) do componcntoo: 

T "'' ... e<< 

entonces: 

T 
~." • ' o/ ( 

son las componentes do un tensor do tipo (r-1,s+1). 

SR 
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1 

Ademas do la rnctric 1J 1 o toca vnr~ndocf difc('úf\Ciablc lo pod\';11h->:.; 

conoxibn afin \] quo os un mnpoo que n·::.ociu u cuule~:q1.1\•tr·o 
voctoriolos ij y W un campo voctorlul ~: 

l \Jv W 

a~~c:nor uno 
do~; comros 

denominado dortvodo covorlontu do W o lo largo do ij con los siguientes 
propiOdOdOS: 

Al \Jv W,·+ VYi 'lr w, + 'V 'l w;¿ 
B) \J Vi+ v;. w V- ·w y, ---+- Vv.i w 

e) v 'fv w Cf vv w ( 11, 17) 

D) V- cr¡ w (y V- w 1 

(;[v lf) W . ..,.... 
y V 

donde 'f es una func16n escolar. 
Si teno~mos un sistema do coordonodos (x~ ) entonces definimos los símbolos do 
Christoffol asociados o lo conoxio'n como las funciones gamo talos quo: 

Usando (4.17) y (4.18) tenemos qua: 

(4. 19) 

En ocasiones convieno considora1lo dorlvada covorionto do un campo vectorial W 
o lo largo do uno dirocci¿n arbitraria. El rosult.odo do asto aporoctdn os l_!.r1 
campo tensorial del tipo (1, 1) donominnuo slmplomonto dorivodCI covorionto do W. 
En un ::;is toma de caordenodos (x"' } , ln dorivoda covarlonto de W es: 

vw 
donde: 
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o. vv ... l rJ. vv '(' w ; r ) p +- (º ~· (11. 21) 

definiendo: w tÁ '() wd. 
' G 1 ;)x"1 (lt.22) 

Da (4.19) y (4.21) tenemos entoncos: 

(vv w)~ ~ \j? w ;(-'> (11.23) 

- ,., -
Si A y 8 son dos campos voctorio1nc; c110Joc;qu!oro, w uno uno-for·mo y ~/ un 
vector, ontoncos: 

V v L (~ (vv) -l = (v v c0 )( W) + 0) ( V/N)(l .. 21•> 

Vv [A ©1; l = (V-:)\)~>"~ + -F © ( 'Jv 15) ( I¡, 25) 

Lo ecuacitn (11.211) nos permito calcular lo tlorivada cavcir·iantn do los una
farmos duolos o las voctaro& bauo: 

(11. 2G) 

De (4.18),(4.26) y (4.25) podamos calcular lo dorivoda covorionto do un tensor 
arbitrario. Par ojomplo ::;1 tonümc,•; un tonsor do tipo (0,2) ontancos: 

\?él' T =-- ('Vé~ T,{r) dx°(®JX~ +ro<p (VérJXr<)©Jx~ _,_ 

y par lo tonta: + T.(~ J X' e( @~d X~ 
~ 

donde: 

( 1¡, 27) 

Poro un tensor de tipa ( P, 1 )J tsto o~ 1 para una uno-forma ¡ ( 11. 211) lleva 
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r m r 1 W'll 

directomento a: 

W.f'";-? 
/' ol Ú)p1.. Cu/1,.,, - y 
/' (t¡. 28) 

Asi mismo, para un tonsor do tlpo (2,1.1) tonemos: 

/( o(~;~ /C¿f' r + /{ fJf r :r + !< rj. (Í 1~:/~ G'" 
( l¡. 29) 

I 
La deflnicion do derivada covorlonto dada on (4.5~ es indopondionto do lo 
mÓtrica. Sin embargo, si toncmoc: un º':pocio con mot1·ico convl•!M> dofinir lo 
cforivocJo covorlonto pidifJndo, cdornm; do (11.5) lo condí.clCO:n du con1patlbtlidod: 

I 1 

Esta condicion ü(; 1m1y tn;po1·to11to porquo, como vcrumos a continuocion, dotormina 
unívc;carnonto lo conoxion o partir d•.' lo 
goomotrico do la dorivodo covnriontn., 
Usando (11.28), tonornos quo lo conclicion do 

' I muLrico y ociamos do uno intorprutaclon 

conpot:illilidorl lrnplic:o: 

Do esta ocuaciÓn podamos dor.pojor lot; s(mbolo'; do Chrlstoffol obtoniondo: 

I 
Esto es, podamos calcular lo dorivada co~orionto a porlir do lo motrico y do 
sus primeros dortvodas pw·ctalos. , / 
Observemos qua (4.30) 1mpllco quo la conoxion os simctrico: 

o< I' e< r ~11' rr 
A partir de ( 4, 30) tonemos lo identidad: 

r r ~l rj. p~ p ~ _L ( é)~Ll) Pf' pv 
¿¡. J X .i 

(1¡, 31) 

I 1 
A continuocton, domostrorornos un par do identidades quo soran do qran utilidad 
on los c~lculos que haremos mas adelanto. 
Primara observemos quo dobido o (4.28): 
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y u sondo ( 11. 15): 

y do la identidad (4.3~) concluimos qua: 

, . 
multiplicando por la motr1ca lo idonlilfQ(J ('1.29) llogomos u: 

y usando qu C; 

= -~ C¡ el () 
(j 

I' ~ 
1 (Í d' 

<113 rr r1" )_ 
+ (j 1 u a-1 l 

que es uno consecuoncla del hacho de quo lo derivada covortonto dn g ns coro, 
so tiono la idontidad: 

' Toda variedad diforonciablo qu~ poseo una cunexion llano definido un operador 
de curvatura: 

A partir do (íl podemos definir ol tensor do curvatura do Riemann do M que os 
un tensor do tipo (1,3) como: 

,... 
donde ~ os uno uno-forma y A,U,C tras voctoros. 
En componentes tonamos: 

dond'3: 
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¡
,~ 

- <11~) s 
11 O( 
1 • 

+ 1 "•l 
ª/ 

son las cornponontos dol tonsor de R1omonn quo satisfacen los siguiontos 
idontidodos: 

J{&<.f-'¡1=- -Rpct.¡~1 
(11. 36) 

. 12c<p jd 

o 
(lf, 37) 

Do (4.3~) y (4.35) noto~os quo ul tonsor do curvatura mido lo no conrnutatividad 
do las dor1vodas covorlontos on t111 usµucio Ctirvo. Esto so mLID~tra do monoro m~s 
ovidonto on la siguionto idantidod: 

¡, e Vs] 
,,. 

R 
¡< 

V er-. f 11' s e IX t) ( I¡, 38) 

La dornostrociÓn do esto rosultodo os inmediata ~i 1 obsorvamor. que: 

,. ,. 
donde hemos usada el hacho do que las voctoros ºr y ºJ forman una baso 
coordenada y por lo tanto conmutan. 
Podernos generalizar or;ta ocuaci~n dic1011du quo para cualq111.1r voctor V 

(1¡, 39) 

I I I 
A continuacion demostraremos 1rno formulo ano lago para tensores del tipo ( 2, 0) y 
que usaremos on los capítulos siguiontos: 

Dornostrac1bn: 
sao: 
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tonamos ontoncos: 

debido a quo los derivadas porciolos conmutan tonemos quo el oporodor [ 'íl,., 'l~] 
actuando sobre los funcionos e~cCllorw.-i componc1 nt.o~; I< p../ ~.o C1nula. 

Por otro lado usando (4.2B) tonamos quo: 

>. " l " vfl.¡ 
11 

1 ').. " L R. ¡.l oi ¡~ e" ¡ © e. .; + r, er © 1 R .,,, "p e > 1 [Vo1,V~l k= KP'{ 

de dondo: f 'V~, V~ 1 l< 

y usando (i+.36) tonemos ul resultado doscoc!o ('•·'•íl). 
Por G1timo, dofiniromos lo qua os uno geotlcsico mi un espacio M con 

ofÍn. 
En gonorol una curva on M os un mupeo '\' do ¡[l, on M do lo formo: 

Diremos quo lf O!i uno goodcfs1ca do M si: 

\J _ \j 
'/ 

o 
donde V es el vector tangen to a. la curva: 

A partir de (4.~9) tonemos quo la ucuacidn (4.41) on componontos os: 

S)j~ ~~ + r~~ ~~~t =o 
éJX ~ r 

y como, dobido a (4.42): 

podemos escribir (4.41) como: 
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Es facil vor quo (4.41) tmrlico: 

l \1 1 
=constonto (4. 1¡5) 

yo que; 

I 
osta condicion conduce a; 

dando A es una constonLu. C~Lo i·~Jcrjbirso como: 

A 
(4. 117) 

/ 
dond~ i o& un poramotro arbitrario. 
El termino do lo roiz multiplicado por cJGos lo laMJitud de orco dG' y por lo 
tanto, podamos concluir quo: 

ds=L J <J .. . A (4.40) 

1 

de donde resulta quo ol paramctro s do lo goodoslca ao on gonoral: 

dor1db ~ y ~ :en con~tcn~nq rin mov1n11ento. 
Esto es, el paramotro s que cparuco on la ccuaclon (4.44) os lo longitud de 
arco y por lo tonto no os lndapundionto do. lu~ cuurdunudaL. 

2.-ECUACION DE SIMETílIA.-

I 1 
En esta soccion o~tudioramos la ocuocion quo debe cumplir ol campo vectorial 
generador ele la transformación infinitesimal: 

(11.50) 

para ser una simotrfo do la acuocl.Ón cJo goociÓsicas. 
Primero que nado, debemos recordar que ol paromotro s depende do las 
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coor-dúnadac q~ a troves do lo exp~osibn: 

(11.51) 

debido lo cual, ante uno transformoci¿n dol ttpo (4.50) s cornbi 

~ + t. 3 o 

De acuerdo con ~sto, poro oncontror· la ocuoci6n úo simetría do las gcodesicos 
debernos usar la ocuac1Ó11 do simotr{o roro tr-u11,;fonnoctono:; no loco los (~.110): 

,;.. ti. ., r:o(.Jc:º ~cX.Ji5o uFr1.fJ.~0 <jP1r~ 0 ) JF" 5 ~ oF'i~º::::.O d_j - rf, r ill_ - •. _:L_ - --;-- ( --- - ' -~-- , -- -' 
J:/ J5 Js"' íJ'lf Js cJ::; J ov0 () 5 

lo ocuociÓn 
I 

poro do goodo:>ico: 

o( F7" ~ )' 1 
;> 

F ==- !';> (11. 51¡) 

y por lo tonto: 

;10 = (u Fo() J. F .i. 
\ 8 ~ ~ (4.55) 

-~L o (4.56) 

u5 
I 

s1motr!o so de donde le ecuoclon do roduco o: 

d .i ~o{ q el J-3.º uF" (])~ uF o1. ~f o 
J "02, Jr;/ él~~ d5 ~ 

(4.57) 

definiendo: 

A"'"-= d .cLs"'- JFo{ d3.~ u Fe:< 3f (4.58) 

d5 J5 01~ d '.) [)~~ 
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j 

podemos escribir lo ocuoc1bn do simotr{o como: 

A continuac1~n oncontroromos la uxµr·usl~n 
colculoromos primero ol cambio do s: 

paro A,;. y [) °' 

(4.59) 

( l¡. 613) 

.Poro osto, 

rv r~ ~ 

d s J. =- ~ c-: 0 ( ~ ) d 9 " d 9 r =- ~ «r d q ~ d 9 r -r t. { ~ « f ) ~1 ~/ d q t( J ~ f + 

-1- ú s" u1"'dª~+ CJ s-~' JClrJc'" 1 + ¿1 d 01~ ::i i ix a i t d " ~ ,i ) 1,, i 1 I l 

do dondo: 

ucondo (2.65) y los ocuocionos do movimiento: 

que podamos escribir como: 

1 
usando lo def1n1c1on: 
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de donde a orden E.: 

y por lo tonto: 

esto t>G: 

de donde: 

i + E ( D ~IX) q p( + OC€,¿) 

Js 

I + E ( D~) ~ ~ 
\ d ~ ( 1¡, GI¡) 

(4. 65) 

A con tinuaciÓn calcularemos A"': 
sustituyendo (4.54) on (4.58) tenemos: 

y como: 
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(i+. G7) 

tenemos: 

sustituyendo en (4.66): 

/ / 
reagrupando lo& termino& do o~to ocunclon y u5ando (4.67) y (3.7) llagamos a: 

,, 

de donde: .:D.. ( .D_i ~ ) + ( ~l ) ~ r ~ ¡; .5 ~ - ( ClI'-# ) ~ ~ ~ s s t -
d:i dS u~~ u~b 

_ r ~ ). ,.., ~ ( ~ ~ ~ 6 5 a1 + r; t ~ o" ( ;ur _ JJ! ~ s _ 
d5 ;)qll 

- ~_3! li .s - ~ \ - rs~ ~ ~ J"_j_s = A rJ. 

Q~s ds 85 J u ds 
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simplificando y focto{i zondo ton orno~ finolmonto: 

Jl ( _Q_J_~ ) [ ~r-<l"'S zi r "di~ + r v«p ¡1 (r 

+ ?i'Ó -
d5 d 5 J~~ 0 9 ¡; 

~(c¡s 3 ~ 
(4.68) 

r· (/ r ~[ 1 A,I. 
~r 

y d~ lo dofiniciÓn (4.35) del tensor do curvatura concluimos quo lo ocuoc1o~ do 
simetr:l'.o es 1sust1tuyondo {11.65) y (it.GG) un ('¡,Gn, 

( '{. 6 l)J 

Esto ecuación difiore do lo ocuocidn do ~;imotrío: 

o 
( 4. 711) 

quo aparoce on ( H-N-Pt 1986) dobida al te'rmino ¿xtra ( 11. 65). 
No obstante,os focil ,probar que ombo

1
s ocuocionos son equivolontes cuando 

la simatr{n nn cuestion so uno funcion arbitrario on 10 coordonados q~ poro un 
polinomio do grado n on los volocidodos. f'u¡-o ver cfsto suron9omos que tonomos 
un vector j""" quo aotisfoco (ti.70), ontonco.i multiplicando por ~/" ~o< 

o 

usando las propiedades do ontisimetrlo del tensor de Riomonn tenemos quo B •ll 
y por lo tanto so satisface (4.69). 
Por otro lado, si j,.. s~tisfoce (4. 69) y os un polinomio de grado n on lo,; 
velocidodes entecos ol termino A"' sora do grado n+2 on q °" en tanto que B 
sord do grado n+4 la cual implico quo codo uno do los t¿rminos dobo sor cero 
separadamente y por lo tonto A" •0 y se tione que (4.70) sb cumplo. / 
Observamos que si lo simotr{o no dopando de los velocidades lo ocuocion do 
simetría resulto: 
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quo os la ecuación do dosv1ac1Ón goodosica do la cual (11.69) os una 
gonarali:zacibn. 

Para estudiar las propiodalles do simotrÍo do lo ocuaciÓn do goodo
1
s1cas y las 

constantes de movimionto corrospon~ic~nto~ 0~1licnndo los t~cnicos dosorrollados 
on los capitulas 2 y 3, nocosltorno,; pri11101-o quo nodo oncontr·or un Logrongiano 
para (4.44) escrito como combinoc16n lineal do las ocuacionos do rnovimionto. 

I 1 
La ocuoc1on do goodus1cuti pu~.,.tJo u~1 Lur:.¡r-0110.'.or10 indi."lpondiontu do las 
aceloracio...,nos dol tipo: 

(t¡, 72) 

debido a qua: 

,.,) 

E10 L 

~c<I!' i ~ + 11:i. ( Jv1rJp +~r'1) C( -~~p, r) ~ 1( ~ ¡?> 

~d .{ ·~;U + r_µc<~ f ~ P ( 

Observemos que on un sistema localmente plano, (4.72) toma la forma: 

(4.73) 

que es el La9rangiana de una partic~la libro. 
A continuacion buscaremos una funcion ,;'1~ tal que: 
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(!;. 71¡) 

sao un Lograng1ono (depondionto do las acalorucionos) dol sistema (4.44). (H
N Pt 1986), 
La ecuoc1dn de mov1m1ento de uno partícula libre es: 

o (t;. 75) 

!Jn conjunto de 2n constantes do mov.trnienLo indopondicntcs para esto sistema 
os: 

(,1n-d e e <Jnl 

(J 
.¡. 

q 

I 
De acuerdo con lo dicho on lo primara soccion dol capitulo 3, 

L 

es un Lograngiono de (4.75) si: 

11 e (.d 
/-.J.= ' .. 

un-1) (J11l 

-rC JC --.--
() ~ "' 

De (4.76) y (4.77) tonemos que: 

y por lo tanto: .. "" L= - 5 9 o< 9 

I 

{11. 76) 

(4.77) 

(4.78) 

(4.79) 

( /¡. 80) 

es un Lagrangiono, combinacion lineal do las ecuaciones de movimiento para la 
particula Jibro. 
La ecuacion (4.75) es igual ~la ecuaci¿n de las geodes1cos en un sistema de 
coordenadas localmente plana, y por lo tonto, podemos docir qua (4.80) os igual 
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al Logrongiono (i+.7'~) o~;criLo un úít.,;l1~J~. ~001-uunada:.:.. !;1 con~idoramos un ~1:¡toma 

do coordonodos orbltrorio, tonomos quo suGtltuir la dor1v9ctas ordinariao por 
derivados covoriantos o introducir oxpl {e 1 tomonto lo m¡_,tf"ico, quodondo L 
escrito do lo forma: 

L 
( '•. 81) 

Do lo anterior intuimos que: 

L= -f>Bo1~ q~ ( dli~ + r¡')O(" q 11 ~ 9 ) ('1.82) 

J5 .< 

os un Lograngiano de ( t¡, l¡L¡) quo os una comblno~ciÓn 11 no al do los ecuac ionos 
do movimiento con: 

El sistema (4.44) se puedo escribir como un sistema do primor orden definiendo 
x~ ,f~ mediante (3.2) y (3.3), ¿sto os: 

t·=~ 
~ ¡< ~ el ( 

p" a= 1, •• , 11 

=¡ (4.84) 

~ 
1( 

p "' -r ;.; I'"'P; ll • n 1-1' .. , ,¡ n 

El sistema equivalente do primor ordon OS; 

¡ <l.~r( p o< 

d '.J 
(4.85) 

li" -r ;y 1? P y 

d5 
Usando (3.25), podemos encontrar un Lograngiano de primer orden del tipo: 

/_ = } CI ( ~ O._. f. <A) ( 4. 86) 

poro (4.85) o partir do (4.83), observando quo: 

(4.87) 
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(4.88) 

- ~ ~d f ~ 

}~· J F~ = (~s d~f fJl) .sL (- rf r;JP 1
) = ie51;r"' F 1(3.J r.; (4.89) 

<>?ti 1· ur~ Ji< · 1 

Sustituyendo estas expresiones on lo rdrmulo (4.87) quo do ol Lagrangiono do 
primer orden correspondionto tonemos quo: 

haciendo uso de lo 1dont1dod (4.30) concluimos: 

(11. 91) 

y por otro lado do llogarros a: 

(11. 92) 

Do (4.91) y (4.92) podamos docir, 
capitulo 2 que la uno-forma: 

• 1 
usando lo torminalog{o do lo soccion 5 dol 

es un Lagrangiano de tipo (4.86) paro ol sistema (4.85). 
Observamos quo (4.93) so puodo escribir como: 

I 

(4.93) 

A partir do (4.94) se puado calcular lo formo simploctico asociado haciendo uso 
de (2.81): 

(4.95) 
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Esto dos-formo Ueno componentes Vol, dofinlclos como: 
(1 

?=~ CJ;.bdX~/\dX 6 

U. l b-::.1 
"-' 

y de acuerdo con (4.95) tonemos qua las ~omponontos do Ú so pueden 
representar modionto la sigulunto motriz ontlsimotrico: 

o 

4.-SOLUCIONES PARTICULARES DE LA ECUACION QE SIMETR!~.-

\ 
) 

( /+, 96) 

J I 
A continuoclon, buscaremos algunos soluc~qos porticuloree de la ocuac1on {4.7~) 
y calcularoma~ los constontos do movimiont¿ asoc1odos. (H-N-P+ 1986). 

~.- Saluc1anos dol tipo: 

Sustituyendo (4.97) en (4.70} tonemos que: 

- - ~ Jl Jl ~?JA - RP. o(~~ ? °'r~ A? =- o 
ds dS 

usando (4.:lG): Jl j)_ (>.?JA) o 
ds as 

ebido o lo cual concluimos que (4.97) sora uno simetría si 
sotiufoce: 
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I I 
las solur.iones de esta ocuacion son do la forma: 

es 
donde c1 ,CJ son constantes do movimiento: 

dos casos particulares do (4.99) son: 

C=O 
C.i = j 

I 

e 
(~. 

1 

o 

o 

} 

(1;.98) 

(4.99) 

(4. Hl0) 

(4. Hl1) 

(4. 102) 

Como los funciones numor1cas son constontos do movimlunLo poro cualquier tipo 
do geod;s1ca, concluÍmos que: 

(l; .103) 

son simetrfos do lo ocuaci¿n do goodo's ices on.,cualquier tipo do mÚrico. 

Q~.- Soluciones dol tipo: 

En esto caso la ocuac1bn de simetría os lo ocuacibn do 
(4.71).Esto ecuocidn lo podamos escribir de la formo: 

p ~ f~ = o 
~ 

I 
dosviacion 

como P os un vector arbitrario (4.106) so debo cumplir poro: 

( 4. 11l5) 

good..fsica 

(4.11.16) 

{11. 107) 

donde j os un {ndice arbitrario, :sto os, (4.107) afirma que el vector P~ 
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tiene todas sus compononto:; igualo~ o <.:üro monos lo compononto j quo velo uno. 
Sustituyendo (4.117) en (4.106) tonomo&: 

Si supon~mos ahora que: 

f\1JJ-··-O 1 d d --

\ ~ + () . 
J 

(11. Hl8) 

(t1. Hl9) 

'sto os, que al voctor P~ tenga todas sus componontos iguales a coro can 
excopci&n de las componontos 1 y j quo valon uno, tondromos que: 

y usando (4.109): 

-+ MI' .. 
d l o 

( I¡. 110) 

Como los indices 1,j so ol1gioron orbltroriomontn, podemos concluir do (4.108) 
y (4.110) que (4.106) implico quo: 

Debido a :ato, la ecuociin do slmotrla poro ol coso (4.105) os: 

Multiplicando por el tensor mbtrico y usando (4.36} tonemos: 

I 
Debido a (4.39) podemos oscribir asta ocuacion como: 

I 
reagrupando torminos llegamos a: 
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tiono todas sus componontos iguolos a cor-o monos lo compononto j quo volo uno. 
Sustituyondo (4.107) on (4.10b) tonamos: 

o (11. Hl8) 

Si supon~mos ahora quo: 

(11.109) 

~sto os, quo ol voctor P~ tonga todos sus componontos iguales o cera con 
excopciÓn de las componontos 1 y j quo valon uno, tendromos quo: 

y usando (4. 109): 

o 
(4.110) 

Como los indices 1, j se eligieron orbitrodu1nento, podemos concluir do (4. 108) 
y (4.110) que (4.106) implico quo: 

Dobido o ~sto, la ecuac1611 úu til1 .. utrfo ;;aro e~ co~o ~11.1~•;) es: 

Multiplicando por el tonsor mbtrico y usando (1;.66) tunuinos: 

I 
Dobido a (4.39) podemos oscribir osta ocuacion como: 

1 
reagrupando terminas llegamos a: 
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( 11. 112) 

Como los indices ~. f .,. son Índicos libros tonamos quo (4.112) implica: 

? + ..;- -
_¡(1?(;~);11 .)(c<¡¡i1;~ 

sumando estas dos ocuocionos conclulmon quo (4.1B5) soro uno slmotr{o s1: 

En gene:-:il, todo simetría ~ 'l,,u (<¡.) quo sotisfaco { 11. 113) so denomina 
col1noac1on af1n. 
Un caso particular / ocurro cuando j "' cumplo ( 11. 113) dob1do a qua 
satisface una ocuac1on mas fuerte: 

s ( :;{. t'\ 
1 'J o 

en esto caso diremos que J;cc¡.) os un vuctor do l<ill1ng. 

Caso3.- Solucionas dol tipo: 

Sustituyendo (4.115) en (4.71il) tonemos qua. ~.u daba do satisfacer: 

Q ll 3r' =o 
d5 JS 

UNa soluc1¿n particular de esta ocuaci~n os ~~ I~) tal qua: 

(11.114) 

{4.115) 

(11.116) 

(11.117) 

Todo vector J~ que satisfago ( I;, 117) lo donominaremos vector covariantemonto 
constan to. 

Observemoo que debido a (4.71) esta ~ltima ecuaci~n implica a (5.115), 
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5. -CONSTANTES Df, MOV!MIENTQ_lli_ClADA;?_. -

I 
En esta seccion asoc~romos los constantos do movlmionto correspondientes a los 
s imotrÍas porticu loros oncor,trodas an toriormonto. ( H-N-f'+ 1986) 

A) Simotrfos dol tipo: 

Esto simetría tiene asociada una simotr{o on 2n dimensionas, 
ocuacl.Ón do s1motrfo de fJrimor orden do acuordo con ( 3.111): 

(11. Hl3) 

I 
solucion de la 

( 1¡, 118) 

A partir de esta simotrÍo podemos formar un nuovo Lograngiano, usando (2.51); 

( 1¡, 119) 

que podemos escribir, usando (4.30) como: 

(4.120) 

de dando: 

(4.121) 

y por lo tanto: o 
(4.122) 

I 1 
demostrando esto que la trosformacion os Noetheriana. 
Asociada o lo simotrÍo tonemos lo constanto J (2.103) cuyo valor es: 
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usando la 1dontidad (4.:!>1) podt>1nos o'.:crtbir ,., ontorior como; 

Por otro lado, ol teorema de Noothor of1rma quo: 

es una constante dondo: 

do (2.5?,) tonemos quo: 

J~ 
1 

:: Ía 21¡¡ + ~ 

- f:. d...:r.~ 
J t 

(1¡, 123) 

(IL 124) 

( 1¡. 125) 

&Li = E íd- Q'(~) - ~·uu ci-f: l l (4.126) 

\dj 1 

o ?~ñi)~ ¡ q f';U)ílvti 1" J ( 1 a ¡,uf") 
(j~r 1 1 '. ~- '1/'~/ t

1 = J'S ;- ~;v (11 .121) 

Sustituyendo (1;.123) y (1 .. 127) on (ti.126) u'.>ondo lo pr'opiodod do onttsimatrfa 
do r:r 11.igamos a: 

do donde: 

y por lo tanto, ol teorema do Noolhor llovo o la constante: 

{4. 129) 

B) Simetr!as del tipo: 
( 4. 1011) 

Podemos escribir la si~etrla de primor orden asociada como: 

(4. 130) 

I 
donde f esto dofinido en (4.84) y el vector g os: 

(11.131) 

1 / 
Lo transformocion (4.130) ganara una nuevo forma simploct1co modionto (2.98): 
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usando los propiodados (2.60), (2.69); ,......, 
¿_ u 

~ 

J[rTCBll 
( 4. 132) 

y do (2.74) y (2.82): 

sustituyondo (4.151) on (4.95) tonamos: 

'V - -_CJ ?~d O( 
(f ( ~). ) -,, d ol ~ ~ 

y por lo tanto: 

(4.133) 

do dando concluimos quo {lt. Hl't) os uno simot.ría no-Noothoriono esto / os· de s
oquivoloncio. 
Lo motriz ./\. (2.56) os on osto coso lo idontidod: 

(!¡. 131¡) 

I 
y por lo tonto, el tooromo do los trozos conduco unicomento a constontos 
numérico'>. 
Por otro lodo lo constonto J tione un valor igual a coro: 

(4.135) 

C) Simotrías del tipo; 
(4.11l5) 

En goneral uno simotr{o indopondionte do P liono asociada una simotr ía on 2n 
dimensiones del tipo; 

r~µ ) ~ r o( \ .s _µ J e( (4.136) 

A continuacfon calcularemos IJ para uno simotr{a do esto tipo: 
sustituyendo (4.136) en (4.95) tonemos¡ 

("v 

(J (tl,) í-~o(r ~~,~?¡¡\+ 3~r'"P~~r- Jd4o<,0 pt-~~1 d~o<+ 

+ { ~-<f ~o(} d?~ 
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I I 
el primor sumando do osta ocuocion so puodo oscr1b1r do uno formo mas manojoblo 
observando que, dob1do a (4.32); 

usando asto 1dontidod y dof1n1ondo: 

e; 
::, (e<; ~J 

( I¡. 138) 

tenemos entonces quo: 

(11. 139) 

y por lo tonto: 

(11. 1110) 

I 
Podem2s considerar entoncqs quo lo forma ~1mploct1ca ,nueva so obtiono a partir 
do ü roornplozondo lo motrica g,,~ por uno nuovo "111otrico" (lada por : ho1f 1 
Lo transformoc1o'n (11 .105) puado ~ar do dos tipos ~ogÚn vimos en la soccion 
anterior. Un tipo corrosponda o los llamados voctoros do Kill1ng qua, dobido a 
que satisfacen (4.11'•) cur11plor1 la cond1c1bn: 

de dando, 
Noetherionas. 
El teorema 
movimiento. 

concluimos 

do Noother 

quo los vactoras 

afirmo entonces qua 

(11.141) 

do l(i 11 ing ganaran simetrías 

( lf. 1211) os una constan ta do 

/ 1 
Para realizar los calculas qua siguen, sora convonionto usar un sistema do 
coordenadas localmento plano on ol cual dob1do a (11.12) tonamos quo las 
primeras derivadas parclalos do la mdtrica y ~~r la to11to los símbolos do 
Christoffol so anulan en vn pvnto. 
Dobomos observar sin embargo que el uso de sistemas de caordenodas localmonto 
plano no estcf plenamonto justificado ya quo no llomos pral.iodo qua ol formalismo 
du Lagrangionos do primor ordon poro la ocuacidn do goodesicos soa covorionte. 
Do hoct10 la misma motrfz s1rnplo'c t1ca (11. 9G) contiene to'rminos qua na son 
covarlantes. Hacho ~sta aclarac1¿n debernos considerar ol uso do sistemas 
localmonte planos coma un camina para llagar r{1pidamente a. resul todos cuya 
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-1P.°" 
validez es noco:,oilo probar uno.,.ot)tonldos. 
Habiendo aclarado Ósto to nomos, '.;u:;li Luyundo ( 1,. D7) on ( 1,. Qj) que: 

y como en ol s1storno localmente plano: 

~~ ~ r~ .s "'!' f.M _ ~ o<,t p~ P.M 
concluimos que lo conr.tanto J velo; 

I 
Íomondo 
usando 

lo derivada covarionto do osto ocuocion a lo largo do lo 
lo ocuac16n do s1motr{o ou 1nmodioto mostrar que esto 

ofectivomente uno constanto. 
Calculoromos ahora la constante asociado al tooroma do Noethur. 
Para oGta observemos quo do (4.139) y (~.114): 

('\. í el i ,..... - . - 1 
ü ?¡ = E. \ J5 V3 - O«t,)()(- n 

de dando: 

y por lo tanto do (11.142) y (4.126) conc1u{mos que: 

y por lo tanto la c.,,stanto asociodo con el tooroma do Noother os: 

(4 .142) 

I 
goodos1co 
cantidad 

( 4. 11¡1¡) 

y 
tJ$ 

El sjgundo caso de tronsformacionos dol tipo (4.105) corrnsponde a las 
colineaciones afinos quo satisfocon la ocuaciÓn (11.113). Obsorvomos quo los 
vectoros do Killinp tambi(~n satisfacon osto ocuociÓn, sin ombargo. 
restr1ngiromos el termino do cal1neaci~n afín a las transformacionos quo 
cumplan (1i1 113) y quo no satisfagan {lf.11'1). 
Debido a esto, y a (4.140) tonamos qua paro las colinoacianos afinos: 

~ ·Y 

rJ ., -- t) 
' ~ - v 

" 
y por lo tonto ,dichas transformacianos son do s-oquivoloncia. 
La constante do movimiento J os 1 do ocuordo con (4.193) y (4.136): 
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I 

La roprosontac16n motr1c1al 
( I¡, 96): 

donde; 

º" 

...._, 
luti for-mu~ 0 

debido o esto, lo motriz /\ soro: 

o 

y do ccu0rdo con 

-.2hc1 ) o f (4. '47) 

(1¡, 149) 

donde la matriz ni es do acuerdo con (3.40) lo derivado 
afirma 

con barra 
que: , 

Do acuerdo con esto, tenomos quo el toororno do los trozas 

h o{ ('(,, ele 
I o( h~ p{ 

de 
n f 

(11. 15'1) 

y todas las potencias sucesivas do lo motriz 
Observemos sin embargo que todas los constantes asocidos son nume'ricas ya que \-i 

no dopando. do P ni do s. / De acuerdo con lo discutido on la soccion 6 del capitulo 2, podemos construir 
los siguientes constantes de mavimionto: 

M, = él ( i 1 1 ~ ) 

Mi= ?f (i[;.,1'1) 

?*er,f1) 
Mi*::- (f * ( fi) fq) 

(4. 151) 

donde 2, y ?;i., son las simetrías 2n-dimensionalos asociadas a las simetrías 
p"' y sP" respectivamente. / 
En un sisternu localmente geodes1co, tenernos que: 
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( 
P") (s P"') i·= o ;¡, = p• 

do dando: 

V por lo tanto: M, ::: h ¡i~ p.i V~ 

?li,,~~)-= ~;p d~'Adffl~.f,) 

1 
por u1t1ma: 
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.-~ 

Tomoncfo lo 

o fo et i vomento 
d=r!vüJu covorionto do Ml y M2 os 111modtnto dcn1ost1-a1· CJtie 

con:.t.011l 1J:.i do ff10...;i111íu11Lo, Pro\)ar quo M2"o~ constonto 
:;on 

do 
rnovimionto 

1
sab1ondo cfo ontomono qtl?Ml" lo os,ro:wlto 1nrnod1oto. S1.n onborgo la 

domo&trocion do quo MI• 00
1
con&tonto do movirnionto os un poco lobor1oso lo cual 

muostro lo potencia dol motado poro obtonor constontos do mov1mionto o partir 
de simetrías no•NOothorianos on ol sontido do quo dicha constante no so puede 
obtonor •trivi~lmento" a partir do la ocuacion do sirnotrÍof~.fl~) 
Lo domostrocion do quo Ml" os una constante do movimiunto hoce uso do la 
tdontidod: 

qua os consocuonc!o directa do (4.40). 
Si u1<>·mos lo ocuaciÓn que c;at is foco t1 ~ ~ ( 1,. 113) ton orno:; ontoncos lo rolociÓn: 

tomando entonces lo derivada covorlanto do M1• o lo largo do lo 
usando lo ocuacio'n do s1rnotr!o ( '•. 111}: 

~ ~ • --'•y ' o·, 

, 
osto ultimo lo podamos escribir corno: 

I 
goodes1co V 

I 
y do lo ocuoc1on que satisface h•P doducida onteriormonto tonamos ofect1vonto 
que Ml• os uno constante do movimiento. 

D.- Simetrías dol tipo: 3 .;,M (<¡) ; -? -= o (11.117) 

Esto simetría es un caso particular do los voctores do Killing y por lo tonto 
os una simotrfo Noutlieriona toniondo corno constante asociauo la funciÓn: 

(11.157) 

do ocuordo con (4.142) y (11 .1115). 

En la tab~a que o continuociÓn mostramos ostdn resumidas todas los constantes 

do movimiento doducidas antori.,rmonto poro simotr{as dol tipo : J/J(q} 
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Por Último, obuervemos que si tenemos ' una col !.nt:~v.;it_qi 

es también una colineaciÓn afín. (H-ll-P-+ 1986) 

af!r. f'<n entonces: 

( 4. 158) 

Esto se sigue directruncnte de la forma de la matr!z A en (4.149) y del hecho 
de que dicha matriz co un mapnad01· de simetría (ver uecciÓn 7 capitulo II). 
Debido a lo anterior:· 

son constantes de movimienoo, que podcmou escribir uoando (4.158) como: 

Po( h:J~ ( h~,P 3µ); /{' p~ 

{'::i/M) poi ho1r (h~~~,M);r r~·- h~r5·f hcirPdi 

y de ( 4 . 113 ) : 

/L L/} '\ 5).) pr 
\lit>lp11·,r;.J :t 

iterando este procedimiento obtenemos el siguiente conjunte de constantes de 
movirniertto (H-N-P-+ 1986): 

N;¡_; = P ~ ( h j) o1p 3 ~ ~ ~ f r 
(4.159) 

N;.;u.= {5/M) po1(h;)i<~3P;~ pa-i_ ~"'(hj)"'~ff 
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IAlJLA l V-1 

SIMF.TRIAS PUNTUALES DE GEODESICAS Y CONSTANTES QE MOVIMIENTO~CIADAS 

(11-N-P+ 1986) 

1 1 

1 

NOMEJHE ECUACION TIPO L '°"'""' 
1 1 

1 
1 

1 

1 1 
¡ 

VECTOR DE h~~= o 
1 k= J.:: 5«-po(. ( P,) ! 

NOETHERIANA ' KILLING 1 

1 

1 
1 

J = ~ ~ Pd. - s h~~ P" f~ (P.t \ 

1 

1 1 1 Itt = h~ (ho(i>)k 
1 

ll. : 1, •• ' () 
( PJJ 

h"~: ~=-o 
M,= ho1p l)" ~f q·~) 

COLINEACION 
S-EQUIVALENCIA· 

M;,, ·= j h1p r~r~ -so( P ~ AFIN. (Pi) 

M / = 2 h~p 5 ~: !" F" I t 1 P6 J 

ti': 2 he<(}, ~ ,¿ ? p -Mi = 
1 

l PI) 

- 2.s 11~r !/; ¡¡1 r" r ( 
" . ~ t N).1 .. ,=P (h:i)o1p~;rP (P8) 

N2HP s P"' (hi)"f ~ ~¡\" ? ~ -
98 3~(hi).i~I~ {yq) 

------·-·-·-.. ·-•""' ·--··· -------- --·- --·- ··-- -----------·------------



C A P I T U L O V: 

M A P E A O O R E S E S P E C 1 A L E S D E S I M E T R I A E N 

M O V I M I E N T O G E O O E S I C O 
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INTRODUCCION, -

En eote capítulo deoarrollaremoo un conjunto de t~cnicas nuevas apropiadas para 

el eotudio de las simetríao de las ecuaciones de geodésicas . 

. Dichas t¿cn1.cau noa permitirltn dar un t.ratZtt:·:icnto unificado (!t~ laf.J nimetr!as de 

las geod¿oicas, deducir los result2doo conocidos sobre uimctrla~ y constzLntce 

de movi1niel1to y obtener nuevo~ r~:~ 1.~1 ~~rlus. 

Dentro del conjunto de tranc1·ormncior1es puntualca 101! ¡1odemoa t1accr en un 

espacio de Riemann eotan laG simetrías de1 espacio que tienen la propiedad de 

mantener invariante alguna de las propiedades geom~tricaa de ¿3te, por 

ejemplo; su m~trica, su co11cxi¿n o su te11Hor r!1~ ~urv:1t\1ra. Solamente una parte 

de eutaG transform~ciot11.:>~·3 rnapean ;.:::1~odr~r>icau en p,eodésicao. Tia pregunta que 

uurge entonces eu: ¿Cual eo L1 re!aci,~n que cxiote entre las simetrías del 

espacio y las simetrían de las geodr!sican de dicho eupaci.o ? 

L~ ~:cpuest2 ~ PRt~ tnterro~ante conduce de manera n¿\tural a la idea de loo 

mapeadores eopeciales de simetría y ctub1du a ~sLu, JuJica1 cmo3 !aa accciones 1 

y 2 del presente capftulo a la dil;cut:iCÍn de l¡w nimetr{ar; de un espacio de 

I 
Riemann y de la~ g~o<leGicac de d!cho c:p~cio. 

En la sección tres, encontramo¡1 la ccuacio'n diferencial que define la condición 

que debe de oatisfacl:r un tensor de tipo ( 1, 1) para ocr un mapeador especial de 

simetr!a. Dicha ecuacioh se obtiene a partir de la ecuación de simctria de las 

geod~sicas deducida en el capitulo cuatro. 

Se muestra ademau que los tenoorcs de Kil!ing aon casos particulares de los 

mapeadores especialcu de simetría y que la ecuaci¿n que define a estos Últimos 

es una gencralizacio'n natural de la ecuaci¿n tensorial de Killing. 

El concepto de los MES para ecuaciones de geod¿sicas y la ecuaci(fn diferencial 

que satisfacen dichos tensores son dos resultados nuevos que como veremos en 

este capítulo son de gran utilidad para el estudio de simetrLs. 
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La asociación de lao constantes de movirnit:nlu ,l un r.1a;:wac!cr t!Upeciétl dP. 

simetr{a usando los m~todou de loo capÍluloc; anteriores ei.; el tema de la 

sección cuatro. 

En las secciones cinco y seis usamoo loc1 rcuultados de las oecciones tres y 

cuatro para dar un tratamiento unificado de lan uimetdas del espacio 

discutidas en la primera oecciÓn. Se eet1~lece la conexion entre MES y 

aimetríao del espacio desde do~; puntos c:e vinta. Primero mo~•tr:1mo~¡ como acociar 

un MES y por lo tanto un~ uitnetrf~\ lir1eal en la velocidad Jr! la 

general Noetheriana o de e-equivalencia. 

. ' ecuac1on de 

Por otro lado llegarnoc a lao uimetda.; tlel r.cp¡1.ciu r..cdiantc la busqueda de 

soluciones particulareo de la ecuaci~n de loa MES. 

Esta relación entre oirnctrLw del eopacio y uimetrían de lao geode'uica:.i co un 

resultado nuevo y es una de lae conoecuenciaa mau irnportantea a que conduce el 

concepto de MES. 

movimiento asociadas a simetrías dei espacio de manera s istematica 

reproduciendose loa reultados encontrados en (K-L-198\~obteniendo en ocacioneo 

constantes de movimiento nuevas. 
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En osta socc1Jn damos la doflnlci~n do las slmotr{as dol ospacio quo 
considoraromos mas adelanto. 
Presontomos las idoos goom~tr1cas subyacontos a osto tipo do tronsformacionos y 
doduc1mos la ocuac16n diforonclal quo dabon do satisfacor los campos 
vectoriales 1 gonoradoros do dichas slmotrlas. 
Paro tista nos bosomos on los rofon:,cias: (K-L 1969) , (Y 1957) y (K-L 1981 ). 

( 1) Movimionto~ (M]: 

I 

Lo distancio entro dos puntos P y O infinitosimalmonto proximos do coordenadas 
(x; ) y (x~) en vn espacio do íliomann os ds dando: 

( 5. 1 ) 

dx" = 'Y<( - -y''"' 
1\, a. ''- p (5.2) 

anto una tronsformociJn do tipo: 

(5.3) 

rV ~ '°""- N;J. 
los puntos P y O son mop

1
eados en P y O do coordonodas (xi ) y (x'" ) . 

Lo distocia do soparacion ontro ostos nuevos puntos osto dado modianto: 

( 5. 1¡) 

donde: 
('J " 

;<, P 
(5.5) 

diremos que (5.3) es un movimiento si: 
¡ 

ds (5. 6) 

Esto es, los movimientos son oquollas tronsformacionos quo prosorvan los 
relacionos de distancia on un ospacio do lllomann y por asta razón tambion son 
donominodos isomotr{as, 
Las generadores de de loa movimientos, Ósto os los voctoro~; 1 col do ( 5. 3) so 
denominan voc~ores do Killing. / 
A cont1nuacion, desarrollor·omos lo cond1cio'n (5 .6) paro obtonor lo ecuocion 
diforonciol que debo satiofacor 1 poro que (5.5) soa un movimiento. 
Sustituyendo (5.1) y (5.4) on (5.6): 
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(5.7) 

de (5.3) tenemos que o orden E 

~~f (x) 
(5.8) 

J ~ci ol voctor ~ so transforma debido o (5.3) como: 

(5.9) 

, 
esto os: 

( 5. 10) 

sustituyendo (5.8) y (5.10) en (5.7) tonamos: ( ó. ti) 

3~~ dx¡(dX~= (~~~+E ~.<~,t 7t)(Jx "+ t·i ",fdx.~)( dY~-t- é ?F',~1J xt) 
desarrollando osta oxpros16n dosprociando t~rminos do ordon ~ ~ : 

~.<fdXo(dX~= d¡jfJx~dx~+E i ~~~)\"~tdx¡{dxP+ 8c1~ i~tdX~d;d+ 

I 

+ ~"'f' 2f1, "tdx.ª
1

dx « l (5.12\ 

do donde concluimos que lo condicion quo duba cumplirse os: 

1 / 
Esto ecuoc1on se denomino ocuocion do Killing. 
Do lo definici~n de derivada do Lio (2.G5) tonemos entoncos que lo condicitn 
poro que (5.3) seo un movimiento es: 
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(5.11¡) 

I 
Asi mismo, usando 
oquivolonto como: 

(11. 1~7) podemos oscrib.lr la ocuocion do Killin~ do manara 

o 
V sondo la dof1nicibn (11.13B) de lo r.1otriz ti"'¡; 

Obsorvomos que de (5.12) so tlono quo: 

ds ;. ds;. + E ( :f:_ 
2 

' 
1:.enemoo: 

do dando sacando raíz cuadrada so tionn quo a ordon E 

d'?:=- d5 +L 
J. 

(5.15) 

( 5.16) 

( 5. 17) 

(5, 18) 

&sto os, la derivada do Lio <Jol lo11~0.- 111tLr1co de ol comblo n ordrm E do la 
distancia entro dos puntos 1nfln1Losimol¡¡1onlo prox1n1os onL<n; y dospuÓs do la 
transformación. 

( 2) ~noacio.nos afinos. [AC] 

En un espacia de íliomann, decimos quo un 
coordenadas (x "'r ) es paralelo o un 
infini tosimalmonto proximo o P do coordonoclos 

D V"' o 

voc tor V"' I' on un punto P 
voctor V"<\. on un punto 

(x"a.)si: 

(5. 19) 

dando D representa el cambio di forenciol covarionto do V" definido como: 

DVe>: (5. 211) 
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donde: d V ;-i 
( 5. 21) 

(5.22) 

Ante uno tronsformacio'n de coordonodos dr/ol tipo (5.3) los vcctore!> V<((' y v"o.. 
son rnopeados en v:; y v'':,, . 
Si 1n1c1almonto V"r y V"c<- oran paralelos y dospu(.s do la transformoci¿n 
siguen siendo paralelos, diromor. quo la tronsfor·nK1cio'n os uno colinooc1bn ofin. 

I 
De acuerdo con lo anterior tonamos quo la condicion qt11) so <!oJJu du cumplir· 0ti 

qua: 

donde: 

(5. 21¡) 

Esto os, los colinoactonos a f!r10'.; son lr·nns f onnac.\ onol1s quo preservan las 
ro lociones do parolol ismo on un e'.;poc lo <Jo ílH·mnnn. 
A continuacio'n, desarrollo romo:; la co11tHc1fin \~. 2:;) . 
Debido a (5.10) qua os lo lay t1o transformuc:ion ,y, un vector· ante {5.3) tenemos 
que: 

N ol v¡j. + [ (g1:_J yf V = (5.25) 

JXI"' / 

dXv= dxv+ t ( J ~) Jxf (5 .26) 

u X ~ 
do donde: 

usando (5.20) tonomos ontoncos quu: 

(5,20) 
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por otro lodo: 

y usando (5.25) y (5.29) tonomos: 

¡~~,,, (Y) Vf J x "= { r; y + E. r ;i"' h ~ i .r t { v t" + E 1 ~ >- \J'>- ~ x 
(5.29) 

I 

Do (5.28) y (5.29) tonamos ontoncos quo lo condiclon (~i.2.'.i) '.>o oscrille ca1'10: 

J V ~ + e ( Q v_ - n e< íl >- \ ' X ..; \' t' -~- í :' .; ,_ . ¡¡ ·" n :r \ v c. L ) f ..; (, J >- 1 /-' •
1 

I d ' \ 1 /.Á .; é i /-" ..;, :( l J /\ 

dí:'Sorrollondo osto ocuacJbn dosprec.it111C10 t.<;rrnino:; nn E~ : 

d v "'+ 2 ( id. ,
1

v - r;.) ~ 1() :-. ) y? dx y+ r;.,? v¡J d x y -1-

( r (,/.. 
·+ é. ' /' v· 

quo podamos escribir como: 

dV"'+ r;" vµd;('+ e:{ r;"d 7\·+ r;V' ?~r-+- r;), 2\;+ Z~1+ 

-r- 1 ~ >. I' ~ !' ; } V ¡J J r, ,; = O ( 5 • 30 l 
I 

y como Sf cumplo (5.20) tonemos quo la condicion poro qua (5.3) sao una 
colinoacian of!n os quo : 

de donde, si definimos: 

entoncos la condicibn rosulto ser: 
( 6'. '!il l 
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o 
(5.33) 

Observemos que de (5.23) ,(5.30) y (5.32) so tione: 

D 
rv e{ 

V = ( 5. 31¡) 

Esto os, la derivada do Lio do los s{mbolos do Ch1uloffol da ol cambio o ord.on t 
do la diferencial. covaricnto rJo un vector· nnto.s y despu¿s t1o lo transformación. 
La dorivoda do Lie Uu lo;; ~~Ím~o~o~~ et.,~ Ctiri ~~tofft_!l lo poCcmos escribir tor11bic',, 
como: (V-1957) 

(1 ~ 

' ~ r --
{) ¡{ 

/, J. f3 ( 
(5.35) 

y debido a los argumentos dados on la socci~1 cuatro del cap{tulo anterior 
cuando pasamos da la ecuocidn (4.71) a (~.112) tonemos quo 

( 5. 56) 

I 
y por lo tanto, una colinoacion ofin dobo sotlsfacor: 

o (5. 37) 

que os equivalente a pedir que: 

(5.38) 

(3) Mov!mionto confQ~ [MC].-

El angulo ~ entre dos vuctoros V~ .w~ en un punto P do un espacio do 
Riemann se calcula mediante la exproston: 

(5.39) 
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1 

Ante una .... tra!:!sJormacion dol ,~ipo (5. 3) los ,vectoro ~ y W son mopoodos 011 

vectores V ,W on ol punto P y forman un angulo ~ dado por: 

cos « = J J?J_lx) v~~r __ _ 
j~clf ( ~y-\¡-;-,y1 ;·d ~0 ( xJ w. 'Nr;i 

Diremos que (5. 3) os u.n rnovimionto conformn '~1. a onlon é 

rv 
C( ::. ol (5. I¡ 1) 

1 
Esto os. las transformocionos conformoG presur·van los angulas entro los 
voc toros. 

I 
La soluci~on gonoral de (5.41) os que: 

donde fT os una funci~n escc1lor o.-l).1 trario. 
' Do (5.íl) y (5.25) ton•J1'10s quo lo contitciu11 ""' 

( d·~ + q •fl' ~ i t) ( v '+ q ~ VI') ( w!'t rzVI') -= ( 1+Jtcíl ~., v' w~ 
dosarrollondo o ordon ~ ~e ll~0c a: 

I 

esto es: 

y como do ( 4. 137) y ( 11. 138): 

I 
podernos escribir la condicion como: 
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Esta ecuac1o'n la podamos oscr1b1r <Jo morHll'O oquivolent.o como: (Y-195"/) 

( 'j .1¡6) 

donde: 1 -Vn 
g ¡I~ J 

r1.d1rnenai&n del espacio 

y· por lo tonto, padamoG docir quo los movtmiontos conformas do la m¿tr1ca g 
son los vectores do K1111ng do la mJtrico: . 

(5, 110) 

(4) Movimientos homotÓtiC_<:JE_ [Mil].-

Los movimientos homotdticoo san un caso espacial de los movimlontos conformas 
cuando la función (f os una constonto 0"0 

Tenemos ontoncos quo,dubido o (5.45) los movlmiontos homot&ticos satisfacen: 

(5.1¡9) 

1 
Geometr;C11.monto un movim1onto llomoletico reprosent.o un cambio do escala 
longitud on ol ospaclo do Hlomonn. / 
St ,...."'1 A1nm1mto rln loni:1turl nn\·ns do ln t.rnnsforrnncion or. ds v dospuos do 
os ds entonces debido o (5.18} y (5.44} : 

f"v 

ds ~o<r.i dx~dx(3 dS -1- t 

"" ds t. Go cJ S d.S -+-

1 
esto es: 

ds {constonto) X ds (5.51?!) 

(5) ~alineaciones proyocV_'!_Q_~ [CP]. -

I I 

do 

I 
os ta 

Diremos quo uno transformacion dol tipo (5.3) os una colinoocion proyectiva si: 

(5. 51) 
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donde Cf I 
es uno funclon oscolor dofinldo como: 

1 
usando la identidad (5.35) podemos escribir la condicion como: 

intorcombiando 0 1..( y sumando llogomos a: 

(5.52) 

(5.53) 

I J 
Es intorosonte observar que si definimos uno nuova canoxion llamada conoxion 
proyectiva: 

nt/ + } ( 5. 51f) 

I 
entonces la condlcion (5.51) so pueuo o~cribir cama: 

o (5.55) 

Esto e
1

s, / las colinoacionos proyectivas. son las col1noac1ones afines de lo 
conexian proyectivo. 

(6) Colineacionos conformas [CCON] 

Antoriormonte mencionarnos quo los rnovirniontos conformos de 
son aquellos quo preservan los 6ngulos ontro las vectores 
cansidorarso corno los voctoros de Killing de lo ~otrica: 

I 

I 
una metr1ca g 

y quo puedon 

(5 ,lf8) 

A part~r do esta motrica, podemos formar lo conoxion conformo modianto la 
oxprusion: 

(5. 56) 
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¡( 1 1 

Diromos ontoncos que ~- os uno col!noaclon conformo do la motrica g o<~ :;l os 
una colinoociÓn afín do la m•\trica ~'1 os to o:;, si: 

( 

IK. ,{ (!, t =o ( 5. 57) 

1 

tomando la derivado do Lio do (5.56) y usando (5.48) so puedo domostror (K-L 
1969) que una colinoacidn conformo dobo do satisfocor: 

donde 0 
I 

os uno funcion escalar definido como: 

1 

n 

(7) Colinoocionos do ~..!.!L!'E.!:!:!..cE_fJ.Bl_OS .. l_ol(ln_ [CCC]. -

q 
<J o(f.> 

1 

(5.58) 

( 5. 59) 

Los colineacionos do curvotura so doflnon como aquellas transformociones que 
dejan invariante al tensor do curvoturo esto os; 

o (5.60) 

haciendo uso de lo identidad (Y 1957): 

L i 1<. ~ f ~ r = ( i' i r'; f t ~ -( ~,, r~ f ) j t 
I 

y de lo ecuocton (5.36)
1

tonomos quo (5.60) so puode escribir como: 

intercambiando los indicos f y~ tonemos: 

I 
sumando ostas dos ecuaciones llogamos o un coso particular de colineocion do 
curvatura definido como: 
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o 
(5.63) 

I 
Lo ecuocion (5.62) quo sotisfacon las collnoaclonos do curvatura os baslunto 
complicoda incluso ol caso particular (5.63) os dif{cil do manejar dob1do o quo 
es una ecuaci6n ant1s1mÓtr1ca en ,,v, ~~ / 
La onter 1: or llevo a buscar tronsformoclonos rnc1s s im¡1les que dojon invor1onto a 
la curvatura. 
Un coso importante os cuando so cumplo que: 

o (5. 611) 

A esto& tronsformoc1onos los llomaromos colinoacionus do curvatura aspocialos. 
Debido a (5.36) podamos escribir (5.G4) como: 

(5.65) 

o 

(8) Colineociones conformes e~.~A.91-..9.':i. (CCONE) 

Las colinoocionos conformoo ospuciulu~, "" dnf1nnn como aquellas 
transformaciones qua son collnoacionos conformes y col1neoclonos do curvatura 
simultanoamonte. 
Esto os, (5.3) os una coltnoaciÓn conforma especial si: 

(5.66) 

y adema:;: 

debido a (5.36), para una colinooci~n conformo; 

y do (5.61) tenemos que lo condic1~n paro uno colineoc16n conformo especial os: 
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' osto os: 

tomando ol. "/" y sumando: 

de donde: 

multiplicando por g ~ ~ tonemos: 

y por lo tonto: 

do donde, una transformac1on seri{ [CCONE] si orJemC:s do satisfacer (5.113) cumple 
que: 

(5.GB) 

Observemos que debido a (5.64) y (5.G5) so tiono quo: 

( 5. 69) 

y por lo tonto, las [CCONE] son [CCE]. 

( 9) Movimientos con formas ospeci_ales [MCE] 
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Son aq:Jollo:i tronsformociono::i quo adorno~ du sor [MC] son colincacionos de 
curvatura. 
Esto os satisfacen: 

y: 

Do (5.56) y (5.45) tonamos: 

h r! q 
rÁ~ = ,j \J ¡j0 

ti 1<- "'f ji r 

_, 
), 

o (5.70) 

I 
osto ocuocion 
anteriormonto 
(5.45) qua: 

os onÓlogo o (5.67) do dondo con c~lculm; smnujunLos a 
tlochos concluimos quo los [MCEJ debc~n do S(ltisfocer adornó~ 

o 
( 5. 71) 

( Hl) Colinoacionos pro~~ivo~-~.'?P_oc_i_o_l º"' [CPE). -

los 
do 

Estas son transformacionos quo adornas do sor [CP] son colineocionos do 
curvatura. 

I / 
L~s [rP] satisfacen (5.51). 
tonamos: 

Sustituyendo esto ocuocion en lo condicion (5.61} 

o 
ésto os: 

<::',; Cf; y~ \ ,,¡ 
Cf í l/ o 

C) ?" ó lf' 

haciendo rJ "/"" y sumando llegamos a: 

( 11 - Cf: y~ o 
y por lo tonto una transformocl¿n sora uno [CPE] si satisface ademas de lo 
ocuoci6n (5.53) la cond:(J::iÓn: 

o 
(5.72) 

Por ultimo debido (5.51) se tione quo las [CPE] son [CCE]. 
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En ln tabloY-1 rosumimos lo~ ocuacionos que definan codo uno de los sinwtr{os 
quo l1PmoB or;tudiado t\osto ol OhJ!iiuílt'.). 

Lo rolac!Ón entro codu una do ·~·.,l,o:-. sJr1nt r(q~; y los dnrn~'.> o'...;t<~ r'•Jpr·u:.untc:c~o nn 
lo tablo J:.-2. En Of,to di<Jgroma todo simotrio c·t; u11 cu:~o part:1~ulnr d') 1or. 
simotrios con los cualos esto conoctoda nmdlantc flechas. Asl por ejemplo, los 
[M] son un coso particular do los [CA] los cualos o Eu voz son un caso 
particular do los [cr). 

2.- SIMETRIAS DE UN ESPACIO DE ~J.EMA~-~y SIMETRIAS ~i;__~CUACIQ~_f:. 
GEODESICAS.-

En lo soccidn anterior hornos dado los condiciones que debo cumplir un ospaclo 
do Riomann paro qua tongo dotorminodo tipo do simotr{os. La pregunta natural 
que surgo os la roloci&n qua ox1sto entro estos simetrías y los slmotr{os quo 
posoen las goodJ&ica& on oso ospocio. Soríu do~oablo quo toLla simutr{o dol 
ospocio so roflojaro como uno simetría do JoG goodJstcas. 
Si considoromos una simotrfo dol espacio: 

(5.73) 

' 1 I 
y pedimos que 111up0c gcod"" tr.os on 9oodos!cas, ontoncos, do ocuordo con lo dicho 
en ol capítulo anterior debamos tonar qun:. 

o (5. 71+) 

I 
Sin omborgo, si comparamos esto ocuocion con los ocuocionos que dcscrihen las 
condiciones do sirnotr{a do un espacio do flío111ann vtJr·emos qua las Llnicos 
simetrías del ospoclo quo son o su voz simotría;; de lo~; gooóÓsicas son los 
movimiontos, los movlmiontos homot¿ticos y los colinooclonos afinos. Esto 
dltimo so discuti¿ on dotollo on lo soccl¿n cuatro del capltulo cuatro. 
El hocho de quo las simotrfos do la!; geodos:cos dol Upo (5. ·n} sean 11n 
subconjunto do las slmotr!os dol ospaclo os do ospororso. Los gooddsicas so 
definen como oquollos curvos qua tionon lo propiedad do qua su vector tangonto 
os paralelo, o lo largo do ollas. Oubldo o esto, si tenemos uno 
transformacion quo pr~otifJ(Vo el rorololt~;mo, como os ol coso do los 
col1noacionos afinos, dospu(;S do lo tron,;formocio'n el vucto1· tongr:nto o lo 

I • / 
cw·vo soguiro siendo poralolo y la cu1·vo soc¡i1in1 siendo goodosico. 
Asl mismo, los gooddsicos se puodon considorar como aquellas curvos quo 
extremizon lo distoncla ontro dos puntos. Dobido a esto, como los movimientos 
no cambian los distancias antro los puntos do un espacio do Riomann si uno 
curva es el comino mas corto (o mas largo) entro dos puntos, dospu¿s de la 
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TJ\IJL.~ V·T 

ECUACIONES DE S]l).F.Tf3J_~L_QLL FSl?Jl-ºJ.9 (K-L 1981) 

MOVIMIENTOS (M) 

COLlNEACIONES AFINES (CA) 

1 

1 
1 

1 

i 
1 

T 

(E,) 

1 
MOVIMIENTOS CONFOflMES (MC) S r:q 1 

_______ _,__ _____ º_'::'.'0J ~-""~ - ·~( EJ) 

MOVIMIENTOS HOMOTET reos ( MH} $- -- r; e¡ I('.¡ . r¡ e,} (E ) i ~l<.{;13)- o v'·. , ·o= e ·'I 

~---~~~~~-i,'-~~--

COLINEACIONES PROYECTIVAS (CP) ¡ .z51c1.;~\;,)'=JJ,~r 'f, ; ' 3,, t 'f, ~ ' ~ ~- q; ~ 
1 (r; 5') 

----r 
1 

~u· 1J.1·:=- Gi ,¡' 1 
COLlN~ACIONES CONrc~~~s (CCQ~!) 1 3,Jf., {E(.) 

1 '-••¡¡v•1oj' 

-· --1------ 1 

-1 
e -o ( ¡;:¡) 

¡ 
COLINEACIONES DE CUllVAl UllA ) L:<;~J; O';¡i.-
ESPECIALES (CCE) 

- - - ·-----

COLINEACIONES CONFORMES ESPECIALES 1 ( F.:(,) 
H GiJ1.r= O {E 8) 

( CCONE) 

( ¡;3) ~ji.¡= o (E?) 
1 

:'llOVIMIENTOS CONFORMES ESPECIAL.ES ~ 
(MCONE) 

1 

1 

COLINEACIONES 
peomm" 1 1 ESPECIALES (CPE) (E!)) J lf¡~.( =o (E 10) 

1 
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TA8LA V-2 

~_I_ON ENTRE LAS SIMETllIAS DCL ESPACIO (K-L 19Gg) 

l 
1CCON1 I ·-7T·---~~' 

1 

1 

1 

~ I 
CA 

~~.---l 

N 1-1 
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transformaci¿n seguir~ teniendo la misma propiedad. 
Loe movimientos homot¿t!coe aon simpleo cambios de eacala y por lo tanto el 
argumento anterior se aplica p;\ra mostrar intuitivamenttJ que L~Stas 

transformaciones uon simetrfau de lari p:eod('.flicari. 
Por otro lado, loo mov!1riientos conforrn[.:U de una métrica g io r Don, los 
movimientos de la m6trica conforme ;1,.A definida en (5.•\H). Debidv a cs~o. 
tenemoo el resultado particular de qu~ i:n e! e!;pacio tiempo rcla~ivi9ta los 
movimientos conformes son transformac!or1cs de 3in1etr!a de las gcod~sicas nulas. 
T,an colincacionco proyectivao no connervan (!l paralc~ismo de un campo vectorial 
ya que en general. cumplen que: 

y por lo tanto no non u ime tr Ll.~J de la ecua e: Ón de gcoc!Óc;icaR. 
Del tniamo modo tencmou que l~s col~!l~~2~or11~~ conformes ~ampoco son oimctrías de 
la ecuación de geodt!sic,;u ya que c~•t.aG tran~.iformaciones preservan el 
paralelismo reu11ccto a la n1etri~;1 conforme 
Por dltimo,tenemou que las colineacia:1efi de curv~turn no no11 aimetr·!as de las 
geodénicas ya que el hecho de que :a r.lt~riv~\c.1;~ cov~~ri;1nte (1e lé\ dr~ri.vac~a de !..ic 
de loa n.Ímbololl de Chrlutu:ft;l ni:¡',, r;!:rc1 no l!~\}JllC:t TH!Ct.~~i<i..rLUnl~llt.e que l.J. 

derivada de Lie uea cero. 
Lo anterior conduce tlir1.:ct~c:;.tc ~ qitP 1n~¡ ~~<c1n, l:ltJ ~CCOT·:J y l;u1 (CPE] no Son 
GimetrÍafJ de lao gcotlé"oicao ya. que (!ich;u.; tr.1nufc1rrn.:.cio1H~ll non c:1.uou U.u (CCEJ. 
Parece entonces que en t~encral la~; :..1irne':.rÍí1s de un c•sp;lcio Lle HiernaHn tieHcn 
poco que ver con las uimctrÍD.G tle l;ü1 ¡1,eodt~u!cn~~ de dicho !_~:;p.1c:lo. Sin cinlHtrgo, 
un hecho algo uorprcndente efJ cp.lC a. C<.HL.\ tr2..~1nformilciÓn de t.1imetrín. del 
espa~io, le podcmoa noociar ur1~ co11st¡1ntc ~e 1novim!er1to de l~a trayectorias 
geocictJluau. !'.::-.. ~::~ +,;1hl;H1 \/-3a y V-Yo qne ~1 continuacio"'n mootra.moo euta 
reol.unida enta información. ~::n V~-·5:·:. Pr-:1:.n.n 1;u; con1;i;u1L1:u ,·i:.:;::.~~::.2.:~~ 0 f111P no 
dependen del parilmetro a (K-I, \98\). En V-Yo r;é\ ''"~\H•ntr'ln :ll1'unas const<.tn~cu 

con dependencia cxplÍcitc< en el parametro fl que fueron encontradas por vez 
primera por Katzin y Levin en (K-L 19A1 ). 

Lo anterior lleva a plantear el. 0~¿:~1-i Pntf~ problcJi1n.: 

Cual es la relaci6n entre las simetrías de un espacio de 
Riemann y l¡¡s oimetrÍao de lan geodésicas de dicho eapacio ( •) 

Como indicamoa al inicio de la presente seccion dicha relaci6n no es directa; 
esto es, si 1 es una simetrCa del espacio entonces no necesariamente es una 
simetría de las geode'oicas. 
Sin embargo, debemos tener presi;nte que las simetrfas de las 
ser transformaciones mas gencralcn que las del tipo (5.73), 
pensar en simetrÍao no puntuales es decir simetrlas qie 
velocidad. 

gcodesicas pueden 
1~sto es ,podemos 

dependan de la 

De acuerdo con cota idea, una alternativ11 ncrÍa cntonccu conoidcrar que la 
trasformaciones de oimetr{a del espacio inducen transformaciones de simetría no 
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TABLA V-3o 

CONSTANTES DE MOVIMIENTO INDEPEN_DIENTES DE S ( l<-L 1902) 

SIMETRIA CONSTANTES DE MOVIMIENTO 

e e 1 J 

-- ---~·-~ ·-

MH 
1 

e: d.1.r P;{ pr ( C2) sd.P"'- (>11) (C5) 1 

1 

-

CA 
1 

f-11.,p p·ot. pP (C 'I) 
' 

·-

CPE (C5) ~ 
cr.c(_ pi{ 
'J 

(C6) 

~ 
~ po<. ( il') (Ct) 

1 

JO:. 1 

( h"f - D Jc<p ) p <X f (3 1 CCON (es) 

CCONE (C8) ~ e;.«- p cJ. 
¡ 

((q) 

CCE hd.p:t p¡L f f f 01 
(C /O) J 

h;c1. pe< (el/) 

~ s d. p "'- lit<) e e 12) o;~ p"" (C 15) 

1 1 

• ,¿ ) 
( •) solo para geod~sicas nulas (P ~ =0 
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-¡ 
CONSTANTES DE MOVIMIENTO DEPENDIENTES DE S. (K-l 19º-Jj 

SIMETRIAS CONSTANTES DE MOVIMIENTO 

Mil 

CA -(l-1-5)--~ 
1 3.-lPd,- 1 O«ü/3, ~..<. Cf. ?"' (C /r,) Sílc<G I 1 • -r rn.'J J" 

i 

' CPE 

-- h¡.f~ f''ff!> -+- 2 TiJ5 Cf~ "F " (e 11 J 

--

e; p d.. 
5o< + 

,,...., p ,:;( ;<, 
V.7.. m ')-' fj. i s - 5mt./ (e 18) 

MCE 

- mú r:. F ,~ + bnJ J)r;{ (e 19) 

----

.t. P « +Y..: m 5 )_ 6ic( P" -5 ho(p f"¡>t3 (GZO) 
CCONE 

- h-<p P"'P~ -t-ms 0) d.. p O( (c21) 
'-

1 

S.!. p«_ 5 hc>(p f«ff->1-Yl 5;¿ he<~;~ ??P?r (e 22) 
CCE 

1 

- )1~0 f7P 1- 5 n.xp;3'1 P''fPfi11 (C23) 
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puntuales de la ecuaci6n de geod(oicas, es decir: 

--> o"' < ~. e¡ J 
(5. 77) 

donde: ~simetría del espacio. 

•Gimetrla (no puntual) de las geodcslcas . 

!;a estructura mas ue.ncilla que uno podría pedir para 
las velocidades: 

• ti 

r CD que sea lineal en 

( 5. 78} 

Observemos que de acuerdo cor: lo discutit!o e
1
n lil. GecciÓn cuatro 1e1. capítulo 

anterior qP'- eo una simetría de la.o ¡.~codeuicas y por lo tanto K""' ~ es un 
mapeador especial de oinlt: L•· {;,¡¡. 

I 
Todo esto, motiva el oiguiente ~eurc1na que permite dar una uolucion al problema 
(•) y que demostraremos en laa oi~Uil!r1t~u succio11es: 

A 1,,oUa. tr:J..r:.!:!'(;;~:1 r'«n de simetría del espacio 
1e podcmoo aoociar un ma.µeador PHpecial de uime~rfa.a. (+) 

Una consecuencia directa de este resultado es que: 

A toda simetria del espacio t corresponde una simetría 
de las geod~sicas lineal en las velocidades. (++) 

A continuaci¿n comentaremos algunas de las ventajas y consecuencias relevantes 
de ( + ) y ( ++) : 

(a) El resultado (++) permite unificar todas !ao simetrías del espacio que 
fueron obtenidas medim1te diversas ideas geo11,¿tricaa en el formalis1no Jnico de 
simetrías de geod~sicas lineales en lau velocidades. 

(b) La construccibn de conotantue du movimiento a partir de simetrías solo se 
puede hacer de manera sietem~tica si estas transformaciones son simetr{as de la 
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, ' ecuacion de movimiento. Debido a esto, (i• l y loo mctoJou para conotrulr 
constantes explicados en lon cap!• ... ulon an•,1!rioreu nor; pcrmi t.iran encontrar 
todao lao constantes que apiireccn erl las t;t~lao -3a y -3b. 

(e) Ademas de lae conutanteu conoc!daa de !aa Lahlas -3a y -3b podremos en 
ocaeioneo encontrar nu~.:va.o constante~> de movimiento a!Joc.ladas a nimctr!an del 
.espacio U!3ando lau ic.ten.o de oimotr{a~1 no-~!or:tht~!·i;1nao o dt! s-equiva!encia y el 
teorema de lao trazas. 

(d) Como vcrcmon mao adelante, las ~•imetr(a~ del espacio surger~ como soluciones 
particularcu de la ecuacio~ diferencia! c1\1e ¿t!fine a !os MES lo cual nb1·e la 
posibilid~d de bC~C:tr Otro ~ip0 r~p HOl\lC:ioneo 1litrticularC!I Y ani l!cgar a 
nuevos ~ipou d~ si1fictriaa de! er;p~c~o. 

(e) Por t{ltimo quiaieramoa mencionar que, como rnZ'lD adelante dt~moutraremos, los 
MES oon un¡t generalizao16n de loa tensores de Ktlling loa cualcu oe pueden 
interpretar gcomctricarnente debido ;1 esto como tensoreo que mapear~ la simetría 
~~ en otra.oimetria (que en este cauo r·er;ulti1ra acr Noctheri~tnn). 

3. - MAPEADORES ESPECIALES DE SIMETRIA EN MOVIMJENTO_GEQJ2i;;_~J_<.;_Q. -

Do acuerdo con lo dicho un la soccion 4 dol capitulo 3, un MES para un sistema 
de segunda orden: 

(5.79) 

,J. 
es un tensor K ~ (q) tal que: 
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os una simetr1o de (5.79). 
Para movim1onto goodosico asto condiciÓn so trad•Jce en quo 
(5.80) satisfaga: 

debido o qua: 

1 
tenemos sustituyendo (5.80) en lo ontorior exprosion quo: 

(5.Píl) 

definido on 

simotri:rnndo coi~-? y concolando ;i" ,(1fl, ~/ llogamos o: (del rni;;1no rr:odo a como oc 

par;o de (i\.1136) "u .. 111)) 

qua podemos escribir como: 

_!_ f 
6 

I 
rocordondo que lo rnotrico permito bajar o sub\r los indices do un tensor: 

( 5. (11¡) 

I 
tonemos, multiplicando dos voces por la tn(ltrica la identidad (11.1111), quo: 

(5.85) 

de dondo • suponiondo que ol te11sor K es sim~trico: 

(5.86) 
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se tlonon los siguionto6 idontidados: 

R_,µ«f~ J<ry + ~«vr-1<'/ = f~,v~ 7 kf1 

/{/'ftl.?r )<di,>+ /(.)"f-'Vif K~
1

~ =-[~u 3(>/ kcN 

Sustituyendo on (5.85): 

Escribiendo oxplicltomonto todos Ion t¿rmlnos do 
1
osta 

roagrupanclalao, u:;ando la ;;uposiciÓn cln qua K"¡; o,; ~imntr·ico, 
(5.80) puado uscribirsa como: 

A continuac16n demostroromoa quo (5.89) ea oquivalonto a: 

Es claro que (5.90) implica (5.89). 

(5.87) 

' oxprosion y 
Lonomas quo 

(5.89) 

(5.9") 

Par otro lado supo11iu11uo quu ( 5. 8~J) so cumplo tonemos que intorcanb iando /( y o< 
en (5.89) y sumando los dos ocuucions: 

(5. 91) 

Asimismo, 1ntorcomb1ando )-' y f on (5.89) y strn10ndo tonemos: 

+ 
(5.92) 

Por ~l timo intercambiando ~ y .¡ y sumando: 

o (5.93) 
restando (5.92) y {5.93): 
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y sumando (5.94) o (5.91) concluimos quo: 

y por lo tonto (5.89) y (5.90) son oquivolnntos. 
Podemos resumir lo ontorior diciondo quo: 

I 
Lo conúicio11 rwcusorio y c;uficiufllu por·,, quo un Lonsor K" ¡~ 

(5.94) 

soo un MES paro la ocuoc1¿11 do goodJs1cas as quo cumplo (s.em). 

Antttb de µusar-. u lo t>igu.lu11Lu ~~ucc.:iJn qui!'.lif.H·ornus comontar lo 
oxisto ontro los tonsoros do Killlng y los MCS. 
Un tonsor do Killing (M-T-W 19Jj) o~ un tonsor do tipo (0,2) 
sotisfaco: 

o 
I 

rolociÓn 

I 
r.irnotrico 

(5.95) 

quo 

quo 

Es cloro 
quo la 
ecuación 
ocuac1Ón 

ontoncos quo los tonsoros do K1ll1ng son MES. Mas aun, podemos decir 
ocuociÓn ( 5. 90) es unn gonora 1 izo e i l{n do ( 5. 95) t!ol mismo modo qua la 
(5.~8) do los colinoocionos of'inos os uno gonor"olizocio'n de la 

(5.15) quo defino a los tonsoros do Killing. 
0Ah1rln n A~~n, pnrl~!0~n~ ~1nmnr ~~n1~~0n n l0~ M~~.''t~n~or~~ d~ K!!!±ng 
gonoral1zados 11 o 11 colinoocionos afino~ tcr1~cr1olos' 1 • 

El haber consiclorado a los tonsonis do Kill irHJ como, un caso particular de los 
MES permito darlos la slgulonto inlorprotoct¿n goomotrica: 

~ Si Ko< ~ 

t es uno simotría do las good¿sicas. 

os un ton sor do f(i 11103 on to neos: 

I< « é~ ('> 
('> (5.96) 

En lo siguiente socc1o'n rnostroremos que os ta simetría os Noothoriana. 
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.,¡ 1 • ll / 
Si K p (q) os un MES 1 ontocos su controcclon con qr os uno simotr10 y por lo 
tonto podamos asociarlo constontos do movimionto. 
Primero quo nodo, colculom'JS '(¡<' (2.9U): 

rv '}f ....._, . _, 

v = L7¿ v = d [ vUU] 

dando i''" os lo simetría on 2n dirnonsionos O«octoda a 3"' modtanto (.'\. 111). 
Observemos quo: 

-d o;t< -"- = I/ t.I pi?> P ~~ -- \! « rr 0.f' P y 
" 0 , ~ 1 • ¡\ {\ /" y 1 

d5 ' \ 

por otro lado do {~.3B) tonemos; 

do dando; 

y usando: 

concluimos que: 

2 

Do (4.95) tonemos entonces: 

~(~) = l~J~ k"14 fPldP~ + { ~~?JP: kf /"'_ 9o<'v)~ K~,µ 

-~e<~ 3;>- K~>- ,.;>- 11~ ~~~ K~). ~~.;,,\ ~ P,MP_;> J~t>( 
usando que: 
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( 
(J \/o( p,u.\ ~¡p~ 
J J,~ 1' f ¡ a 1 • = 

quo podamos oscribir como: 

Obsorvondo quo: 

concluimos quo lo idontidod (4.33) puedo oscribirse como: 

(5.99) 

a partir do lo cual podamos oscribir (5.98) como: 

1*-fol = d (-J. k1 , P"P') -H k,.1;;if"P' )d'r' 
I I 

Dofiniondo ol tonsor simotrico ·{Ír1f funcion do P~ : 

( 5. 100) 
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.L/' 
./rj el_(~ 

podamos oscribir lo anterior como: 

de donde: 

o bien usando ol tensor /(Jv1{'> 

I 
De (5.104) observamos quo la candlcion para quo 
Noothoriona oG quo: 

lo cual conduco o pedir quo: 

o 

( 5. 1fl1) 

( 5. 97) '.;oa uno simotr{o 

( 5. Hl5) 

Debido o (5.95}, tonamos ontoncos quo la pondici~n nocosaria y suficiente para 
qua K .. ~ mapeo P f> en una simetría Noothcr iona os quo K" ~ soa un tensor do 
Killing. 
En ol caso do que (5.105) so cumplo, el teorema do Noothor afirmo que; 

( 5. 106) 

es una constante, donde: 

(5.107) 

la varioci&n de L la podamos calcular us~ndo (4.126) como: 

81.:o: ó f 4 J~~l -ii'11i 1X- 1) J ( 5 .108) 

Si usamos un sistema localmonto plano, tonamos que: 
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( 5. Hl9) 

de donde; 

(5. rn:i) 

y como debido o ( 5. 105) en ol sis tomo ele coordonodo,; locolnwnto plono: 

tenemos que: 
,..., 

!!. t<p p~ f/3 1 {i) (5.111) 

por otro lado, do ( 5. 100); 

f ( 7[) Vi d ( ~y p;-i. pl) .(5.112) 

do donde: 

&' {q) ( x - ~ ) 1/ ~ _J_ ( 11 pµ p v) I ¡. 1'-¡'-.) (5.113) d) 
y por lo tanto: 

( 5. 111¡) 

De la anterior concluimos quo ol tooromo do Noothor lleva o lo constonto: 

(5 .115) 

Observemos que si K" ~ es un tensor do Killing entonces (5.11G) do la constante 
conocida asociado a tolos tensoras. 
De (5.110), tonemos qua poro cualquier mopnador do simotrfo: 

( 5. 116) 
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os una constanto do mov1m1onto. 
U~a11do lo duflnlci~n (S.101) podorno~ oscrillir asta con~~ontc como: 

(5.117) 

La demostración t1o qua J os ofoctivomonto uno constont.o os 1nmod1ota si usamos 
lo ecuaci&n (5.90) quo dofino a los MES. 
Por otro lodo, do acuordo con lo dicl10 on lo c;occ iÓn 5 dol copi tul o 2 los 
siguiontos funcionoi; son constonto" do movi111innLo: 

,,..__, 

{'11, = u{~,> 7[) (5. 118) 

Mz=i(?~) "i) (5.119) 

i< rvif - -M, =-u (1, )2) ( 5. 120) 

Ni~=?* (1i) 1) (5. 121) 

dando: 

(5.122) 

De (5.100) tenomos quo: 

y de (11.127): 

esto os: 

(5.123) 

Por otro lado: o ~({ _ 
,{, ?.i) 
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ob~t-Jr'vando quo: 

f;., 'vV + 3 z, 
(5. 121,) 

donde: 

W.:: ( :. ) 
(5.125) 

tonemos: 

Mi 
"V ,¡r 

- 1 ( vV) + 5M1 

y como: 

j,"" ff (W) 
( 5. 126) 

concluimoo quo: 

(5.127) 

I 
A continuacion oxplicaromos como on oca5ionos os pos\blo obtonor o partir do 
una constonto dada do grado n en o o.otro nuovo cfo gi·ado n+ 1 en s. 
Si tenAmos uno constante C1 y sucedo quo para alguno func16n A: 

(5.128) 

entonces, podamos construir una nuevo constante como: 

(5.129) 

la demostraci~n do que C2 os constante os inmediato yo qua: 

{ ;tf + d!J) C.;_ 

:= o 
Debido a esto, si tonemos M2, podemos considerar la posibilidad de que exista 
una funcibn A tal qua: 
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esto os: 

I f 
Esto ocuocion tondra solucion nn ol coso do quo ol tensor K~ ~ sea el 
gradiente simotrizado do un voctor, osto os: 

, 
en cuyo coso, la soluc1on so pundn oscrlhlr como: 

A = -.s« Ppi + sz 
J 

y por lo tanto tendremos lo constante: 

, ~ ... 
A continuacion calcularemos los constantes asociados con f : 
La constante M1•: 

es iaual a: 

f\Á f ¡..,f JJ /) t' ,· .., fo( /)/A /); 
1 ·11 = /~Uf f-. 1 ,, r 

Para M2* tenemos que: 

y como 
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(5.133) 

( 5. 134) 
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conciu1mos: 

Del mismo modo o como posarnos do M2 a O uno padrfa considoror lo posibilidad do 
encontrar A• tal quo: 

( clf- + Js ) A~ 

paro osl, encontrar una nuova constante: 

M ;¡. 
í J), 

tl >f = s t-<f ,¿ *- A.+: 

Paro esto, nocositar!arnos encontrar una salucitn para A• de: 

(5 .138) 

(5. 139) 

Lo s.oluci(,n de <Jsto ucuocibn pur·oco ccmpli.cada y pvd:·!a rio •.~'.'<l~.t:i.r por 1n 
quo no lo considoraromos. 
Por G1tin10 conGidoromos las constantes do mo'v 1mior.ta asociados al teorema do 
las trozas. 
Do acuerdo con (2.56): 

b 

donde: 

( 5. 11; 1) 

( 5. 1112) 

realizando el producto, tonamos: 

( 5. 11;3) 
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( 5. 1 l¡I¡) 

En lo tabla que a continuac1in prosonLomos so oncuontran todos las constantes 
do movimlonto osoclodas a un MlS ontoriormonLo calculadas. 
An tos do pasar o lo s igu ion to so ce iÓn qu 1 s in

1
romos dar lo pn1oba oxp l ÍC i to do 

quo M1• os ofoctivomonto uno constonto.Paro al ro,;to do lCJ funcionas qua 
aparocon on la tob~a TJ.· 'I o:; 1nmodioto olJsorvar quo su dortvada covorianto o 
lo largo do lu guod051Ca o: cero. 
Tomando lo dürivada do [·11 • to1wmo,;: 

usando lo ocuoc1¿n do simotr{o (5.82) : 

tonomos quo: 

qua podemos oscrlblr aquivolontomonto como: 

= ( P /" f") J l!r <f;6 J f<f ,,1t +/!, 't: o1Rf0,1 r+ kv~;Y 1 Rf;;, t / f'f''l'F"' 

escribiendo la gonoralizoc1o'n do (11.110) poro tensoras do tipo (0, 3): 

tenemos, u sondo lo ocuoc1Ón ( 5. 90) do los MES la s.tguionto rclociÓn antro K"'~ 
y el tensor do curvatura: 

I I 
usando esta rolo,cion do lo ocuocion anterior quo da la derivada do M1 • a lo 
largo do lo goodosico tonemos en resultado buscado. 
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1 /\UL/\ V-1¡ 

e == Y1. I< e< G P" p~ o~.) ';¡Í I< (,.(~:ti) .::: o 
\ ·, 

J - k P·"P~ - el,{!> 1 ' ' 

\J Dc<llO? y1 - S " c-.1 e.; ,y11 1 r · , 
1 

('a) 1 

~-----

1'11 = ~1 o<r:i l< f ¡J 'y 
pr.: P? pv (k 3) 

1 
' 1 

' \ / ' 

Mz = 5~"-r.i k r:i P'"f/) P" - n k o1 pr> fJ? ~ \ 
\ )-1; .¡ ' () e<~ ? ' J 

~-"""-

1 a = g o( p o( - i< «r3 e~ P~ s +2,7. Kr<0:rri P'<ffpt {J< €) 
;¿ 1 

--

r1,~ = 1'cfc1r kF oo10;-tpl 
, /-1,'1 1 I ( k (,) 

* Mz -= SfJi<f J<P J1:1 P"'f11 f;>-JJ¡Jp ko{ ~fPf~ (n) 

J_-k = ;¿ J,3 ( Jjr<p ) f< {~ B) 
1 

k = 11 .. · n 

Jic1? - 3 !<tc<~j di) p <Y1 
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5.-SIMETRIAS DE UN ESPACIO DE R!~MANN Y MArEADORES ESP[CIALES 0[ SIMCTRtA.-

A continuac1Ón, domostraromos ol tooromo (+) do la socci¿n 2 dol prosonto 
cap{tulO qua afirmo quo O coda tran,;formaciÚn 00 Simetrfo del espacio lo 
podemos asociar un MES. 
Comonzaromos con ol primor tipo do simetr{a discutido; 

( 1) _Mo11i~i,intos [M]. -
Si ~.M ot; un movimiunto, ontonco>J: 

(5.1115) 

~• un MES y por lo tonto: 

{5. 1116) 

es uno simotr{o lineal on lo volocidud (SLV). , 
Domostrc1c ion: 
Do ocuordo con (5.15) si 5 e'.: un movimiento. entonces h""l3 "~y l<"-(3 definido 
en (5.145) cumplo triviolmonte (5.Yíl). 
En aste caso la SLV os igual a coro. 

Si S 
SLV. 

os una CA onLoncoG K~~ dufinldo un (5.145) os un MES y (5.146) es una 

' Dornostrocion: 
' DolJldo a ,(5.38) si ,.) ot; una colinoocion ofin, llo((l;t 0 '1 do doncfo K"'0;~1 -0 

4cual es una solucion particular do {5.9íl). 
Obr.orvcmot> quo dobido o ('3.1l+G) LuntJnlüS cbociGdo o t.odo C/\ unü SLV quo c~obldo o 

lo ontorior os Noothoriona. 
Es interosanto darse cuenta quo on osto caso estamos trabajando con los CA como 
simotrías Noothorianas aJn cuando on ol cap{Lulo antorior considoramos a talos 
tronsforrnacionos con simotrías da s-oquivaluncio. 

( 3) Movimiontos con.fg_rn10~ [MC]. -

Si ~ os ur1 MC ontoncos: 

es un MES y: 

(5.11¡8) 
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os uno SLV. 
' Domostrocion: 

S1 S os un MC ontoncos K..,~ do~inldo on (5.1117) os igual'" coro dobido o 
(5.45) y os por lo tonto uno solucion de (5.90) 
En osto coso la SLV os coro. 

Si ~....._ es un MH entonces ( 5. 145) es un MES y ( 5. 1 r16) os uno SLV Nootl1or1ano. 
Domostroc1~n: 
Los MH sotir;facon (5.119) y por lo tanto ol MES corrospondi<mto cumple quo K"~ 
•I! y por lo tonto os Golucio'n do (5. 9~1) lo que or!i:;mo,; mtw:;tra que lo SLV es 
Noothoriono. 

Si 3.M es uno CP !Snt.oncos K.,~ dofinido como: 

os un MES y: 

os una SLV Noothoriana. 
Oomostraci¿n: 
Do ( 5, 1 lt9) tonu1>1u;;; 

quo podemos escribir como; 

(5, 1h9) 

(5.150) 

1;¿ k{a<f:~) =~ ~c~ípl;t-+ ~r1p í.firtV.i~r~ l6¡{+ Yz ~"'~ ~~ }+ 

T { ~(~;<!')¡ ¡( + ~ ~~ lf) LX-+ '.I~ ~ 0 o/. lfio'+ ~~ QI ¡;.( Lfi ~ ~ + { $ (p(í51) i (3 -1-

+ ~"'~ cr,~+V.z ~~1~ Cf,"' + 'li1. ~e1p lf~cr' ~ 
º' (5.55) quo os la ocuoc16n qu0 defino a las CP tonomos quo cada uno de los 
torminos oncorrodas antro porentosis o'.> coro y por lo tanto tenemos que KD<¡J 
sot1i¡;foce; 

lo que adornos muestro que lo SLV os Noothoriono. 
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Si _5 ss una CCON ontoncos: 

os un MES, y: 

os una SLV Noothoriana. 
Demostrac16n: 
De ( !>. 151): 

(5 .151) 

( 5 .152) 

y debido a (5,58) tonemos qufJ K,,~:'11 "0 y (5.90) so cumplo, ademas do mostrar 
osto que lo SLV os Noother1ono. 

Si !/'" os uno CCE ontoncos 1<¡1~ 
SLV do s-oquivaloncio. 
DomostrociÓn: 
Do (5.145) tonomoa que: 

definido en (5.145) os un MES y (5.146) os una 

y en virtud do (5.64) tonemos que l<,i:~ sotl
1
sfacc cfoctivomcntc (5.911). 

Observemos que en general paro una colinoacion do curvatura se tieno que: 

/!. {J~; é\1) =f: o 
y por lo tanto la simetría do la ocuocio'n do gcodcsicos asociada en este caso 
es una simetría do s-oquivoloncia. 

(8) Colineocionos con.!'orm.9_~-~P..':!.C:_i(l_l_<cc" (CCONE]. -

Si !/..,, os una CCONE ontoncos t:inomos por un lado que los K ,1.(3 definidos en 
(5.151) y (5.145) son MES y ademas quo (5.146) y (5.152) son SLV. 
DomostraciÓn: 
so sigue directamente do lo demostrado en (7) y (8) y del hecho do que las 
CCONE son CCON y CCCE simultaneamonto. 
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Le ::1motrfo o~o~todo tin (S.145) o~ gonorol do ~~-oqu!vclnncio nn tonto quo lo 
asociado en ( 5. 152) os Nootl10riano. 

Csto tipo de simetrlos dol ospacio tie~en lo propiedad do sor MC y CCE de donde 
tonemos quo on virtud do lo domostrodo on (3) y (7) so cumple quo K~p 
definido en (5.147) os un MES osi como tombion ol definido on (5.145). Por otro 
lodo (5.146) y (5.148) son SLV. Do estos dos simetrías, lo obtenido a partir 
do (5.1116) os on gonorol do s-oquivoloncio on lcrnto qu" lo asociada on (5.1'18} 
es Noothoriona. 

En este coso tonemos que (5.149) y (5.145) son ~~S y qua ((5.146) y (5. 150) son 
SLV. La primora do est.us ~1tBut.1~fus vr> (!O ::,. ctp.~iv~:!.uncio y la sc·~undn 
Noothor1ono. / 
La domosLrocion do ooto ~o sigue dircctomonlo do lo demostrado on (5) y (7) y 
do lo cond1ci6n do &1motrlo Noathortono (5.105). 

En tabla V -~) t'UtiLllHlmo~ la u~,tgnaciÓn que hcmo~: hect10 ríe uno o vor1os MES o 

simotrÍos del eGpacio. 
Obsf;r·vomos quo los tensores K~(I quo hornos construiclo 

1
0 pClrtlr t.lo los simort{as 

del espacio son solucionos particulares do la ocuaclon (5.9íl). / , 
Dobido o osto, uno forma oquivolonto clo o:.t.ntiJocor la 1·olacion .Y conoxion 
antro simotr{os del ospoc1o y Ml:S os port.1on<Jo do lo ocuociÓn (5.90) y buscando 
~OlUCiO:":O:; f)Cr'tiC'..!lQr"'-)'3 ('! rii rtln Ar.une' r~n. 
El tipo do soluc1bn mos sencillo os: 

donde j"' es un vector. 
Soluciones porticuloros do (5.90) do esto tipo son: 

/.!.r1.p:~ =. 0,~1 ~¡;{~ 0j ( / = 

2313 C(Ja1+ df~ ce¡;\-¡- Jcl<l' 

lfí o'¡-= o 
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(5.156) 
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CP 

CCON 
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TABLA V-5 

MES ASOCIADO 

k.,c~ 3 (olj ~) --

/<~ ¡( ~ = ~ ( .¿ i ~) 

K-<0= 3 e~;~> - n11 ~.1.p 
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li"!! 

/( '(1: '1 ·;t :::..: o 
¡,{ r' J ) ., (5. 15!') 

I 
La solucion (5.154) implica quo (J'u. sotisfoco (5.15) y por· lo tonto quo os un 
movimiento. 
La solución (5.155) implica quo Jµ cumplo {5.38) y por lo tonto qua os uno 
CA. 
Lo soluciÓn (5.156) llovo. dobido o (5.GG) o quo j·" os uno CCONE. 
Por ~tro lado (5.157) on virtud do (5.53} y (5. 72) implico quo J'"' 05 uno CPE. 
Por ultimo, (5.1~6) conóuco o quo 3"' os uno CCE. 
El tipo do solucion qua sigue on cornplujidod o {S.153) os: 

n (: IN ( 5. 159) 

I 

funcion escolar. 
Los solucionas porticularos do (5.90) de cstn tipo son: 

(/-:.1 1f! = (j k1p-= o (5.160) 

fi=I I 1'= 0 J<~p; ;rt =o 
(5.161) 

f} -:: ).. 
) "f= <f ,¿ /(i<f;~ = ~~31 o/; o! i- J;<t lf~~ 

(5.162) 

I 
Notemos que (5.162) os efoct1vomonto uno »oluc16n cfn 
quo su s1motr1zaciÓn da cero. 

la ocuacion do los MES yo 

/ I • 

Lo solucion (5.61) lleva a lo concluo;ion do que j ......_ os uno CCON on virtud de 
(5. 58). 
Por J1t1mo, (5.162) implica quu: 

de dando: 

y de ( 5. 53) concluimos quo ~,u os una Ci'. 
Con lo anterior hemos domos trado como los simetrías do,l espacio surgon de 
manera natural como solucionas particulares do lo ccuocion (5.90). Lo tablaV -6 
que o continuoc1dn mostramos ro~;umo üsta 1nfonnoc1C:n. 
Debemos tener presento no obstante que la ecuació'n (5.9íl) admito mas solucionas 
que la ontorlormonto discutidas lo cual obre mas posibilidades por,o lo 
construcción de simetrías y constantes do movim.ionto paro la ocuacion do 
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TAllLA V-6 

TIPO DE SOLUCION SOLUCION PARTICULAR NOMORE 

k">tr= S Ce<;~) kot.~;t-;f" -=O COLINEACION DE CURVATURA 
ESPECIAL 

l<o1~= 5ri<;~)-- úJ.<p J< ·ip =o ¡ 
MOVIMIENTO CONFORME 

--- -· --
l<o<0 = Jrc<;~J - o~ o<p lZ><~; r=-0 COLINEACION CONFORME 

1 ;¿ k-<~:~=~P~' c¡iJ (}, + i 
l +ff,~o' ~ip - ,~J"f3-JJ!~ __ j __________ ~ 

COLINEACION PROYECTIVA 
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geodoslcas. 
Nos hornos rostr1ngldo o osto tipo do :;oluciono'.> doblrla o qu

1
o provionon do 

s1motrías dol o:;pac1o ospoc{ ficos poro nn qonorol poro u11u '"ºLrica cJadCJ uno 
podr{o intuntar rosolvor lo ocuac16n (5.90) sin proponer nocasoriomanto 
soluc1onos part1cu laro:; dol tipo ciado ontorionnonto. 

/ 
Tonamos ontoncos dos maneras oquivolontos do ostablocor lo rolacion 
entro s1matrías del espacio y MES. Por un lado a codo simotrla dol espacio 
lo podernos asociar un ton sor K"~ que son solució'n do ( 5. 9(1). 
Por otro lodo podamos llagar a los Gimotr{os del espacio modionto solucionas 
particulares do lo ocuociln do los MES. Esto ~lLimo comino os importante debido 
o quo como yo hemos mencionodo po(1omo~; hu~)car soluciono~ particuloro..:.; c.list;nlos 
o los encontrados antor1ormonte y osi obtonor ~uovos tipos do simetrías del 
ocpocio que tal vez tongon in tEwprot.ocioncs <1oomotrico:; sane i llas. 

6. -CONSTANTES DE MOVIMIENTO ASOCIADAS fl_~ME;_IBg.,LQ_EL ESJ:_A_Q_gl. -

Habiendo ostobloc1tlo lo conm<iÓn entre '.iin10tdo!; <lol espacio y MES posoromos 
ahora al importante punto do la<\;,ignoció'n do los constantes. 
Sog~n comentamos antor1ormonto no i1oy uno rnonoro natural y sistornÓtlco do 
asocio~ constantes 0

1 
simotrios dol ospacio yo quo on gonoral astas no son 

s1motrios do lo ocuocion dn gRodnstcas. 
Sin embargo, homo~ visto cumo podcmo:; cun~lr-uir tensores K "/) soluciones 
particulares do lo ocuaciÓn do los MES a partir do los simctrfos dol ospocio, 
esto 1nformaci~n osto ronumida nn lo l~blo 5-G. 
Por otro lodo, on lo tabla 5-4 so oncuontron todos los constantes asociados a 
un MES. 
Usorornos la inforrnaci6n contenida on ombas tablas para asocia a coda sirnotrlo 
del espacio una o varios constantes do movimiento. 

(1) Movimiontos [M].-

I I 
Si tenemos un M podamos construir uno solucion particular do la ocuacion do los 
MES del tipo (5.153) con (5.154) . 
Consultando la tabla 4 tenemos que lo unico constonto qua podernos asociar os: 

Q (5. 163) 

que es precisamente la constante (C1) do lo tabla 5-3a. 
Recordamos que asta constante fuo tambion obtenida en al capitulo t; 

considerando a j_..~ directornonta como urn1 simetría do las geodesicas. 
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(2) Col1noacionos at_!_r¡_t)_S [C/I]. -

I I 
A partir dol solucion particular do lo ncuoclon do los M[S qua oparoco on la 
tabla 5-6 podamos consultando lo tablo do 5-4 asociar o uno CA los slgulontos 
constontos: 

( 5. 1G11) 

(5.165) 

que coinciden con (C5) y (C4) rospoctivomonlo de la tablo 5-3a. 
Obsorvomos que estos constontos,odamas de otros ,fuoron obtenidas en ol 
capítulo anterior tonsidorondo a los CA como simotrfos no-Noolhorionas do la 
ocuac16n do goodos1cos. 

El MES asociado o un MC os tal quo todas sus constantos son igual a coro. 
Lo 6nico que podemos hocor on osto caso os recordar que on un espacio soudo
Riomann tono dol tipo usado on Holot tv 1 do<J Gorlt!nil, uti tu:; Vons forrnoc1onos son 
simetrías do los goodosicos nulos y por lo tonto: 

.s,!J- ~ (5.166) 

os una constante para dicho tipo do goodosicas. Esta constante os precisamonto 
(C7) de lo tablo V-3R 

Como son casos particulares do los MCON se tiune poro goodc:>icas nulos la 
constante (5.166) quo es la constante C3. 
Por otro lado para cualquier tipo do good¿sica tonemos los constantes: 

(5.167) 

(5.168) 

que son las constantes (C2) y (C14) do la tabla 5-3. , 
Observorros quo (5.167) es simplemonto uno constanto numorica multiplicada por 
la masa. 
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Do ocuordo con los tablas V-6 y V-4 tonamos asociado o los CP lo constonto: 

que os lo constante (C5) do lo tablo V-3o. 

(6) Colinoacibn Confo~!!!.0 (CCON].-

En asto coso tonamos asociado lo constonto: 

que coincido con (ed). 

I 

( 7) Col inoacio!]¿l~'!vaturo ospoc 1".1_1 [CCE]. -

A par~ir de una sirnotr{o du esto tipo podemos formar uno 
ecuacion do los MES dnl tipo: 

f 
y corno on gonoral sucadora qua: 

j I (" 

i<c!~ = S U¡fol 

11 -1- o r-.up :11') -¡-

(5-169) 

(5-170) 

I 
solucion de la 

podremos asociar varios co11stanto~ do moviminnto. Es de hoct10 or1 u~La Llpo do 
simetrías en on al que ol formol 1 (;mo e.Ju lu:, Loqningiano~ oqu i volnntos conduce a 
nuevos constantes do mavimionlo: 

( 5. 171) 

(5.172) 

Poro escribir al resto do los constontos ,observamos quo, de acuerdo con 
(5.1"1): 

(5.174) 
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do donde: 

l< <' scp P'{Pj1p,,..<p1 M, = 3 Jri<¡~;(t)) /~Jj) 1 (5.175) 

/1; Jí- 35 51&<:~¡r.1) grP;,...,Jíl ??aif/Af.;- 3§(c1¡~:ri s'\u)f'ffffP. 
(5. 176) 

El tooromo do los trazos conduco o las constantes: 

- ~ ~/ > p .l ) ¡l. p /' f /, ( 5. 1 77) J /¿ = 6) (rl.· '1•1)) ((!J,· 'jJ) • •. J(/j ,· ',,i)!) ¡· .... ~ 
( 1 '/ 1 1 1 /J.!.¡ ~· 

pOr'O k • 1 tonamos: • 

(5 .178) 

recordando que: 

(5. 179) 

V definiendo: 

(5. 180) 

tonemos quo: 

(5. 181) 

para k·2 tenernos: 

> ~/ s el.. f.!"• f /1.z 
) fd,: ,:µ,) ) ((3,; )';JJ) 

¡ I '/ ( 5 . 1 02) 

quo podemos dosarrollor como: 

I;, =:: ;.13 i h ">-i¡• h>- r;¡~ + 2h .;!";:>- f h-l¡i.z;). -1- l0z >-;.? -

- 2 f)). v 0 ;¿ 7} fA p~íl 

(5.¡83) 
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Los const.onto:; (5.171) ,('.i.112) y ('>.17.1) <:oinc!d"n "º" (C-Hl). (C>23) y (C-22) 
rospoctivarnonle. 
Sin emborgo, CJl rosto do los constontos (5.175). (5.1'/G) y (':i.1'17) no aparocon 
en (K-L 1981) y seg~n croemos son en gnnnrol nuevas conslontus do movlmimionto 
asociadas a CCE. 
Debemos darnos cuenta sin embargo quo no hornos obtenido lo constanlo (C-11). El 
teorema do los trozos poro k•l llevo o lo constonto: 

-l- ? 1 p ¡J( 
Á, !];¡1.. 

esto es hemos obtenido lo constonto (C-11) sumada o lo nuova constante: 

(5. 1811) 

Consul tondo la tablo V· 6 ob:;urvorno~; quo o partir tlH urio CCONE podomos formar 
una solucio'n do lo ocuac1¿n do los MES qun nos do los sigulontos constantos do 
movimiento : 

(5. 185) 

( 5. 186) 

a (5.187) 

estas constantes coincidan con (C-9) ,(salvo por ol factor constante m), (C-21) 
y (C-21) rospectivamento. 
Poro encontrar el rosto da las constantes conviena calcular primero 

JJ~~ = o Kr if3;,r'i? 1l'1-= 3 ~tdf 6,ll',) Pll1 (5. 188) 

definiondo: !f i1.p (6)r pt)Jdl + .Z Pe ... 0,~i 

rnV<=;J-0 fr1.pp (5. 189) 
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tenomos 1 ubando la tablo V-4 la~ ~1at1!~r1tAs constontos: 

tv1 ~ r 
111 = m 

( 5. 190) 

A continuoci~n escribiremos oxpl{citomonto estos constantes para ver si estan 
rolacionodas trivialmente o no con la constantes ontoriormonto encontrados: 

(5.192) 

esta constante oc sirnplon10nto el cuadraclo do (C-9) multiplicado par lo 
constante 3m. 
Poro M•2 tonemos que: 

( 5. 19:5) 

y por lo tonto tonemos asociada una constantn(n•evml: 

( 5. 194) 

El teorema do los trozas, conduce a los constantes: 

(5.195) 

poro k•1 tenemos: 

definiendo: 

(5.19G) 

1 
que es una constante numerico, tenemos que: 

148 



(5.197) 

I 
la cual es un mult1plo do (C-9). 
Para k•2 tenemos: 

(S. / SB) 

da donde: 

1;.. = ;. (Jfil); = ft+n) {&Ji ?j1) 2
t ..z(6)tZ/) m (5.199) 

(Jj3 J ").-= (6,¡-'rµJ 3 Y;;(>-+ srn tZ1,µf,,.,J z;,p¡ 0,,\ -1-paro k•3: 

+ 5 t61J-' G/Á)r&,JP¡)) fdl,\ + { l{[i,;-'f""f+ {Z,1J6,'')m ~X 
(5.2110) 

X { f,\ 6,.-1. + P t< [;,,, } 

do donde: 

), (61v ¡ 1/ J +)(}fil((,,-.>¡ "J( 60' 6/!) + ;_ r l (6,-? f~) ¿ +-
(5.2'11) 

+ m (01-? 6, .;) ] (6,; r") 
I 

por ultimo, poro k~4 so tiono: 

( Jj 't ) "' ~ = (&,.., f "') 1/ J d 'ó' + m [ti { z,_,? "fl+ e 61) 6/) rn f 6," (;) 1 

-t- { /7 tg,; P") 2-+ f6!1"' Z/') rn f {6¡µ &/,¡) F~ P1 + { 15 C6,v f 1J 3 +-

-r ~m (°G); 6/)(0'1-'"f'"') + (6,.;i ú/)rn f Í 0"' fa1 + P« 6/ f 

I ;.¡ ::: f30 + n) { z,.., ?7)1 + 16 rz,; p-:JJ i m ( 61/-' 6/") + 

+ J m;. (6,.; 6/) ~ + ;m rz,,l 6/) rz,¡J f,,..,) 

(5. 202.) 

Observando qua 7:.,; (,,.; os s{mplomento .una constante numo' rica es inmediato 
mostrar qua 11, 12, 13, 14 ostan trivialmente relacionadas con (5.185) y por lo 

149 



tonto con ( 09). 

9. - Movimientos conformos osp_()_0_E_l_o_s_[MCC]. -

Para esto tipo de transformaciones tonemos adornas do lo constante (5.166) poro 
geodÜs1cos nulos, las constanteu: 

mu 
g ¡/ Pc1 - smü' + .fL;. m V:¡J. P C( 

c2r 

(5.203) 

(5.204) 

(5.2115) 

que son precisamente los constantes (C-13), (C-19) y (c-18) rospoctivamonte. 
En este caso ol ton sor lj ,1 p rosul to sor: 

(5.206) 

de donde tenemos los sigulontos costantos: 

(5.2C7) 

(5.208) 

de (5.206) tonemos quo: 

(5.209) 

de dando: 

(5.210) 

( 5. 211) 

f.stos dos constantes astan como acabamos do ver trivialmente relacionadas con 
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las oncontrodtHi onl.v1-lvi-r11.0n~c y p')r 1.0 tonto no conducon a ro~:;ultodo~ nuovos. 
A contlnuac1Ón aplic\"'"";os ol tooror.q dn Jn:> trazas. Como 1':f-11\ on (:>.2c'tí) us 

1 J '' onulogo o r;,;.Jf on (5.1BB) tono111os que dolJicJo o lo calculaoo u11L•J1'1ormonto: 

k 
(5. 212) 

sustituyendo i por ( on loo oxpros1ones calculodas para las CCONE tonemos 
diroctamonto ::,1 valor do los constantos: 11, 12, 13, l'• las cuolos oston 
triv1olmonto rolacionodos con (C-3) y por lo tonto no conducen o nuevos 
resultados. 

En este caso, adornas do la constante (5.169) tonemos las constantes: 

(5.213) 

(5 .214) 

(5.215) 

estas constantes coinciden con (C-6) ,(C-17) y (C-16) rospoctivomonto. 
· Por otro lodo el tensor !j el(' o:; on o~; to cuso: 

11t = J(<fi~1 pt) Jc!.ft + 17Cft)d. P¡3) (5.216) 

observemos que paro el MES asociado a las [CPE) so tiene: 

do donde: 

(5.218) 

esto constante esta triv1almento relacionada can las anteriores y por lo tanta 
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no os un re~ult.odo n11ovo. 

A contlnuac16n colculornmos la constante M2•: 

dA~~e: ¡¿ oll' ff r/) =.: ,2 r ,<(e¡;~ PJ1
) Írp;¡iJ pf f}-' + 5ri<,¡u) lfi" fJ-< (f) f 

/1;>f-= ;¡(l{;~¡~)/'1;z+ {3t%,.frJ2.~ mflf;lf¡f)]m5 

da dando concluimos quo asociada a uno CPE tonamos la constonto nuovo: 

(5.220) 

1 
Por ultimo, ol tooromo do los trozos afirmo quo: 

11< = 1lr3 f {éfib'1plf)9J,d i-.2 (ft1r( f;3J f 1~ 
( , (5.221) 

cambiando G por lf' y multiplicando por dos podamos calcular los constantes 
I k usando los resultados obtonidos poro los CCONE. Hociondo oGto os lnmodiato 
porcatarso do qua astas constantes oston trivialmonto rolac1onodas con (C-6). 

/ I 
En la tabla quo a continuocion mostramos ro:wmimot> la in fon11ucion sobro las 
constantos asociados a simotrfas do ospacl9. 

I 
A la dorochu do algunos costontos oporoco la indicacl.ün _ (C-:l), os to indica 
que la constante corrospondionto os igual o oquivolonto o la constante (C-i) do 
la tablo 12'-3. 
Lo constan ton nuovas o::;tan denotados con el oÍm\Jolo ( $ ) . 

-e 
Debamos obso~var que las constantos asociado~ a un MES quo oparecon on

1
la tabla Y·• 

no son todas la&~ue so puodon formar. Sogun lo indicado on la soccion 5 dol 
cop!tulo dos, si f os una simetría y C os uno constanto, ontonces: 

constanto. 

debido a esto, o coda una do las conslontos do lo tablo 9.q podamos 
otra constante tomando lo derivado do Lle a lo largo do la simetría 
por ol MES corrospondiento. 

asociarle 
producida 

Asimismo, podemos obtener mas constantes de movimiento aplicando el m~todo 
recursivo que nos permitió obtener las conntanten (4.159). 

152 



F!P'?!!IE- gtwa= 

Ti\BLA V-1 

Q ( Cr) 

- (e~) 

/') - ~ p C( - C. ,,../ Ú j") 11. t) (J 
LX> - .S .t ..; Uo .J o1p I Í · (e r 'f) 

M - ,-' (/ ?"1°1'.'. / 'J? - \)o /o/A I" 
"- V ¡-

(C ¿) 

1 

1 
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lABLA V-~ 

CONSTANTES OE MOVIMIENTO ASOCIADAS A S},~1_E_'._fl1.,\S DE\:_ESPACIQ_ 

M, = h~0:~' pe< p~ p ;r {ero) 

M - J po1p11 -1- e, i oc1p11? Y' = cc~l) 11J. -- 11.p 1- <J n«.0: :r 1 'r - /_.;) 

r.. s p r;I. \ f "'PP l <-i:l.·1 ' P"'Pº o~ (e ) li-== je~ - 5 0l.(3 -- ·· í,z /7r(p.;a1 • 'I = 2J. 

M '*- } J f3 (.) "f·rl'V'p·,; ( ) 1 - 3 1flip;,r J )1/1 ;-,' t / . Í 

M 41 h . } (3 fo< 0~1 IJ) p..) ) ) h ~. Pf/ir1f1"' 
llt == 3 S to1p; ti) ) ¡J; l 1 f ¡ -- ,.,1 7 (rx.~; d') jJ. I ! (:J:) 

(:¡:) 

. M, = rn 6 i c1. P e< = e e 1) 

/'1;i, =- 5rr¡ 7:;¡" Po( - frc1;~> f'P~ (C.zl} 

(-$) Constantes do movimiento nuevos. 
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TABL/I V- j 

&= ~ ii Pe< ~ 5 h~~ p~ pP + -~! m ""6;?\ Pe< = (Uo) 
¿ 

)Jd~ = Ce, i 1 r~) Jd~ + .z 1~~ ü, ~) 

¡!' 'I ?"1·º· f.l m. = !'J¡{p r 

f11 * = m * 6d f .; (cq J 

f'1 z ./< == 5 m )f 61 ~ pv - J:f-1p h ~_,. f f f''"' 

/'/¡ = J1c1p fe!. I {bd P·I1) f P - rn 0> f ~ c:t:) 
I ' • 

I p.= i>Z /r3 t (b) ~ ?~1 ) ~<K(J. + ;, /1r{ 0)pJ J fe =(ce¡) 

/!.: /, .. ) n 

/'1, = m o; r1- P « (C./3) 

/1;,, == .sm O:o1 ?«.-mu 

(p)Constantos do movimiento nuevas. 
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TAíllA '/- f 

f1QYJJ1l~N..~$_Q_QNJ:.O.fil1!:.SJ..S.P...E.c..:AlE.S ¡ . 
4(0 ==- {rJ:d, r~J8J.p -1- el.. ?(,,_ rf:f' 1 

N ~- f,.... P"' - (c1~l- ¡11 f _ 14 r:. p;J mfó 11 1 _ m u;¡¡< = - --= 1; ___ srn ,~11 , 

;.__ ______ )_~_=_f_r3 !!.J' ~ ~ (c3) \ 

----------~ 

( C&) 

/'1i = :;,m { tf,? ?;) s - h,1.f P "?P :. ___ {e 11) 

2 = §,,,P°'-5/J«,rJ P?0+ms.z Cf.:<f "~ - tc1tJ 
t 

4~ =)., N;~P 7) 9c1.p + 1 Cfc, e( ?p; 

11/- ti { 4~ 't4 p~¡ m + rr;;. { cr; t P :~; _: (cr..J 

M,/r-= 5mt C(;1 r - Jii1p h r1;« ff-' f.-u 

Ni ~ [ 2i (tf; 1 pt)-<- + m ( cf,p lf, e· )7 s - ;,hr<p Pe{ Cf., ~ et.) 

I¡;_ = ,2,f(J f (~J? 7)9o1p -;¿ lf&d lpJ f fe - {et) 

k: t, . . , n 

($) Constontos de rnovimionto nuevos. 
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En el presente trabajo hemoa hecho una aplicaciéin de la teoria de los 

Lagrangianos o-equivalentea al estudio de sim~tr{as de la ec~aci6n de 

' I 
geodeaicas en un espacio de R.iemann. 

En la primera parte {capituloo 2y 3) ne cxpl~c¿ en detRlle la tc~ria de los 

Lagrangianoo s-cquivalentco en primero y oe~undo orden. 

Mas adelante dimoo la formulación Lae::rangi:tna C'~c p~lf!1t~r orden <le l¿~ ecuación c!c 

lan geodde j, can y efl~udi;rn1oa las simetrías puntuales esto eo lao 

tranoformacioneo infin:!.tcsimalen del Cfjp~.1cio d.(~ configuracion a_ue mapean 

geod~oicao en geodésica.o. Obncrv;ur;ou corno eut;i,u transforrr:~cionen pueden Ol.)r de 

dos tipoo: lao Noetherianns denominadas movimient~s o iSO'.netrÍao y !a~ i10-

Noetheriana.u lJ.amadau colineaoion('a n:'inen. Aµl.!.c~uulu :i.oti i'L:Ll'..!~i,::;.do.:J C.c '.'..en 

capiutulos anteriores arJociamou a ca,dn. una de eGtao trar.Gform1~cioneo constantes 

de movimiento.En la tabla IV-1 se encuentra reuumida esta inforrnacion. lao 

colineaciones afineu rcspectivmnente; ?2 y P5 son constantes que dependen 

explicitamente de s y que fueron obtenida"' por Katzin y I,evine en (K-L 

1981) .por otro lado P6 y P'I oon conutantes que se cncuen"1'"n d. partir del hecho 

que las colineacioncs afines son transformaciones de e-equivalencia.estas 

constantes fueron obtenidas por l!ojman et al en {H-P-H+ 1986) quienes 

encontraron ademas el resto de las constanteo conocidas asociadas a 

colineacioens afines. 

Ademas de las transformaciones puntuales discut~das anteriormente existen scg~n 

hemos mencionado un conjunto de transformaciones que dejan invariar.tes 

determinadas propiedades 
I 

geometricas del espacio de Riemann pero no 

necesariamente las 
I 

gcodesicas. Este tipo de transformaciones,que hemos 

denominado simetrías del espacio,han sido estudiadas por varioo autores,en 
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particular por Katzin y Levine en (K-L 1969),(K-L 198') y por Yano en (Y 

1957).Haota donde sabemos, cote tipo de -:ranf1formaciones no babia sido 

relacionado con laa oimetr{aa de lag gco~~sicas aur1 cuando existe un conjunto 

de constantes de movimiento de lan ccuacioneo de ceod~nicas asociadas a este 

reaultado que afirma que n cad;\ una de e~taa s1~e~r!au del c~pacio podemos 

asociarle un?\ (o doa) r:ilmetr-f.G(r,) <.~e la t!cuacl(n t«· µ:codésican que puede ser en 

general tlocthcriana o de u-cquivalc11cia.EDto Cf• importante ya que !a auociacion 

de constantco de movimiento a ui:nc::~Í2\s so~o Be JH.a.·de hacer de mnncra 

sistcm~tica oJ. ' oon de la ccuacio:1 de ~ioviniento. 

El haber rcl::i..c1onilC.o lao nir11e-t.;r{aH (~el Pnpacto con lan ~:!.mctrían de laa 

eeod~sic~a per~mitn ~?licftr loa rn¿~odos ele l~t tcori~ de los Lagrangianoo o-

equivalentes para deducir cono:anteo de mov!micnto.En la tabla V-7 se 

encuentran algunatJ de eotao conotanteo.Co:-np~rando L1n ta1Jlas V-3;i,V-3b y V-7 

obaervamoo que no oolo hernoG podido obtener la~J conGtantcs de movimiento 

conocidas sino que tambit:n 1.,.;n ocauivtH::tJ hen10u er:.contrat.!o :-::..:.c•:2..s conc .. ;an"*;es de 

movimiento. 

Ectac nucv::i..~ cona"t¡:t_,n1:c~ est~n !"'.arr:-~c\~q f~n 1a ti1.'bla \'-7 con el simbolo ( $ ). 

La idea que hemos unado para relacionar lao aimetr.foa del espacio con las 

simetrías de lao geodésicas esta eotrecharnente relacionada con los mapeadoreo 

de simetrías. Según comentamos en el capitulo doa, la clave para resolver 

algunos problemas no-linales reside en encontrar un operador que rnapee 

cimctr!ao del prob!cma en cuesti~n en simctr!ae del miomo problema. En el 

preeente trabajo hemos investigado un poco en que medid;1 los mapcos de 

simetriao pueden ser de utilidad en la rr.uoluciÓn de problemas de ecuaciones de 

oegundo orden or·dinarias. Las conclusiones a las que llegamoo a eote respecto 

son las siguientes: cuando se tienen dos Lagrangianos s-equ~valentes se puede 
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formar un mapeador de simetr{as a partir de ous l?.s formas 
1 

simplecticas 

correspondientes (este rcou:tado cu el an~logo para eie~emns de ecuaciones 

ordinarias del resultado conocido para ecuaciones parciales (0-'986)). Por otro 

lado el eotudio de mapeadoreo eopcc1;1les de oimetrfa en movimiento gcod~uico 

conduce a la ccuaci¿n difcrenc!a! que debe oatiofacer un tensor de tipo (1 ,1) 

para que al oer avlicado al vcc"tor velocidad de la ' gcodeoica nos de una 

dos conoecuenciao importantes: 

La primera ca que algunaa Do~uciones particulares de dicha CC'.laciÓn permiten 

obtener lao eimctrlau del enpacio dincutictau an~eriormente. Por otro lado eota 

ecuacidn es una generalizaci¿n d~ la ecuaci¿n de los Lenso!·cs de Killlg lo que 

nos !)ermite da1~ una ih t·~rpr.:: :..aci(in 

el vector tangente a la gcod~oica ur1 una oimcti·!a Noetheriana no pt1ntunl de la 

ecuación de movimiento. Independientemente de cotan dos conexioneo uno podda 

i11tc'1~;:r r c.:;c! .. :e:- ! 2.. ~":'.!2.~~0!" ('.' Q[\\ !":"lrH nn~ rnPt.rira rl.1.rl<\ 'I asi usando la 

tabla V-4 auoc iar conotante~J de r:-iov!.mi en to " lan geodc-sicas. Como en el caso 

de las tranoformacioneu de aimetría puntualelj verr.or;; en la. tab:!.a V-7 que la~ 

cons'tanteo aaociadas a 01metrÍas Ue s-equiva~t:l!'..;id. tiOH 110 trivi~~c:: en e! 

' sentido de que no se obtienen "directamente" de la ecuacion de simetria (5.90). 

Asimismo, debemon tener presente que lae conntanteo de,la tabla V-7 no son 

todas las constanteo que en principio uno podrla asociar a un ~SS. Podemos por 

ejemplo obtener otrao constantes a partir de lao conocidas tomando la derivada 

de Lie de e'stao a lo largo de las airnetr{a obtenidc. con el :·!ES. 

Por ~ltimo quisier~nos mencionar que se podr!a inten:ar encontrar otras 

soluciones particulareo que nos llevaran a s!metr!ns del espacio como las 

colineaciones de curvatura (no especiales), lc.s colineaciones de Ricci, etc,que 

no tienen asociadas hasta donde sabemoa constantes de movimiento. 
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