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I.3UNARTIO

El propédsito del presénte trabajo es triple.En primer lugar ,
presentar el problema de la multicolinealidad como una 'enfer
medad estadistica' que acontece muy frecuentemente en el and-
lisis de regresién y en particular en econometria, asi como ~-
sug 14s obvias e inmediatzs consecuenciss en laz estimacién pa~
ranétrica, inferencia estadistica, especificacién funcional y

prediccidén en modelos econométricos wniecuacionales,

En segundo lugar, y bajo este mismo contexto, describir y dis~
ecutir las téenicas y métodos mds conocidos de deteccibn y diag~
néstico para percatarse de su presencia y medir su grado de in

tensidad,

Bn tercer y dltimo lugar, preszentar y discutir una lista de --
las téenicas disponibles y mds ampliemente utilizadas hoy en

dfa para atacurla,

Conviens destzcar, para finalizar, que no es la pretensién de
este trabajo adentrurse en la demostracién o justificacién ma-
temdtica rigurosa de cadﬁ una de las técnicas y métodos descri-
tos en el mismo - que a 1o suwmno se bosguejan 0 se menciona la
referencia correspondiente para el lecfor interesado - sino
fundamntalmente, buscar su aplicacidén para entender, reconocer
y corregir la multicolinealidad, utilizando para ello casos —-
concretos y ejemplos ilustrxtivos tomados de la ecogpmia Y -
ciencias sociales, bdsicanente, para asi couprender mejor su
naturaleza, céno se manifiesta y afecta a un modelo de resre~—

sién o economitrico (uniccuacional) y la wmanera de resolverla

en la prdctica,




2.

11, EL PROBLEGMA DE LA MULTICOLINEALIDAD EN EI, ANALISIS DE --
REGRESION,

2.1 INTRODUCCION.

La interpretacién del modelo de regresién depende implicita-

mente del supuesto de que las variables exnlicativas no estén
fuertemente interrelacionadas entre sf, Es comin interpretar.
a un coeficiente de regresidn como la medida del cumbio de la
variable-respuesta cuando la variable explicativa correspon--—
diente se increment= en una unidad y toduas las demds oermané—
cen constantes, Sin emburgo, esta interpretacidn { como efec-
to marginal del coeficiente referido sobre la variable deven-
diente) puede no ser vdlida cuando existe una Muaerte relacidn

lineal entire las variables explicativas del modelo,

Aunque tedrica:ente es siempre posible incrementar el valor

de una varicble exnlicative y wmantener a lus otras constantes
en un modelo de regresidn, en la nrdctiva, ouede no existir
inform%cién sobre el resultado de dicha manipulacidén en los
datos nara estimacidn., Bs mds, nuede incluse ser imposible —-
hacer variar a wuna variable explicativa y mantener a las otras
constantes en el nroceso bajo estudio, Cuando se presenta un
nivel velirroso de multicolinealidad, la interpretacidn sim-
ple del coeficiente de regresién como un “efecto marginal™,alu

dido anterioraente, se pierde. .
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Cuande existe wusenciu completn de relacidn linenl onbre log ——
variablez exnlicativaz, se dice oun dstas con "ortogonalec”, En
la mayoria de las uplicaciones en econcmetria y 1as ciencing we
sociales, lue variables explicativan no son ortogonules, Mormale
mente, lo faltu de ortogonulidid no ex un gran obstdeule para
efectuur el andlisis,Enperc, en wlpunes circunsiane cing, lag -
variables exnlicotivas cutdn  tan Murrtenenic ntorrclacionndas
que los resultocdos de lu regresidn resulten anbisucs,T{niotm——
mente Ic que sucede en dichos cugos, es gu2 rezulls imposille
stiner lon efectons Veaisladec 'nn varicbles indivieuslles en ¢l
woiclo de reeresidng Joo vileres estirsdos de los encficisnies
son ruy sgensibles @ comblow veguslos en 1cs dulee v o2 la a@ie-
cibn o elinirzeidn de veriubles en la cecuncidn y 1los coe ficiene

tes de regresidn posecen voriasncizs grondes cue cfectan tante

la inferencis come ¢l nrendstice, borados en o) uodele en ono

tidén.

La condicidn de no-ortogoneiidid severa se conoce en lo lite—-
retura téerica como provlemu de “datos colineulac®, “eolinenli-
dad" , "intereerexidn® o "nuiticolineznlidod®,Usilizoremes con e
més frocuencia osta Gltise maera de nombror o ects problenn, —--
por ser la odg conoeida, L oaulticolinealidad pueds ser exbree-
madarente dificil de detcetzor.No g trate de un error de ¢ivu
cificacidn gue pucde descubrirse féci méntc explorands
dusles de la reerecidn.De hecho, como veremos deszpudés,este pYowm—
blema no es un error de modelaje, auncue puede durze, clarc estd.

Sino fundamentaluente, es una condicidn de deficienciws en los da-

tosg.
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De cualguier manera, es importante conocer cuando se presenta
Yy estar prevenidos de sus nosibles consecuencias, De whi 1la re-
comendacién y advertencia al investigudor para que sea extrema-
dawente precavido al formuler conclusicnes sustantivas basades
en un modelo de regresién o economéirico en nresencia de multi-

colinezlidad,

A pesar de ser un problema aie jo l/ ¥y de la incuestionable im-
portancia de la multicolineulidad como unn " enfermedad este—
distica" en el andlizis de rezresidn y mds concretamente en el ‘
proceso de formulacidn de modelos econométricos - dada su fre-
cuencia y efectos nocivos - no existe en nuestro medio, litera
tura en nuestro idioma sobre este tema, ni mucho menos accesi-

ble para la mayoria de los no-esnecializados en este campo,na-

re enfrentarla y resolverla,

El fin dltimo de este trabajo, es por consiguicnte,coadyuvar
modestamente a llenur este enorme vacio poniendo en manos del
investigador interesado, sobre todo del no-exnerto en la mate-
ria, y particularmente al del cumno de lus ciencias sociales,
econdmicas y administrativas, un instrusento de consulta -com_

pendiado y accesible~ diselado de tal forma de proporcionuarle

1/ Ragnar Frisch fue uno de los »riueros en analizur el proble-
ma de la multicolinealidad desde 1334, observando gque muchas
series de tiemno o cronoldgicas, sujetas como estdn a un --
conjunto comin de fluctuaciines econdmicus, se movian juntas
a través del taiempo , y por consiguiente, resultaban altam-

te colineales, .

Véase, Frisch,R. Statistical Confluence Analysis by ileans of
Complete Resression Systews.0slo Norways University Economics
Institute, 1334,
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los elementos de juicio suficientes para éomprendcr, mane jur
y encarar con éxito este prcblema tan comin y frecuente en el
curso de toda formulacidn, andlisis o validucidn de un modelo
de regresidén o econométrico, derivado o como parte integral
de su quehacer de invectigacibn rutinaria dentro del camoo del

andlisis de regresidn o econométrico.
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2.2 DEFINICION DEL PROBLENA EN EL CONTEXTO DEL MODELO LINEAL
GENERAL,

Antes de comenzar formalmente con nuestra discusidén sobre el
problema de la multicolinealidad y las técnicas existentes
para atacarla, trataremos nrimeramente de definir el proble~

ma,

Sabemos gue el modelo generul de regresidn miltiple, también
n . . N .
1lamado modelo general de regresién lineal , o sencillamente,

“modelo lineal generul',' se puede escribir,en forma escalar,comos
Yoo Pos po¥cs PaXac a4 PuXad +U¢ (1)
donde: 1= 1,2,3,.0.40n
0 altermnativasente,como un sistema lineals
Yi= Bot+Bi Xu+BaXery - 4 PL’. e AU,

Y. = PetPr™e 4 Ba¥eyy .. r ﬁr_Xx,z 4 Ue
Yoz ot Pi Y3 4 Prxaz ..t Pr Y3z 4 U3 (2)

. . . . - .

Yn= Bo+ BiXin 4 Bo¥en 4 - .. ’(r)f)(k,n + Un
0 también, en términos mutriciales?

= Xp+W
Y P (3)
donde las matrices Y,X, y U se definen como?
f‘\’, A ’—l Y X Xg;....}(g,lq ‘ -Fo ru‘ T
A7) e vV Xn Yu X2... %ge) .., P. . u_ Ua
Y ?” J K I X X Xyy.. . %3 P pe g Lf3 (4)
L0 N AN N :
L) || Xin Xen 3”"'Xt'mj »ﬁu i




Te

Sin embargo, la expresidén mids comiunente utilizadu en el ——-
andlisis de regresidn y unz de las mds emnleadas en este tra-
bajo, al menos que se especifique lo contrurio, es la “forma
de desviacién con respecto a lu media", misma Gue se puede Ob-
tener , medimnte una sencilla transforsicidén z las variables
del modelo (1).Esto es:
X ij = Xij- Xiy Y=Yi-Y ;3  i=1,2,...,k (5)

Si aplicamos la transformacién anterior al modelo (1) definido
anteriornente, se puede darivay una nueva expresidén para el -
mismo en los siguientes términoss

. X . ) . (8)

..:Pl |L.s-ﬁz'-rlc§-----1‘ ﬂkl’z,t -+ UL
que denominaremos por brevedad como "forma compacta" de (1) y

que desarrollada, genera al uistema lineal:

Y= BrZus PrXeia-- -t PreXe 4+ U
gz: Q‘Xll—#ﬁl_xzz_*.v. f—P)t. X4 Ue
‘ )

-
L] v [ » L) . » .

Yn = BrXm+PeXen 4 .. -+ Be Xem ~ Un

y cuya notacién matricial reculta idéntica a la exnresién(3),
esto esy

Y=XpB-+U

aunque las matrices que ahora la integran difieren considera-

blemente de 1lzs definidas en la expresidn (4), es decirs Obser
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vamos de entrada que le matriz X de datos os ahora de tamafio

nxk en lugar.de n x(k+l) y el vector —columnn P de purd--
netros es chora de dimencidn k en lugir de dinensidn (k+1),zin
coritar gue loc elementos de estus matrices han sgido transfor—-

madog proviamente a su forma "compucta",

Por otraz varte, en el modelo lineul general definido en la ey~
preeibén (3) suponcmos implicitansente que e cwnplern cada una

de lues sipguientes conGiciones o hindtesis genaralecs

Primeray B(U) =0

2
Segundas E(UU') = &Lln ; @5 constente’ O,

(8)

Terceras X es una matriz (nxk) de ndmercs fijos.

Cuartas Rengo (X) = k> n ; donde n= nimere de obscrvacio-

nes en la muestra, ¥ = nimero de¢ varizkbles exrlicabi-

vas en ¢l modcelo,

Lz primera suposicién implica que la media de la variable zleato--

ria, término de perturbacién o estocdstice "U" es cero.
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La scgunda svposicidn implica cue B (Uig) = G y wdemdy ~-—

que E (Ui UJj) =0, i £ j, pura todw i,j =1,2,...,n. Esto quie~’
re decir en obras palabras, gque 1o variancia del términe eotOe-
edstico o de parturbacidn esc constanie y que la covarisncia de

dos términos aleactorios distintos ez nulz.

De lus dos supasiciones anteriores ge puede inferir, en parti--
culzr, gue no existe relacidn lineal 2lguna (ecto, no existe cow
rrelacidén ) entre lus variables explicativas incluidas en el moe
delo y el término de serturbscidn, Conzideramos imrortante resal-
tar este hecho debido a su relevancin en nuestra discusidn poste-

rior,

La tercerz suposicidn es equivalente a decir que la matriz X de
dztos con gue estarmos trabijundo os un "conjunto materdticiie——
mente fijo", lo cue significa gimplemente gue en toldas 1lag ~-=
pruebas de hipStesis y procedimientos de ectimmeidn, se congi--
deran & lus varisbles explicativis o independientes X1,%X2,...
ooy Xk coxo si fueran "congtuntes", Eo decir, en muectras repe-
tidas, se acepta o supone oue 1o vniecw fuente de variccidn de

la variszble dependienie "Y" ez 1la proveniente del térrino eg—-
tocdstico ¢ vector "U", y por consiguiente, todur lag bropiednr-
des de nuestros estimadores y las pruebas de hipdtesis realiza—-
das sobre log valores de éstos, estén cendicioncdus a los valo—-

ree de la matriz X,
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Por ﬁltimo,.la cuarta sunosicidn implica simplemente la no- exis
tencia de dependencia 1lineal entre toduas las columnas (o hile ~-
ras) de la matriz X. En especial, si denotamos como X1,X2,...,%k
a la primera, segunda, tercera,..., k- ésima columna de X, ten-

dremos un conjunto de vectores lincalmente independientes.Es de-

cir, dada una combinacién lineal de ellos igualada a cero:

Au kit Aehew---+ Qe e =0 (9)

entonces y solo entoncess

i

Oiz=0z=... =le=0 (9-bis)
A X1,X2,,..,%Xk, se les conoce indistintamente como "wariables
explicativus" o "variables independientes™ del moddlo (1).Y

a Yi, como la "variable - resnuesta" o "dependiente" del re-

ferido mecdelo,

La ouarta suposicién es sumamente importante ya que de no -
cunplirse, no se pueden estimar los pardmetros del modelo (l),
0 en otrazs palabrag, no se puede conocer el efecto individual
0 separado de las variables exnlicativas sobre la variable-res

puesta,

Entonces, la suposicién de independenciad de las variables ex-
plicativas es asegurar que el determinante lX'X(% 0, y por lo
tanto, el sistema de ecuzsciones normales generado a partir del
sistema (2) tenga una solucidn vnica. Esto resulta evidente —

también recordando que nuestro estimador de minimos cuadrados
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tiene la formas

-

B=(exy' x'y (10)
¥y como su cémputo resuiere forzosamente de la inversidn de
la matriz (X‘X)('), nos damos cuenta inmediatamente de 1la --
imposibilidad de lograrlo si el rango de X es menor que k.0
sea, sit )
rango (x) 2k | (10-bis)

entonces el nimero de variables explicativas seria menor que
4 .
el numero de pardmetros existentes en el modele, contrario a

la cyarta suposicidn. Y como consecuencia de ello, tendriamos

gque el determinunte:

[x'xl—- 0 ()

luego entonces, no existe la inversa de (X'X) y la exnresidn
définidaren {10) no tiene o carece de centido . Y cuando -
esto acontece decinos que estamos ante un caso de "extrema O
perfecta multicolinealigad", Esto es, algunas o todzs las va-~

riables explicativas de nuestro modelo, son perfectammte coli~-

(') Utilizando la notacidn compacia definida anteriormente para
los elementos de X, el producto (X'X) tiens la formas
St Sxxe .. DX Xy
(x¥)=] 2ox Z2b. .. Zrze
Zzﬂzlc ZZ:IL~-'-ZxéK
1/ Para una discusién pormenorizada sobre la condicidén respecto del

rango de la matriz X,

Véase, Tintner,G. A Note on Rank,Multicollinearity and Mul-
ticollinearity and Lultiple kRegression.annals of Nathemati-
cal Statistics,Vol.16,1345, pp.304-308. e
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neales,

Auncue la multicolinealidad perfecta es teéricamente factible,
en la prédctica, como se verd desnuéds, el determinantel(X’X),no
necesita ser cero para generar un nivel "peligrosc" (o inacep-
table) de multicolinealidad.(+) Esto sucede cuando la hinéte-
sis '

lx'x] £ 0 (12)
(++)

se cumple marginalmente. Cuando esto sucede decimos cue las
varlables explicativas en cuestidén son "ultamente" vero no"ver

Tectamente"colineales,

Por otro lazdo, sabemos del wnfélisis de regresidn por minimos. cua
drados ordinarios,que la matriz de variancia-covariancia del -—-

estimador'ﬁ tiene la formug
2
var(p ) =Ou (x'x)™ (13)

gue pone de manifiesto,otra vez,el papel crucial de la no-sin

gularidad de la matriz (X'X),

(+) Auncue més adelante se da una definicién formal resnecto
a 1o que entenderemos por "peligroso™ o "inaceptable®,por
el momento, nodemocs adelantar gue intuitivamente ecto sig-
nifica una fuerte dependencia lineal entre las variables
explicativus del modelo, gue sin ser verfecta, genera esti-
madores paramétricos muy poco confiables, .

(++)En la prdctica, la computzdora fija arbitrariamente un va-
lor muy"cercano" a cero nara el valor del determinante men
cionado (como cota inferior) de tal suerte gue cualquier
valor muyor que éste, resulta ser diferente de cero para e-
fectos de cémputio,y por ende, puede cuyplir la condicidn (12)
¥y procede a calculur la matriz (X'X) ~ y estimar al vector

fﬁ s auncue de hecho el determiantelX'Xl sea cero.
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Aunque lo intentaremos mostrar mds adelante, es evidente que

conforme crece la interdependencia entre las variables expli=~
cativas Xi's , la matriz (X'X) tiende a hacerse singular y los
elementos de la matriz inversa (X'}()“l tienden o hacerse muy
grandes,Y en el limite, la dependencia lineal nerfecta entre
las variables X1,X2,...,Xk generard un conjunto completsmente
indeterminado de estimadores paramétricos §o,ﬁi,§2,..,%k.més
formalmente, esto guiere decir gque los elementos diagonales
de la matriz (X'X)‘l gue corresponden a ele:entos linealmente
dependientes de X, tiendern a infinito. Y por consiguiente,lus
variancias resnectivis de los estimadores de los coeficientes
cuyas variables estdn afectadas, también creccn desmesura-s—

damenie,
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ITI. LAS PRINCIPALLS CONGECUELNCIAS DE LA MULTICOLINEALIDAD.

Antes de comenzar a discultir lus consecuencias innediatas de
la multicolinealidad en diversos asnectos de un modelo de re-
gresién o econométrico, se deben zclarar dos puntos fundamen.,

tales en opinidn de J.Kmental/z

1. La multicolinexlidad es una cuestidn de crade y no de clase,
La distincidén significativa no es entre 1la nresencia o AR~
sencia de este problema en un modelo, sino entre sus varios

grados,

2, Como la multicolinealidad se refiere a wna condicién sobre
las variables explicativas que s=e suvonen no-estocdsticas,
entonces es una caructeristica de la muestra y no de la po~
blacibn bajo estudio.g/

Todo lo anterior implicz cue la multicolinealidad es una condi~

cién de interdenendencia entre ¥1,X2,...,Xk gue puede existir

independientemente de la dependencia entre la matriz X y la va
riable Y.Esto es, la multicolinealidad es una propiedad del cone-

junto de variables explicativas ﬁnicamente.é/&o importando el --

1/ Véase, Kmenta,J. Elements of Econometrics. The Macmillan Com
pany,1971,pp.380-391 .

2/ Véuse, Kuents,J, Ibid,

3/ Cuando ocurre la multicolinealidad, es como si los miembros
del subceonjunto de variables exnlicativas afectadas actuaran”
en unisono, Coro resultazdo de ello, los datos carecen de su-—
ficiente vuriacidn indenendicnte paru permitirnos determimer
el efecto sernurado de cada variable explicativa,Entonces el
problem: de la multicolinealidad no es un problema del méto-
do-de estimacidn,ni de la poblacidn, sino de los datos,un
problema bisico de la forna de “seneracidén" de las observg

ciones, un fendmeno muy frecuente en econcmetria por ejemnlo,
donde se trabajs con datos de ciencias no-exnerimentales,como
la economia y lLuas ciencias sociales en generzl,

Véase,Knenta,Jd. Ibid, '

e ————
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grado o inclusive la existencia de alguna relacidn de dependen—

cia o0 causalidad entre X y Y. 1/

Con estos antecedentes como marco, podemos pasar ahors a des—

cribir los principales efectos de la multicolinealidai en un

modelo de regresién o econométrico, en la estimacidn paramétri-

cg, inferencin cotadistica, especificacidn funcionul y predic-

cibn, respectivamwente,

1/ A prop6sito, el hecho de gue no exista interderendenciz en-

tre las variables explicutivas de un modelo no implica que
no exista o pueda existir una relacién de czusalidad o “efec
to de interaccidén® entre éstus y la variable-recpuesta,for
ejemplo, unu cosa es decir que en el modelo iineal C=f£(Y,L)
donde C represcrta al consumo o demanda agregada, Y al ingre
so agregado, y L los activos liguidecs en una ecounomia, y gue
estag dos veriables exnlic:stivas seanaltamenie colineales,
dada su naturale-~a econdmica, y vor 1o mismo,no nued3n veti-
marse indenendinterente,y otra cosa muy distinte,es implicar
que no exista un efecto de interaccidn entre las mismus y

la varizble dependicente,Esto es, puede dorse el case gue la
funcidn definida anteriormente sea en realidad de la formeas
¢ =f (Y,L,YL)., Entonces el problema de la multicolineali-
dad es tratar de estimar los coeficientes { PryBe ) asocia-
dos a las vuriubles Y,L cuando déstas son "altamente" coli-
neales,Cémo obtener e inter»retar un estimudor nura el coe-
ficiente (f3) asociado a la variable YL, es un asunto total-
mente diferente, cue no serd abordado en este trabajo.Para
los interesuzdos en este temu, le sugerimos la siguiente fueate:

Véase, Sonocuist,J.A. y J.N.Morgmn. The Detection of Interuc-
tion Effects, Survey of Research Center, Monosraoh No,35,
Ann Arbor, wichigang University of lichigan Press, 1964.
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3.1 EFECTO DE LA MULTICOLINEALIDAD EN LA ESTIMACION PARAMETRICA,

Los grandes valores de las variancias de los estimadores pro-
venientes de variables multicolineales, indican muy apropiada~
mente, el bajo contenido de informacidn de los datos observudos

¥ por consiguiente, son un indicative de la baja calidad de los

mismos,

Discutiremos primeramente el efecto de la multicolinealidad en
la estimacién paramétrica cuando aguélla es perfecta. Parn este

propbésito usarsmos el enfoque de L.R.Klein.l/

Si transformamos las variables originales del modelo (1) medlan~

te lu transforma016n'( +)
AARv] T (e-9)
g o NV s MK Sys-\/_..%__"__:u
s S‘ 5:< ZOX. (1)
h

f:l,?,....,n; = 1,2,...,k ¥ Sy, Si,son las desviacio-

dondes
nes estdndard de Y y.Xi, resnectivanente,Obtendremos una ver--~
sidn "estandarlzada" del modelo (1), como sigues (+4)

g Pl I[ + Fzzl “t oene +PK:ZK +uL (15)

1/ Véase, Klein,L.R. A Textbook of Econometrics. Prentice-Hall,
inc.,1974,pp.104-108
(+) Nétese que E(x*)=0, E(4!)=0, Var (x*)=1, varcy®)=I
Y cov (xS 9 = vy
(++) Por simplicidad hemos eliminado los subindices COrTesSHONm-—
dientes de esta ecuacién,




17,

Nétese que esta versién, no debe confundirse con la forma'cdm—
pacta del modelo ligeal general definida en (6).Asimismo, ob-
sérvese que las variables estanduarizadas definidas en (14} tig-
nen media cero y variancia unitaria, Ademds ,si denotamos ——
“rij“y'%iy" como los coeficientes de correlacidn simple entre
las variables Xi y Xj y entre Xi y Yi, respectivacente.Zaton-

ces, es claro gue rii =1,

1

X A
Entonces,segin L,R.Klein Y , el estimador P; de (1) se puede

expresgar comos

] hz.n.ﬂa‘..ﬂz
iz | ... Gy. .. Yo
3. Ne Yzw .-- YK‘A----'
& =
S (TYRRS oT ¢P% ) (16)
[ (T BRI ¢ QR 172
(T TR (TSR

Ahora bien, si dos elementos. Xi,Xj del vector (X1,X2,...,%k)

estuvieran perfectamente correlacionados,esto es, si rij = 1,
entonces la i-ésima y j~ésima hilera ( o columa) del denomi-
nador de la expresidn (16) serian idénticas y el determinante
se anularia, Esto es evidente, ya que si observamos las hile-
ras referidas con mds détenimientos

rey Céz éa ... l’l‘,;.,,r{j... M
ST P AR (R A 1" (17)

donde ‘sabemos cue 1rii = 1, rjj = 1, pero como rij =1 por --

1/ Véase, Klein,L.R.(1974).Cpus cit.

.
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hipdtesis, entonces rij = 1, y nor consisiente, tenemos dos ~-

hileras idénticas y el determinante anterior se anula,

Observemos whora la i-dsima y la j-ésima hilera del numerador
de la misma expresidén para ver que sucedes

T R Wa. - Tig...Yg.. - Nk

feoYino fys.- - Yoy T St -(28)
En la i-ésima columna de la expresidn (18) tenemos a riy, rjy‘
pero anbos son idénticos,ya que hemos supuesto que rij = 1 y
como consecuencia de ello, el numerudor de la expresidn (16)

se hace cero,

Esto es, si tenemos una pareja (Xi,Xj) de variables explica—~
tivas que estdn perfectamente correlacionadas, entonces el es-

A
timador Fc resulta indeterminado.0 seas

[6) (19)

Se infiere fdacilmente gue obtendremos 1a misma indetermina-

cidn si existiera una relacidn lineal exacta entre todas las

-

variables explicativas, Lo gue implica simplemente que no pode—-

A
mos determinur el valor de fi,lo cual era de esperarse, pues
si Xi y Xj estdn perfectamente correlacionadas, no es posible

evaluar su efecto separado sobre Y.

Por otra parte, analicemos ahora el efecto de la multicoli--
es "'\M&C(é__

nealidad en la varisnciayde pa. De acugrdo a L.R, Kleinl/ la

1/ Véase, Klein,L,R.(1974).0pus cit.
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R ~
variancia estimada de ﬁ‘i [t} nwcm o‘-h‘r'i*f“.tz‘ oMoy

Vi () = 8 1000

. Il

donde el término (w corresponde w la variancia estidada del --

(20 )

término de perturbacidn cue puede QCCl‘lb‘l"" a su wn, cowo’

¢ Telr | Ty ZOoe-R)°
OL = (e T TR T n-k ( 20-bis)

utilizando para ello, la versidn compacta del modelo lincal
general.(+)La matriz (X'¥)ii de 1a‘exnresién (20),resulta de
eliminar ds la matriz (X'X) definida ensegulda, la i-észima hi--

lora ¢ ji-~ésima columna, Esto esg

[ Sxt® Sxiat L Skl |
Tt St R
(X'%) =] + « - « o . = (21).
Sty 22X ... o
- §

0 en otros términos, la matriz (

X*'X)ii queda definida cowoy

-
S Tl T 2t 1
- . ‘
7 xte¥ DR A DI A + VIR 24 xx
(X'R)id= | Fyb p¥ | Skl Teh Y .. .. ZXEAE (22)
qul 225N x4 Xeo Lo sz‘rl:l’:
Zsz, Z'Z& Zc-/zlmlm P ZZ
-

Como en la matriz anterior y que tembidén aparece en ol numera--

dor de la expresidén (20) no existen la i-ésima hilera e ji-dsima

columna, su

determinanto

no se hace cero 0 anula en

(+) Nétese soui que €:'es el término de

perturbacidn estimado,--

conocido en la literatura tdcnica como término o elemento
"residual® del modelo en cuestidn,Esto es, € es el estima-
dor correspondivnte a {’ que ng se conoge.Y se le niede de

finir formalmente comnos

@c-u.— 9"‘{:‘., _Y.,.—\f‘
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‘virtud de la perfecta correluacidn entre Xi y Xj, en tanto su

denominador -~ gue es esencialmente ¢l mismo que el definido

s

” .
para el estimador Pi en la expresién (16) ~ si se hace cero.

Luego entonces:(+)
a 4 ..
Var (Bi) = —Qtléifkil (no estd defiaido) (23)

)

Afortunadavente, a pesur de todo 1o anterior, lz multicol j—w-
nealidad no zfecte a la variancia residuul del modelo lineal
general (62) min cuaado los estimadoresz obtenidos seun inde--
terminados, Bsto es, a pesar de que'exinta multicolinzalidad
perfecta entre las variables. Este resultado es particular--
mente importante y serd uviilimado posteriormenie a lo largo

de nuestras discusiones .

Sunbngase que rij = 1 y que el modelo de resresidn i

Yi = ﬁ; Tid oot Pio it 4 Bipr Loy o ook PrXe 4 €0 (24)

ha sido estimado. Entonces, de lala,y 2a. hipétesis de nuestro
modelo general de regresién ge infiere wues
Elle x;)=0 o
? (25)°
donde: j =1,2,...,i~1,3i+1, .0,k 3 t=1,2,...,n0

(+) Lo cual results claro, ya wue si estandarizurdos todus las
variables Xi,Yi del modelo lineal general (1), resulta cue
rij = ZXAYE , donde X2y Y renresestan la forma es-
tandarizada de Xi,Xj y Yi. Nétese a propbsito, que los ele-
mentos de las matrices definidas en (21) y (22) estin en -
su forma estandarizzda,




21,

0 equivalentemente, en términos del clemento residuzl:

F(Rex)=E(€ex)=0 (26)

Ahora bien, si recalculamos {24) con Xi incluida, estando pre

gente Xi, dado que rij = 1, entonces debemos tener también
que:

E(uexo)=o, (27)
Ya que como Xi es perfectamente colineal con Xj por hivdtesis,

entonces podemos exnresarlo como?
= ¥y = . te - s
X=Xy 5 § = constan (27~bis)

Iuego entonces:

E(ux)= E(u(¥%))=¥E(uX)=0 (28)

g.e.4,
Esto guiere gue la adicién de Xi, o sea, de una variable multi-
colineal a nuestro modelo de regresidn o econométrico, no agre-
ga nada a la correlacidn global del mismo y en consecuencia,no

altera o afecta al estimador de la variancia residual.

Fulticolinealid=d No-Perfecta

Hasta ahora, hemos considerzdo el caso téorico de la multico-
linealidad perfecta en la estimacidn paramétrica,Pero en la préc-

tica, manejamos en realidad valores "altos" de rij, digamos en

eV
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el intervalos

05|V 2| (29)

donde ya no tenemos cstimadores indeterminados ni vuriancias
encrmes debide a que la inversa de la matriz (X'X) si exis

te ahora.

Cuando la nulticolinealidad es alta pero no nerfecta entre las
variables explicativas, existe una relucidn aproximadumente li-
neal entre las mismas, y aunque podenos obtener en este caso
valores numéticos reales para los estimadores ﬁ(, el »roblma
ahora es c6mo interpretar estos valores y cénro reéponder cuagi

do la multicolinealidad es un nroblema,

Primeramente, debemos percatarnos que frente a la multicoli--
nealidad no-perfecta nos enfretamos a un oroblemz de cémputo.
S N

Por ejemplo, el cdmputo de Bi , implica la inversidn de la ma—-

triz de correlacién R, definida como:

} Miz MNy... -Ne
R T2y Tz Yin ... Yoo (3 )
- 0
Y3i N Vi . ..M
Yer Yee fey ... e

A propésito de esta matriz conviene aclarar que esta versién

es la sugerida por L.R.Klein Y y difiere ligeramente de la pro

1/ Véa;e,Klein,L.R.(1974},Dpus,cit.p.lO?



proporcionada por otros autores, como por ejemplo, de la uti~~—
lizada por J-Johnston,l/gue incluye ademds de los elementss de
la matriz; definida anteriormente, a una hilers y columna adicio
nales, conteniendo a los términos de la forma “riy", esto es, a
los coeficientes de correlscién simple entre Xi y Yi. Auncue pa~
ra propésitos del presente andlisis esta cuestién no tiene mayor
relevancia, considramos oportuno hacer esta aclaracién para el

lector familiarizado con anbos autores, con el objeto de evi-

tar posibles confusiones, en virtud de que ambos utilizan in—
clusive la misma notacidn pzra dicha matriz, aungue 1osotrosnmaﬁmnno

a 1a sugerida por L.R.Xlein, es deciry @ la dada en (30).

Regresando a nuestra discusidn, observamos vue conforme auren—
ta la multicolinealidad pero no es erfecta, el determinante
de esta matriz tien e a cero, En 1la prdctica, se nuede usunle—

mente estimar una inversz para R, sid

[Bf= € =0 (31)

donde ¢ (épsilon) es wra constunte muy pecuefia arbritarianen—

te fijada por el comoutudor.

Para problemas de orden nenuedio, digawos para K =2,3, hasta 7,

normalmente es nosible obtener suficientes digitos de precisidn

l/ Véase, Johnston,J. Econometric Methods.lMc Graw-Hill Kugalusha,
Ltd, Tokyo, Seccond Fdition,1972,p.132
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para asegurar que R‘l sea calculada de manera correcta, numéricg
mentehabli ndo,.Sin embargo, si k es grande, por ejemplo de or-
den 8 en adelante, se pierde mucha precisién en las etapas
sucesivas del proceso de cémputo, haciendo dificil calcul#r

la inversa de R con la debida nrecisidn,El caso es que ain

las computadoras sumamente poderosas no la pueden calcular

fécilmehte cuando "épsilon™ es suficientemente pequeia.l/

A pesar de que existen muchos criterios para evaluar la exac-
. . -1 PR : .

titud numérica de R ~, la nrueba dltima de evaluacidén es ve-

rificar que se cumnpla la coxnocida condicidn:

donde I es la matriz idéntice,

La férmula para la desviacidén esténdard de los estimadores de

los coeficientes de regresién (véase la exnresidén (20)) mues—

tra cémo la multicolinealidad cuando es alta pero no completa,

‘en el sentido de correlacidn unitaria, implica denominadores

nés y més pequedios en la expresidn para la variancia de Ec

(esto es, el determinante de la matriz (X'X) tenderd cero),lo

que a su vez genera una tendencia hacia variancias de ﬁ} (WW(AE))H
cada vez mayores, al menos cue el ajuste global de la ecuacién(Rz)f
sea suficientemente pgrande, gue haga que la variancia del térmie-

Y
no residuzl (0¢) sea casi cero. 2/

1/ Véase,Klein,L.R.(1974).0pus cit.
2/ Ibid,
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Cuendo lz intercorrelucidén cotre las variaﬁles (rij's) es alta
en relacién a la correlacién {global) miltiple (RE) de la fun--
cibn estimada, la tenderciz haciz cero del cdenominador de la —-—
expresidn (20) es mids “rdrida" aue 1u tendencin del numerador .
-de la misma expresidn hzcia cero, y por lo tante, las desvizcio
nes estdndard de los estimudores serdn gr mdes, Implirande con

ello, valores ™" inzignificantes para los coeficientes. (por --

ejemplo, menores c¢ue la unidad) L

Es poc:flcamentc, cvendo una ecurclon perezca tener un buen ajus-

. .2 .
te (R ), disemos entre (27 =)0.7 ¥y 0.9 , y las intercorrelaciones
entre las variables explicutivas sean altas y zdemds algunzs o
la mayoria de¢ los valores “t" de los coeficientes de remresién

sean pequefios o insignific entes, tenemos una sefial clara de la

o/

existencia de multicolineelidad

’

La proposicién del pemiltimo pdrrafo en el sentido de que la esti

(+ )

macién por minimos cuadrados ordinarios uede continuur gone--
rando resultados confiables cuundo el término de verturbacién tie~
ne una variancia pequeiia, en nresencia de multicoliinealidad alta

3/

pero no perfectu, es compartida tambiédn por M,Dutta =

_/ Donde "t" es el es tadi~bwﬂo "t“ de Student definido como t= ﬁ/@Var

Se ddce qua el “StlmluO*‘Bl ecs ,15nlflc~mn'a“entn distinto de
cero"si  "&" zaleuluda (con dichn cxnresidn) resultz niyor cue
"t tabuluda, para un valor prefijudo de zigmificancia.
Véase, Kelejian,H,H. y W.E.Qabtes, Introdaction to Tesnonmestrics.
Harner and Row,Second Gdition,ldBLk.n.92

g/ Ibid,

{+)ilmaas veces nos referiremos a estos estimzdores como "“OLS"
(Ordinary Least Sguareg), '

3/ Véuse, Dutta, M. Econometric iethods.South-Western Publighing
0001975 yppu 147"156
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s , 1 R
A este respecto Ii. Dutta L/ propone el siguiente modelos

y =B+ P24+ Y : (33)

donde W es el término de perturbacién, donde Pl y B2 # 0.

Supéngase ahora que X1 y X2 son altamente, vero no perfecta——
mente colineales,Entonces la variusble X2,por ejemplo, se puede

escribir comos
Le= X+ U (34)

donde suponenos qgue U™ es un elemento residual muy pequeﬁOfevofuu+o

“Z U= 0 T UX = ’
> ‘=0 (35)

Nétese que X1 y X2 en la exnresibéan (34) aparecen en su forma

"compacta",Si suponemos ademds cue

ZX|Z = Zz{- = | (36)

entonces tendremos cues

,5: Y‘i?_ (37)

En especial, la matriz (X'X) puede escribirse comos

. 7 . v
Z Il ZI] Ia \ 5 , r'?_

(X\'X)z
ser, zer| | SV |mo (38)

1/ Véase, Dutta, M. Opus cit,
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Andlogamente, la inversa de ()('X)"l se puede escribir comot
- \ ~Yiz2
(x) _ (39)
ﬂ-rn ..ﬂz ‘
Haremos ver que el estimador Bl es sesgado (+).Esto ess
lal
E (Bl) = B1 (40)

El otro caso puede demostrarse en forma andloga, {omo sabesmos
de le expresién (10), el estimador ﬁi del modelo (34) se puede
expresar comos ﬁl . 2XY
Zx2 A
sustituyendo el valor de Y definido en (33) en la fltima expre--
g8idn, observamoas gues
’P\‘ - = X, (PI i+ szu.u)
2 x2
- pBi Zxl 4 prTnTm+ENU
Z a2

- a _ A
Pero como 2 % =1, Z 010128 entonces Bl se puede escribir comos

(41)

A AN

Bl = Bl + B2 712 + 22X, W C (42)
Si eplicamos el operador E a 1a expresidn anterior, observa-~
mos inmediatamente gues

Bl = Pl + B2 rl2 (43)
Pero como B2 rl2 £ 0 , entonces resulta evidente que la ex—~

preaién (40) se cumple, esto ess

E (B1) # pL

(+) Este es el efecto que as lograria al "eliminar“ de la ecua-
cién (33) la variable X2,por ejemplo.Cosa parecida ocurriria
g1 eliminaramos la variable X1 de la misma scuacidén.Volvere-
mos a retomar este punto en el Apartado 3.3
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Por otro lado, de la definicidén de la matriz (X'X), y de su ——
inversa, definidas resnectivamente en las expresiones (38)
y (39), es fécil obtener la matriz de v.riancia-covarian—-

cia de ﬁ para el modelo (33)¢

2 2 Gt ! -Yiz
Var (B)= € (072 Dt SN
1-Yi2 | -Y |
de donde se desprende que:s
) 2 EN
Lo —SQ—(L —ﬁZG& (45)
32} = =
cov (fry Be) =225 —= =

De las expresiones (44) y (45) resulta evidente gue conforme
aumenta el coeficientc de corrélacidén simple, la variancia y
covariencia de los estimadores tienden a infinito, en valor

(+)

absoluto.

Excepcién hecha del caso en cue el término de perturbacidén tie

ne una variancia pequefia, en general, podemcs concluir,psr con-
siguiente,gue nuestros estimadores OLS tienden a ser . menos
confiables conforme aumenta el nivel o grndo de wiunlticolineali~-
dad en el modelo, Aunoue mids adelante estudiaremos criterios —-
precisos para reconocer estos niveles, un buen punto de portida
que usualmente se recomienda, es analizar los elementos no-diagg

nales de la matriz de correlucién definida en (30).1 ’

(+) Puesto yue hemos visto gue la variancia del término de pex
turb.cidn no se vé zfectudo por la nresencia de multicoli-
nealidud, Y ademds, como 0&: constante mayor que cero,si
r12 tiende a uno, entonces el término rl2/(1-rl2®) de las
expresiones (44) y (45) tiende u infinito, y  entonces,
el valor absoluto de Var(ﬁ.) y Cov(ﬂ,h ) tienden también
a infinito,

i/ Klein,L.R.(1974).0pus cit.’

- |
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3.2 EFECTO DE LA WULTICOLINEALIDAD EN Li INFERTEKCIA ESTADISTICA

Utilizaremos ur caso de estudio real en este apartado para mos-
trar la ambigliedad resultinte al intentar identificar una va--
riable explicativa importante de entre un conjunto de variables
altamente dependientes., £l cntexto de este estudio se basa en
uwna investigacidn originel realizada en los E.E.U,U, pbr J.S,.
Colemanl/, y tambidn en forma independiente por F. Mostellr g/,
sobre igualdad de oportunidades de educucidn en escuelas pibli-~

cas en dicho pais.

la motivacidén de dicha investigucidn se fundamenta en el Acta
de Derechos Civiles de 1964 aprobada por el Corigreso Norteame-
ricano, dando como regsultado un estudio a nivel nacional enfo-
cado a analigar la falta de igualdad en el acceso a oportunida-
des de educacibén para los norieamericanos, por razones de raza,
color, religidn u origen nucional)en instituciones de educceidn

Y

piblica,

1/ Véase, Coleman,J.S. et al. Egquality of RHducational Ovnnortunity.
Washington,D.C, U.S. Government Printing Office,1966.

2/ Véase, Mosteller, F, and D.P.Moynihan,Eds.On Eguality of Edu-
cational Opportunity,Randon House, New York,1972.

3/ Véase, Chatterjee, S. and B.Price. Regression Analysis by Ex-
ample, John Wiley and Sons, New York, 1977,pp.144-151
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Los datos peara esta investigacidn fueron recabados en 1965 =
partir de un muestroo de seccidn o corte trahsversal de di--—
versos distritos escolares a través de toda la Unidn America-
na. Ademds de reportar estadisticos sumarios de varizbles ta-
les como el nivel de avprovechamiento, facilidades en lasescug
las, etc.Se utilizé el endlisis de .regresidn para establecer —-
0 déterminar qué factores podrien considerarse como lag més —-

importantes ceusas del aprovechamiento escolar o-académico.,

Los datos de la muestra, de un total de 70 escuelas selecciona-
das al azar, incluian variables cue median, arrovechamiento aca
démico, facilidades escolares y oreparacién académica del ovrofe
sorado, El objetivo era determinar el impacto de e«tos insumos
escolares en el awrovechamiento generul o globnl del estudian~

te en las escuelas piblicas a nivel nacional.

Supébngase que el Indice desarrollado en este estudio para medir
aguellos aspectos del medio escolar gque ce espera afecten el —
aprovechamie nto, es acentable,Este indice comrrende evaluacio-
nes de la planta fisica, material didddtico, progrzmas esnccia-
les de capacitacibén y motivacidn docente,etc.La variable "apro-
vechamiento" se mide medionte un indice construido a nartir de

+)

calificeciones estandarizadas,

- o—tnes,

(+) Véase la definicidn de variuble estundarisuda dada en la
expresién (14) del Anartado 3.1
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Existen tembidn otras varimbles que pucden afectar la relacién
entre los insumos escolares y el aprovechamiento,Este ﬁltiﬁo
puede verse afcectado también por el ambiente familiar del —-
alumno y la influencia de su grupo monitor en lu escuela, Estas
variables deben itomarse wuy en cuenta en el andlisis antes de
evaluar el efecto de los insumos escolares sobre la variable-

respuesta {aprovechamiento).

Supongzmos que los indices construidos para c:da una de lag ——
variables del modelo son suficientemente satisfuctorios para

nuestros propdsitos. El modelo en cuestidén cueda definido co-

mo sigue:(+)
APROV = Bo + Bl FAl + B2 NON + B3 ESC +U (46)

dondes (++)

APROV = Indice de aprovechamiento académico del alumno.

FAM = Indice de la influencia del ambiente familiar del
alumno en su aprovechamiento académico,

MON = Indice de la influencia del tino de gruno monitor al
que pertenece el estudiante, en su aprovechamiento,

ESC = Indice del impacto de diversos insumos escolares comog

planta fisica, material diddectico y diversas facilida-
des didécticas, canacitacidén y motivacién docente,etc.,
en el aprovechamiento del alumno.

(+) Para diferencicrio de otros modelos que discutieremos 2 lo
largo de ecte trabajo, algunas veces nos referiremos a este
modelo como el "modelo escolar",

(++)Las variables del modelo original han side modificadas por
el autor de esta investigacidén ovura facilitar la oresente
discusién,.Sin emburgo, rara una discusidn sucinta sobre & mo-
delo original, véase, Chutterjee,S. y B. Price,Opus cit.
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Lios datos para una de las variables anteriores ararecen en la
Tabla 3.2.1(de la préxiza hoja} Todas aparecen en forma estan-

darizada,

Observemos de la exnresidn (46), que la contribucidén de la va-
riable "ESC" puede medirse utilizando el estadistico "t" para .
el coeficiente P3 ,Recuérdese que este estad{stico, en egte -
caso, permite verificar si lu variuble ESC es necgsaria 0 ———
“no’en la expresién (46) toda vez que las variables "FAM" y “HON"
ya se encuentran incluidas en la misma. Efectiviomente, otra ma-

nera de reformular el modelo (46) seria considerar dnicarentes

APROV = Bo + PLTFAM + B2 MON + U (47)

esto es, un modelo orientudo a determinar el impacto de la va-
riable FAM y HON sobre APROV, antes de incluir la variable ESC
como en ( 46). Otra manera alternativa de "ajustar" el modelo

original, seria considerar la ecuacidn:
ra >l
APROV = APROV - Pl FAIf -B2 MON = Bo + B3 ESC + U (48)

en donde notamos que el miembro izcuierdo es un indice "ajusta~
do" para la variable APROV (d;§5V), donde se ha eliminado FAN y
MON, La ecuacién resultante es en consecuencia, un modelo de -
regresién que mide el impacto de la variable ESC sobre el in--

] o~
dice de aprovechamiento'ﬁjustudo'(APROV).
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TABLA 3.2.1

DATOS SOBRE LAS VARTABLES EXPLICATIVAS ¥ EXPLICA-
DA DEL MODELO DEFINIDO EN (46).(INDICES ESTANDARI
ZADOS),

Hilera FAM IMON ESC APROV
. 1 0.h0R4 0.03%00 0.16607 -0.43148
LI ] 0.i6c0 0..2904 0, 93156 0.79%60
L -0.%2830 -0.0!05%] -0, TRA3S ~0.02407
L ~1.2%%10 -1.21RTS =1.04070 -2.1%081
LI ] 0417309 -0, 18517 O Laz2a -2, 44R]R
LR €.20206 L1276 0.2 ~0.6423)
L ] 0.24tR: -6, 090212 0.040467 26010
LR IR 0.59424 C.2175%0 0.91876 2.35847
.9 0. 10400 =N, 28071 -, 632019 ~4.9110%
[T 0, 99361 D,H2228 0.9316R 0.504A%
* LI S ] 1,201 1.00027 1.17381 1.21073
LI S [ (PR ARYIb] N.38976 1.87164
LI G 0.22782 ARRERE N 0.72156 -n.10178
LI PR -0, 79912 S0 AN -0.56986 -3.87840
b5 -0.37407 -0.13187 ~0.21770 $.92560
.16 e 1.401533 L.1enws 137187 i.350R4
[ R AR Voh4104 t,28210 1.40260 1.57922
1R # -0,71304 -0, 0780 ~0.32145% 3.95680
+ 19 8 1.2852% [T 1.20208 1.0927%
« 29 » ~1.51328 -1.27%45 -1.36998 -0.62389 |
LI ] -0, 38224 -0,10515) -G. 35560 -0.FI8SL
b -g.15186 “0. 2805 -0.53718 ~2,02n59
» 23 F.27469 n.A1327 €.91967 -1.46492
LIE I 0.0 n.30120 0. 47211 J.i15078
+ 25 4 -1.59810 -1.015312 -1.,48315 -2.18938
[ LI 0.77914 0.R2771 0.7T0406 1.9171%
£ 27 = ~1.04745 -0.77534 -0.91397 ~2.71428
28 e -1.63217 ~1.L7799 ~1.071347 -6.59852
s 20 - 0.44326 0.60036 0.32833 £.65101
30 -n.2:972 n.0181% -0.17216 -0.13772
[ Y SnL33L8G -0.39)1 -0.3719F% ~2.413959
* 32 -0.20680 -0.13%30 U.n5H2E -3.27802
33 s ~1.99375 -1.69587 -1.87R3¢ -2.48058
o3k 0.65473 n.79670 0.57865 1.88639
35 x -p.27077 0.10817 -0.,26450 5.06459
36 x 0,439 -0, EED22 -0.58490 1.95335
LI T -0.553 44 -0.02396 -0.16795 0.26274
L1 -2.46L99 ~1.31832 -1.,72082 -2.855%)
LV I -1.02360 0 -1,15858 -1.19420 -1,3%628
LI B 0.45R4 0.215%% C.31347 «0,10797
LS B r,93979 9.6348% f.60907 ° -1.07820
LIS IR -0.93218 “U.B32Lh -1,02125 “1.hR3PA
LI -0.35988 -9.1306) -0,46232 0.38117

{ Esta tabla se continda en la prdéxima hoja)



TABLA 3,2.1

(Continuacié n)

DATOS SOBRE LAS VARIABLES EXPLICATIVAS Y EXPLICA~
DA DEL MODELO DEFINIDO EN (46).(INDICES ESTANDARI

ZADOS), |
Hilera FAM NMON ESC APROV
LT -0.n0518 0.159R9 0.0D2L35 [P IYY)
oy -0.i8&R92 -0.07959 0.n1104 -2,82487

i t 46 n.e7n n.e1hte LR LA 3.R0143
LY ] -2.06993 ~1.82919 ~2.16218 -1onatel
bOLR e 0.32143 -N.2584 1 0.21832 0.393R7
LTI -1.42382 -4, 11620 -1 6.50761
50 -0.07852 -0.21%47 -0 11750 0.64%87
LT -0.1492% -0.03182 -3.309%3 149404
y k52 0.5260y 0.76149 0.713b9 0.61595 ’
b5y -1.49102 -1n20) 1,360 .61 TS
LIS 1O} ~0.947%7 ~1.28991 -1.2810) ~1.n0241
*55 < 26550 0.PY704 0.39506 -0.,37469
¢ 56 & ~0.41630 -0.60312 -n.3:951 -2,57324
) »57 1.3814) 1.56542 1.59429 6.52372
s 58 t.C3R06 0,91637 0.976.:2 2.51077
LI I -0.88L19 ~0.47532 “0.1769) -4.22716
LTI 1.06555 S DLASTeN a.7uint tL96RAT
AT ~1.33542 -1.941090 18303 t.2a6e3
62 e 2.83384 2,473I08 2.79222 -0, 16433
* A3 - 1.80753 1.58239 1LR0057 -0,35153
64 -1t -0.63132 -3.80107 -2.21071
65 4 1.41958 [N ELH 1,24558 362655
bo66 0.539490 0.16152 0.33477 0.9702
867 ¢ 0.22491 0.74800 0.66152 $3.1539)
*68 A 1.68244 1.67079 1.55285 ~1.9040]
L I 2.05425 1,6036% 1.96066 0.64598
LI 1.24058 0.64%8% 7.87312 -1,7591%

Fuente: Los datos que aparecen agui no son los autén-
ticos, sino gue fueron especialmente genera--
dos por Chatterjee,S. y B.Price,opus cit.para
efectos de este ejemplo.

~otee
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Si utilizamos la informacién de la Tabla 3.2.1 se puede sstimar

el modelo (46) obteniéndose los resultudos sunarios que aparecen
en la Tabla 3.2.2 (que aparece en la préxima hojr), as{ como una
grifica ( Figura 3.2.1, que se muestra enseguida de la Tabla 3.2.2)
que muestra los residuales estandarizados (E{) contra los valo~-

res estimados de APROV,

Primeramente, observemos de la Pigura 3.2.1, dado ol cOMpOrta=—e
miento de los residuales,que no existen huellas de mala especifi
cacién funcional en el modelo estimado,.la observacidn localizada
© en la partd inferior izguierda de la gréfica tiene un valor resi-
dual de aproximadamente 2,5 desviaciones egtdndard de la medinR -«
cero y deberia de observarse con mds cuidado. Sin embargo, si se
elimina de la muestra, los regultados de la regresién prdctica—w
mente no manifiestan cambio alguno,Por consiguiente, la observa-
cidn se retiens en el anélisis.(+)
Por otra parte, los resultados de la Tabla 3.2.2 muestran que al
rededor del 20% de la variacidn total en el Indice de aproveche-

miento ( esto es, en la variable-reapussta) queda explica —-—-

(+) Se omiten los detalles de este procedimiento para simplifi-
car la presentes exposicidn.A esste respecto, conviene sgefialar
que & ha seguido la metodologia propuesta por Chatterjee,S,
¥ B.Price, Opus cit. pp.19-50 guienes sugieren una serie de
criterios precisos para reconocer la presencia de problemas
de especificacién en un modelo de regresidn o econométrico,
& partir del andlisis de los elementos residuales del mode~
lo estimado, as{ como ld manera de "“ajuatar" el modelo en
cuestién, a fin de eliminar dicho problema.( Aunque convie-
ne aclarar que el transfondo de dichos procedimientos, es
hacer que se cumplan las primeras dos condiciones del modg

10 lineal general ).
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TABLA 3,2,2

RESULTADOS SUNARIOS DE LA REGRESION DEL MODELO (46j

VARIABLE COEFICIENTE  DESVIACION VALORES,
ESTIKADO ESTANDARD L]
. FAM 1.101 1.411 . 0.780
. MON 2.322 1.481 1,568
| Esc. - 2.281 2.220 -1.027
CONSTANTE - 0.070 0.251 0.279
2
N= 70 R:= 0.206, s= 2.070

Fuentes Obtenidos a partir de los datos de la Tabla 3.2,1



Figura 3.2.1

GRAFICA DE LOS RESIDUAWS ESTANDARIZADOS (&f) CONTRA ‘

LOS VALORES ESTINMADOS DE LA VARIABLE DEPENDIENTE (APROV),
PARA EL MODELO (46),
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Fuentes Chatterjee,S. y B.Price.Onus cit,p.148



38,

da conjuntanente, por las tres variables explicativas inclufdas
en la ex»resién (46)., El valor de F calculada es de 5.72 con —

(3.66) grados de libertad, que resulta ser significativa al 134,

Por tanto, ain cuzndo la varizcidn total explicada del modelo =c¢ esti
ma en sélo un 20/6, se acepta cue las variazbles exolicativas corres—;
pdndientes san vélidas, Aunque 1los valores individualies de las™isam
todos muy pecueios, Es decir, los estzdisticos sumarios indican

que aunaue lzs tres voriables del modelo (46) tomadas conjuntamen
te, son muy imnortantes, a Jjuzgar por los valores ™" indivi--
duales de lxs mismas, se desprende que alguna de dichas viria-

bles puede eliminarse del modelo, coit tal de mantener a lps --

otras dos restantes.

Estos resultados muestran una situzcidén tipica en donde existe

un nivel peligroso de multicolinealidad., Las variables explica-
tivas estédn tan altamenie correlacionadas entre si que cualouie-
rs de ellas puede servir como una aovroximacidén de las otras dos ,
sin afectar el poder explicativo global del modelo.Los valores
pequeiios de "t" confirman yue cualaquiera de las variables ex--

plicativas pueden eliminarse de la ecuacidén (46).

Por consisuiente, el andlisis de regresién no nos permite obte-

ner ninguna informacidn para evaluar la imnortancia de los in-

swmos escolares en el aprovechumiento académico o escolar,La
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causa de todo esto, es claramente la multicolinealidad.Lus
correlaciones simples entre las varizbles explicativus PAM y
MON; FAM y ESC; y MOW y ESC de .960, .986 y .982 respectiva-

mente , asf{ lo confirinzn,

la multicolinezlidzd en ostgnmdelb era de esperarse,Es la —-
naturzleza de estas variables cue hace sue cada wa de ellas
esté determinuda por , y contribuya a determinur a las otras
variables . No es jldégico pensar, por consiguiente, que no
ge tratan de tres, sino de unz sola variable.,
Desafortunadamente la conClusidn anterior no nos ayuda g con-
testar la pregunta inicial sobre el efecto de 108 insums es--
colares (variable ESC) sobre el znrovechamiento académico (va-
riable- resnuesta APROV). Existen dos posibilidades a este --

respectos

Primero, que la multicolinealidad se presente por deficiencia

de los datos, en cuyo cuso puede subsanarse recabzndo infor--

macién adicional,

Segundo, que la multicolinealid=ad se presente debido a que las

interrelaciones entre las variables en cuestidn sean una carac-
ter{stica inherente al fendmeno bajo estudio.Ambas situaciones

se discuten brevemnnte a continuacidn,

“ g,

En el primer cas>, la muestra debidé ser escogida de tal suerte
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de asegurzr gque 12 correlacidén enlre las varinbles explicativas
no fuesen tan grinde,.Por ejemplo, conuidérenss. las variables —-
FAM y ESC. Si graficanos los valores de ambas variables en un —
ejo cartesiuno (con Fali en el 2je verticul y 5SC en el 2je hori--
gontal) obiendremos una grifica, como 12 gue aparece en 1u Figu--
ra 3.2.2 ( que znarcce en la nrdximn hoja), donde notamos cue --
todas las observiciones se sncuensran discninadas alredzdor de una
linea recta sue cruzu log valores wadios de las variablesy Rall v
ESC, esto es, el vunto (0,D) del eje carteciano,También se cbser-
va gque n0 existen detos gobre la vari=zbls E3C en esta muesntira con
valores en la parte superior igznuierda e dnferior derscha del --
plano de la figura, Y por lo wismo, no existe informacidn en la
muestra sobre la variable APRIV cuwxndo el valor Fal es alto y el

de ESC es bajo, o cuzndo Fall es bajo y ZESC es 2lto.

Pero es s6lo con datos recabados bujo estas dos condiciones gus
jos efectos de FAM y ESC sobre APROV  podrian, en un momento da—-
do, determinurse.Por ejemplo, sundngase gue existiese alguna —--
observacién en lu parfe supsrior izcuierda del cuadrante de la
Figura 3.2.2, Entonces seria factible, cusndo menos, comnarar

el valor promedio de la variable APROV con vzlorss altos y bo---—
jos de las variuble ESC cuando 1z vuariablas Fail se mantiene --

constante,



FAM
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EIGURA 3,2.2

GRAFICA DE LA VARIABLE "FAli" CONTRA "ESC" PARA EL
MODELO (46). ' '

4
3.09
- i
2,07
- 1
- 1
- ? .
- § 211
1.05 21 1.
- <31
- 2
- 3112
- 13 2
05 11 ’
- 1122
- 143
- i
- 21
~1.03 . 221
- 1
- 2 i
- 1 1
- 2
=21 1 i
-3.19
-303 ~2.01 -.99 03 1.05 2w 3.09
=3

Fuente: Chatterjee,5. y B.Price.0vus cit.p.1l49
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Al agregar la tercera variable explicativa, MON, al modelo, im—
plica la existencia de 8 combinaciones distintas posibles de
datos que debian ser incluidos en la muestra,Si denotamos con
el simbolo "+" a un valor arriba del prowedio, y con "=" a un
valor abajo del nromedio, tendremos lus ocho posibilidades gue

se muestran en la Tabla 3.2.3(que~aparece en la siguiente ho ja)

Al analizar la Tabla 3,2,3, nos percatamos cue las grandes co-
rrelaciones encontrad:s en el &ﬂﬂllslq, sugieren oue sblo las
combinzciones 1 y 8 estdn represent.das en los datos. Si la —-
muestra bajo discusidén resultdse de esta manera nor AzZar o ¢a-
sualidad, la receta para climincr la multicolinealidad seria
entonces recabar informacidn adicional sobre las otras combi-
nacioznes de datos no consideradas en la muestra original,Por
ejemplo, los datos basados en las cowbinaciones 1 y 2 dnica—-
nente podrian uodr~c nara evaluar el efecto sobre APROV,mante-
niendo a FAM y uONfconstantes ambas variables tonedas con va-
lores arriba del promedio.Si estzs fuerzn las inicas combina--~
ciones representadas en los datos, el andlisis consistiria en
una regresién simple de APROV contra ESC.Y los resultados arro-
jarian unz respuesta parcial, es decir, una svaluacién del a--
provechamiento escolar cuando las variables FAM y MCN se con--

gideran arriba del promedio,

Sin emburgo, la receta de recoleccidn de informacidén adicional

para resolver la multicolinealidad no debe considerarse como —
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una“panaceavcon frecuencia , es prdcticamente imposible reci—-
bar mds datos debido fundamentalmente o nroblemas presupue sta—
riog, de tiempo y/o de personal.fs sieuwpre mejor estar "oreve-
nidos" de antemano de posibles deficiencias en los datos.En --
consecuencia, siempre gue se puedz, la informucidn deberd reca
barse de zcuerdo a un diselfio, Desafortunadamente, el disedio'a
priori”no es siempre factible,®En determinadas investigaciones
econdmicas o estudios de observacidn social como el nresente,
los valores de las variables explicativas usualmente no se -
conocen hasta cue el dato se elige de la muestra, después de
un proceso de medicidn sumamente lxrgo y costoso. Con dicho --
procedimiento, resulta muy diffcil la obtencién de una muestra

“balanceeda" como 1la ¢ue se recomienda,

La segunda razén de la existencia o aparicidén de la multicoli--
nealidad enel modelo nuede radicar en gque la relacidn entre -
las variables explicativas sea una carzcteristica inherente o
intrinseca al proceso o fenbmeno muestreado,De tal forma cue

si las voriebles FAW, NICN' y ESC existen en la poblacién sdlo
como combinociones de datos de la forma 1 y 8 de la Tabla 3,2.3,
por ejemplo, entonces seria imposible pretender estimar los efec
tos individuales de dichzs variables sobre la variable-respuesta
APROV,

El dnico recurso viable para continuar con el andlisis de estos
efectos,en este caso, seria buscar las"causas subyacentes"uue -
pudiesen explicar las interrelaciones existentes entre las varia-

i

bles explicativas.lediante este proceso, se vnodrian descubrir
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inclusive, otras variables explicativas que pudiesen afectar mas
determinantemente a.la variable-resnuesta en consideracibn, y

reformular incluso,el modelo en cuestidn.
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3.3, EL EFECTO DE La WULTICOLINFALIDAD EN LA ESPECIFICACION
FUNCIONAL.

1

Segin D,E, Farrar y R.R. Glauber Y/ "...La correcta especifi-
cacién normalrente es més importante para la construccidn co-
rrecta de modelos gue la eleccidn de una técenica correcta de

estimacidbn".

Sostiene gue la esnecificacidén comienza ordinariamente en la
mente del constructor del modelo.A través de una combinacidn
de teoria, informacidén anterior e intuiciébn, el investigador
escoge las variables explicativas que supuestamente le permiti-
réin explicar el comportamiento de la vuriable dependiente o —-—
variable- resouesta. Y por lo generzl, el trabajo no termina
con lz primera esnecificacidn tentutiva, Antes de que una e--
cuacién se considere como "“aceptsble" debe ser sometida a prue
bas a través de un conjunto de datos empiricos., Si ésta es de-
ficiente de alguna manera, se modifica y se vuelve a probar

otra vez, 2/

l/ Véase, Farrar,D.E. y Glauber,R.B, Multicollinearity in Re-=
gression Analysis: The Problem Revisited, Review of Econo--
mics and Statistics,Vol.49, 1967, pp.92-107

2/ Ibid.
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También, afirman gue indevendientewente de la naturaleza de la
dependencia real entre Y y cada variable de un conjunto rela-—
tivamante grande de variables iddevendientes contenidas en la
matriz X, el aumento de la interderendencia dentro de X al --—
aumentar su tamafio, hzce gue disminuye répidaménte la estabi--
lidad y por ende, la significucién de la contribucién de cada

variable independicnte en la variacidén total del &odelo. Y

.2 L ‘
Por otra narte, de acuerdo a T,C.Liu 2/ «"...Ias limitaciones
de informazcién y no las tedricas son las vrincipales resnonsa-
bles de la tendencic persistente a subespecificar un modelo de

regresidn o econométrico",

Farrar y Glauber concluyen que "...independientciiente de la si
tuzcidn particular, la esencia del problema de muiticolinecali-
dad es la cantidad de informacibn reguerida para una construc—
cibn modelfistica satisfactoria contra la contenida en una mues-
tra de datos disnonible., Y si al modelo se lec pretende nresen—
tar en toda su comvlejidad, la sadlucidn del problema de multi—
colinealidad requerird aumentar la muestra disponible nara in-

troducir informacidn adicional.é/

Vamos a hacer ver a continuacidn, cémo la multicolinealidad afec-
ta a un modelo subespecificado y cudl es su consecuenciz en la

'estimacién naramétrica. A este respecto, consideramos cue es ~—

1/ Véase,Farrar y Glauber.Cpus cit.
2/ Véase,Liu,T.C. Underidentification, Structural Estimation and
Forecasting.Fconometrica, 28, October,1960,p.856

3/ Véase,Farrar y Glauber.Opus cite
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oportuno selfialar gue es muy frecuente en la esuvecificacién --‘
modelistica, tener que reducir el ndmero de variables expli--
cativas necesarias a'un mimero mucho menor por insuficiencia

de informacidén. Esto imposibilita entre otrus cosas, la posi-
ble eliminacidén de una variable nulticolineal en el modelo,ex-
presdndola como @mrbinacidén linezl de otras que no lo son, y asi

eliminar la oolinezlidad en el modelo afectado,

Para comenzar, conviene aclarar cue la exclusidn arbitraria de
una variaeble altamente colineal de un modelo de regresidn, como
se acostumbra muy a menudo, cowo una forma "rdnida" de desha--
cerse de la multicolinealidad, contribuye a la incorrecta espe-
cificacidén de la estructura global del mismo, crezndo al mismo

tiempo, sesgo en los estimadores paramétricoe, como observare—

mos enseguida,

Ugsaremos el enfocue de M,Dutta l/para demostrar que dado el -
modelos

Y=pix 4 paxe+ (49)

donde X1 y X2 estén altamente correlacionzdas entre si, Si al-
guna de ellas se elimina del mismo, el estimador del pardmetro
aue quede en €1,resultard sesg.do. Como se muestra enseguidaljNé-
tese de paso que el modelo anterior se encuentra en su forma —-

compactal
Supéngase pues que para "corregir® el nroblema de la multico--

1/ Véuse, Dutta,M. Econometric Methods.Opus cit,
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linealidad, eliminamos la variable X2, Nuestro modeloc se trans—
formar{a entonces en 1

Y= pixs+VU" (50)
donde U es la nueva variable aleatoria. Nuestra estimacidn de
minimos cuadrados aplicado al rodelo anterior, nos dice ques

~

. 2ux
Pr= S x?

(51)

pero como la vuriable Y de la expresidn (51) en realidad tiene

-
la forma definida en (49), entonces el estimador Pi se puede
escribir también comos

B'_ sz, (B + PaZe+U)

. (52)
Aplicendo el operador E a la expresién anteridrs
JON R CIC I
- Z x? ]
- z| _E (3% (811 + Boze + 1)) (53)
x,
= ﬁ|+pz.2-2>—fl§:'= ]31+ ;32,.5
dondes S=v,a40 B
Es decir:
A
E (B1) = B1 + B2 (54)
.Y por lo tanto :
E(BL)#BL, g.e.a. (55)

(+) Lo cual concuerds perfectamente con el resultado obtenido
en el Apartado 3,2 (pdgina 27).
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Segin M. Dutta l/si la multicolinealidad entre las variables
independientes es severa en un nmodelo especificado correctamente,
la relucidn puede resultar en canjearcierto nivel de sesgo en
el estimador por una variancia menor del mismo, en virtud de —
que la varianciz del estimzdor gue cueda en el modelo en nresen-
cia de la variable multicolineal es mayor que cuando se caleuls
en ausencia de ella, 0 sea, si denotamos a la variancia del —-
estimador ﬁi comos

( Antes ) var (Bi") : (Con multicolinealidad

(Después ) var (Bi%) ¢ (Sin multigolineslidad

entonces 1o anterior implice ques

var (Bi™ > var (pi%) (56)

Lo cual es fdecil de demostrar para el caso que nos ocupa, ya
Pad
que la variancia de pl en el modelo {49), gue denotaremos como
A » ‘ . -
Var( Bl ), (esta dltima calculada en presencia de la veriable

malticolineal X2 ) se puede demostrar fécilmente gue es igual

as 2 .
e Z:C;
Vau (A1) = 0= (56-bis)
2t ZTxd ~(Z01)?

. . a
¥y como por otro lado, sapbemos que la variancia de Bl para el

modelo (50), gue podemos denotar como Var(ﬁl‘ﬁ, (caleulzda aho

\po—

1/ véase, Dutta, M, Econometric Methods. Oous cit.

-
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ra desoués de eliminar del modelo a la variable multicolineal

X2), se puede escribir comos

Axe i
Var(p, )’: 22:1- ( 57)

Ahora bien, a partir de (56-bis) y (57) resulte evidente que:

x (Zxa)®_ 1

e, o - ”
Var ( B%%) £ Zx.t Var (B/%) (58)
de donde se infiere ques
. | Z !
var ( BX¢) Var ( §.¥) (59)

puesto que el segundo tdérmino del miembro izuuierdo de 1la e
igualdad (58) es siempre positivo. Y por lo tanto, se sigue ——

que la desigualdad (56) es cierta.( seas

var (8" Svar (B))

En otras palsbras, la voariancia del estimador que cueda en gl

modelo después de eliminar la variable colineal, es menor gue

la variancia gue tenia el mismo estimador antes, o sea, en —-

v

presencia de dicha variable ¢olineal.
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Para resolver este tipo de problemzs hay necesidad de reformu-
lar o reespecificar comnletamente el modelo original en térmi-
nos de las varizbles originales a fin de romper el “candado"

de multicolinealidad coume el que afecta al modelo (60),de 1=
manera como discubiremus en iorma pordenorizada en el Capitulo V
gl abordzr el andlisis de . las téenicus y métodos disponi-

bles hoy en dia para la correccién de la multicolinecalidad.

Sin embargo, y 2 propésito del modelo (60), conviene observar
asimismo, que incluye como una de sus variables explicativas,
a una Qariable con retraso ( o "retrasada"). Esto es muy comin
en econowia, Esto es, un rodelo econométrico nuede incluir g--
parte de determinadas vuriables colineales, una serie 0 sub--
conjunto de variables retrasadas, A propésito, un modelo eco--
nométrico con retroso distribuido de orden “k" sobre la va--

riable explicativa "Xt" se define comos

Ye=pos+ PrXe+ Pa Xeop -+ PrXe-z 4o tPen Xe-x +Us (60 -bis)

cuyo tratamiento requiere del uso de técnicas especiales, Exis
ten para el efecto dos ampliamente conocidas y utiliz=zdas en e-
conometria, cada una con ventajas y limitaciones particulares,

Estas son la de L.M.Koyck Y y la de S,Almon g/.

1/ Véase, Kovck,L.M. Distriruted Lacs and Investment Analysis,
North Holland: Amsterdam,1954. .

2/ Véase, Almon,Shirley. The Distributed Laes Between Canital
Aggroniations and Exnenditures,Bconometrica,33,January 1965,
pp.178-196
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La téenica de Koyck en purticular tiene la ventaja de minimizar
la pérdida de informacidn osasionuada por la magnitud del retra-—
so ( pues su apiicacién requizre nadamis de un periocdo de retra-
so de la variables - explieativae objeto ) wunnue tiene la limi-
tante o desventajw de generar auntocorrelacidn e¢n el modelo re—-—

formulado o corregido.

Par su parte, 1a técnica de Almon a diferencia de la de Koyck,
requiere de més de un neriodo de retraso de la varizble —expli-
cativa objeto para lo estimicién del wmodelo corregido (esto es,
requiere usualmente de mayor informacidn que la de Koyek) paro
tiene la ventaja de no violur ninguno de los supuestos del mo~-—
delo lineal general, y por lo mismo, pnermite 1a estimacidn de
estimadores confiubles y estubles pura la inferencia estadisti-

ca y prediccién, por ejemplo.

En consecuencia, - y adelanténdohos un poco 2l proceso de correc-—
cidn de la multicolinezlidad - ante el tipo de sibtuacibén anterior,
se recomienda primeramente aplicar a cada una de las variables —-
retrasadas incluidas en el modelo en cuestidn, de ger posible,
la téenica de Almon (por las razones expuestas) y posteriorien——
te, alguno de los métodos para corregir l= multicolinealidad que
serdn discutidos en el CZapitulo V, y de esta manera, reformulzar

o reespecificar en definitiva,el modelo en cuestidn.
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3¢4 EFECTO DE LA MOLTICOLIHNALIDAD EN LA PREDICCION

J.R., Heyer y E.Xuh —/uo stienen que “...Acuellos dedicados a
realizar prondsticos no deben npreocupirse por la nresencia -

de la multicolinezlidad."

Esto es comprensible, ya que aunque el intervalo de prediccién
tiende a ser mayor cuando existe multicolinealidad, el pronds-

tico en si précticamente es el mismo.

Lo anterior se desnrende por el hecho de gue el valor proyec--
tado (o pronostico) 30 correspondiente o asociado a un valor Xo

del modelo lineal general se puede escribir comosg
A A
‘50 = XO' p i (61)

donde Xo es el vector correspondiente de observacién definido

comos
Xo =( X0, X20,...,Xk0) (62)

Nétese que el valor proyectzdo definido en (61) ha sido obte-
nido a partir del modelo general en su forma compacta y cuya

expresién matricial es la conocida ecuaciéns
Y=yptl (3)

Por otra narte, sabemos del aqﬁ;isis de regresida por minimos

cuadrados,que la varianciu d; Bo'“ ~1ede expresar gomo:

Var (Ge) = [ %o (X)) %o +1] Ou (63)

1/ véase, Meyer,J.R. y Kuh,E. How Extraneous are Zxtraneous
Estimates ?, Review of Economics and Stutisties,Vol,39,
November,1357,pp.380-393.
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A
¥y la banda del error o“banda de coafianza" para J, se puede de--

finir comos '
 t(nw-1, A2)7V Ver (§o) (64)

donde o es el nivel de significacidn nreviatente fijado,

Entonces, conforme la multicolinealidud aurenta (vero no es —-
perfecta comd sucede en la vida reél, 0 en la mayoriade los ca-
sos) la matriz (X'X) tiende a hacerse singul.r y los elemensos de
(X'X)_l tenderdn a hacerses infinitos como ya hemos selalado anterior
mente Y eéntonces la banda del error tenderid a ser mayor en —-
presencia de multicolinealid:d que en auseégia de elia, toda

vez que el Unico fuctor de la varianciz de % fue crece. con la
multicolinealidad es precisamente la matriz (X'X)-l, ya que el
término G: (esto es, 1la variancia del término de perturbacidn)
permanece constante, como ya henos destacudo anteriormente.De

la misma manera, notamos cue el valor de nronbstico Yo no se vé
afectado, ya gue como se observa de la expresibn (61) sélo de~.

n
pende de P y del vector Xo, o sea, tiene la formas
A A ° A °o A 4
Yo = ﬁ\Xl-*-PzXz +~--T[3V-XK (65)

cuyo valor no. es de esperarse se vea afectado adn existiendo
alto nivel de multicolinealidad en el modelo, con tal que la --
relacidn estructural entre las voriables explicativas X1,X2,...,

(+)

Xk , se mantenga inalterable.

(+) Podemos agrezur de naso, gue todo lo dicho sobre la banda
del error resrecto al prondstico (Yeo) -tamhiéy, se cumole pa-
ra el valor medio esperudo definido como Moz Yo 4 ¥ cuya va-
riancia se puede escribir Var(Fa) = fuxo (X'X) X0 .
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Si aplicamos estos resultados al caso de un modelo de una varic
ble explicativa ( o dos varizbles en total), podemos visuali-—
zar esta situacién me jor mediante une gréfica como la gque se mues.

tra en la hoja que sisue (PFigura 3,4,1).

Resulta entonces claro que es probable reducir sustancialmente

el intervelo de prediccién definido comos

'Qo + & (h-x-, a/2) ¥ Ve (80) (66)

-—

mediante la eliminacién de un cierto nimero de variables coli-
neales del modelo afectzdo, pues de esta manera, reducimos la
magnitud de la variancia de qo . Sin embargo, conwo yé ﬁemos —
discutido en el apartade anterior, eszta "receta" en narticular
para eliminar la multicolinealidad, penera a su vez, Sesgo y —

subespecificacién en nuestro modelo,

Pero como B.R, Chiswickby 5.T. Chiswick l/afirman s €l problema
de la multicolinealidad es indesecable si el objetivo es la obten~
cibn de estimadores confiunbles de las varizbles exnlicativas que
lo conforman.(Lo cual no hace mis gue corroborar lo pernicioso
del efecto de la multicolinealidad en la inferencia estadisti-

ca discutido en el Apartado 3.2 ).

Por consiguiente, la multicolinezlidad no representa realmente

un problema, si el gbjetivo del andlisis es la prediccidn. Y si

1/ Chiswick,B.R. y Chiswick,S.J. Statistics and Econometricssa
Problem Solving Text., University Park Press,1375,pp.180-161
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FIGURA 3.4.,1

EFECTO DE LA MULTICOLINEALIDAD SOBRE LA BANDA
DEL ERROR DE PRONOSTICO.

Banda del error de pro-
néstico en ausencia de
multicolinealidad.

—

/"/”
. ‘ .
- 3anda del error de. .

!
-~ /1 .
| pronbéstico en presen
-, 7 cia de muliicolinea-
’ ‘ lidad.
4 i
i
! »
*o

Fuentes Elaboracidn del autor de esta investigacidn.

)
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se puede suponer ademds gue la misma estructura altamente multi-
colineal que existe en la noblacidn de la cue extrajo la muestra
para efectuar la regresidén ( observaciones 1,2,3,....,n) ce man;
tiene o existe también en la woblacidn de la que se extrac o s8
lecciona la muestra rnzra la prediccidn ( observacibén n+l,n+2,..

LY,

¢ e

Esto implica, en otras palabras, que dado un medelo econométri-

co de la formas
N= Vg4 U (3)

estimado a »artir de una muestra de "n" observaciones y en donde
existen al menos dos variables colinezles Xi y Xj, entonces nuestra
predicceidén tendrd sentido si la relzcidn funcicnal existente ‘
entre émbas permanece inalterable para la observacidn n+l, n+2,

etc, O sea, =i en particular la egtructura multicolineal exis-

tente en la muestrz, sigue n»revaleciendo en la vnoblacidn.

Meyer y Kuh Y confirman lo anterior afgurentando que en tanto
que lz eliminucidén de variables explicativas colineales tiende

a reducir el intervalo de nredieccidn, como acabamos de obser--
var, el prondstico rezl,vor hipétesis, cumbia muy poco, como —
también se ha destacado. ¥ ademég,agregan que aunnue el vronns-—
ticador pragmitico es indiferente al grado de multicolinealidad,
y el mds sofisticado no lo es, ambog obtienen prondsticos simi—e
lares y los errores reales de pronéstico son aproximadamente i-

guales.

1/ Véase, Chiswick y Chiswick.Opus cit.
2/ Véase, Meyer y Kuh.Opus cit.
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leyer y Kuh‘l/terminan sugiriendo el uso combinado ds datos de
corte transversal y de series de tiempo y la utilizacidén de “eg-
topadores “ajenos"(o "exSgenos™) Z/en el proceso de estimaciédn

yara eliminar el problema de la multicolinealided,

Para clarificar los conceptos antes expuestos, consideramos opor

tuno y conveniente incluir en este apartado, un ejemplo —=m-=

1/ Véase, Meyer y Kuh.Opus cit.

g/ Se refiere a ciertos tipos de estimadores paraméitricos calcu-
lados & partir de datos de corte transversal que luego son —=
“proutilizados' en forma “exdédgena™ para la estimacidn de otros

pardmetros de un determinado modelo-objeto, usando para es-
te Wltimo propésito, datos de series temporalen, con el obje
to de eliminar o “romper" el candado de la multicolinealidad
en ciertos modelos econométricos.Aunque hay gque reconocty —-
que algunos autores seiialan diversos pelizros e incovenien-
tes sobre su uso generalizado en econometria para ateCcAr —-
dicho problema.Sobre el particular, ademds de la referencia
anotada en el pie de pdgina anterior,

Véase, Kuh,E., The Validity of Cross-Sectionally Estimated
Behavior Equations in Time-3eries Avnlications, Econometiri-
ca, Vol.27, No.2, April 1959,pp.197-214

}/ Para una discusidén pormenorizada sobre la manera de aplicar
la técnica de combinacién de datos de corts transverssl y
de series temporales ("Pooling Technigque®) para efecsuar --
la estimacidén de un modelo en presencia de multicolineali--
dad se sugieren al respecto, las siguientes referenciasy ==

Véase, Tobin,J.A, A Statistical Demand Punction for Food in
the U.S.A. Royal Statistical Society, Vol.113-4,1959,pp.113-141
yvéase, Vold, H.O0.,A, y Lare Juréen.Demand Analysiss A Study in
Econometrics.New Yorks John Wiley and Sons, 1953,pp.132-195

Véese, Stone, J,R,N, The Measurement of Consumers' Exnendie-
ture and Behavior in the United Hinzdom,1920-1933,.Cambridge,
Englands Cambridge University Presa,l954.
Véase, Balestra,P, y M.Nerlove, Pooling Crons-Section end -
Time Serieg Data in the Estimation of a Dynamic {fodels: The
Demand for Natural Gas.Econometrica, Vol,34,No.3,Juljy 1966,

" pp.585-612
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concreto del efecto de la multicolincalidad en 1la prediccién.
Este nos permiﬁiré observar, entre otras coszs, que el valor
del pronéstico (@o) no carbis précticamente 2 pesar de la exis
tencia de fuerte colinealidad entre las veriablss explicati-
vas. Ademds, este caso ilustrativoe resulta de particular in-
terés en este trabajo, ya gue nos servird de referencia mdg
adelante a2l tratar los temas de deteccidn y correccién de la

multicolinealidad.

Hemos seleccionado un caso de estudio basudo en informacidn
macroccondmica referente a importaciones dela economia -~
francesa, Esta informzcidén fue originalmente analizada por
E.Malinvaud l/. La presente discusién se basa>en dicho ané--
lisis. Las variables involucradas sons Las imnortaciones to-
tales (IMPORT), la produccién doméstica (DOPﬁOD), la forma—-—
cién de capital (STOCK), asi como el consumo doméstico(CONSUR),
todas ellas expresadas en miles de millones de francos france-
ses, a precios corrientes, durante el periodo 1949-1966,Los
datos se reproducen en la Tabla 3.4.1(§ue aparece en la —-—-
préxima hoja) El modelo en cuestidn queda formulado en los

siguientes términoss
IMPORT = o+ Pt . DOPROD & P~ STOLK + B3-Consom ¢ . (67)

Los resultados de la regresidén del modelo anterior aparecen
en la Tabla 3.4.2 (enseguida de la Tabla 3.4.1).La grifica de
residvales contra el tiempo, gue aparece en la Figura 3,4,2 (des-

pués de la Tabla 3.4,2) ruestra un patrén claro que sugie--

1/ Véase, Halinvaud,E. Statistical Methods of Econometrics.lorth
Holland Publishing Co.,1370,pp.30-85,pp.204-205
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TABLA 3.4.1

DATOS SOBRE LA ECONONIA FRANCESA (1943-1966).VARIABLES
EXPLICATIVAS Y EXPLICADA PARA EL MODELO DEFINIDO EN (67).
(CIPRAS EN MILES DE MILLONES DX F#RANCOS FRANCESES)

- ANOs IMPORT DOPROD STOCK GONSUM
&9 J5.9 1691 4.2 16,1
S0 oY 16,2 &y 116.8
51 l1e.0 171.% 3. 12).2
52 19.1 175%.% 3.0 26,9
53 1R, 8 137.9 1.1 1321
54 20.L 180,17 2.2 £37.7

- 53 22.? LT IS 2.1 146.0
56 6.5 J12.4 hI .} 1%, 1
57 28,1 226414 5.0 16423
SR 2T.6 21t.9 3.1 168,33 -
59 26.3 kL] a.? 167, 6
6n LS 1 ) 154.0 S.4 176.%
&1 _-33.43 269,8 1.9 [x6.6
62 37.0 248,84 3.1 199,17
s.l 41,3 304,59 4.6 2131.9
64 49,9 3234 7.0 223.%8
65 0.3 3136.8 1.2 232.0
46 Sé.ﬁ 353).9 4.5 242.9

<

cit,.

Fuentet Malinvaud,E. Statistical Methods of Econometrics.Opus



TABLA 3.4.2

RESULTADOS SUMARIOS DE LA REGRESION DEL MODELO (67)
ESTIMADO PARA EL PERIODO 1949-1966.

VARIABLE St EstaibaRp g
DOPROD 0.032 0.187 0.171
sToCK 0.414 0.322 1.286
CoNSUN 0.243 0.285 0.853
CONSTANTE ~ =19.730 4.125 ~4.783
=18 RE=.973 s=2.258 . (3;14)= 163.45

63.

Fuentes Estimados a partir de los datos de la Tabla 3.4.1
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FIGURA 3.4.2

GRAFICA DE RESIDUALES ESTANDARIZADOS CONTRA EL
TIEMPO PARA EL MODELO (867),PERIODO 1949-1366.,

% )

1953 195# [CLY) 1968

" »

_, TiempoO

Fuentes Chatterjee,S, y B.Price.dpus cit.p.153
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TABLA 3.4.3

RESULTADOS DE LA REGRESION DEL MODELO (67) ESTIMADO PARA EL PERIODO 1949 - 1959,

COEFICIENTE DESVIACION  VALOZLS MATRIZ DE CORRELACION
VARIABLE ESTINADO ESTANDARD 'L DOPROD  STOCK _ CONSUM _ IMPORT
. DOPROD 0.051 0.070 -0.728 1 0.026 - 0.997 0.965
.STOCK 0.587 0095 - 679 1 0.036  0.251
. CONSUM 0.287 . - 0102 7 2813 ' 1 0.972
. CONSTANTE -10,.1 30 2:{ . 1212 -

Fuente; Estimaciones




.

FIGURA 3.4.3

GRAFICA DE RESIDUALES ESTANDARIZADOS CONTRA EL
TIEMPO PARA EL MODELO (67), PERIODO 1949-1959,

X
AN

-l

+ Fantd PO SRy + e + + PR Y
104 1050 1958 1952 1953 1034 1955 La56 957 1958 |559 (060 19A]

—

. Tiempo

Fuentes Chatterjee,S. y B.Price.Opus cit.p.l1l54

67.
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la Tabla 3.4,3).

De 1la Tabla 3.4.3 es evidente cue la vuriacién exnlicada del
podelo es alta, 0,99, Sin emburgo, el cocficiente de DORECD
es negativo y no es estadisticamenie significativo, contrario
& las expectativaes iniciales. Esto es, cra de esnerarse,eco--
némicamente hablundo, gue si mantuviésemos corstantes las va
riables STOCK y CCOKSUW, un incremento en la veriable DOPROD
implicaria necesariarente un incremento en la variable INFOR?,
probablerente en el rubro de materias primas e insumog 0 ecqui-
po de manufactura, como resultado de una expansién.en la oro-

duccidn doméstica,

Por consiguiente, la multicolinealided se torna de una posibi-
lidad, en un problema real nara este modelo.Ya gue se observa
de la Tabla 3,4.,3 cue el coeficiente de correlacidén simple --
entre CONSUM y DOPROD es de 0,997 . Y profundizando pés en el
andlisis se nuede demosctrar que la variable CCNSUM es avroxi-
madamente igual a 2/3 de DOPROD a través de todo el periedo

de 11 afios (1949-1959), Ya que la relacién estimada entre es-

tas dos variazbles resulta ser: +)
oo
SoNSUl = 6.258 +0,686 DOTROD (68)

(+) Resultado de efectuar una regresién‘simple de la variable
CONSUM sobre la variable DOPROD, utilizando para ello los
datos de la Tabla 3.4.1, para el periodo 1949-1959.
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¢ . ) . . -
Aln ante la presencia de multicolinezlidad severa,como ¢n este
caso, el modelo de regresién estimado puede proporcionar bue—
nos pronésticos.La ecuacién de prondstico puede escribirse vor

lo tanto comos

T~
IMPORT= -10.13 -0.051DOPRCD+0. 587STOCK +0, 287COKBUL (69)

Nétese que el ajuste del modelo anterior = los datos histéri—-
cos es bastante bueno & juzgar por el valor de R2 (véase la — -
Tabla 3.4.3) y el comnortamiento alecatorio de sus residunles(véa
se la Eigura 3,4.3), Sin enbargo, vara pronosticar debemos eg——
tar seguros que el cardcter y la fuerza de la relacién global
entre las variables explicativas y la explicada vermanecerd --
inalterada en perfodos futuros.,Esta cuestidn de confianza es

un problema en cuzlquier modelo de vrondstico exista o né mul-
ticolinealidad.Para propdsitos de este ejemplo, sunondremos -
quz la relaciédn global entre las variables que conformen el

(+)

modelo (69) sigue siendo vdlida en periodos futuros.

Implicita en la suposicibn anterior se encuentra la hinbtesis
de la relacién existente entre las variables DOPROD y COISUl,

0 sea, el modelo de pronésiico (69) serd bueno,es decir,produ-

(+) Para propdsitos de esta exposicibn se soclayan las difi--
cultades suscitudas debido a nuestro hallazgo inicial en
el sentido de gque la formacién del Kercoriin habia altera
do las relaciones estructurales del modelo bajo discusién,
desde 1960.De donde resulta importinte y oportuno advertir
al lector que cualguier cambio en la estructura de un mo—
delo puede afectar sustancialmente al prondstico,ain cuan
do el ajuste histdérico haya resultado excelente,
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cird buenos prondsticos en tanto los valores futuros de lug —w

variables DOPROD, STOCK y COnSUN sean tales ques

CONSUN = 2/3 DOPROD (70)

Por ejemplo, pronostiquemos el cambio en la variacble IKPORD -

para el aiio siguiente correspondiente a un ineremento en DOPROD

de 10 unidades, mientras se mantienen las variables STOCK y CON-

SUM a sueg niveles corrientes.El modelo resultante tiere la formas.
—_N

TOm SOR
1m1oaT1960 = Im.0nT1959 - 0,51 (71)

Nétese gue la ecuafibn anterior se obtiene de restar las si--—

guientes ecuacioness

TN

IMPORT1960=-10.13—0.051(239.0+10.O)+O.587STOCK+O.287CONSUM (72)
N v

IMPORTlgsg =-10,13 -0,051(239.0)+0,587STOCK + 0.287CONSUN (73)

que resultan de sustituir, resnectivamente, en la ecuacién (69)
el valor de DOPROD para 1969 y 1959 - esto es, 249.0 (=239,0+10.0)
¥y 239.0 - manteniendo a las variables STOCK y CONSUM como "cons-

tantes".

Obsérvese que si utilizamos el modelo (71) para predecir la ve--
riable IMPORT para 1960, obtendriamos un valor de Pronéstico aue
resultaria’ subestimado” respecto del verdadero valor histérico
reportado vara dicha variable en 1960 (véase Tabla 3.4.1),que

utilizando el modelo definido en (69),



T1.

Aungue el valor subestimado en si no difiere gran cosa del ——
valor histdérico real de dicha veriable, cowo se verd mis adelan
te, es muy importunte resaltar el hecho de aue desde un punto
de vista macroecondmico, el modelo (71) resulta inconsistenfe
puesto que implica cue dado un incremento ( de 10 unidades en
este caso ) en el nivel de produccién doméstica, o sex, en la
variable DCPRCD, se oroduce 0 corresvonde, un cambio negativo

o contraccibn en el nivel de importuciones,esto esy

N —_—

IMPORT, ¢ = THPORT - IWPORT = -0.51  (74)

1960 1959

1o cual es un contrasentido, o cuando menos, no es de esperar—

seyde acuerdo a la teoria econédmica.

No obstante, si tomamos en cuensta la relacibn entre las varia-—
bles DOPROD y CONSUIL definida en (70), entonces la vuriable
CONSUM se incrementzrd en 15 unidades y el modelo resultante

adoptard la formas

— ——
= IMPORT -0.51 + 4,305 =INMPORT +3,795 (75)

THP0R
PORT 1959 1959

1960

Nétese' aqui . gue la extresién anteiior renresenta un modelo
econométrico mds congruente que el anterior ya gue el cambio
en el nivel de importaciones ahora es positivo y por ende, es
de esverarse que produzca un mejor pronéstico gque el obteni-

do utilizando el modelo (71).
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Esta situacibn se puede visualizar fdcilmente observando la Tabla
3.4.1 que muestra los valores histdricos realos de las variables
IMPORT, DOPROD, STOCK y CONSUM para los afios 1959 y 1960 yue s

reproducen por comddidad del lector en el siguiente cundros

A = . . = . H = .
IMPOR11959 26,3 DOPROD1959 239.0 H STOCK1959 0.7
congumlgsg = 167.6 |

= . = . ' - (76)
IMPORT ¢ = 311§ DOPROD g0 = 258.0  § STOCK ooy = 5.6
CONSUM196O = 176,8
Ahora bien, sustituyendo el valor histérico de la variable IMPORT1959 =
en la ecuacibén (75), notamos que el prondstico para la variable =- :
IMPORTlgGO usando dicho modelo ess
IMPORT196O = IAPORTl959 + 3.795 = 26,3 43.795 =30,095 (71)
gue implica una diferencia de un poco més del 3% (3.23) del valor
histérico real (= 31.1). .
Sin embargo, si hubiésemos utilizado la ecuacidn (74) el prondsti~
0 pura IMPORTlgSO serias
IMPORT, oo = IMPORT .0 = 0.51 = 26,3 -0,51 = 25,79 (78)

en cuyo caso, notamos que el valor de prondstico difiere en un —=-
poco mis del 17# (17.1) del valor histérico real de la variable —-

explicada.0 sea, con ests modelo,se tiende a subestimar més el valor



73.

histdrico reul, o sencillmente, el vulor rezl de la variable ex—

plicada IiPORT, como ya hubizmos hecho notuar nreviamente.

Por otra parte, y sicuiendo con erta misma linea de ideas, si nos
olvidamos por un momento de la relucidn existente entre lus va--
rigbles CONSUM y DOPROD definida en (70) ¥ simplmmente sustitui-
mos, en el modelo de prondstico definidec en (69), los valores —-

histdéricos para cnda una de las variables exvlicutivas que lo —-

pr)

conforman y que se nroporcionan para facilidud de esta exposicidn,
en el cuadro de 1z exnresién (76), obtenirenos un valor proncsti-

cado pars la variable 1ppont tal cues

1360

N
NP0

RT1960 =-10,13 -0,051(258.0) +0.587(5.5)+0,287(176.8)

= =10,13 -13.16 + 3.3 +50.74 = 30.75 (79)

cuyo valor difiere muy ligerarente del obtenido con el modelo "re-
formulado" definido en (75) yacue sélo difiere en un poco mds del

1% (1.,12) del valor histérico real (31.1).

En consscuencia, estos ejemnlos muestran claramente cue log datos
no-ottogzonzles o colineazles, no tienen ninguna importanciz =n el
oroceso de prediccidn, obteniéndose wor consiguiente, esencialmen
te,el mismo valor de nrondstico (go) con 0 sin multicolinealidad
en el modelo, siempre vue se haya eliminado nreviamente del wmismo,
cuglquier provlemu de esnecificucidn,Zl unico inconveniente,coumo

ya hemos seialado al comienzo de este apartado, es que lu bunda
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del error je oronéstico ante la sresencio de malticolinealidad,

tiende & ser maydr gue sin ella, y por 1o tanto, el proceso de
A

inferenciz y prucbas de hindtesis sobre el valor de pronéstico ( Yy,

se torna enos confiuble.

orre.
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sCATCAS BT DIAGNOSTICO,

IV, DETZCCIO! DE LA LTI 00LTH

Como cuzluuier otro problemz estudistico, nuestra primera -—-
tarea para atacar la multicolinealidad es detectur su nresen—-

cia y su grado de severidad. 1

Con el propdsito anterior discutire%os ayul les téenicas mds ~-

comunes existenves en la literazturz puara detect..r su nresencia

asi cotio zu grado de severidad,

Empézarenos inicialmente con el andlisis de las reglas empiri--
cas més conocidas, osara lucgo vasar a discubir las téenicas —-

més sofisticadas,

4,0 REGLAS EIPIRICAS TuR4 DETECTAR L4 VULTICOLINZALIDAD
Regla i) {Si ’11]’> .8, entoness 1a multicolinealiliad exis-- (80)
tente ez neliosrosma, = s

Donde 1rij e¢s el conocido cceficiente de correlacidn

simple entre Xi y Xj.

1/ Cuando hablamos del "grado de severidad" de la multicolinea-
lidad en un modelo, noz referimos usuwalmente 2 la mugnitud
de su peligrosidad en el mismo.Esto guedard de manifiscto —-
después de cubrir el material de este capftulo en donde anali-
zaremos criterios precisos pura determinar cuando ésta es peli-
grosa,

2/ Citada vor Parrar y Glauber.Oous cit. - B
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Esta es la mis pooulur de todas lus “reglus del pulgar”
en el anilisis de regresifn y wuizds la definicién ope=
racional rés simple de aulticolineulidad ‘“inaceptazblel
Como se observa, cousiste llanamente en limitar los eoe-
ficientes de correlacidn simple, naraz cada pareja de va-
riables explicativas dentro del modelo, mediante una co-

ta sugerior de r = 0.8 6 0.9,

Regla ii) La interrelacidn o milticolinszlidad no es nececarin—

mente pelisgrosz 2] menos cue se2 alia en relucidn al

coeficiente de correlacidn miltinle global, l/

Esto cuiere decir, en otras palabras, cues

Si rii> Ry, enitonces 12 multicolincalidad (8i)

existente es peligrosa

donde Ry cs el coeficiente de correlacidn miltinle en-
tre Y y las variables X1, X2,...,%k{W4tese también —
gue este coeficiente es igusl a la raiz cuadreda del

conocidom"coeficiznte de determinacidn" Rz).

- 2 .
Fero de acuerdo con Farrar y Glauber “/, tanto la regla i) como

la ii) son altamente vulnerables cuando se trabaja con un espa-
cio de més de dos dimensiones.Debido a4 uue la multicolinealidad

total es completamente consistente con bajos niveles de corre-~

;/ Citada por Klein,L.H. An Introduction to Econouctrics,Englewood
Cliffs, N.J., Prentice- Hull,1962.pp.64, 101,

2/ Véuse, Parrar y Glauber.Onus cit,
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lacién simple por purejas, entre los miembros del conjunto de las X's.

Esto es, puedc acontecer qu%u%a variable Xi, en nuestro modelo

general ( cn forme comoacta)ise nuzde escribir conmos
Yo Pixi e oo pexcios B feXic s UL (82)

sea tal aues

¢ o= X oo ol Lien wolipy Xovrw - oo oo Ae e (83)

es decir, gue Xi seca una combinecidn lineal perfecta de las —-
restantes variables explicelivus con excepcidn de Xj, y darse

el caso cuey

Yz o8, Myaiz. et .k (34)

y también ques

ﬁ_";-&,\:’c‘,j:l,z,....,z (85)

0 sea, cwaplirse cuc Xi sea conpletamente colineal con respec-
to a todas las demds variables exolicativas en el modelo,nero
no peligrosamente multicolineal por narejas ( en especial, con

respecto a Xj ).

Regla iii) Resla Empirica de Farrsr y Glzuber Y

Una variable Xi es velierosamente rmulticolireal sola--—

mente si su coeficiente de correlacidn multinle con —-

resnecto o lus otros vurinbles indevendicntes (Ri),es

1/ Véase, Farrcr y Gleuber,Orus cit
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mayor que el coeficiente de correlacidn miltinle de Y(Py)

con respeeto @ todae las varizsbles exnlicatives del o~

delo, l/

Eg decir:

Si Ri > Ry, cntonces 1o sulticolinesnlidod (86)

existente es peliprosa

0 alternstivazentes

Si Ri/By 2 1 , antoncers 1z multicolinewlidad (87)

exiptente es peligrosa (By £ 0 )

Regla iv) Regla Emvirica de Haitoveky Y

Como le regla empirica de FParrar y Glauber v la sugerida por —-—
Klein dependen en parte del coeficiente de correlacidén milti--

ple entre Y y el conjuqto de variables X1,X2,...,%%, es posi-—

ble gue cierto nivel de colinexzlidcd con resvecto a Xi en este
conjunto no sea considerado peligroso cuzndo Ry en el denomina~
dor de la expresién (87) cambie debido & un cambio en la varia-
ble dependiente, ¢ sea, cuando Ryl # Ry2 , ambzs pruebas no --

son concluyentes.

l/ Haitovsky, Y, Multicollinearity in Repression annlysissComment.
Review of Economics and Statistics, Vol,ILI,ovembzr 1369,
Pp. 486-489
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Entonces la cvidencia de peligrosidad de l1a multicolinealidnd —

propuesta por Farrar y Glauber es diferente nzra las dos regre——
. - 1 .

siones.Fara demostrur esto, Dutia ~/recurre 2 un ejemplo muy sen.

¢
cillo,

Supbnzase que Ri =0.8 en dos casos separados, Caso I y Caso IT,
Y ademds que Ryl=0.4 en el caso I : Al efectuar una regresidén de
Y1 sobre el conjunto X1, X2,...,%% , ¥ Ry2=0.9 en el Caso ITsAL

efectuar una regresidn de Y2 sodbre X1,X2,...,%k,

Qbservanos entonces cue aungue el conjunto de variables exnl 1w
cativas o independientes L1,X2,...,%% no es mencs muliicolinesl
en relacién a Y1, que con respecto a Y2, su efecto nuede resul--
tar més serio en uno v otro caso, de acuirdo al criterio utili--

zado para "medir" su nivel de peligrosided, Asi tenemos ques
0.8 /0.4 > 1  (Gaso I ) (88)

0.8 /0.9 }p 1 (Caso II) (89)

¥y por consiguiente, el caso I resulta con nivel peligroso de —-
multicolinealidad, mientras gue en el caso II no existe como nro-

blema,

Lo anterior imnlica cue las reglas ii) vy iii) antes referidas
no juzgan en téruminos de la existencia de multiecolinealidad en

el conjunto de variables X1,X2,...,% , sino en términos de su

1/ Véase, Dutta, If. Econometric Wethods. Cpus cit.

ETR YESIS RO DERE
CBAUB B Lh BIBUISTECK
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severidsd en relacidn o un pardmetre dado, ersto es, en relacidn

& la vzriable dependiente especifica "Y' con que se trabaja.

N PO 1 . L

Y por consipviente, Y,Eaitovaoky -/ sugliere la sigulente reglag

Reemplazar el numerazdor de ls exoresidn (87) nor ol coeficiente
de correlocibn pareial ( Rij., 1 2 3 ...k) entre las veriables

explicativas ¥i y ¥j cuwmdo les dends variabler independien-

tes peruanecen conclunies, 0 en otrzs nalebrass

(€3]
P

Rif, 1203 ...y 1, entorneas 1w mmlticoelinesdidnd (90)
Ry 7

v

existente es peligroza (Ry # 0)

! .
cn ‘adolece -

$in emtargo, en nuestra opinidn, cete xétodo to
del mismo defecio gue sefala l.Dutta, Fuesto gue la severiand de
la multicolincalidad no puede voricr al curmbisr Lo variable dge-
pendiente, Pues la ruiticolinealided es vn fendsenc cve denende

de las variables explicativas exclusivauwrnte,y nt nresundne o0 ~-
implice unez relacién ceusel con resrecto a la variable - rearues--
ta, como guedard de wznifiesto en nucstras discusiones subsiguien~

teg.

1/ véase, Haitovsky, Y. Opus,éif; 

Sarn
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4,2 HETODO DE PARRLR Y GLAUBER v

. ii . . iy
Si denotamss como r al i-dsimo elexznto dimconal de la in--
versa de la matriz (X'X), ez decir, «l correspendiente o aso-
ciado a la varisble Xi, se nuede hzcer ver yue es posible escri-

birs 2/
(X'X)g

e

ii

oi=1,2,...,k (91)

donde el numeradcr y denoxinador de la expresién (4]) se defi-—
nen a su vez coro se irndica en lus exnresiones (22) y (21),res—

pectivarente,

Como ilustracidn de su munejo, la ugpliezremos ul caso k=4, ice,

para un modelo de 4 variables exnlicativzg, Para i= 3, el ele—

33

mento diazgonal r~ - asocizdo a la voriable X3 se nuede csceribir
Yu i iy ’
LT ez Yey

como¢

33 fy) Yaz Yyy

Yn Yo Yz TNy

fyy Yir Yo Tay (92)
By iz 3 iy

Y4al T4z Y43 Yy

_/ El métode aiui descrito y atribuido a Farrar y Glauber (opus cit.)
se inspira en realidad en una investigacidén anterior realizada
por Glauber y otro colega, comn un enfouus pragmitico, orientada
a"ocalizar la multicolinealidad"nediante un naguele de regre--
sién,

Véase, Gluuver,R.R. y E.A. Beaton. Stitisticsl Laboratory Ulti-
mate Reerescion Packire Progranming,Cambridge, iassachussets:
Harvird Stutisticul Laborutory,l9ez.

2/ Véase, Klein,L.R, (1974).Cnus cit.v.75
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Intonces =i la variable explicativa Xi se considers  OXtOg0mer-e
nal con resvecto a4 las demds variablaeo exmlicativas,es fieil

inferir ques

,(X'X)ii =,x'x, (93)

ya que tanto el mu.arador comd denominzdor de la exnresidn (91)

estdn formudos nor determinantes cuyos clementos no-diagonales

sonelee son iguales a la unid ad, Zge-

>

sonn cero ¥y zus elementeos dic
to es, rij=0, vara todo ifj ¥ rii=l , dudo cue Xi.¥%j=0,Xi',¥i=l
por el suruecto de ortogonulidzd entre luas variables X1,X2,...,%k,

Y por consifuiente, la expresidén (31) se reduce simplemente ag

o - (94)

Si aplicamos estos resultados a nucetro ejemnlo, la exnresidn (92)

se transforrmn en ¢

1 o O
o | o0
Sy 1o o oy (95)
l o0 O
O !l 0o o
o o |
0 © o

pues se supone que {3 es completamente oOrfogonal respsctd de

X1,72 y X4.

Por otra parte, si Xifvese perfectamente dependiente con res»ecto
. N -y . ’ .
a los deads miemdbros de la matriz X, o1 dencminador se haria coro

mientras aue el nuwierador, como no contiene a %i wnor definiciédn,

no sevens ufectido,.Tsto es, K'X,: 0 , nerd en camdlo el deter---
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P e\ e ii
m;uuntcl(A'ﬂ)xll # 0. mntonees 1 quedarly Indctinida ¢

(x/\“ '(XX (

il
e , (96)
l{ KX fl @)
Ahora - 1 cidn & st pre Co o
orua bien, racoriundo nuestre definicidn de varismaitestipsds de Bi
gada en (20), roeultbw sviiect? cue niilinx el coreepbo dio--

o

do en (21) vodeads eserihir una nusva versidn para la misma

en los sizuientes itéraoinos:

-

e} A

Jur(/’&") =

[=)Y
®
e
I
e

(97)

ii
entonces cuandc el elemento r crece desmesuradamente en la -
tarbidn crecerd

. . N A.
expresidn anterior , la variancia estimuda de Bi

desmesurszdamentc,

1 .
Farrar y Glauber Y sostienen gue adn cuzndo el esvectros

1 2 Y o2 o0 (g8)

estd poco exolorajo, los elementns diagonzles,nor su tamaio,
nos proporcionan unaz visi’dn heurfstica o "cruda" de la severi--

como de la ubicacidn

L a)

dad rel4ativa de 1a multicolinezlidad as

édsta deatro del conjuato je variables explicativas del mo-.

delo.

1/ Véuse, Farrar y Glauber.Oous cit,
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Por consiguicnte, dichos wutores afiraan que defliniendo 1a mle-

s . . o . ‘

ticolineal:dud en térwinos de su alejamiento de la ortogonalidad”
- . + :

ofrece dos ventagass( )

lo. Distinguae clarsmence entre 12 naturalsza esencial del pro--
blemz de lz multicolisealidiad ( no inde¢endchcin 9 interie~-
pendencia untre lzs virinbles explicitivas) y los sintomts
o0 efectos que produce ericics 2 estz relacidn de denenden—-—

cid,

20, La ortogonaliiad se nresta con facilidzd a 1= fonnulﬁciénlde
hipbtesis estudisticas y como t2l, lleve dirschanente 21 —-
desarrcllo de estadisticos de nrueb: zjustzdos vnord el ndme—
nmimero de¢ variables y observaciones en el conjunto X, comtra
los vue se puede calibrar 1z severid:d en térainss de su a--
lejumiento de 1z ortogonalidad.Desarrolldndose con suficien-
te detalle, dichos estadisticos pueden ofrecer una vision -
profund2 de la localisacidn y el patrdn de Lz multicolineca-
lidad, asi coro de la severidad de la interdevendencia cue

socabz la calidad exverimzntal de determinada informacidn

Lo antdrior se puede entender en cierta forma observando 1o —~~

gue dichos autoresz han dado por llumar unza “"relacidn hWeuristica

(+)La utilidud del concento de ortogonuliiad aplicado a la de--
teceidn de la multicolinealiduad cuedard de sanifiesto 4l ana-
lizar el #étodo de 1las Componentes Ffrincisales .ue zerd discu~
tido extensivavente en el préximo anartado,
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entre el concepto de or{ogon:lidad y el determinante de 13 mo—e

triz (X'X) cus ¢uedsz expreszdo en el espectros

0o & [(x'x)‘ £ 1 (99)
1/

A este respecto, Farrwr y Gluuber < afirmun que transformando

a I(X'X)[en i estadistico anroximudamente  Ji-cucdrudo, se pue-—
de obtener una escala adecuzdn conira la cuxl se puede cualibrar el
alejumiento de la ortogonzlidad de las varisbles explicativios cone
tenidas en el conjunto X,  por ende, el gradiente entre lz gingu-

rrelacidn del riodelo

3
IS
s
3
[
&)
<
[#)
[¢]
o
i

larided y ortogonuolid=d ( de la

necificanente, el estadistico nrorucs—-

w

de regresidn original), E

to tiene la forma:s 2/

XZ (V) 5“['\‘!——&(2“5)] log [x'x}

[%'x| (100)

donde n y k ce definen como eantes y el miembro izguierdo de 1la —-
expresién anterior es unz variable dictribuida aproximadamente —-
como una Ji-cuadrada con Y= 1/2 k(k-1) gradoc de libertad. Yy

Farrar y Glauber soctienen ademds que,ci se zcepta 12 hipdiesis
normalzmlltivariada,los niveles de probabilidad ofreden una medi=-
da cardinal del grado de interdenendenciz en el conjunto X.Para —-

lo cuzl proponen wna medida cardinal de la severidad de la multicoliﬂ

Véare, Tarrar vy flaunber.Opus cit.
Para 1a derivacidn y aplicaceidn de este estudistico,

Véase, Barlett,3.5. Test of 3Jiznificance in Fuector annlysis,
British Journzl of Psicolopy, Stutistical Section,3,19%0,n.83

3/ Ibid,

Qi
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lidad eh una variable Xi, que definen como: Yy

| (JJC:(YCE“ ')(”YST‘) (101)

. donde W! es un estadistico que se distribuye como una variable

F con (n-k,k-1) grados de libertad, donde n y k se definen como

anteriormente, Entonces, es de esperarse que si F "calculada",de
finida como el valor absoluto de la expresién (101), resulta ma--
yor que P "“tabulada" , esto es, F(tablas) = F(n-k,k-1),enton-
ces la variable en cuestiébn es multicolineal, para un nivel de ~-=

' significacién prefijado,

Farrar y Glauber g/ eventualmente recomiendan que un criterio —-
més confiable para probar la presencia de multicolinealidad en -
un modelo de regresidén o economéitrico pucde obtenerse de la si--

guiente maneras

ii . :
a) Determinense los elementos r ¥ los correspondientes coefi--

cientes Ri2 para cada una de las variables explicativas del

modelo,

b) Verifiquese la significancia de cada uno de estos coeficien—

tes, a través de un estadistico de Fisher como el defini--

do en la expresién (104).(Mas adelonte),

21/ Véase, Farrar y Glauber.Opus cit.
2/ 1bid.
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c) Obsérvense los ectudfsticos F definidos en el paso anterior —-
gue gean margincluwente sigmificatives o completumente no-sige-—
nificatives nure, de entre ellos, detectur a las varizbles sos
pechouzs de multicolinealidad

o

Para fucilitar el proceso antericr, los azutores referidos reCo--—
. . . ii
miendan gue @ partir del valor del elcmento ™7, se oblenga el -

- .2 s - . 1
valor del cocficiente R1™ madimnte 1o gigulente exprecidng ~/

- 9
a1 - 1/Ri° (102)

Ahora bien, sabemos por otru parte, gue el estadistico F defini--
do concs 4
. R¥k
(1= &%)/ (n-k-1) (103)

sirve como una prueba estadistica para medir la influencia o im--
pacto estadistico de las variables explicativas X1,%2,...,%% sobre
la variable-resnuesta "Y", O en otras pslabras, mide la signifi—-

cancia global del modelo lineal general definide en (1).

En consecuencia, si aplicamos el estadistico definido en (103) pa
ra vrobar la significancia de cada vno de los coeficientes Ri po-~-

demos obtener una nueva versién del mismo, como sigue;

Fo = Re /1)
ST (1-RE)/ =)

Nétese que con el estadistico anterior se pretende determinar el —-
P

(104)

impacto o influencia de las variables explicutivas X1,X2,...,4i-1,
Xi+l,..., Xk sobre 1z vuriable explicztiva Xi congiderada como"va—-

riable-respuesta",

1/ Véase, Farrur y Glauber,Opus cit,
2/ Véose,Johnston,J.Feorozebric Motheds.McGrow-Hill,Kogakusha Ltd,
Tokyo,1972 ,pp.159-168
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Farrar y Glauber l/concluyen que observando ‘el valor para cada
“ri"ae la expresién anterior, se podrd detectar el grado de mul-
ticolinealidad inherente a cada variable explicativa Xi, a pe-~
sar de gue la mayoria, sino es que todos, resulten significa--

tivos y nos indidardn el 4rea sobre la que debemos dirigir
nue stros esfuerzos para buscar mejor y mds vrovechosa informa--
cibn,y eliminar asf,la multicoligealidad existente en el mode~-

lo,

1/ Véase, Farrar y Glauber.Opus cit.



89.

.4.3 METONO DE LAS CONPONENTES PRINCIPALLG. Y

Ya hemos visto a lo largo de huestra exposicién hasta este mo--~
mento, que la multicolinealidad se asocia usualmente con coefi--
cientes estimados inestables,Esta situacidn como producto de la
presencia de fuerte dependencia lineal entre las variables eX-—-—
plicativas.No es en esencia un problema de especificacidén,Por --
1o mismo, la investigacidén empirica de los problenas derivados

de un conjunto de datos colineales debe comenzar solamente des--

pués de que el modelo en cue stidén haya sido satisfactoriamente

1/ E1 método de las componentes principales usado en este aparta-
do se encuentra en la mayoria de los libros de andlisis esta--
dfstico multiv:rizado.Se observard gue el andlisis de las com——
ponentes principales se orienta a caracterizar la naturaleza
de la informacidn e identificacién de las dependencias (cuan-
do existen) entre las vuriables explicativas de un modelo de
regresién o econométrico.A continuacién se enlista una biblio-
grafia teérica y aplicada sobre esta técnica,para el lector --
interesados
Véase, Press,S.J. Applied Multivariate Analysis.Holt Rinehart
and Winston,N.Y.1972

Véase, Kendall, M.G. A Course in Multivuriate Analysis. Charles
Griffin, London,1957.

Véase, Girshick,M.A. Princinal Components.Journal of the Ame-
rican Statistical Association, Vol.31,1936,pp.519-528

Véase, Hotelling, H, Analysis of a Complex of Statistical Va--
riables into Principal Components.Journal of Educational Psyco-
logy , Vol.24, 1933,pp.417-441

Véase, Massy, W.F. Principal Components Regression in Explora -
tory Statistical Research.Journal of the American Statistical
Association, Vol.60, No,309, March 1965,pp.234-256

Véase, Adams, F.G., Consumer Attitudes, Buying Plans and Purchage
of Durable Goods: A Princinal Comnonent Analysis,Review of Eco-
nomics and Statistics, Vol.46, 1964,pp.347-355




90,

eapecificado,

Sin embargo, pueden aparecer signos o indicaciones de multicoli-

nealidad suscitados durante el proceso de adicidn, eliminacién o

transformacidén de variablesu observaciones en busca del modelo o

adecuado, Estas indicaciones que implican inestabilidad en los

coeficientes estimados se reflejan en general comos

1.

2e

3.

4,

Grandes variaciones en los coeficientes estimados cuando se

agrege. 0 elimina una variable explicativa,

Grandes variaciones en 1los coeficientes estimados cuando una
observacién - (o dato) se altera o elimina de la muestra bajo
estudio, Ahora bien, una vez que la gridfica de residuos estan-
darizados indique cue el modelo se encuentra satisfactoria--
mente especificado, la multicolinealidad puede darse si se --

observa gue ¢

Los signos algebraicos de los coeficientes estimados no correg

ponden o concuerdan con las expectativas tedricas o légicas,

Tos coeficientes de las variables que se espera sean importan-

tes, tienen grandes desviaciones estédndard,

Para visualizar y entender mejor estos conceptos, analizaremos —-

brevemente el caso del modelo de la'economia francesa'discuti--

do en el Apartado 3.4.
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Recordaremos que en dicho modelo, definido en (&%) como:

IMPORT = Po + P11 DOPROD + P2 STOCK + B3 CONSUM + U

era de esperarse que el coeficiente estimado de la variable
DOPROD fuese positivo, de acuerdo a la teoria econémica.Sin
embargo, en la préctica, el coeficiente de dicha variable ——-
previa eliminacién del problema de esnecificacidén, resultd ser
negativo y no significativo, como se desprende de la Tabla 3,4.3.
También notamos que la presencia o ausencia de ciertas varia--

(+)

bles tiene un efecto sustancial en los otros coeficientes.

No obstante, puede darse el caso de que 10s signos algebraicos
de los coeficientes de un modelo concuerden con las expectativas
légicas, pero suceder que las desviaciones estdndard de los mis—
mos sean tan grandes que ocasione que éstos resulten no-signifi-
cativos, Como ejemplo de esia situacidn, podemos citar el caso
del modelo {46) discutido en el Apartado 3.3, Se reéordaré all{

que los signos algebraicos del modelo en cuestion definido comos

APROV = Bo + Pl FAM + B2 MON + B3 ESC + U

era de esperarse que fuesen todos positivos, por la naturaleza

misma de las variables FAM, MON y ESC, Se observa entoncesz a -
diferencia del caso anterior, que los signos algebraicos para —
este modelo, si concuerdan con las expectativas 16gicas, a juz--
gér pdr los resultados de la Tabla 3.2.2 .No obstante, sus des--

viaciones estédndard son tan grandes que hace que todos resulten

(+) Es decir, los coeficientes de este modelo resultan inesta--
bles.Se omiten los detalles de este proceso para obviar esta

exposicién,
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no-significativos, Aungue cra de coperarse que todos los coefi-e

cientes {fuesen importuntes, esto es, significutivos,

Por otra parte, y comxo ya hemos apuntado anteriormente, la pre—-
sencia de multicolinealidzd también se manifiesta por el tzmafio
de los coeficientes de correlacién simple entre las variables ex~
plicativas, Un coeficiente de correlacién grande es indicativo ~-
de una fuerte dependencia lineal entre dos variables.Los coefi-—-
cientes de correlacidn, por parejas, para las variables del mo——
delo (46) resultaron muy grandes a juzgar por los valores obteni-
doss .960 (FAM y MON), .986 (FAlM y ESC) y .986 (MON y ESC) mani—
festando con ello , una fuerte dependencia lineal entre 1las mis-
mas.De la misma manera, para el cuso del modelo (67) de la"econo
nia francesa, el coeficiente de correlacién entre DOPROD y CONSUM
}esulté ser de ,997 como se desprende de la Tabla 3.4.3, evidén—-
ciando también una fuerte denendencia lineal entre ambas varig—-
bles, contrastando con los valores de los coeficientes de corre—
lacién entre la interaccién de dichas vzriables y la variable —-
STOCK,Esto es, de ,036 (entre CONSUl y STOCK) y de .026 (DOPROD

y STOCK).

Sin embargo, en la préctica, la fuente de multicolinealidad en un
modelo puede ser mds sutf{l que una simple relacién entre dos va—
riables.Una relacién lineal puede involucrar a muchas de las —-
variables explicativas.No es posible detectar dicha relacibn con
un simple coeficiente de correlacién simple, © en general, median
te reglas empiricas como las estudiadas enteriormente.Como ejem—

plo de esta situacién analizaremos el siguiente casos
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Supbngase que deseamos investigar el e¢fecto o impacto de Los ——=
gastos de publicidad (PBt,PBt-1: en el =afio corriente y arno ante--
rior, respectivamente), gastos de promocién (PRt,PRt-1: en el —-
afio corriente y ado anterior, respectivamente) y gnstos de vene— -
tas (GVW), sobre las ventas totales (V19 de una cierta empresa,uti
lizando para ello la informacién de la Tabla 4.3.1(que aparece

en la préxima hoja) y que presenta los datos histéricos para —-—
dichas variables para un total de 23 aNos durante los cuales di-~
cha empresa ha operado en condiciones muy estables.El modelo de

“publicidad" propuesto queda formuludo en los siguientes térmiw-

nos¢ !—/

VI¢=Bo +B1l PBt +B2 PRt +B3 GVt +B4 PBt-1 +B5 PRt-1 + U {105)

Los resultados de la regresién del modelo {105) ée.expresan -

en la Tabla 4.3.2 (ensequida de la Tabla 4.3.1). Se observa tan—
to de la grédfica de residuales contra los valores estimados de 1&
variable explicada (VT), esto es, de la Figpura 4.3.1 (enseguida

de la Tabla 4.3.2), como de la grdfica corresnondiente de los resi~
dwﬂes estandarizados contra el tiempo, 0 sea,la Figurz 4.3.2
(inmediatamente después de la Figura 4.3.1), que no existen pro-

blemas de mala especificacibén en dicho modelo.

Por otra parte, de la Tabla 4.3.2 observamos gue los coeficientes

de correlacidn entre las varicbles explicativas son pequefias,

1/ Tomado de Chatterjee,S. y B.Price.Opus cit.p.157
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PTABL A 4.3.1 i

DATOS ANUALES SOSRE GASTOS DE PUBLICIDAD (PB),GASTOS DE PROMOCION (PR),GASTOS
DE VENTAS (GV) Y VENTAS TOTALES (VT), EN MILLONES DE DOLARES CORRIENTES,PARA
EL MODELO (105).

t
: : Hilera PB PR GV PB-1 PR-1 VT
LR 1.98786 1.0, 0.30 2.01122 0.0 20.11371
! o HCTTURE] 0.0 - ,0.30 . 1.98736 1.0 15, 10439
’ LI 2.1995H " 0.8 0.35 1.94018 0.0 - 18.68375
¢ hoe 2.00107 0.0 . 0.35 2.19954 0.8 16.05173
LI 1.69292 T 1.3 . 0.30 2.00:07 0.9 21.30101
oG 1,74334 0.3 - G320 e 1.69292 1.3+ 17.85000
. o7 2.06907 1.0 0.31 1.78330 0.3 18.87558
. R 1.01709 1.0 - 0.1 2.06907 1.0 21.26599
LI 2.01996 0.9 0.45 1.01709 1.0 20.5%573
; rogo 8 1.06139 1.0 0.45 2.01906 0.9 - 20,5032
' LR 1.45999 1.5 0.50 1.06139 1.0 26,1844y
* o2 1.87511 0.0 . 0.60 1.45999 1.5 21.71606 .
LERER 2.27109 0.8 0.65 1.875114 0.0 28.65595 :
LRI 111191 1.0 0.65 2.27109 0.6 25.83720
LR Voot . e o, 0.65 1110191 1.0 29.31657
LR 0.95878 1.0 0.65 1.77407 1.2 24, 196m
r o7k 1.98930 1.0 0.62 0.95878 1.0 26.508966 :
LR 1.97111 0.0 0.60 1.98930 1.0 22.24466 .
*ogg o 2.26003 0.7 0.60 1.971N 0.0 " 2h, 79948
¥ o204 1.983456 0.7 0.51 2.2660 0.7 21.19105 ,
! o218 2.10054 - 1.0 0.60 1.9834 0.1 26,0344
! LB 1.06815 1.0 0.58 +- 2410054 1.0 27.39304
. . b
1
1

Fuente: Chatterjee,S+ y B.Pri’é}é;Op\‘is cit. p.158
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TABLA 4,3,2

RESULTADOS 'SUMARIOS DE LA REGRESION DEL NODELO (105)

COEFICIENTE CDESV - VALSRUS - ‘MAT:RIZ DE CORRELACION .

VARIABLE EST]':MADO | ; ESTAND _ “:f,"‘:’i ','PBk‘k, PR GV . PB-1 PR-1 VT

PB 1.0277 - {   35695 L-a12852 - 13974 =.49599  =.17041

PR . 06259 .7;‘:51{754,6”,-'7.29636 - .54081],
.GV 1 "’-.,165_43’ L2081 .31087]
.PB-1 | 35776 -.30516

PR-1 ’1’ -.05204

CONST. -

n=22 ;

Fuentes Egtimaciones a parti !
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FIGURGA 4.3,1
GRAFICA DE RESIDUMES ESTANDARIZADOS COWPRA VALORES ESTI—
_ MADOS DE LA VARTABLE~RESPUESTA (VI),PARA EL KODELO (105).

¥
@L .‘K

~1.A

g

NT

Fuentes Chatterjee, S. y B.Price, Opus cit.p.159
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FIGURA 4,3.2

GRAFICA DE RESIDUALES ESTANDARIZADOS CONTRA EL
TIENPO, PARA EL MODELO (105).

ef

4

1956 1961 19k 1 1976 1981

.

Tiempo _ i

Fuentes Chatterjee,S. y B.Price.Opus cit.p.160
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Sin embargo, si realizamos un poco de expefimentacién para veri-
ficar lu estabilidad de los coeficientes estimados, eliminando
por ejemplo, la variable PBy(gasto de publicidad) del modelo,se
producirian muchos cambios: El coeficiente de la variable PRyse
reduciria de 8.37 a 3.83 ( se desplomarfa en un 54.2% ), y los
coeficientes rezagudos de PBt-1, PRyj-1 cambiarian de signo y

. c o . L.ge defnrmmar_-d’
ya no serfan significativos. Pero el coefitcieéntefde"ventas t0-~

(+)

tales" (VT) es estable y R2 no cambia mucho,

La evidencia empirica sugiere entonces la cxistencia de algin
tipo de relacién involucraddo las vairiables PBt y PBt-1 y PRt-1,
puesto que la régresidn de PBt respecto de PBt-1 y PRt-1l, cuya

ecuacién estimada es:
N )
PBt = 4.63 - 0.87 PRt ~-0.86 PBt-1 -0,95 PRt-1 (106)

posee wi coeficiente R2 = ,973 , manifestando asi una fuerte -——

dependencia lineal entre dichas variables,

Investigando con més detalle las operaciones de la firma bajo —-
estudio, se detectd que la misma ejercié una estricta politica
de control presupuestal a lo largo de los 23 afios de vida eg~—
table de la misma,En particular, se determiné una regla empiri-

ca aproximada impuesta en materia presupuestaria por la firma,--

(+) Estos cémputos se omiten para obviar esta exposicidén.Es ins-
tructivo y deseable que sl lector interes«do los realice por
su cuenta a fin de familiarizarse con los conceptos y procedi
mientos hasta aqui disdutidos.,
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n\consistente en hacer que“la sura de las variables PBt, PBt-1,
PRt y PRt-1l, fuese aproximadamente igual a 5 unidades? por cada

periodo de 2 afos.Es decirs
PBt + PRt + PBt-1 + PRt-1 2 5 (107)

lo cual evidentemente explica la multicolinealidad en el modelo
(105). Por lo tanto, se desprende que una bisqueda completa de

la multicolinealidad en un modelo de resresibn o econométrico —-
en general, incluye la verificucidén de los valores de R” para —-
cada variable explicativa (Xi) contra,o con respecto a,las demds,
Lo cusl concuerda con nuvestiras observaciones y criterios anterior

mente discutidos para detectar la presencia de multicolinealidad,

5in embargo, como se observa del modelo (105),11egér a descubrir
- sin conocer los antecedentes especificos del caso ~ que el ori-
gen o fuente de la multicolinealidad en dicho modelo,se debia —
precisamente a que sus variables guardaban en realidad una depen-—
‘dencia o "patrdén" lineal como el gue se muestra en la expresidn

(107) no es tarea fécil.La técnica de las componentes principales
nos ayudard a resolver este tipo de problemas,Antes de aplicarila
a la resolucidén de un problema en particular, discutiremos breve-

mente en qué comsiste.

Dado nusstro medelo general definido (matricialmente)en (3) como:
Y=XB + U
con las mismas hipétesis sobre U establecidas anteriormente,

excepto que ahora, tanto sus elementos como los de las matrices

Y y X han sido estandarizados previamente.De tal suerte que en -
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particular ,los productos X'X y X'Y son ahora matrices de coew-

(+)

singular de orden k ) tal que:

ficientes de correlacién. Entonces existe una matriz ¢ (no-

cr{x*x)c =A y C'C = ¢C'=I (108)

donde /\ s una matriz diagonal cuyos elementos son lag raices
. . " ¢ . o

caracteristicas ‘ordenadag’ de la matriz (X'X). Si denotamos a

estas rafices como )r,)z)...., P y entonces podemos escribir o

expresar a la matriz /\ como ¢

-

[-)‘ O - . ...0
O M...-0
Az{o0 0 205 M3 dpesdk (100)
O O O...)

L J

Nétese gue las columnas de la matriz C son los vectores carac.--
teristicos normalizados correspondientes a las raices caracteris
ticas M, Me,. - - -2k ¥y la matriz C puede usarse para estimar

un nuevo conjunto de variables explicativas, esto ess

( wl1), w(2),.0u, W(k) ) =W - XC = ( x(1),x(2),...,x(k)) (110

que son funciones lineales de las variables explicativas origi-
nales.Las nuevss variables W's se conocen como "componentes prin
cipales".Entonces la ecuacién (3) podemos reescribirla en términos

de las comnonentes principales comos

Y =W + U T (1)

donde W es wna matriz de tamafio (nxk) y « es un vector-columna

(+)Ndtece en purticulur, que con ecte cupuesto coinciden la ma-—-
triz (X'X) y la matriz de correlacién R definida en (30), o --
sea, (X'X)= R.
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de dimensidn k, tales ques

W=1XC y o&C'B (112)

El concepto de componentes principales y raices caracter{sti--
cas puede utilizarse para detectar y analizar la colinealidad

( o multicolinealidad) existente entre las variables explicati-
vag de un modelo de regresién o econométrico.La reformulacidn

del modelo lineal gencral en términos del modelo de regresidén
definido en (111) debe concebirse;en consecuencia,comno una "re--
parametrizacién" de la ecuacién (3), o sea, un replanteamiento
del modelo lineal general en términos de variables exolicati--
vas ortogonales,Es decir, en términos de variables wi (i=1,2,..,k)

tales ques

Wit . W =0 (i #£3), Wi' .wWi=i (113)

donde la raiz caracteristica A corresponde a la variancia mues-
tral de las componentes principal Wi . Luego entonces, si >{=O,
entonces todas las observaciones en la i-ésima son también cero.
Y como la i-ésima componente principal es una funcién lineal de

las X's, digamos de la formas
Wi = CliXl + C2iX2+....+ CkiXk (114)

se sigue que, cuando A¢ =0, existe una relacidén lineal. perfecta
entre las variables exnlicativas del modelo original como la --

definida en la expresidn anterior.

De lo anterior se infiere oue cuando Ales vegueiia (aproximada--

mente cero) existe una relacidn lineal aproximadamente exacta

entre las variables explicativas.Es decir, una raiz caracteristi-
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ca pequeiia es un indicador de la existencia de multicolinealidad

en un modelo, Ademds dec que la exoresidn (114) identifica 0 re--

fleja el “ovatrén" o forma exactzs de la relacidn lineal gue oca--—

siona w orgina la multicolinealidad.

Conviene de paso hacer referencia en esta pequefia discusién ---
tedrica sobre la técnica que nos cohcierne, a algunos aspechos mﬁemsag'

tes sobre la"mrecisidn de las funciones lincnles congbruidas

A
a partir del estimador B'. Y

n A
Si denotamos a o y P como los estimadores de minimos cuadrados
de ol ¥y B, respectivamente, entonces se puede demostrar ques
» A ~ ”~
o =C'p y viceversa B =0« (115)
dondes
A, - )
= (W) Yy (11s6)

: . . . . AN
se sigue entonces que la matriz de variancia-covariancia de oL

se puede expresar comos
-1 2
Var(c?) =N (. (117)

y la correspondiente matriz de variancia-covariancia de 'ﬁ ess

var( B )= ¢ Ao O (118)

1/ Para una discusién teérica detallada , asi como la justifica-
cién matemdtica de los conceptos agquy vertidos sobre este

particular,
Véase, Silvey,S.D.Multicollinearity and Imnrecise Estimation,

J.Royal Statistical Society,Vol.3l,1969,pp.539—552

.
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X A
En sintesis, la variancia de la funcién VY resulta ser una sim-
ple combinacidn lineal de los reciprocos delus raices caracte—

’ Ry . - ,\ .
risticas. Se siguc entonces cvue la funcidén ¥ {iene unabuena

precisién®, si ninguna de 1l:s raicos caracteristicuas es cercfie-
na a cero, 0 bien, =i ninsuna excede a su correspondiente riz,

0 - . Kl "
cuando ri es muy vequeiia ( 0 sea, cusndo A es tal que: GLM Eve ;

con ri pecueia )., Ademds, siempre es posible secleccionar un vec-

t it : e "
tor'Ty y por ende,construir una funcién de B de tul forma de eli
minar el efecto de una o dos raices caracteristicas pequefias, y
lograr gue la funcién definida en (120) tenga una variancia pe——

1
quefia, —/

A propdsito de la presente discusibn, conviene mencionar aqui —-
una regla empirica citada nor Chatterjee y Price 4 para detec-—
tar la nulticolinealidad en un modelo y gue utiliza precisamnente

el concepto de las componentes princivpales:

"Si alguna de las ralces caraccteristiczs eg menor oue 0,01 6 la

suma de los recinrocos de todaz 1 s raices del modelo en cuestion

es mayor gue cinco veces el ndmero de variables exvlicativas en

dicho wodelo, entonces dichas variables se consideran'colineales'

(i.e. existe multicolinealidad en el modelo referido).De 1o con-

l/ Aungue estos conceptos se desarrollan con un voco mds de deta--—
1le al tratar el Método de la Direccién Ontima de Silvey en —-
este mismo capitulo, en el presente anartado -~ adelantdndonos
un poco a dicha discusién - buscaremos su anlicacidén a casos
concretos pura diagncsticar la multicolinealidad asi-como --
para descubrir el "patrén" de multicolinealidad inherente en
los modelos estudiados,

Véase, Silvey,S.D.Opus cit,pp.539-552

2/ Véase, Chatterjee,S. y B.Price.Opus cit.p.200
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trario, las variables se consideran como'ho;colinealcs'(i.e.no

1/

existe multicolinecalidad )"

Antes de proceder a abordar un caso concreto de aplicacibén de ~--
la téenica antes descrita para detectar la multicolinealidad en

un modelo de regresién y como ésta permite descublir el "natrén"
de multicolinealidad existente en el mismo, conviene hacer algu-

nas consideraciones adicionales importantes a este respecto.

Los indicadores para detectar la multicolinealidad yue hemos ana-
lizado hasta ahora pueden derivarse u obtenerse mediante proce--
dimientos computacionales normales de andlisis de regresién,Em--
pero, la téenica de las componentes principales implica procedi-
mientos de cédmputo que usualmente no se incluyen en los paquetes
de regresidn estdndares, Como se puede notar de la suscinta expo-
sicién tedrica sobre la misma,expuesta lincas arribva, esta técni-
ca se basa en el hecho de que el modelo lineal general se puede
reexpresar en términos de un conjunto de variables explicativas

ortogonales (véase la expresién (111)).

Ya hemos sefialado que estas nuevas variables ortogonales o "“com-
ponentes princinales" (i.e. las Wi's definidas en (110) ),se —-
pueden obtener como una combinacién lineal del conjunto de —w-

variables explicativas originales.

1/ Véase, Chatterjee,S. y B.Price.Opus cit.p.200




Sea T un vector arbitrurio de constantes de orden (kx1).La fun-

¢ién lineal definida como:

p=T'p ' (119)

tiene como gstimador de minimos cuadrados as
~ - . :
=T'p . (120).
¥ una matriz de variancia-covariancia de la formas
-\ z .
Var (¢)=T'CA ' Tl (121)

Sea Ci la i~ésima columna de la matriz C. Entonces el vector

T puede escribirse comos
T =) riCi = riCl + r2C2 +...+ rkCk (122)

donde rl,r2,...,rk son constantes apropiadamente seleccionadas,

Entonces la ecuacibén (121) se transforma eng

var(§) = s'A”" 5 (o (123)

donde la matriz S es tal ques S = C'T.

0 equivalentementes

Vor ()= (Z'E{") 03 | (124)

En otras palabrass

Var' (@ ( !’, ;’ +..+—-——-)Gu, : {(125)
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Sin embargo, es oportuno observar, quo ol modelo definido en (111)
& partir de las componentes principales, carece de una interpreta—

cién simple, ya que como se nota, dichas variables son en realidad

una "mezcla® o combinacidn de las variables explicativas origina-— .

lom., Aunque, como guedard de manifiesto miis adelante, la téenica
de las componentes principaleza proporciona un enfogue unificado
para obtener informacidn sobre el potrén de multicolinealidud en
un modelo y nos servird de base como una técnica de estimacidn ale
ternativa para corregirla - aspecto cgte Wltimo que ge discutird

en detalle en el préximo cepftulo -.

Para desarrollar el método de las componentes principales, primero
notemnos que la base de cualquier andlisis de la multicolinealidad

subyace en la estructura de las correlaciones de las variables exe
plicativas,Como las correlaciones no ge ven afectadas por la esCle
la, basta ¥y conviene iLrabajar con variables estandarizadas, Ya he
moe visto que una variable estandarizade se obtiene restando a ca-
da observacidén su valor promedio y dividiendo esta diferencia en~

(+)

tre la desviacidn estiéndard de las observaciones,

.'(
Egto es, si denotamosa comolnfy Y. a las variables estandarizadas
correspondientss & las variables Xi y Yi,respectivamente, enton--

ces resulta cvidente que se cumplen las siguientes condiciones

_(+) Véase la definicidn de variable estandarizada dada en la ex--
presién (14},
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para las variables estundarizadas X; y ‘:ﬁf:

E(xY =0, E (45)=0, vor (x*) =1, var (y¥)=1

y cov (1, &) = Yy (126)
Por otra purte, conviene recordar que un conjunto de variables
es linealmente independiente si no existe relihacidn lineal entre
las mismas, Es decir, si X1,X2,...,% son linéalmente indepen—-—
dientes, entoncess '

B XL + 6, X2 + QX3+...+g¥Xk =0 (127)

8iy solo sis B, = @ =... = QK=_O.‘

A propdsito, es fdeil hucer ver que si X1,X2,...,%k son ortogo-

nales, entonces también son linealmente independientes.Esto es, si
. Zj=0, (i 43), xi.Xj'=21 (128)

para todo i,j = 1,2,...,k, entonces (son ortogonales y) también

(+)

cumplen la condicidén (127).

Entonces la matriz de variancia-covariancia del vector ﬁ del mode-
lo lineal general (3) definido a partir de un conjunto X1,%X2,.,.
«s )Xk de variables ortogonales,previnmente estandarizadas,es de

la forimnasg

" O\--"‘o
vor(pl = oo \....0

. (129)
Ooop-.--|

{(+) Lo contrario no ss nccesariamente cierto,Considérense los vec-
tores (3,0,2), (7,0,9) y (4,1,2) que son linealmente indepen--
dientes pero no otrtogonales.En cambio,los vectores (1,0,0),
(0,1,0) y (0,0,1) son ortogonales y linealmente iddependientes,
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La matriz de varianciu-coviriancia, calculuda a partir de los —-

datos previanente estandarizados provenientes de la Tabla 3.4.1

resulta ser: DoPRot’  STOCKY  CONsLIMY
DoPeop | 026 .97
sTock¥ . 026 1 1036
(129-bis)
cowsu¥ -991 036 !

Por otra parte, sabemos de nuestra discusidn téorica de 1a téeni-
ca de las comporentes nrincipzles ( vdanse lus expresiones (111)
y (112)) aue la variable- respuesta TWPORT se puede eseribir como
una combinacidn linezl 3e sus comnonentes principales; que denota-—
remos como 21,22 y Z3 y que s¢ pucde hacer ver que pucden définir—
se mediante la trancformzcién ()

Z = 7063 DOPROD* 4 .ou3s STOKY +.7065 cONsUM¥

Z. = —.0351 boPRODY + 9990 stock¥  — .025B consum ¥ (130)

Z3 = --1010 pOPROSE . 0070 STOLKY 4 7032 CONSUM ¥

La matriz. de variancia-covariancia para estas nuevas variables —-

tiene la forma gencral:

TS P -9 _
2 A o. . ..-0
L 0 N o
: - | - :‘/\ (130-bis)
ik 0O o« - + - - 0
L .

(+) Lus constontes que definen la transformacién (130) correspon
den, respectivamente, a las componentes de los vectores ca—-
racteriaticos normalizados correspondientes a las variables

independientes,
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Para el ejemplo gue ccotamos manejando, 12 matriz /\ definidu en

(131) aplicado a loc dutos del modelo (67) resulta ser:

L Z2 £y .
Z ( [.999 o) O
ré o . 948 o) (131)
%, o) (o . 003
L !

esto es, }\g- 1.999 ; 22=,398 ;')3= .003, Donde se percibe clarg—-—
mente 1a existencia de multicolinealidad dado el valor pecueiio

de )3 respecto de py Yy )z .

Para las variables del modelo "escolar" definido en (46), la ma—-

triz A tiene 1lu fornas

2.952 O (@]
A=l o . 040 o) (132)
(@] o .008

en donde también detectamos inmediatamente, la presencia de mul—-
ticolinealidad wanifiesta por el valor de 33: .008, en relacidén
con los valores de Al= 2,952 y A2= ,040, lo cual era de esperar—

SC,

Andlogamente, para el modelo de"publicidad"dei‘inido en (105) 1la
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matriz correspondicente serias

rmoz_ o O o o
o g O O O
={ O O Lus O ©
/\ (133)
6O O O .%59 O )
| O o0 o O ..007%]

cuye coeficiente )5:.007 miertra claramente  la presencia de mul

ticolinealidad en diche rodelo,

Ung irnforpocidn adicirensd ocue oz noeible obtenor o vartir de csate

o

andlisis es el eisuicentes Cono las Ai‘a con los verisneics de Iasg

o

compernentes priveineics, od )(UH grrovimaduansnte irual a cero, la

corresvondionte componente rnrincival (41i) es anroximsdaments imal

una censtante,

De lo anterior se deswrende gue 1o ccuteidn que define le comuO-

nente vrincipal afectada properciona una idez del tipo de reiscidn

entre las varintles exyplicativas ove ectd cangardo 1a muldicol i-—

nealidsd ove sfecta el modelo en cueetidn., Como ya henos destaca—-—

do_arn‘ericrmonte,

Con estos elementos como marco, podemos proceder a discutir a con-
tinuacidén la aplicacidén de la téenica de las componente princire-
les a dos modelos mnarticulares -~ previamente analizados -~ con el

propbsito de identificar el"putrén de colinealidad'existente entre

QoY -

Jas variables explicativas de los mismos.
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) . 1
Comenzaremos abordando el modelo de la economia francesa' definido

en (67) medinnte la ccuacidng

IMPORT = po + P1 .DOPROD + BZ.STOCK +B3.CCNSUM + U

Como sabemos de la matriz /\ definida en (135) que A3=.003 = 0,
entonces,la componentc prircipal asccizda a ccta raiz (23) es --
casi constente, Esta constente es ¢l valor medio de la varioble
23 que es cero, ya cue todas las coﬁponentes vrincipales tienen
media cero, pues son cowbinwciones lineales de variables estan-
darizadas cuyqs medias son cero. En consccuencia, de la expresién

(130) tendremos ques
23 = - 7070 DOPROI' — ,0070570CK™ + ,707200NSUK™=0" * (3,34)

que en forma simplificadae equivale ag
2 X .
CoNsUK % DOPRODY (135)
que nos representa la relacidn anroximada sobre las versiones -
estandarizadas de las variables CONSUK y LOPROD.Lo cual es consig-
tente con nuesiro hallazgo inicial basado Unicamente en el coefi~
ciente de correlacién simple entre las variables CONSUM y DOPROD,

que era de r = ,997.

Como 23, es la Unica raiz caracteristica mds pequeiia, el método
de las componenies principales nos indica que la estructura de --
la dependencia entre las vuriables explicativas del modelo (67),
a juggar por la mancra en que se refleja en los datos, no es méds
compleja gue una simple relacién lineal entre las wariables CON-

SUM y DOFROD que era de r = ,997.
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De iguul mwanera, par: el modelo de'publicidad” definido en (105)

comos
VI¢= Bo + Bl PBt +B2 PRt +B3 GVt +B4 PBi{-1 +B5 PRt-1 +U (205)

tenemos que la raiz méds pegueiia de la matriz definida en (133)
es‘)5=.007. Entonces 1la componente principal asociada a esta rafsz

(+)

es 25, definida comro sipue:
45 = 514 PEY +.489 PRE -.010 6Vl + .428 prt-1 4,550 PRE-1 (13

. . .. . *
Si hacemos 25 =0 y despejamos a la variable PEt de la expresidn

antcrior,tendremos ques

PHt = -.951 PRt -.833 PHt-1 -1.087 FRi-1 T3

que confirma nuestro wrevio hallaszgo sobre la relacidn entre —-—
las variables PBt, PRt, PBl-1, PRt-1. Ademés, como los raices res-
tontess M4=,859, A3 =1.l4§ , A2=1.288,21 = 1,70). poseen grandes
valores, podemos estar seguros que la utnica fuente de colineali-
dad en el modelo (10%) es la representada por la relacién dada

en (137),

Para finalizar este apurtado, conviene destacar que , a {ravés —-
del mismo, hemos discutido dilerentes téenicas para detectar la

presencia de colinealidad en un modelo a través de la magnitud

(+) Se omite la descripeidén del sistema de componentes vrincipales
corresnondiente a este modelo en obvio de simplificacién de -
esta exposicidn,
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de diversos indicadores, lldmese coeficiente de correlaciéﬁ gim
ple, de determinacién,etc., o inclusive raiz caracteristica.fun
que usualmente hablamos en términos de “grande" o “pequeiio", no
hay manery de establecer valores “frountera" gue precisen dichos’
conceptos, ELl concepteo de magnitud debe servirnos dnicamente ra
ra proporcionarnos una indicucidén de que todo,se encuentra “en

orden" o que "“algo anda mal",

Por lo tanto, el unico criterio razonable para jusger el tamafio

0 magnitud de wn indicador para detectar la multicolinealidad,es
decidir si la ambigiicdad resultonte como consecuencia de la presn
cia de multicolinealidad es o né de importancia fundamentel pam

el modelo en cuestidn,

De cualcuier manera, e independientemente del nivel de peligrosi
dad de la multicolinealidad en un determinado modelo, considera--
mos que el método de lus componentes principales, dada su natum

leza y la manera como opera, es una téenica muy poderosa que neos

permite no sélo detectar la presencia de muliicolinealidad en €l
modelo afectado, sino también y sobre todo, conocer el patrdén &
colinealidad existente entre las variables explicativas que lo
conforman, 1o cual la convierte en una de las mds efectivas parm
analizar y atacar el problema de multicolinealidad, aunque claro
estd, implique un poco mds de computo e investigacidén que las
téenicas tradicionales.Pero consideramos que el esfuerzo adicio-
nal es recompensado con creces por los beneficios obtenidos.Com

parecida podemos decir del Iétodo de Regresidn de Cordillera qws
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eg ol tema del préximo apartado, y que combinado con la técnica

objeto de este apartado, ofrece un enfoaue muy voderoso y efeg—-
tivo no a6lo para detectar sino también para corrogir la multie.-
colinealidud en un modelo de regresidén o econométrico, como que-

dard de manifiesto en el transcurso de csta investigucién. l/

l/ Este comenturio decde lueso es vAlido para todas las tédenie
cas y métodos oue serdn asbordados e través del presente tra
bajo, que consideramos para efectos prdcticog, como las mas
conocidas y ampliascate utilizadas actualmento en econometria
y en el andliein de regresidn en general,Sin ombargo,para poder
generulizar o exlrapolar ssto afirmucidn al universo do wew-~w
téenicas hasta hoy investimudas gobre la materia, tendriamos
en justicia que analizar y discutir en detalle, algunos otros
enfoques qua avngue indudablemente novedosos e interesantewn,
su trutamiento e inclusidén se¢ omiten aguf en obvio de tiempo
Yy por exceder los alcances de esta obra,De cualquier ganora ,
a continuacidén se enlistan algunas referencias vara el lector
interesado en conocar y profundizar sobre algunos de dichos

enfoquess
gézse,?esloy, Kuh and Welsh. Regression Disemonticas Identie
yang Influentisl Dats and Sources of Collinsarit 1 Tk
SR8 S 3Araty, \
e arity,Join VWiley

Véage, Willan and Watts. Ilfeaningful Multicollinearity Heasu-—
reg, Technometrics, ¥ol.20, No.4, November 1978,

Véase, Swindel, I.F. Instability of Regression Coafficients Il
lustruted,The American Statistician, 28(2),1374,pp.63~65




4,4 NETODO DE LA REGRESION DE CORDILLERA Y

intes de pasar a discutir la forma de deteccidn de la multicoli
nealidad mediznte este método, conviene deseribir brevemente su

metodologia,
Considérese el modclo originel en sy forma muatricial (3):
Y = XB + U

dorde como sgbeiros, Y es el vector columna de observaciones -
correspondiente a la voriable-resvuesta de dimensidn n, X es 1la
matriz d4d observoueiones correspondiente a lus k variables expli-
cativas, de tamaic nxkx , B es el vector columna de coeficientes
de regresidén ( o parametros) de dimensidn k y U es el vector co-
lumiz de residualec ( 0 términos de perturbacién) de dimensidn n
¥y que satisfoce todes las propicdades ya conocidas. (Véase (8)),
Se supone zdemds que X y Y han sido esculadas de tal forma que —-
los productos Z'X y X'Y sean matrices de coeficientes de correla

cién simple.

1/ El nombre en inglés de este método es "Ridge Regression Analy-
sig" y fue utilizudo formalmente nor vesz nrimera vor A, E.Hoerl
en su investigicidn: Avplicotion of Ridee Analysis to Recression
Probleni, Chem, Engr,Progress, L6,1362,pp.54-59, por su ceme janza
con el anilisis efectuado con superficies de respuesta de so-
gundo-orden en muchas variables en un trabajo anterior del re-
ferido zutor tituluedos Ontimum Zolutions of Wany Variaolec.Chem,
Eng,Progress, 595, 199%99,np.09-78, en donde aplicd estu tdenica,
Sin enmb.rego, la nresente discusidn se basa fundamentnlmente en
el trabujo conjunto de dicho autor con R.i. Kennard,titulados
Ridpe Re-ression, Biased Estimation for Nonorihosonal Problems,

Techmumetrics, 12,1370, pr.b)-52,
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Sabemos de (10) gus el euvtimador de minimae cucdrados del mode—-
lo- genersl es de la 1”0 Rttt '
A -
B = (X'X) by
s ; " U <
Entonces, scgun Hoerl y Kennurdy ee nucde L('*o tr*v cues
. Vad A A ’
SE(B ) = E [(B - P p - Flﬂ Z (138)
donide M >_'>\z>,>‘3>,. - -\2.3&: con lag rulces o..1‘.c{cr1 Ll

cas de la matris (X'X).F) miembro ircuicunio d¢ (139) se le conc-

i

ce como “error cu.drdtico medio 1.01'.;:3." de 23\ {resrecto de }3)(”.‘1’
reprecsenta wia medida comnuosts de o desvineidn(o distenciadal
cuadrado de low eahimidores de sun vuloresn paramétricos verdade-
ros.I el contexto del anfilicis do regroenidn nor minisos cutdra-

aivale o 1o ovarianeis del o stimse

dos m( inusrics, ecte 4
dor ]3 (i.e.Vur (ﬁ)).

Por cira purte, como y2 hemos divcutido interiormwonte, la wUJ tie—
colinezlidad ¢s sindninvo de ralces curocterizticas penucus, So —e
infisre de la ccuacidn (132), ¢nu~ curndo uvne o mds de lus ')'s es

pecueis, o1 error cucdritico mediv totul e ﬁ s prende, imnd dan-
do con ello, imprecisidn en ol proceco de estimiceidn nor winiwos
cuadradoz. 21l witodo de yooyresidn de cordiliera oo um dntente de -

clteryred iva do__p con vn erver enndritico

qaa iﬁ\ 2/

conabridiy un eotincdor

medio totnl :is nocueto one lo vorioneids

J Ve ‘e, Hoorl v Kennerd.COoue oif,

(+) @SE es 1o zbreviceidén en inglde de 'linun Squere Errvor'.Utilizz
notucidn nars fueilitar 1o conzulta de fuenies oripi-
nules ewreridas o) lector interecado.t nrondsito, el orror -
cucdridtico wedio (nSE) de un L'fsx.mi:dm" o« del pardmetro D( SC e
puede deiinir tushidn como:  ISH (51‘) “or(d) .[(&) -o!]

Nétene uul cuimndo @ oo invesimdo,es deedr, BA) sel  ,nntonces
M""(tﬁ) Toar{ a) Sriniemo, od ol es un t-ctlr‘l“107‘"011(“(“'1“ de Oz)
es de egperirse sue pera "nt eronde, se cunnla cue NSE(L)&isB(d )
donde oL es cuntcuicer obyo esticsdortconsistente de of .

mog eata

Véuse,{clejion,H.He ¥ W.E.Outes, Introduction to Beonometrics

Second Edition, Hurper cnd Row,1391,0pus cit.p.208

2/ Véuse, Hoor) y Kennurd,Opns cit,
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"1 C .
Hoerl ¥ Kennard —/proponen 1a conabruecclon de una clase de estl-

madores vindizados" respecto 4 un pardmetro wpt (PO o).

£l “estimador de cordillera" de ﬁ , pard ug vulor dado de p, SC€
define coumo?
. . -\ A ) I-\ ' ~
ﬁ(P)u(XHPIB = (% PE) RXP (139)
A .
el valor esperado de p(p) ess
- )
E [l@:(p)} = (X'X'#‘PI) %'A & (140)
2

1a matriz de Variancinﬂcovurianciu de p(p) puede sxpresarse ==

comos

! -V t -l Z-L
\Iw[ﬁmj:(xm\ol) wx (X px) § )

1a variacibn no-explicada ( o sund de los cuzirados de los erro-
res) del modelo (3) asociadd a1 estimador ﬁ(p) , se define como}
A 1 ' .
(Y- %) (N-¥B () = (V- % B) (1-%f) +
A AN A
+ (p(ﬂ—p\ x'x(r%(ﬂ«ﬁ)

(142)

y el error cuadrasico qmedio total correspondiente,seg&n astos -
autores, st puede escribir couo:
E[(ﬁ(p)_lg)'(ﬁ(y%p)] - tY‘&?A[(x'X-I-PI)-\ WX (XX # SONE
s ptp e D) P (143)
- 6. i)z (hirpy s ptp (X% 2pI) P
(=1 '
Nétese que el priwer érmino del miemnbro derccho de 12 expresién
anterior es la swind de las variancias de las componentes de‘ﬁ(p)

(variancia potal) y el segundo, representa ¢l cuadrado del sesgo

corrcsnondiente. .

1/ Véase, Yoerl ¥ rennard.Opus c¢it.

 ——m—m—————mEEE
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A
Entonces para p >0, ﬁ(p) es sesgndo y este sasgo aumenta conNe—

forme crece el valor dc"p. Por otra parte, la viriwcia total

A
de B(p) es una funcidén decreciente do'p” La iden de la rosresidn.

de cordilleru os cnoouirar wi vilor "M 45l ogun 1 reduceidn on

la varioncia total ne o

. /. .
Esto es, Hooerl y Kennard v dexnestran gue existe un valor de

P>ov tul oucy
A A tp A A— ' ,\‘ \ _,:\j A\
MSE [Pk [pw»-@(ﬁu»-Q]A E[harﬁ(p B} o (B -

rebasudn nor el incereaento del sosro,

. - ! .
sugieren gue un valor 'p"ouede seleccionarse observando 1a "tra--

za de cordillera" y algunos cstadisticos sumarios complementarias

de Bp).

La *trazue d2 cordillera"™ couo sc obscrva en la Iigura 4.4.1 (ho-

Jjas mds adelante) es una grafics simultsinea del veetor ﬁ(p) con-

tra el parfuetro “p“, con"p"locuilizado en el intervalo [0,1].51

la multicolinenlddad es peligrosa, los "estimuadorzs de cordille-

~
ra" | ﬁL(P)) variardn dramdticamente conforme "p"awsente lenta——-

mente su valor desd: cero, El vector ﬁ(p) eventualmnente se este-

bilizard,

Al
. . . ' N
El comportuaiento de B(p) cowo una funcidn de'p”so ouede odbsor-
25
e PR N PO U . .
var fdciiments do 1a trowd de cordillera. Bl valor d2'p"eoleced

o}

(D]

nado eg el minimo valor gue hace cue ﬁ(p) ea ectable. Ademds,e

n

este valor minimo dr'p'), lu variancis no -exnlicida (suuwa de los

cuadrados de los orrores) ceturd covren de sn valor ninimo y 1a

1/ Véase, Hoerl y Kennard.Opus cit.
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o ¢ . . -
matriz de variancia-coviriuncia de B{p) %endrd la anariencia de

~ LY
un sistema ortogonal,

Los estimadores de cordillera han sido generalizados de varing
moneras, Algunas veces ge les conoce genéricamente comdo "estimo-
dorcs de eompactamiento® ( o'achicamiento) porque la regresidn

de cordillera tiende a “comnactar® u‘los estimadores de 108 —=—=

coeficientes de regresidn hucia cero.

Para visualizar una nosible generslizacidn de estos conceptos,
considérese el modelo de regrosidn expresado en términos de sus

componentes principales, definide en (111), esto es:

Y= Wal + U
donde W es la matriz (nxk) y ol es el vector-columa { de dimen~—
sifn k) definidos en (112), tales que:
W =%l d=cC'p

y C es la matriz no-singulur de ordern k definida en (108) +al qua:
C‘X'XC.::/\ ) C'¢c=cc'=1
y donde la matriz /\ se define como en (109), esto ess

Mo.... 0
A=l O PN 0 >\|>/>rz2,;\3}.-->,)|<

N

© O .- ™

1/ Véuse, Hocrl y Kennurd.Opus cit.
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; . . L s ;
Entonces segin Hoerl y Kennard Y ¢l error cuadriatico medio total

de B(P) se puede escribir comos

(B -BY(pip-p)] = Gi ;
(kfp)‘ (%&rpV (145)
donde K es un vector-columna tal gue Ol= { dl,dE,d},...,dk:}

En lugar de tomar un sélo valor  para'p) podriamos considerar
varios valores diferentes pa?a"pf digamos pl, p2, pl,«..,pk.Con
sideremos nardmetros de fcompnetacidn sepsirados (i.e, factor

de achicamients) nare cada uno de los eociicientes de repreozidn,
Enlbonces el esealar "p" se convierte er un veactor “3? Y. El e-~
rror cuadrdtico wedio total definido en (145) ze troncslormaria

2
ahora en ¢

po ot

E[(Bc)-p(Remr-i)= St by ()

. . ) 3 .
La expresidén unterior de oconformidad con Hoerl y Kennard ~/se mi-

nimigza hociendos

Po= e (147)

y estos aubtores sugieren a cste resnecto, un vrocedimiento itera--

1/ Véese, Hoerl y Kennard.Opus cit.

2/ Ibid.

Framag
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tivo para obtener log estimndores de compactacidng

En el orimer paso, se vrocede o cstimar " pl " usando los estimadores
2
de mfnimos cusdrados ordinarios de y oll
LA
En el segundo,se calcula un nuevo valor ddl vcctord(P)dcfinido

cOomos

A(F) = (ww+ By w'y (148)

usando para ello los valores pl, p2,...,pk obtenidos del paso an-
terior,Este nroceso ge renite hasta obtener caxbios ips;gnificanm
tes en las componentes del vector Q(ﬁL Entonces, utiliz:ndo la
versibén "vectorizuda® de la expresién (112), se puede estimar ﬁ(i?)

(esto es, el veector de estimudores de compactacidén) como sigues
-3 O
B(F)= CL(F) (149)

Los dos tinos de cstimadores de cordillera definidos unterior~
mente { uno a partir de un solo valor de"ﬁ'y ¢l otro o nartir

de varios valores de'p) asi couo otruas ticnicns de estimacién
alternativas o la de minimos cuadrados y relacionadas con este
tema son discutideos en detalle por Dempster et al, l/

In dicha investigacidn se cosparan y evalidan todas ellas medione
te el Wdtodo de Monie Carlo,®n general, se observa vue la selece-

cién del mejor método de estimacidn para un prodblema nurticula

;/ Dempeter, A.P. ot al.A Saummlution 3ludy of Alternubives to Or-
=

dinury Least Swweres, Resciarch Report $5-35, Depertmnnt of Stu-
tistics, Hurvard Univerosity,1975.




depende del modelo y detos especificos gue se trate, Dempster et
3 . . . O

al d/termlnun por sugerir ua tipo de andlisis que podria utili--

zarse pura identificur el mojor método de estimacidn nara un cone-

junto dado de dxtos,

Pere nronpbritos de la preseante discusidn adOptaremoslla version

mis simple del método de la regresién de cordillera, esto eg, uti-

lizando  un =olo pardmeilro de cordillera “p", gseleccionudo despuds
de wn exduren grifico de la truza de cordillera, El atractivo do —-

este enfonue, ruadica en cue su representacidn prifics permits oOb=—

servar los efectos de la multicolinenslidad en los coeflicientes eg~

]
timados, 4

En consecuencis, se desprende de 1la discusidn tedrica anterier -
gue el andlisis de regregidn de cordillera proporcionz un wétiodo
alternativo de estimaeidn { al de minimos cuadrados ordinarios u
0LS) que puede urilizmsrse ventsojocamente cuando las variables ex-
pllkcativas gon ®"ultamenie no- ortogennles™.Se ha viato gue exis
ten varics vaneres de definir y czleuvlar los egtimadores de --—
cordilleru.denon deeidide presentuy el nétodo asociudo con la —-
"raga de cordillera™, por considerarla come un enfovve griafico

y concebirla mis bien cono una téenica exnioratoria,

'/ Dempster, P, ot ol, A Bjmnl-otion Siudy of Alternitives to Ordiw.
pury Least Seeaver. Onoscit,

2/ Para el lector inleresado en shondar mds en el andlisis de cor
dillera Je recomendamos consulitar la fuente que aparece ense--
guida y que compendia una lista moy complets de referencias sg

bre la materias .
Véase,Hocking,R.R. The Analysis and Selection of Variables in

Linear Renvession, Biometrics, 32, 1976, pp.l1-49
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El andlisis de recresidn de cordillera mediante la "traza de cor-
dilleran reprecenta un enfoque unificado & los nroblemas de détec«
cibn y estimacidn cuando 5S¢ sospecha la existencia de multicelinea-
lidud. Aungue los ectinudores oblenidos Laie este undlisis son £ Gw
gados, tienden a tener wun error cundrdtice medio ( i.C.PEE[ﬁ(Pﬂ)me-»
nor que cl de los estimadores 0LS (i.c.Vur(B)) Come ya se degtocd

oportunamente (véure Ja exprecidn (144)),

Loz estimadores do cordillerd son cotables en el sentido de Gue no
se ven afectados por liperus variccionen ¢nt loe dutos de estimimme
cidn, debido & 1a rroviedud (144) sobre sug trrores cusdrdticos mo-
dios, los valores de loo eotimdores de mordillera ce cspera estén
més cerca de los valorer reales de los nurdmetbros Bi's gue los
estimudores CQLS, asiiciazme, los nrondsticoe de lu variable-respues -
ta correspondicnies a vitdlores de lug varinbles explicativas,no ine-
cluidas en 1o nuestiw de datos vtilizada rara la estimacién del ——

modelo en cuestidn » tlenden a ser mds exuctos,

Como el caso del wétodo de las cemnonentes principsles, 10s erite——
rios pzra decidir cudndo utilizar el método de regresidn de cordie—
llera en lugar del métonOLs, depende de los valores realez de los

pardmetres dn el modelo bajo estudio,

Los estimadores ge cordillera de los nerdmirces Bi's pueden obtener-

e resolviende un sistema de ccuadiones my parecidas al de 1ag -
14

" . . .
€cusclones normales,n otras nalavras, supbngase el modelo lineal

eneral, en su forma estundarizada areviamnente definida en la «—e
» b
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la exvpresién(15) como: . .

(‘j*:: "?\lxl{—f ‘32-\(1*-{‘""‘ lg\'*)(*\t -+ u.

Entonces ol sistema de”ccusciones normales"para determinar log —
coeficientes de cordillera de los pardmetros del modelo (6) se ~
define como ¢
~ Vo ~
(I+PYPr > Tz Packe v ovns st NkPes iy
A ~ ~
12 Brok (ap)Brd oo e +lee Pz Yoy

- . . . - . - - .

nzﬁl' A Vo )a‘:.—t Coe. --‘*‘("‘P\'F“: ey (150)'

Ll . I - . .o
donde "rij corresvonde sl coeficiente de correlacién siriple entre

Y . . 1 . . . . .
Xi y Xj y "riy"al cocficiente de correlucidn simple entre Xi y Y,

. . . - . U .
La solucién del sistema (150) es el coenjunto de estimudores de —

R n Y, o~ e iy . . .
cordillera b1, b2, ..., bk . El pafimetro csencial que distinge
el andlisis de regresidén de cordillera del de minimos cuadrados,es

) ~
precisamente el pardmetro "p®.(Ndétese que cuando p= 0 , los b's se
reducen a los estimadores OLS). E1 pacdmeiro "p" se concce COmo -
el “pardmetro de sesgo", conforme'pYincrerentia su volor a partir
de ceTo, el cespo de loo cstimadores aumenta. Sifyp" sigue aumentan~-
do sin ucotamiento, los estimudores referidos tienden a cero.

Se ha destacado anteriorsente que existe un valor nositivo de "p®

jay

para el cuzl todoc los eutinmadores de oraillera so egtabilizan —-

>

con respecto a peguefios cambios en los datos de estimacidn,

1 Ly » e -4 e
Bn la prdctica, se escoge un valor de p", calculando los estima—

~,e ~ ‘ . no_an .
dores bl, b2,..., bk para un rango de valores " p, dentro del —-



intervalo [O,l] y gruficundo lor resultrsdos corrcovondientos  —-
contra el pardmetro "p", A continuacidén we sugiore unn metodolo-

gia para seleccionar ¢l valor “déptimo® de "p', a través de un —-
ejemplo concreto. Fero untes, couvienc hacer algunas considore-—

ciones import=ntes,

Bxisten dos métodos pura detectar la multicolineal idad gue estdn
indiscutiblemente asociades con lu regresién de cordillera,Tl pri-
mero, se relaciona con ¢l efecto de la multicolincslidad en ¢l
error entre los estimedores OLS y los valeres reales de los pae—
rédmetiros B's . El segundo, se refiere a la inectabilidad b&si--—
ca que los estimudores OLS mumifiectan cowo resvltade de variacio-

nes peowvefias en los datos de estimzcidn,

El primer método de detecceidn vtilize el conceplo de “"Factor de
Inflacidn 32 la Varicncia® (FIV)(+) que se define lincus abajo.la
precisién de un estimador OLS se mide por su variancia que ez pro-
porcionul & Gi, ezlo es, 4 la vuriancia del término de perturba—-
cidn o estocdstico del modelo de regresidn,La constante de propor—-
cionzlidad corrrsrondiente resultn ser preocicamente dicho factor,
En cousecuencis,existe un FIV para cada estimador OLS. EL TIV pa--
ra ’Si se define comos

PIVi = L 04 mifen (151)
(1-R)

s 2 R . - iy
donde Ri~ es el cusdrado del coeficientc de correlacion maultiple

de 1la veriocble {i rescecto de lus demds variables explicativas,

. . , \ } . ) .
(+) Las siglns en inglés de este factor son VIF (Variance Inflation
Factor),
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L2 . s .
Conforme Ri™ tierde a 1, indicando la presencia de multicolineali- -
dad en el medelo, el FIV de la varizsble Xi afectada tiende a infi-

nito. Como unz regla empirica se acepta en general ques

Si  FIVi 20 = La multicolinealidad es (152)
| pelisrosa

Si la condicidn anterior se cunnle para alguna™i®, entonces la —
presencia de multicolincalidad en el modelo puede estar ocasionan—
do problemas en la estimacibn voraméirica, EL concento de“FIV“pue-
de utilizarse taubién vara obtener una expresidén nara el cuvzdrado
de la distancia esperada de log estiiadorecs OLS de sus valores —
verdaderos. Esta distancia es oira medida de rrecisidén de losz cs-
timadores OLS. lMientras mds peoueiln sea, mis precisos serdn dichos
estimadores, Si denotumos a esta distancia al cuzdrado como L2,~«

entoaces podemos escribirs
¥
L :G;U,ZFIVi (153)
{=

0 alternativaizente conos
2 1 DY n Al ,'
LS = G (PIvy + FIV2 + .....+PIVk) (154)
Obsérvese que si todes las varisbles explicativas del modelo li—
nezl general fucsen orbogonales, entonces todos los FIV's serian
igunles a la unidad y la expresidn uanterior se transformaria en:
2 1 -
L = Qo) = &k (155)
En el otro extremo, si todus las variables fuesen totalmente de—
pendientes, enlounces lu suma de los FIV's seria un nimero M, tan
o 2
grande como se quisicra,de tal suerte que L seria tal que:

1 X
L2 = Gu{lr’2> = I Gu.[-:-‘ oo (156)
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s 2 . .
Y por consiguiente,L” oscila en el intervalos

‘A 2 .
klw £ L 4 =0 . (157)

Con basc en estos recult-dos, se nusde entonces definir la sipuien~
i

T | D

_ Gu‘ F‘VL - &= F\V;

K §i ®

que mide el error cusdrade de los estipaderes 0LS en relacidn al

te razéng

(158)

L

teamnniio del error,en caso de gque todas las varictles del modele —

original fuesen ortoponales, Por consicviente, RL nucde utilicore-

se también cono un indice de detecoion da Lo malticolinoslidad,

Nétese de la definicidn de Rl aue csta rzzdn se encuentra en el
J

intervealo

I~

O (159)

H
i

Ry,

Por ejemplo, si usamos los d-tos del modelo de 1e"wonomia france——
ea"definido en (6%) , se pucde hacer ver que los FIV'c para los
coeficientes de cordillera de las varichles DOPROD, 5TOCK y CONSUN
son 185.99,.1.02 y 186,10, respectivunente, RL resulta ser de 124,37.

Es decir, el error al cuudrado de log estimsdores OLS es 124 veces

mayor que si dichas variables explicativas fussen ortogonales,la
megnitud de la ramdn RL sefala clarouwente la prosencia de mulfi--

colincalidad.

El uso de RL y los FIV's es posiblerente mucho mds de 1o gque se
requeriria para detectar la multicolinealidad en el modelo antes
mencionado.Recuérdese gue el coeficiente de correlacién simple —-

entre las variables DOPRODL y CONSUK era de .997. Sin embargo, este
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ejemplo ha sido bueno pura nropbésitos ilustrativos.Bn el préximo

capitulo verewos una anlicacién mds compleji del mismo.,

El segundo métode pura detectar la mulibicolineeliduad bosada en el
anflisis de regresidn de cordillera tiene que ver con la inestebili
lidad generuda en los cotim@dores CLG cowd nroducto de cambics o
variacicnes pequeiing en log datos de. estimucidén.Esta inestebilidad

puede cbzervarse en laYtrazo de cordilleral

Ya hemos wnotudo gue lo traza de cordillers cs una grifica simul--
ténea de los k coeficientes de regresidn countra el nardmetro “p",

Hemos sefialado guc "p'" ce el "pardmetro de seggo".

Conviene destacur cue n.ora valores peguefos de p = 001, .002,etc.,
los estimadorcese de cordillera correspondicntes puedsn verse como
producto de un conjunto de datos ligeramenie alierzdo.En la prde-
xima hoja, se prescnta la Pilrura 4,401 gueo nuestra la traza de e
cordillera mpara cl modelo (6¥) . (Esta grifica fue construida a
partir de los datos de la Tabla 4.4,1 gue le sucede y cue conbice
ne 1losg estim.deres de cordillera para 29 valores de "p" gue van

del O al 1).Tipicamente, los vulores de "p" que se escogen o Snléc—
cionan se encusntran concentruadas cerca de la parta mids baja de

dichio rango.di los coeficienicn cotimndon muecstren srandes Tluectus

4 yn

ciones para voouniios Viderss do Upt, ot wmeng exdste dnoectiobiliee

duad, v nor coacisuionte, v suy nrobubienente, nulticolineu—

lidad peligrosae en ol juadelo,

1
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Fuente; Ch"af'tér‘jeey', Sj;k‘yV:"B.v" P’rjicg?.’(}imé; C:Lt.p184 )



TABLA

4'4.]o

ESTIMADORYS DE CORDILLERA PARA EL MODELO

(67)

Hilera P Bl B2 B3
nng n.nnn -.10 a2 Fyan2
nn2 .00} =17 n.0 s [IGENY
nn) n.on2 Hh.nin (LI 1} 0.952
ang 0.0n) O,am (LR . [ 2]
ans n,.no% n.159 0.7 n.811

. 006 0.005 L RE] n.217 0,740
one | A.606 . N 205 0,217 n.2n
one n.ong e 250 217 n, o0
(4] a,0n8 ” n.247 n.ARY
nin [{RAL] e, 0,217 0,649
ol 0.0 4 o 0,654
ot2 0020 0,179 0.217 0,575
013 0030 0,406 Ny 0.543
0l4 UL naIN n.213 0,524
[d3] 0.050 n.a2? 0.211 .51
ole N.060 N2 00 0,804
1% 0.n79 .4 ¥ n,207 0,477
ol& 0.18%n G.430 0,209 o
nls 0,090 2.4 H.onA . N.ARA
020 0. ton 0,57 N2 LA
o 0n,2pn N A2 0.196 n.4sn
022 3.300 n.ett 2 0.4627
023 . n.4np 0.346 0,161 . 0,508
04 0,500 037 N9t n,
03 n.601 0,267 0,152 0,374
026 N .54 a,l1s n, 3481
027 0,800 0,547 n.128 0,32

- n2e 0.900 D30 0.121 9536
029 L.ono n,3te n.11s 0,125

Fuentes

Estimaciones a partir de los datos

Tabla 3.4.1

de la

130,
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Lo que e evidante de la traza de cordillera, a jucg.r por los

valores de la Tabla 4.4.1, es que los cstimadoren

de los parametros

~t ~ . ’

Bl y B3 son muy inestubles pure valores seguciios de "p". Se obsor-

- .

va, por ejemplo, que el estimador de Bl cumbia rdpidamente de un

inaceptable valor de -.3394 w un valor estuble de ulrededor de .42,
3 £ . -5 o~ h] 1 g

Asimismo, el estimador de B3 se compucta de 1,3028 hacin un valer

estuble de asroximadaszunte ,52 . En contraste, ¢l coeficiente de

la, variable STOCIH, Ei , no se vé afectuado por lia multicolinezlidad

Y permanece estable a4 lo larpgo de todo ¢l rango e¢n alrededor de .21,

ol

Bl préximo pzso en el andlisis de regresidn es sceleccionar un valor
I

t

de “p" y los correspondivntes estimadores de los coeficiantes de —-
regresidn,
A conbinuacién se proporciona una sceric de lineamientos generales

. . . 1
para seleccionar el vulor de "p", sugeridos por Hoesrl y Kennard.—/

Holo,

1, Para un deterainadn valor de "nt el gistemn e estabiligard

y_s8e _comnortard come un sislbema ortorsonal.

2, Los coefirientes de regresidn no wmifeasturdn valores absolutos

irragonables dn reiacidn 4 factores nurn 1os cue renresenton —-

. . . . } ’
3. Los coeficientes con simos'imoronios en p =0 , tenderdn a re--

. . |
cuna2rar su signolenrrectol,

1/ Véase, Hoerl y Kennard,Opus cit.
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4, La varizcidén no-cxniicoda (o suma do los cwcdrados de 1os regi-

duos) ne obmerv rd ua valor drrcconziblosonte orimnde,Ho 00 rd eee

grande receecto o) minimo voelosry de 1o vardoecidn expliecado, ni

tamnoco {rrunde) on relacidn u una variuncin considerada "ra-

zonable" nura el nroceso ane renerd la inlormacidn para eotbi-

mazcidn, : (

Como ya hemos degtacado de la Tabhla 4.4.1 para los datos del mo~
delo de lz'economia frunccsa"(133) gque estanos discutiendo, la —~
traza de cordillera, psrece estabilizerse para un valor de "p'" li-
geramente muyor gue .91,

Por otra parte, si ectimamos los valores de los FIV's para ﬁ;,ﬁ;3 E;
notamos que ¢stos se  proximan a la unidad, como sc observa de la
Tabla 4.4.2 (en la préxima hojn), es decir, presentun un valor --
tipico de un sistema de veriables ortogonules, para un valor de

p= .03y .04,

Entonces seleccionamos p =.04 como la solucidn.Es deseable escoger
el valor minimo de "p¥ nara el cual sc obtiene la estabilidad,pues-
to que el tamaiio de "p" estd dirsctamente ligado a la magnitud dl

sesgo en cl estimador correspondicnte.

Para este valor, k = .04 , el improcedente signo negativo dcl es--
N
timador de Pl desawarcce y dicho coeficiente se estabiliza en al-

4

rddedor de .42.La variacion no-exolicada se incrementa solamente

de ,0081 (para p =0 ) hasta .0117, en tanto R2 pasa de ,992 a .988,

Por tanto, la solucibn de p = .04 baréce satisfactoria desde tods
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P ABLA 44,0

FACTORES DE INFLACION DE LA VARIANCIA (
’ ] 7 Y iy MV's PATU
COEFICIENTES DE CORDILLERA DREL KODELO (67) ) PATA 108

Hilere P Bl o B3
et PadiiY —— —— i
LI 0.600 CO1R5.901 1,009 18,059
LI A n.001 ag, 012 1,008 99,130
. 3 0.002 AL. 36N 1.003 61,405
4 L 0.00) ATRAL 0.199 41,804 3
L A G.0ch 30,209 0.9%n 30,313
© 6t ©.005 12,055 }.00) S 23,002
[ T u.60h 14,058 0,991 18,068
LI o007 14,572 0,908 R LR
[ I AL GOR 12,01% C.PRA 12.023
¢ 3 > 0.004 tn.cap 0.96% 10,096
[T Henin R. 66 0.942 R, AUY
LY B a.620 2,539 n.9h2 1590
Coy 0,500 1,502 0,943 1.90)
L TR 0080 n.a713 45.029 6.679
s 0.0%0 6,723 0.908 0,123
LI I 0,000 0,374 0.t91 D.308
LS A 0.070 n.489 0.97¢ 0. 488
2 48 LR 0,420 0,858 D428
L LA 0,690 0,346 n.o8L2 0.136
ro20 4 a0 0,359 0.621 0.39%
£ 2 0,200 0,240 n.699 MUY

- « 21 0.300 4,000 6.%92 0,204
LI S O c.i00 : n. 182 0.510 0.1282
LI LI 0.400 0,166 LohL ALl G L
LI L (SR n.1%2 0.301 wa 132
+o26 * 0,700 0,100 0,346 0,140
LI B a.e0) 6,130 0,309 .30
428 [GTL] n.12} 0.317 n.121
o 29 ¢ 1.00n 0.t13 #.2%0 nalid

Fuentes gsZirfacioncs a partir de los datos de la Tabla.



™A B/L A 4.4.3

134,

ESTINADORES DE CORDILLERA PARA EL MODELO DE LA ECONONIA FRANCESA (67)(+)

ESTIMADORES DE CORDILLERA
= .04 )

ESTIMADORES OLS
=0)

VARIABLE

o

. DOPROD .

J sTOCK:

| consum- £ 1.3028

| coNSTANTE

'”393é:;{:f1”1”"

- s
(+) Esta tabla presenta los valores de los coeflclente estimados bfnura el
“modelo” (133) en su versién estandurizada, asi como log respectivos valo
res’ de los estimadores bi corresnondientes al modelo original. (Rucuér
dese que bi se puede derivor 2 nartir del valor de bi comos bi = bl(ST/Sl).
donde Sy y Si son lus desviaciones estdndard de la variable-respuesta y la ——-
i~ésima variable exvlicetiva (¥i),respectivamente, del modelo original.

Tuentes Estimaciones a partir de los datos de la Tabla 3.4.1



135.

los angulos, Log resultados se resumen en-la Tabla 4,4,3 (que - .

aparece en la prdéxima hoja)

El modelo resultante nara p = .04 se puede expres.ur en consccuen-
eia como

N .
INPORT == ~B.5%37 + .063% DOI'ROD + .5859 ST0CK +.1156 CONSUM (160)

La ecuacidn anterior ofrece una renrecentacidn mds plausible de --
la relacidn entre lus variobles explicotivas y 1a variable-resge-
puesta., Ade:cds,como se obeervard posterioriente, no difiere sug--
tamcialnente de la gque se obtondria utilizando lus dos primeras —-—
componentes prinecipales. Aunque, claro estd , los dos ‘métodos pa~

rezcan diferentes,

Para cerrar este capitulo conviene destacar que los dos Ultimes
métodos de estimacidn discutidos - el de regresidn de cordillera
y el de componentes principales ~ permiten obtoener informiacidn —
adicional sobre los datos biajo estudio.

Hemos visto auelas raices caracteristicas de 1a matriz de correme—

lacidn de las variables explicativas del modelo original desempCe.-
fian un napel muy isnortinte para detectar la multicolinealidad y
analizar sus cfectos.Y también que los estimidores obtonidos me--
dionte estos métodos, aunque sesgados, nueden ser més precisos

que los correspondicntes estimudores OLI en términos de sus erro-

res cundriticos medios.
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Sin embergo, es imposible evaluar con precisidn lu ganancia pwré
un problema esrecifico al aplicar cuzlguiera de dichos métodos,
pues una compuracidn de lcs mismos respecto de la resresidn de
minimos cuadrudos (OLS) reouiere del wrocimiento de los valoerce

verdoderos ace los pardnetrog,.No obutante, cuando go sosvechy la

existencia de multicolinesl 1dad severa en un modelo, vale la pe-
na estimar al mencs un ceorjunto sdicional de estinadores por —w
cualouiera de cstos mdtodog -~ epurte de log estimadores minimo-
cvadrdticos ~ ya cue dicher estimopdores podrion sugerir una ine
terpretacidn distinta de la informucidn yue no se hzbia contom-

plado antericrmente,
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V. CORKECCION D¥ LA RULTICOLINEALLIDADG RONPINIEHTO DEL CANDALO

DE LA BOLTICOLINMALILAL.

Exigten diverszue téenicus pare elimingr la multicolinealidad de

un moderlo de resresidén multiple { o econométrico) donde al menos
dos de sus variobles explicativas estdn afectadas, Sin eﬁbargo,

como verewmos, diches tdéenicis reprecentan en general wn costo

para luo ectimceidn paramétrica,
Procedercnos entonces & desceribir enseguide algunzs de las téc—-
nic as mds ampl lwsente cirocidas y utilizadas setualmente en la —

literature para dicho propdsito,

5.1 KEETODO DF ELIMINACION DE VARIABLES,

Este método lo denominarcmos de esta sanera, en virtud de no exise
tir en la literatura, un nombre particvlur o especifico para é1l y
también por el hecho de que consiste precisamente en climinar del
modelo afectadn, aquella o aguellas varinbles que poseen un nivel

peligroso de multicolinexlidad,

Pero comod ya sc ha destaocedo anteriormente, este téenica en espe-—
cial para atacor la mullicolinealidad - que entre paréntesis es —m
la més socorrida en ¢l anfilisis de regresidén por su facilidad de

aplicacidén -~ ticne el inconvenicnte de producir cierta pérdida del

poder explicativo del modelo bujo estudio, asi como sesgo en los
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estimadores de los pardmetiros de las vuariables no multicolineales
que permunecen en dicho modelo, desoués de eliminar del mismo, Ixm

variables colincales,

Por consiguiente, el método de “eliminacidn de variables™ puede
considerarse justifidable siempre y cuandc tratemos de obtener
estimadores mds confinbles de pardmetroz nurticulares o de pro—
bar lo significencia estadictics de voriobles especificas, couo
ya se menciond anteriormente ( véuse la expresidén (56)), pero no
‘es reconendable cuwnde se utiliza para fines de prediceidn por
ejemplo, por las ruzones expuestas en el pirrafo anterior y —-
también loc mencioncdac en ¢l Apzrtade 3.4.(+)
5,2 PROCEDINIENTO DE CORRECCION DE LA MULTICOLINEALIDAD MEDIANTE
ESTIMADORES EXQCGENOS.

De acuerdo con Farrar y Glauber Y al tratar con el precblema de
la. multicclinealidad, cuande no digponercs de informacidn adicio-
nal, pero tenemos en cambio, estimadores de algunos de los pard--
metros (caleulados de fuentes ajenas o exdgenas, digamos) vodemos
entonces proccder a "reestimar" nuestro modelo, usando ¢stos es--

timudores pare incorporarlos en nuectiro proceso de estimacidn, con

(+) Recuérdese que cumndo ge elimina arbitruriamente una variable
colineal de un modelo, nuede uwcontecer cue la subespecifici--—
cién resultante altere seriumerte la entructura del modelo ori-
ginal haciendo por tento amy voco confisbles log valores nro——
nosticados obtenitos a partir del miswo, nues una de £%§_cchL
ciones biasicas de und .buena prediceibn,es precicamentt¥la ver
manenciz de la relucién estructural (multicolineal o né) exis
tente en el wsado enire las veariasbles explicatives,siga sien
do valida también en el futuro. '

1/ Véase, Parrar y Glauber.Opup cit.
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el propdsito de estimar los pardmétros restantes y entonces eli-

minar la multicolinealidad del modelo resultante,

Esto es preceisemente 1o que discutiremos en este apartzdo.Utili.

zarenos paraz ello, el enfocue de J.Johnston.l/

Supéngase gue en nuestro modelo lineal general cxpresado en forma

matricials

tenemos Gnicamente estimadores de (k-r) de los k elementos del
vector B . C Sea, se desconocen “r* estimndores de los k pardme-

tros.

Reenumeremos ensesuida lag variables Xi's de tal suerte que los
coeficientes estimzdcs tomen el lugur de lus dltimas (k-r) varie-
bles de la matriz ¥, huaciende que los coeficientes por estirar o-
cupen los primeros “"r* lugures en la misma . Ahora estamos en

posibilidad de abordar la técnica cn cuestidn,

Primeramente, removererog de la variable ¥, la influencia lineal
de las variables Xrl, Xr2, ..., Xrk ( i.e. las variables explia
tivas correspondientes @ los pardmetross ﬁr“, Bﬂzy--utak-',f3k ).
S5i llamames brﬂ, briz, .. - ey br a los respectives estimadores

‘de los parémetros ﬁrau Pz, - - Bk entonces poiemos Co--

1/ Véase, Jomnston,J.Opus cit.
Se supone en esta discusidén que n >k >r donde'n"es el ndmem
de observaciones,wkwel ndmero totnl de pardmetros en el modelo
lineal gencral y "r" el nimero de pardmetros dosconocidos o es-
timudos exdgenamente,
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cribirs
‘j*:: ‘.i___ })N\Xr“,_......bld.XK v (161)

A : . ; .
donde ¥" ¢s nuestra variable dependiente “corregida",Podemos, nor
tanto, reescribir la expresidn anterior en términos matricirles co-

mo sigues .
" = Y~ Ywr be-r (162)

donde la matriz Xk r se define comos

Xk_‘. = [\(m sz o \(\e.] (163)

cuyo tamsdio c¢s de n x {(k-r). Y el vector-columna bg.y se define

como ¢

LDV.—(: ilbm,krn,. cey bu‘, (164)

Resulta Util para nuestra discusidn subgiguiente, definir lag -

signientes matrices y vectores:

X, =[x1,%2,...., xr] ¢ de tamadio nx T

X ;[Kr &{-—r]“ + de tamario nxk

B = {Br » B rlf :' vector-columna de tamado k  (165)

b = {b . ~colw amafi o
- bk-r} vector-columna de tamafio k
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Supdngase ahora que b es un eslimador insesgado del pardmo--

tro B

Y1
er Es decir:

) =B (166)

E (bk—r k-1

y que su matriz de variancia-covariancia se conoce y es de la -

formas
Var(b, ) = E (b - B . ' (167)
Ke1 k=1 k-1 )(bk_r -Bk_r)
¥ que el estimudor bk—r ez independicnte del conjunto de datos
gue se usaron nara estimar hr .
Nuestro problema consiste entonces en estimars
b= (X 7 )" x oyt (168)
T rr r
sustituyendo (162) en (168) tenemos que;
-1 ) '
— ' t " -
br = ().r xr) X! (v Xy Py ) (169)
Si desarrollamos (169) cbtendremos:
b= (X' X )'1[x' Y- X' X b
T r°r T r “k-r k-r
-1 -1
= [ ¢ — (e rt
(Xr xr) Xr T (xr Xr) kr'xk—r bk-r
- ~1 [} -1 ] -1 ' -1 vy
= X (Xr) R (Xr) X Leer Pxer
-1 -1
= X -.I Y- X 18 b , | (170)
Esto cs¢
-1 -1 ' -
b, = X, T o-X, e r Pyor (171)

pero de nuestra definicién de Y dada en (3) sabemos que podemos
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Y =

xr Br * Xk-r Bk-r +U

Y& gue Y puede expresarse comod

=XPB+ U =[x X ]

pues X y B se definen como en (165).

51 sustituimos (173) en (171) obtenemoss
b= X(X B+ B+ U) XX b
r r rr xk—r k-1 T Xk—r k-r
~1 -1, L~ -1,
=X X B+ X, erlyer ¥ AU - XK L bk—r
~1 ~1
=B, ~ Xp Xeer (Bk-r - b)—r) MR
-1 -1
- Rer (bk—r - By—r) rav
de donde br se puede exnresar zhora comos
»1 -1
br ) Br * Kr xk—r (bk— k r) * Y v
Pero cowo sabemos quz E(U) = 0, F( ) B
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(172)

(173)

(174)

(175)

. por hipétesis, entpn-

ces aplicando el operador E a lu e\prc sidn anberlor tendremos que ¢

E(br )

i1

(B SR X Ay 1[ Py p ~ Bk—r)] * Xr E(U)
1
I —
B + xr % . [E(o, .~ B _r)] + E(U)
; 1 1 ooy
B+ X Xer (Bk-r - Bk—r) + X E(0) -

B +04+ 0
r

(176)
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Por consiguiente:

E ( b ) = B, (177)

¢ g.e.d,

Yy nuestiro estimador bz' es un estimador insesgado de Br .

Procederemos enseguida a determinar la matriz de variancia-covae-

riancia pura ﬁ . Especificamente, demostraremos ques
Var(b) = Var (b_) + A Var(b_ ) A' (178)
r k-1
donde A es una matriz definida comoz
As(xx)"r x (179)
rr T Xk—r _
Por otra parte, de la suposicién de independencia de los dos ==

conjuntos de datos para estinr br y bk r respectivamente,te—

nemos ques
i [}
Var(b, ) = E {(b_ -B)( b -B) } (180)

De la expresién (174) tenemos que (br - Br) se puede expresar

comoz
-1 -1
by =B = XU X T h (<R )
= -1 X )7 e -
= (XX )7 X (X)X K (b - B ) (181)
v antecior

de donde trasponiendo la expresionl)ienemos gques

' < Yo oy ' ' ~1
(b =B = (X; U) (X xr) + (o, . -B )X X (X X) (182)
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multiplicando las expresiones (181) y (182)¢
' . -1 -1
- - = Vel t L
(b, B )(b_ - B) (xy, X)) X, U Ut (X xr) +

-1 ‘
. ) v vy ,
+ (X xr) LS S (bk~r -8B . ) Ut L (x; xr) + (1.83)

+ (). xr)"l X U (b, - Bk_r)'xﬁ~r X, (¥ X )‘1 *
* (X; Xr)“1 Xe B p (bk—r - B r)( b -r ~ ) L s r X r) N
Aplicando el operador E la cipresidn enterior notauos quey
{(b -B )(br -Br)'}x (xy, xr)'l X E(U'D) X, (X }:T)'l +
+ (XX )y~ XK, {(L P ) } £ (X, zr)" K (184)

+ (y' X, )"1 X F‘{U(by -8, ) }.y ~ K ("; xr)‘l +

\ -1
YU LI 0 - B - - R vt YA,
* (xr Kr) Xr Ak—r E {(bk—r k»r) (hk—r Rk-r)} rfr( (]

Y3

-1 -1 -1
= we [ 4 (Yt X
= V(X xr) Xy X (XX )T (X, xr)

N -1
s - e ey
X A pVer(v, )X X (50X)
Si. hacecmos A = (X' X )"IX' X en 1la ex £ién anterior, enton-
r L-I ’

ces podenos conc 1u1r ques

Var (b) = Var(br). + A Var(bk_r) Al (185)
Entonces se ha hecho ver gue la nueva matriz de viriancia-cova—
riancia de b es Iz suna de 1a matrlz de virisncioc-covarisncia del
estimidor b1 mds un término de"ajuste o correccidénl Es evident
que la presencia de este térnino ¢s necesaria debido a la incer-
tidumbre asociada a log coeficientes uu111" dos en el "ajuste"

de la variceble dewendiente Y,
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Pero si observamos la expresién (184) nos percatamos que no pods
mog proceder & realizar la estimacidén dd (178) si desconocemos

(2
el valor de (.. Podemos obtener un estimador de su valor utilie-

zando la conocida expresiodng (+)
At .
0. =€ (186)

pere donde “e" queda ahora definida comos$

= v* - = Y e -
e=Y'-X b =Y -X b -X b _ (187)

Nétese de paso que on la expresidn (186) dividimos entre (n=k)
y no entre (n-r) pues el modelo “ajustado" (162) depende en rea-

lidad de k pardmetros estimados,

Es decir, el poder conocer el valor de @i(iefiuido en (186) non
pormitiréd entonces obtener la variancie de br definida en (185),
“ocorregidavpor el efecto de la inclusién de los (k-r) estimudo-—-
res ajenos de los pardmetros Br+l ' Br+2' ""’Bk ¥y utilizados
para romper el ‘“candado de multicolinealiduad" en el modelo ori--
ginal, y qus se espera neturalments, sea menor que la variancia
asociada al modelo "“gin ajuste", para de esta manera, me jorar la

precisidn de los nuevos estimadores,

Cabe notar, no obstante, que ecta técnica sdlo puede aplicarse
cuendo se dispone o puede conseguir informacidn adicional para
estimar “exdgenamente" a cierto nimerc de paridmetros de nuestro

modelo objeto, como ya se ha destacado.

(+) Nétese que esta definicidén es equivalente a la proporciona~
da en la expresidén (20-bis) en el Gapitulo I, o
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Sin embargo, disponer de informacidén adicional no es posibie
en muchas ocasiones y tenemos (ue canformurups solamente con
la mestra disponible, Poro inclucive cuzndo esto fuese posi--
ble, ninguﬁa de lus téeniens hasta zhora discutidas, incluyen-
do & la de Farrar y Glauber, nos da unz indicaeidn pracisa de
cbmo romper el ‘candado de multicolinczlidad 'en el modelo.Esto
es precisamente el propdsito de nuestro proximo método 2 digw-

. . . 1
cutir,esto es, el sugerido por S,D.Sllvey.-/

1/ Silvey,S.D, Mmlticellinenrity und Imorecice Zotimation, Jour
nal of the Royal Statistical Society, Series B, Vol.31,1969,
pp.539-252. ’
Sin restarle los méritos y la importancia téorica y prdcti-—
ca del Método de la Direccidn Ovtima de Silvey -objeto del
préxime apartedo- coaviene resaliur (adeluntdndonos un poco
a su discusidn) que pars poder cumplir con dicho cometido,
dicho método requiere de informacidn zdicional para poder
aplicarse | a darerencia de otros wmétodos como el de las —
Componentes Principales — cuyos normenores serdn asimismo
analivados en este mismo capitulo -gque también sirven al -
mismo propdsite, pero sin nscesidad de reguerir de informa-
cién fuera de la wmuestra original,
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5.3 METODO DE LA DIRECCION OPPINA DE SILVEY Y

Bajo las suposiciones del modelo generul regresidn se puede —-

demostrar la validez de la siguiente propocicidn,

Proposicidéns La matriz (X'X) es simdtrica de orden k y es posi-
tiva —definida. Y por consiguieate, tiene k raices caracteristi-

. 2
cas diferentes dc cero, —/

Sea V=[le, V2,iae, Vk] la matriz asocciada a las rafces caracte
risticas de (X*'X) donde Vi denota el vector-columia gsociado a

la raiz Al , o sea:

(X'X) Vi =AiVi ’ (188)
y también tenemos que la matriz V cumple con la condiciébns

VIV o= Vo= I ' (189)

pues es una matriz ortogonal,

Se puede demostrur que cualquier combinacidn lineal de los coe—-

1/ Véase, Silvey,S.D.Opus cit.
2/ Para una demostracidn de estos

Véase, Hadley,G. Linear Algebra, Addisson-Wesley,1966,
pp.245-249
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s . A . ;
ficientes eatimados ( Bi's ) del modelo lineal generals

y=XB +U : (3)

Y,

Se puede escribir como una Funcibn lineal tal ques
B = c1fL + c2bz ...+ OkPr (190)

donde C es un vector-columa de X clementos conocidos.Como C
contiene k elenentos s¢ puede cxoprosar como una combinacidn

1ineal de k vectores caractericticos ortogonales (Vi's).0 seas
C o Vel m Vidi 4 V2o +erenrik VKGR " (191)

donde ok es un vector-columna tal gue 3
o{.—:{dl.dz,...,olk} C(192)

Usando (191) se puede demostrar que la variancia de C'ﬁ 58 -

puede escribir como

2 -1
Var(c'ﬁ) = Ou 'V (x'%) Vi = (193)
. 0L A
donde /\ ez la conocida mutriz de raices caracteristicas defi~

nida previamente en (109),esto es?

N 0 0O - .OT
... 0
N s NPT Rl
=l oo 2"
o O O,..->K

-

1/ Véuse, silvey,S.D.Opus cit.
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Nétese que la expresién (193) se puede escribir también  como

siguey
(€6 - th i [ 00 [
Nar (¢'B) = §u (i da.. - de ol
“ O ‘/}z_..no 'z
»O @) ...‘/)K_ _O(Kj (194)
= ¢t of ol o
T 3# éi T ’fﬂ:) dﬁ

=T (2 4 ;g*\ig,q

0 alternativarente comos

di
Var(¢'B) = G€4 Y _ (195)

. . - 'y - .
Entonces la variancia de C'B devnende inversamente de los va--

lores caracteristicos de la matriz (X'X).Esto es, mientras mds

pequeia sen M rrvor serd su contribucidn a la variancia Y _por

ende contribuird mavormente a socubar la orecisidn de la fune-

cién G'B (como ya se destacd on el Apartado 4.3.)

Supdngase que cstumos interesados en un estimador en particu—-

lar, digamos en 81. Entonces el vector C definido en (191) ten-
drd un s6lo “une" en la i-ésima posicidén y “"ceros" en los oiros
lugares y,por congiguiente,dicha expresidn se puede expresar --

también comos

- .

.r1ﬁ1
Uiz (196)




R
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donde 1R1,UT2,-~-3RK son los elementos de la i-ésima hilera —-
de 1a matriz V., Esto se puede entender mejor observando que la
matriz V se puede expresar comod

Fary Viz ...V, .. Vi

Vay Uz .. Viz .o - oo Uik
var Uiz . .- Uy oo Uak
' (197)

Uk Vg . .U . ... Viw

ol o

y por consiguiente, el producto V'C resulta scr:

{Uh Va . . ..l o1 v’
Yo Ve . . - . Viez o] Vi

Vg = . . . . . . N N = | (198)
va Uz ... . Uk |

Ve Vie . .. .. Vkk

3 110 Uik
- -~ - -l
y de (196) es evidente ques
[ ol 1 [ Viy ]
olz Vi .
. - . . (199)
oly Uik

de donde cs claro yues

A=V = olf:m , Vy=vz, oK (200)
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Y por consizuienie de (193) es fdcil inferir que la variencia

A,
de Bi resultu sers

(201)

,Z .2. :L
var(Bi) = 0% (~%—:—~4 \‘;“ 'L;n )
2 v

S.D, Silvey i/ufirma que si pudidsemos agregar més informacién
a la muestra original contenida en la matriz X de observacionas
de tal suerte de obtener una nueva matriz sumentada *tal que -
el producto (X* ¥¥) tuviese rafces caracteriscicas (M4 ) gue —-
fuesen mayores que las correcpondicntes raices (X) de (x'x),
entonces los errores ectdndard de los estimadores de los cog~-~

L. <. e 2
ficientes de regresidn se reducirian, ~/

Es deciry

si Mo 2l (202)

entonces los errores estdndard de los estimadores de 10s cOew——
ficientes de regrecidn serdn mds peguelios. Esto es, la precisién
de la funcién definida en (190) tenderd a azusentar, pues la va——
riancia de cada St definida en (201) tenderd a reducirse, nara
toda i=1,2,...,k, y por tunto, la variancia de C'ﬁ serd més pe-

queria,

De lo anterior,resulta clzro que la rafz Aivuede incrementarse

agregando informicibén adicional en la direccidn d2l vector ca--

racteristico Vi , dejzndo a los demfs vectores ¥y raices .carncte-

1/ Véase, Silvey,S.D.Opns cit.
2/ 1bid.
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inalteradog, Eslo se demuestra ensepguidag

Supbngase gue a la matri, X se le awsenta odra hilera de la —-
w.on . .
forma dVi , donde'd"es un escular distinto de cero, para foruar

la matriz X* tal gque:

y*:[(i:! - (203)

entonces podremos eseribir el producto (XM X*) comos
] 2 . oy
(X* X¥) = %'Xx + 4" vi vi® (204)

de dondey

1t

(7' xX*) vi=( X'X + a2 Vi, Vi') vi

( X'Xvi + d2 Vi'Vit') Vi | . (20%)

it

)
XYL+ avi Vit Vi

O d2)vi

ya que Vi' Vi =1 y (X'X)Vi =Aivi por hipétesis ,Entonces Vi
es un vector caracteristico de la matriz (X X*) correspon-

diente @ 1a raiz caracteristica (Ad+ dz).

Por otra parte, comos

(X" X5 o= (XK + aSvi Vi)V
= XVE V] + a%Vi Vi'Vj (206)
= A Vj

puesto que Vivjy =0 y (X'X)Vj =2jVj por hipbtesis,
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.

Por consiruiente, Vj (J# 1) s un veetor carecteristico de (0%'x*)

correspondicnie & la raiz curccteristica Aj.

0 en otras palabras, se ho demostrade gue los vectores caracterige-

)

: s - ~ ’
ticos de (X*X*) son lew wismos de (X'X) ¥ que todas sus rofces coe-

racteristicas son las mismos excepto gue )| so incrementa en (%fadz).

" Lo N . 1/ . . .

El resultado vrincipel obienido por Silvey en su investigacidn es

en el sentido de gue la direcceidn Spline de 1ln nueva observocidn —-
.. : . - o . g s

que mejorard lu precisidn de la funcidn CYB es orecisamente la del

vector definido como?
I - (207)

A recerva de mogbrsr con datos reules luas bondades de este método

frente a otros como el de comnonentes principales y el de regresidn

{+)

tes limitaciores radice en el hecho de gque precupone 1la disntsie-

de wordillcra y podemos observar de entrada gue una de sus fuer-
cidn de informecidn adicicnal -udemés de la muestira original -oi--
ra noder operar, y por conciguiente, eliminzr la multicolinealidad
de un modelo econowétrice o de resresidén,Puesto que cowo ya hemos

estacado anteriorpenie,uno de los mis grandes escollos en el andli-

1/ Véase, Silvey,S.D.Cous cit, oura los detalles de la demostracidn
corresponiicnte,

(+)Ejercicio que wunaque evidenteaente resuliaria muy interesante e
ilustrativo desde un punto de vista tedrico y practico, concide——
ramos rebuaca los alconces de la presente investigacidn.iiotivo por
el cuul se deja como una inculetud personnl pura el lector intere-
sado y curioso en urofundiszar en los detalles sobre este particu—--
lar,



sis de regresién es preciromente amnliar la mueslra bajo estue--
dio, por el costo en términos econémicos, tiempo y esfuerzo gue
ello implica en genercl, huciendo prdcticamente imposible o in—-—

viable su obtencidn,

Por consiguiente, y con la recerva scialada en el pédrrafo prece-
dente , cste método podrd considerarse cuando cxista la certeza,
y también la posibilidud econdmica,dc allegurse de infeormacién
adicional puara eliwinar la multicolincalidad en el modelo bzjo

estudio.
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5.4 IETODO DE LA RESTRICCICQN PARAVETRICA.

Este es un método ampliwnente conocido aunque poco aplicado,El
propésito de llmnarlo de esta mancra‘y de incluirlo aqui resul-
tard evidente y ademis sugestivo parz el lector no familiarizae
do después de entender lo mansrz cémo trabaja, y sobre tedo,—-
comprender su oneracidén y wleznces como un instrumento "puente®
o "antes@la" para poder aplicur 1a téenica de lus @omponantes —-
principales, objeto de nuestro préximo apartado y con el ane—
xi}io del cunl estudiarenmos cdmo se puede corregir el problema

a
défmulticolincalidad,

Sea nuestro modelo de regrezidn general expresado en forma com-

pacta y previumente definide en (6) conos
8’= ﬁ':(|+ leh-+ R PK:ZE + WL

nuestro objetivo fundamental de ecstiracidn consiste en determi-—

nar ung solucién dnica ul sistema de ccuaciones simulténeas:l/
2
[, 229 = F,‘Zx. + B2 2X Xz 4 Flif'xlxz
2
2. Ty = B, TN+ e @Xa 4 .. 4 e LXeXa

e o, (208)
¢ Sy e B SaeE e PrlXede sk BeY x

l/ Utiliz=mos aqui el enfogue de K.H.Kelejiun y E.0.Ouates,inicaw-
mente exvresando nuestras varianbles en forma comnucta,
Véase, Kelejian,K.H. y Outes,E.Q. Introduction to Econcemotricss
Princinles ond denlicatienrs, Second Edition, Harpmer and ltow
Publivhiers, 1181, pp.130-136
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Siempre y cuando se cunplzn las condiciones siguientes:

‘I. 2 Czl '{:(\_,Q_)SO
A

2. ji (X, W) =0
e e e (209)

g, 3 (xe Q=0
Obsérvese gue el sistema (208) csnsiste de k ecuaciores y k in-
cbgnitas. Si elgunz de las varizbles explicativas del modelo (&)
resulta una combinecidn lineal poerfectz de lus restantes, enlon-
ces este cistema serd inconsistente, y la estimacibn de leg var
metros  Bl, B2,...,Bk recultn imposible, como ya henos sefig--

1

. . . 3
lado & lo largo de nuestras discusiones anteriores,=

En otrac palebras, el sistema unterior tendrd une solucidn unica

siempre y cuindo el determinunte de lu mutrizs
[ st Sxz . .. Sxx |

2y, ZrdE .. ZFXe

(X'%) = . o (210)

ST
Swx, XX, . .. 2%k

ol

sea diferente de cero.Y ecto no podrd ocurrir si alguna de las

l/ Para uns discnsidn cobre el onroblema de singularidad resvecto
al sistema de ecuuciones en econcmetria y su relacidn' con el
problema de multicolinealidad:

Véase, Klein,L.R, y Witsurs MNakamura, Sirne:lrity in the Fova--
tion Syctem of Heoncmetri noeets 01 the Problem 0f —-
Multicollincsrily, Internutionulmconomic Rovisw, Vol.d ,ivs.3,
Septduber 1962, np, 274-299, '

AR
s SWLe
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variables explicutivias es perfoctamente dependiente con respocto,
a cuando menos alpunas de las otrus varinbles explicativas,nuesto

que ello ocasionzria que éste se anulara,

Con todo lo anterioracnte revisudo comd merco, pagaremos ahora

a discutlir el método que nos atale,

Supdngase yue la vuriable ¥i es nerfectumente dependiente de %j.
Entonces szbemos yue no phede existir una solucidn Unica al sisew
tema (208) puesto que tendriamos (k-1) ccunciones con k incdgni—-

tas por estimar,

. s . ) ! i i . . e
Sin embargo, si pudid¢ranos de alguna manera cstablecer una res-—
triccidn en los nuardmetros respectivas de estas vurizbles multi--

colineales, como por ejemplo, lu rectriccidng

pi =wBj ; w=constante (211)

entonces tendrinmos k ecuaciones independicentes (puesto que a3 —
las (k-1) ecuaciones nornales le estamos agregando ahora lz ecua-
¢ibn correspondiente a la restriccidn (211) y k pardmotros por -—
estimar,Lueso entonces, os posible encontrar una solucidn Unica

al sistema {(208) siempre que I(K'X)lﬁ 0.

No obstante,pira poder aplicar corrsctarente este método, es nece-
sario conocer, a través de un andlisis a priori o de evidencia --
empirica indenendiente, gue las restiricciones imoucstus a los coe-

ficientes seun consistentes con la realidad,
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’

Una de las limitucioucs mis fusrtes con que se enfrentan 105 —w-
investigadores que tratan de aplicar este wétodo para erradicar
la multicolinealidad se debe 2 cue nor 1o regsular no se conoce

a priori la forma de lus restricciones cue subyacen entre los
coeficientes de las viriables multicolincales,Dichis restriceio-
nes no pueden "inventarseY o gonerarse por “iaspiracidn divina',
Hacerlo de ecsta manerc por tratay de elivinur el vroblema do ~-
milticolinenlidud, nog 1llev iz daicaments a2 empeordar el panordew
ma inicial «l producir cstimudores carentes de sentido para la

Y/

adecunda tons do decisiones,

Sin embarge, =i este mdétodo lo aplicamos en combinzcién con la —-—
téenica de lus componentes principales -—anteriormente discutido-

tenemos las siguientes ventajoos

lo, Podewos confirmar lao existencis del nivel ypeligsroso de multi-

colirealidad,

20, Coneocer las varishles explicativas que generan la muliicoli-—
nealidad,

Jo. Tdentificar el tipo de relacidn lineul aproximado ( o "watrdn®

2

de multicolinealidud) gue gurrdan los coeficientes de lag va-

l/ Para una discusidn en torno a ciertos criterios para juzgar la
adecuacidy de restriccioncs vuraméiricas en un modelo econombbri
co .

Véage, Toro-Vigcorrendo,C. y T.D, Wallace, A Test of Mean Souare

Error Criteria for Rectricbionz in Linear Hesresaion, Journal

of the American Staticticnl association.Vol.63, 1968,pp.558-972,
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riables multicolineanles.

Y con esic marco, vodewos apliczr el método de la restriccidn
paramétrica con oficacia y eficicncia.Yor tal motivo, el pré--
ximo apartedo se enfocord & la digcunidn detallade del método
de lac comrvonentes nrincipoles del cue nos serviremog ooare i-
lustrar la morers de utilizer el méiodo objeto de este anurta-
do para corregir lw multicolinezlidad de un modelo de regrasidn

0 econométrico,con las ventajas antes merdcionodas,
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5.5 VETODO DE LAS CCUPFOURITIES PRINCIFALES.

Este método lc aplicaremos a uno de los casos discutidos con —-
. 4 1l
antelacibn, Concretamente, al modelo de la economia froncesa de—

Tinide en {67) como:
IAPORT = Fo +Bl: DOFROD +B2:ST0CK +ﬁ3-COKSUM +U

Recordareros gue desde un principio, podiamos esperar cue los --
efectos marginzles de DOTROD y COHBUN fucsen igusnles,Es decir,
en base a la teoriz econdmica v untes de analizar los datos, po-
diamos suponer gues

BL = B3 (212)
0 equivalentementes

BL -~ B3 =0 (213)

Entonces utilizando la infomszcidn de la Tabla 3,4.,1, podemos -

efectuar una regresidn de lua variable IVDPORT contra STOCK y una

nueva varizble (NEKVAR))quc creumos,definida cowos

NEWAR = DOPROD + COHSUI (214)

Nétese que la variable NEWVAR tiene significancia sélo como una
manipu lcidn téenica para encontrar un estimador del valor comin

de 1os coeficientes Bl y B3 )

(+) Se supone (uz todos los coeficientes del modelo (67) han si—
do previamente estimaedes, véase Tabla 3,4,2
' ‘ ¥
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Iuego entonces, podemos definir un nuevo modelo en los siguicntes

términos
INPORT = o+ §15T0CK + YNEWAR + U : (215)

5

Los resultados del modelo anterior se presentan en la Tabla 5.5,1
( eb la préxima hoju). Ll coeficiente de correlacibn simple entre
las variables STOCK y KEWVAR es de 0.299 y la matriz A para di--~
cho modelo resultu seor:
|.030 o
N= | (216)
O .q10 '
la cual manifiesta cleramente la auvsencia de multicolinealidsd

en el modelo referido.

Por ohra parte, lns griaficas de los residuos estundarizados con—
tra el ticmpo y contra los vulores estimaedos de la variable-res—
puesta, como se desprende del andlisis de las Piguras 5.5.1 y

5.5.2 , regpectivamente (¥ que ugereccn enseguida de la Tabla 5.5.1),

tampoco obLgervan sefules de problemas de especificacidn,

En conzecuencis, el modelo egtimado después de corregir el pro--

blema de multicolinealidad tiene la forimas
———
IMPORT = -§,007 +.086 DOPROD +0,612 STOCK +0,086 CONSUN (217)

Nétese a este respecto gud tumbién seria perfectamenteposible —-
probur la restriccidn BL = B3 como una hipbtecis estadistica, ain

cuando ésta haya sido impuesta en base a la teoria (cconbmica) —
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TABLA 5.5.1

RESULTADOS SUMARIOS DE LA REGRESION DEL WODELO (215)

COEFICIENTE BESVIACION VOLCRLES
MARIABLE ESTIMADO ESTANDARD Syn
.STOCK 612 109 5.60
. NEWVAR .086 .003 24.23
. CONSTANTE -9.007
- 2. -
n =18 R"= .987 , $=.569

Fuente; Estimaciones a partir de los datos de la
Tabla 3,4.1



FIGURA 5.5.1°

GRAFICA DFE RESIDUALES ESTANDARIZADOS CONTRA EL TIENPO,
PARA EL iIODELO (218).
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FIGURA 505.2

GRAFICA DE RESIDUME ESTAMUARIZADOS CCITRA VALORES ESTI-
MADOS DE LA VARIABLE-RESPUESTA (INPORT),PARA EL LODELO
(218),
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IMPORT

Puentes Chatterjee,S, y B.Price.Opus cit,.p.1l66

g



eriglente, resulta intercsante evelunr el oiectio de dichi reg—-

triceidn sobre ¢l poder exnlicabive del modelo oririnal (con "1n
restricecionec). asi, obLservimas ous los vulores de R? piara 01 --
modelo “completo" ¢ modele original definido on (€7) y el modewm-

wdo con 1o restriceidén bae

' 1] .
lo "redueido” Jefiriao en (215) eoti
Jjo estudio gon, respeclivamwente, 992 y (027 (como se desprende

de las Tablas 3.4.2 y 5.5.1 respectivamenie),

El estadistico I calculodo para prober 1a hipdtesis nula Hoe;pl=B3
sultz ger dc 2,36 con (1,7) grodos de libertwd.Como la P otabu—

ente ol L+0.0% de significencia nos arroja un

lada corresnon
valor de 5.50, cntonces se zceptna la hipdtesis mula, o sea, se
adepta la hipbtesis de que la restriceién Pl = P3 es signifi--

cativa en la estructura del modelo original.

Cabe aclarar yue el resultado anterior es concecuencia directa
de aplicar la roezdén F como una prueba de hipdtesis estadistica
para determinar la significuncia de alguna restriccidn que ——-
involucre 2 un subconjunto de purdmetros { de @l menos dos @li—-
mentos) de un modele regresidn miltiple y que se pucde demostray

gque tiene la forivay ~/
F:[VMMME)—VAM(HQ]/OuVKL

VAN (Me) /(n-x-1Y

(218)

’

1/ Al lector interesudo en los detulles de este resultado asi —-
como otros tépicog reluciorados con el mismo,lo remitimos a
consulter las sisgndentes fucntess
Véase, Plackett,R.L,Recrecsion Anulysis, O :ford University
Prege, Londen,l1:00 o

Véase, Rxo,C.R. Lincur ftutistical Inference and Applications.
Wiley,New York,1973.

Véase, Seber, G.F. Lincur Regression Analysig.Wiley, New York,

1-9’/'7 .
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dondes

2
R . . N . L ] .
VAR(}C) = Variacidén No-exnlicada del modelo ‘completo :i(‘(c- Y.;\
= suma de las degviaciones a2l cuadrado de la variable-rege-—

: 5 . . 3 o
puesta (Yi) resvecto de su corvrespondiente valor cstimudo(Y:).

. . 3 » - ~ . A
VIN(MR) = Variucién Ho-explicuda del modelo reducido :_-2(‘(;.-‘({‘)
= guma de las desvisciones al cusdrado de lo veriable-respues~-
ta del modelo originzl o comwleto (Yi) resneeto del valor cstie-—

A
mado de la variable -recpuevtz del modelo ‘reducido’ ( YN).

donde F es una distribucidn de Ficher con [(k+1 - p), (n =Xk ~l;]
grados de libertzd., (Siendo n = nidmere de cbservvaciones, k = nd-—
mero de parametros en el modelo completo y p = nldmero de pardme—

tros en el modele reducido).

Debemos enfutizar en esta discusibn que la restricceidn Pl =B3 es
por supuecsto sbélo un ejemplo de las muchas restricciones posi--

bles que pueden utilizérse al especificar un modelo de regresion
o econcmétrico,Exicte una infinidwd de pogibilidudes a este reg-—

1/

pecto.

1/ La clase gencral de poribilidades se encuentrs determinada por
el espectro de hipdtesis mds cominmente ewpleadas, que sons

1.Todecs los pardmetros son cero.EBs decir, no existe relacidn
lineal entre la varizble dewnendiente (o resvuesta) y las
variableg indevendicentes (o explicativas).

2.Un subconjunto de pardmetros ( de al menos dos elementog) es
nulo, ksto es, todos estos purdmelros son cero,

3.Un subconjunto de pardimelros son ifuales entre si.

Véase, Pluckett,R.L.(1960); Rao,C.R.(1973) y Seber,G.F,(1977),
Opus cit.
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Las restriccionces se justificun normalmente en base a la teoris
subyacente gue ce t‘ate{Para el cazo gue acabamos de analizar
naturalmente e¢s én base a la teoria econémic@.Se puede alirmar
en gener:sl que estas tecriss con frecuertemente 1as responsie—-—
bles dcl ovroblema de la aulticolinealidaed, ideads , cuslouler
restriccidén en particular puede considerarse como una hipée--
tesis estadistidn sujeta w counrobicidn por los métodos conven..

cionales de prueba de hindtesis,

Recapitulundo lo expuesto haste agui en relucidén al métedo de
las ommponenics principales podemos observar que este puede —-

interpretarse de dos maneras;

La primera se rcfiere al andlisis del grado de no-ortogonali--
dad de las varinbles explicativas wmulticolineales (unfoque usa—~—
do previamente en el Apartzdo 4.3 nara detectar la multicolirea-
lidad) y la segundy, se reluciena con el andlisis de las relacio—
neg existentes entre los coeficientes de las variables explica..-
tivas colincules.Esta es la estamos tratando de introducir en

1a precente discusidén y gue trataremos de ampliar un poco mds en
lo que sigue,

Para una mayor comprensidn de esta segunda interuretucién o fute—
ceta de esta téenica, retomaremos nuevarente el modelo de la’eco-
nomia francese’ definido en (67) pura mostrar como opera y se apli-

ca para corregir el pnroblema de la multicolinealidzd en un mode—

lo econométrico especifico. Es decirs

IMPORT = Bo 4 BL/DOFPROD + P2+STOCK +B3.CONSUN + U
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Entonces sabemos de nuestra discusidn del Apartado 4.3, (véase —
la expresidén (130) yue las componentes orincinales de lus voria--

bles explicativeas estandaripadas del modelo anterior sons

Z1 = ,7063 DOFROD® + ,0435 STOCKY + .7065 consun®
%2 =-,0357 DOPROD¥ + .9990 STOCK® - ,0258 consun®
23 =-.7070 DOPROLF - ,0070 stock®  +  L.7072 consuk®

y donde las variancias de 41, 22 y 23 con respectivamente 21:1.999
A2 = .998 y A3 = ,003, Donde lus Ai's son lue rafces coracteristi-
cas de la metriz de correlucidn de lus variables explicativas del
modelo (67).Entonces la formn estandurizada de este Gltimo resule

ta ser:
8~ ~
IMPORT = pL.DO?ROﬂ‘+ ﬁz-STOCf(+ Ba-CONSUMN+ U (219)
0 alternativamente, en téruinos de las omponenles principaless

THPORT =oh 21 + ch22 + o323 + U (220)

Obsérvese ue le ecuacién anterior es ecuivalente a la (219).No
obstante, las Zi's son ortogonules,Esta equivalencia es una —-
congsecuencia inmediata de la relacidn directa entre las o's y

ﬁ's definida en (112). En particular se pucde hacdr ver ques

oly= 7063 ﬁ. “+ ‘05135’52 + 7065 Fa
" (221)
Olzz =.0357 fi +.6990 o — . 02583

~ ~ A
olyz =700 Bi - . 000 Pr -+ 3072 @,
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e inversamente:

0630, — . 0353 A, 707003

™
n

0435 o) 4 G990l —~ 00703 _ . (222)

™ W
I
it

bz 1065, — 0258 ot +.70724d3
Las misaas relaciones egon vélidas para los estinadores minimoemae~-
. . r . T
drdtices de losdi's y Be's, e to es, para lus Qc's y bi'S, Enton-
ces estos ectimadores pueden obtenerse efcctuundo 1l regresidn de
. ar * . . . . P
la varicble INPORT™ contras lus viriables exrlicativas indicedas

en les ccuaciones {(213) vy (220), rcscectivamente,

Obsérvece gue el modelo de regresién {(220) definido en términcs

de las compenentes principales no zamite una interpretacién sen—
cilla.Las variables explicatives (Zi's) en este caz0o reprecentan
combiniclones linecles de lus variables exnlicalivis originzles
(Xi's). Por concimmiente, lasd's a diferenciz e luz B'S, no per—
miten una intergretacidn simple como efectos marginzles sobre la
variable dependiente respecto de cumbios unitarios en las varia—

bles explicativas originszles,

Por 1o tanto, debemos utilizur lo resresion en términos de lug

compozenter principnlesn (como 1o de lz exrracidn (790)) adln rnamo

un medio rnoura rmelizzr el problems de 1o multicolinealidad.los —

recult idoe finnles de la estiracidn deoberdn reexurcsorse invie

~
rigblemente en términcs de lug Bi’'s vern su reinterpretacidn,
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Con este marco, estuanios zhora cn posibilidad de usar la téenica

de las componentes principales para reducir la multicolinealidad
en los datos de estimucién,Esta reduccidn se logra usando un sub-
conjunto del total de comuvonentes principales del modelo original
con el propbsito de explicar la varizeibn en la variable-respucsg
ta. Cuando se utilizun todus lus (tres) componentes vrincipales,

la solucién por miniimos cuadrados se‘roproduce exactamente upli-—~

cendo el sistema de ccuaciones (222).

Como la variable 23 tiene una variunciu igacl & L,003 , 1la funcién
line&l definida por 23 es woroximudawente iguul a cero, y es la
fuente de multiicolinesalidad en los datos.Pntonces si excluimos a
%23 del modelo(220) y consideramos las regresiones vésultanies de
la variable INPORT® contra 21 sola y 21 y 42,respectivamente, En——
tonces tendremos qued

THPORT = 21 + U (223)

y tambiéng
TIPORT = 21 + 222 + U . (224)

Ambos modelos generan estimadores para los tres coeficientes ori-
~ -~ ~

ginzles Bl , BZ y B3 . Bstos estimadores son sesgados puesto que

parte de la informzcidén ( 43 en (224) y 22 y 23 en (223)) ha si—

do eliminada en los dos casos,

Los estimadores para o o diyody ge obtienen efectuando una re—
grdasidn de la variable TiporT™ contra 21 y después confra 21 y 23,

No obstante, existe un procedimiento comvutacional gue exnlota el
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(+)

conceptn de ortogonalidad inherente o 21, 22 y 23, ‘pgp ejemnlo

Al‘_ y
el mismo estimador pura & se podria obtener medimnte los mode~—
los (220), (223) y (224). Andlogamentec, ¢l estinzdor para oz po-
dria obtenerse de (222) y (224).

Se sigmae tambidn de esto cue si obtinemos los estimadores minimo-
cuadrdticos de 1los E&'s , los cstimudores de las o se pueden —-
obtener mediante lu ccuacidn (221). Intonces los estimadores de
los parduetros B}‘s de las componentes principales correspbndien
tes a Los moddlos (223) y (224) pueden calecularse sencillamenw-—
te utilizando las ecuuciones (222) y haciendo cero lasd's apropio—

das.

A continuacidn veremos como se lleva a cabo este proceso para el

presente caso de estudio.

Los estimadores parz ol modelo (220) se proporcionan en la Tabla
5.5.3 ( que zparece en lm préxima hoja), Entonces de la eduacidn
(221) podemos obtener los estimudores para las 'S, que resultan
ser, respsctivamente, de: oll= .5900, A2=,1913 , oL3<1.1597 .5i sus
tituimos odl= 6900 y o2 = o3 =0 en las ecuaciones (222) obtenemos
los estimndores de las Ei's correspondientes solamente a la pri--
mera componente principal (2Zl). Vémse la Tabla 5.5.4 (enseguida

de la Tabla 5.5.3).

(+) En cuzlouier modelo de resresidn donde el conjunto total de
sus variables cxplicativas son ortogonales, los estimudores
de los cocficientes de regresidn no ze alteran cuundo sub--
conjuntos provios (no-vacios) de dichas variables se agregan
o eliminan del modelo en cuesbidn,
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TABLAL 5.53

JRESULTADOS SUMARIOS DE LA REGRESION DEL NOP?&O (&e7)
{Incluyendo los coeficientes Beta)

COEFICIENTES COEFICIENTES DESV. VALORES
BETA oLS STAND. ny
VARIABLE ¢ fed C Pl ¢ BL)
.DOPROD -.3394 - .0514 .0703 - 731
. STOCK ' .2130 .5869 .0046 6.203
.CONSUM 1.3028 .2868 1022 2.806
.CONSTANT 0 -10.1300 1.2122 -8.355

(+) La mayorfa de los paguetes de regresidn,por ejem-
plo el SPSS (Statistical Package for Social Soiences),etc.
producen junto con tos coeficientes minimocuadréti--
cos (OLS))los coeficientes estandarizados (Betz) aso-
ciados o correspondientes a los pardmetros del mode—-
lo originaljlos estimadores mencionados satisfacen la
relaciédn bi= bi (Sy/Si),dende Sy y Si se definen como
anteriormente (Véuse,Tabla 4,4.3).

Fuente: Estimaciones a partir de los datos de la
Tabla 3.4.1
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TABIL A 5'.504

RESULTADOS DE LAS RECRESIONES DE LOS HODELOS (b7),(220),(223) v (224)
(Coeficientes Beta y Coeficientes finimocundriticos)

S PO Ta. y 2a. TOTALIDAD DE LAS
MP. PRINCIPAL  COMP. PRINCIPAL COMP. PRINCIPALES/MININOS CUADRADOS

VARIABLE

Fuerte: Estimaciores a
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Equivalntemenve, la definicidn de 41 de la exoresidén (130) puede

usarse para obtener una nueva formulacién del modelo (219) como

1poR1¥= 6300 (.7063 DOPROD™+,0435 STOCK™+ 7085 cOvsuT)
*
L4873 TO¥ROD® + 0300 STOCK + L4875 consun” ( 225)

fl

Anféloganmente, los estimadores de 1&5'51'3 ( ﬁi ¥ gZ } se obtio—-
nen efectusndo la regresidn de la vuriable liPORT con respecto a
las dos primerus componentes principales definidas en (224),0 bien,
sustituyendo ilos valores oll= .6900 y 2= ,1913 vy 3= 0 en

las dos primeras ecuaciones de la expresién (222).

De la Tabla 5.5,.4 resulta cvidente que uszndo diferentes subcon-
juntos propios { no-vacios) de componentes principales obtenemos

resultados sustancialmente diferentes.

Ya hemos mencionado que los estimudores OLs son insatisfaclorioa.
Por ejemplo, el signo negativo del coeficiente de la variable
DOPROErno era de esperarse, y por 1o mismo, no puzde inderpre—-
tarse 1légicamente o de acucrdo a la tcoria econdmica,Ademds, exis-
te un nivel peligroso de mullbicolinealidad gue se reflejs a tro~-—
vés de 1a tercera coumponentc principal 23, Esta variable tiene —-
una variancia de cuasi cero ( 23= ,003),y es por lo tanto, anroxi=-

madamente igual a cero,

De 1las otras dos componentes principales (21 y 22), es_muy claro .
que la primera ce asocia con el efecto combinado de DORROD y coNsuM,

La segunda componente principal se asocia unicamente con STOCK, Esta



175,

conclusidén sé desprende observando los valores de la Tabla 5.5.4,
Ya que los coelficientes de DOPROD y CONGUI se determinan comple--
tamente efectuando la regresidn de IvPORT contra 21 solamente,La
adicidn de 22 hizce gue cl coeficiente de STOCK aumente de 0826

a 06091, Asimiswo, R2 crece de ,0%2 a 988, 3i escogemos ¢l modeew
lo baszdo eon lzs primeras dos compoanentos principules, la ecuucién

resultante expres:wda en términos dd¢ lus variubles originales cse
S ) .
IWPORT = -9.1057 + ,0727 DOPROD + ,6091 STOCK+ ,1062 cONSUM  (226)

El modelo anterior ofrece unz representacidn mds plausible y, sobre
todoymés Lézica gue lu obtenidu mediante minimos cuadrados ordina—-
rios.Ademds, nuestro undlisis nos permite la obtencidn de una cuanti
ficacidn explicita (en términos de variables estundarizadas ) de la
dependencia lirdeal existente entre lus variables exwvlicativas, Fge.-
pecificamente)haciendo 23 = 0 y sustituyendoe este valor en la —-—-

expresién (130) tendrewos:

-.7070 DOPROD - .0270 srock®+ .7072 CONSUN = O (227)

Los valores estandarizados de DORROD y CONSUNM son esencialmente
los mismos.Esta informacidn puede ser Otil cuantl y cualitativa—-
mente s8i la ecuacidn (226) se usa para la prediccidn o para el —-

andlisis de politicas,

Entonces sisuiendo con nuestra discusidn sobre la segunda inter--

vretacién de la téenicn de lus oumponentes principales, reiteramos
que dicha técnica se asocia a la nocidén de imposicidén de restric—-
~

ciones entre las Bi's gue ha sido introducida en discusiones an--

teriores,
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Asi, tenemos cue los estimudores de la ecuwcidn (224) nueden weem—

obtenerse haciendo oh:oen las ccuuciones ael sistema (222),

~.7070 BL  -.0070 B2 + .7072 B3 = 0 (238)

o equivalenterentes

53 (229)

=
-

La ecuacién (228) en términos de los purdmetros originales, resul-

ta ser;
~-6.67 PL + 4,54p3= 0O (230)

0 también:
Pl = .€872 B3 (231)

Recuérdese que ye sabizmos cue la restriccidn depnida en (212)¢

BL = B3

2]

era une restriccién vdlida desde un punto de vista téorice, o sea,
sunugimos que cota restriceidn ern el resgultedo de un andliels
cuzlitativo bacado en el oponociniento del rroceso bzjo estudio,

Y se impuse sin cxuminer lo informucién.chore bien,utilizundo

datos conerctesn, hemos “"descubierto"™ que la  regresidn de las -
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componentes principales 21 y Z2 genera un resultado que es equi-—~
valente a imponcr la rectriceién (231) al modelo original,Esto o5,
el resultado sugicre que el efecto marginol de la uvroduceidn Go—-
mégtica (DOTROD) sobre loug dmporizciones (IMPORDT) es alrededor de
69% del efecto warginal del consumo dowéstioco (CONSUL) sobre las
importuciodes (INPONT),

En_otras nalsobras, el pétodeo de leu commanontes urincingles tepee

Aol

mite dicnoner éo alternativos de los coeficientes de

resrecibn asi con rmeeidn Util sobre el nroceso gubvoeon-

te aue ho renercdo oo duton perie 12 cohimicidn, Lo ostrictu»: do

3.

la dependencia linecl entre 1an varicbhles oxnlientiven aa hned e

{
1

exolicita. Las cowmronentos wrincinales con variungins poguae: . -

(rafces carscleristicss) nmectran la rolocidn lines) entre log Ve

risbles oripincleon cue revrorentrn la fuente de 1o multicolineali-

dad. Tambidn la oliminaeidn de 1o zulticolinealidad medianto 1 re-——

mocidn de una 0 nAg commonenles vvircinales  de un modelo As re—ao

gresién es ecouivalente = imnoner restriceiones sckbre 1oz wordinmoe—

troe o coeficieontes de recresidn, Adicionalmente , = Srovde de 1n

téenica de lus comnonenten orincinales es posible identifienr cud

i O

N re——

restricciones son eoncicstentes con ol modelo vnrovuesto v 1a

macidn contenidae en leo datog, y de esta mancra, el oroceso de 0l

minseidn no recvlta arbitrario o vroducto de une mers "corﬂwnnudaw,

como cucede por lo rervlar, con lag consecuencias ya anotadas en ol

Anartade 5.1,

A propdsito, y ya que ectamos abordando el tema de las resiriccio--
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nes sobre los purdmetros de un modelo de recresidn, conviene —e-
destacar un asnecto importante sobre lag'combinaciones linecaleg!
de éstos. Ls decir, sobre las funcicnes lineacles que =e pueden

construir a partir de los estimadores de los pardmetros Bit's,

Supongamos ¢ue cl modelo general definido en (&) comos
%::}5ﬁ1|4-pz>fz4-‘-- b BeXes+ K .

ha sido cuidudosamente eswecificrdo de tul suerte que los coe--
ficientes de dichsz ccuacidén son de interds primordial para el and
lisis de politicas y la toma de decisiones. Hemos visto que la
presencia de multicelinealidad en un modelo puede imposibilitar,
o al menos dificultar, lo estimacién de pardmetros individuales.
Sin embargo, se vuede demostrar gue sicmpre es pésible estimar

. . . . . 1
con exactitud algunas funciones lineales de las Pl'S. ~/

No obstante, la pregunta obvia gue resulia es: ¢ Cudles de estas
funciones lineales pueden estimarse?, y de éstas, ; Cudles son de
interds vara nuestro andlisis?. Aungue més adelante en este

mismo apartado utilizuremos los dntos del modelo (67) de la'eco-
nomia francesd'para estimar cicrtas combinazciones paramétricas

de valor especial pura nuestro estudio, por el momento, demcstira--
remos de una manera indirecta, que siemnre existen funciones 1i--—

neales de las Bi's gue pueden ser estimadas con precisién.Es de——

l/ Véuse, Silvey,S.D. Multicollinearity and Imprecice Estimation.
Opus cite.
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cir, censidérese el modelos
INPORT = Bo + PBl-DOPROD +B2.STOCK +PB3+COWSUN + U

Ya hemos observado que existe unza relacidn histdérico entre las va--—

riables COHSUN y DOPROD definida en la expresidén (70) comos

COHSUM = (2/3)DOPROD

Si sustituimos 1la expresién (70) en la ecuzcibén (67) obtenemos cl

modelos
IMPORT = Bo + (Bl + (2/3)B3)}DUPROD + P2-STOCK + U (232)

Es decir, al eliminar la variable COISUN de la ecuncidén (67) po--
demos obtencr estimadores precisos de los pardmetros Bl+(2/3)B3 v
52. Donde la multicolinealidad ya no existe mds,Los resultades de
la regresidén del modelo (232) se mucetran en la Tebla 5,5.5 (que
aparece én la préxima hoju) en donde observamos que el valor co--
rrespondiente de p? {.983) prdcticzmente no cambia (respecto por
ejemplo, al valor reportzdo en la Tabla 5.5.4).Por otra parte,
sabemos de la Tabla 3.4.3 gue la correlacién entre las variables
DOPROD y STOCK cs de .026.31i construyeramos las grdficas corres-—
pondientes de residuos observariamos que éstas guardan un compor-
tamiento satisfuctorio.(+)

En resumen, pera este caso hemos usado informacién adicional a —-

los datos para mostrar que el pardmetro de DOPROD en el modelo (67)

(+) Se omiten estasgrificas para simplificar la presente cexposi--
cidn,



TABLA 5,55

RESULYADOS DE LA REGRESYON DEL NODELO (232)

COEPICIENTE  DESV. VALORES
FUNCION LINEAL RSTTIADO ESTAND., ngn
BL +(2/31p3 .145 .007 20.70
p2 .622 .128 4.86
2
R°-.983 S= 667

Fuente; Estimaciones a partir de la Tabla 3.4.1

180,
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es una combinacidn lineal de la formag

Bl + (2/3)B3 (233)

De igual manera,ﬁemoe hecho ver gue esta funcién lineal puede -’
ser estimada con exactitud adn cuando exista multicolinealidad en
los datos,Cue el valor de la exprecidn anterior tenga o né una
utilidad o "sentido econdmico’(como en este cas0) es desde luego
otra cuestién., Al menos,es importante saber que el estimador ——-—
del cocficiente de DOPROD en el modelo (232) no estd midiendo dni-
camente el efecto marginal de la variable DOPRCD sobre la varig—-—
ble IITPORT sino también incluye parte del efecto de la variable

COlBUN,

Siguiendo con este orden de ideas, utilizaremos el concepto de —-

las componentes principales discutido en el Apartado 4.3 para iden
tificar las combinaciones linealeeg de las Bi's gue vueden ser exéic
tamente estimadac.Lo aplicaremos al modelo de “publicidad" defini--

do en (105), esto ess
VTEPO +BLPBL+B2PRt +B3GVt +P4PBt-1 +B5PRE-1 +Ut

Aungue los concevtos aqui vertidos son menos intuitivos que los
discutidos anteriormente en relzcidén al método de las componentes
principales, trataremos de simnlificar esta exposicidn para mayor
comprensidén de los no especializados en la materia.Un desarrollo
formal para los especializados se ofrece en las referencias biblio-

grificas reconendadas.Aungue parte de ella ya se describid en el

Apartado 4.3.



‘Comenzaremos recordande que la transformicidn definida en (110)
convierte a las variables cxnlicativas estandurizadas en un nug--
vo conjunto de vuriubles ortogonsles.Pare simplificar esta evposi~
cidn denominarcmos como 7 X1, X2,...,45y Y resvcctivanente, a

lag variables explicativas y explicada del modelo (105).

Entonces, si anlicamos la transformacidén referida a las variables
arriba mencionzdas, podemos convertir a X1,X2,...,X5 en un conjun=~

to de variables ortogonales 721,%22,...,25 mediznte el sistemas

i1 = —.532 YL 4+ .232 X2 +.389 X3 -.395 ¥4 + .595% X5
42 = =,024 X1 + ,825 X2 -.022 X3 -.260 X4 - 501 X5.
Z3 = -.668 X1 + ,158 X2 -.217 X3 +¢692 X4 ~ .057 X5 (234)
24 = ,074 X1 - .037 X2 +.895 X3 +.338 X4 - .279 X5

25 = 514 X1 + ,489 X2 -,010 X3 +.428 X4 + .559 ¥5

Nétese acud que los cocficientes de la ecuacién que define a 21

son las componentes del vector caracteristico correspondiente a

la raiz caracteristica mis grande de la matriz de correlacidn (R)
asocizda a lasg variables exnlicztivas originales.Asimismo, 108 ——
coeficientes que definen a las variubles 42 hasta 25 son,a su -
vez, las componentes de los vectores caracteristicos correcpon—-
dientes a las rafces caracteristicas restantes, en orden decre—-

ciente de magnitud.

Por consiguiente, el modelo (105) puede expresarse en términos —-

I
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de sus variables cctandaricadas X1,X2,...,X5 y Y, comoy

Y= Bl X1 + B2 X2 + B3 K3 + B4 X4 + B5 X5 4 U'  (235)

Los coeficientes del modelo estanduricado anterior se cbnocon -
usualmente en la literatursz como “Coeficientes Eetu".Répre:entan
los efedtos marcinules de las variubles exnlicativus estandarizae
das sobre la variuble— resruesta, en términos de unidades 055 Am—
darizaduas de desviucidén.Por ejemplo, el pardmetro PL mide el ———n
cambio en unidudes estandarigadas de las ventas totales (Vi) co=—
rrezgpondiz ntesa un increrento de una unidad de desviacibn eehidne--

. (L . -
dard de 1la varlable“PB{\gxgbss de publicidad),ete.

Sabemos de la expresidn (111) que la ecuacidn (nterior escridbirse
al ternativamente en términos de las cowmponentes nrincipalszs defi--
nidas en (149) comos

Y = iZl +otZ2 + od3Z3 + dy 244 dsZ5 + U' (236)

La esuivalencia de la ecuwacidén (235) y 1la (236) es consecuencia
directa de 1la relacidén existente entre las variables Xi's y Zi's
definidas mediante la transformacidn (234) y la relacién existen—-
te entre las A's vy p's y osus volorss estimzdos que denominare--—
mos en 1o sucesivo como W a@'s" N "AE%" se define asimismo

mediante la siguiente  transformacidng

'T); = —.532Q, —.024G, —. (6803 +.0340y, . S1405¢
Boz .232 Q0 +.82500 4+ .15¥Ay ~.03%ay +. 483Gs
%3: 380 4, -.022 0L ~ 213013 +.%95 Qq - 01005
T;q _ 395 _. 200, 4 LA204 + 338 Gy 4. .42%0s
. —.057G - 279Qq +4.559Qs

(237)
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Obsérvese que la trunsformacién anterior involuera 10s MiSMOs -
"pesos" usados para la definicién de la transformacidén (234).Es--

to es consecuencia de la propiedad tedrica establecida en (115),

La ventaja de trabajar con el modelo tronsformado (236) es que

las variables Zi's son ortogonales,Por cjemplo, la nrecisidn de
los estimadores de los pardmetros ol's se puede evaluar fécilmen-
te por la vuriancia de las Q'S. Sabemos por la expresiﬁn (119)

potimoda
gque la variancia¥de una "G{" en particular se puede escribir

comoy¢
("33
~ -~
VAY (Al ) = var (Q¢) _.%:“- C (238)
“

es decir, resulta inversamente proporcional a la i-ésima rais
caracteristica. $i recordamos gue la matriz AN para el modelo &

L
Youblicidad definida previamente en la expresidén (133) comos

r‘l-'-?ol O o o
O .18 0o (o)
A= O o 148 O
O o o .85

© 6 © g

O o o o . o001

be -

. . ot
notaremos enseguida que todas las variancias de las LI ¢ T S
pueden estimarse con rrecisién mediunte (238) con excepcidn de
la asociada a la raiz )5 , Jue resulta desmesuradamente grande

en relacidén a las otras variancias,denotando con ello, la presem-

cia de multicolinealidad entre las variables explicativas (estm-
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darizadas) gue conforman la componente nrincinal 29,

_ ' .

Nuestro interds en las 4&'S es solamente porgue son un medio para
~

analizar las B's. Sabemos nor (12%) yue la variancia estim.da

~
de unz bi cualuouiera puede expresarse comos

Var (éci ) = var (bi) =

NN L RET
= + -+ - - .. 4 G 2
[ ) Pt >s (239)
1, :.
donde Yi (), ..+ 9¥s(i) corresnonden reasvpectivamente, a los coefi-

cientes o 00‘1 stantes gue definen 1la combinacidn lineal que 11 —_
origen a L)C ‘de conformidud con la transformacidn (237) y O'u.
e
. 1 L. ¢
es el valor "corregido" de Gu que definiremos mas adelante,El
Land

valor de la variancia de bl ticne enfonrces 1la formas

Var (bl) "[(' 5327 +("°”)z +(—————-——'“8) +(.o74) (5”‘) ] GU. (240)

Gon (s ) T (e) | Loo?)

0 en otlras palabras:

~ A2
var( bL ) = (0.428 40.120 + 0.714 +0.317 4102.420) 0 (241)

esto ess o a2
var (bl) = (1.579 +102.420) (& (242) -

0 alternativamentes
0%
Vor (bu) = (1.579) %+ (102.420) O (243)

Obhsérvese de (240) cue 7‘.|>,>2>,. S Ds 'y cue sblo- A5 ~es des~—

proporcionadamente peguedia ( D5-,007).Luego entonces, como pode--
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mos netwr de Las exnresienes (241)-{243), es s41o el B14imo e
e shmacta
téruino de la V~Tliﬂ”'“

Q%J bl ( aue involuera a 15) que puede

destruir la precisién de bl DOr su enorme magnitud,

Por otri nurte, como lus exnresiones para las variancias de las
~

otras bi's pueden Lambidn ontencrse & partir de (239) wi ro~——

quisits p2ra ovlener la vurianzia mis necueda es ecuivalonte a

pedir cuc el coeficiunte qgue woedifice al fuctor 1/&5 sea el

s pe.ouelio.

S1 inveot? oodetenidonente 1uas 2evucicnas gue Jdefinen 12 wee

transformietl 237) oue asociz (O "aspea”) a4 los estimadores

Sa (
~ ”~
{aiﬁ hucia {bik antonc?s podecsos concluir cue b3 es3 el esti—
mador mis sreciso, rucslo que 21 coeficieate o0 constante asnoife-
. . . . ™,
d® con el Tacher ]//QS 2 1w exnrasidn pzia in varioneis de b3

(.0L)° & ,001, o seu, ¢s ol min peoqueiio.

Se pusde extender un poco mds esto tino de andlicsis purs identi-
ficar funciones lincalas sipgnificativas de las i's cue puado
estimirce con wis precicidn que Lluas ﬁi‘s indiviinulos,Por o jone-
plo, 0odrlimds estar ads iateroswdos en ectimar lz combinaeidn

(E& - 52) e El v ﬁé zeparedanote,

~

~
ara el modelo (105), la comzinzidén linsal (Pl - B2) me

It e

)4.

vor ejemnlo, el incremento on Las ventas totales (V1Y corrosnon-
dientes a4 un increzenio aaiturio ea el sresupuesto de publioie~
dud port o) owlo corriente (PBE) acompuﬁudd 41 misng Liemno, de

una reduccidén o bhaja wituria en los pmslos de promocidn nura el

12
. o . ~ N
a%o corriente (PRt). La vuariuncia de (b 2) rorz este CASO -
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puede calculurse simplemente restando los valores de los coofi-
cientes correspondicntes definidos en le transformaciédn (237)

y utilizendo los coeficientes restantes de lus Q'S como anterior-

i=

mente.Lus raices “t))l. .o -)>5 sisuen siendo los mistiae, Bspe-

cificamente se tiene ques
~ ~
bL - b2 = -0.764 Q1 -0.8490, - 0.8260Q; +0.111Qq +0.025C5 (21 4)
~
y entonces la variancia de ( bi - b2) se puede escribir comos

Var (gl—‘g2)
- g..u,qﬁz (-.W:) (.,gm‘*(.un (02532 (’y‘g: (245)

;\\ 7\2. 7‘3 )q )5
Otra vez, ohcorvimog cue ) coeficiente ~un modifica ol Ffartan
( 1/75) hice nosidble cstimr con nrecisidn 21 narfmetro (Bie B2).
Generalizando te nrocedimiontn coneluirng rua sunleaisnry noobhjaa

~
nacidu linezl de 1as B's wue contensi un necuesis ccefliginmto —x

asocizdo 2l Factor "srablema ( L/)S e ante cazo) e la evopoe—

sidn corresnondi 2 la varianein, maeda gey eztin:dd oon rree

cisidn,

"

Por Udtimo, conviene insistir gue wwnoue la tdéenica d0 1un € OM—
ponenies princinales es bastunte pederostu, el vrocesn de cdmpi—
to involucrado paru este tioo de andlisis es méds counie jo y ne
es posible reslizarlo con la'pagueteria cstédndard”(SOFDEiRE) Aig
ponible para el andlisis de regresién, como ya hewmos destno:do
con anterioridad.Puesto que los datos deben ser nrocesados me-—

diante una subrutina de commonentes onrincipales rnue trabijr eon
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la matriz de correl:icidn de las variables exonlicativas del mo—
delo oririnal ( cin et mdarizar) para estimar lag raices carao-
teristiczsz v los coeficieates de la translormacidn corres nondien~
te como l=z gue so define eon (237

lio obetante, la muyoriz de lo:z noyuetes nroducen eetiradores de
loz coeficientes "Betu" c¢comd purte normal de su ~roceso de 09—
puto. En 1u préximu hoju =e nresentz la Tabla 5.%,6 en donie se
muestran los estimudores nuramébtricos wru el madelo (10%) que
hemos eztazdo diuscutionds husta ahora, Ur:indn esta infopmucidn,
natinss (ue el estimedor de (pl - E el W83 33 =~ 350 LY

’

cancia estadisticn

gue los vmlores "t" vura probar lu simiili

( igual @ cero) de loe vpurueiros Pi v 5i son iaéuniicos,

~
Nétese de npaso cue el coeliciente beta, BL, e5 wn versidn esca-
lada del nardmetrn Pi, y cus ul cenctiruir log valovres "i" de~--

finidos indistinftamentie cowmos
——.——-\ L4 . "~ ~ N N
bL/Vv'cL/(bg) = bt/ Ve (b (248) -

este velor ™Y o e wliera,sin emunrgoe, el vaior ol GL ST
snarece en lun exyrvesiones  (240)-(043) ¥y (245) refleja este -

factor de orculuz,®l valor de este Hérmino cs el viler de 1o vo—

recregidn ori-

(o8
©

rimeis del bérmino de nerturtacidn (del modele
rirel (Gw) ) dividido entre la sumsz de ius desviicionas ¢ cude-
drado respecto de la iedia de la variable-respuesta,0 sea, entre
la'variacién total (ZIm-VRQ Es decirs
- i (247)

S (Ne-JY

—



TABLA 5.5.6

RESULTADOS DE LA REGRESION DEL MODELO (237)
(Versidén estundarizada del modelo (105))

COEF ICIENTE DESV. VALORES
VARIABLE BETA STAND, e
Che ) Cbe D (para biyﬁﬁ)
PBY .5830 L4380 - 1.331
PRY, 9734 L4170 2.334
v . 7859 07476 - 10.512
PB% -/ .3953 .3670 o t.077
PR%- .5035 4754 1.059
n=22 R%=.9169, $=.0721
L
( % = .0052)

Fuente: Estimaciones a partir de los datos de
la Tabla 4.3.1

189,
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Para el problems gue ctstemcs mane jando, tendremos quey
BRI ey ad
et . R ISR |

A |.7424
=L =.0052 : /
Ow 335, 45 {248)

donde los valore; para el numerrdicr y denominader de laexpresid
anterior e infieren de Lo inforacceidn contenids en la Tabla 4.3.2.
que corrcspgéde a la reegresidn orihinal.Altezuutlfﬁmenbe, el w-
valor de 63 asl como el de los ceeficienies "beta" pueddn ob—-—
tenarse medionte lu regresidn del modelo (235) gue representa ln
versién estandsrizada del modelo orjginal'(IOB). Los resultados
son los gue se nresentan en la Tabla 5.%.6

Por cuzlauiera de loo nrocnd5wicnto antes sefizladog, se puede
conocer el valor de: GK, y nor 1(nto,os nosible caleulur el va--—-
lor de la variancia de Fl N (b]~ bz),nor egcmnlo De la ex-
presidn (245) resulta evidente que i

AL (_.-wni (-.349)" (—W) (m) (ozs)
VB-Y.‘( b1~ b2)= .—(-l_:i—OT)_. 1+ (|~258) <| 145) ( 85‘\) (.00 (005‘2) (?43)

it

(1.%129 40,0893) (.0052)
(0.0079 + 0,0005) = 0,0084

1]

por consifuientes

vay( b1 -B2) = 0.0084 (250)

. ~~
Andlogamente, nodemos caleculur la variencia de bl ,utilizando

la expresidn (243),reculta evidente ques

H

Var (b1) = (1.579)(.0052) + (102.420)(.0052)

0.0079 + 0,536 = 0.5405 (251)

i}
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Y por consipuiente, es poszible determinar intervalos de con~—-

fianza para dichos estimadores.Tor ejemplo, un intervalo del 95%
~ ~

de confianza para el .estimador (bl ~b2) =(.5830 ~,9734) = —.390

serd s

-390 X (2.12)“V.ooaa‘ (252)

0 en otros términoss

( ~.583 , =.197) (253)

3

F
Similarmente, para bl = ,5830 un intervalo del 95% de cone—-

fiznza serd:

+

(2.12)'V 0.5405" (254)

.5830

es decirs

( ~.976 , 2.142 ) ( 255)

Naturalmente gue existen otras funciones lineales de las ﬁ?'s

gque podrian estimarse con precisién,Por ejemplo, cualquier fun-—
cidn gue produzca un cocliciente neguefio asociudo al factor (1/') 5).
en su verioncia, es una posibilidzd.De 1z expresién (237) es -
fdcil notar que todas las difcrencias gue invcolucran a%a, g‘;,.., b;
podrian considersrse.No obstante, algunzs diferencias tienen sen—
tido, en cambio otras né., Por ejemplo, el pardmetro (ﬁl —Eﬁ) nos
indica que el efecto de desplazar wna unidad de gucto de promo—
cifn hacia publicidud en el aiio corriente,representa una pérai-

da entre 0,197 y 0.583 unidades estundarizadas en las ventas —

~ ~
totales.Pero, sin embargo, (pl «pq) no lo es, poruue representa
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el impacto en las ventas totales, de desplazar una unidad de ~-
gasto en publicidad del afio corriente haciw el gasto en publi--

cidad del afo anterior.Lo cuzl es un absurdo, etc.etc,

En general, cuazndo lus constantes o "pesos" de las ecuaciones
de la trensformacidn (237) se conocen, asi como los valores de
las raices carecteristicas, siempre es nosible “escudrifiar" &i-
chas constentes e identificar sguellas combinaciones lineales
de los coeficientes 0 pardmetros originales ( pi's) que pueden
edtimarse con precisidén.Desde luego que de todas esas funciones,
solo algunis resultardn de interés y tendrén sentido para nues-
tra investigucidén como ya hemos observado.

A .
En resumen, y para concluir con este avartado, podemos afirmar
que cuahdo se presenta la multicolinealidad y no se puede obte-
ner informacidén édicional (esto es, de tipo extrz-muestral) por
la razbén yue sea, siempre es posible estimar alguﬁos coeficien~
tes de regresién y ademds,alguna funcidén de éstos,con precisiéh.
Para determinar cudles coeficientes y qué combinaciones lineales
de los mismos vnueden estimarse, se recomienda precisamente, la
téenica de las componentes principales,cuyos alcances hemos --
intentedo introducir en este apartado. Aunque debemos reconocer
que la técnica aludida no resuelve nor si sola el problema de
myticolinealidad cuando ésta se presente en un modelo, si re--
presentsa un poderoso instrumento para identificar las dependen~
cias estructurales entre las variables explicativas y dué fun--

ciones paraméiricas = on estimebles, abriendo con ello la posibi-
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lidad indiscutible de voder aplicar correcta y efectivamente,

el método de la restriccidn paramétrica o de eliminacién de --
variables inclusive, pura corregir o eliminar , esto es, rom--
per el "candsdo" de la multicolinealidad en un modelo de regre-

sién o econométrico ( uniecuzcional )} cualquiers,
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5.6 HETODO DE SELECCION DE VARIABLES Y LA REGRESION DE CORDILDERKL

En nuestras discusiones snferiores gobre el modelo lineal gene-
ral supusimos que lug vuriables gue se incluian en la ecuscidn
habfan sido seleccionadas previumonue, Nuestro endlisis se enfo-
caba en el examen de 1z ccuucidn pnre averiguur si la esnecifi-—
cacién funcional era o nb correctu; y si los supuestos sobre el
término de perturbecidn o alentorio erano né vélidos. El andli—
sis presuponiz que el conjuntc de variables por ircluirse on la

ecuacidén ya estabz decidido,

Sin embargo, en muchzs aplicuciones economéiricas o "del andli--
sis de regresibén en generzl, el conjunto de variables por in--
cluirse en el mwodelo no estd predeterminado,y frecuentemente ,
la primera parte del andlisis consiste,precisamente, en seleccig

nar dichas variables.

Existen algunas ocasiones donde por ragonesg tedricas o de otra

1/ Aunque el método de seleccién de variables no representa en
si mismo unz técnica diseliada ex~nrofeso para atacar la mul-
ticolinealidad en un modelo de regresidn, el propdsito de
traturlo aqui es ovientarlo a la eliminacidn o minimizacién
de dicho problemsz, y buajo el contexto del método referido,
buscar y resaltzl su ligaszdén con el andlisis de regresidn
de cordillerye cctudiado en el apartzdo 4.4 .Para mayor abun-
damiento sobre el método de seleccidén de varizbles se reco--
mienda la fuente gue se cita enseguidas

Véuge, Hocking,R.R. MNissvecification in Regression. The Ame—
rican Statistician, 28 ,1974, pp.39-40. '
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indole es relativamente fdcil determinar lus variables poer in—-
cluirse en lz ecuwcidn,3in esxbargo, en otraus, en donde no exis—
te una teoria es noc1f ca de resp=ldo, el problema de seleccidn

de varicbles se vuslve muy irnortante,

El problems de seleccidn de variables y el de eapecificaridn —-
funcional de le ccuzeidn estin muy ligzdos entre si. Las inte—-
rrogentes que deben contestarse al fornuler un nodelo de regre—

sién o econométrico sony ; tué variables deberdn de incluirse en

’

la ecuacién?.; Y de qué manera deberdn de incluirse? .Esto es,

& deberemos incluirl-s en su forma original Xi 6 como una va-—-
. 2 . v .

riable transformads come , 1/%i , logXi, ctc..o.uza combi-

nacidn adecuada de dichas formas ?, etc,

Aunque seria deseable poder resolver ambus problemus a lo ves,

se recorienda atararlos en formaz seccuencials: Es decir, orimera-
mente determinar qué variables se incluirdn en lz ecuacibn y --
posteriormente, investigsr la forma exacta en gue dichas varia-
bles deberh znarecer en la ecuzcidn,

ELl enfouvs znterior es una simplificacidn evidentemence,'pero —_
perrite hacer mis truatable el nroblema de seleccidn de varizbles,

<

es decir, una vez incluid:zz en lz ecuacidn (o models) lus varia—-
bles correctas,se nrocede a aplicar los métodos convencionzlos

del andlisis de regresibén vara determinar 1z forma exacta en —-
que apasrecerdn lus variables explicativas en la ccunciébn final,

-
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Considérese el modclo lineal generzl definido en (1) como:

Yi = Bo + BLYL + P2X2 +....+BkXk +Ui

donde Bi son parédmetros y Ui es el conocido término de pertur--
bacidn . En vez de trutar con todo el conjunto de k variablss

( sobre todo cuundc k es grande), podricmos cpier por eliminar
un cierto mimerc de ellas y construir una 'nueva ccuzcién' con
un csubeconjunto de las k veriables, Uno de los nrondsitos de eg.—
te apartudo se abocu 2 determinsr gué variables deterdn permune-
cer o retenersge en la nueve ecuacidn,

Denotaremos a las variables retenidas come X1, X2,....,%p ¥

a las que se eliminen como X X P S
1 £ p+l ' p+2 ' -Hck

Examinemos brevemente el cfecto de la eliminacidbn de variables

bajo las dos condiciones generzles sigulentes:

1., F1 modelo gue relaciona a la variable-respuesta Y con to--
das lug.Xi's tiene cocficientes PBi's (Po,pl,...,BK) distin-
tos de cero.{Esto eg, e mwodelo (1) con Bi # 0 ),

2, El medelo (1) con Bo, Bl,B2,...,Bp# O rero Bp+l ’BP+2"'°’BK=°'

Sunbnease cue en lurer de estimer el modelo {1), colimumosn 2l

sub-modelo ( o modelo *"reducido") siguientes

Yi = Po + BIXL + B2ii4...+ Bpip + Ui - (256)
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Describiremos el efecto de estimar el modelo (1) con todus y --
parte de las variables explicativus contenides en el mismo,baw-
Jo las dos condiciones uanotudas anteriorsmante, Xsto GS,*“Lll"d~;
remos los efectos de incluir cilertas variables en una ecuncidn

cuando derberfan huberse eliminado (porjue sus pardmetgos pobla—-
cionales son en realidad cero) asi como el efecto de dejar "afue
ra"® determinadas variables explicﬁtivas, vue deberian estar —-

"adentro® ( porgue suc pardmetros poblacicnales eon en realidad

distintos de cero)

Examinaremos el efecto de la eliminacién de variables. sobre los
estimadores de los pardmetros y los valores pronocticados de Y,
Veremos que la solucidén al problema de seleccidn de variables

resulta evidente cuando se c onocen 1los efectos de 1a eliminacidn

(+)

de variables esenciules en una ecuuacidn o modelo de rerresiédn,

Denotemos como 50; Ll, b1,...- 0 bn a los estimadores de las Bi's
cuando el modelo (1) es estimudo con todas sus varisbles expli-
cativass X1, X2,...,Xk. Y comwo ¢ bo, b1, b2,..., bp a los estima-

dores correspondientes a los pardmetros del modelo (256).

(+) Aunque la mzyor parte del material sobre eliminacidén de va—
riables y su impacto sobre la precisidén de los estimaderes
de un modelo de regresién ya ha sido tratudo con anteriori--
dad y formalmente en el Apartado 5.1, consideramos oportuno
y conveniente revisar someramente algunos asnectos sobresa-
lientes sobre este tépoico por su importancia y EStrPChJ vin
culacidn con el tema objete de este apartado.
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N A
A R . .
Sean Y" y Y 1los valores pronosticados correspondientes obe- .

tenidos considerando.el modelo (1) y el modelo (256),respecti-—-

vamente, correspondiente a wun mismo conjunto de datos (Xl.XQ,..,Kk).

Entonces se puede demostrur cue \0s siguientes resulizdos son

. 1

val :.dos:-/

lo, Los estinadores bo, bl,bz, RS bF’ soun estimadnres sesgi..
dog de Po,Bl,...,Bp nl xenos que lus restantes Bi's en el

B
p+l ' p42
variables ,X2,..04%0 52 ortozonal resmecto 11 cot—--

modelo (P yesssBK) scan cerc o que el monjunio de

junto de ‘'variables X X A 44 -
J p+1’ p+27 LA | .
i £ « *® %
20. Los estimzdores bo, &,,Lz,...;BP SO mends precisosn nue

los estimodorss be, bi, bz, ..,Ep . O saas

A . . .
var(bi ) > var (bi);i=0,1,2,...,p (257)

o
Es decir, la variancia de los estimadores el modelo reducido

(256) no son mayores que 1l2s variuncius correznondisntes de los
egtimadores del modelo compieto (1).Cosu gue vy u2uds deT0siriem

L e ..
la climinaocidn ie wvirizules

do previaumente, In obras nulabras,

viopar 0 dgr soedoed oo

Gisminuye las vardisusizc de los estiyu

7
3 B . +
del modelo reducido,’ )

Como bi es un cstimador zesgado de pi v bi no 10 ez, unz mejor

1/ Véuse, Hocking,R.R. (1974).0pus cit, - armen
(+) Véase la discusidn del Avartado 3.3 y especificumente, la -—
expresién (56).
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comparacidén de la precicidén de los estimudores, se puede obtener .
comparando el error cundrdtico medio (KSE) de bi con lue vae——

k .
riancias de bi ,Fntonces tendremos una forme alternativa de ex—

presar la condicidén (257) como sigues

MSE( bi ) £ Var(bi) S (258)

la cuzl es vdlida siempre que lus variables eliminadas poseen es .
timadores con vzlores més vegueios en magnitud ( o valor absolu-
t0) que los correspondientes valores de sus desviaciones estdn--—
dard.(Esto es, siempre qde las variables eliminadas sean no~sig~tv

1 =
nificativa%. Nétese de paso que el estimador de Ou corresvondien-~

te al modelo reducido esté sesgado hucia arriba.l/

Bajo este orden de ideas, revigaremos brevemente el efecto de

la eliminucibén de variables en la prediccidn.Como consecuencia
e

de nuestra discusibén antericr, se desnrende aue ¢l estimador Y

es sesgado al menos cue las varizbles eliminadas vyosean pardmetros

1/ Véase, Hocking,R.R. (1974).0pus cit.
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nulos 0 que las variables reteniduas scan ortogonales resneccto

al eonjunto de variables removidus,

. . o .
La variancia de Y , o sca del valor pronosticado del modelo (2%
por consiguiente, es menor o igual que la vzriancia del valor-

. Dx ..
pronosticado de Y’ del modeln (1).Es decirs e

Var( /Y\) & vur ( ?"), (259)

) . . : . . A
La expresidén eguivalente a (257) pura lus variancia de Y y Y&
seris

N A,
MSE L Y ) £ var ( ¥) g (260)

Entonces la justificacidn nura 12 selceceidn de variables noede

resumirse en los sisvientes términoas Adn cu@ndo las vari.bles

eliminadus tenrun sardmotros no-nulos, 1o nardmeiros do toan vaa

riahles retenidas en el modelo roducido pusden esilnerse ron Mo

nor varianeia gue siendn cotim:dos dontro del modelo comvleto,Y

esto tambidn se cumnle vpara la variancin del valor nraonosticado.

El precio nzeads vor la eliminacidn de vorishles es lu intrniuc—

cifn de sesgo en los estimedores del modelo reducido.do obhoton-—

te, ecxisten condiciones, como hemos digsentido wntericrmomine {mn

T

el andlisis de cordillera), donde el error cundrdtico modio (LR

de los estinmadores resvlta menor gque la varianein do 105 orifile—

. T . . . . [
madores insesgados, By decir, la ganancia en preclsion NO rosul-

ta afectada por el cuwudrado del sesgo,Por otra purte, si Aal;una
de las variables retenidas en la cecuacidn son irrelevantes o no-

esenciales,esto ez, tienen purdmetros nulos menores gue lous valo
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res de sus respeetivus desviaciones cetandard, entonces la re——
tencidn de dichi: variables en la ecuccidn referida geners —-—

una pérdida de precisidn tanto en la eatimacidn como en lat vre—

diceidn,

Antes de poner @ dircutir el wdtodo de geleccidn de varizbles

propianenic diche, conviene haeer dog consideraciones previass
Primerarente, normalmente no tiene nucho centido hablur ael "me
jor cenjunto de variuvles explicatlivas por incluir en un nrode-—
10 de regresidn,forcue sirplemente no existe un “mejor conjunto®
de varisbles. Une ecuccidn de regresidn pucde servir purd va--
rics propbeitos. Bl conjunto de variablesc que resulta el "mejor"
pars un propduito puede no rerlo vura otro.Luego entonces, el
propbéeite pzra el cuzl ge conrutruye una geuic 6n debe tenerse
siempre presente durmmte el rroceso de celeceidn de variubles.
Veremos mds adel.nte gue dicks nropéoito determina log crite-~
rios parc seleccionur y evaluar las contrivucioneg de las di-—

ferentes variables,

Segunda, coo xo hiy un'mejor conjunto de variables, existen
varios subconjuntes de éstes que pueden sex adecvados y Ser -=-
utilizados puora [ormer uni ecuacidén.Un buen procedimiento de —-
seleccidén de variebles debe enfoparse & determinar varios sub--
conjuntos y no concreturse d generar vn dnico "mejor" conjunto,
Los diverses subconjuntos de variables adecuxzdos nog pronporcio-
non informacidn sobre la estructura de los datos y nos ayudan a

comprander cl procesp subyocente en ios mismos, De hecho,e¢l oro-
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ceso de selaceidn de o vigtiabhies debe contemplarse como un andilie~

gis intensivo de 1o eclrucbore correlucional de lus varisbles

. " : ’ N . . . . .
1ndgngng;53££3 y_ocome aleetan, Andividuel oy conjuntanente, o dao

viipickle dependicnue bojde onludiogfsla es e razdén nor 1s cunl

hemos contiver:do dwnerbanle citor ente rélodo en conexidn con

la corpreceidn de nulbicolineclidad en un wodelo de rogresidn,

De cuulquicr wmeire,los dos  puntos wnteriores ufectan Lo motom
logiz cue precentionencs & conbinuweion en relacidn con la selec—

cidn de variatles.

Para comenzar, rocordaremos gue una ccuzceidn de regresidm puge-
de orient e a varios usos alternativos,Zetos pueden resumir-—--

ge en tros grondes cateporiumss

i) Para 1a descripcidn de un fendmeno y formulacibn de un moe-

1o
ii) Para propbéuitces de cestimecidén y prediccidn

iii)Como inctrumerto de conlrol

En el primer caso (i), la ecuscidn ze utilizs para  describir
un proceso particular o cowo un modelo para expresur un sistema
de interuccidn compicjo. EL propbésito de la ecuscidn puede ser
merarentc descriptiveo para ecsclarecer la naturaleza de esta -~
interaccidn compleja.8in emburgo, purs ccte fin existen dos —-
requeririentos bhAsicos en conflicto we deben cumplirse: a) Edew

I

plicar lu mayor parte de la variacidn total de la variable-res—



que implicu per 1o resuler le inclugibn de un £ren -

mero de verinules ¥ b) apegurie =) princinie de "‘1xn]1f19dc16n“

que pecomiends G2, on avvio de entengimd jento, debemos busGuRr s

e v adime 10 -}‘. <oy lpo Al e Eh%
Lo MULCX do vaoriuanled noaibilo, 4N

5

L

i

eribir el ~roceno con

1ag ocusionty on donde 1l deseripeidn seu nuestro obje

tral, tratarenos de aclocoiina? ~1 minimo nlmero pcoible Joo viee

1z nerte mds sucten-

riables independientes uVe werinitan
cial de 1o voriaeibn de 1o variable gependlentt.
(1i), wua conncibn se construye aloanng veeos

de araddecidn.G sed, @ poytir de 1. ecuncidn de

para nrend

Leiy ool vaEler Ao i bhmorvae

regresidén, ot jtteras
ra o esbiwsr 1u Tﬁﬁﬁufctuunrﬂh”diﬁ coyrecnendiente 2

4

co ubilisn nora ecte

nimizar el error cudaritice

enso (1il) unw couscién pnede emoleoarse COWO

por Mitimo, en ¢l
de control. 2l pronbsito G0 conulrmir

[ ¢ WAL PR A

unée herromienti

coenitud oY T oani

1
B

cifn do enb? tivo puede @R dotel

s V’L!"i?,-')l.(! indon padie

-
"

depamorn alierur gl valor Ao und el

para obionoT Wl e aonacifioce & svoeponondnoenie o0 Ty e
. . , R o
yle denenticente (o V.r~u\‘o—"o.nuv'ta objete).rnui, ol aolels de

regresién ce goncite ¢oio una. funcién»rccpueztu, donde Y es L
vuriablu-ro;uuvabt.fnra vropdoiton de conirol, ef Jeeceablo ang

los oot inadores de los cooficivntcsdcl modelo en cooation o2

midun con nre igidn, o0 geglr, que £UB eyrrores eotinderd senn

PELURI0 T
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Sin ewbzrygo, y como yu lo heaos scinlado, lus catesorias antes
mencionades pur:z loc.uzes de un moedelo de regresidn o cconceribe-
trico szon suvamonte wenlics,Frecuenterente dstos se entrelazan

fee parid uno 0 todes 1os veEos ree-

y una ecuicidn puede uwlitic
ferides,Lo gur conviene enfatizar es que el vropdsito centrul

para ¢l cuzl ce construye la ecumeidn, determina el criterie

qua £ buscard ovtimizar en su fortulacidn, Se despronde de eo--

to, y comn yu lo hublomos destucado anteriormente, cud un cube-—
conjuntoe e variaules cue wucde zer el mojor vt un nropdeie

to,puede no serlo pura etro.El concento del "mojor" suner: june-

to de veriahlop w0 dnclairce on uns ecuzeidn, recu’cre do ouna

calificucidn especificn, s eontinuacidn se desceribep bLrevemente

algunos criterios parae comprencer meior este conzornio,

ao

are juszg .r lu wdecuucidn de las diversos ecuacioncs cetimadas

necesitenos de criterios estudiszticos preciscu,lluchos d2 duton

se aescriben or lu litersburn estndistice,Discutiremos breovemon-

o

te dos gue consideramos de log wds Gtiles,

<

Una medida cue ce witiliza o merudo para juzzuer las adoavacidn

de unz ceuvecidn eotinzdzy, ey el cuadrado prowedio Je

duales (T05). Tnounn cencidn Jde ¥ vorisvles expli

1/ Una liste exhoustive de estos criterios se pusde encontrur o
continuueidng
lyois and Soleetion of Variailesn

L fuenwe cituds a
Véire, Hocking, R.2, The an
in Linear Pegrescion, giometrics, 32, 1976, pp.i-=49.
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estadistico se define comos Y/

(RIS), VAN : C(261)
‘ n-g-1
donde VAN se define comog
n
N :
vm:Z( Yi—Yi)z. - (262)

£=t
Entonces dada dos ecuaciones, acuclla cuyo RMS sea el msnor,se
escoge en especizl si el objeto es la extrapolacidén.lNdtese de
paso que el estadistico RS no es otra coza gue el estimador

para la variancia del término de perturbuzeiddn definido en (20-bis).

Es evidente que RS se puede relucioncr con el coeficionte de
. . 2 Lo . . .
detcrminacién R y el coeficiente de determinucidn "ajustzdon
2 oo . Lo
i . Da =00 O b SRV o 0E LAl 24 el Loy Cam
Ra que como ya sabemos, son estadisticos gue nos sirven purlt jus
. ) W aa
gar la adecuacidn del ajuste pglobal de un modelo, Lz relucidn en

tre RS y R2 es tal ques
2 <
R™ =1 - (n-k-1) RS {262)
VAT
&4)

donde VAT (variacién total) se define como:

n
—
VAT =Z( Yi- ¥)° 264)
L=

1/ RNS: son las siglas en inglés de 'Residuzl Mean Squara'.
Véase, Hocking,HR.R. Opus cit,

2 . 2 -1 2 .
(+) Ra se define como Ra 1 '(ﬁ%ﬁTxl"R ), donde n y k¥ sc¢ defi-

nen como antes,

(++) En un modelo de regresidn cualquierd se cumple ques VAT =
VAE + VAE (Varioccién total= variacidn explicada + varia——— -
cién no=-cxplicada), donde VAN y VAT ce defiqsn coipo en (262)
¥y (264),respecitvanente, y VAE como VAE -jf(Yi -,
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Similarmente, se puede hacer ver ques

R =1~ (n-1)_ RS _ (265)
VAT

Por otra parte, hemos scfinlado anteriorrente yuc 10s valorey -—-—
pronosticados de una ecuucidn de regresidn vasados en un suboon
junto de variables son generclmoric sesguados,Para juzgar el ---
desempefio de unz ecurcidn consideramos el error cuadrdtico moe-
dio (MSE) del valor proaossiiczde en lugar de la variancia.
Entonees a partir del concepto de HSE nodemesz deflinir un nuevoe
estadiztico (oue denoteremos como"Jﬁ) p=ra medir el érfor CL L
drdtico medio totaul esisndarizuado de orediccibn puara los datos

observados, o sauy

n
I, = LY ouse (92) (266)
L ?
0 L
¢ allernativamentbos
A A A
3, 3.7#_ [msm(q,) + 158000 ) +u o 45T G (267)
A

A
donde M3E {(Bi) =25 el error cuadrdtico medio del i-dzimo v-lor
~ R 2
vpronosticado Y e un modelo de k variables explicatives y (.

es la variancia .del +erming de pevtorbacidu.

“
Entonces el término NSE(Y() tiene dos componentes, 13 varisacia
-
de nradiceidén que resulta de la estimacidn  (i.el. Var (Y¢) ) vy
una componente de sesgo resultante de la eliminacidn. de las va--—

()

riables

. . v Ot 92 N
(+) Este término es de la forma generals [E(YW )-Yi] jdonde Y& e
el estimador de Y& del modelo del gue se han eliminodo un -~
cierto mimero de variables




cEn particular,se puede demostrar que

donde ol primer y segundo térnm

5ién anterior correspmu

Banccifi

e
[GEN

variancia y sesgo.
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J

K 58 puede expresar cono:

B

03

ino d

(268)

12 cxpm -

[+

1 miembro derecho de

eupectivumente, 4 lus componentes de

4

enta2, se pucde hacer ver gues

(269)

Para estinmur J. nodoemosz uusar el estadistico €,  definido cowos
o, = AN L To{id) i) (270)
ke Na .
Ju
P3A 1
donde Gu s own extimador do GL , v ousuaimentcyze obtione 42l ——
modalo originsl (com ¥ viriables) . se paeds domostrar ,segin Wa--
/
1lovs & sun 21 vilor 2w oeado de CV s (W+l),c0 decivs
E(C) v+ (271)
mrido wo exieus ninsin sesgo en la ecuneidn estimuada del modelo

achnemabriae, 15,1971,

3

W 3ome

A“J’C. L.

hallo

Ibid.




208,

original con k variables,Per consizuiente, la desvizcidn de Ck

reszpecto de (k + 1) puede utilizarse co.o una wedida do sC3M0,

Luego entoaces, el estadictico ¢ mide 21 desemneiio de 19 Vive

I
riableg en Lérainos del error cuudrdbtico medio estumdari:

o de

prediceidn (Jy), y toma en cuenta, tunto ol sezgo como L vae-

rigncia correspondiente,

Entonces aellos sunenminatos 4o variahlos oan srodoeana wvolg_m

res de C‘c cercznos a {al) con Lo subeonivaton Aneaalhlos, L Soe
K

leccidn de "obuenos" subconjuntos se realir o erificmannice, TOity e
3

este propéuito se construye wmn grafica de € contra (k1) pa

ra los distintos subconjuntos de varinbles,kn canecial, so troe-

za 1la linen Ck = ¥ + 1 en dicha grafica.inbraces aqnallos syl

condantos de variables correonondiontor o winhos cavanmor o 1w

lineny C‘c = W o+ 1, sordn oo mbeas efee Ohnesagh o MEas ol agt
~ cary

. 1/ . s
vare intesrar la nnuycmén.ﬂ/ Bl ouso de lug graficas de O, 6 =

ilustra y discute con muyor deballe en el sjomplo gun e

P3N e

ciona mids adelunte en este mismo apartnlo. Un ssbudio min opefane
do sobre ¢l cstadictico Ck (6 "Cn") punds encanlrarss Gl e

niel y Wood 4 . )

ase, Chuttorjee, S, y B.irice.Cpus cit, p.1%%

s
ley. New Yori,1971.

v
2/ Yéase, Daniel, O. y F.$.Wood, MFitting Bountions fo Do, Wi--
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Para poder discutir los procedimientos de selecceidn de variables

debemos distinguir entre dos grandes y diferentes situncionesy

1. Que las variables independientes no sean colineales, o sea,

que no exista evidencia de muliicolinealidnd veligrosa.

2. Que las variables independientes geu colineales, esto es,que

los datos sean zltamente colineales,

Dependiendo de 1z estructura de correlacidn de las variables ine
dependientes, vroponemoz diferontes enfooues para el rrocedimien—-

to de seleccidn de varizbles.Si los datos wunalizados no son coli-

nealzs nrocederemos de una pancra, y por ¢l contrario, si lo son,

S0 i

procederens: de otra,

Como primera providencia en el procedimiento d2 geleccidn de va~
rizbles 5o recosienda calcular las reices caracterdsticas dn la =
matriz de correlacidn, 2 partir de las varicoles indepandientes,
Como ha sido exnlicado en el Apartado 4,3, 12 rroconeia do rajces

caracterisiicas pequelias indiea 1s precenciz de multicoiinonli--—

individades

tanbhifn debemos fijarnos en la sumy de loz recinrocos de 14l ~e
lus raices caructeristicas, Hemoo mencionado -un i 4100 12 e

log rafces caractericticus os menor oua 2,01 § Vi wama do T pee

g miemas es mayor oue digiuns, cinen veges 1 nidme-

"ednrocos de 1

ro de viriables exnlizcabivas en 21 aodelo,entoncer fus ctonsidera-

. E . ! . L.
mos coino a2l fueran’colineales.Si ectasg condinionss 1o se cumnlen,

. . . '
entonces lag variables se tomun como'no—oollnealas.
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A continuacidén estudiaremos dos grandes categorias de procedi-—-
mientos sobre seleccidn de v.riables: A) Procedimiento de evalua
cibn de todas las ecuuciones posivles y B) Procodimientog de

+)

seleccidn de variables,por nasos,

A. Procedimiento de Evaluitcida de todas lus Beuaciones Posivles.

El orimer procodimiento cue wabordamos es muy directo y se uplica
muy bien tanto 2 datos colineales como a los no~colinenles,tge—

te implica estimur todos los subconjuntos posibles de ecuuciones
(derivados del total de variubles explicutivas del modelo origi-
nal) vtilizuando oara ello un mismo conjunto de datos,Si el mode-
lo es de k variables, entonces el nimero de ccunciones por esti-

Iz +
mer serd de 2, (++)

0 sea, en ezte espectro de ecuucliones o incluyen 4 anuellss ——
que contienen & las k variables y dquella que no coantieae 2 nin
guna variabls explicativa. (Para esta Qdtima ce tiene simolemen-

te que ¢ Yi =Y ),

{(+) Pars el lector interesade, su nombre en inrlées Selectionsf

Variables, Stepwise Procedures,

.

wto 4 b

(++) De 1z teoriza de conjuntos, cabemos cue si un eonh :
ne n elegentos, cnbonces el numars toial de gnbeonuitos d
Ae , incluyendo al vaclo y a é1 mismo,

2

]
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Este método proporeicna clurarente ol investigudor la mixima ——-
cantidad de informncidn nosible resnecto o lu naturaleza de las

relacionece entre Y y el conjunto de lug X'S.8in embargo, el --

mimero de ecusciones ¢ informaciones sunleventz=ria o adiciond -

gue debe =smalizsarse,resulion nrohibitives.Puesto oue wira Ul e-

modelo de sfélo 6 veriudles, tendriamos cue eotinor Y reviaor

6

27 = 64, y pur& wn wodelo de 7 u 8 veoriables explicativas, tene--—
T .. 8 ..

driares cugeonsidersr 2'=128 y 2 = 255 cc uaciones, resvect ivie

mente,lo cuil no reculta factible ni rgct1 0,derde cuulauier

éngulo que se le mire,

ioneg

Por consiguiente, cuindo se utiliza ezte método, lug ecus
ilcticos Cy 4 WS,

n4s orometedores se "afslun® mediondte log cztad
Lag ecuiciones aisludas son nosteriormante analizndas o truvés
de un exumen de sus ohservacioneos "d?“f”:;uﬁc"(

do la oosible existencia de

1a necesidad de trancformar dichos varisnlee antes de decidir
finglmente cué subconjunto 4¢ viriadles cue ge analizan »uzdm
sugerir internretzciones de los dutos cue rucden hober gido -
omitidas en un nrocedimicnto més estricte de seleccibn de va—

riables.

A vesur de qua cusndo el nirere de voriables ez srande y Lo -

evaluacidn de todus 48 cevnciones rosinles nueds no ser crice-

ticomente fuectible, existen en la cetuslidad ciertos métodoz sbrevi

(+) Est”s observiciores son sguallus cuyos residusleg estiondie—
rizudos se encucnlrun o localison "fuers de foco® dantro
la gréfica de residuales CGf contra Y1,

)
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dos (“atajos") que no resuicren de culeulur el conjuato total

de ecuxclones en el nroceco de bisyucda de los subconjunbos de-
seables y facilit:in en srim medids 1o tuarcoe de scleccién.l/ﬁo -
obstante, cuzndo el rlduero de varizvles crece, wdn estos proce-
dirientos requieren todovia una considersble centidad de edmpu-

to.

Sin embargo, existen oiros vrecedimientos ¢ mélodos de seleceidn
de variables cue no imvlicon la evoluueidn do btodos ecuucioxesi
posibles y guz melizurencs cngeguide, funrae cenvisne resaltar
de entrada que cglos procedinmicning wo proporcionan wl investi-

gzdor o snalisla con tata inforwncidn gue estivando todas las
ecuscicnes posibles, le perniten roducir el veolumen de cdmovto

onLS colu-

reguerido y nuede reuresert.r on oun momenis dudo la Unicn

cifn prdctica.fstos nrocedinientor e conovcon cendricamente como

"Frocedimientos de Seleccidn de Variagbles por Fooon™ y resulton
muy eficientes purs trebajsar con duios no-colinesnler.in COnif—w—
cuencis, no ge recomionGa £u ush voara datos colinenles.d vesnr

de ello, conzigergmos cerveniente y orortunc cuw disensidn sgud

hor su utilidod on el proceso de “depuracidn" de varinblec de

s

w modcle afeetveds con wwlticelineciidad, eobre teods cwnde W

¢s grinde,

CO.X\[uLlo“

, .
Vease, L fotte, tlation:

in tre Selection of recrion Vorinblcy, Pochnoned o
1070, pp.33-03, fsix
Véuge, Purnivel,n,Y, y R,w, Wilcon Jr. Fegre

and Beinds, Technometrics, 16, 1974, pp.449-

<
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~B, Procedimientos de Seleccidn de Variables nor Pacon.

Estos procedimientos sc aplican cuando cxiz to un gran nimero gde
variables explicativas y se trabaja con un sukcosijunto prepio
del totel de variables explicuativas.Tienen 1lu Cnractcristica
primordial de gue intreducen o climinan una varioble a 1la ves

de la ecuadidn ¢ implican examinar s610 wn snbconjunto de Vim—
riables del universo totzl de subconjunios de los k variables
explicativas originales,Esto ¢s, vira un modelo de k variables,
implicard considerar a lo mis (k+1) ccu=ciones, en contraste con
las Qk ecuiciones regueridus para examinar todus 1las ecuaCio
nes pocibles.Fetos procedimicentos se subclugificun en dos gran--
des categoriasy B.1l) El procediniento de seleccidn de vnrlquQS
(por paus o') hacia adlelante (PS) (+) ¥ B.2) El procedimiento de

seleceidn de veriabics (por pasos) per eliminacidn hacis atrds

(pg) 1)

B.1) Procedimicnto de Selecciédn de Vuriables (Por Pasce) Hncia

Adelante (PS).

Este proccdimiente comienza con  unu ceuzeidn que no contiene nin-
guna variable explicativa, séle el términe constarie.lu nrivera

11l

variable en incluirsze en la ecuncidn es agyuerlla con ol md
to eoeficiente de correlacidn simple con respecto a la vurichle
dependicnte“Yf Si el coeficiente de esta variable resuite simmie
ficutivanente diz tinto de cero, entonces se retiene en lua ecua~-
cibn, (De lo contrario, se tomu la segunda variable con ol mis

alto coeficiente de correlacidn simple,ete. y asi sucesivamente,

(+) En ingléz: ©5= *'Forwurd Selection Procedure!

{(+4)En inglés: BE= 'Buckwurd Elimination Procedure!
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hasta encontrar una variable cuyo coeficiente sea significativa-

mente distinto de cero.

La variable gque ingfésa a la ecuaciéﬁ como "segunda" variable eé
aguella que posee el miximo coeficiente de correlecidn simple cormn
respecto a"Y(lf'( dondc “Y(lf; ey el resultado de ajuster a Y por
el efecto de la primera variable ,o gsea, la variable corn el més
grande coeficiente de correlacidn con respecto a los elementos
residucles del paso antcfioﬁ,Entonces, ge pruecba la significan—v
cia del coeficiente de regresidén de la segunda varioble,.Si ééte
resnlta significativo, se busca una tercera variable de 1a mige-
ma manerd, Sino lo es, se siguc el mismo procedimiento sugerido

en ¢l paso antecrior,

El procedimiento termina cuande la Wltima . verieble que iﬂgresa

a la ecuzcidén posce un cocficiente de regrcsién no~siﬂnificativo,
0 bien,cuendo todes lus variables se han incluido en la ecuucién.
la significancia del coeficiente de regresidn de la Ultima va~-

riéble introdvucida en la ecuzcidn se verifica mediante el esta—..
distico "t" calculado 2 purtir de la dltime ecvacidn.A este res—
pecto, conviene seiuilar gque la mayoria de los algoritmos de selee-
cifn de variables ( por pasos) hucia adelunte usan un valor "pi-
so" de "t" muy bajo wvura juzgar la sigmificancia estadisticz de

los coeficientes de luazs nuevas variables que ingresan a la ecug~
¢ién, y por lo tanto, los precedimientos de seleccidn hacia ade
luante consideran todas las variubles explicativas y nos propor-—

cionan un total de k ccuaciones posibles,
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B,2 Procedimicntos de Seleccién de Variables (por nasos) nor

Eliminacidén hzcia atrds (BE),

Este procedimiento principia con la ecuncidn complota (de k Vi
riables)’y sucesivamenteslas va'oliminando una a la vez,lus va-
riables se eliminin en buse a su contribucidn & la yeduceidn —-
del estadistico VAN (i.e. 1l sumz de los cundrados de 108 orro—-—
res definido en (262) ).Esto es equivalentie a eliminar 1a Voe--
riable con el minimo valor "t" (i.c.el cociente del valor del —-—
estimador del coeficiente de resresidn de la variable en cusstidn
enire ¢l valor de la desviueidn csténdard de dicho estimzdor) de

entre todas las variables contenidas en la ecuzeidn original,

Si todes los valores "t" resultun significutivos en el pfoceso -
anterior, entonces se retienen tlodas lus vuriables de la ceuzcidn,
Suponiendo que exista wa o mds variables con valores "t% no-sig
nificativos, entonces el orocedimiento sugiere eliminar aguella
variable con el minimo valor "t" no-significativo.Entonces se —-
estima una nueva ecuacién con las restentes (k-1) variables y se
vuelven a examinar los valores "t" para log nuevos coeficientes
dd regresién. El procedimiento finaliza cu=nde todos los valores
“t" gon significativoe o bien cuando todas lug variables,excepto

una, hen sido eliminedas,

En la mayoria de los &lgoritmos hacia atrds, la cota inferior de

“gn ge fija tan alta que el procedimiento analiza todas las vaw-
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riables, cc decir, empieza con una eccuacidn de k variuhbles narm
luego teriingr con une ecencceidn de una sola varizhle ovp11p;L1vw
0 seuq, ¢l procedimiento de eliminneidn hoeia 2trds iwplica ooti-
mar z 1o mds, k  ccu.ciones posibles,

- e . ()

B.,3 1létodn do Zelepeidn do Variables por Pusown,

. . . I .
Este méiodo es5 coenciuliante un unrocedimiento de seleceidn haeia

0
icionul gue, on cada eho--

C;

1)
adelanto (F3) wero con la condicidn ud
ya, se congiders ia wcsibilivad de eliminar urne variable cono en
W
la eliminacidn hacin atrds (DE),

3

En este wétodo, una variahle gue ingresa en lue srimeras

puede llegar a ser eliaineds on etnprs vosterioeres.lsr eriterics
para lo inclusidn o cxelusidn  de Jue voriables zon los micros
gue 1oz uzados en loo nprocedimientos "hacla adelunie" y "hacian
atrds". Irecuventousente, sc uwtiliven diferentcs niveles de signi-
ficaneia pare determiner le inclusidn o exclusidn de variables
de 1z ocureidn,

Sin ewhiyo, F oneld terniner con iz discusidn cobre este rparti-

i Clioes by J

eular, convione reexlior ome en gonorsl, los "rprooodiimiendos -~

d03 CON nCe

nex nucee" dnhcerilon onlerioraente deben zer ubilizo
caucifn.o drien, por tante, ugures mecdnicamente nara detosiiie--

nur el "Mrnejfoxr? cubeconjusto de variahlez,®l orden en cue 1ug Vite-

(+) En ingléss 'Stepwice Velbhod® .
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riables ingresan o szlen de le ecuncidn no debe interpretarse
como producto de la importancia relativa de lus vurizbles,Si
cstae recomenduciones ge tomsan en cuenic, loz"srocedimientos
por pascs"representan herramicntas poderosus para 1z seloc—-
cibén de varinbles no-colineales,

Los irec procedimientos desceritos antdidormente arrojan pric-
ticamente 1a& misma scleccidn de varizbles nara datos no—colde—
ncales. Y ndaturcelmente, implican mucho menos cdémputo gue of —-

andlisis de todus lus ecuacionns posibles

Se han disefizdo diversas regles empiricus de "ults™ o "parada®
para los orocedimic ntos por pusos,Unn regla de "2l40" gun on

la priéctica hz resultado muy ofcctive se describe ensemuidng l/

Dotenerse si el minime valor de "t" es tal ane [t 1

Detenars? si el minimo valor de "' es tal ane |51

En el ejemplo gue se cita mis abujo, ze ilustrard el efecto de —
estas dos reglas de *ulto™ para lu seleceidn de variables,Sin em~
barge, se recomiend: en reneril el procedimiento  "hacia atrds”

sobre el procedimientothaciu adelaate®. Una razdn obvia de csto

1/ Véase, Chatterjee, S. y B.,Price. Qous cit.
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es que en el procadimienta Jncia utrdsy la ecuacidn con todnn
las variables, se estima y se pucde examinar ain cuande no so
ubilice como ecuucidn {inul,iunauc no se reeomienda el uso de
los “procedinientos nor puses'" on cuzsos de datos colinenlos

se ha podido comprobuar empiricamente que 2l nrocedimiento "hae-
¢in atrds" rogulta nejor b;rm mano juar el rrehlema de 1a mulli-
coline2lidad que ¢l nrocedimiento "hacia adnlunte".l/
En las uanliczeinnns de 1los sroczdixientos por pasos, so roneray
varias (o muchuzs) eeusciones, cadn una con un ndmero distinté
de vuriazdles,bus diversas ccuselonss senerudas pucdon evaluwrse
viilizando estacdicticos cowd €, & WES, De la alen manors,

\

e
Jos residuules de las diferenten ccousciones daben examinarsa, A-
gquellica con orificuas Qo reziduiles ™o satiscfuetorias” daberdn
rechozurze, Sold wediombls wn anilisis totul ¥y comprensivo se -

efeciuur win  celoccidn wdecutin de variubles y obtoner —-

pod:

una ecuacidn de rezresién o modelo Util.Ezte enfocue de selec—-

es

cidn de variables se ilustra a través del sigulente ejemplos

Se reguicrs [ormular un modelo para estudiar las cualidades que

permitan 1o caracterizacidn de buenos supervisoras por el perso-

b - A1

nal aue es suvervisado por dotos, ¥1 modelo ge conclruye com L.
propbsito de entender el pnrocasn de sunarvisidn y 1o importan~

1o Las diferenies variables explicativas,En térmi-

R &

cia rolative 4

nos de los usos d2 una ecuncion de regresién o modelo ecounomé--

l/ Véase, Wimiel, N, Why Stenlown Proaolusts in Variable Solec-
tion, Technomeirics, 12, 1979, pp.»9l-5612
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trico, este caso implicaria que deseamop conocer los estimado~-
res de los diferentes coeficientes de regresién, en contrauste
con un modelo utilizado sélo con propdsitos de prediccién., El
modelo en cuestidn, tiene la formas Y

¥ = Bo + BL X1 + B2 X2 + B3 X3 +B4 X4 + B5 X5 +B6 X6 +U (272)

donde Y y Xi ( i=1,2,...,6) se definen comos

Y s Calificacién global del trabajo realizado por el Supex

viser,
X1 Mane ja adecucdamente las quejas de los empleados,

X2 No concede privilegios esgpeciales a subalternos,

X3 3 Brinda oportunidades al personal a su mando para aprender

laebores nuevas.

X4 3 Promueve ascensos o promocioges entre su personal cone-

forme a desempeflo individual,
X5 ¢ Es demasiado critico respecto a desempefios pobres,

X6 s Grado de estimulo o apoyo a subalternos para el logro de

me jores puestos.

Los datos para el modelo anterior se presentan en la Tabla 5.6,1 .
(que se reproduce en la préxima hoja).De igual manera, la matriz

de correlacién para dicho modelo se presenta en la Tabla 5.6.2

( que aparece inmediatamente después de la Tabla 5.6.1).Por otro 1ai

1/ Véase, Chatterjee,S. y B.Price.Oous cit,
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IT .‘". B IJ I“- “)o 6.1

DATOS 30323 LS VARLACLES EXPLICATIVAS Y EXPLICADA DEL LODELO (272).
Hilers Y - a0 x2 X3 x4 X5 16
1 43 51 30 39 61 92 45
2 63 &4 51 54 63 73 47
3 71 70 68 69 76 86 48
4 61 63 45 it 54 84 35
5 81 78 56 66 71 83 47
6 43 55 49 44 54 49 34
7 58 67 42 56 65 68 35
8 71 75 50 55 70 €5 V5
9 72 82 72 67 i 83 31
10 67 61 45 47 2 80 41
11 64 53 53 58 58 67 34
12 67 60 47 39 50 74 41
13 69 62 57 42 55 63 25
14 68 83 83 4% 59 17 35
15 77 77 54 72 79 17 46
16 81 90 50 12 60 54 36
17 74 85 64 69 79 79 63
18 65 60 65 5 55 80 60
19 65 70 A4 57 75 85 46
20 50 58 683 54 64 78 2
21 50 40 3 34 a3 64 33
22 64 61 52 52 66 80 41
23 53 65 52 50 63 80 37
24 40 37 42 58 50 57 49
25 63 5 42 48 66 75 33
26 56 77 66 63 88 76 2
27 78 75 59 74 80 78 49
23 48 57 44 05 51 83 38
29 35 85 71 71 77 74 55
10 82 82 33 59 64 78 39

Fuentes Chatterjee,S5. y B.Price.Opus cit.p.bl.

e



TABLA 5.6.2

MATRIZ DE CORREALCION PARA EL KODELO (274)

X5

X oxs ke

0.577

-~ 1.000
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la mitria /\ nard eshbe moidelo resulta sers
['BAzac, 0o 0o 0o O

o
O o3y ©o o o O
o

O © 0150 o© o
a © o0 o005 o O (273)
O v o o g3 ©

O o o o o o4a3
Esto es, lus raices curacteristicas corresvondientes para el mo—
delo bajo estudio cong

=O. §3§
)\:3-2367 M2z 1033, )?":0':’;0) M =053
' - (274)
Dsco.283 , De=0193

Como observamos, ninguns de las raices es menor gue .01, ni

. ;
12 suma de =us raciprocoons

¢
LI T (P T R RO H e
Z P "(2‘*§L"7;+3'14>s+>s) 13.624 (275)

Y|

es unie cifrie tal que no exceda 2 30 ( es decir, cinco veces el —
nimero de variubles exzplicativas en el modelo (272)) concluimos

por tanto que log dutos de este modelo no son necesariamente cold
nezles y por 1o mismo, poderos anlicar los orocedimientos oor pa-

s0g unteriornente discutidosg,

Los resuitudos cumarios de apnlicar el procedimiento (nor nasos) ha
cia adel.nte, se presentan-en la Tabla 5.5.3(en la préxima hojz

En donde se detallan para cada una de las ccuaciones sucesivas,



TABLA 5.6.3

SELECCION. DE 'VARIABLES MEDTANTE EL
HACIA® ADE '

VARIABLE EXP.
EN LA
ECUACION

BE = x3*'><,6:-,x2ﬁf‘x"‘"” e
X1 X3 X6 X2 X4 X5

Fuentes Estimaciones a parytji.zfi delosdat ;:irlav:' 'i"ab'lyai 5.6.1 i
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Los valores de lom estadfsticos RNS y Ck La dltima columna —e
muestra el rango del subconjunto obtenido mediante el procedi-
miento (por pasos) “hacia adelante", respecto al mejor subcon-

junto del mismo tamafio ( en base al estadistico RMS).

A continuacidn, se proporcionan dos criterios empiricos de "alto®

Yy

aplicedos para este problemas

1.Detencrse si el valor minimo de “t" es tal qucs]{J&fms(mkd)

Es decir, parar si el valor minimo de todas las t's calculsadas
resulta menor que su valor tabulado para un nivel de ol= 5% de

significancia, con [n- (k—lf] grados de libertad,

2.Detenerge si el valor minimo de “t® es tal ques ‘{c\é-l

0 sea, parar si el valor minimo de todas las t's calculsdas ré--

sulta menoxr que la unidad,

Nétese que el primer criterio es més estricto que el segundo ¥
termina con la seleccidén de las variables X1 y X3. El segundo es

menos estricto y finaliza con la inclusién de las variables X1,

X3 y X6,

Por otra parte, la aplicucién del procedimiento de seleccidn por

eliminacién “hacis atrds" nos arroja los resultados presentados en

1/ Obsérvese que estos mismos criterios se aplican para el proce-
dimiento "hacia adelante".

Véase, Chatterjee,S. y B.Price.Opus cit,
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la Tadla 5.6.4 (que se muestra en la hoju siguiente) y gue resul-

ta 3déntlc“}9n estructuray: la Tubla 5.6.3.

Para este procedimicento se utilismaron los sizulenbtes eriterios

Gz
16}
FS

de"alto"s l/

0w

1. Detenerse si el valor ainimo de "t" oz t21 qung ltcl>{;osbvu-ﬂl

2. betenerse si el valor miniiwo de ™ oo £al guet \{Ll> | [

Con el orimer criterio se ssleccionrnlus variaplse X1 7 X3,Y con

el seguado, Llug variables Z1,X3 y X5, Loo procedimientos "hacia

adelunte" y "hucin atrde” arrojan el misimo subconjunio de edua--

(+)

cionez para este vroblem:n, aunque este no es siemore ¢l cawso,

Ern consecuencin, wnara describir la varigvle-respuesta objeto del

modelo {272) se recomiendn ln siquiente councidng

A
= 13,58 + 0.62%1 + 0,31X3 -0,19%6 (276)

51 graficermiog Los reziduiles do ectu ecuacidn, observiriamos

(++)

que su compoartamiento eg satisfaclorio,

; i ¢l método de se idn de variaplas por pasog
discutido anteriormente, se obzervurin rue e obtendris
gma resaltadn, Se omiten los resuitaddn on obvio de sime

grifica correspondiente por simelizidad de 1la

o

(++) Se omite 1:
exposicidn,




(&}

TABLA 5.6.4

SELECCION DE VARIABLES MEDIANTE EL PROCEDINIENTO DE SELECCION POR
ELIMINACION HACIA- ATRAS, PARA EL MODELO ( 272) ' E

VARIABLES EXP.
EN LA
CECUACION

X1 X2 X3 X4 X5 X6 -

X1 X2 X3 X4 X6

X1 X2 X3 X6

X1 X3

X1

Fuentet Estix‘nacion'esr»rafriia‘rt\
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Como ®l preszente problema tiene so0lo seip variables explicativas;
el nimero total de escuaciones gue pueden estimurse contenis=ndo
al menos una varieble explicativae es 63 (i.e. 26— 1 ). Los valo=-
res de Cx para lug 63 ecuaciones se muestran en lu Tabla 5,6,5

( que aparece en lu préxima hoje).Los valores del estadistico

C, se grafican contra los valores de (l + 1) en la Figura 5.6.1
(que se presenta enseguida de la Tabla 5.6,.5).L0s mejores pube-
conjuntos de variables seleccionadecs en base a 1os valores del
estadistico referido se muestran en la Tabla 5.6.6 (que aparecs

engeguida de la Pigura 5,6.1).

Se observa que los subconjuntos de variables seleccionadas mo--

diante Ck
mientos por pasos™ asi como aquellos seleccionados mediante el

son distintos de aquellos obtenidos por 1los “procedie

estad{gtico RES. Este discrepancie trae a colacién un aspecto
muy importante respecto al estadistico Ck que el lector debe --
tomar muy en cuenta. Cuando se aplica dicho estad{stioco,se nece-
sita un estimador de Ou Normalmente, el estimador de (w se Ob-m
‘tiene de la suma de los cuadrados de los residuales del modelo
original o “completo"., S5i éste tiene un gran numero de variables
explicativas sin poder explicativo (i.e.sus pardmetros poblacio-
nales son cero), el estimador de 0, derivado del modelo original
serd grande.lLa pérdida de grados de libertad no es recuperada por

la reduccidén en la variancién no-explicada,

At »
Si el estimador (u es grande, entonces ck es pequeiia., Para ==
que el estadistico Ck trabaje bien se requiere un buen esti w—-
mador de (e .Cuando esto no es posible, c, s6lo es do

utilidad limitada . Para el presente ejercicio , el wo-



TABLA 5.6,5
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VALORZS DEL ESTADISTICO Ck, PARA TODAS LAS ECUACIORES
POSIBLES, PARA EL IODELO (272).

1 1.41 15

2 43,40 2%
12 3.2 125
) 26,56 ys
13 1.1 133
23 26.96 23
123 2.5 12135
‘ 30.06 45
14 .19 145
24 29.20 245
124 4.9 1245
14 23.2% 14
134 .09 13458
234 24,5 2345
1E34 0 4.9 121345
5 57.91° 6

3.4 16 LN
45,62 26 46,39
5.26 126 .22
21.9% ye 24.82
ST 136 1.60
28,53 23 24.62
4,51 1216 )28
.62 ‘6 2.7
5.16 146 4.70
10.92 146 25,91
6.97 1236 6,63
25,23 Y46 16,50
5.09 1336 3.35
26.5) 23546 1157
6.48 12346  5.07
57,95 56 58,76

vanables Gl Vanooles Cr Variabls (i Voriables (i

156
256
Y256
156
13%6
2356
12156
456
1456
14956
1245%6
3156
13456
23145%6
1231456

5,32
7.9
120
L 23,02
.46
7.

- 5.14- - -

29,50
6.69
21,71
8,61
18.42
5.29
15,51
7.00

Fuentes Estimacicnes
bla 5.6.1

{

a partir de los datos de la Ta——



FIGURA 5.6.1

GRAFICA DE LOS VALORES DEL ESTADISTICO Ck CONTRA EL
PARAMETRO (k + 1),PARA EL HODELO (272).

10,000 : ; . . 7 T ' S
807} - - ?
o
8333} . -1
7.500}- -
5 .
. » 1234586
6.667}- 2 11234571
5.833- , -
4 : ]
K 5000l : naas ) -
‘1,480
4167 . ]
3333} e : -
. 24 ?
. ha
2,500~ . b
1.667}- * 1
(1]
0.833}- ’ *1
0.000 ! ! ! ' : '
i 2 3 4 5 6
(k+1)

Fuentes Chatterjee,S. y B. Price. Opus cit.p.207

229,
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TABLA 5.6.6

SELECCION DE VARIABLES MEDIANTE EL ESTADISTICO Ck
PARA EL MODELO (272)

W‘@,ﬁ*‘ﬁ;ﬁs EXP- (1) ens  Ck 2ANGO -
ECUAC ION : -

X1 2  6.993 1.41 1

X1 X4 | 3 7.093 ® 31 2

(;1 X4 X6 > 4 7.163 & 4,70 S

X1 X3 X4 XS | , 5 7.080 5.06 6

X1 X2 X3 X4 X5 6 7139 |© s 4

X1 X2 X3 X4 X5 X6 7 7.08% 7.0 -

Fuentes Esﬁimacioﬁes & partir de los datos de la Tabla 5.6.1
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estadistico RMS pare el modelo comnleis con geies varisbles g —-
mayor que HMS vara 21 modelo con {res veriables %1,X2 y X6.Por
congiguiense, los valcres de Cv se distergionan y no gen nuy Gti.
les purz lu seleceidn de varisbles en ¢l presente cueo.

El tipo de situzeidn deseritu enteriormenic queda de penificsto
observando el comwportumiento de loe vulores del ectadictico NS
en las Tablas 5,6,2 y 9.6,4 S+2 Bste comportamicnto svgiere cwe
las Gltimzs variebles no estén contribuyendo sipni ficutivazeonte
¢ la reduccidn de la variencis no-exrlicada (Val).Lo aplicueién
Util del estedistico C, recuicre de un monitereo purzlelo dcl eg

k . . (+4)

tadistico RIS pare eviter positles distorgiomes,

Procedercimcs & diveutir shors 10 geleccidn de variubles cuvando
existan datos colineales, o en eirag pulébras, cuwndc se presen

ta el problera de multicolinewlicad entre lus variables  invo--—

(+) En luas Tablas 5,6.2 vy S.6.4 notoros cue el cotodistico RIS
tiende u decrecer p"lF“‘U”O“‘U rora luego sumeniiy ¢ Cre—-—
cer en ctapag nomterioreo.be cualquier rmurcra, sare 2nbos —-

cugos, el cubcenjunto de vuriubles oue dctc“HJH 1 el Tiﬂimo

vilor de RS es el intorrado por las veriasvles X,X2 y X2,

(+#4) Bétece de 1a Tabl: 5.6.6 oue ol estadistico WY prinert --
wiente pura decovuds dizninuir (¥ gue el valor del ecrige--
distics €, tiende o creocer cisterdtiznrente ontdoz log -
casosy Tablus 5.6.2, 5,6,4 v 5,6.6).0bsérvese gue el sube-
conjunto de vuritbles seleccionadas on buse 2l eptudintie-
co € en {X1,¥4,%6) cue Zifiere del subconjuato { X1,72,73}
seleccion=do en buse u los nrocedimientos "hocia odelwmte®
(Tabla 5.6.21) y “hucin atrds" (Tablae $.6.4) discutidos ane
tericrnente,
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lucradas.

Existen dos enfoques vars woinejor esta situacidn.®l vrimero, que
S - . . . *
no recomendainos muche, es el método de eliminocceidn de varlables.( )
El semunde,gue =i se TKCOLJPHUM)‘: el gue utiliza la regresidn

. (1] N " \ . R
de cordillera (Ridge Regreosazion) como herrumienta srincipal,

Ya hemoe seialado con anterioridud (Anartado 4.4) gue uno de los
objetives de la regrecidén de cordillera es producir o generar
una ecuacidn de regresidn o modele con coeficicrntes estubles,
Betor son ezxtclbles er el zentido de ¢ue nc ce ven wfectudos por
ligeras variaciones en leog dutoe, y por ende, son confiableu

y nermiten la adecu.da inferencia y prediccidn.

Por ofraz parte, sesdn Chitterjee y Price l/, loz objetivos de

un buen método o nrocedimiento de celeceidn de varizbles sons

i)  Seleccionar un conjunto ée variables gue fuciliten o permie-
ten un claro entendimiento del fendmeno o procese baje @uitle
dio.

ii) Pormul:r una ecuscidn o modele gue rcermita obtener buenns —--
prediceiones o cztimaciones de la variable-reomunsta corres-

Necesariemente

nondierte a vulores de lie vorisbles exnlicativie no
c(\cho, o

dee en el estvdio (o meJoTy en 1o muestra bajo estudio).

AL -

{(+) salvo que se wnligque buje lus circunstancirs mencionidas en
el apurtedo 5.1 (Wétodo de Bliminzcidn de Variubles) y nre-
vio andlisis del costo de vdoptur este procedimicnto, en lu-
gur del método de la restricciédn parumétrica,nor ejemplo,que
es menos peligroso y mis poderoso, aungue un poco wds tarda-
do,

1/ Véase, Chatterjec, S, y B.Price,Opus cit,
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Se observa pues, que los objetivos de un buen método de scloceibn
de variables y log del andlisis de regresidn de cordillers recule
tan muy similarcs,y en cengecuencia, este dliimo vuode emplearse
0 aplicurze pure lograr ¢l primerc, e deciv,lograr ung buena se-

lecciédn de vurizbles,

La seleccidn de vuariables se realiza exaninando la ™raza e —e-
cordiilera" cuyas coerccleristicas y pirdmetros y2 hm sido intro

ducidog en ¢l Apartedo 4.4 , Lo trasza de cordillera oe utilisa,
para eliminur lus varisbles de la ccuacién.las reglus especifi-
cas para dicha eliminacidn son, segin Hoerl y Kennard L/;

1., Eliminner acue] viariables cuvon coeficientes son aastnbloes

nern necueio«s,£ono el Mmilisis de recresidn de covrdillers zo

aplica o doatos estandnrisar las wasmitudes de los diversos

coeficicntes son compnrublen directamente.

2. BEliminar aouellan voarisbles con coeficientes inestuhleg ane

"no soctieneny mus pederes de nrediceidn,es decir, las cue

posean cocficientes inecsinbles ague tiendan a cero.

3, Eliminar una o mfis voriables con coelicientes inestabler,.lng

Vésee, Hoerl, A E. vy R.WeKennoard, Ridsre Resregsion: Annlicn--
? ’ J
tione to Momorthosen:l Problems,Opus cit. '
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"r® variables cus wermunesem  del coniunto orisinnl do ko owiris

bles, interrarin 1z ecuscidn fincl obijeto.

El subconjunto de variables (r) gue cuedan decnuids del procese

de eliminacidn descrito untericrmente, deberd ser cxasinoado pz
ra ver si constituye un conjunto ortogonul.Un métode grifice --
para realizar esto se obliene graficundo el término definido

(+)

comoy

v
zg'f(p) = 312(p) + B2%(p) +vuut Brip) (277)
(=1

contra ¢l pardmetro "p". NWdétece gue en términes geométricos,la

expresidén anterior representa la distancia &l cuadrado de los

estimadores de cordillera respecto 21 oOrigen.3e nuede demogtrar

. . . . 1,
que vars un sistema ortogonzl este distanciu adopta la formae ~/

"

Z ﬁ-z(o) | ! 2l z :

izt P = (B! (0)431(0)*"““%“0)) (278)
(1+Pp)? (1+p2*

L L. . .
dorde el térmigo PBi(0) corresponde al estinudor de minimoe cva-

drudos de la i-ésima variuble y “p" ec el pardmetro de cordille-

esfimador dsl

A . .
{+) Bl téramino @j(p) es ellcouiiciente de cordillera® de la i-ési
ma variable correspondiente ul pardmetro “p". .

}/ Véuse, Heerl y Kennard.Opus cit.
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ra. Entonces i lus varianhlee expliculivas retenidus constitu-

yen 0 forman un conjunto aourozinoduncnte ortogonnl,

cae de lug exwsreciones (277) v (275) serdn nricticamenze idénti

8i las grificss con idénticus se procede al pnso siguviente del

andlisis, vero si son muy difercenles, es necesario eliminar va--

rizbles adicicnileg.las variables eliminaedas son agvellas con coe

ficientes inestribles,Fete nrocedimicnto dete conducir a un COn--~

junto eproximadarente ortogonal.la ecuncidn linal so estima -

de cordaillern a la ecuaceidn completa en vez

plicendo lu rexrecidn
de apliczr OLS &l modelo reducido,Xsto cz equivalente a descar--

tar las variubles cfectadus hucliende queo sus valores sean igudw-

les a sus promedics parn todse las predicciones.ft continuacidn

se ilustra este nrocedimiento mediunte un caso concreto de estu-

dio.

. . . S .
Baste estudio =e debe a Hcbonuld ¥ SChwlng~/y se refiere a la —--
de ~—

forrulucidn de un modelo ourz explicur lz mortalidad total

un cierto grupo humazno de una regidén deterwinuda, en términos de

varicbles climiticas, socioecondmicus y de nte n“016n ampien~-

tal.En lz Tabia 5.6.7 (de la préxiuz hoja) se enlistan y descri-
caen denbro de las tres grandes

rizble dependiente (Y) corres—-

ben un total de 19 variasbhles cue
cutegorias untes referidas, Lu Vu
ponde & 1a"mortolidad ujustadd}en térrinos de aRos,por todas —-
leg causas a tuce g€ refieren lus variables explicativas en la t2

Instability of Resression
Technowetric,

1/ Véase, MeDonald,G.C. y R.C. gchwing.
atimites Reluting Alr Pellution to Mortality.

15, 1973, pp.483~81
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DESCRIPCION DE Las VARLAGLES GHPLICATIVAS (1O0STRLIDO SUS WEDIAS
Y DESVIACIVNES LSTLIDARD ) QUL CoHUFURSAN EL LODELO (279).
Nimero

D'e crine

Media

10
11
12
13

14

Precipiinceidn Ann:l Prowedio
( en plgzadan),
Temperuture Promedio on Enero
(en gradoz Tuhranheil),
Temnerzitura Promoadio en Julio
{en zrodos Pahrenheit),
Porcentzje Poblucidn
mds de 6% Alos de Bdud,
Nizero de Fumilias Existentes
en 1o poblucidn Totzl objeto,
Proanzdio de Educuzeidn {en @fios
curszdos y terminidos).
Porcantuje de Unidudes
cionnles ea Buen Esztndo,

T

con . —-—-

Hibita—--

Poblucidn por Milla Cusdrada,
Porcentuje 4o Poblacidn gue —-

no es Blanca,

Porcentzje dz Emnleo en Activida
des de tino Admvo, o Burocrdatico,
Porcentaje a2 F:miliu“ con Irnore-—

loz 3,000 délares,
Rolativa por Hidro

so InTerior .
Contrminacidn
carburos,
Contaminacidn
de Nitrdeono.,
Contaminucidn
Ge Sul.furo,

Relu

3

R2lutiva por Didxido

37.37
33.98
74.58
8.80
3.26
10.97
80.92
876,05
11.87
46,08

14,

‘;J

7

37.8

2
\\n

tiva por Didxido 22,65

53.77

. 10.17
4,76
1.46
0.14
0.85
5.15
1,454,110
8.92

15 Porcenteje de Huwmednd Relativa. 57.67 5437
Fuente: i.cDonald,G.C., y R.C.Schwing.Instability of Rerrescion Es-
timates Relatineg Air ;011uL10n to Jortality.Cous cit,
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blz mencionzda.kl modelo cn cucestidn queda formulado comos

Bo + PLX).  + P2X2 +....+Bl5X15 +U (279)

Conviene destuesy, znles do nrosegulr, gue no ce pretende fromm
qui entrar en lu discusidn de los asvecton cnidemiolidgsicos Jda
este estudio ni  muchd menoz, zino solzmaate utilizar lous d42ios
de este modelo como an ejemnlo 1lustravivoe pure 12 meleccidn de
variaclas, Jna discusidn normenorizada sobre el migno, auara el

lector interssudo, ¢ e encuentrz en la reierencic unteg nromor--

La matriz de correlscidn nara este modolo se preoesente an la Ta-

bla S.GOS(que upnrzee en 1a nrdxima HOJV}C:LU ara de espsrarse,

por lu noturaleza Jdo lae vardables dpvolucerados, 2loonng 30N --

altzaente colinezles entre si, La evideneilw d2 multicoiinend idad

=
[N
5
o
¢}
)
3
3
I
}.
at
o)
—
SN
51
)
kY
§
o]
2
)
0
T
pa
<
=
D
-
S
.
par
&
"
]
154
u
l_l
1
1
H

x
.

[
o
b
T

A1 =4.5272 26 = ,2605 ML =
517 M o= .oiz4 212
9

i
i

-
+J

n

-3
Ut

2T
D3 =2.9545 28 = A3 = L4
13487 20 = L2708 1A = ,048D

[
(&
©

25 =1.2227 A0 = 2153 P

Observanos inmelintamente 1la :xistencinz 1o dos raiges zaractios—-

risticas muy pesueias Ald= .0450 y  M5: ,0043 .También nota--

(+) Culculadas a partir de la muatriz de correlucidn que Aparte—
ce en la Tabla 5,5,8
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WODELO (279)

' }
!
i & H e 9 10 1t 12 13 14 1 16
g Lo WOINETI0TL TI20340 -, 0004 -, 4900 -.00). LE1DD -,292)  L306% -, 8318 -,k3T) -.1069 ,077) 3093
PR UI063 e 98T 402097 0 L1383 G133 -.3001 L4308 L 2%aD L5630 1508 e -.107¢ L0873 -,0300
3 R LT T3 5 S S L E T S S T RN 13T ) .sirn P T ST R ST S SRS N ) -.cn.v-;‘ -4528 0 L2130
RESE ~05091 -.138% L 0L4® ,‘.57{\_~.Awa 11T 1098 -, 020% -L0021 LOLSD L1120 ~.1746
H -Jo:v‘l-‘-.l--)'n -.za:—\ .AH:-TL—‘H - %38 0081 <1387 L 381)
6 L8%1Y 4 2039 -, 260E 7632 TS S T S I Y ]
1 L1806 -:Tm R ERTSNENTE DY 1549 e “T\an 108 (XY ]
6 - -.00%7 NPT 1!\?7—-.120! Qe :-;;\_.:-l:—;.*ﬁ:-o‘:-
[} Y 1res -.00%9 .ct_n". ETE PSS LT I PN
10 . Tinsz 1031 Lieno -.eisn oker -.iser |
1 B L1298 01029 -, 098y -, 182 .'.\—;._~~
L9834y L2423 -,0202 ..1777
L4000 -, 0089 -,0774
L3 151 T S5 ¥
P

Fuente;'McDonaid ~G.C. ¥y R.C.Schwing. Instability of Re
Relating -Air- Pollutlon to Mortality.Opus cit,

gression Eutlmates

|
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mos gue la suma de los reciprocos de les raifces de la expresién

fntarior es tal ques

15 _
> - es3.06 (281)
=} 2(.

0 sea, casi 3.5 veces muyor gue cinco veces el numero de varia—
bles explicativas en el modelo (es decir, 5x 15 =75).™ conseg——
cusncia, se desprende cue existe malticolinealidad en el mismo,.
Si examinamos el vector carzcteristico correspondiante a la raiz
caracteristica mis pecueia, es decir, 3152.0049, nos percatze-
mos gque existe una fucrt: relacidn o devendancia limeal enire

4

las varisbles 12,13 vy 1

Especificumente)esta dependencia adop-

ta la formas
-0.689 xfz + 0,712 xf3 -0108 Aa 20 (282)

donde i3 i=1,2,3,+44,15) es 1la varizble estandarizada corres-—
s BV B R

pondiente a la vuariable Xi (i=1,2,...,15) y los coeficientes

del resto de variables explicativas son aproximadamente cero, ra

zén por la cual se omiten de la exprasién anterior,

En base a la"traza de cordillera" construida vara este proble--—
ma y que se muestra en la Fipura 5,6.2 (de la hoja siguiente),

procederemos a la eliminacién de variables.



TRAZA DE CORDILLERA PARA EL MODELO (279).

FIGURA

5.6,2

Py

e

Fuentes McDonald,G.C. y R.C.Schwing. Instability of
Regregsion Ectimaies Relating Air Pollution

to Mortality.Opus cit.
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(+

Anegéndonos al orimer criterio puara el efecto 2 eliminamnys nri-—
merurente lasg variubles 4,7,10,11 y 15, Pues aunoue estas qriau
bles tiencn coeficientaz muy estoblas, a juzgar wor lo"anlanado®

de sus' trazas de cordillerd, dstos Gue’
sus truzas de dillera, éstos resultan muy pecueios,

El sepundo criterio recorniendz eliminar acuelius variables con
coelicientes inestables gue tienden a cero. Reexaminmdo 12 tra-

za de2 cordillera, nos nercastamos que lis variables 12 y 13 caen

dentro de estz categorlia,

El tercer criterio sugiera eliminar ajuallas varizbles con coge-
ficientes inestables, y revisando otra vez la traza de cordille—

ra, se obscrva uue las variables 3 y 5 caen en esta categoria.las

desnué

6]

varizbles cue de eatu "denuracidn" meiian--

te la traza de cordillera son: 1,2,6,8,9 y 14,

Para verificar si las vuriables retenidas efectivamentez nusden —
considerarse como un "conjunto ortogonzl M, compiramos la longi--
tud ( o distancia)observada 2l cundrado del vector de coefician--
tes de cordilleru resgecto de la longitud esnerada =l cuvadr:zdo
del vector de coeficientes de cordillera que se obtendrian =i el
conjunto de vuriables exolicztivas fuese ortogonal.En otrazz nala
bras, debemas commurar lus sréficas de las curvas (277) y (278)

contra el parfretro "p",dmhas curvas se muestiran en 1la Fimra 5,63

(+) Racudrdese gue el primer criterio establece que-debemos eli-—

minzr primer wmente acuellas vuriables cuyos coeficienies zon
establas nero neouefios,
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(cue aparece en la hoju si;uientn).Dod“o notamos gue 1l curvu.__
ounteadua corresnonde a la curva tedrica (ortogomul) definids on
la expresidn (278) y la continuz 2 12 curva re2l o verdaders (o
sea la calculada 2 partir de los coeficientes de cordillarn ege

timidas) definidz en (277).

La Figura 5.6.2 muestra yue ia traza de cordillers es estable ——
para el valor v = 0.2, ILa scuncidn egtimzda en

. 3 — b e N N P I2E) .y
variables ezitondarizados resulis sers

Por lo tanto, homos visto qgue de un conjunto de 15 varizbles se
han seleccionudo un subconjunto de s6lo 6 varicdbles para formar
una ecuneidn de coeficiantos esbables,los valorez 22 los erbadis

ticos que fueron utilizados nara juzgar la ecuacidn anterior son

(+)

Para finalizar, resulta cl:wo de nuestra discusidn en este apare-

tado qua el proceso de celeceidn de variables,y en esnecin
viieuizeidn nara escte wroosdsito con el andlisis Je recresidn de

cordillery, debe re.lizurse con cuidndo y precaucidn,rmucsz resul-
ta una wmezolsn do "srte ¥ eieneist Hanos intentodo, wor 10 mismo,
delinawr en epbe cxvoniciin o

to en lwrar de intentar exnoner un nrocedinmiento formnl.Sobre —-

5 I e

(+) La ccouncidn estimada (283) observi un comnortamicnto buoston
te adzonudo b ijo los disctintos estodisticos 7y criterios ro--
feridos 41 lo lurso de nuestras dizceugiones narae juogor el
densmpedo de unu cvcuicidn.3e omiten 1os cdleculos,




FIGURA 5.6,3

LONGITUD AL CUADRALO DEL VECTOR DE COEFICIENTES DE
CORDILLERA PARA LAS VARIABLZS RETENIDAS DESPUES DEL
PROCESO DE ELININACION DE VARIABLES LEDIANTE EL ANA
LISIS D& CORDILLERA APLICADO AL MODELO (279).

CURVA REAL

/ )
L CURVA ORTOGONAL
ol b Vo lopoyo1 )
o 1 .2 I 4 5 6 7 8 % Lo
P

Fuentes licDonald,G.C. y R.C, Schwing.lInstability of
Regression Estimates Relating Air Follution

to #lortuliy.Onus cit,
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todo, al abordar el cuso de lu seleccidn de variables multicoli—

neales,

En conclusidn, debemos hucer hincapié en el hecho de gue la selec-
cibén de variables no debe reuwliz arse en forma mecdnicu y como un

fin en si mismo, sino comd una exnloracidn en lu estrustura de
los datos bajo estudio, y por consiguisnte, el "explorador" o
investigador en cucstidn debe guiarse en una mescla de teoria,

intuicidén y sentido comin par: poder. tensr éxito en su empresa,

-
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VI. CONCLUSIONES

El peligro de la multicolinealidad en el andlisis de regre——
sibn es particularmente agudo en aplicaciones econdmicas Y -
sociales como hemos destacado, debido a la naturaleza misma
de los problemas, asi como cuando se manejan muestras peque—~
fias, principalmente acuellas de series cronolégicas o de cor-
te transversal que se generan “en vivo" o en la realidéd, Y
no por experimentos controlados y muestreo aleatorio, como su
cede en las ciencias exactas, fisicas y biolégicas, en donde

por lo mismo, su ocurrencia es menos frecuente.

Como resultado de lo anterior, el investigador de las ciencias
econémicas y sociales necesita conocer cémo responder adecua-
dammte al'infortunio' de la multicolinealidad y evitar, o al

menos reducir al winimo, sus adversos efectos en lm estimacidn

paramétrica e inferencia estadistica, principalmente.

Desafortunadamente, como ya se ha observado a través de todo
este trabajo, no exite un tratamiento uniforme, ni mucho menos
directo para eliminarla o erradicarla de un modelo de regresién
o econométrico afectado, como serfa el caso de cuzlcuier otra
enfermedad estadistica resultante de la violacidén de algunos

de los supuestos generales del modelo lineal general, como por
ejemplo, la autocorrelacidén o heteroscedasticidad, por citar

las més importantes.




A pesar de lo anterior y vrevio andlisis de las diversas téc
" nicas y métodos discutidos aqui para diagnosticar Y corregir
el prchlema de la multicolinealidad, el enfogue que en nues-—
tra particular opinidn resulta wés conveniente y efectivo pa
ra cumplir con ambos propdsitos, es el gue explota el concep
to de ortogonalidad implicitx o inherente a las variables w--—

explicativas del modelo lineal general,

Concretamente, nos referimos a la técnica de las componentes
principales, que por sus raracteristicas particulares resulta
un instrumento sumamente poderoso tanto para el diagndstico

y andlisis profundo de la multicolinealidad como ﬁafa su e~
rradicacién,a través del auxilio de otras técnicas como la de
la restriccidén paramétrica o la de la regresién de cordillera,
que consideramos muy convenientes y adecuuadas para la elimina-
¢ibén de la colinealidad y gue auncue por si solas pueden coad-
yuvar a eliminarla, su mejor efectividad se obtiene cuando se
puede conocer y znalizar la estructura cclineal exisiente en-
tre las variables exnlicativas afectadas, objetivo este Ulti-
mo, que se puede lograr precisaiente, anlicando la técnica de
las oom~onentes principales, como hemos tratado de resaltar

a través de prdcticamente todo este trabajo. De ahi se expli-
ca el énfasis y relevancia que se le ha asignado a través del

mismo,

Sin embargo, no obstante todo lo anterior, podemos sentir un

cierto alivio deéspués de percatarnos gue la colinealidad se



246,

vuelve menés géria y por lo mismo menos daiina, al aumentar
el tamaiio de la muestra, ya cue al suceder esto, la varian-
cia del término de vnerturbacibén tiende a disminuir forzosamen—
te y nuestros estimadores se vuelven méds coﬁfiables, como he--

mos seiialado,

Aunque no debemos olvidar en el sefialamiento antetior, que las
muestras grandes son wds costosas, tanto para recabar como pa-
ra analizarse, A este propbsito, podemos agregar gue una ven-~
taja de la téenica de las omponentes principales, ademds de
las sedaladas en el parrafo anterior,con respecto a otras tée-
nicas - como por ejemplo, la de la Direccidn Optima de Silvey-
radica en que no reouiere de informacidén adicional para su a-
plicacidén y por lo mismo, resulta mds prdctica y por supues-
to menos costosa en términos econdmicos y de tiempo, auncue
hay gue reconocer .ue su eplicacidén implica un poco més de es

fuerzo que las técnicus tradicionales.

Convieng enfatizar, por otra parte, que con los diversos mé-
todos, procedimientos y técnicas discutidos a lo largo de es-
te trabajo hemos intentado presentar un compendio, lo mds ex-
haustivo posible de las técnicas existentes y mds amplig—-—-

mente utilizadas por el investigador en la materia actualmen-

te.

Empero, y @ pesar de todas nuestras recowmcndaciones, el mé-

todo o técnica en particular que ha de aplicarse en cada caso,
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dependerd en Ultima instancia de la naturaleza propia del —-
problema, de la severidad de la multicolinealidad en el mode
lo en cuestidén, y finalmente, sero no menos importante, del

propioc juicio del investigador,

Para terminar, conviene hacer hincanié en el hgcho de que eg
ta aportacién ha sido un intento modesto de analizar el fend
meno de la multicolinealidad en el andlisis de regresién en
una “edpsula" y tratar de presentaf de una manera coherente,
con un lenguaje accesible,pragmdtico y por demds'desmistifi-
cadd; las técnicas mhs conocidas en la literatura especiali-
zada a fin de diagnosticarla y atacarla, con la esperanza de
que pueda ser utilizada comwo wi instrumento de consulta por
el investigador interesado, en especial al de las ciencias
econbmicas y sociales, a gquien fundamentalmente estd dirigi-
do a quien no dudamos le sea de alguna utilidad, a pesar de
sus limitaciones y posibles omisiones y errores involunta--
rios, por los cuzles asumo responsabilidad plena & suplico

disculpas y comprensién de antemano al lector.
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|

Use of Takiv A-1: The Staadart Normal Distrilntion

The main Body.of this table gives selected values of Z* and the cor-
responding Pr(Z = 2%), where Z 15 a random variabie having a stan-
dard normnal distribution (sce Section 10.1). In the following; fiavre,
Z* is o specific value of Z, and Pr{Z = Z%) is given by the shaded

area. : s .
¢ I

.; ,
.

'
i
L :
§ i
i !

This table is vsed to answer 1wo types of probability problems,
First, ‘ '

1
i
|
!

Findasuchthu Pr(Z 2 2% =«

i
‘

In this case the Z* value is given, and the table s used to determine
the cosresponding provutiily, which is denoied by «. Sccond,

Find Z¢ such kst Pr{(Z 2 Z9) =«

An this case the probabiiity amount (o) is niven, and the tuble is vsed
to determine the critizal valae of Z (denoied generally by 29, but cor-
resposuding to 27 in the table) thut bounds exectly « probabiiity in the
rig nd tail, In both cuases, interpolation cun be used if greater
precision is desired. ;

The lower section of the table gives several probability statements
that are of special interest for staristical inference.

For example, given Z* =1.50, we find thot 2r{Z = 1.30) = .067.
Also, given thot Pr(Z =

and 0.70; interpclaiing, we may say that 2% = 0.675. i

t
!
‘. t
‘

2%y =.25, we find thar Z° lies between 0.65

254,
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STATISTICAL TABLES

Table A-1 Standard Neormal Dictribeticn

Z® PrL=2%) ' Priz=1") VAR U IVA- W AN
0.00 .5U0 103 150 200 .0
0.05 450 ios 147 205 .00
0.10 .40 L0 .13 210 .018
©0.45 0 ¢ 11sa2s 215 .06
" 020 421 120 .1 220 .04
;025 401 125 .IC8 23501
C0.30 382 L0 09 230 .01
{035 363 4 135 0% 25 0
Sloomo ass 7 140 .08 2 008
Lo0as 228 145 0% 45007
R N P 1.5 £07 T L5
L5085 .29 1ss £l 285 WS
1 060" 21, 1L.60 085 260008
SF 065 258 165 019 265 .00
Sy 22 170 045 210 .03
P08 a1 LIS .00 215 003
L0821z 1.80 036 280 003
; 0.85 198 135 o 285 002
L090 184 150 .09 2.90 2
VX SN 1 195 026 295 002
o : w00
TPHZ 2 1282 = 1D
1 PHZ = 1.645) == .05
PHZ = 1.9%0) = 025 ! .

CPRZ = 230) = .6)
CPr(Z 2 2.578) = 03§

. Note: Table enzries dive Z° 2nd corrasponding Pr(Z 2 2°).

!
i Source: Computed wing Fortran subroutines {rom the IM3L Livrury.
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STATISTICAL TABLUS
Use of Table A-2: The ¢ Distribation
This table gives selected richt-hand wil probabilities for 2 random
varizblc having a 1 distribution with df degrees of freedom (see See-
tion 10.2). Each entry in the table is the answer to a problem of the
form: . .
: |
Find @ such that Prt 2 1*) = « ' :
In hypothesis testing, this « is known as the P-value. In the fol'owing |
figure, 1? is a specific value of the random variable ¢ and the ¢ L
probabiliiy « is given by the shaded area. : i a
P! . ; ! : o
: .
"
i
> H
jQ\:\?k‘C\K\\\\T e : i Y
0 I ! .
. ! |
in the table, various t* valuss are given in the column headings, and . !
ihe corresponding « is found in the row labeled by df. ! i
For example, if df =135, we find that Pr(t = 1.50) = .Q77 and l
2e(t 2 2.30) =012, : : ; ‘
il i
J i
o ' ! :
- . H
- T
. M .
i i ’ .
18 Coy :
‘ il P
: S N
r i N
: o . ; ;




STATISTICAL TABLES

; |

|
‘ i Table A-2  P-Valics for the t Distribution
[re=050 100 125 150 135 200 235 250 300
df=1 352 2% 245 LIST L1688 33 a1 a0
200333 200 69 136 L 092 077 .06S 048
pP% 95 s s | 089 070 055 04 029
P32 a8 40 04 078 0S8 G4 0B L0
(.8 319 a8 3 97 Lov0- 051 037 0 018
D6 317 I8 a» 2 085 016 033 oo
P07 316 TS 126 089 J.062 .03 030 010 010
P8 315 473 23 0% ;.059 .40 027 018 009
|- 9 315 72 a2 084 [057 038 026 017 o0
Lol 3 700 a0 082 10ss 0 04 016 007
‘ 119313 169 19 8L T054 035 023 015 006
12 - 33 a6 18 S0 Y053 03 022 04 006
Y13 a1 68T .17 .07 1052 033 021 013 008
LM 312 67 e 078 losT 03 021 013 08
M F NS )b SN {14 415077 G050 032 020 012 .60
Pos a1z e ans o loso o o9 oz oos
11yt a6 e 076 19 03 019 .00 oo
15 3120 65 4 w075 Lo 030 019 01 064
P o oaes a3 018 lesws o 8 o 0
{200 031 a6 a3 075 08 0M 08 01 o
S A ae a3 om Lo 09 8 00 008
p23I 68 L2 07 0T 0 017 010 .09)
l 2 I W R T-* S K SN oy X S £ B 112 017 010 003
124 1311 .64 .12 073 lod6 028 017 010 003
po28 tanoae . on tois 08 017 010 .00
(26 Al 163 L1 07 L0 0% .07 010 3
L2 L3 08 M1 0T 6 0% 016 6w 00
I 28 4310 063 L1100 072 046 03 016 0B .00
| 2 ; 3100 63 L1 072 045 021 016 X0 .00}
io30 Y310 L1630 072 leds 027 016 o3 003
I 40 310 62 .09 0m 01 026 .01 Lol 002
" 310 461 .00 * 070 losy 025 014 08 002
‘, 60 1309 61 03 G69 1093 025 013 008 002
L% 303 Le0r 03 089 o2 025 018 007002
i g0 {309 .160 ( 407 069 02 024 014 007 002
I 90 300 .60 .07 069 42 04 013 007 002
{100 1309 60 .07 068 G2 0M 013 007 002
Vol2s 1309 60 .07 058 041 04 013 007 002
| 150 .09 .9 .07 068 .04 .04 013 007 002
© 900 1.309 159 .06 068 041 023 013 o 002
! 0% Lo

o 1.300 .59 .06 067 040 023 012

: Note: Tnblc entry gives Pr(t i 1*) for 1* in cclumn heading.
Source: Compuud wsing Fortran subroutines from the IMSL Library.
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’ f

Use of Table A-3: The t Distribution |
This table gives critical values for a random variable having a

distribution with df dearces of freedom (see Scction 10.2), The table s
, arranged to answer problems of two forms. First: i :

Find f such that Pr{t = 1) =« i

Varjous ¢ne-tailed o values are given in the column headings, and the!
corresponding critical vatues, ¢, are found in the row for a particulad
number of degrees of frecdom. In the following figure, the shaded
area corresponds o the given e, and 1° is the 1 value that bounds o
* probability in the right-hand il of the distribution, , : g

Pl ' }
o

]“\'\.‘\‘:.‘.“_7
i

M 0

The second problem is of the form:
‘ Find ¢ such that Pr{jt} 2 () = o ‘ i

The probakility amount « is spdit between the two tails of the distribu-

" tian, each conwining @/2. Various two-tailed « values are given in the:
column hcadings, and the corresponding positive critical value, (9, is

given in ihe appropriate row (the other critical value is —(). In the

foliowing figure the two shaded areas together correspond 1o the given

a, and t° is the 1 value that bounds «/2 probability in the right-hand
tail, . X
'

PGy !

—y : 0 l" ¢

g

For example, if ) =15 and o =.05, 1 = 1.753 for a one-tailed
test, and ¢ = 2,131 for a two-iziled test. Note that (¢ for a one-tailed
test with a = .05 is the same as ¢ for a two-tailed test with a = .10, |

1

!
)
BN
)

i

L ki e

e
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STATISTICAL TABLLS i
. Ly
v , ; 3
i Table A3 Critical Values for the £ Distribution
| Oncailed a=.10 05 025 0 ©.008
Two-tailed @ = .20 d00 0 s T m o1
df=1 3nn! , 6.314 12706 | 3L 63,6577
v 1886, . 2920 4,30 6.968 9.925
.3 L6 2383 3182 ROLEN! 5841
o 1533 ) 2132 aT6 || AW s ag0y
i Ay 2,015 2571 2.365 aon
P S K 1.943 2447 | 3043 3907 7
try VoIS 189S 2365 | 2w C 2409
PR T s 2306 U 3385 !
!'a L. 1283 1.833 2260 | s 1290
L R v - S R B 222 LR, 369
Y L1363 uTs6 2201 AT Y
IR PR B NS B3 2479 |0 st *'3.085
s 1350, A 2160 2450 301277
1o R TT R B [ 2,145 b 628 o
178 13310 L1 0 243 P 200 2047 '
16 1337 | 1746 20 |0 258 29m
Y] 1333 LMo, 2110 |, 2567 2898
v 13307, LM 2000 | 2882 2878 ¢
P 138t e 2000 250 2861 °
- 13250 1S + 2.086 2828 2848 "
2 13230 0 L 2080 2515 “asy
22 1321 T 2m 2,508 2819
23 1319 1714 2.06% 2.500 2.807
- 24 1318 L 2064 21492 " 2,797
b 1316 1.708 2.060 31435 2707
'! 25 1315 1706 2.056 o RAT9 2119
bz 1314 1303 2.052 b 2am am
o 1513 1.701 2.048 2,467 2,763
{29 131 1699 2,045 2,462 2,756
130 1.310° 1.697 202 1 287 2.750
o4 - 1303 1684 200 | 2423 2.704
T 1.299 1676 200 | 2403 2.678
' 1,296 1671 4 2000 & 2390 2.660
70 1.294( 1,667 W94 - 238 2648
50 1.292° 1.664 1.990 2374 2639
90 1.291 1.662 1.987 - 2268 2.632
w 1.290 1,660 To1984 2.364 2.626
1S 1.288 1.657 11879 2,357 2,616
4150 1.287 1655 | 1976 2.351 2.9
200 1.286 1.653 1972 2,345 2.600
® 1.282 1645 1.960 2326 2.576

Pr(it} =€

. Source:

=« for two-tajled tests.
Computed using Fortran subroutines from the IMSL Library,

.\v

Notw: Table cntry gives (€ corresponding to Pr(t = 1) =  for onc-tailed fests tnd

Ay
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STATISTICAL TARLES
] i .
Use of “Table At The Chi-Square Bistribudion 5 :

This sable gives vritical values for a random variabls having @
chi-quare distribution with df degrees of freedom (see the appenrdix
to Chap.or 10). Each entry in the table is the answer 1o 2 problem of
the formes o X P .

R it

Fir-d {¢) such that Prixd = (YY) = [ P ,
{
Various values of a are given in the column headings, and the cor’
responding (x) is found in the row labeled by df. Critica! viues for!
areas in the left side of the distrib-ution can be found by subtraction, ’
df =35, () =53.22 for «=.025 and
U715, Thus, () = 53,20 bouads 025 probubility
() = 20.36 bouwds 025 probubility in the

"For example, if
() = 2058 for o =

left side, . : Co i

« . T
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¢ ' Table A4 Critical Values for the Chi-Souare Distribution

; ;
; a=M90 975 - w0 90 A0 050 .05 010
df =1 - - - 002 ' 271 354 5.02 6.64
D2 002 005 010, 021 .« 460 5w 238 . 9.2
] 3 0.1 022 035 0.8 5.25 7.2 9.3 1132
heoa 030 04 0.7, 1.05. 7.78 949 ILIS 1328
LS 0.55 C.83 LIS b6l 0 o924 107 1288 LIS
16 0.87 124 1.63 220 101065 1260 1446 - 16.8]
LT 1247 169 207 283 U402 1407 16,02 i - 18.47
;8 164+ 2138 273 349 CU13360 1551 1755 12008
] .9 2,095 .70 33200 417 s 169 1903, 2165
‘l 10 2550 324 - 394 486 - 1599 1831 2050 2319
you 3.05 L8l . 457 5.8 17281963 2193 2475
.12 3.57 . 4.40 522 630 - 1855 2103 2335 26.28
K] 4.0 _s.0! 5.89° .04 1980 2231 2475 212
o 465 T S.62 657, 739 - -2107 269 2643, .29.07
: 143 523 . 626 1,260 B.SS - 2231 2500 27.50 . 30.61
i }'1f6 5610 690 7.960 9310 12388 2630 2886 32,03
i 640 < 7.56 $.67 1008 ' 2477 2159 1020 33.44
: 1 18 700 - 823. 939 (056 - 2599 2843 31.54  34.8)
Lo 1.63 $.90 1011 11.65 2721 3045 3287 3622
B 8.25 9,59 1085+ 1244 ;2842 3142 3408 3759
1! §.59 (1028 1159 1324 - 2062 3263 3549 3896
iola2 9.53 1098 12,34 1404 3082 3393 3679 L4031
gl 2 1019 1069 13090 1485 -0 3201 3508 3509 141,66
PR 1] 2085 1240 1384 1566 . 3320 3642 3938 L 43.00
] 128 151 1301 1861 1647 3438 GG 40.66 4434
1 Tag 1209 1384 1538 1.9 3557 3889 4184 45.66
LY 1287 1457 1615 1811 3674 4003 4321 46.99
4 28 1355 1530 1692 1894 3792 4134 4447 4830
‘ 29 a2 1604 170 19.77 39.09 4256 4574 49.61
i !30 1494 1678 1849 20.60 4026, 4318 4699 5091
i35 16849 2056 2246 2479 1605 4981 8322 5136
[ <0 204 2342 2651 2505 S1.00 5575 9.3 63.7)

45 2588 © 2436 306l 3MAs 57500 61.65 €5.41 6998
29.68 -+ 3235 3476 31.69 63.16 6750 TL42 76,17
85 1355 3639 3896 42,06 68.79 7331 7738 8231
60 3746 4D4T 4309 46,46 M3 7903 £330 ER4D
© 65 41,42 44,60 47.45 5089, 7997 8482 893 944
70 4542 48,75 51714 5533 §5.52 9053 95.03 100,44
75 4046 5294 5605 59.80 91.0 Y321 10084 10641
80 53.82 5715 G039 64.28 56.57 10188 106.63 112.34

w»
(=]

85 57.62 6138 6475 (878 10207 107.52 1 12,40 118.25
© 90 61,74 65.64  OY.13 7329 107,56 11304 1804 12413
- 95 65.83 6992 7352 77182 113.03 11875 12386 12999

100 7065 7422 7793 8L 1By 2434 12956 135.82

.Nate: Table entry gives (3 corresponding 1o Prid 2 09 = @
.Source: Computed using Fortran subroutines from the IMUL Librury, Some values
differ slightly from those in other published tables, | {

'

T 0 +

261.



Use of Tables A-5 and A-G: The F Distribution. i R

These tables pive critical values for a rendom variable having an F
disiribution with 1 degrees of freedem in the sumeraior and d dearces
lix to Chapter 10). Each

of freecora in the denominator (s2¢ the app

entry in the tables is the answer to 2 probizm of the form: .
1 i
- -~ ¢ | i’
Find F¢ such that Pr{F, , = F'j=a ) . |

Tabic A-S contains the ¥ values for the .03 lavel of significance, and
able A-6 contafns the i values for o = .06, The entry for a par-
ticular disiribution is in the column headed by n and the row labeled
by d. N
For example, if =4 and d =30, F€ =256 for «=.05 and
"

F¢ =372 for a=.ClL

B
1
'
!

e s s

+ 262,
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Table A-5  Crizical Values for the F Mstribution (o = .03) i

a=l 2 3 4 5 6 5 16 s
K

del 1604 1995 257 246 202 2340, :

1850 1930 1546 1975 1930 1933 1937 19.40 19
31043 655 938 912 561 894 5SS 8379 8.

41T 69s 659 639 626 616 6G4 595 5.56

$ 660 STH Sl 510 505 483 482 473 4.2

6 53U 5S4 425 453 430 438 415 406 3.94

7589 474 &35 412 397 131 ). 54 351

§ 532 446 407 38¢ Y 3

9 Sz 426 356 363 345 337 L M 301

10 496 4 371 38 33 3,

11 4.54 3,98 3.5 336 3.20 3.0 . 2.35 2.7
12 475 3.89 39 3.6 i 302 8 2.75 2.82
13 4.67 3.81 34 318 3.0 292 Ry 2.91 2.55
14 4.60 374 334 3 2.96 PR . 2.5 246
15 4.54 3.63 3.29 3.05 2.0 27 R 2.54 2.40
16 4.49 3.63 23 3.6t 285 274 259 2.9 2.33
17 445 LY 3.2 2.96 2.8 p] 2.5% 2,45 2.2
18 4.4l .25 316 293 277 2486 251 a4 227
19 4.33 3.82 3.3 2.4 274 2.63 248 2,38 2.23
20 4.35 349 3100 28 27 2.60 2,45 2.3 2.0
2 432 3.47 107 2.84 2038 2.57 242 232 2.18
2] 4,30 3.44 305 2.82 .66 2.55 240 230 218
2 4.23 3,42 3.03 282 2 25 237 2.2 2.13
W 4.25 3.0 .01 278 2,62 251 2,36 2.25 2
25 4.24 339 299 2796 2.60 2.4 2534 2.24 2.4
26 4.23 3.37 2.08 274 259 2.7 232 2.2 2.07
27 4.21 3.35 256 273 257 2.4 2.3 2.20 2.
33 4.20 KRR} 295 2,74 256 245 209 2,19 2.4
29 4.18 2.93 270 235 243 223 218 2.03
30 417 3.3 292 RED] 233 2.2 2.27 216 2.el
(5] 403 3.3 2.84 2.61 2 2,34 2.4 2.68 1.92
30 4.03 2 Pt ] 2.56 240 .09 AKX 2,03 1.87
60 403 318 276 2.53 pEY) 205 210 199 1.584
n 3.93 12 274 2,50 235 223 207 1.97 1.0
80 3.5% 3.1 A 2.9 233 2.21 2.08 1,95 1L
N 395 3.10 2.3 247 232 2.2 2.0% 194 173
16 3.94 3.09 250 2,45 23 2.19 2.03 1.93 [
125 .62 3.07 268 2.4 229 217 2.01 1.91 1.7§
150 .90 .05 2.65 2,33 227 216 2.00 1.89 1.73
2% 3.89 3.04 2,65 2,42 226 204 1.93 1.8% 1,72
o 3.84 3.;m 2,60 2,37 221 2,10 1.94 1.83 1.07

Note: Table entry gives FC corresponding to PriF, ;i ) = 05,
Source: Computed using Fortean stbroutines from the IMSL Library,

T
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i
X

i

Table A6 Critical Values for the F Distrinution (o« = 1)

!
i
]

§on=t 2 3 4 s 6 8 10 15
Pde 1 4052 4w, S03 SEN. SIGh SNSO. S9N 60S6. 618,
L2 9850 YR SO4T 925 9930 9333 . WM 9940 §59.43

3O 3057 2946 2871 2824 2791 149 2123 26,87

T4 2020 1800 16,69 1598 1852 1821 1480 1355 14.20

§s 1626 1327 1206 1039 1097 10.67 1029 1005 972
C16 1ATS 1092 678 945 BT g7 1 840 T.ST 7.56
i f:‘1 1225 955 845 - 785 746 LI9L. 680 662 631
P18 1126 865 159 .01 663 437 [ 603 sSL ss2
Flg 1056 802 69 642 606 ico S47 526 496
S10 1004 56 G55 S92 564 39 P1506 45 456

1665 720 622 s61 s32 407 b 4T 4 428
P12 933 693 595 SaL 806 j.s: i a3 40
P13 901 65 574 521 1 486 g4 410 38
Dl w6 65T 556 501 469 446, 401 398 366
PR3 BE8 636 542 489 4s6 43[4 he0 3
Fl6 0 BS3C 623 529 47 444 420 {38 369 Al
P17 840 601 T SA9 0 467 &34 4100 3T 359 LM
T8 829 601 S0® . 458 425 401 37 ds1 Am

19 BB 593 5010 450 417 394 . 363 343 AdS

200 810 585 494 43 410 38T 0356 33T 309

20802 578 48T 437 L 40t 381 I3SL 331 - 30

220795 572 482 431 A9 176 )45 326 298
L2300 TER 566 476 426 394 LT a3 293
LI S X ) B 422390 16707336 347 2.9
I 25 937 557 468 418 385 lovisn 13 28
f 26 732 553 45t 414 32 189 1329 3w 2
b2 Tes . 549 460 41l 378 bse 1326 306 278
- T Y SR 457 407 375 3530323 303 275
- A ] A2 484 404 373 XS0 3200 300 27

0 786 839 &Sl 402 370 347 347 288 W

40 731 S48 431 383 351 329 . 299 280 252
LS00 77 566 420 372 341 309 289 0 270 242
Y60 708 498 a3 A6 334 3020, 282 263 238

70 701 492 407 360 329 307 278 259 231

80 696 438 401 356 326 201 . 274 285 W

90 693 485 401 383 323 301 . 272 - 232 M

100 680 452 398 XSt 320 299 ¢ 269 250 222

1286 681 478 394 347 317 295 266 241 219

150 681 475 391 34s A4 292 263 244 216

00 676 471 388 34l 301 269 . 260 241 203

e 0.53 4.61 .8 3.32 3.02 260 . 2.51 232 2.04

" Note: Table entry gives &€ corresponding to Pr(F, 4z F) = 0L
Source: Computed using Fortran subroutines from the IMSL Library.
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