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INTRODUCCION

En dimensién dos se tienen tres geometrfes; la euclidiana, la eliptica y la
hiperbélica.

En el primer capitulo estudiaremos un poco las tres geometrias y el problema
que queremos resolver es ¢Con qué trisngulos geodésicos podemos enlosar nuestros
espacios modelo? La respuesta a esta pregunta la d4 ¢l Teorema de Poinceré.

En el segundo capitulo damos algunas bases de grupos topolégicos y de acciones
de grupos en variedades, las necesarias para responder a la pregunta éCuédndo el
cociente de una variedad bajo la accidén de un grupo es variedad? La respuesta a
esta pregunta la df el teorema 2.41.

Después estudiaremos un poco sobre estructuras geométricas y queremos saber
cudndo se le puede dar a una variedad de dimensién dos una estructura geométrica
corpleta modelada en los espacios P € {E?,§% H?} estudiados en el capltulo 1, del
tipo (Iso(P), P). Es decir, nos preguntamos si dada una variedad M de dimensién
dos, Podemos parcharla con abiertos de P pegados mediante isometrias de P.

Probaremos que el problema de encontrar estructuras geométicas completas
del tipo (Is0{P), P) es equivalente & encontrar un grupo G de isometrfas de P tal
que P/G = M.

Terminaremos el capftulo probando el teorema de ensambladura que nos dice
que si nosotros armamos una variedade con objetos de P mediante isometrfas, obten-
emos una variedad con una (Iso(P), P) estructura.

En el tercer capftulo construiremos los grupos G de isometrfas de P que hacen
que P/G sea una (Iso(P), P)-estructura, tales grupos son llamados cristalogréficos
de P.

Esto es, definimos grupo cristalogrdfico como aquellos grupos de isometr{as que
actian en P de manera propia y discontinua tal que el cociente sea compacto.

Se puede encontrar para toda M variedad diferenciable un grupo cristalogréfico,
en la tesis loa calculamos para toda variedad diferenciable de dimensién dos ex-
cepto para el caso en que M sea no compacta y no orientable, suponemos que el
procedimiento que usamos para construir las variedades compactas sirve para las
no compactas, sin embargo no encontramos una forma canénica de partirlas, de
algin modo con todo esto hemos clasificado los grupos criatalogrédficos libres de dos
dimensiones.

Existen otros grupos cristalogréficos no libres que hacen del cociente casi una
variedad excepto que se tienen singularidades, en el apéndice A ponemos algunas
definiciones sobre estos espacios y damos una clasificacién de sus grupos crista-
logréficos en una tabla.



En el apéndice B planteamos el problema de cudntas estructuras geométricas
completas se le pueden dar a una misma variedad.

En el apéndice C ge plantea el problema en dimensiones superiores y por dltimo
en los siguientes apéndices se establecen algunos de los teoremas mis importantes
que se usaron en el desarrollo de toda la tesis.
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CAPITULO 1

En este capftulo estudiaremos les geometrias de dos dimensiones: la Bucli-
diana, la Elfptica y la Hiperbélice; de cada una de ellas daremos modelos, un
producto interno, su grupo de isometrias con respecto a la métrica obtenida por
el producto interno dado y haremos una descripcién de las geodésicas como curvas
que minimizan la distancia entre dos puntos. Calcularemos el drea de los tridngulos
geodédsicos. Definiremos Grupos Triangulares: Euclidianos, Elfpticos ¢ Hiperbélicos
los cuales son subgrupos de isometrfas generados por reflexiones particulares. El
Teorema de Poincaré nos permitird afirmar que la imagen de un tridngulo bajo
todos los elementos de un grupo triangular forman o constituyen un enlosado de
nuestro espacio modelo.



Geometria Euclidiana

Nos referimos a la geometria que cumple con los cinco postulados de Euclides, sin
embargo, el hecho de que permitamos que el quinto postulado de Euclides referente
a la existencia de paralelas falle permite la construccién de otras geometrins, La
Elfptica en el caso de no existir paralelas y la Hiperbélica en caso de existir mis de
una, empecemos con la euclidiana.

Bl modelo de estudio es el plano euclidiano &7,
E! producto interno es el producto interno usual, es decir, el dado por:
(u,v), = Z 9ij dz; © dz;.
1€i<2
15,22
desarrollando se obtiene: (u,v), = dz}+ dz3 con lus gi; = 6 ln delta de Kronecker,
donde u y v estdn en el espacio tangente 2 R?en 2, T,,@’ y p cstd en B? .
1.1, Definicién
La longitud de 7: [a,b] — ®? una curva diferenciable en &? es

[(8:8) aws0

y la distancis entre dos puntos p y ¢ como sigue:

d{p,g) = inf{L{v)}} v es una curva diferencinble queune p y q}.

Hemos definido la distancia entre dos puntos de nuestro modelo cs claro ques{ es
una distancia y como toda distancia induce una métrica tiene sentido que llamemos
E? al espacio métrico (R?, (1)) la métrica inducida por la distancia definida, coin-

cide con la métrica usual de R .
1.2. Definicién

Una aplicacién diferenciable f : E* — E? ea una isometria de E? si satisface
que
(u,v), = (dfp(u),dfp(v)) paratoda pé€ R? y u,v € TR

1.3. Proposicién

Las traslaciones, las rotaciones y las reflexiones son isometrias de E2.
Demostracién.

Las traslaciones por un elemento & de R* estan dadas por Th(z) = z + b caleu-

lando su diferencial se tiene 0
1
de,p = ( 0 1) .

con dTy,(u) = u y dTpp(v) = v entonces se tiene
(u,0) = (dTop(u), dThp(v)).
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Las rotaciones por un dngulo § y con centro en el origen estan dadas por una
transformacién lineal cuys matriz es simétrica ¥ con determinante uno, asf que se
puede ver como

Ro(z) = (cos0 -scn0) <x1> - (1‘.;(‘.050 - x;senﬂ) '
senf  cosé zy zysend —~ zycosd
Ya que las rotaciones son lineales sc tiene entonces que su diferencial es
dRgp, = Re(p)
asf que se se tiene

(u:v) = (dRGp(u)’dROp(v)) = (Rﬂp(u)vRﬂp(U»-

De la misma manera se prueba que las reflexiones & lo largo de una recta ! que pasa
por el origen y forma un éngulo 0 con el eje X son isometrfas pues también son
lineales con matriz asociada del siguiente tipo:

cos20  sen2d
Ri(z) = (senZO - cos 20) ’

O

Probamos que las rotaciones, las reflexiones y las traslaciones son isometrfas,
pero la pregunta que nos interesa es si son todas, es decir, si toda isometria es de
alguno de estos tres tipos. La siguiente proposicidn nos caracteriza a las isometrias
de E2.

1.4. Proposicién
Una aplicacién o os una isometria de E? si y sélo si es de la siguiente forma:

a(z) = Az+b con A€O0(2)ybeR

Donde O(2) es el grupo de matrices ortogonales de 2 x 2.
Demostracién.

Sen f: R? = R? una isometrfa si f{0) # 0 entonces cosideremos g = T_j0)°/,
es claro que g(0) = 0 y como sebemos que si g es una isometria que fija al origen
es lineal entonces por preservar el producto interno es ortogonal as{ que se tiene
que g(z) = Az para alguna A € O(2) y entonces [ = Tyo) 0 ¢ es de la forma
J(z) = Az + b. Ahore sea a{z) = Az 4 bsi b # 0 entonces & no tiene puntos fijos,
sea £ la composicién de a con T-p, § = aoT., entonces § = Az si el determinante
de la matriz A es 1 entonces sabemos que A es la matriz de rotacién para algin
dngulo y si el determinante es —1, A corresponde a una matriz de rerflexién, de
aquf que B es una rotacién o una reflexién, as{ que o es una rotacién compuesta
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con una traslacién o una reflexién compuesta con una traslacién, en cualquiera de
los casos es una isometria por lo tanto quedéd probada la afirmacidn. nl

1.5. Proposicién
El conjunto de isometrias de 8% es un grupo que denotaremos Iso(E?).
Demostracién.,
Sean a y £ isometrias de E? sc tiene ontonces
i) La composicion 7 = 3o o es una isometrin si x = Ar+a y f=Bz+bse
tiene entonces que v = Cr+ecdonde C = B-Ayc=Ba+b
ii) Es asociativo por la asociatividad de la composicién de las funciones
ili) El elemento neutro es la aplicacién identidad.

iv) El inverso de a cs la isometria que tiene como matriz, la inversa de A y la
- Ve gz~ A-ta,

traslacién es por —~47'a, o™
v) El grupo Iso{E?) no es abeliano. 0

Veamos ciertas propicdades de las isometzins |
1.6. Propiedades de las Traslacionas :
T.i Las traslaciones forman un subgrupo normal de Iso{ E?)
T.ji Las traslaciones distintas de Ty son libres de puntos fijos, es decir son tales que
si Ty(z) = z se tiene que b= 0.
T.iii Toda traslacién tiene orden infinito en Iso(E?).

T.iv Sip es el homomorfismo dado por ¢(Az +b) = A se tiene la siguiente sucesién
exacta:
0 — B 24Is0(E*)-20(2) 20
donde ¢ : R® — I'so(E?) es el homomorfismo que estd dado por ¢(b) = Tp.
T.v Toda traslacién T, es composicién de dos reflexiones en rectas paralelas I y m
paralelas entre si, ortogonales a a ¥ a distancia ji;-l cntre s{ y la construccién
no depende de la eleccidén de las rectas.

£

figura 1

Las rotaciones que mencionamos en el principio tenfan centro en el origen de
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R? , sin embargo a la composicién de una rotacién con una traslacién, también la
llamaremos una rotacién y las denotaremos R(6,a) donde R(f,a) = Rgo T,.

L.7. Propledades de las Rotaclones :

R.i Las rotaciones con centro en el origen forman un subgrupo de Jso(E?) isomorfo
a SO(2) el grupo de las matrices ortogonales de 2x 2 con determinante positivo.
Si tomamos el grupo de las rotaciones con centro en a € R? se obtiene otro
grupo isomorfo a SO(2) que denotaremos SO(2),. Si b es otro punto de E? y
consideramos el grupo de las rotaciones con centro en b se tiene que SO(2), es
conjugado de SO(2), en Iso(E?) .

R.ii El grupo de rotaciones es cerrado bajo conjugacién por traslaciones esto es

Too R(6,a+b) o Ty = R{6,a +b).
R.ii Si Ry es una reflexién entonces
Ryo R(0,a) 0 Rl—l = R(0, Ri(a)).

R.iv Toda rotacién fija un punto.

R.v Las rotaciones R(6,a) tienen orden infinito cuando 6 es un miltiplo irracional

de #. Si @ es un miltiplo racional de 7, § = 5‘ con 5 irreducible R(6,a) tiene

orden finito q.

Si R(6,a) tiene orden infinito entonces genera un subgrupo denso de SO(2),

eato cs, se le puede dar a $O(2) una topologfa y entonces un subgrupo es denso

8i corno subespacio es denso. t

R.vii Si R(6,a) tiene orden finito entonces genera un subgrupo discreto de SO(2).

R.viii Toda rotacién R(8,a) es la composicién de dos reflexiones sobre rectas | y m
en R? tales que se cortan en a haciendo un éngulo de % ¥ la construccién no
depende de la eleccion de las rectas.

L

R.vi

=

o

\\ >
figura 2

Las reflexiones como vimos son isometr{as pero no preservan dngulos orientados,

t En el siguiente capftulo veremos con detalle como dar una topolog{a a los grupos
que estamos estudiando, para mayores referencias ver [Both].
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los invierten de signo. La composicién de dos reflexiones puede ser como vimos una
traslacién o una rotacién as{ que las reflexiones no forman un grupo por s{ mismas.

1.8. Propledades de las Reflexlones:

Rfi Una reflexién cualquiera R; y la identidad Id forman un subgrupo de Iso(E?)
de orden dos.
Rfii Si G, es el grupo generado por {R;, Id} y G; es ¢l grupo generado por { Ryn, Id}
entonces G; y G, son conjugados.
RIili Las reflexiones dejan fijos todos los puntos de la recta sobre la que reflejamos,

{/\

figura 3

La composicién de una reflexién con una traslacién no es rotacién , reflexién ni
traslacién pero es la composicién de tres reflexiones, la denotamos G(l,a), donde !
es la recta sobre la que reflejamos y a es es un vector en B? con el que trasladamos.
Ya vimos que si a € Iso(E?) entonces afz) = Az +bcon A € 0(2) y b € R?, asf
que toda isometr{a es una rotacién, una reflexién , una traslacién o una reflexién
compuesta con una traslacién. Si A € SO(2) entonces A es la matriz de una rotacién
ya=R(0,b). Side ?05%)5 entonces A es ]a matriz de una reflexién; si b = 0 es una
reflexidn y 8i b 7 0 entonces es la composicién de una reflexién con una traslacién,

Hemos analizado algunos aspectos de las isometrfas de E?, todas ellas como
vimos se pueden considerar como la composicién de reflexiones a lo més tres en el
caso de las que llamaremos reflexiones trasladadas G(l,a), dos en el caso de una
rotacién o de una traslacién. Se tiene entonces la siguiente proposicién:

1.9. Proposicién
Toda isometr{a de E? es composicién de reflexiones. o

Sean r y y dos puntos de E? con la misma abscisa, es decir, z; = y;. Sea
4 :R — R? donde 4(t) = (to, t) con ty = cte, to € R. Se tiene que

tz
L("I)= dt:tl—tg.
ty

1.10. Proposicién



Se tiene ademfs que L{7) = d(z,y) con ¥ como en el pérrafo anterior,
Demostracién.

Sea ' otra curva diferenciable que pasa por z y por y parametrizada por ¢
entonces se tiene que

L{y) = /‘:’ ((%’1)2 + (93%3)1) §dt.

esta integral es mayor que L(v) siempre que %‘l sea distinta de cero. De la
definicién de d(z,y) se cumple que L{4) < d(z,y) y como L{4) < L{4) pera toda
v’ que pase por z y por y se tiene entonces L{v) = d(z,y). (n]

1.11. Definlcién
Las geodésicas son las curvas que minimizan la distancia.

De la proposicién anterior se deduce que todas las rectas que son verticales son
geodésscas, adema4n se tiene la siguiente proposicicién :

1.12. Proposicién
Cualquier recta en R? es geodésica de E?,
Demostracién,

Como las isometrias preservan el producto interno, preservan distancias y por
lo tanto mandan geodésicas en geodésicas. La imagen bajo cualquier isometria de
una recta es una recta y podemos mandar siempre cualquier recta a otra dads, por
lo que cualquier recta es geodésica. o

Ahora podemos hablar de tridngulos geodésicos. Como en este caso coinciden
con los usuales de R?, utilicemos lo que sabemos de ellos.

1.13. Proposicién
La suma de los dngulos internos de un tridngulo es .

Veremos més adelante cdmo este hecho caracteriza la geometria en la que es-
tamos trabajando.

Demostracién.
Ver figura 4. 0

figura 4



1.14. Definicién .

Si G es un subgrupo de isometrfas de X una variedad riemanniana decimos que
un conjunto cerrado F de G es una regién fundamental si:

) Ugeg9(F) =Xy
if) FOng{F°) =@ donde F° es el interior de F.
Entendernos por un enlosado de X a la descomposicién asociada en 1}

Un enlosado lo hacemos copiando una regién fundamental por medio de isome-
trfas y armando nuestras regiones de una buena manera, es decir de manera que se
cumplan i) y ii).

Inversamente si en E? pensamos en que la regién F sea un tridngulo las condi-
ciones para que F sea una regién fundamental de algdn subgrupo de isometr{as y se
obtenga un buen pegado implican que los 4ngulos internos de F son de la forma %‘—’I
para algunos enteros n;, para que todas las copias de I’ que compartan un vértice
constituyan una aurcola cerrada de 2r alrededor del vértice, ademds se tiene que
todas las copias de F deben tener las mismas dimensiones para poder ensamblar
lados de la misma longitud, esto es lo que llamamos un buen pegado.

A &

no

buen pegado figura 5

Observacién. Existen otras definiciones de enlosados en las que 1as regiones
fundamentales no son necesariamente isométricas, se puede enlosar también copian-
do las regiones y armando de otra manera, lamamos a estos enlosados no regulares,
pero en general estos no tienen relacién con subgrupos de isometrias en el sentido de
la Definicién 1.14. La correspondencia entre enlosados y subgrupos serd estudiada
ma4s detenida en el capitulo 2.

figura 6
Nos interesa estudiar los enlosados regulares hagamoslo con tridngulos. Para
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ello queremos encontrar tridngulos con dngulos a,f y « teles que a = %. 8= -:-
y 7 = £ con p, ¢ r enteros, esta condicién estd dada para que las aureolas en

los vértices de los tridngulos del enlosado formen un buen pegado y como son los
dngulos de un tridngulo euclidiano se tiene que por la proposicién 1.13 deben ser
talesque L+ 141 =1

1.15. Proposlcién

Las ternas euclidianas (p, g,r) sélo pueden ser (3,3,3),(2,3,6) y{2,4,4).
Demostracién.

Se tiene que p, ¢ y r no pueden ser 1.

Si p = 2 se tiene que % + % = % por lo que ¢ y r tienen que ser mayores que 2,
8i ¢ = 8 se tiene que r = 8, por lo que se tiene la terna (2,3,8). 8i ¢ = 4 se tiene
r =4 y se obtiene la terna (2,4,4).

Si p = 3 entonces se tlene que % + % = § por lo que ¢ =r =3 y nos queda la
terna (3,8,3).

Se tiene que p no puede ser cinco ni mayor que seis pues la expresién no tiene
solucién en los enteros, por lo tanto son las dnicas ternas, u]

Llamaremos A(p,g,r) al tridngulo con dngulos £, 2 y £, Sean 4,B,C sus
vértices a,b,c sus lados y L, M, N reflexiones sobre a, b, ¢ respectivamente,

1.16. Proposicién

Las reflexiones L, M y N geners un subgrupo de Jso(E?) denotado A°*(p, q,r)
llamado grupo triangular. n]

Llamaremos palabras a los elementos de un grupo triangular, veamos algunas
copins de A(p, ¢,r) bajo algunas palabras del grupo triangular euclidiano correspon-
diente;

A*(3,3,9).

Podemos utilizar como reglén fundamental un tridngulo equilétero con vértices

X, Y, Z hagamos un bosquejo de la imagen del tridngulo bajo algunas palabraa del
grupo y veamos como se easamblan las copias de Ia regién fundamental:




Todo punto de R? se encuentra en alguno de los tridngulos y solo en uno, si
reconocemos como un mismo punto z todos aquellos que son de fa forma g{z) para
alguna g € A*(3,38,3), existe un representante de cade clase y uno de toda clase.
Esta construccién quedard més clara con el teorems de Poincaré que veremos al
final del capftulo.

Veamos como se ven ahora para A*{2,4,4) donde loa trikngulos son recténgu-
los e iséceles que a su vez ensamblan rectdéngulos y hexdgonos se ven como indica
la figurs. 8,

N
¢ /s
A4 4
‘3
‘ 1
“
¢ L
I
figura 8

£*(2,3,8) es un tridngulo rectdngulo con el que sélo podemos construir rec-
tdngulos y se ven como siguen:

/.‘ s
m

LN

s ¥/

figura 9
Si consideramos el grupo de isometrias A(Z,;’ﬁ, %, £) Existe un cuarto triéngulo

con el que podemos enlosar E*, Este se obtiene de la slguiente forma: A*(p, q,r)
contiene rotaciones en cads vértice de dngulos ¥, 5,3, %, 2%, £, 8%, ol dinico trign-
gulo que podemos construir ademés de los cuatro que tenemos es A(%F, §,%). Sin
embargo, este tridngulo no tiene sus dngulos con la forms de los tres anteriores.

Ahora sf son todos los tridngulos con los que podemos enlosar & E?, asf que
sélo existen cuatro triéngulos.
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Geometrfa Elfptica

Sea la esfera unitaria en R%, §* = {(z,y, 2)|2% + y* + 27 = 1}.
En coordenadas esféricas se tiene que

§* = {(z,y,2)|z = cosfcos p, y =sinfcosp, z = sinyp,

con0<0<ry0<p<2rn}.

La métrica canénica de R? induce una métrica de Riemann en §? por su encaje.
La métrica canénica de R® desarrollando se ve como ds’ = dz? + dy® + dz?
donde ds = (z, y)ﬁ que en coordenadas esféricas se transforma en

ds? = dp? + p?(d6? + sin? 0dp?),

como en la esfera se tiene que p = constante = 1, la métrica restringida a §* se ve
ds? = df* + sin’ 0dy?.
1,17, Definlcién

La longitud del segmento de la curva diferenciable v que une a z y a y dos
puntos de $7 esté dada por la siguiente expresién

L) = /;ds

y definimos la distancia entre dos puntos z y y como sigue:

d(p,q) = inf{L(B)|8 es un segmento de curva diferenciable en §? que unea py g}.

§? no es un buen modelo de geometria pues como veremos por dos puntos
distintos pueden pasar més de una geodésica es decir, més de una recta, en el tercer
capitulo daremos la construccién de otro espacio, el proyectivo que nos servird para
quitar este problems, sin embargo, este espacio no se puede encajar en R® ver
[DoCar2). Pensemos en el espacio métrico (§?,d), calculemos las isometrias de este
espacio y calculemos las geodésicas,

1.18, Proposicién

El grupo de isometrfas de §? Iso(S%), es el grupo de las isometrfas de R® que
dejan invariante a §*. El cual es el grupo ortogonal lineal O(3). (n}

Son las isometrfas que dejan fijo al origen de B3, O(3) tiene dos componentes
conexas dependiendo del signo que tenga una matriz, estard en SO(3) o en la otra
clase. SO(3) es el subgrupo de Iso(S?) que contiene a las rotaciones, isometr{as
que fijan & dos puntos diametralmente opuestos y rotan a §? con eje de rotacién la
recta en R® que une a los dos puntos.
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1.19. Proposicién

Los elementos de SO(3) tienen orden finito si son rotaciones con un 4ngulo
multiplo racional de 7 e infinito en otro caso. a

Si A tiene determinante positivo es claro que A preserva orientacién asf que los
elementos de SO(3) preservan orientacién.

Fijemonos en los elementos de O(3) con determinante negativo; estos son de
dos tipos dependiendo de que tengan o no al 1 como valor caracterfstico.

Si A € O(3) e invierte orientacién entonces —~1 es valor caracterfstico de A y

entonces debe existir una recta por el origen en R la cual queda invariante bajo Ia
isometrfa recorrida en sentido opuesto.

El plano 7 ortogonal a la recta ! invariante por la isometria o con matriz
asociada A, queda también invariante y la restriccién de a al plano debe ser una
rotacidn,

Si esta rotacién es la trivial, es decir, al dngulo de rotacidn es cero, entonces
a es una reflexién sobre el plano 7. Si no es trivial a solo fija al origen y en §% no
tiene puntos fijos,

Con lo anterior hemos probbdo el siguiente resultado.
1.20. Proposicién

Hay dos tipos de isometrfas que invierten orientacién; reflexiones, las cuales
fijan un cfrculo méximo de §* y las isometrfas sin puntos fijos. u}

figura 10
Un ejemplo de una isometria sin puntos fijos es la funcién o aplicacién antfpoda
f: 8%~ §? con f(z) = —z. Solo falta ver que las isometr{as sin puntos fijos estan

generadas por reflexiones.

Sea f : §7 — §? una isometria sin puntos fijos, si componemos una reflexién
con una rotacién con eje normal al plano del ¢frculo miximo que queda fijo con un
éngulo de 7 obtenemos une de estas isometrfas y todas son de esta forma.

1.21. Proposicién
El grupo de isometrfas de §?, I'so(S?) est4 generado por reflexiones. n|

12



Ahora estudiaremos cuales son las geodésicas de §?, es decir, cuales son las
curvas que minimizan la distancia entre dos puntos.

1.22. Proposicién
Los cfrculos méximos son geodésicas.
Demostracién.

figura 11

Sean Py y P; dos puntos con misma colatitud, es decir con la misma 8 su-
pongamos ademés que § = O se tiene entonces que Py = {cospy,0,8inp;) y Py =
(cos 3,0,8inp3) Sea v = {P € §%|P = (cos p, 0,5in ) para algunap; < ¢ < p3)
el segmento de semicfrculo méximo que pasa por Py y P, se tiene entonces

Ta
dp = 3 — p1 = L().
hil
Si~' es otra curva que pasa por Py y por Py se tiene que, L{y') > L(7) siempre que
la coordenada de 0 sea distinta de cero. Por lo tanto de la definicién de distancia
se tiene que d( Py, Py) = 3 — 1. Y entonces se tiene que v es una geodésica.

Como el grupo de isometrias es transitivo sobre circulos méximos, es decir,
podemos mandar con una isometria un circulo méximo a otro dado, por lo que se
tiene que todos los circulos méximos son geodésicas y no hay més que esas, o

Los circulos méximos tienen e! mismo papel que las rectas en R?. La de-
mostracién de que son geodésicas es casi una copia de la demostracién que dimos
para las rectas en la seccién anterior, analizemos ahora el problema de unicidad de
geodésicas, para ello tenemos el siguiente resultado.

1.23. Proposicién

Por dos puntos distintos no diametralmente opuestos pasa una y sélo una
geodésica.

Demostracién.
Ver figura 12, u]

Sin embargo, para dos puntos diametralmente opuestos pasan una infinidad de
geodésicas, esto aclara un poco més lo que decfamos sobre el modelo que tomamos.

13
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#
figura 12

Los tridngulos geodésicos son los que estan formados por segmentos de geodésicas,
a diferencia de que en B? los dngulos no determinan el drea de un tridngulo en §2
si queda determinada el 4rea por sus &ngulos internos.

1.24. Proposicién
Sea T el trifngulo esférico con Angulos: «, 3,7, Su drea es (a+F+7) —m
Demniostracién.

figura 13
El 4rea de la luna entre m y n es 2a. Calculando ohtenemos : ,
A+ Dy =2
A4 Al = 2"{
A+ DAy +D3+Dy=2x
Asf que
20 2w =2a+ 26+ 27
de aquf que

A=a+f+q~-m

Si queremos enlosar §? con tridngulos, necesitamos encontrar los grupos tri-
angulares esféricos es decir, tenemos que encontrar ternas (p,q,r) tales que o =

14



",ﬂ = ,'1 = X sean racionales con # y se tenga que l 41 + > 1 entonces se

podrfn construu‘ un tridngulo con angulos internos a, ﬁ, y '7 que nos servirfa para
enlosar a §2.
1.25. Proposicién

Las ternas (p,q,r) en §? sélo pueden ser (2,2,n),(2,3,3),(2,3,4) 6 (2,4,5).
Demostracién.

Es claro que si p= 2 y ¢ = 2, r puede ser cualquier entero. Sip=2yqg=3
r solo puede ser 34 6 5, pués de otro modo si r fuera mayor que 5 la suma serfa
menor que uno. a

Los grupos triangulares esféricos A*(p,q,r) se construyen de manera anéloga
a los euclidianos.

Veamos como se ven los enlosados de §? por los grupos triangulares esféricos.
A*(2,2,n) Estd constituido por triangulos iséeeles en los que en cada vértice de
los angulos de 7 estin pegados cuatro tridngulos y en el vértice de dngulo Z estan
pegados 2n tridngulos. Este grupo es llamado el grupo diédrico de orden 2n. Y
ademas es isomorfo al grupo diédrico de orden 2n conocido en dlgebra. El enlosado

se ve como en la figura 14. y
L &

figura 14

A*(2,3,3) es isomorfo al grupo de sxmetrfa.s del tetraedro T con vértices sobre
§%. Si proyectamos desde el origen de R® obtenemos claramente un enlosado de §2
por cuatro tridngulos congruentes y equildteros. Un tetraedro esférico. Los vértices
en los dngulos son de § y el otro es recto, si tomamos el centroide del tridngulo y
consideramos también las aristas que unen los vértices del tridngulo con el centroide
obtenemos nuevos tridngulos, se lama subdivisién baricéntrica a este proceso, esto
nos dé un enlosado de §? por 24 tridngulos congruentes con dngulos niv i
identificando un elemento del grupo de simetrfas con uno de los tridngulos, que
equivale a elegir uno de los elementos del grupo triangular nos da el isomorfismo
buscado entre los elementos del grupo de simetrias de T y el grupo triangular.

15



figura 15

De la misma manera como se hizo para el tetraedro se puede probar que existe
un isomorfismo entre los elementos de A®(2,3,4) y el grupo de simetrfas del cubo o
del octaedro que son el mismo. El enlosado se veria mas o menos como en la figura
16.

figura 16

En el caso del grupo A*(2,3,5) el isomorfismos es con el grupo de simetrias
del dodecaédro o del icosaédro pués cllos a su vez son isomorfos, el isomorfismo se
construye de la misma manera que los isomorfismos anteriores y se ve como en la
giguiente figura.

figura 17
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Geometria Hiperbélica

En el caso de la geometria hiperbélica existen mas de un buen modelo. Empezare-
mos dando el modelo del semiplano superior.

H? = {(z,y) € Ry > 0} U {c0}

donde oo € €.
Demos el producto interno dado por la siguiente expresién

2
{u,0)p = ) giydz @ dzy
=l

con gy = g3 = ;ls Yy =gq2=0p=(z,y) € Wyuve T,,H’.
1.26. Definicién
La longitud de una curva diferenciable en H? esté dada por

uﬂ=La

donde ds = (u,v)*.
La distancia entre dos puntos la definimos como sigue:

d(p,q) = inf{L{~)]y es un segmento de curva diferenciable en H)queuneapy g}

Por abuso de notacién lamaremos a H? = (H?,d) el espacio hiperbélico de
dimensidn dos,

Por la definicién de longitud de curva 4 se tiene que si la curva toca al eje X
tiene longitud infinita, llamaremos puntos al infinito de #? al conjunto de puntos
del eje X junto con el punto a! infinito de C, la esfera de Riemann: Estos puntos
forman de manera natural la frontera de H? como subconjunto de € y pueden ser
visualizados como una circunferencia, un §'.

Si hacemos una aplicacién entre H? y € dade por [ : B! — € con regla
flz,y) =z 4dycony >0, ds® se convierte en

__dz®d2
Y

ds?

donde z =z +1{y y Z es el conjugado de z.

Queremos encontrar Iso(H?) el grupo de todas las isometrfas de H?. Sea
SL(2,R) el grupo de todas lns matrices de 2 X 2 con determinante uno.

Sea « la transformacién que manda z + iy en —z + ty de H? en sf mismo.
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a b
DadaA-(c d

-:—:{3. Entonces afirmamos que A -+ A es un homomorfismo de SL(2,R) en Iso(H?)
con niicleo {1}, Si PSL(2,R) = SL{2,R)/{L]} cntonces se tiene el siguicnte
resultado.

1.27. Proposicién

) € SL(2,R) y si Ay denota la transformacién lineal z ——

Iso(H?) = PSL(2,R)Ua . PSL(2.R),
donde a-PSL(2,R) son las composiciones f - a para § € PSL(2,R).

Demostracién.
a b

Sean 4 = (c d
para Ay(z). Entonces A;(z) = z* € H? ya que y* = LF%’I—;! = gl 20

Ay es una isometria ya que tiene inversa (A™!); y preserva la métrica. dz* =
(;{'T);; asf que se tiene que ‘%;Q?;'— = 4—'!%‘5—.

El nucleo de A — Ay es {£I}, ademds a esté en Iso(H?) y el subgrupo de
Iso(H?) que deja fijo  § € H? debe actuar como 0{2) sobre el tangente a H?, por lo
que se tiene que PSL(2,R) U a- PSL(2,R) es todo el grupo de isometrias. o
1.28. Proposicién

PSL(2,R) es el subgrupo de Iso(H?) que tiene todos los elementos que preser-
van orientaci6n, es decir, PSL(2,R) = I'so*(H?). o

Veamos los tipos de isometrfas que hay:

) € SL(2,R) y z = = + iy € H°, Escribiremos z* = z* + ty*

— Si ! es una recta vertical en H? la reflexién cuclidiana sobre ! es una isometrfa
de W,

— Si componemos dos reflexiones sobre I y m sobre rectas verticales de H? obte-
nemos una traslacién horizontal que también es una isometria.

~ Las inversiones de H? sobre semicfrculos de radio r centrados en un punto a
del eje x son isometrias.

Demostracién,
La inversién puede escribirse como:

queremos probar que

dedz  df(2)df(

2)
G- (7@ - 1)

usando el cambio de E’FE‘IWPT por (‘;—':g}iy se tiene el resultado. 0O

Sabemos que las inversiones mandan circulos y rectas en circulos y rectas,
Ademés se tiene que las inversiones preservan 4ngulos en magnitud, invierten sentido
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e intercambian el interior del circulo sobre el que invertimos con el exterior. Las
llamaremos reflexiones.

Queremos probar como en los dos casos anteriores que el grupo de isometrias
estd generado por reflexiones, para esto es necesario saber cudles son las geodésicas.

Sea 4 la semirrecta vertical que une a Py y Py dos puntos de H? que tienen por
coordenadas (zo,Y0) ¥ (zo,¥1) respectivamente se ticne entonces que:

iy
/ ds =/ —dy = logly—l‘ =L().
1 vo Y Yo
1.29. Proposlcién

Las semirrectas verticales en H® son geodésicas de H?.
Demostraclén.
Si ' es otra trayectoria de Py a Py, la longitud de 4’ estd parametrizada por

t, entonces
2
“if(dn\', (dn)’
]
= - {— — >
e = [ y((d,) +(82) ) a2

de aquf que las semirrectas verticales son geodésicas. n]

Como las isometrfas que hemos estudiado mandan rectas verticales en semicir-
culos con centro en el eje z, se deduce que todos los semicirculos con centro en el
eje z u ortogonales al eje  son geodésicas.

1.30. Proposicién

Las tinicas geodésicas son las semirrectas verticales y los semicirculos con centro
en el eje z.

Demostracién.

Sea | una geodésica; podemos encontrar puntos P y Q sobre la recta ! tales
que el segmento de { entre P y @ sea ¢l mds pequerio de las curvas que los unen. Es
decir un segmento de recta o un segmento de semicfrculo, Como entre dos puntos
existe una y sélo una geodésica que los une, ! misma tiene que ser la recta o el

semicirculo.
ﬁﬁ a)

A
|

figura 18
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Utilizando las geodésicas probemos la siguiente proposicién:
1.31, Proposicién
El grupo se isometrfas de H? estd generado por reflexiones.
Demostraclén.
Sen 4 una isometr{a de H?, fijemos un punto P € HZ.
Si 4 no fija a P componemos a y con una reflexion o que mande u(P) a P.
Sea § = o o p, se tiene entonces que S fija a P.

Sea ! una geodésica por P, si § deja invariante a | como conjunto y fija los
extremos de [, entonces § debe fijar a ! puntualmente, ya que los puntos de | estdn -
determinados por su distancia orientada a P.

Si no es asf, componemos § con una reflexién 7 sobre una geodésica por P,
para obtener ¥ = r o f, tal que ~ fija a { puntualmente.

8i 4 intercambia los lados de |, componemos con una reflexién sobre [.

Para terminar tenemos que probar que si 4 es uns isometrfa de H? que fija
puntualmente a | y no cambia los lados de | entonces 7 es la identidad. Para ver
esto, sea m cualquier geodésica por P, se cumple el resultado. Por lo que una
isometria de H? es composicién de a lo més tres reflexiones. a

Observemos que toda geodésica determina de manera \inica dos puntos en Sl,
el conjunto de los puntos al infinito de M2,
1.32. Definicién

Si | y m son geodésicas de H® se dice que ! y m son paralelas si se cortan al
infinito. Puede ser que se corten en el punto al infinito de € o que se corten en un
punto del eje X.

A o

figura 10
1.33. Definicién

Sily m son geodésicas se dice que son ultraparalelas si no se cortan ni en H?
ni en el §!, ver figura 20.
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figura 20

1.34, Definicién

Un polfgono se llarna ideal si estd constituido por segmentos de geodésicas
hiperbélicas y tiene algin vértice o algunos vértices en el conjunto de puntos infini-
tos.

Esta construccidn es particular de la geometria hiperbélica. En las geometrias
euclidiana y elfptica no tiene sentido definir polfgonos ideales.

1.35. Proposicién
Dos geodésicas que no se cortan tienen una perpendicular comin.
Demostracién.

Para construirla en el caso de dos circunferencias que no se cortan | y m se
considera & P el punto medio del segmento que une los centros de los efrculos y
trazamos desde P una tangente a alguno de los circulos; el punto medio medido con
la métrica usual de R, se puede trazar sl menos una tangente a uno de los circulos
por la condicién de que los circulos no se intersectan. construimos el circulo con
centro en P y de radio la longitud de la tangente como las dos circunferencias
son coaxiales y P estd en el eje radical se tiene que la circunferencia construida
es ortogonal a los dos circulos ! y m. Para construirla en el caso de que una de
las geodésicas sea una semirrecta se construye la circunferencia con centro en el
punto del eje X que corta la semirrecta y con radio la longitud de la tangente a la
circunferencia ver figura 21. &)

Como las reflexiones invierten orientacién cualquier isometris o que preserva
orientacién es composicién de dos reflexions sobre geodésicas [ y m.
1.36, Definicién ' )

Si las rectas | y m se cortan en P € H?, la composicién de la refl-:ién sobre I . -
compuesta con la reflexién sobre m es una isometria a tal que a(P) - P llamada
una rotacién.
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figura 21

La manera de medir el 4ngulo entre dos geodésicas es tomar el menor de los
éngulos entre ellas.

Una isometrfa a actia en € que contiene a H? El dngulo de rotacién es dos
veces ¢l dngulo entre [ y m. Y una rotacién no fija puntos al infinito.

JAN

figura 22
1.37. Definicién

Sily m se cortan al infinito entonces a, la composicién de la reflexién sobre {
y la reflexién sobre m, es una traslacién llamada parabélica. La isometrfa o fija un
solo punto al infinito.

En el caso de tener dos semirrectas verticales la traslacién actia como una
traslacién euclidiana (figura 23 (i) ). Si son semicirculos se ve como en la figura 23
(ii).

1.38. Definicién

Sily m son ultraparalelas o deja invariante la dnica perpendicular comin n,
que esta a una distancia de 2d donde d es la distancia perpendicular de ! a m. La
isometrfa « es llamada hiperbélica o traslacién a lo largo de n. Esta isometria fija
exactamente dos puntos al infinito.

Daremos otro espacio como modelo de la geometr{a hiperbélica el modelo del
disco hiperbélico.
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figura 23
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figura 24
Sea T la transformacién de Mdbius dada por z +—t ;’&} que manda H? con-

formemente al interior del disco unitario de R?, A.
La métrica de H? se transforma en :

da’ — 4(3:, + yQ)
(- @+ )"

La pareja (A,d) = A es el modelo del disco, donde d es la distancia inducida por la
métrica dada, como en el caso del modelo del semiplano. El grupo de isornetrfas se
obtiene del anterior conjugando con T, todos los elementos del grupo de isometrias
del otro modelo. Las geodésicas son las imégenes de las otras por T', que resultan ser
todos los segmentos de circulos ortogonales a la frontera de A. La imé&gen de rectas
verticales son cfrculos ortogonales a la frontera y la imégen de los semicirculos con
centro en el eje z también se convierten en circulos ortogonales por ser T' conforme.

Con esto tenemos la siguiente figura las geodésicas en A.
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geodéaicas paralelas
figura 25

ultraparalelas

En la figura 26 se ve c6mo las isomettias mandan una geodésica en otra depen-
diendo del tipo de isometrfas.

e

rotacién parabblica traslacién

figura 26

Hay algunos resultados que se prueban m4s facilmente en un modelo que en
otro ésta es la razén de no quedarnos con un sélo modelo.

§i o es una isometria que invierte orientacién induce un homeomorfismo de §*
el cfrculo al infinito que invierte orientacién de H?, Como a fija al menoa dos puntos
de §' debe dejar invariante una geodésica /.

Si componemos con ¢ una reflexién sobre | obtenemos 4 = o o a que preserva
orietacion y deja ! invariante, por lo que vimos en la prueba de que las isometrfas
es composicién de reflexiones, se concluye que § es la identidad o una traslacién
sobre . Entonces a es una reflexién sobre ! o una reflexién traslada, es decir
una reflexién compuesta con una traslacién. Sea el conjunto de puntos fijos de a,
fiz{a) = {z € H*U §!|a(z) = z} Se tiene entonces el siguiente resultado.

1.39. Proposicién

i) Si ay B won isometrias que preservan orientacién de H?, entonces a 'y § con-
mutan si y edlo si fiz(a) = fiz{f).
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ii) Si & es una isometria no trivial, es decir distinta de la identidad, que preserva
orientacién de H? entonces el conmutador C(a) = {8 € Iso(H?)|foa=ao B}
es abeliano e isomorfo a §! si « es una rotacién e isomorfo a R en otro caso.

Demostracién.

Primero observamos que fiz{foaof~!) = fiz(8(fiz(e))) Si a y # conmutan
B deja fiz{a) invariante, si fiz(a) = {P} con P € H®, Si f conmuta con &,
debe fijar a P, entonces J es una es una rotacién por Py fiz{a) = fiz(f). Es
més, C(a) consiste de todas las rotaciones con centro en P y es isomorfo a §*. Si
a es hiperbélics, fiz{a) = {z,y} con z, y en §'. Si B conmuta con a, f fija a
z y ay o los intercambia Pero la tnica isometrfa que preserva orientacién de H?
que puede intercambiar a dos puntos de §' es una rotacién por 7, 8 no puede ser
una rotacién por lo anterior, entonces se tiene que fiz(a) = fiz(8). Es mas C(a)
consiste de todas las isometrfas de H? que fijan a z y a y de donde C(a) es isomorfo
a R. Si a es parabélica fiz(a) = {z} con z € §*, como antes si § conmuta con a,
B(z) = z. Si B fuera hiperbélica, a serfa hiperbélica, entonces § debe ser parabdlica
y fiz(a) = fiz(B). C(a) consiste de las isometrias parabélicas de H? que dejan fijo
a = y entonces es isomorfo a B. ]

Calcularemos el rea de un polfgono ideal en H”. El elemento de 4rea es %?“,
para ello definimos el 4rea hiperbélica del poligono F en H? como
dzdy

Fy?

A(F) =

donde la integral est4 calculada en todo el interior de F.
Por el Teorema de Green sabemos que

duv Ju /'
—— e ) dzdy = udz + vdy.
/p <6z 69) Y oF y

si hacemos u = % y v = 0 entonces g}: = -—’-}; entonces se tiene

/ dzdy j‘ dz
F oy oF Y
Supongamos que [ es el segmento de geodésica comprendido entre dos puntos. Por
lo que
1
/d:n /’ drcos(}) /‘ 0 =p .
“reind
Observemos que la integral no depende del radio del circulo que determina la
geodésica si no solamente del 4ngulo que subtiende. (ver figura 27)

Como en la geometria eliptica los dngulos de un poligono determinan su drea.
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figura 27

Si F es un tridngulo geodésico con lados a, b y ¢, se tiene que

dzdy dz
A F =/ =/ —
. (F) roy? 8r Y

/dz /’d: dz
= — — e — D
a ¥ b ¥ e ¥V
=fa~Ta + By =1+ Be + e

como 9F es una curva cerrada simple por lo que se tiene que A(F) =7 — {a+B8+1)
donde a, 8 y ~ son los 4ngulos internos de F. t

figura 28
En el caso de que F sea un polfgono cerrado hiperbélico con m lados sc tiene

que
m

A(F)=n(m-2)- Zq;.

i=1

t Para més detalle esto ver [Verj].
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1.40 Corolario
El 4rea méxima de un tridngulo hiperbélico es .

El 4res de un tridngulo estd acotado, veremos al final del capftulo una tabla
que nos permitird decir més sobre este hecho.

En la geometria hiperbélica suceden cosas interesantes como lo que dice la
siguiente proposicién ya que podremos construir un n-dgono con suma de sus 4ngulos
internos igual a cualquier nimero entre las cotas que marca la proposicién, en
particular nos interesardn aquellos que la suma de sus dngulos internos sea 2.
1.41. Proposicién

Para todo n > 3 existe un n-dgono regular con dngulo interno « para cualquier
@ que satisface 0 < a < (n —2)%.

Demostracién.,

Tormemos n rayos desde el centro del disco unitario con dngulos iguales entre
ellos. Sean Py, P;,..., P, puntos sobre los rayos a la misma distancia d del centro.
Entonces Py, Py, ...P, es un n-dgono regular. Cuando d es muy pequena o estd muy
cerca de ‘5——;’)1 y si d es muy grande o se acerca a 0. Por continuidad, cualquier

valor entre 0 y L'l:r;’li es tomado para alguna d. o

7

S

figura 29

Como en los casos anteriores queremos encontrar tridngulos para enlosar nues-
tro espacio modelo H?, queremos encontrar los grupos triangulares hiperbélicos,
buscamos entonces ternas (p,g,r) de enteros que satisfagan que -,‘; + %+ 1«1

1.42. Proposicién

Las ternas (p,q,r) en H? pueden ser (2,n,m) con n,m € N con n,m 2> 5,
(3,3,m) conm 24y (n,m,!) conn,m, >3,
Demostracién.

Si p = 2 entonces ¢ y r pueden ser cualquier niimero entero mayor que cuatro.
Si p = ¢ = 3, r puede ser cualquier entero mayor que 3. Se tienen entonces todas
les ternas (2,n,m) con n,m > 5, (3,3, m) conm > 4.

Hay demasiadas ternas para construir todos los grupos triangulares, recorde-
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mos que estd generado por las reflexiones sobre los lades de nuestros tridngulos
geodésicos, para ver algunos ejemplos de grupos triangulares y como enlosan a H?
es necesario que demos nuevas definiciones.

Supongamos que p, g, r son enteros todos mayores que 3.
1.43. Definicién

Sea Ap,¢q,r) = T el tridngulo con dngulos dados, podemos suponer que el
vértice con dngulo a = T estd en el centro de A, Y resulta que dos de los lados
son didmetros de A.Por reflexiones sucesivas de T obtenemos un conjunto de 2p
tridngulos isométricos, a T con un vértice comin y cuya unién es un poligono cerrado
convexo F ver figura 30. Llamamos tridngulos de primer orden a los tridngulos

construidos.

figura 30
1.44, Definicién
Llamaremos abanico del vértice § a la coleccién de los 2¢ — 2 tridngulos que se
obtienen por reflexiones sucesivas sobre los lados opuestos a «.

Los tridngulos de los abanicos en los vértices de F se llaman tridngulos de
segundo orden. La unién de F con todos los tridngulos de segundo orden constituyen
el poligono convexo Fy.

figura 31
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Repitiendo el proceso anterior se construye una sucesién Fy, Fy, ..., de poligonos
convexos tales que (J; oy Fi = A el disco unitario,

Si uno de los dngulos del trifngulo es § nuestra construccién es diferente pues
el poligono no nos queda convexo, si en un vértice concurren més de tres dngulos
iguales , afiadimos un tridngulo m4s por ese vértice lo hacemos en cada vértice y
obtenemos una regién convexa que llamamos Fj. Dado un tridngulo contenido en
el disco unitario nos d4 un enlozado del disco unitario, esto quedard més claro con
la demostracién del teorema de Poincaré, veamos en las siguientes figuras algunos
ejemplos de grupos triangulares.

< PEZ

=
o |
N
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Ahora probaremos el resultado principal de este capltulo y con el cual re-
sumimos los casos de grupos triangulares estudiados en las tres geometrfu Las
referencias principales son: [Verj}, [Miln], [Scot] y [Sull].

1.45. Teorema de Poincaré

Dado el tridngulo T = A(p,q,r), €l es una regién fundamental para la accién
correspondiente A*(p, g,r) para cualquiera de los tres casos P = {E?, H’,S’}.

En otras palabras las imégenes de T' bajo todas las ¢ € A*(p, ¢, ) son mutu-
smente disjuntos excepto para los puntos frontera de T, y forman una cubierta de
P.

A*(p,q,r) tiene una representacién con generadores L, M, N que corresponden

& reflexiones sobre a,b,¢ las aristas de T y relaciones L = N? = M?* = 1y
(LM)P = (MN) = (NL) =1

i

ﬂ/q

sid

figura 32

De alguna manera podemos decir que T determina la geometria ya que deter-
minar4 el espacio modelo en el que vive dependiendo de que la suma de sus Angulos
internos sea x, mayor que 7 o menor que 7. Es decir, si tenemos que T = A(2,2,0)
entonces por ser T un tridngulo formado por geodésicas (rectas), se tiene que sélo
puede estar en §? as{ que quisieramos demostrar que T es una regién fundamental
para la accién de A*(p,q,r) sobre §%.
Demostracion.

Primero probaremos que LM es una rotacién por un dngulo de 2Z alrededor
del vértice C de T asi la relacién (LM)P = 1 se satisface en A°*(p, q,r) De la
misma forma se prueben las otras dos igualdades. L? = 1 ya que L es una reflexién
sobre las arista a y lo andlogo para N y M.

Sea A(p,q, ) el grupo definido por una representacién de L,M,N con rela-
ciones £3 = 1,M? = 1,N? = 1y (£)? = (M)? = (N)" = 1. Entonces existe un
homomorfismo natural de § —— g de A(p, q,r) 2 A*(p,q,r) dada por una corres-
pondencia entre los generadores de A(p, ¢,r) a los de A*(p, g, 7).

Queremos probar que este homomorfisio en realidad es un isomorfismo.
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Tomemos A(p,q,r) x T, el conjunto que consiste de la unién disjunta de los
tridngulos (§, T), un tridngulo para cada § elemento del grupo. Para cada § pegamos
el lado ay de (§,T) con el lado ego, de (§o L, T), lo mismo para by con byops y para
€y CON CpoN.

Sea K el espacio de identificacién que se obtiene de A(p,q,r) x T donde (§,z)
esté identificado con (§,z) estd identificado con (§R,z) para cada § en A(p,q,r) ¥
R={L,M,N}, y paracada z € C T donde { es un lado de T, ! = {a,b,c}.

Usando las relaciones L3 = Af? = N? = 1 se ve que existen exactamente dos
tridngulos pegados en cada lado de K.

Consideremos la funcién ¢ : A(p,q, r)x T — P dada por (§,z) — g(z} donde
g corresponde a § del homomorfismo entre A(p,q,r) y &*(p,q,7)

. Esta p es compatible con la identificaci6n es decir si (§,z) = (§R,z) donde
R € {L,M,N} para cada z en el lado {, como R es una reflexién deja fijo a {.
Entonces existe una funcién inducida por ¢, f de K en P.

f:K—- P

Queremos probar que f es un homomorfismo. Consideremos la situacién alrede-
dor de un vértice

(6,C) = (§L,¢) = (4LM,C) = GEML,C) = ..,

si usamos que (I:M )P = 1 vemos que precisamente 2p tridngulos de K estdn pegados
al rededor del vértice (3, C) Los 2p tridngulos son distintos ya que los 2p elementos
b iM, IML,. -, (LM)P de A son mandados a distintos elementos de A®,

Con esto probamos que la vecindad estrellada que consiste de 2p tridngulos
pegados alrededor de un vértice de K bajo f es un homeomorfa a una vecindad de
g(v) en P.

La vecindad imagen es la unién de 2p tridngulos en P, que tienen un 4ngulo
interior £ en el vértice comin g(v), f : K — P es un homeomorfismo local, podemos
levantar a K, cualquier trayectoria en P, de donde la funcién f es cubriente.

Como P es simplemente conexa entonces f es un homeomorfismo. Entonces es
claro que el homomorfismo natural es isomorfismo y

U ¢
gEN”’
cubre a Py los tridngulos sélo tienen en comiin los puntos de T'. a
Finalizamos el capftulo con algunos comentarios.

Las tres geometrfas que hemos estudiado son las inicas geometrias que podemos
construir en dos dimensiones en el sentido cldsico.

Esto es, sélo hay tres maneras de considerar el quinto postulado de Eucl{des 6
bien sus negaciones:
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-Existe una y sélo una paralela a una recta dada por un punto dado.

-No existe una paralela a una recta dada por un punto deado.

-Existen una infinidad de rectas paralelas & una dada por un punto dado.

Cada una de ellas dé lugar a una de las geometrias ya estudiadas, en las que
se cumplen los cuatro postulados de la geometria de Euclides naturalmente, para
cllo pensamos que las geodésicas que tenemos en E3, §7 6 H® corresponden a las
rectas en el sentido axiomdtico de Euclides. Una discusién detallada de esto puede
encontrarse en [Port| y en [Sull]. La forma de considerar ¢! quinto postulado implica
que la suma de los dngulos internos de un tridngulo sea w, mayor que = o menor
que 7. Podrfamos decir que esto caracteriza la geometrfa de dos dimensiones en la
que estamos trabajando.

Es posible mostrar que f 1 P — P es una isometria si y sélo si preserva
distancias ver {Helg]. Ea por esto que podemos afirmar que la forma que dimos de
medir en los espacios modelo es acorde con el concepto intuitivo de medir.

Otro resultado sorprendente es el Teorema de Uniformizacién de Koebe-Poin-
caré dice que si M es superficic de Riemann, se tiene que su cubriente universal
¢s conformemente equivalente a uno de los siguientes espacios: H?, € = R? o €
ver {Alfh2] [Abik]. Los tres espacios modelo que tomamos para construir las tres
geometr{ag.

Por otro lado para la geometria diferencial, cada uno de estos espacios resulta
ser una variedad riemanniana de curvatura constante, 0, 1 é -1, geodésicamente
completa ver {Koba} 6 [DoCar?), para P = E?,§% 6 H?.

Esto es, desde el punto de vista de la geometria cldsica, la teoria de superficies
de Riemann (1-variedades complejas), o de la geometr{a diferencial, los objetos
principales de estudio corresponden a E*§? y H%. Todo ello podemos agruparlo en
la siguiente tabla.

Espaclo Tipo de | Existencia de Area de Equlvalencia 1 K
Geometria Poaralelas Tridngulos Conforme }curvatue
®? | Euclidiana | Sfy es tnica 2r c 0
s? Elfptica No a+f+v-2n C >0
H? | Hiperbélica | Siymuchas | 2r—{a+f8+1) L <0
tabla 1

En los demds capitulos seguiremos explorando las consecuencias de esta trico-
tomia.
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CAPITULO 2

Estudiaremos la nocién de grupos de Lie para llegar a probar que si G es un
subgrupo discreto del grupo de isometrias de P € {§7, E?, H’}, entonces el cociente
G/P es una variedad.

Después estudiaremos estructuras geométricas en variedades y la parte més
importante de este capitulo serd probar la equivalencia entre la existencia de un
grupo G de isometrias de P actuando en P de manera libre y propia y discon-
tinuamente tal que P/G = N sea una variedad diferenciable completa, con una
(G, P)-estructura completa sobre N.
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Grupos Topolégicos
2.1. Definlcién

Un grupo de Lie es una variedad G con una estructura de grupo tal que las
funciones:

GxG—=GC

(z,y) — 2y

G- G
z— z7!

son diferenciables. Es decir, la estructura de grupo es compatible con la de variedad
diferenciable,

De la definicién de grupo de Lie es claro que las funciones:
L::G—-G

L:(y) = zy

R::G—=@G
Rz(y):yz

resultan ser difeomorfismos. L, y R, son llamados traslacién izquierda y traslacién
derecha respectivamente. L, y R, pueden ser definidas si G sélo es grupo topolégico
¥ en ese caso resultan ser homeomorfismos.

Ejemplos:

i) R" con la operacién de suma es un grupo de Lie. Las traslaciones L, : R" — R"
vy R: :R™ — R" estan dadas de la siguiente forma:

Ly)=z+y v Rfy)=y+=
i) §' y §° son grupos de Lie.
S'={zecC/ |z]|=1}
con la operacién del producto de complejos.

$*={zeR!/ |lzf=1}

con la operacién producto de los cuaternios.
iii} O(n) = {4 € GI{R,n)/ AA* = I}, es un subgrupo de GI(R,n) que es un grupo
de Lie por ser un abierto de IR"’, donde la operacién que lo hace grupo es el

34



producto de matrices, O{n) resulta ser subgrupo de Lie que a su vez es grupo
de Lie.

O(n) es compacto y tiene dos componentes conexas, una de ellas es SO(n) la
cual resulta ser conexa y compacta.

Los grupos de isometrfas que prescrvan orientacién de P con P € {§?, E3 #?)
son grupos de Lie.

Is0*(E?) es isomorfo a a §' x R?, la operacién estd dada por la composicién de
una rotacién con una traslacién, resulta ser grupo de Lie con esta estructura.

Is0%(§?) es homeomorfo a RP® = §*/{£ 1} que resulta ser de Lie.

Por tltimo Iso™(H?) ~ § x H? es de Lie.

Los grupos topoldgicos son grupos en los que la accién no necesariamente es
diferenciable. Daremos un ejemplo de un grupo topolégico que no es de Lie:

Dif(M)={f: M — M/ [ es un difeomorfismo}

Los ejemplos en iv) son subgrupos de Dif(M).

Acclones de grupos en varledades
2.2 Definlcién

Un grupo de transformaciones diferenciables consiste de una variedad diferen-

ciable M, un grupo G de Lie y una accién «, que es una aplicacibna: Gx M - M
diferenciable.

i)
if)

if)

iv)

Ejemplos:
Sia:ZxR? — R? est4 dada por traslaciones, es decir a(n, z) = (n+z;,n+1z3)
se tiene que la accién es continua y diferenciable.

Sia:I;x$* — §% estd dada por o(f, z) = f(z) donde f es la funcién antfpoda,
f(z) = —z es también cont{nua y diferenciable.

Tenemos que D3 f(M) actia sobre M una variedad diferenciable de la siguiente
forma:
a:Dif(M)xM - M

a(f,z) = f(2)

Llamaremos a esta la accidn evaluacién. Se tiene que Iso(P) actda en P por
evaluacién de manera diferenciable, es decir es un grupo de transformaciones
diferenciable.

Ahora demos un ejemplo de un mismo grupo G actuando de distinta manera
en una variedad M.

SiM=CyG=R
o) : R X € — € dada por oy (t,2) = efz
y a3 iR x € — € con ayt, z) = ¢™z.
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De aquf en adelante supondremos que se tiene una accién fija . Denotaremos
a afg,z) =gz = g(z).
2.8 Proposicién

La aplicacién g : X — X es difeomorfismo para toda g € G.
Demostracién,

X—-GxX—-X
zr— (g,x) g2
resulta ser composicién de diferenciables, es diferenciable y se tiene que

g-l(z) - g—l
es diferenciable. n}
2.4 Definlcién
Sean a una accién y M una variedad se tiene :
1) aes efectiva, si para todn g € G, g # 1 existe z € M tal que g(z) # =.
2) « es libre, 8i g(z) = = implica que g = 1.
3) a es transitiva si dados z,,z7 € M esiste ¢ € G tal que g(z;) = z;.
4) a es propia y discontinua, si:
i) Si z € M tiene una vecindad U, tal que para toda h € G se tiene que
RUNU # 0 es finito.
i) Si z,y € M con = # g(y) para toda g € G, entonces existen vecindades
U,V de z,y respectivamente tal que U NG(V) = 0.
Ejemplos:
i} La accién Z" x R" — R" dada por traslaciones es efectiva, libre y propia y
discontinua,
ii) La accién Tso(P) x P -+ P dada por evaluacién resulta ser transitiva.
ili) Una accién no libre y efectiva serfa una accién constante, a: G x M — M con
a(g,p) - p.
iv) Un ejemplo de una no efectiva serfa la accién identica: a: G X M — M con
a(g,z) =g(z) =z
v) La accién generada por una rotacién en R? con un éngulo racional con 2,
actuando por evaluacién no es efectiva, ni libre pués fija al origen. a: (Ry) x
R? — R? dada por g-z = g(z) donde 0 = ’7" Y g € (Rp) es propia y discontfnua
sobre R?, Si 6 no es racional con 7, vimos que formaba un grupo denso que
ademés no actda de manera propiz y discontfnua.
2.5. Definiclén
Se dice que un subgrupo G C I'so(P) es discreto si como subespacio de Iso(P)
tiene la topologia discreta.
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Estudiaremos los cocientes que se obtienen al identificar los puntos de una
variedad por la accién de un grupo, veremos cuales son las condiciones para que el
cociente sea una variedad y en caso de serlo que dimensién tiene, Para todo estoes
necesario dar otras definiciones.

2.6. Definicién

El conjunto G(z) = {g € G| g- z = z} es un subgrupo de G, lamado grupo de
taotropia de z .

Sea la relacidn de equivalencia ~ en M definida de la siguiente manera;

Sean los puntos z,y € M entonces z ~ y si y sélo si existe ¢ € G tal que
¢{z) = y. Denotaremos indistintamente g-z 6 g(z), aunque la accién no sea siempre
por evaluacién, esperemos que no exista confusién al respecto.

2.7. Proposlcién
La relacién ~ es una relacién de equivalencia.

Demostraclén.

La relacibn ~ es reflexiva, ya que 1.z implica que x ~ z. ~ es simétrica:
Si £ ~ y entonces existe ¢ € G tal que g(z) = y, entoces g~! € G es tal que
z = g7 . g(z) = g~!(y) de donde se tienc que y ~ z. Probemos por Gltimo
que ~ es transitiva: Si z ~ y y y ~ z entonces existen gy,97 € G tales que

a(z) =y ¥y sa(y) = z, como ga(g1(z})} = ga(y)} = z entonces (g29,)(z) = z por lo
tanto x ~ y. 0

2.8, Definicién
La érbita de z, que denotamos O(z), es la clase de equivalencia de z.
Ejemplos:
i) Sia:RxR" — B" cstd dada por aft, z) = tv +z para algin v € R" entonces,
se tiene que la 6rbita de cualquier punto z € R™ es la recta que; pasa por z con
vector director v.

ii) Sia:ZxR — R estd dada por a(n,t) = n-+t se tiene que la érbita de cualquier
punto de R es discreta.

2.9. Proposicién

Existe una biyeccidn contfnua entre el espacio cociente G/G(z} y la érbita de
z. Es por eso que llarnaremos a este cociente el espacio de érbitas de z.

Demostracién.

See 8 : G/G(z) — O(z) deda por la siguiente relacién:
0gGlz)) =gz
donde G(z) es el grupo de isotropfa de z. Se tiene entonces:
gG(z) = hG(z) <> g th €Gz) <> (g7 h) 2=z h-z=g 2
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por lo que 6 est£ bien definida, es inyectiva y por el regreso de de las equivalencias
anteriores se tiene que ¢ es una biyeccidn,

Nos falta demostrar que 8 es contfnua, sea ¢ : G ~ O{z) definida como
¢2(9) = g+  que es continua. El siguiente diagrama conmuta:

¢ ¥ o0
e e

G/G(z)
donde p estd dada por p(g) = [g], resulta ser de identificacién por lo que § es
contfnua. 0
2.10, Proposicién
G(z) ea un conjunto cerrado en G para toda z € M.

Demostracién.

Sean z un punto de M y 1 : G = G x M es tal que = — {g,z} entonces la
composicién .
G—G x M->M

resulta ser continua, como M es una variedad {z} es un cerrado en G pero si
9 € (a0 1)} ({z}) entonces (a0 1)(g) = z por lo que ¢ € G(z) y de aquf que G(z)
es cerrado. o
2.11. Definicién

Llamamos a M/G el espacio de érbitas.

El primer problema que queremos resolver es reconocer M/G topolégicamente,
el segundo seré tratar de caracterizar aquellos grupos G tales que M/G es una
variedad diferenciable y ademfs calcular de qué dimensién es. En el ejemplo i)
de 2.8 se tiene que el cociente es una variedad de dimensién uno, nos interesan
aquellos espacios de 6rbitas M/G que resultan variedades de la misma dimensién
que M. Como lo es R?/2? donde el cociente es ¢! toro de dimensién dos. Para esto
es necesario estudiar més sobre los espacios cocientes.

2.12. Proposicién
La funcién proyeccién p: M — M/G es abierta,

Demostracién.

Sea V un conjunto tal que V C M y que zea abierto. Por demostrar que P(V) es
abierto, como p es identificacién basta ver que p~t(p(V')) es abierto. Consideremos:

P~ (p(V)) = {z € V|p(z) = p(v) para alguna v e V} =

={z€V|z=g(v) para alguna v € V y alguna g € G} =

=U9'V

9eG
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como gV es sbierto para toda g € G se tiene que p~'(p(V)) ea abierto. u]

Sia: GxM — M cs transitiva se tiene que O(z) y M son homeomorfos.
2.13. Proposicién

Si G(z) es cerrado en G, G/G(z) es de Hausdorff.
Demostracién.

Sean g, G(z),92G(z) dos elementos del espacio cociente tales que ¢1G{z) #
921G (z) entonces g;g2 € G(z) como GxG — G con regla (z,y) —— zy~! es continua,
G es grupo topolégico y como G(z) es cerrado, podemos tomar una vecindad W de
glg{1 tal que WNG(z) = 0.

De la continuidad se sigue que existen vecindades U de ¢, y V de g3 tales que
Uv-tcw.

Sabemos que p : G -+ G(z) es abierta po lo tanto p(U) y p(V) son vecindades
de g1G(2) y de g3G{z) respectivamente. Por demostrar que p(U) N p(V) = 0.
Supongamos p(U) N p(V) # @ entonces existen u € U, v € V tales que uG(z) =
vG{z) entonces uv~! € G(z) con lo cual llegamos a una contradiccién pues g, G(z) #
93G(z). Por lo que queda probado que p(U) N p(V) = @ y entonces G/G(z) es de
Hausdorf, 0
2.14. Teorema

Si M es una variedad diferenciable y a : G x M — M es una accién libre y
propia y discontinua de G en M. M/G tiene una estructurs de variedad diferencia-
ble que hace de la proyeccién p : M — M/G un difeomorfismo local.

Demostracién.
Para cada p € M tomemos una parametrizacién en p, o : V — M tal que

©(V) C U donde U es una vecindad de p en M tal que UNg(U) # @ con g # 1.

La aplicacién p|y es inyectiva claramente, de donde ¢ = pop : V — M/G
también es inyectiva.

La familia {V, ¢} cubre a M /G sélo basta probar que las aplicaciones de cambio
de coordenadas:

dr=pop:Vi = M/Gydas=popa:Vi— M/G

con (V1) N $(Va) # @, son ¢, ' o ¢; diferenciables.

Sea p; la restriccién de p a (Vi) con § = 1,2. Sea z € ¢,(Vy) N¢a(Va) ¥
z=p; o p7'(z). Sea W C V3, entonces restringida a W

¢7' o dalw =il opT props
basta probar que p;'l opj es diferenciable; sean y; = p;l(z), y1 = pl'lop;'l entonces
¥y1,Y3 son equivalentes en M, por lo que existe ¢ € G tal que g - ya = y1, si ahora,

y' € p(W) entonces p;* o py(y') = y" donde y” es el dnico punto de py(z;) tal
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que p(y") = p(y'), por otro lado, gy’ € 1 (V1) ¥ p(gy') = p(y!) luego gy’ =y =
pr! o pa(y') esto es la restriccién de pp Palp(w) coincide con un difeomorfismo
dgla(w) lo que prueba que si es diferenciable y es un difeomorfismo local. 0

Quercmos probar que si M/G = N cs una variedad diferenciable entonces
G = T;(N), para esto definamos la monodromfa de un espacio cubriente de la
siguiente manera:

2.15. Definicién

Sea f : M — N una funcién cubricnte entre variedades diferenciables, sea
yo un punto de N, la fibra de yg, f7'(yo) tiene un numero numerable de puntos
Zy,Z3, .., definimos o : I (IV,yo) — [~ (yo) dada por o{y)(z;) = =;, donde v es
un lazo que empieza y termina en yg que al levantar v a M con punto inicial z;
se obtiene una tnica trayectoria que termina en z;. De hecho se tiene que o(q) es
una transformacién de cubierts, la dnica transformacién de cubierta que manda z;
& zj. 2.16. Proposicién

La monodromfa es un homeomorfismo de grupos entre TT; (N, yo) y el grupo de
transformaciones de cubierta. 0

2.17. Teorema

Si G actia libre y propia y discontinuamente sobre M simplemente conexa tal
que N = M/G entonces se tiene que G = I} (N).

Demostracién,

Quisieramos demostrar que ¢l morfismo anterior es un isomorfismo. Sean p :
M — N la proyeccién de M a N y o la monodromia de p. Tomemos yg cuzlquier
punto de N y fijemos un punto zo € M de la fibra de yo. Debemos establecer
un isomorfismo entre la fibra de yo y el I{(N,y0). Sea vy € (N, y0) un lazo y
consideremos su levantamiento a M que cubre a 4, y que empicza en zg; el cual
termina en un punto z; = o (v, )(zo).

Sea g, tal que g;(z¢) = z; entonces si hacemos la correspondencia v, « gy, se
tiene el isomorfismo buscado:

Esta funcién estd bien definida:

Supongamos que 71,72 € IT{(N,yo) tales que ambos corresponden a g;; en-
tonces 77 '7; tiene la propiedad de que o{y;'y2)(z0) = zo. Como M es simple-
mente conexa se tiene que «y; y 73 son homotépicas en M.

La inyectividad se d& por que la accién de G es libre. Resulta ser sobre por la
conexidad de M, pues todo g € G corresponde a algin 4, € I1;(N, v).

La funcién resulta ser isomorfismo, ya que la monodromia es un homornorfismo
del TT; (N, yo) a la fibra y de que la accién de o sobre la fibra y la accién del g; € G
correspondiente coinciden, a
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Estructuras geométricas.

Nos interesa dar estructuras geométricas a las dos variedades que se pueden
modelar en P € {E?,§% H?, bajo la accién de un subgrupo de Iso(P), la teoria
de estructuras geométricas es general por eso daremos las definiciones generales y
tendremos cuidado de que con los ejemplos quede mas claro en el case que nos
interesa.

2.18. Definicién
Un espacio geométrico (G,X) es una pareja donde G es un grupo de Lie que

actiia sobre X una variedad diferenciable, continuamente y de manera tnica local-

mente, esto es 8i U C X ea abierto, g € G y gly = 1d. entonces ¢ = id..

Ejemplos:

i) Se tiene que (I'so(P), P) es un espacio geométrico para toda P,
it) (Gl(n,R),R") es un espacio geométrico.
iii) Para toda n se tiene que (O(n),$") es un espacio geométrico,

iv) Ses Difioo(M) que denota al conjunto de los difeomorfismos locales de M,
(D fioc(M), M) no es un espacio geométrico por que aunque la accién es Gnica
localmente, Difi.c no es grupo ya que la composicién no estd bien definida,

2.19. Definicién

Dada M una variedad diferenciable, un (G, X) — atlas sobre M es una cubierta
coordenada {(Ua,za)}aes donde Uy C M son abiertos para tode a, z4 : Uy ~+
za{Ua) € X es un homeomorfismo y 2, © z;l es la restriccién de alguna g.5 € G a
za(Ua NUp) # 0.

Una {G, X) — estructura es un (G, X) — atlas maximal sobre M. A la pareja
M con un (G, X) 4tlas maximal la llamaremos una (G, X) — variedad.

X %0z, 9|

figura 33

Para obtener un (@, X) 4tlas en M podrfamos recortar abiertos {2q(Ua)}aer
y pegarlos con elementos de G dados por la accién sobre X.
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2.20. Definicién

Una (G, X) funcién es una aplicacién, £ : My — M3 de (G, X)-variedades es tal
que zq,0f ozp es la restriceidn de algiin elemento de G donde este esté definido. M,
¥ M; son (G, X) — variedades equivalentes si existe una (G, X}-funcién invertible,

Las deflniciones anteriores generalizan los conceptos de variedad diferenciable
y difeomorfismo. Los problemas principales que nos interesan son: -
1°-Dada una variedad diferenciable M caracterizar bajo que condiciénes admite
una (G, X)-estructura.
2°-Y si M admite una (G, X)-estructura, contar cudntas no equivalentes exis-
ten. Empecemos con algunos ejemplos:
1) Si Go € G es un subgrupo de G entonces (Gp, X) es un espacio geométrico.
Cualquier (Go, X)-estructura sobre M se extiende a una (G, X)-estrutura sobre
ii) Sobre el toro T, tenemos una (Iso(R?),R?)-estructura .
iii) A §% le podemos dar una (O(3),§?) trivislmente y una misma estructura a P2,
iv) A R? como variedad diferenciable podemos darle una estructura (Iso(R?),R?)
trivialmente y una (Tso(H?), H)-estructura de la siguiente manera:

A fH’ C

////7 -

(425) FACH)

Si damos a H? la métrica hiperbélica hij y f es un difeomorfismo entre Wy
C, entonces se tiene que a € le podemos dar Ia métrica [.(h.-,-), donde f, es
la diferencial de f tal que C con esta métrica es isométrico a H”. Esto nos dé
un ejemplo de una misma variedad que admite dos estructuras geométricas de
tipo distinto.
El problema de equivalencia de dos estructuras en el caso que 2 nosotros nos
interesa queda resuelto por el siguiente resultado.
2.21. Proposicién
Seanp: L — My q: L — N cubrientes de variedades riemannianas con G y
G' los grupos de transformaciones de cubierta. Entonces M y N son isométricas si
y 86lo 8i G y @' son subgrupos conjugados en el grupo de isometrias de L.

Demostracién,
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Como M = L/Gy N = L/, sea f e5 una isometrfa de L con fGf™! = &,
entonces f : M — N definida por f(G(z)) = G'(f(z)) es una isometrfa por ser
transformacién de cubierta,

Inversamente, sea b : M — N unag isometria hp : [ — N tiene un levantamiento
h relativo a la cubriente ¢y h cs una isometrfa de L por ser cubriente de h.

Se tiene que h(G(z)) = h(p~1z’) = ¢~ (hz') = G'{hz'), asi que & conjuga 2 G
yagG' il

Con esto, el teorema 2.17 y 2.14 se tiene una primera respuesta al problema de
la existencia de una (G, X )-estructura sobre M que e3, que exista un monomorfismo
del T, (M) en G tal que la accién evaluacidn asociads, se libre, propia y discont{nua,

Con respecto al problema de (G, X}-equivalencias de estructuras en el caso de
que X sea una variedad riemannians y G un subgrupo de su grupo de isometrias,
Entonces por el resultado anterior dos estructuras en M serdn equivalentes si las
imégenes de II;{M) en G bajo Jos monomorfismos asocindos son conjugados en G.
En lo que sigue exploraremos estas relaciones con mas detalle para el caso general.
Es decir, donde X no tiene una estructurs de variedad riemanniana determinada.

Queremos saber como levantar la estructura de una variedad a un espacio cu-
briente. Mediante la funcién que llamaremos holonomfa de una (G, X)-estructura,
sobre M de algiin modo estableceremos que relacién existe entre el grupo fundamen-
tal de M y G. Esto nos ayudaré a resolver el problema en general de las estructuras
equivalentes,

2.22 Proposicién

Sea 1\7{, un espacio cubriente de Af y p la proyeccién p: M — M asociada.

Si M es una (G, X) — variedad, M es una (G, X) — variedad con funciones
coordenadas 2qqp.

Demostracién.

El (G, X) — atlas para M esté dado por el atlas {(Uq, zaop)} donde Us es un
abierto de M y z,,op es un homeomorfismo, ademés se tiene que (zaop)o (p~lo
zg 1) = 24 026! que es la restriccién de algin elemento de G. SiUa NUp # 0. O

Sean M una (G, X) ~ variedad, mq un punto fijo en M como punto base del
grupo fundamental IT, (M, my). Fijemos una carta zo : Up — 2{Us) € X donde
mg € Up.

2.23. Definicién

La holonomis de M es una funcién x : I, (M, mg) — G cuys regla de corres-
pondencia es x(a) = gn,, donde a es una trayectoria cerrada basada en mg ¥ gn,
se construye de la siguiente manera:

Como & es compacta la cubrimos con una cadena finita de cartas coordenadas
Us, Uy ooy Un (ver figura 34).

Sea 2y = 29, %g 0 z{'l es la reatriccién de algin go1 € G, el cudl estd definido
par todo elemento de X.
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figura 34

Sea 2, = go) o 21 inductivamente obtenemos que 2, = g;_,,; € G.

24, 2o s0n dos funciones coordenadas de la (G, X) — estructure definida en una
vecindad de my con lo que queda claro quien es g, .

2.24. Definicién

Llamamos proceso de continuacién analitica de una (G, X)-estructura a lo largo
de una curva a, al proceso de ir definiendo una funcién a lo largo de las intersecciones
de vecindades como se hizo en la definicién de holonomfa.

Cabe sefialar que eata definicidn generaliza el concepto de continuacién analftica
de una funcién holomorfa.

2.25. Proposicién

Si ap es homotépica a a; con respecto a mg, entonces se tiene que x(ap) =
X(al)-
Demostracién.

Sea la aplicacién H : I x I — M una homotopfa entre la curva ap dada
por H(0,t) t oy dada por H(1,t), dadas dos curvas H(e,t) y H(6,t), 51 e — 6 es
suficientemente pequefio una misma coleccién de de discos cubre la imagen de ambas
curvas de donde la holonom{a asociada a ambas curvas es igual. Como le imagen
de I x I bajo H es compacta en M, el proceso puede repetirse transitivamente una
infinidad de veces, para mostrar que la holonomfa de H(0,t) y la de H(1,t) son
iguales, n]

La proposicién anterior nos prueba que la holonomfa est4 bien definida.

La holonomfa depende de la carta coordenada zy elegida en my, sin embargo,
cualquier otra carta es escencialmente g o zp para alguna ¢ € G. Obteniendo
gx(a)g! en lugar de x{a).

Si eseribimos In G = {p : G — G|p(k) = ghg™'} y consideramos la accién de
In G sobre el conjunto de homomorfismos de G’ en G donde G’ es cualquier grupo,
Hom(G',G). Dados por x — p o X,

pox:G5HGEG

44



figura 35

. i
19\

figura 36

se tiene entonces que la holonomfa puede verse como un clemento de la forma:

c Hom{IL;{M,m,),G)
InG '

Ver {Port2],

Ejemplos:

i) Si identificamos los rayos de un sector de Angulo § en E? o en K?

M el espacio cociente quitando el vértice tiene una (Iso*(E?), E?)-estructura
6 una (Iso*(H?),H?)-estructura. En este caso Iy (M?) 2 Z.

Si a es un generador de IT;{M) y calculamos la holonomfa obtenemos que
x(@) = Rp una rotacién por 0 con centro en p (en E? o en H?). En particular M
es una (0(2),R? — {p}) — variedad o una (0(2),H? ~ {p}) ~ variedad donde p es el
vértice del cono, ver figura 36.

Ejemplo:

Sean G y G' los grupos generados por la identidad y las traslaciones en E?
Ty, Tu, ¥y por Ty, T,y respectivamente con vy = (1,0),u3 = (0,1) ¥ vi = (1,0)
y o) = (7‘5, 7‘-,.;) Se tiene que G y G’ actdan sobre R? de manera libre, propia y
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discontinua, el cociente bajo 1a accién de estos grupos es homeomorfa al toro plano
de dimensién dos, calculemos la holonomia para uno de los generadores del IT, (T'?).

Se tiene:
X : TH(T?) — G esta dado por x(a) = Ty,

x": Ty(T?) =+ G' dada por x'(a) = T
Por lo tanto las dos estructuras planas que le hemos dado al toro son distintas ya
que G y G' no son conjugados en Iso{E?).

A

D) ¢

4

(0,0} (v0)

figura 37
2.26. Proposicién

Sea M una (G, X)-variedad. Si M-E4M es la aplicacién cubriente y levanta-
mos la G — estructura de M a M con p{nis) = mg. Entonces cualquier lazo & C M
en Mg se proyects & un lazo a = p(a) en my y X = x o p, donde p, : (M) —
(M)

Demostracién.

El proceso de continuacién analftica a lo largo de & estd dado por las mismas
cartas coordenadas que para «, entonces se tiene el siguiente diagrama conmutativo.

mM)
Pe X
mM) 2 G

Y el resultado es cierto.

Sila holonomfe de una (G, X) —variedad M es trivial, esto es x (TT; (M, my)) =
{id}, entoonces tenemos una (id, X) — estructura sobre M.

Fijemos una funcién coordenada 2y en my. Seam € M y a C M una curva
que une a my y a m. Apliquemos el mismo proceso de continuacién analitica de la
definicién de la holonomfa y definamos f(m) = z,(m) € X donde 2, es la dltima
funcién coordenada del proceso de continuacién analitica sobre el lazo .

2.27. Proposicién
La aplicacién f estd bien definida si la holonom{a de M es trivial.
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Demostracién.

Sea o C M otra curva queune amp y a m, "' o a' es un lazo en my ¥

x{a~toa) = {id}, asf que 2/, (m) = z,{m) y f est4 bien definida. - |
La aplicacién f resulta ser una inmersién ya que localmente es como una (G, X)-
carta coordenada. Y se tiene que f|y, = 20, f e3 un homeomorfismo local.

Observemos que si hubieramos empezado con g o zp en lugar de con z lo que
obtendriamos a go f en lugar de f.

2.28, Proposicién

La holonomfa de una (G, X) — estructura sobre M es trivial si y s6lo si existe
una inmersién f: M — X,

Demostracién.

Solo nos faltas ver como una inmersién determina una (id, X} —estructura sobre
M, que equivale a decir que la holonomfa es trivial.

Restringiendo la inmersién [ a los abiertos donde es homeomorfismo local
obtenemos el (id, X') ~ atlas para M. o

Estudiemos ahora la funcién desarrollndora de una estructura geométrica.
2.29. Definiclén

Sea M una (G, X) — variedad, sea p :_M ~+ M la cubriente universal de M,
levantemos la estructura a M. Como I, (M) es trivial, la holonomia ¥ es trivial y
entonces una carta coordenada sobre M se extiende por la proposicién anterior a
una inmersién. .

D:M- X,
D es llamada la funcidn desarrolladora para M con respecto a la carta elegida, Si
clegimos otra carta coordenada, obtenemos g o D para alguna ¢ € G.

Ejemplos:
Tomemos a M como el sector de dngulo irracional con =, la aplicacién desar-

rolladora nos dé como cubriente M una espiral infinita ver figura 38 (i).

En el caso de que el 4ngulo sea de la forma ’T" nos queda un disco partido en
n partes iguales ver figura 38 (ii).

Y por dltimo si el 4ngulo es de la forma L:’E se ve como en la figura 38 (iii).
2.30. Proposicién

La funcién desarrolladora es equivariante. Es decir, D o T, = x(a) o D donde
Ta s una transformacién de cubierta y « € IT; (M, my).

Demostracién.

Si T una transformacién de cubierta es decir, si po T = p. Existe una cor-
respondencia 1 — 1 entre los elementos del IT; (M, mg) y las transformaciones de
cubierta, dada como sigue:

a e T,
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(ii)

(iii)

figura 38

El punto final de & es T, (o) ¥ D(Ta(mo)) = x(a)(D{Mo)) por las defini-
ciones de D y x(a) o 5. Donde continuamos x(a) o Z3 a lo largo de B! entonces
D(Ta(m)) = x(a)(D(m)) por lo que la proposicién es cierta. Si en lugar de D
usamos g o D obtenemos que (g0 D)o T, = (gox(a)og™'} o (go D). 0

Sea o un lazo basado en mo € M, sea M € M levantemos a & @ de forma que
empiece en my. Sea f una curva que una a g y a . Si § = p(f), que termina
en m = p(rn). Levantemos f~'af a §'48~! C M que empieza en 1 y llamaremos
Ta(rm) a su punto final.

D(m) estd definida por continuacién de Z; a lo largo de §, mientras que
D(T,(rn)) estd definida por continuacién analitica de Zp a lo largo de f'c.
2.31. Proposicién

D : M - X es un homeomerfismo para toda a € II;(M,mp) y alguna
(G, X) — estructura sobre M. Si tenemos dos estructuras equivalentes sobre M;
un homeomorfismo h : M — M el cual es una (G, X)—funcién entonces tenemos
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figura 39

funciones desarrolladoras D,g o D o i donde  es el levantamiento de h.

R ~

M M
I I
M oM
U U
h=H(Ua) U
l:.h X ll-
X M x

N1

Ahora simplemente mencionamos como se le puede dar una topologfa al eapacio
de (G, X) ~ estructuras

Sen M una (G,X) — variedad con atlas maximal A,n.;. Sabemos que existe
un (G, X) — subatlas 4 = {{U;, %)} € Amaz ton un nimero finito de cartas coor-
denadas.

Sabemos que X es un espacio métrico, podemos definir distancia entre dos
subatlas A y A’ de Apmqx que tengan las mismas cartas coordenadas {U;} de la

siguiente manera:
d(4, &') = sup sup {d(z;(m), 2{(m))}.
T meU;

Esta distancia es una métrica en el conjunto de todas las subcubiertas de Amaz.

Consideremos otra (G, X) — estructura sobre M con A’ de Amax con cublerta
{U;}, entonces definimos

d(AMGZ’A:nu:) = inf d(ﬂa -4”)

con A" C Ao ¥ A = (Ui %)
La funcién que definimos de distancia es una distancia en el sentido de andlisis
podemos definir e—vecindades para definir una topologfa r ver [Verj].
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2.32. Proposicién
La topologfa r es independiente del subatlas 4 elegido pata representar cada
{G,X) — estructura con Ap,qs como atlas méximo ver [Port2]. o
En los siguientes ejemplos la construccién de las estructuras depende de ciertos
parémetros, la variacién de ellos produce estructuras distintas y € cercanas.

i) Si tenemos la banda infinita en R? comprendida entre las rectas 2 =0y =2
si tomamos el cociente que se obtiene al identificar los puntos de la forma
{0,y) con los de la forma (2,y) obtenemos un cilindro recto. Sin embargo
si identificamos {0,y) con {0,y + ¢) tambien obtenemos un cilindro pero las
estructuras que nos quedan son distintintas. Si e es pequefio es posible mostrar

que Jas estructuras asociadas estdn cercanas.
g .

figura 40
ii) Demos a §? — {m;,m3,m3} una estructura hiperbélica identificando los lados
de dos tridngulos ideales mediante isometrfas como muestra la flgura 41, Sin
embargo, si cambiamos la identificacién podemos obtener otra (Iso*H? H?) ~
estructura que no necesariamente es equivalente ver |Verj].

IR

3

e ..
<. Ty
figura 41

2.33. Definicién
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Si X es un espacio métrico completo decimos que una (G, X)—estructura sobre
M es completa si la funcién desarrolladora D : M — X es una funcién cubriente.

Ejemplo:
Sea M? un pantalén (ver figura 42), le podemos dar dos estructuras hiperbélicas

distintas. Primero construyamos la cubriente universal del pantalén de la siguiente
manera:

Cortemnos a lo largo de { y a lo largo de m, dos geodésices, en el disco unitario
dibujemos una regién fundamental F' isométrica al pantalén después del corte, F
se puede ver como dos hexdgonos hiperbélicos unidos por uno de sus lados, por los
lados que no forman la frontera de M? repitamon 1a configuracién, resulta que lo que
obtenemos después de reflejar de todas las maneras posibles es simplemente conexo,
sin embargo no es todo el disco ya que los puntos de los lados que corresponden a
frontera de M? no son parte de M?, la estructura que acabamos de dar al pantalén
no es completa.

Sin embargo, si pensamos » M? como una superficie de Riemann tiene una
{PSL(2,L),C)-estructura completa ya que por el teorema de uniformizacién

su cubriente universal es todo A que es completo.

Cuando X es simplemente conexo, D es un homeomorfismo y podemos hablar
de X como de M.

2.34. Definicién

Una métrica de Riemann sobre X es G—invariante si la accién la accién aso-
ciada a: G X X — X es por isometr{ns,

En nuestro caso P € {§? E? H?} sabemos que tal métrica existe.

Un problema general que no analizaremos con detalle es determinar dado el es-
pacio geométrico (G, X) bajo qué condiciones existe una métrica en X G-invariante.
Al respecto se tiene la siguiente proposicién:

2.85. Proposicién
Supongamos que la accién de G sobre X es transitiva y que el grupo de isotropfa
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ds cualquier punto es compacto. Todo espacio geométrico (G, X) tiene una métrica
de Riemann G—invariante.

Lademostraciém utiliza la existencia de la medida do Haar, para esto ver
[Port2]. o

La métrica es compatible con la topologia original de X ver [Spiv]. El problema
de encontrar métricas G-invatiantes con G un grupo de Lie no es trivial, veremos
un Caso en que no existen.

Ejemplo: Es posible mostrar que si X = £ y G son las transformaciones
wfines f(z) = az +bcon a,6 € Cy a # 0 entonces (G,X) no tlene una métrica
G—invariante, Podemos observar que en este caso los grupos de isotropfa no son
compactos,

2,38, Proposicién

El espacio métrico determinado por uns métrica G-invariante sobre {G, X)
dande G ea transitivo sobre X y tiene grupo de isotropfa compacto es completo.
Demostracién.

Por la proposicién anterior y como X es una variedad se tiene que ea localmente
compacta. Entonces la métrica es localmente completa. 8i z € X fljo y elegimos un
abierto coordenado con cerradura complets, podemos suponer que es una bola de
radio § homeomorfa a una bols de R". Decimos que 1a vecindad es una §—vecindad
en z encajada. Por ia invariansa de ]a métrica bajo G y por la transitividad de la
accidn se ve que cada punto tiene una §—vecindad encajada.

Cowslderamos una sucesién {z;} en X, ses 75 tal que 8i § > jo entonces
d(zj,2;,) < § entonces si § > jo entonces z; € S~vecindad encajuda de z;, lo
cual es complets, por lo tanto {z;} converge. D
2.37. Proposicién

Sea M una (G, X)—variedad. 8i X tiene una métrica de Riemann G—invarian-
te, entonces M también la tiene.

Decimos entonces que M tiene una (G, X)—métrica de Riemann.

Demostracidn.
8i 2 € T M se tiene entonces que
{1 dm = (2a)(, )x.(z)

donde z, : Uy —+ X es una carta coordenada y 23 : TU, — T'X estd dado por la
inversa de la diferencial de z,.

En general sl p ¢ M- Mesun espacio cubriente de M, podemos darle a M
una métrica riemanniana de la siguiente forma:

(s )m=p% a)p(m

De aquf que p es una isometria local y la funcién desarrolladora D : M-Xloes
también, n}
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2.38. Proposicién
Si M es un espacio métrico completo, entonces M también lo es.

fignra 43

Demostracién.

Sea i C M uns sucesién de Cauchy, como p : M — M es localmente una
isometrfa podemos encontrar una curva que une a m y i’ esta curva se proyecta
en una curva sobre M que une a m = p{th) y a m' = p(n' de la misme longitud,
entonces d(m,m') < d(rh,m') entonces {mj} es una sucesién de Cauchy donde
m; = p(i;}. Como M es completa entonces {m;} converge a m € M, levantamos
una curva que va de m; & my y de mz a my,...,y que termina en m la podemos
levantar & una curva en M y su punto final /i es el limite de las ;. a]

Observemos sin embargo que a una misma variedad topol6gica se le pueden
poner estructuras completas o incompletas cono en el ejemplo después de la defini-
¢ién 2.33.

Como en el capftulo anterior definimos la longitud de una curva C, que une a
P ¥ & g con respecto a la métrica G—invariante como L{C) = [, da y definimos la
distancia entre dos puntos como:

d(p,¢) = inf{L(C)/donde C es una curva que unea py ¢}

2.39. Teorema

Sea M una (G, X) -variedad, supongamos que tenemos une métrica riemannia-
na G—invariante sobre X entonces M es un espacio métrico completo si y sélo si
M es completa como (G, X)—variedad.

Demostracién.

Ses un espacio métrico completo. para probar que la estructura sobre M
es completa, levantemos una trayectoria € C X por la funcién desarrolladora
D:M— X auna trayectoria 6c M. Como D es un homeomorfismo lo-
cal podemos hacer lo que queremos cerca de C{0) al menos si C(0) € D(M)
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supongamos que as{ es y que no podemos levantar toda C; entonces sea i3 =
sup(t/ podemos levantar a C sobre [0,t]} con tg < 1y e{tp).

Supongamos que C' es suave y de longitud finita. C el levantamiento de {0,¢)
tiene tamblién longitud finita y como D es una isomettfa local se tiene que C(to) €
M.

Sea IZ una vecindad de 1 donde D es un homeomorfismo, D! estd definida
sobre D(U) y podemos entonces levantar a tods C por lo que se tiene que D es
cubriente y entonces la (G, X)—estructura es completa.

Probemos el regreso, supongamos que la (G, X)-estructura sobre M es com-
plets. §i {m,} es una sucesién de Cauchy en M, tomemos una subsucesién {n,}
tal que d(m;, m;41) < —,1,, entonces podemos unir fos puntos de la subsucesién

por una trayectoria C de longitud finita. Levantemos C & & G M via D. Ses z;
una funcién coordenada en C(0), podemos extenderls a una trayectoria en X de
la misma longitud. Como X es un espacio métrico completo, la trayectoria que
levantamos tiene un punto flual. Sea m = o(C(1)) entonces m es un punto final de
C = p(C), m = limmy, entonces es el limite de la sucesién original y entonces M
es un espacio métrico completo. u}

Se tiene el siguiente teorema que nos dice como podemos darle una estructura
a la variedad que se obtiene armando tridngulos geodésicos mediante isometrias.

2.40, Teorema de Ensambladura

Tomemos una coleccién de tridngulos geodésicos {Ta}aes en P con lados {T*}
donde k= 1,2,3.

Si los tridngulos T), tienen identificados loa lados por aplicaciones ff,‘}; :Th o
T§ entre los lados de los tridngulos tales que forman una triangulacién de una
variedad topolégica M y se cumplen que:

(i) Las aplicaciones f:f, son isometrias.

(ii) La suma de loa Angulos en la aureols asociada a cada vértice de los triéngulos
Ty 8 27,

Entonces se tiene que M tiene una (Iso{P), P)-estructura.
Demostracién,

Sea §, : Tq — M el homeomorfismo sobre su imdgen dado por la construccién
de M. Por hipdtesis M tiene una topologia, queremos darle un 4tlas del tipo
(Iso(P}, P). Construyamos primero los abiertos del 4tlas en M como sigue:

Si z € M existe a € I tal que z € §(T4);
ler. caso

Siz & (6a(Ta))°, "el interior”, entonces definimos Uy = (6a(Tw))° ¥ la funcién
coordenada 2z, : U,y ~ P como la restriccién de 07! a U,.

2do. caso
Si se tiene que = € 3(04(T)) entonces z es o no vértice de T,
Caso ) Si z no es vértice de T,, entonces se tiene que z € 0o (TS) y z € Ug(Té)
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para algina g € 1,

Definimos V, = B,(z)}U B|{z) donde B, y B)(z) son las P-bolas de radio € con
la distancia dada en el capftulo uno, elegimos la epsilon de manera que B.(z) C Ty
y Bl(z) C T3 en este caso construimos como funcién coordenada a yo : V, — P
dada por yo(Ve) = B(0), esto se puede hacer por la condicién (i) del teorema, la

eleccidn no es inica pero existe siempre una y no importa cual eligamos, ver figura
45.

Casc b) Si = es un vértice de T, existen Ty,,..,Ta, una subcoleccién de
trikngulos tales que z es vértice de 0a(T%),0a(Ta,), - fa(Ta, ), definimos las car-
tas coordenadas de la siguiente forma: W, = B2(z) U B2 (z) U ..U B&*(z) con
una ¢ adecuada para que se cumpla que B? C T, donde 8 = @,qy,...,@,. Por
la condicién (ii) de las hip6tesis del teorema tenemos que existe una aplicacién
Ty : Wo — P que manda Wy a una bola con centro en el origen como en el caso a),

ver figura 45.
Con estas cartas coordenadas queremos derle un (Jso(P), P)-4tlas a M.

Tenemos que probar que en caso de intersectarse dos abiertos debe existir una
isometrfa de P tal que sea el cambio de coordenadas entre las dos cartas,

Sea Aa N Ap # 0 con A, y Ap de tipo Uy, V4, Wy, se tienen varios casos
dependiendo de los tipos de Ay ¥y Ag, como juegan el mismo papel analicemos los
casos con Ag:

8i Aq = Ua y 2 € UaN Ap entonces se tiene una (U, za) carta para z, veamos
como puede ser (Ag,lp) con | = z2,y,z, se tiene que si Ag = Up, como la carta de
z c3 dnica por catar en el interior de §71(T,) ¥ la composicién es Iz identidad, ver
figura 46.

8i Ag = Vp entonces se tiene una carta coordenada (V3,ys) ¥ queremos probar
que z, © y;," restringida a U, NV es una isometria,

AVAV (= P '

P NS

figura 44

Si Ag = Wpg entonces tenemos que probar que 2z, © zE‘ restringide a Uy W5
es una isometria,

Si se tiene que A, = Vg entonces Ag s6lo puede ser Vg o una Wp. Si Ag=Vp
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figura 46

entonces es claro que y, o y,;‘ es una isometrfa,

Si Aq = W, entonces Ag 86lo puede ser del tipo Wy y la composicién zq0 :z:,;1
es la identidad que resulta isometrfa. De aquf que M tiene una (Jso(P), P)—estruc-
tura. a

El teorema de ensambladura es cierto en dimensiones superiores planteandolo
adecuadamente, por ejemplo para dimensién tres. pedir que se ensamblen tetraedros
sélidas con caras totalmente geodésicas, que caras con caras de tetraédros esten
identificadas mediante isometr{as, que se cumpla que en cada arista exista una
aureola de dngulo 2x alrededor de él y en cada vértice los &ngulos sélidos de los
tetraedros en la aureola formen un dngulo sélido de 47.

Observemos que en la demostracién M puede ser cualquier dos variedad abierta
sin frontera. Sin embargo, si M es compacta con frontera se tiene que el teorema
de ensambladura es cierto si pedimos quie la frontera de M sea geodésica y que
la aureola de los vértices que esten en la frontera de M formen un 4dngulo de =
alrededor de ellos.

Existen otras formas distintas de armar variedades como en el caso de pegarle
a un cilindro finito dos casquetes esféricos por la frontera, sin embargo el objeto que
se obtiene de este pegado no es de las variedades que nos interesan pues tiene en
los extremos estructura eliptica y en el cilindro estructura plana.

Es por esto, que tenemos que pedir que todos los tridngulos sean del mismo
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figura 47

tipo, o sea que log pedazos tengan la misma estructura.

Se tiene el siguiente resultado que nos ayuda a resolver el problema de dar
estructuras geométricas a las variedndes y serd el camino que seguiremos en el
capftulo 3 para dar a toda 2-varicdad una estructura geométrica.

2.41. Teorema

Un subgrupo G de Jso{ P) actus en P, donde P € (E?,1?,§"}, por evaluacién
cs tal que el cociente N = P/G es una veriedad diferencinble de dos dimensiones si
y sélo si existe una (G, P) — estructura completa sobre N, de hecho la estructura
es del tipo (Jso(P), P).

Demostraclén,

Sea F es una regién fundamental de P para la accién de G, Sea FO su interior y
Up = F°, para cada z € OF sea U, una vecindad abierta de z tal que U, Ngl, =0
para toda ¢ € G distinta de ¢.

Esto se puede hacer por la discontinuidad de la accidn de G sobre P.

Sea Ug U {U;}:car = A. Es claro que A es una cubierta de N, se tiene que
29 : p~YUs) € N - U, C M, como adems se tiene que si U, N U, # B entonces
2,0 z;',l = td. por la construccién de los U, lo mismo si Uy N U, # 0, as{ que N
tiene una (G, P)—estructura, que resulta ser completa por ser P completa.

. Inversamente s5i N tiene una (G, P)—estructura completa se tiene que D :
N — P es una funcién cubriente y es una isometria como ademés se tiene que P es
simplemente conexa entonces se puede considerar & N como P, por el comentario
anterior a la definicién 2.34., as{ que se tiene que el siguiente diagrama conmuta:

N X5
e/
N

M

por lo que se deduce que P/G debe ser N.
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CAPITULO 3

Estamos interesados en estudiar subgrupos G de Iso{P) con P € {E?,§? H?}
que actiien sobre P de manera propia y discont{nua tales que P/G sea compacto.
A tales G los llamamos Grupos cristalogrdficos de P.

Como sabemos si G también actuara libremente tendr{amos una variedad como
cociente y sabemnos que entonces la variedad resultante tiene una (Iso(P}, P}-estruc-
tura que resulta completa.

Con todo lo que se estudi6 en los capitulos anteriores probaremos que toda dos
variedad tiene una (Iso(P), P)-estructura.
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Grupos érlatalog'réﬁcos libres.

Haremos una descripcién y clasificacién de los grupos cristalogrédficos para P €
{E%,§% W%},

Grupos Cristalograficos libres de E?,

Por la definicién de grupo cristalogréfico, estamos buscando grupos G, de isometrias
de E? que actuen de manera propia y discontinua, si ademfs actia libremente
sabemos que el cociente es una variedad.

El siguiente resultado nos dé una caracterizacién de los grupos libres de 3.
3.1. Proposicién

Sea G un grupo de isometrias que actia librememnte sobre E? y sea Gy el
subgrupo que consiste de todas las traslaciones en G. Entonces se tiene que G = Gy
o que G = Gy UBG, donde § = Bz +b que es una isometria de £? con B =

1 0
0 -1

actia libremente sobre E?, y un grupo G = G, U BG) actida libremente si y sélo si
2b# (B + Ila donde Ty € G,
Demostraclién.

Sea la isometria o con 1 # a{z) = A(z)+a € G con el determinante de 4 igual
a uno.

Si A # I entonces (A~I)E? = E% as{a = (I — A)v para alguna v € R®. Ahora
al{v) = A{v) + o = v la cual es imposible. Entonces 4 = Iy « es una traslacién.

Ahora G = G, o G = Gy U BG, donde f{z) = B(z) + b, con determinante de
Biguel 8 —1, 8% = B? + (B(b) + b) queremos probar que B? = I,

Sea {v;,v;} una base ortonormal de R? en la cual B tiene matriz asociada

B(b) = b # 0,b € R®, Inversamente cualquier grupo de traslaciones

Como antes b ¢ (B — I}E?, aa{ b = dvy + b*vy con b! # 0 si trasladamos el
origen a a = b2y, § toma la forma

TaofoT ' =B+ (a+b)oTy=B+(b+(B~1I)a)
as{ b se convierte en bl¢; y entonces § es como dice la proposicién,

Ninguna traslacién tiene puntos fijos, as{ que cualquier grupo de traslaciones
actiia libremente. Sea G = G, U AG, un subgrupo de Iso(E?) donde G| es un grupo
de traslaciones y B estd dado por § = B + b como en el enunciado de la proposicién.
Size E?y g, € Gy con (Bg1)(z) = z entonces:

g1 =Ty, a=a'v +d%vy, z=zlv; + 2%, b=bly,

y caleulando se tiene:

1
Z:z:"v,- = B(z) + b{a) + b = (a* +b' + z')v; ~ (a* + z7)vs.
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Entonces se tiene que 2b = 2b'e; = —2ale; = (B + I)(—a), mientras tenemos que
T..a = g," € Gl.

Inversamente sf 2b = (B + I)(c} donde T, € Gy, entonces ¢ = ¢'vy +clvg, y=
vlvi +yPva, y* = }e? y tenemos Bo T y) = Bly) — B(c) + b = y entonces G no
actia libremente. o

Con la siguiente proposicién obtenemos una clasificacién de los grupos crista-
logréficos libres de B2,

Sea G = G UBG, la descomposicién anterior.
3.2. Proposicién

Un grupo G, de traslaciones de E" actida propia y discontinuamente si y sélo
s1 existen m vectores linealmente independien?cs vi € E" 0 € m < n, tal que G|
consiste de todas las traslaciones Tg,¢,, con n* enteros.

Y G, es un grupo abeliano libre con m generandores.
Demostracién.

Sea V un subespacio de E™ generado por todos los ¢ € E™ para los cuales

T, € Gy. Tenemos una base {v;} de V con T, € G,. Si T, € G, aproximamos v
por una combinacién lineal racional de los vy, esto d4 enteros n} tales que n;? #0y

2
lim Zn; - n?v =0,
joroo

V=l

Por discontinuidad de G, En;v‘- = n?v para j suficientemente grande, quitando
denominadores {I,T,, } genera un subgrupo de indice finito en Gy. Ahora G, esta
finitamente generado, es abeliano y no tiene elementos de orden finito. Cambiando
notacién tenemos {Ty,,.., Ty} como un conjunto minimo de generadores y por
nuestra argumentacién vy, ...,v,, son linealmente independientes y G, consiste de
todas las T o...0 Tt~ = Ty, con n; enteros. n]

Si el grupo G actia libre y propia y discentinuamente se tiene entonces:

1. 8i G1 = {1} entonces g* # 1 implica G = 1. En este caso se tiene que
E})G = E?

2. Sea G, un grupo ciclico infinito y G = G,. Entonces G consiste de todas las
Tya con n entero, para algin vector fjoa # 0y a € E*. En este caso E’/G €s
un cilindro.

3. Si Gy es ciclico infinito y G # G, entonces G, consiste de todas las Ty, con
n entero y se tiene que G = G, U Gy con 8 = B + b como en la proposicién
anterior 82 = Typ € G, asf 2b = na para algin n impar n = —2m + 1 Podemos
reemplazar § por fo Tna = B+b+ma = B4 §, para B(§) = § ya que
B(b) = by a es multiplo de b, G es clclico infinito generado por 8 = B +b
donde 3% = Ty genera a G — 1; B = [ # B y B(b) = b # 0. Entonces R?*/G
es una banda de Moebius .

4. Sea G, abeliano libre con dos generadores y G = G, entonces G consiste de
todas 183 Ty g, 4n3a,s cOn 1’ enteros, para alguna base {a,, as} de R?. Entonces
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R?/G es un toro.

5. Sea G un grupo abeliano libre con dos generadores y G # G Entonces G =
G1UBGy con f = B +b con f? = Ty como en la proposicién 3.1. y pedimos
ademés que la norma de b ses la m4s chica es decir con |{b]| minimal.

G, consiste de todas 1as Tp10,4n24,, n' enteros, para alguna base {a;,a;} de
E? con 2b = q,. Sea ¢ = a; — B(a;) entonces B(c) = —c # 0.
Asf:

i} ¢ es ortogonal a a,

— —

ii)El conjunto de todos los n'ay + n’c es un subgrupo de indice dos en el
grupo abeliano Z; = {n'a; + n%a;|n‘son enteros} Existen dos posibilidades
que § € Z3 o que § € Z;. En el primer caso podemos suponer que a3 =
£ = ~B(aj). En el segundo caso podemos suponer que a; = %; entonces
BoT; ! = B+8 —az=B+5f €G. 5£ es un punto fijo de fo T ! lo cual es
imposible. Entonces podemos suponer que B(a3) = —az. Ahora G consiste de
todas las §”,T™ donde B? = I # B, B(b) = b # 0y B(a) = —a. R?/G es una
botella de Klein, viene de un toro cortando y pegando en el sentido opuesto
por donde cortamos.

En las figuras que estan a continuacién veremos como son cada una de estas
superficies y daremos una regién fundamental de cada uno de los grupos para que
veamos como 8¢ van pegando.

~I-L

Cilindro
figura 48

— q) l/@

Banda de Maobius
figura 49

3.3 Teorema
Los grupos cristalogréficos libres de E? son por la descripcién anterior: Iso-
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Toro
figura 50

Botella de Klein
figura 51

morfos a los grupos fundamentales del toro y el de la botella.

Se tiene que el cilindro y la banda infinita no son compactos, asf llamaremos por
abuso de nomenclatura, Grupos cristalogrificos libres con cociente no compacto, a
sus grupos asociados,
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Grupos Cristalograficos libres de §°.

Se tiene el siguiente teorema que nos permite clasificar los grupos que actuan libre-
mente sobre la esfera.

3.4, Teorema

Los grupos cristalogrdficos en §? son el trivial y Z3 y las dnicas superficies
completas conexas con una (I'so(§?),§%)-estructura son salvo isometrias la esfera
§? y el plano proyectivo P? = SQ/{:U} que son las superficies asociadas a los
grupos cristalogréficos.

Demostracién.

Sea G el grupo de transformaciones de cubierta de p: §? — M? donde M? es
una superficie completa conexa con una {G,§%)-estructura, @ C O(3). Sig € G
tiene determinante 1 entonces ¢ tiene un valor caracteristico igual a 1; el vector
caracterfstico es un punto z € §? tal que g(z) = z entonces g = I, si g € G tiene
determinante —1, entonces ¢g* = I por lo anterior entonces g tiene solo a 1 como
valores caracter{sticos pero como no puede ser 1 se cumple que ¢ = —I. Ahora
G = {£1I}, y de aqul s¢ concluye que M? es isométrico a §% o P?, D

Si G = I entonces M? es isométrico a la esfera.

8i G = —1T se tiene que M? es el espacio proyectivo de dimensién dos. Veamos
como se construye el espacio proyectivo.

figura 52
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Grupos Cristalograficos libres de H?.

Con la siguiente proposicién resolvemos una gran parte del problema de encontrar
estructuras sobre variedades de dimensién dos, por el teorema 2.41 esto equivale
a encontrar grupos que actien libre, propiamente y discontinuamente sobre H? as
que tendremos una buena lista de grupos cristalogrificos libres de H?,

3.56. Proposicién

Toda variedad diferenciable orientable de dimensién 2 compacta de género g >
2 tiene una (Iso(H?), H?)-estructura.

Demostracién.
La estructura la damos de la siguiente manera:

Sea un polfgono F regular hiperbélico de n lados con n multiplo de cuatro, con
la suma de sus dngulos internos 2.

Tal F existe gracias a la proposicién 1.41.

Si G es el grupo generado por las traslaciones sobre los lados de F, dos a
dos como en la figura 53, el grupo de traslaciones hiperbdlicas es transitivo en
lus geodésicas por lo que existe siempre una traslacion hiperbélica que manda una
geodésica 8 otra dada, se tiene que G C Iao(H?). Resulta que G actia propia y
discontfnuamente sobre H?: Podemos establecer una correspondencia uno a uno con
los elementos del grupo G y los elementos del enlosado que induce la accién de G,
como lo hicimos en el caso de los grupos triangulares, se tiene que todo punto de H?
estd en uno solo de los elementos del enlosado por 1o que le accién resulta propia y
discontinua resulta ser libre por que todo grupo de traslaciones es libre. F resulta
ser una regién fundamental,

El cociente puede ser obtenido de F identificando las parejes de lados identi-
ficadas por las traslaciones. Lo que nos queda al identificar es una superficie de
género § compacta orientable.

Todos los vértices del pollgono se identifican en un sélo punto, se forma una
aureola de 27 al rededor del vértice. Por el teorema de Ensambladura se tiene que
es una (Iso(M%), H?)-estructura. 0
3.6 Teorema

Los grupos construidos en el teorema anterior son todos los grupos crista-
logréficos G tales que H? /G es variedad compacta orientable.

La demostracién se basa en el hecho de que con este método obtenemos todas
las variedades compactas orientable de género mayor que uno. u]

Ejemplo: El doble toro T? tiene una (Iso(M?), 1?%)-estructura. Sea F un oc-
tégono regular hiperbélico con suma de sus &ngulos internos 27, sean a,b,a™’
bV e,d, et y d™! sus lados tomemos el grupo ciclico generado por las trasla-
ciones que identifican los lados m y m~! con m = a, b, ¢, d lo que se obtiene al hacer
la identificacién es el doble toro y se ve como muestra la figura 53.

Con todo lo anterior hemos terminado el caso de dar estructuras hiperbélicas
a las superficies compactas orientables de género g > 1.
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figura 53

Estudiemos 1as superficies no compactas. Que corresponden a grupos crista-
logréficos hiperbdlicos libres v con cociente no compacto. Se tiene el siguiente
resultado.

3.7. Teorema

Toda 2-variedad diferenciable, orientable Af?, conexn y no compacta tiene una

(150(44%).H?)-estructura complete.
Demostracién,

Caso 1. Sila variedad Af? es simplemente conexa.

3.8 Lema Toda M? como en ¢l tecorema es diferomorfa a ®7.
Demostracién {del Lema)

Por el teorema de Uniformizacién se tiene que M? es conformemente equiva-
lente a € 0 a A, En cualquiera de los casos se tiene que es difeomorfa a C. 8}

Si M? es C entonces vimos en la parte {iv) del ejemplo de 2.20. como darle
una (Iso(H?), H?)-estructura.

Caso 2. 8i My(M?) # Id. podemos dar a M? una (Biho!(C).C)-estructura por
el teorema de uniformizacién se tiene que M1 puede ser € o A,

Si la cubriente es A, la estructura es una (Iso{M?), H?)-estructura ya que las
transformaciones de cubierta de A son isometrfas de H® y es autométicamente
completa.

Pero si es C se tiene que M? puede ser C o un cilindro diferenciable por la
clasificacién de grupos criatalogrdficos en E* y el hecho de que En el grupo de
transformaciones de cubierta que estan en Bihol(C) no hay rotaciones ni homotecias
por que este es subgrupo de Iso(E?).

Por lo tanto el teorema queda demostrado. o

QObservemos el siguiente resultado.

3.9. Lema
El cilindro diferenciable tiene estructura hiperbélica completa.
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figura 54

Demostracidn (Lema).

Pensemos en el grupo G generado por una trasiacién hiperbélica que manda
una geodésica a otra que no la corta, st hacemos el espacio cociente de la accién
sobre H® obtenemos que el cilindro tiene una (7so{H?),H?)- estructura. 0
3.10 Corolario

Las dnicas 2-variedades diferenciables orientables y no compactas que admiten
una estructura plana completa, es decir una (7so( E?), E?)-estructura y una estruc-
tura hiperbélica completa son B, et cilindro,

En el caso de las variedades no orientables se ticne que la banda de Mobius
infinita admite una estructura hiperbélica que se puede obtener como el el caso del
cilindro, solo que al identificar se invierte la orientacién.

Encontraremos otra lista de grupos cristalogréficos de H? con el siguiente teo-
rema.

3.11. Teorema

Las variedades diferenciables de dimensién dos no orientables compactas, tienen
una (Jso{H?), (H?)-estructura.
Demostracién.

Sea M una variedad no orientable y compacta,

Por el Teorems dc¢ Clasificacién de superficies, se tiene que M es suma conexa
de espacios proyectivos, es decir, se obtiene de una esfera menos discos que tapamos
con gorros cruzados. Uns variedad no orientable estd doblemente cubierta por
una orientable. Queremos darle una {Iso{P), P}-estructura a M. Se tiene que si la
variedad es suma conexa de n espacios proyectivos, M = #P’ entonces x(M) = 2—-n
¥ x(M3z-1) =4 —2n = 2~ 2(n —~ 1), donde M;_; es la variedad orientable que la
cubre doblemente.

Queremos dar a M una (Iso(H?), H?)-estructura, sabemos que si M., tiene
género mayor que uno entonces tiene una (Iso(H?), H?)-estructura, la proyeccién de
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M;_., 8 M es un difeomorfismo que podemos levantar a H?,

HI
1r
M.y
It

M

Quisieramos que po f fuera una transformacién de cubierta de H?. Afirmamos
que existe una transformacién de cubierta de M3_, tal que sucede que po f es
transformacién de cubierta de H?, con lo que M tienc una (Iso(H?), H?)-estructura.

Si M3, tiene n hoyos, es decir tiene género n es posible poner en M una
estructura hiperbélica que cumple con que "cortando a M por un plano transversal”
de tal forma que las dos partes nos queden simétricas e isométricas. Nos queda que
en cada una de Iss partes tiene un nimero n + 1 de componentes en la frontera
de cada uno de las partes, en cada una de ellas nos falta identificar los puntos
diametralmente opuestos, esto es como en §*, lo que se obtiene en cada una de las
componentes es una variedad isométrica a M.

Todo el proceso anterior es una transformacién de cubierta que hace de M una
variedad con (Iso(H?), H?)-estructurn. 0

A
*»

figura 55
El método anterior puede usarse para dar estructura geométrica hiperbélica a
algunas variedades no campactas y no orientable, sin embargo no pudimos gener-
alizar este método para todas estas variedades.
Observacién Las estructuras no completas no provienen de acciones en P.
En la siguiente tabla se presentan algunos resultados que resumen los resultados
de las secciones anteriores de este capftulo.



Elipticas Planas| Hiperbélicas

o e G
otieatep] srientable | crientayle crentible O entapie | onentalle

Compactas s | p? Toro| Botella] n-Toro #P’
No Compactas Cilindro | Banda| Toda superficic
®? no compacta

orientable o no.

tabla 2
{

Finalmente se tiene un resultade muy interesante acerca del nimero de varie-
dades hiperbélicas completas de dimensién dos que tienen la misma drea.
3.12. Teorema

Sea M una dos variedad riemanniana, conexa, orientable y completa con estruc-
tura hiperbdlica. Se tiene por el Teorema de Gauss-Bonnet que si el Area(M) < oo
entonces Area(M) = —2xx{M), donde x(M) denota la curacterfstica de de Euler.

Sélo hay un nimero finito topolégicamente hablando de variedades con ese
volimen.

Si Vol(M) = 2rk y k es impar entonces existen 52 posibilidades. Si & es par
existen %‘ + 2 posibilidades de variedades M con volimen 2xk.
Demostraclén

Como la caracterfstica de Euler de una variedad es siempre un entero se tien
que los volimenes solo pueden ser 27,47 6, etc.

Si k = 1 queremos calcular las variedades con las hipdtesis del problema que
tengan drea 27. La variedad M puede ser la esfera con tres ponchaduras o el toro

con una ponchadura.

figura 56

68



Ya que la caracteristica Euler de una superficie de género g es 2 — 29 y cada
vez que hacemos una ponchadura topolégicamente es como 5i quitaramos un disco
y la caracteristica se disminuye en 1 as{, si a una variedad con caracteristica m le
hacemos n ponchaduras su caracterfstica es m —n. ,

Si k = 2, contamos de cudntas maneras puede ser M para tener caracteristica
menos dos. Sia §? le quitamos cuatro puntos las caracteristica se disminuye uno
por cada punto, as{ que )((§g — 4 ptos.) = -2, lo mismo si al toro le quitamos dos
puntos y lo mismo para el doble toro, as{ que tenemos que hay tres para k = ~2.

Se tiene que si k c3 par la variedad de género —k es una de nuestras variedades
M, y entonces de todas las variedades de género par menor que k podemos obtener
una de las variedades buscadas con Area 27k haciendole las ponchaduras necesarias,
por esto obtenemos que si k es par existen E4 == '25 + 2 variedades con drea 2rk.

3
Si k es impar se tiene que M una variedad con gé:ero ¢ = "‘2“ tiene carac-

terfstica —k y su &rea es precisamente 27k si & la variedad con género g = = 1‘1 le
quitamos un punto se tiene que tiene el drea buscada asf que tenemos de k es impar
que existen 53,'—"-‘ variedades con volimen 27k, ver [Grom]|. o
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APENDICES

APENDICE A
Orbifolds
Definicién
Una orbifold O es un espacio localmente modelado sobre R”, médulo la accién

de un grupo finito. Esto es, O consiste de un espacio de Hausdorff X, con una
estructura adicional.

El espacio X tiene una cubierta dada por una coleccién de conjuntos abiertos
{U:} cerrada bajo intersecciones finitas. A cada U; se le asocia un grupo finito
T;, una accién de T; sobre un conjunto abierto U; de R™ y un homeomorfismo
Pt Ui — U,'/I‘(.

Siempre que U; C Uj, existe un homomorfismo inyectivo f;; : I'i <= I; y un
encaje B — (7,- equivariante con respecto a f;.

(Si ¥ €Ty, Bis(1z) = fi () Bi(2).)

De ta! forma que el siguiente diagrama conmuta:

i/ P Us/ fii(T3)
.J'}F b
U; — [;j

Consideremos §;; definida salvo composicién con elementos de I'; y fi; salvo
conjugacién por elemcntos de I'y. No siempre se cumple que Pk = Pk © By5
cuando U; C Uy C Uy, pero debe existir v € Ty tal que 7@ = @ik © Pij ¥
70 fix(g) o™ = Sk 0 fij{9).

Ejemplo:

Una variedad cerrada es una orbifold donde cada grupo I'; es el grupo trivial

as{ que U=U. ‘

Ejemplo:
A una variedad M con frontera se le puede dar una estructura de orbifold mA{
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en la cual su frontera se convierte en un espejo esto es, cualquier punto sobre Ia
frontera tiene una vecindad modelada en 8" /73, donde Z; actiia por reflexiones en
un hiperplano. La siguiente proposicién generaliza el teorema 2.21.

Proposicién

Si M es una variedad y G es un grupo que actda propia y discontinuamente
sobre M, entonces M/G tiene una estructura de orbifold.

Definamos lo que significa orbifold cubriente.
Definlcién

Una orbifold cubriente O de una orbifold O, es una orbifold, con una proyeccién
p: X5 — Xo entre los espacios adyacentes, tal que si z € X existe una vecindad
U = U/T para cada componente v; de p~!(U) isomorfa a U/Ty, donde I'; ¢ T es
algin subgrupo.

El isomorfismo debe respetar las proyecciones.
Delnicién

Una orbifold es buena si tiene a una variedad como orbifold cubriente.
Ejemplo: '

Si consideramos el Teardrop T, una esfera con un punto cono que tiene como
espacio subjacente 8 X = §? y se obticne como R’/ln = T donde Z,, actda por

rotaciones T no tiene cubiertas no triviales conexas y se tiene que es una orbifold
mala.

Cada z en O tiene asociado un grupo I'y, bien definido salvo isomorfismos: En
un sistema de coordenadas locales U = UT, T'; es el grupo de isotropfa de cualquier
punto en U que corresponden a z.

figura
Definicién
El conjunto

To = {z/T. # {1}}
es el lugar singular de O.
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Cuando O es una variedad se tiene que Lo = 8.

Se tiene la siguiente proposicién que no daremos su demostracién.
Proposicién

Una orbifold O tiene una cubriente universal O,

Resulta que la cubriente universal de O, 0, es una cubriente regular esto es,
para cualquier preimagen % del punto base z’ existe una transformacién de cubierta
que manda z’ a Z.

Definicién

El grupo fundamental IT; (O) de una orbifold O es el grupo de todas lag trans-
formaciones de cubierta de la cubriente universal O.

Necesitariamos probar que deberas es grupo y las propiedades del grupo fun-
damental sin embargo, supondremos sin mis comentario que asf es,

De aquf en adelante supondremos que O es una orbifold buena.
Proposicién

El lugar singular de una orbifold de dos dimensione tiene alguno de los sigu-
ientes tipog de modelos locales.

(i) Espejo: R?/Z; donde Z, actia por reflexiones en el eje ¥ de R?.
(i) Puntos elfpticos de orden n: R?/Z,, con Z,, actuando por rotaciones.

(iii) Esquinas reflectoras de orden n: R?/D,,, donde D, es el grupo diédrico de
orden 2n, con presentacién < a,b:a? = b = (ab)" = 1> . Donde a y b
denotan reflexiones en rectas que se cortan haciendo un dngulo de £,

NN
\\\ 4\ )
\\ i) (i) (i

figura

En dimensién dos todas las orbifolds O tienen un espacio adyacente X¢ topo-
légicamente una superficie y posiblemente con frontera.

Hagamos una clasificacién de las orbifolde de dos dimensiones.

Como antes podemos definir (G, X)-estructura sobre orbifolds y la aplicacién
desarrolladora definida para una (G, X)-orbifold O.

Proposicién
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Cuando G es un grupo de difeomorfismos de una variedad X entonces toda
{G, X)-orbifold es buena.

La funcién desarrolladora D : O — X esté definida.

Si G es un grupo de isometrias actuando transitivamente sobre X, entonces si
O es cerrada o completa, es completa.

Si X cs simplemente conexa entonces 0=X y I1;(O) es un subgrupo discreto
de G.

Se tiene que a una orbifold se le puede definir una caracteristica de Euler, se
obtiene también que con hipétesis adecuadas se tiene un teorema de Gauss-Bonnet
para orbifolds,

Se tiene entonces el siguiente resultado que no probaremos ya que varios de
los resultados ya han sido probados y otros requieren de un estudio més profundo,
para mayor referencia de los resultados de este apéndice vease {Thurl|.

Teorema

Una orbifold de dos dimensiones tiene una estructura plana, eliptica o hiper-
bélica 8i y sdlo si es buena,

Se tiene que O una orbifold tiene una estructura hiperbdlica si y sélosi x(0) <0
y una estructura plana si y sélo si x(0) = 0.

Una orbifold es elfptica 6 es mala si y sélo si x(0) > 0.

En la siguiente tabla se muestran todas las orbifolds malas, planas y elfpticas
donde (ny,..nx;my,...m;) denots una orbifold con puntos elipticos de ordenes
n1, .,k ¥ esquinas reflectoras de ordenes my,...,my.

Todas las orbifolds que no aparecen en la tabla resultan hiperbélicas.

Esto es, el teorema nos dice que toda orbifold buena tiene una estructura del
tipo (Iso{P), P)—estructura y se prueba que todas las orbifolds buenas de dimensién
dos que no aparecen el la lista tienen estructura del tipo (Iso(H?),H?).
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Xo Malas | Elfpticas Planas
Ta'esfera” | (n) () {2,3,6)
(nl y Ylg) (n, n) (2,4,4)
§* {ni<ng | (2,2,n) (3,3,3)
233) | (2222
(2,3,4)
(2,3,5)
El disco (in) GY T
A ( ;nhnz) ( ;n,n) ( ;2)3s8)
n<ng | (12,2,0) | (244)
{:2,33) (;3.3,3)
(234) | (122.2.2)
(i235) | (22,2)
(ni) (3:3)
(2 m) (4:2)
(3:2) (2:2;)
El plano Proyectivo P | () | (2,2)
(1)
El toro T7 ()
La Botella de Klein X {)
El Anillo 4 0)
Lo Banda de Mdbius M {;)

tabla
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APENDICE B
Espaclos de Estructuras Geométricas

Hemos dado a una variedad de dimensién dos una estructura geométrica, en
el capitulo tres, {a pregunta que nos hacemos ahora es: ¢ Cudntas estructuras no
equivalente le podemos dar & una variedad de dimensién dos?

Este problema es estudiado desde el siglo pasado, en el contexto de superficies
de Riemann, ya que en el caso particular de estructura hiperbélica en una super-
ficie compacta y orientable el determinar el numero de estructuras hiperbélicas es
equivalente a determinar las estructuras holomorfas. El problema es conocido como
el cspacio de moduli o el espacio de Teichmiller. En general la coleccién de estruc-
turas geométricas cn una variedad dada tienen estructura de espacio topoldgico e
incluso de variedad diferenciable u holomorfa.

Veamos algunos ejemplos: Por el teorema 2.2 polemos decir en algunos casos
cudl es,

En el caso del cilindro con estructura plana completa su moduli o espacio de
estructuras planas estd parametrizado por la distancia entre las rectas que tomamos
para hacer la identificacién, o en otras palabras la norma del vector por el que
trasladamos y generamos su grupo de traslaciones.

En el caso del toro se tiene que el espacio de estructuras planas se obtiene como
sigue:

Prirnero observemos que una estructura plana induce una estructura holomorfa.
El determinar las estructuras holomorfas en el toro es un cdleulo clésico: Para ello
debemos hallar todas las parejas de niimercs complejos z,w tales que el grupo
generado por las traslaciones asociadas Ty y T\, produzca toros no biholomorfos
entre sf, sin pérdida de generalidad puede hacerse z = (1,0) y w € H?. Dos parejas
{z,w) ¥y (z,u') producen toros equivalente si y solo si

aw' +b
= o d con ¢,b,e,d€ Z yad— be = 1.
Si SL(2,Z) es el grupo de transformaciones de Mobius con coeficientes enteros
y determinante uno, entonces las estructuras holomorfas del toro estdn parare-
trizadas por H?/SL(2,Z), este cociente tiene estructura de variedad compleja, es
biholomorfa a €, de donde las estructuras holomorfas en el toro forman de manera
natural C.
Finalmente dada, una estructura plana en el toro generada por (z,w), para A €
R, (Az,Mw) generan la misma estructura holomorfa pero no la misma estructura
plana. Con lo que tenemos que es espacio de estructuras planas del toro es € x R,

E! problema en general no es nada sencillo y podemos dar como referencia a
las personas interesadas por el tema a [Bers2].
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APENDICE C
Estructuras Geométricas en variedades de dimensién tres

En el caso de tres dimensiones el problema de encontrar los grupos crista-
logréficos y por lo tanto estructures geométricas modeladas en E3,§%, H? las ge-
ometrfas euclidiana, eliptica e hiperbdlica en dimensién tres se complica demasi-
ado. Uno de los problemas es que no se conoce la clasificacién topolégica de las tres
variedades y otro es que no tenemos un teorema andlogo al de uniformizacién. Por
lo que hemos visto a lo largo del trabajo, todos los problemas antes mencionados
guardan relaciones entre s{. Actualmente se conocen todos lo grupos cristalogréficos
de E® y §° pero no los de H®.

Se sabe que no toda tres variedad topolégica admite una estructura geométrica
modelada en E3, §% 0 en H®. Por ejemplo; §% x §! no puede tenerla ya que aplicando
la teorfa que hemos visto, el que tuviera estructura geométrica de los tipos anteriores
implicarfa que su cubriente universal fuese E3,§° o H2, lo cual es una contradiccién
ya que su cubriente universal es §? x R,

Recientemente William Thurston ha conjeturado la existencia de estructuras
geométricas para toda tres variedad compacta utilizando técnicas de cirugfa (cor-
tando la variedad a lo largo de superficies) y ampliando la lista de posibles es-
tructuras a ocho tipos, los cuales incluyen a E%,§° y H®. W. Thurston y otros
matemAticos han probado que la conjetura es vélida para tipos muy amplios de tres
variedades. Sin embargo, no hay todavia una prueba completa de la conjetura.

Las referencias principales que proponemos en este tema son [Thurl}, [Thur2]
¥ [Scot].
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APENDICE D
Tapologfa de Superficles

Resumimos algunos resultado que se utilizan implicitamente en el el capitulo
tres. El primero de ellos es:

Teorema de clasificacidn de superficies compactas,

Toda superficie compacta es homeomorfa a una esfera, a una suma conexa de
toros, 0 a una suma conexa de planos proyectivos.

La demostracién de este teorema se encuentra en [Mass).

La caracteristica de Euler de una superficie compacta orientable de género g es
2 - 2g = x{M}.
Proposicién.

Se tiene que 8i M ¢s una variedad conexa no orientsble, compacta y es suma
conexa de n espacios proyectivos, su caracteristica es 2 - n.
Proposicién, '

Toda varieds no orientable est& doblemente cubierta por una orientable.

Un resultado muy interesante acerca de la caracterfstica de un espacio cubriente
con respecto & la variedad que cubre, es el siguiente.
Proposicién.

Si M' es una cubriente de orden p de M, entonces sc tiene que x{M') = px(M).
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APENDICE E
El Teorema de Gauss-Bonnet

Este teorema fué usado en diversas versiones, empezando por caracterizar la
suma de los &ngulos internos de un tridngulo geodésico. Enunciamos aqui una de
sus versiones més generales.

Teorema de Gauss-Bonnet.

Sea 2 C § una regién de una variedad diferenciable riemanniana orientable de
dimensién dos y sean C,,C3,...,C,, curvas cerradas C°° por pednzos que describen
la frontera de R, R. Supongase que cada O estd positivamente orientada y sean
0,03, ...,8p, todos los Angulos externos de las curvas C;.

Entonces

Z k ds+//Kda+Zﬁ-—2xx(R)

=1

donde s denota la longitud de arco de C; y la integral sobre C; denota la suma de
las integrales sobre todos los arcos regulares de Cy, k; la curvatura geodésica y K
la curvatura Gaussiana.

Se tiene el siguiente corolario, que en ocasiones es llamado el teorema de Gauss-
Bonnet, Cuando hacemos meneibn en |a tesis a este teorema es en esta versién,

Corolario.
Sea S una variedad diferenciable Riemanniana, orientable de dimensién dos,

entonces
// Kda = 2xx(8S).
s

Como referncias principales se puede ver [DoCarl] o [Spiv2).

78



APENDICE F
Coordenadas lsotermicas

Para la existencia de estructuras hiperbélicas usamos fuertemente el hecho de
que toda superficie orientable tiene estructura holomorfa, para ello primero ponemos
en ella una métrica de Riemann y luego se utiliza la existencia de coordenadas
isotérmicas.

Supongamos que en una vecindad del plano tenemos una métrica de Riemann
ds = gndz? + grady?® + 2g12dzdy.

Decimos que las funciones de cambio de coordensdas dadas por u = u{z,y),
v = v(z,y) con d ;‘:z > 0 introducen coordenadas isotermas para la vecindad si
son tales que;

du? 4 dv® = Mz, y)[ds*] = Az, y){g11d2? + 2g12dzdy + ga3dy?]

donde ) es continua.
Teorema
Existen coordenadas isotermas para toda variedad orientable.

Por lo anterior es posible obtener cambios de coordenadas conformes, con lo
que se tiene el siguiente resultado

Teorema.

Una variedad de dimensién dos orientable M diferenciable, puede hacerse o se
le puede dar una estructura de superficie de Riemann.

Una referencia de la demostracién de estos teoremas se encuentra en [Bersi],
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APENDICE G
El Teorema Uniformlizacién

E! teorema de Uniformizacién fué utilizado para dar estructura geométrica a las
superficies, ya que intruduciendo en ellas una estructura holomorfa y levantandola
a la cubriente universal es posible hacer que las transformaciones de cubierta y por
lo tanto los cambios de coordenadas sean transformaciones de Mabius y por elio
isometrias.

El antecedente del teorema de Uniformizacién es el;

Teorema de la aplicacién de Riemann.

Dada cualquier regién simplemente conexa (1 del plano que no es todo el plano
¥ un punto zg € {1, existe una Gnica funcién analftica f(z) en 01 con ias propiedades
de que f(z0) =0y f'(z) = O tal que f(z) define una funcién uno a uno de {1 al
disco unitario A.

Para generalizar el teorema anterior, por el apéndice 3, sabemos que toda dos
variedad orientable es de hecho una superficie de Riemann. Se tiene un teorema
de uniformizacién que nos permite clasificar superficies de Riemann simplemennte
conexas,

Teoremade Uniformizacidn,

Teda superficie de Riemannn simplemente conexa es biholomorfa o conforme-
mente equivalente a €, € o al disco unitario A.

Como referencia para una demostracién del teorema de la aplicacién de Rie-
mann damos el [Alfhl]. Y para una demostracién del teorema de uniformizacién
ver [Abik] y [Alfh2].
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