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"Una descripcién espacic-Temporal Rigurosa
y una conexién causal rigurosa de los pro-
cesos individuales no pueden ser realizados
simulténeamente: una y otra debe ser sacri-

ficada"

Heisenberg

"El hombre no gobernard la naturaleza,

salvo obedeciéndola

Jacques Lacan



INTRODUCCION .~

El problema del deterioro del medio ambiente, en general,
atrae cada vez mAs la atencidén de todos los sectores de la
sociedad. Prueba de ello son las numerosas campafias a favor de la
"conservacién” de éste que se estdn realizando (aunque, al

parecer, no con mucho éxito).

Esta actitud, a todas luces justificada, Trequiere de
informacién cada vez mAs precisa acerca de cada uno de  los -
aspectos -o factores- que intervienen en este fenbmeno, con el
propbsito de coadyuvar para la consecucién de tal £in. Gran parte
de dicha informacién es producida por las instituciones de
Educacién Superior, y en mayor cantidad y calidad por los-

Institutos de Investigacién.

Es notorio que dichos esfuerzos por estudiar tales ﬁuestiones
se concentran preponderintemente en el entorno mAs o menos
"cercano" al hombre, por decirlo de alguna manera. Esto es, se
pone mayor atencibn, por ejemplo, en los problemas de
contaminacibén que ocasionan los mas de dos millones de automdviles
que transitan disriamente por las calles de la Ciudad de México,
o, en los desechos producidos por industrias asentadas
irracionalmente al norte de la Ciudad, que contaminan tambiég el
aire y el agua de ésta. Estos aspectos, que son ya un lugar comin,

deberdn, claro, seguir siendo estudiados whs a fondo.



En otras palabras, 1a stencibn se centra enfAticamente en la
parte de la atmésfera conocida como la tropbsfera (que es la que
incluye a la superficie de la tierra), despreocupdndose, en parte,
por lo que pasa en "regiones" mfs alla de los limites de ésta, en
las que ocurren fendmenos semejantes a los descritos que inciden
de manera directa en el hombre y su entorno. Nos referimos, espe-
cificamente, a la Estratdsfera (regién situada sproximadamente 8

una altura de entre 10 y 50 Km sobre la superficie de la tierra).

Mis especificamente, en esta regién de la atmbsfera, se
encuentra 1o que se ha llamado la "capa de Ozono", que es, de
modo sumario, la masa gaseosa que nos protege de la radiacién
ultravioleta proveniente del sol (y en donde en fecha recientes,
se afirma haber detectado un "hoyo" a la altura de la antértida).
Diche radiacién incide de manera directa en la sslud humana y en
el medio ambiente, ys que se ha comprobado que, en dosis
excesivas, pueden producir chncer en ls plel en los humanos, &
cambios climéticos que afectarimn los ecosistemas actuales, por

mencicnar sdlo algunos de sus efectos nocivos posibles.

A partir de lo anterior pues, surge la necesidad de

determinar si hay o no une reduccién en la cape de Ozono en” la== i wss

Estratésfera (en contraste con la informacibén acerca de 1la
cantidad de Ozono obtenida por las 1lamadas redes de monitoreo,
que se refleren a la cantidad de Ozono troposférico -que no es lo
mismo- y que aparecen en la prensa actualmente con vocablos que,

dicho sea de paso, pocos entienden).
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Esta necesidad surge, también, debido a que se ha demostrado
que hay factores de origen antropogénico, como por ejemplo; el uso
cada vez mayor de aerosoles, las turbinas de los llamados aviones
supersénicos, entre otros hechos, que pueden alterar el equilibrio
fotoquimico de dicha capa de manera inconveniente por los

contaminantes que producen,

Por tal motivo, se han realizado estudios en algunas partes
del mundo, y principalmente en los Estados Unidos, sobre este -

fenbmeno. En México carecemos de éstos -0 cuando menos desde la

perspectiva metodoldgica propuesta en este trabajo.
Cabe menciomar también que existen Véstudiqé i §e6;4;9§::_7
referentes a prondsticos acerca de la pasible reduccién a '1arga
plazo en el espesor de la capa de Ozono desde una perspectiva
fisico-quimica, resultando modelos tedricos que, ante la
imposibilidad de sger exactos, debido & que no se pueden
especificar y por lo tanto incluir todas las reacciones quimicas
(y 1la velocidad con las que é&stas se llevan a cabo) que ocurren en
tal capa, requieren de estudios empiricos con base en los
registros (mediciones) obtenidos por métodos e inatrumentos
especializados, para los cuales la menera mds apropiada de
analizar es por medio de métodos estadisticos con el £in de
contrastarlos -entre otras cosas- con la teorim referida, vy,
determinar, en WGltimo términe, si hay o no tal patrén a largo

plazo. Este trabajo aborda esta dltima perspectiva.



Pero esto no es trivial, ya que los datos referentes o la
cantidad total de Ozono estratosférico presentan caracteristicas
que complican el andlisis de su compurtamientc en el tiempo, como
son: patrones estacionales, correlacién en el tiempo entre las
obgervaciones (i.e,, no independencia entre las variables
aleatorias que representan al fenbmeno), etc,, que nos obligarén a
utilizar la metodologia de andlisis para series de tiempo, ya que

ésta considera estos aspectos.

Adicionalmente, cabe mencionar también que, ademas de
determinarse si hay o no una tendencia en la evolucién de 1la
cantidad total de Ozono estratosférico mediante tal metodologia,
es posible averiguar si hay factores externocs al fendmeno que la
provoquen (y medir su influencia). Es decir, determinar si a
partir de la intervencién o influencia de un factor ajeno al
fenbmeno, es cuando empieza 8 mostrarse tal patrén. Esto se puede
1llevar a cabo mediante lo que se ha llsmado el andlisis de

intervencién,

Asl, recapitulando, el objetivo de esta tesis serd mostrar
que mediante 1a aplicacién de las téenicas de Box y Jenkins (1970)
y una extensibn de &sta, llemada Anéligis de Intervencidn creada
por Box y Tiso (1975), para el anAlisis de Series de Tiempe, se
puede llevar a eabo el andlisis de la evolucién de 1la cantidad
total de Ozono estratosférice de la Ciudad de México (con dates
obtenidos por el departamento de Radiacidn Solar del Instituto de

Geoflsica de 1a UNAM en el periodo que comprende entre los afios de



1974 y 1985) con el fin de detecter si uno o mis factores externos
al fenémeno (como pueden ser ciertos contaminantes, mala
calibracién de  los ipstrumentos de medicién debido a la
incertidumbre inherente de tal proceso, etec. 0, como en este
trabajo, 1a erupcidn del volcédn Chichonal en Chispas en el afio de
1982) provocd (o provocaron) cambios o tendencias "anormales", en
el sentido de no poder ser explicados a partir de patrones y
variaciones del comportamiento histérico de los datos, y que
pudieran provocar una alteracién en el equilibrio fotoquimico de
la capa de Ozono, produciendo a su vez, efectos indescables en la
Ecologia y en la salud humsna. En cuyo caso pues, el detectarlos
oportunamente, abre la posibilidad de que los especislistes
estudien el problema y traten de implementar, consecuentemente,
medidas correctivas (heche que ya de por ‘si justificaria este

trabsjo).

Ahora, cabe aqui aclarar que, por factores que se explicarén
en el transcursc de este trabajo, es irreal pensar que sblo
mediante el andlisis de los datos de la Ciudad de México, podramos
determinar si hay o no, en general, una reduccidén en la capa de
Ozono, ya que la estratlsfera no sabe de fronteras geopoliticas,
siende pues la metodologia aqui presentads, una gufa de lo que
ceda estacibn de observacién de Ozono estratosférico debe seguir
con el fin de llegar & una conclusién global a este respecto. Este
aspecto, pues, limita el alcence de este trabajo pero a la vez le
da sentido y, ademds, no invalida las conclusiones obtenidas con

respecto a la Ciudad de México.
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I.- GENERALIDADES
tha llevar 8 cabo lo anterior, eséa‘tesié se Ha organizado

de la siguiente manera:

En el capitulo siguiente, mostramos los aspectos que
consideramos necesarios con respecto a lo que se ha llamado ''el
preblems del Ozono”, con el fin de determinar, lo mas breve y
claro posible, el contexto en el cual trabajaremos.
Determindndose, también, la problemidtica implicita en la medicién,
asl como en el anédlisis de la evolucidn de la cantidad total de
Ozone estratosférico. Es decir, aspectos que inciden
consecuentemente en la determinacién de la posible tendencia de
ésta, justificdndose posteriormente, el uso de las Técnicas de
Box-Jenkins y el Andlisis de Intervencién para Series de Tiempo,
para abordor adecuadamente el problema. Asimismo, se mencionan
algunos de los aspectos por los cuales tal estudioc es importante

como son: su relacidn con la salud humana y el medio ambiente.

Posteriormente, como este trabajo es, entre otras cosas, una
aplicacién de la metodologia para andlisis de Series de Tiempo a
partir de 1a perspective de G.E.P. Box y G.M. Jenkins ({como
dijimos en el parrafo anterior) en el tercer capitulo, mostraremos
los elementos necesarios y suficientes de ésta pars llevar a cabo
el fin gue nos proponemos. &si, ese capitulo se inicia explicando
que son las Series de Tiempo, sus caracteristicas peculiares y el
contexto en el cual dicho anAlisis estd inmerso, desde el punto de

vista de la Estadistica. Hecho lo anterior, se proporcionan



posteriormente las herramientas tedricas v practicas para llevar a
cabo tal anflisis, con el fin dltimo de obtener un modelo que
represente lo mnAs adecundamente posible a una serie de tiempo
dada., Seguidamente, dado que tebricamente hay una cantidad enorme
de posibles modelos a ser utilizados (o utilizables), se muestran
o se sugieren mis bien, los que segin los autores arriba
mencionados, son los mls aptos para el andlisis y que son la
familia 1lamada de Modelos Autorregresives y de Promedios Moviles
(ARMA) y sus extensiones: los modelos Autorregresivos Integrados y
de promedios moviles (ARIMA). Después, se describe amplismente 1a
metodologia para la construccién de modelos para series de tiempo
univariadas, en la cual se utiliza lo anteriormente expuesto, y se
describen asimismo las etapas practicas (que son de carficter
iterativo) para tal propdsito que son: la identificacidn, estima-
cibn, verificacibén y ¢l uso del modelo. En este capitulo se mues-
tra también otra extensibébn de los modelos ARMA, més general, dque
son los modelos ARMA estacionales simples y miltiplicatives, en
los cusles se toman en cuenta ademis, ciertas caracteristicas de
naturaleza peribdica que pueden presentar algunos fenbmenos en la
realidad, entre ellos el problema que nos ocupa. Finalmente, se da
un ejemplo de gran valor ilustrativo extraido de un excelente
texto, en ¢l que se propone un modelo para las exportaciones de

los Estados Unidos a 1a Comunidad Econbémica Europea.

Cabe mencionar, a manera de aclaracién y delimitacién de los
slcances de este trabajo que, por ser éste una aplicacién de
técnicas - arriba mencionadas, tanto en este capitulo como ‘en - el

siguiente se muestran s6lo los desarrollos conceptuasles necesarios




para exponer lo mis claramente posible dichos elementos, haciendo
referencia algunas veces a teoremas y resultados que no
necesariamente demostraremos rigurosamente en este trabajo, debido

a sus propbésitos particulares.

Después, en el cuarto capitulo se muestra una técnica de
anhlisis para series de tiempo, relativamente novedosa (y que
utilizaremos en el siguiente capitulo) 1lamada AnAlisis de
intervencién, propuesto, como dijimos anteriormente, por Box y
Tiaoc en 1975 en un ya fémoso articuls, Se establece, en este
capitulo, que los modelos obtenidos a partir de esta teoria vienen
siendo, en {(ltimos términos, una extensién de los modelos ARIMA
explicados en el capitulo anterior, y por medic de la cual serfa
posible determinar, en un momento dadé, si clertos factores
externos el fenfmeno en estudio afectan o afectaron el
comportamiento histérice del mismo (es decir, de la serie de

tiempo) de manera significativa.

Se muestra también un ejemplo de la wutilizacién de tal
téenica aparecido en el articulo de Box y Tiao arriba mencionado,
que ademés estd muy relacionado al que propondremos en esta tesis
y que se refiere a las repercusiones de algunas medidas viales
contra la contaminacibén de la Ciudad de Los Angeles en los Estados

Unidos.

En el quinto capitulo, se aplican los conceptos desarrollados

en los caepitulos snteriores, ‘para proponer un modelo para los




datos de 1lg serie de Tiempo de la cantidad total de Ozono
estratosférico en la Ciudad de México de 1974 » 1985, con el fin
de determinar si hay o no una tendencis en estos, tomando como
intervencibn (es decir a partir de) la erupcibn del volcén
Chichonsl en el Estado de Chiapas ocurrida en el mes de Marzo de
1982, hecho que segin los especimlistas del Instituto de Geofisica
de esta lnstituciébn, pudo ocasionar tal comportamiento (y que es
lo que queremos averiguar) en la capa de Ozone, pudiendo
consecuentemente ocasionar, a large plazo, las consecuencias

descritas en el primer capltulo.

Por dltimo, presentamos las conclugiones pertinentesg

obtenidas del trabajo desarroliado a lo largo de esta tesis,

Con el fin de facilitar 1a organizacién y lectura de este
trabafo, las secciones de cada capitulo estardn identificadas por
dos nlmeros: el primero corresponderd al nimero de capitulo,
mientras que el segundo se referird al ndmero progresive de
seccién. Las proposiciones y férmulas estarén especificadas a su
vez, por nimero de capitulo, nimero de seccién y nimero
progresivo. Con respecto a las citas biblicgraficas, solc se
especificarén por el primer apellido del autor o sutores, seguido

del afio de publicacién.
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11.- EL 0ZONU v 30 MEDI( LON
2,1.~ INTRODUCCTON

ﬁn la actualidad, uno de los problemas mis serios de 1la
Ciudad de México, es, sin lugar a dudas, el deterioro del medio
ambiente. Debido a los contaminantes que arrojan los mds de dos
millones de autombviles que transitan en ella, y a los desechos
industriales que ahogan tanto al aire como al agua de esta ciudad,
proveniente de las Industries establecidas en las inmediaciones de

égta, entre otras cosas.

Pero este problema, desgraciadamente no queda shi. Ya que
ademis de lo anterior, en fechas recientes se han adicionade
nuevas preccupaciones en el sentido de que algo semejante podria
estar sucediendo en ''regiones" mAs altas de 1la atmbsfera.
Especificamente, los especialistas sosﬁechan que la llamada capa
de Ozono {localizada en la regién de la atmbsfera conocida como la
Estratdsfera, y que actda como "escudo protector" de la tierra
contra la raediacién ultravioleta proveniente del Sol, que de no
ser por ella -y el equilibrio fotoquimico en el que se ha
mantenido- habrian grandes modificaciones en el medio ambiente y
en la salud humana, nada favorsbles) podria haber sufrido
modificaciones significativas, en el sentido de que una reduccién
en la cantidad total de Ozono, que la constituye, debido tanto a
factores de origen antropogénico (como el uso creciente de ciertas
substanciss contaminantes) como "naturales” (como por ejempls, 1la
erupcibén del volcén Chichonal en el Estado de Chiapas en Marzo de
1982).

11



El1 ' averiguar estu 0ltimu es el objetivo de este trabajo. Y
para motivarlo, en este capitulo mostramos el contexto que rodea a
nuestro objeto de estudio: el andlisis de la evolucién de 1la
cantidad total de Ozono Estratosférico en la Ciudad de México.
Introduciendo los conceptos y nociones, que a nuestro juicio, nos
permitan saber y ubicarnos de lo que estamos tratando, para
posteriormente, 1istar algunos de los’ problemas inheretes al
proceso de medicidn de éste, los cuales como veremos, nos obligan
a utilizar las técnicas propuestas por Box y Jenkins (1970) pare
anhlisis de Series de Tiempo. También se enuncian algunos de los
efectos que sobre la Ecologis y la Salud humana podria provocar
una tal reduccibn en la Capa de Ozono, Efectos que, por si mismos,
justifican este estudio, o, ! habrd algln problema mis interesante

que la conservacidén de la vida?

12



2.2 EL PROBLEMA DEL OZONO. MEDICION DE LA CANTIDAD DE OZONO Y SU
PROBLEMATICA.

La bibésfera, como sabemos, es la regibn que incluye todas las
partes de nuestro planeta y su atmésfera. A su vez ésta -la
atmbsfera- constituye 1a capa predominantemente gaseosa que rodea
a la tierra, y la substancia que la forma es el aire. El aire, ese
importante "elemento" para la vida, es un gas. Pero, la
composicién del aire no es constante en todo el mundo, y en
especial cuando se contamina. Asi, acerca del aire surgen algunas
cuestiones como: Cuéndo es "puro" el aire? olcudndo se dice que
esth contaminade? o en ese casolsblo debemos 1lamar "contaminante"”
del aire a las impurezas -ocasionadas por la "vida moderna"- que
estén presentes en concentracidn suficiente pars producir algunos
efectos nocivos y mensurables en los orénnismos vivos? Esto no es

trivial,

La respuesta a esta Gltima, de entrada, es negativa. Ya que,
por un lado, se introducen substancias perjudicisles en 1la
atmbsfera también mediante procesos naturales. Por ejemplo: los
volcanes al hacer erupcién, descargen grandes masas de polvo y de
geses sulfurosos; durante los dncendios forestales, en unas
cuantas horas se desprenden y liberan grandes cantidades de
materiales que a otros procesos mds lentos de desintegracién
tardarian afios en producir, Aunque por otro lado, en efecto, es
bien sabido los efectos contaminsntes provocados por ¢l hombre vy
su tecnologia en el aire (como el uso indiscriminado de ciertos
fetilizantes, los gases emitidos por fébricas, autombviles, los

aerosoles, los aviones supersénicos, etc.).

13



En este sentido, come aclaramos al inicio de este trabajo,
nos interesard lo que se ha denominado someramente como la capa de
Ozono, un gas que se "encuentra™ en la regibn conocida como 1la
estratdsfera, que como veremos, puede ser tan importante para el
hombre v su entorno como los problemss de deterioro del ambiente
por contaminacién en la parte baja de 1a atmisfera (1llameda

tropdsfera).

El Ozono es uno de los muchos geses encontrados, cofo
dijimos, en la estratésfera, una regibn de 1s atmbsfera localizada
entre los 10 y 50 ¥m, sobre la superficie de la tierra. Aunque lp
concentracién de Ozono en ésta es relativamente pequeiia, juega un
papel importante en el ciclo vital sobre la tierra, debido
principelmente & su habilidad para ebsorber la  radiecibn
ultravioleta proveniente del Sol, lo cual lo convierte asi en un
elemento importante en la determinacién del clims de la misma, asi
como de la salud de los seres vivos (como veremos despuds

también).

Enfatizando, En adelante cuando nos refirsmos al Ozono,
estaremos hablando especificamente del anAlisis del Ozono
estratosférico, en 1s regidén delimitada segln el pArrafo anterior
(y no del 1lamade troposférico locslizado en la tropéefers, en la

parte baja de la atmbsfera).

Ahora, aqui es conveniente mencionar, ,‘que el O_zppo ge estd

formando y destruyendo constantemente, . pero, -antes:de epr'ri\er. i’




algunos aspectos sobre c6mo ccurre este fenbmeno vy su relacidn con
los seres vivos y la determinacién del clima, es preciso sedalar,
primero, lo que ocurre con la radiacién, factor con respecto del

cual, la disminucién de la capa de Ozono tiene relacién directa.

Es un lugar comin ya, que la radiacibén, sea esta proveniente
de reactores nucleares, del sol o de cualquier otra fuente, puede
ser noclva para los seres vivos en grandes "dosis" a corto plazo,
¥ que tiene efectos per judiciales "en ciertas dosis" constantes o
crecientes a largo plazo {nbtese que a partir de la 1égica seguida
hasta ahora en este trabajo, nos interesard especialmente lo

referente a esta Oltima posibdilidad).

Estudios sobre el tema establecen, de manera general que,
aproximadamente sélo el 21% de la radiacién solar incidente cae
directamente contra la tierra. El otro 79% es interceptado por la
atmbsfera, esto es, por les nubes, los gases y particulas
aerosoles. Parte de esta radiacifn interceptada vuelve a ser
reflejada (o rebotada) hacia el espaclo, otra, se sbsorbe en forma
de c¢alor y, otra mis se difunde en la tierra. En general, hay
consenso de que, aproximadamente, la mitad de la energia calérica
que se recibe del Sol, alcanza le superficie de la tierra., Asi,
gran parte del calor emitido por la tierra es reabsorbido por 1la
atmésfera y se conserva, de modo que la superficie de la tierra es
mis caliente de lo que seria si no lo reabsorbiera. A este
calentamiento se le ha llamado “efecto de Invernadero", por
analogia con la propiedad del invernadero de mantener su interior
mhs celiente que el exterior durante el dia. Pero, la mayor parte
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de '1a‘ik‘ene’r‘gi‘a recibida por la tierra es en forma de radiacién

“infrarrcja 'y ultravioleta,

Ahora, cabe mencionar que algunas moléculas de la atmésfera
absorben 1a radiacién infrarroja y ultraviolets, pero otras no.
Asi, por ejemplo, el Oxigeno y el nitrégeno, que juntos
representan casi el 99% de la composicién del aire seco al nivel
del suelo, no sbsorben la luz infrarroja y la ultravioleta. Pero,
por otro lado, 1las meléculas de agua, el Dibxido de Carbono y el
QOzono si lo hacen {esta es, de hecho, una de las caracteristicas

importantes que nos interesan del Ozono).

El Sol también, como se dijo, emite la radiacién ultravioleta
que es la que, debido el alto nivel de energia que representa
puede broncear la piel, pero también provocar quemaduras, y céncer
en .ésta. Asimismo, se ha observado, por ejemplo, que el
crecimiento de algunos cultivos como el tomate, se retarda si se

les aplice grandes dosis de ella.

Es decir, no es dificil entender de lo anterior que, si a la
superficie de la tierra penetran mAs cantidades de luz
ultravioleta que la que llega a la atmdsfera superior actualmente,
sumentarian las posibilidades de que se produzcan los perjuicios

antes mencionados,

Afortunadamente, 1la radiacidn de alta energia de esa luz se
eliminra suficientemente hasta ahora en la atmbsfera superior

(estratésfera) mediante una serie de reacciones fotoquimicas en
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las que intervienen el oxigeno y el Ozono moleculares.  Hecho :que
‘nos° . incita @ pensar (y que asi lo es ademis) que la concentracidn
de  Ozono estd determinada por un balance -en el sentido " de”

- equilibrio- entre procesos quimicos.

Asi, 8 manera de ilustracién de lo anterior, y sin el objeto
de exponer en detalle las implicaciones tedricas y operativas (que
est4n més alld del propdsito y alcance de este trabajo) de cémo se
llreva a cabo el proceso de creacidn y destruccibén constante de
Ozono, ' se mostrarhn algunos ejemplos de esto, que como se veré,

para nuestros propdsitos esto no menoscaba nuestro entendimiento.

g Por . ejemplo, la luz solar al incidir sobre una molécula . de ’
; ‘Os}igﬂé‘hd qtmosfériéo, la desintegra en dos dtomos de Oxigeno, esto
“es:
C 00+ vadiacion ulbrvie\ta — L 04 O
i s groduce
_De‘ej_qt‘e‘:m‘odo',r la:radiecidén queda absorbida y se transforma en

“energia 'quiaiéa;' Pero, - sucede que el oxigeno atbémico (al lado
derecho “de “la’ expresién anterior) es sumamente reactivo y se

' combina con el. 0.:.para formar Ozono (O ), esto es:
- CompaRa con o a rormar Lz 3

Os

x peaduce:

""'En esta reaccién, dicen los especialistes, se libera energia,
"pero :'mAs bien‘ en forma de luz infrarroja que de radiacidn

. ultravioleta. Ocasionando que la luz ultravioleta de alta energia,
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biolbégicamente perjudicial, se convierta en radiscién infrarroja
benigna. Después, el Ozono absorl;e' la radiacifn ultravioleta
adicional, para desintegrarse de acuerdo con la siguiente
' reaccién:

0, + radiacifn ultravioleta ———a 0, + 0
) produce .

" Observéndese de lo anterior que la radiacidn queda eliminads

tanto por-la fbrmadi6n; como por la destruccién del Ozono.

<" Perd, el problema es que el Ozono puede suprimirse también
por medio. de otros procesos no fotoquimicos. Esto es, por ejemplo,
en . la etmbsfera superior ocurre una reaccibén del tipo siguiente,

en forma natural:

0 + 0 ~progued 20
3 2

Haste aqui, el Ozono se crea y destruye en forma "natural,
pero, recientemente, ha surgido la inquietud de que algunos
contaminantes del aire estdn agotando la barrera protectora del
Czono. Entre estos  se encuentran, por ejemplo, los
clorofluorometanos (CFCLFCly ). En la atmésfera inferior, el

rcs'cla es inerte y no altera s los sistemos vivos. A esto se debe
que 3e utilice como un impelente en latas de aerosol. Su funcidn

es la de proporcionar la presidn que arroja al liquido en forma de

vapor fino, 8in embargo, parte de este gas se degplaza hacla la
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' abu -de Ozonn en la 4imbsfera superior.  Ahi su comportamiento es

distinto, ya que se desintegra en dos-particulas como sigue:

C’ml_3+radiac16n—-——————)a’cl +Qa
produce

donde, ‘8" su ‘vez, este cloro atémico puede reaccionar para eliminar

elv_qu»riro' de la éligufénte forma:

20.:. Ep presencia de atomos de CL proauc:{ 30

rres;xlta’ndo, finalmente que el CEC13 elimina el Ozono, permitiendo
asl, en  concentraciones elevadas en la atmbsfera ouperior, que
lleguen grandes cantidades de radiacién ultravioleta tan
perjudicial, Se ha calculado (Brower, 1985) que si se llegan a
realizar los incrementos proyectsdos respecto al uso de estos
compuestos, ¥ si no se destruyen en la atmésfers inferior, 1la
abundancia total de Ozono puede disminuir més del 20% en 1los

proximos 50 afios, hecho que es catastréfico.

Otro factor de suma importancia en la disminucién de la capa
de Ozono son los aviones de Turborreaccidén. En especial lo que se
ha llamado transporte supersénico, que vuela entre 18000 y 20000
metros de altura., Estos contaminan el aire estratosférico, debido
8 que su escape contiene agua, dibéxido de carbono, O6xidos de
nitrégenoc y wmateria pulverizada (factores que inciden en 1a
destruccién del Ozono). Pero, aunque hasta la fechs no se ha

determinado si los efectos de estos contaminantes son seguramente
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pef 1Qd1n rales, se ha estimado que uwna tleta de 500 sparatos
supersdnicas, podrian aumentar et pocos anos el contenido de agua
de 1a estratbsfera en un 507, lo que a su vez ocasionaria un
aumento medio de 1a temperaturs de la tierra de tal vez 0.2%¢, -
destruyendo también parte del Ozono que la protege de la radiacién

ultravioleta (y provocando modificaciones importantes en el

clima),

Asi, podriamos _seguir sefialando ejemplos y factores que
pudietan{tene.r::el_gvancia para.la justificacibén de estudios sobre
ei. te}né_ que  n0os " ocuﬁw eﬁr reste trabajo (v. gr, el uso
indiscriminado de. ciertos fertilizantes y su repercusidén en la
formacidn y destruccién de la capa de Ozono, €1C0, de origen
antropogénico debido a la creciente cantidnd de sutombviles y su
relacibn con aquellas, etc.). Ya que exiate literatura abundante

sobre esto.

Pers, a nuestro juicio, es suficiente con tener en mente que,
por un lado, es alarmante la posibilidad de que el clima de 1a
tierrs, y especialmente su temperatura, pueda apartarse de su
margen actual de oscilaciones, en los sentidos de que, un
calentamiento en ésta, lleva implicita la posibilidad de derretir

"les gleciares ~y la inundacién de las costas, consecuentemente- y
enfriamiento, en cambio, nos podria o pudiera llevar a una nueva
era glacial; asimismo, cambios en materia de precipitacibn
pluvial, que saunque no fueran catastréficos, su aumento,
disminucibén o redistribucién puede ejercer efectos profundos scbre

‘la -sgricultura y por consigulente sohre el ser humano, Por otro
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lado, hay consenso en que ls radiac16n expuesta en dosis excesivas
a organismos, como dijimos, pueden producir ademds del chncer en
la piel, mutaciones genéticas, efectos indeseables en loa

embriones durante el embarszo y quemaduras,

Cabe aclarar sobre esto Gltimo, que en la 1literatura
consyltads al respecto, los especialistas admitey, en pripcipio,
que el conocimiento actual no permite uns respuesta inequivoca a
la cugstibn de qué tanto se reduciria la capa de Ozono bajo algln
conjunto de circunstancias, ni tampoce de cbmo afectaria, de
manera exacta, a los organismos, los efectos de esta radiacibn, ya
que estos estudios solo se han efectuado bajo condiciones de
lsboraterio, siende diffcil la extrapolacién cunntitativa a
condiciones naturales (asimismo, cabe sefalar que la informacibn
acerca de los efectos bioldgicos que producirian, se ha obtenido
de aproxim.adamente 15 afios a la fecha, lo cusl lo hace un tema

relstivamente novedoso e interesante y, por supuesto, inconcluso).
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Medicién de la Cantidad total de Ozono v su Problemética,

En ‘la * parte anterior vimos que, fundamentalmente, 1la
concentracién de Ozono estd determinada por un balance entre
procesos quimicos que se producen constantemente y se destruyen
también de esa manera, incluyendo reacciones fotoquimicas y
cataliticas entre Ozono e hidrdgeno, y compuestos de nitrdgeno y

cloro, entre otros.

Esto, junto a otros factores que veremos adelante, hace que

‘1o .. que ‘se ha 1llamado "el p;oblema del Ozono" sea extremadamente
complejo. El motivo de presentar el Ozono estratosférico como

problemdtica es debido al hecho de que, entre otras cosas,

establecer un modelo, al menos en principio (ya sea matemitico o

de cualquier otra indole) que describa la centidad y distribucién

de Ozono en la Estratésfera deberia incluir: TODOS los procesos

fotoquimicos, TODOS los mecanismos quimicos, TODOS los procesos de

difusiébn que directa o indirectamente se involucran en 1la

formacién y destruccién del Ozono, lo cual de entrada es una

empresa imposible.

Adicionalmente, en la medicién de la cantidad total de Ozono
estén involucrados otros factores como son: la época del afio en la
que se efectla ésta, la latitud {del lugar donde se reuliza) ¥y la
longitud (también en el sentido locacional). Factores que, dicho
sea anticipadamente, obligardn a la utilizacién de técnicas

Estadisticas de Series de Tiempo para su estudio, debido a 1los
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factures deterministitos, semideterministas vy aleatorios que
introducen en los registros de su evolucibn como: tendencias,

patrones ciclicos y estacionales y flucutaciones aleatorias.

Abundemos en esto. En Bravo (1984) aparecen las figuras 2.1 y
2.2 (de London et. al., 1976) donse se ilustra la variacién de la
cantidad total de Ozono, como funcién de la época del ano y de la
latitud, durante el periodo de 1957 a 1967. Llas cantidades
aparecidas en estas graficas -y en los registros que trabajaremos-
estén dadas en las llamadas unidades Dobson (UD), las cuales
representan el espesor de la capa de Ozono (expresado en milésimas
de centimetro) que se obtendrias si todo el Ozono estuviera
contenido en uns columna vertical de #res unitaris, y puests en
condiciones esténdar de presibén y temperaturs. Estas unidades pues
son las empleadas por la mayoria de los autores cusndo se refieren

8 la cantidad de este gas en la columna vértical mencionada.

Como puede verse en estas figuras, segin Bravo, la cantidad
de Ozono wvaria latitudinalmente, con un minimo en el Ecuador,
inerementéndose hscia los Polos y alcenzando su miximo eon una
regién cercana 8l Circulo Polar. Con respecto a 1la variacibn
temporal, se puede observar que esto también ocurre en las
latitudes medias y altas; se ve asimismo que la cantidad mbxima de
Ozono se presenta en la primavera y la minima en Otofio, mientras
que en las regiones ecuatoriales, la mdxima se presenta a finales
de primavera o verano y la minima en invierno. En el Hemisferio
Sur se presenta un patrdn similar con algunas diferencias, como la

de los mAximos, para uns misma latitud, se desfasen dos meses
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FIGURA 2-1

Distribucibn global promedio del ozono total
( Julio 1957 a Junio 1975 ). (London y Oltmans,1978/1979)

80°N

ao

30

UD o FIGURA 2 - 2
39|
80
go*s JAN PR UL ocT JAN
Variaci6én mensual y latitudi el ozo0n0 14

total,media de 1957 a 1967, PLon on,1976) .



aproximadamente con respecto al Hemisfe_r'ioiﬂbr:e, vE]’conténido de
Ozono total en el Hemisferie Sur, parece sef’ 1igérainénte menos que
en el norte; sin embargo la variacién. estacional en - este

hemisferio es solamente 2/3 de la del‘Hem.i:sfe'rig.) Norte, como 1lo

afirma London (1965},

Puede verse ademis, én laffigﬂuf‘yi‘a 2.'2.'_que el cinturén de
méxima concentracibn de Ozono:‘ se“preééntn mis -~ cerca de las

latitudes medias en el Hemisferio Sur.

Anelizande méds detenidamente la figura 2.1, podemos ver
tambifn, que existe una variacién longitudinal en la distribucién
de Ozono total; se presentan maximos en la concentracibn en 1a
parte Este de América, Este de Asia y en Europa Central, segin
Gebhart et. al., {1970) y Kulkarni et al., (1970), dice Bravo, en
el Hemisferio Sur se registra también variacién logitudinal, pero
debido a 1la falta de estaciones no es posible documentar
adecuadamente algunos de los hechos mencionados. Quizds con 1la
informaciébn de Satélites -sclara- seria posible en corto plazo

llegar a conclusiones mds confiables,

Su variabilidad estacional -agrega Bravo- estd relaclonada

" con las fluctuaciones en el clima, dominadas por lo que. los
especialistas llaman las ondas largas semipermanentes, que aé
observan en la estratbsfera baja; las cantidades altas de Ozono
egtén asociadas con zonas de baja presién, mientras que las

cantidades bajes con las zonas de alta presién. Asi, afirma que '
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los yaiore# medios de un mes én particular pueden diferir de un
7 aio ; 6:?0, -dehido'a las variaciones de la circulacién general,
ségﬁn lo demuestran Bugajew, W.A.. y Uronova L.A. (1967/1970).
Adicionalmente dice que, sobrepuestas a estas variaciones hay
otros de periodo corto, que alteran la cantidad de Ozono de un dia
a otro, principalmente en las latitudes medias y altas, y que
estas variaciones pueden exceder ficilmente el rango estacional en
la época de mAxima variabilidad, o sea en invierno y primavera.
Asi también -argumenta- afirma Dlltsch (1969) que estas variaciones
son causadas por movimientos de alre, pues es imposible que se
deban a procesos fotoquimicos, ya que las escalas de tiempo que
estos proceso involucran, como se verA posterlormente, son varias
6rdenes de magnitud mayores. Ditsch (1971), menciona también, que
ge han observado cambios hasta de 100 UD en en lapso de unas

cuantas horas.

No obstante -acota- que los valores climatolégicos medios

estdn bien stablecidos en el Hemisferio Norte, 1la red actual de

" estaciones en tierra, est& lejos de ser adecuada para determinar

’la,districhi6n del Ozono total de una manera operativa,

Por otro lado, cabe sefialar que las primeras observacionies de

la. cantidad total de Ozono se hicieron en los inicigs de este
- aiélo.r Asi, iaé observaciones rutinarias se lniciaron en Arosa y
Tramoso, Sulza en los afios 30, pero no fue sino hasta el Aiio
Geofisico Internacional en 1957, que hubo suficientes
observaciones como para hacer un andlisis global de 1la cantidad

total de Ozono,
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Adicionalmente, con respecto a lo mencionado en los pArrafos
anteriores. debe sefialarse que tales mediciones -y conclusiones
de estas- son obtenidas mediante un instrumento patrén llamado
Eapectrofotémetro de Dobson, el cual, en condiciones éptimas hace
mediciones con una precisién del 2%, Mientras que Kennet
(1978/1979) afirma yue las mediciones de ozono hechas sobre la
superficie de la tierra -come las que utilizamos- estdn
fuertemente influidas por el efecto del polvo atmosférico, no
siendo del todo efectivo el método de Dobson para eliminar las

perturbaciones causadas por éste.

Ahora, por lo anteriormente expuesto, podemos ya darnos

cuenta tanto de la importancia del estudio de la evolucién de la.

cantidad total de Ozono como de la incertidumbre involucrada en: su

nedicién y andlisis.

Asi, en este punto surge, de nuevo, lo que seria 1la
motivacién fundamental de este trabajo y que es: la deteccibn ( 'y
medicién) de cambios anormales de nivel en la evolucidén de la 7
cantidad total de Ozono, entendiendo en este contexte por

anormales, cualquier tendencia que sea provocada por efectos

naturales o antropogénicos ( o en su defecto, tal cambio [}uedé'ééf T

debido a errores de calibracién de los instrumentos, provocando un

sesgo  en la medicién, como ha ocurride ya en México, segln los

investigadores de 1la UNAM antes mencionados, y ocurre

frecuentemente en el mundo. Posibiliténdonos a detectar»,‘e'st:‘e"
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fendmeno) que no pueden ser explicados por el comportamiento

historico de los registros de la cantidad total de Ozono y sus

variaciones implicitas mencionadas en las phginas anteriores.

Vale mencionar que ya ha habide autores que se han ocupado de
analizar datos de Ozono total (en otros paises) como Angell y
Korshover (1973,1976), London y Kelly (1974) y Komhyr et.al.
(1971} y que han puesto un particular interés en la cuantificacién
de posibles tendencias a largo plazo. Pero, el procedimiento
estadistico que mAs utilizaron en estos estudios fue el andlisis
de regresién linesl (l.e, el ajuste de una linea recta) aplicado a
valores ajustados de Ozono total (ajustados en el sentido de
utilizar desviaciones de medias mensuales, desviaclones mensuales
de la media total, o promedics mbéviles d¢ estas desviaciones para
estaciones individusles y para promedios de estaciones agrupadas,

ya gea de acuerdo a regiones geogrificas, hemisferios y el globo).

Sin embargo, segln Birrer (1974) si hay periodicidad en las
diferencias (como de hecho 1a hay y se explica en las paginas
anteriores), se puede esperar una triple influencia, chando menos,
en la pendiente de 1a linea de tendencia ajustada por el método de

‘regresién lineal y que son:

a) Para una longitud de periodo dada, la pendiente drepénder:la T

fuertemente de la 'posicil’m iniciel y del 'pu‘ntb final. |
tal modo  que cuando el.punto _i_niﬁi.ai es un minimo. ¥ e

punto- final es un méximo, . se buéde' esperar  un




Vpositiva. y viceversa.

b) Longitudes de periodo diferentes (para el mismo punto
inicial) podrian producir valores de tendencia muy
distintos; y

- ¢) Una emplitud variante -en sentido de las desviaciones de
los datos- podria acentuar "o atenuar los dos efectos

anteriores.

Asi también Myers (1977) ha demostrade que, cuando se realiza
el anflisis de tendencia sobre desviaciones mensuales de los
promedios totales mensuales sobre N afios, uno deberia de ajustar -

la ecuacién de regresiba.
Dm, k=g (12Kk~12K) +em,k

donde Dm,k es la desviacibn mensual en el mes m y el qﬁﬁ k, es-.
ia pendiente o tasa de cambio de la cantidad total de Ozoﬂo por
mes, emKk se asume que eslun error aleatorio independiente (o

1llamado ruido blanco) y E_nk donde m-i;2....12VQ:k;é;i,;.;.ﬁ-lﬂr

N

Afirmando mAs adelante que, en tel caso, resulta atractivo pero
incorrecto usar el modelo anterior que, de manera general, se

puede escribir

Dm, k= £* Xt + € m,k




donde t= I2k+m es el tiempo en meses, transcurrido desde el inicio
- de los datos. Mostrando pues que la B*obtenida a partir de un
anélisis de regresién lineal, no es una medida adecuada de la tasa

de cambio.

Asi pues, uno de problemas principales que surgen de la
oplicacibén del Anilisis de Regresién lineal, es que después de
ajustar una recta a la tendencia -y por tanto después de que se
haya removido ésta-,es que la varlacién restante no es ruide
blanco, . en el sentido independencia estadistica, violando asi uno
de los supuestos implicitos fundamentales para la aplicacibén de
esta técnica. Provocando por ende, la obtencidén de malos
gstimadores de la tendencia, problemas de multicolinealidad, etc.
Cabe destacar también de esto que, los residuales estan
autorrelacionados, en el sentido de que hay una correlacidén
estad{stica de la variasble dependiente con su pasado, debido a
entre otras c¢osas, a los patrones de comportamientos de las
mediciones mencionadas anteriormente (como estacionalidad por
ejemplo), obliglndonos asi a tomarlas en cuenta con el fin de

representar {o medelar) adecuadamente al fenémeno en estudio.

V Asi pues también, de 1o anterior surge la necesidad Vde
utilizar técnicas estadisticas que salven estos obstécules, Una de
estas es precisamente el Anélisis pars Series de Tiempo, que como
mostraremos en el capitulo nos proporciona, al menos, ventajas

come (Hill, Sheldon,1975):
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a) Identifica({ién"y estimacién de las dependencias y ciclos

como los mencionados anteriormente:

b) Posibilidad de la determinacién de un diagndstico para
checar la sleatoridad en la variacién del error residual,

qué nos permitiris establecer la bondad del modelo;

c) La posibilidad también de la actualizacidn adecuads de las
predicciones, a medida ~ que haya nuevas observaciones

disponibles; y

= = -g): La"brbtt:an’t.:'i6n'f defiimit;e_s_dq*error (intervalos de confianza)
T pa e}an de los parémétros y las predicciones,
bara ‘de'térmyina‘l" la . incertidumbre inherente en tales

- estimadores,

Asir fémb;l.én, es muy importante mencionar que el andlisis para
series de tiempo (tiede, et,.al, 1979) se puede usar para filtrar
(o cancelar) ciclos y otras dependencios sistemticas, dejando una
serie residual compuesta por ruido blanco mis tendencia (si la
ot —'"f'”h;ly) capacitdndonos pues para determinar o detectar si hay ¢ no

. tales tendencias "anormales" (que es lo que nos interesa).

Es decir, a grandes rasgos, y, a manera de adelanto, se puede
decir que esta filtracidén de tales dependencias, incrementa la
razén sefial -a- ruido (concepto muy utilizado en la fisica) de tal

manera que sea posible detectar mis fAcilmente pequefias tendencias
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anorma}es en la serie residual.

Es ' necesario también aqui anotar a manera de acotacibén, que
en caso de detectar slguna tendencia "snormal" en los datos esta
es, de hecho, considerada como una suma de  componentes
‘individuales, los cuales no pueden ser especificados por esta
técnica estadistica (El anélisis de las series de tiempo) ni por

ninguna de las utilizadas comunmente.

Lo que se puede hacer a este respecto y se hard en este
trabajo, es utilizar el anflisis de Intervenciones, novedosa
técnica creada por Box y Tiao (1975) que es una extensibén de 1los
modelos ARIMA producidos por la técnica para Anllisis para series
de tiempo mencionadas anteriormente (y que es la creada, a su vez,
por Box y Jenkins (1970)), ¥y que, se describird posteriormente en
el capitule cuarto para determinar {y modelar posiblemente) la
influencia de un factor externo hipotético que se cree ha influido
en el comportamiento histdrico del fenémeno. En este caso, tal
factor externo serd, como dijimos, 1la erupcidn del volcén
Chichonal en Chiapas en Marzo de 1982, hecho que segin los
especialistas del Departamento de Radiacién Solar del Instituto de
Geof{sica del la UNAM, pudo ocasionar cambios en el nivel de la
cantidad total de Ozono estratosférico que haya afectado la
evolucién de esta en el D,F., despubs de esta fecha, lo cual es

especificamente el motive de este trabajo.

En este punto, vale 1a pena comentar algunos de los trabajos

previos a éste que aparecen en la literatura sobre el tema.
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Asi. en él articulo de Reinsel, G, et.al, (1981), se obtiene
un modelo de series de tiempo para analizar datos mensuales de
Ozono estratosférico global, con el fin de detectar posibles
tendencias en estos, debido a efectos provocados por la emisién de
Cluorofluorometanos (CFMs). Basado en datos de Ozono de una red
global de 36 estaciones Dobson en el periodo 1958-1978. Tales
investigaciones demostraron que habia poca evidencia sobre 1la
existencia de tal tendencia en los datos. MAs especificamente, en
ese trabajo utilizaron un modelo de efectos aleatorios para

obcenér el estimador de la tendencia para estaciones individuales;

" se estimd que el cambic global en el Ozono durante 1§70—1978 fue
de (0.28 t 1.35)%. Dicho resultado difiere considerablemente -de

las predicciones hechas a partir de un modelo quimico sobre esto, -

que estimaba un cambio de {~.15:l.1) para este mismo périodé(

Por otro lado, en un articulo de Tiede, Seldon y Hi1l (1979);
se estudian los datos provenien:es de una muestra de 9 estaciones4
Dobson. los resultados 'sostienen la hipbtesis de que no- se ha o
detectado una tendencia - anormal haste 1976, En &1, se hace,
asimismo, una somera revisidn de otros articulos, enfatizéndose en

la cuestién de 1la significancia. de las estimaciones sobre

tendencias anormalea para este tipo de datos, BEs decir, {Cuéndo

podemos considerar que hay una tendencia anormal? Para tratar de
responder a tal cuestidén, resumen el resultado de sus

investigaciones en la siguiente tabla:
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Periodo de Red. de g Estac;ones Red de 18 Estacio-
(Z‘ .

Monitoreo o ¢4 aﬁos)
(afios) . “ ‘i i
6 b
"8 . 0.20
12 0.5
;20 0.10 0.07

0O sea que, segin esta tabla, un cambio anormal estimado de
0.25% " afios persistente durante & afios equivaldria a un cambio

total de 0.25 X 6 = 1,52 seris significante.

También, en Reinsel , G (1981), se utiliza un modelo de series
de' tiempo para tratar de detectar cambios en los datos de OQzono
total, ocasionado posiblemente po£ las pruebas nuclerares
realizadas en los 60’y tal vez, mis recientemente, por la
gsospecha de que la emisibén creciente de CFM pudiera ocasionar
tales efectos. Basade en mediciones hechas por una red de
estaciones Dobson en el periodo 1958-1979, concluyé que los
resultados del anflisis fueron consistentes con el decrecimiento
mhximo esperado para el hemisferio Norte, de aproximadamente 2 a
4.5% debido a los efectos de dichas pruebas. Tal estudio pues,
mostré ademids que habla poca evidencia empirica sobre - la -
existencia de alguna tendencia significante en el Ozono total
global en los 70, ya que el cambio global estimado para el
perfodo 1970-1979 fue de (0.488x1.354)%.
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Otro ipgeresante' articulo es el de Hill, Sheldon y Tiede
(1977)._ en ‘el cual 1los datos de Ozono total son analizados
estadisticamente para determinar la capacidad de deteccién de tal

‘tendencia, que posibilitaria el establecimiento de un indicador

" sobre un posible agotamiento de la capa de Ozono. Basados en una
muestra global de 9 estaciones Dobson, afirmen que un cambio
global anormal de la cantidad total de Ozono de 0.26% anual
persistente  durante 6 aoios, podria ser  juzgado comn
estadisticamente significativo. Cabe mencionar, por Gltimo, que en
este atticule (donde no se obtuvieron evidencias de tal cambio
anormal mencionado en los 70), se aplicaron ya las técnicas de
Andlisis de Intervencibn para determinar si hubo tal patrén de

cambio a pasrtir de 1970.

Es importante mencionar tombién que, las conclusiones
definitivas (rigurosamente hablando), del andlisis de la evolucién
de 1la cantidad total de Ozono en un sentido global, no se pueden
derivar a partir de una sola estacién de medicibn, debido a que
para esto, como se deja entrever al principio de este capitulo,
necesitariamos de informacién de otras estaciones (ya que la
estratésfers no tiene fronteras y a ciertos factores
locacionales antes mencionados). Siendo este trabajo pues, a final
de cuentas, la descripcidn de la metodologia que se debe aplicar
en cada estacién que los especialistas consideren que deba estar
incluida en una muestra de estaciones para llevar a cabo lo
anterior. Este hecho, ademés, en lugar de reducir la importancia

de este trabajo la incrementa, ya que no invelida las conclusiones
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que de &1 se derivan sobre le que queremos determinar en la Cd. de
México, y aporta ademds una metodologia cientifica que se utiliza
ye para este fin en otras partes del mundo y que e¢s completamente

aplicable a nuestro pals, obviamente.

Con respecto a la determinacién global de la cantidad total

de Ozono en el mundo (la capa de Ozono pues) hay trabajos escritos
como el de Hill,W,et.al., (1977), en el que se toma una muestra de
9 estaciones, las cuales deben ser independientes una de las
otras, aunque no en ¢l sentido de las mediciones originales -como
son las que traobajaremos aqui- sino cn el de las series residuales
(que de las desviaciones obtenidas después de ajustar un modelo a
los datos en cada una de estas) deberdn cumplir con este supuesto,
Une vez que hayan sido combinadas y elegidas a juicio de 1los
especialistas y, asi, obtener una ﬁejor informacidn -y 1los

beneficios que de esto se deriven- de este fendmeno.

Cabe mencionar también que, para que tal andlisis global

pueda 1llevarse a cabo, consideraciones come las anteriores,

deberén tomarse en cuents, ademis, mediante un  analisis”

multivariado, como es de esperarse, siendo esto, también, objeto )

de un interesente trabajo posterior a éste.
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3.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior, mostramos el contexto en el que estd
inmerso el 1lamado "problema del Ozono", objete de estudio de
nuestro trabajo. Introducimos algunas referencias importantes -
desde nuestro punto de vista- con respecto a éste, que por saf
mismas apologizan tal problemitica, como lo son: el papel de la
caps de Ozono Estratostérico como "escude protector" contra la
radiacién ultravioleta provenientes de los rayos solares, y sus

consecuentes efectos en la Ecologia y la Salud humana.

Asimismo, menclonamos la imposibilidad de obtener un rqodalo
matemdtico (o de cualquier otra indole) que describa, de manera
exacta, la evolucién de la cantidad total de Ozono, debido a las
caracteristicas tanto del fendémeno come de su proceso de medicidn.
Determindndose, por sugerencia de los Gltimos estudios al
respecto, que para tal efecto, lo méas proplo es la aplicacién de

las técnicas estadisticas para andlisis de series de tiempo.

De las técnicas disponibles para dichos propdsitos, elegimos
las desarrolladas por el ya clésico texto sobre el tema, elaborade
por Box y Jenkins (1970), por ser, como veremos, las mis adecuadas

para nuestro finesa.

Asi, ‘en este capitul ‘6/5 o8 vsﬁecitos tebricos .y

ntes - mencionadas,

précticos que necesitaremos:de:las técnicas:




Desarrollando éstas. lo 'ﬁéjqi-fbo%iyb:{t da’ la
profundidad teérica que mereéeﬂa.i".debido al alcance y.propésito

de este trabajo.

El capitulo pues, se inicia con un intento de wubicar 1la
metodologia de andlisis pare series de tiempe desde la perspectiva
de Box y Jenkins, en el "mundo" de los modelos matemiticos, en
general, y de los Estadisticos en particular. Exponiéndose,
posteriormente, el herramental necesaric para la aplicacidén de
tales técnicas, con el fin de obtener un modelo que rvepresente

adecuadamente los fendmenos de estudio de su competencia

Dichos modelos {univariados en este caso) deberdn ser
elegidos del tipo de los liamados modelos ARMA y sus extensiones:
los ARIMA, ARIMA estacionales (simple.y multiplicativos). Estos
nos permitirdn 1llevar a cabo el fin propuesto, ya Qque como
veremos, serfn necesarios para la aplicacidn de las técnicas del
llamado Andlisis de Intervencién (cuyos modelos se  pueden
considerar también como una extensién de los modelos  ARMA
obtenidos aqui) que expondremos en el siguiente capitulo y que nos
capacitardn para determinar si hay o no upa reduccién en la capa
de Ozono, ocasionada por factores externos al fendmeno (y que en
este trabajo es la erupcidén del Volcén Chichonal en el Estado de

Chiapas en Marzo de 1982).
También se presentan detalladamente los pasos (o etapes) &
seguir para elaborar, en la prictica, los modelos anteriormente

menclonados. Finalizando este capitulo con un excelenté ejemplo
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(pedagdgicamente hablando) en donde se ilustran 1<;s conceptos
expuestos a lo largo del mismo, y que se refiere a un problema de
otro campo del conocimiento como es el de la Fconomie {en donde se
usan ampliomente estos modelos) referente o las exportaciones de

los Estados Unidos a la comunidad Econdmica Europea.
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3.2.- CONTEXTO Y DEFINICION DE LAS SERIES DE TIEMPO

Los modelos que introduciremos en este capitule, que son los
resultantes de eplicar las técnicas de Box y Jenkins al andlisis
de Series de Tiempo, estén inmersos dentro de los modelos
matemdticos en general, y de los modelos Estadisricos en
particular. Asi, ctomo modelos matemiticos, hacer uso de simbolos
para representar las varisbles o factores més importantes, a
juicio del investigador, involucradas en un fendmeno, describiende
ademhs, la relacidén entre éstas. Pero, en ocasiones, como es el
caso que nos ocupa en este tyabanjo, tal relacidn funcienal no
puede ser exacta. Esto es, las variables explicativas del modelo
no logran describir totalmente el comportamiento de la varisble
explicada o dependiente (aquella variable que representa "lo que

queremos saber de tal fendmeno”).

Expliquemonos. Al realizar uma investigacidén, se pueden
encontrar circunstancias que la restrinjan como son, entre otras;
falta de tiempo, errores de medicién en lus observaciones de las
-variables, ignorancis de alpguna variable explicativa del feanémeno,
ete, Nétese aqui que en nuestro estudio ocurren cuando menos las

dos @ltimas (ver capitulo anterior).

Esto nos 1lleva a reconocer la "influencia” de una parte

" "desconacids" e imprevisible para nosotros en el fenbmeno (v.gr.,

no conocemos todas las variables que inciden en la deterninscibn

de la cantidad totel de Ozono en un momento dado). A este elemento

"desconacido” se le ha llamado: e) error aleatorio del modelo.
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fl_s;o. 8. su vez, nos lleva a considerar otro tipo de modelos
~matemdticos més apropiados para esta circunstsncia y que son: los

nodelos ‘estadisticos.

Ahora,  podemos considerar dos tipos bhsicos de modelos

estadisticos:. los causales y los mecénicos.

En los modelos estadisticos causales, se supone que las
vz.ariables involucradas en éste, guardan una telacién de causa -
.éfec!‘.o. entre ellas, Es decir, 1las variables independientes
: . representan las causas del comportamiento del efecto descrito por
'—l.a‘ variable dependiente. Mientras que en los mecdnicos, no es
posible discriminar variables independientes de naturaleza causal,
como explicativas del comportamiento de la variable dependiente.
En ) otras palasbras, 1s construccién del modelo, en este caso,
consiste en ajustar una funcién matemdtica de cualquier variable,
al comportamiento de la variable dependiente, como el tiempo por

ejemplo.,

Cabe mencionar también, que se pueden construir modelos
‘mixtos, es -decir: una combinacién de los anteriores {(causales-
mecanicos, por llamarlos de alguns manera).

Ast,’ por-~ el conocimiento que tenemos del fendmeno, los que

s :—'\itilizar,emoyswy en este trabajo ceen dentro del segundo tipo (los

r;ecénicos). Ademhs, como se verd en el modelo que utilizaremos en
: Eéyl ‘c‘épi\:ulo 5, para representar la evolucién de la cantidad total

ij de . Ozono estratosférico de la ciudad de México, los modelos

41



estocdsticos de Series de Tiempo, son mecénicos, peruo se
distinguiradn de otros pertenecientes a este rubro, debido a que el
ajuste por medio de esos, no parten del conocimiento a priori del
comportamiento de la variable que querramos explicar. Ya que, como
veremos también, el propio método que desarrollaremos es el que
descubre mecédnicamente cudl es este comportaﬁiento {motivo por el

cual este tipos de modelos se acomodan a nuestro requerimientos).

Se puede decir que, de entrada, debemos contar con un
registro metédico de la mediciébn u observacién  numérica
efectuada, por convencibn, a intervalos de tiempo fijos entre cada
una de ellas, de las caracteristicas o variables de interés, al
cual llamaremos: serie de :iempo; rAdelanténdoﬁos, en nuestro
contexto por ejemplo, queremos explica;‘la cantidad total de Qzono
existente en un determinado _tiémpu t. (que es la variable
dependiente; y el cieﬁpo t, para propbsitos de andlisis, se
considerard como el "actual™) en base a mediciones obtenidas de
esta misma variable en el pasado (efectuadas, claro, a intervalos
de tiempo igusles), 1las cuales a su vez scrdn consideradas como
observaciones de variables "independientes”, y ajustar una funcién
matemitica que describa la relacibn entre los dos tipos de

variables,

Ahora, existen varias maneras de llevar a cabo un andlisis de
geries de tiempo, uns de las mAs utilizedas, anteriormente, ¥y
considerada por algunos como "clésica", es la conocida con el
nombre de "descomposicibn de series". Este método presupone que la

serie de tiempo estd formada por una componente llamada de
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tendehcia-_'ciglo. :q‘\ie"febgésenta Ve}.‘jmovimiento a largo plazo de 1a

: se-i'ie,,“;ortré' ' ‘t;émpon,erite denominada de - estacionalidad, que

g rep;_egé{itéri'a. ‘aisu vez, los eféctoé producidos por fenbémenos que
sé f‘ repiten 8 toﬁ clerta constancia (cada sfio, por ejemplo) y una
: con;pon-lénte mAs _que "llaman de irregularidad, que sirve para
‘ cé}ejlctei‘izar a aquellos movimientos imprevisibles, considerados

como aleatorios.

Desde este enfoque, podria pensarse que las conponentes de
tendencia-ciclo y estacionalidad constituirdn 1s parte
determinista o "semideterminista” de 1a serie (o del fenémeno en
éstudio), mientras que la componente irregular vendria siendo su
perte no-determinista o estocéstica. Se puede intuir pues gque, lo
que  se requerird mediante el uso de ésta metodologla es,
ideﬁtiﬂcur y estimar cada una de las componentes antes
mencionadas por separado; traténdose, pues, de obtener resultados
-inferencias,conclusiones- sobre una poblacidn constituida por el
conjunto de series de tiempo formadas por la parte determinista o
semideterminista, combinada con todas las posibles realizaciones

imaginables de la parte estocéstica.

A primera vista, la metodologia anterior parecerfa dril a
nuestras intenciones (ya que si demos un vistazo a las graficas de
las’” obs'erﬁ'acjones que utilizaremos en este trabajo  podemos
observar tales componentes mencionadas). Pero, en realidad, la
: ‘préctica Vnos impone una serie de limitaciones en el sentido de
fiexibﬂidad, al momento de tratar de representar femémenos reales

i que’ se mos presentsn; problemas a la hora de pronosticar y,
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ademés, es dificil ‘la posibilidad de una generalizacidn de series
individuales a modelos en donde se consideran varias series
simulténeamente, cuando ligado estrechamente a otro fenémeno. No
es extrafio, por eso, encontrar en la literatura referente a estas
técnicas, el propésito -a veces f{inicor de obtener series
desestacionalizadas (a partir, obviamente, de la estimacidn de la
componente estacional). Esto es muy restrictivo a auestros

propésitos, como veremos.

Como ejemplos més conocidos de estas técaicas esthn: la de
promedios la de suavizacién exponencial, etc, Aqul no 1las
describiremos para no caer en.la simplificacidén injusta (tan
“‘nociva para la ciencia). Mejor es remitirse a textos como el de

Kendall (1973} o Makridakis (1983).

Una alternativa que ha probade poder salvar los obstéculos
antes mencionados, es el modernoc tratamiento de las series de

tiempo como un procesc estocdstico. Esto es:

Sea {Z{v}, T} una familia de variables aleatorias, con T
Jun... conjunto de. dndices . y-Z¢y) - -una-- variable  -aleatoria
correspondiente 8l elemento de T. A esta familia de variables
aleatorlas, que estd esociada al conjunte de iIndices antes
mencionados de nimeros reales, de forma tal que, a cada elemento
del conjunto le corresponde una y s8lo una variable aleatoria se
le 1llama proceso estochstico. Como puede esperarse, el proceso

estocdstico serd continuo o discreto si T es un intervalo (abierto
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v cerrado) o© un conjunto i{inito o infinito  numerable,
respectivamente (es importante sefialar aqui, que el hecho de que
el proceso estocastico sea continuo o discreto, no impore que las
variablesg sean continuas o discretas consecuente bi

necesariamente).

Concebimos pues ahora a una serie de tiempo, como una
sucesién de observaciones generadas por un proceso estocdstico
cuyo conjunte indice se toma en relacidn al tiempo., De aqui gque,
lo que nos importaré serd determinar el mecanismo (o proceso
estocdstico) que generd estas observaciones, siendo éste -el
proceso e'étocér-st_ico-r la ﬁoblacién sobre la cual podemos hacer
inferencia, por ejeﬁplé. . .

’ A:si}" una_séflé de’ t;.iempo se podris denotsr mediante {z2tv), -
‘Z(Y'z);';"iz.(;?").1 ", o més bien, como zl,zz,...,zn. Es decirr—y se
haré kkde équi en adelante- se puede representar como discreta. Ya
que’ pt;dremos tomar algin tiempo 4o como origer, y las
observaciones consideradas, como tomadas a intervalos de tiempo
iguales entre cada una de ellas, i,e, to+h, to+2h,... totNh (por
conveniencia) permitiéndonos ignorar la fecha en que se hizé cada

una de estas (ventaja que se observard mas claramente 8l introdu-

cir el concepto de estacionaridad de una serie de tiempo).
Es necesario mencionar aqui que esta filtima convencién . es

Gitil, ya que en la prictica, una serie de tiempo se puede génerar

a partir de dos formas principslmente:
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1)77 Pm; ﬁuestreo de una serie continua, es decir, como una
muestra de un proceso que evoluciona en forma continua a
lo largo del tiempo (V.gr., la serie de tiempo
representada por la temperatura de un cierto lugar, del

cual queremos explicar la evolucidn futura de ésta).

2) Por acumulacidén de una serie de tiempo (continua o
discreto) sobre un pericdo de tiempo determinado (v,gr.,
la serie de tiempo representada por las cantidades de

" trigo cosechadas a través del tiempo, que seri la suma de
ellas en un afo, en caso de que nuestro intervalo

considerado entre mediciones sucesivas sea anual),

Es importante mencionar aqui, que en la practica, algunas

veces  se nos impone el intervalo de tiempo entre mediciones
sucesivas (e.d., ya estén dadas las observaciones asi), mientras

que en otras ocasiones, podemos determinarlo & nuestro arbitrio.

Hasta aqui, hemos situado a las series de tiempo en un
contexto general (en el de los modelos matemAticos y
estadisticos). Pero esto no es suficiente para poder modelarlas,
debido a otros aspectos -en particular— que resultan fundamentalés

y naturales a éstas,

Dos caracteristicas ocasio‘nank,el ‘ant;eﬂxr'iér

‘phrraf o

primera, es .que’. una serie:. de tiempo rqpée'xﬂi’adnr’.'és 8616 una

renlizactén de un proceso, estocstico

Esto quiére ‘decir “que bieﬁ :



pudimos haber observado otra reslizacifn -distinte~ de este mismo
proceso (no es dificil imaginar que potencialmente hay infinitas
posibles de estas), debido al componente aleatorio inmerso. La
segunda, importantisima también, es que -~y como mencionamos el
capitulo anterior- nuestras observaciones no provienen de
variables aleatorias independieates {como estames acostumbrades a
considerar), es decir, estén correlacionadas entre si. Lo cual nos
impide la descripcidn de su comportamiento en conjunto a partir de
funciones de densidad individuales (o sea, existe una estructura
de corvelacién  entre las observaciones; gencralmente
correlacionadas en el tiempe), Dejando a un lodo el tan socorride
supuesto de independencia, implicito en gran parte de los métodos

estadisticos utilizedos mAs frecuentemente.

: F;insiménte, lo anterior nos obliga s considerar, y por ende e
uéilizér' ciertas herramientas y supuestos especiales que nos
. p,erm'i‘t_'an caracterizar a las variables aleatoriss que intervienen
5__,!, el fenimeno en estudio, y por tantp, determinar el mecanismo
‘a.leai:'prio‘q‘ua la genero -i,e., establecer su funcibn de densidad

. Ebnjuﬁfa- ¥ que veremcs en la préxima seccibn.
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3.3 HERRAMIENTAS

Sabemos que, para deseribir un proceso estochstico, bastaria
conocer su funcién de densidad conjunta. Pero, cuando las
variables alestorias involucradas estén correlacionadas entre sf,
esto no es fhcil ni inmediato, Habria que examinar, en principio,
tal estructura de correlacién. Es decir, en ese caso es necesario
econocer y analizar, al menocs de entrada, las (N-1)/2 correlaciones

(por pares, para ZysZzsesesZN  ge las ZES-

Pero las dificultades inherentes a esta situacidn no quedan
ahi. Esto es: suponiendo que las conocemos, ¢ Qué nos permitiria
suponer que tal estructura de correlacién permanecerd, cuando
queramos hacer inferencia en base al pasado sobre lo desconocido,
es decir -generalmente- sobre el futuro comportamiente del
fendmeno, que es lo que la mayor parte d;e las veces nos interesa?
Eso no lo podemos asegurar solo a partir del enfoque mencionado en

el parrafo anterior.

Necesitamos pues establecer algo que nos asegure que la serie
de tiempo se va a comportar en el futuro aproximadamente igual que
en el pasado, Esto es, que cuando menos en términos de valores
promedios o valores esperados, sean aproximademente iguales, . En
otras palabras, requerimos que la estructura probabilistica de la
serie de tiempo en cuestién, sea invariante con respecto a
desplazamientos en el tiempo, esto es que:

p(zt.,ztl,...,ztkﬁ (zt,ﬂ‘ r--.lzg,n‘)
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'dondék‘:l};z,;...tk. ®m .y . % son enteroéﬂzcﬁélesqhiersj"en ‘egtas

‘funcibnea de densidad conjunta,

Nétese que lo gque establece.ls ecuacién anterior es muy
fuerte. Ya que exige que la densidad conjunta de k variables

aleatorias sea la misma para cuslesquier eleccidén de éstas y de k.

Cosa gue es muy dificil de sostener en la préctica, Es por eso que -

tal supuesto se le conoce en la literatura concerniente con el

nombre de estacionaridad fuerte.

En contraste, se puede "relajar" este supuesto;—’pidiendo‘due la =
serie de tiempo sea_egtqcionprin hqsté momentos de orden'f .- Estos
es, porejemplo, sl §=%., se pedird egéiiqiﬁabehte'due"

Ay elen (g Al g B

o ses, . que lafﬁéqfa,.éa iﬁd?pendieﬁie det y, que la covarianza

('7{)féntf§: 2a- pé?qéﬁéda =1, .. (N-1)/2, s&lo depende de j§
{es deﬁié,; j&e :la ﬁifereﬁcia o separacién en el tiempo;
tééniéamépte,rséyacbétumbra 1lemar a esto Gltimo como retraso j o
~lagf)es A,escsfiargﬁrvez se le llama: estacionaridad de orden 2 (o
de orden £, para otros valores de f). Supuesto que, para nuestros
propdsitos, es suficiente parms asegurar la propiedad de invarianza
mencionads arriba., Adicionalmente, se puede demostrar que, 1ln
estacionaridad fuerte implica la de orden 2 (o también llamada
"estacionaridad débil™) pero no lo inverso {esto dltime ocurre,
segin Box y Jenkins (1?70,' pég. 30), sbélo en el caso de que

supongemos la funcién!ﬁe densidad eonjunta p( ., ..., 2. del




proceso en cuestidn, sea la distribucién normal multivariada).

A partir de lo anterior, es de esperarse que vamos a
trabajar, en adelante, con procesos estacionarics de orden 2 (a
los que nos referimos solamente como estacionarios), los cuales,
como dijimos, supondremos que mostrarén el mismo comportamiento en
términos generales (en el sentido hasta de momentos de orden
2,i.e,, varianza, covarianzas, media), sin importar la fecha en

que Se observe,

Ahora, como en la prActica sble contamos con una realizacibén
de {h‘) , necesitaremos utilizar versiones muestrales para estimar

(3.3.1), las cuales serén (segim Box y Jenkins (1970, phg.31):
by

M=) . .
Fe 2 y <.;=-N¥_—.J- a(ln-ﬂ(?—"l'ﬂ (3.3.2)

zlr

[TXY

Los que son, a su vez, estimsdores insesgados (Bartlett,

1946) para procesos estacionarios.

- Nbtese que si- -en (3.3.‘1')
correspondiente de la coyai‘iani; X).

(denotada por}'- ) queda’




util-izen. ya que -14834&) . A este expresién 1la llamaremos
momentécnicamente autocorrelescién, debido a que se refiere a la
correlsci6én del valor de la varieble alentatoria en el tiempo t
con su propio pasado (y a B’j de (3.3.1) similarmente se le llamard
autocovarianza, por los mismos motivos), Este tiene la propiedad
de que P33 €; la cual nos permitird que, sélo tengemos que

fijarnos en los valores positives de j.

La estimacién correespondiente de ¢y seré:

= ——Q-B-—— (3-.3-4)

la cual, segin Bartlett (1946) se cumple que

Ke -

TRICER S S oy~ ARRe 2R

* De lo anterior, cabe mencionar también que, en la préctiéa.
nos serd de crucial utilidad la representacién grafica de (3.3.4),
que llamaremos funcidn de autocorrelacién muestral (FAC), del
proceso en estudio. Tal herramienta nos daréd acceso a la
identificacién del mecanismo que generd s nuestras observeciones.

Asi, por ejemplo, si tenemos una gréfica de la forma:




Es decir con = 0.8 4§ 5 0.%,§y= 0.6 4 €70 pun jp4.Podriamos
deducir, de entrada, que debide a eln.ﬂ. los valores que estén
obtenidos consecutivamente se encuentran muy correlacionados
positivamente, esperfindose por ejemplo que, a un valor positivo
(de una observacidn) le sige otro mayor también positivo. Mientras
que, por otro lado, por £3=-.6, se esperaria también que, valores
separados por tres unidades de tiempo, estén correlaciopados
negativamente, en el sentido de que tales valores tenderdn a
oponerse: Por ejemplo, si £4- A es negativo, #7-A serd positive
{en caso de tomarse los valores como desviaciopes con respecto a

la media).

Ahora, desde un punto de vista préctico, también necesitamos,
para obtener estimaciones adecuadas de @y suponer -ya que sélo
tenemos una realizacién- lo que se ha llt;mado ciertas propiedades
ERGODICAS (Hannan, 1960, phg.32), que permitan suponer 1la
equivalencia entre los valores egperados y los promedios
muestrales obtenidos a partir de esa dnica realizacidn del proceso

(1las observaciones originales).

Esto es, supondremos que el proceso estacionario es, ademfs,
ergbdico. Con 1o cual se asegura pues, que se puede estimar la
pedia del proceso s partir de® , siempre y cuando MA<Lee y ge
cunpla adicionalmente que }in‘\.-,\-\- ‘%:‘ =0 (Birkhoff, 1931).
Asimismo, este principlo asegura que & de (3.3.2), se pueda

utilizar como estimador de & siempre que ¥x & <.
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Cabe mencionar aqui, que, en la préctica no es posible
verificar 1o dicho en el pArrafo anterior, por lo cual nos bastaré
saber que la estacionaridad (esa si verificable) es un requisito

para que el proceso pueds ser Ergddico.

Por otro lado, como tendremos pues que "modelar” series de
tiempe estacionarias tomande como criterfo de eleccidén -hasta
ahora- el comportamiento de su funcién de autocorrelacidn muestral
(FAC), necesitamos determinar que tipo de modelos podriamos

utilizar, de una amplia gama de posibles, para estos fines,

AMortunademente para estos efectos, hay un resultado que nos
orienta, - A éste se le llama: 1la descomposicién de Wold (Kendall

(1973, phg. 156)).

Este filtimo nos dice que: un procese estacionario {4} ‘se

‘puede descomponer en dos componentes:

22 Yo + Wy (3.3.¢)

~ Donde V¢ esla parte determinista pura del proceso (y que en la
practica se ha encontrado que se puede considerar formada por
senos y cosenos) y Wi la parte estocéstica del mismo. Y en donde

ademis se cumple que

Wez bo Ok ¥ bi0a-i t baBeeg t .o (33.1)

en el cual, - por -la es;acionaridad de h : _las_: 'bi's son'_-




independientes e t. y las at$, son 1independientes e

identicemente distribuidas (propiedad que denotaremos como: i.i.d)

Nétese aqui tembién que en (3.3.6), si 1las #t fueran
variables aleatorias normales (i,e, un proceso gaussiano) entonces
la funcién de densidad conjunta correspondiente a ésta expresidn
serfa normal y, consecuentemente, las Gu's de (3.3.7)

independientes.

De lo anterior -y de aqui en adelante- serd, como veremos,
conveniente suponer que las. . Ods . sean variables - aleatorias

normales,

En suma, Jlo qué'hﬁé'indibh:igiﬂ;ﬁéBmp;sicién de WOLD, es
trabajar con modelos linesles (éﬁ‘la:siéuiente seccidn se ampliard

esta cuestién).

Finalmente, como nota sl margen para cerrar esta seccidn,
debemos  mencionar que hay otras "herramientas" de suma
importancia, ademhs de las aqui presentadas, como por ejemplo, la
funcidn de autocorrelacién parcial (FACP). Que se irén
introduciendo a lo largo del trabajoe, por considerarlo conveniente

para la exposicién,
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3,4 MODELOS PARA SERIES DE TIEMPO UNIVARIADAS.
En la seccibn anterior, mostramos que la descomposicibn de
WOLD recomienda el uso de modelos linesles para procesos

estacionarios.

En este dltimo contexto -el de los modelos lineales- podemos
considerar & las series de tiempo como generadas a partir de una
serle de choques aleétorioa independientes {ﬂt'} s los cuales son
.renlizaciones -independientes~ de una variable aleatoria con media
,9“;’ y varianza Uq" (al proceso {ai§ se le conoce en la mayor
parte de los textos sobre esto como: ruido bianco) y que se
convierten en "dependientes' (o correlacionadas entre si, como son

las series de tiempo) al "pasar" por un filtro lineal.

Esto es, Yule (1927) propuso expresar a las observaciones
originales obtenidas del fenémeno en el tiempo- , en funcién de
{a¢) mediante

2o At 0u - P04 - Pelyogmeet
= My Y(B) (3.4.9)

~Eon- B:'Qt.‘ Os-} {un operador lineal, - que usaremos - mucho), M- un
pardmetro que determina el nivel medio del proceso, y W(®)es un

polinomio de retraso de la forma

W(g)= L- WB- Pyptere-
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que convierte al proceso {M\en el correspondiente &}, y que,
como veremos a lo largo de este trabajo, dichos operadores son unu
herramienta muy 6Gtil para poder representar y explicar mis

adecuadamente los modelos que presentaremos.

Asi, esquemlticamente , de lo anterior ae puede considerar ;

una serie de tiempo {2:jcomo

‘{dx‘ trada Vfﬂl::roﬁnnéé}‘ e

fig, 3.2 -

Se puede nota.r aqui como uﬁa rprimeir‘ii npro;imacién; .
sucesién de coeficlentes de (b‘q.\.),‘i’.,ik,‘ , ‘észy‘;lr‘ifinitaf]‘)er’o
converge (o finita), el filtro es estable (en el senf:ido“in.tuitivt') )
de alcanzar un "punto de equilibrio™), y se podria decir que el
proceso 24y es estacinario (equivalente estocistico del cuncel.n:o
de equilibrio para modelos deterministas, y '"deseable"
intuitivemente hablando, por lo pronto); en caso de no ser asi,
tal filrro seria inestable y, consecuentemente, no-estacionario

(Box y Jenkins (1970, pag 48)).

Se puede ver también que el concepto de estacionaridad es, de
nuevo aqui, muy importante para el anAlisis de series de tiempo.
Ya que al suponer aqul estacionaridad (débil), estamos suponiendo
implicitamente que los momentos de lo. y 20. orden, o sea, las

medias, varianzas y covarisnzas de las variables aleatorias
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involucradas en el proceso, resumen en buenn medida“ a su.

distribucién. Entonces, si E(Za)=A, tenemos que

Mea Mg e { e Bl - Veleeem ) oA

siendo necesar:lo'fque,' .fséra ‘i"u_e'ii; sim.:!a entr paT!

se puedxi&rea‘l'_izar"'er’l téfniiﬁi:g deila éﬁlﬁq,d»e‘ 188 esperanzas” de_cada

térnino; se t‘e}lg'a que

" donde R+1y k finito. Es decir, como mencionamos, es necesario que - --

ia suma de las ponderaciones ¥i% conver ja para poder dbtene_r ' qué
E(pA ¥y, por lo tanto, tendremos que necesariamente se deba’

‘cumplir B(a):0 para toda t, como habismos convenido.

En otras palabras, lo que la estacionaridad implica, al
menos, es que la media del proceso no dependa del tiempo, signifi-
cando esto que, aunque el proceso se "aleje" de la media durante

un cierte periodo, éste regresard a una vecindad de la misma.

En egtas circunstancias, tenemos que la varisnza de un
proceso estocéAstico lineal como (3.4,1), estd dada por

%= tL(2e-2*]
AT N TR DY WP RTER b
g1al & 1okt Yok, -3 = E L productas cvovades 42

Wiy it~y ) S
gz oW Ceada)

2o

"
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w -
que tiene sentido, nuevamente, si 'ZD“" converge.
v

’ Asimismo, la covarianza de éste estéd dada por
¥y = cov (BeyBeax)
= €1 (20 n) (Tew=s)]
= 5; ('é| “\v.‘ﬂ‘ - ‘,x) (3-‘\\5)

pudiéndose demostrar, también, que Yxz Fux Y de nuevo (3.1;.5)

L3
tiene sentado si Zi %4 converge.
iz

Noétese pues, que la ausencia de t en las expresiones
anteriores, nos lleva a pensar que La serie mostrard el mismo
comportamiento en términos generales, sin importar el momento en
el que se observe el proceso (debido a la estacionaridad de la
misma), Cabe mencionar también que, en la realidad, no todos los
procesos son estacionarios, perc podemos hacerlos mediante el uso

de ciertas herramientas tebrico-pricticas que veremos después.
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3.4.1. EL PROCESO DE PROMEDIOS MOVILES.

En el apartado anterior, vimos que un proceso estocAstice
lineal y se puede representar mediante la suma punderada de
choques aleatorios independientes y la media, representado por la
ecuacién (3.4.1), Asi, podemos pensar a un tal proceso, cuyos
valores pueden ser dependientes unos de otros, como una suma
finita ponderada de tales choques, sin pérdida de generalidad

(como se entenderd después), o sea

Zez (40,0 -0, 8% — 8 PYou 2 B(BY 00 (2A0AY)

en donde 1, rep'resenta‘las desviaciones de Ly respecto a su nivel
medio M,y ,. <y Oy serAn los pardmetros de promedios méviles
agociados ' con .los choques alestorios en los periodes
t}\,'*.-"l.:.".w,k.-\ respectivamente. Es decir, estos Wltimos hacen las
vécés -de r.ponderaciones (n6tese que con respecto a la ecuacién

(3.1;.1,), tenemos que Wi= =@ ).

Es preciso aclarar aqui, que el concepto de promedios mbviles

‘no’ pr;aviene de 1la idea de que el modelo se obtiene como wun
7 é;ome(iio de los choques aleatorios que intervienen, ya que como
veremos, 1los pardmetros no son ni necesariamente positivos, ni su

suma es la unidad, como lo requeriria un tal promedio (ya que asi

‘es pensade cominmente). Lo que se requiere solamente es que 1a
sumaé‘e'. sea una constante finita (implicando esto que it sea

finito), para que el proceso sea estacionario.
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En la préctica, los procesos de promedios mbviles (que se

) denotardn por MA (q), del inglés moving averages y el nimero de
parémetros de ese tipo involucrados) que més se utilizan son el MA
(1) y el MA (2) (llemadas de primer y segundo orden,
respectivamente) que s continuacién analizaremos (para después

generalizar & MA (q)).

MA (1)
Este proceso se puede expresar como
54,= 04~ B Qe
= (1-88) O L34.3.2)

del que podemos obtener que

EEN20 3 Yorver(T)sB(3aeh) . laaam

y donde las sutocovarianzas vienen dadss por

Yoz E{Ba- 8001 ) (Qek ~ @ 0-x-1)])

~ell | siox=A : (ML‘\)
. o R

, S\ w22

Asi, como la FAC estd dada por €= %L, tenemos que pai-a ésté‘ﬁoieao -

o
s ——— Y :
FI S T DR e LT
x . (2qsy 7
° y S ORZL o

La expresién enterior nos muestrs algunas de las propiedades
de este proceso, Esto es, podemos observar que, como las

autocorrelaciones para retrasos mayores que un periodo son’ cero,

3
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el ‘proceso "no recowrda" mas alld i e ocurrido en el periodo

anterior. Es decir, su “memoria" estéd limitada & un sblo periodo.

MA'(2)

Haciéndo q=2 en (3.4.1.1) obtenemos este proceso, el cual se
puede escribir como
.{'t" By~ D104t = By0¢-2
z (1-8,B-8.8% )0

y, sustituyendo en (3,4.5) con ¥%:0para 12, obtenemos
Y3 s O3 \)::o Wi Py = 00 L W5 =8 Wiea - B4 i)
queda como resultasdo que las autocovarianzas de este proceso sean
You BX (a4 BY2el)
Tiz-gl 0,(1-0)
LOE
3= 0 pave §»?

y la FAC'correspondiente es

eo= {
e - =9 (1=84)
- AR e RY
Qg = =8
148148
B3 =0 pote 12
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En eate caso, notamos que la memoria del proceso se extiende

a dos unidades de tiempo.

Gréficas tipicas de la  PAC.'de - este : proceso .son  las
siguientes: e . -
[ T : r ?-; .

|y . (’

‘—)Qg,q,-:‘yl,l',.,\% ", DI B

13 4 35 la

B0, 805 0, 8u20 ©.30,64¢0 8140, 8140

Fig. 3.3
MA (q)
Para este caso general, podemos obtener 1la FAC

_correspondiente sustituyendo¥%:=0 para i#q en (3.4.5), obteniendo

que
¥ =2 3 WiV = G5 Yi= 8. ¥y = oo = By Yagg) A
120
cual se reduce a
VIR O SR R T |

oz U8 (- Bx 4D Bt -4 BaeiBy)

Ty TRy .
¥

Py

z0 pava §>9

por 1o que la FAC queds 4
Qo= t

Ok ¥ 0,0k e+ Ou.nby
SR v B

B o

% T
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fare y>q . .

P8
1t
o

Ahora, ya que las &' deben ser finitas para que.el proceso
sea .finito, esto tendria siempre como - consecuencia que TODO

PROCESO MA ES ESTACIONARIO.

Por 1lo anterior, los modelos MA se pueden considerer de la
siguiente manera: dado un proceso que se encuentre en equilibrio,
las fluctuaciones alrededor del punto de equilibrio M¢ son causa-
das por choques asociados con eventos inesperados; tales choques
no se asimilan de manera instantanea necesariamente, sino que
pueden scguir causando efectos ain después, durante q pericdos,
donde ademhs, la intensidad de choque se refleja en el valor dei

parémetro (visto como ponderaciébn en este caso)

Por otro lado, nos podemos dar una idea inicial (a manera de
ilustracién en un caso sencillo) de los valores que los
pueden tener, ya que, por ejemplo, para el modelo MA(1l), que se
caracteriza por tener la primera autocorrelacién (en lag 1)
distinta de cero, ésta no puede ser muy grnde, debido a que,
intuitivamente, implicaria una fuerte dependencia de 1la
Vohsgerrvacié,n actual con_ respecto. a lo anterior lo cual 'no - es
congruente con lo mencionado en el pArrafo presedente. En efecto,

se puede demostrar que |@\ ¢ 08,

Es decir;  si ter “en- donde ‘ge

muestra un - "picol en el retra upa megnitud satisface  lo




dicho en el anterior pérrafo, podemos sospechar de que se trata de

un MA(1).
Condiciones similares a estas deberdn satisfacerse para

modelos MA(g), y que serdn més claras cuando veamos el concepto de

Invatibilidad més adelante.
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3.4,2, PROCESOS AUTORREGRESIVOS
En Estad{stica es muy utilizado el hoﬂelq de RegfégiGn- S
Lineal L

‘\.: P-xh*"'* F\xig‘\'exr.

en donde las 4% son de ruido blanco. . Asi,”‘un ;asoiésﬁe;iql_:de_,f

esta es B SRS _
Uz tex b vhBeat ordpToprtn AL
(- poopesto- BT adovar
con o= ( \—é‘—¢‘- --.—¢?))kr.

Mas concisamente, podemos escribir (3.4.2.1) como™”

¢(9§i§,= O con i\,: TA-N

Al proceso que se puede representar por medio de 1na-ecﬁaé;6ﬁ
(3.4.2,1) se le conoce como proceso seutorregresive de ‘6rdenr
¢ CARUD)Esta ecuscién tiene 1o caracteristica de que, aunque es
un caso especial de un modelo de regresién lineal, depende en este
caso, no de los valores de un cierto conjunto de variables inde-
pendientes, sino de sus propios valores observados en el pasada,_

los cuales son ponderados por los coeficientes ¢\,....99.
A continuacién mostramos, similarmente a la seccién anterior,

los procesos autorregresivos mds utilizados para 11ustrar‘ las

caracteristicas de estos: el AR(1) y el AR(2), generalizado
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después pars AR(p).
AR(1)

El modelo autorregresivo de orden uno se puede escri_hir como
'ie, = \b Ty 4o

o 3L e gb'it,-\ = 0

° {1-¢8) 3 = Oa

(el cual, dicho sea de paso, se conoce en la  literatura ' sobre:

procesos estochsticos como serie de Markov),

Ahora, nétese que estos modelos tienen la “forma “de: wne
ecuacidn en diferencia, Asi segin Chisng {1977), ‘para procesos
deterministas de esta forma, es posible alcanzar su punto de
equilibrio, siempre y cuando 1a raiz de ls ecuecibn

i-¢e=0
" se ‘encuentre fueda del crirculo unitario (en el plano complejo),
esto es, que {$Y41. Pero como en este caso, no estemos trabajando
con procesos deterministes sino con estocéstices, en lugar de
hablar de punto de equilibrio, tendremos que  habler de. su
equivalente estocAstico, que es el copcepto de estaciona}'ided

(pero 18 condicién anterior se mantiene).

Ahora, este proceso se puede representar,’: manipulando

(3.4.2.1), también como

L= (s-98) "0 : i oy
2 ek pOg-y - $thnn koo (342,20 .

de donde se observa que si \$W¢ientonces
E(T)e B(0e) £ GE(Oam1) - §2E ez}t - -

2 0 ([ vex definiciom de Ow)
Y Yoz vor{Ta)=On(iv¢te@ry .. -) ‘
z W /(-9 l3.4,2,3) 7




Asi también, de (3.4.5) y (3.4.2.3) tenemos que { con % =.-¢ ,\:\ Zpeea).
Bx = 8% (1 ?‘ Ry W‘)
s U5 ¢'~ 7 4% ®23,2, .,
¥ ya que se supone que 11244 entonces
Tz 0s %/ (3-8
< ¢n~| y R 32,00

¥y como ‘hzﬁiobtenemos, de manera general que

Bz 03 4™ /Ca-4) O
y, por tanto, la FAC queda '
e‘=.§l__ = ™ tave K=Xi,%%... C34.2.5)

Es decir, la correlacidén entre las observaciones a través del
tiempo, declina en razén al exponente de+ , 0 sea, declina

exponencialmente,

Por otro lado, = observamos: que el proceso AR(1) segin
(3.4.2,2), se puede” esckxjihii":--‘crdlmo?‘un MA ~de ~orden infinito,
correspondiéndole poi tantq?co!nﬁ vimos- una FAC de extensién

infinita.

Lo anterior, nos lleva a considerar que, si tenemos una serie
de tiempo generada por un proceso AR(1) y sbélo contamos con
modelos del tipo MA pera representarlos, tendrismos que trabajer
con una gran cantidad de parfmetros. Esto se puede evitar,
obviamente, con la introduccién de los modelos autorregresivos, y

a través de la postulacidn del llamado principio de PARSIMONIA, en
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1a -eleccién de los modelos. Esto es, escoger aquel modelo que

tenga el mepor némero de parémetros involucrados.

Otre consecuencia de (3.4.2.5) es que, mientras mayor sea el
lag, la FAC correspondiente tenderd a cero, con decaimiento de
tipo exponencial cuando 0¢$¢ly con signos alternados si

'\“f‘o(siendo estas dos condiciones, conjuntamente, las que
aseguran, por otro lado, la estabilidad o estacionaridad del

proceso).

AR(2)
El modelo autorregresivo de 20. orden se puede definir como

Eg,: 4, Lo ﬂi&-t"‘ On,

(A= 40 - 4,5 )% = O

1-4B - putt= 0

se encuentren fuera del circulo uniéério;
. demostrar que esto es equivalente a pedir que.
""""" Ahuier , Skt gl y ba-9<d
y, 8u FAC se puede obtener de :
E{2ieex) = P E(TaTex) ¥ e E(lc?-eﬂ.-t\'f f-(h QMK}
con EQ‘LQ 0 4n {al Manera soe
$.5. + $u¥ut LW 5".( RzD (‘\'Tx v«ig&)
¥x :
be¥xot + b -t S %>0
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v o8i %ol® , entonces

Bz bt $a s

Bas i + bo
que son las 1llamadas ecuaciones de Yule-Walker (Box y Jenkins
(1970, paAg 60), las cuales nos permiten obtener los valores de
Q\stt en funcién de los parfmetros autorregresivos & g ¢ obte-

niénde asi, de manera general que

Bz 4 Ryt e R s K2 % (3.4.2.9)

por lo que seguird un comportamiento autorregresivo similar a
(3.4.2.1), pero sin término aleatorio. Por tento, las raices de la
ecuacibn caracteristica (3.4.2.7), nos servird para indicar el
comportamiento dinkmico de la FAC. Esto es, por ejemplo, si
QT**Q‘tO tales raices son reales y las autocorrelaciones corres-
pondientes decacrdn exponencialmente a cero {con todas las autoco-
rrelaciones positives si la primera lo es, o de signos elternades
si no es asi), mientras que si s}\‘-\-‘n}‘m las raices serdn comple
jas, y la FAC corrrespondiente seguird un comportamiento sinusoi-
dal convergente a cero.

A continuacibn, presentamos algunas graficas tipicas de las

FAC de los proceos AR(1l) y AR(2):

t

08 AR(4)




AR(p)

Este proceso se puede escribir

g2 ¢ Te thee - w dpiee 104 @A)
L1-88- 4.0 -~ by BT 2 O

que serd estacionario, siguiendo el razonamliento hasta ahora

presentado, s{ y sblo si, las raices de la ecuscién caracteristica
1-h8 -4, 0 .. - ppBT =0 (3vhet)

se encuentran fuera del circulo unitario.

Asimismo, 8e puede verificar el supuesto de estscionaridad a
través de las autocorrelaciones, usando’las ecuaciones de Yule-

Walker correspondientes al proceso AR(p), esto es
RN T R TERE R -1 P
L N R T s

oz b tivdelur - Pp

obteniendo los valores de las primeras p autocorrelaciones en
funcién de los parémetros autorregresivos ?.,fh..,‘h que nos

conduce a la ecuacién de recurrencia
Rz iR thlyat oot $elx-¢ 1 Rzt

Finaslmente, es importante sefialar que, es posible demostrar

que existe solamente una FAC asociada al proceso AR en estudio.
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INVERTIBEILIDAD

Un concepto que también es muy importante para nuestros
propbdsitos, es el de invertibilidad. Para 1ilustrar esto,
recordemos que cuando tratamos el proceso MA{q) obtuvimos que

1 = (’b\(*b\eﬂ\?---16‘.‘<B.*)6:\ st k31,04
3 (38.43)
° SiKzq41

Esto implica que, si se desease obtener un conjunto de
ecuaciones que permitieran expresar a los pardmetros de promedios
mdviles en términos de las autocovarianzas (similares a aquellas
de Yule-Walker para los procesos AR). tales ecuaciones serian no
lineales y, ademds, no tendrian solucidén dnica, a menos que se
impusieran unas restriccicnes pertinentes a los valores de 1los
parimetros que nos permitieran asociar una y sélo una FAC con el
proceso MA en estudio. Teles condiciones son planteables y se les

conoce con el nombre ‘'de: condiciones de invertibilidad.

Para eso, recordemos que al inicie de esta seccién vimos que
un proceso AR puede ser expresado como un MA infinite. Asimismo,
en contraste, un MA{q) se puede escribir como un AR infinito, es
decir, como

(2R RS KNy (2:4,201)

Por ejemplo ( y sin pérdida de generalidad) en el caso de un

MA(1), este se puede escribir como
FFPRPS U V- AP _
por  lo que si hacemos Wiz-4 en (3.4.2.12), tenemos

- :
consecuentemente que ZJ debe ser convergente. A diche convergencia
o )
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de esta dltime suma es & la que se le denominard: condicién de
invertibilidad., MNo es dificil (ver de esto que, pedir 1ls
satisfaccién de tal condicién, es equivalente a requerir que las
raices de (3.4.2.1)

Logid--- =ty Bt=0

caigan fuera del circulo unitario,

Nétese también que, todo proceso AR(p) es invertible, puesto
que siempre ?__'_‘“'\ = 'E. . '

Asi pues, hasta aqui hemos analizado las caracteristicas mésr
importantes, para los efectos de este trabajo, de los procesos
autorregresivos puros y de promedios méviles puros. Pero, como
explicaremos en la siguiente seccién en la realidad no se cumple
necesariamente que los fenfmenos sean siempre generados por uno u

otro de tales procesos, sino de una mezcla de ambos.



3.4.3.~ MODELOS ARMA
En 1a préctica, como dijimos, es raro encontrarse con
proceses MA o AR puros. Esto es porque gran parte de las series de
tiempo con que nos topamos, presentan caracteristicas tanto de uno
como de otro a un tiempo. Ademds, recordemos que el principio de
parsimonia, recomienda construir modelos que incluyen al menor
nimero de parfémetros posibles, siendo esto logrado si hacemos
intervenir parémetros tanto autorregresivos como de promedios
méviles. Asi un tal proceso que incluya ambos proceses pures, se
puede escribir como
Tum b Taei £ pp e H04 -8 Gem = oo - 8y Bery
que en términos de operadores se expresa como
$(2)Zy = a(8)00 G433y
en donde #(B\g o(8) son polinomios de retraso de orden p y q
respectivamente, tatﬂ es un proceso de ruido blanco y'ites. como
sntes, la serie de desviaciones de la variable Z& con respecto ‘a
su nivel medio., A este tipo de modelos se les denominard por ARMA

(r,q).

Para  ilustrar - las caracteristicas de i estoa modelos.

consideramos en detalle el modelo ARMA(I 1). el cual “se ha )

utilizado para representar fenémenos de diversa indole, ¥ que nos

permitiré, ademés. 1n:roducirnos ‘un poco en este tipo de modelos, o

para después ver e1 mndelo general ARMA( q)

: ARMA(.I-.i ).

El ,ﬁ#o;ésof



(1i1) estd definido por

(1-¢8)% = (v- 88) 0t (34.3.2)
y, ya que en €l encontramos a una vez, caracteristicas tanto
autorregresivas como de promedios méviles, ne tiene porqué ser
necesariamente invertible ni estacionario per se. Pero, para que
lo sea es necesario que se satisfasgan ciertas condiciones, las
cuales podemos derivar con relativa facilidad a partir de lo que

hemos visto para los procesos AR(1) y MA(1). Esto es:

Para que el proceso (3.4.3.2) sea invertible, es necesario
que la raiz de la ecuscibn 1-8Bc), esté fuera del circulo unitario
{en el plano complejo) y, similarmente, para que sea estacionario,
necesitamos que la raiz de \~ §9+0 a sv vez, este también fuera del

cireulo unitarie.

Ahora, si el proceso es estacionaric e invertible (es decir,
sl satisface lo dicho en el pArrafo anterior), se cumple que

it = YBY0e @ O~ Wity =~ Ybigep—r- ¢

TEY e 2 T~ B - Te Fee = oo = 0% _Lﬁ,f.}.a) e

- " > g N T
y donde las sumas .‘E\?: 9}11\3 son convergentes.’: Esto - se puede
= = Shl ey

comprobar al escribir (3.4.3.2) como

3 -( 1-09
¢ -0

= (s-ee) (L rpot (doVP+-.-)0x
= La- C0-418 - f1o-d\ 8- dr(e-418%- - Tae BARY)
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lo cual se cumple si sélo si V&1 (la  condicién de
estacionalidad) y en este caso, se puede demostrar que
s et (o-P) L iznz,... {3425}
Observéndose pues que, al incrementarse i, ¥ tiende a cero

o
y por r.anto.z-'-‘ % converge.

Anblogamente, (3.4.3.2) se puede escribir también como

L {-te \3 B
S ( ‘-em) a

2 (483 (140 tpeya. ) T .

= (4= (d-0)B -0 ($-0) - a4 (P-0) B2~} (34.34)

donde se tiene que cumplir que l@l<¢y (ia condicidn’ de-
invertibilidad), obteniendo asf que . o
.“l a2 63‘\ (¢¢ e) :X:i,‘l., e . R ‘3\5\5\:})

M
y asl también la .!'.'\T:, convergiré.
iz

Ahora, las sutocovarionzas correspondientes a este modelo se
pueden derivar escribiendo {3.4.3.2) como
Eez Tt ¥ O - B0
de donde, ya que la medie es igual a cero, la varisnza serd
o= $E(Tele) TE (Tuac)- o £ (Teoen) o
= ¢¥, +L1-0d-02]0h 134.3.8)
debido 8 que
O E(Reag: $E(Rm) r e(d) - e R R = B
puesto que T depende de los errores aleatorios hasta el t.iempo_ ;
pero no depende de &« assimismo tenemos que
€0 Teden )= ¢ € e ) ¥ E{Mmden) - E(aL):
= $Cu-olk
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similarmente, podemos obtener que
Bez 98 (TuF-n)t E(0eTe-n)e @ BL A4 Ben)

. ¢Ka—eﬂl foxa XK=\
¢ Ve foto %22

(24,3 |‘\)

noténdose que, para mis de un retraso, este proceso sigue la misma
relacién que para un proceso AR{1) (ver 3.4.2.5), debido a que 1a
parte MA es de orden uno, y por tanto sblo la primers

sutocovarianza refleja esta inclusidn.

Se observa también que, seglin la relacién (3.4.3.9), es
necesario conocer by ¥, para obtener las demfs; segiin Box y Jenkins
(1970) estas (¥oy Yi) se pueden obtener mediante el sistema de

ecuaciones
Vo= ¢4, + [1-0(¢-011D%
Ti2 $% - 65

cuya solucifn es
. (5-2t0-04) 0%
P

s
¥ o Ja-$ed(é-ey i
1- ¢t

concluyendo de esto que

% s IN0-0)(9-0)0 , Radi2, e (5.1&.@
1-#1. . - .

: y por lo tanto la FAC es

Ry P (3-00) (§-0)
i- 240 -0t
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donde observamos también que, debido al factor ¥ en esta ditimn
expresibn, y & que 1$1¢1  si -la FAC- muestra un decaimiento
exponencial a cero a partir de ®, Asi también, vemos que es el
parémetro +| el que nos indica sl la convergencia a cero de {x seré
con -] sin cambios alternados de signo
mientras que el pardmetro intervendra sélo para fijar el valor de
e,

ARMA (p,q)

Este tipo de procesos se puede escribir mediante

To e Pt Loy H0s =R G o = By Gay

[} Y Ze = (B0

(343, 12)

y, como es de esperarse, para que este proceso sea estaclonario es
necesario que las rajces de la ecuacidn caracteristica ${Br0estén
fuera del circulo unitario, mientras que para que sea invertible
se necesita, a su vez, que las rafces de la ecuacibéntl8)z0 se

encuentran, también, fuera del ciruclo unitario,

Ahora, si 1las dos condiciones anterlores son cumplidas,
entonces el proceso se puede representar como procesos AR y MA, -

respectivamente, de la siguiente manera:
3o 220 0y 2 Bloy ae

ITS)
O F )i
&(8)

3

donde los coeficientes Wi y W para L,3zh2,.se puedt‘:n obtener
igualando los coeficientes de potencias del operador B en 1las

ecuaciones
(1= 0B 0B} (1~ $1B= G 8% - =BT = =81 BBt - 0y B
(1T o ) 1-00D-0aBb— - =04 D) = s b=y 8. -8
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Ahora, si la media del proceso (3.4.3.1) és cero. - entonces,

para k0 tenemos que
%a B2, Lex)
= eI T E@ b )4 e Gegie) +
+ B0 ek )~ 1 E(an Tk Y=+« - Be E(Obey it'ﬂ
y donde como E{Qt.iZy)para >0 (v®, 3y estd influenciada por
Oex ,Okevet, ..., PETO €3 independiente de Qt-m,‘.;- X41,...) entonces

ob-tenemos que

LIS T PR A X T (T fare Ko
mientras que, para K4 ¢, ¥ iavolucrard s los parémetros UKy By, -
0*.
Pe lo anterior, tenemos que la varianza del proceso ARMA(p,q) esté
dada por

¥o & b ¥ik da¥a & o« wbe¥p +0a- CYRIE VT 7% -1 E{a-nte)
¥y, como esta Gltima ecuacién involucra @ los coeficientes
autoregresivos ¥,... ,¥p, tendrd que ser resuelta simulténesmente

con les ecuaciones para estas p sutccovarianzas.

Por otro lado, es {itil anotar 'en este punto que
€ (Qt_l«jf- O

mientras que

E{acn B = E(ageiny o= BB n Tueda -




Ahpra, las autocorrelaciones para proceso ARMA(p,y) podréan
obtenerse para retrasos mayoresa § & partir de la ecuacibn

€y, 2 —‘S—s ¢\
Yo

¥+ para retrasos menores a qy {y deberd necesariamente que

(ORE 21 PO Pee-p v kDY

incluir a los pardmetros de promedios moviles Qt,-DK“,...‘o% . Esto
implica que, si q¥p, 1la FAC se podra determinar mediante 1la
ecuscibn en diferencia

{1 ¢\5'Qtﬁl""’¢r9')eg=0 Y X>¢

que estd sujeta 8 las p condiciones iniciales determinadas por §,

Q'-\ R

Ahora, sipsy habrd q autocorrelaciones iniciales (\,...,q‘que
no sigan el comportamiento general de la FAC, mientras que las
autocorrelaciones qu“ ‘Q\ﬂ-"” se comportardn acorde con la ecuacién
en diferencia

(8 -4, D-f 8™ .. = §p N =0 . ¥re

y las p condiciones iniciales Q\_"‘ 1 84y - os )Ba

Finalmente, es importante mencionar que hasta ghora hemos
supuesto que las series de tiempo com las que se ha trabajado son
estacionarias. Pero, desgraciadsmente, no siempre esto sucede, ya
que gran parte de los fendmenos a los que nos enfrentamos no lo
son. Por ejemplo, en Fconomia, tenemos que la serie de tiempo que
representa o Inflacién, en base a los indices de precios al
consumidor, es generaslmente creciente (cuando menos en este pais).

por lo que, para poder aplicar los conceptos expuestos hasta
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ahora, es necesaria la introduccidén de nuevos elementos tebrico-
précticos que tomen en cuenta estas situaciones. Asf, el
tratamiento de este problema serA expuesto en la siguiente
seccidn, donde se daréd lugar a los 1llamados modelo autorregresivos
Integrados y de promedios mbviles o, mds brevemente, los modelos

ARIMA(p,d.q).
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3.4.4.~ LOS MODELOS ARIMA

En la practica, no siempre nos encontramos con serles de
tiempo estacionarias, Ya sea porque exhiben algin tipo de
tendencia, porque su varianza no sea homogénea o, porque estén
influenciades por factores de cardcter estacional (i,e, factores

que anteriormente llamamos de tipo semideterminista).

Asi, primeramente, para el caso en que la varianza no sea
homogénea (o constante), es decir, cuando la varianza ﬂ para cada
observacién en el tiempo t es diferente, siendo pues funcién de Mg
(el nivel medio del proceso), es poaible veolverla estacionaria
mediante une transformacibn a los datos del tipo

¥, 5 Af0

T(2) = (244,1)

gy 3% Az0
¥ que hs tratado Bartlett (1947) en su ya clisico articulo sobre
esto, con el mayor detalle, Siendo conveniente por este motivo, y”“
por el hecho de que en este trabajo no necesitamos hacer esto, que

preferimos no profundizar al respecto.

Asimismo, para el caso de no-estacionaridad provocada por
factores estacionales (también copocida como no-estacionaridad
homogénea) que es muy importante para este trabajo, no se tratard

aqui, sino que merecerd un spartado posterior en éste.
Aqui, pues, nos concentraremos en los problemas da no=-

estacionaridad causados por una tendencia en el comportamiento de

1la serie de tiempo, posiblemente de cardcter polinomial adaptive
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(concepto que mis adelante quedsrad claro), en cuyo caso podria ser
eliminado, como veremos, mediante la aplicacibén del operador
diferencia (denotadoV) a la serie de tiempo de los datos

originales, que dard lugar, consecuentemente, 8 los modelos ARIMA

(p.d,q)-

Para ilustrar cémo podriamos eliminar tal tendencia mediante
dicho artificio -el operador diferencia- empezaremos mostrande el

efecto que produce su aplicacién para algunos casos generales.

Por ejemplo, en la figura 3.5, vemos que la serie de tiempo
correspondiente se comporta, en términos generales, como una
gréfica del tipo Ta&tC en un intervalo de tiempo determinado,
pero en otro, como AC.Asi, sea en general 1a primera diferencia
definida como

Wiz Jiuz d-ten o (3-98)2 {(3:44.2)
entonces, para este caso, al aplicar esta a los datos originales
tendremos que .

Wez 246~ 21 "C = Te =2y

Wi z2edc'= Lo~ = Tem 2y
que resultard ser algo parecido a la figura 3.4, en donde se
muestra, en rasgos generales, el comportamiento que deberd seguir

aproximadamente una serie de tiempo estacionaria.
Ahora, en el caso en que la grdfica de los datos tiene la

forma de la figura 3.7, en donde observamos varias tendencias, en

el sentido de que pars un intervale de tiempo del procese EQSSQ_{Qt{-\;
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mientras que para otro es -¥ts ¥ +44 podemos hacer alge similar al

4 u
2\ N2
v \'Z
Fig. 34 Aspeaks da una gevie astaatonaria,
A
. PR R U SR SO
t
Fig, 3e8, 8%t nocastuslerario dowm distinteg
wivalag fam inkervales distiuees.
LA Te
ra— _—y P— n T " I | ' Al

figo Pt  Strie no-tthaclenaria son
una Aendencis Vindal,

LTS V-3, ferin nes estacienseia qow t
veviat Yendaparas.
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anterior caso descrito. Pero, para este caso al aplicar en ambos
intervalos primeras diferencias a los datos originales obtenemos
que
Wez Yy + 06+ -y -0lt-1)-b
= Yo=Y va
= Y Yeta (344.4)

-r

y simult{meam'en:e para el otro intervalo

Waz Yu- Yooy kol

es decir, observamos que lo obtenido es algo semejante a lo que
tenfamos al principio del caso anterior. Por lo que esto sugiere
aplicar de nuevo dicho operador {como hicimos en ese) para hacerla
estacionaria (es decir, aplicar una segunda diferencia). Esto es
Trie = Ugeh o= TYenr-0 = V2 Yy
TR Vgerao gyea-d s T

que es ya estacionaria.

(3.4 4,5)

En  otras palabras, lo que hicimos en esta . (ltima

circunstancia se puede escribir como
Yoz (1-B) = (L-204B )2y (3dde)

Asi, en suma, lo que los anteriores casos nos sugieren en
que: si tenemos que el proceso muestrs una no-estacionaridad
debido a una tendencia polinomisl no-determinista, entonces es
posible construir a partir de esta, una serie estacionaria W4 de

la forma

W = Vaih fore Yode & t3ad 1)
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donde  d es el grado de diferenciacidn (o nimero de veces que se

aplica dicho operador) necesario para hacerla estacionaria.

Hecho 1o anterior, es de esperarse que a8 (3.4.4.7) se 1le
pueda  representar come un modelo ARMA(p,q) utilizando los
criterios mencionados en las secciones anteriores. Es decir, un

modelo tal que

LB We= H{B)Ox (344.8)
que es equivalente a
(R Vo522 (BMhe  , A2 N (24 4.9)

que es el modelo Autorregresivo Integrado y de Promedios mébviles,

o ARIMA (p,d,q).

Dicho modelo se puede escribir, de menera general, como

Wem i Ny = wdeWerg = B =Dt = = Ba0uq  (344.0)
con Wesz v‘%t
donde, como es de esperarse, se requiere que las raices de las

ecvaciones §(8)z0 yo(t}0, se encuentren fuers del circulo unitario,
para que sca estacionario e invertible. O, visto de otra manera,
el lado izquierdo de la ecuecibn (3.4.4.10) permite 1la
introduceidn de 1o que Box y Jenkins (1970) han llamado: el opera-
dor autorregresivo generalizado, y que se puede expresar como
9Ue) = dLoYVR 2k, 1)

de donde, considerfndolo asi, lo que se requiere para lograr que
sea estacionario e invertidle ahora, es que de las raices de 4(B)z0
sean unitariss (mientras que las restantes, como antes, caigan

fuera del circulo unitario).
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. -Asi, ahora (3.4.4.10) se puede escribir también como

'ig, s Q:’v‘l—m b Qm'iw, L EERE S [T it-f-& + Oy, "6|Qh-l""-’&} Q-4
y, si es estacionario, también como

Tes I BB 0k = YIB) Ao {3kt 12)
¥, ¥8 que se puede demostrar que

(V=48 -8 B2 o m P g BT (1 - W\B"Q&‘m"): 1~ 5 B-g L., .Q,tg‘}
entonces, las ponderaciones ¥4 deberfn satisfacer

RBIV = eIV ¥3=0  pare 3> max Levd-1,4)  (3:4d3)

y como, ademds, es invertible, podemos representar, finalmente, a

la (3.4.4.10) como

w(e)E, = 48 §(8)¥e = 0 (34t 14)
donde las V'3 satisfarén
A(B)Wz0  pate  §>max Cerd,g). (34 .4015),

Otra observacién importente referente al uso del operador
diferencia, para estacionarizar una serie de tiempo que presenta
una tendencia del tipo adaptivo, es que en tal proceso se pierden
tantas observaciones como veces se apliquen primeras diferencias a

la serie. Es decir, se pierden d observaciones,

Modelos con tendencia determinista.

En el apartado anterior, vimos que mediante el uso del
operador diferencia en los datos de la serie de tiempo, era
posible 1la cancelacién de los efectos no-estacionarios provocados
por 1la existencia de patrones a largo plazo, los cuales, en
filtimos términos, podrian ser tomados en cuenta por medio del
ajuste de lo que se llaman polinomios adaptivos. En tal caso, se

tomaban en cuenta explicitamente, modificaciones que a lo largo
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“del tiempo ocurrdan en el fenémenc en estudio, debido a,
posiblemente, la omisidn de varisbles "independientes” que impiden
la determinacién exacta de tal patrén de comportamiento. De tal
suerte que, al realizar lo anterior, el nivel del proceso

estacionario con el que estamos trabajando serd cero.

Pero, si adn después de lo anterior, el nivel de la serie de
tiempo en cuestién, es distinto de cero, tendremos necesariamente
que considerar la introduccién de un pardmetro o= Mw (\-4,-"'--*),
obteniéndose una expresién més general del proceso ARIMA, de 1la
forma

(DI Wy = o y9LB)As (e .\¢)

Asi, pues,®s en contraposicién con lo propuesto en el
apartado pasado, representari una tendencia polinomial no-adoptiva
(es decir, determinista) para la serie original {2 el cual -como
es de esperarse- no dependerd de los choques alestories 1a4.Es
pues, totalmente previsible (lo cual lo hace, de heche, un

supuesto muy fuerte, no facilmente sostenible).

Ahora, para ilustrar como "funciona" este parémetro Bo ,

consideremos la representacidn

4(8) ot La\ﬁ\ﬁ‘\?)
R 0

en donde las raices de las ecuaciones caracteristicas §(g)y &{8) se

Zozbotbbtbut ook e kT 4
encuentran fuera del circulo unitario.

En esta expresidn se encuentra una tendencia polinomial

(ademés de una compomente de no-estacionaridad  asociada  al



operador?‘que hace como vimos, gque d de las raices del operador
utorregresivo generelizado ¥{B=V*$(B) se encuentre sobre el

circulo unitario) que lo hace un proceso no-estaclionario.

Asi, si se quiere eliminar las fuentes de no-estacionaridad,
podemos llevar a cabo algunas de las tres opciones siguientes:

8(8)
$(e)

ya que por medio de ésta, se eliminen ambas fuentes de no-

Ay , 5% A>T (3144, 18)

a) V4%

estacionaridad, obteniéndose, consecuentemente, un modelo de la o

forma

1M BLHAE  con We= oy aad ESSAL R

el cual es estacionario e invertible.

By TZe = vl be & —%L“‘l o, s dav - Baa
(%)

es decir, en este caso se cancela la componente no det_eminista
ssociade con Yobteniéndose

SLBIW= Bot 0RO (3.4,4,18")
con  We3 YV, y Gp=V! brlri-dv- - =dy)

£
£) YTy 2 ¥be & . ‘?Leﬂm) y st AcY (24 4,20)
L)

que produce el modelo
PO We= 8o YT @80 con WezTie.  (dheo)
el cual, como puede ser demostrado, no es invertible. Esto, debido

a que r-d raices del polinomio generalizadoe de promedios mbviles

t-3a(a) estén sobre el circulo unitario.
|
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Por 1o tanto, debido a los problemas que nos causaris tener

que trabajar con modelos no invertibles, es recomendable aplicar
al operador diferencis, las veces que sean necesarias para

. cancelar la componente no-determinista de la no-estacionaridad (el
ejemplo presentado al final de este capitulo, ilustrard

perfectamente lo aqui expuesto.

Cabe mencionar también que, debido a tedo lo anterior, es
ademAs convenlente considerar la introduceién del  pardmetro
cuando la naturaleza del fenbémeno en estudio asi 1lo exija

{como es el caso que nos ocupa en este trabajo).

Finalmente, es preciso seiialar también que hasta ahora, hemos
desarrollado elementos tebricos suficientes para caracterizar a
una serie de tiempo, pero no hemos dicho cémo hacer esto., En otras
palabras, necesitamos de una metodologia préctica para hacerlo,

que es lo que haremos en la proxima seceidn,
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3.5,~ CONSTRUCCION DE MODELOS PARA SERIES DE TIEMPO UNIVARIADAS.
En esta seccidn, presentamos la estrategia utilizada por Box
Jenkins (1970) para 1s construccién de modelos para series de

tiempo. Esta segin ellos, consta de cuatro etapas fundamentales:

1) Identificacién de un posible modelo ARIMA (p,d,q), es
decir, la determinacién de los valores p, d y q, de tal modelo;

2) Estimacién de los parametros del modelo selecciocnado;

3) Verificacién de que el ajuste proporcionade por el modele
es adecuado, asi como de que los supuestos bésicos bajo los cuales
se construye sean satisfechos; en caso coentrario, se wmodifica el
modelo, repitiéndose éstas etapas, h_asta que lo hagan; vy
finalmente

4) Uso del modelo {en este caso:pronbéstico).

Es decir, puede verse que la estrategia propuesta es un

proceso iterativo (ver fig. 3-8).

A LY 3

Larejhontd Erimedidn ———4»4«_“:“—...'_:

Ver A8d
mrdele

fig, 3-8

A contihuhci6n, presentaremos los aspectos mis ‘importantes de

cada una de las etapas mencionadas.
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3,5.1 tdentificacién:

Entenderemos por identificacién, al proceso en el cual se
determinan tanto los ordenes de los polinomios autorregresivos (p)
y de promedios moviles (q), como del grade de diferenciacién (d)
necesaric para la eliminacidn de la no estacionaridad homogénea

provocada por tendencias de caracter polinomial adaptivo.

Pars la cspecificacién de tales valores (y la especificacién
de un modelo ARIMA {p,d,q) que represente adecuadamente a las
observaciones) necesitamos primero (si es necesario), como dijimos
en la seccidén anterior, determinar en funcién de 1la serie
original, una serie estacionaria correspondiente, Es decir volver

la estacionaria, si no lo es.

Para conseguir lo anterior, necesitamos antes que nads, que
1la varienze de la serie sea homogénea. Si no lo es, tratariase de
buscar y aplicar una transformacién potencia 8 los datos
originales, con el propésito de que la estabilice (ver seccidn
3.4,4). Siendo, ademfs, de suma importancia, que si se llegase a
aplicar una tal transformacién, &sa pueda ser interpretable en el
sentido contextual de este término. Esto es, por ejemplo: no es lo
mismo hablar de las observaciones de la cantidad total de Ozono,

_que  del logaritmo nstural de estas, al momento de tratar de

inferir s partir de lss mismas, o de obtener conclusiones

précticas,

Ahora,” " por otro lado, sabemos también que otra posible: causa
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de no-estacionaridad es la presencia de up patrén de tendencia a
largo plazo en el nivel de la serie. Tal preblema, como vimes en
l1s seccién pasada, se puede eliminar mediante la aplicacién del
operadar diferencia (cusntas veces sea necesario para hacerls
estracionaria) a las observaciones de la serie -en caso de ser del
tipo polinomial adaptivo~ o mediante la introduccién de un
parémetro especifico -en caso de ser del tipo determinista- o de
ambas cosas a lo vez.

Para la determinacién del grado de diferenciacion necesaria
para hacerla estacionaria (d), es de mucha utilidad la FAC
muestral. Esto es, para que el proceso sea estacionario, es
necesario que la FAC muestral decaigas répidamente hacia cero. Si
no es asi, por ejemplo, si decne (su gréfica) de una forma
aproximadamente lineal, esto indicaria que, ta (alguna observacién)
estd alejada de el nivel del proceso, a medida que transcurre el
tiempo (es decir, 2+ tiene periodes grandes slejada de Z ),
haciendo esto que el numerador de la férmula correspondiente a la
FAC muestral, formado por los productos (I;-i)(uﬂ-i Ycon t
variando, tenga casi siempre el mismo signo, dando como resgltado,

por tanto, valores grandes para Yk {la FAC muestral).

En la préctica, autores como Kendall y Struart (1968),
sugieien un método llamado: 'de diferencia de la variable", el
cual proporciona o wds bien, sugiere una directriz para la
determinacién  adecvada del wvalor de d (el grado de
diferenciacibn), Dicho método srgumenta, de manera empirica, que
8l tomar diferenciss sucesivas a series no-estacionarias, para

volverlas estacionarias, la varianzas de éstas tenderén a decrecer
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hastu "que 15 aetie se Lonvierta en estacionaria. comenzando E

después a crecer -la varianza- cuando se sobrediferencia.

Dichos resultados  dan ple a considerer como cr erio, )
seleccionar el valor de ¢ que haga a '7 :
3(8)= min {50}, 3z o.\,z,..'.‘}

donde

sy —t— & AR S z AR BTN

Nﬂ -3 e
para 3:0‘\.1,...

es la desviacién esténder muestral de las series tanto original,
como de las diferenciadas ({(de grado j). Pudiendo ser éste,
generalmente considerado como un criterio dtil y complementario de
la FAC muestral para estos fines, salvo en casos donde la serie de
tiempo esté influida por los llamados factores sistemfticos como
lo son: ciclos o estacionalidades; (en cuyo caso el criteric no se
invalida del todo, sino que se tiemen que introducir otros

factores a la expresidén 3.5.1.1 como veremos después).

Cabe sefialar que algunss veces se da el caso en que
2(3)2 3(}~) teniéndose que considerar (o trabajar) asi con ambas
series, a fin de encontrar el mis apropiado, & partir de 1los

subsecuentes criterios que introduciremos.
Ahora, teniéndo ya la serie estacionaria, podemos entonces

proceder con la determinacién de los 6rdenes de los polinomios

antes menclonados, empleando tanto la FAC muestral, como la
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fqn£i6n de autocorrelacion parcial muestral {(FACP), de la manera
que: a éo_ntinuaﬁén describimos, para obtener el modelo ARIMA

(p,d,q) que mejor represente a la serie de tiempo en cuestién,

Para hacer esto, tenemos que asociar, primeramente, la FAC
muestral con algin proceso ARMA de los que vimos en las secciones
anteriores. Esto no es inmediato ni fAcil, debido a que se debe
tomar en cuenta aqui que, tal funcibn estd expuesta a influenciass
por variaciones muestrales, siendo pues necesario establecer
criterios que nos permitan distinguir "le verdadero" de lo que no

lo es, es decir, tomar en cuenta la variacién debida al muestreo,

El criterio que permite hacer lo anterior, lo proporcieno
Bartlett (1948), al determinar expresignes aproximadas de las
varianzas y autoccovarianzas de las autocorrelaciones muestrales

para un proceso de ruido blanco, y que son

Var(rao s ?"_ (8 4 Byrulyon = A0ut; € 4 28T €L ) B82) "
Ee ERIRERR E

b} Cory (f‘hY&n) = e E.‘ese 213 (\\_115-3) :
Haciéndose éstas posible probar la hipbtesias de que _V,,____;_pﬁrrar

KPq. ya que si el proceso fuera MA(q), la varianza estaria dada
por Yar ()= -;!T {24 2}" ‘3‘ ) ot K)q‘ (354)-

En la préictica, se sustituyen las ¢; en las férmulas
_am_:erioies,,‘ por‘ sus - correspondientes estimadores dados por: la

L ‘expfésiéﬁ :_(3.3;4)' para’ Yj..

: "ngja'_ que 1o anterior sea hecho ‘adecuadamente, Box ¥ Jenkins -




(1970), . recomiendan qué el nimero de observaciones sea mayor o

igual a 50.

En suma, lo que las expresiones antariores nos sugieren en el
contexto de ests etapa de identificacibn es que, podemes comparar
los valores de ¥j (obtenidos por la expresién (3.3.4)) con 1la
desviacién esténdar muestral dada por la expresién (3.5.1.4), para
determinar a partir de qué retraso o lag éstos son cero, vy, osi
identificar el valor de q para la parte de promedios moviles del
modelo por implementar (es decir, el orden del polinomio de

.retraso para la parte MA; las variables involucradas).
Estableciéndo esto que mids formalmente podemos decir que: una

autoconrrelacidn ¥x es significativamente distinta de cero, si

el >t q ::N-& (¢} zé‘\';’\ pars ¥>4 €3.5.5)

(Nota: este praviene del hecho de que podemos aproximar a Yy por
medio de una distribucién normal para N3$0,capacitfndonos esto

para establecer dichos limites).

En otras palabras, la FAC muestral es la que nos proporciona
el orden q de la porte MA(q), debido a que, como lo desarrollamos
en 1a seceién 3.4 habfa sblo q autocorrelaciones significativas

’ para dicha parte del modelo.
Por - otro lado, para la determinacién de 1la parte

autorregresiva del modelo, 1la FAC muestral no nos sirve

(recuérdese que estamos trabajando a estas alturas con un proceso
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que es estacionaric) de nsda, Dépida"ia" que ‘__éséa tendré une
extensibén infinita (ver . seccidn '53.14.'2). " {nvalidando esto el

criterio propuesto en el pérrafo anterior para este caso.

Para identificar - el orden p de la parte autorregresiva del
modelo ARIMA que queremos especificar,  tenemos que echar mano de
otra herramienta importante gue ia funcidén de Autocorrelacidn

parcial {FACP), Esta sc define como

P00 By €
LI '..""), Ei

(356

SRy R G T

Esto . es,  sabemos que por la naturaleza de las series de
'tiempo, Ta y Layw  esthn correlacionadas pero..L hasta qué grado se
debe este hecho a que a su vez estén correlacionadas con
LAy 2ar, . o4 2nx ? . Esto se puede  responder  eliminando,
primero, la informacidn (lineal) que sobre el comportamiento de e
¥ tarw contienen las viariables intermiadias. Para este efecto, se
calculan las regresiones de Tuy Teew en v Benay ., Ly, (1o cual
equivale a "pronésticar” linealmente sus valores con informacién
sobre ZTuy, Buar, ..., Tagpa):  Asi, al grade de asociacién lineal
entre las variables de interés, una vez que se ha tomado en cuenta

lo que de su comportamiento explican las intermedias, se mide a

través de
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-“v(2"‘“““\1*"‘:’-%*%""1%1-\) = cov (-2 BTSSR 1

la autocovarianze parcial de orden k que, bajo el supuesto de
estacionaridad de segundo orden, no depende del valor de t, vy,
donde ’10. Y "‘é.uk denotan los valores ajustados. Por tento,
siguiendo este orden de ideas, llegamos a que la funcién de
autocorrelacién parcial de ordem k se puede definir como

Cxx = corr (2o, eerk ) Tun, . torna)

la cual se calcula a mediante la expresidn (3.5.1.6).

En' ‘particular, si el mecanismo estocéAstico que generd el
proceso es un AR(p), entonces es posible demostrar que B

: =1-:e'.fﬂ 20 5 ‘Z\_ oL . {33, E))]
(%.5‘5‘;

BE en = ¢
“es ,decir, las autocorrelaciones parciales son cero a partir del

indiée pHl. ) Y ademfis, algo muy importante, segiin (3.5.1.8) la
autocorrelacién parcial de rezago p coincide con el coeficiente de

ieg en el modelo’ Ta e @ Fgy e dpTegs O

Asi pues, “en - la prictica,  para identificar el orden del

proceso a ser ajustado a las observaciones, se'reemplazarian las

e ———rautocorrelﬂcionea involucrastA -en

determinéndose esto mediam: '1a observacién de a parr.:lr de qué

rezago las au:ocorrelacio se ue tes A p son  casi

nulas.

Ahora, cbmo 1£1cac itvajn‘c:!‘el_y mbdélo MA,

(3 5 1. 6): por sus” eatimadores. L e e -



surge - la “cuesti16n de como determinar cudl es autocorrelaciones
perciales se pueden considerar significativamente diferentes de

cero,

Para este caso, Quenouille (1949) obtiene que, si el proceso
es  AR(p), las autocorrelaciones parciales muestrales se
distribuirdn de manera independiente, con media E{Qxy)=2Ysx y con
var (f¢x )2 \/(N-A) para i?p. De agui que §xx es distinto de cero
(al nivel de significancia del 52 si el valor obtenido de Yxx se

encuentra fuera del intervalo definido por

1AW (ean” = 2TR8 tara idg, 13.5.8)

Por otro lado, cuando el proceso proviene de un ARMA(p,q), es
decir cuande es una mezcla de los dos anteriores (expresién
(3.4.3.1)), las funciones de autccorrelacién y autocorrelacidn
parcial tienen un comportamiento mis complicasdo. Ys que, como
vimos, este tipo de procesos puede verse como un AR(e0) o como un
MA( on ), ambas funciones de correlacidn tienen duracidn infipita.
La funcién de autocorrelacién estard dominada por exponenciales
atenuadas o por fluctuaciones sinecidsles después de p rezagos.
Mientras que la funcidn de autocorrelacidn parcial seguird un
patrén similar degpuéa de q rezagos, dadas estacionaridad e

invertibilidad.

MAs especificamente, la funcién de autocovarianza para un
proceso mezclado, de hecho, satisface una ecuacién en diferencias
homogénea a partir de ¥wsr, donde q es el orden de la parte MA

del modelo. A partir de este valor del indice de la funcién de
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autocovarianzas estard dominada por exponencisles y sinoidales
atenuadas. Este hecho ha sido sugerido por Box y Jenkins (1970)
como una herramienta y también, para determinar el orden de 1la
parte MA del modelo: las primeras q autocovarionzas estimadas
tendrdn un comportamiento irregular, pero a partir de ese valor su
evolucidn estard determinada por las ecuaciones homogéneas en
diferencias que sus contrapartes poblacionales deben satisfacer.
Por supuesto que, dado su caracter de estimadores, no se apegarin
estrictamente a dicho comportamiento. Otra razén que dificulta la
determinacién de dicho orden estd dada por la correlacién
existente entre las autocovarianzas, en particular, para valores
grandes del orden de la parte MA. (Este ¢ltimo problema se puede
dar, por ejemple, cuando el proceso es estacional, como es nuestro

caso, segln se verd en el préximo capitulo).

Puede probarse también, que algo similar ocurre con las
autocovarianzas parciales. En consecuencia, el problema de 1la
determinacibn de los érdenes de los operadores AR ¥y MA en un
modelo ARMA se vuelve muy complicado y requiere gran experiencia.
Asi pues, esto y el hecho de que el método de Box y Jenkins es de

caracter iterativo, implica que estaremos siempre dispuestos a

considerar a los modelos identificados, en primera instancia, como

tentativos. Es decir, sujetos a ser modificados, en caso de no
verificarse - su apego & los supuestos y requerimientos de

verificacidn implicitamente contenidos en la dicha metodologia.
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30502 .'ESTIMAC!ON

: Para llevar a cabo esta etapa, tenemos que suponer que se ha
) identificado ya un modelo y que, de ser adecuado, sdlo faltaria
encontrar los mejores valores de los parédmetros involucrados en
éste, para que sea una buena representacién de ls serie en
cuestibn. Tal ssignacidn de valores, desde 1ulego, no puede ser
arbitraria. Requiere de 1la utilizacién de wuna metodologia
estadistica spropiada. DIcho método serd, el de nmixima

verosimilitud.

Sabemos que mediante este método, seleccionamos un valor del
pardpetro por estimer tal que, para una variasble discreta,
maximice la probabilidad de obtener la muestra particular que de
hecho fue obtenida, mientras que para el caso de una variable
continua, en sSu defecto, deberd maximizar la funcién densidad en
el punto muestral. En otras palabras, dada una funcién de densidad
(%0} y un conjunto de valores obtenidos de 1la muestra
iy, - +y hactq, formamos la funcién de densidad de la muestra. La
cual se denotas por L(8), y que se puede escribir como:

Lz 50, gk By 8o 2., 5 (HNG) (3.5,,1)
y que llamaremos LA FUNCION DE VEROSIMILITUD. Asi, como L es una
funcién del vector paramétrico , entonces, en este sentido, un
estimador de mAxima verosimilitud serd aquel valor de (denotado
pors) que hace makima a L(® ). En otras palabras, podemos pensar
en la funcién de verosimilitud, en cierto modo, como en la
probabilidad de observar lo que realmente se observd (nétese que

5-'\!....'\.) es una funci6én de las observaciones, una estadistica

\o0



pues),

Sabemos también, que los estimadores de méxima verosimilitud
poseen propiedades de importancia, como los de ser insespados

eficientes, y, ademis son asintéticamente eficientes.

Ahora, este método no es tan afortunado siempre, como
pareceria. Ya que hay situaciones en que es necesario utilizar
sofisticadas técnicas de célculo numbrico para resolver el
problema en cuestibén, y ademds, no siempre -tampoco- producen

resultados satisfactorios.

La funcidén de Verosimilitud en los procesos ARIMA.

Supongamos que tenemos un conjunto de observaciones l,...,2r
y un modelo identificado que ha generado estas observaciones.
Estas, antes de haberse generado, eran variables aleatorias a ser
tomadas de una distribucibn conjunta §{W 1 %, 6,05 o) donde W es
tal vector de obscrvaciones de las diferencias estacionorias de
las 3-%'5,‘§ es el vector constituido por los parfmetros «"."s , etc.

Luego, la funcién de verosimilitud serd de la forma 5\§.e,e°,v‘.\u)_

~Ahora, ...para..aplicar el método de mAxima verosimilitud, es
necesario suponer algo sacerca de la forma de la funcibn de

distribncibn '5' Lo nés prictico y utilizado, es suponer que tales

.s provienen de una distribucién normal conjunta.

Asi. si par\:imos que {™} es un proceso de ruido blanco con

distribucién normal, con media cero y varlanza U'. entonces.
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necesitamos una exprresibn para Qt, en funcién de W, 'Q ,0,-09,3 o ,
es decir ‘

“'kﬁ'.'“ ~ et IW = {N-g- e "Q*Bq') Oy ¥ &
de la cual pedemos obtener que

On = Wy = Byl o = BeWace = Ro & B1 Oy & oo By Mg (3522)
que puede ser pensada, a Su vez, COmO una relacién recursiva entre
O6x's sucesivas, dados los parfmetros y 1as observacioanes
correspondientes (i.e., el valor de cualquier Oy es calculable

como ung funcibn de los parémetros y las eobservacicnes).

Asi, come las perturbaciones son  independientes, su
distribucién conjunta es el producto de sus distribuciones
marginales, es decir

T N/ AP
$(0s,. 0 8¢ {035 X §Qan, o8y = (o) U (0 e (- wi M)

(25, 1.3)
y sustittuyendo (3.5.2.2) en (3.5.2.3) obtenemes

] <
£UW1T,0,0,,05 Vo2 exp|s D 2, (Mmoo = b 100 -k Oyay)
(2.5.1.4)
que es la funcién de densidad conjunta de W. Por lo que la funcién

de verosimilitud para los parémetros, dados los datos es
- Y a
LC e, B2 WY G R (02) e Lgir & #@0)) Gasas)

donde &{2,8,6)es el valor implicado de O« de (3.5.2.3) como una

funcién de los parémetros desconocidos y de las observaciones W.~

Ahora, tomando el lpgéritmo “de ‘la  expresi6én anterior,

obtenemos (Q R
51%,0,00)
\n \.(g,e\g,,\;h j =X \nf (1.1'\) .1\., G = _.._-6_‘.\..!_ s ad)

rS




la cual parece mhs fﬁcii'&e“mafimiz's’r ¥y ob;?‘nef{ por - ende,
posteriormente el masimo de la_EunéitS:n:(B. .2;5) éal.culando el
antilogaritmo). ) -
Nbtese ademhs que en (3.51.2.5))

sth 0,00 = 2 L4000 382.3)
1o cual implicaria que, maximizar la verosimilitud es equivalente
a minimizar s( ¥y & 1la cual llamaremos funcién de Suma de

Cuadrados). Las estimaciones obtenidas de esta manera se llaman

comunmente estimaciones de minimos cuadrades.

Tales estimaciones de mAxima verosimilitud (MLE), pueden ser
obtenidas derivando (3.5.2.6) con respecto a c/u de los parémetros

e igualando a ceru.hLo cual produce que

- A A A A
W= S{%:0.190) = S{ %8 ,80) (3:5:2,8)
b T N-A- P

Cabe mencionar que, en la prictica, se utiliza frecuentemente
la expresibn
n oA -~
0 - 5(%.90,8) (3.5,1.4)
N T mmm—————
N-d-g-4 -}

por ser un estimador insesgado.

Ahora, si como dijimos, maximizer L §,0,6,, 0% ) se
. reduce a minimizar 3{ 19,8} es necesario tembién mencionar que

esto no siempre es sencillo. Esto es, por ejemplo:

Supongamos que . se tiiene‘un proceso generado por MA(1):
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\\)t 2 h- B0an o A O« la podemos expresar aqui como

0= Wi 4 DAx-)
= Wi b Wee 49

= Moo Moy 62 Nea -+ 89y, 1 6% e
donde % es desconocida. Pero como hemos supuesto que Gt se

distribuye como N(o,0%) y podemes suponer que Gev0, para asf
obtener que

2 (e): :7:‘ (Wy 40 Wamt + 0" We-ap- o 4 TV WL )T Qse2ln)
empero, nétese también que si derivamos $(¢) e igualamos a cero,
la ecuacién resultante es no lineal en-s per lo que podemos decir
en este caso que no tiene solucién analitica. Teniéndose que
utilizar algln procedimiento numérico que nos permita encontrar el
minimo de §(#); tal procedimiento se antoja que podria ser el de
evaluar 5{®) en diversos puntos de ¥ dentro de ~3<9 ¢ § (y que es

- como explicamos después, la llamada regibn admisible).

A raiz de problemas como este y otros més complejos
semejantes—. Box y Jenkins sugirieron un método de estimacién no-
lineal para §,@ 4@, basado en el algoritmo de Marquardt (1963).
El cual permite, ademds obtener tanto las estimaciones puntuales

de los parametres, como también intervalos de confianza de estos.

No vamos a desarrollar aqui tal método, por considerar esto
bastante extenso como para desarrollarlo en detalle ( y también
porque los paquetes de computacidén especializados en Estaodistica
que contienen rutinas para andlisis de Series de Tiempo, como son
el Box-Jenkins y el SPSS (por ejemplo), 1lo traen implementado).

Diremos, a grandes rasgos, solomente, que éste (el métodd basado

ot



en el algoritmo de Marquerdt) tiene como fundamento un desarrollo
en Serie de Taylor, que localiza a Ox (que obtuvimos por
{3.5.2.2.)) condicionada a que se conocen los valores muestrales W
y los valores iniciales de §mgea . Asi, dichos valores iniciales
serdn corregidos iterativamente, con el propésite de minimizar
terminando tal proceso al lograr la "convergencia", que en este
caso seria cuondo el cambio relativo en cada pardmetro no es mayor

que un cierto valor (muy pequefio, obviamente).

De lo anterior, notamos fidcilmente que, dicho proceso de
estimacién descrito, puede ser sensible a valores iniciales de los
pardmetros, de tal manera que puede suceder que no se logre 1la
convergencia si estos no son cercanos a los valores definitivos (o
también, por este motivo, podemos obtener valores estimados de los

pardmetros, que caigan fuera de la regién admisible).

En la prictica, o cuando menos nosotros, no hemos tenido la
necesidad de asignar o determinar tales valores iniciales, ya que
en la mayoria de los paquetes estadisticos que traen una rutina
del método de Box y Jenkins, se asignan automdticamente. Por este
motive no profundizaremos en esta cuestibén tampoco., Refiriéndose

mejor al texto de Box y Jenkins (1970).
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Ahora, como dijimos tembién al principio de esta seccibn, el
método de mAxima-verosimilitud propuesto, proporciona  una
estimacidén de la matriz de varianze-covarianza para los parémetros
estimados, permitiéndonos asi tener alguna idea de la precisibn de
tales estimaciones, a partir de la construccién de regiones de
confianza de los mismos (recordemos que una regién con (1-4)de
confianza { V.q¢,, 048, 0.3 e¥c) tiene la propiedad de que si muestras
repetidas de tamsiio n se toma la misma poblacién, y se constuye
una regién de confisnza de cada muestra, entonces una proporcibdn

de (*dYde esas regiones incluirin los verdaderos pardmetros).

Finalmente, habiendo obtenido los estimadores de los
pardpetros involucrados en el o los modélt;a tentativos, procedemos
a verificar si estos se ajustan o0 no a los requerimientos
necesarios para considerarlos como adecuados. Esto es lo que se

verd en la siguiente parte.

%, 5,3-VERIFICACION:
Puesto que todo modelo es, a final de cuentas, una
simplificacién de la realidad (un modo de mimetizaria), éstos
obvismente presentarén fallas. En este sentido pues, habria que

elegir aquel que presente menos fallas.
Estas -las fallas— pueden medirse como violaciones a losg

supuestos que fundamentan al modelo en cuestién (e.d., los modelos

ARMA)
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Una de las formas mds sencillag y eficientes de detectar
tales violaciones, es a través del andlisis de residuales. Es
decir, si tenemos un modelo ARTMA: $(@)Wy24(f)8slos residuales
estaran definidos como .

A n WA
sz LHEOT #(eIwr = TR W, (35,3,
representando &stos pues, a aquella parte de las observaciones que

no pueden ser explicadas a partir del modelo en cuestién.

Ahora mis especificamente, de (3.5.3.1) tenemos que

Wy S 3 Weet + Te Ween v oo
y de aqui
A ~
[V “q, - Tt '“LW!-’L' R

© Wy W
ya que se puede estimar con base en el polinomio estimado 1.1(5) y
las observaciones hasta el tiempo t-1. Bs decir, (3.5.3.2)
significa que los residuales miden la discrepancia entre los

valores observades y los valores estimados por el modelo,

Cabe mencionar también que, como estamos trabajande con
modelos aleatorios, tales residuales no podrén ser cero, sino
variables aleatorias que se distribuyen como un proceso de ruide
blanco que varie dentro de clertos limites. Es por esto, - ademds,
que al analizar los residuales {04} nuestra intencién es checar si
estos son o no como si hubieran sido generados por un proceso
de ruide blanco, es decir como ideslmente se desea que satisfagan,

seglin esta metodologia (esto es muy importante).
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Los supuestos que se han hecho, implicitamente, hasta ahora
sobre el process {a«}y que deben cumplir les modelos ARIMA
propuestos son:

a) {ou} tiene media cero

b)l(\t'\ tiene varianza constante

c) las variables aleatorias correspondientes a tadsgm mituamente
independientes ‘

d} & tiene una distribucién normal, para todﬁ t

e} no existen obsevaciones aberrantes,

Cabe mencionar que el proceso de verificaci6n de cada uno de.
estos supuestos, como aqul veremos, nos posibilitarfa -en cgso de
violacién de éstos- a ls identificagién de 1la falla .y,
consecuentemente, a la determinacién de las correciones necesarias
para eliminarlas.

Por lo anterior, resulta Otil mostrar cémo se pueden

verificar y corregir 1las fallas a tales supuestos. Esto es:

Para verificar el supuesto a), que dice que-fat] :débé‘ria '

tener media cero, podemos calecular

~ hud n - : » o ‘
m(ayz T da/N-deg) ¥ W.:q_?.‘_:[n.,- ny(‘]]‘/(u-l-f ) L ssa)
Rty T - i i
con u#d+p-1, donde m(&) y Fa son'la medis .éritmética':?:y—irla
desviacifn estandar de los residuales, con el fin de construir el
coctente Bodoy m (&) ' (38.3.4)

1Y

el cusl se considera que (empiricamente) si es mayor que 2 en

valor absoluto, dicho supuesto se rechaza. Implicando” esto 1la
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existencia de uhs parte determinista o semideterminista en
{a,\ que no ha sido tomoda en cuenta por el modelo, requiriéndose
1a introduccidn de un pardmetro (&) en éste, que represente a
esta componente omitida, para ser estimada conjuntamente con los
demAs pardmetros involucrados (sunque cabe mencionar también que,
antes de introducir explicitamente a @, podriase considerar la
introduccidn de un término autorregresivo adicional, o bien 1a
necesidad de una diferenciacién adicional a la serie, para ver si
tal tendencla es o no adaptiva, ya que, como sabemos,

® representoria una tendencia de tipo determinista).

La verificecién de que las {ay tienen varianza constante
(supuesto b)) puede realizarse mediante la observacién visual de
una grdfica de los residuales contra el tiempo , ya que por medio
de ésta es posible detectar si hay o no patrones (en el tiempo)
de variacién en este proceso, y de ahi, poder sugerir una
transformacién potencia, a los datos, de tal manera que la varian-

za se estabilice.

La verificacién del supuesto c¢), a saber, de que las
variables aleatorias correspondientes a {4¢) Son mutuamente .

independientes, se puede 1llevar a cabo calculando:

W Vel & —i AN

N-d- ¢
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la cusl represents la desviacién esténdar de la funcién de
asutocorrelacién muestral de los residuales, y que se esecribe, més

especificamente, como
Wk ~
2, A Garn
LN . L A, — vy Reifey s drpnd (2.53:5)
s ol
Rely .
¢ que nos permite, ademds, al determinar para cada ¥y (&) 5 81

~

VraCan: o/ (5 (3.5.3.6)
determinar cudl de las autocorrelaciones de los residuales puede
ser considerada como significativamente diferente de cero,
indichnsode asi que hay cierta correlacién entre tales variables

aleatorias (y por tanto no independencia),

Pero ests prueba segin Box y Jenkins, mno es del todo vilida
para retrasos pequefios (%43 ), por lo cual se sugiere, una que
determine la significacibén ( o no) conjunta o simulténes de las
primeras  autocorrelaciones, mediante
(41) El estadistico Q de Box y Pierce (1970) (también llamado

prueba "Portmanteau") que se calcula como

Qs (N-d-p) 5 W) (3.5.3.1)

319
(Ljung y Box (1978)) proponen una expresidn alternativa:
X
Gz (N=aep){N-a-742) T 3 (&) [(N-a-p=n) (3.53.9)
j 11}
1a cual tiene asociada una distribucién {para valores de K}10) ji-
- cuadrada con k-p-q grados de libertad. Lo cual quiere decir que,
si se compara este valor con los valores de tablas ji-cuadrada, ¥
resulta mayor que estos, el proceso no es de ruido blanco,

pudiendo suponerse pues que corresponde & un cierto proceso ARMA,
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Asf, como es de esperarse, la correccibén conveniente para
eliminar este problema, es tratar de identificar mlgiin modelo ARMA
par; estos residuales autocorrelacionados, mediante la gr&fica de
algunas de las vx(R),

De esto resulta que, si el proceso identificado erréneamente fue

P (B we: (B0

con fdy} no de ruido blanco, y el modelo verdadero es

P(B)We= 8(B)Ay com E(Wi)zo y facy rvido Yanco

entonces Laltyseguird el comportamiento

€(8) d(0)a} = p'(pYOLBIOn
Si el proceso verdadero es Wts( 1=9.8-4,8%..)) pero el modelo
propuesto fue Wt=( 1~ 68 )&y, entonces L%} seguird el proceso
(1-08) %G =(1-8:B-82 8 W0 sea, un ARMA (1.2)., Debiéndose estimar
ahora un modelo del tipo (1-$8)Wez (V- 818-8.8)(1-8B) %t o

. A A A,
en donde se esperaria que ;3 @, 838 ) C=0,

Ahora, por otro lado, ya que para una distribucién normal, el
95% de las observaciones se encontrardn, aproximadamente, dentro
de un intervalo de dos desviaciones esténdar. Entonces, para
verificar el supvesto d) acerda de que las @t tienen una
distribucién normal, psre toda t, se puede llevar a cabo
verificando si hay mds de (N-d-p)/20 observaciones fuera del
intervalo (- 40, 4%} mediante el uso de una gréfica de los
residuales contra el tiempo. Asi, si, esto sucede, se pueden
utilizar 1o que se han llamado transformaciones normalizantes
(ver, Box, G y Fox,D.1964). Claro, se recomienda esto solo en caso

de que se aprecie una violacién muy notoria a este supuesto.
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As{ tombién, mediante el uso de las gréificas mencionadas en
el phrrafo anterior nos es posible detectar observaciones
posiblemente "ajenas" a la serie de estudio (llamades aberrantes),
consideradas como las que estén fuera del intervalo ('3'6'.,' 33’.).
Las cuales tienen una probabilidad del 2% de aparecer, indicande
su existencia que hay algo extraio (supueste e)). Sugiriendo esto,
que ocurrib algo altamente improbable, o bien (como lo trata de
hacer este trabajo) que sucede una intervencibn de caricter
exogeno a nuestro fendmeno que la provoch, en cuyo caso tratariase
de tomar en cuenta mediante su inclusién por medio del andlisis de

intervencifén (que veremos en el préxime capitule).

Existen otros métodos de verificacién que no estan basados en

el anélisis de los residuales, y que también son muy Gtiles.

Asi, frecuentemente los paquetes estadisticos parp anélisis
"_de_ series de tiempo (como es el caso de la subrutina Box-Jénkins
: déi SPSS, - y que usaremos en este trabajo), proporcionan los

_.-intervalos de confianza de aproximadamente 95% del tipo

(&~ 2y “-m,OM.U"'_‘"‘,( ) (3.53,9)

para cada uno de los pardmetros involucrados en el modelo.

Observindose en estos que, si el cero es un valo:";ézéﬁéblé para;

alglin pardmetro, éste deberia ser eliminado (invocando el supueﬂto

de parsimonia) ys que indicaria la violacidm del supuesto que noa

indica que en un modelo adecusdo -en-’ este senr.ido- no pued_e

reducirse el nlmero de parémetros involucradOS. ‘Es decir, deﬁe
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haber el nomero "aprupiado” de estos. Asi, Jespués de cancelar
éste (o los que estén en este caso), Se vuelve a estimar el modelo
(cabe mencionar que en algunos casos, el conocimiento del fendmeno
en cuestién, indica que tales pardmetros deban ser incluidos

aunque Sean cero).

Otra cosa que debe verificarse, es la admisibilidad del
modelo. Este concepto y su verificaclén, estd relacionado a las
condiciones de estscionaridad y/o invertibilidad correspondientes
a los polinomios de retraso que intervengan en el modelc
propuesto. Pero estas, c¢omo sabemos, dependen de la forma del
modelo en cuestidn, por lo que 1la lista de tales condiciones seria
muy grande (una para cada tipo de modelo que Se nos ocurra). Asi,
a manera de ilustracidn se presenta la siguiente tabla extraida
del texto de Pankratz (1983, p&g.299) en donde se dan algunas de
toles condiciones para unos pocos modelos (refiriéndo, en casc
necesario, para otros modelos mis complejos a textos como el

multicitado Box y Jenkins (1970)):

Tige ds Maieto Comaisionts At Lotecionaridad Lomdiciones de Tavertibilidad
A% yute Digendd 30 9 Siamgrs Lavartivie
uer aba)e)
MA qure Stamgrs Rsasienario veeLnde de §
ARy 1éacy Stempre LastrbiMs
A (1) Vhr 6 Fampse Tavertible
trehcl
fo- hi <)
MACL) Stemqia tstacionario thied
WA (L) Slemgre Esbacienario tan ey
saye, &L
’ LIl WA
ARAAL 1Y) Tegendn 4o p Segende de y
tuny qeeiha)
Tava 3%
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Uirs cutstion mportante  gue debe  veriticarse. es 1
referente a 18 estabilidad del modelo en lus parfmetros. Dicha
inestabilidad, en caso de detectarse, tendria como origen la
redundancia de los pardmetros, en el sentido de que un cambio en
un parhmetro pueda ser compensado mediante un cambio en otro, Sin
que 1a suma de cuadrados ( 5 ) se altere., Esto es posible de
detectar si hay correlaciones altas (positivas) entre los
parémetros estimados. Por lo que, en ese caso, lo mis adecuado
seria proceder a cancelar alguno de los pardmetros cuya
correlacién con otro es alta; otra soluciéon a este problema,
podria ser la eliminacién de factores aproximadamente comunes en
log polinomios de retraso de ambos tipos (AR y MA). Aqui tambiénm,
cabe aclarar que, como en el caso anterior, si es necesaria 1la
inclusién de los dos tales parfmetros con dicha caracteristica en
el fendmeno, y no hay factores aproximadamente comunes, no queda

mas que incluirlos.

Otro método de verificacién también Gtil, y del cual se hecha
mano frecuentemente adn antes de llevar a cabo el andlisis de
residuales mencionado anteriormente, es el de sobreajustamiento.
Este consiste en dintroducir pardmetros adicionales al modelo
propuesto (identificado) y ajustarlo de nuevo a los dates. Para
determinar asi, si hay aspectos que hemos omitido, o rechazar tal

modelo sobreajustado por el supuesto de parsimonia.

Cabe destacar que, en caso de no rechazarse tal sobre
parametrizacién (después de verificar si tal modelo cumple las
condiciones descritas en esta seccidén), no nos puede indicar si

soh necesarios mAs pardmetros o no., Es decir, no podrd sugerirnos

e



en qué "direccién” se debe modificar el modelo considerado, sino
sblo que hacen falta, De ahi pues, la necesidad del anflisis de
residuales para esto y, la consideracidn de este método como

complementario a ese solamente.

A continuacién, debido a la importancia que representa para
este trabajo 1la cuestibén de pronosticar (el uso del modelo, en
este caso) 8 partir de modelos ARIMA, consideramos conveniente
tratarlo mis ampliamente en una seccibdn aparte (teniendo en cuenta
que esté se debe a razones expositivas; y sin perder la nocidn de
que ge trata de la etsapa restante a las tres aqui mestradas y que

son, como dijimos, de carheter iterativo).
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3.6 USO DEL MODELO (PRONOSTICOS)

Para desarrollar ests seccidn (y esta étapa), es necesario
considerar que la étapn de verificacidm ha sido satisfechs,
procediéndose a considerar la cuestién del uso del modelo, es
decir, para los fines para 1los cuales fue construido {que es

generaimente el de pronosticar).

lfasta ahora lo que hemos hecho, es ajustar los datos a un
modelo ARIMA. Es decir, hemos tratado de entender lo mejor posible
la informacién proporcionada por la realizacidn del proceso (la
muestra), permitiéndonos suponer, en éste punto, que tal modelo
proporciona el mejor ajuste posible, en el sentido de que
posteriormente los errores de estimacién en los pardmetros, no
afectsran de manera significativa los prondsticos (que es, come
dijimos, el uso més frecuente de los modelos para series de
tiempo; otros pueden ser el control de sistemas en el tiempo, la

simulacién de fendmenos, etc.) que se reslizarén.

Cabe mencionar aqui también que el proceso wmismo de
construccién del modelo descrito hasta ahora, esta ligado
{ntimamente con el concepto de pronstico que veremos, yn que para
calcular los residuales, se necesitan primero los valores
estimedos por el wmodelo, los cusles son ni mds ni menos los
velores pronosticados de la variable dependiente en el tiempo t,
basfndose en las observaciones hasta el tiempo t-l, o sea, son los

que llamaremos: los pronésticos de un paso hacia adelante.

e



Mis - especificamente, el objetive en esta seccién (los

pronbsticos), es, inferir de un modelo, la distribucibn

condicional de observaciones futuras, dado que tenemos las
observaciones anterior. A este proceso, lo 1llamaremos:
Pronosticacibn.

~
Denctemos por Wi{h) o 1la esperanza Wuw (i,e es el valor
futuro que queremos pronosticar con el menor error posible) dadas

1as cbservaciones en el pasado (...,Was,Wa, Wi}, Esto es
A
D Wt Corytemn, 2] 2 BOWG) = W) (3.6,1)

la cual, ademds, tendrd la propiedad de ser la prediccién con
error cuadritico medio minimo. En otras palabras, si el modelo es
correcto, no hay otra prediccifn que ‘produzca errores cuyos
cuadrados tengan valor esperado menor, ya que, <como sabemos,
seleccionar la alternativa que tenga el menor error de entre
varias, es equivalente o escoger como decisién el valor de aquello
que se trata de estimar, en este caso Www (es decir, pronosticar

el valor de la variable dependiente h periodos en el futuro).

Ahora ya que intentamos estimar Wew & partir de modelos
ARTMA \r.h\) es necesario mostrar aqui, las distintas formas en
que se pueden representar a una observacién generada a partir de
tales procesos, con el propdsito, también, de sefialar como se
puede representar, a su vez, una expresién pera ser utilizada con

fines de prediccién.
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Asi, una observacién Wy, generada por el proceso
§(8) Wery, = 018 Wary, (el modelo general ARIMA) se puede

expresar, explicitomente, de las siguientes maneras:

En términos de la ecuacién en diferencias:

Harnz 4 Wawner £+ 18008 Wernep-4 = H10atmay=++ = ybeeneg +-0ary (3.6.2)

Como un proceso de promedios mbviles infinito (o en forma de

choques aleatorios) de la forma

¢ o
Wans Z Ty ay = Z ¢ aung (3:6:3)
2 =00 =0

o, como un proceso autorregresivo infinito

Para nuestros propésitos usaremos las expresiones (3.6.2) y

(3.6.3) més frecuentemente.

A continuacién describiremos la teoria de pronésticos para
series de tiempo estacionarias que utilizaremos, para después
mostrar la correspondiente para las no estacionarias, que vienen
siendo, como veremos, una Sencilla extensién de los primeros
(también veremos algo sobre prondésticos para series de tiempo

estacionales en la siguiente seccibn).

Sea {W\} una serie de tiempo estacionaria con Wes Vie 4
W)= 0, La cunl supondremos que admite una representacidn
de la forma We= \Y(b)m,(um (S.Ga))y que le corresponde, ademés,

“un dodelo ARIMA equivalente, Entonces si queremos un prondstico
cuslquiera del valor de la observacién Wuna partir del origen t

(e.d., con informacién hasta t), y que éste se pueda expresar como
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combinacién lineal de 1los valores de 1la serie {m- y en
consecuencla de los  chogues jacj-éste se denotarsd como
mientras que el prondstico Optimo se escribird %;(h\. Asi
debers satisfacer
telWonn- Retm]ts min 4 TWorn-Wai1® (305)
weln)
que es la condicién de ser minimo en error cuedrético medio, donde
Et denota la esperanza condicional, dada 1la informacién hasta el
momento t.
Es decir, Ch(k) {y también wzl\-\) Y sera de 1 forma
Ld

n
WelW) = tnde s tupag deee = Z €5 Send) (60
3=

de donde se observa pues, que el problema de obtener este‘_r ;

prondstico es equivalente a especificar los valores t\‘,ch,\'_._- ,'

de tal forma que se cumpla la condicidn (3.6.5).

Para tal propbsito, es conveniente escribir la observacibn
Wy, (segln Box y Jenkins) como
oo
W 2 '%, ¥ Gtansy

W ot
: - Vi Gerng =% YiGerns 3 ton Yoz-3 (3.6.3)
donde vemos qrim 1a primerz; suma corresponde a8 la informacién

desconocida al tiempo t (representa 8 las observaciones de t4l
hasta t+h), mientras que el segundo sumando, es la informacién

conocida hasta t (i.e., de-w a t),

Asi, de (3.6.6) y (3.6.7) obtenemos que

~ Wl -
Wern= Weln)z = 2 ¥ 0enyg =2 C Bagg) G
Jz0 Jah
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Y tomando 1a esperanza condicional de esta (ltima, nos queda que

Y Vern- Re (]t 5 Y50t ,;'_'h( LR L N N F W)
; Pt

%o
ye que E(Owri Oeaj)adpare 1 J.
Asi observamos que esta Gltima expresiém tendr4 su minimo
cuando Cs-.-?:, para j=h,h+l,..., quedando pues que
€] Wem ~ \:h_(\aﬂ‘: :-"_—‘-L w3 1
b] l\:\j.(\,\ segun (3.6.0) trpresade como

ot
\'ilg WYz = Pt~ Fupmdem=ce = -.E\ ¥ Oevn-y

Tales prondsticos son, ademés insesgados ya que sus errores

" (con origen t) estén dados por

Celh)z Wean- \:)\-,lh) (3.6.8)

) .
z -2 Yioewn
20

(que es informacién desconocida) satisfacen que

E.Lectw)lzo.

Otra consideracién que se desprende de esto es que, puesto
que

gt okt (3:6410)

var, L eein)] = ;20 Y5 Oo
y de aqui que

vary [ €l ] = vareTec {n-3] = Yo Ta tara W23
entences, podemos ghservar que mientras mAs alejado se desee el
pronbstico {o sea, que h sea mayor) mayor serd también la varianza

y, consecuentemente, menor serd la precisién del mismo.

También de lo anterior, podemos deducir que, en general, los
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errores de pronbstico son correlacionados pars wWya ¥8 que 2
sustituir estos valores en {3.6,9) observaremos que ésta expresidn
corresponde 8 la de un proceso MA(h-1) (cosa que sucede tembién si
mantenemos a h fija). Pero si en esta misma expresidn tenemos que
h=1, entonces

eatw)z Wary = Wi (1) = Ouyy [EX )]
por lo que concluimos que, sblo los prondsticos un periodo hacia

adelante son no-correlacionados.

Ahora, con lo expuesto hasta shora, estamos en condiciones de
formular wuna metodologie préctica para la obtencifn de
prondsticos. Esto es, ya que queremos obtener prondsticos sobre el
futuro de 1la serie {Wija partir del modelo general @(8) We=418)0s,

entonces
Weln) = Ea { Wern) :
2 By { § Wetua Toook $pWoraop & Oern =8 Qerney == 5&-‘\‘“"?)
5 dife (Wormedt 01 Bl Weniogde B (o) - 81 Ea (Buma)e
= 0y T (Baaneg)

de donde al desarrollsr obtenemos finslmente que

Wien-j si y2z ' (ovservacioms)
N3
Er ‘w“'“"))= N {30 \t)
Wew-3) YA

y, ademfs

A ey n LTI
Werned = Werney o (0 ,"., "?“ S TN

| Y (Qtﬁ\-}) s

~ )
We (h-y) R
‘Asi, por ejemplo, si tenemos que Wy proviene del procesb oty

(-0,5 B) We =(2 o3 Bl ae

entonces

We e 0.50“\-\{ Qe 4 B3dn

A8}



: pbr lo que de (3,6.12) y 3,6,13) obtenemos que
R .
Weld) = BEe( Wap)
0% B {We) 18 (Qem) v 0,3 Ty (as)
A
0w # 03 We- Wea l4) ]

(1}

mientras que para h=2
Welt)= 0,35 Ex (Wery) 4 € (Qeni) £ 03 Ealaan)
(ad
z 0.3 We(4)
por lo que, en general tendremos que
P A
Welh) = 005 We(w-1) pava. h2 2
volviéndose pues esto, como puede verse, un proceso recursivo (ya
A a
que W¢(\)involucra a Wefy(1ly éste a su vez a Wis(3)y asi hasta
L)
1legar a Wo (1)),

Nétese también aquf, que no tenemos informacién sobre
C\l-u),obatéculo que para salvarlo tendremos que considerar que

& 30 (eleccidn no muy inverosimil).

Ahora, en la prctica, serd siempre importante (y 1o sabemos
como estadisticos) obtener los limites de confianza de nuestros
prondsticos.

Asi, puesto que Ot'as N{(OWi)para toda t, entonces
Selwhl L, 2emy o'} NCO Yar LU 00D
y de aqui que

[a)
tornl Lig tem, .. 3 ~ N{e W), var(eituwl)
Por 1o tanto, de (3.6.10) obtenemos que los limites del 100{1-&)Z
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de confianza para tstw dado que L,tea, . Y& 3e observaron estan
dados por

Lt 2, (E 9) "0 (261 1)
donde 2442 €3 el punto pr52entua1 en el que P(tn_,,“).nql 7 LN N(PA)
(no confundir con la notacién que hemos usado para las
observaciones que es 2 ). Asf, podemos estimar tales limites de
confianza, sustituyendo ¥, ¥%,..., ¥y, y Oa por sus respectivas

estimaciones.

Es muy importante sefialar también aqui que, este
procedimiento para obtener los limites de confianza, es valido
Gnicamente para una h particular, pero no neceseriamente para

todas las h'que se consideren simulténeamente.

En otras palabras, 1s serie pronoéticada no tiene porqué
encontrarse dentro de la banda delimitada por (3.6.14) al variar
W con el mismo coeficiente de 100{1-2)Z de confianza, donde
ademds, de hecho, se puede esperar de lo anterior que: la
confianza decrecerd al considerar el prondstico, simultaneamente,

de varios valeres de la serie.

Ahora, para obtener los parémetros esti.mados de 1las
¥'s, Aendremos qtydebido a que como (A TOT y ademéis 8 que como
se puede demostrar que se cumple auf?(b):G(&). 0 sea, que

( \'Quﬁ" cee "QM pird - ‘31 $‘i’15‘"" ):\-3,5. ...--6;3‘
obtenemos que, al igualar los coeficientes correspondientes a las

potencias de B en ambos lados y resolver, entonces
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054 R, 9, t QeWyuey eny 6"4 $)-f-l fova Jelye g
Yi= (3.645)
D e e fateos £ Yk $yoppa para 379
Otro aspecte interesante surge al querer realizar pronbsticos
a largo plazo. Es copveniente para esto, tener una nocibn acerca
de la precisibén con la cual se hard esto, con el fin de tener una
iden de nuestras limitaciones. Asi, ya que var, Y.eh(.hfh:‘::: woL
entonces, si lo que tenemos, por ejemplo, es un modelo MA(q),
obtenemos que
vary L eaiw] = % L H tare Wxqsq
por 1lo cual observamosi;:e, los pronbésticos mAs alld del q-bsimo
periodo tendrén la misma precisidn

Por otro lado, para modelo AR(p), se puede demostrar que
ltm Var, L2e(w)] = Z L A [ 7: \h \'(’— st) Yo

.\nu =6 5.#---1 s;s, para J2 P,y con z (hﬁm--w Snr)‘(i")
y de aqui que, la varianza para prondsticos mﬁs alléd del periodo
p-1 con este modelo, tender4 a ser aproximadamente constante, ya
que estard acotsdo siempre por la expresibén de la derecha (la

cual, como se ve, no depende de h).

Para modelos ARMA(p,g¢) ocurre algo similar, al caso anterior,
;-).or V lo cual se puede demostrar también (haciendo ~ las in:odifii::'i;
ciones necesarias) para prondsticos més alld del periodo Cphx
Lp-1,4) (es decir el méximo de los valores de p-l ¥, q) t:end

misma precisidén aproximademente.

As{ también, en el caso de tener \l‘lfl;n‘.lo 19 (ARIHA) p.dx,q),‘




wedida que h crece, se tendrd que VaYe{€uih] tiende a4 e Signit,-
cando esto que, los pronfsticos tenderfin a cero si el horizoente de
prondstico se amplia, por lo que deducimos que no tendria utilidad
préctica alguna, tratar de pronosticear mis alla de plazos

""razonablemente cortos".

Actualizacién de Pronédsticos.

En la préctica, conforme pasa el tiempo, obtenemos nuevas
observaciones del fenémeno en estudio. Este hecho, repercute de
manera especial en Yos prondsticos que habiamos obtenido con
anterioridad, ya que 2;(\) pierde véAlidez al conocerse 1la
observacién eyt . Asi también, los pronbsticos ?’:O.CL).&(;),... se iran
haciendo obsoletos., Asi pues, es importante actualizar los

prondsticos.

Para este fin, podemos utilizar el hecho de que
o
Be {2ean) = - z ¥ Gy
je
obteniéndose de aqui que
~ ~
e in) e 2e(wner) - w;ﬂgqq y h2i (3.6, 16)
expresién que nos permitiré actuslizar dichos pronésticos, toda
vez que se nos proporcione un dato adicional de la gerie de

tiempo.

Mis especificamente, supongamos que hemos pronosticado H
valores a partir de una serie {4}y tomando como base el tiempo
(es decir, tenemos E™ Y, i»\-u.], ceny Eq(,ﬂ) ).  Entonces, si
obtenemos un nuevo dato i4¢) y como €eli): Wgn-cﬂ.u):k;enemos que

A
Gty 5 Ty = Lty (1)
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por lo que de (3.6.16) obtendremos que
Tan{d)z Tr(y- Yooy
ERAVOERTIE) SR

L A ]

T ) = () - Yy gy
De donde podemos cobservar que, para actualizer dichos

prondsticos, necesitamos conocer, adem8s de los prondsticos
originales (que ya hablamos obtenido) y el valor de O~y las
ponderaciones W, ¥s, ... s Y4y (lo cual se puede hacer utilizando

1a expresibn (3.6.15)).

Cabe sefialar tombién que, como en otros casos, es posible
estimar los 1limites de confianza de tales prondsticos
actualizados, a medida que se van cteniendo nuevas observaciones
{esto y las ponderaciones mencionadas en el pirrafo anterior son
dadas, generalmente, por los paquetes estadisticos como el que

usaremos y otros).

Asi, con lo hecho hasta shora, Box y Jenkins (1970) idearon
una manera de resumir toda esta informacidn, de una manera clara y
concisa. Creando un formato general al cual le llama: tabla de

predicciones (la cual mostraremos y explicaremos ya en el modelo).

Dicha tabla es Gtil, adn cuando no tengamos acceso & una
computadora ya que se puede construir féAcilmente, pudiéndose
utilizar pasra, entre otras cosas, comprobar la adecuacidad de las

predicciones obtenidas o, para exponerlas mis claramente.
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La optimalidad de los Proufisticos con Modelos ARIMA.

Los pronbdsticos realizedos mediante la utilizacién de Modeles
ARIMA son &ptimos, come dijimos, en términos del criteric de error
cuadrético medio minimo. Es decir, no puede haber otro que basado
en este criterio lo supere (utilizando cualesquier otro tipo de
modelos). Esto fue demostrade al principio de esta seccidn. Pero
valdria 1a pena hacer uno serie de precisiones sabre las impli-

caciones de este aserto.

La optimalidad antes mencionada, se refiere a la esperanza
watemdtica de { @e(4))' y no a uns €ef4) particular. Esto es,
puede suceder que mediante otro tipo de modelos, podamos obtener
un mejor prondstico (incluso basado en el criterio mencionado en
el phrrafo anterior) par un valor en particular, pero no en

promedio.

Otro sspecto muy importante en torno a la pronosticacién en
bese a modelos ARIMA es que, para asegurar le optimalidad
referida, fue necesario suponer que las etapas de identificacién,

estimacién y verificacidn, se hayan llevado a cabo correctamente.

As{ también cabe sefialar que los prenbsticos que aqui nos
ocupan, son Optimos sblo en el contexto de los modelos
univariados, lineales y de coeficiente fijos. Siendo posible pues,
que se puedan obtener mejeres pronbsticos mediante la utilizacién
de modelo multivariados (nétese que esto implica la disponibilidad

de un mayor niimero de datos, Para otras variables relacionadas al
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fendmeno en estudio, cosa que es dificil de tener), o de modelos
con una combinacién no-lineal de las %¢'s (las observaciones), o
con modelos con coeficicentes que varien en el tiempe (que son

mucho més dificiles).

Prondstica de Series No-Estacionarias.

Anteriormente, sefialamos que un gran nimero de series de
tiempo con las que nos topomos en la prictica son no-
estacionarias. Asi, si suponemos aqui, que dicha no-estacicnaridad
(de la serie original {%e¢} ) es posible cancelarla
(aproximadamente) mediante 1a aplicacién de alguna transformacién
apropiada {(es decir, T [34])} y de un nimero apropiado de
diferencias ( o sea, W:: yi1{ze)), la generalizacién de la teoria

de prondsticos antes vista, no es diffcil.

Asi, sin pérdida de generalidad si d=1, entonces los
prondsticos éptimos de la serie {T(t;)} se obtienen de la relacién
EalWen} = Be LT (e} - €L LT(R0001) )
de va\ waners aue T (ALY 2 Bo UTUR0)) esvard dado por

A Tl ¢ "tlt(i) s X=1
Tl )(Y):
T( (-1 We(s) % 122

(para d?1), no es dificil 1a generalizacién),

puede demostrar que

Eg(_Tllnl-)ﬂ’ S s
T u)“-j)*,’fsr jg-.l: e

" e




y ademés rambién se cumple que . » . i
1(1m.-n Tum-,\-n B st us o

° S s get )
- 1o cual  nos permite efecr.uar los pronéar.icas como  Vimos

(Y (nut-,n *

anteriormente.

Asimismo, similarmente al caso de Series Estacionarias, el
intervalo de confianza de los pronbsticos para series no-
estacionarias, esta dodo por

G
Funn s we CE 9y
zs
donde tay, como antes, es el punto porcentual tal que P(Psispn) =

PYISPAE PNTCX I

Finalmente, a manera de comentaric, cabe sefialar que “es :

frecuente encontrarse cop series de tiempo en. las -cuales- la:
desviacibn esténdar del proceso cambia en proporcibn a sy media,
En estos casos, lo mis utilizado es condtruir un modelo para los

logaritmos natursles de la serle,

El problema de esto es que, en la mayor parte de los casos,
queremos pronosticar sobre los datos originales y no & partir de
sus logaritmos, Problema cuya solucidn no es lnmediata, sino que
tiene wuna serle de considerandos, ya que ne es posible reslizar
tales pronésticos agplicende el antilogaritme a los prondsticos
obtenidos de la serie logeritmica. MAs precissmente, la cuestién
de fondo de todo esto es que, si los choques aleatorios de 1la
serie logaritmica estdn distribuidos Normelmente, entonces las
choques aleatorios correspondientes ¢ la serie ariginal (y los

pronfsticos de esta serie) seguirdn uns distribucién Log-Normal.
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3.7.~ MODELOS ESTACIONALES SIMPLES Y MULTIPLICATIVOS,

En esta seccidn, estudiaremos un tipo especial de procesos
gue surgen con frecuencia en la Economia, y en otras Areas del
conocimiento como 1a referente a muestra contexto (V.gr., la
evolucién de la cantidad total de Ozono).

Dichas series de tiempo, 1lamadas estacionales, tienen como
caracteristica principal (ademis de las que hemos encontrado hasta
ahora) el presentar fluctuaciones que se repiten peribdicamente
(es decir, anualmente, semestralmente,..., por ejemplo) con

algunos cambios graduales, tal vez, a través de los aios.

Lo que caracteriza pues a estoS procesos, es por ejemplo en
el caso de tratarse de una serie con observaciones hechas
mensualmente y con perlodicidad anval, que habrd una similitud
entre las mediciones referentes a un mes determinado para aios
consecutivos (o entre los mismos trimestres pora afios

consecutivos, si es trimestral por ejemplo).

Adicionalmente, cabe tombién mencionar que, puede haber
diversos patrones con duraciones diferentes. Por ejemplo, en
series de tiempo con una supuests periodicidad snual, es posible
encontrar también un perfodo estacional de periodo semestral (o de
otra 4indole), en donde las observaciones heches 1los meses de
Diciembre fueran similares a equellas correspondientes a las de

junio, por decir algo.

Asi pues, de manera general, hablaremos en este tipo de
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modelos, de perfodos estacionales s. Es decir, donde cada periode

consts de s ohservaciones contiguas.

Asi, similarmente al caso en donde aparece una tendencia como
factor de no-estacicnaridad homogénea como el que vimos en 1la
seccibn 3.3, y 1la cual podiamos cancelar mdianté la aplicacién del
operador diferencie V‘ (ver modelos ARIMA), 1la existencia de un
patrén estacional en la serie, es cousa de no-estacionaridad
siendo posible también cancelarlo (y por tanto, tomarlo en cuenta)
introduciendo el cperador de diferencia estaciomal v; JEste se

define como

U5 2y = (1-8%)% e

z 5 & ‘!]:’im-y REZITE CLTR AL LI e
s P x-IN (314)

.

por lo que se puede notar que, trabnjéremos ahora con polinom#bs
de retraso estacional de orden k, de la forma
G Bz 3-9.8% -9, 8. .. 0 g B*F
* .
PER .2 93 bos (i)
F1 A}
de tel manera que si por ejemplo, s=4 y k=2, tendriamos que
r2er (3-84Tn 2= AR0en ¥ 2oy

y por tento el polinomio de retraso correspondiente es

Ahora, si en el caso de los procesos ARIMA(p,d,q) que
estudiamos antes, en donde se tomaban d primeras diferencias de 1a
serie con el fin de volverlas estacionarias, y después de 1las
cusles se perdian d de las observaciones originales, en 1los

procesos estacionales sl aplicar el operador de diferencia

131



estacional Y? se perderdn SXD ubservaciones.

A continuacidén, como lo hicimos antes en otras secciones, nos
introduciremos més a fondo en las caracteristicas de este tipo de
modelos, considerande algunos de los que mis fracuentemente se

utilizan en la préctica.

PROCESOS DE PROMEDIOS MOVILES ESTACIONARICS PUROS
Estos procesos, con perfodo estacional S, se pueden escribir
como
Ep o ~BiOg-s— - - By Ge-as
z(1-818%5-... - Bap%)a. {133)

y los cuales se denotan por MA(Q)s. En este caso similarmente a
los modelos no estacionales, la funeibn de autocorrelacién
correspondiente seri diferente de cero sblo en los rezagos S,

28,...,Q5, Es decir

e’ 3 "0 4 0102 r-rr t Dgta

Ladiaah
[$ 15 X))

- 8a
L R X
implicando esto, que no hay correlaicén entre observaciones

fass

contiguas {esto es, si =12, por ejemplo, la serie formada por los
meses de Marzo o Abril, parda afios consecutivos, son indepepdientes
de aquellas conformadas por las correspondientes a los meses de

Enero).
PROCESOS AUTORREGRESIVOS ESTACIONALES PUROS,

Estos proceses se pueden escribir como

’i*' < “ il-i oot l"f ‘it-(s 4 Qe ‘1'1'5)

Vit



y, también, similarmente a los AR descritos en el pasado, la
funci6n de autocorrelacidn serd de extensidén infinits, pero en
este caso, sera distinta de cero sélo en los lags gque sean

miltiplos de s.

Asi por ejemplo, si s=12 y Pal, tendremos que

Gt s jrws,K2003,2,.-.

[ Gag)

[ en obro cass

que es algo similar a lo que obtuvimos en el "estudio’’ sobre el

proceso AR(1).

MODELOS ARIMA ESTACIONALES

Con lo expuesto santeriormente, no nos Qerﬁ iiifii:;ln
representar a los modelos mezclados ARIMA éstncioﬁale.h; En
general, estos se pueden escribir como

(1-30% . - 2p B8 ™)We = (3~ 405 ..~ ©a B}y [33)
con Ng:V; 2> (1~ 8%)}, Quedando, en términos de operadores como
§(°) V5 (Re-m)= @(BF) A 3.8}

y que se denota como modelo ARIMA (P,D,Q)g,(y donde &t proviene de
un proceso de ruido blanco). Nétese que para procesos de este
tipo, la serie original constarid de & series independientes (es

decir, si s = 4, habré una para cada trimestre por ejemplo).

Cabe mencionar aqui, sin perturbar nuestra intuicidn que,
dada la8 similitud de estos modelos a sus correspondientes no-

estacionales, es de esperarse que la metodelogia necesaria.para la
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construceidn de esos, sea aplicable a estos, sin tener necesidad
de hacer grandes modificaciones. Pero, ademis también que hasta
ahora hemos congiderado que tales modelos ARIMA estacionales
puros, no siempre se pueden encontrar en la préctica. Es decir, lo
mds comin es que nos enfrentemss a procescs que muestren tanto
efectos estacionales como no-estacionales, 8 la vez {1,e, donde
las Out's no necesariamente provienen de un proceso de ruido

blanco).

Por tal wmotive, es necesario introducir un tipo de modelos
mds general que tome en cuenta tales caracteristicas, Yy que ) .

llamaremos medelos multiplicativos estacionales.

MODELOS ARIMA ESTACIONALES MULTIPLICATIVOS
Estos modelos se pueden representar coma
30597 (te-u) = @(B°) e (3:2.9)
donde las variables {u} no se suponen de ruido blanco, Pudiendo
ger pensadas entonces, como generadas por un praceso- ARIMA
(p.d.q), es decir, como
Ve &lB)on , {33.0)

shora si, con §ar} un proceso de ruido blanco.

Asi tomando en cuente lo anterior -sin mAs predmbulo—-tenemos 7T i

- que (3.9.9) serd e
$ LB E(65IT (2e-m) = 2B (K0 Laaw)

que denotaremos como modelo ARIMA (p,d.q) X (P,D,Q)s,
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Es decir, mediante este tipo de¢ modelos, 'por ejempiu, para
series de observaciones mensuales, es posible temar en cuenta
tanto las posibles relaciones entre meses contiguas dentro de los
afios (por medio de (3.%.10)), como aquellas que habfian entre afios

para los mismos meses (mediante (3.%.9)).

Ahore, es de suponerse que mientras mAs complejos es un
modelo, mayor serd también la complejidad de su estructura de
correlacién (y viceversa). Este aspecto, aunado con el hecho ahecra
de que tenemos un mayor nimero de alternativas en la eleccién de
modelos apropiados para representar adecuasdamente un fenémeno que
presente las caracteristicas mencionadas hasta shora, ocasiona que
la etapa de identifiacién del mismo no sea sencilla (esto se
ilustrarf@ con el ejemplo que presentaremos en la siguiente
seccibn, en donde se mostrard que no'hay un finico camino para

esto).

Asi, como una ayuda para la visualizacién del comportamiento
de las funciones de autocovarianza de algunos modelos estacionales
multiplicativos, presentaremos las férmulas de las funciones de
autocorrelacién correspondiente asi como una gréfica sencilla de

ésta -de los que mas frecuentemente surgen en la préctica.

Asf primeramente, consideremos el modelo ARIMA (p,d,q) X
' (P,D,Q)s descrito en (3.3.18) por el cual se puede escribir como:
RO ey I LA TOTE A CRORy 3 Lo LR g Y

+ =8B = 3BV )1~ @18 - ©a S} Ot TERTS)
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As! pues, como nuevamente la identificacibn de los modelus se
hard en base a la funcidn de autocorrelacidn, damos en seguida el

proceso de derivacién de la FAC PARA EL MODELO (o,d,1)X(0,},1)s.

34
wer 9405 2,
el modelo queda, poniendo @29y 4 V=@, como
Wez {1-00)(1- ®85)a
={i-p0-g85 4 00D ) O
2 Ox= @Ot~ @ O0u-s ¥ 8O 0e-5-4 (31303)
de la expresién snterior, podemos evaluar
ECW: £l -0 (o) © E(as) + 2 6 E(Qes-1)
f)or tanto !a:e(;‘..o) ¥y como
Wiz abt 80k r 0% Qi-s + @' @ar-s- 4 T
productos cruzados)
Yoz EQWE): 03 1 0°00 + @03 rater ol
= (ve') (i1 000 (s}
para calcular Yaz Elwy Wi} ponemos t-1 en (3.7.13) y hocemos el
producto WeWun. Como lo0s Gnicos indices que coinciden en el
producto son los de los términos - 80.:.\ y =& O‘Qz. E Y
tenemos que
¥z E(NeWe )= - 0% -4 G 0%
= -8 £ %) (3:3.8)
Para j = 2.....s-2 no hay coincidencia de indices en el
producto WeWe.j sino hata j=s-1; coincidiendo en el producto 00&:-5“
por tanto

oz E{WeWersn )z & 805 (3hie)

\ip



para j = S
Wi-s s Q-5 - 80451 ~ 902500
de donde se ve que solamente coinciden en t-s y en el t-5-1, por

tanto
Yoz E(WiWes) = - @07 - ¢~ @04
s ~@(3v e IR
para j=S+1

(3:303)

We-sei = 05y =80k-5.2 - B0y-25-11 0 OBe-as-t
que solo colnciden en t-S-1 con (3.7.13), quedando

Ysnr = E(We Wees- ) = 6 @G (3h1g)
finalmente para j$S+1 , ‘{j:O, ya que el indice menor de (3.7.13)
es t-5-1. Por tanto la FAC queda: dividiendo. .

(3.7.15).3.7.16),(1.7.17) y 3.7.18) por¥o.

[CERY
4
b - Tven o
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R pa PR pare Lo BIXCODM
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e+ Hodelo.. (0,d,19x(1,D,1)8 -

£s limportante notar lo siguiente. de (1 ".1Y) vemos que %

queda finicamente en términos de ® el pardmetro de promedio Mdvil

no estacional, de la misma manera {s solo en términos de @ el
pardmetro de Promedio Mévil estacional, y no solo eso sino que
ademés es la wisma forma que en (3.4.1,5) lo cual implice que las

estimsciones iniciales se obtienen por el mismo proceso.

Lo anterior es cierto para los modelos. estacionales
multiplicativos que domos a continuacién, teniendo como importe

consecuencia lo siguiente:

Con modelos multiplicativos se puede estimar &148,..., a
partir de €,8s,.. ., como si fuera un modelo no multiplicativo,
de 1gual manera, se puede estimar 0, &, ... N en términos de

85,849, ... como pars modelos no multiplicativos.

A . continuacién damos la férmula de 1la funci@n': de

. autocorre}acibn de varios modelos multiplicatives estadibna'les.":‘

Estes nos serén de gran utilidad en la ident»ifi"cucié'

—— - —

(1-TB5) Wea L1-08)(1- @85 )0

en R
Re= A

ey 2 L-re)(r-ol ) A a)
\~er-17@ SR U .

€souz Bsai s Us8y w !

Rix PCiss -, Jnsee ‘ .

Ruzfyzer2Baz0 . ‘5 524




simétricos con perfodo S y en medio de

represen:acién gréfica aproximada ésta dada en la fig. 3,10

Aty

Es decir la FAC serd infinita en extensién con picos

esos picos cero.

L

La

$ig.3-lo  PAC pare (034;83% (1,005
$s11, @=-0148 Pz 013, Osbl
Biu oy, B0

(1}

MoPELD (0:d,72) X(0,%2)s

er ve ant”"Qs_-h.

Wez (1-018 -84 B)( 16,85~ 6. BT ) Ot

Bosd

O
Riz ~

.3

[EX DL
de

iralver

fa=

Qs = = & (-8,
jv@ty et

(33.1)
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 CONSTRUCCION DE MODELOS ESTACIONALES

Los modelos ARIMA para series de tiempo estacionales, se
construyen utilizando el procedimiento iterativo antes mencionado
(el empleado para los procesos no-estacionales). Sélo que ahora
tienen que efectuarse lag modificaciones que ia naturaleza de los

datos obligan a dicha metologia.

Entre las modificaciones que se deben hacer, podemos
mencionar: la consideracibn -en caso necesario- de tomar
diferencias estacionales a los dates (1.e., ¥y - te.y), énfasis en la
atencidn a los coeficientes de sutocorrelacidén y autocorrelacién

parcial estimados para mltiples de lag s (l.e., s, 2s, 3s,...).

Por otro lado, como en la etapa de estimacién obtendremos
estimadores para Jlos parAmetros ARyMA elegidos, también deberd
ponerse una especial atencién en las correspondientes & los
niltiplos de s, y, por ende, es propio llevar a cabo las técnicas
de verificacién wmencionadas anteriormente (aunque algunas con

ligeras modificaciones) a dichos coeficientes.

Finalmente, cabe recordar que la mencionada en los pérrafos
anteriores no anule las consideraciones que deben hacerse para la
posible presencia de una componente no-estacional inclusive en el
fendémeno en cuestién. Es decir, es frecuente detectar ambas

componentes (estacional y no estacional) en muchos procesos.
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3.8.- EJEMPUD.~ EXPORTACIONES DE ESTADOS INTDOS A LA
COMUNIDAD ECONOMICA EUROPEA (C.E.E.)

Ilustraremos los conceptos expuestos a través de estas
secciones con un ejemplo que aparece en Pankratz (1983), el cual
se refiere, como el tftulo lo indica, a la serie que representa
las cantidades en ddlares de las exportaciones de los Estados
Unidos a la Comunided Econémica Europea (CEE), desde el primer

trimestre de 1958 hasta el segundo trimestre de 1968.

Esta serie de tiempo consta de 42 observaciones, lo cual
"viola" 1la recomendacién de Box y Jenkins de que sean al menos 50
(ejemplo que no es dnico en la literatura de las series de tiempo,
ya que Jenkins (1979} analiza una serie de 14 observaciones), Este
hecho, segfin Pankratz, muestra, que en Gltimos términos, lo més
importante no es necesariamente el nfimero de observaclones
absoluto, sino la cantidad de "ruido estadistico". Es decir, si el
factor ruido es pequefioc esto en términos de varianza de los
choques aleatorios, podria ser posible extraer "suficiente"
informacidn a partir de pocas observaciones, y poder construir un

modelo ARIMA Gtil,

Asi precisamente, en la etapa de identificacién, podemos
observar en la grifica de la serie mostrada en la figura . 3.14 una
tendencia creclente, asi como, posiblemente, una perioricided de
periodo 4. Carecteristicas, entre otras, que se confirmarén con

las herramientas propuestas en las secclones anteriores para estao.
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Asimismo, en la figura 3.15 que corresponde a 1la FAC
muestral, se sugiere claramente lIa existencia del patrén
estacional mencionado de periodo 4, ya que se observan picos en
los lags 4, 8 y 12. También, se puede ver que dicha funcidn decae
hacia cero lentamente. Lo cual indica, como vimos, la necesidad de
diferenciar (no-estacionalmente, en principio) la serie original,
para inducir, como sabemos, a que tengamos una media estacionaria

(como se desea).

Cabe mencionar también que, el patrdn estacional, a veces,
puede obscurecer al patrén no-estacionsl que los dates puedon
tener, ya dque, por ejemplo, una autocorrelacidn positiva
correspondiente al retraso (o lag) 4 wuy elta, podria estar
positivemente correlacionada con las autocorrelsciones alrededor
de ésta, evitando asi que la FAC muestral decaiga répidamente como
es deseado, y provocando -consecuentemente- una pequeiia duda
scerca de lo que dijimos arriba respecto a la posible existencla
de una‘tendencia. Esto es, tendremos que seguir con esta etapa de
identificacién, utilizando algunas otras herramientas 8 nuestro

alcance con el fin de determinar esto con claridad.

Para eate propésite, nos seria Gtil examinar las FAC y FACP
mx;estrales de la serie resultante de aplicar el operador
aiferencia 9 = (1-B) a 1a serie original. Estas se muestran en las
f.ig\iras 75-\‘ . La primera de estas nos confirma la evidencia
de un  patrén estacional (no estacionaric), ya que les valores

estimados de las autocorrelaciones correspondientes a los retrasos

.
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partir de la cual segln este sutor podria considerarse come
significativas), los cuales, adem$s, no deceen répidamente en

magnitud,

Posteriormente, gl obtener las FAC y FACP muestrales después
de tomar diferencias estacionales de orden v 4 (s los datos
originales), notamos en las graficas correspondientes (3.18) que
permanece todavia un elemento estacional, indicade por un pico
negativo en lpg 4 y con un valor de t muy grande (~2.51). Aqui, la
FAC muestral “"corta" hacia cero en los lags B y 12, sugiriéndonos
con esto que tal patrbn estacional restante corresponde al de un
MACL) (lo cual es confirmado por la tendencia que tiene la FACP
muestral a decaer en el lado negativo en los lags &4, 8 y 12, en 1a

fig. 3.16)

Ademds, esta FAC -dice Pankratz- tiene una caracter{stica que
considera sorprendente, a saber: decae répidamente a cero,
gugiriendo esto que la primera diferencia a 1ls serial hechs
anteriormente, sea innecesaria. Lo cual contradice a lo expuesto

antes, en cuanto a la existencia de una tendencia en los datos.

Parece ser pues, en este momente que, no podemos sain
identificar un modele apropiado para representar a nuestro
problema de estudio. Analicemos pues mAs detenidamente: en la
figura %\8 se sugiere un MA(1), debido al pico en lag 1 y el corte
a cero en lag Z. Ademis, 1la alta correlacién en lag 4 dijimos,

podrias estar correlacionads con las correspondientes a otros

\s0



ﬁoaible patrén no estacional. De lo anterior se sugiere
-primefnmente seleccionar un modele ARIMA (0,1,1) para representar
la parte componente estacional mostrada por los datos, es decir:
U= BV )2e 2 (1= ©48%)04 t38:1)

Estimacidén y Verificacidn

Al estimar el modelo anterior (el dado por la expresién
(3.8.1)), se obtuvieron resultados poco convincentes. Ya que se
obtuvo que é&‘ =0,38 (y con un valor de t de 0.23) que
dificilmente podrismos considerarlo como significativo. Ademis, la
FAC residual utilizable con el objeto de verificar si la serie de
los residusles después de ajustar el modelo es de ruido blanco,
mostrd un pico grande en lag 4, sugiriendo esto, paradbéjicamente,

la permenencia del pardmetro O en el modelo.

Un indicio de lo que pasa, podria ser dado a partir de 1la
inspeceidn cuidadosa a la serie estacionalmente diferenciada
{figura 3.1 ), ya que en ésta se ocbtiene una media muestral de
aproximadamente 75, dentro de un rango de variacién de -239.8 a
352.1, abriendo esto, a su vez, la posibtilidad de que tal

pardmetro sea diferente de cero.

Ahora, sabemos que cuando la media muestral de una serie ya
diferenciada es diferente de cero, implica que los datos contienen
una tendencia determinista (lo cual hace resurgir el hecho que
habfamos observado en la serie a1 principio, y que habiamos
abandonado provisionalmente, eh el sentido de la existencis de

eata componente), Por otro ledo, podemos decir también que, una



manera - de incluir en el modelo a una tendencia determinista, es
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'expresnndo a esta en términos de 1a (We-mw). Es decir, en términos
de ‘sus desviaciones con respecto a su media. Esto nos lleva al
modelo

Vee (V- 048 Q0 (3:8:2)
donde ;\g es la diferencia estacional de ¢ expresada en

desviaciones con respecto a su media.

Este modelo, seglin Pankratz, proporciona mejores resultados
que el anterior. Ya que aqui é~n0.895 y iw = 82,1543 (ambos
significativos), y la FAC de 1a serie de los residuvales, no
muestra evidencia alguna sobre la existencia de algéin componente

estacionsl adicional restante (f£ig. 3.20).

Hasta ahora, pues, hemes podido identificar 1la parte
estacional del proceso que estamos estudiando, deblendo ahora

concentrarnos en la correspondiente n la componente no-estacional.

Asf{, en la fig. 3.21 que es la correspondiente, como dijimos
al correlograma de los reciduales (es decir, 1a FAC de la serie de
1o; residuales, que resulta después de filtrar los datos con el
wnodelo (3.8.2)) nos da una informacién, distinta a la que nos
proporcionaba para la identificacién de esta componente 1a fig.»#®
(donde ‘el pico correspondiente al lagl sugeria un MA(1)), ya que

muestra valores grandes (con valores significativos de t, es decir

mayores que 1.25) para las autocorrelaciones en lags 1 y 2, y. un_ .

corte a cero después estos, Aspecto que nos sugiere la utilizacién

de un MA(2) para representar dicha parte. Asi, adicionado esto a

v8)



lo que teniamos (el modelo (3.8.2)) nos resulta un modelo ARIMA
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(0,0,2) x (U, 1,1)
Tpw G- @adY) (1-0g-deB )0 L)
pero la misma figura nos muestra también que LIRE N podrian
estar correlacionadas, por lo que, por el principio de parsimonia,
se decide dejar sblo uno de ellos (#4,). Queddndonos pues ahora con
el modelo ARIMA (0,0,1) x (0,1,1):
Wis (- 48410 1- 9,000y Lt

De nucvo, estimamos los pardmetros correspondientes & este

~
Gltimo, resultendo que Bz -0, Be=083 4 S:6LE012  los

cuales son significativos, pero con una sutocorrelacidn: grande - sir<i =

correspondiente al retraso 2, al verificar la- FAC de’ los
residuales correspondientes. Este hecho mnos obliga,” pues, a

reformar el modelo (3.8.3) (ver figura 3.22).

Asi, al ajustar tal modelo, se obtiene que 81 ~0a18 ,3.:'4&
~
Q, =-0:40, todos con valores de t significatives (?2). Podemos
observar también que, cumple con las condiciones de invertibilidad

(ya que, ademds la matriz de correlacién de los estimadores

N
[ 3 1

a

k0 oy 1

& -3 1

€ \=i\g = ot g

lo cual muestra que tal modelo no ‘es 'redund.z'nit'e' (ie ' 165

estimadores nos estén altamente correlacionados). 4Asi nii’ambl la: ®

fig. 3.23 muestra que correspondiente a los ’residualrevs, : puedé :

considerarse como de ruido blanco,

56



Prondstico
El modelo (3.8.3) que obtuvimos como adecuado tue
Bie G 048Y) (1018 - 508%) O,
por lo que al desarrollar para obtener la funcidén de prondstico

obtenemos:
Uen 244 )= 12 (4-8.8-0.8%) 0n - (8, 8%+ 8, 648" ©, 04 6% 00

- A »~
® T3 T ‘ie- By Bi0en-8, aye ¥8. 5 005 4
¥ 0L, Obmé (3.0.%)
También, en esta ecuacién de pronbstico, se observa cémo este

modelo captura tanto la parte estacional como la tendencia del
fenbmeno en cuestién, ya que el primer término ( 2e-4) inicia cada
pronéstico en el mismo trimestre del afio anterior. Después, el
término constante estimado eleva el pronéstico 80.72 unidades cada
periodo de tiempo para tomar en cuents la tendencia creciente. Los
términos adicionales consideran lo restante de los patrones
estacionales y no-estacionales, incluyendo la interaccién entre
las dos, representado esto por los términos multiplicativos en

dicha funcibn.

Este ejemplo, como dijimos, lo seleccionamos intencionalmente
por sus caracteristicas ilustrativas, ya que Pankratz propone un
modelo alternativo al obtenido enteriormente, utilizando un

razonamiento distinto.

Asi, ahora en la eteapa de identificacibn, de entrdda, se
ignora el patr6n estacional, empezando &sto a partir de la FAC y
FACP de la fig. 3.\§ donde se muestra que, la primera de ésta

decae y los dos primeros picos de la FACP son significativos.



Sugiriéndonos esto que consideremos, de entrada, un AR(2). El cual

a8l estimar nos da
~ "
(- 9:38¢ B= 0u6rp B2 2x = Oa
Ceinyy [TTH)
(donde los wvelores entre paréntesis corresponden a los ¢
”~
asociados). Nétese aqui, que, como &.7 %._: \eoteste modelo no es
estacionarle (ver tabla 1).  Requiriéndose asi, tomar primeras
diferencias a 1la serie original. Recordemos también que, al
diferenciar tanto estacional como no-estacionalmente, obtuvimos

las figuras 3.17 y 3.18 las cuales, a su vez, producen 1a fig.

3.24.

En esta dltima figura, se muestra que hay un pico en lag 4,
seguide por un “corte" en los legs 8 y 12, sugiriéndonos pues un
MA(1)4(los valores decrecientes de la FACP en los lt;gs
estacionales lo confirman)., Asi también, los picos alternantes en
los lags 1,2 y 3 en la FAC muestral, y el pico en lagl en la
FACP, sugieren un AR(1) con 'iuco. 7

Asi pues, de lo anterior obtenemos como modelo alternativo a_
(-4, 0) U-B)U-b"l%e: (- @,0%) a¢ (_s.g;(,)
resultando al estimar que: q.h‘béﬁ 9 é‘,;o.‘g o, yla figq?'
correspondiente, la cual segﬁn e; autor podria >c'o;si;|"ei'grsé

aceptable (fig. 3.25).

Como conclusibn de lo nnteriorki’aﬁkr'ar.z-rd_ice‘_ que:

Ny
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En el modelo (3.8.3), se toma en cuente la tendencia mostrada
en los datos mediante 1la introduccién de una tendencia
determinista representada por el término constante e= g8e.tt.
Mientras que en el Modelo (8.3.6), se incluye tanto un operador de
diferencia estscional, como no estacional, pero ningin término
constante. Es decir, cualquier tendencia en el pronbstico derivada

de esta Gltima, seré puramente estocastico.

Agrega que es improbable que datos en Economia (y en otras
Ciencias Sociales) contengan una tendencis meramente determinista,
cosa que no lo perturba tanto, ya que un modelo ~dice- es sblo
uns imitacién de 1la realidad (que nos describird solamente el
comportamiento de los datos disponibles), no siendo, pues,
rigurosamente necesario tener que creer que el proceso fundamental
que los generd, contenga una componente de tendencia determinista.
Interpretando los resultados en el sentido de que, dicho
componente en el modelo (3.8.3), representa un factor de
crecimiento resultante de 1la inflacién, o del crecimiento a large

plaze del comecio mundial, a medida que las economias se expanden,

’ ‘ AU



CAPITULO 4,- EL ANALISIS DE INTERVENCION

4.1.- INTRODUCCION

En el capitulo anterior, mostramos la maners de construir un
modelo para el estudio de un fenémeno, representado por uns
sucesién de observaciones, generadas por un proceso estocdstico
por una sucesién de observaciones, generadas por un proceso
estochstico cuyo conjunto indice es tomado en relacién al tiempo
{(y a la que llamamos serie de tiempo). Sus caracteristicas
fundamentales son: 1la de ser sblo una realizacién de tal proceso,
y el hecho de que tales observaciones no provienen de variables
aleatorias independientes (sino de variables aleatorias
correlacionadas entre si), determindndose asi, finalmente, el
mecanismo que la generd, mediante la representacibén de éste por un

modelo ARIMA (desde la perspectiva de Box y Jenkina).

Estos modelos nos permitian hacer inferencia acerca del
comportemiento futuro de la variable dependiente, dado su pasado
histérico, en términos probabilistices. Permitiéndonos, ademis
identificar y estimar los componentes llamadas de no =
estacionaridad homogénea como tendepcia y  estacionalidad,
representados ya sea como polinomios adaptivos o como componentes

meramentes deterministas (o semideterministas).

Es decir, podemos determinar con las técnicas de Box~Jenkins
para anflisis de series de tiempo, s&i hay o no, por ejemplo, un
tendencis creciente o decreciente en la evolucién de la cantidad

total de Ozono, que lo que nos interesa en este trabajo. Pero lo

1e3



que no podemos hacer a partir de éstas, es dentificar, en un
momento dado, qué es lo que causa (en caso de serlo asi) tal

patrén de compartamiento en los datos,

Aqui es donde la téenica del AnAlisis de Intervencién muestra

su utilidad.

4.2,- LAS TECNICAS DE ANALISIS DE INTERVENCION

Al anslizer una serie de tiempo, podemos detectar algin
evento anormal o extrafio, en el sentido de no poder ser explicado
a partir del comportamiento histérico de ésta (pedrian ser, por
ejemplo, observaciones aberrantes).0, se puede observar también
que, uno o mis de los residuales (después de ajustar un modelo

ARIMA) son mayores que o esperado.

Asi, si se sospecha que dicho(s) evento{s) puede (n) tener
influencia en 1la estimacién de los parédmetros del modelo -y
consecuentemente en sus resultados- y si  los residuales
mencionados en el pérrafo anterior, surgen y pueden, & su vez,
explicarse a partir de la ocurrencia de fendmenos sjenos (o
exbgenos) al comportamiento histérico de dicha serie, resultara
necesario y conveniente, medir explicitamente tal influencia (
consecuentemente, reducir tales residuales exagerados). Para tales

casos podremcs utilizar el andlisis de Intervencién.

Asi también, por ejemplo: podemos querer determinar el efecto -

que. pudiera tener una clerta campafia publicitaria en las ventas de» -




|;n producto, como lo hacen Wichern y Jones (1977): podriamos
quex;er determinar asimismo, aproximpadamente, la manera en que
podria influir 1le asignacidén de un nuevo salario minimo y/o 1la
implantacién de algin nuevo impuesto (el IVA, por ejemplo} sobre
el Indice de precios al consumidor (ver Guerrero (1982)); o en
nuestro contexto, desearismos detectar la influepcia que pudiera
tener el uso de cada vez mayor del Cluoroflucrometanc de los
aerosoles, en la evolucién de 1la cantidad total de Ozono
Estratosférico (dado que tarda en llegar este gas a tal regién), o
bien, saber si influyd (y si asi fue .Qué tanto y comb?). La
erupcidn del volcan Chichonal en Chiapas en Marzo de 1982 en dicha

evolucién (en 1a Ciudad de México).

En 1los ejemplos anteriores, podemos notar -intuitivamente-
que es un cambio en el nivel del fenbémeno ‘en estudio lo que atrae
nuestra atencién. Debido a que, en principio, si como sospechamos.
tales cambios son  producidos  por factores externos
(identificables), entonces la estimacién de la influencia de éstos
en dichos fenbmenos coadyuvaria al conocimiento future del
comportamiento future de los mismos. Es decir, podriamos responder

o solucionar las cuestiones planteadas en el pArrafo anterior.
Para lo anterior, dicho sea de paso, existen en 1la

Literuatura Estadistica algunas técnicas disponibles, siendo una

de las mhs utilizadas las pruebas de t de Student para estimar 'y

probar cambios en el nivel.

Desofortunadamente, tal técnica y otras, requieren para su

"ws



empleorf‘wapn.nﬁédn, la ?ﬁtisﬁcc“n de hqhdicignes y suposiciones

" que éh_ééiéicahtexib (ihs series’de ‘tiempo) no-se cumplen.

i Asl'bor ejemplo, ‘la prueba t mencionada, para la comparacién

de dos medios requiere que:

(1) Las observaciones antes y después del evento de interés
varien alrededor de medias M y Me(respectivamente), con errores

normal e independientemente distribuidos y varianza constante; o

(i1) Para que esta prueba sea aproximadamente valida, los
datos deben ser extraidos mediante un proceso no correlacionado

(i.e., aleatoriamente).

Por tal motive, una alternativa vilida parﬁ la solnéi6n. ‘de
tal problemAtica, es 1la ofrecida por les llamadas  técnicas de

Anélisis de Intervencibn.

Las técnicas de Anélisis de Intervencién que presentaremos
aqui, estd basada en el articulo publicado por Box y Tras (1975),
el cual es pionero de esta metodologia. En ese, se define a una
intervencidén como: La ocurrencia de un evento exédgeno al
comportamiento histérico de la variable en estudio (que pueden
influir a éste en un momento dnde). Asi, en los -ejemplos
mencionadas al principlo de esta seccidn, las intervenciones
serian: la campaifia publicitaria, el establecimiento de una nueva

politica fiscal; el cluorofluorometano y la erupcién del volcén
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Chichonal.

.Detectar y medir explicitamente la influencia de tales
efectos externos en una serie de tiempo no es fAcil, ya que estos
pueden influir de muchas maneras diferentes. Surge pueé aqui, 1la
cuestién de determinar cuéles tipos de efectos podemos estudiar y

modelos mediante el andlisis de Intervencidn.

En términos generales, si consideramos que una serie de
tiempo estacionaria [vJ‘\. estd constituida por dos partes: una
determinista, que refleja, esencialmente, el nivel de la serie
l)lw'gy otra estocdstica, que da origen a las fluctuaciones.
alrededor de diche nivel, entonces podriamos considerar tres tipos

de efectos (Guerrero (1981)):

1) Aquellos que se manifiestan como una elevacibén (o - caida)
momentdnea de nivel, y que deseparecen posteriormente sin afectar
el comportamiento de la serie, después de que estos ocurrieron:

(Ver fig. 3.14).

2) Efectos que ejercen una influencia sostenida (no “momenténea
como en el caso anterior) sobre el nivel de la serie, pero que
dejan intacta la estructura bAsica de su parte estocAstica (i.e.,

su eatructura de correlacisén) (Ver fig. 3.15).

3) Aquellos que, ya ses que influyan o no en la parte determinista

de la serie, alteran su estructura de correlacién.
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Asf los efectos que pueden ser estudiados mediante el

andlisis de Intervencibn son los correspondientes a los casos (1)

y (2).

A partir de lo anterior, podemos intuir pues, que el andlisis
de Intervencidn bien podria ser una extensién del andlisis de
series de tiempo a partir de la implementacidén de modelos ARIMA

vistos en el capitulo anterior.

En efecto, una serie de tiempo uc], que contenga los efectvds
de una intervencién, se puede expresar como i : ' ,
vz By 4Ny 21

donde Nt es un proceso ARIMA, estacionario e Ti'nv;rrtible. que

representa la parte estoréstica del fendmeno, que estd dada por

$L8) V% Ne= 8o % 6 (8) o thue)

y con Nt medida como desviaciones respecto a su media si dvt.figes

una funcibn que representard los efectos de la Intervencidn,

Asi pues, €3,x en (4.2.1) deberd permitirnos representar los
cambios ocurridos en la serie, tanto en el momento en que ocurrid
la intervencibn, como aquellos que, posteriormente, puedan ser
atribuidos a ella. Es decir, ®4,¢ serd un wodelo dindmico de la :
“"Intervencién (cuya funcién dinémica:de.intervencién tendrgmos,,qﬂef

identificar).
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En este punto, pars lustrar como elegir tal funcién dindmica
de intervencién puede ser Gtil introducir un concepto considerado
come andlogo, ¥ que pertenece a la teoria del andlisis de Series

de Tiempo multivariado, y que es el de funcién de transferencia,

Esto es, si consideramos, por ejemplo, una serie de tiempo
{“‘, (que 1lamaremos de salida, 1la que obsevamos), la cual
presumimos estd influida (o precedida) por otra serie de tiempo
{xd (1lameda: de entrada), mAs otros elementos colectivamente
agrupados (de entrada también) y que podemos l1llamar rtuido (y

representado por Wy), entonces tendremos un sistema dinmico.

MAs especificamente, diremos que la serie {xd ejerce una
influencia en la serie de salida {Y.{, vie una funcién llamada de

° sobre varios

transferencia, ia cual distribuird el impacto de
. periodos de tiempo futuros (de la {"(,‘). Nétese que esta es otre

manera de visualizar a una serie de tiempo upivariada.

Grificamente, lo anterior se puede ilustrar de la siguiente

maneras

Serie de trtvsde

Serie ds Salida ;
L14)

tYo -



El  objetivo pues de la modelecidén de 1a funcién de

transferencia, seglin esta perspectiva, es determinar un modelo

parsimonioso que relacione {Yc} & 11,‘ y Ne.

Consideremos shora un ejemplo sencillo e ilustrativo también,
para el entendimiento del concepto de funcién de transferencia,

tomado del texto de Mskridakis (1983):

Supongamos que en una oficina postal, se recibe un cierto

lote de cartas que hay que entregar. Estas se recibirén en cada
ﬁno de log 20 dias siguientes, pero debide a problemas tanto de
personal como de tipo "técnico", éstas no podrén ser entregades el
mismo dia en que se reciban, sino en los subsecuentes. Asi,sea 1YY
el nimero de cartas que se reciben en el dia t y Y. el
correspondiente a las entregadas en aigl’ln dia t, La tabla 4-1

ilustra la manera en que esto sucedid.

frsos de \u guaditn de kranipaenda v-n."m“"‘"’-'“'"""‘""““.,h‘

Cartes
s

SO e 145 (1T e i ey wR e g MG
D)

4 10 8 s :
3 WS

a o 1013 % :-:
5 50 5 w45 O oy
g yo 8 3 s )
W e 3 a4 118} S

A 6w d €
: ;: BRI § "
® 30 $ 1 6109 Ay
6w t 3 801 s
w e 3 498 8 . w
4 8t b0
:! 30 £ 7 w5 3 (1]
A 38103 3
IR gy ¢y 3
wow R %
L) 33w s oy
Ty 3 Y ¢ lo 4 H
"o 3 3 1 %0 4 43
w %
Takls 4at.
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Cxipdurd

La cuestidn esencial aqui, es determinar la relacién entre Xa
y Yv . Es decir, entre nimero de cartas recibidas y entregadas,
Podemos comprobar que, si utilizaramos una grafica Ye contra f¢ ,
nos llevaris a considerar que tal cuestidn no podrd ser explicada
mediante un andlisis de regresidn simple (ver fig. 4t ) por la
sencilla razén de que los valores de Kt estdn dindmicamente
distribuidos sobre futuros periodos de tiempo. Dicha distribucién

puede ser descrita solamente por una funcién de transferencia.

1“ L] [ ]
- .
b ’
. .
Yscartas . M . )
.' -
10
1 - . Il ) : I‘ ol . ; ;

A - 40 1] T T e
s Surtas rachides ;
Fige ML
Asi por ejemplo, las 50 cartas que llegafon'enAéi dié' 1
fueron entregadas como sigue:
0 (2) en el mismo dia (dia 1)
S (10%) en el dia 2
25 (S50%) en el dia 3
10 (20%) en el dia 4
5 (10%) en el dfa 5
5 (10%) en e} dla &

T



es decir, segln los datos, el nimero de cartas entregadas se
distribuyé en el tiempo de acuerdo a los mismos porcentajes
(1lamados Vo, W, V¥2, V3, V4 y V5, respectivamente) para todos el
proceso, A los valores Vo, V1...,V5 Makridakis los denomine: pesos
de la funcién de transferencia. As{, considera que dicha funcién
se puede escribir como:

Yo Vo Xe 4 Vikear oot Vo Kusg

S (Vo dWiBE .- 4VsRSY Ay

2 VRYYe (4.2,3)
Nétese aqui, que, la suma de las V’'es igual a uno. Pero esto no
tiene porqué ser satisfecho siempre. Es decir, estos -los pesos-
pueden ser positivos o negatives y sumar ms, O menos que uno.
Cuando cualquiera de éstos dos (ltimos casos ocurre, suele .

llemarse a tal suma {en Ingenieria principalmente) ganancia.
Es decir, tenemos. un 'madelo de funcién - de transferencia’;_
bivariada, el 'cual ‘se puede escribir de 13 ‘. '

siguientes:

Como Yeu VIBYAL + Ne

donde Yezla serie resultante

¥v=1la serie de entrada

Nezlos efectos combinados de todos los4otros' ﬁéctoré's "que, S

influencian a Ye¢(1llamado ruide)s; y R :
V()= Vo984 . . 4y g%, donde k, es el orden de la funcibn de

transferencia.
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Aqui k puede ser muy grande en algunos casos,  por lo qué-f{nigbé
escribirse mis adecuadamente como

‘\v’_ﬂ-’- e-v +
s [ TR Iy

° e s wig) Yooy ¥ _?_Lﬁ_) Oy (h24)
3L $(0)
deande

WD) = We- B - Walha oo = Wy 85

5CBY = V- BiBeBaBle -oo - By BY

$00)= 1-3ib-5att- -rom B B°

$iBIz L -4 B- g8t -oe -$e8f

Ok = un valoy grovanientt de un praceso de wide blanco,

N5 P 9V censtantes) Ry g Nu deginidas como antes.

Nétese que 8(8)y fisyse refieren a los operadores de MA y AR
respectivamente, para el componente estocistico Ry, Las otras dos
expresiones W(8) y §(8) rcemplazan V(8)en (4.2.3.). Pero,.ePor
qué se puede considerar esto propuesta como mAs parsimoniosa?-

cuestionan Makridakis y Wheelwright.

La razdn es que los valores de Ty 8y g serdn_usualmente

S 14 )
: () 30}

menores gue K~Brgumentan Es decir, escrito col

Por ejemplo. ‘sl suponemos que W(B)-(l 2 .5§) y.VS(B)- (l-

0. 8e), entonces, el lado derecho de la ecuacibn de V(B) - l:-i:—;- se
podrd expandir de 1la siguiente manera
LT u(,b] - $eL - D:%B

S0 Tioenm® e
Chz-0s98)8 l-o.gﬂ" LR
<|.-L-o.se)(u-o-as+e.:*v'c o-xfa“’r--—)

2 1L X0 B+ 0068 pn.'m # 1-36 B*t o

[

LT E R -




es decir, la funcion V{B) correspondiente a este cociente, tendra
un nimero infinito de términos (y por tanto, de pesos v), Teniendo
sélo pues, con la notacién sugerida que r=l (i.e., el orden de la
funcién $), s=1 (el orden de W), mientras que K es muy grande para

el otro caso.

De 1lo anterior observamos que, tenemos que de*terin':,lnaf_‘:, los’

ordenes (r,s,b) y (p,q). Donde ademds, b en iﬁi'écﬁhvcié 1(4.2.’4){'

retraso de b periodos antes de que X empiec
por ejemplo, segfin esta notacidn,. LI :
%y influye a ¥, primerc). )

En otras palabras, el valor de indica ‘durante ﬁué tanto

tiempe la serie {Ye}continda siendé '1n£1|.xida,‘p5flﬁué;ios valores de
la serie de entrada Xy (i.e.,,Yg :‘i!:l‘f»f{.{irdaﬁrpprﬂ (_.ii;y,, Yoy, =,
¥¢-y-$), mientras que r indica qué ‘Yt:éété relacionada a valores
de su propio pasado como sigue: Yy ir;fiuenciada por ( Yo, Xa-2,

—Ner ).

Asi pues, ya encontrados (o identificados) y estimados tales
valores, se puede determinar lo que estos autores llaman: la
versibn de prondstico. Esta surge de multiplicar ( 4. 2,4 ) por
el producto de  $(%) 4 ¢$(8) para obtener

SCO) (B Ve = $LBINCR) Yemy 1 §LE) BCBIAL |

Asi por ejemplo, si tenemos que

L AMezwie) o, LmeR)
Li- 9 (-8
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entonces . .
T $9) =4840 = (e $18) (Wee W8 ) Reen & (=518)( 101600
e £ (3 rdIYea (5190 Ve A Wakion = (Wodi bW
- Kaewar & (W R bz tag - (33 81300 (318 ez

a4 partir de 1a cual podemos observar que, conociendo los valores
~ pasados e y, x y a, se pueden utilizar esta ecuacidn para

determinar valores futuros de Ye.

AnAdlogamente, mostraremos aht;ra. que el ané].iéis ‘de
" intevencién tendrd como objetivo: identificar un modelo similar al’

-de un modelo de funcién de transferencia.

Regresemos pues 8 la ecuacién (4.2.1), Es decir a que thr B
¥ Nt . En dicha expresién, y en base a la disgresi6én anterior,
intuimos que 1la funcién €t deberd expresarse como una ecuacién
en diferencia como en aquel caso (y que ademis es una buena manera
de especificar modelo dindmicos). Para tal propésito, consideremos
primero a la funcién

1 s 421

o s (4:2,9)
si £} 1

que es la 1lamada funcién de pulso, y que nos servird pax;é indicar™
el momento en que ocurrid la intervencidén (I es tal moniehto)‘;',v Yoo

que, visto de otra manera, serd como una especie de: s_eri‘e de

't::lempo de variables dicotdmicas, con valer 1 y-t=l-y O-e

momento.



Del pirrafo anterior, se puede seguir que El,t serd de la forme
CL-30B-32B% - =37 B ) Er g = (Wo - W\B-WaBhe .. ~WsB5) fy (A24)
donde ademis, €1,4:0 para t&1 (es decir, no se pueden atribuir

efectos a la intervencibn antes de que ella ocurra).

Ahora, es razonable suponer que el efecto de 1la inte;vencién
tenderd a ser menor, a medida que el tiempo pasa. Significando
esto -implicitamente- el establecimiento de un cierto supuesto de
estabilidad (de dicho modelo dindmico) que refleje este hecho
{como se hizd en los modelos ARIMA del capitulo pasado),

sugiriéndose asi, la existencia de un cierto nivel de equilibrio,:

En general, para que un modelo de la forma (4.2.6): sea:

estable, se requiere que las raices caract;r.isticas de‘ia ecuacib

1-38-518% ..oc $ypT2 0 e ,»,(74.'_’;;”"

se encuentren fuera del circulo unitario.

Asi, mis generalmente, si se consideran taices‘unitélrin:as‘ para
el polinomio de retraso anterior, que ohera sobre z:.t;
obtendremos que 7
3(e) YPere = Wle) fr,e L4 2:6)

el cual 1llamaremos: Modelo dinfimlco General de Intervencién,

Quedando finalmente que - e e L G L

2y = w {8) fre + o +0(8) 8¢ (4.2.9)

3Le)Ve TN A

como nuestro modelo final.
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.2 manera en que se estiman los pardmetros involucrados en
esta (ltima expresién serd mencionada mAs adelante, sdlo
mencionaremos aqui que se bosa en la teoria de verosimilitud,
similarmente a la desarrollada en la seccién (3.5.2) del capitule

anterior. Por lo cual no entraremos en mayor detalle.

A  menera de ilustracidn de los conceptos vertidos
anteriormente, consideremos, por ejemplo, que r=s5=0 en (4.2.6).
Entonces obtendremos que E1yv3 Wefpe.Asi, si tomamos el limite de

esta Gitima funcibdn cuando t tiende a infinito, tendremos que el

nivel ‘de equilibrio en (4.2.8) serd cero; ‘mientras que si reg=l,

tendremos que (4.2.6) serd:
Eyen S ZTg,t-1 + Wo f;lt, -W, ?;‘.Q,..
y el nivel de equilibrio sera, a su vez:

Bt s Moo WioWen o Wy
Lo fiafom oaty

"'A'esta Gltima cantidad, como dijimos, Box y Tiac 1a “denominan” -

"gananéia" o, cambio eventual atribuible a la 1n;efﬁgnci§g:§ﬁ6£esg o

la analogia nominativa y conceptual de ésta. con"el‘ Concepﬁé
introducido en la parte dedicada a la funcibn de transferencia en

__.unas phginas anteriores).

Ahora, en este punto. notamoé*también qde e1 problema se

concentra fundnmentalmente en identif cal 1s funcibn dinémica de

Intervencién, para lo.. cual, :se han- propotcionado en diversas

publicaciones como Guerrero (1983). 'réfiqas que pueden ser (Otiles




pé;a éyudaf a esto (es decir, donde Se muestran algunas formas
 tipicas de céﬁo pueden ser los efectos de una intervencidén sobre

una serie de tiempo).

Por otro lado, Box y Tiso (1975) establecen que, de manera
general, la metadologia del anélisis de Intervencifn es 1a

siguiente:

(1) Determinar :

haber ;nfl_uido.

dinémico que - ;eprésgh:e

adecuadamente el efectoide- la intervenci6n.

S dv) 'Esﬁnﬁr el nin'delb complet'o para todo el periodo muestral de
',obaervacién(i,e. escimar simulténeamente tanto los parémetros que
parezcan?

correapondientes a la parte estocéstica. determinados en el péso :

‘ De. 16 ahfério;; . sé desprende que,’ 51108 i’esiduaies {Como en’
el caso de los modelos ARIMA), -no muestrnn algﬁn patrén de

correluc:lén a la hora de verificar el: modelo de Intervencién

BT

a funcién ‘de:. intervencibn, - como - aquellos - -



obtenido, indicard esto que el modelo es adecuado (es decir, si la

FAC de los residuales proviene de un proceso de ruido blanco).

Cabe mencionar aqui, que en algunos casos 1la intervencidn
puede ser lo que los autores antes mencionados llaman recursiva (o
miés bien, tener efectos recursivos). En otras palabras, puede
haber mAs de una intervencidén en el tiempo sobre 1a serie de
tiempo en cuestidén. Indicando esto que, la intervencidén tiene
varios componentes estructurales (uno por eada intervencidn). Un
ejemplo de esto lo da Guerrero (1983). Al considerar el andlisis
de 1la serie de tiempo referente al indice de precics al
consumidor, donde, debido a nuestra legislacién laboral, se llevan
a cabo varios aumentos salariales en nuestro pais a lo largo de un
afio, cada uno de los cuales afecta separada y diferentemente a tal
serie, teniéndse que considerar -consecuentemente- a cada uno de
ellos (los aumentos salariales) como una intervencién, y obligando
asimismo a considerar varias funciones dinimicas de intervencién

simulténeamente,

Otros aspectos importantes pueden surgir en la préctica al
aplicar el anAlisis de Intervencién. Teniéndose que modificar, de
-.-alguna manerg,fildﬂmetodologia descrita anteriormente, no siendo

esto " sine §6Ip variantes en la interpretacién de &sta. Aunque
‘ claro, 'tampéco"éignifica que no haya una mejor manera de atacar

los problemss que otras.

Esto. "es, - de,.la_‘mgfodélogia descrita antes,: Box -y . Tiao




sugieren que el modelo propuesto, se base en el conocimiento
tebrico que se tenga tanto de la serie de estudio (es decir, del
fendmeno) como del factor externo que tuvo lugar y la afecto

(i.e., 1a intervencién), cosa que no siempre es posible.

Para problemas como estos, Guerrero (1983) también, augiere
algunas alternativas en dicha estrategia, Una de ellas es que, si
se considerar gque, después de determinar el momento en que
comienza a actuar la intervencién el efecto de ésta no afecta a la
estructura de autocorrelacidn de la serie en cuestidén (cosa eu

sucederfa si el efecto fuera posible representaro mediante  la

funcidn €,k =Wh v Vzm.wfg} entonces se podria construir un_

modelo para la parte estochstica durante el . periodo” de "~

observacidn, e incluir, posteriormente, la funcidém diknlsmicarpara

construir el modelo completo,

Otra wanera de  aplicar- el anélisis. d’e.,;I'ﬁt;/er»jg‘rrlcién‘[‘es,:' .

construir un modelo para la . serie de - tiempo. en estud_io e
investigar si .los residuales obtenidos a partir de ese wodelo,

--.-tienen . un_ valor asbsoluto muy grande (respecto a la desviacién

esténdar residual), averigudndose despubs, el porqué dé tal

desgresibn, justificéndose de esa manera la postulacién de un
modelo dindmico de intervencibn que tengas en cuenta los _efectos
causados por dicho fendémeno, si se encuentra que la explicac.ibn_ de
uno o mAs de los residuales "significativemente grandes' céinc#dén

con la ocurrencia de tal evento anormal, ‘- respecte - al

comportamiento histérico de la serie. Reduciéndose as’i,x a partir E

de la inclusién de esta funcién, la magnir._ud de taie: residnaies

Y T




"sospechosos", para después de esto, estimar el modelo completo.

Cabe mencionar, que estas dos variantes de la metodologia
- descrite, pueden ser vistar -en cierto modo- come excluyentes. En
el sentido de que, 1a primera se puede considerar como "a priori"
{por 1llamarla de algén modo), mientras que la segunda, como "a
posteriori™, Lo propio, como sefiala el mismo Guerrero, es
considerarlas wAs bien como complementarias (aunque dicho autor,
prefiere 1la manera "a priori", por considerar que con la otra

forma, el modelo sin funcibén de intervencidn podria ocultar la

presencia de efectos causados por intervenciones.

Otro aspecto de suma utilidad, surge derlr_ér cuestitn de que no
siempre podemos estar seguros s5i en la serie de t:iempo'
considerada, hubo o no una influencia (externa) considerable;

debido a una cierta intervencibn,

Para tal propdsito Box y Tiao (1976) sugieren un estadistico
de prueba que nos permitiria deteétar cambios en el modelo,
atribuibles a una tal intervencién. FEl razonamiento que siguen -a
grandes rasgos- se basa en el concepte de minimo - error K de -
prondstico medio cuadrétice (similar & 1o que vimos en ;1 capitulo
anterior), el cual estd dado por

€u v 2w - 2N
= )i‘ Yy 0y

donde Y, =\, Sefialen de ésta que, -la crarisft_:rméciéhr . de  choques




aleatorios de errores de prondstico estd dada, a su vez, por
e gg donde 1’ es una matriz disgonal inferior de
dimensién HxH y e un vector mxl. As{, inversamente, se tiene que &=
Te ,donde W= Y-,

De lo anterior, deducen que la matriz de covarianza del vector
de errores de prondstico minimos en error cuadritico, &, €s V= l(s's\:
=z ?_ ‘i‘(r‘. Siguiende de este que, si ei modelo original es
apropiado durante los periodos h=l,...H entonces, QudNeE se

distribuird como una ji-cuadrada con H grados de libertad, y donde N
o ok,
Si, de otra manera, el modelo cambia de alguna forma (de nivel, por

ejemplo) es de esperarse que Q aumente,

Por otro lado, para calcular Q a partir de €w sugieren,
asimismo, el uso de la identidad
1 ! ’ Y
Qe Vle =z € WWerl= ooyttt L ol (4o}
- - - s e wo
Esto es, Q serd la suma de cuadrados de los errores de pronbstico

estandarizada v, Q1 ...,0u,

MAs claramente, la expresidn anterior se podria escribir como
Qs :‘%‘ €honan () [ 52 (412.0)

donde %: es la varianza residual del modelo construfdo para el
periodo previo a2 la intervencién ocurrido en el momento t=I, y Ex-\(i)‘
Qg(ﬁ,...,tm‘_tu)son los errores de pronbstice un perfodo hacia
adelante. Recapitulando: si el modelo construfde ne es adecuado,
entonces Q tendrd un valor muy superior (o significativo) al
compararse con valores de tablas de una distribucién ji-cuadrada
con H grados de libertad; significando esto también, que dicho
modelo no se puede considerar como buena representacién de la

serie hasta 1la observecién tsIwH-1 y deduciéndose asi que: la
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intervencién ocurrida si afecto, en cierto modo (que nos interesa
identificar y estimar su influencia) a la serie. Necesiténdose,
pues, la postulacién de un modelo dinédmico de Intervencidn, como
los explicados al principio de esta seccibn, que tome en cuenta

estos efectos.
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4.3 EJEMPLO: ANALISTS ESTADISTICO DE LOS DATOS DE SMOG
FOTOQUIMICO EN LOS ANGELES (OXIDANTES).

Cabe mencionar, para empezar, que este articulo es el
resultado de un proyecto de Investigacién realizado por G.E.P.
Box, G.C. Tiao y W. J Hammong (1975), con datos proporcionados por
la institucién llamada: Los Angeles County Air Pollution Control
District. los cuales estin cosntituidos por mediciones sobre
contaminantes llamados primarios, tales como el oxido nitrico los,
hidrocarbonos, el mondxido de carbono y el dioxido de sulfuro.
Asi como de ios denominados Secundarios que comprenden al Ozono y
el dioxido de Sulfuro (los cuales se registraron csda hora en
diferentes estaciones del conducto de Los Angeles durante 17

afios).

El- objeto eventual de este trabajo —tiicén los autores- es
utilizar 1la ‘informacién dada- por los datos, para construir modelos
matemiticos que representardn adecuadamente los movimientos
espaciales y cronolbgicos de los contaminantes en cuestién. Es
decir, modelos & partir de los cuales, sea posible pronosticar
tendencias actuales y futuras de dichos contaminantes, y sefialar
(0 valorar) 1la efectividad de las medidas de control que scbre

este particular se implanten.

~r-- Egte articulo trata, de hecho, sblo con un aspecto particular
del problema, ' a saber: el movimiento del smog fotoquimico en Los
Angeles. " Para este efecto, los autores dividieron el trabajo em

dos pu:ées: en l.a [i!;j;méra. se trata de introducir la problemitica



implicite en la cuestidn que nos ocupa, usando las mediciones de
Ozono (troposférico en este caso, no estratosférico como el que se
ocupa esta tesis) como indicador bAsico de la misma. Mientras que
en la segunda, se discuten una serie de problemas estadisticos que
surgen en el estudic de tales datos (Utilizdndose el Andlisis de

Intervencibn).

Asi, en la mencionada primera parte, se describe -a grandes
rasgos- €l  problema del smog fotoquimico en Los  Angeles.
Mostréndose, por ejemplo, el movimiento diario que sufre 1la
cantidad de Ozono, los efectos estacionales que influyen en 1la
misma, las implicaciones en dichas mediciones por efectos causados
por 1a posicién peografica en 1la que fueron wedidos (u

observados), No abundaremos en esto.

Lo importante patra nosotros en esta seccién es. en realidad,
la segunda parte de dicho articulo. Esta parte se motiva por dos
cuestiones planteadas por 1la Institucidn mencionada al prineipio,
a saber:

1} Un camblo de un cierto’ tipo sobre un cierto. dato,

¢ produciré alguna diferencia?

o mis especificamente:

2)¢Produciré el tipo de diferencia que se esperaria?

En otras palsbras, lo que querian determinar es, si 1los
eventos especificos (ocurridos en diferentes fechas) tuvieron una
repercusién significativa en el nivel general de la centided de

Ozono troposférico en los Angeles. Estos eventos son: la apertura
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de una via de comunicacidn que llega al centro de 1la Ciudad,
llamada Golden State Freeway, en 1960; y la introduccién de un
reglamento, por parte de las autoridades, llamada Regla 63, En la
cual se normaba la reduccidn de la proporcién de hidrocarbonos

reactivos en la gasolina a la venta en los Angeles,

Para esto, invalidan el uso de 1la prueba t, por no
satisfacerse 1las condiciones que se requieren para la utilizacidn
adecuada de ésta, y que mencionamos en el capitulo anterior. Ya
que los datos de Ozono presentsn observaciones autocorrelacionadas

tanto sucesiva como estacionalmente.

Asi, baséndose en las herramientas mencionadas para analizar
series de Tiempo, sugieren el modelo para la parte correspondiente
al ruido Nt de 1a expresibén (4.2.1) de 1a forma:

Ge823Ne = (- 018) (s 00 8%) Ou¢ i)

Es decir, ademis de 1la posibilidasd de la existencia de una
tendencia de tipo determinista, que deberd ser tomada en cuenta
por de 18 misma expresi6n, es preciso mencionar que (4.3.1), es 1a
que describe 1las relaciones estocdsticas dependientes en el
tiempo, para las 7 estaciones de medicién de las observaciones de
Ozono. En particular, los factores \- g'* 4 \- ®, b con juntanente,
toman en cuenta el patrdn estacional presentado en los datos. La
naturaleza de estos factores se pueden entender como sigue:
supongemos que fuera cero en la expresién (4.3.1), entonces el
prondstico de, por ejemplo, el proximo Enero, seria un promedio

ponderado de los datos de todos los Eneros pasados, con pesos
Ci-8y), §u(i-0.), 81 (1 -6<),8) (\-0y), ...
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los cusles decrecen exponencialmente para el pasado remoto, Fl
fnctor\’ﬁ‘osu vez, representa la relacién no-estacional entre - las

observaciones correspondientes a los meses sucesivos.

Por otro lado, para la parte £1,¢ del modelo, se consideraron

como intervenciones:

f1: La apertura de la rua Golden State Freeway -y la

implantacién de la Regla 63 en 1960 {que habiamos mencionado).

!2: Las regulaciones progresivas desde 1966, con respecto a
cambios en los disefios de los motores de los carros nuevos, de las

cuales se esperarie reducir la producidn de

Asi pues, con respecto a 1\, se puedé esperar que se produzca
un cambio de nivel de 03 a principios de los 60! Mientras que el
efecto de Y1, se podria representar més adecuadamente conociendo,
por ejemplo, 1la proporcidn supuestamente creciente de vehicules
con tales caracteristicas de la poblacidén total de los mismos. Asi
también, sefialan que, como tales cambios provocan una reduccién
lenta de reacciones que producen 03, vy, debido a la inversién de
la temperatura atmosférica diferencial (dicen) verano-invierno vy
la diferencis en la intensidad de la luz Solar, el efecto neto
serfa diferente en Invierno, <uando la contaminacién oxidante es
baja, con respecto a la correspondiente de verano (la cual

obviamente es mis alta).
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Asi, sugieren como modelo tentativo de Intervencidn, para
repregentar al fenémeno en estudio (para los datos de Enero de

1955 a Diciembre de 1972):
€ C1-0i8)(1 -On 8?)
‘t-.Wuh..-qu-—f'_—“e‘T-‘rwo:-‘—_ge-"’\' T ay h32)

donde
o, t&Enero 1960

€w
A ,t®Enero de 1960

1, '"werano", meses de junio a octubre, empezando
Euy desde 1966

(=]

, de otra forma

—

, "invierno", meses.de: Noviembre a Mayo; empezando
de 1966 L ; :

o

.,dg-‘ot'ra'fo;mé."— e

E.éte_ quelo pues, permite la asignacidn de un camblo en el
' _nivel.del .03; Al inicio de 1960 de tamafic Way asoctado conly, ¥
E puﬁ; Hlos incrementos anuales en el mismo nivel al inicio de 1966,
de Wa.ty Woes unidades, respectivamente. Los resultados obtenidos

(i.;:.. los estimadores mdximo-verosimiles de los parfmetros

involucrados en el modelo) fueron:

MAE TPesv. Estandar
_Pardmetro (totimader may-veres) Cdal ertinader)
7 Moy -1.04 0,13
Wor = 0.9 0, 0%
\os - 0.0% 0,06
. - 0.%4 0.03
o 0.55% 0104

- A AR0



Asi pdés. a partir de éatos resultados, podemos decir que hay

evidencia de que:

1) Asociada <con Iy , hay un cambio (reduccibén) de
~
aproximadamente Woyz = 3:09 unidades en el nivel de Oy {es decir,

de ~1.09 partes por millén).

Asimismo los parAmetros Wes y We3 representan, en la presién
(4.3.2), respectivamente, para los meses de verano e invierno, los
cambios progresivos en los niveles de observaciones de un afio al
siguiente empezando desde 1966 y hacen las veces de las pendientes
de las lineas que representarian las dos tendencias deterministas

correspondientes a estas dos estaciones del afo.

De 1o anterior, podemos decir también que:

2) El estimador de Wee proporciona evidencias de que ha
habido un progreso constante para las estaciones de verano, tal
reduccidén en la cantidad de Czono es del orden de los Q.25 partes
por millén, Mientras que, por otro lado, el progreso (si lo hay)
para el invierno, es muy leve. En particular, el valor estimado de
Wes podria ser igual a cero (significando esto un progreso nulo),
ya que estd dentro del rango de -.07Y .12 que es el intervale de
confianza del estimador). MNotese que este Gltimo rtesultade no

contradice a los datos.

En cuanto 8l tipo de respuestas a las funciones, . podemos

mencionar:



Cuadro 4.1

Casos Particulares del Modelo Dinémico Genmeral

ORDENES MODELO

DE LOS DINAMICO E“gﬁféo
OPERADORES (IMPLICITO) X 1To
, {ribys)

- 0 si té1, I+
®0n 1o BPLe Creih s =
" si t=I+1

sitel
sit>]

sl tel
(‘:010) sital

0,1,0)

si <l
si t=1

sie>1-

st t<l
si t=I..

si t>1 :
sit<]
sit>1

si tel
si teI
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CAPI;TULD V.- ’EL MODELO
s INTﬁonuccmN

En el Otofio de 1986, investigadores Estadounidenses llevaron
E cabo estudios en la regién conocida como la Antértida, al sur
del globo terriqueo, referentes a la cantidad total de Ozono en 1la
" 1lanada capa de Ozono (de la que nos hemos ocupado anteriormente},
donde detectaron una "perforacibn" del tamafio casi de América del
Sur, Tal "perforacién" es presumiblemente producida tante por
componentes quimicos utilizados en la Industria (es decir, 1lo que
genéricomente se llaman factores de tipo antropogénico), como por
factores de tipo "natural". Entre estog dltimos se encuentran las

erupciones volcénicas.

Asi, la posibilidaed de que la capa de Ozono que cubre a 1s
Ciudad - de México, presente algiin patrén decreciente a "largo
plézo" (o sea, una tendencia decreciente en la cantidad total de
Ozono en esa capa), sepin los especialistas del Departamento de
‘Rediacién Solar del Instituto de Geofisica de la UNAM, provocada
por la erupcién del Volcén Chichonal en el estado de Chiapas en
Marzo de 1982, motivd el presente trabajo, cuya aportacién es el

modelo aqui presentado.
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" 542~ EL MODELO

Los datos que analizaremos se encuentran en la tabla 5.1, los
cusles son el resultado de observaciones realizadas en la Ciudad
de México (19° 20.0; 99° 10,5' W, 2,268 metros sobre el nivel
del mar) a partir de junio de 1974 mediante la utilizacién del
Espectrofotfmetro Dobson No. 98. El punto - de observacién se
encuentra en los terrenos de la Ciudad Universitaria, en el
observatoric Central de Radiacién Solar del Instituto de Geofisica

de la UNAM. Los datos estén dados en unidades Dobsén,

El anélisis que se mostrord a continuacién, se llevo a cabo
mediante la utilizacién del conocido paquete Estadistice SPSS (
Nie,1981) en su versién 9, invocando la rutina correspondiente al
Anhlisis de Series de Tiempe llamada Box-Jenkins. .

Asf se 1inicib tal andlisis con 1a etapa de Identificacién,

probandose -primeramente- el ajuste de modelos de la forma G1-8)%(i-gnYopy

Ty farm &30 h30A0, Y8 que segln la grafice (5.1) correspondiente a
los valores observados, existe la posibilidad de un factor

estaclonal con periodo mnual (es decir S=12) en los mismos.

Como vimos en la seccién correspondiente a 1a identificacibn’
de un modelo ARIMA, de lo anterior nos interesa —por lo proato- la
deaviaci6n estdndar residusl ssociada a tales modelos. Asi pues,

los resultados son los siguientes:

WMope Lo PRIVIACLON SETANIAR
O =0 - 8", iy 194854
) (- 8) (-8 a Ly AT L
1) G-V (i-a™ ) e s A 13,403
4) (0)P 0 -0%) py s Ay [E 9 XY

e



8) (=030 -8") 2= Ay 0,526

6 (=841 -8%) 20 Ab .23
P IRATE S LA T 0% WO 10,668
8) (v-8) (1= oaYiqy =ty 1680
9) (1) (1~ 9n)t1e = da 24,868

De aqui que, los modelos ajustados que tuvieron una
desviacién  estindar asociada minima, podrian  ser las
correspondientes a los casos 2 y 5. Los cuales pues, segin este
criterio, muestra los grados de diferenciacién (estacionsl y no~
estacional) que se deberén considerar -inicial y provisional=-
mente- como los necesarios para volver estacionaria a ls serie 'dé

tiempo en estudio.

Asi pues, para el caso 2: (1~ )% = oy observamos que su FAC
muestral ~ (fig. 5-3) ‘es la correspondiente a 1a de una forma
periddica, con atenuaciones en cierto modo exponencial, a medida
que " el nbmero de lags aumenta. Estos aspectos sugieren, en
principio, 1a consideraciébn de una parte autorregresiva en el
modelo a proponer, vy, por otro lado, la necesidad de tomar
diferencias estacionales de periodo anual como lo sugieren tanto,
1a citada grafica de las observaciones (fig.5-1) como la de 1a
FAC muestral, también mencionada (ya que notamos picos en los lqgs

12,24,... y =-posiblemente- otros de menor duracién como los

correspondientes a los lags 4 y 6).
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TABLA -S~
CANTIDAD TOTAL DE‘OZONO
( 1974-1978 corregido )

ANO i MESES
v

1 I v VI "VII VIl IX X XU X medla

1974 B 303 315 305 289 274 260 248
1975 [256 262 263 276 287 300 308 300 291 277 275 274 281
1976 |271 284 282 290 299 294 297 307 293 275 260 262 285
1977 |255 268 274 294 302 313 315 307 298 71 258 259 285
1978 | 249 251 (274) (284) (292) (302) (307) 299 290 276 269 258
1979 | 262 267 289 296 300 304 300 300 293 279 264 253 284
1980 |261 253 257 263 272 303 310 305 310 281 267 270 279
1981 |279 278 277 284 292 294 305 306 302 276 274 275 287
medla |262 266 274 284 292 301 307 304 296 276 266 262

¢ 9 11 1 11 10 & 6 3 7 3 6 9
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Las observaciones anteriores favorecen al modelc teatativo
correspondiente al caso 5: (1-8Y{(1-®')Te =y, Ya que aplics
tal diferenciacién estacional a los detos de la serie. Asi, en el
correlograma correspondiente (la fig. 5-4, 1a cual representa la
FAC muestral de este modelo) observamos que la mayoria de las
autocorrelaciones caen dentro de los limites de confianza (estos
son dados por el paquete estadistice mencionado de manera
automdtica y basados en los criterios apuntados para este fin en
el apartado correspondiente) excepto los correspondientes a los
lags 1,5,9,12,13,24. Los cuales podrian indicar, a su vez, 1la
introduccién de una parte MA en el modelo que tome en cuenta tales

aspectos.

Posteriormente, se recurrié a la grifica de FACP muestral del
modelo ‘anteriar (fig. 5-5), en la cual se observdé que hay un valor
significativo correspondiente al lag 1, hecho que sugiere por si
mismo la introduccién de un componente autorregresivo de orden 1.
Esto es, la consideracién del operador (l—f.B) en lugar del (1-B),

considerado hasta ahora para la parte autorregresiva del modelo.

ESTIMACION Y VERIFICACION
- Al estimar e.l models (1-‘.5)(\-@')1\. = dy ' (ﬂondé -(tnoes ;
necesariamente de ruido blanco), comprobamos 19 pece‘si;ia‘d . ﬂe .
sostener la " introduccién dely cbmpt;nente aut;orreg'resi\;'o' antes

mencionado, debido” & que se obtuvé que $.: 0.6¢y no es-igual a

uno (como seria en c‘a‘spude" hahér'seguido utilizando el 6patado Q-

B), fig. (5-T).
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FUNCTION FOR VARIABLE Y
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Ahora, al analizar el correlograma de los residuales del
modelo propuesto hasta el parrafo anterior (fig. 5-6), podemos ver
que hay valores altos para los lags 5,9,12,13 y 24. Este hecho es
de suyo sugerente, ya que algebraicamente el operador

(- $r0) = (1= B\ By gty - - Y1 X @@ e ) (32)
(1= @4 84 )0 \- @0
e\ tual adevang, puede ser Vitto come:

z L -~0n0'- hgﬂ’-ﬂg“-oc\l G“‘-h\y o “"'O.M‘w
15+2.2)

escrito éste en una forma general, donde se ve en la expresibn de
1a derecha, 1la cual surge al llevar a csho las expansiones y
multiplicaciones seialadas matemdticamente, que podemos wutilizar
tal opersdor, para tomar en cuenta las apreciaciones hechas sobre
los valores significativos a los lags del correlograma obtenido en
la estimacién del modelo tentativo examinado. Es decir, ahora se
suglere el modelo

G-giy (e Bes (- Qub™) (-6 BY) 0 (5.1,3)
donde €x seria presumiblemente (a reserva de checar

posteriormente) de ruido blanco.

Asi, ol estimor los pardmetros involucrados en el modelo

(5.2.3) obtuvimos que (fig.5.7):

L3
P, = 05520
S e NS A

i = 0. 87050

cuyas- deaviaciohégvééiéﬁaar sociadas

hacen admisibiers.‘

También, “de:'la” fig. (5.8), de

propoxji;ri'onarun_mejoi ajuste,’ podenos co
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a) La matriz de correlacién de los estimadores de los
parémetros involucrados no presentan valores eltos lo cual indica
que no hay problema de sobreparametrizacién o de redundanéia en el

modelo propuesta,

b) La varianza de los residuates fue de lo mis bajo que pudo
obtenerse en este fenémeno: 50.4 Unidades Dobson, ya que 1le
corresponde una desviacién esténdar aproximada de 7 unidades
Dobson. Lo cual es casi igual a lo que se esperarfa -al menos-
para cualquier otro modelo utilizado y considerado apropiado.
Debido esto al comparar con el hecho de que la determinacidn deVIa
cantidad total de Ozono estratosférico mediante -un Espectro=
fotémetro Dobson se hace con un 2% de precisidén (ver capitulo 1),

o sea, con 6 unidades de desviacién esténdar ésperada como. ninimo.

c) Los valores de ji-cuadrada para los'residugles (pﬁueba‘ de

Portmanteau) no estén en la regi6n de rechazo, -

d) Podemos observar también que, ﬁnicémente 5 de 1o

se ‘apartan ' ligeramente de las bandas de cupfignza}al

gréfica correspondiente a las autocorrelacionegjde log - residuale

(fig. 5.9). 1o cual no es grave,

el

©.:Como -+ puede " verse -y asi g8  anotd ‘gapituld.

correspondiente~ el proceso de construccién de un modélo‘péra -13"" e

serie de tiempo correspondiente a la parte estocAstica del ﬁodeloi

de Intervencién que trataremos de proponer posteriormente (si ‘e

w0
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neceéario éste), es un ‘proceso' iterativo en e.l cual es d{ficil’
separar o dist_inguir en 1q préactica, las etapas- que le
constituyen.

En este orden de ideas y debido a ls imposibilidad de identificar,
en primera instancia, el proceso (o mecanismo estocastico) que
generd tales observaciones, las cuales -como sabemos- estén
influidas por variaciones debido a muestreo {entre otras cosas),
es que tuvimos que utilizar la técnica de sobre para metrizacién
para probar la bondad del modelo, A partir de 1lo anterior, al
introducir otros pardmetros en el modelo propuesto, notamos que no

habla un cambiorimportante en los resultados (en el ajuste).

=74 Por-otro lade;  buscando un mejor modelo, y baséndonos en el

: hec:yho :efliei que nos gufamos para la construccién del anterior, en

7 EL, ;iéntid:a .rie quer" el correlograma en ese caso, presentaba picos en
7 1;&; rgz’aﬁos 5, 9'; 13, se estimé olternativamente el modelo

(i8e 4 0%- $, 89 ) 01- 81 ) te = (1- Bn 8]0y (8.4)

el- cual se "comporté” casi tan bien como aquel (veénse las figs.

. 5,10°a 5,13), ya que ademAs de las bondades de ese, notamos que en

este, - por su parte, no hay puntos fuera de 1los limites de

. cor;fianza del 95% en el correlograma correspondiente asi como que

los estimadores de los pardmetros son significativos (distintos de

cero).

 : En - realidad . pues,: no ‘és'dificil_i'daxzqosA‘,cuen‘ta.:(dé 1las

expresiones de.dos . maneras .. .

rm qi;e',‘,:si hemb;ﬁ e

Tha
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de elegir de entre los dos, optaremos por el primerv.  Aunque es
conveniente mencionar aqui que existen crite-rios més formales
para seleccionar de entre dos modelos elegibles como el de AKAIKE
(1972), por ejemplo. Pero como no los necesitaremos aqui, nos

limitamos a dar la referencia).

Es decir, nos quedamos con el modelo
(-de)(m ™)ty » (13- @@ ) (1- 840% )R
invocando (esencialmente en estas circunstancias) al principio de
parsimonia, ya que este modelo sblo involucra tres perimetros,
Adicionalmente, debemos verificar otros aspectos importantes

con respecto a este modelo. Asi pues, tenemos que:

a) La media aritmética de los residuales es 0,38046
b) La desviacibn esténdar de los residuales es 7.0824
o Por” lo que, para determinar si el nivel de la serie de 1los

: ,freﬁidualea debe ser considerada como significativamente distinta

de':éérb (e introducir -consecuentemente- un pardmetro pata

fepfeaentar esto, como una tendencia determinista) calculamos al

" coclente (3.5.3.3):
O rrsy 0.3Bok 44680 4
e Roa W@ /0. 2 ERTTiwere

.fel’ cual es menor que 2. Indicando esto (segin ese criterjo) que

~por 1o pronto- no tenemos evidencia empirica de que 1la serie

contenga tal componente determinista.

También, sl obgervar la grafica de los residuales (fig.5-14)

notamos que 8b6lo 5 de ellos se salen del intervalo de confianza

L



dado, que es -como se sefialé- de la forma ( -AS';, ‘Ls’a ). donde%'.\
es como antes;la desviacién esténdar de los residuales. Lo cual es
consistente con el requerimiente de que el 5% de ellos salgan de
dicho intervalo, aproximadamente. Nobtese ademis que el residual
correspondiente a la observacién 94 (el que corresponde a Abril de
1982, es decir: un mes después de la multicitada erupcibn) tiene
una valor de 14.48, que es ligeramente mayor a XG& c % b sa-
liéndose as{ de dicho limite. Haciendo este hecho sospechar que
pudo haber una inflyencias en la evolucién de la cantidad total de
Ozono, ocasionado por la intervencién mencionada. Por lo que,
aunque obtuvimos anteriormente que no habia una  tendencia
determinista en los datos, ahora debido a este hecho, tendremos
que echar mano de las técnicas del Andlisis de Intervencién para
dilucidar si hay en realidad tel patrén de comportamiento. Y si
asi es, determinar si fue causado por tal intervencién y cudl es

su influencia sobre el fenbmeno en estudio.

Tompoco podemos pasar por alto la verificacién de - que el
modclo propuesto cumpla con las condiciones de Invertibilidad ¥y
Estacionaridad. En este sentido, una de las ventajas de los
modelos multiplicativos como el aqui obtenido, es que esta forma
 simplifica la verificacién de tales condiciones. Esto es debido a
que estas condiciones se aplican separadamente a los cueficiéﬁceé

estacionales y no-estacionales.

Aemfs la estacionaridad se aplica sblo a  los coefi;ientea

AR, pero tratgmos separadamente a los;coéfiéiente; estacionales




y no-estacionales, debido a que la condicién formel de
estacionaridad para un modelo multiplicative es la que las ralces
de $gle) iﬂg,’):o cailgan fuera del circulo unitario. Lo cual es
equivalente 2 la condicidén conjunta de que las ralces de ambas:

$i0)50 3y Fe(0%) =0 ceigan fuera del circule unitario.

De lo anterior, tenemos que el modelo ARIMA (1,0,1) x (0,1,1),
representado por (5,2,4), cumple con el requisito de no-
~
estacionaridad,ya que Y4iV\4 & {como obtuvimos), como lo

requiere un AR(1).

Ahora, para checar las condiciones de Invertibilidad, debemos
hacer algo andlogo & lo que se llevd a cabo pars la parte AR en el
aplicado a cada componente correspondiente a la parte MA. del
modelo. Asi, puesto que \8\1.\ &Ly \s'g\ 4\ queda satis”fvecho

tal requerimiento.

g
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PRONOSTICO:
El modelo por medio del cual pronosticaremos serd el dado por
la expresién (5,2,3), a saber:

(1- 3,800 B 20 = (1= @ (v egBt) e

cuya funcién de prondstico estard dada por

- ~ ~ e
ERER A P N T ¢¢ﬁ"lq, v By -"B,.S"Ex ~oad e ¥ e“-'QB (-3
~

n ~ "
¥ 2z e & %- Tper » 3- Tyt R =Dy Bara ~ O8arit 4 O B Canyg

la cual sustituyendo los valores obtenidos tenemos que:

: 2 = Teeve b 0551 Le1 = 0,558 Teeip 4 € 4 04415 Quey 20 NS Byenn” 0 W eesic
: (5.2,5)

Asl pues, si tenemos por ejemploc, n datos y queremos pronosticar a
partir de la observacidén Enentonces

" 2 a s
Loadond Premana” $u Tnateis + 04 ~848n-1-4 T @relrnrton s & Blmr-ie
fora !.-.t....,ﬁ

1 -~ a A a
Trids Tarbers ¥, Enatar- %I tnak-13 ¢ 8o~ D Cnagait t By B lned-re
fave Lz %, it {9.1:6)

' ~ a
Twalein ¥ 1 Bnvke -3 2t 4 &0 - B BrRmtare
para $a 1350416

~ ~
Tnbheit+ Prinstt = B TneRety £ S0 para L7216

los - cuales se obtienen sustituyendo los valores estimados de los
. .parmetros - respectivos. Nétese en las funciones de prc;nbstico
(5.2.6) que, para cualquier valor dei { o 1lead, anglicismo
‘x.n:ilizado en eatos casos), si el subindice de un @ excede de n,
entonces este término ser& igual a cero. Siendo este hecho lo que
produce precisamente que el prondstico bajo este enfoque, sea de

minimo error cuadritico medioc.
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Por otro lado, cabe hacer notar que las expresiones (i.pit) "
(\-0u.0'") en el modelo en cuestidn, tratan de remover las
dependencias de observaciones alejadas entre si por un aio,

mientras que (1~ ¢,8) 4 (‘—0.‘57)

representan, 8 su vez, el filtro requerido para remover la
dependencia que existe entre meses sucesivos y de los separados 3
meses entre si (es decir, Jjusto para cada estacidn)
respectivamente, con el fin de producir una serie de tiempo de
ruido blanco para 1los residuales 1€+§ como lo requiere este

enfoque metodolégico.

Asi pues, nuestro modelo toma en cuenta el patrén de caracter
no-estacional que provoca la no-estacionaridad en la serie, ya que
cada prondstico iv\u. parte del valor ‘correspondiente a 12
periodos atrds, es decir, de 2weir . Siendo de interés también
los valores correspondientes a un pericdo anterior, tanto antes
del valor a pronosticar como el de 13 periodos antes (dados por ;ltb\
Y 3‘1:&.., , Trespectivamente) que toman en cuenta, a su vez, la
dependencia entre observaciones sucedivas (es decir, el factor no=

estacional}.

Asimismo,se hace un ajuste adicional para lo restante del
patrén estacional mencionado mediante el factor 8‘1 €eeyy  asi
como para el cambio de una estacibén a otra y para la interaccién
entre estos dos componentes, representados por O¢R¢-¢ } 6.,3,(:.“.‘_
respectivamente. Lo cual es muy congruente con el fenémeno de la

evolucién de 1la cantidad total de Ozono, ya que sabemos que se
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presentan tales camblos en realidad (ver capitulo 1). Cabe sefialar
aqui también, que aunque no estemos seguros de la interpretacién
préctica del térming Eu-ve bien pudiera representar el ajuste
por 1a componente ciclica cuasi-bianual en las fluctuaciones que
segin Angell y Korshover (1973) se presentan. Pero que no fue
posible detectar mediante la perspectiva del andlisis utilizado
aqul, que es la de Box y Jenkins., Y que si fue detectada, por
ejemplo, mediante otra manera de analizar a las series de tiempo
que es la teoria espectral, la cual comprobamos que podria ser
utilizads como una herramienta complementaria a las  aqui
utilizadas (aunque cabe aclarar que no por esto es menor a la aqui
utilizada). Sefialéndonos esto también, algunas de las limitaciones

de nuestro enfoque.

Por otro lado, en la fig., 5-17 se muestra una gréfica en la
cual aparecen los datos, los pronbsticos a un paso hacia adelante,
el intervalo de confianza de 95% para los pronésticos calculados a -

partir de la funcién de pronbstico.

De estos, nos interesa ahora, especislmente, los prondsticoes
a un pase hacia adelante (representados por el signo +), leos

cuales deben caer dentro de los limites de confianza sefialados (y

~=r---que- ndemhs utilizaremos después). Asi pues, observamos que esto .

Gltimo se cumple.

Hasta . aqui hemos considerado fnicamente la. parte
estocdstica (M) del modelo general de Imtervencibn:

2wz Tre & N
) o ¥ 6L0) R
3 (8 peor gt
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ls cual estd dads por el modelo (5,2,3), y de cuyo anélisis
obtuvimos que no habfia evidencia empirica para considerar que
habia una reduceién en la cantidad rotal de Ozono (representado en
tal caso por @e=0 ), pero observamos asimismo que el residual
correspondiente a la observacién 94 (una deSp.ués de la fecha de

ocurrencia de la erupcidn) era muy grande,

Asi pues, es conveniente utilizar el estadistico de prueba Q
dado por la expresidén (4.2.11), para determinar si hubo o no.

influencia por tal intervencién.

Para esto, como

Q: 2 21-taw “\IQ" r

necesitabamos, prmeramente, checar si el modelo es vélido para el

periodo de tiempo correspondiente hasta la observucibn anterior

la ocurrencia de la intervencidén hipotética.

Asi, ol estimar el modelo propuesto en estas‘céndv

observd que era v8lido (figs. 5.15 y 5.16).

Ahora, como no estamos seguros alin de que se heyan llevado a
carlrm las influencias mencionadas en la evolucién de  la  cantidad
del totel de Ozono, ni tampoco, por ende, tenemos una idea de como
podria ser la forms en que ésta influyera en caso de ocurrir,
asumimos la perspectiva "a posteriori" descrita en el capitule

anterior.
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Es decir, para obtener los errores de pronbstico a un paso;
e‘.(\\'e,(i),...,eg“,h y calcular el estadistico Q, tenemos que
suxiliarnos de 1la tabla (5-2) que proporciona el paquete
estadistico SPSS, basada en el formato creado por Box y Jenkins
(1970). Esta es una especie de resumen de los resultados obtenides
s partir de la funcibn de pronéstico, que puede ser lelda y

analizada de la siguiente manera:

a) Horizontalmente, para comparer los prondsticos de 1les
observaciones del pasado con una observacién dada de la serie de

tiempo.

b) Diagondlmente, para obtener pronéstico hacia adelante a

partir de un origen dado.

¢) Verticalmente, para obtener pronésticos de observaciones

con un lead (1) fijo, de observaciones consecutivas.

En otras palabras, para nuestros efectos podemos, obtener la
L)
Z 1wt (8)  fij4ndoncs en 1a columna nimero unc de la tabla, y
W
cottparar los prondsticos a un paso hacia adelante, con los datos

_de la serie, escritos en la parte izquierda de la misma.
0 ses, la columna No. 1 estd formada por los elementos i‘,.(.\)

can kzt-tiw ..., T4 W-4, que son pues los prondsticos del tipo.

requerido.

. us_'
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As{, por ejemplo, ya que
Ry (3Y = B - Tpa (1)
entonces, por ejemplo:
Caals) = Tay -2 (V)
Por 1o tanto * 1n3-tinapg T inoll ]
E RT.eqy, L197 289 40 £ 124Y Whazkk -~ - £ 350818 3,036

e T 14LE, §540
y CORO % = 42,394 (ver fig. ) tenemos que Q:33:85

A sy vez, este valor nos indica que al compararlo con valores
en tablas pare 1a distribucién Ji-cuadrada con 24 grados de
Libertad, no podemos considerarlo como significativo al 5%, ya que
#.u,u = 3,

Cabe mencionar aqui, que se escogid el valor de Ha24; ya que
como habismos mencionado anteriormente,. Angell y Koshrover (i
), afirmon que existe un ciclo cuasibianual en las fluctuacines de

la cantidad total de Jzonc estratosférico.
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CGNCLUSIONES. -

El trabajo realizado en esta tesis, parte de la idea de que
el medio ambiente de la Ciudad de México nos ocupa (y nos
preocupa) por ser habitantes de &sta. Por tal motivo, creemos que
es importante el anslisis de la evolucidn de la cantidad total de
QOzono Estratosférico, con el fin de determinar si hay wuna
tendencin decreciente en la llamada capa de Ozono, que es la que
cumple funciones de "escudo protector” de la tierra (en este csso
mis especificamente, de la Ciudad de México, 1la m&s poblada del
mundo) contra la radiacibn ultravioleta proveniente de los rayos
solares. Lo anterior se debe a que dicha radiacién en "dosis"
excesivas, provocaria efectos indeseables en la Ecologia y en la

Salud de la poblacidn.

Asi también, podemos decir que dadas la caracteristicas del
1lamado "problems del Ozono", consistente entre otras cosas, en la
imposibilidad de la determinacidn exacta de la cantidad total de
Ozono en un momento dado (debido tanto a limitaciones técnicas en
los instrumentos de medicién utilizedos como es el
espectrofotometro Dobson en este caso, como también a la
multiplicidad de factores fisicoquimicos que coadyuven en la
creacién y destruccibdn constante del mismo, entre otros) y los
patrones y varjaciones inherentes a la evolucién del mismo en el
tiempo, dependientes de la locacién geografica y fecha en que se
realizan las mediciones, obligs la utilizacién de 1las téhcnicas
para andlisis de Series de Tiempo (desde la perspectiva de Box y

Jenkins en este trabajo) para representar adecuadamente dicho

Ex )



fenbmeno que, por la estructura de correlacién entre dichas
observaciones, éstas técnicas muestran una superioridad teérics y
prctica sobre las de Regresién y de promedios moviles que se

utilizan comunmente para tales efectos en este pais.

Podemos afirmar también que, si bien las .:écnicns de Box-
Jenkins para anAlisis de Series de Tiempo nos pueden indicar si
hay © no una tendencia en la evolucidn de la cantidad total de
Ozono, éstas no nos permiten ssber a partir de cuindo empe2é a
surgir tal patrén de comportamiento, ¥ mucho menos qué fue lo que

1a ocasiond.

Es mediante 1a utilizacibn de las técnicas de Anélisis de
Intervencién, que podrian ser consideradas como una extensién de
las de Box-Jenkins para anAlisis de Series de Tiempo, que podemos
averiguar si a partir de la ocurrencia de un evento exbgeno al
fendmeno en una fecha espec{fica, empezb6 a mostrarse un cambio o
tendencia "anormal”, en el sentido de no poder ser explicadas a
partir de los patrones y variaciones en el registro histérico de

los datos,

Asfi, al aplicar las técnicas de An&lisis de Intervencidn,
motivado por las sospechas por parte de los especialistas del
Instituto de Geofisica de la UNAM, de que la erupcién del volcén
Chichonal en Chiapas en Marzo de 1982, provocaria una reduccién
peulatina en la capa de Ozono {consideréndose a este hecho como

uns intervencién, en el sentido de la definicién dada en este
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trabajo) se determind que no habfa evidencia empirica suficiente

que confirmara esta,

En cuanto a lo anterior, cabe sefialar que el hecho de no
haber detectado una tendencia en los registros de 1la cantidad
total de Ozono estratosférico, no excluye la posibilidad de que
haya otros factores, como: sesgos en las mediciones por mala
calibracién de los isntrumentos de medicibn  sustancias
contaminantes de origen antropogénico u otros procesos
"naturales" que "actien" de manera "opuesta" al fendmeno

estudiado, por decir algo.

Estas técnicas, como puede intuirse, podrian ser utilizadas
también para determinar si los instrumentos de medicién estén o
no bien calibrados (la cual sucedis de hecho en el instituto de
Geofisica 8 principios de los 70). Siendo pues de gran utilidad

para futuras investigaciones.

Por otro lado, podemos decir que un problema latente en las
técnicas de Andlisis de Intervencién descritas en este trabajo,
radica en que, al basarse en las de Box-Jenkins para andlisis de
Series -de Tiempo, acarrean 1las limitaciones de las mismas.
Especificamente, pudimos observar que mediante esta perspectiva de
andlisis no fue posible detectar una compenente cuasiblanual
presente en los datos, la cual fue didentificada mediante 1a

~utilizacién de otra técnica para anélisis de Series de Tiempo
llamada: espectral (que no vimos aqui), y que concuerda con

trabajos que al respecto de tal presencia han hecho Angell y
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Cabe decir también que  estd abierta 1la posibilidad de
aplicar las técnicas aqul utilizadas a datos sobre 1la " cantidad
total de Ozono estratosférico que fueran obtenidos mnedisnte
satélites, para complementar los estudios que al respecto se hacen

en estaclones terrenas como las aqui presentadas.

Por dltimeo, quisieramos enfatizar que el trabajo
desarrolladc en esta tesis, nos convencid una vez mis de 1la
importancia de las matemiticas aplicadas como una manera de pensar
en la investigacién, en contraposicién inclusive al supuesto
intento de un "enfrentamiento" valorativo con las llamadas
mateméticas puras, ya que las primeras frecuentemente son

menospreciadas en los Institutos de Investigucién.
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