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INTRODUC:CION 



Introducción 

CU•lquter activided medianamente compleJa requiore de un 

plo.n o prcgri11.ma que condu%Ca al logro de 5u obJ•tlvo. E•t• 

programa se puede •l•bcr•r en forma lntulttv•J ain embargo, al 
nlabor•r•• d~ esta manera, lo mas probable e• que diferentoa 

persona• propon;an diferente• program~s para lograr el mtemo 
obJetivc- Le anterior h•co que •ea nec~sario usar un criterio para 

a•loccionar al m•• apropiado de le• 

propueatoa1 grnaralment~ ao utili=a el 

distintos pro;ram•• 

critorio 'd• la m•Mima 

eficiencia, Y•••• uttll~•ndo •1 mlnimo de rocur~o•, el menor 
tiempo po,ible o el logro dDl má~lmo bennfJcto, 

Para aplicar el criterio de la mAMim• eficiencia en m•todoe 

intuttivoo ea nocesario evalui11.r numerosa~ altornativaa, lo cual no 

•lempre puedo llevarse • cabo con la oportunidad requerida, 
haciendo quo la aplicación de oate criterio sea pr•cttcamente 

tmpoatbl•. 

Tomando el oJemplo de una ampre•• aidor~rgtca que tten• la 

poalbili&d do van~er m•• de mil productog1 la producción d• cada 

uno do allo• con•umo di-forontoa c•ntid•de• dD materia prima, 

requiero dl•ttntos tiempo• de proceao y au utilidad marginal •• 
distinta para cada producto. En D•te caeo, la complejidad do la 

elaboración de un programa d• producción reault• nvidente1 •1 • 

oeto le agregamo• las restriccton~e tacncldgicea propia• d• Jea 

dJf~rentea procnao• de producctón 1 podemoa concluir que no e• 
potr.ible doftntr Intuitivamente un pro~ri11.ma "óptimo" en c-1 tiempo 

requ•ri do, 

~- solución do e•te tipo de problema• •• h3 hecho poaible 
~racian ~ la epltc~ctón de mótodon mMtemAticoe para cre•r modelos 

quo reprosonton en form~ ~proMtm•de el ccmport~mlento del atst~m• 

como un todo. A~n aal 1 es n•cew~rlM la utill~ectdn de una 

computadore 1 yo. qui! D!lto• problema• pueden tr:nl!r una onorme 

cantidad d• varlnblr• rolAcionadas, 
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Uno de loa matodoa m•t•mjtJcoa que mayor fwtto ha t•ntdo on 
eate campo as 1• Pro;ramacJOn Lineal, qu1:6 1• •wpllcectdn d•l 

6wito quo tten• •• debu • 1• relativa factlldad para crear el 

modelo matem•ttco qua r•preaent• •1 atatema completo. Esta 
factlid•d provtone do la aupcatctdn da "11n•al1d•d" que •• 

Introduce en dichoa modaloa, debido a que e•t•mo• acoatumbrado• • 
penaar an tdr-mtnoa "linea.lea". 

El concepto d• linealidad conaiate, bAatcamente, un eaperar 

qua en cualquier actividad que ae emprenda, al ae.dupltcan loa 

••fuerzca ae duplicaran loa reaultadoa. Eato, como ae aabe, no ua 

1t•trlctam11nto cierto y se tianen numeroaoa eJemploa da lo 
contrartc1 pero •~n aai, eatoa modeles han resultado sumamente 

fructJferD• y de aplJc•cidn muy o•neral, 

El U•D d• la ProgramacJdn Lineal ha producido benefJcJca de 

oran m•onltud en la• &rea• dende ha sido aplicad• adecuadamente, 

Se ha utJliz•do con oran éxito en tnduatr1as ccmpleJ~• como acn la 

•ldorurotca y la del P•trdlno 1 ••i como tambidn en la industria de 

l• altmentacion 1 lea transportes, la planoaciOn econOmica y much~• 

otra• •roaa <que aorta lmpcatble onume~ar exhaustivamente>, 

Dada la onorme tmpcrtancta que tiene la solucion de problemaa 

d• prooramacJOn lineal en la actualld•d 1 resulta de Jnterla el dar 

a conocer dD una manera accesible loa métodos de que ae di apene en 

el presente para resol v11r oate ti pe de probl emaa, Di cha 
importancia ha aldo propiciada principalmente por loa grand~• 

avance• on computact0n 1 los cualos han permitido utilizar modelos 

cada ve: mayoroa y m'a compleJoa. 

El 11.loor:ltmo uttlt::ado onneralmentu para 1• eolucidn do un 

prcblema d• programaclOn lineal 1t• el mftodo atmplex, que fué 
propu•atc por G. B. Dantzto on 1~47 y deade entonce• ha ton:ldo 

algunas meJcras y vartant••• Aunque en la pr•ctfca el mftodc 

atmplew l"I• resultado muy 9ficient~, teóric•m•nte air t1a demoatr•do 

qu• 1 en Cl\t>OG deat'ovorablea, al n~'m•ro do DP•racion•• qu• requt•r• 
par• llDQar a una soluctOn ~n ewponencial con re•pectc al t•m•ño 
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del probl ama. 

Rac1ant•m•nto han •parecido nu•vos mftodca que culminaron en 
1994 an •1 "Algcirttmo d• l<ar-markar-". E•te al;or""ltmo tedric•menta 

rnqulere de un numero de op•raclonea que •e puede aKpl"DBar come 
polinomio con r••pecto al tama~o d•l prcblema1 lo anterior Implica 

quo •• podrta obaorvar una dlf•rencla algnlficatlva al reaolver 
probl•m•• qu• Jnvolucr•n una gran cantidad de varlablaa. El 
algorttmo do KArmarkar oa un deacubrlmtento recienta en la 
programactdn lineal qua Incorpora Ida•• matemittcaa a~ena• a 1•• 
tradlctonalm•nto •mpl••d•• •n oate campo. Esta attuactdn hace 
ralattvam•nte dlftctl l• tnterpr•tacldn y •1 acceao al articule 
original de Karmarkar-1 ea por eato, que conatderamoa Importante y 

oportuno dedicar nu••tro• 9sfu•rzoa a facilitar su dtfuatón. 

El obJotivo de la pr•••nte t••i• ea el hacor una expo•1ción 
acc•sible dol •loorttmo de Karmarkar y ccmparerlo con et algoritmo 
del mttodo Bimpl•H• Para ello, •~inicia el primer capitulo, con 
una de•cripcJón de 1• programación lin!!'a.l y su doaarrollo • travit• 
del ttempo. En el ••gundo capítulo aa procede a d~ftntr el 
concepto do 

loa mtamoa. 
al~orttmo, pr•a•nta.ndo tambitn una clasiftcactón do 
En el torcer capitulo ao OHpone brevemente el 

alt;¡orttmo del método •1mpleH. A•l como 1 en el cuarto capitulo ae 
hace una exposición dotal lada del al;oritmo de Karmarkar para 
finalmente presentar una evaluacidn comparativa d• ambo• 
algoritmos en •l \.\lttmo c•p.itulo1 incluyendo ademiAs sua 
rewpectivow progr•m~• de computación. 

Queremos agradecer al Act, Jorge Lozano au am,bl• dirección 

en la rea11zacidn de oata tes1• 1 ••l como aus valtoaoa con••Jo• 
durante la revtaion de la miama, A•tmiamo, DHpreaamo• nuestra 
Qratitud al JnQ. Carloa Meyer L. 1 •1 Lic. Carlos Prieto M. y al M, 
en C. Manuel ~om•n E. por su d••intaresada ayuda. 



Capitula s. 

1.1 DvfiniciCln 

1.2 Drava Da•queJa HlatClrtco 

1.3 Dualidad 



L• PrcQr•m•cidn Lineal •• un• de 1•• t•cniC•• d• 
•n•lt•i• cuantttattvc ma• dtveratflcada y d• maycr apltcacSOn en 
Dl campe de la Inv••tt;acidn d• Operacton••I forma part• d• una 
rama de la• matematicaa llamada ~ro;ramacion Hatematic•• y por 
medio d• •11• •• pu•d•n •nccntr•r aolucton•• dpttm•• • problema• 
practtcoa do ;ran complejidad. 

A travfa de lo• problema• de pro;ramactdn lineal ao obti•n• 

la aat;nactOn Optim• d• un n~mero limitado d• r•curaoa, m, que 
pueden ••r hombrea, maquina• y tierra• entro otroa1 eatoa •e 
••iQn•n •un n~mero n d• actividades dtattnt•• cumpliendo con 
cierta• rmatricctonDa dadaa. Dependiendo d~ loa objetivo•, puedan 
•Ki•tir varia• ast;nactone• factible• d• los recuraoa. La 

proQramacldn lineal •• anear;• do encontrar l• ••i;nacidn que 
m•Ktmic• o minimice al;una cantidad num•rtca tal como l• utilidad 

o el coato1 ••to ••• 
cbj•tlvo especifico d• 

factibles. 

buaca un reoultado que cumpla mejor con el 
entre todaa laa poa1bloa alternativaa 

d• do ••• Loa problamaa 
relacton•don con fendmenoa acondmico•, 

qua rraulta ~til el 
•on al;unoa 

como 

d• 

lo• 
lo• 

problema• 
ltn•al. La "" 

loa 
continua d• l•• 

uao de l• pro;ramaclOn 
apltca~tonea d• la 

pro;ramacidn lineal demuestra la impcrtancta do fata como marco 

par• •1 plant•amtento do problema•, 

La prc;ramactdn lineal deb• su aug• 

de•arrollo d• laa computador•• electrdnic••• 
ac•l•r~r el procoso par• obt•n•r la aclucidn 
la• computadora• ee empl•an actualm•nt• 

en Qran m•dtda al 

v• qu. e•t•• p•rmtt•n 
d•l problema. Ad•m••• 

en •1 gobi•rno, 1•• 
empr•ea• y lO• hc;aroa, lo cual h• contribuido a qu• 
usuario• aument• •n ;ron m•dida, p•rm1tl•ndo 
programación lin••l •• difunda •n un campo 
•ncontrAndoae nuevaa apltcacton•• d• la mt•m•. 

•1 n~m•rc d• 

••t qu• la 
maa amplio, 
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dca a m4a variabl•• que 
t4rmtna prc;ramacidn •• 
P•P"• llegar a la m•Jcr 
11 mi tadoa. 

aan dirnctamente praparcicnal••· El 
rafiere a ci•rtaa tfcntcaa m•t•m6ticaa 
aalucidn poalble, •mPl••ndc r•curaoa 

Un prcbl•ma ;•n•ral d• pragramactdn lin••l •• puada daacribtr 

como al gua1 

Dada un conjunto de m deat;ualdadoa o rcuacicnaa lin•al•• can 
n variable• <r•atrtcctonea>, •• desea encontrar loa valer•• na 
ne;ativo• da ••t•• variable• que aattafa;an dichaa reatricctcn•• 
y, a l• vez 1 que maKtmtcen a mlnlmlcen alguna función llnaal da 
aataa vartablea. 

La farmulactdn d•l modele m•t•mAttca para al prabl•ma ;an•ral 
de pro;ramactdn ltnaal, ••la at;utanter 

Minimizar- ' . c. ' . + c • •• + + e" '" 6uJato • A t lK 1 + At2H::. + + AtnK .. • b, 

A21K1 + A:t:tK::. + + a:;r.,H., • º• 
a..,1H1 + a-:tK::. + + a..,,.H.,. • b • 

,, •• '" 
, o 

Dond• e, ,, + c • .. + . . . + e" '" •• ,. función ObJ•ti VO quo 

dob• minimizar•• y •• d•nota por •• Coa ••calar•• e, • c. . .... 
c •• "º" 'º" co•flc1•nt•• d• co•to, y '. • .. ..... '" •on , .. 
variable• •• d•cl alón quo d•b•n dat•rmln•r••• C• d••l;ualdad 
a11H1+ •1::iH= + ••• + a,,.H., 2 bL d•nota Ja 1-f•lma r•atrlcclón. El 
voctcr columna cuya 1-••lma compón•nta •• b1 1 •D llama •1 vactcr 
del Jade dorochc y rmpro••nta lo• requartml•ntca minlmoa qua daban 
aatlafacer••· La• reatrlcclcna• K1 , H:::i , ••• , H,. 2 O •en 
11 amadaa 
y c.1, aon 
varl abl •• 
•e llama 

reatr1cc1one• de no noaatlvldad. L•• ccnatant•a •L.1 , bL 
par•m•troa ccncc1dca del problema. un conjunte d• 

H1 1 H:::i , ••• ,H.,. qu• aat1afa;a tcdaa 1•• reatr1cc1cn•• 
un punto factible e aoluclón factlbl•, y al ccnJuntc da 
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todos ••toa puntea •• 1• llama regidn o eepacio factible. Aqu•l 
punto qu• pert•n•zc• al espacio factible V mtnimtc• •1 valor d• la 

funcidn obJ•tivo •• 1• conoc• como valor óptimo CBazaara, 19B1J. 

""' 

Dond• 

Utilizando notación m•• compacta, •1 probl•m• •• convi•rte 

M 

mi n cT .e 

aUJ•tD a A x l. b 

M > 0 

••un vector columna n-dim•natonal, 

cT ~• un voctor r•ngldn n-dtmenatonal, 

b •• un vector columna m-dim•naicnal y 

A •• una matriz m x n • 

El problema de programacidn lineal aa puede enunciar como 
aigue1 entre todo• lea vectores factibles, encufntreee aquel que 
minimiza e o maKtmtza > la función cbJettvo. 

Para poder repreaentar un problema de optlmizecldn como un 

problema de prcgramactdn lineal, ••requieren vartoa aupueetoa qua 
aatAn impl•cttom •n la formulación del modolo. A continuación •• 
eHplican bravamente ••to• aupua•toa para podar ••l avaluar qua tan 
bian aa aplica la programación lineal a l• solución de un problema 
dado CDantziQ, 19b3J, 

t. Supu••to d• Proporcionalidad. 
El aupuaatc da prcporctcnalidad •• aquel en •l que 1•• 

relaciona• entre l•• variablam de la función obJ•tivo y cada una 
da la• ra•tricctcnea daban ••r ltn•al••· Para que ••to auceda, •• 
n•c•aarto que el uso d• le• racuraoa •••directamente proporcton•l 
•1 nivel de cada activid•d· Dada una variable x~. au 
contribución al coato total •• de e~ H~ y au contrtbuctdn • la 
1-••tm• re•trtcclón a• a1~ H10 Esto at;nlfic• que •i ••duplica 
•1 valor Ht entone•••• duplica au contribución •1 co•to total 
y a cada una de l•• r••trtccton••· 
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2. Supu•ato d• AcUtivida.d. 

En •l aupu••to d• ad1t1vidad •• r•quiere que l• cantidad 

total d• r•curaca definida por •1 aJatema ••• igual a la aum• d• 
laa cantid•d•• que fluyen hacia adentre del aiatema menea la suma 
d• 1•• que fluyen hacia afuera, Esta supcaictdn garantiza que el 

ccato total ••• la suma d~ les ccatca indivJdualea de cada 
acti "i dad, 

3. Supuoatc de DtvJaibiltdad, 

El aupueatc de divieibiltdad aaegurft que laa.variablea de 

decJatdn ae pueden dividir en cualquier ntvel fracctcnal de medo 

que •• permitan valer•• ne enterca para la• variables de dectaidn, 
en otra• palabras laa variables tienen qua aer continuas. Le 
anterior representa una limttacidn de la prcgramacidn lineal. 

4. Supuesto Oetermtni•ttco. 

El aupueato d•termtniattco ee aquel •n el que todo• loa 

P•r.1.m•troa d•l mcd•lc a•.J b. y C..1 acn conatant•• 
conocida•. Loa modelo• d• programactdn 11naal •• formulan para 

pod•r ••lecc1onar al;una acc1dn futura1 por le tanto, •1 loa 
co•f1ctont•a a• b•aan en pred1cctonea 1 la tnformactdn tender' a 

••r 1 n•decuada. 

Ea muy peco uaual qu• un problema pr.1.cttco aattafa;• 

ccmpl•tam•nt• todca lea aupu•atca d• la programactdn lineal. Sin 

•mbargo, el modelo d• prcgramactdn lineal ea con frecuencia una de 

las r•pruaentacidnos m'• pr4cttcaa del probl•ma. 

Loa probl•maa d• cpttmtzacton fu•ron concctdoa 

d••d• loa atglca XVII y XVIII, cuando grand•• matom•ttcca como 

N•wtcn 1 L•tbnttz 1 Lagran;• y eurncullt propuateron aoluctcn•• • 

•llca, deaarrollando •l c•lculc Jnftntteatmal y •1 c•lculo d• 
vartacton•• tStmonnard 1 19bbJ. 
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En 193~. Wa•aily L•antieff propuso una e•tructura matricial 

•imPl• •la cual llamo Inter-Indu11try Input-Cutput Modal. E•t• 

••tructura concoptualmente muy ••ncilla puede aer impl•mentada • 

d•t•ll• para au utllizaciOn en planuacidn prActica, ya qu• •wi•t• 
una corr•apond•ncia une a uno entr• 1011 proce•o• d• produccion y 

loa bi•n•• prcducidoa por Jea miamoa, con lo qu• •• logra una 
reJaciOn entr• un modelo lineal y un atatema intertnduatrial 

CO•ntzt;, 19Btl. 

MAa tarde, aurgtO la n•ceatdad de crear un modelo con mucha• 
activldadea alternaa, •1 cual deber'• aer a gran aacala y aolubl•• 

La principal dificultad al reaolv•r eate problema utilizando el 

anAll•l• de acttvtdadea, fue la de compararar todaa 1•• pc•ible• 
•oluc:ion•• y ••lll!'ccJcnar aquella qu• fu•ra "la mejor" pcr m•cUc de 
al9dn crit•ric. E•to proveed que en 194b G. e. OantzJ9 formulara 
un modelo para repr••entar la• relacione• tecnclO;tcas que 
U•Ualm•nte •e dan en la pr~ctica y, •n lugar de una función que se 
mawtmtzara o minimizara (función objettvoJ, eK1atí• un gran n~m•rc 
de regla• emplrica• dadas por la autoridad para eleQJr a•í un 
conjunte d• eoluctones factibles roantzig, 1981J. 

Para 1947 1 OantzlQ decidió que el obj•tivo debería ••r 
eKpllctto, formulando el problema de planeactdn como un conjunte 
de aK1cma• 1 lea cu•l•• •• referirían a la• r•lactonee entre dce 
tipos de conJuntoa1 el primero era el conjunto de biene• a aer 
productdc• o coneumtdoe, y el se;undo era el de acttvJdadee o 

proceso• de prcducc10n en dond• lo• bienes iban• ser utilizados 
en proporciones fija•, •i•mpr• y cuando ••t•• prcporctone• fueran 
m~lttploa no negativos de cada una de ellaa. El siatema matem,ttco 

resultante era el d• minimizar una función lineal auJeta a 
reatrlcctonee C•cuaetones y desigualdadeal lineal••· OantzJg 
r11aclvtd este probl•m• por medJo d• un •l;oritmo qu• 
pcat•rtormente titulo H•todo Simpl•K roantzto, 1981J. 

)(antorovlch 



• 
la producción de una •mpr•••· H1tchcock, en 1941, formula y 
r••U•lve •1 probl•m• de tranapcrt•• En 194~, G. 5t1Qler publica la 
formulación del problema de la dieta óptima CI;nizio, 19B2J. 

El tlrmlng "programación lineal" apilu·ecló por primera ve:t 

como titulo de una publicación en 1949, E•e mlemo •~o. •1 m•todo 
•implew ful pr•••ntado durant• una conferencia de programación 

lin•o.l or;anlzada por la Cowle• Comteaion fer Reaearch in 

Economtca, y el proc•dimtvnto del mltodo fue publicado 

poatertormente bajo la dirección de T. C. Koopmana •. Loa primero• 
re•ultadoa teóricos acerca de 1• dualidad, baoadoa en notaa de J, 

ven Neumann, aparecen en l• mlama colección de eacrltoa <Cowlea 
Coml••lon Mcnograph No. 13>. 

Ccm1••1cn, 
ccntrlb1.1y.,,.cn 

un gr•n n~m•rc 

1nd1v1du•lm•nt• o 
do 

•n 
mat•ml.t1cca 

;rupoa al 

y accncml ata.a 

deaflrrol le d• 

dlf•rant•• ••p•ctca de 1• prc;ramaclón linual. En particular, l• 
RANO Corporaticn con Go 9. Dantzlg y W, Orchard-Haya 1 aai ccmo 

t•mbifn L. R. Ford 1 o. R. Fulkerson y o. Gal• d• la Un1veraid•d da 

Princeton, trabajaron pr1nc1palment~ Bn l• teoria mataml.tica de 1• 

prc;ramación ltn'e•l y en el desarrollo de red•• d• tranaport• 
auw1111.ndoae con computadoraa •l•ctrónlcaa. En 19S1 aparece la 

pro;ramaclón dtnAmlc• con Wclfowltz, Arrow, Harria y ~ohnaon. La 

taorta d• r•daa y flujos comienza en 19S4 cuando Ford, Fulk•raon y 

Hoffm•n mu•atr•n la.a con•wicne• de fsta con la t•orta d• ;rAflcaa 
tsimcnnard, 19bbJ. 

En 19SB 1 R, E. Gomory deaarrolla un mftodo par• •l cAlculo de 

la prc;ramacJón entera, en el cual •• mueatra como ;en•rar loa 

htperplanoa du corte. La• tfcnJca• d• "branch 11nd bcund" d• la 

pro;ramactón •nt•r• fueron d•••rroll•d•a •n 1960 por A. H, L•nd y 

A. 13, Dolg d• la London Bchool of Economlca. A, W. Tuck•r, H. W. 

Kuhn y o. Gale d•l Inatltuto Carne;l• de T•cnolcgta, •• d•dicarcn 

a ••tudiar ctertoa aapactca t•óricoa como aon1 la d•;•neración, 
lea •rrcr•• d• redond•o, •1 mftcdo atmpleK r•vtaado 1 la• vartabl•• 

Egon 9,.,1 aa, •n 
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196~, con•truy• un algoritmo par• r•sclver lo• problemas llne•l•• 
dond• l•• variable• ~nicament• pu•den temar loa valorea d• O O 1 
CblnarloaJ Cl;nlzto, 1982.:l. 

A partir d• 1960 muchos inv••tlgador•a han propueato mttodo• 

d• aoluclon a lo• modele• lln••l•• con varlabl•• ent•r•• y 
blnartaa, P•ro eatc• mftodoa han aldo poco efici•ntea en la 
pr•ctica, cuando el n~m•ro d• variable• d• e•t• tipo •• grande. 
Tambitn, •• ccm•nzd • ••tudiar la ccmpleJld•d y la •l•O•ncla 

do toa algoritmo• aln qu• eatc •tonificara un 
incremento •n la capacidad pr•ctlca para reaolv•r problema• 
Clgnizlo, 1982J. 

Deaputa del deaarrollo del mftodo aimplew alguno• anallataa 
•• propuai•rcn encontrar un procedimiento computacional m•• 
eficiente. Eato motivó a Klee V Mlnty, en 1972, a conatruir un 
ejemple en el que mcatraban que el algoritmo del mttcdc aimpleK 
tiene crecimiento eKponencial1 eatc aolc provocó un lntar•• 
acadfmlcc, ya qu• en la prictlca el mftcdc almpl•K mueatra un 
tiempo pcllncmlal tGarey, 1979J. 

En 1978, el acv1ft1cc L. G. Khachlan de•arrclló el primer 
algcrltmc de tiempo pcllncmial para la programación lineal. Eate 
reaultadc teórico ea muy Importante, pero ne puede aer utilizado 
en la practica ya qua au ccnvar;encla •• eKtremadament• lenta 

CKhachlan, 1978:1. 

Finalmente, en 1984, Narendra Karmarkar prepone un algoritmo 

para el problema de programación lineal tamblfn con tiempo 
polinomial CKarmarkar, 19B4aJ 

1.3 Dualidad 

Uno de loa concepto• m6a Importante• aaocladoB a la 
pro;ramaclón llnaal ea el d• dualidad. Etimológicamente, dual 
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ai;niflca doble, por lo que a cada problema de progr•macídn lineal 

•• le •aocia un probl•m• dual ccrr••pondi•nt•• 

En pro;ramaciOn lineal la dualidad •• define como ai;u•1 

Dada cualqui•r prcbl•m• de prc;ramaciOn lineal 

mln z 

9UJ•to & 

cT k 

A M ~ b 
• , o 

(" 

(2) 

Si al probl•m• Cl) •• 1• d•nomlna forma canónica del primal 
(primal), •ntoncea, •l problema (2) ••denominara forma canontca 

del dUal CdualJ. Ambos•• relacionan de manera que la aoluciOn 
Optima de un probloma proporclona toda la tnformaclOn nuceaarta 
para determinar la solucton Optima del otro, ••to ••• al ya •• 

reaolvió uno de loa problemas, ambos •atAn reaueltoa. 

El problema dual •• importante por vari•• razonea 1 de laa 
cual•• •• menctonar•n trea1 las variable• del prcbl•ma dual pueden 

propcrctonar tnform•ctdn importante acwrca de la aolucldn Optima 

d•l probl•ma de pro;ram•ctdn ltn••l ort;lna11 en al;unca caaoa, •1 

probl•m• dual •• puede reaolver en un numero menor de tteractonea 

r•duct•ndo aat •1 tiempo y coato de computador•J y, finalmente, la 

dualidad ea muy Uttl cuando •• tnveatt;an lo• cambio• un loa 

co~ftclentea o •n la formulactdn de un probl•m•, lo que•• llama 

an•lt•1• de ••n•1btl1d•d tI;ntzto 1 1992~. 

Laa rel•ctonea entre ol prtmal y el dual en au forma canónica 

ae re•umen como atgue Cigntzto, 1992~1 

1. El dual del dual •• el primal. 

2. El dual de un problema de maHlmizactdn •• un problema de 



? 

m1nim1zac1dn. 

J. 91 el primal ttrne una aoluctdn Optima. •ntonc•• •l dual 

t•mbttnr •1 •l primal e• no acotado. entone•• •l dual 
r• no facttbl111 si el primal •• no facttbl1t, 1tl dual 

podr4 ••r no acatado o no factible. 

4. El valor Optimo de la función obJettvo d•l primal •• •l 
mismo qu• el del dual. 

~. La traapueata d• la matriz de reatrtccton•• en •l primal 
ea la matriz de reatrtcctonea del dual. 

6, Loa coeficiente• de la functdn obJettvo del primal 

aparecen come Jaa constantes d•l lado derecho dDl dual, y 

l•a constantes de Jaa reatrtcctcnoa del primal aon loa 

cooftcientea de la función cbJutivo del dual. 

7, El sentido de la• deatgualdadea dol dual ea centrarte al 

sentido de l~s dest;u•ldadea en el primal. 
a. A cada restricción del primal le ccrreapcnde una variable 

d•l dual y vtcev•r••· 

Para ccnvert1r el primal a au 

at;uiente• re;laar 

Primerc. ccnvert1r el prim•l a •u fcrma canónica. A la matr1% que 

A. En •eoundc lugar. 
eata matriz •• transpone de le que resulta AT , la cu•l ae 
multiplic• por el vector w d• variable• duales, Finalmente, lea 

cceficJentea de la función cbJetJvo rn el primal paaan • aor laa 

ccnatantea d~l dual y viceversa. Ouedandc aa11 

m1n z 

auJeto a 

b' w 

AT W 1. C 

w , o 
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2.1 D•fJnicldn d• Al9crltmc• 

L• P•labra al;orttmo provien• del nombre d• un 
autor p9raa llamado Abu Ja•far Mohammed Jbn Mu•• al Khowarizmi 

n•cido •n 82:5 a.d. CHorcwttz, 1994J. En Qener ... 1 1 un •l;orttmo 

deacrtbe •l m•todc por medio del cual debe realizarse una tarea1 

e•t• constad• una secuencia d• pasos, qu• si se ef•cttlan con 
fidelidad, dar4n como r••ultado que l• tarea o proc1tso a• r•altce. 

Alguna de 1•• cualtdade• m4• tmportantea d• los •l;oritmoa 
aon laa st;utenteat repr•••nt•n JnformacJdn medtant• estructura• 
que permlt•n ae;utr una u otra secuencia de op1tracton••1 terminan 
siempre d•apu•a d1t un ntlm•ro finito d• p•aca¡ tratan 

prtnclpalmente con la mantpulacJdn de aímbolos 1 qu• no son 

neceaartament• r•Pr•••nt•clcne• numOrJcaa Y• finalmente, •en 
unlver••l•• CDold•chlager, 19963. 

m•c~ntco electrOnico, que efect~u un 

oJecutando •l algoritmo. Un prcceBftdcr 

interpretar •l algoritmo, le que •tonifica 

procese cbed~ciondo o 
do 

•J Comprender cada P••c1 

b) Realizar la operación ccrrespondt•nte. 

A partir d•l an6li•ia . •nt•rior r••ult• evidente qu• una 
computadora •a un tipo e•peclal d• proc••ador 1 y por •lle ha 

tantdo un impacto tan r6ptdo • Jmportant• en tantea 6mbito• de la 

vida. 

Cuando •1 proce•adcr •• una computadora, •l algoritmo ha d• 

eKpr••ar•• •n una forma qu• r•clbe •l nombre d• programa, Cada 

p~•o del algoritmo ••t~ &Kpr•••do por medio de una in•truccidn, o 

propostcton, •n •1 programa, Por lo anterior, •1 P•P•l del 

ali;iorttmo •• 
al gort tmo. 

fundamental, debido a que un programa en 

AdemA•, el algoritmo •• lndependJ9nt• 

un 
do! 
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lenguaje en que ao •Hpreaa come de la computadora que lo ejecuta. 

En aquello• problemas para loa que eMl&len •1Qorltmos, 

resulta de tnter6• aaber cuAntoa recursos de computadora ae 

n•ceoltan para •u eJ•cuclón, Loa principal•• recur•o• de 
computadora que lntareaan sen el tiempo, la memoria y el hardware, 

El tiempo e• tan acle •1 pvrtodo tranacurrldo d•ade el Inicio 
ha•ta el final de l• eJecuctón de un algoritmo. La memoria •• la 

cantidad d• almacenamiento qu• neceatta •l algorltmo1 y •1 

hardware es la cantidad de mecanismo ftstcc ne~•••rio para 
~Jecutar •l algoritmo. Un problema puede reaolver•• empleando 

algoritmo• muy diferentes, lea cualue tal vez utilicen dlatlntaa 

cantidad•• de recureoe, Resulta lntere•ante d•t•rmtnar el meJor 
al;oritmo, que ea aqu111 quD utiliza meno• recur•oa. 

La teorla de algoritmos a11 puede dtvtdlr en do• a•p11ctoa 

CHorowltz 1 19B4l1 al prtmnro trata acerca del dlaeKo del algoritmo, 
y el BDgundo analiza el algoritmo en al, 

El dlael'>ar un algoritmo•• una actividad Intelectual dtTlci1 1 

l• CU•l roqLtler9! cr1tatlvldad y conoclml11nto profundo. E"l•ten 

varia• técnicas para el dl••Ko de algoritmos qua han demostrado 

aer Utllra debido a que ;11neralmant11 dan lugar a buenos 
algorttmoGt atn embargo, el dta11Kar un algoritmo•• un art11 para 

el cual no •• poatbl• plantear r1tgla• Qen11ral••· 

Una razon por la cual ••. irr.portant11 hacer el an6ll•I• de loe 

al~orttmoa •• 111 encontrar nuevo• metodos para re•olver 111 mismo 

probl11ma m•• r6pidamente CHorowttz, 1q943, 

Ant•• do h11.cer •1 11.n.tl l •le •• un al;orttmo .. t mportant• 

d1ttarmtnar •• ttpo d• computadora on 1• quo •1 alQOr'ltmo •• 
eJet:utar.6, &ato ••• por qua •1 tl1tmpo •• •JecuctOn V l• cantidad 

•• mll'morl a depende d•l tipo do m•qutna quo ae uttllze. 

Lo primero qur se debe de hacer al analizar un al;orltmo es 
d1ttermln.:lr el nl.'tmero de op1:>r111ctcnea qu& utiliza. En sitgundo Jugar, 



" 
•• d•b• det•rmlnar un n~merc •uficl•nte de eJemplo• qu• logren que 
el al;cr1tmc eKhlb• tod•a su& variaciones. 

Para hacer el on&llals complete del tiempo d• computadora de 

un al;critmc •~ requiere de doa f••~s CHorcwlt:, 1q94J1 un 

an•lteta a priori y un an~ll•ia a posterlcrt. En el an411•i• a 
priori se t;ncr• tanto el tipo de computadora come al len;uaJ• de 
programacton, y se concentra ~ntcamente en determinar el orden de 

ma;nttud de la frecuencia de eJvcuctOn de las tnatruccicne•. En el 

an•lt•ts a posterlcrl •• cbtione •1 con•umo real de ~lempo y de 
memoria en computadora mientra• ••ejecuta el algcrttmc. 

Para el •n•ltats •priori •• u••r• la at;utent• nctacton1 se 
dice que1 

f Cnl DCQ Cnl) 

donde f(n) ••el tiempo d• computadora, y n L O •1 n~m•ro d• 

variabl•• CG•r•y, 19BOJ. 

La cantidad de un recurao utilizada depend• d•l tamaKo de loa 

dato• d• entrada. SI hay n caract•r•• d• dato• d• •ntrada, •• 

poalble expreaar l• cantidad d• r•curaoa utilizado• como funcian 

de n1 •ata functan O<g<nl> e~tudla la forma en que•• tncr•m•nta 
•l ttempn do eJocuctón respecto al t~maffo d• los problema• qu• 

r••u•l v•. 

La not.l\ci dn tiempo •• 
computadora empleado al ejecutar un mismo al9orttmo con dlfer•nt•a 

ejemplos, va A uer •lempre mDnor 1Qual qu• una constante por ;<n>a 

••te ea, D<Qln>> es una cata superior del tiempo en computadora. 
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2.2 Clas1f1c•cidn de AlQDritmcs 

Es de interfa poder comparar y cl••ificar lea 
algoritmo•, y para oato ewiaten dtveraoa crttertca 1 en el preaente 

trabaje se •xpondr• ~ntcamente uno de ellos. 

Lea •l;critmo• •• pueden claatficar •n baae al tt•mpo que 
tardan •n encontrar una •olucion, •lende ••t• la cl••iftcacton m•• 

usual. Aquello• alQorttmoa cuyo Ot;cn>> •• ccmporta.como e" para 
al;una constante e, reciben el nombre de alQoritmoa exponencial••• 
Loa algoritmo• 9Kponenctale• aon no factibles para todo• toa 
tama~ca de dates da entrada ln~m•ro de variables>, eKcepto para 
loa mAa pequaffoa. Para aquel loa algoritmos para loa cuela• OCQln)) 

se comporta como ne para alguna constante e, r•ciben el nombra 
de algoritmo• polinomiales. Muchos •lQorltmo• polinomiAl•• acn 
factlbl•• par• casi todo• loa tama~os de entrada, aunque por 
deaQracla alguno• no lo son COoldachlager, 19BbJ. 

La compl•Jidad de un problwma •• tan solo el tiempo en 
computadora OIQCn>> del mejor algoritmo que reauelve eate 
probl•ma. Aunque no se conoce la compl&Jidad exacta de mucho• 
problema•, lo qu• e1 •• conoc• en muchos caso• ea Olglnll del 
mejor algoritmo •ncontrado hasta el momento para el problema. A 
esto me le llama cota •uperior de la complejidad del problema. Si 
no •• conoce DCglnll del mejor algoritmo, algunas veces•• 
poalble probar que ntngUn algoritmo puede resolver el problema aln 
utilizar al monos clert• canttd•d de recursos, A ••t• C•ntidad d• 
recursos ae le denomina cota Inferior de l• complejidad del 

problema C~oldschlager, 199bl, 

Hay un gran numero d• problema• par• lo• que la existencia de 
un algoritmo veloz (de tl•mpo polinomial> sigue siendo una 
pregunta abierta. A~n no ae han descubierto algoritmos rápido• 
par• tales problemas, pero tampocn ha habido algut•n capaz de 
probar quo no existe tAl ftlgorttmo. Cxl•ten ftlgunoa algoritmos de 
tiempo oxponencial que h•n fticio muy Otile• vn la práctica, Eato se 



debo A quP lft mftyoría 

mrncr que D<g<nJJ. 

conocidos como acn •1 

d~ loo problema• pueden nDce•1tar un tiempo 

Esta sttu ... c!on aparece en v ... rto• ..,Jgorttmc• 

método e.JmpleK dl!t G. Da.ntz1Q y el "branch 

111.nd bcund" ~de A •. H. Land y A, G. Doi Q CGarey, 19BOl. 

La mayor parte dl!t los algoritmos creado• para r••olv•r 

problema• de cptimiz:acidn son de naturaleza iterativa. En ello• •• 

busca un vector qua rusuulv• el problema de programación, para le 

cual e• necesario seleccionar un vector tnJctal Ho 1 que d••PUlll• 

del use dal algoritmo, genera un vector mejora.do K,. E•te prccoao 

ae repite para. obtener una. secuencia de punte• cada vez m•Jore• 

Ho 1 >11 1 ••• 1 K .J 1 ,.. hRata 1rnccntrar un punto sel uci ón. 



C.apttulo :J. fJ Alnpc!tmo d!l Mttpdp Elmpl•H 

3.:? Oo•il.l"r-Dl 1 D 

3 0 2,1 VAl"i•blD& d• HD1QUl"A y 
Artificiales 

3,2.3 N•Jor-amt•nto do la Soluctdn 
9.A&Jca Factible 

•"•--"·'••-••o•••-•• • -- --,._. --=-.,. -.. -,.,.-~~.~ .. ~ .. :-~-·------- - -- - -- --



pr-obl •maa 

aimplex. 

15 

El algor"itmo m•a conocido y utilizado para reaolver loa 
de pro;ramacton llnl!!'al <PPL> ea 1tl llam•clo mftoclo 

Este es fundamentalml!!'nte un proceso itorattvo par"& 

renolver les PPL vn un n~mer-o finito de pasea, Fuf creado por a. 

e. oant:ig en 1'il47 y act1.1almente tiena mucha acrptaclOn debido • 

au h•billda.d per·a modttlar importantoa problemas el• deciaidn y su 

capacidad para producir •olucionea en un tiempo razonable, 

Para un PPL •Hl•te un ••P•ClD de •oluctonaa factibl•• 
lform•do por 1• intersecclOn el• l•• r•atriccionea del PPL>, qu• 
forma un conjunto ccnv•xo, ea d•clr, que cualqui•r lln•• que un• 
dos puntea el• asta reglón estar• tambifn incluida un l• r1t;ión 

Cignizlo, 19921. La front•ra el• esta región •st• delimitada por 
lJneaa o pl•noa, y a la lnteraocctón de eataa lineas o pl•noa eo 
loa conoce como eaqutnas o punto• eMtremoa. 

La functon objetivo lver capJtulo 1) tom• dtatintoa v•lcrea 

dentro del ••pacto solución, y •I ol v•lor mJntmo •• ftntto lea 

doctr. solución Opttmal, eate Ae.encontrarA en un punto eMtr•mo 

dantro del e•p•clo d• scluctonea facttbl••I a ••t• punto •• 1• 

llamar• óptimo. En •1 c•ao d• qu• l• función obJ•ttvo •• pu•d• 
decr•m•ntar arbttrari•m•nte, no h•brA esquina• Opttmaa, a lo qu• 
••canee• como solución no acotada tHadley. 1qb3lo 

91 el punto Optime no es ~nlco 1 •• dectr, que •~i•t•n otroa 
puntea cuyo valor en la función obJetivo ea tambtfn •olución 

Opt 1 ma, ae ti ene lo qu• •• conoce 
.alternativa. 

como solución óptima 

91 para un PPL •Misto una solución Optima, entonce• al menea 

algón punto DMtremo aar4 Optimo, y el nómero de puntea eMtremo• de 

la reglón convoMa aer~ finito tHadley,19b3J. Lo anterior garanti:a 
que 81 mftodo -slmplDM llet¡¡a evontl,al1T1Pnte a la !1.cluclóri Optima. 



" 
El metodo simplO)( CHttdley, J9b::SJ ea un prcc:adtm1~nto para 

mcvera• dasde un punto l!'l(tremo do11dc hast• un punte Olftremo Optimo. 

En cada tteracidn, aolo •• pc•ible mcvrr~o hac:Ja lo qu• 

tntuttivamenta son puntea l!'l(tramo• adyacent••· De todos lo• 
poaibl•• punte• •ciyac:entea, ae osci::i91t aquel que dA eJ mayor 

d&crom1tnto i11. la fllnc10n obJettvc. E:n cada punte oH:tremc, eol mitcdo 

atmplelf informa •1 eate punto ea óptimo, y ai no lo ea, determin• 

el st gui ont• punto l!'M tremo, En case de qui!' no elfi t5till. un punto 

l!'Htromc adyacent~ y l• func:tdn obJettvc puad• aer decrementada 

arbttr•riamrnte el mttcdo atmplox informa que ewtat~ soluc:tón no 

acotad•, 

suJeto • A k l b 

• , o 

Una soluc:tdn factibl• ••un v•ctor x 
r••trtc:ciono• y •l conJunto d• ••toa v•ctorea fcrm• el ••Pacio 

facti bl •• 

La bóaqueda d• la aoluctdn dpttma al PP~ por medio d•l 

algoritmo aJmplew •• condena• a conttnu•cidn Cigntztc, 19B2Jt 

1. Iniciar la bóaqueda •n un punto ewtremo del ••pacte 

factible, es d1rctr, en una soluctdn btliaica factible. 

2. D•tormtnar et •l mover•• hacia un punto •wtremo ady~cent• 

provoca una mejoría en la función obJ•tivoJ at ••to no •• 
aai, la aolucidn actual ea dptlma¡ en caso d• que ai haya 

una meJorfa aD proced• •l atgutente paao. 

3. Gel&c:ctonar •l punto •~tremo adyacente qu• ofrezca •1 

mayor decremento • 1• función obJ•ttvo. 
4. continuar con los P•~o• 2 y 3 hasta encontrar la aoluctdn 

Optima o h~ata que •• pulrda demostrar quD el problema •• 

no acotado d no factthla. 
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3.~ Oaaarrollo 

3.2.1 V•riablea de Holgura y Artificial•• 

Para poder utilizar el mftodc •impl•x •• 
neceaar1c partir de una solución b¿aica factible inicial. En 

mucho• caaca, ea dificil conaeQuir tal •olucton y •• requiere de 
alQ~n trabajo previo ant~s de utilizar el mftodo aimpleK. En 

primer lu;ar •• tranafcrman la• reatricctonea de ~anera qu• •l 
v~ctcr de requertmientcs quede con signo mayor o igual a cero. 

DDepufa, debido a que ea m~a aencillo trabaJar con igualdad•• que 

con deslgualdadea, eataa ~ltlma• •e convierten en igualdad••• 

conocida• como variable• d• 
holgur•• K .. •~ r•pr••.,nta a la variable de holgura d• la 1-fatma 

raatrtccidn, y au al;no d•pende del etgno de ta desigualdad. 51 la 

deatgualdad es de tipo menor o monor igual, la variable d~ holgura 

ser• positiva, y en caso contrario eer• negativa. Eat•• variables 

tienen, en 1• mayoría d• los casos, un costo aaociado d• cero •n 

la función obj•ttvo1 •l introducirles en •l conjunto original d• 

restriccton••• est• ae transforma en un conjunto de ecuacion•• 

lineal•• almult6nea•1 

El problema reaultanto tl•n• las misma• aoluciones ópttmaa qu• •1 

probl !lima orl gi nal, quedAndo el problema en su formol "ato1ndard" 

CI;ntzto, 1982]1 

sujeto a A N b 

• • o 

Dobido a qu• el m6todo slmpleH comienza con una solución 

b~stc~ factible, en ocaston!!s ea neceaarlo incluir otraa variables 

(ll•madaG v11riablr• 11rtiflcJalea> que completl!!'n una 5oluctón 

Inicial un conJunt o madi f i cado d• 
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reatrtccJcno• COazaara, 1981J. Come laa variables artJf1c1ale• an 

Introducen ~nlcamente pcr convenioncia matem&ttca para dar un 
punto de partida, eg necesario eliminarlas le méa pronto pcatbl~. 

Para esto okiaton dos prccedtmlentoa1 el m•todo de laa doa fasea y 

ol m~tcdo do la M grAnde do Charnea CHadley,19bJJ. Eatca m•tcdoa 

proporcionan ya sea un punto •ktremo d•l problema oriQinal o bien, 
Indican que no Okiat, e&pacio de aotuclónea pdra el problema 

ortotnal. 

3.2.2 Notar.Ión y DefintcJcnea 

"1 mejor entendlmt•nto del mftodc 

atmplux, •• introduco la aiQLtientir notación CignizJc1 19B2J1 

ea el v•ctor columna da orden nxl que repreaenta a tcdaa l•a 
varlabl•• del modelo ccnv•rttdo Cel modelo con todaa la• variable• 
artiftci•l•• y de holgura apropiadas>. 

programación linl!al •• ••crtb• comot 
•• 

Donde 

mln z 

auJeto • A M b 

• • o 

cT • o• l!l vector de lo• co•ftctentes de la función 

obJntJvo dD dimensJOn 1Mn. 

A ea ta matriz da lo• coeficl•ntea de l•• reatrtcctones 

convertidas di! dtmenaión mxn y ran;o m. 

b e• el vector dn r!3'querlm1•nto• de dimen•Jón mxl. 

denota como 

columnas de 8 ~· de~otan como b10 b~, ••• , b-. 

L• matriz B determina una •olucJón bA•lca para Ax • b • Sin 
ombar;o, l!&ta eoluc1dn béaica pu•d~ ser f•ctlbl• fai toda• la• 

compon•nt•• x_. d& x •Dn mayorl!'• o 1QL14'1ll!'• a cero) o no factible 

fsl un• o mA• M.• <Ol. La soluc1ón bA•lc1t d1ttE>rmlnada por D l!Bt 
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Este solución b•alca Mu ae •aceta tambl&n con un v•ctor fil• 
d1tnotado c.,, el cual contiene los cceflclentea d• 111& v•,.iabl•• 

bAstcas •n I~ función obJettvo, 

Dada una Roluclón bA•lca f11ctlble, el valor de z 

obt•ner medl•nt•1 

Dond• c. (c .. 1. 1 c .. ::;t, , , , 1 Ca..,), ., A ae puedo eacrlblr come 

combtnacton lineal d• la• columnas d• e, esto ••• 

I: Yo .J bo 

B V• 

Generalmente, le anterior •• escribe como1 

Y.1 e-• •.J , 
Dondlt , .. 

Y.1 • y, .t 

.,. 
•• refiaore a 

La ~ltima d•fintclOn de e&t11 secclon ccnciern• al p~rArnetrc 

escalar Z..1 qu1t estA 11goclado a cada columna •.1 de la matriz A, y 

estn definido camal 

:Z..1 Y• .1 C1H + ••o + y..,_, CD.., 



t y~ .J Ca1 

Cu Y.J 

Come la matriz bAatca determinada por 
iteración, el escalar Z.J también. 

zo 

B 

Dada cualqul•r b••• B, qu• d•t•rmina un 
punte •Ktr•mo, éste se puede mover a un punto extreme adyacente 
<•• decir, hacia una solución b6aica factibl• mejorada> ai •~ 

intercambia una de las columnas da la base Cb1> poi"' una columna de 

la matriz A <•.J> qu• no esté •n 1• b•••· Sin embargo, al hacer 
este intercambio, •• necesario mant~ner siempre una solución 
b•atca factible y lograr un decremento on la función obJ•tivc. 

Eaencialmento, ewl•t•n dos reQI•• que deben d• ae;ulrae para 
el Intercambio dv varlabl••• En primer lugar, debe determinar•• el 
vector que se lntroductrA a la base do manera quo •• mejore 
la eoluctón1 en an9undo luger, como alguno d• los vector•• b. debe 

salir de la baae 1 para que ••t• •i;a siendo una be•••• selecciona 
aquel vector qua permita qu• 1 • nueva sol uci On b.6•1 ca contt nlle 
siendo factlbl& CHadley, 1963]. 

cuyo valor ZJ - CJ sea el m.&a positivo. El crit•rio 

mide el ahorro que re•ulta de la modiflcaclon d• lae varl•blee 

bastea• que ee obtl~n• al incrementar la variable KJ en una 
untdad 1 menos ol c~ato di! aumentarla en una unidad. Por cada 

unidad K1 1 Dl ccato ae ver~ reducido por una cantidad Z1 - CJ 1 y 

ae obtl!ndr4 una mPJoria ~1 aumentar KJ tanto como ewa posible, 

SI %J c, < O , entonces al aumentar KJ 1 ol ahorro neto•• 

negativo y cada acción rasultarA en un mayor conto. 91 :J - CJ •O 

al tncrPmento en KJ ccnductr4 a una solución diferent• con el 
mi umo costo, t ndeprndi entemente.o da que K J cre%ca o se mantenga a 



nlvt!'l C•ro CBazaar-a, 1991J. 

Par-.a d1tt11rminar lOI v11.r·table de salldA Ma..

ro1tmpl•zada por a~ , se 1t•cogerA aquella que ••tlafaga1 

1o1 .. .-ty~·.I 

Zl 

que tUl',.iA 

con le qu• ae garantiza qui!' todas la• Mn• de la nu•va b••• aon 

pnattivaa. 

FinAlm•nte, la optlmalidAd de la &oluclOn bAalca factlbl• 

>eu• e-• b con z • en X1• ser alc11nza C:Ltando loa •acalarea Z.J- C.J 

a••n m•norea o lQUftlltB •cero para todas laa columna• a.J de A. 

En 1• figura 

mftodo aimple1e. 

Hasta ahora se h• descrito como reaolver un PPl. por m9dlc del 

mftodc almpleH¡ aln •mbar-Q0 1 119 mucho mAa convent•nte.o uttllzi1r 

alguna d• laa formas tabular-ita exlatentea que resolver dJchoa 

pr-obl1tmaa a mano. l.a for-ma t•bular qu1t Bit describe a contlnuacton 

ae conoce con el nombre de tablrau. 

El tablaau •• almplement• un lugar conveniente para guardar 
la información concernientP al PPL. Eata Información conalste 

bAslcament• •n1 

1. = • Cn Hn 1 ~1 valor de la función objetivo. 
2. HD •e-• b 1 la solución blt.•lca factible. 

3. e - lb., •••• b-> 1 la matriz bi&slca. 
4, y, •e-• aJ y ZJ - c~ que son lo• parAmetros que 

Indican cl~rtas condl~lon9& como ~on la optimalidad, no 

acotamiento y maJoramlento de la •oluctdn, 

Toda osta lnfnrmactOn ae condPnsa ~n el tablea.u en cada 

iteración d•l mttodo •impleK, En la tabla 

tabluau. 
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La pr1m•ra columna 11•t• loa coeficinnte• de l•• vari•blus 

bá•icAs en la función obJBtlvo, La tercera columna d& los valorea 
de laa varlablrs b~sJcas. Las columna• Jnt~riorea aon loa vectoraa 

y, =<.•• El valor z de la función 
obJetivo •• encuentra del lado izquierdo del ~lt1mo renglón1 eat• 

renglón tambt•n lista los valoro• z~ - e~ para cada variable, La 

matriz báaica no •• cba•rva eMpllcitamente •n el tableau pero 

puede obtener•• • partir de las variable• bá•icas. 

El m~tcdo stmpleM det•cta la eMiatencia de ~na •olución 

óptima alternativa cuando para •lo~n vector M~ no incluido en la 

b••• •e ttene que =~ - c~ O y al meno• un Y1~ > o, En el 
caso en que el problema ara no factible, el m•todo aimpl•x lo 

detacta cuando exi•ten un• o más v•riable• artificiales en la b••• 

a nivel pcaltivo, Por ~lttmo, para •l caoo do que el problema 
tenga solución ne acotada el mftodo aimpl•x lo detecta cuando no 

se cumplen la• condtcton•• de optlmalidad y exlate alguna columna 

para la cual Y•~ ~o, par• toda J CHadley, 1963]. 

3.3 Degeneración 

El n~\ml!'ro dn aolL1c1onea b~sicaa de un PPL e• finito, y 

el mftodo aimplex es un procedimiento iterativo que permlt• 

encontrar una nueva aol uci ón b6ai ca en Cl!.da 1 teraci ón que al m•nca 

!lerA tgual n la entertor. St c~da solución baste• fuer• meJor a la 

anterior "º podrfa garantizar que cada baa• aparecnrá cuanto mAs 
un• vPZ en los cAlculos y que la baSP. dptim• s• obtendrá despufs 

di!' un n~mero finito de iteracion~•· 

La degen~raci on !U!' dA cuando una vart .!!.ble ne bAsl ca reempl ac• 

a una varlabll!' bA•1cn con valor cero o cuando le variabl~ 

d~termtnada por el crtt•r1o de salida no e6 ~ntca Clgntzto 1 1982], 

En l• prActlCI!. la dr.generl!.Ción no es problPma1 el metodc 

stmplex determina el vector a E"ntrar y salir dv la bao• etn 



,, 
ninguna dtltcultad r~•olvtendo ••l Jea problemas reales 1 aunque un 

gran ndmero d• variables b•stc•• desaparezcan. Algunas veces 
cu•ndo eKiste degenaractdn, la functdn objetivo pu•d• tomar •l 

mismo valor al mover•• de una aolucidn b•stca facttbl• a otra. 91 
esto ocurra dur•nt• varias it•r•cton•a •Uce•ivaa no ae puede 

garantizar qu• l• b••• no •• repit•, •• d•ctr 1 •• ll•Q• a una 
aituactdn en dende se cicla para atempre 1 repttt•ndoa• siempre l• 

mtama a•cuencta d• b•••• atn llegar a l• aolucidn dpttma CHadley, 

1963J. 

Para evitar el c1cl•J• 1 un mftodc aencillD •• escoger 

•l•atortamente la variable a aaltr d• la baa• d• •ntr• toda• la• 
po•ibl••· Otra manera •• alt•r•r loa valer•• numfrtcc• del 
problema para qu• la d•;•n•racidn 
garantiza una v•riacidn de la función 

ne ••• peaib1•1 le •nt•rier 
obJ•tivo y h•c• 1mpoa1b1• 

una r•p•ttcidn de b••••• Loa dos procedimi•ntoa m•• cenocide• pera 
la raaclucidn del problama d•g•nerado eon1 •1 metedc de 

p•rturbacidn d• Charn•• y •1 d• lea V•cter•• crd•n•do• 
leMicogr•ftc•m•nte CHadl•v. 1963J, 

Lea c••c• •n loa que •• h• ll•gado a un ciclo acn •J•mplo• 

ccnatrutdoa y •• importancia 

acadfmic•1 ne •• conoce n1nQ~n problema pr6cttco qu• haya ciclado, 

•• por •ato qu• la d•generactdn nunca ha Jmp•dido ll•g•r a la 

aclucJdn óptima por medie del mttodo aimpleK CHadl•Y• 1963J. 
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4.2 Conceptea r-und•m•nt•l•a 

4.3 Duwcripcion 
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Este algoritmo fuf dle~~adc pcr un JDv•n lnd~ en Dl 
verano de 1984¡ e•t• Joven de ncmbr• Narendra Karmarkar trabaja en 
lea labcratcrlca Bull d• AT&T en Nueva Jersey, dende originalmente 
dt d a canecer au al gcrt tmc. S•gón 1 a r•VI ata Fcrtun• 
[Gannea,1qe6J1 K•rmark•r eat~ r•ccnccldc como une d• lea 10 
lnveatlgadcrus que m4s han aportado a 1• ciencia. 

El algoritmo do Karmarkar reauelv• loa problema• d• 
programacldn lineal en tiempo pcllncmlal al Igual qu• el algoritmo 
Dlipaoldal d• Khachlan CKarmarkar,1qB4•ll lo cual 1 par•C• a•r 
ofrece la v•ntaJa de r•duclr el tiempo que utiliza la computadora 
para llegar a l~ solución. 

La comunidad ctentlftca ••t~ •~pertmentando con •l algoritmo 
de Karmarkar para conocer aua alcance• re•l•• y l•• ventaJa• o 
d•aventaJas que ofrece sobre otrca mftodo• de programación lineal. 

El algoritmo de Karmarkar es un proceso Iterativo que d~ una 
aprcwlmacJón a la aclucldn del problema de programación lineal 1 
m•• no la •oluctón awacta. Eate algoritmo, a diferencia del 
mftcdo •1mpleK, recorre el Interior del politcpo formado por las 
r••trlcclonea. Para r••ltzar eato 1 •• eltQ• un punto interior del 
espacio de aoluclcne•, y ae transforma dicho espacio de manera que 

el punto•• localize •n el Cl!!'n.tro d•l mtamo1 una ve: rea.li:ado lo 
anterior, •• buscar4 aquella dlreccidn que favcre:c• la función 
obJ•tlvo. Posteriormente •• •llge un segundo punto aobre eata 
mi~ma dirección, y se vuelve a transformar rl espacio de manera 
qu• este punto nuevamente •e• •l centro del polltopo. Eate proceao 
n~ replt~ hasta ll~g~r a la ml!!'Jor apro~imactón de la solución 
~ptlm.:.. 

Karmarkar afirma tHook•r,JqB6J que su algoritmo ae ba~a en 

do• td••a fund•m•ntalear 
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1. Si la aoluciOn actual •• encuentra c•rca del centro del 

poll.topn, reeult• aceptable movarae en aquella dirección que 
reduzca al mAxlmo la función obJetlvc, 

2. 

•el uci On 
El ••P•Clo solución •• pu•de transformar 
actual quede cercana al centro del 

d• manera qu• la 

poll.tcpo 1 11in 

Lo prim•ro na evldent• en la fl;ura 1. Como Ho ••t• cerca 
dal centro del pclttcpo 1 la aoluclón actual pu•d• mejorar•• d• 

manera aub•tancial al mcv•r•• •n la dirección que favorezca a la 
función objetivo. Sin embargo, •I ae hace el mismo proceao con x1, 

se llega a la frontera de la región factible ante• de lograr el 
mtnimo valor d• la función cbJetlvo. 

Para la ae;und• Idea, Karm•rkar notó que •1 cbaervar dead• un 

•n;ulo oblicuo l• ;r•flca d• un pclitcpc 1 ••t• ae tranafcrma. ~• 
proyección de la ;r•ftca en la retina dal cJo •• una dtatcr•tOn 

dal prcblama cr1;1na1 1 un ca•c oapaclal da una tran•formacJOn 

proyectiva. En una tranaformaclón proyectiva la• lin••• r•ctaa 

•l;u•n •l•ndo ltn••• recta• 1 mientra• qu• lo• in;ulo• y l•• 
dlatancta• at cambtan 1 aunque e•t• dl•tor•lOn apena• modifica la 

es•ncla del probl•ma. 

Para que cualquier problema de proQramaclón lln•al pueda aer 

r••unlto por medio del algoritmo de Karmarkar 1 deber• ser 

tranaformadc de manera qua aati•f•Q• la• algulent•• condtcicnea1 

•l valer m!ntmo qu• tome la función Objetivo d•ber• ••r cero y el 

slatema formado por las reatrlcclonos deber• ostar Igualado • 

c1trc. 

POCO 

Al ser este ~tocrttmo un procedimiento 

difundido, e• Importante dar a conocer loa 
lntultlvcs para cntend~r por quf funciona. Eeto es de 

retcient• y 

concepto• 
gran ayuda 



FIGURA 1 
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para quien•• eatfn lnt•r•••dca en conocer y ent•nder •1 
por que d• una visualización geomftrica de como 

eventualmente al re•ultado. 

a1Qoritmo, 

•• 11 ega 

LD• conceptos generalea que 
sigulentea1 

•• oon lo• 

y 

a) Cota para la Función Objetive 

b) Optimización sobr• una E•fera 

cJ Tr•n•fcrmaclonea Proyectiva• 
d> Funciones Potenciales Invariante• 

aJ Cota para la Función Objetivo 

Sean1 F 

Ml.OyaEF 

el pclitopo definido por la• restricctonea Alc•b 

un punto estrictamente lnt•rlcr de F. 

e.. /1(a 1 rJ l• m•wtma ••fera estrictamente 
contenida en el polítopc F 1 con centre 

en a y radl e r. 
e~ O<a,RJ 1• m'nlma esfera que contiene 

estrictamente al pclitopc F, con centro 

•n a y radie R. 

d• le que reaulta1 B .. S F .s. e,., y 9.., • T B.- 1 dende T •• un 

factor" d• pr"cpcr"cicnal!dad definido pcr"J 1< T •Rlr". Gr"4.f:icametnt•• 

io ant•r"ic,. •• Jlu•t,.a •n la ftQur"a 2, Ahº"ª•••• L una functon 
lin•al qu~ dA •l valer mlnimc d• la funciOn cbJ•ttvc en una 

minJmc• qu• tema 1• funcJOn cbJ•ttvc r"••p•cttvam•nt• par"• Dr, F 
Y e,., 



FIGURA 2 

R BR 
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•1•mpre y cuando •• 
f•vorezca 1• functdn obJettvo, es decir que el valor que tom• esta 

functdn sea c•d• vez menor <ver figura 3J. 

Se ••b• que •1 punto Optimo <solucidn óptima> •• encuentra en 

un punto •Ktremo del pol!topo, por lo 

••f•r• e~ le mi.• grand• pc•ibl• y 9A 
que •• n•c••ario hacer la 
lo mi.a chica posible para. 

aaJ aproK1m•r•• lo mas que •e pueda a 1• aolucidn, haciendo que •1 

factor d• proporcionalidad T • Rlr •• acerque • uno Cti•nda a 
uno> para garantizar 1• aproKtmactdn a la so1ucidn~ Entre menor 

••• el valor de T, mi.a rl.pida sera la conver;encta del algoritmo, 

esta••• la taaa de convergencia del algoritmo deponde de T• 

y sustituyendo 

L .. ~ - L,. 
o ---------- .1 LCa> - L,.. 

1 -

' 

(K-a) T Cy-a> 

T l.Cy-aJ Loe-•> 
LCxJ - LCa) T {l. Cy) - L (aJ) 

• < F 

L(Ml y Lly> por el mlnlmc •n 

LB,.. - LC•> • T IL9 .. - L<•>> 

Lta) - LB.,. T ILC•> - LB.-> 

(I) 

•• V 



FIGURA 3 
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'ª 
quo ., d••P•J•r d•• 

LCa) - LB,.. 

----------LC.JJ - LBR • 
Como ... 2 F, L .. n • L • 

LCaJ - LB. 
---------- • L<•> - Le • 

LB.- - LC•) 
---------- .1 -LC•) ·- L,.. T 

Por lo •nt•ri DI"' re•ult•1 

Ln.- - L,.. L ... - LC•> 
--------- ---------- + L<•> LF L<•> - L,.. 

El f•c:tcr 1 - 1/T, indica, coma ya •• hab{& m•ncton•dc 
ant•riormente, cu•nto •• acarea al valor minimo d• la función 

obJ•tlvo •1 cambiar d•l punto • • un punte •'· •' •• el mintmo 
de la ••fera nca,r>, que po•t•riormente p•••r• • e•r el centro d• 

1• nu•v• •sf•r• nca•,r•>. E•t• proceao ••repetir• h••ta llegar a 
una aproHimación adecuada d• la aoluctón óptima. 

Dnbidc a qua cada nuevM. •sfera debe estar eatrictamente 

cont•ntda dentro del polltopo1 el radio r va a ••r cada vez m•• 

chico, razón por la cual el factor d• proporcionalidad T • R/r 
va a aer cada vez mayor en so mantian• conatante>, con lo cual •• 

1 legar.a 41 

( 1 - l/T ) --> 121 

y lo que •• prat•nd{a era que T --> 1, es deeir qu• la fórmula 

anterior tendiera a cero1 ya que cuando eato •• logra, •• llega s 
la aoluciOn Optima, Ver fi9ura 4, 

Par• ~vitar al problema definido on <21, l• T so ~cota 

apllcAndole una tranaformaclOn proyectiva al problema original. 

b) Optlmi~~clon sobre una Eafera 



FIGURA 4 
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Para utilizar al algcrltmo de Karmarkar 1 wl problema 

Q•n•ral de programación lineal •• reduc1r6 al siguiente caac 
particular, canecido come forma canOnic• del problema1 

dond• 

A N o 
9T N 

t " 
N > 0 

.T (J,11••0111 

e •• un v•Ctcr n-dim•naional 
A ea una matriz mwn 

<5. lJ 

B•• n • ( • 1 A• • o ) •l aubeapacio vectorial formado por 
la• reatricclcn•• del problema de programación lin•al 1 

fi. ( M 1 • L o, t M• • 1 ) un •lmpl•M y 
n • n n {:). •1 pol{topo formado por el espacio aoluciOn 

d•l prcbl•ma. 

Si auatitulmca •l aimpleK /j, por una ••fera 8 con centre en 

a, •ntcnc••, al prcbl•ma a r•eolv•r queda como aigua1 

Como a E w1 entonce• la int•raecciOn de n con la •afer• 6 ••r• 
otra eaf•ra s• de menor dimenaion con centro y radio iguale• • loe 

d• a. A•{ c~.21 pued• r•••c:ribiree c:cmc 1 

min c:T x 

euJ•tc a 

Para 
crtogonalment• •l v•c:tor 

x E s• 

prcblem• 
scbr• n, 

basta 
para 

pr-cyec:t•r 

••• una 
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dtr•ccton d y movar•• en •l n•;•tivo d• eata un• dt•tancl• igual 

•l radia d• s. V•r ft;ura ~. 

So 

proyectiva• dol hip•rplano E 
por la at;uiente fOrmula1 

,.. --> 

donde eT • fl, 1 1 ••• , 1> y 

•n aqu•l 1 •• 
( 1C 1 t )(' 

D •• una matriz no atngular. 

Para cada punto interior d•l atmplew 
tranaformaciOn ~nica TCa, ao> del hiper-plano E 

lea vfrttcea del •impleK, y mueve el punto a • 

tranaformacion•• 

> 1 d•acr-1 taa 

6, , e>e 1 ate una 

que ftJa tcdca 

al centre d•l aimpleK ao • Ci/n>e. Eata tranaformacton e•t• dada 

por 1 

••• 
Db••rv••• quo 

D 

K1 / A& 

----------- 1 • 1,2, ••• •" • H.1 I a_. 

•• matriz 

• ['i' 
O •• una m•triz diagonal • 

11.. g] •• • o 
• •• o 

1/An 

La tranafcrmacton prcy•ctiva TCa, •o> tiene la• aiguient•• 
pr-opi ad•d••• 

lJ La tranafcrmactOn T •• inyectiva y map•• •1 aimpl•x a 

otro •tmpl•Mt •• d•ctr, •• un• tr•naformacidn b1y•ct1va, y au 
inv•reft ~Bt4 dada peri 

,, --------
I: .J H.J' 

t • 1, ••• , n 

2) C•d• car• del aimplrH d•d• por H1 • O •• map•• a 1• cara 

ccrr•apcndi •nt• :1 • • • O. 



FIGURA 5 

Polilopo 
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par M1 • <11n> e1 

TCa> 
.. , .. 
t ""'ª.J 
------- . • • • n 

V1tl"' fiQUl'"a 6. 

4) Bea A. l• 1-d•1ma columna de A. Entoncea 1 al •Pltcar l• 
tranafarmacSón •1 atgut•nt• st•t•ma d• ecuactcne•1 

t A1 M1 O 

At M1 o ••• -------- o 

o lo qu• •• lo mlamo1 

t At ° K1 ° • O 

dcmd•1 

t:h º • A, o,, 

•• A'N' • O > pcir n• • 

~> 91 a E n, •ntonc•• •l centre d•l stmple>c ªº E n•. Le 
ant•rtor ae demostrara • conttnuactón1 

Y r 

Goan1 •• •1 centro d•l aimpl•M 1 

BCaa 1 rJ la e•fera m~• grande contenida en el atmpl•K 
con centro •o y radio r. 

BCao,RJ la eafera·m~• peque~• que ccntten• al atmple>c 
con C•ntro no y radio R, 

Entoncee, el cociente formado por el radio de l•• doa 
Rlr ea el ar amente n-1 debt do a que R •.J ln-1) }n 

E• el ar-o quo1 

y de aqul que1 



FIGURA 6 

Op~timo x'" 
r T 

IO \ é\ 7 1' 

Simplcx 



lo que conduce a1 

y •dem4a, como R/r 
dlmenetdn del eapacio. 

n-1 1 •e demuestra que T ea igual a la 

La tran•formactón T definida on el aubinci•o antorior no 
pr•••rva la linealidad de la funcidn obJDtivo, y ea por esto que 
Karmarkar introduce una functdn potencial cuya forma •• tnvartant• 
baJa 1a transformacldn y que •o usa para medir •l progreeo del 
algoritmo y dectdJr cuando termina. 

Como •• menctond antertormente 1 el conJunto de las funcione• 
lineal•• no pormanece invariante b•Jo las tranefarmactonee 
proy•ctiva• 1 pero los coctentea de lae functon•• lineales •1 1 esta 
ea 1 que al apltcaraele• una tranaformactdn prov•cttva, el 
ro•ultado conttn~• atendo un cociente de funciones lineales. Aei 1 

Karmarkar croa eu functdn potencial Invariante Q(K) 1 1• cual ea 

asociada con cada functdn obJotJvo lineal 1 CKl 1 y que depend• de 
loe lo;arttmoa d• lo& cociente• de las funciones llnealea1 

1 hd 
r In + k k - constante 

LA funcldn poteonct al 

propl ~dodeDI 

11 Cualqutor reducción qu• ae deuee obt•n•r del valor l (M) 

puode lo;rarae reduciendo •1 valor ;Cxl. 
21 Medtant• la transfcrmactdn proyectiva T(a 1 •al 1 QCM) •• 

mapea a una función d" la mtama forma. 
31 La optimtzactdn de QCK> pu•d• lograr•• de 

aprcHtm~da mtnimtzando una funciOn lineal l(K>• 
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4.3 DogcripcJdn 

Para facilitar la comprenston del al;crltmo 1 •• darén 

una •~rt• de supuestos que posteriormente •• eliminaren, para 
mostrar cOmo •e transforma un problema de prcgramactdn lineal a Ja 

forma canontca del algoritmo de Karmarkar, Esta forma •• pr•••nta 
a contJnuaciOn1 

Forma canónica del problema1 

mtn cT >e 

Ax 

t •• 

o 

• , o 

Donde e es un vector n-dimDnaional, 

A es una matriz mwn 

Sean1 n • < N 1 A N •O) el subeapaclo vectorial, 

/1 M l K .a O, J: x, • 1 ) el atmpleK 1 

" n n {j. el polltopo y 

•~ e/n 1 el centro del simploK que se tema como •olucton 

factible lntctaJ. 

Supuestos del Algoritmo 

x E " 
2, •Q ea una aolucton fo.c:tiblo inicial. 

Una VD% que se 
sJ;utent•s resultados1 

apl tca el algoritmo, se obtendr4n loa 

ya sea que Nn E w tal que cT No • O d 

una prueba de qu11 •1 mln e c:T x 1 »e E n > > o. 



TRAN~ ~"ORMAR 
EL PPL A LA 

roa.'iA CA.'\ONIC 
DEL ALCORITIIO 

Df. 'A • ' 

GENERAR 
SOLUCION 

INlCJAL 

TRANSFOk.'-L\R 
l.1\ SOLUClON 

ACTL'1\L AL 
CEl>TRO DEI. 

SH!PLF.X 

OPTIMIZAR 
SOnkE EL 

ESJ•,\CIO 
TRANSFORMADO 

FIGURA 

DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO DE 1'.\RHARKAR 

NO 

TRANS FOH..'V.R 
SI PROBLEMA Al, 

i'PI. ORlt;IN,\L 

Af'l.ICAR LA 
l N\'EllSA DE L 

L------'~TRANSFOfeo!ACIO 
PARA OBTENER 
SOL~CIO~ 



4. 4 D••arrot lo 

Para el dPBarrollo, •n prtm•r )UQ•r, •• enunciarán a 
groaao modo lea paaoa quo de•crib•n el algoritmo, y pc•t•riorm•nte 
aer~n d••critca a det•lle. 

El al;orttmo crea la aecuencta de punte• 

Pase C~Jculc del •i;uiente punto en la •ecu•ncia 

" ..... ,. 

PAllO 3 Prueba d• OptimalJdad. 

En la figura ? ae presenta al diagrama de flujo del algoritmo 
do to:armarkar. 

Ahora na procederá« la de•crtpción en detalle de loa paaoa 
ant•rt oreo1 

Pa•o 1 Cálculo dol SiQuienteo Punto de 1111 Secuencia 

Para Factlttar la comprensión, ae cambiar~ a la 
atgutente notactdn1 
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Este paao conai•te, a au vez, de una aecuenci• de trea p•soa1 

1. Aplicar l• tranaformaclOn proyectiva Tla 1 aol al almploK 

que mapea el punto a al centro •o• 
2. Optimizar <de manera aproMimadal la función obJ•tlvo 

transformada sobre una asfera inscrita para encontrar b• 

lel Optimo en n• 1, 

3. Aplicar lA transformación lnvoraa a b' para cbt•n•r b 

l•l Optimo •n n J. 

1. Sean t a•<••••••• a .. > la solución actual y 

D • dtao ai.,•••1•.. 1• matriz diagonal cuyo 
1-talmo elemento ~n la diagonal •• al, 

o-• K •• dende •T • 11 1 1, ••• ,11 
1t"" o-' IC 

D •' 
M --------9T Q M' 

••• , . la tranafcrmada de la función potenct al 

f IM J f' IThcJ) 

••• n• la tranaformaclOn del eapacto afin n, 

A DMº • O 

y llamar~moa n• al espacie nulo de AD. 

Par• eate paao, se calcula tambifn una matriz B 

daoflnidft por1 .. ~~] 
es daclr, 1~ matriz AD aum•ntado por una fSla de unos. 

2. ••• el r11d1o del• aafer• m.is 1¡Jrande inacritD en tt 
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Se optimiz•r• •cbr• una ••f•r• m•• Chica 

O< u < 1 por do• razon••• 

•> Permlt• que la cptimiz•ciOn de f• (y) ••• aproKimada 

por medio d• la cptiml~ación de una función lineal. 

b) 51 lo que •• d•a•• es resolver aprDKimadament• la• 
operacion•s arltmtticas, entonces lo anterior prcporcicna un 
marQen para abacrb•r loa errores d• redondeo •in aaltr•• del 
simple1t. 

En particular, un valor para u que funciona ••• 
u • 1/4 y correapcnde a 6 > 1/8, Eatc ~ltimo se demuestra en el 

teorema que •• enunciar• a continuación1 

Tegrcm• 1. ~1 valor que toma la función potencial f(K) 

está acotado de la alQuiente manera1 

Cl) flioc,.•••>) .i fh~"'') - 6 D 

12> el valor m'nimo que toma la función 

obJ•tivo •• estrictamente positivo. 

Not~. Para la demo•tración del teorema anterior y todo• 

los •ub••cuent••, ver CKarm•rkar,19B4bJ. 

Re•trlnoir•mc• •1 ••P•cic afln n• • < y 1 ADy • o > con 

la •cuaclón :Cy1 • 1 1 y •• l lamarl. n° al espacio afin qu• 

reaul t•. 

Lo que :lnt•l"'••a •• optimizar f' Cyl •Dbl"'• 
t'l Cao, ar> n n" 

y pal"'a ello, •• pl"'u•b• pl"'lmel"'o 1• •~t•tencta d• un punto a qu• 

loQr• una reducción conatant• •n la función potencial. V•r T•cl"'•m• 

2. 
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EKi stit un 

.i f' Caol 

punto b' E (]Ca~, ar) n íl'' tal 

que f'lb - &1 donde & as una conatante • 

En el Teorema 3 Ge demu••tra qua la minlmi:ación de f' (K) 

pued• hacer•• ~pro1timadamente minimizando la función lin••l 

t .. ocrma ~. S1ta b' un punto que minimiza 

dentro do (]la.,, ar) n O", Entonce• 1 

f'(b') .i f'IAo) - 8 

donde S •• una constante pcalttva qu• d•pend• d• o:, 

P~ra a • 1/4 se toma & • 1/B. 

Final menta sn describe un alQoritmo para minimizar c•-r M 

aobr• (]lao,o:rl, 

Slgprtt-mo 

Cp et - DTtBBT)-•B::Jc' 

donde e• oc 
11), Normaltze.r c .. 1 

__ :.!! __ _ 
l lc .. 11 

cp 

bº •r~ - cu· c .. 

Tppcpma 4. ~1 punto b' minimiza c•-r 1111 sobre1 

t1 l•o 1 o:rl n íl", 

D b' 
b -------

qT 0 b' 



" 
Paso 2 

En c•d• iteración, ae e•pera que la functdn 
potencial f<wJ definida porr 

f ()e) t In 
oT K 

•• 
tenga una mDJori• d• por lo meno• s. 61 ••t• m•Jor•• no •• logra, 
•• d•ctr 1 qu• 

entone•• •• dett•n• •1 proc••o 1 y •• concluy• qu• •1 valor mJnJmo 
d• la función obJ•tivo •• ••tr•ct•m•nt• poa1ttvo. 

Cuando la forma canontca d•l probl•ma •• obtuvo a partir de 
la tranaformactdn de un probl•m• de programación lin•al atandard 1 

•ntonc•• !a •ituacidn m•nctonad• antertcrm•nt• corroapond• a qu• 
•1 problema de programacton lineal oriotn~l no tenga un Optimo 

finito 1 •• decir 1 qu• ••t• problema aea no facttbl• o no acotado. 

Eata pru•ba a• lleva a cabo conatant•m•nte y 
con•t•t• en moverae de la aoluctdn actual a un punte ewtremo de la 
e•f•r• y probar •1 ••t• punto •• dptimo d ne. 

Se d• un p•r•metrc d• t•rmtnactdn d•l algoritmo q Cv•r 
Teorema~>. y el obJ•ttvc •• ~hccntrar una •cluctdn facttbln K 
ti11.I qu•r 

La functdn obJettvc ••• •• A•DCiA oon 1• functdn pct•nci•l 
inv•rt•nte1 

o• K 
f (K) t In 

•• 
y alguna d• 1 .. ccndtctcn•n d•I T•cr•m• 1 •• cumpl•• 

Tcor•m• ::5. En O(n Cq + le; nJ 1 



encu•ntr• un punto factlbl• M tal que1 
cT K 

cT Ao 
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4.!5 Tranafcrmacidn d• un Problema d• Prcgramacidn Lin•al a 
la Forma Canónica 

Para e ata t,.ansfcr-macldn 1 Karmarkar 

1. 6•• ol •l;ulent• problema de programación lin••l •tandard1 

auJetc a A M .1 b (!5. 3) 

K ~ 0 

<el ••ntidc de laa d••tgualdad•• ne afgcta la tran•fcrmactdn) •• 

aWaden l•• vartablo• d• holgura para ccnv•rtir la• r••trlcctcn•• 

v~ deaiguald~d en t;ualdad, r•aultandc al •t;ut•nt• •l•t•m•• 
mln c.,. M 

auJeto a A K • 
M .?. O 

t•l •1 ;no d•l v•ctor d• requ•r 1 mi •ntca •• 1 rr••tri etc. 

¿• suponer qua la• 

~l;una cantidad M. Eatc ·~•d• una 
reatrtcctdn m&a al atatema 1 de lo cual reaulta1 

mtn c.,. M 

auJ&to a A K • 
dcnd• ..... • c1 1 1, ••• ,1> 



40 

M • al 

vector formada por la• vartabl•• de deciaidn ori9tnales y la nueva 

variable de holgura, •• decir x• • (M 1 al 1 quedando el probl•ma1 

mln c:T x 
•uJeto • Ax• b .T 1(. M 

• • o 

4. Crear una nueva var-table •" 00 11/MI•º 1 y aubatttutrla •n el 

prcbl•m• del paao ant•rtor1 

( 1/Mlb 

11/MIM • 1 

M" l. 0 

!5. Come •T •" •a t;ual • la unidad, •ntoncaa al eacalar 11/Mlb 

y al v•ctor e~ se r•••crlben comc1 

C1/MJb • 11/M)b I•,. ic") • 111/Mlb eTJtc" 

dcnd• e- •• •1 valer mtntmo conoc:Jdc que toma la función 
obJetlvo e,. x. Entonce•, aubatltuyendo en el paao antaricr1 

min cT •" 
auJeto • Ax" . 

., ... •" 
)C" l. o 

mtn Ce,. - e- .... ,... O 

auJeto a (A - Cl/Mlb eTJx'' O 

.... w" 
M" l:. 0 
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Finalmente, utillzandc notación compacta1 

mln cT " o 
auJ•to a A x O 

••• 
• • o 

que ea la forma canónica neceaaria para utilizar •l alQorltmo d• 
K•rm1u-kar. 

EDta tranufcrmación 

problema• un loa qu• 
obJetivo1 ya aea qua oate 

ae aplica Unlcamont• para aqu•llo• 
ae conoce el valor minlmo d• la función 
valor aea cero o una conatante. 

En el caao de que al minlmo del probl•m• ••• deaconocldo, 

Karmarkar propuso ortQtnalmente el uao de una "función cbJetl.,,CI 

deslizante" CKarm•rkar- 1 19B4a], Eat• metodo •11 baea en acotar loa 
valorea que toma la función obJettvo1 pero tiene como propO•ito 
principal el demoatrar la complejidad polinomial del •lQorltmo. 
Poatericrmento, augtriO CKarmarkar,19B4bl que •1 problema •• 
resolviera por medio de un probl•m• de f•ctlbilld•d qu• combln•r• 

el Primal con al dual 1 pero ente proce•o cu•drupllca el tam•R'o del 
problema por 

Tcdd y Durr•l l 

lo qu• t•mpocc an de u•o pr•ctlco. Lo• clenttflcc• 

CTodd y eurrell.198~3 proponen un m•tcdo qu• 
utiliza variables dualen que no aumenta •l tamaffc d•l prcbl•ma. 

Para a&t• tr•b•Jo 1 se utll1:ar• la •t;utente tr•n•fcrmaclón, 

en case do que al minlmo •••desconocido CC•lvillo, 198?>1 

Cualquier PPL puede tran&formarue a l I\ forma1 

nuJeto a A M ~ b 

• • o 

UtiliZftndo al teorema dGbil de la dualidad, y agregando variabl•• 

d• holgura, el problema anterior se tran•forma en1 



bT y • 0 

Ax+ h •b 

• • e 

x, Y• •1 h l. O 

el cual ea equ1v•l•nt• al •iQutente problema, •1 •1 m1nimo d• z e• 
cer-c:u 

min z 
auJeto a A x + h + Cb - A Mo - ho)z b 

a + (C - AT Yo + •olz • c 
o 

M 1 V1 •1 h l. O 

que Y• •• de la forma C~.3) 1 entonces scl•m•nt• ea n•ceaarto 
aplicar la tran•formactdn definida •n 4.~ para ll•gar a la iorma 
canónica dal algoritmo da Karmarkar. 



Capitulo 5. Cy•Juectóo dp lpp Algpcttmps Slmpl•M y 
K•cmarkac 

5.1 Comp•caclOn T•drlca y Pr~ctlca 

:S. 2 EJamplo 
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En ••t• C•pltulo •• h•r~n l•• compar-acton•• entra 
el algcritlho d•l m•tcclo aimplew tMSl y 1111 alQcrltmo dr Karmar:kar

<AK). A ccntlnuactOn •• presenta un cuadro sinopttcc d• ambos 
algcrttmc•1 

Nombr-01 Mftcdo SlmpleH 

F•cha dlt Nactml•nta1 1947 

Luoar de NacJmiento1 Corporacton RANO 

Padr•• Gaor;• e, Dantzto 
Modua DP•r•ndl 1 Ir de un punto •Htremo hacia un punto 

extremo adyac•nte de la reoton factible, 

mejorando atampre el valer qu• toma la 
función objetivo, 

Nombre1 Aloorttmo dl!I Karmarkar 
F•cha d• Nac:tmt•nto1 1984 

LUQar de Nactmtentct AT~T Bell Lab. 

Padr•1 

Modus DP•r-•ndll 
Narendra K, Karmarkar 

Mover•• a trav~a del pclitopo en aquella 
dlrecctdn que favorezca a 1• proyaccton 

ortogonal d• la functon obJ•ttvo, 
tranaformando •lempro al punto ectuel el 
centro d•l polltopo. 

Loa algoritmo• SlmplDM 
diattntoa. El prtm•ro resuelve 

•K•mtnando lo• punto• BKtr•mos 

y son redtcalment• 
un probleme de prcgramacton lineal 

de 1• frontera de la región 

factlbl•t el •egundo• e• un m~todc interior• eato ea ae mueve 
dontro dol polltcpo he.ata lleoar a 1" mejor •proKlmacton del 
optimo •n la frcntere. 

La ftoura iluatr• como•• apr0Mim11n lea doa mftodo• •la 
aoluctOn Optima. En ••te prcbl~m• pequeKc• el AY. r•qui•r• no m•noa 
tteraclon•n <circulo•) que el MS <puntea>, Pero. para un probl•ma 



FIGURA 1 



grande ce~oo variable• o mAsl •1 AK r•qu•rir4 Unicament• una 
fraccton de laa iteracJcna• utilizada• por •1 MS CHcckDr,i98bJ. 

A madi da qLL• aumenta al nUmoro de vfrti c•• d•l pol l topo, •1 

AK ~Dr6 m&• DficJanto. ••to •• debido a que 1• auperTJci• d•l 
mismo tiE?ndD a "•uavizar91t". Mientra• que •1 MS por aer d1t ti•mpo 
eHponencial resulta monea eficJante CmAa lento) cuanto mayor ••a 
•1 numero de v~rtices que tiene que recorrer para encontrar la 
aoluctón. 

Karmarkftr, CKarm"rkar, 1984aJ demueBtra que au algoritmo 
conver~• on tiempo poltnomtal, eato ea, qu• al tiempo d• •J•cuctón 
a• una función pnltnomtal que dep•nde del nUmarc d• vartablua Cn) 
y d• bita CLI necoaarios para cargar la matriz dal problema. El 
romultado al cual ll~gó ••• 

Din""• .. L"'I de tiempo de •Jecución 

Dado que al AK es un mftodo tnt•rior, requiere un tJ9mpo da 
•J•cuctón d• ocn~ ... L>, qu• •••nci•lmenta e• •l tt•mpo qu• •• 
nnca•ita para r••olver el probl•m• de mlntmca cuadrado• CHcok•r, 
1906]1 

"' 
En adJctón a lo anterior, ea d•b• d• tomar en cuenta qu• •l 
algoritmo requt•re en •1 caso más desfavorabl• d• nL tt•racton•• 
y ne por eato qua Karmarkar llega •1 resultado (1). 

~1 MS en cambio, s• mu•v• a le largo de lo• punto• •Htr•moa 
de la región factible, qu• como e• ••bldo aon toda• la• 
comblnaclon1:1s de un sistema de m ecuaclcne• con n vartabl••1 

e_ ·(:)· 
n! 

(21 
m! cn-m> ! 

El ccmpcrt•mtento d~ (2) ea eHponencial. Por lo anterior ae 
deduc• que en el peor de le• caaos, es decir, qu• •1 at;cr1tmo 



t•ng• que vi•it~r toda• la• eaquinaa de la reglón factibla, el 
ti•mpo d• oJecución del MB •• •KPon~nclal. 

Por la e•tructura del MB, •n cada it•ractón •• cambia una 
v~rtable b••tca por una no bA•ica, Suponiendo que la b••• lntctal 
no contenga ninguna de 1•• vari•blea Opttmaa, entonce• el número 
de tteraclona• requerida& por el algoritmo ••r• dD OCn>, donde n 
~• el número de varlablea. AdemAa 1 para cada variable que •• 

introduce a la b••• •• requter•n O<n 2 > operaclon••· 

Por todo lo anturtor ••concluye que en la prActtc• el MB no 

compcrt• come un •lgoritmo polinomial cuyo ti•mpo d• •J•cución •• 
OCn'-"'>, 

La tranaform•ción neceaaria para 
programación ltn•al a la forma canónlc• 

convertir un problema de 
qu• requiere el AK ea 

:s.2 EJumploa 

A continuación a• proceder• a reaolver un problema 
de programación lineal utilizando prim•ro •1 algoritmo del Mftodo 
Btmpl•K y poatertormente •l algoritmo d• Karmarkar. 

Se eacogtó un problema .•enctllo para •Jempltflcar todoa loa 
paso• necesario• para la aoluctón de un problema d• programación 
lineal por medio del algoritmo de t:arm•rkar. Po•t1trlorm•nt• •• 
roau•lven problema• no trivial••• 

Sea Rl stgutmnte problema de programación lineal en R2 1 

EJumplc 1. 

auJc-tc a 
min z K l + K:::i 

X 1 + K:::i .i 1/2 

-Mt + K2 l. -1/4 

){ 1 1 X:::i l. 0 

CP> 
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Ver figura 2. 

Algoritmo del Mttodo Stmpl~M 

Tr•n•formando fP) a la forma "att1ndiu"'d" d•l Mftcdc 6Jmpl•H 

r"ll'BUl tal 

min % •• + •• + º'• + o .. 
auJeto • •• + • • + •• i/2 

•• •• + •• i/4 

N '' )(=· ... .. • o 

e, o o 

'• v•ctcr•a b •• .. .. •• 
o •• i/2 i o 
o •• i/4 i -1 o ., - e, o -1 -1 o o 

Como •o cumpl•n laa condtctcn•• d• cpttmaltdad 1 l• •cluclón •• la 
•iguiant•t 

N' 0 

•• o 
>C:s 1/2 

x... • 1/4 

V •1 valer óptimo qu• tema la función obJ•ttvo ea z o. 

Para tranatcrmar <PI a la forma canónica d•l algoritmo d• 

Karmarkar SD le aWaden variables da holgura, y •• aupen• ad•m•a 
qu• las variable~ eat•n acotadas por una M auftct•nt• grand•• A 
partir d• la figura 2 1 es ac•ptabl~ utilizar un valor d• M • 1. 



FIGURA 2 
X2 t 

XI 



Notar que el optimo de ••t• prcblPrna e• z • o. Da lo anterior 
r•aul ta1 

m1n z K1 + K:::> 

aujetc a "' + K2 + K~ 

-ioc,+x2 -K• 

112 

- -1/4 

Ndtrt••r 

E• clara qu• ••• 
r•••cribir ccmo1 

mi n cT M 

1 o 
o -1 

oT X 

•uJ•tc a CA .. b •T) N o 

dond• 

[ 1/2 112 
A .. b .T 

-314 0/4 

P'•rc Aº X 

•• 

• o ., 

-~~ • 
mln 

suJeto a 

y acle •1 

-1 -~ 
_, 1 

cT X 
A" X 
0• X 

e• X 

1/2 -112 

1/4 -J:/4 

A" X 

o 
1 

b 

-1121 
11'4j 

r 1121 

·L-1,.4J· 

Aº 

O , dond•r 

qu• •• 1• forma candntca d•l algoritmo d• Karamrkar. 

Como •oluc1dn factible inicial w• 0 •, •• elig• la ai;utent•r 

K'º' -[i~!J 114 
114 

Aº M 'º' • O y 

CT K 'º' 1/4 

11) 
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b" x ,.,., - ocr e,. • [:g~é:5~ 
• 2!5:5 
.2!5!5 

Ouv ~• la ~olucidn en •1 espacio transformado. 
Para calcular l• •olucidn en ~l espacio original, •e aplica 

la tranafarmactdn 

M '• > 

invll'rsa a b' 1 

[
.0124] ,0124 
,0727 
.0639 
.0639' -------.22:54 

Con lo qu• cT M • • • .1096, 

Hacienda la pru•b• d• factibilidad1 

cT M 
f (1() • In •• 

cT M''" 
f IK '' 1 1 • ln ---------.. 
iOc'º'I 1.3Bb 

f hl ••• 1 ~ f ()( ..... ) - • 

[

0"49 J .0:546 
3229 

.28376 
28376 

-1.se 

Cumpllfndc•• la• condlclon•• d• factibilidad d• la •olucldn actual 
del prabl•m•. 
Haci•ndo la prueba de optimalidad1 

cT )( <'' .1096 
.00097666 

.2!50 

dond• q • 10. 

Como •1 roaultadc obtenido h••ta ahora •• mayor qu• 2-Q, y lo qu• 

•• qulore •• que sea m•nor o igual a eate valor, •1 proc••o •• 
repite, Lea rr.auttadoa que •• cbtl•n•n aon lea algul•nt••• 

[:~] . [ .0~49 .o~4b .3229 -.2937 -.2937] • -.1r49 .2l33 .3229 -.8!!513 .2r37 
1 1 

•TB Lº~ AT ~] ADI AT ~26!!52!!5 
26?52?5 

.2b?52~ 

.9892!!5 



CAD• AT>-· - r5.1!5 
l=,1.38 

[2703 .1461 .2&&3 .3152 -.202¡] .2753 .2&&4 -.0273 ,3092 
.:59&1 -.1379 -,1378 

.9443 ,0547 
,9287 

• [7240 -. 147!5 -,2660 -,3115 .024ü .7248 -,2bb0 ,0271 -.3085 
,41!58 o 1362 .13&2 

.0571 .0533 
,0727 

[ .0311] .031& 
-.0293 V l lc .. 11 ,0579:5 
-.0156 
-.0157 

Can la que1 

c. 

l: ."4•:] .!54&7 
- -,:50!59 

-,2691 
-.2711~ 

Aal •• 11•;• al •i;ui•nt• r••ultada bº1 

1::1• )( ••• - ocr c.. • lig~i~u 
2950 
29!52 

-1. :sBl 
1. :sl!J 

Y aplicando la tr•n•farmaci~n inv•r•• al r••ultada ant•rlar •• 

11•;• •• 

Cb• 

Can la qu• 

f (H o;io•) -9.22 

con la qu•• 

,0013 [. ºº"íl .111!5 
,082& 
.0827 -------
02794 

.0096. 

Haci•nda la pruaba d• aptlmalldad1 

.0096 -------CT a<O> o 2!50 

l0040íl .0048 
• .3989 

.29!57 

.2958 

.00976 
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h••t• llegar al sJguiente raaultado1 

lº·ººº'"'ü -0.0003:111 
o.q73121:1 
0.2636:121 
0.2b~928b 

-.0007022 

Le •nt•ricr 1nd1C• que la aoluciOn actual ea no faetlb1• 1 por le 

que no •• h•C• pruaba d• optlmalldad. E• por •ato qua •• toma a 
wf2) como la m&Jor aprowlmación a la aolucidn dal problema. 

A continuación ae rnaolverá un PPL cuyo mtnlmc •• diatinto de 
cero. Eata probloma ae r•aolvid con la ayuda dal programa 

praaentado •n •acción :1.3 da eate trabajo. 

mln w1 + K2 + Ow3 

auJata a 2K 1 ~M2 + K3 • 0 

K 1 + K2 + M3 

~1 raaultado •• ancontrd an la tarcara itaracidn y •• al 
al gui 1tnte1 

r,~.J K 13) 
L:s14 

CTM (3) • 1/4, 

:¡,3 Programaa 

A conttnuactón ne presentan len programa• para 

ambo• al;critmoa1 

10 
20 

'º 40 
~o 

CLS1PRINT1PRINT "PROGRAMA DE PROGRAMACION L?NEAL"1PR?NTIPR?NT 
~~PUT "DE EL NUMERO DE VARIABLES JNV0l..UCRADA6 EN El.. 6IBTEMA1" 1 

i~)~+.~R~N~7o~~M~~g1~~RR~eTR~¡7~~~~~1~~! e~,~~~~·~~~R. NV 
PRINT "DESEA t.-MAXIMIZ~R"1,!.RINT" ~.-MINIMIZAR"1INPUT" 



60 

70 

80 

90 
100 

110 

120 

130 

140 
1'7 
148 
149 

'"º 
160 
170 
180 
190 
200 
210 

220 
230 

240 
2"0 

10 

20 
30 
40 

"º 60 

70 

80 

•o 
110 

120 
130 

13" 
140 
142 
144 

'"º 1"2 
1•0 
170 
224 
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Programa d•l Algoritmo de Karmarkar 

~~PUT "DE EL NUMERO DE VARIABLES INVOLUCRADAS EN EL SISTEMA", 

~~~~~.·~o~Ii;~.~~~rRo DE RESTRICCIONES DEL SJSTEMA",NR1NN•NV+l 
PAINT1P~INT10JM AINR,NN) s•cNR>,SCNR> BICNR>,CCNN> JDCNN NN> 
DINN,NN>1AOINR~NNlrBINMé~Nl,BTB<NM9NM1,AOINRtNNltChocNR,~N>,~ 
~~~~t~~>,ADAIN ,NR 1 TBT CNM,Nll,BT IINM,NI>, BTI NM 1 NNI 
PRINT1PRINT "DE EL COEFICIENTE DE CADA VARIABLE EN LA FUNCJON 
OBJETIVO" 
~~~>~Ñ~X~CHNN1PRINT "COEFICIENTE DE X"JMID•IBTRSIHJ 1 2>11JNPUT 
FOR H•l TO NR1CLS1PRINT "DE LOS COEFICIENTES DE CADA VARIABLE 

~g~AJ!;;~ ~gs~~:~~i2~ ~~~~FICIENTE DE X11 1MIDS ISTRS IJI 12111 INPUT 

~~~~~:~~~x~ .. r·~5x~R~PRINT "DE EL VALOR DE Bl"1H1 INPUT BI CHI 1N 
EXT H 
DC•01A~FA•.2~10•10 
FDR I•l TO NN1ECil•l1XCll•l/NN1DCCil•CCil•XCJl1DC•DC+DCCJl1NE 
XT ! 
PRINT1PRINT ")(• OC• 
FOR 1•1 TO NNIPRJNT )((Jl,DC(ll1NEXT J 

~g~ \:\ +g ~~~~g~ ~:\ +g ~~~\~<~~~~;º~~~~·ibi~!~i~T ~~oNB~T.5 
l•XIIltNEXT ~1NEXT J 
O•l/SQRINVICNV-1) 
PRJNT1KOUNT•KOUNT~l1PRINT "No. DE ITERACIONES •"1KOUNT 
IF KOUNT•I THEN GOTO 228 
FDR I•I TO NN1XCll•T8PCJl1DClll•CCIJ•XCll1NEXT 1 
FOR I•l TO NN1FOR J•I TO NN1IF I•~ THEN D<I,Jl•X(IJ1NEXT J1NE 
XT I 
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Aptndic• 

El Al9orJtmo Elipsoidal 

En 1tnwro d& 1979, en la revl•ta rusa Doklady, el 
m.11t1tml.tico L. G. KhachJan publicó un aP"t!culo llamado "Un 

Algoritmo Polinomi•l par,a PrcQramacidn Lineal", que fut un 

reaultado t•drico Importante ya qult ••••be qu• •l mttodo •impl•K 
no e• un algoritmo polinomial. 

El a1Qcrltmo d• Khachian, ccnocidc como mftcdo ellpeoidal, 

r1t•u1tlv1t un al•tema lineal de daaiQualdad1ta d• la formas Gic .i h, 

dond• G es una matriz y x y h aon vectcre• columna. Ndt••• 
qu• no 

funcl dn 

e~i•ten r1tatrlccion•• 
obJ1ttlvc 1tKpllcita a 

•• 
sor 

no negatividad an 

minimizada d 

ic ni una 
maKlmizada 

Para utilizar •l alQorltmo de Kh•chlan •• neceaartc convertir 

al problema de programación lineal en un el•tema equivalente de 

deDiQualdad~• que tenQan la mtama solución. Eato •• lcQra 
tranafcrmandc el prcb1•ma original de la •1Qui•nt• formar 

A y .i b 

y • o 

(l) 

Po~ •l t•c~ema d•b11 de la dualidad, cualquier aclucton al 

at;utente aiatema de deat~ualdades resolver• t1> 1 dende u d•nota 

ol vector Kolucton del dual1 

A y .i b 

- AT u .1 -e 

- cT Y + bT U .i 0 12> 



V ' O 
- u .$. o 

5·1 

Si •• tJanen n•. varJabloa y m• roatrtccJonoa para el prob1•m• 
d~ programacidn lineal dado por CJJ, entonces habra n • n• + m• 

variable• y m • 2n•+ 2m" + reatrJcctonaa en el aiatoma GH ~ h 

dado por C2J. Ad•m.&a 1 si ol probloma de progro.macidn lin•al till'ne 

un~ 90luc1dn ~nJca, el oapacic factible para el aJatama de 

deaJgualdados dado por C2> constate •n un ~nico punto tlgn1z1o 1 

190:.?J. 

El algoritmo de Khachian resuelve <2> comenz~ndo en una 

acfora con contra en el origon cy,u> y radie 
su~icientomente granda para asegurar quo la aoJucJdn dptJma x• 

oatf contonida on 1• osfera, es dacir, r ¿ J/H•/I• PoaterJorment• 1 

&1 algoritmo procede ~ construir una a•ri• de olipaotdoa 

auceatvamonto mAG pequeñas cuyo contra ccnvergo a 1• aolucidn d• 

<2> y por ten to de ( 1>1 cad• Dl I puct da eucesi Ya •• ccnatrUY• a 

partir de la elipDcide antoricr de tal manera qua •iempre contenga 

a la solución. La demostración de la convergencia del algoritmo 

muestra que el volumen d• una olipeoide se puede reducir • 

cualquier valor deseado dentro do k iteractonea 1 donde k ••un 
polinomio en t~rmlnoo do n CKhachian, 1q79J. 

El procedimiento Qeneral CignJzlo 1 1982J para conetruir una 

eltp11oide en cada 1:-osJma tteoracldn constate di!' los siguiente• 

pasost 

1. Probar cada deonJgualdad do (2) y seleccionar alguna 

restricción qua no De cumpla. Loa coeficiente• de las variable• d• 

esta reatrtccldn se donotarAn por modio do un vector columna Qtl 

ni tcd•s lac do11lgualdados se sat1afacon ae tormln• el algoritmo, 

ya que ... rrsuolvo (2) y (iJ. De otra manara continuar al 

nlgu:l.ente pase. 

2. Cort•r la oltpmotdo actual por la mitad paoandc un plano 

pe,. el centre actuo11J 11 ... pareJelo al htperpl•nc da la ,.est,.lcctdn 
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que- ne eet cumplll' CQ1 K .1 h>, quitando l• regiOn U• CH - K1.) >o. 
Como K" ne cumple entcncea teda ' tal qua 

Q• he - w,.) > O t•mpcco cumpl11 Ja rl!'11trtccton y por lo t&ntc dl!'be 

d~•c•rtarse esa reglón, 

3, Conatrulr una nueva el1psc1de d~ menor vol~men con un 

nuovo centro que contenga completamente a la media 

oltpmc1de del pase 2. Rll'Qresar al p••c 1, 

E <~1w•H+Oz 

dende E ea l• •lipaoidr: definida por 

n-dimenalonal quB define el contro de 

11= 11 • 1 ) 
(K 1 Q) dDMdlt H 

l& eoltpaoido y 

matriz do tranaformacJon n1tn. Esta nlipaotde os la 

oai'or-a eucl 1 deana ccn 1 p~ 11 .5. 1. La el 1 paot de 

•• un vectcr 
Q ea una 

tmagon do una 

BD dDfl ne 

ccmpl ll'tamentl!' al conocer el centre K y Ja matr-1: dP 

tran•formactdn C, 

Khachian d~ el •iQUiente atatoma d• para 

actualizar • y C <•n la correspondi•nt• elipsoide nu•v•> en 

cado:! itoracidn1 

- c .. Q• 

c ..... , 
M .. + ce .. F~> I <n+l>¡JF .. 11 
2• 1

'•"•• o .. DRT<F .. JD 

Oond• DRT<F .. > ea un• matriz ortogonal de 

columna estA d~d• peri 

•• / 11"·11 
y O ~a la matrt% diagonal dada por 

"'" cuya pri rner• 

D di •Q <ni <n+l >, ni.in~ - 1 1 •• , , n/.J'n"" - 1 >. 

Len cAlculoa son dtrectoc 1 a OMcapcldn de cuando se quiere 

~nr:ontrar la rn11trt: ortogonal cuya primer" columna na F .. / f IF1· l I • 

Una matrt: ortogonal ea un11 rnatrt: tal que au tnver•• •• Ja 

tran'3puoata dD al mlnma¡ p11ra oncontrAr rtat• matrt::: ortogon.i.1 1u.• 
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pu•de uttltz•u- ol proc1tdlmlento d• d• 
Gram-Schmldt. 

C:cmo 1tl •lgorltmo de .,_hachtan requiore di:? un v11lor lnlct"l 

para Mo y Co, ~hachtan sugiere que •• use Mó • O y 0 0 • rl, 

donde ea una matriz identidad nKn y r • 2L Ita el radio de 

la •afora Inicial que engloba a la •Olución. 

A conttnu•cldn se pres•nt•r• un eJemplc del metodo descrito 
•nt.erl or-ment1t1 

- .. .:1 -10 ... 
•• • 

12 

1 

16 que ea 

•Uficl•ntement• Qr•nd• como pAr-4 cont•n•r a todo• loa punte• 
facttblos. 

N ,.,, 

M '1 > 

M t 1' 

• [~J CI '.,, -r·· ºJ o •• •• 
fjo.•1 ol 
~ 18.90 J 

D 
"" o 1 • Lo 2/.J:sj 

y e,,, definen una elipsoide con centro <1613 1 0> y •Jite 
a•10,91 y b 18,90. En le -figura 1 ae muttatP"an la l!'sfl!'r• 

Inicial, la reglón factible y el primer elipsoide generado por el _. 
eJemplo. Nótese que para 1• primera Iteración ae eltold la prlm1tra 

r•~trlcc!On, os decir -M1 ~ -10. 

S1t hiftce pasar t.1n h1p1trpl11nc 11 tr11Yts del centre ACtui11l <0,0) 

paralele ol plano de la primera restrlccidn, para quttar ••t la 



FIGURA 1 

r 
Piimern 
Esfera r=l6 

Region 
Factible 
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.11 t"d 1 :i:qui 9rda d., 1 a itaf irr• 1 ni ci ill;l. La nueva 1tl 1 paoi et• •• d• 

.ii:?ncr vol!lmll'n y contif!na ccmpletam•nte el ladC> dar•cho de l• 

t.•sfara inicial, y por tanto a la rogidn factibll!t. La• aigut1tnt1ta 

:t&racionea dal algoritmo dar6n come ra•ultado •lipaoid•• cada V•z 
IT•AS pitqu.,R'aa, e•te prccrtao ne ccntinlla hasta que loa c•ntrca d• 

las ellpscidas ccnv1u-Jan a la región factibl•· Ver figura l. 



CONCL.UGlONEG 



58 

COnclu•ion•• 

Antes d~ ontrar de lleno a las conclu•icnea. quiaiframo• 
hacer •nfasia en que nuostra propO•itc ne ha •ido •l hacer una 
apalogla del método de K•rmarkar. Nueatra intención oa •l hac•r 

accesible un nueve da•arrcllc que ha una •mplia 
posibilidad para enfrontar el tipa de problema• qu1t ae m•nctanan 

en asta tr•baJo, La nfocttvtdad del mftodo d• Karmarkar •• 
1t•t•blecer~ una vez quD !llt haya ••tudi•dc y qutzl.a m•Joradc •n •1 

fUtUP"'Do 

A conttnuacton DKponemcs la• ccncluaicnea qu• ccnatderamca 
mi.a acbre•allentaa y quo pudieran desprenderse d• la ewpcaicton 
ant1tl'"i ar. 

1. ~Un cuando Karmarkar afirmó haber obtenido una rapidez d• 

aaluctdn ~O veces mayor que el mftoda aimplew, a la fecha na ha 
sida pasible reproducir e&te r••Ultado, a P•••r d• que hay 

num•roaaa P•rsenaa dedicada• a ello. Sin •mb•rga, •l mi•mo h•Cho 

de que •• hayan reali=ado tanto• ••fu•rzo• por lograrle indica la 

importancia que •a le ha dado a ••t• nueva m•toda. 

2. La tmportancta de e•t• m~toda radie• tanto •n •1 ard•n t•Orico 

come en ol pr~ctico. 

En el cont•wta tDOrtco, este mdtcdc •Wpcne pD•ibiltd•d•• no 

ewpler•d•• anterior-monte ya que es un método radtcalment• diattntc 
del aimpleK. Egto d6 pte a que a• r•ali=•n tnv••tigacion•• qu• 

pud19rlln conducir, como siempre ha aucedido, ya ••• a m•Joraa •n 

el m~todo o incluotve a nuovcs descubrimiento• importanto• ba&ado• 

en ~J, fldom~s, propor-cJona otro mótodo de Dr-dan polincmta1 1 lo 
cullJ conatttuyeo urut ventaJc1 en al miamo. 

O~sde el punto de vtata pr6cttca, ofrece la po•tble ventaja 

do la raptde=• et es qu~ llegara a r-eAlfzarae conatatentemente. 
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~. Dado que la aOlucidn de problemas de mtn1moa cuadrado• h• 
alcan:.ado un n!vetl muy avian:i:adc, una poaible m .. Jcra, aobr• l• cual 

Y• ae aatA trabaJando,pcdrla conaiatir en la aplicación d• alguno 
d~ dicho• m6tcdo• en suatttucidn dol mttcdo tradicional propu••to 
crtginalm•nte por Karmarkar, 

4. A~n cuando teortcamente el mftcdc aJmpleK tien• compl•Jidad 

exponencial, en Ja mavorla di!' lo• problemaa practtcca •• comporta 
mAa bien como un método polinom1a1 1 ••decir, h• r•aultado aer muy 

eficiente. Eato hac11 pensar que ne habrA una auat:ltuctdn tnmaodtata 

d•l mftodo aJmpleK por el de Karmarkar, ya qu• la tnveraidn 

uxiat•nte en atatemaa d• computadora para la aoluctdn d• PPL 
basados en el mftcdo atmpleK ea de tal ma;nJtud, qu• •• r•qu•rirl• 
d• una dematracJdn palapabl• d• la aupericrJdad d•l mftcdc d• 
Karmarkar •obre ~l mftcdc aimplex. Tal demoatracidn no exiat• 
ha•ta el memento, 



GLOSARIO ' 



BJot1ario 

CHadley 1 1969.Hadl•y 1 1963.Stmcnnard,1966l 

•• 

Casco eon.,..a <Conv•H HullJ. S• ll•m• casco conv•KD o •nvolvente 

conv•K• a la cerradura conv•w• d• un conjunto f1nltc d• punto• 

Cerradura Conv-.ca CConv•w Clo•ur•>· 6• llama c•rradura conv•K• d• 

un conjunto E a l• tnt•ra•ccton d• todo• loa ccnJuntc• ccnv•wo• 
que conti•n•n a E. 

eo.binacldn Lln.al conv.,.a. B• llama combtnactdn lineal conv•w• 

d• p puntea ""• a cada • d•ftnido peri 

ConJu.ntD Af,n...,t• lnd9f!M'ld19f'lt•. un ccnJunto finito "º'ººº'K" •• 
af,nm•nt• Jnd•p•ndi•nt• al •l conjunto "' - "º'"ºº'"" - Ko •• 
ltn•alm•nt• lnd•p•ndt•nt•. La tnd•w•ctdn de loa •l•m•nto• •• 
arbitraria. 

car.Junta Canve.a. Un ccnJunto conv•wo e, •• un conjunto d• punto• 

tal•• qu•1 
Ka, M3 E C 

o ~ µ ~ 1 

•• dactr, un ccnJunto conv•wo •• aqu•l qu• conti•n• al ••Qm•nto d• 
r•cta qu• un• a do• punto• cu•l••qut•r• p•rt•n•ctent•• al 
conjunte. 

EapacSo HUID. B• llama ••pacto nulo al conjunto d• v•ctor•• • d• 
R" qu• tl•n•n como im~;•n •1 orlg•n d• R~. E•t• •• •1 ccnJuntc 
d• acluctcn•• d• AM • o. 

Hlp.r"plano. S• llama hip•rplanc al conjunto d• la fcrm•1 
H • < M E R" 1 A1 • • b, ) 

dond• A1 r•Pr•••nt• el r•n;lon t-••tmo d• una matr12 A mwn no 
nula y b1 •• el ••calar ccrr••Pondl•nt• al 1-fatmo r•n;lOn. 

Un htperplanc divld• •1 ••pacte •n de• r•gicn•• llamada• 
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aumi ••paci oa. 

Pcliltdra. B• llama poliedro P al ccnJunto definido por la 
tnt•r•Pcctdn d• un n~m•rc finito de ••mi••paclo•• 

P•<xlAx.ib) 

donde A ••una matriz mKn ne nula cuyo 1-fatmo r•nQldn •• Ai 1 y 
b •• un vector columna d• 
componente dlatinta de cero. 

m ccmpcnenetea con al menea una 

Pol,tcpa. Be llama polltcpc o poliedro ccnveKD K1 al caaco convexo 
de un n~merc finito de puntea M a 1ooo1Kp1 

I< • ( M 1 X • J: ).Ja Ka 1 J: JJt • 1 1 ).la l. 0 ) 

Punto EMtr..a. Un punte x •• un punte extr•mo de un ccnJuntc 
conve>ec al V •ole al no exiaten puntea ••• K2 

conJunt~ tala• que1 
o < JJ < 

entone•• •• tiene que x •• • K2 , •• decir, x ne ••puede 
repreaentar come una combinación convexa ••trtcta de dca puntea 
dtattntoa del conjunto. 

S.•ieapecto. Se llama aemleapaclo cerr•do • 1• colocciOn d• punto• 

d• l • form•t 

' . A1 IC l. b. ) • 
( IC A1 1C .i b 1 ) 

S• ll•m• ••ml••p•clo •bierto • l• col•cc1dn d• punto• d• la formar 

' . • 
( 1C A1 1C ( b1 ) 

dond• A1 r•pr•••nta •l renglOn i-t•imo d• un• matriz A no nula y 
b1 •• •l ••calar corr••pondlent• al r•n9lOn i-t•tmo. 

Simpl•M• S• llama n - •impl•M Cn - •impl•Jo> al ca•co conv•Mo d• 

un conjunto af,nmont• lnd•pendi•nt• con vtrttc•• ""'•••·•""" 

&olucldn na .-Cotada. S• die• qu• hay •otucidn no acot•d• cuando 

•l valor qu• toma l• functon obJ•ttvo pu•d• incr•m•ntar•• o 
d•cr•m•nt•r•• •ln ll•gar • un Optimo finito. 
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Soluct~n no:F•ctibl•. Se dice que hay solución no factible cuando 
la• r••tricciones •on inconsiatenetea e cu•ndo no •Hiate un punto 
que satisfaga las restriccion•• d• no negatividad. 

Subi!tapacla A-fin~ El conjunto de las aclucicn•• de Ax • b •• llama 

un aub••pacic •fin d• lR. n. Ti•n• la mi ama dim•n•ión 
aub•apacio ~·n•rado por la• aolucicnea d• Ax 

qu• la d•l 
o la llnica 

difar•ncia ccn•i•t• •n qu• el aub•apacio afin •• ha traaladado 
fuera d•l c~igen. 
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