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La harolog!a cíclica SUigío, pr~cticarrente de mmera sinulUnea, 

en cbs cootcxtos diferentes. Por lD1 lado, en el marco de la gearetría 

diferencial no oonnutativa, el estudio de invariantes bajo perrrutacio

nes cíclicas llevtl a o:mnes a definir los grupos de oohaoolog!s cíclica 

ttd' ( A ) para el lllgebra asociativa A ( sobre un """!'X> de caracterís

tica cero ) • Por otra parte, y de monei-a independiente, Tsygan ( (T) ) 

defini6 los grupos de harolog!a c!clic;' HC
11 

( A ) en conexi6n con 

la hCllDl.og!a de las lllgebras de Lie. AsimiSID rrostr6 que JIC11 ( A ) 

poseía 'cierta periodicidad detenninada por la sucesi6n exacta larga 

dorde H11 (A,A) es la hOODlog!a de Hochschild • 

Tsygan ( (T) ) y , en forna independiente, . Loday y Quillen 

((IQ 1)) probaron que, cuando K es un canpo de característica cero, ' 

la haiolCXJfa c!clica de una K-.!llgebra asociativa A es la parte 
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primitiva de la .harolog!a del ..Ugf,!Jra .de Úo dé matrices CXll1 coordena-
. -

das en A ; ·ea decir, 

' .. 
( . ) . 

. - ... 
. ~r otra parte : ( véase ( Q 3) ) , ei GL ( A ) ea el grupo lineal 

... ,· . - ' -' ' 

general infinito/ la hc:iroloi¡r.;· dé GL( A ) ea un álgebra ae Hopf 

· y su ~ prm.Í.tii.. .;;;.¡.;_ '· ~-~!a racionalizada 
' v' I' ,• ,•~''''¡••c.•<•, 1' · · •f .- -· ,' ;' 

-~:' '-~' :':-;·-+_':~;}~,·: <-::·.! -,._ "',' 
-.,. ·· >?'x.1 li>{lli'.o = Prim H*( GL( A ) , O ) ( ** ) .• 

, __ :;..v :o ... ., "'- - . " 

la, anal~!~,;f ;~r; .... ) '. y . ( ** ) ~iri6 <ple exist!a una 

. estrécha .feiaéi61l'enl:re lahaiolc'3!a c!clica y la K-teor!a algebraica. 

D1cÍuso se ~~d~:Í'la hCJiolog!a c!clica caro " K-teor!a algebraica 

'aditiva "-:··;·,:··~:-:,H~'.::¿.'_~ -~~ que 
.. •' ,. _., __ .\_·;.' .. \.": 

= 

De hecho, existe ·una correepondencia entre loe objetos de x. y 

los .de x! : el grupo lineal GL ( A ) corresponde al ..Ugebra de We 

de matrices ,1 ( A ) , el determinante corresponde a la traza y as! 

sucesivamente ( véase ( L 3 l , · ( L 4 l ) , 

Posterioill'e!lte , Staffeldt ( (St] ) , generalizando un 

resultado de Soul~ para los nllmeros duales, encontr6 una f6rnula 

que pennite calcular la K-teor!a de un lt~gebra de. p:>linanios trunca-

dos A = 'urxJ / ? 1 ( {! es el anillo de enteros algebrai-

cos en una extensi6n finita de O ) en términos de la harolog!a 
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cíclica de A. A su vez, Goodwillie ( [ G 3 ] ) derostr6 un 

resultado atln m1s general : dadc un epinorfisrro de anillos 

f : R -... S , con nllcloo nilpotente , existe un i""1Drfism . 

entre la K-tooda relativa racicnalizada Ko ( f ) H Q 

y la harolcgfa cíclica relativa racionalizada llC•-l ( f ) H O • 

Desde un ¡:mto de vista pricticc, eete resultado pennite mprerder 

el ~lculo de los grupos de K-toor!a asociados ccn un ideal nilpoten

te rrediante el ~culo de la harolcg1'.a cíclica correspondiente • 

. 'Desde un punto de vista te6rioo, este teorm.:l ( jWlto cal la 

relac!6n ( • ) ) precisa tadavfa m1s la relaci6n entre 

K, . y lle, . 

Desde su apa.rici6n, la haoolcg!a cíclica ha sidc estudiada 

y generalizada de diversas l1'alleras ( [ca), [G 11, [Ka 11 , [Ka 2] , 1 W 2 1 , 

[I.Q 2), [O¡t] ) • cOnnee, por ejcrrplo , generaliza la definici6n de 

harolcg!a cíclica HC, ( X ) definiendo los objetos cíclicos X 

en una categoría dada ( \'liase ( Cl:> ) 1 • Por otra pa.rte, Goodwillie 

( [ G 1 ] ) y Ioday y l)dllen ( [ I.Q 2 ] ) han oostradc la 

relaci<5n entre He, y la coharolcg1'.a de de llham. 

a> ( St J se augiere un n<!todo plra calcular la harolcgía 

cíclica de un anillo de polinanios truncados ( sobre un CaJlllO de . 

característica cero ) • El objeto del presente trabajo es realizar 
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cxpl!citanentc ese Cc11culo , aarostranao los resultados inpl!citos 

que soo necesarios para llevarlo a cabo. Asirnisrro, m:istranos edro 

este ~lculo , jllllt:.o con el teorara ·de Staffeldt ( (St] ) , permiten 

obtener resultados de la K-teor!a del anillo de pollnanios trun

cados A = Z[xJ / xmf-l • 

En las primeras secciones deflnin'os el coocepto de larcloc¡!a 

cíclica de . una K;-lllgebra A , primero para el caso en que K tiene 

característica cero y , posteriorneite ' para el caso en que JC es 

lDl anillo ex>mutativo c.i.ia.lquiera . Para ello, oonstruirros un 

bioooplejo y considenuros la harolog!a del carplejo total asociado 

( (Col, (G ll, · (LO 2] ) • !obstranos tanbién la relación entre lle, ( A ) 

'y las harolog!as de Jlochschild y de de Rhain • En la sección I.3 

deflnÍnos una versión reducida de la harolog!a cíclica ( (LO 2] l, 

que , junto oon los result.ados de I.4 1 setVir.1 en I.5 para calcular 

llC, ( A ) en el caso en que A es el álgebra de polinan!Ós l:rulca~. 

dos sobre un crutpO de característica cero. 

En el capítulo II exponeros algunas de las definiciones y· 

resultados m!s inportantes de la K-teor!a algebraica, en particular 

de los grupos de K-teor!a relativa !), ( A,I ) , donde I es un 

ideal nilpotente • Flnallrente, haciendo uso de los resultados de 

Staffeldt , en tI.3 obteneros alguna infonnaci6n sobre los 

grupos !\, ( Z(xJ I x""'1 ). 
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Incluim:is al final lUl a~ce sobre sucesiones espectrales 

que proporciona las referencias necesarias para algunas de las defl'Os

traciones en el texto. 

Por llltinD, quisi~.lnos expresar nuestro agradecimiento al 

Dr. Elnilio Lluis Puobla, quien asesortl y brlnd6 toOO su apoyo para 

la elahoracidn de esta tesis • 

'•¡' ,,. 



CAPI'l'UUl I 

HCMJUX;JA CICLICJI 

I.1 llaroloqía de Hochschild y hmolog!a c!clica racional, 

Sea R \lll anillo oorarutativo coo identidad y sea A una 

R-algebJ;a ascciativa ccn identidad • Deootareros por A" al productc 

tensorial sobre K de n c:q:iias de A , y al elarent.o 

lo abrevi.arelros escribierdo 

1.1 DEFJNICICN, Oefinl.nos el digeb<a envolvente Ae de A caro 

1.2 Observaci6n. Si M es un A - bimSdulo , entonces t.anbién es 

un · A0- n'6dulo derecho 1 izquierdo ), definiendo 

m ( x,y ) = y rn x m E M, 1 x,y ) €. Aº 

1 x,y ) m = x m y ) • 
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En particular,· A es un A - bin&iulo y~ por lo tanto , es un 
e . . 

A - n6lulo izquierdo • As!rnlsno, obsérvese que , si defin!Jros 

. --
entonces An+l ad¡Uiere estructura de lle- n6lulo izquierdo. 

1.3 DEFINICICll. Dada una K - álgebra A y \Dl A - billlldul.o M ' 

defin!Jros la hCllolog!a de Hochschild del 41gebra A ·con coeflcien-

tes en M , cxrro 

( véase [ CE,p.169 ) ) , 

Vermes ahora c6ro se define la lutolagta c!clica. de una 

K- 41gelira A. cuando K tiene caractedstica cero. 

1.4 Dll'INICIOO. Para cada An+! ( n ;i. O ) , definlm:>s las funciaies 

O~i,;n 

ioodiante 
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1. 5 POOPQSICIOO. Si, para cada n ~ 1 , definim:>s el operador 

b' : An+l -t An e:!!!?. 

entonces 

i) b 1b 1 = o 

ii) a s: ¡f+l ~ A™"2 . es el operador definido 

( 1,a , ••• ,a) .o n 

b's + sb 1 = id. 

Dc!rostraci6n. Tenems que 

b's (a
0

, ••• ,anl = b' 1, a
0

, , ~) 

n-1 i . 
= (ao' ••• !8n) - ~ (-l) (l,ao'ººº'ªiªi+l'ººº'ªn) 

. laO 

::-"· :-</-' ~·,-{:.~,;}/ ",. --,"-''·~-:\~.:,, 
es· decir ·que b's + .-~Sb·.:~~;~;;;:i~:,~, ·.:}.;, ._,: 

PrObareros IÜ ¡ior' ~i6ri:;.:>~ n :, 

Si· n.= 1 i entonces. <j 

. •• \· 

b'b'. (~~·_,hi ·;>a2) · =· b'·(_\(a-~ai ,-a2) ·t~0 , a1a2) 

= ·_ (~~ai>á2·~- ~:. -~0 Íaíil-~)-. = o • 
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Ahora, considerando (ii) , tensros que 

por lo tanto 
b'b's = b' - b'sb' 

b'b's + b1sb 1 = b' , 

= ( id - b's J b' = sb'b' .' 

Pe.ro, cam el operador s tiene grado +1 , entonces b1b1 

. tiene JreOOr grado del lado derecho de la igualdad y , por hip6tesis 

ihluctiva , esto ilrplica que sb'b' = O , Por la definicidn del 

operador s , esto significa que b'b' • o . 111 

1.6 CXlOOIAAIO, La sucesidn 

C:I A) ~ A2 b' - , -> A--+0 

~{ A ) = An+2 , n ~ -1 ) es un catplejo actclico que llarraraTDS 
n 

CXllJ?lejo ac!clico de .Hcx;hschild • 

Obsérvese que para probar que C: ( A ) es ac!clico ( 1.5. (ii)) 

se requiere que A sea unitaria . 

consideraros ahora el producto tensorial 

( v6>se !. 2 ) , de ll\'lllera que obteneros el oarplejo 

d.!(A): 

Pero 

A2 11 An-2 = A 11 An-2 = é-1 
K K 

(n ~ 2) 



- 5 -

. entonces· tene5ros la siguiente 

l. 7 DEFINICIOO. Dada una K-4lgebra A • el caiplejo de Hochschild 

~ es el caiplejo 

. ¡f.¡ A) : 
b ____. 

r!11 A ) = An+l ) con el operador b : An+l _. An definido 
n 

eS decir, . 
n-1 

b ( ªo'"""'ªn) = L ( -l )i ( ªo'"""'ªiªi+l; ... ,~ ) . + 
i=O 

n . 
+ 1 -l ) 1 ªnªo' • .. •ªn-1 1 • 

1. B DEFINICIOO. • A la harolog!a del caiplejo d.: ( A 1 la llillMMlDS 

harolog!a de Jlochsclú.l.d de A y la denotareros por . 11* ( A,A 1 • 

Es decir que 

1.9 C»lselvaci6n. Si A es R-proyecti'VO, entonces An eS X-proyectivo 

y·, en oonsecuencia , An es Ae--prc!ieCtivo
0 

para n ~ 2 · ( ( CE,¡:).175 J ) • 

flltaices, si A es K-proyectivo, d!I A ) es una resolucidn proyeC-

tiva de A , Y,, en virtud de 1.3 , 

H* ( ~( A.).) = 11*( ~,A 1 = To'l;e ( A,A 1 

Esto justifica que a la hooolog!a definida en l.B 'tanhién se le hay¡¡ 

bautizado caro hcm:llog!a de Jlochschild. 
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1.10 PRlPOSICICN. H0( A,A ) • A/ [ A,A ] •. 

llsrostraci6n. Debido a que 

entonces im '( b ) • [ A,A ] , daide . [ A,A ] es el sW>espa-

• Por otra parte, ker( b1 A---tO) •A • 111 

1.11 Pl\'.l'QSICICN. 
si n =O 

sini' O •· 

llsrostraci6n. Cl:1ro !f+1 es iscm>rfo a K nedianti..el isarorfis-

entonces teneros el OC11tJlejo 

<f.1 K ) 1 

que es e>cacto salvo en dl!renaidn cero. /// 

Mora v"""s a definir una acci6n del grupo cfclico zn+l sobre . 

1.12 DEFINICICN, DefiniJTOs el operador cíclico tn+l' An+l -> An+l 

( n ~ o 1 • llY!diante 
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1.13 Observación. Para tOOa n ~O , t;!!i = id , : Por otra· parte, 
' . . . . 

t 1 = i~ • Por brevedad, cuando no haya riesgo de confusi<ln, escri-

birmos solamente t en vez de tn+l • 

Si deseanos que la acciCSn de t sobre An+l sea trivial, 

debe C!Jllllirse que 

(1 - t) ( a0 , ••• 'ªn ) = O 

es decir que debaros considerar el cociente de. An+l rn.1dulo el suOOs

pacio generado JX>r los elE!Tl'!lltos 

l\Wsanclo de la notaci<ln, escribiraros este cociente caro Anti¡ ( 1-t ) 

y lo denotaraoos en ( A ) • 

1.14 !'roroSICIOO, El operador b estil bien definido en en ( A ) 

'.·· 

t di-1 ( 80' 000
'
8n) = t ( ª0'''''8i00l8i~ 0 ··.~ªn > ... 

= (-l)n .( ~n'ªo'~·-~·ai~lªi'ºº~'~n~l) 
,. 1;'. . '.' 

de manera que 
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-· Cl t = C> • • cain, por definicidn, o .n 

. n i' 
b = 2: ( -1 ) di 

i=O 

entonces, las igualdades anteriores inplican que 

b( 1-t) = ('1-t) b' 

·Por lo tanto tensoos el diagrama connutativo siguiente 

An+l b' An -(1-t). t l (1-t) 

An+l b it ----. 

L t 
Cn(A) 

. ·.- --· cn~l (A) 

l ! 
o o 

Las columas son exactas, y er ncrfisrro irducido por b en el 

cociente e;, (A) = l'H / (1-t) es!:& bien definido. 

1.15 DEFINICICN. El CXllplejo 

/// 

donde C~(.A l = An+l, (! - t) 

se llana C0111Jlejo de.Connes 

y b es ol operador definido. en 1. 7 , . 
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1.16 DEFINICICJ'I. Si K ;¡O , definil1Cs la. hatolog!a c!clica lr•c_iE_nall 

de la K-álgebra A , lle• 1 _A ) , caro la hatolog!a del catplcjo 

c.1 A l • Es decir 

Hn ( C.( A ) ) 

1.17 PRlPOSICICl'I. , 
i) HC

0
( A ) = A / l A,A ] 

ii) ¡: si n es par 

HS,( K) = 
··sf n es llrpar ,. 

' .. 
IlellOstracidn. Por 1.13 • tcnenos ~ C

0
( A) =A y , ·al igual 

que en l.lo , . Hc0( A) = A/•! A,A J., Por otra parte , t act!la · 

oobre if+l "· K caro la nllltipi°icaci6n por · 1 ( si n es 

par l 6 por - l ( si n es·lirpar ,l . Por lo tanto 

{ :/2K 

si n es par 
Cj,(K) = 

si n es inpar • 

Pero K contiene a ll , de rranera aue K/2K·= O y tene-

rros el OCJ!l>lejo 

c.1 K ) 1 ... _,K-t·O ->-K-> O 

de ,doncle se sigue el resultlldo • 
/// 
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I.2 lklrolog!a c!clica entera • 

. Veamos ahora cOro se generaliza la defWci6n l.16 al 

caso en que K es un anillo oonrutativo cualquiera (sin restricci6n 

sobre la característica) • Sean 

las funciones defWdas en l.4 y l.12 respectiVMl?Ote. Asirnisro, sean 

b: An+l --> An 

caro en 1.5 y l.7. 

2.l D!l?INICICJ'I. Defin:lrros el opeÍ'ador N 1 An+l --+ An+l ( n .. o ) t 
N = 1 + t + t 2 + ••• + tn 

Podmos construir ·el siguiente diacp:ana: 
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p= o 1 2 

dalde las columas pares son caiplejos de Hochschild ¡f. ( A ) y las 

.lnpares sen o::11plejos ac!clioos e~ 1 A ) oon el signo del opcradcr b • 

invertido. A su vez , los rerqlones soo los cmplejos estltndar para 

calcular la hrnclcx¡!a de un grupo c!clico ron coeficientes en An 

(véase 1 Br,p.58 J ) • 

2, 2 Pro!l'.:SICIOO. El di;is!"aill'I anterior es un bicmplcjo ( que denota-

~ c •• l A ) ) , es decir-~ e ( A ) = Aq+l · ( q ~ O , p,q 

p ~ O ) , y se satisfacen las si91:11entes propiedades 
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i) b
2 

.. = o = (b0)2 

ii) .11-·t}N =O• N(l-t) 

iii) b(l ~. t ) .• · . 1·1;- t ) b' 

·ivl· Nb .~ ·b'N. = o··,; 
. . .. : .·'·'. _,;:.·::·,· .. :·.::··.··, · .. ·' ·. '' . 

. Dencstraci6n.El. inciso .. IÚ . es !me'liatc ya que las cclurnas soo 

·. los carplejos C: ( ~ ) , ~ ( A ) • Aslmism:>, tcnams que 

{ l - t ) ( l +. t f, ~ • + t" ) a l - tn+l a O 

(véase l.13) • El inciso (iii) se dmostr6 en 1.14 • 

Por ~lt!JlD, obsérvese que 

b' 

en consecuencia 

Nb = .. 

Por otra parte, 

b'N = 'ºr1 i:.1 ªº t~1~1 >.'·.·~·t··j·; 
. i=O . . ·. ·. . f=<, 

.n-1 · i ·· . 
• Í: t dn N = 

i=O . 
N él N ·, . n 111 
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l\l bicaiqilejo c •• ( A ) le podES10s asociar el siguiente 

caiplejo ( vi!ase (R>,p.319)) 1 

2. 3 DEFlNICICN, Definirros el C'!Jll?lejo total, Tot• (e_• ( A ) ) , asociado 

al bioatplejo . Cu ( A ) , de la siguiente mmera 

Tot IC (A)) = {b C 1 A ) = ij¡ Ai+l 
n •• . plq=n p,q O< i<n 

con el operador 

definido caro 

L: 
plq=n 

d 1 + d". 
p,q p,q 

d1 + d" p,q p,g 

. [,b+N·. si pes par 

~. r-bº + ( 1-t ) si p es lnt>ar' 

donde 

2.4 DEFJNICICN. sea A una K-lllgebra. Definirros la haoolog!a c!clica 

(cntcr¡¡) da A, HC•( A ) , coro la hamlog!a del aJll!llejo total 

asociado a c11:• ( A )', _es decir· 
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2.5 PKJPOSICION. HC
0

( A) =,A/ ( A,A). 

!Jmostraci(n. TanellOs el carplejo 

Tot (e ( A)) ••• ~. A~ A2 
' • •• 1 ~ g 

Por definicl<ln, 

de rro.nera que 

dl = b G (1-t) , · pero .tl = i~ (l.13) ' 

( 1 - t ) A = O. 

Ent:aices 

im( dl) = im( b ) . = ( A,A ) 111 

El sic¡u.lente resultado muestra que, cuandÓ K tiene caracter!s

tioa 001'0, las definiciones de harolog!a c!clica racional y harolog!a 

c!clica entera ( 1.16 y 2.4, respectivarrente ) son equivalentes. 

2.6 PRlPOSICION. fil_ K 2 Q , ent<xices 

llerostraci6n. si K 2 4l , los rerqlones de c •• ( A ) son 

exact:oo, de JMnera que , si. fil ~arres por ren;Jl~és, · tencroos 

• 
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que la hamlog!a del renc¡l<ln p-ési.no es 

1 zp1-1 es el anillo de enteros nólulo p + 1 ) • 

Si ahora oonsiderarros la batología CXlll respecto a las columas 

obtenorros que . 

H" H' p q = 

o p)O 

( vl!.lse A.22 .) • Esto significa que la sucesl6n espectral se 

colapsa ( A.23 ) , y · 

1 vt!ase A.24 l • I 11 

2. 7 O~ci6n. El anillo K no aparece en la notaci6n 11 nc0 ( 1'I. ) " 6 

"H ( A,A ) ", sin·C!llhargo, estos ntSdulos dependen de K . Por otra J=arte, 
n . . 

las definiciones t .4 y 2.B ¡xieden extenderse al caso en que K no 

es C00111Utativo ( véase 1 Og ) l • 
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En tanto no hagattos ninguna aclaracic'.511 sobre la 

caracter!sÜca de . K, queda entendido que est:amls en el caso ge

neral de tarolog!a· c!clica entera. 
' . ' . 

La harolog!a cíclica tanili<!n puede definirse a partir de. 

un bi0"1plejo .B • .< A 1 que definirroos a contlnuacidn. Este 

bicaiplejo puede verse cam una sln\'1iflcaclcln de c •• ( A J , pues se 

, _ obtiene a partir de éste Oltúto el!m!nando las columas. acíclicas 

y mxliflcarulo !ndices y operadores. 

2.9 DSFINICIW. El bicarpleio de COnnes , ª**( A ) es el nt5dulo 

bigraduado l Bp,q ( A J 1 , donde 

¡ C2p ,q-~ (AJ 

B (A 1 • p,q 
o 

si q~ p 

si q< p 

junto con los difernnciales 

_a = . ("i ·>~ t.) s N : An-+ An+l 

·b : • 11°H _: An • 

Es decir que teii...,S un diagrana """' el siguiente: 
. ~ . - -
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. 
ª••I A) 

l 1 1 
AJ ~· A2· .._I!.- A 

lb lb . . 
A2 ....__ A 

lb 

A 

P" o 1 2 

El operador B : An -+ An+l lo obteneros del 

blOC11plejo C** I A ) mediante la o:1f!l0Sici6n 

An+l E 11-t) An+l 

\ N 

donde s: Tf-> An+l es el '?!"'""dar de harotop!a definido en l,S. liil. 

La siguiente prq::osici6~ nuestra que B•• ( A ) satisface la definición· 

debi~lejo. 

t 



- 18 -

2.9 PHJPQSICICJ.l. ª••(A ) satisface que 

i) b2 =0=B2 

ii) bB + Bb = o 

Oarostracidn. ·b2 = O en virt\Xl de que las oolumas son catq:1le

jos de lbchschild. Por otra parte, 

11- = ( 1-t )sN( 1-tlsN 

pei:o N( 1-t 1 = O 

Por aJ.t:ino, 

(por .2.2. (iil 1, ent:ooces B
2 = O • 

bB + Bb a b (1-tl sN +. 
a b (l~t) sN + 

(1-t) b' s N · + 

= (1-t) ( b' s + 

• (1-t) N 

= o 

(1-t) s N b 

(Í-t) s b 1 N 

(1-t) s b' N 

s b' 1 N . 

(2.2. (iv) ) 

. (2.2. (ii) ) . 

(2.2. (ii) ) • 

111 

Al igual que en 2. 3 , podC3l"Os asociarle a Bu ( A ) un 

carplejo total: 

2 ~10 nm:'.WICION. El ~o total asociado a B** ( A ) es el ccrrplcjo 



• 
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-. ( s •• (l\) ) • dalde . 

. Totn ( s.~ (A) l = 11 ap,q ( A ¡ • e 
. p¡q.n . ¡iiq=n 

p~O ~~O 

y el diferencial es d = b + B • 

2.11 PKlPOSICictl. • 

Denostraci6n. oeflnlm:>s la funci6n 

definie!1do, para cada p ~O , q <:O , · 

lllp,qlx) = (x,;sNx·) 

Es decir quo (véase. 2.3, 2.a ) , 

-· 
donde el pr!mlr 6lll"1l1do perteÍ1ece a c1,; ( A ) , mientras que el 

segundo mimando es un elemento de la ex>lunna lnt>ar ( acíclica ) 

~ ( A ) . vcrificarerros prilroro que 0,. es un norfiSllD de C01ple

jos. 
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De acuerdo con el diagrana 

(1-tl 

tenenos que 

a (b><;.(l·-b's)Nx, (1-t)sNK) 
\ . . ' . ' . 

= ·(¡bx·.,. ~-+-~:·,~ BK.) 

·a (!•'t( b + 8 ) X · 

De este mxb, i;&.,;;.. induCe un_ncrfi~ de ·carplejos 

Si filt:riuros C•• ( A ) y B•• ( A ) por columas ( voose A, IS ) , 

obt:enelJ<>S subcalplejos 

~ 'lbt~( C**( A)) y 
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.. 
~· 

Obsl!rvese que 111 presei:va 'la filtraci6n, pues 

CUando p = O, _teneros que 

. o 
111 ( F TOt•( ª••(_A)) 

= cf.1 A ) 

de ""llera que 111 presei:va la hamlog!a en FO • Procediendo 

por induce!& , si p > O , entonces, caro 

2p+l . 2p 
F TOt* ( C** ( A ) ) = F TOt* ( C** ( A ) ') OI (columa ac!clica) 

es evidente que 111 preSeIVa la harolog!a poi-a toda p :, O • E)l 

particular ( = la filtracilln est:4 acotada; \'!!ase 1\,11 ) , 

111 
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Una de las prq;iiedade5 m'ls inportantes de la harolo:¡!a 

c!clica est4 dada por el siguiente teoxaia 

2 .12 'l'EXllUM\ • 1 SUcesi6n exacta de periodicidad ) tnste una 

sucesidn exacta larga 

••• ~ H•( A,A ) 
I - B -

Derostraci6n. ClJsétvese c6m , en ª•• ( A ) , teneros que 

1 p > O, q >O ) , de manera que teneros una funciiln suprayectiva 

cuyo nllcloo oonsiste de la prinera o:ilunna de e., ( A ) • caro 

S es· W1 itorfisno de bicarplejos , tenaros entonces un rrorfisro 

inducido ( suprayectivo ) 

donde (-21 indica que los S\lbfndiccs se recorren dos unidades. 

COOsideraros ·ia . sucesi6n exacta corta 
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CCl10 , . ker S = ~ ( A ) , entonces l:a1'ando la harologta de 

esta sucesi6n exacta oorta obteneros la sucesi6n de periodicidad. 

111 

otra nanera de relacionar la hatolog!a c!clica c:on la 

harologta de Hochschild es la siguiente 1 

2.13 TEXJREM\. Para toda K-álgebra A existe una sucesi~n espectral· 

que converge a HCn ( A ) donde El ~ H ( A,A ) , Y 
p,q p-q 

es el operador inducido oor B. 

Dcm>straci6n. O:msidereoos la fil traci6n por columas del blcanpl o

jo ª••( A ) , ( v.lase A,15 ) 1 

Gj 8i,n-i ( A ) ' 
º"'i~p 

p~ o. 

Es decir que, para cada p, ··el n-ésillD término del subcalplejo 
' ' ·. . 

. · CCllsiste do la Sum.l directa de loS ~ementos de To~ ( B** ( A ) 

que est:&l a la izqúlerda de , la ca luma p+ 1, Caro 

B , ( A ) = Aq-p+I 
p,q ----_ ,- . 
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entonces 

Obs&vese c&o, para cada n , 

de manera que el cociente pi' / r!>""1 es la ~sima columa 

con diferencial b 1 en otras pal.abras, se trata del carplejo 

J.: ( A l . Por io tanto 

E . = 11 ( r/1?¡~1 ) = Hq-p ( A,A ) p,q n 

y t:EooTos el diagrana ( v&se A.20) 1 

. 
: 1 t ¡ 

H
2

( A,A ) ,__ 11
1 

( A,A ) - H
0

(A,A) 

lb t 
dl . 

111 ( A,A >. (;--- H0 ( A,A ) 

' ! 
H0 (A,A) 

donde las colunMS son ,ca¡plej;,s y d
1

: : 'Hq-P,,l A,A ) 4 llq-p<-1 ( A,A ) 

es el norfisrro inducido ¡xir' ei ~ador B mediante 

d~,q( [ zp,q] f = ( B( zp,q) ] 

• 
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donde [ •p,q 1 denota a la clase de haoologfa de •p,q , 

De esta rranera, tenmos que 

Hq-p( A,A) si q ~ p) o 1 
El 
p,q . ¡ 1~ ne. 1 A ¡ . 

o en cualquier otro caso 
J 

111 

2.14 Observaci6n. Si en la sucesi6n exacta larga de 2.12 definiros 

caro la CX>11Xl•ici6n B1 ~ BI I entonces B1B1 m o y • 

tenmos un CDttJlejo de cocadenas · 

e• e• 
----> Hn+l ( A,A) ~ Hn+2I A,A) __. ... 

conocido CXJTD CC!!J?lcio de de P.ham , y cuya cohatolcgta . es ·la 

ooharología de de Rlam de A , denotada H$ [ A ) • Adc:mb, obsérvese , 

que e• es el norfisno in9ucido po.r B , _es d.ecir que B' -~·-_ d1 

( vllase 2,13 ) , 

Por tUtino, varros a oormal:izar el bicarplejo . ª•• ( ~ ) y 

a 11Dstrar c<irc la honclogfa cíclica ne. ( A ) tant>i~ p.iede definirse 

caro la harología correspondiente a este bicaiplejo nonnalizado. Esto 

nos s~c'.! de utilidild, caro vermes rn1s adelante_, en el caso en que A 

es una J<-.!lgebra allnCJ'ltadn. 
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2.15 DEFINici:rn. Para cada n ~o , sea - O· S An+l · el subt61ulo n . 

generado par los elmentos 

tales que ªi = 1 

2,16 Proi'OOICICN, 

Dsoostraci6n. Sea ( ªo'~.~~-',_~n .~ .. ~,f~'.,~;· !.":.~j '.-
1
= 1 D'ltonces 

(ªo'"''~/= ;1~'.·;('-1 liCli( ªo'"'•ª.'I + 

n• 

+ i~+2 
1, 

(·11 "i ( ªo''." •ªn 1 

y evidcnterente los dos tl!tminos intenooaios se cancelan, mientras 

que todos los dt:m!s pertenecen a ºn-l • 

La proposicidn antérior llrplica que los subtó:lulos 0
0 

forman un subccmplejo º• de cf, ( A ) , (llilll"1do sulxx!uple~ 

111 

, ~I , Por consiguiente, pXlaros considerar el oociente cf. ( A ) / º• 
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2.17 DEFINICIOO. Deflnlnos el ccnplejo do Hochschild nonmlizado , 

caro el oatplejo 

cf.i'A >,...,m An+l/ D 
b 

An/ D ! ; · . ... ~ ~ ---4 
n n-1 

., 
" 

( d.:( A)~- = An+l¡ D ) . 
"' n 

2,18 et>servaci6n. Si ii = A/K , entonces 

= A 11 (A )n 

Si sustituim:>s las rolumas de B** ( A ) por OO!plejos nor" 

rra.l.izados obteneiros el diagrama siguiente 

B**( A) 1 l l l 
A 11 ii 2 ~ A 11 A ~ A 

lb lb 

ii 
. B 

A 11 - A 

lb 
A 

.--
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2.19 Pllt'.t'OSICIOO. Bu( A ) ~s un b!caiplejo (que ll""""""'s bl0?1J?le

jo de Connes normalizado ) • 

Drnustraci6n. Basta darostrar que el operador B 1 An ~ 11'*1 

está bien definido en el cociente n 
A I ºn-l • C<>lD B = (1-t)sN , 

entonces 

B=sN-tsN 

pero im ( ts ) ~ Dn , de manera que 

Po~ otra ~te, 

= s 

n-l · i(n-1) .• .· .... · ....•••. ·. ·.·. · .. · • ·_.·.. • 
= r ( -1) l·l,ai, .. :,an,ac;;,_._.,._,~i-1)· 

i..O .· . . . . .:1 .. 

por lo que B pasa al cociente = .. 
n 

'.[ ( _1 1in 

i=O 

de _rranera que B( ºn l S ºn+l • 111 
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Si , al igual que en 2.J y 2.10 ; Tot.< ~** ( A ) es 

el caiplejo total asociado a B** ( A ) , entonces 

2.20 PRJPOSICICN, 

Denostraci&. El subcatlllejo degenerado º• es ac!cli~ , de ~ 

ra que la proyeccidn 

cf.(A) ~ cf.(A)/D* 

iirplica que 

la hCI'IDlogía de cada columa de &** ( A ) se preserva en B •• l A ) , 

de doodc se sigue el resultado • 
111 

2.21 ObserVaci6n. Si A • K , entonces iip,q ( A ) • O si p ~ q , 

y en la diagonal p = q • Pcir lo tanto , teneros el . . 
IXllTplejo 

y 

{ 

KO. llCn( K l = 

si n es par 

si n · es inplr 

lo cual g~eraliza 1.17 . 
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I.3 HCl!Dlog!a_ c!clica reducida • 

SUpongarros que el hcmcmlrfisro K --.. A inducido por la 

identidad en A es inyectivo • 

3.1 DEl'INICIQJ. El c:anplejo de Hochschild reducido 

se define oono el cociente 

cf.1 A )red .= d.:< A )110nn I d:t K )~ • 

3.2 ObservacMn. d!< K >norm es el CQl\>lejo concentrado en K. 

en grado cero ~ebido a que . 

es inyectivo, entonces 

KS (K/KI' •O, C<JiD K~A 

cf. 1 K )JPnn ~ d.:1 A )1101.'111 

es inyectivo. 

Por lo tanto, el carplejo reducido cf.< A ) red es igual 

al CX1Yplejo nonralizado cf. ( A. ) ncmn , salvo que , en grado cero 

sustituincs A por A = A/K 

c'!1 A l ~ecl 
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3.3 DEFINICIOO. La harploo!a de Hochschlld reducida es la harología 

del cxnplejo reducido c1,: ( A ) red y se denota ii0 ( A,A ) .• 

3.4 PR'.>POOICIOO. Existe una sucesi6n exacta 

Jlilm'i!ls. oora toda n ~ 2 , if
0 

( A,A ) a H
0 

( A,A ) • 

°""'5traci6n, Si considerOllDs la harolog!a de. la sucesión exacta 

ccrta 

obtenaros W1a sucesidn exacta· larga· denle 

si'· n·=- O 

si n ~O 

y el resultado es irarediato. 111 

3.5 DF.FINICI~. O.finilros el biC!:!!pleio de eonnes reducido 80 1 A ) ;ed 

caro el cociente 

Obsérvese que los biCXITplejos 80 ( A ) y. B,, 1 A ) red 

son i~les calvo que en la diagonal del primero hroos sustituid? 

A por A = A/K • 
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3.6 IJEFINICICN. Definlnvs la hc:rroloq!a c!clica mlugida iiC (A ) • 
caro la harolog!a del catplejo total asociado a ª•• ( A ) red , es 

decir 

HC,( A). = H*( Tot*( ª••(A )red) ) • 

3. 7 POOPOSICIOO. EKisten sucesiones exactas largas 

y 

.... 

D<mostraci6n. El:l virtud de 3.5 , tenem:>s una sucesi6n exacta corta 

que a s.u vez,_ induce una sucesidn exacta oorta 

o--+ Toh( e:..< ioi -> Tot( s:;.1 R) ) -> Tot(Bul A )redl ---+ o 
·' . . 

y .;i corisid~ la harolog!a obtenEmJs la prlloora sucesidn exacta 

lar<¡a. La segorida succsidn se obtiene de rranera análoga. a la suce-

si<ln de periodicidad do 2.12 • 111 

La_versi<ln rC'ducida de hcmolog!a c!clica rO!iUlta particular

. m::nte dtil cuan<lo A es una R-algebra aumentada 
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U1a K-.ilgebra A se llana aurentada si existe un epllrorfisro 

E , A -+ K • En este caso, tenaros que A = K 11 I , dende I = ker l 

es el ideal de al.m'entacidn. 

3.8 PRll'OSICirn, ~ A = K Q> I una K- ~lqebra amentada , !lltonces 

Dercstraci6n. La prilrera sucesi&I exacta larga de 3. 7 so escinde , 

pro¡:orcionando el isat0rfisrro. 

111 

Obsérvese que, aunque 1 es un anillo sin Wlidad , podenca 

definir el bicaiplejo C0 i I ) , 1 \léase 2, 2 ) , Hay que notar , sin 

mtian¡o, que las coltJmas Úll"ll""• en c •• ( I ) no saba1os que sean 

actclicas , pues no pod<mes probar 1,5, (ii) • 

3.9 DEFINICIOO, Sea I un anillo sin unidad • DefiniJros la harologfa 

ctclica de I mediante 

3. JO ProPCSICION, §!_ A = K $ I es una K-álgebra al.ll'Cfltada , ~~ 
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Oerostraci61. a:rro A = K e I , entonces 

1111.iiq 

definida caro 

lp = ( id 9 s ! : J:'l+l ~ ·Iq -> ~+l e ( 111 Iq ) 

es un iSC1tDrfisnc . Acisn.i!s ;' se .~ifica que . · .. 
!·I' 

b s.• ( 1 - t )' - s.b' · 

B s 111 O 

y 

. Por lo tanto, 

. ( b +· B Lf .=; .(lb.+ B) 9 ( b+'B) s 
. '· .. 

( (b•+ B) 9 ,( (1-t) -.sb')) 

< <~+sNI m ·( ,;~, ~~b! 11 . 

. Es decir que ip . c:onmltii c:Cln '.l~s difercriciáles ¡ y ~ consecuencia , . 

induce tul ismorfisro de a:xipl~jbs ~soei~ao's , 111 . , . 
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3.11 CDRJtARJO. Si A es una R-ál.gebra a\l'llelltada , ron ideal de 

alJl'eltaci6n l , entooces 

3.12 CCPDLARIO. ~A tma K-álscbra aurrentada , con ideal de B\Jtl?ll

taci6n I tal que 12 = O • !lltonoes 

Da!Dstraci61. Si a
0

,a
1 

( I 1 entonces a
0
a

1 
= O , de manera 

que il11 :f+1 ) = O • Dl consecuencia , en c • .-< 1 ) los 

operadores verticales b y ( -b' ) son cero • Por lo tanto , 

la harol.og!a de TOt. I Cu ( I ))· depende s6lo de los operadores 

N y (1-t) • Pero la .hcmlog!a del renql6n q-és!Jro es 

q+l 
Hp( Zq+l , 1 ) 

do donde se sigue el resultado • 

111 

3.13 Observacic5n. mi particular , si K es un canp:::1 de caractertstica 

cero , entonces 
uc;, ( 1 l = t'+l / < 1-t l ( 12 = o , 
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I.4 Derivaclaies. 

En esta secci6n est:u:llareros la acci6n de la operaci6n 

llarrada derivaci6n sobre las hamlog!as de Hcchschild,. de Rharn 

y c[clica. Obsérvese que se rilquiere que A soa o:mutativo. 

4.1 mFINICIOO. Una derivaci6n D: A-+ A en la K-álgebra 

cxnrutativa A , es un rrorfisro K-lineal tal que 

4 .2 Oboervaci6n. La derivacil!n o induce un endarorfisrro 

definido Jrediante 

n 

= [ 
i=O 

' Da.i ' '•' ' ªn ) ' 

4. J LEMA • La conmuta con los cperadcres b , b' , 8., t . 

Dcncstraci6n. Q:Jtprob3.mros prinero que 



pero 

- 37 -

=,<Da~ , .. :_~-.. ~1ªÍ.~1 ·> . .-.,'an ~ + .. ~. + 

'+'-~~; .. ~~-'~~~¡:l .. ·~·~.--~!·~~-)-~_~ .. ·-~·+''. .. ., .. - '. - .. , '. 

= (ªo,~~ .. , ( ~1--.~, ... ~~~1·,~~-~-;~~~·\:f J a~~:-~~:~~~Í~l 1 ,_ ••• _,on)' 

por_ lo -tánto,~ · 
·-'.~ _: ;_ '-, 

Esto significa que y Lo b' = b' tu . 

De la misma manera, es lmediato verificar que 

tut. = ttu 

4.4 Observaci6n, La proposición anterior il11plica que tcntm>s un 

morf ismo inducido 

111 

. ' 
' 



• 
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4.5 T!XlRDll\, ([G 2)) Si A es una K-4lqebra y D 1 A -> A !!.!!. 

una derivacidn, existen nmfisnos K-lineales 

que est:.fu bien definicbs en los cocientes An/ ºn-l , y tales.aue 

(i) _ [ "o , b 1 = D 

ii) ["o,BI + !Eti,bl ~ ln 

iii) [ fb , B ) = O 

donde los g:>rchetes representan a los corurAJtadores 

[ "o ! b_ J e "ob + 1"'o 

Derostracidn. Sea "o 1 An+l --+ Aº , la funci<Sn definida 

IOOdlante 

·.' 



• 
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= 1 -1 ¡n+l 1 Hlº ( 
',. 

.;, . . - .. \ -_ . 

'~n>~~ª1 ~ __ ª2' ·' · · ,_ .ª. n.:.1> _:t

" · + ( ":1 ) ( ioa,,>ao~·ª1ª;;.,.:;,,}n-l ) + ''' + · 
--.. :-. __ <,_ -~~2r;~:,;·~~:_-~--~~\¡::;. _ _' :::'.:'.;·:_·:.·:: .. \·: .-. ·. . 

+· f c1.> .. •.C.l!lan>.ªo•,:·;·.• ª~~2ªr1-1.> +' 

+ 1 -1)~-,1 1·~?1'l\~i~i;i;.:,..n~2 > • 
. .. -... ,~:-1-\,_:;')),~::';/:·~-¡'~-~·:.u··::.--.. ,, __ , 

• ;·· ,.- L•' -

Por otra parte. .. · •· · ; "' '.:·J~'.. r· · .. , ..... · ·.· 
~ (ªo'".'! ªn.l = t: ,¿:>g.\);·:5.'.;;ai~i+l'·:·•ªn)+ 

: : -: : '_: ;:~·:·-:--.·:_:: :·_-(:· :·--·' :' ... ~· 

Pero, por ias prq,1eaaa;.. c1e o.; 

'· -· i : •• 
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.Por lo tanto, los términos de "ob( a
0

, •• .,a
0 

1 oorresponden 

a los téiminos de ll"¡, ( a
0

, ... •"n 1 sslvc que tienen los sigoos 

invertidos1 es decir que e¡}> + b "o a O • 

Aslmisno, "o est! bien definido en los cocientes An+l ¡ Dn , 

pues, si { a
0

, ••• 'ªn ) E Dn , entmces 

(En el caso en que ªna 1 • "¡,( ªo•"·•"n 1 a ·º 'debido 

a que D( 1 1 a O 1 • 

ae define por induccit'Al 

sobre n : 

Si n = O , entonces 

Si n = 1 , entonces 

Es inmediato verificar que 

cuando n = 0,1 . 
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SUpOOganos ahora que Et, se ha definido ya para A n y cuit>le 

el ll'Otfisro que satisface la igual<la<l 

1 se pua:le probar , 'lll!illldo una ccnstruccilln similar a la de loa 

" m::idelos actclicos", que este nDrfisn:> existe; v&.se { G 2 1 ) • 

&o la igualclad anterior, E¡, del lado de."'edlo o¡;iera sollre An 

mientras que del lado ia:ruierdo opera ..,;,.,. An+l , por lo que, 

'¡:or hip(ltesis inductiva se satisface la coodicilln liil // / 

_. ' 
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4 • 6 tDRJLl\RIO. 1tJ o 

IJemJstraci6n. Los rrorfisnos 1u , B , . 'i> son endcmJrfisros 

del CXJlt>lejo de llocschild de grados. . O , 1 y -1 respoctivarren

te • Si consideranos a líJ caro una hooctop!a de cadenas : 

~( 1\) : 
n-1 

1\ ~ ••• 

cf.(A): 
n-1 

---1> A ---/J • • • 

entonces 

4.s.(ii) , 

[ 'ii , b '] = O . ( en H* ( A,A ) 

('i>,B,J =La 

Considermos ahora el diagrama 

;-; B. 
->_8i,(A,A) ~ 

y , en virtud ae 

en· H*( A,I\) 

~n+l( A'.A ) 

Lall o 

.. • _..,-¡·· ~n, A,A ) ,. Hn+l ( A,A ) ~ ... 

donde • "o a¡>afece cmo una harotop!a de oocadenas • cmo 

('i>,Bl~·1tJ.~O '(en,ff.(A,A)); 1ti es harot6pico a o, 

• y , en consecuenc_ia , La = O en HdR ( A ) • 

Íll 
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4, 7 Olro!ARIO. fil S ' HC* ( A 1 - HC,_2 ( A 1 es. el operador 

· de pericxilciclad definido en 2 .12 , entonces 

tu· s = o •. 

Darostraci&. Tenems que , en ª•• ( A >norm .. , 

( 'iJ + ·líJ , b + B 1 = ( 'iJ + líJl!b + BI + · (b + Bl
1 
( "o + E\¡ I 

. . 1···. . - .,•. 

= "rJ> + e¡}l + E¡¡b + E\¡B+ be¡¡ + bE\¡ .+ 8'iJ 1+BE\¡ 

= ( 'iJ•b 1 + ( 'iJ1B l .{¡ Fri,b l .¡. LlíJ1B I 
' .. ' ·' .. -: .. 

= 1n 

( aisérvese qoo ( f1i'.B J .= ? ro . B,~·~~{1~ : 1 ; .Ll\~°'ª . 
• -··;-;·,,>:,-. . 

U 'il +,E\¡ l ·s.,~+ e.r .; rj;~'s .. -. 

-~- .. 

en ·'ª**(;A)~~ ~· 
;: ': '-,' ... -

-, :·.-;.:~-
. ; . 

.... -> --. ... 

de """era que· . e¡,s + ~s es: una harot:qJ!a y 1n s = o . en 

nc.1 A 1 • . 111 
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4,8 UH\. Si A es una K-41.gebra conrutativa graduada, entrooes 

Hn ( A,A l y llCn ( A l oon nó!ulos graduados. 

llE!rostraci&t. Sea A a 11 A 
w~O w 

, donde, si deq( a ) 

denota el grado del elerrento a (. A , entonocs 

\, = \ a E A 1 deg( a ) = w) . 

Poderos' graduar a An+l extendiendo la funciOn deg (_) 

.nmiante 
n 

= [ 
i=O 

Esto significa, de manera explícita, que el subrt5dulo de lln+l 

de qrado w es 

"'º 111 • • • 111 "'" 

Admds, el operador b respeta el grado, pues 

deg ( ~i ( ªo••••• ªn l l 

= deg( a , ••• , a ) 
o. n 

Es decir que 
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Por lo tanto, para cada w ;¡, O , tenaros sulxx:llplejos J.: ( A,, ) 

del oooplejo J.: ( A ) ¡ de nwiera que 

denota a la hmolog!a oorrespondiente a 

H,,( A,A) = 

Es claro que los operaó:>res b 1 
, s , t tarrbl!!n respetan el gra-

do , por lo que , para cada w ;i. O , tenE!IDs un biC01plejo 

c •• ( 1\,, ) cuya harolog!a asociada es 

tal ..._.. que 

HC* (A) ,de ,w . 

4.9 Observaci(5n. Si A es una K-4lgebra aunentada con idool de 

aumentacidn I , entonces A = K 9 I , de rranera que JXXiatDS 

considerar a A caro una K-l!lgebra graduada donde 

111 

" 
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y Aw = O para toda w .~ 2 • En ·este caso particular, tenem:JS 

K e ... e K s An+l 

mientras que "(;+ 1 oonsiste de tcdOs los l:énnl.nos en A n+ 1 

que tienen exactanente w copias de I • 

4.10 Observación. Tambi&i resulta .in{xlrtante C<X1Siderar el caso 

en que A e~ una K-álgebra cualquiera oon ideal nilpotente J. 

l'txlenos entonces <XlllStruir una K-.1lgebra graduada gr (A) de la 

sic;JUiente manera : 

Filtrando A por potencias de J , 

y ctt1siderando los oocientes 

obtro"10D el !lgebra graduada . gr(A) • 9 A 
w::o -"' 

si filtraJIOS An+l Il'ediante subespacios 

¡n+l 
11 

= e Jwo 11 ... 111 JWn S An+l 
wo+ ••• + wn=. ~ 

. obtenemos 

An+l = ¡i+I ::> ¡i;+l ::> 
o l 

F"+l = · :::> m(n+l)+l o 

si ( a
0

, • • • , a
0 

) E: ~+l , entonces 
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debido a que 

Por lo tanto, b ( r,:+l ) e F" - w 

S.bnilazmonte, los operadores b' y t preservan la filtracidn • .ei

tooces, para cada w ~ O , tenE!TOs cmplejos 

F e~( F ) : w w 

y obtenel!Os una fil tracidn de <Xll1t>lajos 

donde, para cada n, 

F"+l / ¡f1+1 
w w+! 

) Fm(n+l)+l 

\,®···®\, 
o n 

y obtenellOS para gr( A ) las mi"""9 conclusiooes da 4.B 

4.11 UM\. Ia fllllcidn O': A-. A definida cx:rro 

D'(a) = (deg(a 11 a 

es' una derivacidn y respeta el grado de a e. A • 

ll<!nostracidn. 
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Fer otra parte, 

deg ( D' ( a ) ) = deg ( a ) , 111 

act<ta cxrro nul. tiplicaci6n por w • 

Derostraci6n. Sea ( a
0 

, ... , ªn ) E: ~+l (vi!ase la defini<li<ln 

de An+l en la damstraci6n de 4, B ) , Ten<IllOs que 
w 

1b• ( ªo'"º"'ªn ) = f. f.ªo',º"º' D'ai , ... , '\i) (4.2) 
i=O 

• f: 1.deg. ªi ) ( ªo ' .. •' ªn l 
.i=O 

--·.. . 

-'~ .. ·'~ ... ··> .. -. .-'~o.~~····.ª~.> 

., ·- •.. -· . . ... 

111 
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4.13 PRJPOSICICN. Sea A una K~lgebra conrrd.ltativa graduada 

sobre un_"ª1!EQ_ K de característica cero. fil. s 1 uc. ( A ) ~ uc,_
2 

( A ) 

¡is el aperador de~cdicidad de 2,12 , entonces 

5 = o en llC (A) cuando w>O 
n,w 

Darostraci6n. Por 4.7 , tenems que 1b• S = O en 

llCn ( A ) • caro A es W10 K-álge.bra graduada, E!ltonces 

llCn(A) = Gl llCnw(A) 
w;.: o , 

(4 •. 8) 

Pero In• acttl.l sobre llCn,w( A 1 caro la multiplicacidn por w 1(4.12), 

ix>r lo tanto, 

1n• s = w liC s = o en llC (A). 
n,w 

caoo K es lUl canro de característica ce.ro, esto significa que 

si w ·~ O, entonces S = O • 

En el caso en que w = O no podsoos coocluir nada acerca de S. 

/// 



I.5 Homolog1a c1clica de un anillo de polinomios truncados. 

Veremos ahora cómo aplicar los resultados anterio-

res al caso en que A es el álgebra de polinomios truncados so

bre un campo K de caracter1stica Cer~. En este caso , 

A= K[z)/zrn+l es libre ( proyectiva ) sobre K, y 

· H
0 

(A,A) = Tor~e (A,A) vl!ase 1.9 ). 

Para calcular .. · ~il ~.A~~)_::.·:. _pod~II!°ª usar 
a C*(A), sin embargo , la 

siguiente .:~eso1UC"i6ri' ·proy~étiva · resulta·'más adecuada : 
:;· ·,,,_. 

( vl!ase (Ro,p.16) ) , ,: de,,~al·~~;n~ra ·que Ri es la K~4lgebra 
•'';" 

'generada por los ei"eméiitOs ·.x,·y·· tales· que 

· :·.~m+i/~·>~~t.i\~· .. 0 · •. 

~emás,. Ri es un ,A~i:'m~~·ti1~:P,~·~yectivo (.en vir.tud de_ 1.2; 1.9 r. 
' ' Si consideramos el·. polinoinio '·:· 

. . . "" ;,. ,,.: 

entonces, en . R1 . 

(x-yf P (x,.Y) = O P <x,yl <x-y) 
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Por lo tanto, tenernos el co~plej_O 

(x~y) ,. ·P(x,y) 
~ • Rl _...,.----. . Rl 

(x-y) 
---> 

donde, para cad8·, i·;>, O~ los mOrfismos, son las· multiplicaciones 

por (~-y) y. 'P:<x;_Y)'.- ~-.·ai_t_8rnadamente, mientras que 

es ia proyecci6n.CariO~ica. 
-.· .. 

5 .1· LEMA.·: · El ·complejo: ·ª* es exacto • 

DemostraciOn. sea f E:. ke~ t. S R0 • Podemos ver. a f 

como el polinomio 

f(x,y) ·e:··. K[x,y]/( .xm+l,~+1 ) 

de manera que 

E ( f(x,y)) ~ Í:(~;~) = a 
. _·( 

Por lo tanto, existe algt!n: :•;g L.K [x]' tal que 
. .- ;_;, __ :·.'., i~_d_._:_·,,·: ::·-· . 

· f<,¡~,c;;;; -X"lt~g<x> ·. 
~+~ ;:ú:\.1;{ ;f. '·· .1 

.. ' .: . 
f(x;'y> - x .. g(xpo;:=··~f(x;y) -'f(x,x) 

( en· A ) • 

Entonces 

. : :- ..-", -- ,-.-~''. :::/~.~·;_~\-lf_~~~~.?7:~i~-~~~-:ii::~.-~:f;~j~~~;~. -~~ ::-7, : .. -..; ... ': ; 
.es divisible entre .:.::< \Xc"•y;.¡·,·;En;consecuencia, f fi''1n\· (xCy). 

· :: · · -<";- ~<:.:.:;; t,.'i ,j;_::·<·t.i3.><·5\~- *l:_~;\::;··{'.~-:<::_::-~,~-_.:)',_"_F! ·:':.:.: ' 
· consideremos ahora 1Eil"'. caso; 'en, qúe.1·~~:·::f E:::.'k_er (x-y) ~;es·- decir · 

... ' ':.;(~~·i;:·;·[~;~i<~~:. O ' ': ~n ·.ni· 
.' •. . ""'· ,, .. ~· -~· ... <1-: • ; ' . , . ._.,. '. :·". - . .., .. -, 

Entonc~s,, existen · g ,,h :e::'.:: 'K (x'_,-~J° ·\,tales ·91:1c 

. 
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(x-y). f(x,y) = xm+lq(x,y) + ym+lh(x,y) 

Por lo tanto, 

= (x-x) f (x,x) = o en K[x]. 

Como K[x] es dominio entero, esto implica que 

q(x,x) + h(x,x) • O • 

de manera que existe algtln h' e K(x,y]' tal que 

q(x,y) + h(x,y) = (x-y) h' (x,y) 

y obtenemos las siguientes igualdades .: 

m+l m+l · m+l . m+l · · · 
(x-y)f(x,y) = x q(x,y) .·+y h(x,y) - y . q(x,y) - y q(x,y) 

~. ( . q ,;;y) ~: h (x;~)) ;~+l r ix~+~- ym+~,,~· (x,y) .... 

_.•. ·'. -_;'-:' ::·;·~=--:~-<~+! :.>"- ',:_'·: ~:--~--·:--.._, ::.· - '-"-<'._-... 
. =: ((x-y) h' (x,y)) Y.,.> ·+,,(x~y) P (x,y) 9 (x,y) ·• 

_,,, '·\' <:;: __ -;::-;¡,::¡;·.;'.· \:;_\';_:~·,--::,:r .. ·~-· 

Entonces 
;{":-' •··-·· :·:···>·;,i;';-\~; ··:;:; ::;> _,'. ;:_.,_ 

,-.::> ': :;'"'-/~·.:· '.·. '·(i' :\-~~;--;:: "-~· ~,:,:.~.;.<:'·J.' 
' '< ··)'.~-~-~/ ,r. '{-, ,·;~~~-~;:,;~(/~¡,;.r:,:ú_'._~·;~·\:::f\,:~<· :•,:•\ ,-; '; 

f (i,;\ = •;,' (x;y) ~!"+~;;~ >~(i1~)ghc,~) 
--,;·-~ ... ,':;_:. '.:, 1'<-~··-::_, __ ;;t:~~~~\~:.';,~_;f.>,>,-~~-."' " 

y~+.l· = _ Ó·: ·. e.n '::·~-.~1 -:. ,::_.-~~-:-'-~\º,-~~:e,_;}'t -~·, pero 
·. ,:.·. 

f(x,y). f'.:. im:P(x;y) • · .. ·., 

De manera similar se verifica que · 

·111 
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Aplica~do_: ~l producto tensorial a la .·re-solUCidn 
'proyectiv·a.·. 

dirn H,; 

.. 

';T m+1· ái n = o 
. 

A,A 
) = l .. m si n > o 
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Como A:= K[Z) /~m+l es una K-álgebra aumentada 

con aumentaci6n ' ,; <f- _i-. A·_-~ K dada por 

" entonces el' ide8l ·de' tíurnB~taéiOn 'I es el ideal generado 
. ';·. ;-:' .:-~ ~_:-:;·:· 

por ,z .1 I= (z) ~.Como,,I es nilpotente, tenemos que 
-. ,, 

donde 1\, = Iw /. Iw+l = { monomios en A de grado w } 

( v~ase 4.9,4.10 • ·Asimismo, tenemos subespacios 

e An+l 

En este caso, la funciOn deg (_). de 4. e corresponde al peso w 

de cada monomio, es decir que 

mientras que, en 

., __ ._ 

Por lo tanto, cada vala·r _. w , ·determina un subespacio 
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y, por 4. 8 , ,concluimos que · HCn ( A ) está graduada en 

funci6n del peso w , es decir que · .. 

HC ( A ) • n,w 

Asimismo, en virtud de' 4.11, tenemos' una derivación 0 1 1 A-+ A 

tal .que o•(·•" ) = w( z" > • 

Por 

por 

4 .12 , L0 , a~t,lla·:~obre, , HC~·,w ( A ) corno la multiplicaciOn 

w • Finalmente',"·.(>oÍ:' ·.: 4~13 , . tenemos que 
'. ¡.· 

5.3 LEMA~ A.ª ~C~J/~m+t K un campo de caracter1stica cero 

~ . ..LL HC: (. A ) . Ó;. Lá homoloq1a c1clica reducida definida 
';-' 

''i 

en .. 3.6', éntOnceé·· 

.s··ª o , ilc.< .!\ > ~ uc._2< A > 

donde s es el operador de pÓriodicidad definido en J.7 • 

Demostraci6n. Por 3,8 , 

Como , de9 ( k ) = O para todo elemento k e:. K , entonces 

podemos identificar a ne. ( K con ne. ,o ( A ) • Por 

otra parte, cuando w > o. , el oper.ador S es el operador 

nulo · ( v6ase 4 .13 ~ por lo tanto, s = o 

/// 

Entoncea, aplicand_o S. 3 a· 1a sucesión exacta larga de 3. 7 , tcne-

" 
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mos sucesiones exactas cortas 

.. 
,_. __ .. 

Para n = 1, vsros que HC
0 

( A ) ;. A , ( 2.5 ) , . y ... 

( vl!ase 

' - . . ': 
·= ;Ai K 

HC0 ( A.) .~, .~!;~?\,~.) 

'1.11.¡.~j'p:,,; ;;'4, y ·~·2·. 
. ; '.-· '.-!~ ':;r:.({\:;;:::~ :::_::<-·-. 

. ·.,,~l(~·S:~::.=/'"1'1 A,A) =A•( ( ·~> 
de nen~ que·-··¡ :~::':'~---~1·~i:·: ia:~~i& e>éa'~ corta. (**) queda; 

" . -_. . - - . >..:'-_ _..:., ' .,- . . . > \ ' - . 

Pero 

entonces iii\ ( A ) = O • 

Para n=2, 

. t**f 1 

( 3.4 y 5.2 ) 

o 

y, por lo tanto, 
. . . - -- ' .· 

Para n = 3 teneros la sucesi6n ·exacta .corta· 
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donde 

( 3,4 ) 

( 5.2 ) 

CCllro dlm ( A/K ) • m , entonces necesariamente HC3 ( A ) • O 

Ccntinuando con este proceso, h"""' d!orostrado que 

5.4 LEM\, 
sin es par 

si n es lnt>ar , 

5.5 Observaci6n, Si I es el ideal de aunentaci6n de A = K[zJ / zm+l, 

sin es par 

sin es inpir 

por 3.9 y 5.4 • 
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•.' 

' ' ..... ' 

S, 6 'PROPOSICION~ - sf· K '· e.ii ··un· caínPO: de .···caraC:t~-r1Bhica cero .· 

··m+l"' · · · .,. ... · · 
X.. A~ K[:i]/ z, ;;·entollcés' HC~(¡.A), 1es iin·es¡iac.io v.ectc-

rial tai qué 

5,7 LEMA 

Entonces 

'~-· 

. '\. 

•,A ~ A1 11. A2, 
._;_.-:'" 

. HC. n( A )".'·~ HCn( A1). m H~ (A l .n . 2 
_-_, _:;_., 

,·, 

\' 

111 

·,-,· ·, ·.·· 
Demc.straci6n .. Par" ~i teorema de "aditividad de · Hn (A,A) 

( [CE,p.173] ) , ,teri~maiq~e · 

·a.<Ai~l ,.; Hn(A1 ,Íl1l ,H~(.'>;;~2 l,. . 
;:,_ -'~--::1. ::.': ·: -... -_.>- ·_::. ' -~-:· ~·::'.:' ' ' . . . . ::· ~-~_:::~::-;_-:-;:<'.\· "-··_: ' ' ~-

' Ap}.ican~<J é~ lema, del_cini:c/( [Ro;p •. 176]}, a. la· sucesión. 

exacta lar~~-"~~ -~ 2 :·;~-,: ~ ~~~~~~;~:~ ... -~~,.,~;~-~;~: i~ductiva el 

¿w,;:;,;·~;,.¡~~~~~{~i'f ,.Cj'''- . 
s.e PROPOSICION<;~·J<_:_un·:carnpo,de caracter1stica cero y cilge-

111 

·. ,,,,, ., .. ' ·.: .. ~ . :".:'-· : ':" ._ - ~-:_,:·; ,. ........ :, ' 
braicamente .:cerrado',', Sea ';-;·;;'_-:'~_e;::_~~ [x) · :··un polinomio de grado r 

Entorices, · si A= K[x}/(f)' , '-t'eneiTios g;ue 

{ r 
si n es par 

dinÍ HC' ( A ) = 
.: n o si n es impar 
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oemostraci6n. Como K es. algebraicamente cerrado,· 

existen C( 1 en K tales que 

donde· 

' 

Entonces, 

K[x)/(f) 
- r ·--· · · -. ; r 

K(x)/(x-~1 ) 1 ,m ... m Klx.J~(x~ocq) q 

De esta maner'a, ._ ~pl·i~a~-do'-· :~·. ·6:·~' a·e: obtiene el· resultado . ._ . ,, - - -... 

111 
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I.6 Harologfa c!clka relativa. 

En esta secci6n definirarcs, para una K-&lgebra A 

( K cmrutativo ) y un ideal bilateral I de A , los grupos de l1aro-

lO<J!a c!clica relativa HC,, ( A,I ) • 

6,l PHll'OSICICN, El cpbrorfimro 

rrorCi~-~~ivo de caiplejos 

Dcnostraci6n. f : A~ A/I 

Entonces 

f A-. A/I induce un 

' f(an) ) 

.. 
f di ( ªo'"ºº'ªn ~ = f .. -!_:·_~¿',·~··-~--~!-:~iª.i+¡·,·._ ... ·/·~~-) 

-·-_--,-,-·: .. ,-:- -... -

Por lo tanto, bf = fb • 

'. 
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As!rnisro, es inrredlato verificar que f comuta "°" los ope-

&dores 
·~ 

e, t 1 en CCX\SeCUE!JlCia , Esto significa· 

que f induce un llDifi611D de biOCJll.'lejos 

que:, '.a su vez, i.Jxluce el rrorfisro de carplejet!? totales asociados 

( vl!ase ( CE,p.61 J ) • 111 

6.2 Dll'lNICIOO. sea 

honologta ctclica de A relativa a I , 

honologta del <Xr1plejo Tot* ( e •• ( A,I ) , es decir 

6.3 ObservacMn. cuando K tiene caractedstica cero , la definicl.6n 

anterior coincide con la definición de HC
0 

( A,I ) dada en ( I<aL l 

6.4 POOl'ClSICIOO. 

Tot11 e .. 1 A,i)) = A 11 1 I 111 A • 
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llelD!ltraci6n. a:m:i I = ker f "entcn':"s 

ªº•º( A,I) • ker( ªº•º(A) -- ªo,o< A/I) ) = I 

y,· por 2.10 , 

De manera similar, tenerros que 

ªo,t (A,~ ) • ker( f : A2 --+. ( A/I ¡2 ) 

=A9I9IGA 111 

6,5 PR:l'CSICICli, JIC
0 

( A,I ) = I / ( A,I ) , 

llelDstraci6n. OJnsiderando 6.4 , se procede de manera análoga 

a 2.5 • /// 

6.6 Cbsexvaci6n. úJs elmentos de 8¡,,q( A,I J son elarentos 

de la fama 

!i.7 POOPOOIClal. Si A es camutativo, E!lb:mces J!Cl ( A,I ) !!! 

el oociente del subgrupo A 11 r 111 r 11 A de · A2 ¡ n<ScÍ;,¡o las re

laciones 

a) allb +·blla ='o (a 6 b enI) 

b) ob!llc - allbc + callb =O (a6b6c enI). 
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Dsrostraci6n. Consideraros el caiplejo 

d2 
... -t 1bt2{B**IA,I)) ~ 1bt1 1B .. (A,I)) 

Cato A es conrnJtativo, en virtOO de 6.4 , teneros que 

de rranera que 

AllI ID IllA • ker dl 

Por otra parte, d2 = b + B y 

I 

Bl•o> = ll-t)sl~iJI= 11,a0 1+ (a0 ,11 

de denle sa siguen las relaciones 1 a 1 y ( b ) • 

6.8 PRJPOSICICN. Existe una sucesi&l exacta laxga. 

Oerrostraci6n. Cmsidércse la sucesión.exacta oort.a de.~lCjos 

/// 

O --> ker f* --> 1bt*( B0 1 A)) .~. Tot.(B~~(A/I)) __. O 

y tórcse la hc:rrolog!a. 111 
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6, 9 Observaci<ln. Algunos autores ( [ [G 2), [G 3) , [St) definen 

ne. ( A, I ) con una relaci6n de subíndices diferente, de manera 

que la sucesi6n exacta de 6.8 aparece oaio 

Nuestra definicidn ooincide ari las de [ l<aL ) , [L 1) y [W 2] 

D1 el caso p.trticular en que A es una K~lgebra alJllCntada· 

cxn ideal de allne!'ltaci6n I , entaioes A = K GI I y la sucesic!n 

de 6,8 se escinde ( a trav~s de la inclusl.6n K --> A ) • D1 

o::nsecuencia tenems que 

6,10 PRJl'OSICIOO. Si A es W1a K~gebra aurentada cxn ideal de 

8lDte?lt.aci6n I, entonces 

6.11 CXlroll\RIO. fil.. A = K[x) / if"l es el anillo de polinanios 

truncados { sobre un canp? de característica cero ) , entonces 

si n es par 

si n es inpar. 

Darostraci6n. ~rese 3,8 y 3.9 con 6.10 • Aplicando 5.5 

se obtieie el resultado. /// 

- . . -:-.~ 
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6.12 .<llsel:Vaci<ln. En virtlld de 6.10 , cuando 

una R-.1lgebra aOO!lltada 

HC*( A ) = HC*( R 111 I, I ) 

A=KEDI es ' . 

6.13 Observaci<ln. Si cmpar811Ds. 4.10 c:0n· 6.6 , tenems 'l"" 

llC
0

( A, 1'¡ = HC,,( F¡ ¡'.' 

.. 

. 

.. 



CAPITUID II 

K-'l'EDIUA l\U;EB!!AICl\ 

II,l K,.(A), 

l\ntes de aboxdar la relación entre la harolog!a cíclica y 

la K-teoda algebraica , """""s algunas de las def.lniciones y resul

tados m1s inp>rtantes de l!sta tlltllra • Para definir los grupos supe

riores de K-toor!a, necesit:arros de la oonstruccidn de Quillen : 

l.1 'l'EXll<EW\ • 1 Construcción ''mis" de Quillen 1 • Sea X un catplejo 

celular conexo ( con punto blse ) , y sea N un sub;Jrupo OOtlMl per

fecto de 11'1 i x l • Ent<:nccs existe un espacio x+ ( dependiente de N l 

y una transfonraci6n i : X -+X+ tal que 

11 ¡ ( X l ----> 1f1 ( X ) / N • 

iil Para todo 11'1 (X)/N - nólulo L , existe un i"""'rfisro 

. -1. . + 
i. ' n.t X ' i. (L) ) ~ u.t X ' L 1 

dor<le ·i-l ( L 1 es L considerado caro 11'1 Í X 1 - mildulo. 
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1.2 Obsezvaci6n. un grupo G se llana perfecto si es igual a su · 

· subJrupo cannutador 1 G ,G 1 , es decir que 

Gab • G /1 G,G ] • O 

Nos interesa de rranera particular la aplicaci6n del 

teorena. anterior al caso ·en que A es un anillo , GL ( A .> es 

el grupo general lineal infinito scbre A y E( A., es 

el grupo elarental (Vllase (Si,p.109] ) • Tenl3r0s cntaices que 

1.3 I~ (l'l!itchead). Los grupos En ( A ) ( n ':JOJ ) y E( A ) 

son perfectos. Áde31\1s, 

E( A ) (· GI.( A ),GL( A.) J • 

Da1Dstraci6n. V&ise (Si,p.111]). 111 

CDnsiderl3IDs el espacio clasificante lm.(A) del 9ruPo 

lineal general GL (A) · • El luna de l'llitehead ncs pennite aplicar el 

teorana 1.1 al espacie BGL (A) , pues te que 

1li ( 1m. (A) ) = GL (A) 

y N = E (A) es sub:¡rupo normal perfectc de GI. (A) • 
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1.4 OORJ!.AAIO, E>dste un espacio OOL(A) + 1 que est& ascciado a 

EIA) ) y una transfolln.lcidn 

i 1 OOL(A) ~ OOL(A)+ 

ii) Para todo, ( GL(Al/E(A) ) -n6lulo L , existe 

un isamrfimoo 
-1 + 

i* : JI*( a;L(A) , i. IL) ) ~ H*( a:L(A) , L), 

°"'1Dstraci6n. Basta aplicar 1.1 al caso referido en 1.3 /// 

1.5 Dll'INICION. !Ds K- qrupos algebraicos de A se definen cmo 

1.6 CXlRlIARIO, Kl 1 A ) = GL(A) / E(A) = GL(A)ab 

°"'1Dstraci6n. Es consecuencia J.mmiata de 1.4 y 1.5 • /1 / 

En el caso en que A es connutativo, podmos considerar 

al dctcmtlnante de una natriz o::m:> un haiarorfimo 

det : GL(A) - A* = [unidades de A\ • 
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o:roo las matrices el mentales tienen detenni.ncmte trivial, pcxiaros 

O:lllsiderar el hatarorfisro inducido 

det: K¡( A)• ( GL(A) / E(A) 

que es suprayectivo y ademlls de escinde [Si,p.113] ) • 

Por lo tanto, 

• • K¡ ( A ) . = A G ker ( det: Kl ( A ) ~ A ) • 

s.i definim::>s el grupo especial de l'llitehead SK1 ( A ) CCJID 

• SK1 (A) = ker( det: K¡ (A) ~A ) 

entonces heros probado que 

1, 7 PR:>POSICirn. Para trx:1o anillo connutativo A 

• K¡(A) •A 6> SK1(A) 

1.9 Observaci6n. ([L 4]) • l'l1 muchos anillos ( daninios enteros , 

anillos locales, anillos conrrutativos finitos, canpos, anillos 'de 

enteros on un canpo nllirerioc ) , SR¡ ( A ) es trivial, de 11'i1Jlera 

que 

Si ahora apUcarroa el teorara 1,1 al espacio clasificante 

BE (A) , obtenerros un espacio BE (A)+ tal que 
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"2' BE(A) • a) '~ "l BE(A)+ • a) 

( por l,l; (ii) ) • Por otra parte, el teómia de iSC1T0rfiS1D de 

Hurewi.,. · ( [Ma,p. 326] ) establece que 

.H
2

( BE(A)+., a) S lí
2

! BE(AJ+) 

Pero BE!Al+ es la cubierta ·universal de OOL(A)+ , de nodo que 

caro, por definici&, 

hBl'Os probado que 

1,9 POO!'C6ICICN. ~(A) = H
2

( E(A) , :r ) , 

K2 ( A ) puede definirse tani:>illn de la siguiente mmera 

l,10 DE>'INICICN, El qruf?O de Steinberq de l\ , St( l\ ) , es 

el grupo ( no aboliano ) con la siguiente presentaci<ln 1 

gereradores : 

relaciones: xij ( a l xij ( b ) = ~ij ( a + b ) 
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i#r, j=k 

Obs&vese c6ro, si int:etprel:anos al elemento Xij ( a) E St ( A ) 

caro la natriz elemental "ij ( a ) E: E( A ) ,,er¡tonces las 

relaciones que definen al grupo St( A ) se satisfacen, de tal manera 

que teneoos un epim:>rfiSIJ'O de grupos 

111 : St( A ) ---> E( A ) 

Aunque E( A ) satisface las relaciooes de 1.10 , éstas 

no bastan para definir a E ( A ) , por lo que · 11 no necesarl.lllrente 

es un isarorfislro, y ker 11 p.iede interpretarse caro la medida 

de lo que le falta a las relaciones de Stei.nbel'9 para ser un a:mjunto 

de relaciones que defina a E ( A ) . 

l. ll OEFINICICN. K
2

( A ) = ker( 111 : St( A ) --t E( A )· ) • 

Tenmcs una sucesiún exacta corta 

que, adal\1s, es una 'extensi6n central- uniVersa1·.ae.· ·E·( -A_.-), ·a~ :nnncra 
. ·:: _; 

que las definiciones 1.8 y l.10 coincl.den · ( ·¡!b,p.279) ) :.· 



' . 

- 71 -

Por ttltino, si amsiderancs los espacios clasificantes 

BK2 ( A l , BSt ( A ) y BE ( A l , entonces la sucesi!ln exacta 

corta anterior induce una fibrac16n 

BK
2

( A) ~ BSt( A) ~ BEi A ) 

a partir de la cual, aplicaroo la ccnstrucci<ln de OUillen 1 1.1 l • 

obt:enemos la flbraci<ln 

Esta flbracidn induce WlO sucesidn larga de hanotop!a 

para i>l 

Por lo tanto, 

1Tj( BSt( A>.+.) ~· 1f (·BE( A)+ ( .· j ~ 3, j 

g, particular, . 
1T3 ( BSt( A)+ l, 5, ~;( ~!,~J+l; ., 

' '·:~ > : o ••• : ' ••• 

Por otra parte, aplicando 1.1. (ii) 

teru:m>S que 



Finalmente, a:irro 

hemJS probado que 

1.12 PllOl'OSICIQi, 
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. . 
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II.2 K- Toor!a alg~ca relativa. 

2 .1 DEF.mtCICN. Dado un hatarorfisro de anillos f : A -i> A 1 , 

definmos los 2~s de K- teor!a relativa a f , Ki ( f·) 

cnro los grupos ele haiotop!a de la fibra ha!ot<lpica de la 

aplicaci6n oontinua !l;L(A)+ ---t B:;L(A')+ , es decir 

( vllasc [L 1, p.200],(L 4, p.32) ), 

2.2 PRJPOSICICfl, ~ f: A-tA' un eoúmrfirn de anillos. 

E>ciste una sucesi6n exacta larga de grupos al:clianos 

( (L !, p. 200]). 

Darostracidn-. OJnsidl!rese. la . fibraci6n 
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La sucesión larga de harotop{a asociada es 

. + + + 
... --. 11'¡1 fibra( f I>-> 11'1 IOOLIA)) -1T1 IOOL(A') )· 

es decir que, aplicando las definiciones 1.5 y 2,1, tenemos· 

lo' slk.'esMn exacta larga 

... ~ ~(A)-->~( A') --> K1 1 f) --> K¡I A)--> Kil A1
) 

2. 3 Observacilln. Algunos autores ( [G 2) , [G 31 , [St]' l · dÓfinen al 

grupo relativo oon una correspondencia de indices diferente 

a saber, 

.'· 111 

2.4 Notaci<ln, En el caso particular en que I es Un ideal bilateral 

. del anillo comutativo. A , si oonsiderarrcs el epilrorfisro 

f: A - A/I 

entonces dE!lOt:areros a K,, ( f ) 

A rontinuaci6n citarerros dos resultados que necesitarerros 

posterionrente. 

( 
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2.5 L!M\, ( ( Ba 1 1 ~ I es un ideal nilpotente del anillo A , 

entonces el 111Jrfisro 

1<¡.( A ) ----¡. K¡ ( A/I ) 

es suprayectivo. Ademls, c:uanch A es connutativo, el rrorfisnc 

~ 

( l + I )• ---+ K¡ ( A,I ) 

es un isarorfüoo. 

2.6 !Sii\; ( ( ro,p.279 J 1 ~ A una' K-.1lgebra aurrentada corvnu

tativa y sea I el ideal de a"1'E!!ltacidn • fil. I es ni!pot:énte, 

entonces 

= 

es W1 <:l!'!'I"'. abell.ano que admite !!!_ siguiente presentaci&, usando 

!_os s!mbol.os de Dennis-Stein <_,_) 

generadores: 

relaciones: 

<a,b) a,bE A, a e I 6 be r. 

a) (a,b)(-b,-a) = 1 

bl <•,b>(a';b> =(a+. a - aba' , b> 

e) <• , be) = (ab , e') <•e , b> 

( - ( Ke,p.174 1 ). 
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2. 7 Obscrvaciooes. En , [ MS J se dE!lllestra que en 2.6. (e) es 

suficiente considerar el caso en que alguno de los elsnentos a, b l!I e 

· esl:l! en I • La relacil!ln 2.6. (b) tiene su origen en el producto 

(en A) 

( l - ab ) ( l - a 'b ) = ( 1 - ( a + a' - aba') b ) , 

Por tlltlno, K
1 

( A,I ) es a su vez el grupo abelisno definido ne-

diente la presentacil!ln ccn gene+adores 

relaciones 

( aE:.I) /y 

<•> + (b> = <a+b-ab) 

donde < a) oorresponde al elenento (1-a)E; l+I. 

( v&sc [ Sti, p.413 ] ) , 

·, 

2.B Pro!'OSIC!CJN, Si K es \D1 anillo conrutativo y A = K[x] / ,¿ntl , 

entonces 

doode i\, ( A ) 

Denostracidn. Ia inclusi6n K ~ A se escinde a: trav~s de 

18 aurrentaci6n é : A --> K , En consecuencia , K '( K·) es n. , 

un sunando dlrecto de !), (' A ) ', "' '\ 
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' . 

2.9 CXJOOU\RIO. g_ A = K!xJ / ~l. ( <X11D en 2.8 ) , entonC<!s 

K,, ( 1\ ) = K,, ( K ) 9 K,, ( A,I ) • 

Derostraci<ln. COnsidérese la sucesi<ln exacta latga de 2.2, 

taMndo en cuenta que la alJOO!ltaci<ln se escinde • 111 
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II.3 llplicaciC5n de la harolog!a cíclica a la K•teor!."-a'-. ----

En esta seocil.'5n vereros córD se relaciona la harclo-

g!a c!clica con la K-teor!a a travl!s de los resultados de Goodwillie 

([ G 3 )) y de Staffeldt J[ St )) • DI partiailar, 11DStrarem>S CÓlD 

los c.1lailos efectuados en I.5 ¡>.»den aplicarse en el c.1lailo de 

la K-teoda del Millo de polinanios truncados Z [x] / xmt 1 • 

COOsiderare!IDS primero las siguientes definiciones 

y resultados (~se [ Le,p.200 ]) 

3.1 IJEFJNICICN, lkl C1!l!JlO de nOrreros 

del carrpo de los nllreI'Os racionales O 

al grado de la extensi<ln , 

F , es una extensi6n finita 

' Denotarem:>s por [ F : 0 ] 

3, 2 D'1'JNICICN. Sea F un ""'11"' de nOreros • lkl elemento de F es 

un entero algehlaioo si es raíz de un p:>linanio trdnico oon coeficientes 

en z . 

3. 3 P!O'OOICICN. El conjunto de enteros algebraicos on F ( ~ 

tado e'F ) es un danlnio de Oedekind con canpo oocientc F • 
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ESTA mrs a a 
S~UR DE .LA 818LIDTECA 

. 3. 4 POO!'OOICIOO. ~ R un daninio de IJedekind : Todo ideal on R 

es finitarrente generado y proyectivo sobre R • Asimlsnc, todo 

~~--finitarrente generado y _pro:¡¡ectivo es isamrfo a una sma 

directa de ideales • 

·3.5 CiJoeIVaci6n. si e'F es el anillo de enteros algebraicos en 

una extmsi6l. F de O , entooces z e ~ , por lo que ~ es 

un Z-n6fu.lo • En particular, si F = O , entonces 

Es decir que, en el caJllX> de los ntkteros racionales,. O , los dnioos 

enteros algebraioos soo los raciooales enteros Z . 

El siguiente resulta<lo ful! probado por Staffeldt ([St]) 

para cualquier e¡. - 4lgebra aurentada A ( finitairente genera<la 

y proyectiva ctl10 ~ - JTddulo ) con ideal de •=taci6n nilpotente. 

3.6 ~· ~ e'F , F arn en 3.1 y 3.2 • Sea A m e'F(x] / ,¿ntl 

la e'F- 4lgebra de poliranlos truncados con ideal de aUll'<!!ltaci6n IA • 

Entonces 

I<,,IAJ 11 O 

= ( F : Q J ( dlnf. llCn-l ( F 111 , IA ) • 
e'F 
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Vearros cóm los resultados de la secci<ln r.S junto . 

con el t:eoram.anterior penniten realizar algunos cálculos de la 

K-teorl'.a racionalizada de A • 

OJnsideraros la sucesi6n exacta corta 

__, o 

( flp • A I IA ) • Cato ('!F es subanillo de F ' podCJOOS aplioar 

el funtor de cambio de anillos F a , y obtenaros la sucesión e: -
F exacta 

F ---¡. o 

de nanera que A• 111 F a A ' es una F-ltlgebra aumentada 
()'F 

ccn ideal de aumentaci<ln 

IA es nilpotente, I' es nilpotente • Por otra parte , 

A' = F 11 A ~ F[x] / xrntl 
6'F 

( \/\!ase [ MB,p.331 J, [ lb,p.16,118 ] ) , .de l!Bllera gue podaros aplicar 

los resultados de I. 5 a la F-álgebra A' • Tenmos cntonoos que 

3.7LEMA, 

= {: 

si n ea par 

si n es inpar 
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De!\Dstracl<ln. caro I' = F 111 IA es el ideal de aunentacidn 

de de A' , basta aplicar 5.5 • 
&F . 

111 

3. e CXJKJ!ARIO. fil.. A = e'F[x] I ,¿Ml ( caro en 3.6 ) , entonces 

' Kn ( A ) 111 11 . = !), ( e'F ) et !l & vn ( n ~ 1 ) 

donde Vn es nl espacio vectorial raciooal tal que 

dirn Vn = { : [ F 1 Q ) 

llemlstracidn. Apl!c¡uese 3. 7 a 3,6 • 

si n es fntlar 

si n es par • 

3, 9 CDRJ!ARIO, Si A = Z (xJ / xmt 
1 , mt.oooes 

!),! A ) 111 4! = l),(Z)lllfl 

Derostraci<ln. Si F = O , entooces f1. = Z ( véase 3.5 ) , . 
F . 

111 

Aplicando 3.B obt:enenos el resultado , debido a que , en este éaso 

dlm vn = dJm HCn-l ( O 111 IA 1 
z 

111 
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3.10 P!U'OS]CIOO. 2!._ A a Z(X] · ¡ x"*1 , entooces 

Dsrostracilln. caro A es una 

en virtud de II.2.9 ; 

Pcr lo tanto, 

a 

( véase I.3.10 y I.6.12 1 • Pero 

caro O - espacios vectoriales 

3.11 Pl1lPOSICIOO. Sea 

Entonces 

2 
e'F(x) / x 

( n >O ) • 

Z -4lgebra aur.entada , entonces, 

( por 3 •. 9 ) 

... 

. 111 

( n6reros duales sobre e'F ) • 

( F : O ) si n es lnpar 

o .si n es Par. 
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Dcrrostraci6n, Aplicando 3.B ( m = 1 ) , y o:nsiderando que 

A es una Cl'F - 4lgébra a1Jl'C11tada , es decir que 

3.12 ClRl!J\!UO, fil.. A= Z(x] / x2 , entonces 

si n es inp>r 

si n es par • 

il<!TCstraci6n. F = 1) • 111 

3.13 Cbservaci6n. 3.11 y 3,12 son los resultados obtenidos por 

SOUll! ( [SJ ) a, ti:avt!s de la harolcg!a de 4lgebras de Lie • 

3.14 ootmAIUO. K
2

( Z(x]/ xmtl ) 11 1) = O 

( ~dec,!r_2' K;il Z[X]/ x"*1¡ es de torsi&i ), 

[ LL J ) , de manera 

que 
K;il z ) 11 g = o • 

Por otra parte, nc1 ( ll !l IA ) = O 

do 3,9 se obtiene el resultado • /// 
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3.15 <DrolA!UO. dim ( R
3 

( Z[xJ I xm+l ) B ll ) a m • 

Del1Dstracicln. se sabe que R
3 

( z ) = z48 ( [ LL,p.16] ) , de manera 

que R3 ( Z ) B ll = O • El resultado se obtiene igual que en 3.14 • 

111 

lh resultado atln m'!s general es el siguiente 

3.16 PIO'OSICICJ;, Si A= Z[X) I ,f"-1 , entonces 

o si n a o (mxl4) 

dim( !\, ( l\ ) B ll ) = m + l si ns 1 ( mxl 4 

o si na2 (nnl4) 

rn si nsl (mxl4) 

Del1Dstraci6n. Considerando el resultado de Borel ( [ 11:> J ) 1 . 

dim ( Rn( Z) B ll) = { l 
. o 

·si ns! (rrod4) 

en cualquier o.tro caso, 

y aplicando 3. 9 y 3. 7 • 111 

3.17 Cbservaci6n. 3.14, 3.15 y 3.16 •. oolnciden IXlll los resultados 

obtenidos en [ ro J y, [ Ai ] ( pero no proporcionan ninguna in-

fonmcldn sobre la parte de torsi6n ) • · 
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Goodwillie recicnt:mente generalizd el teorena 3,6 de 

la siguiente manera 1 

J,18 TmlfM\, (( G 311 Sea f.: R 4 S un haTarorfiBllD de anillos 

slnpliciales ta!_.'P.' el hcm:mrfism inducido lf
0

R ~ lf
0

s 

es ~!"Y.e<:!:!-~ y '="°-·~~~-~potente. Eht:mces 

HC
0

_
1 

( f } 11 O • 

Tenaros entmoes la siguiente generslizaci&l de 3.10 1 

3, 19 PIG'OSICIOO, ~ A un anillo con ideal nilpotente I , 

Ehtonoes 

Clbsl!i:vese que llC* ( A,I } 11 O = HC, ( A 11 O , I 11 Q } , 

de tal manera que si A es una Cl - 4l.gebra , entonces 

3. 20 CDROTARIO. Si A es lD1 anillo que contime a O !. I ~ 

~-nilpotente de A , enton~ 

( n > o } • 

~ [l(!l'ostraci6n. Q:mJ A es una O -4lgebra, A E O :r A . Por otra 

parte, cuando A contiene a O , 

,.( [W2)}. /1/ 
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l.21 OJOOLAIUO, fil A es un anil~ cootiene a O , ~ I 

~ ideal nilpotente de A , entoooes 

1<¡ ( A,I ) = HC0 ( A,I ) a I / [ A,I J 

[ A,I J es el subgnipo generado por los cx:mutadores 

[ a,x ] = ax - xa aE:A,xEI 

Derrostracidn. l\pl~se 6,5 a 3.20 • 111 

3,22 Qlservaci<ln. En [ W 2 J se prqiorciona una dl!l'<lstraci6n de 3.21 

en denle se oonstruye expl!citrumnte el isarorfisno a tra.n!s de la 

funcidn logarilnD • Cilsérvcse ader4s que las relaciones de I,6. 7 

c:orrespordcn a las de II.2.6 escritas aditivancnte , lo cual 

eja¡plifica a 3, 20 cuando n = 2 (véase [ L 4 J ) • 

~ conclusi6n, si rn+l 
A a F[X] /X · es un anillo de 

polinanios truncados y F :::> O , eitonces 3. 20 ptopOICiooa 

la oolucil!n del ~culo de K ( A )/ K ( K ) 
n n 

aplicarv:lo. I.6.11 

3.23 PROl'OSICICll, sin es inpir 

dlrn K,,I F[x]/ ,¿n+l , I) a 

sinespar. 

En el caso en que A a Z[x] / il'*1 ·, ·los resultados 

( 3.12 , 3.14 , 3,15, l,16 ) que se obtienen~ partlr de 3.6 

proporcionan infornaci6n scbre la parte.de torsión.de 'Kn( A,I 

no • 
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A. APENDICE 1 SU<iesiones llspecl:rales, 

Las sucesiones espectrales ( o suoesiooes de Ieray-~zul 1 

· son cierto tipo de sucesiones de nólulos de harolog!a. Estas sucesio

nes surgen sienpre que tenenos \lll carplejo jWlto con una filtraci6n. 

En particular, todo bicxrtplejo e** da origen a dos sucesiones 

es~tralcs espec!ficas que, bajo. ciertas cxindiciones, resultan tltiles 

para calcular la harolog!a del o:nplejo total asociado ~t( c •• ) • 

Seguircnos la prosentaci6n dada por Massey ( ( Mas 1 J , ( R:> ] ) de 

las sucesiones espectrales en t;(hrninos de parejas exactas . 

. A.l DEFINIC!Cll. una pareja exacta es 1J11a pareja de n6'1ulos bigraduados 

D y E junto con norfisrros O( , ~ , '( tales que el siguiente 

tri4ngulo es exacto en cada vl!rtice 1 

D D 

E 

DenotarEm:>S a esta pareja exacta caro ( D,E, rJ., P , t. ) 
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A.'2 <ilservacidn. lloda una pareja exacta ( D, E, o< , (/, , '/' ) d:lnde 

d., p ,f ticncn.biqrados ( a,a'), ( b,b'), ( c,c') respectivanelte, 

podellos oanstruir, para cada q fija, una sucesi6i exacta larqa 

I' 
... -) \-c,q-c' -+ ºp-q 

ÍIOielOS ah:ira ~ a cada pareja exacta ( D,E, oc , p , 1' ) 

le asociamos otra pareja exacta ( o2 ,E2 , .,.,2, ('2 , j ) 11,,,,.,.ia 

.. pareja exacta derivada • Prlnero definilros el cnda!Orfism d1: E -+ E 

caro dl : r '(' . 'l'en"1PS que 

(pues, por A.l, ~~ = O ) • 

Si P• 't i:i...., bigrados ( b,b' ) , ( c,c• ) respect:ivmoonte , 

entonces · d1 tiene bigrado ( ctb, c'-lb' ) y ten<!!Ds el caiplejo 

--. ... 

sea . E2 = "• ( E , d
1
). • :Evidentarente E2 es un n6lulo bigraduado, 

es decir que, si 

entonces 

1::2 = 
p,q 

kcr dl· 
p,q 
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Definiros el nó:lulo bigraduado o2. 

Es decir que, si ar. tiene bigrado ( a,a' ) , entonces 

Sea °' 2 : o
2 --+ o2 la restricci6n de o< a o2 , ( oc. 2 = o< ¡02 ), 

de iranera que " y ot
2 tiE!1en el mism:i bigrado. 

El h:mlrorfiSllD r2 
1 .; - o2 

la relacidn 

es inducido por 'I !Tediante 

t
2 

l "p,q 1 = i "p,q f. ºp+c,pk:' • 

( Los corchetes denotan la clase de harologfa ) • Obsérvese que t 2 

est& bien definió:>, p.ies 

y 

'/( irn d1 ) 

-·· t y t
2 

tienen el miBllP bigrado • 

La definici6n de P 2 resulta m'!s CXJ1Plicada ; sea x ~ o2 = irn d,. 

y eso:ljase un elerrento y ' O tal que e( ( y ) · = x " · 
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entonces 
. . 1 . . . 

~ ( y ) E:. ker d • Defl.nlm>s 
.. ; ·- '" 

' p2 (,e > = r p 1 Y > 1 e: 'ff 

( p2 : o2 ~ É2 ) • Esta definici<ln es ~ente de la elecci<ln 

del eleirento y e: O • Cbsérvcse adem4s que ~2 tiene bigrado 

( a - b, a' - b' 

. 22222 A.3 TFX>RFM\. Con las definiciones anteriores, ( D ,E , oc. , f' , ~ . ) 
es una pareja exacta ( llanada pareja exacta derivada ) , es decir 

que tenCJrOs el diagrama exacto 

Del1Dstraci6n. S6lo queda verificar la exactit:ul m los v~rtices. 

( vl!ase r Ro,p.312 l ) • 111 
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Es evidente que la ""1Strucci6n anterior pu&1e aplicarse 

a ( D2 ,E~ ,,,.2, p2
, l) p¡lra ootencr ( o3,E3, o<3, p3, ~J ). De 

esta rranera ootenmoo por iteraci6n la pareja exacta ( o" ,Ff' rJ. r, p". rr ) . 

A. 4 DFPINICllJI. una sucesi6n espectral es una sucesi6n de ll<ldulos 

bigraduados Ff junto con norfisros cf : Ff --'t ¡f tales 

que 

a) Ff+l • H ( J!,dr) 

b) erar. o 
~ 

A.5 Cbservacilln. '!'Oda pareja exacta detezmina una sucesi<ln espectral • 

A.6 DFPINIC:tal. una filtraci6n de un CXl!Jllejo e, es una familia 

de subcatplejos { rl'c, 1 p E Z ) tales que 

para toda pe: z. 

A. 7 THlRm'\. '!'Oda filtraci6n pl'c, de un CX!lJ?lejo e, determina una 

pareja exacta ( D,E,ot, p, t) ~ · ti., fi y tienen 

bigrados ( 1,-l l, ( O,O ) y ( -1,0 ) respectivairente • 
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DmDstraci6n, l'Or breVedad escribiJTOs ?' en lugar de ?'e,. 
Para cada p t:enellcs una sucesi<ln exacta corta 

o - ~1 ---+ 

Entonces, para cada q fijo, poderos considerar. la sucesi6n 

exacta larga correspondiente 

.. • _, Dp-1,q+l 

donde 

.. 
---> D p,q Dp-1,q -> 

'. 

Y tcnaros el triangulo exacto ( con los bigrados ir<lica&• ) ·: 

(-1,l) 

D .. D 

(-1,0) i\ /r (0 ,O) 

E 111 

A.B CDOO!l\RIO. 1oda filtraci6n de un caiplejo c. determina una suce

si6n espectral 

llmDstrac!<ln. v&lsa A. 5 111 



• 
....... .... · -

A, 9 Qbservaci6n • 1bda filtraci6n F'c. de un <XJ!l?lejo c. 
detennina una filtraci6n del mldulo gradu.ldo H*( c. ) de la 

Blquiente manera : si ip : F'c. --. c. es la lnclusi6n 

entonces teneros el norfism irkh>::Jdo 

u 1 i 1 , u ( F'c. l --. H
0

1 c.> 
n P n 

para cada n. !Ds sutmldulos graduados 

filtraci6n de H~ ( C* 1 • 

im H( i ) 
. p fonran una 

A. lo <»>servacl6n. Tcxlo caiplejo c. es un mldulo graduado si 

olvidam:>s la difcrenciaci6n, Inversanente, todo nólulo graduado 

M. = ! MP 1 p E: a } puule verse 0C11D un ocmplejo 

M 1 

donde la diferenciaci&l d es cero. 

A.11 DWINICJ.al. llM filtracifn [ F'c,) de un carplejo e, 
( visto cano mldulo graduado ) está acotada si existen eoteros 

e = s(n) , t = t(n) tales que 

Fs~ =O y 
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Es decir que, para cada n, terxm:>s la cadena finita 

e e 

A.12 ID':llUCIOO. Dada la· sucesi6n espectral {E" ,dr\ , defln!llDs 

el tl!rmlno Umite E" , oatD el n6lul.o bic¡raduado 

E'°' = n ker dr / U im dr 
r r 

A.13 lll'FINICJOO. sea H = { ~ 1 un n6lulo gniduado. Dirmos 

que la suoosi6n especttal \ rf ,dr \ convei:ge a H ( en cuyo 

caso escrihirsros E2 ~ M ) , si exista alguna filtracidn p,q -7" ')l 

acotada 1 P'H \ de H tal que 

para toda p, q , ( p + q = n ) 

A.14 1IDREMll •. Sea l FPc*) una filtracidn acotada del caiplejo c. 

~ ( Jf,dr} la suoesi6n especttal que detennlna c. ( vl!ase A.B ) • 

.Entonces 

E2 ~ H
0

( C .. ) p,q ....,, 
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Damstraci6n. CmD c. est& filtrado, entooces 11.f c. ) 

t:ant>il!n cst& filtrado ( véase A.9 ) • Adan.1s, la filtracitln 

es en amb::ls casos aootada ~ Si calcularros la r-ésiml pareja 

derivada y la succsidn espectral ccrrespondiente, se obtiene 

que 

para alguna r suficientarente grande ( véase [ R:i,p.318 ] ) , /// 

Sea c.. un bicooplejo ~ sea Tot. ( c .. > el 

CD!plejo tctal asociado a c.. (véase [ R:i,p,319 ] ) • 

A.15 DEFINICICll, La prinera filtraci<ln 7 de Tot•( C•• ) se 
define mliante 

es decir que Tot,, ( c.. ) coosiste de la S\l1B de los elmentcs 

de e** que están sobre la recta ptq = n . Por lo tanto, 

consiste de la Sllfla de los elE!Telltos de 
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que esUn scbre la recta pfq = n y adesr&I esUn a la izquierda 

de p : 

q 

p 
)' n 

Es decir que 1F es una fil traci6n por oolumas • Slmi

l.amente, si filtra1TDs e** por renglones , obtenesms 

A,16 D!FlliICIOO. la segunda filtraciái llp de Tot* ( C** ) 

se define mediante 

( 
11# Tot*( c •• > >n = 11 e j . n- ,J 

j~p 

A.17 PRJPOSICictl. Si e** es un bicaiplejo del prlrrer cuadrante 

( es decir, e =o p,q si p<O ~ q<.O ) , entalces 

las filtraciones 1p , l1p son acotadas. 

03mstraci6n .. Consideraros s(n) = -1 y t(n) = n • Es 
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evidente que 

Y lo mimo se cuiple para llp / // 

A.18 TIDRfl<V\.. ~ e** un bicarplejo del prboor cuadrante , y sean 

por las filtraciones 1F y 17 respectivarrente • En~ces 

y II,,l 9 Hn( 'Ibt* ( c •• 1 1 • . ~,q 

Dmostraci& .. Es consec:uencia inmediata de A.14 y A.17 • // / 

El siguiente lena nos dice que el m5dulo bigraduado E 

determinado por la filtracl<ln 1F ( véase A. 7 1 ;.. obtiene 

calculando la harolog!a de las columas de c.. , 
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1\,19 · LEMI\, ~ e** un biooiplejo y sea 1;- la primera filtraci6ri 

de Tot*( e~. ) • Entonces el n'5dulo bigraduado E = 1 E\>,q \ 
deteilllinado por 1;- estll dado por 

E a H { C , d" ) 
.p,q q p,• 

denle ( cp,• , d" ) es la p-ésima. oolmna de c.. . 

Deonstraci6n. COOSidersros el diagrama siguiente 

·1 Y >n = 

' ' ' ' 
C¡,-1,q 

p-1 

' ' ' ' ·' d' ' 
+---

e ; cl,n-1 ; o,n . 

' ' ... 
' p n-1 

... a cp,n-p 

( cp,n-p "' cp,q , debido a que p+q = n ) . 

' ' ' .. 
n 

>. 



Entonces, para cada n, ( Y / JFP-1 In es precisan-ente 

cp,q • Adem!s, el diferencial d en 'lbt;. ( c •• ) es , por 

definicidn, la auna de los diferencial.es d' y d" . Pero 

si d' : e ~ e p,q p,q p-1,q ent:ooces 

irn d' e: e e: 1iR"l 
p,q - p-1,q 

Por lo tanto, en y I ip!>-1 tenmDs que 

de nanera que d SI d" Esto significa que 

es la columa p- llsina 

Yt 1i*"'1 ' 

Pero, por definici& 

, es decir que 

d• -
E = H ( y I y>-1 p,q -11 

Ent:ooces 

E = H . ( C · , d~ ) 
p,q q p,• ' . 

~.q-1 

. -- - - . 

d' =o 

y I y>-1 

( vllase A. 7 ) 

1 

• ker < d" · :_e_. -~e· ·. 1 I irnd" 
p,q ·.p,q_--,. p,q-1. . . p,q+l 

111 
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A.20 Obsenr.lci6n. Dl virtud de A.19, podsros reprelK!lltar al 

m'ldulo bigraduado con el diagrama 

E = ! 1 t 
p,q 

"1 ( co,• 1 "11 el,•.' !f11 c2,. >. 

! d" !d" ¡ 
' Ho( CD,•) "º'<t .• ) ·H0 1C;i.I .. 

. El diferencial d' de c.. ( v&ise el diagrama de A.19 ) 

induce un rmrfisno 

d
1 

, • u 1 .e • , d" 1 ~ 11 1 e d" 1 
P ~ .q p-1,• • . . ' q ' ' 

ncdiante la relnCi6n 

d1 [ z . l = [ d' . z .. l 
p,q ' _·p~q i. . : : _-. p,q -.. p,q 

( los corchetes denotan ¡;,_ ·clálie d~ ~og!a ) • ·Por lo t:ÍlntO, en 
.. -'. -- -~~-·:~_;:~,::::J·;,-~\:l ::-.:·;<'..,_:,'.\" -. ..r:· -. 

cada rengl6n q· tenenos uii'Cciiplejo::: ·,·:· 
'"" ' <:!:' .. '. ;,· .. ;·o 

~ ";' ~;;.)!~~;·i,;;,,:~,'.?'.11~:~;~~1;. •.·. d": i ~ .... 
Si calculaJtDs-la hÓoolcg!a·,~--es~e anplejo;' ob~rnos la ¡jrincra 
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hamlog!a iterada de e,, ( am respecto a la pr.iJrera filtracidn ) 

denotada 

Es decir que 

u1 H11 1 e > p q •• 
1 

, d ) ' 

Eh otras palabras, H~ Hq ( c •• > se obtiene considerando prinero 

la hamlog!a de la ¡Hlslna oolunna y despu6s calculando la hatolog!a 

de los renglones . 

A.21 ~. fil. c.. es un bicxrrplejo del priJ_rer CUZ1clrante, entonces 

= H' 11 11 
( C ) p q •• 

Oarostracidn, Véase [ lb,p,327 ] 

A.22 OOservacidn. Si cxmsideranos la segurda filtracidn obtenaoos 

W1 resultado anl!logo al de A,21, a saber 

II,,2 = H" H' ( C ) ~ ""p,q p q •• -, 

donde. H" H' ( e,, ) se obtiene considerando prbrero la harolog!a . p q 

111 

del p-l!sbro rcrqldn y calculando despu6s la h<:molog!a de las aolun-

nas resultantes. 
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A,23 Jm'JNICIOO. Sea c •• un bit'Cllplejo del primer cuadrante • Si 

{ J!!, dr \ es la suc:esl.6n espectral detenninada por alguna 

de las dos filtracicmes lf- 6 IJF , entonces direros que 

{ Ef ,dr \ se colapsa · si 

.;. = o "p,q para p~O. 

Es decir que , si \ Ef ,dr \ ~ colapsa, ent.onces el 

· rr6dulo bi.graduado .¡. s6lo p.iede tener tétmlnos diferentes de cero 

sobre el Cje q 

A.24 PKlPOSICIOO. Si {Ef.,dr\ se colapsa, entonces 

.a) para teda p, q • 

b) :; ¿ 
O,n 

omostraci<ln. Probareros solairente el inciso (b) •. caro c •• 

es del priioor cuadrante, ~~ces,-~ A:~l~ 'y· A~17 , existe 

una filtraci<ln acotada de'¡;!' de Hnl :'):ot,;l e•• 11 . ~que 
.j" _:, "'·: .. ·. 
=·E p,q 

·. ln=~). 

' 
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Pero, por {a) , .. 2 
F-P,q a i::p,q 

cato la succsit5n espectral se colapsa, entonces 

,J. a O 
"'p,q si p ~O 

de manera que .. 
6¡,,q 111 

A.25 Observaci6n. Si se oolapsa sobre el eje p , obtenerros 

de nanera similar que 

Hn( Tot*( e** 11 - 2 Eñ,o 
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INDICE DE SJMOOLOS 

A lo largo de este trabajo, O denota a los ntkneros racionales, 

Z a los rnireros' enteros y Zm a los enteros m.'Sdulo m • l'\dcrNls 

de estos stnOOlos y los de uso general, utilizanDS la siguiente 

notaci<ln : 

e'!! A) 

d,:1 A) 

H•( A,A ) 

C•( A ) 

llC.(A) 

C••( AJ 

Tot.( - ) 

Bu( A) 

s 

1f.R 
D .. 

d,:1 A >norrn 

ii 

ii •• 1 }\ ) 

d,:1 A )red 

H. ( A,A ) 

lllgebra envolvente de A , 1 

carplejo ac!ciico de Hochschild , 4 

carplejo de Hochschild , 5 

honolog!a de !lochschild, 5 

catplejo de COnres , 8 • 

honolog!a c!clica de A ; 9,13 

11 

carplejo total asociado , 13 

bicarplejo de eonn.es • 16 

operador de periodicidad , 22 

harolog!a de de Rham , 25 

subccrrp!ejo dE<Jcnerado , 26 

carplejo de llochschild normtliiado, 27 ' 
' . ' 

27 

blcarplejo de COnnes no~lhado, 28 

caiplejo de Hochschild reducido· , · 30 

haro1o91a de ilochschild r:.iudaa, 31 

'i .· 



.ª••I A ·)red 

. HC•I A ) 

D 

tu 
degla)=w 

llC IA) n,w 

PI x,y 1 

1 z 1 

ª•*(.A,l ) 

uc,1 A,I 1 

<•,b) 

l)¡(A,II 

e'K 

l K 1 O 1 
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· bicalplejo de connes reducido, JI 

harolog!a c!clica reducida , 32 

derivaci6n, 36 

36 

grado de a, 44 

46 

so 
ideal generado por z, 53 

bicalplejo relativo, 60 

h~log!a cíclica relativa, 60 

srnt>olos de Dennis-Stcin, 75 

K-teor!a relativa, 74 

anillo do enteros algebrairos en una extensidn 
finita de O , 79 

di!rcnsi6n del canpo K sobre o , 78 
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