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INTRODUCCICH.

La hamologfa ciclica surgfo, prdcticamente de manera similténea,
en dos contextos diferentes. Por un lado, en el marco de la cjemetria
diferencial no conmtativa, el estudic de invariantes bajo permutacio-
nes ciclicas 1llev$ a Connes a definir los grupos de cchomolegfa ofclica
ch( A ) para el 4lgebra asociativa A { scbre un campo de caracterfs-
tica cero ). Por otra parte, y de manera independiente, Tsygan { [T) )
defini6 los grupos de hanologfa cfelica HC_ (A ) en conexién con
la hamlogfa de las dlgebras de Lie, Asimiemo mostrd que ch( A)
posefa 'cierta pericdicidad determinada por la sucesifn exacta larga

P Hn(A,A) —_— HCn(A) — HCn__z(M - Hn_lm,n) '—".l.'.l.
donde HnlA,A) es la hamlogfa de Hochschild .
Tsygan ( [T) ) v , en forma independiente, .loday y Quillen

([10 1}) probaron que, cuando K es un campo de caracterfstica ce_r;jb, ’ .
la hawlegfa efclica de una K-dlgebra asociativa A es la parte” - .



Sl

_primitiva de la hcmologia. del algebra de Lie de rnatrices con cocrdena-
.'dase.n A;esdeci.r, ST

prﬁn_éi,'t'gtt,n"); K) (),

- P H(G(A), Q) ().

sugirid que existfa una

a: humlogta cfclica cono " K-teorfa algebraica

\ De hecho, existe una correapondencia entre los cbjetos de K, y
losde K* ' elgmpolimal GL({A ) corresponde al 4lgebra de Lie
" de matrices 11( Al, _el_determinante corresponde a la traza y ast

sucesivamente (véas'e'[L:i],'[Ldl | I

Posterjormente , Staffeldt ( [St] ) , generalizando un
resultado de Soulé para los ndmeros duales, encontrd una' f6rmila
que permite calcular la K-teorfa de un dlgebra de’ polmcmos tnnca-
dos A = ‘ﬂlx} 7 { & es cl anillo de enteros algebrai-
cos en una extensidn finita de €@ ) en términos de la homologfa
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cfclica de A. A su vez, Goodwillie ( [G3]) demostrs -un
resuitado atin nds general : dado un epimorfiamo dé anillos
£:R— § , con nicleo nilpotente , existe un isanorfismo.
em:re la K-teorfa rt;lativa racionalizada Kff) B8 @
y la hawologfa cfclica relativa racienalizada Hé*-l( £) Q.
Desde un punto de vista préctico, este resultado permite emprender
gl cdlculo de los grupos de K-teoria asociados con un ideal nilpoten-
te mediante el c4lculo de la hawlogfa cicuca correspondiente,

. 'Desde un punto de vista tedrico, este tecrema  { junto con la
relacién ( #) ) precisa todavia mis la relacién entre

K* .Y !IC*

Desde su aparicign, la homologfa cfclica ha sido estudiada
¥ generalizada de diversas maneras ( [cal, (G 1}, [Ka 1], [Ka 2], [W 2],
(tQ 21, [0a] ), cConnes, por ejemplo , generaliza la definici6n de
homologfa cfclica HC,( X ) definiendo los objetos cfclicos X
. en una categorfa dada { vSase [ Co] ). Por otra parte, Goodwillie
(tGl]) y Ioday y Quillen ([ I1Q2] ) bhanmostrado la
relacién entre _HC, y la cohamlogfa de de Bham,

En [ St} se sugiere un mitodo para calcular la homologfa
cfclica de wn anillo de polinomios truncados ( sobre un canpo de
caracteristica caro ). El objeto del presente trabajo es realizar
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explfcitamente ese cdlculo , demostrando los resultados implfcitos
que son necesarios para llevarlo a cabo, Asimismo, mostramos odmo -
este cdlculo , junto con el teorema de Staffeldt { [St] ), permiten
obtener resultados de la‘ K-tearfa del anillo de polinamios trun-

cados A = Z[x) /xm1 .

En las primeras secciones definimos el concepto de homologia
ciclica de , una K-dlgebra A , primero para el caso en que K tiene
caracterfstica cero y , posteriormente, para el caso en que K g8
" wn anillo corm:;tativo cualquiera . Para ello, construimos un
bicorpleio y consideramos la hamlogfa del complejo total asociado
{ [co), [G 3], [LQ 2] ) . Mostramos tanbién la relacién entre IC,( A )
v las homlogfas de lochschild y de de Rham . En la seccién 1,3
definimos una versién reducida de la hamologfa ciclica |( 1o 2] )

que , junto con los resultados de I.4, servird en I.5 ‘para calcular

H,{A) enelcasocenque A es el Afgebra de polinomios t.r\mca- ’

dos sobre un campo de caracterfstica cero,

En el capftulo IT exponemos algunas de las definicioﬁea:y.-..
resultados mds inportantes de la K-teorfa algebraica, en particular
-Ge los yrupos de K-teorfa relativa l%( A,I) , donde I €5 un
ideal nilpotente . Finalmente, haciendo use de los resultados de
Staffeldt , en II.3 obtenomos alguna informacién sobre los
grpos K (2fx) /™),
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Incluinos al £inal un ap&ndice sobre sucesiones espectrales
que proporciona las referencias necesarias para algunas de las demos-

traciones en el texto.

For fdltimo, quisiéramos expresar nuestro agradecimiento al
Dr. Bnilio Lluis Puchla, quien asesord y brinds todo su apoyo para
: la elaboracidn de esta tesis .



CAPITULD I

HOMOLOGIA CICLICA

1.1 Howlogia de Hochschild y hamologfa cfelica racional,

Sea K un anillo conmutativo con identidad ¥ sea A una
K-dlgebra asociativa con identidad . Denotarems por A" al producto

tensorial sohre ¥ de n copias de A , y al elemento
a @ a @ B a € A
0 al LN n )

lo abreviaremes escribiendo { A reedy Y .

1,] DEFINICKON, Definimos el dlgebra emvolvente A- de A com

1.2 Observacién, 8L M es un A - bimidulo , entonces también es
“un A% m6dulo derecho | izquierdo ), definiendo

mix,y) = ymx " omeM, (xy)e A"

{ {(XyIm = 2my ) .



En partiéular,'A esun A - biﬁﬁdul_o ') 'por" 1o tanto , e un
7%= madulo izquierdo . Asimismo, absérvese que , sl definimos

{xy) ‘ao"“'al ) = ‘xaol Byreres ALY )

e,

n+l adquiere estructura de AS- m&dulo fzquierdo.

entohces A

1.3 DEFINICION, Dadauna K - flgebra A yun A - bimidulo M,
definimos 1a hamologfa de Hochschild del dlgebra A con  coeficien-

tesen M, ocomo

Ae
Hel AM) = Tor, (MA)

( véase [ CE,p.169]) .

Veranos ahora cfm se define la homologfa cfclica de una
k- dlgekira A cuando K tiene caracterfstica cero.

1.4 DEFINICION, Para cada A™"* (n32 0 ), definimos las funciones -

Bix A o .0£ifn
mediante ' : . R R
(ao,...@iaiﬂ_,.'.f._:, aﬂ. ) Oéi‘:n
91‘ Bys ees ,an}= ' : ‘ .
Chgr oy ety ) ten



1.5 _PROPOSICION, Si, para cada n 2 1., definimos el gperador
bt : Rn+1 — A" oo '
n-1
b = Z (~1) a
entonces
i) b'bt =0
1) © si s¢ A" —y A™2 g5 o) operador definido
como, |
B(ao' c-Io'%). = ‘ 1’?0’. L lan,
on . .

b's + sgb' = id.

Derrostracidn. ‘I'enaws que
o b's (ag ,...,a) = b' (1, B ene ,an)

: o
. = .[ao,‘ ..,‘ ,an) - Z('l! u. a ,..-,aiai+1,.-.;a3

=L ia “i ', 52’ .__z:(a‘; 3 ‘a 2! )

!a alla a ta1 2) 0 V.



Ahora, considerando {ii) , tenemos que b'b's + i:'shf =b'
i:or lo tanto ' 7
b'b's = b' - b'sh!
' = (id - b's) b = eub
Pero, cam el operador 8 tiene grado +1 , entonces bib!
+. tiene menor grado del lado 'derecm? de la iqualdad y , por hipétesis
inductiva , esto implica que sb'b! = ¢ , Por la definicidn del

operador 8 , esto significa que b'b* =0, . 1

1.6 COROLARIO, la sucesidn

] ] '
LAY ...-—-b—bi\a -b—) SR KGN

( c‘:( A) =z An+2 , N2 ~1) es un camplejo aciclico que 1lamaremos

camplejo aciclico de Hochschild .

Obsérvese que para probar que ci( A) esacfclico { 1.5.{i1))
ge requiere que A sea unitaria .

Consideremos ahora el producto tensorial A Ee Cf +1( A),
A
{ vfase 1.2 ), de manera que obtenemos el campledjo

Star: . —aa Al aa A — Ann?.__

a8 a® -
Pero

zaa A2 A e

it
—
=
=
]
)



.entonces tenemos la siquiente

‘1.7 DEFINICION. Dada una K-dlgebra A , el conplejo de Hochschild

" deA esel camplejo

_ b 4, b , b
May: . —» Al — 22— a

P %(A’)?A"“ ) con el operador b:Anﬂ——b A" definido -

b=E (-1t

oo

esdecir,_
o n-1 ' CT .
b ‘a ,...,E }= z ("1) (a ,...,aiai+1,.-.,a]1) +

+ {~1 )n { anao,...,an_l | 2

1,8 DEFINICION, . A la hamlogfa del conplejo C':( A ) la llamarems
horologda de Hochschild de Ay la denotaremos por ~H,{ A,A } ,

Es decir que HAA) =H(CHAY) .

1.9 Observacién, Si A es K&prcyectivo, entonces A es R—proyectivo_ L
Y ', en consecuencia , A" es AC-proyectivo para n 2 2 | [CE,p.ITS] b
Entonces, si A es K-proyectivo, Ca {A) es una resoluc:.dn proyec- .

tiva de A,y_,enw.rtudde 1.3, '

. ‘ £
Ho( ALY = HARAA) = Tod) (an)

*

Esto justifica que a la homologfa definida en 1.8 ‘también se le haya
bautizado como hamologfa de fHochschild. ‘



1,10 PROPOSICICH. . HAA) = A/LAA] .

Demostraci6n, Debido aque blaa, ]‘_: = aoal-- al 2 ,

‘entonces im{b}) = [AA] dmde [A,A] eselsuheepa—..'.

cio generado por los conmutadores aoa -alao _ (a ,a G.M

,Por otra parte, ker( bt A—0 ) = A, /// |
1.1} PROPOSICICN. : I
‘R 8l n=10
HAKK) = .

0 ‘singd 0 .o

Demostracién. Gomo K™ es isomorfo a K nédiénté_el'imrfis- Lo

ro

( koaooo,kn } ’-——} .kokl_'"kn

entonces tenemos el conplejo

Mikre o Lk E-» kK Ly K —» 0
que es exacto salvo en dinensidn cero. ' I

* Mhora vamos a definir una accién del grupo cfclico 3, sobre '
Al ' o '

© 112 DEFINICION, Defininos el operador cfclico & .. LRI

(0'30); mediante

tn+1( ao,...,an) = ('1) {a laot'“lan..l) .



1.13 Ohse.wacidn Para toda n=>0 , tn":i= id . Por otra parte,

' _ ‘t' = idA + Por brevedad, cuando no haya riosgo de confusidn, escrl-

birems solamente t en vez ‘de t .

Si deseamos que la accin de t  sobre An+1

sea trivial,
debe cumplirse que
(1L -th Bnreveed ) =0

+]

es decir que debemos considerar el cociente de. AMY mSdulo el subes-

pacio generado pm" los elementos

( ao,al,-u,an ) = t -1 )n ( anlaol""an—l } *

Abusando de la notacidn, escribiremos este cociente como A"'H/ ( 1—£ }

¥ lo denotaremos C (A) . ;

1.14 PROPOSICION., El operador b estf bien definido en Cn( A,

Demostracidn,

]

. n . -
ait (aoguo.;an) (_1 ) ai‘ an'aO'...'anfl") .

{ _1 )n ( an'ao‘...‘ai-laj:'.t.'an.-l) _;

a1-1 (Bgueeesy ) = & (agenidyqdy,nnidy )

T =t -:‘-55?%':'"??ail-'lé‘i'.‘."':,'_?ﬁ-1’ :

de manera que ait = ai 1, si 1< 1<n. o



Mends, ot =- a Garn, por ééfhﬁcibn,- G
n-l -- x n t
= 2 () ai b=z by
entances, lag igualdadea anteriores impli&an que
bi1-t) = (1=t} b .
"Por 1o tanto tenemos el diagrama conmutativo siguiente

]
An+1 b An

e 1 | wu

J!\n-!-l b ﬁ."

[

. € {m S esee» C 3 (A)

R

oo o

w

Las columas s_cﬁ_éxacbas:; y el morfismo inducido por b en el

coclente G, (A) =A™ (1.6)  estd blen definido. 7

1.15 DPI‘]NICIC!\I.- El. cmglejo

c.(ai -+ Cal A ) 2, g lA) = e = CUA)

i

| _aonde H\) <Ay (1-t) y b esol operador definido.en 1.7,

_ se llama conplgj_de Connes



1.16 DEFINICIGN. Si K 20 , definimos la hawlogfa cfclica (racional)

de la K-8lgebra A, HC,{A} , como la hamologfa del camlejo
C,lA) . Esdecir '

HCn(A) = Hn{C,(A)l .

1.17 PROPOSICICN. ,

1) HC{A) = A/ 1AA)

Cor lo T 'sinesimpar ..
Demostracitn. por 1,13, tmrnsauecot ’s ) = A .y , al igual
queen 110, - HG{A) = A/ AN Por otra parte , t actda .

sobre K™ ="} como la miltiplicacién por 1 {sin es B
par’) & 'por‘ =1 (sl n es'impar ) . Por lo tanto
, LK si n es par .
C,(K) = L
K/2K si n esinpar
Pero K contiene a @ , de manera aue K/2K:='0_ “y tene-
mos el camplejo IR P
c*( Kt e = K —"O ’ -, K _’ 0 s

de donde se sigue el resultado . " ,
S E /i
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1.2 Hanologfa cfclica entera, -

' Veamos ahora odmo se generaliza la definicitn 1,16 al
caso en que K es un anillo conmmtativo cualquiera (sin restriccidn
sobre la caracter{stica). Sean

31 3An+1 —_— An
n+l

t 1A —-—aAm'l

las funciones definidas en 1.4 y 1,12 respectivamente, Asimismc, sean
bs antl — n

A
b':AMI——b a"

conoen 1.5y 1,7,

2.1 DEFINICION, Definimos el operador N : A" —— &A™ (n3o0),

cano N o= 1+t+td4 0t [ . '

Podemos construir el siguiente diagrama:

e e A e T



SRS

dande 1as columas pares son corpledos de Hochschild G A ) y las
impares son complejos acficlicos Ci‘( A) con el signo del operador

_invertido. A su vez , los renglones son los conplejos estdndar para
calcular la homlogfa de un grupo efclico con coeficientes en A"
(vfase [ Pr,p.581) ) .

2,2 PROPCSICION, EL diagrama anterior es un bicomplejo  ( que denota-

remos C,.{A) ), esdecir quo Cp'q(A] = patl ‘L q*0,

P20}, vy se satisfacen las siguientes propiedades




9 B0 = w92 ‘
.iiJ',(l-—t)N=o.sN(]..t).’“
i)

‘ Demstraciﬁn £ i.nciso li) ‘es irmediato ya que las columas son

. ,‘:los oarplejos Ca( A) " _ch(a ) . hsimigno, tenemos que
H1-8) (1etd 4ty =1 - ™ oy

{véase 1.13) . El inciso (iii) se demostr® en 1,14 ,

Pnf dltimo, cbsérvese que

n o n-1 '
b= 3 g ¢t bt = ¥ tig il

en consecuencia

n-1

Nb=(th_l( 3

l"-l' _1_1 : .. . .-l‘. ‘.::'_ ., e ..: ‘.
Por otra parte,

"n._ -

i
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Al b:lounplejé Cixl A ) le podemos asociar el siquiente
conplejo { véase [Fo,p.319]} :

2.3 DEFINICION. Definimos el conpledo_total, Tot, (C,,( A }), asociado
"al bicomplejo .C,,. (A ) , de la siguiente manera

ot ic, i = & ¢ (ay = & A

ptg=n pq 0<i<n

con el operador  d 1 Tot (C,,IA) -—> Tot ,{(C,,(A))
definido como '

= ' w
dn Z deQ'+ d_p,q'
donde _ [ﬁb'+N_g J.ost p‘esiaar
S b+ (1-t) sip ea inpar.

2.4 DEF]NICI(N.. Sea A una K-algebra Definin'os la hanclogfa ciclica

fentera) de A, HC,(A) , como la hamologfa del camplejo total
asociado a c,,(m, esdecﬁ

f ucn(M = H_ {Tot,{C, (A ) .
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2.5 PROPOSICION. HCOI A) = A/J[ARA) .

Deostracién. Tenemos el complejo

AL
Mot (Cu AN ¢ .. — Aea’ ~Llaa 570,

Por definicién, d) = b® (i-t) , pero . b =14 (13,

de manera que Co
(l1-t)A=0,.

Entonoes :
im{dyy = im(b) = [AA]), "

El siguiente resultado muestra que, cuando K tiene caracterfs-
tica cero, las definiciones de homologfa cfclica racional y hamologfa -
cfclica entexra { 1.16 y 2.4, respectivamente ) son equivalentes.

2.6 PROPOSICION . Si_ K 2 @ , entonces

| H{Tot, (Cp{Aa))} = HAC(A}) .

Demostracidn. Si K29, los renc'gt_lone.é de ) C*;t_a_i__ son . '

exactos, de manera que , silfiltfmrns por renglmes,tenerrns '
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" ‘que la hovologfa del renglén p-ésima es

0 sl .30

pH o, _ -

MU gy o A7) _ .
. P ey el o =0

{ zpl_l es el anillo de enteros mddulo p +1 ). _

§i ahora considerancs la homologia con respecto a las colmnas.'

cbtenemos que -
0 . p>l
o g =E;.q B
llq(C*{B)) .' p=0

{ véase A.22 ) . Esto significa que la‘sucesidn espectral se
colapsa {(R.23) , y :

HOCUA)) = B, = H L Culh))

{ véase A.24 ) . | Hn-

. '2.7 Chservacin. El anillo K no aparece en la notaci6n * ncn( A)" 6
" an A4 )", sin embarmgo, estos m&dulos dependen de K . Por otra parte,
las definiciones 1.4 y 2.8 pueden extenderse al caso cn que K no ‘

es conmueative ( vdase [0g] ) .
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\{.

En tam:o no hagams ninguna aclaracién sobre la
- caracterrstica de K, queda entendido que estanos en el caso ge-
neral de harologfa ciclica entera,

' La homologfa cfelica tanbién puede definirse a partir de
un bleceplejo B,,( A1 que definiremos a continuacidn, Este
. bi@élejo 'puae verse como una simplificacidn de C,,( A ) , pues se
cbtiene a partir de éste Qltim elininando las coluwas acfclicas
¥y mxiificands Indices y operadores.

v

2.8 DEFINICICN. El biconplejo de Connes,, B,,{ A ) es el midulo
i B '
bigraduado [ ol A }} , donde

Cp,ap® AT sigqye

B (A} = | .
P e oot

' 0 e T el q<p

junto con los diferenciales o

Bs 11-1:) sN R An+1

' Bs decn' que tmemsun diagram cmnel siguienbe .
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By A) 2 ¢ i ot '.. . B :
v e IR
A3 B _‘Az_ "‘B A .
b b_'.
'lf SRR N X i N
e,
1o |
=
A
p= 0 1 2 ...

El operador B : A" —» Antl . lo obtenenos del
bicorplejo C,,{ A} mediante la camosicién

Al ) e

'[s
N n

N n .
A G A

donde s: A" — ™! e el operadot de homotopfa definido en’ 1.5.(11). .
'1a siguiente proposicion muestra que B,,( A ) satisface la definicién - -

e bicompleio.
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2.9 PROPOSICION.. B,,{ A ) satisface que

i) b = 0 = B

i) BB+ B =0 ,

Demostracidn, 'h2 .= 0 en virtud de que las columas son conple-
jos de Hochschild, Par otra parte, '

B = (1t )aN{ 1-t)eN
' pe.m N{1t) = 0O _ {pér:'é.?.(ii) ), .ent-qlces‘ﬂz =0,

._ Por (ltino,

A

BB + Bb = b (-8 s8N + (I°t) 6N b

Sb1et)sN 4 (b sb'N 2.2, (iv) )
Y s - b sN 4 (et abt N (22014 )
, = (1t (b's + b )N e
| s (1=} § ' | , .
=0 . (2.2.(44) ).

"

Al igual que en 2.3 , podemos ascciarlea B, (A ) un
camplejo total: ‘ ' '

2/10 DEFINICION. El conpledo total asociado a B,,( A} es el coplejo
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M*( B“U\J } ; da'lde ; B . |

Mt (@) = 8 B oia) = e TP
. : / R R * : P+q=!'l .
P20 - pa0

" yel diferenciales dsb+B .

2.11 PROPOSICICN. He,(Aa) = H(Tot, (B, A))} ,

Demostracién, Definimos la funcidn
Paa 7 BulBA) — g, AY

definiendo, para cada p 20, q30 0
!‘.

%og® BpgtAl Czp,:gfp! = ':...'-.“E_'.f-qu'-l"q'pﬂ.m-)

mediante _ g
¢p'q(.x_ 1,& A x,s le . :

Es decir que { véase 2.3, 2.8) TR

Bq pI Pl 3Pl P2
]

donde el primer sumando pertensce a Ci( A ) , mientras que el
sequndo sumando es un elemento de la columa impar ( acfclica } ' o
C'il A ). Verificaremps primero que ¢,, es un morfigm de carple-

jos.
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De ar:u'erd\b con el diagrama

arz MH g

tenemos que

s

'[df-!-d")@p'q(x-l ld'+d“)(x,sﬂxl

' = m+(—b')sm,ll-t)sx~lxl |
= (m,(l-b's)Nx,tl-t)sm)
i= (bx le:o;-t-sNBx Bx) '

@,(bw}x -
De este nddo, _ 0)“ indnx:e un,mrfis:rn dg carplejos
B: TOL{Bu(A)) = Tokt,(Cutn) )

Si filtranos Cyul A ) y Byl A) -por columas ( véase A5 ),
obtenems Subccrrplegos . ‘ .

P ot (Cula) g FPror,d By,i Al .
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|

1

Cbsérvese que m preservala filtracitn, pues

1
d K

( Paor,(B,(A)) ) € FPaot,(C,(A) ) .
C‘:uando“ p=0, tenems que
.-‘ . -' 0 o. . - .l 0 M .

@ (ForotdB,(A))) = F Tot,(C,lAa))
= fa)

de manera que @ preserva la hamolegfa en P . Procediendo

.por induccitn , s8i p » 0 , entonees, ocomo
szfl Tot,{ C,,(A)) = FP mot,(C,,(A)/) 8 (columa acfclica)

es evidente que @ preserva la hawlogfa para toda p 20 . En
particular { com la filtracién estd acotada; véase A,11) '

Tk (B (A} ) = B (Tt C,(A)) . -
' | | "
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Una de las prepiedades mis importantes de la hamologfa
ciclica estd dada por el giguiente teorema :

2.12 TEOREMA . [ Sucesifn exacta de periocdicidad ) Existe una

sucesidn exacta larga

S * s B
ve D HAAR) - MG (R) — G, ,(AA) — u,  RA L,

. Demostracién. Obsérvese c&m , cn B,,{A) , tenemos que

ST AR SEELLE

(p>0,q50) , de manera que tenemos una funcién syprayectiva
S‘ B.*(A) —'_—_h’ B*"l,*‘lt AI’

cuyo nficleo consiste de la primera columa de B"‘( A) , Cao
5 es un morfismo de bicomplejos , tenemos entonces un norfismo
inducido { suprayectivo }

5 H ‘Ibt,,( B**‘ A ) ) '—"> 'Ibt*( B**( A ) ,[‘_2]

donda [-2] indica que los subfndices se recorren dos unidades.

« Consideremos 1a sucesidn exacta corta

L0 v kerS o Tot,(B,(A)) ¥ Tot, (B, (M) _, —r O
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carb kers-ch(A),entoncestm\andolahmalogIade
esta sucesidn exacta corta obtenemos la sucesidn de periodicidad.
i/

Otra manera de relacionar la homologfa cfclica con la

homologfa de Hochschild es la siguiente:

2.13 TROREMA, Para toda K-dlgebra A existe una sucesgién espectral-

1 =
due converge a ch(Al donde qu

Hp-q( AR, Y

1 -

d* s (AR ) — Ho_o (AR

es el operador inducido por B,

Denostracién. Consideramos la filtracién par columnas del bicample-
jo By lA)} ,{ véase A,15) ;

ad M) = @ & A) , >0,
Toty, {By. (A) } 0sizp i,nfi‘ REES k

Es decir que,. para cada p, el“ n-ésinn témjm del sub:xmplejb
- consiste de la suma directa de 105 elemmtos de Tbt:n( B**( A i )
que estdn a 1a- iquﬁeraa de 1a columa p+1 cm: : : '

(A) = A‘ip“
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entonces ~ © FE Tot( B, (A) ) = Y
. S D¢$isp

Obs&rvese ofmo, para cada n ,

Bogl B) = B TOE, B/ EE Tor, By, A1)

de manera que el cociente ¥/ Fp-l es la p-Ssima columa
con dif.érencial b ; en otras palahras, se trata del camplejo
(-J:l A ) . Por lo tanto

3 -
Bpg = Ml E/E ) Hy (AR )

y tonemos el diagrama ( véase A,20 )

)
3
)

i L |

HylAA) ¢—  H{AA) &— .HOV(A,A-)

lb o l |
ood T
OARD e BylAR)

' Hol A,A )_ ‘. ',_._? .

dondelascolumassmmzplejosy d (A,IH — li pﬂ(an)

CI‘P
es el morfimmo mducido por el operador B rreﬂiante

1 .
.dp:q‘:! :ql_y Blg o ]
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,do .
donde [ 25q ] denota a la clase de homlogfa de %,q

‘De esta manera, tenemos gue

'

A st |
L Hq-p( A) si q3p>0 | .
= ' . - 1
E, 4 | LD IC,A) .
0 en cualquier otro caso J
" ..
2.14 Observacidn, Si en la sucesifin exacta larga da 2.12 definime;

B' + H(AA) — H, (AA)

coo la composicidn B'= Pl , entonces B'B'= 0y,

tenomos un complejo de cocadenas

B! B!

e > BURA) o B (AR) =S H (AR ) s

cohocido camo conplejo de  de Rham , ¥y cuya 6011&'019953* es'la |

cohamwlogfa de de Fham de A , denotada Haﬁ('h ). _hdetﬂs_, qbséwésel

‘que B' es el morfisw inducido por B , es decir que B' = al

( véase 2,13 ) .

Por Gltimo, vames a normalizar el biéf;rplejo - Baal R) ¥y
& mostrar odmo la homologfa cfclica llc,,i‘A ). también puede definirse
cano la mfologfa correspondiente a este bicomplejo normalizado, Esto
nos serd de utilidad, como veremos mis adelante, en el caso en que A

es una  K-flgebra aumentaca,



e

2.15 DEFINICTQN.  Para cada n> @, sea " D €-. A“"l el sumsdulo  °
gemradc; por los elementos )
{a ,...,a JEXA "'H'

tales que a; =1 paraalguna 1,1*‘-i<n.

2.16_PROPOSICTON, b (n':‘1 ) €Dt

el

Demostracién. Sea ({a,...8, lep,

Eﬂ {~1) r)i { ad'."“':’.an)

o
an)\

op- ;Bj;aj.'_z;o .';,E}n‘ ) +
: .-.; S .l . : -
+ o DTS (A ree,a )

S FCIRL A
y evidentamente 105 dos términos intarmedios se cancelan, mientras

que todos los demfs pertenecen a Dy * {11

La proposicidn anterior implica que los submSdulos Dn
forman un subcamplejo D, de Cllt A}, (llamado subccrmplejo dege-

. nerado) . Por consiguiente, podemos considerar el cociente Cl:t A) /D,
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2.17 DEFINICION, Definimos el canplejo de Hochschild normalizado ,
- _‘C]:(A)m » cao el caplejo

. ..A“ b
' . i n+l n .
C‘;(A)‘mm T — A7/D —— A/D, — e

ST . |
{ C‘r‘a“"mm'““ /Dn ).

2.18 Observacién. Si A =A/K , entonces

A“H/Dn' = aa (A).

5i sustituimos las columas de Byx{ A} por cumplejos nor-

malizados chtenemos el diagrama siguierite

E,,l‘.l\): l l
nei? 2 nan <2 2
NN
ARR q—-l- A
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B,qlA) = A@RTP Tazp) .

2,19 PROPOSICION, B,,(A ) es un bicmplein (que llamaremos bicomple-
jo de Conneg pormatizado ).

Demostracidn, Basta demostrar que el operador B : At —_— An+1

estd bien definido en el coctente A" /D, .Caw Bs {1-tisN,
entonces
B=sN-tsN

pero im(ts]E.Dn ¢ de manera que
BasNiA -—-)AﬂlD .
P61; otra parte,
8N ( 8 ,...;a RRILE N R S, tr';'l_) _l.i‘.:ao'-‘,“f,.’:nn-l-')

n-1

=5 ( E( 1 )i{n-l)‘ a ,' | 'an,a ,...,ai 1)

- S RN
3 = z( -1 li.{n 11(1ai... ,a ,a ,...,gi 1)
) i=0 ) . ; i g TIRRE ,_.\

"porloque B pa'saalcocienteoam__

1

B{a,..a) ZO (-1 I { l,a ,...,an,ao, .

de manera que 3{ D, ) & Dn+1 - e L R ;Hf o



2,21 Observaci6n. Si A=K, entonces B, (A) =

2.20 PROPOSICICN. H AR ) =

- 29 =

S
Kl

Si,aligualqueen 23 Y 210."1\:!:(13“(:\))

el a:nplejo total asociade a B"t }\ ) A entonces

Y HCA) = HTot (B, )

Dempstracitn. E1 subcomplejo degenerado . D, - es aciclfcp ' dﬁmane— R

ra que la proyecciédn
diny — daryso,
implica que Hn{ AAY = Hn( C:(Almm) . Por lo tanto

la hamwologfa de cada columa de B,,( A ) se preserva en T!'"( At ,
de donde se sigue el resultado .
117

si ptq,

¥ .Ep'qt A ) =K m ladiagonal pE q. Po.r 1o tanto ' tenamos el
complejo ; )
Tot, (Bey( K} ) ¢ oo. — X ~— 0- — K »

K sl n espar.
HC (K) =

0 si n-es inpar N

lo cwal generaliza 1.17
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' ‘I.3 i-lcmlog.ta ciclica reducida‘.

Supoigamos que el hononorfismo K =—» A inducido por la
igdentidad en A es inyectivo .

1.1 DEFINICION,  EL compledo de Hochschild reducide  Ch(A )

gse define como el cociente

Rihrgg = RA g 1 KD

3.2 Observacidn. t“l( K)porm = el complejo concentrado en K
en grado cero debido a que. KB (K/K) = 0, Cao K- A
¢s inyeetivn, entmcea S

ChtK) ; ‘_c‘ltlm

ea.inyectivo. S I‘:."
For lo tanto, el cmplejo reﬁucido Ch( A )@ es igual B
- al carple;o nomalizado Ch( A ) salve que , en qrado cero

- sustituimos - A por . A=AK

C'I(Mredz e = ABRT? e AR —— AL
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3.3 DEFINICION, la homologfa de Hochschild yeducida es la homologfa
del complejo reducido ChlA), . ysedenota W (AA) .

3.4 PROPOSICION, Existe una sucesifn exacta
0— H(AA) —vilta,n) ~ K S H{AA) -—-r'ﬁot_A,A) — 0.
Mends, para_toda n2 2, Fnta,n) = H(AA) .

Demostracién, Si consideramos la homlogfa de la ‘sucesién exacta

corta

0 — Cl:( K lnofm —-—p Cl:t A, _'-"*’_:‘_:2_(15 .)réd -—> 0
cbtenemos una sucesidn eicacb;l‘l}arga'“ donde f'
o K. sion=0
B ) = A
1] si n#o

y el resultado es inmediato. L A

3,5 DfFJNICICN Defininos el bi lejo de Connes reducido B, (& ,fed' .
como el coclente . oy . :

B**(A)rai = BLlAa) /B, (k).

Obsérvese que los bicamplejos B, (A} y. ‘B,,I A-)red“

son iguales scalve que en la diagonal del primero hemos sustituidg:' B

'Apor A= AK.
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3.6 DEFINICION. Defininos 1a honologfa efclica vedugida T, ( A )
cao la homologfa del complejo total asociado a B, (A }red ; €5

decir

HC(A). = HTot, (B (A), 4)).

3.7 PROPOSICION .. Existen sucesiones exactas largas

..-'-"-b}l{'.'n(K) - HCnlA] —2 mn(A)—?-llCn_lfftl —¥ e

L= H (AL -a?EtAJ-—’HC 2(:\1-—»!{ AR —

Demostracitn, En virtui‘da 3.5 , tenems wna s;lceaidn exacta corta

0 - E.“‘ RJ ---)'i;]*( A ) ~— B.,f Al O
que a su '.rez, induce una suoes.ldn e:_:acta. corta
B OIF-)_"Ib;:t-E;;(”;{‘.)“).--;'lI';t.(F;*’( K) ) = Tot(By,( A ) g} -~—> 0

Yy al considerar la hcmlogia obtenemos la prjnera sucesidn exacta
"_larqa. La segunda sucesidn se obtiene de manera andloga a la suce-
sion de perioaicidad de 2.2, 77

1a versidn reducida de hamologfa cfclica resulta barticular- o

1mnf;e'util cvando A es una K-fllgebra aumentada .
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tha K-flgebra A se llama aumentada si existe un epinorfismo
"€i1A-— K.Enestecaso, tenemos que  A=KO I, dode I=kere

es el ideal de aumentacitn,

3.8 PROPOSICION. Sea A =K@ I una K- dlgehra sumentada . Enkonces

HC,{A) = HC,(K) & HC(A) .

Demostracidn. La primera sucesidn exacta larga de 3.7 so escinde ,

proporcionando el isamorfismo, ]
1

Cbsérvese que, aunque 1 es un anille sin unidad , podemos
definir el biémplejo Caal I}, (véase 2.2 ) , Hay que natar , sin
enbargo, que las columas impares en 'C...l 1) no sabmos que sean
aciclicas , pues no podemos probar 1,5, (1i) .

3.9 DEFINICICN, Sea I un anillo sin unidad . Definimos 1la hamologfa

cfclica de I mediante
' HC(I) = HylTot,(Cul1) ).

3.10 PROPOSICION. Si A =K® I es una K-slgebra aumentada , enton-

HC, (1) = I, {A) .
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Demostracién. Com A =K ® I, entonces

A4
BygiplAlreg = B BR

-

= Aaa 1 ® (Ker)am 1%

Cm

(k@) ¢ A

detalmneraquelafumidn

. ¥ q"'
%,q‘?_’°°m1q1‘”. 1‘3l o:‘_? -——)AEI
Gefinida cano -
LP={1delal Iq"l = xq+1 cmfl;
esunisarorfiam. Admas,severificaque
N )

bs = (1-_t_'.‘] ’— sb"__l"-';-" '

Be = _0

- Por lo tanto, T

( tb + B) 'Y

lb+B)tp 1b+B)s)

t (b £’ o'f-t -t) "- sb' Y 1

. Es decir que . l{) oonnuta con’ los difermciales 5y en consecuencia v,

g i.nduce un isc:mrfistm de cmplejos asoclados - ¥ H
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3.11 CORCLARIO. Si A es_una K-dlgebra aumentada , con ideal de

aumentacién I , entonces

HO,{A) = HC{K) @ HC(I)

3.12 CORULARIC. Sea A una K-dlgebra aumentada , con ideal de aumen-

tacién I tal que I2 = 0 . Entonces

c(I) = @& H{7%
Hp() {

Demostracién, Si agrd; € 1 , entonoes 3.3y = 0 , de manera
que ol ™) o 0 . En consecuencia ,en C, (1) los

operadores verticales b y ( -b' ) son cere . Por lo tanto ,
la homologfa de  Tot,{ Cua( 1)) depende s8lo de los operadores -
N 'y {1-t) , Pero la homlogia del renglén g-€simo es

qtl

Hp( zw_1 ¢ I }

de donde se sigue el resultado . B
. i
3,13 Observacién. Fn particular , si K es un campo de caractérfstid'

cerc , entonces '
‘ o dr) = ™ /ey o (=0
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I.4 Perivacicnes.’

En esta seccifin estudiarenos la accién de la operacifn

1llamada derivacién sobre las homologfas de Hochschild,, de Rham
y cfclica, Obsérvese que se réquiere que A sea commutativo,

4.1 DEFINICION. Una derivacifn D: A— A  en la K-flgebra

" contmtativa A, es un morfism K-lineal tal que

Dlaa ) = (Da, }a, ~ + aolDal'}.

. 4.2 Observacifn, La derivacién D induce un endomorfismo

Lyt A ™ definido medtante
o - n
) It)l ( ﬂo'---,ﬂn) H igo {aop sns § mi F see g an) .
I
. \ BN .
4.3M.Lb oconmita con los operadores b,bd ,8,¢t.

Demostracidn., Corprobaremos primero que Ly P i ‘311.6:



Tpdg Cagreniy ) = Iy 56;',".féif?i+;",f"r?éﬁ'::’

1

= Uy peraany e )

por 1o ta_ntq,_' T
. ‘ j a( a.o,..cg Daj'o-vna )

3, 1 '(,ao‘,'."..,an ).

L

'-Eém'smpifié@"%ﬁ-"s-bib- Uy Lb'b"= b' Ly .

" De la misma nanera, es {rmediato verificar que
Iyt = tL . 8Ly=1L,s. H
4.4 Obsexvacifn. Ia proposicifn anterior implica que tencmos un

morfigno inducido
L, : HG,LA) — HC, { A\_)
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4.5 THOREMA, ([G2]) Si A esuna K-flgehray D:A — A es

una derivacitn, existen moxfismos K-linaalés

ey A \ An-l_

1

ED=An-—-—-) Am

que estdn hien definidos en los cocientes An/ D.1+X tales_ =}
) ley,b] =0 : (en A")
i) ley,B] + [B,b) =1, (en aM)
iif) [E ,B) = 0 ten A" D)

donde los corchetes representan a los conmutadores

[eD,b.] ==eDb+be[:l .

Demostracién. Sea eyt A" —— A", 1a funcién definida
mediante ) ) J L

ey (ay severa )= | -;))'_"_ﬂ(-(‘p._an).éol,'a'l',‘.'..,an_l}.
Entonces . ) B _- ' — A ‘

b o aga ) = (A1 oy :[ Dﬂn’aor f’i’_."“'.'l'-:a_“*ll'): :. L

4
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¥
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,.Por lo tanto, los t&mincs de 'eDb( ao,....an) corresponden
" a los t&mminos de bep{a,....a ) galvo que tienen los signos
invertidos; es decir que eDb + beD
Asinismo, e estd bien definido en los cocientes A™/p
pues, Si (ao'-o-'an) [ Dn ' mtﬂmﬂ

e, (ao,...,an) = -1) ( (Danla Blseeedd _1) gn
iEklelcas?m'que a =1, eD(.ao,...,an)= 0 ‘debido
aque D(1)=0 ),
El morfismo  E, s AT, A2 o Gefine por induccitn
scbre n 1t

Si n=0, entonces E‘b(ao)ﬂﬁ.

si n=1,¢.;ntcnces ED(a,al)B(IDal,a) (l,lmlla,ll.

Es inmediato verificar que o oL -

eyl +Eub) = eDB + Be, +_Ebb..'+lt;Eﬁl | -:b

cuando n=0,1. SR A
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Supongamos ahora que B, se ha definide ya para A y cuple

con (i} 3 definime B, : An+1 — A“+2 " como

el morfisno que satisface la igualdad

bE = {lp-leyBl-Ep)

{ se puede probar , usando una construccitn similar a la de los
* modelos acfelicos", que este morfismo estistey vBase {G2) ) .

En 1a igualded anterior, E, del lado derecho opera sobre A

" mientyas que del lado iznierdo opera sobre P , por 1o que,
por hipdtesis inductiva se satisface la condiciGn (ii) . ' ./ﬂ '
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4.6 COROLARIO, LD = 0 en HdR(PA" .t

Demmostracin. Los morfismos I'D R B',"eD son endomorfismos
del émplejo e locschild de grados’. 0,1 y -1 respectivamen-
. 5i consideranos a ED como una harntopia de cadenas :

n-1

Sa)

=

dea) vor? — B

entonces [, b1 = o‘,""( e'n"H*("?_hA_-) ) 'y, envirtd da
S [eD PBl = Lp-. e HJAAA)

Oonsiderams ahora el diagrana

nae —, Hl‘l( AIA ,_...-I-:.‘-! > e
wlo

Hn+1( An ) — ...

donde en aparece ccm:: una hmobcp!a de cocadenas . Como

leD.Bl—'Lb-.;f-o tenH.lAA)},LD es hamotdpico a 0,
y,mconsemencia," Lb'-ol_en (A).
C co T : : it



< 43 -

4.7 COROLARIO. Si S 3 HWC,(A) —> HC, ,(A) es el operador
- de periodicidad definido en 2.12 , entonces

LyeS = 0 .

Dumst':z'aci&:. 'I'ensmaqﬂe , en B“(A} P
[eD"'ED b+B] = (eD+EDHb+B} +- (b+B){eD+E‘D)

= eDb+eDB+EDb+EDB+_b%+bED+BeD+BED

' 'ml:nllﬂ**(A) )-9 v
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- 4.8' I, Si A es uma K-dlgebra cormutativa graduada, entonces

Hni AM) y HC,(A)  son mdulos graduados.

Demostracién. BSea A= @ }\w , donde , si degl a )
. : w0

denota el grado del elemento a €& A , entances

A, = {aen|deg(a)=w};

+1

Podemos graduar a A extendiendo la funcifn  deg{ )

medianta n

deg (@ ,.ees8 ) = ): degla, ) .
o' n 120 i’

Esto significa, de manera explicita, que el submidulo de 1\"+1
degradc w es

Al o A, 8 ... @3 ¢

o Wibeo oty e W o n
Ademds, el operador b - respeta el grado, pues
deg { 31-‘_%'""_% ) ) = deg.t B peresBdytyenerd )

Ca degta.o,_...,an‘)
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Por 1o tanto, para cada w 2 0 , tenemos suboaplejos Cl:t A, )

deluirplejo CE(A); de manera que
e A ) = Sa)
w0 O* A, *

s H*";,( AA) dencta a la hawlogfa correspondients a
' (a) , entonces

{ra) = @ H (AA) .

fn wpo ¥ :
Es claro que log operadores b', 5, t también respétan el gra-
do, por loque , para cada w 2 0 , tenemos un bicamplejo
Ciul A, } cuya homologfa asociada es Hc*th) . de

¥

tal manera que

CHCG(A) = woao ch'wt Ay . ¥z

4.9 Observaci6n. SiI A esuna K-dlgebra aumentada con ideal de
amentaci6n I ,entonces A = K® I , de manera que podemos
congiderar a A como una  K-dlgebra graduada donde



-~ 46 -

y Awuo para toda w‘a_'z . En este casopartictuar, tenemos
" que

A K8 .8k < At

n+l

mientras que Aw 1

consiste de todos los t&rminos en An+

que tienen exactamente w coplas de I,

4,10 Observacidn. Tambifn resulta importante considerar el caso
enque A es una K-dlgehra cualquiera con ideal nilpotente J.
Podemos entonces construdr una  K-flgebra graduada gr(A) de la
siguiente manera

Filtrando A por potenciasde J,

A=J°'.‘:J1=JZ.:: ....::Jm.'adnw1 = [

y conglderando los cocientes A, = D
chteneos ¢l dlgebra graduada . grd}) = @ A,
w20 "
si fliltrams A" pedtante subespacios ' _
AR o S e, adh g M
Wohewb WS W - g
n+l 4] L R X7 . :
R ANE T LR e et L

si (a, ..o 8 )€ l-‘?:l,'entqnces
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ai (8, seeera )=(a uly éiai;l . vies én ye M

W
W, +w
i i+l

debido a que 2.3, e Jd .

Por lo tanto, S b(i“lw"l ) & F’w' .

Simjlarmente, los opera;iores b' y L preservan la filtracién, En-
tonces, para cada w2 0 , tenemos corplejos

: b_. ) 1 w
F,=CE ) : .. » E) — B —> = 1

y obtenems una Filtracidn de camplajos
C': (grid) ) =F, 2 F 3 e 2 Fm(n-fl)ﬁ

donde, p&ra cada . n,

gyt 8 ®...®
w Wil wo+...+ wna w 1’\:0 3\4"

y obtenemos para gr{ A ) las mismas conclusiones de 4.8 .

4,11 IPMA, La funcidn D': A-—> A definida como

D'fa) = (degl a ) ) &
es una derivacidn vy respeta el grado de a€A .,

.

Danostracidn. DYy a‘:’a1 ) = {deg a g, } aoal.-

= f{deg a, + .degal ) 2



= (Dtia)yay+ ag (DA by .
Pér otra parte,

deg {D'(a))=degta). - . I

W

.12 COROIARIOQ, _El_mdglgr.ﬂw Ly =‘_ch',w(A‘) ——'-)HC MR,

actla como_multiplicacidn por w .

ml

Demostracitn, Sea {a, seses a, }-€ &“ {vase la definicidn

de A‘Tl en la demostracién de 4.8 ). Tenamos que

Ly (ageenia )= 1);0' (Bgeees D'y 4ueny 3, ) (4.2)

n- K
a izo ‘& '..-,tdm ai)ai;.n;a )

-

ST igo (deg ai) CRA

_0;-...3 ’.

. En vi.rmd de 4.4, tenemos 'entc-nce’s_qué" L
i \) 'H
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4.13 PROPOSICION, Sea A una K-dlgebra conmutativa graduada

gobre un campo K de caracterfstica cero, §1 S : HC, (A ) ~> IIC*_zt A)

es el operador de periodicidad de 2,12 , entonces

§s=0 en ch,w(A) cuando w>0 .

Demostracién, Por 4.7 , tenemos que Lys = 0 en
chtAl . Canc A es una K-dlgebra graduada, entonces
B (A) = @ we . (A) .8} .
n w20 DW

Pero [b' actda sobre I-En w( A) coo la miltiplicacidn por w,{4.12),
r .

por lo tanto,

I.D.S=wxs=0 E‘ch,wth"

Como K es un campo de caracterfstica cero, esto significa que
ail w# U0, entonoes S=10. '
Mel caso enque we0 no podemos concluir nada acerca de S.

. ' : 4



.-1,5 Homologla ciclica de un anillo de polinomios truncados.

Veremos ahora cémo aplicar los resultados anterio-~
res al casc en que A es8 el Algebra de polinomios truncados so-
bre un campo K de caracteristica cerg. En este caso ,

A= K[z]/zm+1 "es 1ibre { proyectlva ) sobre K,y

(A A) rn (A,A) { véase 1.9 ).

podemoa usar C*(A), sin embargo ¢ la

:_Para calcular H (A A)”z

aiguiente resolucibn proyectiva resultn ‘m&s adecuada :

PPaxa toda i 0, sea A% |, Entonces

.;_ K [x'y]/(xmi»l'ym?i-l,

{ véase [Ro,p.lﬁ] ) 3 d  ﬁi es la K-dlgebra

entonces, en "Ri 'L3
x=y) Plx,y) =000 = Plk,y)x-y)

. ‘. T ' B



) donde, para cada

Se 5l

Pcr lo tanto, tenemos el complejo
e (x-y) P(x.?) o (x=y) £
L PR S -—--—-" R! -—-—-—#Rl — RO — A — 0

"_p 1os morfiamos son las multiplicaciones

por (x-y) y P{x,y)jyalternadamente, mientras que

es- la proyeccién canﬁnica. E

rﬁ;i:LEnngﬁﬁ_El”comblejo;‘at ‘es éxactO'._

Demostracién. Sea f'é_kéétigﬁd . Podemos ver a f
como el polinomio o ; ,1  1'r1;‘u '_
Cflx,y) €K Lﬁ}_ifl/g,_-.x'F‘*J’. Ym“7_7 )

de manera gque

£ £y ) f{x,x)_;;o_ ( en' Ay,

Por lo tanto, exiatg_al‘ﬁ 'GZK[x]f'tal que T

Entonces

_.f € _im tx-y) '
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,(x-yi_f{xay):f= q(x:y) + ym+1h(x.yl .

' Por lo tanto,.

X gf#,x) + ™, x) = (xex) £(x,%) =‘0 en K[ﬁ].

Como K[x] es dominio entero, esto implica gque
gix,x) +; hix,x) = 0.
de manera que existe algfin h' € K{x,y] tal que
gtx;y) + hix,y} = (x-y) h'(x,y}
y obtenemos 1as'aiguientes 1gua1dades s

m+1

tx-y)f(x.y) = x (x.y) + Yy m+1

h(x,y) -y mel

q(x,y)-- b gtx,y)f h

m+1 (_m+1 r”m*l)q(x.y)

¥ o

'htx.y))y

_- =}( g(x.y

-€;= ((x-y)n x,y,,ym+1_

. Entonces -~

CEY) € AN (%y):

. De manera éimilaf éé'ﬁefffi@a,quéff;kéf;btk;yijjim(xéy)g



'K e85 un_ campe

“es_un K-espacio
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COmo A= K[z]/zm+1 es una K-algebra aumentada

f i dada por

donde Aw = 1%/ Iw+1 =' { monomios en A de grado w }

{ véasé 4.9,4.10 } . Asimismo, tenemds subespacios

pit: o

! w
. o I°@...a1T" C aAHl

Mot o tW =W -
En este caso, la funcibn deg(_) de 4.8 co;responde al peso W
de cada monomic, es decirlque '
degli zg‘) = ;:‘

- mientras que, en Apfla; o ;:;"-

Por 1o tanﬁb,'bada.Véidr« w_-determina un subespacio

‘ LWk o =W o n
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¥, por 4.8 , concluimos que 'HCn(UA } est& graduada en

funcién del peso w , es.deciruduei-
HC (A) = ‘@ - HC. (A} .
Asimiemo, en virtud deﬂ{.il,'féhéﬁbé'ﬁna'derivacion D't A—>A .

tal .que o D'(_zw ) = w( z :j;

Por 4,12, L actdassobre 'HC ( A') como la multiplicaci6n

Lpy B
Por w . Finalmente;f

13:$}tgnemoa que -

5.3 LEHA.V Si "X un campo de caracteristica cero

‘gero. ) Y. EE;

,es-laﬁﬁéﬁdi&qia ciclica reducida definida

_en 3 6 ; entonces

B

  donde .S ‘a8 el oparador de periodicidad definido en 3.7 .

Demostraci6n. Por 3,8 , HC,(A} = HC,{A} / HC,(K) .

Como. deg{ k) = 0 para todo elemento k€& X , entonces
podemnos identificar a HC,( K ) con HC, NESE “por
otra parte, cuande w >0 , el operador S es el operador

. nulo  { v8ase 4.13 ) Q“por lo tants, § =10 en ) ch( A )

77

Entonceﬁ,_apliéandg 5,}3a‘la_§ucésion'exacta larga de 3.7:. tene-
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mo8 sucesiones exactas cortas
+

. N . . ‘ ‘*-‘-
0 —— C 4 (A) ‘—>_Hn_( 1_\_,_5.}_-_-—-; _chm ) t-.—)A‘_O ”__1 U

ISR VAL SIS

/“1a’swcesidn exacta corta. () queda.

I VRO
R “oodim (A/K) =dim (A/{Z) }) = m
qhuxgms"ﬁal(hi =0 . 'i- RS =

Para n=2 ,

T,(AA) = By(AA)= A/R - 534 ys2)

) es, para n=2.

Gomo i, (A ) =0, entonces 1a sucesion

y, por lo tanto, (A ) ="A/ K. .t

Para n=3 tenemos la sboesidn"ekacEAACDrb;-’ o
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donde . T . :
Hy Ad ) .='.‘1A13t_.n,n' ) o (3.4)
' Eztn‘).- Q:A./l’{_ |
di'm"(H3( AN yem : {5.2)
Como dim thja;:: , entonces hecesariamente ‘l?EJ(.A)-=0 ;
Continuando con este proceso, hewos demostrado que
5.4 LEMA,

[m si n es par

dim HC_(a) =
: lo sl n es Impax .

5.5 Observacitn, 51 I es el ideal de awentacidn de A =K(z] / zmﬂ, ,

entonces .
[m : 8l n es par |

e L

por 1.9 y 5.4.
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5 7 LEMA . Sean h

Entonces

v rlu',_-'si n es par

iq"': .81 n es impar .
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Demostracifn. Como K es-algebraicamehte cefrqdb;

existen %y en X tales que

. donde -

Entonces,

K{x3/{E) -Eé-..xl#l/ﬁfffi); ;f""" .

De esta manéfa(naﬁ;iqudo¥j5.5:fgéabﬁtiepe:éi“;ebulfadé i

i
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1.6 Homolegfa cfclica relativa,

En eat;a seccibn definiremos, para una K~8lgebra A
" K commtativo ) y un ideal bilateral I de A, los grupos de homo-
logfa cfclica relativa MG (A,I) .

6.1 PROPOSICION, El epimorfismo £: A—A/I induce un

morfismo syprayectivo de camlejos

£, + Tot,(B,,(A) ) —> Tot, (B, (AI} ]} .

Demostraci6n. £ i A-» A/I  se extiende a . A''Y modfante. .

Entonces

f ai (acg...,an' l B =

By Elage-ag)

Por lo tanto, bf ==fb .
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Asimisno, es inmediato verificar que f conmmuta ton  los ope-

#

ﬂddres B, t ; enconsecoencia, B f =<_f B . Esto significa:

que £ induce un mxfismo de bicomplejes
£: BylA) —3 B {AI)

- gue,‘a su vez, induce ‘el morfismo - de camplejos totales asociados

£, 1 M0t (B, {A)} — ot (B, { MI))

6.2 DEFINICION. Sea - Tot,( B,,{ A,I)) =ker £, . Definimosla

harologta cfclica de A relativa a I, « BC (AJI). , coms 1a
hamologfa del complejo oty ( By, ( A/X )} } , es decir

: | ]
HC (AI) = Hlkerf,) .

6.3 Observacidn, Cuande K tiene caracéeristica cero , la definjcidn
anterior coincide oon la definicidn de ch{ A, ) dadaen [KaL ) .

’

6.4 PROPOSICION.  Totg( Byl A,I)) =3

Tot,{ B, (AI)) = A @I © IBA,
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Demogtracién. Omo I = ker f-_,.eJ\tmées
Bojol AT} = ker(Bo o(A) —v By (MI)) = 1
vy, por 210, ot (B (AI)) =.I.

De manera similar, tenemos que

"o.‘ﬂm_ﬂ = ker(f:a% — (A/112)
= AT @ IBA . . S 1t
6.5 PROPOSICICN, B (AL} = I/[AI] .

Dsmstr:acidn. Considerando 6.4 , 5e procede de manera anfloga
a 2.5, 1t

6.6 Observacidn, Los elementos de Bp,q( A,I) son elementos
de Bp q‘ A} de la forma
r

(ao,...,an) R aie I --paraalguna i, 0<ign,

6.7 PROPOSICION. Si A es conmtativo, entonces HC, (A1} es

el cociente del subgrupp ABI G IGA c_l_e'_'Az;nﬁciﬁlolasre-'
laciones o

a) a@b +'bBa =0 {a 6 benI)

bl sbBc - aBbc + calb =0 {(aébéc enl).
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Demostracién., Consideremos el complejo

d e a=b o
T aws — 'Ibtziat*‘A'I)) __, IIth(B**(A'I)) . ""_) ) " I

Como A es conmutativo, en virtud de 6.4 , tenamos que
b ( Tot,(B,,(A,I)})) = 0

demnaréque _ i

° A8I ® IBA = ker 4 . ’

Par otra parte, d2 = b+B ¥

i

b (_ao,al,a2 ) = (aoal,az Yy - | aa' R alaz.} + (azao , 2y ),

Blay) = (l-t;)s(fag,l= {1,a;)+ ‘_?0{1’

de donde se siguen las relaciones (a) y (b) . o

6.8 PROPOSICION. Existe uwna sucesifn exacta larga .

e o WGUAI) —» HGUIAI) —> B (A) —» B UML)

Demostracién. Considérese la sucesi6n exacta corta de‘cclm‘iléjqa . o B

0 — kerf, — Totd BylA)) ~— Toty{ B (/D) — 0

y tfmese la hamologfa, o C SRR T ll/

7
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6.9 Observacidn, Algunos autores ( [[G 2],[G 3],[St] } definen
_HC,( A,I) conuna relaci®n de subindices diferente, de manera

que la sucesitn exacta de 6.8 aparece cam

—rl-!!z(AlI) -—'-,chlh,n — HC,{A) — mlwn .

Nuestra definicién coincide con las de | KaL ],{L 1] y IW 2] .

En el caso particular en que A es wna K-dlgebra aumentada

con ideal de aumentacitn I,entonoes A=SK@8I ylasucesidn
de 6.8 seescinde {a través de la inclusién K — A ) . In
consecuencia tenemos que

6.10 PROPOSICION. S5i A es una K-dlgebra aumentada con ideal de

auentacién T, ‘entonoes

H,(A) = HC,{K) B H,(AL) .

-

6.11 COROIARIO. 8i A =K[x] / x"”1 es el anillo de polinanios

truncados { sobre un canmpo de caracterfstica cero ), entonces

81 n espar
dirrb ch( ALY =

0 ' sl n es impar,

Demastracidn., Compdrese 3.8 y 3.9 con 6.10 . Aplicando 5.5

se chtiene el resultado.

1
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6.12 Observacitn. Envirtdde 6.10 , cummdo A=K@I es
una K-lgebra aurentada ‘ SR '
W,(a) = W (K8 T) v
6.13 Observacifn, Si comarams 4,10 con: 6.6 , tenemos que -
Hy (A, 1) = HGUF )L



CAPITUIO II . ‘

K-TEQRIA ALGEBRAICA

IL1 K. {A) .

Antes 'de abordar la relacién e.n;:m la homologfa ciclica 'y
la K-teorfa algebraica , veamos algunas de las definiciones y resul-
tados mds importantes de ésta dltima , Para definir los grupos supe-
riores de K-teorfa, necesitamos de la construccién de Quillen ;

1.1 TEOREMA . ( Oonstruccin "mis" de Quillen ) . Sea X wn caplejo

celular conexo ( con punto base ), ¥ sea N un subgrupe nomal per-

fecto de T, ( X } . Entonces existe un espacio X dependiente de N )

y una transformacién i:x =2 tal que

i) iys Wix)y — T %) es la suprayeccitn
T(x) — Mix) /N,
i) Paratodo T, (31m_-- midulo L , existe un isomorfismo
Caradx, 1wy = oadxt, 1)
 donde ':_i'-zi{';., es L Iconsideradocam M%) - médulo,
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1.2 Observacifn. Un grupo G se llama perfecto si es igual a su

- subgrupo conmitador [ G,G ) , es decir que

Ga.b = G/[GG]= 0 .

Nog interesa de manera particular la aplicacidn del -
teorema anterior al caso-enque A esunanillo, GL{A) es
el grupo general lineal infinito schre A y E(A) - es
el grupo elemntal (v&ase [S1,p.109) ). Tenemos entonces que

1.3 1O (shitchead). Losgrupos E (A) (n%3) y E(A)
son perfectos, Ademas, ‘ '

L}

B(A)= [QIANLGIANT .

Domostracién., Véase [Si,p_.lll]).

Consideremos el espacic clasificante BGL{A) del grupo

7

lineal general GL(A} . El lama de Whitehead nos permite aplicar el

teorema 1.1 al espacio BGL{A), puesto que
T { BGL{A) ) = GL(A)

¥y N =E(a) es subgnmo normal perfecto de GL(A} .
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1,4 COROLARIO. Imiste un espacio K:LlAI+ ( que estd asociado a

E(A) )y una transformacifn

i: BGL{A) —» BaLA)Y

tal que
By T L’y = enta)/E@ .
ii) Para todo, ( GL{A)/E(A) ) -m&dulo L , existe
un isamorfism
1, t HyU BLA) , L71@y ) — B (BGLmt, L),
Demostracién, Basta aplicar 1.1 ‘al caso referido en 1.3 , 1"

1.5 DEFINICION. los K- grupos algebralcos de A se definen camo

- + R
K {a)= 'n'ntBGMA) } si_ n_;_1.._.
1,6 CORCLARIO, 1<1('A) = GLIA) /E@®) = GL(Méb .
Demostracién. Bs consecuencia inmediata de 1.4 y1.5. - /M

En el casc enque A es conmutative, podemos considerar
al determinante de una matriz como un homomorfismo
) *
det : GLA) — A = {unidadesde A} .
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Oomo las matrices elementales tienen determinante trivial, podums
considerar el homomarfismo inducido

* .
det : K (A)=(GLA) /ER) ) —> A" =cl M)

que es suprayectivo y adends de escinde [éi,p.1131 ).
Por lo tanto,

KI(A)'-—- A‘ & ker(det:Kl(A)-—-—) A*').-

8i definimos el grupo especial de whitehead 51(1{ Al ccrro

SK(A) = ker(det:K(A)—3A )

entonces hemos probado que

1,7 PROPOSICION. Para todo anillo conmutativo A ,

KI(A) = A* & SKIIAI

1.8 Observacidn, ([L 4]) . BEx muchos anillos { dominios enteros ,
anilles locales, anillos conmutativos finitos, campos, anillos de
- enteros en un campo nfmerico }, 51(1( A} es trivial, de manera

que N
thn) = A

Si ahora aplicamos el teorema 1,1 al espacio clasificante

BE(A) , cbtenemos un espacio e tal que
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HQIBE(A),H—::": 4H2(lBE(A)?+'. 7)
{ por 11 (11) )Porot.raparte, el teomra de imr£ism de
Hureice  ( [Wa,.326] ) establece que.
Y .;}‘izl.ilﬁﬁmla*., a) = T,ommt) .
pero  EE(A)Y es'ia cublerta universal de s’ derrodoquei_'

| T, teat) = W@’y |

O:;rn, por defiqicidn, _
K(A) = wztacmn_)*.)'_ o

hemos probado qua

1.9 PROPOSICION, K(A) = HZ(E(A.] . 1)

Kp( A ) puede definirse también de la siquiente manera :

1,10 DEFINICION. El gqrupo de Steinberg de A , St{A ) , es

el grupo { no abeliano } con la siguiente presentacidn :

generadores : xij(a) i#j, a€a,.

relacioneg: xij(a)xij( b} = x,ij(a+b)
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Ii iF1, 58K
lxij(a)‘,xh,tb)lé o :
1311.{313) i¢r, j"“kr-. -

Obsérvese ctmo, si interprotanos al elemento X, 4 5! al € St(A)
como la matriz elemental ij(a) € E(A) ,eratmces las _
relaciones que definen al gqrupe St{A} se satisfacen, de tal manera
que tenamos un epimorfismo de grupos '

$: St(A) — E(A)

Aunque El A ) satisface las relaciones de 1.1 , dstas
no bastan para definira E{ A ), por lo que - ¢ no necesariamente
es un isomorfismo, vy ker ¢ puede interpretarse camo la medida
de lo que le falta a las relaciones de. Steinbery para ser un conjunto
de relaciones que definaa E{(A }.

1.13 DEFINICICN. K2(A )=kar{d : St{A)}) — E{(A)) .

Tenamos una sucesitn exacta corta

0 —> K(A) ——> St(A) ———L-.» E(A)—-—-}O

que, ademds, es una extensién central universal de Et-A Ve dé;imneré -

que las definiciones 1.8 y 1. 10 oomcjden t [Ib,p.279] )
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'Por tltimo, si consideramos los espacios clasificantes

: Bkz(hl;nst{}\) y BE({ A ) , entonces la sucesifin exacta

céx_‘ba anterjor induce una fibracidn
BKZ(A) — BSt{A) —> BE[(A)

a partir de 1a cuai, aplicando la construceidn de Quillen {1.1).

" obtenemos la fibracidn

B (A )" oy Bst(R)" s me(A0)Y

Esta fibracifn induce una. sweesidn larga de homotopia

e T EEY ) — M@ - Tiseah - Wommh
Caro  BK,{ A )+ es un espacio.de Eilenbexg;biaclane « entonces

T B (A) =0  parm 131,

t

tenemos que

i



-.?2-.

L

Finalmente, wono Hy(BSE(A) ) = H{St(A} ,7) v
hemos probado que . ' '
1.12 PROPOSICION, Ky(A) = Hylst(A),2Z ) .
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I1.2 K- Teorfa algebraica relativa.

2.1 DEFINICICN. Dado un hammorfism de anillos £ : A—~pA',

defininos los grupos de K- teorfa relativa. a £ , Ki( £)

como los grupos de hamotopfa de 1a fibra homotépica de la
aplicacién continua L)Y —— BaLiAYt , es decir’

K(£)= T {fira (BGL(A}+ —_— BGL(A‘)"' )

( véase {L 1, p.200),IL 4, p.32) ).

2.2 PROPOSICION, Sea £ : A~ A' un epimorfismo de anillos,
Existe una sucesidn exacta larga de qrupoe: abelianos

er —» R{E) > K(A) = KA} — K (£) = ..

{ [L1, p. 200)),

Demostracion. - Considérese, _];a ','f'ihra_c':idn
fibra( £} —» BGL@A)'  ———%  HL@A')" -
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_ la sucesidn larga de homotopfa asociada es

b T, ( fibrat £ ) - T EL®T) — T, ELADT)

es decir que, aplicandd las definicicnes 1.5 y 2.1, ﬁané!tbs
1o sucesifn exacta larga L e

e RIA) R UA) S KUE) S K (A) S KA.

: i

2.3 Observacifn. Algunos autores { [G 2],[G'3‘],[s.'ﬁlf_i_ definen al
grupo relativo con una correspandencia de indices diferente '
_ a saber, _ .
KOE£)= W o fiea (BGLA)T — mLant) ).
2.4 Notacién, En cl caso particular en que I es im ideal bilateral

del anillo cormutative A, si congideramos el epimorfismo

f:1 A — A1

entonces denotaremos a _Kn( £) oo Kn( AT .

A continuacidn citaremos dos resultados que necesitaremos

posteriormante.
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.

2518 ([Ba]) Si I esun ideal nilpotente del anillo A,

entonces el mrfism

K(A) ——p K (A1)

es suprayectivo, Ademds, cuando A es coonmtativo, el morfismo

natural

{14+71)* —-bKl(A,I)

eg un ismnrfism.'

2.6 LEMA, ([ RG,p.279) ) Sea A und K-dlgehra aumentads conmu=

tativa ysea I el ideal de auymentacidn . §1 I es nilEQte'nte,
entonhces

xzi""A,x )= ker (Ky(A) —3K(AI))

es un grupc abelidno que admite la siguiente presentacifn, usando

los sfmbolos de Dennis-Stein <_,_»

generadores: lahd abeh,aelb ber,
relaciones:

a) (abplhmay =1

b Cabd{a'b) =ava-aml ,bY

o da, k) =dab, ey Lac, by

(vése [Ke,pd741).
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2.7 Observaciones. En [MS] se demestra que en’ 2.6.(c) es
suficiente considerar el caso en que alguno de los elsréﬁtos a,h & .c" '
‘estd en I . Ia rela..cim 2-.6. {b) tiena su arigen en el producto ‘

(en A) ' Lo
(l=ab)(l-ab)=(1=-(a+a' -amyb).
Por dltio, K (A, ) esasuvez el gnpo  abeliano definidome-
diente la presentacitn con geneyadores dad | ae1l .) .,1' Yy .
relacicnes | o ’ ‘ -

<a? + <(b? = {atb-ab)

donde  (a) corresponde al elavento (1-a)e€ 1+1.
( véase [ sti, p.dl13]).

2.9 PMPdSICIm. 8i_ K esun anillo comutative y A = K([x] / x"w1 '

entonces
K(An) = K(K) @ KI(A)

donde ¥ (A) = coker ( K(K) —¥K (A)) .

Denostracién, La inclusién K—> A se cscinde a través de -
1a awentacién € : A —3 K . En consecuencia , K'{K) ‘es

un sunando directo de K (‘A ) e : //I:

iy
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pooe

2.9 OROIARIO, Si_ A = Kix] /¥ (camen 2.8 ) , entonces

K(A) = K{K) ® K(AI) .

Demostracidn, Oonsidérese la sucesidn exacta larga de 2.2,
tamando en cuenta que la aumentaciéh se escinde , "
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113 Aplicaci6n de la hamlogfa cfclica a la K-teorfa.

En esta seccifin veremos ofimo se relaciona la hamole-
gfa ciclica con la K-teorfa a través de los resultados de Goodwillie
{['G3]) ydestaffeldt ([ St]) . En particul_ar, moatraremos cfmo
los cdleulos efectuados en 1.5 pueden aplicarse en el cdlculo de
la K-tecrfa del anillo de polinomios tnuncados &Z(x] / xmﬂ .
Consideraremos primero las siquientes definiciones
.y resultndos { véase { Le,p.208 ]) :

[

3.1 DEFINICION, Un campo de nfimeros F , es una extensién finita

‘del campo de los numeros racicnales @ . Demotaremospor [ F : Q)
al grado de la extensidn .

3.2 DEFWNICIN. Sea F un campo de nfmeros . Un elemento de F o8

un entero algehraico si es rafz de un polincmio mSnico con coeficientes

en 2

3.3 PROPOSICIN.  El conjunto de enteros algebraicos en  F -{ deno-

tado ) esun dominio de Dedekind con campo cociente F .
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3.4 PROPOSICTON. Sed R un dominio de Dedekind . Todo ideal en R
eg finjitamente generado y proyectivo sobre R . Asimismo, todo

R-mAdulo finitamente generado y _gz__uyectivo es isamorfo a una sum
directa de ideales .

‘3,5 Observacidn, si O F o ©s el anillo de enteros algehraicos en

una extensifn F de Q , entonces Zcq__;,por:lo':que C&. es

3
Es decir que, en el campo de los nimeros racicnales @ , los dnicos

un  2~m8dulo . En particular, si F =9, entonces 8. =2 .

enteros algebraicos son 10s racionales enteros 2

El siguiente resultado fuf probado por Staffeldt ([St])
para cualquier 9;. ~ dlgebra awmentada A ( finitamente generada
y proyectiva ctmo q, - miduwlo ) con ideal de aumcntacién nilpotente,

3.6 TIRBW,. Sean &, ,F comendly3.. sea A= Glxl /¥

la ©- lgebra de polinomios truncados con jdeal de aumentacién I, .

Entonoes

K(a) 8 0 = K(O) B R © v

{(n%1},donde V esun - espacio vectorial tal que

dim v, = [F:Q} {aimHc ;(F é-l'-a,"
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Veamcs ofro los resultados de 1la seccin I.5 junto .

con el teorem.anterior permiten realizar algunos cdlculos de la
K-teoria racionalizada de A .

Considerems la sucesidn exacta corta

0 —>

I, —* A - HF — 0
(6F=A/IA).CGTD @, es subanillo de F , podamos aplicar
el funtor de cambio de anillos F B _ ,Yobtenmos la sucesidn
exacta F

0o — P B IA —>» F 8 A - F —> 0
& e
F r
de manera que A' = F B A ‘'esuna F-Algehra aumentada
, B
con ideal de aumentacitn

P

I'=F B I . Ademds , cam
o g
‘IA es nilpotente, I' es nilpotente . Por otra parte ,

A' = FRAZS P[:c]/x“"’1
N BF

{ véase [ MB,p.331 1,[ Ro,p.16,118 ] ) , de manera que podemos aplicar
los resultados de ‘I.5 a la P-glgebra

A' , Tencmos entonees  que

3.7 120 , ' | m gi n espar
dim Ho(FE -1 = %

S S 0

si n es impar .
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Demostracién, Com I'= F g I es‘el ideal de aumentacidn

A
de de A', basta aplicar 5.5 . F o
1

3.8 coroaRIo, st A= €L0x] /™ (oo en 3.6 ) , entonces

]
K(A) 8 ¢e=KI€E ) RaQ @V . {(n21)

donde v, es nl espacio vectorial racional tal que

mliPF:1Q] 8f n es impar
dimvn=
0 sl n espar.
Demostracidn. Apliquese 3.7 a 3.6. "

3.9 CORIARIO. Si A = zlx] /¥™' , entonces

KiA) 8o = KiZ) B@Q © “cn-1‘°§IA’_"'f

Derostracifn. Si F ={ , entonces ypnz ( véase 3.5 ).

Aplicando 3.8 obtenemos el resultado , debido a que ,.eri:e'si;e caso L
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3,10 PROPOSICION, §i A=  ulx] /8™, entonces

Ky ®) 8 0 = HGIAL) 0 {n>0).

Damétraqiﬁn. Coo A esuna .2 -dlgebra aumentada , entonces,
envirhd de  IL2.9, | |

KAL) . -Kn;i(_.hl.) ! Kyl
Por 1o t;n_tn, R
xgzmlh,rﬁ.)'.é.b = H (0 E‘In) o ( por 3.9 )
| | = mn(oﬁn,oqxal
( véase 1.3.10 y 1.612 ). Pero | )
I (eBA, 081, ) = Hcinf A, I;)-_ xo '

‘oo D - espacios vectoriales .

1"

3.11 PROPOSICION. Sea  @[x) /x°  ( nfmeros duales sobre € ) .
Entonces -

—_— (F:g] »-sineéhrpai"

dim (K ( A, I, ) 0)=

_51 n es pa.r
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Demostracién, Aplicando 3.8 (m=1) , y considerando que
A esuna G’F - dlgehra aumentada , es decir que

dmvnudhnlxn(mlaino). e

3.12 COROLARTO., 51 A = Z[x] lxz . entonces

(1 _:;i n es impar

dim K (AL )B @ =

: n A lo si n espar.

Demostracién, F = ¢ . , ‘ \ 1

3.13 fbservaci®n., 3,11 y 3,12 son los resultados obtenides por
Sowlé ( [S] ) a través de la hawlogfa de dlgebras de Lie .

3.14 CORDLARIO, ~ K,( ZIx]/ 1y g g aop

UEs decir que  K,{ 20x)/ ¥™) s &s torsisn ).

Demostracién, Se sabe que KZ( 2) =z, { 11L]) ,Ade'mr_‘lera“
o o “ o
® Kplz2)®Q = 0. o

Por otra parte, HC,\(@ @ I,) = L (por":-‘_B."J‘;) ;;.-npi;éan-.._‘.

"do 3.9 se obtiene el resultado . - e AR /// B
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3,15 COROLARIO, dim (K (2[x] /x ) @ @) = m.

Denostxacidn, Se sabe que Ky(Z) =2, | [ LL,p.16] ), de manera
que  Ki(Z) @ @ =0 . El resultado se obtiene igual que en 3.14 ,

I
Un resultado atin mfs general es el siguiente :
3,16 PROPOSICION, Si A = 2[x] / ¥™1 , entonces
, ,
) 0 ai ns0 (mod4)
gGimK(A)® @) = {m+2 si =nsl (mdd)
o . 51 n=z2 (md4q)
m g1 n=3 (mdd),
.
Perostracién, Considerando el resultado de Borel ([ Bo]) 1
]
. : 1 "slnsl (mdd) .
dim (K (z2)@Q) = _ T
© | 0 en cualquier otro caso” - -
y aplicando 3.9 y 3.7 . - . 7.

3.17 tbservacifn, 3.14, 3.1.5_ y 3.16. coinciden con los resultados
cbtenidos en [R3) y [Al] ( pero no proporcionan ningquna in-
formacidn sobre la parte de torsidn ) .
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Gocdwillie recientomente generatizé gl teorema 3.6 de
la siquiente manera:

3,18 THOREMA, ([ G 3]) BSea f' : R~—%» S un hawnorfism de anillos

sirpliciales tal que el horomorfismo inducido TR —» TS
es suprayectivo y con nticleo nilpotente. Entonces

K(£) B0 & HG,(E) B Q.

Tenemos entonces la siquiente generalizacitn de 3.10

3,19 PROFOSICICN. Sea A un anillo con ideal nilpotente I .

Entonces -
_ Kn{ AIlREQ = ucn_lt {\.r g Q .

Obsfrvesequa HC,{A,I) & Q@ = HC(ARQ,IRBQ) ,

. Getalmaneraque si A es una ( -~ 4lgebra , entonces

3,20 CCROLARIO. Si A es un anillo que contienea € e I egun

ideal nilpotente de A , entonces

Rn( AI) E HC

=1 § AL} {n>0}) .

Damostraci6n. Com A es una @ -flgebra, AB @ =A . FPor otra
parte, cuando A contienea @, '

K (Al1) B Q_.é.'KnFIZ'A,Il“ R 210/
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3.2 CORCLARIO. Si A es wmanilloquecontienea €, ¢ T

-es un ideal nilpotente de A , entonces

(AI) = HC,{ATI)} = T/ [AI)
K 0 _

-

donde [A,I]1 es el subgrupo generado par los cammutadores

[a,Xx] = ax - xa a€A,x€1.
Demostracidn. Apliquése 6.5 a 3.20 . i

3.22 GbservaciGn, En [ W 2 ] se proporciona una demostracidn de 3.21
en donde se oonstruye explfcitamente el isomorfismo a través de la
funcidn logaritmo . Obs&rvese ademds que las relaciones de I.6.7
corresporden a las de I1f.2.6 escritas adit;ivmnte . lo cual |
ejemplifica a 3,20 cuando n=2 (véase [L41]).

m canclusién, si A =Flxl /X" esun anillo de
polinomios truncados y F D @ , entonces  3.20 proporciona
la solucitn del cdlculode X (A )/ Kn( K} aplicando. 1.6,11 3 -

3,23 PROPOSICION. 7 [m_, si n es impar
aim  R(FG/ ™M 1y a0
_ - LD " slnespar.

Enelcasoenque A = 3[x] ,xﬂ&l , los resultados
(3.2, 3.4, 3.15, .16 ) que se chtienen a partir de 3.6 no
proporcionan informacién sobre la parte de torsisn de K (AL},
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A, APB!DIC!"; +  Sucesiones Espectrales.

Las sucesiones espectrales ( o suwesiones de Leray-Koszul )
- son cierto tipo de sucesiones de m&dulos de hamwlegfa, Estas sucesio-
nes surgen siempre que tenemos un camplejo  junto con una filtracién.
En particular, todo hicamplejo C€,, da origen a dos sucesiones
espectrales especificas que, bajo. ciertas condiciones, resultan ftiles
para calcular la hamlogfa del complejo total asociado Tot{ C., ) .
Sequirenos la presentacién dada por Massey ( [Mas 1], [Ro ] ) de
las sucesiones espectrales en términos de parejas exactas,

.A.1 DEFINICION. Una pareja exacta es una pareja de m&iules bigraduados

D y E junto con morfismos ot,F,f tales que el siguiente
trifnqulo es exacte en cada vértice:

D—'—i‘"-)D
Wz
E

Denotaremos a esta pareja exacta camo  ( D,E, &, 8, ).
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'h.‘2 Observacidn. Dada wma pareja exacta ( D,E, o1, 8, ) donde
' d.ﬁyl‘ ticnen bigrados { a,a'}, { b,b'}, { c,c')  respectivamente,
podetos construdr, para cada g fija, una sucesifin exacta larga

? = ’ y
P Bcget T Bg T Dpagrat T Ppramgratr Tt

Veremos ahora offm a cada pareja exacta {D,E,u,p,‘l‘)

le ascciamos otra pareja exacta | Dz,Ez, ul.z, Pz, rz } 1llamada

parea exacta derivada . Primero definimos el endemnrfismo d]: E—E

oo dlzpl“ . Tenamos que

dldl = p)‘p? = Q . {pues, por A.l, rp =0j.

st g 'y tienen bigrados {b,b' )} , ( c,c' ) respectivaments ,

entonces .dl tiene bigrada { ctb, c'b' ] y tenamws el complejo
. -4
(E,d): ... —E brgct-b' —-—)Ep'q —3 E byqhctan

$a  E° = H{E,d). . Pvidentarente E’ es n modulo bigradudo,

es decir que, si 7 T
at ' E. -?-«) D —-ﬁ;y E
A’ Tpa . plegic’ 7 Cptotb,gic' !

entonoes

l:.p'q = ke? dp‘ /. im g

)
. 'n
4
s



Definimos el m&dulo bigraduado Dz. cano

Dz = im ¢ EREEP +

Es decir que, si o tiene bigrado { a,a'} , entonces

2
= [ =4 .
‘DP-CI wd DP a,g-a’ ' - Dqu
Sea “Z:DZ__, 2 larestriccialde o a Dz,(qzﬂun2),

2

demanera que o Y & tienen el mismo bigrado.

El hamomorfismo rz:Ez-—) p?

la relacitn

es inducido por ¥ mediante

) | ‘
¥ [Zp,q] = ]‘zprq & DP'.'C'P"‘C' *

{ Ios corchetes denotan la clase de homologfa ). Obs&rvese que .‘2

estd bien definido, pues

Yixeral) = ¥(ker pf) G kerp = p?

Yomdy = PpR(E) =0 .

2

Aderds, ¥ vy ¥ tienen el mismo bigrado .

la definicién de P2 resilta nds conplicada ; sea x €DP= im&
y escfjase un elemento Y ED tal que od(y)=x., :
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[

o aliptyna pm p(yn =0
mtonces p(y)e kerd Defi.nl.ms pz( )como

p(x) ptynea’-

{ p D — E ) "Esta definicitn es indeperdiente de la eleccidn
del elemento -yE'D.Obsérveseadenaaque PZ tiene bigrado
{a=-b,a' -b'}.

A.) TEOREMA. Oon las definiclones anteriores, | Dz,Ez, dz, Pz, 3«2.)

' @5 una pareja exacta ( llamada pareja exacta derivada ), es decir

que tenemos el diagrama  exacto

o®

P2 ey Dz_
2 _ 2
B ' '

Demostracién. s6lo queda ve.rificar la mcactitud en los Vértices.
( véase [Ro,p.312]). ) S I 177
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Es evidente que la construccién anterior puede aplicarse

2.2 2 2 3.3 3

a (D,E,q,p,rzl‘ para cbtener (D,E,u,pB,va}.De

esta mancra cbtenemos por iteracién la pareja exacta ( D°,E, «F, pr. !‘r ).

A4 DEFINICION, Una suocesiSn espectral es una suwesidn de mddulos
bigraduados E° junto con morfisws & : B ——3 E  tales

que
a FY oo (£d)

by da=0 .

A.5 Observacifn. Toda pareja exacta determina una sucesidn espectral .

" A6 DEFINICION, Wna filtracitn de un comlejo C, es una familia
de suboanplejos {ch,[ pEZ] tales cue

Ep-lc,C!'PC. paratoda p € 2.

A.7 TEOREMA., Toda filtracitn FPc, de wn complejo €, determina una

pareja exacta (D,E,&,p,¢ ) donde - o, g Y §  tienen
bigrados (1,-1})}, (0,0} ¥ [(-1,0} respectivamente .



DemostraciSn, Por brevedad escribimos I en lugar de ppc..
Para cada p tenemos una sucesidn exacta corta

or-—a» Pl s o Pl — o,

Entonces, para cada q fijo, podérbs considerar la sucesién
exacta larga correspondiente

o g ¢ ‘
XX - Dp“1'q+1 — Dp'q -"'_> Ep’q — Dp—]-,q e e
= foom 1
B g ) Bg = Mgl F/

Y tenemos el tridngulo exacto (cd_1 los bigrados indicados ) “:

{-1,1)

P % '
(~1,0) R ﬁ (0,0)
E

1

A.B CONOLARIO, 1Toda filtracidn de un caplejo C, determina una suce-
gifn espectral ,

Demostracifn, Véase A.5 ., 11



A9 Obsexvacién . 7oda filtracién F°C, de un complejo C,
determina wna filtracién del midulo gradwmdo H,(C, ) dela

- siguiente manera : si ip : FPe, — C, es la inclusidn
/

entonces tenaos el mrfisw inducide
HOL) s H FC,) — H(C)

para cada n. Los sulwm&dulos graduados im H{ ipl forman una
filtracién de H,(C, )

A.10 ObgservaciSn., Todo coplejo €, es un médulo gradvado ai
olvidamos la diferenciacifn, Irversamente, todo médulo graduado
M‘ = [Hp l pei] puede verse como wn campledo

a .
M ses — % ——y Mﬂ-l — e

donde la diferenciacitn d es cero.

A1 DEFINICKN, tha filtracifn [FPC,}) e wn comlejo c,
( visto come mfdulo graduado } estd acotada si existen enterop

s =5{n) , t=tin tales que

F°C,, = 0 y i FC =C .
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Es decir que, para cada n, tenamos la cadena finita

8 s+l t ‘
1] Fcn cC F ('I,'n < cen < Fcnﬂcn .

A.12 DEFINICKN. Dada la- sucesitn espectral {EF,&¥} , defininos
el término 1fmite E“ , oo el médulo bigraduado

(Y kerd® 7/ |J ima® - .
r r

A.13 DEFINICIN. Sea M= {Mn] un m&dulo g'mduado Diremos
que la sucesifn espectral [E’:d\ converge a M { en cuyo
caso escribiremos E;,q $ M, )r'si existe alguna filtracidn

acotada (FPM} da M talque

F"%”‘”m

para toda p, q ,( p+g=n) .

h.14 TEOREMA, .Sea {FPC.} una_filtracifn acotada del camplejo C,

! Y sea Er d } la sucesifn especr.ral que determina €, { véase A.§ ),

Entonces

E;-q =% Hn( C*') *



Demostracitn, Camw €, estd filtrado, entonces H,{ C, )

tapbién estd filtrado ( v8ase A.9 ) . Ademds, la filtracitn
es en ambos cagos acotada, 5i calculamos la r-€sima pareja
derivada y la sucesidn espectral correspondiente, se cbtiene

que

1 -:4
FPHP"]( ) / F Hp"q‘ Ca ) = %'q EP:‘!

para alguna r suficientemente grande ({ véase [ Fo,p.318 ] ). __: "o

Sea C,, unbicanplejo y sea Tot,(C,,) el
. Bl ;

caplejo total asociado a €, (véase [ Ro,p. 3191} }.-

A.15 DEFINICION, La primera filtracién F de Tot,(C,, ) se
define mediante L

{ TP mot,(c,.) by = @ Cypy
igp R

Recordamos que  Tot ( Cy,) = @ 'Cp,q
o pig=n

es decir que "lbtn( Cas ) consiste de la suma de los elementos
de C,, que estin sobre la recta pig =n . Por lo tanto, .

l?Fp Tot, ( C,,) ), consiste de la sum de los elementos de  C,, '
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que estdn sobre la recta pig = n yadmﬁses!;ﬂnalﬂ izeuierda
de p : '

§

. s P
l;\ r

- o i

Es decir que Ip es una filtracién por columas . Simi-
larmente, si filtrams C,, por renglones , obtenemos

A.16 DEFINICION. la sequnda filtracién IIF de fTot,(C,, )

se define medjiante

(TP rot(c)) = o

Cn‘jrj *
ise

A.17 PROPOSICIN. 5i C,, es un bicamplejo del primer cuadrante

{ es decir, Cpq=0 sl p«D 8 q<0 )}, entonces
r

lag filtraciones IF ,Hp son acctadas.

Demostracidn. .Congideremos sin) = -1 y t{in)= n.Es
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T moc () = 0, oy (0, ) = mor () .

Y lo mismo se auple para 1% ' 1

A.18 THBOREMA, Sea C,, un bicomplejo del primer cuadrante , y sean

{IEr, dr} ¥ {IIEr, £ } las st.llcesimeg espectrales inducidas

por las filtraciones ¥ y 1ty respectivamente , Entonces
2 N -
Ip‘.p'q. = H(Tot, (€ )
SR N R E TN A
Damstracifn.. Es consecuencia inmediata de A.14 vy A7 . 1
El siguiente lema nos dice gque el m&dulo bigraduado E

determinado por la filtracién IF ( véase A.7 ) se cbtiene
calculando la haologfa de las columas de G,



Y

A9 mm Sea C,, un bicarplejoy sea Lo pri:_ne.ra filtracicn

de Tot,{ C,, ) . Entonces el m&ulo bigraduwado E = l]-*b'q}

determinado por F  estd dado por

N
Bom = %t G d)

dende (Cp*,d") es la p-fsima columa de C,, .
4

.

Demostracién. Consideremos el diagrama sigquiente

N
N
~ N .
\ \ N
b I\
S dl N
——
Cp-]'l‘q , Cp‘q
N ' N
S .
~
) 5 J,d" N
. ‘ \ R "
C.’ N
P.g-1 N
N
: N N
| | M e N
| ! N ol ”.
p-1 P n-1 n



Entonces, para cadan, | IFP / IFP'I ,n es precisamente

Cp'q . Mm\sﬂ, el difﬂmial d an 'Ibt*( c** , es , por

definicién, la suma de los diferenciales d' y d" . Pero

si d' :' —y tonces
pa * Cpa lg
imd ¢ ¢ c Pl
P.4g P~1,9 .

Por lo tanto, en IE’pIII-‘p'l tenemos qua d' =0
de mneraque d=d* . Esto significa que IFP/IFP'J‘

es la columa p~- 8sima , es decir que

IFp/ IFP-I : RN ",C ‘_d:’ cP‘-'I"]- "'d_"_-" . oree

Ped

Pero, por definicidn

Bog = N i ) (-'\réa_;seq;'i‘)l'.'.ﬁ‘; :

Entonces o

= ’ . d“
Foa Hqtcp*f ’

"m(d“q cpq q~1” i’"dpqﬂ



A.20 Cbservacin, En virtud de A.19, podemos representar al
midule bigraduado Ep q con el diagrama
. r L.

1 . . . 2
H .
M . . . .

. ﬂ. . l o L L

MG, ) MG ) HiC.l ..
1(1" I.. ld" -. : l 4

HtCy W} Hd_.(cl'f) (G )

. El diferencial d' de C,, ‘( véase cl diagrama de A,19 )

induce un morfisme "
i . .
d ¢ _Hq_t_,cp;*

." d.. ) — !{q(_cp-l,t ' dn", .
mediante la relacién

L atpg!

L

si calculamp's-‘lla_' hamologfa de este camplejo,: cbtencnos la. primera



hamwlogfa iterada de ¢,, [ con respecto a la prinera filtracidn )
' denotada . .
: H!; Ha (Cix ).
Es decir que

1 uyn = . ' L]
ilqu(C") Hp { nqtcp'.,d ) . d

En otras palabrag, H!') H& { C,.) B5e obtiene considerando primero
la hamologfa de la p-fsima columa y despuds calculando la homologfa
de los renglones .

A.21 TEOREMA. 51 C,, es un bicamplejo del primer cuadrante, entonces

1.2 |
Bg = u& (Cay) => HolTot, (G )} o

Denostracién, Véase [ Po,p.327 ] . _ i

A.22 Observacidn, Si consideramos la sequnda filtracifn obtenanos
un resultado andlogo &l de A.21, a saber

B g () S e

donde, Hy HY Cus ) se obtiene congiderando primero la harologfa
del p-€simo renglén y  calculando después la hamologfa de las colum-

nas resultantes.



A.23 DEFINICION. Sea €,, un bicamplejo del primer cuadrante . Si
IE5, @]  es 1a sucesitn espectral determinada por  alguna
de las dos filtraciones T & ITp , entances diremos que

{Er.drl se colapsa ' si

Bg'q = para p # 0.

Es decir que , si ‘Er,dr‘ se oolapsa, entonces el
"médulo bigraduado B s8lo puede tencr t&mincs diferentes de cero
sobre el aje '

' A.24 proposICIN.  Si |E,&°}  se colapsa, entonces

] .
a B E:.q para toda p, q .
Bl M (ToE(C,)) = B .

Domostracién, Probaranos solane“te el inciso ( ) Oomo cﬁ ‘ o
" eg del primor cuvadrante, mtonces, por A, 14 y A 17 v exlste o
wa filtracién acotada de F°- de n t mot,q c ‘

it / Fp’ln

S
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Pero, por (a) , - EI:q = E;,q- .

Como a sucesifin espectral se colapsa, entonces |

l

Bg,q s 0 _sj. p# o
de manera que ' '
. . o 2 S,
%a ™ %om 1

A.25 Observacitin, 8i E  se colapsa sobhre el eje p , obtenemos

de manera similar que

: = o2
ISR I
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TNDICE DE SIMBOLOS

A lo largo de este trabajo, @ dencta a los nlimeros racionales,

2 a los ntmeros entercs vy zm a los enteros mSdulo m . Ademds

de estos sfmbolos y los de usoc general, utilizamos la siguiente

notacidn
a® flgebra envolvente de A, 1
‘ C‘;( A) canpleio acfclico de Hochschild , 4
: C:,' (a) complejo de Hechschild , S
- HetAR) hmniogra de liochschild, 5
C,{Aa) canplejo de Connes , 8 ¢
HI,{A)  homologfa cfclica de A, 9,13 ' .
Coul B 1m -

Tot,( _} . caplejo total asociado , 13

B, A) bicamplejo de Connes , 16
'§ *©  operador de periodicidad , 22

R hamologfa de de fham , 25

D, subcamleio deqenerado s 26 )

A ) om coplejo de Hochschild mrmal.i.zado, 27

A 27 : _' E

B, (A) bicorplejo de Connes mmalizado EB ( .

c‘}l_ Al complefo de Hochschi1d reduc:ldo . ‘_
H{AA)  hawologfa de uocmemm reducida 31

1
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'bicomlejo de Connes reducido, 31

h&mlogta cfclica reducida , 32
derivaci6n, 36

36

grado de a, 44

46

50

ideal generado por 2, 53
bicomplejo relativo, 60
homologfa ofclica relativa, 60
sfnbolos de Dennis-Stein, 75

K-teorfa relativa, 74

anillo de enteros algebraicos en una extensidn

finita de Q ,78
dimensidn del canpo X schre Q ,78
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