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INTROIDCCION. 

Debido· a la impor'tianoia que tiene el muestreo, en_tre las técnicas 

eatadinticae, oonsidcramoo de intor~s profundizar on al1?1.1nos de auo oonoop

toa. · Alminos t6piooe oepeoializadoo no cotan, n nuestro juicio, e~haustiva-

monto trntadoa en loo toxtoa usuales y deaoonocomoo si existon reporteo on 

1a. li toratut'a. que l'lB estudia. Se tomaron nlff\1nos do estos temRB Y por 

medio do desarrollos r.Jgobráicoo, so obtuvioron resultados que oaporn.mos 

ayuden para su oomprenai6n, y nai determinar que oequoma do muestreo ~e. 

más convenionto usar en un oaoo dado, al· aumontar el número de opciones. 

disponibles •. 

El trabajo oonatn de 3 oap!tuloo. 

En el capitulo I, ce desarrolla lo. oxpreoi6n de lo. varian- varian

za del estimador bajo un oequema de muoatrao aoouoncial p.p.t. ain roompla

zo. Doopués uo encuentra. una oxprosi6n pa.rn. la va.rianza del estimador do 

raz6n insoegndo on una poblooicSn particular, finalmente ae compara ente. va

rianza con la varianza del estimador p.p.t. con reemplnEo. gatos rooultadoe, 

haOta donde sabemoa, no oo. r0porta.ñ en la li tora tura.; o6lo Don Raj lo hace-

poi-a n·= 2~. 

En ol capítulo II se encuentra la exprosi6n de la varianza dol 

estimador do regreoicSn. Don Raj o6lo prenonta una oxprooicSn asintótica do 

dicha varianza. En aste trabajo oo enoontr6 ln oxprooicSn exacta para oual

quior n, aunque en una poblnoicSn particular. También en cote capitulo ea 

oxplór6 la posibilidad do tenor un ootimodor de regrooi6n doble. Dicho es

timador so dá como una nporteción en este trabajo, al igual que la oxpre

oi6n do au sesgo que roault6 susceptible do aer corregido. 

Finalmente, on el capítulo 111 oo propone un oatimador de la va-

rianzn parn ol oatimador del total en un muostroo poliotdpico, donde lns 

uoido.doa p1•imariao clo muoatroo (u. p.m.) so aoloccionon por p.p. t. con room-
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' 
plazo y el eubmueatreo so rt-ali1·a atSlo una. voz,, para obtener el eatimador 

del total como una suma pondorada de cada'eubt~tal por el número do voceo 

quo cada u.p.m. aparoco on la. muestra. Este estimador,al igual que ol esti

mador do regrosidn doble, os una aportaoidn do cato trabajn~ 

RESUf.IEN POR CAPITULOS. 

CAPITULO I. 

l. Varianza en Huostreo Socuonoial 

Aquí obtenemon una oxpresi6n y dnrnoo una cota para la varianza 

del estimador de la forma 

y= Y1 + Y2 +. • .+ Yn-1 + Yn 1 en 

donde cada unidad en la muestra eo soloooionnda en forma aeouenoial, sin 

.reemplazo y con probabilidlld proporcional al tamafio do lao unidades reatan-

tos. 

2. Vnrianza para el Estimador de Raz6n Insee~nd2 

En cate caso so presenta la forma general de la varianza para ol 

ostimt.dor de razón insoegado. Des Raj desarrolla 6ate Y. ol caso antorior 

para. n. = 2. 

CAPITUl.O II. 

l. Medin y Vnrinnza del cotimndor de nogresión 

En oota parte so encuentra la exprosión para la varianza dol es-

timador de reerosión en una poblaoi6n particular. Esto ectimador rooultó 

ser inaeecado. 
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2. Estimador de Re~rea1on Doble 

Aquí ee analizan las propiodndoa y se dan oxproaionoe para el es-

timador de rbgresi6n can dos medidas au.xilinros conocidas. Eoto es una so: 

neralización de lo tratado para el estimador de rogresión usual. 

CAPITUl.O III. 

e: 
l. Estimador de la Varinnza dol Estimador do Y en el oaquema C 

(De• Raj} 

Se propolio un ootimador insosgndo de la varianza on un muostroo 

poliotápico, donde las unidadon primarias de muestreo so seloooionan con 

reemplazo y ol ootimador EO obtiono calculando pora estas u.p.m. ol submues-

treo sólo unn voz, ponderando al ootimador resultante por lao voces que 

apareoo cada u.p.m. en la muostrn de primera etapa. 
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llOTACION. 
.. ~ .. · .;,. ... ,-,-~~ . 

Ui unidad i-ésims de. la poblaoi6n que puede ser: un individuo, una 

familia, una hootaroa oto. 

N tamaño de la poblaoi6n. 

n tamaño de la muootra. 

Yi oaraoter!stica de interés modida en la unidad i de la poblnoión. 

x
1 

caracterietioa auxiliar medida en la unidad i de la población. 

·X total de la variable X { ouma do X. 1 i do l n 11). 
1 

y total do la variable r. 

X promedio do la variable X, X = X/N. 

Y promodio do lo. vorinblo Y. 

pi .. x
1
/x probabilidad de seloooionar la unidod i po1• p.p.t. 

k 
p1•. xi/(x - .i:: xi· ) 

JS\ J 
jal1 ••• ,k. 

yi medida de la cnrnoter!stioa y en ln i-lieima unidad muestra.!. 

Sxi suma aobre loo n valoree obtenidos en la muestra. 

i:: xi a E' X. 
1 

ouma aobro loa N valores do la poblaoi6n. 

Ak conjunto aleatorio cuyos olementos oon laa primeras k unidad3B eo

loocionadna en la muestra. 

AE(. ) • I: ( • )P( \: os parte de la muestra)) 
k 

suma sobro loe indiot\B talen quo u
1

, uj, ••• t ut G Ak. Y 

quo i " j < ••• < t. 

E (. )• :<:(. )P(O.os elemento do la muootra). 
u

1 
. 1 



N-l 
l: a l: 

i< j ial 

11 

i:: 
jai+l 

··- ...... lo 

É oum~toria sobre todaB laa ponibloo muostrae da tamaño n. 

5 

f eumatorie cobre todne lno posibles muestran manteniendo oonetante 

el nrtmoro do unidades en cada partioi6n do la ~oblación. 

f sumatorio aobre lon olcroenton dentro de uno. pnrtici6n. 

··'1 



···. 

CAPITUIO I 
..... ,._ ........ . 

Dooarrolloa pnra la varianza dol estimador del total 

bajo dos esquemas do muostreo. 

l. VARIAllZA b1l MUESTREO SBCUENCIAL 

6 

Esto primer doaarrollo es una generalizaoi6n del caso deoarrolla

do on 111 soooión III.24 d~ toor!n dol muestreo do Dos Raj(l}, pi>ra n = 2. 
1 

Cuand,o n a 21 so Bolcccionan dos unidades do una poblaoi6n con el 

sigÜ.iento ooquoma: La primara aolccción no haoo con probabilidad P. bvaada 
l. 

on X. (i = 11 2, ••• 1 N), y la. segunda eeloooi6n ne hao o con 
l. : 

probabilidl\d 

proporcional a las unidades i•eotantoa. ·En ootn eituaoi6n la. pro babi lid ad do 

que oe eeloooiono u
1 

cuando se sabo; qu~ U j eo la primera. unidad soloociona

da, oatá dnda par p
1
/(l - pj). Con oatoa volaron oo dan loa ostimndoros: 

y 
1 - P.I 

P2 

donde y
1 

y y
2 

oorreaponden a los volares do ln primera y eogundn aoleooi6n. 

Ahora. bien, 

E(ti) 
y. 

= E(_!.) p. = Ey. = Y 
pi l. l. 

E(y1 + E YJ· 
j 11 

= E(y1 + E y
1
.) = E(Y) =Y 

j 11 

y, 

(1-p ,) 

p. 
. J 

(1.1.1) 

do oeto ae doduoe qua t l y t 2 aon ootimadoroo inseogadon de Y. 
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Pnra calcular:- ·1a ·va~i-áriza--dO, óetos estimadoreo utilizamos el rosul

tado III.25 del Des Raj;. y para t.~ ·tonomoa. 

' ,-i 

~. x.J 
J 

y paro t 2 .i 

pero como 

V 2 (t 2 ) 

V(t2) = E, V2 (t,) + V~E2 (t~), ¡ 
¡ 
1 

entonaos 

:V2E2(t2) = O Y· 
' . . . ' -- v{ t 2? = 

i 
Ahora oaloulamoo V2 ( t2).: 

1-p 1. 

'¡;y.') • p'. = . ¡; (y 1 + Yj --- = ¡; 
j '1"1 Pj . 1 J j ;11 

~· 

. Y· :i. 2 • ¡: x.x. (....!. x.J i,j;ll 1 J xi J 
·f <." j 

y. 

cif 
J 

(1.1.3) 

¡: y.) 'p'. 
iF1 1 J 

(l.l.4) 

auatituimos (l.l.4) oo (l.l.3) y noa queda: 

V(t2) 

= ¡: 
.. i ,j 

= E1( l: 
i,j'l"l 

y. 
¡; x.x. (....!. -

k;li 1 J xi 
k;lj 

¡; 
i,j 

n 
¡; { ¡; 

k=_l i,j;lk 

Y· Y· } · x.x. (...2:.-'...1..)2 pk 
1 J X· X· 

1 J 

Y· 
x.x.(-2. -

1 J xi 

y. 
:..J..i•c1-p.-p.) 
xj J 1 

(1.1.5) 

Comparando (l.l,2) y (l.l.5) so doduoo que V(t 2 ) < V(t 1 ), 
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Por otro lado,· E(t¡tp) =. E1 (t1E(t2 lt1)) = Y2 . lo que implica 

que Cov{ t
1
,t

2
) = 0 1 osto os t¡ y t •. no oeton oorrelooionadan y por lo 

tanto el estimador 

. ' 
't = (ti + t.)/2 es inseegado y au va1·1c.oza es: 

. V(t¡) + V(t2) 
V(t) = 

4 
< 

V(t¡) 

'· 2 

(l.l.6) 

La gonoralizaoicSn oo da. cuando n os oualquie~ valor y cada unidad 

on la mueotra eo eolecoionada seouonoialmenta nin roomplazo y con probnbil~

dad proporcional al tamaño do las unidadeo restanteo 1 esto eo: 

U¡ so obtiene oon probabilidad X1/X 

U2 ae obtiene con probabilidad XdX-X 1 

n-1 • 
un no obtiene con probabilidad Xn/(X - ¡; Xi) 

i=l 

· X1_ X2 
= T X - X1 n-1 

(muestra con un orden dado). 

X - ¡; Xi 
i=l 

Oeneraliz~ndo, loo ostimadoreo do Y son: 

Y1 1 - Pt n-1 (1-ntlp.~ 
i=l 1 

t1 = ' t. = Yt .+ Y• , ... , tn = 1; yi + Yn P Pt P2 i=l n 

Para raoilitar el manipuleo olgobraioo, en el cálculo do los momon-

tos do estos ostimedoroo, introducimos loo oiguiontoa oonjuntoo aleRtorio9. 



'¡ , 
~ = {u,, u2,' u,'." •• , un} 

An·- 1 = {u 1 , u., u,", ••• ,·un'-·,"} 

A1 = {u¡} 

la sumo oe oobre las pormutaoionee de Ai. 

pnra 

Ayudnndonos do oatos conjuntos calculamos la varianza do t 
n 

(t ) = n 

el segundo sumando tencmoG 

- i: 
. N 

9 

E(tn 1 Ari-l) = ¡;". yi + ¿: 
A A n-1 . n-1 

Yr.(1 
p~) An-1 pk 1 

pk 
- EP¿ 

An-1 

= l: y. =Y 
i=1 l. 

de lo quo rooulta qul' 

y de aqui la varinnza queda como: 

>:: Y.)2 
Ac · 1 

. n-1 

. . .Yi 
=i:x.x.(

·<·1J X· 
l J l. 

Utilir.ando o ate rosul tndo 1 

vnlor que proccdemoo a cal·oular 

L\. 1J. Ac . 
i,J E n-1 
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. . . . yi Y; ', .. 
. n e r.. x.x. e-·- -'-) IA _2) 

U AC' l. J X; . ~ ... ll 
n-1 ·n-1 · 

oboorv6ao quo, 

y. Y· . . 
= B ( B (Ex.x.(...l:..2) 2 !A _.1) 

A U e l. J X- X· , "'ll ?: 
. ·11-2 n-1 A,.,., . i l . 

1 . Y· 'i· 
" E ' ( E x.x.(...!. - :l.)2 0.) = 

U ... Ac 1 - ¡;p. Ac -{ ) 1 J X· X· • .K 
. k-n-2 ~=2 .. ri-2 ~ i J 

1 Y· Y· 
·=-~- f. x.x.(...!.-:.l.) 2 E pk 

1 ~ AC' l. J X· X· AC f } • 
- A~ Pi ·n-2 1 J ·n-2· ui uj 
·n-2 

1 a---
1· E. pi 
~-2 

e E 
~-2 

. y. y. 
· x.x. c...!. - :ir•c1- i: P - p. 

i J xi xJ. A .s i 
·n-2 

- p.). 
. J 

Y· y. 
u ¡: x.x. ¡..!. - :.l.) 2 

AC' l. J X· x. 
·n-2 1 J 

1 . yi y. . .. 
i: x.x.(- - :.l.) 2 (p.+p.) 

1- E P· 
l. 

"n-2 
AC' 1 J Xi x., 1 J 
·n-2 · J 

finalmente si la oxproai6n anterior so sustituyo en (1.1.7) resulta 

: . y; y .. 
V(t) = E ( r. x.x.(2'- :.l.) 2 ) 

n A Ac i J xi . x. 
·n-2 ·n-2 J 

i<j 

1 yi :.L 2 - · E (1_ E p ¿: x.x. (- - · ) (p.+p.)) 
. i\i-2 "n-2 i ~-2 i J xi xj l. J_. 

i<j 

ouyo primer sumando no oo otra oosa quo V(t
0

_
1

) 1 quodnndo, 

(1,1.B) 



pero sl t~rmino quo ae oatñ roetondo oo positivo, de aquí LlO eigue quo~ ... 

Ahora oalcularomos la oova~i~nza de t
1 

y tj i f j. 

E(t. t.)= E(t. E(t.¡A.))"con i < j 
l.J l. Jl. . 

·E(tjiA;l = E(tj .,A;; Aj-1-Ai)-,, E(tjÍAj-~) ="y • 

lo que implioR que , e igual que entes 

t. Y tJ: no ostán correlacionadas y i:tl os timador 
. l. . 

·t a 

t~ + t 2 +· ••• tn 
ea inuosgado y su varianza 

n 

V(t1) + V(t2) + ••• + V(t~) 
V(t) = 

- ' n• 

Y dado que V(t 1) > V(t 2) > , •• > V(tn) ee sigue finalmente que 

V-(t¡) 
"V(t) < -

n 

Por ~ltimo, esto ostim~dor ea mejor qtie ol muestreo con igual 
N-n 2 

probabilidad ni V(tl) < N sy 

11 
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2. . VARIANZA PARI• EL !!:STH!AJ.OR DE llAZON Il1S1''SO.~DO 

. ' . 
Y PRECISIOll RELATI'/A DE J;~TE ESTIJ.lAlOR 

Esto Gogundo doon1~rollo os la gooerali?.;;i.ción a.11 lo .:ireaonto.do on 

la aoooic5n V .11 dol Dos Jlaj 1 para n = 2. 

El eaquoma do muootreo utilizado en eata parto oa ain roomplnzo, 

aoloocionando la primera unidad en la muestra con probabilidad proporcionol 

al tamaño y la.a n-1 unidades rostantoa con irrual probabilidad, Eoto eaquo-

ma se oonooo como muestreo O-:>n probabilidad Proporcionnl a.l tamaño ac-roGado 

(ppta). 

El outimn.dor oo ol cual resulta sor inaesgado y 

con varianza igual a 

~ 

V(y) y• (1.2.1) 

N' =(N-1) n-1 

Para entender mejor el contonido do esta aeaci6n oo prooonta loo 

deoarrollos hechos por Deo Raj para n = 2. 

En esto caso so tieno a 

con p.p.t, y y
2 

oon probabilidad 

El oatimador ea: 

A 

y= X 

. " 
V(Y) = i N-1 

en la muootra, y
1 

soloooionada 

y la varianza de 6sto ea 

Y' = 
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l 
utilizando ol hooho que Y = X•R. .. 

Supondremos que la población ostñ particionadn on m oonjuntoa njo

noe y no vaoioa, oon cardinalidad N., i de 1 n m, y con la propiedad qua 
1 

ei dos ulemontos Y
1 

y Yj oatán on un mioma conjunto de la portioi6n, enton-

ooa Xi= Xj, on cambio oi Yi y YJ ost6n on conjuntoo diferentea entonceo 

x
1

.¡. Xj, con esto tonemos una clase do equivalonoia.. 

TambiGn oupondromoo quo para cada conjunto on la partición, X y 

Y ae relacionan con el oiguionto modelo linonl. 

oon 

y 

- Ee. = E(eimli) = o m im-

Eeim = V(eimli) = a Ni x? 
m 1 

Aoí eotonooo, la varianza dol oatimndor es 

+· e. ) 2 
¡m -

x
1
. + x. -

. J 

x?+x~ 
= [2(N-1))- 1aX[2E E N.N . ..L..1.+ 

. i j > i l J xi +xj 
EN. (N.-2)X!ffe-l) 

1 1 1 

y la varianza del ostimndor ppt con reemplazo on ln misma población en 

N.x?-1 . . . 
V t=aXl: 1

2
1 = [ 2(N-1))- 1aX[E E N.N.(x?-1+:Ji- 1)+EN.(N.-1)x?-1J 

pp . i i<j l J l J i 1 1 l 

de osto modo la. cantidod 6 = Vppt - Vppta ooM dada. pnr 

. . g-1 g-1 
1 

N.N.(x.-x.)(x. -x. ) 
c[2(N-1)) - 1 aX[l:N.x~- -EE 1 1 1 1 1 1 ) 

i 1 xi + xj 
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anL·liznndo la cantidad A se puodo ver dirGota.monte que si g u O 6 g ª. 1, 

ontonoos dicho. cantidad ea mayor. ·qu:o · O~rO. 

Para g u 2 1 se ti'!~e. '!no el ·muestreo ppt ser~ superior siempre 
J 

quo 

.¡: ¡: 
j>i 

paro¡;ª 3 A= (aX/2)!N/(N-1)J(x2 -(ú-1)V(x)]. En osto oaoo ol 
1 • 

mueotreo ppt producirá una varianza menor oi X2 -(N-1)V(x)<O. 

Ahora compararemos con un mu9stroo de igual probabilidad, 

V = N(N-2) (R'S' + 
ep 2 X 

: N.X~ 
a ¡:2:.-.!.) 

N-1 

por lo tanto cu?ndo g :i 1 1 ol muoatro_o ppto. ea superior al do igual proba

bilidad, pero s6lo un poco mejor qua ."ol muoetroo ppt. La eoneralizaoi6n a 

cualquier valor de n so ofootua.rá. a partir dol estimador :r su varianza los 

oualea son: 

A 

y = X 

y A 

V(Y) (1.2.1) 

Como puede aprooiaree, en la oxpreaión de la varianza se tittne 

como swnandos t6rminoa con denominador diferooto de acuerdo a la mueotra 

de la cual provienen. Para tonar donominadoros comuneo haremoa las siguion-

tes suposiciones. 

Primero: la. población presenta. una partioi6n de m subconjuntos defini

doo por una modidn oom~n, Xi y con cRrdinalidnd N
1

• Esto on, analizaremos 

ol ootimndor on una poblnoi6n partiaulnr, la quo so osquomntiza. en la si-
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guittnte figura. 

'· ·.Y,1 yi .~21 ·;; x, 2.1 . ' . • 
1 . . x, X1 ··, 1 . 

· ... · 
• 1 .Y11J, ¡ 

• 1 x, 

i 
Ym2i 
Xm 1 

t 
• 1 Ym11· 
• 1 

X m 
m 

' 
1 y Yu 1 Y12 t ... ' Y1t1, ' Y1'1 1 ••• t 

1 1 1 1 ! \ mllm 

Y, 1 Y, 1 • 1 •• r~. 1 Yfi,t11 . .. ' YN 

Segundo: X y Y dentro do cada subconjunto so rolacionan medianto ol 

modelo lineal siguiente: 

con y 

j = 
i-1 
i: 

k=O 

Entonoeo dentro do aste contexto calculnromos ln varianza de Y, 
2 primeramente onoontraromoa la expreai6n para (SY.) , 

1 

= R{Sx.) 2 + ZR Sx. Se. 
i i i 

+ (Se. ) 2 = 
i 
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., 
· luego oumamoo aobro todas lae posi~los muootrao • 

= R2 XN' + O + 

. . 

J2. Y2 N' 
=X-

, (Se; ) 2 

• .&-~--
SXi 

finalmente utilizando esto reaultodo tenemos quo: 

V(°9) = 
xcn2 xN 1 J 

= (N')- 1 X 

Ahora analizaremos la oumntorin 

+ X 
, (Sei 
¡; Sx· 

N' 

(Se. )2 
' l. 
¡; Sx. 

1 

, (Se. ) 2 
¡; 1 

Sx. 
1 

)2. 

- y2 

(1.2.3) 

t6rminos oon ieual denominador, o eoa, loo 

dando so puoda fnctorizar loo 

t6rminoo proveniontoe do las 

muestras con iBUal número de unidades co cada olomonto do la partici6n. •ro

momos, por ejemplo, las mueotras con n l elementos del grupo i 1, n2 del 

grupo .i., ... ,nk . elementos del i;rupo ik ' n 1 + n2 + ••• + nk = n 

aiendo de la formfl Yibi' Yi1, 2 , Yi,, 3 , ••• , !i,,n
1 

, ••• , Yi,,n:···• YiJCnt 

El número do muootrae dirorentoo con eetao oaroctor!atioau os, 

(:~') (:~·) 
. 11 12 

(:::) 
(:~j') n. 

y un mismo elomt'nto Y. aporoco on 1T lr 
ly j/r ~ 

too. lj 
lr 

muestras dif'cron-

g:J. donominndor común on ostoa oumondoa ~a Sn i xi, y ol n'1mo1•éldot• 
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oorraopondionto eo 
. ·;.,.· --~.; . 

. (N·9 , = n 1j a . n. 
) l.¡ . 

(1,2.4) 

Por comodidad, oambiDrem?B la nota.oi6n on el segundo sumando, i 
r 

ser6. i e i j serti j. Aoí ooa lizaremoa dos casos 1 i = j o i /= j. 

Para i ~ j tonemos: 

• 
¡; .. S ei·m eJ.m' 

i;lj 

y para i a j tenomoo 

" ¡; .~ e. eirn1 = te. 
m/m• im im 

(N. -2) 
n~-2 

l. 

~ 
~ (Ni-2) te: = (Ni -2) 

n. -2 im ni-2 
l. 

¡; eim 1 = Eeim (-e. ) 
mi'm' im 

aNixt = (Ni) ni(ni-1) 
n. N. -1 

l. . l. 

euetituyondo en (1.2.4) y faotorizando queda 

f'ax. (n. -
l. , l. 

para t'innlmcnte llegar n la exp;-osi6n de la varianza 

... 
(J:n.x.)-1 

l. l. 

(Ni-2) 
n. -2 

l. 

ax? 
l. 



.,_ . 
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.. -_...·.-.... ")· ·.-· 

.(N-1) -1 
.a a X 

· n-1 . 

(l.2.5} 

Eato t6rmino lo podemos comparar ooo la va.rianzu. do otros oatima

doroe, por ojomplo 1 con ln dol ootimador ppt con reemplazo la cual oo: 

Vppt =l~p.(yi 2 1 " - Y) = -n ¡; Pi· n i Pi 

RX.+e. 
( 1 1m _ Y) 2 = 

pi 

1 • - ¡; p.(RX. 
·--n i i 

c. 
+ .....!!!! • Y) 2 = 1 

Pi n 

y pnra g. a 1 tonoinoa: 

Vppta 

. · Vppt 

1 " = a(N' )·1x - ¡; 
n 

g-1 n.x. 
l. l. 

fn . 
l. 

fino.lmente, tomando la diferencia rooulta 

Vppta·Vppt • 
= a(N'Jº 1X E 

n 
n (~~) 

) 

1 )x. l. . 

(l. 2.6) 
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. . ( N ·)""( = a(N 1
)·

1x f rr n: ¿ -
J 

Con lo que oonoluimos que Vppta es monor quo Vppt cuando g ~ l • 

. , 
j 



20 

CAPITtJLO 'TI; 

Estimadores de Rogreai6n. 

l, BESCO Y VARIANZA DEL ílSTIMAOOR DI~ REORESIO!l 

La referonoia de este deso.rrollo so onouontra on la. sección V.14 

de Teor.ía. de Muestreo do DoB Raj. 

Como antooodento, inoluiromoo lo realizo.do por Des Raj. 

El estimador de regreoi6n oo: 

A A 

.y = y - b(x-XJ (2.l.l) 

1 
Esto estimadQr oa no lineal y en general os sesgado. Ademas pre-

senta gran dificultad pat•a ob"Lo11e1' una expreai6n simple do eus momontoo 1 

debido al denominador del segundo sumando. 

Des Hoj da unn aproximaoi6n do la varianza do asto estimador 

cuando o oo grande, aproximnoi6n que aqu:í'. tembi6n proeentrunos. 

Se recordará quo ol ooefioionto de rogreoi6n b de la muestra 

oonvorge en probabilidad hacia un valor finito, a nabar B, el ooefioiente 

de ragroai6n do toda. la poblnoi6n¡ así la vnriablo aleatoria lñ (b-B) (x•X) 

oonvorgo haoia coro. Por lo tanto, la distribuoi6n limito de . 

..lñ(y-b(x-X)-Y) = /ñ[y-B(x-X)-Y-(b-B)(x-X)] eerA la misma quo la 

do lñ[ y-B(x-X)-Y], Do este modo, paran grando la varianza del estima-
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dar de regroai6n os: 
..... ~ .. 

A' s• + s2s 2 2BpSxSy. s 2 e1 p•) 
V(y) 

y X = = n n 

Do Pquí so puedo ver que p~r~ muestras grPndes el ostimador do 

rogrosi6n on mejor quo la media usual, pero BO· debo tenor proaonto que su 

uso DO juatifica n6lo ciu11ndo ol costo do una muestra grnndo no oxoode a 

las ventaja.o obtenidos por el o~lculo. 

~ 

En genora.l no oo puede dar una exprosi6n o implo para E(Y), por 
A 

los donominadoroa de b sin embargo podemos particularizar y suponer que 

oo tiene una población con las miomao caraotorísticaa que ae dieron en el 

primer capitulo, eato ea, una poblnci6n partioionnda on m oubconjunto 

donde X y Y se relacionan linealmente dontro de cada elomonto do la par

tioi6n. 

Ahora oaloulamou la modia do este estimador, 

A S(ei - e)(xi - x) 
Y= bx + a + e -(b + Cx - X) 

S(xi - x) 2 

(2.l.3) 
= bX + a. 

A 

Do aquí resulta que Y <.>a inaesgndo y au varianza eo: 

A . ~ A 

V(Y) = E1V2 (Y) + V1E 2 (Y) 



' • 
1 . ; ., 

poro tonemoo quo: ..... . ~,.' .... '}' ' 

E2(f) = 
scxi ~x) (E2Ce:i~e) 

bx +a+ E2(e) - (b+ )(x-X) 
S(X•x) 2 
. ' 

= bx + a - b(x-X) .= a + bX 

por lo que "-· .V 1 ( E2 (Y) ) = O. 

Al anularse ol eogundo sumando de la varianza. , ésta nos quoda. 

oomo: 

A A A 

V(Y) = E1V 2 (Y) = E1. (E2 (Y2) (E2 (f)) 2) (2.1.4) 

22 

Ahora o6lo hay quo onoontrnr ol valor do onda uno do loa don tér

minoo on la exproai6n 

v• ·=r"-2ybCx-x> + b2 cx-X>2 

y oada oumando nos do 

y-2 . = (bx + a + e) 2 = (bx + a) 2 + 2(bx + a)e + e2 

·-"' - -2yb(x-X) = ·2(x-X) (bx +a+ e)(b + 

= 2(x-X)[b(bx +a) +be +(bx +a) 

Sxiei - nxc 
-----) 
scxi -x>2 

Sxiei-n:X:e 

S(xi-x) 2 

-- . 2 2-2-2 
A Sx1.e 1.~nxc (Sx.e.) - 2nxc Sx.c. + n x e 
b 2 =- b 2 + 2b + --=1'-'l'------=1'-'l'------

S (xi -x) 2 (S(xi~x) 2 ) 2 
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A 

Para obtener E
2
(y) se necesita a E2 (e) y E• (e'J . La esp.,;.. 

ranza condicional so calcula dadao las distintas celdas do la partición 

Tomemos una muestra con laa siguientes medidas X. , Xi· , 
. 11 2 

X. , ••• ,X. y ni. 
1

, n. , ... ,n. unidades de cada medida respectiva-· 
13 ir i.2 ir 

mente. 

r. 
n = E 

j=1 
n .. 
' iJ 

Primeramente tenemos: 

e = 1 (Se .. + Se. n i1J i,j 

= 1 + 

y oaloulamoo los valores esperados requeridos 

+ + Se. . ) ... = 
irJ 

+ + n (n.e. 
:i, i 1 

n. e. 
. 12 12 

. . . n . 
ir 

e. 
ir 

) 

cuyo v~lor esperado es: 

E• (e) = 1 ñ E, es 
k 

e .. )) = 
l.K J r; 

(2.1.6) 

• 



Enseguida encontramos el o·tro valor esperado 

E• ce2 J 
1 · nk 1 ·" 

= -n2E2S(S e .. ) 2 + -2E2 S E, (Se. ··) (Sei J. ) 
i.J~ n . - _i~J~ · t i< 

N. -2 
J.k 

-2 ni 
+ N. 

11<. 
n. 

lK 

a O. 

N. -1 
lt 

N. n. -1 J.k 
E e; . = J. N. 

j=1 l.K-J N. lk lK 
n. 

lK 

a~ = 
lK 

n. (N. -n. ) 
l.t l~ l~ 

N. -1 
lK 

a~ 
lK 

(2.1.7) 

N. 
11( 
r ·e. . ·+ 

j=l l.k.J 

1 
= -N' l:(Se .. )J:(Se. .) = 

lj(.J J.¡c,• J 

(2.1.8) 

Suetituyendo (2.1.B) on (2.1.7) tenemos 

1 r 
E2(e2)= ñ E (2.1.9) 

y con los reaultados (2.1.6) y (2.1.9) podomos oaloulor loe valorea oiguien

-- tos: 

Ez{y2 )= (bx + a) 2 

• 



~ . · . E2(S n. x. ei e - nxe2) 
E2 (yb cx-XJ J • cx-xJ (b (bx+aJ) + ---'"

1
"-' -'"'1 '-""'"----

. s (xi - x) 2 

• 

y 

. : 

·ex-X') (b (bx+aJ + 

~ n. (N. -n. ) 
E2(b2)=b2+(S 1, 1, 1• 

N. -1 
lt 

s x. 
1. 

n. (N. -n. ) n. (N. -n. ) 
1 
lt 1t i" ... n'i 5 i~ i!t 111; 

N.-1 N.-1 
1 1 

+ 

+ i(2 
n. (N. -n. ) s lk lk 111: 

N. -1 
1~ 

a! ) ---'1 __ = 

1. s c':i -:XJ • {2.1.10) 

b 2 ·+ (S(x~ -2xx.· + x) 
11c. 11c, 

• b 2 + (S(x. -i) 2 
lt 

n. (N. -n. ) 
le.. i,., lk 

N. -1 
1~ 

ª;,. ) 

a. )· __ 1 __ _ 

1, cscx.-xJ•J2 
• 

1 

(S(x.-x) 2 ) 2 

' 

Y con estos tres últimos resultados ya podemos encontrar el valor 

de 

1 
+ -. n 

n
1
. (N. -n. ) s ,, l" 11r 

N. -1 
1k 

(2,1.11) 



zcx:X) ~ cx.-iCJ .. ,._(x-XJ2(x.-x) 2 

---~-~i __ . + . . 1 ) 

S(x¡iC) 2 . · (S(x¡iC) 2 ) 2 

n. (N. -n. ) 
1k 11s 1" 

· N. -1 
ik 

1 Jxi -i"J cx-xJ = (bx+a-bx+Xb) 2 ·+ S(ñ ~- _ ) 
S(x.-x) 2 

n. (N. -n. ) 
11r 11c 1\( 

N. -1 
i. 

= (bX+a) 2 + se! -. n 

1 

cx,-XJ ex. -xJ 
~ 1 ) 

scxi -x) 2 

qe todo esto ae concluye quo la varianza es igual a: 

V(Y) 
1 r 

=(íl°)E IT k=1 
n 

(:~:) icl 
n 

cx-Xl ex. -xl 
. :. 2 ) 

S(xi -x) 

(2.1.11) 

(2.1.12) 

~ 

Donde ei n < Ni para alguna i entonces no ee garantiza que b 

existe. 

• 



2. ES~·IMA!Xlii DE REGRESION OOBLE ESTA TESIS 
SALIR DE LA 

trn ~~BE 
ll111~1UTEC~ 

Este deaarrollo es una generalización del estimador tr¡¡tado nnt.e

riormente, aqui ooneideraremoe dos medidas auxiliares conooidaa, x
1 

y x
2

, 

pBra todas Y cada una de las unidades de la poblaci6n.reo. 

delo, 

X1, X2 y Y se relaciónan linealmente mediante. el siguiente mo
' 

Y = a + b1X1 + b2X2 + e (2.2.1) 

Ae! en lugar de estimar .a Y direc.tamente, ae estimará el valor 

de a, a a Y - b
1
x

1 
- b

2
x

2 
y después Bd corregirá con loe valores de b

1
X

1 

y b
2

X
2

, lo que da como estirnador del promedio a: 

A 

Y= y- b1(x1 - X1) - b2(x2 - X,) (2.2.2) 

Si b
1 

y b
2 

son oonntantes, el estimador es ioseagado. Para 

onlcular su varianza nos auxiliaremi:>s de la varia.ble 

b, ic. 
12 

~si: 

V(Y) = V(ÜJ = ~ (1-f)S~ 

Ahora caloulamoa s2 
u 

n 
f = N (2.2.3) 

S~ ª (N-1)" 1 E(ui·Ü) 2 = (N-1)" 1 E(yi·Y°-b.1(xii·X1 ) - bz(xi
2

-X
2
)) 

ª (N-1)~ 1 (~(yi·Y) 2 
+ b~E(xil - X1) 2 

+ Eb:(xii - X2) 2 -

-2b, E(y.-Y)(x. - X1) - 2b2E(y.-Y)(x. - X.J + 
1 11 . 1 12 

. ' 
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' 

Este resultado lo sustituimos en (2.2,3) quedando·:--··· 

~ 

V(Y) = lc1-f) es• + b 2 s 2 
n y , x, 

(2.2.4) 

Para determinar en esta expresión loe valores de b
1 

Y b
2 

que 

minimizan la varianza se prooede a la derivac~6n, igualación a cero y fi

nalmente a la resolución del sistema de ocuacioneo rosultanta quedando. 

b" = .k k f. j 

Derivando por segunda vez la mioma expresión obtenemos los ele

mentos matriciales siguientes, 

a2v(Y) = 
axi axj 

{ o 
si i r j 

si i f. j 

esto es, loo elementos de una matriz diagonal poaitiva definida. lo que 

implica que los valoras encontrados de b
1 

y b
2 

son un m!nimo de V( Y ) , 

Eete .estimador oor~ mejor quo el promedio mueatral cuando: 

- 2b1p s s 
X1Y X1 y 

Do aquí, eo puodo ver, que oo neoeoi ta conocer el valor de s; 

Y el de Pxiy · para calcular a b1 y b
2

• Cuando desconocemos ambos va-



lores, se .tiene la: alterna.~iv.a ~e es.timar a b
1 

y b
2

• As! proponemos 

los estimadores aigui6ntea·,. baS·~dO~ ·:en. loB estimadores de ~egresión. 

Sy . (x. . - x
1
. ) 

J J 1 

A 

(2.2.5) 
.. 

Para encontrar los. valoras esperado• da bk(xk-Xk) as necasa-

rio oalc;;ular E(Sy. (x.k-Xk)(S(x .. -X.)) = E(Su
1
. Sv,) 

. 1 1 1J J • 
entonces: 

. . 

Utilizando •atoa resultados llegamos a qua: 

E(Yl =y - N-n 
N(N-1) 

tyi (xil -X1) 
2Sx/Sx

1 
+ty i (xi 2-X2) 

2Sx/Sx
2 
-2Px,x~tyi(xi 1 -X1

) (xi;-x} 

5x, 5x~ (l-p~1X2) 
(2.2,6) 

Como so ve, este estimador es sesgado, pero a partir de él Pode-
< 

tener un estimador inseagado sumando el término 

N-n \ 
• 
\ 

.. 



·. 
donde 

yn que 

'•· 

Entonces el estimador 

N-n A A 

Y• =y+ = 

= y - e• (xi,x.,y) 

es insesgado. 

Este estimador será mejor que el de la medio usual si 

-- ---- - -- --------- ·- --· 
1 



OAPITUl.O Ill. 

~ 

l. ESTIMAIXJR DE LA VARIANZA DE Y EN EL ES(lUEMA 

C (Das Raj) 

En este último deaarrol~o, so encuentra un estimador insesgado 

de la varianza del estimador dol total, do un eoquema d~ muestreo polietá

pico doñde las unidades primarias de muestreo se saleoionan por ppt con 

reemplazo y el submueetreo de segunda 6tapa se realiza e6lo una vez a ca

da upm en la muestra y el eotimador final se 6álcula ponderando el estima

dor de segunda átapa par el nrtmero de veces que cada upm apareoio en la 

muestra. 

El estimador del total es ontonces: 

y = 1 ¡; 
n 

(3.l.l) 

Donde; Ai es el número de veces que aparece en la muestra la 

i-6aima upm ). . = O, 1 , Z, ••• , n y ¡;).. = n 
1 . . 1 

• ticas 

Hipótesis que cumpla el modelo: 

Ti ea un eotimador insoegado do Y
1 

con las siguientes oaraoter~s-

V2,(T1.) = V(T.lí) =a~ (3.l.2) 
J. J. 

' Se conoce un estimador inaeagado de ai para toda i. 

• 
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= np ·', 
]. . 

Utilizando esto, podemos calcular el valor esperado d.el estima-

E(Í) = l ¡; 
n. 

.!. ¡; 
n 

).i . 1 
E(-Y.).=-

Pt l..· n 

np. Y. 
¡; 11= 

pi 

a ¡; yi = y: (3.1.4) 

Y' la varianza 

,. 
1 a . 1 Y. 

V(Y)° ~ E1(ñ"%" l: ). ~ 2.) + v, (- ¡; ).i 2:.) = 
l pi n pi 

.!. ¡; 
a~ n-1 1 Y. 

a -2:. + ¡; a~ + ¡; p. (-2:. --Y)• = n pi n l. n l pi 

.!. ¡; 
a~ n-1 1 

y~ 

'i' -1,. + ¡; a~ + (l: ....!. - y2) 
n Pi n l. n pi 

(3.1.5) 

Ahora vamos a probar que ol siguiente tArmino es un estimador 

ineoegado do la varianza. 

" " 1 T •. 1 
V(Y) = --- l: >.. (2:. - - l: >.. 

n{n-1) 1 Pi n 1 

1 . ----
n{n-1) 

1 n(- ¡; 
n 

, A2 1 A.O. 
+ -¡;..:.2:..2.. = 

n Pi 

+ l 
n 

(3.1.6) 

• 



Sabiendo que Ti y Tj son independiebtea para i # j 1 encon

tramos que: 

E(¡: 
T~ 

>.i p ~) 
1 

1 E = i: pT 
1 

=1:z. E1>.i(Y~ >.iE2Ti = i: p . 1 

npi y~ + a~ 
1 (Y~ a~) i: D i: pT + = n 

1 1 
1. 

= (n-1) i: (a~ + Y~)(1 + -1 ) 
,1 1 pi 

2 ,. 
ñ ~ 

ª 2(n-1) i: Y.Y .• 
1 J 

Y por último 

. "-· ,.. 
E 1 2 ,- E2a· 

Pi 1 

Da todo asto tenemos: 

1 

pi 

+ a~) = 1 

~ i: 
n 

n i: tr~ 
1 

(3.1.8) 

(3.1.9) 

A A 1 
E(V(Y)) = --

n(n-1) 

y~ + a~ 
(n i: ( 1 1

) - (n-1) l: !af + Yt) -
pi 
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(n-1) E a~) + E a~ = 
l. l. , . 

y~ . 2 
! (E 1 - y2) + lt ªi - .! E a~ + E a~ = • n Pi n Pi n ]. .. 1 

y~ 
.! E 

a~ • n-1 
,. 

! (E ....!. - y2) + _¿,+ E a! = V(Y) • Pi n Pi n 1 n 

,. ,. 
oon eoto oe demuestra que V (Y) ea ineesgada • 

• 

. ' 
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Comentarios Finales. 

Loe resultados obtenidos en general son oatiafaotorios. 

En el capítulo I, ae lograron las generalizaciones deseadas, 

En el oapítulo 11 1 se di6 el estimador de regreai6n doble que

dando como problema abierto el estudio de loe estimadores de regresión 

nn1ltiple, estos estimadores parecen eer de expresiones algebraicas com-

plejaa. 

En el oap!tulo III, ee enoontr6 el estimador ineesgado de la 
~ 

varianza de Y , con eoto se logro' lo que se pretendía • 

• 
( 

-·-----·-···-- ·-- -- ----- - -- ·- -- ---- -
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