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1. INTRODUCCION 

Durante el diseño de un vertedor el. ingeniero hidr4ulico se 

enfrenta a problemas tales como la estimaci6n del bor~o li­

bre de las paredes laterale~, la estimaci6n de la probable 

ocurrencia de cavitaci6n, el diseño de la estructura disipa­

dora de energta, etc. Estos problemas est4n estrechamente 

relacionados al fendmeno del arrastre de aire. Este fendme­

no, tambi6n llamado del "agua blanca• por la apariencia bla~ 

_quecina que presenta el escurrimiento, suele ocurrir en ver­

tedores de fuerte pendiente y t_irantes reducidos. Se obser­

va como la aparicidn repentina (a cierta distancia aguas ab!. 

jo de la cresta) de una gran cantidad de espuma cubriendo e~ 

seguida la totalidad de la superficie libre de la l4mina ve~ 

tiente. 



La ~preciacidn cuantitativa de las características del efecto­

del arrastre de aire en las r&pidas es muy importante para un­

diseño hidráulico correcto, Una corriente aireada o emulsiona­

da alcanza, en condiciones semejantes, tirantes bastantes may2 

res que una no aireada (dependiendo de la intensidad del fend­

meno), Esto tiene como consecuencia la necesidad de bordos li­

bres mayores con el propdsito de evitar derrames. 

Adicionalmente, las velocida~es medias pueden ser considerabl! 

mente mayores que ~as que.se tendrían en un flujo no aireado.­

Cuantificar estos efectos resulta importante cuando se.diseña-. . . 
la estructura disipadora de energía; por ejemplo, si la veloc! 

dad de llegada de un flujo aireado a un tanque amortiguador, ·­

en el cual se forma un salto hidráulico, es 50 por ciento m&s­

grande que la velocidad para un flujo no aireado, el tirante -

conjugado mayor del salto hidráulico se incrementa en un 20 -­

por ciento Cref 25), lo cual implica que se tenga en el tanque 

paredes m&s altas; se deduce entonces que la aeraci~n puede 

afectar el dimensionamiento de una estructura disipadora de 

energ~a. 

No obstante que los efectos anteriores tienen aspectos desfav2 

rables, el hecho de tener aire en el escurrimiento es ventajo­

so en el sentid.o de que se disminuye la posibilidad de tener -

daños por cavitacidn (un pequeño porcentaje de a~re incluido -

en el agua, por ejemplo, uno porciento en volum~n a la presidn 

atmosférica, protege a ·la ·superficie de la estructura de - - ·-



,:' .... ,. ' 

3 

la cavitaci6n, ref 33), 

En el presente trabajo se ha planteado como objetivos lo si­

guiente: 

a) .Exponer mAtodos de c4lculo que permitan predecir el pu!!. 

to de inicio de este fen6meno 

b) Presentarº una metodolog1a para estimar los efectos de­

la aeraci6n en las carac~r1stic~s medias hidr4ulicaa -

de un escurrimiento a superficie libre, 

Para tal efecto se ha llevado a cabo una revisi6n bibliogr! 

fica del tema¡ en el capitulo 2 se exponen las teorias que­

.tratan de explicar el origen del fen6meno, en el cap1tulo 3 

se cubre el objetivo (a) y en el cap1tulo 4 el objetivo (b) 

arriba mencionados,, Finalmente en el capitulo 5 ·se presentan 

las conc~usiones y recomendaciones de este trabajo y en el -

anexo A un an4lisia te6rico de los efectos de la aeraci6n -­

sobre las caractristicas del flujo. 
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2, DESCRIPCION DEL FENOMENO DEL AGUA BLANCA 

2. r 'f 11titoducc.l611 

El estudio del agua blanca principia, en este trabajo, con 

una revisi6n b!bliogr4fica de la literatura disponible. En 

dicha revisi6n se ha encontrado dos explicaciones distintas 

para el origen del fen6meno, mismas que ser4n expuestas. 

Este cap!tulo comprende dos partear la primera, constituye 

una descripci6n y clasificaci6n del fen6meno, basada en la r!. 

. visi6n bibliogr4fica1 la segunda, describe las explicaciones 

del origen del ag,ua blanca. En adelante, ambas explicaciones. 

aer4n designadas comos teorta del afloramiento o aflorac~6n 

de la capa ltmite turbulenta y teorta de la afloraci6n de es-

. tdas vorticosas longitudinales. 
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Una caractertstica de flujos a alta velocidad, sobre r&pidas 

y vertedores, es el atrapamiento de aire atmosfdrico en el 

flujo y su·consecuente mezclado con el escurrimiento •. La pr.!!. 

sencia del ·aire dentro del flujo le proporciona a dato una 

apariencia blanca · · que es observada en mucha a estructuras h! 

dr&ulicaa. 

A travds do observaciones realizadas por distintos investig~res 

(refs. 20y24); en estructuras donde se produce esto fen6meno se ha vi!, 

:::to. qui'. inmediatamente antes que se presente la apariencia to-
, '-, .-

<talmente blanca, la.superficie libro del agua presenta un as­

pecto indefinido (un arru'!amientol .1 posteriormente, ya con el 

fen6meno bastante desarrollado la interfase del flujo presen­

ta una superficie libre bastante irregular. 

qna vez que el aire queda atrapado, en forma de burbujas, 

tiende a seguir las fluctuaciones de velocidad del flujo tur­

bulento1 este transporte de burbujas es restringido por las 

fuerzas de flotaci6n hasta que se logra un equilibrio, en el 

que el aire que es lanzado fuera del flujo, es reemplazado por 

al qua ea atrapado. Este equilibrio se refleja en el abulta­

miento del flujo • 

• 
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cuando el flujo' conserva el equilibrio antes mencionado y 

cuando la apariencia ruqosa de la superficie ,libre lleqa a 

ser estad!sticamente similar de una secci6n a otra, se dice 

que el flujo ha alcanzado una condici6n normal de aeraci6n, 

Asto es, ~e ha alcanzado un flujo uniformemente aireado pa­

ra los valores de secci6n, pendiente, ruqosidad y descarqa, 

dados. 

El qrado de aeraci6n de una corriente puede medirse a trav6s 

de la concentraci6n media de aire e definida por 

e. vol. de aire 
vol. ·de agua + vol. de aire (2 .u. 

~: !..'. . . 

·lc:Una óaracter!stica t!pica de este fen6meno es el hecho de 

·que la concentraci6n de aire dentro del flujo se va increme! 

tando desde el fondo, exhibiendo una transici6n suave desde 

un valor,finito cerca del mismo hasta un m4ximo del 100• en 

la superficie libre, aproxim4ndose a este valor en forma 

aaint6tica. Esto mismo, sucede en el arrastre de sedimentos 

en suspensi6n, s6lo que en sentido inverso ya las part!culas 

de sedimentos son' m4s pesadas que el agua. Una forma t!pica 

de ·la distribuci6n de la concentraci6n de aire en una secci6n 
. -

vertical de un canal de pendiente fuerte puede verse en la f! 

qura 2.1 obtenida de las pruebas de laboratorio efectuadas 

·por Straub y Anderaon (ref fd. Asimismo, en la fiqura 2 .·2 se 

presentan las mediciones de la concentraci6n de aire en una 

• 
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aecci6n trasversal de un canal, realizadas por Straub y Lamb 

(ref io), Puede verse que los niveles de concentraci6n de 

aire son considerablemente mayores cerca de las paredes lat~ 

ralea que en las regiones centrales del escurrimiento, dato 

ea, el efecto de abultamiento en el flujo es m4a'aensible en 

las regiones cercanas a·las paredes laterales que en laa re­

giones centrales, Esto quiere decir que en las regiones la­

terales la forma de la secci6n y la turbulencia generada por 

las paredes .tienen un efecto importante en el fen6meno • 

. • 

2.2.2 Cta4idicaci6n det 4en6meno 

ca.Dentro del escurrimiento, el aire se manifiesta en forma par­

cial o total, segdn sea el &rea que ocupe¡ superficial o com­

pleta con respecto al ti~ante afectado1 intermitente o contt­

nua con respecto a su frecuencia de ocurrencia. 

La clasificaci6n de los tipos de flujos aireados que se pre­

sentan depende de las observaciones realizadas por cada au­

tor. As1 por eje~plo, en r&pidas Michels y Lovely (ref 20) 

clasificaron (segdn la apariencia de la superficie libre del 

agua) loa tipos de arrastre que observaron de las cuales se 

incluyen en este. inciso los. que se consideran m4s comunes en 

la pr4ctica. 
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a) Flujo fluctuante 

Presenta generalmente una suave ondulaci6n superficial sin 

arrastre de aire, Se presenta en flujos sobre canales con 

pendientes suaves uniformes o en las partes superiores de 

.los canales de pendiente fuerte. Tienen como caracter1sti­

cas comunes una velocidad baja o media, turbulencia y qra- · 

diente de enerq1a pequeños. 

b) Flujo rotatorio 

Generalmente presenta una superficie libre aqitada sin incre­

mentar considerablemente el tirante del escurrimiento. Como 

,., ejemplo se tiene el flujo de una corriente natural con pen­

diente suave y fondo irregular. Las caracter!sticas comunes 

son1 variaciones superficiales grandes, mayor turbulencia lo­

cal que el flujo fluctuante y componentes normales (perpendi­

culares a la superficie libre) de velocidad. 

c) Flujo escarificado 

Se da cuando la mezcla aqua-aire se forma en una capa delqada 

en la superficie libre de la corriente. Aparentemente, al 

aira es atrapado por las part!culaa de agua que han sido lan­

zadas de la corriente principal. Este tipo de flujo presenta 

qaneralmente un !~cremento pequeño o moderado en el tirante 
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del f~ujo. Como ejemplo se tienen las rápidas con poca pen-­

diente y con el fondo ~el vertedor o canal de una rugosidad­

mediana o bien en canales y vertedores de gran longitud. Las 

características comunes son: variaciones grandes.en la supe! 

ficie del agua y considerables componentes 

·1ocidad. 

d) Flujo emulsificado. 

normales de V!!. 

Presenta una emuldfi.caci~n fuerte y cont~nua de aire, una -

superficie libre irregular y espumosa, y un. incremento cona! .-
derable en los tirantes del flujo. El arrastre se inic~a sd­

;:~i,bita~ente a cierta distancia (dependiendo de la rugosidad, -

1 pendiente y gasto)· a partir de la parte superior de la es--­

tructura y contin~a incr~ment~ndose con la distancia aguas -

abajo. Como ejemplo se tienen los flujos en canales y verte-
• 

dores de gran pendiente o en rápidas de gran pendiente y fon 

do rugoso. Las caracter~sticas m~s comunes son: una turbulen 

cia general a partir de la secci~n donde se inicia el arras­

tre y hacia agua~ abajo~ grandes componentes normales de ve­

locidad y un gradiente de energ!a considerable. 

e) Flujo que semeja la ebullicidn. 

Presenta una superficie libre totalmente irregular con gran­

des velocidades en direccidn normal a ella. En este caso, el 
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tirante del flujo se incrementa localmente1 ~in embargo, este 

incremento va disminuyendo conforme la turbulencia se va ex-

. tinguiendo hasta que finalmente el aire escapa. Como ejemplos 

' se tienen el salto hidr4ulico y los chorros a alta velocidad. 

Las caractertsticas comunes son1 grandes componentes vertica­

les de velocidad y gradi~ntes altos locales de energta. 

Ehrenberger (1926) por su parte, dividi6 el flujo aireado en 

varias zonas (fig 2.3).1 una zona cercana al piso del canal 

con agua exclusivamente, una capa de agua con algunas burbu­

.jas de aire, una mezcla de agua-aire, una capa de aire con al­

gunas gotas individuale~ de aqua y finalmente un movimiento.•!!. 

'perior de aire, Posteriormente, varios ~utores han adoptado 

:;esta clasificaci6n para delimitar las fases del flujo y atri-

buir caracter~sticas especiales a la fase intermedia para po­

der explicar sus observaciones. 

En r4pidas y vertedores a superficie libre, Cain y Wood (ref 

24) dividen al flujo en zonas de desarrollo de la aeraci6n 

en la forma siguiente. (fig 2.4). 

1. Regi6n de flujo no aireado. Principia en la parte supe­

,.' ·rior del vertedor o dpida y termina en el ·punto donde 

se inicia el· fen6meno de la aeraci6n, 

' 
2. Regi6n de flujo gradualmente variado, Principia en el 

punto de iniclo de arrastre y est4 formada por dos reqio 

' 
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nea 

·al Regi6n de flujo parcialmente aireado. Donde el aire no 

alcanza a llegar al fondo del canal. 

b) Regi6n de flujo totalmente aireado. Donde el aire ha P!. 

netrado en todo el tirante del flujo pero existen cam• , 

bioa en los perfiles de velocidad y concentraci6n de ai­

re de una secci6n a otra1 esta regi6n puede no existir 

si el fen6meno de inclusi6n no ea suficientemente fuerte. 

3. Regi6n final de flujo uniforme. Es la regi6n final don­

de loa perfiles de velocidad y concentraci6n de aire no 

,. : .. cambian de una aecci6n a otra. 

De la clasificaci6n dada por Michela y Lovely el tipo de flu­

jo que ha recibido mayor atenci6n en las investigaciones rea­

lizadas es el denominado como flujo emulsificado, probableme~ 

te porque es el que produce los mayores efectos pues el tira~ 

te del flujo resulta mayor que el que ae calcula para un flu­

jo con agua no aireada, pudiendo haber derrames a causa de un 

libre bordo insuficiente en las paredes laterales de canales 

·Y vertedores1 ademas, la mezcla agua-aire no se .comporta como 

se comporta~ta el. agua sin incluai6n de aire. 



12 

·2, J Te.01tla4 q.ite. upt.lca11 e.t 01tl9e11 de.t 6e.116me.110 

· 2, J, 1 Te.Mla de.t a6to1ta"mle.11.to de. ta capa tlm.l.te. .tu1tbute.1t.ta 

Parece ser. que La ne (ref 9) fud el primero en adelantar la 

idea de que el arrugamiento· superficial de la Umina vertien-

te, que precede la aparicidn del agua blanca, se debe· a la 

turbulencia que ha· llegado a aflorar en la superficie. Con-

cretamente, el mecanismo sugerido por Lane serta el siguien­

te1 Una vez que la corriente hace contacto con la cresta del 

vertedor empieza a formarse una capa ltmite laminar que poco· 

m4s adelante se vuelve turbulenta. Esta capa va incrementan­

do su espesor a medida que la 14mina vertiente baja sobre el 

;.,vertedor y en el momento justo en que ocupa todo el espesor 

· del flujo, empieza a manifestarse el arrugamiento de la supe! 

ficie que precede al agua"blanca. 

Analizando una seccidn trasversal del flujo aireado se puede 

apreciar que un parte del gasto lo forman gotas de agua que 

han sido desprendidas del cuerpo de agua y lanzadas al aire 

por au cantidad de· movimiento inicial, venciendo la fuerza de 

tenllidn auperficiaL Durante su regreso las gotas arrastran 

aire hacia la corriente principal. La cantidad de aire que 

una parttcula o parttculaa de agua puede arrastrar depende, 

HgGn Michels y Lovely (ref 20), del tamaño, forma y velocidad 

de cada parttcula individual, de la densidad, de su distrib~ 

• 
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cidn espacial en'el aire y del qrado de interferencia mutua 

ocasionada por la existencia de movimientos laterales y fuer­

·zas de impacto. Las proyecciones de qotas de aqua hacia el 

fluido ambiental (aire) son de unas dimensiones y espaciamien 

to variable y presentan una ocurrencia aleatoria.· 

Killen y Anderso~ (ref 34), utilizando equipo fotoqr4fico de 

alta velocidad de exposicidn, aprecian que la reqidn superior 

del flujo no es una nubosidad de qotas de aqua volando en el 

medio ambiente, las cuales al reqresar arrastran aire a la m!. 

sa fluida, sino que· dicha reqidn est4 compuesta por qrupos de 

ondas superficiales de amplitud y frecuencia aleatoria. Esta• 

ondas al romper arrastran el aire en forma de burbujas hacia 

!>la regidn inferior, donde son difundidas por turbulencia con­

trarrestando las fuerzas de f lotacidn hasta establecer una di! 

tribucidn de concentracidñ de aire estable. Si la difusidn 

turbulenta no es lo suficientemente intensa, como para sobre­

pasar las fuerzas de flotacidn, podr4 existir una reqidn cer­

ca del fondo del canal que est~ libre de burbujas de aire. 

De esta manera, el aqua blanca puede quedar· prácticamente co!!. 

centrada en la parte superior de la corriente, en espesores 

que se mantienen casi constantes sobre qrandea distancias. 

Finalmente, seqdn.la teoria del afloramiento de la capa limite 

turbulenta, para que el arrastre de aire principie y continde 

desarroll4ndoae con la dist.ancia ea necesario que la turbule!!. 
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cia en la interfase de la·co~riente permanezca sensiblemente -

constante, o bien que tienda a incrementarse, Para que se cum­

pla· estas condiciones es requisito indispensable que la capa -

límite turbulenta se extienda hasta alcan~ar la superficie li­

bre del agua. Esta hipótesis fue sugerida, como ya se dijo, -­

por primera vez por Lane al comprobar experimentalmente que la 

sección cr!tica donde aparece el agua blanca se va alejando de 

la cresta a medida que crece el gasto, es decir, a medida que­

crecen los tirantes. De.este modo, la capa límite turbulenta -

que empieza desarr~ll~ndose cerca de la cresta del ci~acio y -

va eleV~ndose poco a poco, alcanza la superficie libl"e tanto .:. 

m~s aguas abajo cuanto mayor es el tirante. 

2, 3. 2 Teor!a de la afloración de estrías vorticosas, 

Esta teoría fué presentada por E, Levi en 1965, para tratar de . 
explicar el origen del agua blanca. Como resultado de una se-~ 

rie de observaciones e~perimentales, tanto en modelos como en­

prototipos, donde apareció el fen?meno; ~evi señaló la presen­

ci~ de estrías en sentido longitudinal, que aparecen claramen­

te en la zona de iniciación del agua blanca. Levi explicó la -

emulsión de aire en las l&minas vertientes como una consecuen-

cia de·1a afloración de dichas estr~as vorticosas, las que en­

contacto con la atm?sfera producen un fuerte mezclado dando -­

origen al fenómeno del agua blanca. 
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De esta manera, Levi descarta la posibilidad de que el origen 

del fen6meno sea la afloraci6n .de la capa l!mite turbulenta 

argumentando que el tipo de turbulencia desarrollada en la C!, 

pa l!mite no parece en lo absoluto capaz de emulsionar insta.!l 

t4neamente cantidades muy grandes de ai~e, por el simple'hecho 

de alcanzar el contacto con la atm6sfera (ref 27), 

Segdn esta teorla la descripci6n del fen6meno puede hacerse 

de la siguiente forma (ver fig 2.s)1 para un observador que 

mira de cerca notar& la presencia de tres zonas1. una zona en 

la parte superior donde la superficie del agua aparece tersa 

y lisa, eventualmente surcada por rayas longitudinales (zona 

1)1 .poco m4s abajo la superficie de la 14mina vertiente se 

arruga sin que ésta pierda" su transparencia (zona 2) 1 luego 

empiezan a aparecer aisladamente f 16culos espumosos, siempre 

mas apretados, hasta que toda la superficie se vuelve comple­

tamente blanca (zona 3), 

Entre las caracter!sticas principales de las estr!as vortico­

sas, observadas por Levi, se puede decir que tienen un car4c­

ter aislado y espor4dico con un espaciamiento casi regular e.!l 

tre ellas, adem4e de que son persistentes, ya que despu~s de 

romper una estr!a primitiva puede reestructurarse y eventual­

mente volver a romper m4s aguas abajo. En una primera inves­

tigaci6n (ref 39) de estos v6rtices, llevada a cabo en un mo­

delo. del vertedor de la pres~. Peñitas, Chih., el Dr. Levi sus. 
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cion6, un poco aguas abajo de la cresta, la c~pa 11mite de la 

vena l!quida. ·A pesar de haberse aplicado fuertes aapiracio• 

nea, no fue posible hacer desaparecer o tan a6lo atenuar las 

estr!as1 por esta raz6n y por su car4cter aislado y espor4di• 

co, Levi supone que las estr1as no pueden atribuirse a un da~ 

sarrollo de capa 11mite aguas abajo de la cresta. 

Una explicaci6n de las caracter1sticas mencionadas puede ha­

llarse, segdn Levi, en el fen6meno de la •ruptura de v6rti• 

ces• (ref 31). Eate fen6meno fue deacubierto por Peckham y 

Atkinson en 1957, al estudiar en tdnelea de viento el ~ompor­

tamiento de alaa delgada& en forma de delta para aviones su• 

pers6nicos. Se observ6 que al aumentar el 4ngulo de ataque, 

loa v6rtices longitudinales que se desprenden de::los extremos 

de las alas se iban intensificando hasta que a veces se prod~ 

c!a, a cierta ·distancia aguas abajo, un cambio brusco en la 

naturaleza del v6rtice mismo, como si un cuerpo hemisfGrico 

imaginario se hubiera colocado de repente sobre el eje del 

v6rtice, obligando al flu!do a rodearlo, 

T.B. Benjamin ide6 una teor!a en que la ruptura de v6rticea 

se considera como una tranaici6n entre dos estados conjugados 

din4micamente; haciendo una analog1a con lo que sucede en el 

salto hidr4ulico en el flujo en un canal. Para una diatribu­

ci6n dada de,carga total y de circulaci6n en las superficie• 

del flujo (ref JO), el eatado de aguaa abajo es •subcr1tico• 
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ya que pueden producirse en el v6rtice ondas estacionarias 

sim~tricas con respecto 'al eje del v6rtice mismo, mientras 

que el estado de aguas arriba, e~ el cual esto no es posible, 

ser& "supercrítico•. 

Con estos antecedentes Levi caracteriza a las estrías que ªP! 

recen al final de la r4pida de la fig 2.6 Dichas estrías 

tienen todo el aspecto de v6rtices ondulados en rdgimen sub­

crítico que provienen de estrías lisas que, por su tamaño, s~ 

·bresalen entre el rayado superficial de la 14mina y que •e­

rían los mismos v6rtices en condiciones·supercr1ticas. Es de 

notarse que mientras se encuentran en r~gimen supercrítico e! 

tos·v6rtices no revelan ninguna tendencia a englobar aire, en 

cambio,· en rl!gimen subcrltico, si bien en un principio no hay 

mezcla aparente tal vez porque el movimiento vorticoso no al­

canza la superficie, hacia aguas abajo empieza una emulsi6n 

r4pida y violenta. 

La pres~ncia de dichas estrías en el sentido longitudinal, que 

aparecen claramente en la zona de iniciaci6n del agua blanca, 

fueron observados en prototipos por diversos investigadores 

(ref 24). 

Con relaci6n·al origen de la• estrías es muy poco lo que se c~ 

noce hasta la fecha. SegGn Levi (ref 39), esas estrías no pa­

recen nacer en la regi6n de la cresta vertedora1 sino en una 
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regi6n cercana al piso del canal de llegada, a cierta distan­

cia de la cresta, donde ·se forman v6rtices paralelos a la co­

rriente, que nacen dentro de la capa 11mite que se desarrolla 

en dicha regi6n. Estos movimientos helicoidales se transfor­

man aguas abajo de la cresta en poderosos vdrtices superfici! 

les capaces de producir el agua blanca, 

En resdmen, la explicaci6n de Levi es como sigue (ref 30). 

a) Todo flujo, laminar o turbulento, que ingre.sa a una ere! 

ta vertedora o a una r!pida, presenta la aparici6n de e! 

trlas vorticosas longitudinales en el sentido de la co­

rriente (zona 1, fig 2.5). 

b) 
¡1·• 

A cierta distancia a partir de la cresta ocurre una rup-

tura que crea condiciones subcrlticas en las estrlas y 

las abulta (zona 2, fig a.s). 

el Aguas abajo, donde las estrlas han logrado aflorar en la 

superficie, grandes can~idades de aire quedan enrolladas 

e introducidas en el seno de la masa llquida, producidn­

dose as! el agua blanca (zona 3, fiq i.s). 

2.J,J Oi4cu4i6K dt La4 tto4la4 p4t4tntada4 

Desafortunadamente, hasta la fecha ninguna de las teorlas pr!. 

sentadas ha sido demostrada completamente, ambas se basan en 

hip6tesis sugestivas y observaciones cualitativas. La hip6t!. 
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sis de que la aparici6n del agua blanca es el resultado de la 

afloraci6n de la capa l!mite, queda apoyada por las observa-· 

ciones en prototipos donde se ha visto que la secci6n donde 

aflora dicha capa l!mite se aproxima a aquella donde principia 

la aeraci6n. Sin embargo, esta hip6tes~s adolece de varias 

objeciones1 como es el hecho de que una vez que la capa l!mite 

ha alcanzado la superficie libre, el agua.blanca tendr!a que 

empezar en forma sdbita y en una l!nea bien.definida y trasve!_ 

sal a la direccidn de la corriente, lo que no su~ede en algu• 

nas estructuras1 como por ejemplo en el vertedor de la presa 

el Recodo en M4xico (fig z,S), donde el inicio del fendmeno 

presenta un trazo irregular en forma de dientes de sierra. I!l 

cluso en algunas f otograf!as presentadas en la ref 20 se logra 

apreciar que una vez qu~1el fendmeno est4 totalmente desarro• 

llado, la estructurada estriada, arriba mencionada, subsiste 

por debajo de la capa de espuma superficial que la cubre. AB! 

mismo, el proceso por el cual el aire es atrapado no parece t~ 

ner la energ!a suficiente para introducir las grandes cantida­

des de aire que se observa lleva el agua blanca. No obstante, 

la aparente aproximaci6n de los puntos de inicio de arrastre, 

calculados con esta teor!a, hace pensar que la turbulencia ge­

nerada en la superficie tenga alguna contribucidn en el desa­

rrollo del fendmeno. 

Por otra parte, estas objeciones se convierten en aspectos fa­

vorables si se considera la hipdtesis de la afloraci6n de lal 

eatr!as longitudinales, ya que el car4cter estriado de datas y 
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la fu'erte turbulencia que producen i:Jurante su afloramiento CO!!, 

cuerdan mejor con las caracter!sticas observadas durante el d!. 

sarrollo del fen6meno. Sin embargo, el escaso conocimiento 

que se tiene acerca de estas estr!as ha hecho que esta teor!a 

no haya sido estudiada m4s ampliamente, Por otra parte se pla!!. 

tea la necesidad de estudiar la posibilidad de que sea, en CO!!, 

junto, la afloraci6n de las estr!as y de la capa l!mite turbu­

lenta la q'ue produzca el fen6meno. 

Hasta ahora, se tiene una aceptaci6n general del.papel que ju!. 

ga la turbulencia en el mecanismo de la aeraci6n1 por esta ra­

z6n se han desarrollado importantes trabajos (Bauer, Campbell, 

Cox.y Boyd, etc) para predecir el inicio del arrastre de aire 

basados·en esta teor!a •. sobresale entre ellos el trabajo de 

Keller y Rastogui (ref 12) quienes han demostrado experimental . . -
mente qua el inicio del agua blanca se acerca al punto donde 

aflora la capa l!mite turbulenta. Esto les ha permit1do pre­

sentar un m6todo pr4cti~o y Otil para el c4lculo de la secci6n 

cr!tica de afloramiento. Este m6todo junto con el de Bauer se 

presentan en el siguiente cap!tulo. 
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·. 

3, METODOS PARA LA P~EDICCION DEL ARRASTRE DE AIRE 

,,_3, 1 · z n.t11.o ducc.i.11 n 

En el cap!tulo 2 se describieron las teor!as sobre el origen 

del arrastre de aire1 se ha dicho que la hipdtesis m4s utili­

zada en las investigaciones realizadas es aquella que consi­

dera que el agua blanca principia en el punto donde la capa ,_ 
l!mite turbulenta tiene un espesor igual al tirante del flujo, 

se considera adem4s que la cantidad de movimiento <rroducto 

de las fluctuaciones de velocidad) de las part!culas de agua, 

localizadas en la superficie .libre del agua, es ·suficiente P!. 

ra vencer la tensi6n superficial, Esta hip6tesis se apoya en 

1011 resultados obtenidos por los m4todos de predicci6n bas·ado11 

en esta teor!a, resultados que concuerdan en forma aproximada 

con.las observaciones experimentales realizadas por diferentes 
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autores (refs 11·, 12, 19, 24). 

·En este cap!tulo se presentan dos mGtodos que permiten preda• 

cir el arrastre.de aire en flujos sobre r4pidas y vertedores, 

ambos basados en el desarrollo de la capa límite turbulenta, 

El primero de los mGtodos debido a w.J, Bauer (ref 11) publi­

cado en 1954 y el se'gundo debido a Kellar y Rastogui (ref 12) 

publicado en 1977. Asimismo, se presenta un an4lisis compar!, 

tivo entre los puntos cr!ticos obtenidos con el mGtodo de 

Bauer, para diferentes pendientes, gastos y rugosidades, y 

los puntos cr!ticos· observados en diferentes prototipos y que 

han sido reportados en la literatura. Finalmente, se presen­

ta al análisis del principio da la aeraci6n qua basado en la 

t><afloraci6n de las estr!'aa vorticosas fue sugerido por el Dr, 

Levi. 

Antes de dar p~so a la presentaci6n de los m~todos conviene 

exponer algunos conceptos de la teor!a da la capa l!mite tur­

bulenta. 

3,f Concepto4 gene~ate4 4ob~e capa t.ltnite 

. En 1904 L. Prandtl deaarroll6 al concepto de capa l!mite al 

cual proporciona un importante enlace entre el flujo de un 

fluido ideal y el da un fluido real1 en este Gltimo si la Vi! 

cosidad es pequeña (como en el agua por ejemplo), el efecto 

da rozamiento en el fluido es apreciable en una regi6n carca-
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na a las fronteras s6lidas del flujo1 la.que.como se ve a co!!. 

tinuaci.6n, puede crecer hasta alcanzar todo el flujo. Fuera 

·de esta regi6n el flujo se considera como el de un fluido 

ideal o flujo potencial. 

La capa de fluido que ve .su.velocidad afectada por la fuerza 

cortante en la frontera recibe el nombre de capa l!mite, la 

cual es sumamente deigada en el borde de ataque de una front!, 

ra s6lida que se encuentre en reposo al paso de un fluido con 

velocidad uniforme. Conforme m4a alejados sean los puntos de 

la pared, la velocidad.se acercar& asint6ticamente a la velo­

cidad del flujo potencial1 por otro lado, la acci6n conttnua 

de los esfuerzos cortantes tiende a frenar parUculas a~.icio-
... 
,.nales de fluido a medida que se avanza en la direcci6n del 

flujo, esto hace que el espesor de la capa l!mite se increme!!. . . 
te con la distancia desde'el borde de ataque. En la fig 3.1 

se muestra, pa~a un flujo sobre una placa plana, en forma es­

quem4tica ese aumento y la distribuci6n de velocidades. 

Se considera como espesor, a, de la capa l!mite la distancia 

desde la pared al punto donde la velocidad alcanza un valor 

igual a 0.99 de la velocidad media U0 (velocidad de un flujo 

potencial). El l!mite anterior se expresa comos y• a si 

u • 0.99 U0 y se ha escogido por la necesidad de acotar la C! 

pa l!mite, ya que te6ricamente u • U0 cuando y • •· 

En un principio, ei flujo dentro de la capa l!mite es laminar 



24 

y las velocidades siguen una distribuci6n pa~ab6lica. Esa.e!. 

pa se conoce como capa l!mite laminar. Al continuar increme!!. 

.t4ndose el espesor de la capa, el flujo en ella puede llegar 

a ser inestable y la capa l!mite laminar pasa a ser turbulen­

ta. La secuencia capa l!mite laminar-capa l!mite.turbulenta 

se da a travlls de una transici6n y ocurre siempre que la su­

perficie sobr~ la que se desarrolla la ~apa l!mite se~ sufi­

cientemente larga (fig 3.1). A.medida que el grado de turbu­

lencia de la corriente libre aumenta, o es mayor su velocidad 

u0 , la transici6n de capa l!mite laminar a turbulenta ocurre 

m4s cerca del borde.de ataque. Dicha regi6n de transici6n ~ 

tiene tiene una localizaci6n fija sino que oscila en la dire=. 

·c'i6n del flujo. Para definir la distancia a la cual se ini-

-n,¡cia la transici6n de laminar a turbulento, se utiliza genera! 

mente el nllmero de Reynolda, Rx ~ U0 X/y, donde como ya se di­

jo, U0 es la velocidad del flujo libre no afectado por los 

efectos viscos~•· X es la distancia medida a partir del ini­

cio de la placa o frontera en la direcci6n del escurrimiento, 

y y, es la viscosidad cinem4tica del fluido. Experimentalme!!. 

te se ha visto que la transici6n se p~esenta cuando dicho nd­

mero de Reynolds ~st4 comprendido entre 500,000 y 3,ooo,ooo. 

Aat, el flujo dentro de la capa l!mite es laminar si 

l\c ~ 500,000 y es turbulento si es mayor de 3,000 000 

AGn cuando el rllgimen.en la capa l!mite se· haya transformado 

en turbulento se tiene una capa muy delgada adyacente a la P!. 

red que presenta c'aracterhticas de flujo laminar1 a lleta re.; 
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gi&n se le· conoce como subcapa visc0sa (ver fig 3.1) 

La naturaleza del flujo dentro de' la capa Umite se compU.ca­

por la presencia de un flujo rotacional y por esfuerzos cor-­

tantea intérnos, los cuales alcanzan un máximo en la frontera 

s&lida. En el caso de la capa limite laminar, ambas complica­

ciones se pueden considerar a trav6s de un tratamiento ~nalt-' 

tico (soluci&n de Blasius) y su desarrollo se puede manejar -

sin tener que recurrir a mediciones experimentales. 

Por otra parte, se ha visto que la capa limite turbulenta ~1-

ta formada por.zonas de diferentes tipos de flujo. Asf, .la -­

viscosidad efectiva,, la cual es la suma· de la viscosidad din! 

mica molecular y la viscosidad dinámica de remolino (viscos!-

~·· dad vorticosa) varia de la pared hacia afuera, a travAs de la 

capa limite, esto dificulta un posible tratamiento analttico. 

En vez de Asto, se siguen procedimientos semiemptricos, en -~ 

los cuale~ se predice .la forma de la relaci&n entre el esfue! 

zo tangencial en las paredes y la distribuci&n de velocidad. 

Una descripción detallada y completa de la teoria de la capa 

limite cae fu~ra de los prop&sitos de este trabajo, mayores­

detalles pueden verse en las referencias 13 a 16. Aqut sola­

mente se presentan algunos de los conceptos. que se conside-­

ran importantes para definir el desarrollo de la capa ltmite 

sobre un canal de pendiente fuerte. 
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En adici6n al espesor nominal de lo capa l!mite, ya definido 

anteriormente, generalménte se utilizan dos par4metroa m4s de 

longitud para •1· estudio de capa l!mite, el primero de ellos 

se refiere al llamado espesor de desplazamiento 4d , definido 

anal!ticamente por 

~ )dy 
o 

(3.1) 

y que es la distancia que habr!a que desplazar la pared hacia 

adentro del fluido para que el caudal fuese el mismo que se 

tendr!a si no hubiese acci6n de frenado de las part!culas 

fluidas en las proximidades de la pared, En otras palabras, 

la ec 3.1 permite obtener la distancia que tendr!a que despl! 

zarse la frontera hacia dentro del flujo, de tal manera que 

con la velocidad U0 , se tuviera el mismo gasto unitario. Co­

nocida la ley de distribuci6n de velocidades, u, ea factible 

valuar ad, con mayor propiedad que la fijada al valuar 4. 

Experimentalmente se ha visto (ref 11) que el espesor de des­

plazamiento adquiere valores entre 1/8 y 1/10 del espesor de 

la capa l!mite, dependiendo del ndmero de Reynolda. 

El otro par4metro se refiere al espesor de cantidad de movi­

miento 4m , definido por 

a • m 
u 

Uo· -
(3. 2) 

1 
j 

f 

¡ 
1 

1 
! 
1 

1 
' ! 

. ! 
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y que' es el desplazamiento de la fronte~a·tal que con la vel.!!. 

cidad U0 , se reprodUCQ la CBntidad de movimiento del flujo. 

Este parlmetro adquiere valores del orden de 0.12 del espesor 

.de la capa 11mite¡ s1 se considera que la distribuci6n de ve­

locidad es representada por (u/U) = (u/U)n, donde li = ,2.2 

(ref 28), 

En la fig 3,2 se presenta una esquematizaci&n de ambos psr4m!. 

troe. 

Para obtener las caracter1sticas de la capa 11mite (espesor,­

distribuci&n del esfuerzo cortante, etc), se han buscado sol~ 

ciones que, aunque aproximadas, permitan resultados prlcticoe 

flcilee y rApidos. E~tre dichos m6todos se encuentra el pro--

puesto por Von - Karman, que consiste en aplicar la ecuaci&n­

de cantidad de movimiento a un volumen de control dentro de - ·. 

la capa 11mite. Esta ecuaci6n se puede ·expresar para un r6gi~ 

men permanente como (ref 11): 

donde 

2 'o 
-= 
p u: 

d ªm 
2 --+ 

dx 
(2 + A) (3.3) 

t 0 , esfuerzo cortante que actda sobre la frontera e61! 

·da 
C¡, 

p, 

A • 

coeficiente local de resistencia . 

densida.d. del fluido 
a /a , · d m ' parAmetro que toma en cuenta la forma del 

· ' perf i 1 de v~ locidade • 

x, distancia desde el borde de ataque 
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La ecuación 3.3 puede integrarse, para un flujo potencial arb!, 

trario U0 (x), si se conoce ~ómo se relacionan ªm' a4 y C1 • 

Muchas de las ideas concernientes a la capa limite encuentran 

sus baaea en abundantes datos experimentales sobre el flujo e'n 

tubertas, entre ellas.se encuentran las ecuaciones de distrib!_ 

ción de velocidad de Prandtl - Von Karman para flujos turbule!l 

tos. A este respecto H. Rouae (ref 17) presenta 

u 5,75 . V + 5.5 -- loglO ( ~y) v. (3,4a) 

para superficies lisas, y 

u 5.75 loglO ( 
y + a.s -- T v. <-· (3.4b) 

para superficies rugosas, donde V* es·la velocidad al cortante . 
(V* • ./T;Til ) , K ea la rugosidad equivalente de Nikuradse e Y 

ea el tirante del flujo, 

3,3 M~todo de B~ue~ (~e& 111 

La ecuación integral de cantidad de movimiento de Von Karman 

· (ec 3.3) es modificada por Bauer a trav~s de una simplifica­

ción. Para ello Bauer define la carga de velocidad para el 
• 

flujo potencial, de acuerdo con la fig 3.2, de la siguiente 

forma 
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o bien, X = (3.5) 

en la cual g, es la aceleracidn de la gravedad, s, ea el seno 

de la funcidn del 4ngulo de inclinacidn del canal c~n la. hori­

zontal. Sustituyendo esta definicidn en la ec 3.3 resulta 

d 4 4 
C¡ • 2 ...,..,,!! + ~ + 

u X X 
1 

2 'm x. (3. 6) 

La ecuacidn 3.6 representa, como ya se dijo, una aproximacidn 

a la scuacidn de Von Karman 3.3, puesto que al definir X, con 

la ec 3.5.se ha despreciado el gradiente de preaidn y ae ha 

aup~esto que las pendientes del lecho y de la superficie libre 

del agua son iguales1 po"rc esto mismo, el origen de las X no ea . 

constante, mientras que al derivar con respecto a ella se·ha 

supuesto que st lo es. Sin embargo, segOn Bauer, las aproxima 
' . -

ciones anteriores no introducen' serios errores, excepto en la 

regidn cercana a la cresta del vertedor. 

La ec 3.6 permite conocer el espesor de la capa límite 4, ya 

que, si se conocen c1 y A la ecuacidn puede resolverse para 

4111 • Conoci~ndo este valor y el .de u, el valor de a, se puede. 

obténer a ·partir de la ec 3. 2 • 

Sin necesidad de entrar a discutir las ecuaciones de movimien­

to, Bauer estudid las caractertaticas de la capa límite a tra­

v6a de loa par4metroa c1, A y a por medio de argumentos exclu-
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•ivamente adimensionales, Un an41isis de las ecuaciones ante­

riores le permitid determinar la• variables que intervienen en 

el problema1 a9re9ando 

•i9uientes relaciones 

las propiedades del fluido formd las 

4 • f¡(U0 , k, x, p, p, 9, q, S)" (3 .7) 

C¡'" 9¡ (U0 , k, x, p, p, g, q, S) (3.8) 

6 • h¡(U0 , k, x, p, p, 9, q, S) (3.9) 

en la cual p; es la viscosidad dinllmica del fluido y q es el 

gasto unitario. 

Aplicando el teorema de Buckin9ham - Vaschy es posible reducir 

el ndmero de variables formando combinaciones adimensionales 

entre ellas, tales como 

!~ f2 ( U0 X k uz ...!L. s) ' ' = ' X V X 9x U X ' o 
(3.10) 

C¡ ~ 92 ( u.x ~ u2 
• ~ • s). ' = V X 9x 

(3.11) 

6: • h2 ( U0 x ~ uz ...!L. s) ' ' = • 11 X 9x U0 X ' 
(3.12) 

A partir de la definicidn de X "(ec 3,5) puede verse que el co­

ciente U~/gx, ea directamen~e proporcional a la pendiente s, 
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·de manera c¡ue. ambos párametros adimencion.ales son redundantes 

y por lo tanto es p,osible eliminar a una de ellas sin alterar 

en nada la determinaci&n del problema. Resulta más apropiado-
• 

eliminar la combinaci&n ui/gx, puesto c¡ue, s, ge~eralment~ es 
un dato y no requiere de cálcu.lo alguno, Con lo antel'iol' las~ 

relaciones funcionales (3,10)a (3.12) s.e reducen a 

! • f2 ( Ugx , ~ ....!L. , s) X " X 1 U0x 
(3 .13) 

C¡" 92 ( 
UqX k ....!L. s) 
" X ' U0 x ' 

(3 .14) 

A .. h2 ( U a X , ~ ....!L. s) 
11. X ' U0 x 1 (3,15) 

·" ·. 
A pal'tir de ac¡ut, es necesario recurrir a la experimentaci&n­

para tratar de encontl'al' la forma en c¡ue las combinaciones adf 

mencionales anteriores describen el fen&meno. 

La investigaci&n de laboratorio realizada por Bauer se puede 

resumir en las figuras 3,3, a 3,7¡ en la fig 3,3. se muestran 

los perfiles de velocidad, para una superficie lisa, medidos-

por Bauer, de donde le fue posible obtener el espesor de la -

capa .11mite, asociada a. una .distancia medida a partir del or! 

gen mostrado en la fig 3,2, los perfiles. de velocidad y espe-
• 

sores de la capa l1mite correspondientes a una superficie ru-

gosa se presentan en la fig 3,4, 

. '· 
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Con los valores medidos del espesor. de la capa l!mite, los va-· 

lores de k (correspondie·nte a canal liso o canal rugoso), de · 

s (pendiente del canal), q (gasto unitario) y los valores de 

U0 calculados con la ec 3.5, Bauer obtuvo todos los elementos 

que intervienen en la relaci6n funcional 3.13 • Asimismo cale~ 

(ecs 3.1 y 3,2) 

integraci6n num4rica, los valores de ad Y am 
I 

y con ellos el valor del par4metro A y poste-

16, a trav4s de 

riormente ·el coeficiente c 1 (ec 3.6) correspondiente. Con el 

an4lisis dimensional y las mediciones anteriores, Bauer, pudo 

apreciar la influencia de cada uno de los par4me.tros adimensig, 

nales sobre el desarrollo de la capa l!mite1 estos resultados 

se presentan a continuaci6n. 

·El gasto tiene poco efecto' sobre el espesor de la capa l!mite 

·para un valor fijo de x. Esto puede apreciarse en las figs 

3.5 y 3.6 • Se ve ah! que los puntos correspondientes a una 

misma pendiente y rugosidad pero con diferentes gastos caen 

en una misma l!nea, dentro de los límites de la variaci6n ex­

perimental. Sin embargo, s!·juega un papel significativo en 

la determinaci6n del tirante de flujo y por lo tanto en u0 , 

de manera que es determinante en la localizaci6n del punto cr! 

tico dado que la presencia de una superficie libre limita el 

desarrollo· de la capa Umite. Por tanto, es necesario el cong, 

cimiento del·valor del gasto para obtener el valor de X al 

cual se da este l!mite. 

Al igual que el gasto la pendiente tambidn, tiene ~n efecto P!. 
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queñó sobre el espesor de la capa ~!mite para un valor fijo de 

X. Sin embargo, como en el caso del gasto, el conocimiento de 

la pendiente ea necesario en el calculo del tirante del flujo 

y'de la localizaci6n del punto crttico (punto donde la capa 11 

mite intersecta la superficie del agua). 

Segdn Bauer, de todas las variables manejadas parece ser que 

la rugosidad de la frontera ea la variable que tiene el mayor 

efecto en la determinaci6n del espesor de la capa ltmite. Es• 

te efecto pu~de apreciarse con toda claridad en la fig 3.7, 

donde Bauer ubic6 en forma dimensional loa valores de la vari! 

ble X (en las abscisas) y del espesor a (en las ordenadas)i ea 

de ~atarse que todos los puntos siguen claramente dos tenden­

cias diferentes, una par,¡¡¿~la superficie lisa y otra para aupe!, . 

ficie rugosa. Estas tendencias tambidn son apreciables en· la 

fig 3.Si sin embargo, en esta figura Bauer hace notar que la 

diferencia entre loa efectos de ambas rugosidades se hacen m&s 

acentuadas en el rango medio del nantero de Reynolds, R, y son 

menos apreciables para nanteros de Reynolds muy bajos o muy al· 

toa. Segdn Bauer, dato ea de ~aperarse por dos razonesi la 

primera ea que con nanteroa de Reynolda bajos el flujo dentro 

de la capa ltmite ea adn laminar, de manera que la rugosidad · 

de la frontera no tiene efectos importantes, y la segunda ea 

que conforme se avanza en la direcci6n del escurrimiento el nd 

mero de Reynolde se incrementa cada vez m&e y lo mismo sucede 

con el espesor de la capa ltmite, de manera que a un espesor 
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grande el efecto que la rugosidad ~iene sobre la turbulencia 

es proporcionalmente menor, en otras palabras, el efecto de 

la rugosidad es distribuido sobre un 4rea mayor con lo que se 

reduce su efecto sobre el desarrollo de la capa límite. 

Esta dltima observaci6n es bastante importante en el problema 

de flujos a.alta velocidad (p.j. flujo sobre vertedores) ya 

que a medida que sea.mayor el ndmero de Rey~olds, el error al 

estimar K tendr4 un efecto poco significativo en el cálculo 

de la localizaci6n del punto crítico. 

Por otra parte la rugosidad del canal con malla representativo 

de una superficie rugosa, K • 0.009 pies, utilizada en las in­

vestigaciones de Bauer 12ii·aulta ser mayor que la de los concre­

tos generalmente usados en los vertedores, donde suponiendo 

una n = 0.014 (coeficiente de rugosidad de Manning) se obtiene 

para K, un valor aproximado de 0.005 pies (0.0015 m) (para un 

tirante de 0.5 m), Keulegan, estudiando los datos de Bauer e~ 

contr6 que para el canal con.malla, el valor de K debe ser de 

0.0014 pies (0.00042 ml1 en realidad, el valor de K • 0.009 

pies encontrado por Bauer representa, segdn Campbell, Cox y 

Boyd (rsf 28)., aproximadamente cuatro veces el dUmetro del 

alambre de· la malla utilizada. Sugieren por lo tanto utilizar 

el valor de K • 0.0014 pies. En forma parecida Keulegan prOP!?, 

ne para los datos de Hickox, empleados por Bauer en su curva 

de la fig 3,6 , un valor de K = 0.00167 pies (0,00050 ml con-

\ 

' . 
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trariamente al valor de K .. 0,005 pies utilizado por Bauer, 

Desafortunadamente no fúe posible conseguir el trabajo origi~ 

nal de Keulegan para poder comentar sobre loa valorea de K o!! 

tenidos. 

En 1965 Campbell, cox y Boyd (ref 28) reanalizaron loa datos 

de Bauer con los valores corregidos de la rugosidad, Sua re­

aul tadoa aparecen en la fig 3.81 en ella ae han incluido los 

resultados de Bauer (fig 3.6) aa1 como algunos puntos, corre!. 

pondientea a mediciones en prototipos, reportados en la ref 

20. 

La nueva curva de disefto, mostrada en la fig 3.8, propuesta 

por Campbell, .Cox y Boydo1,puede representarse por medio de la 
e:.·. 

siguiente ecuacidn 

donde 

.. 

a ( !!.K 1-o.2u ¡; .. o.oso (3 .16) 

L, distancia medida a lo largo de la frontera, a par­
tir del punto O' de la fig 3,2 • 

. En el aigu,iente inciso se cuantifica (con un ejemplo) la dif! 

rencia que se obtiene al emplear la curva de disefto de Bauer 

en comparacidn con el uso de la ec 3.16 (resultado de Campbell, 

cox y Boyd). 

' 
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Como 'ya ae ha mencionado, la teor!~ mas utilizada para expli­

car el fen6meno de la inclusi6n de aire considera el inicio 

del fen6meno en el punto donde la capa l!mite turbulenta afl!?_ 

ra en la superficie libre del agua. De esta forma, el calcu­

lo de la localizaci6n del punto de afloramiento o punto cr!t! 

co permite predecir la probable inclusi6n de aire en una lon­

gitud propuesta de un vertedor1 es decir, la distancia a la 

que se da ·e1 punto cr!tico permite decir si.en una determina­

da longitud de vertedor habra o no inclusi6n de aire. El m4-

todo de Bauer que a continuaci6n se describe est~ basado en 

sus resultados experimentales y permite el c4lculo de la dia• 

tancia al punto cr!tico. 

Bauer presenta la aplicali:ij,6n del mdtodo a travds del siguien­

te ejemplo. 

Sup6ngaae un vertedor de concreto de longitud indefinida con 

un angulo de inclinaci6n con respecto a la horizontal de 

e • 53°8' (fig 3,2) y una ru~oaidad tal que K = 0.0015 m. 

CalcGleae la distancia al punto de afloramiento de la capa 

l!mite turbulenta cuando la deacarga aobre el vertedor ea de 

33.14 m3/a/m. 

Soluci6n. Lda calculo• se preaentan en la tabla 3.11 loa en­

cabezado• ae explican a continuaci6n1 

Col. 1 Diatancia X, en m, p~opueata arbitrariamente, medida a 



Col, 2 

Col. 3 

Col. 4 

Col. 5 

Col, 6 

Col, 7 

Col, 8 
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part'ir de O (ver fig 3,2), 

El valor de X/K, donde K .. 0,0015 m. 

El valor correspondiente de 4/X, utilizando la fig 

3.6, o bien su repreaentac16n a travGa de la ecua-

ci6n 

a X -o.u 
i .. 0.024 ( i ) (3.17) 

El valor de a en m, multiplicando X por. 4/X. 

La carga de velocidad U~/2g con la ec 3.5, donde 

s a sen e - o.so, esto ea U~/29 m 0,80 x. 

La velocidad U0'1,~en m/a, como . U0 " 12g SX 

El espesor del flujo potencial, en m, igual al gasto 

unitario q, dividido entre la velocidad U0 • 

El espesor total del flujo, en m, igual al espesor 

del flujo potencial·m4a el espesor de desplazamiento 

ad , el cual ae supone ea del 10\ del espesor de la 

capa Umite. 

Ea importante hacer notar que· el flujo sobre el vertedor de 

este ejemplo, siendo gradualmente variado, se ha calculado 

por un mGtodo simplificado. Por otra parte, el origen de 

coordenadas para la distancia al punto critico ea la interae!:_ 

ci6n de la llnea de.cargas totales con una llnea que pase por 
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dicho punto y sea paralela al fondq del canal. Este proced! 

miento satisface la definici6n de X. 

Loa valorea del nivel de la superficie libre del agua (Col. 8) 

y de la capa Umite (Col. 41 se gra·fican contra la distancia 

X (Col. 11 en papel logar!tmico (fig 3.9). El punto de inte~ 

aecci6n de ambos perfiles indica la localizaci6n del punto 

cr!tico donde el espesor de la capa l!mite alcanza un valor 

igual al tirante del flujo en esa secci6n. Esa distancia re­

sulta ser de 144,0 m, de manera que la inclusi6n de aire ocu­

rrir4 probablemente a una distancia aproximada de X = 144.0 m, 

medida a partir del punto O de la fig 3.2 , 

Con el prop6sito de ilustrar el efecto que tendr!a sobre el 

desarrollo de 1a capa l!mite el hecho de tener una rugosidad 

distinta, se repite el c4lculo para loa mismos datos del ejll!. 

plo anterior pero ahora con una rugosidad del doble, ea de­

cir, K = 0.003 m. Los c4lculoa se presentan en la tabla 3.2 

y en la fig 3.9 su repreaentaci6n gr4fica con la l!nea marca­

da con K • 0.003 m, El cambio en la superficie del agua ea 

pr4cticamente deapreciable1 asimismo, se puede ver que la di­

ferencia entre loa valores de las.distancias al punto cr!tico 

para ambos.casos ea de aproximadamente 1o·m, ea decir, una V! 

riaci6n del 8.0t. 

Para mostrar la diferencia que se obtiene al emplear la curva 

de diseño de Bauer (o ec 3.i71 se ha resuelto el mismo ejem-
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plo anterior empleando la ec 3.16, producto de las correccio­

nes realizadas por Campbell, Cox y Boyd,, los resúltados se 

muestran en la fig 3.91 se puede apreciar que las diferencias 

en la localizaci6n del punto cr!tico son de aproximadamente 

2• para K = 0.0015 m y de 4• para K·a o,0030 m. Esto demues­

tra que en la zona de inter6s, (donde para el ejemplo 
• 9 

R ª 5 x 10 1 un error en la determinaci6n de la rugosidad de 

la frontera no ·produce errores graves en el.c4lculo de la lo­

calizaci6n del punto de afloraci6n de la capa l!mite turbule! 

ta. 

J.4 Mltodo de. Ke.tte.lt 1J Ra4to911..l (1te.64· 12 1J 191 

El segundo m6todo de predlcci6n que se describe a continuaci6n 

fue desarrollado por Keller y Rastogui en dos partes. En la 

primera parte (ref 12) se desarroli6 un modelo te6rico basado 

en la soluci6n num6rica de las ecuaciones de Navier - Stokes 

en forma bidimensional, con el prop6sito de predecir distrib~ 

cienes ~e velocidad, desarrollo de la capa l!mite y perfiles 

de la superficie libre del agua. En esta forma, el modelo 

fue utilizado para predecir la posici6n del punto critico don 

de la capa l!mite encuentra la superficie del agua (como se 

recordar&, al principio de este cap!tulo·se mencion6 que 

Keller y Rastogui tambi6n aceptan como principio del fen6meno 

de la aeraci6n al punto cr!tico). Las predicciones obtenidas 

se compararon con resultado~ experimentales disponibles en la 
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literatura tanto en modelos como en prototipos. En.la segun­

da parte (ref 19) el modelo fue utilizado para generar dife­

rentes situaciones de flujo (con diferentes pendientes, gas­

tos ·y rugosidades) sobre un vertedor de paramento vertical 

aguas arriba. De esta manera se obtuvieron las distancia~ al 

punto critico para cada combinaci6n de gasto, pendiente y ru-

9oaidad1 los resultados fueron estudiados a trav~s de un an&­

liais dimensional lo que permiti6 a loa autores construtr gr! 

ficas adimensionalizadas para la localizaci6n del punto cr!t! 

co. 

Para re~olver las ecuaciones diferenciales parciales de Navier 

Stokes los autores adaptaron el procedimiento de diferencias 

finitas de Spalding - Pata.nkar (ref 18), 

Las ecuaciones que representan el flujo en el sistema de coor­

denadas mostrado en la fig 3.10 pueden escribirse como 

u ~ + V ~ = 9 sen e - ! !e + .l.. 1- u'v' ) + -.1 aªy (µ aªyu ) ax ax +ax ay 

para la ecuaci6n de cantidad de movimiento1 y 

!!!+.r!•o ax ay 

. para la ecuaci6n de continuidad •. 

. . ' 

(3.18) 

(3 .19) 
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' . 
u, V, componentes de la velocidad media en las direo• 

oiones x e y respectivamente 

u•,v•, componentes de las fluctuaciones de velocidad 
en las direcciones x e y respectivamente 

+, µ, densidad y viscosidad del. flujo respectivamente 

p, presi6n del flujo 

q sen e, componente de la aceleraci6n qravitaoional a lo 
larqo de la cara del vertedor 

Sin tratar de establecer loa detalles de las fluc_tuacionea, ª! 

bas ecuaciones' se pueden resolver si se conocen el gradiente . 

·de presi6n y los esfuerzos de Reynolds. El gradiente de pre• 

si6n se valtla suponiendo una distribuci6n lineal de presiones 

perpendicular a la cara d!!'l•-Vertedor. Por otra parte, para 

una turbulencia plenamente desarrollada t • ::+ ü'V' • 11(aU/ay)., 

de manera que 

_ il"V1' • 1 au 
.. 11 ay (3.20) 

es decir; los esfuerzos de Reynolds (-ii"V"l ae pueden expresar 

en forma semejante al esfuerzo cortante asociado a un flujo l! 

minar1 11 es una viscosidad vorticosa din4mica la cual depende 

del estado del movimiento turbulento, Para definir a la vise~ 

sidad vorticosa loa autores utilizaron la ecuaci6n 

(3,21) 
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c0 , constante emptrica 

k Q 1/2 IÜ' 2 + v• 2 + w' 2l, energta cindtica turbulen-

•• coeficiente de disipaci6n de la energta cindtica 
turbulenta 

Los tdrminos k y e que aparecen en la ec 3,21 son valuados ut! 

lizando un modelo turbulento descrito en la ref 36, el cual 

consiste b!sicamente en reaolver la ecuaci6n de cantidad de 1112, 

vimiento para k y c. 

Una descripci6n completa del procedimiento numdrico puede ver­

se en la ref 18,y su calibraci6n en la ref 12, aqut dnicamente 

se discu~ir!n algunos detalles de los resultados obtenidos, 

por los autores en la segunda parte (ref 19) y que constituye .· 
la base del mdtodo. 

Una vez calibrado, Keller y Rastogui; utilizaron el modelo pa• 

ra predecir la influencia de par!metros geomdtricos e hidr!ul! 

cos sobre la localizaci6n del punto crttico fuera del rango de 

mediciones disponibles. 

Loa datos utilizados en el modelo cubren un amplio rango de 

gastos y rugosidades y pendientes del vertedor; estos datos se 

presentan en la tabla 3.3 • En la tabla puede verse la local! 

zaci6n·del punto crttico para cada combinaci6n de los datos a~ 

teriores1 ya que el modelo predice (para cada combinaci6n de 
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datos) el desarrollo de la capa ltmite y el perfil de la aupe!, 

ficie libre.del agua, el 'punto crttico ae localiza en la aec­

ci6n donde la capa ltmite alcanza un espesor igual al del ti• 

rante del flujo. Estos resultados ae presentan en la tabla 

3 .4 • 

una vez que ae hubieron detectado loa par4metroa que inf lutan 

en la localizaci6n del punto crltico, loa autores establecie­

ron la siguiente relaci6n funcional 

donde 

g, 

k,S, 

X • f (q, k, S, g) c (3. 22)· 

distancia aXupunto cdtico, medida a partir de la 
cresta del vertedor (ver fig 3.10) 

aceleraci6n de la gravedad 

corresponden a las mismas variables definidas en 
el m~todo de Bauer 

Un an4lisia dimensional produce para la relaci6n funcional 

3.22 la siguiente expreai6n 

~ = h(q/(g kJ) l/Z, S) (3.23) 

Loa valorea de Xc' obtenidos con el modelo, pueden combinar•• 

con loa datos de entrada en la forma expresada por la ec 3.23. 

Loa resultados de estas comb~nacionea se presentan en la tabla 

3.5 • A partir de estos resultados loa autores 'construyeron 
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.. 
las qr4ficas que aparecen en la fiq 3.11 • Estas qr4ficas con! 

tituyen una forma generalizada de obtener el valor de Xc a par 

tir de datos, usualmente, conocidos de antemano. 

Es conveniente aclarar que loa autores solamente probaron un 

tipo de qeometrta de vertedor, Gata consiste en un vertedor de 

tipo cimacio con paramento vertical aquas arriba, de manera que 
• las qr4ficas de la fiq 3.11 s61o·ser4n aplicables a este tipo 

de qeometr1a. 

En ~a fiq 3 .11 se ha 'incliltdo una curva extra correspondie'nte 

a una pendiente de 20°, esta curva fue obtenida, por los auto• 

rea, a través de un proceso de interpolaci6n con loa resultado• 

obtenidos en.la tabla 3.4. Estos resultados fueron comproba• 

dos con aquéllos obtenidos con el modelo matem4tico1 el objet! 

vo de estos cálculos f.ue el de apreciar los errores que ae co­

meten durante un proceso de interpolaci6n. SeqGn Keller y Ra! 

togui, estos errores son pequeños de manera que el proceso de 

interpolar en las curvas de la fiq 3.11 parece justificable. 

Una de las condiciones necesarias para poder resolver la ec 

3.18 fue la de suponer una distribuci6n de presi6n lineal nor­

mal a la cara del vertedor1 sin embarqo, la forma qeom4trica 

de la cresta del vertedor, eleqida por los autores para la qen! 

raci6n de datos sint4ticoa con el modelo matem4tico, involucra 

una presi6n nula sobre el vertedor en la reqi6n de.la cresta. 

Para ilustrar el error ,qu~ s~ comete al considerar ambas hiplS-
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tesis en 'el t6rmino de la presi6n de la ec 3.1~,. se presentan 

en la tabla 3.6 ·1os resultados obtenidos por Keller y Rastogui 

al correr el modelo matem4tico con las dos hip(ltesis. Como 

puede verse en la tabla 3.6, para los datos probados por los 

autores, los errores cometidos son menores del 1• por lo que 

coneideran como satisfactorios loa resultados obtenidos. 

En la fig 3.12 se han ubicado los mismos puntos de la fig 3.11 

en papel doble logar!tmico. se puede ver que todos los punto~ 

se al!nean sobre rectas, indicando que 6staa pueden ser repre­

sentadas por una ley de potencias del tipo 

y. a xb (3.241 

donde 

y " (Xclk) X 10-lt 

X • (q/(gk3) lh)x 10-" 

a,b, coeficientes de ajuste 
' 

El coeficiente b, de la ec 3.24 representa la pendiente de las 

rectas mostradas len papel doble logar!tmico) en la fig 3.12 y 

el coeficiente a, la correspondiente •ordenada al origen•1 a 

excepci6n del coeficiente a, todas las rectas tienen (en prOJll!. 

dio) un mis1110 valor del coeficiente b. Por tanto, parece ras!!, 

nable esperar que el coeficiente a, var!e conforme var!e el 

4ngulo de inclinaci6n del canal, 6ato es, conforme-var!e el V!, 

lor de a1 en otras palabras, cada curva mostrada en la fig J.11 

) 
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puede ser representada por una expresi6n del ~ipo de la ec 

3.24, donde el valor del coeficiente b, ser4 constante para 

~odas las curvas y el valor de a, sera una funci6n del 4ngu­

'lo 8• Realizando un· an&lisi• de regreai6n para cada curva 

de la fig 3,11, se obtienen los valorea de loa coeficientes 

a y b, correspondiente• a cada 4ngulo e· y se presentan en la 

tabla 3. 7 • 

Loa valorea del 4nqulo e y del coeficiente a, se relacionan 

mediante la expresi6n 

a "' 2.ao2 ce1·0
•

251 (3.25) 

donde 

e, en grados 

De la tabla 3.7, el valor promedio para el coeficiente b, e•1 

b"' 0.713 

De asta forma, las eca 3.24 y 3.25 sustituyen, en un proceso 

de calculo, ·a las curvas de la fiq 3.11 • 

Par~iluatrar la aplicaci6n del mGtodo de Keller y Raatoqui 

se de•arrollar4 el.mismo ejemplo utilizado por Bauer para de! 

cribir su mGtodo, aceptando que al vertedor tiene la mi•ma 

forma de cre•ta que la utilizada en el presente mGtodo. Esta · 

ejemplo servir& ademas para comparar loa resultado~ obtenido• 
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con ambos 1116todos. 

Ilos datos del ejemplo son'1 

e • 53º8' .. 53.13º 

K " 0.0015· m 

q •· 33.14 ml/s/111 

De la ec 3.25, el coeficiente a, resulta ser 

a• 

a• 

De la ec 3.24 

2.802 (53.13)- 0•
251 

1.03 

X 4 ( . 1/2 
~ X 10- " (33,44/(9.81 X ,0015 3 ) )x 

X~ X 10-
40

a 8,2121 por lo tanto 

Xc • (8.212 X 0.0015) X 104 

Xc .. 123.20 m 

1.03 

Repitiendo todo ·el proceso de c4lculo pero ahora . para una ru­

gosidad dsl doble .de la anterior (ea decir K a 0.003 111) aa 

tiene que Xc • 117. 40 m. En la fi9 3 .14 se presentan estos 

resultados y loa obtenidos con el mlltodo de Bauer para hacer 

una ·comparaci6n entre ellos. Se puede ver en esta. figura que· 
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las distancias al· punto crltico resultan menoFes con el m4to­

do de Keller y Rastogui que con el de Bauer. Esto puede ser 

debido a que en su m4todo, Bauer define la frontera superior 

de la capa Umit~ como el punto donde la velocidad local, u1 

es igual al 99t de la velocidad del flujo potencial, U0 1 se 

ha visto, sin embargo, qui! las oscilaciones turbulentas lle­

gan en ocasiones, a sobrepasar la distancia 4, asl definida1 

en otras palabras, el· flujo turbulento llega, a veces, a pe­

netrar en regiones de flujo potencial a distancias del orden 

de l.2d • Esta caracter!stica de la capa llmite turbulenta 

es importante en el'fendmeno de la aeracidn si se considera 

que 4ste depende flsicamente de la turbulencia que se tenga 

en la superficie del agua. Este efecto fue tomado en cuenta 

·por ·Keller y Rastogui en el procedimiento num4rico seguido p~ 

ra la obtencidn de la solucidn general de las ecuaciones de 

Navier - Stokes aplicadas a una capa llmite turbulenta (ecs 

J,18 y 3.19) 1 ei¡ por ello que quiz4 el m4todo de ICeller y Ra! 

togui proporcionen distancias menores al punto crltico. 

En cuanto al efecto de.la rugosidad, también se demuestra que 

.cuando el ndmero de. Reynolds (R = VX/v) es alto (p. ej. flu-· 

jos en vertedores de gran pendiente), una diferencia en el v~ 

lor estimado de la rugosidad no produce errores serios en la 

prediccidn del punto crltico. Para el ejemplo anterior el 

error serla del S• (aceptando que el valor correcto fuerá · 

Xc • 117 m), para una diferencia del lOO• en el valor de la 
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rugosidad. 

J. 5 Andl.ü.ia compaitat.lv'o en.tite l.o4 punto4 cit.tt.c'.co4 cal.cul.a­
do4 y ob4e1tvado4 

Con el prop6aito de compara~ loa puntos cr!ticos observados 

en diferentes prototipos con loa calculados con la teor!a da 

la afloraci6n de la c~pa l!mite,se han constru!do las rectaa 

dimenaionales de la fig 3.151 cada recta de esta figura una 

las coordenadas de los puntos cr!ticoa calculados con el· ma­
tado de Bauer para cada combinaci6n de gasto unitario y pen­

diente de la plantilla pero con un valor fijo de la rugosidad 

de las paredes (expresadá en tdrminoa del coeficiente de rug~ 

~-tdad de Manning) • 

Analizando la fig 3.15 se ve que cada recta presenta los mia­

mos efectos de la rugosidad y pendiente, sobre la aecci6n de 

afloramiento, que los reportados por Bauer y Keller y Rasto­

qui durante el desarrollo de sus mdtodoa. Esto ea, para un 

miamo tirante, a medida que crece la rugosidad, el punto cr!­

tico aparece mas pr6ximo al origen. La pendiente tiene un 

efecto significativo para valorea menores de a • 30°, donde 

a aa .. el Angulo de inclinaci6n de la plantilla con respecto a 

la horizontal, dato ea, loa puntos calculados con a <. JO• 

tienden a separarse de loa calculados con e ? 30°1 por esta 

raz6n se ha graficado en la fig 3.15b los puntos con pendien• 

tea menorea de JO• y en la fig 3.15a loa correapon~ientea a 
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pendientes mayores o iguales a dicho valor, 

Sobre las rectas te6ricas' de la fiq 3,15a se han superpuesto 

todas las mediciones en prototipo, que fue posible obtener 

en la literatura,de distancias y tirantes de aparici6n del 

a~ua blancar todas estas mediciones corresponden a pendientes 

mayores de 30°·, raz6n por la cual fueron ubicados en la fig 

3.15a. 

Comparando loa puntos te6ricoa con loa puntos observados, pre 

sentados en la fig 3.15a, se puede apreciar una tendencia de 

las rectas te6ricaa de p~oporcionar, para un miamo tirante, . 

distancia& de aparici6n menores que laa que ocurren en la na­

:Eiraleza, sobre todo en el caso de la presa Norria1 6ato qui!. 

re decir que la capa llmite turbulenta aflora en la auperf i­

cie libre del agua a cierta distancia aguaa arriba de la aec­

ci6n donde prinqipia el agua blanca1 lo que hace penaar que 

una vez que la capa llmite ha aflorado se requerirla de cier­

ta diatancia, a partir de su afloramiento, para que la turbu­

lencia generada en.la superficie sea . suficiente como para 

provocar el fen6meno o, que el afloramiento de la capa límite, 

ai b~en pµede contribuir a que se preaente el fen6meno, no ea 

la Qnica causa que lo produce, pudi6ndose tener alguna contr! 

buci6n por parte del afloramiento de loa v6rticea longitudin!, 

les mencionados por el Dr. Levi. Por lo dem4a, no conaidera! 

do las mediciones en la presa Norris1 donde pudiera existir 

.alqQn error en las mediciones de loa tirantes y/o distancias 



51 

de afloramiento (desafortunadamente no fue posible obtener la 

ref 29 donde fueron publicadas dichas mediciones para poder 

comentar m4s al respecto)·, puede pensarse que la teorta de la 

capa ltmite da r~sultados aproximados y quiza por ello, en la 

actualidad ~iga siendo utilizada en las investigaciones sobre 

el agua blanca •. 

Para tratar .de darle alguna utilidad pr4ctica a la fig 3.15a 

se ha trazado la recta A a trav's de los puntos experimenta­

les1 Gata corresponde a un valor promedio de la rugosidad en 

prototipos, para el cual se estima un valor igual a 11 • 0.014 

y para pendientes de la rapida del vertedor de mas de JO• • · 

Sobre la fig 3.15a se puede graficar el perfil de la superfi­

~fe 'Ubre del agua, para determinadas condiciones hidr4ulicas 
' y geomGtricae en un vertedor, y puede definirse el punto de 

intersecci6n de dicho perfil con la recta A1 de este punto se 
' 

obtienen la distancia y el tirante de aparici6n del agua bla~ 

ca para los valoree de gasto, pendiente y rugosidad dados. 

Por supuesto la predicci6n ast obtenida sera un valor aproxi­

mado tomando en cuenta.su base emptrica, sin embargo, el pro­

cedimiento resulta f4cil de aplicar y permite obtener el ti­

rante de aparici6n1 adem4s, corri~e la tendencia, de la teo­

rta del afloramiento de la capa Umite turbulenta, de propor­

cionar distancias de apa"rici6n mas cortas que las que ocurren 

en la naturaleza, 

Para.un caso en particular1 si el vertedor es de p~ramento ve!. 

1 
~ 
l ,, 
'l 
j ,, 
' ' t 
·l 

l 

1 
' 
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tical aguas arriba, conviene emplear el·m~todo de Keller y 

Rastogui para tener una aproximaci6n sobre la secci6n donde 

principia el aqua blanca,· este mdtodo tiene la ventaja de 

que no se requiere de tanteos para obtener la distancia al 

punto critico, sin embargo, no proporciona el tirante de ªP!. 

rici6n, si por alguna raz6n date fuera de interds, conviene 

emplear el mdtodo de Bauer •. 

J.6 T~atamien~o de ta ae~acidn ba6ado en ta teo~ta det 
a6to~amiento de ta6 e6t~ta6 vo~tico646 

Hasta aquí se ha descrito dos mdtodos de predicci6n del punt~ 

critico basados en la teoría de la capa limite. Con relaci6n 

~'la hip6tesis sugerida por el Dr. Levi, es muy poco lo que 

se ha avanzado hasta la fecha, principalmente por falta de m! 

diciones experimentales. ~o obstante, Levi ha demostrado que 

los v6rtices longitudinales que producirían el agua blanca 

tiend.en a alejarse cada vez m4s del piso, a medida que avanzan 

en la direcci6n del escurrimiento, Para tal prop6sito Levi 

consider6 las estdas vorticosas·, aproximadamente equidistan­

tes que contiene l~ subcapa laminar y acept6 que dichas es­

trías, que viajan en el sentido de la corriente, son v6rtices 

longitudinale• que giran en sentido alternado (ref 39). Para 

estos v6rtices, representados en el sistema coordenado x, y, S 

de la fig 3.161 tomando el eje s, sobre la pared, en el senti­

do del flujo, el eje x, tambidn sobre la pared, normal al eje 

s, y·el eje y, perpendicular a la pared, hacia arriba, Levi o!! 
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tuvo, para las componentes VX y Vy de la velocidad de desplaZ!, 

miento de cada centro vorticoso (que gira en sentido autihora­

rio), las expresiones siguientes 

donde 

:::..r· 

t 

u, 

ª' 

dx = H coth 11 cosech2 11 
Vx m iit 2i cot< t + cothZ 11 

V • ~t • H cott cosec2 1 
y at -. ra cot• t+ coth " 

-!!. X i 11 -
2• y a -¡-

intensidad del v6rtice 

distancia inicial entre v6rtices 
do de rotaci6n 

x,y,. coordenadas del centro vorticoso 

(3.26a) 

(3.26b) 

de un mismo sent! 

en el sistema x y 

Los centros vorticosos que giran en sentido horario tienen es­

tas mismas componentes de velocidad.pero cambiadas de signo. 

Dividiendo las ecs 3,26a y b miembro a miembro se obtiene 

e integrando 

donde 

~X m cot t cosec2 \ ax - coth 11 cosech 11 

cot2 t + coth2 11 • c2 

e, es una constante 

<3.271 
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La ec 3.27 representa (ref 27) la ·proyecci6n sobre el plano xy 

de la trayectoria de los centros vorticosos. Se desprende de 

ella que la distancia ent:'re v6rtices va variando con la poai­

ci6n y por tanto.con la abscisa longitudinal s. 

A· continuaci6n, Levi conside.r6 el tubo vort:lcoao de d:l4metro 

D, mostrado en· la f:lg. 3.17,. con una velocidad V ·en la superfi­

cie de dicho tubo1 defini6 ademas, al 4ngulo de giro +<s' como 

el Angulo que forma V con el eje del tubo (ver fig 3.17)1 da 

dato Gltimo se infiere qua 

.~:r..;1, 

donde 

da V
8 

= dt • V. coa +(a) 

H v8 a V sen +(a) • - ;¡¡; 

v
8

, co~ponente longitudinal de la velocidad V 

v8, componente acimutal de la velocidad V 

(3.2Bal 

(3.28b). 

El aigno menoa en 1a ec 3.28b se debe a que, en la fig 3.17, 

ae ha considerado al vector V contrario al sentido de rotaci6n 

del v6rtica (rotaci6n antihoraria). 

Por otra parta, la variaci6n en el tiempo de la poa1ci6n da 

cada centro vorticoao en el eje y viene dado por 
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!!Y ,. !!Y da 
at a. ar. 

de donde se desprende que 

~ -ra )/(~) 
y por las ecs 3,26b, 3.27 y 3.28a y b 

~ '" 2~ D 0 2 tan + (s) cote cosec2 e (3,29) 

La ec 3.29 representa la variaci6n de la distancia entre el 

eje del v6rtice y la frontera, adem4s, siendo la derivada po­

sitiva (pendiente positiva), el Dr. Levi demuestra que cada 

estrta se va alejando del piso a medida que avanza en la dire!:. 

ci6n del escurrimiento, 

Finalmente, para una secci6n aguas abajo de la cresta, donde 

la estrta ya halla alcanzado cierta elevaci6n, Levi obtuvo, a 

partir de la ec 3.29 la siguiente relaci6n 

~ • 0,25 'tan +(s) (3,30) 

Asimismo, a partir.de las mediciones experimentales en modelos 

y prototipos, reportadas en la literatura, Levi construy6 la 

gr4fica de la fig 3.18, donde ha ubicado, en las ordenadas, 

loa tirantes de las· secciones donde se inici6 el agua blanca y, 
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en· las abscisas, sus distancias cor~eapondientea, medidas a 

partir del umbral del perfil del vertedor (punto o fig ·3,17), 

En la fig 3.18 Levi ajuat6 una recta a travaa de los puntos 

experimentales obteniendo para su pendiente un valor promedio 

igual a 

! " 0.00628 s (3 ,31) 

Al sustituir este valor por ~en la ec 3,30, Levi obtuvo 

tan •<•>:a 0.025 (3,32) 

Por otra parte, de las ecs 3,28a y b se obtiene 

," "!t. 

tan +<al • 0,025 (3.33) 

Lo cual quiere decir que, de ser cierta la hip6tesia del Dr. 

Levi, en la secci6n de afloramiento, la componente longitudi-· 

nal de la velocidad tendría que ser aproximadamente 40 veces 

su veloc~dad de rotaci6n, Deºesta manera, el Dr. Levi, esta­

blece las condiciones cinem4ticaa necesarias para que la sec­

ci6n crítica de afloramiento de los v6rticea coincida con la 

aecci6n donde ·principia el agua blanca.. De aquí en adelante 

se requerir& de la experimentaci6n para que en primer lugar 

se pueda comprobar el resultado 3.331 y en segundo, poder de•! 

rrollar un matado de predicci6n del inicio de arrastre. 
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Para la verificaci6n experimental de su teor!a, el Dr. Levi 

augiere obt~ner los siguientes datos necesarioa 

l. Localizaci6n de la zona de aparici6n de las estr!aa so­

bre el cimacio 

2. su separaci6n inicial entre a! y con respecto a la pla,!l 

tilla 

3. su 4ngulo de giro 

4. su di4metro inícial· 

Finalmente, lo• m6todos de predicci6n descritos anteriormente 

permiten contestar la interrogante de si habr4 º',nº incluaidn" 

de aire, para ciertas caracter!sticas geom6tricas e hidr4uli~ 

cas, en un ve~tedor. En el caso de que se tenga aeraéiCSn, se 

presenta en el siguiente cap!tulo una estim4cidn de loa efec­

to• que 6sto produce en las caracter!sticas medias del escu­

rrimien.to y cuyo conocimiento implicar4 un mejor diseño de la 

estructura disipadora de energ!a al pié d~l vertedor, o bien, 

alturas de paredes laterales m4a adecuadas, evitando as! loa 

posibles derramea. 



Tabla ),1 c&lculo del puntó cr!tico para K•JlD15m, 

.( M.Stodo de 8a11er ) 

-- --
X X/K l/x ' • u /2g Uo •/1.lo y 

( . ) (m), (m/a) (m) (m) 
( 1 ) (2) (>) (4) (5) ( 6 ) (7) (e) . 

10 6,66x10' 0,00764 0.076 e.oo 12.s21 2.671 2.679 

so J.Hx104 0.00619 0.)09 40.00 20.00 1.194 1. 225 

100 6.66x104 0.00566 0.566 80.00 )9.597 0.845 0,902 

150 10,0x104 0.005)7 0,805 120.00 48.497 0,690 0,771 

200 
·4 

1'.,,x10 0.00517 1.0)4 160.00 56.00 0.597 0,701 

Tabla ),2 c1Uculo dal punto cr!tico para K•0.00''"• 

( M'todo de Ba!i!ar }1 
X X/K 6/X ' "/2g Uo •/Uo y w· 121 "l 

(m) (m/a) -1"') (m) 

) -- (4} (5) _u l 7} Ce} 
10 ).))x10 º·ººº' º·ºº' e.oo 12.521 2.671 2.679) 

50 . 1.66x104 0.00678 º·"9 40.00 . 20.00 1.194 1.2211 

100 ',))x104 0.00619 0.619 80.00 )9.597 . 0,845 0.907 

150 5.00 .. 104 0.00587 o.seo 120.00 48.497 0,690. Íl.778 

200 6.66x104 0.00566 1.1)28 160.00 56~00 0,597 0.710 

Tabla ).) caractar!sticaa empleadas en el mÓdalo da Kellar y Raatogul, . . . 
Rar. 19, 

Ho1 en H a. en gradas K, en 11. 

--- ----
1.52 5 ,.oaa.101 · 

. ).05 10 

4.57 'º 15.24x104 

6.10 50 

7.62 70 -4 )0.4b10 

9,15 





Table J.5, Valoreo. da Xc/K. y VC9k') 1/ 2 ( ec J,2' ) Rar. 19 ) 

-- ---Pendiente del vertedor, en .gradas. 

' 10 20 'º 50 70 

(~/ ( tK'> 1/2¡ •4 x10 , ( Xc/K ) 
... 

x10 • 

-4 . 
a).-K•J,048x10 m. 

25.12 18,97 15.91 1'.89 11.68 10,'7 9.97 
71,04 39. 71 J2,93 27.56 24.21 21.52 20.60 

1J0.50 61.21 50.64 41.99 '7.26 '3.07 31.72 
200.92 BJ.18 69.56 57.25 51.15 45.27 43.46 
280,79 105.14 71,59 '"·" 6J,96 56. 71 • , ....... 
369,11 127.90 106.80 86.78 78.33 69,59 66,?J. 

-4 b),K• 6,096X10 m, 

---·- --
e.se 9.15 1·.6.J 6.40 5.58 4.92 4.84 

25.12 19.11 15,BJ 12.37 11.65 10.42 10,01 
.. 

46.14 29.SJ 24.44 20,26 18.04 15.99 15.J4 
71,04 1.0.0J J2.97 27,56 24.27 21~65 20,66 

99,28 50,89 41.99 . J4,45 J0,9 27.48 26.'3 
1'0,50 61.48 50.85 41.99 J?.48 '3.14 J1.66 

-4 c),-K•15.24X10 H, 

2,25 . 3.35 2.78. 2.36. 2.06 1.BJ 1.76 
6,'5 7,08 5.89 4,95 4.J4 J,85 3.71 

11,67 10,97 7.10 7/55 6.71 5.95 5.?J 
17,97 14,91 12.n 10.20 9,11 e.o9 7.79 

25.11 18,99 15.68 1J,06 11.115 10,29 9.88 
.. ,, .. 01" ..... · · ·2:r.u1 · · · .... 19.09. ... · ·15,62 · · 14.07 12.48 12.01 

•4 . .. . . . . . . . . d),. K•J0,48X10 m • 

0,79, 1.58 1.Jt 1.12 0.97 0.86 º·ª' 
2.25 3.'6 2.78 2.36 2.06 1,BJ 1.77 
4.1' . 5.20 4.32 J.61 3.19 2.BJ 2.U 

6.35. 7.10 5,97 4.86 ... , .. J.86 1.12 . 



e.ea 
11.67 

9,00 

10,94 

7,49 

9.07 

( 2 ) 

6.18 
7,54 

5.52 

6.70 

•' 

·. 

4,94 
5,96 

4.72 •. 

5.eo 



'l'abla '3.6 Influencia del tdrmino de la presiCSn de la ec 3.18 

· (ref 19) 

Carga de Pendiente Rugosidad Distancia Xc,al pto. Error 
diseño H vertedor vertedor cr!tico, en a. como 

en •· en grados en m(lo-41 Distrib. 
-.. -... , 

cero potcenta;Je 
presiCSn presidn 
·lineal cresta ( ' 1 

9.15 20 15.24 239 .• 17 239.32 -0.06 

1.52 50 15.24 27.91 27.83 +0.29 

9.15 50 15.24 . 190.20 190.07 +0.07 

9.15 70 15.24 182.97 181.88 +0.60 

Tabla 3.7 Relacidn de lo• 

coeficientes a y b con el valor 

de o 

o a b 
en grados 

5 1.889 0.714 

10 1.570 0.714 

20 1.335 0.110 

30 1.160 0.113 

50 1.030 0.714 

70 0.999 0.711 
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Distribución de velocldod11. 

8 

Frontero de lo copo 
límite turbulento 

· u•0.99Uo 

• __ • Dlrecclon del 
escurrimiento . 

11 

Subcopo llmlt• 
viscoso 

Fig 3.1 Desarrollo de lo copo límite en uno placo piona y liso 

Lineo de corgos totoln 

Frontero de lo 
copo llmlte 

Superficie del oguo 

Distrlbucli:ÑI de 
velocidad 

Fig 3.2 Esquemotizoción de parámetros en el desorrollo de lo copo 
límite en un conol de fuerte pendiente ( ref ll ) 
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·4, ESTIMACION DE LOS EFECTOS DE LA INCLUSION DE AIRB 
SOBRE LAS CARACTERISTICAS MEDIAS DEL FLUJO 

4.1 I~t~oducc.C:4n 

'. 

.En este capitulo se pretende estimar los efectos que sobre 

las caracter!sticas medias de un flujo a superficie libre, 

produce la ~nclusi6n de aire. La est~maci6n de estos efec­

tos est~ basada en algunas de las relaciones emp!ricas pre-

sentadas en la ref. 3 y en un rean4lisis de las experiencias 

de la misma y de la ref 5. 
1 

4 •. 2 An4.t.l6.l6· upu.lmuta.t de.. to6 e.6e.cto6 de. ta .C:nctu6.l6n 
de. a.l~t. 

La mayor!a de las investigaciones que se·han llevado a cabo 

para tratar los efectos de la inclusi6n de aire tienen una 
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base experimental. De dichas investigaciones se pueden men­

cionar los trabajos de Straub y Anderson (ref 3), Anderson 

(ref 5), Keller (ref 26j, Cain et al (ref 24), Rao et al 

(ref 6), Hall (ref 4), etc. Todos estos reportes cubren 

prácticamente todas las regiones de flujo aireado descrito 

en 2.2.2 • Desafortunadamente a excepción de los resultados 

de Straub y Anderson y Anderson (refs 3 y 5) los demás no 

fueron publicados totalmente1 por eilo el rean4lisis plante! 

do en 4.2.2 está basado en los reportee de las refs 3 y 5. 

El propósito de las investigaciones de Straub y Anderson y 

Anderson fue la de'analizar las características de un flujo' 

uniformemente aireado, dsto es, un flujo donde el tirante y 
el perfil de concentración de aire no cambian de una sección 

a otra. 

4. 2. 1 Expe.1Lü11c.c'.ci4 de. Si1Lciub tJ A11de.1L4011 (1Le.6 3 I 

Straub y Anderson realizaron sus experimentos en un canal de 

15.24 m de largo, 0.4572 m de ancho, en el cual pod!a esta­

blecerse un tirante máximo de O. 30 m; La rugosidad de la 

plantilla del canal se incrementó con la colocación, sobre 

mastique¡ de partículas de arena con diámetro medio de 

0.712 111111 y espaciamiento promedio entre ellos de 1 mm. LOS 

experimentos fueron realizados variando la pendiente desde 

e • 7.5° hasta e • 75°, los gastos desde Q a 0.062 m3/s has 

ta Q • 0.4248 m3/~ y esencialmente consistieron en medir, en. 
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una s6la estaci6'n localizada a 13. 71 m· cie la 1>ntrada del ca­

nal, las caracter!sticas medias del flujo aireado, dato ea, 

·tirante, velocidad, concentraci6n media de aire e, etc. 

A partir d~ BUS observaciones, Straub y Anderson suponen al 

flujo. aireado compuesto de dos regiones1 una superior forma­

da por gotas ·de agua que han sido desprendidas del cuerpo de 

agua y que se mueven en la atm6sfera con velocidades m4s o 

menos arbitrarias, y la inferior consistente de burbujas de 

aire dentro del cuerpo de agua y que son distribuidas a tra­

vda del flujo por fluctuaciones turbulentas. La frontera e! 

tre ambas regiones queda definida por un tirante llamado de 

transici6n dT • 

4.2.1.1 Concent4acl6n de al4e en ta 4e9l6n 4upe4lo~ 

Segdn Straub Y·Anderson, el valor medio de las fluctuaciones 

de velocidad, normales· al fondo del canal es cero1 suponen, 

adem4s, que las distancias a partir de la superficie de la 

cual las part!culas de agua son proyectadas a la atm6sfera 

eat!n representadas por una distribuci6n de tipo Gaussiana. 

Con esta hip6teaia, la frecuencia f(y') de las part!culas 

proyectadas a una distancia y' sobre el tirante de tranai­

ci6n se puede expresar, comos 

f(y'). • 2- e 
h r. (4 .1) 

' . 
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y' a y - dT , distancia de un punto en particular en 
la re9i6n superior, medida a partir del tirante 
de ~ransici6n dT 

h, primer momento de la distribuci6n1 se puede en-
. tender como la distancia promedio que alcanzan 
las particulaa y ser& una variable que depende 
de las condiciones de flujo 

En la ec 4 .1 los autores han utilizado el factor 2 para in­

dicar que s6lo se conaieran las particulas que son proyecta­

das hacia arriba, dato ea, s6lo se considera la mitad de· 

una diatribuci6n Gaussiana completa1 de tal manera que 

J.f (y') dy' ~ 1 • 
. o 

El nGinero de part!c,ulas que alcanzan o pasan a travds de un 

&rea unitaria correspondiente a la elevaci6n y' durante un 

periodo de muestreo dado 'ea 

donde 

(4. 2) 

nl!mero·de particulaa que salen o re9resan a la su 
perf icie de transici6n por unidad de 4rea duranti 
el periodo de muestreo 

f• f(y')dy', frecuencia acumulativa· por unidad de 
y• &rea de superficie de transici6n 

De acuerdo con loa autores, se considera que el nl!mero prolll!. 

diQ de part!culas·de agua que alcanzan o pasan a travds de 
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una 4rea horizontal por unidad de ~iempo, es proporcional a 

la concentraci6n promedio de part!culas de a9ua1 de acuerdo · 

con Gato y utilizando la ec 4.1, la concentraci6n de aire a 

una distancia y' y la concentraci6n de aire en la superficie 

de transici6n, Straub y Anderson obtuvieron para la· diafri­

buci6n de la concentraci6n de aire en la re9i6n superior la 

expreai6n 

1 - c (y' 1 ,, 2 
l - cT h fw 

dy' (4 ,3) 

donde 

cT , concentraci6n de aire para el tirante dT 

4. f. 1. f Concent1tac.i6'n de a.lite en la 1teg.i6'n .in6e.1t.i0"-

Para la re9i6n inferior, loa autores suponen que el aire, 

dentro del flujo, se difunde en la vertical de manera simi• 

lar a la de la cantidad de movimiento en flujo turbulento, 

Gato es, el transporte de las burbujas de aire es proporcio• 

nal al de cantidad de movimiento, siendo el factor de propo!_ 

cionalidad el coeficiente s. 

Para la distribuci6n de la concentraci6n de aire en la re­

gi6n inferior, loa autores parten de una analog!a con el 

tranaporte de sedimentos en auapensi6n1 donde de acuerdo con 



la teorta de la difuei6n del sedimento se tiene bajo condi­

ciones de equilibrio (ref 40) 

donde 

c, 

y, 

(4.4) 

"concentracUSn media de sedimentos a una elevaci6n y 

coordenada sobre un plano vertical 

velocidad de caida de las parttculas de sedimento 

coeficiente de mezclado, aplicado al"caao de tran!. 
ferencia de sedimento 

Para el caso de flujos ai~eados, el equilibrio se alcanza 

' cuando el aire que aub"e por flotaci6n es igual al que ea fo~ 

zado a bajar por difusi6n turbulenta, por tanto la ec 4,4· 

aplicada a este caso se transforma en 

donde 

e, 

(4 .5) 

concentraci6n de aire a una distancia normal y, a 
partir del fondo 

velocidad de ascenso de las burbujas de aire 

coeficiente de mezclado aplicado al caso de tran!. 
ferencia de burbujas de aire 

La variaci6n del coeficiente cb en toda la vertical ea deBC2, 

nocida1 ain embargo, la hi(>6teais de Straub y Anderaon ea S!!, 
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poner que cb es proporcional al.coeficiente de mezclado tur­

bulento 'm' el c.ual se puede expresar en la forma 

c11 .. h/t> / (dv/dy) (4 .6) 

donde 

'• esfuerzo cortante en flujos turbulentos 

dv/dy, qradiente de velocidad 

+1 densidad del flujo 

El esfuerzo cortante varta linealmente desde un m&ximo en el 

fondo a cero en la superficie libre, por tanto, el esfuerzo 

cortante a una distancia y, es 

" 

donde 

t 0 •+gDS, esfuerzo cortante en el fondo 

o, tirante del flujo 

Para flujos aireados, Straub y Anderson consideran 

T • 1'g (1- t) 
'1' 

Sustituyendo 4.7 en 4.6 se tiene 

(1-·cf- )/(dv/dy)+ 
'1' 

(4.7) 

(4.8) 



65 

Por otra parte, de acuerdo con la distribuci6n de velocidades 

de Prandtl-Von Karman, se puede expresar a dv/dy como 

dv • !., ,. fi9/t m I g dT S 
dy ky ky ¡¡:y 

donde 

V* • . ./q dT s, velocidad al cortante 

k, constante universal de von Karman 

s • sen e 

Reemplazando 4.9 en 4.8 

Y, de acuerdo con la hip6tesia de .straub y Anderson 

"b "sv. ky (1- d..l'...) 
T 

Reempla.zando 4 .11 en 4. 5 

(4 ;9) 

(4 .10) 

(4.11) 

(4.12). 

Para integrar la ec 4.11 loá autores suponen que Vb es inde­

pendiente de· YI con ello la soluci6n de la ecuaci6n resulta 

(4.13) 
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donde 

z .. 11 K V* 

c 1 concentraci6n de aire para y • dT"2 

Las expresiones 4.3 y 4.13, obtenidas por Straub y Anderson, 

representan en forma aceptable la distribuci6n de la concen­

traci6n de· aire en la secci6n vertical de un canal y es uno 

de
0

lps avances m5s importantes que se han obtenido· para des­

cribir el contenido de aire en flujos aireados. 

4.2.2 Reandti4i4 de ta4 e~pe~iencia4 de S~~aub.Y Ande~4on 
l~e& 31 y Ande~4on l~e& SI 

En un principio se pens·~·ba que todas las mediciones reporta­

das por Straub y Anderson (ref 3) y adn las. presentadas por 

Anderson (ref 5) estaban en regimen uniforme, sin embargo, 

al graficarlos en la forma mostrada en la fig 4.1 (para las 

mediciones reportadas en la ref 3 y que representan una con­

dici6n rugosa) se pudo aprec.iar que s6lo algunas de dichas 

mediciones tienen la condici6n de uniformidad. 

En la fig 4.~ las abcisas son loa valorea de X/Ycl donde x 

corresponde a la distancia 'med.ida desde la entrada del canal 

a la estaci6n donde se efectuaron las mediciones, Ye es el 

tirante crítico que corresponde a cada gasto probado durante 

los experimentos1 las ordenadas son loa valores de Yc/E1 do!!. 

de, para cada·gaáto, E es la energía del flujo en la estaci6n 
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'de medici6n definida como E .. a coa e+ V/2!1 ·1 a representa 

al tir~nte medio del flujo, que exiatir!a si todo el aire 

'atrapado fuera removido y se puede definir como (ref 3) 

donde 

;;;, 

ii .. e (1-CI dy ~ (1-Clyu. (4 .141 

tirante normal medido desde el fondo del canal 
hasta un punto tal que la concentraci6n de aire 
sea del 99 por ciento 

ea la Nelocidad del agua asociada al tirante d 

.En la misma fig 4.1 se graficaron algunos puntos que definen 

la regi6n de flujo no aireado¡ estos puntos fueron calcula-. 

"dos con el mdtodo de Bauer (cap 31 para cada una de las pen­

dientes utilizadas por Straub y Anderaon. La tabla 4.1 expl! 

ca loa c4lculoa e fectuadoa. 

Al analizar la fig 4.1 ea claro que no todas las mediciones 

de Straub y Anderson representan a un rdgimen uniforme. Pa-
. . 

ra una mi1ma pend~ente, la variaci6n de y
0

/E, con valorea ~ 

queño1 de x/yc' hace pensar que a medida que se incrementa 

el gasto la1 mediciones de Straub y Anderson de~an de estar. 

en rdgimen uniforme¡ este hecho resulta m4a marcado mientras 

mayor ea la pendiente. 

Par• comprobar lo ·expuesto arriba, loa resultados de la fig 

,, 
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4.1, correspondientes a una pendiente de 45°, se recalcularon 

tomando como origen de distancias x a partir del punto de 

incepci6n, calculado previamente para el canal de Straub y 

Anderson1 estos resultados fueron reubicados en la'fig 4.2, 

donde tambiGn se han incluido las mediciones que, sobre el 

verte~or de la Presa Aviemore, llevaron a cabo Cain y Wood 

(ref 24), Dentro de las caracterlsticas principales de es­

tas mediciones se puede decir que fueron realizadas sobre un 

vertedor de 45°, en cinco estaciones de medicidn localizadas 

aguas abajo del punto de incepci6n, ·con dos gastos unitario• 

de 2.23 y 3.15 ml/a/m1 las concentraciones medias de aire 

[ueron menores de o.s y para este an4lisis, lo m4s importan­

te es que todas las mediciones resultaron estar fuera de la 
'•,"• 

regi6n 'de flujo uniforme·, dato ea, representan a un flujo 

parcialmente aireado donde las caracterlsti'cas hidr4ulicas y 

contenido de aire cambian de una secci6n a otra. Lo releva~ 

te de todo ~ato es que permite comprobar que algunas de las 

mediciones de Straub y Andereon se encuentran en la regi6n 

de fluj.o parcialmente aireado ya que como se ve· en la fig 

4.2 estas mediciones coinciden con algunas de las medicione• 

de Cain y Wood. Si bien datas Qltimas tienden a desviarse 

de las mediciones de Straub y Anderson, a medida que crecen 

los valores de x/yc1 dato se puede explicar si se piensa qua 

dado el ancho reducido del canal de Straub y Anderson ea pro 

bable que se hayan presentado efectos de las paredes que ha­

rtan crecer el valor de E aJ.tenerse mayor· turbulencia y gr! 

do de aeraci6n al que se tendrla si estos efectos no existi! 
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ran. 

Aceptando las ideas anteriores, la fiq 4.1 se ha dividido en 

tres regiones de flujo1 una regi6n de flujo no aireado, lim! 

tado en la direcci6n aguas abajo por el punto de incepc~6n 

correspondiente a cada pendiente, una regi6n de flujo parcia! 

mente aireado donde se aprecia una variaci6n en loa valores 

de y /E y. finalmente la regi6n de flujo uniformemente airea• c . . . 
do. Las fronteras entre dichas regiones de flujo fueron tr! 

zadaa en forma aproximada y se puede ver que para pendientes 

de 22.5º y 30º la regi6n de flujo parcialmente aireado pre-. 

aenta algunos puntos que aparentemente est&n en r4gimen uni­

forme, dato tambi4n se podda explicar por la influenc.ia de 

las pai;edea ya menciona!lo .• . . ~ .. 

Anderaon (ref 5) realiz6 experimentos en el mismo canal em­

pleado por Straub y Anderson. Utilizando la rugosidad pro­

pia del mismo canal, ea decir, removiendo las part!culas de 

arena que le daban una rugo~idad artificial mayor, Anderson 

llevo a cabo los mismos experimentos que los reportados en 

la ref 3 con el fin de contar con los miamos resultados ex-

perimentalea pero representativos de una superficie lisa. 

Para estos datos se hizo el mi11111<> an&liais anterior, sin em• 

bargo, parece ser que para este caso loa efectos de las par! 

des son mayores. No obstante, ,para una pendiente de 45° es 

posible apreciar una ligera variaci6n de yc/E1 como se ve en 

la fig 4.3 •. 
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En el an&lisie de resultados llevados a cabo 'por loe autores 

en las refa 3 y 5 se afirma que para un determinado gasto y 

rugosidad, la concentraci6n media de aire e se incrementa en 
1 

forma apreciable en relaci6n directa con la pendiente, Se 

dice tambiGn que para una misma pendiente y rugosidad, el va~ 

lor de e tiende a disminuir a medida que aumenta el gasto1 

Gste dltimo resultado se explica mejor si se piensa que tal 

y como se ve en la fig 4.1, para una misma pendiente, mien­

tras· mayor es el gasto, Gato es, a valores menores de x/y
0
,. 

las mediciones reportadas en las refs mencionadas.dejan de e!. 

tar en rGgimen uniforme1 con ello loe valores de e resultan 

menores puesto que se alejan de las condiciones de equili• · 

brio. Para apoyar esta idea, se presenta en la fig 4,4a, al­

gunos de los resultados obtenidos por Straub y Anderson en la 

ref 31 en esta figura los autores han relacionado la concen­

traci6n media·de aire con las caracterlsticas del flujo (el 

gasto y la pendientel1 para este caso la rugosidad del canal 

es una constante y afirman que para canales con distinta rug2_ 

sidad, la curva de la f~g 4. 4a Probablemente serla similar 

en forma, pero difiera en una cantidad que corresponderla al 

cambio en la rugosidad .• 

Analizando la fig 4.4a, es de notarse un hecho relevanteJ.P!. 

ra una misma pendiente, los valores de e tienden a alcanzar 

un valor llmite·a medida que crecen los valores de la rela­

c16n S/q115 , es decir, a medida que loe valores del gasto un! 



tario q, son m4s pequeños; este ef~cto resulta mas apreciable 

en la fig 4.4b, donde se utiliz6, en lugar de e, los valores 

de la concentraci6n de aire CT, medidos en el nivel de trans! 

ci6n ·(tirante dT); este resultado es explicado por los auto­

res en la ref 3 donde se lee "Parece ser que, para una misma 

pendiente, a medida que el gasto disminuye abajo de un cier­

to valor, un factor adicional llega a ser importante en la r!! 

ducci6n eh los valores de cT• (en la fig 4 .,4b, se aprecia que 

los valorea de CT no s6lo alcanzan un valor límite sino que 

despuda de Gl, tienden a reducirse); aquí los autores se re­

fieren al hecho de que cuando crecen los valores de S/q115,· 

m4a alla de un cierto valor, la concentraci6n en el nivel de 

transici6n sufre una reducci6n; esta reducci6n es atribuida 

a un factor de naturaleZ'll'·desconocida que crea una inestabil! 

dad en el flujo cuando los tirantes son pequeños. 

AGn y cuando en la fig 4.4a no se aprecia una reducci6n en 

loa valores de e, si es de notarse el hecho de que estos val!!, 

res alcanzan un equilibrio que loa hace independientes del 

gasto (línea punteada de la fig 4.4a); esta apreciaci6n ea 

m4a notable con pendientes mayorea; y es un resultado que aP!!, 

ya la idea de que no todas las mediciones de Straub y Ander­

son .est4n 'en dgime,n uniforme, adem4s, permite explicar qua 

loa valores lfmite o de equilibrio de e, se alcanzan cuando 

los gastos son pequeños, es decir, cuando se tiene un rdgimen 

uniforme. ViGndolo desde este punto de vista, se descartaría 
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la idea"de la existencia del factor adicionai que crea inea• 

tabilidad en· el flujo, 

De lo anterior resulta una conclusi6n intereaante1 en un fl~ 

jo uniformemente aireado, donde el perfil de concentracidn de 

aire no cambia de una aeccidn a otra, el valor de e depender& 

exclusivamente de la pendiente y de la rugosidad, con esta h! 

pdtesia, la fig 4,5 representa, para el canal de Straub y An• 

deraon, la concentracidn media de aire a, com? una funcidn 

del angulo que la plantilla del canal forma con la horizontal, 

En la misma fig 4.5 se han ubicado loa resultados de A~deraon 

que representan a una superficie lisa y algunas mediciones en 

prototipos que se han obtenido de la literatura, correspon-
. . 

' diente a un rdqimen uniforme1 estas Gltimaa mediciones con-
1 

cuerdan en forma aceptable con las mediciones de Straub y An-

derson no obstante que aquellaa·fueron llevadas a cabo en dos 

r4pidas con diferentes gastos, pendientes y·rugosidades, con 

~ato Gltimo, la curva trazada en la fig 4.5, correspondiente 

a un canal rugoso, representa a valores promedio de e para 

una rugosidad comGn en los concretos de los prototipos, no 

obstante, es de notarse el efecto significativo de rugosida­

des mucho menores como lo demuestra la curva correspondiente 

a superficie lisa. 

En forma aproximada la fig 4,5 permite obtener el valor de C 
en condiciones uniformes lo cual es Gtil en l.os procedimien­

tos de diseño1 en la ~ig.4,5·ae ha preferi~o utilizar a cu.en 
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"luc¡ar de C para "diferenciarlo de aquellos valores que no SS 

/ 

encuentran en condiciones uniformes. 

A la distancia .necesaria para que el flujo alcance las condi­

ciones de .rl!c¡imen uniforme se le desic¡na, en la l:iteratura, 

como longitud de desarrollo1 se interpreta a esta. longitud C!!. 

mo la diferencia entre la distancia a la que se considera que 

el flujo ha alcanzado las condiciones uniformes y la distan­

cia al punto de incepcidn. 

Para los datos de Straub y Anderson (condici«Sn rugosa), la · 

lonc¡itud de desarrollo fue normalizada con respecto al tiran­

te cr!tico y se presenta en la fig 4.6 en funcidn de la pen-
=.-.:"' t 

diente1 la variacidn de esta lonc¡itud eat4 basada en la dia-

tribucidn de las rec¡iones de flujo de la fic¡ 4.1 • Para esta 

diatribuci«Sn, se puede ver que a medida que.crece la pendien­

te, la lonc¡itud de desarrollo es mayor1 comparando los datos 

del modelo de Straub y Anderson con las mediciones en protot!, 

po reportadas en la ref 24 (ver fig 4. 2) parece ser que para · 

los valorea del vertedor de la presa Aviemore, la longitud de 

desarrollo tiende·a ser mayor que para el modelo de Straub y 

Anderson1 l!sto pudiera deberse a que se hayan presentado, en 

el modelo, efectos de las paredes, como ya ae ha mencionado 

estos efectos incrernentar!an el valor de E, con lo que se al­

canzar!an las condiciones de equilibrio en una distancia mas 

corta. 
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· 4. J L4 ph.didci de. e.ne.1L9.l4 con ite.t4ci6ti 4 l4 .l11ct1u.l6n de. 
~.lite. 

La cuantificación de la pérdida de enerqfa en flujos sobre 

r4pidaa y vertedores ea importante para el diseñ~ de las es­

tructuras ·disipadoras de. enerqfa. En· flujos aireados donde 

el aire lleqa a penetrar a una reqi6n muy próxima a la fron­

tera sólida de la estructura, se produce una disminución en 

la intensidad del cortante a lo larqo de dicha frontera, da­

to se debe a· que con el aire, la densidad del flujo ea menor. 

Por otra parte, la superficie de contacto entre el agua y . 

las paredes, sobre la cual se produce la turbulencia, diami-

. nuye con el 4rea ocupada por el aire1 de esta manera el aire 

amort.igua las fluctuaciones turbulentas y uniformiza el per-
r.-..... 

fil de velocidades. 

Lo anterior explica el porque las pérdidas por fricción son 

menores en los flujos aireados que en loa no aireadoa1 esta 

disminución en las pérdidas resulta mayor a medida que crece 

la cantidad de aire que lleqa al fondo. Por otra parte, co­

mo consecuencia de un incremento en el radio hidr4ulico, de-

bido al abultamiento del flujo y a la disminución de las pd~ 

didaa por fricción, se tiene como resultado un .incremento en 

la velocidad de ~a mezcla1 para loa datos de Straub y Ander­

aon esta velocidad ha lleqado a valorea de 1,7 veces la v~l~ 

cidad que se tendrla si el flujo fuera no aireado. 
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Para dar una idea de la disminuci6n de las p4rdidas, se pre­

senta en la fig 4.7 la variaci6n del coeficiente de ehezy P!. 

ra las regiones de flujo presentadas en la fig 4.1 • Para 

la regi6n de flujo no·aireado, zona definida con echo' el 

coeficiente de ehezy result6 ser de echo •· 50 ml/2/s, para 

la regi6n de flujo uniformemente aireado, zona definida con 

ech~, el coeficiente alcanza valo~es de echu • 98.66 ml/2/s 

para una pendiente de 60°. Es "de notarse que mientras mayor 

as la pendiente, mayor cantidad de aire tendr4 el escurri- . 

miento, 6sto se ref~eja.en coeficientes de ehezy m4s altos, 

eá decir, l!lenores p6rdidas. Para apoyar esta idea, loa coe­

ficientes de Chezy, correspondientes a la regi6n de flujo 

uniforme, fueron graficados en funci6n ~e la concentraci6n 

media de aire C1 este resultado se. presenta en 11a · fig 4. 8 

donde se puede apreciar el efecto del contenido de ai~e so­

bre la disminuci6n de las P,6rdidaa. 

Para la regi6n de transici6n, l!nea punteada en la fig 4.7, 

el coeficiente varía en· relaci6n al contenido de aire1 para 

los_ datos de Straub y Anderson, esta variaci6n se ha supues-

to lineal tal como se muestra en la fig 4.7 'La fiqura ~ 

dr!a utilizarse para obtener el coeficiente de ehezy segdn 

la regidn de flujo que se tenga. 

4. 4 PJtoce.d.imúnto de. d.i4 e.ilo 

El procedimiento que ~ continuaci6n se exp?ne est4 basado en 
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el rean4lisis de los resultados experimentales reportados. 

El objetivo de este procedimiento es calcular, a partir de 

datos usualmente conocidos de antemano, como el gasto, pe~ 

diente y rugosidad, las caracter!sticas medias de un flujo 

aireado, .El procedimiento resultara ~proximado ya que co­

.mo se menciond al analizar la fig 4, 2, la extrapolacidn de 

los datos de· Straub y Anderson a prototipos presenta" in­

fluencias de las paredes que podr!an alterar los resulta­

dos. 

Como principio, la·fig 4.1 podr!a utilizarse para conocer 

el tipo de flujo que se tiene, Gato se obtendr!a en funcidn 

de la pendiente,, el tirante cr!tico y la ubicacidn de la es­

tacidn de interGs. Asimismo, de la misma figura podr!a ob­

tenerse el valor de la energ!a E. 

Para la regido de flujo parcialmente aireado, se calcula el 

valor de la concentracidn media de aire e a partir de la 

fig 4.4a1 si.el flujo es uniformemente aireado, el valor de 

e se obtie.ne de la fig 4. s que es funcidn exclusivamente de 

la pendiente. 

Para cualquier regidn de flujo, el valor del coeficiente de 

Chezy se puede obtener de la fig 4.7 conociendo este valor, 

el tirante d se puede obtener a partir de la ecuacidn · 

~3/2 1/2 q a cch a (sen 8) (4.15) 



Para la regi6n de flujo parcialmente aireado,, y 

3/Z 1/Z 
q • Cchu a (Ben 8) (4 .16) 

Para la regi6n de flujo uniformemente aireado. 

En la ec ·4.15 el coeficiente Cch se puede obtener de la fi9 

4.7 utilizando la extrapolaci6n lineal correspondiente. 

El valor de la velocidad del flujo aireado V se puede obte­

ner de la ecuaci6n para B. 

B • a coa 8 + 
,";..·· 

El tirante m&ximo que puede alcanzar el flujo, debido al 

abultamiento Yu, se' puede pbtener con la ec 4.14 una vez 

'que a y e son conocido•. 

Es importante señalar que para el caso de vertedores de an­

cho de plantilla grande donde desaparecen los efectos de laa 

paredes, la longitud de desarrollo podria alcanzar valorea 

de dos veces la longitud de desarrollo de los datos de Straub 

y Anderson (fig 4.6), 

Lo• resultados obtenidos con el procedimiento anterior tienen 

aplicaci6n directa en el dimensionamiento de tanques amorti-



78 

guadores, 

. 4. s Aptlcacl6n de lo4' ~e4ultado4 en ta ecuaci6n de canti­
dad de movimiento 

La aplicación del principio de la cantidad de movimiento al 

·esquema mostrado en. la fig 4. 9 conduce a la siguient~ ecua­

ción 

donde 

I. -
9 

q (1/2 coa s- V1 coa 8) • tP (4.17) 

8 4ngulo que forma la plantilla del tanque con la . 
horizontal, en grados 

·e 4ngulo que forma la plantilla de la r4pida con la 
horizontal, en grados 

y peso eapectf1.cc¡ del agua, en kg/m3 

g aceleración de la gravedad, en m/a2 

q gasto unitar1.o, en m3/a/m 

V¡ velocidad media del flujo aireado en la sección 1, 
en m/s 

v2 velocidad media del agua en la sección 2, en m/a 

tP resultante de las fuerzas externas que actdan en 
el volumen de control de la fig 4.9, en kg/m 

El t4rmino tP se.puede separar en 

tP - P¡ Cl08 e- P2C08 8+ "'sen 8Cl08 8- Ef O)S 8 (4.18). 



'19 
mA TESfS. ftl DlBl 

donde SAlJI 1( LA •1W 
P¡ i:esÚltante de la fuerza de presi6n que actda en la 

sección 1, en kg/111 

· P2 resultante de la fuerza de presi6n que actda en la 
sección 2, en kg/111 

W peso del agua que se encuentra entre las seccione• 
1 y 2, en ~g/111 · 

fuerza de fricción externa que actda a lo largo de 
la superficie de contacto entre el agua y el 'tan­
que, en kg/111 

Para un flujo aireado en la aecci6n 11 la fuerza de preai6n 

P e• 

(4.19) 

La fuerza de presi6n en la aecci6n·2 e• 

1 2 
Pz • ·2 Y d2 (4.20) 

Despreciando la fuerza de fricci6n Ff y considerando que 
• sen a" O y coa a• 1 ~esul ta para la ec 4 .18 

1 ª2 1 2 EP •. 2 y 1 coa e - I y d2 

Sustituyendo 4.21 en 4.18 

l. 1 ª2 1 2 9 q (V2 - V1 coa 9)• zY 1 coa e- zYdi 

Ordenando tdrminos y despejando a d2 se llega a1 

(4. 21) 
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~- I a~ cOS e+ ~ (V¡ COS 8• _g_) 
dz 

.. 
(4.221 

Al resolver por tanteos la ec 4.22 se obtiene el tirante CO.!!. 

jugado mayor del salto hidr4ulico que se forma dentro d.el 

tanque amorti9uador1 lo que permite el di.niensionamiento del 

miemo. 

. . 



Tabla 4.1 Resllmen de los datos da Straull y And~rson, eondicldn rugo.a 

GASTO Ye ii . - E X/Ye . Ye/E, V 

H3/s M H m/S m 

Pandianta 22. 5° 

a.0623 0,1237 Ó.0267 5.0440 1 .3214 110,8812 0,09'6 .. 

~0906 .1588 ··º"º 5.7~50 1. 7145 86.'728 .0926 

.1189 .1903 ,0410 6,2790 2.0474 72.0757 .09'0 

.147J .2195 .0480 6,7J6D 2.'570 62.4875 .09J1 . 

.1812 .2510 ,05JD 7,J46D 2.7994 54.4286 .0900 · 

.20J9 .2727 .0590 7.5900 2,9907 50,2970 .0~12 . 

.2J22 .2974 • 0640 7.8640 J.2111 46.1197 .0926 

.2719 .JJ04 ,0710 8.J820 J,6465 41.51JJ .0910 

.3625 .4002 .0870 9,1140 4.'141 34.2900 .09'0 

. a 
Pendiente JO 

0.0623 0,123'1 0.0230 5,8830 1, 78J9 110.8812 0.069' 
.0906 .1588 .0300 6,6140 2.2556 86.'728 .0700 

.1189 .190J .0345 7,5900 2 .9661 72.0757 ,0650 

.147J .2195 ,0400 8.0110 3.3597 62.4875 .0660 

.1812 ·.2520 ,0470 8.5040 J.7266 54.4286 .0680 

.2DJ9 .2121 .0500 8,9000 4.0805 50,2970 .0670 

.2J22 .2974 .0550 9,2050 4.J66J 46.1197 .0680 

.2719 .JJ04 .0620 9,72JD 4.8721 41.51JJ .0680 

,J625 .4002 .0740 10.7290 5.9J11 )4,2900 .0675 



Tabla 4.1 Continuacidn. 

GASTO Ye d V E: X/Ye Ye/E: 

m'I• '" m m/s '" 
Pendiente '1 .5ª. . .. . . . . . ................ 

0.0623 o.12n o.p18' 7.'76 2.7875 110.9912 0.0444 
' 

.0906 .1588 .0239 8.2910 ,-¡5226 86.'728 .0451 

.1189 .190, .0292 9.2350 4.,692 72.0757 .0440 

• 1473 .2195 .0326 . 9.8450 4.9659 62.487? .0442 
.1812 .2520 .04~2 9.8450 4.9720 54.4286 .0507 

.20,9 .2727 .0454 9. 7840 4.9223 50.2970 .• 0554 

.2322 .2974 .0500. 10.1800 5.,216 46.1197 .0559 

.2719 ·"º4 .0566 10.5160 5.69,0 41.51,, .0580 

i.'. 
~'625 .4002 .0696 11.4300 6.7140 34.2900 .0596 

.4248 .4448 .0780 12 .1010 7.5242 'º•8JOO .0591 

Pendiente 45°· 

I 

0.0623 0.12'7 0.0161 8 .400 3.6446 110.8812 0.0339 

.9906 .1588 .0190 10.,940 5.5198 86.3728 .0290 

.1189 .1903 .0240 10. 7900 5 •. 9509 72.0757 .0,20 

.1473 .2195 .0290 11.4910 6.7498 62.4875 .OJ25 

.1812 .2520 .0324 12.1920 7.5991 54.4286 .0332 

.2039 .2727 .0361 12.3750 7.8414 50.2970 .OJ48 

.2322 .2974 .0417· 12.2220 7.6430 46~1197 .OJ90 

.2719 ·"º4 .0489 12.1920 7.6108 41.5133 .04)4 

.J625 .4002 .0619 12.802 8.)970 )4.2900 .0976 

.4248 .4448 .0731 12.1100 8.285' J0,8,00 .0540 

• 



Table. 4.1 continu•cidn, 

Ye ,d E X/Ye Ye/E 
m 111 111 

' ·o 
Pendiente 60 

-----
o.062J 0.1237 0.0121 11.2780 6.4889 110.8812 0.0191 

0906 .1588 .0167 11.8260 7.1J65 86.~728 .022) 

.1189 .190J .0196 .1'.1670 8.8462 72.0757 .0215· 

,147) .2195. .02)1 1J.9290· 9.900) 6?. .4875 .0222 

.1812 .2520 .0271 14.6910. 11.01JB 54.4286 .02JO 

,20J9 .2720 .QJ06 14.569 10.8JJ6 50.2970 .0251 

.2J22 .2974 .0J54-· .. ··14.3260 10.4782 46.1197 ..0280. 

.2719 ·"º" ,OJ98 15.0270 11.5291 41 ,51JJ .. 0290 



Tabll\ 4.2 Raadman de 101 cillculoa aractuados para construir la rlg,4,2 

( datoa da la rar 24 ), 

--
E1t )( ' ¡¡ ¡¡ E Ye/E x/..,c 

(m) (m'/sm) (m/5) (m) ( '" ) ------
'º1 2., ,.15 16.74 .199· 14.41 .069 2.J. 

502 1.4 ,,15 16.8 .187 14.51 .068 8.4 

50, 14.5 ,, 15 17.5 .180 15.7' .on 14., 

504 20.6 ,.15 17.74 .177 16.16 .061 20.6 

505 26.7 ,,1, 1a.2 .17' 17.40 .057 26.7 

--
Tabla 4. 2 contlnuacidn( 

>;cfE x7;C. E1t. X 
' e¡ 

o a E 
(m) Cm /eml (m/o) (m) (rn) 

501 7.7 2,2,. 15,4 ,14 .. 12 .19 .064 9.74 

502 1',8 2.2' 16,64 .1' 14,20 ·º" , 17~46 

50, 19,9 2,2' 16.64 .1' 14,20 .055 25,19 

504 26 2,2, 17,2 .t2 15.17 .052 ,2.91 

505 ,2,1 2.2' 11 .. 6 ~12. 15.90 .049 40,6, 



4,J R~ailmen da 101 cllculoe ·arectuadoe para construir la tir.4,2 (datos de la 

rer ' ) 

--
GASTO. Yo d v E X X/Ve Ve/E 

(m' /5) (m) (m) (11/5) (m) (ti) --
.062J .12> .0267 8,44 J,64 1',71 90.67 ·º"9 

.0906 .158 ,019 10.'9 5.519 1'.71 70.6' .029 

.1189 .140 ,024 10,79 5,95 1J, 71 5B,9J .0)2 

.147' .219 ,028 11.49 6,749 1J~71 51.09 ,OJ25 

.1812 .252 ,0'2 12.19 7,599 1'.71 44.50 ·º" 
.20'9 ;272 ,OJ6 12.'7 7,94 1J,71 41.1> . ,.o>4 

.2'22 .297 .041 12.22 7.64 1J,71 '7.71 ·º" 

.2719 ·"º .0489 12.19 7.61 1'.71 . >4.0 .oo 
,J625 ·"ºº ,0619 12.ao 8.'97 1'.71 28.0 .0476 

.4248 ,44 ·º" 12.71 8.28 1'.71 25,21 .054 
" 
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F ig 4. 9 Aplicoc ión ·de lo ecuoc iÓn de cont idod de movimiento· 
o lo región. final de un flujo aireado 
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S. CONCLUSIONES 

Despude de haber desarrollado loe cuatro capitulos anteriorea 

ea claro que hasta la fecha aGn no se ha comprendido por co! 

pleto el fen6meno del agua blanca; Se saben aua consecuen­

cia• pero no la causa que lo produce. Hasta ahora se han 

planteado hip6teais que intentan explicar este fen6meno, ain 

embargo, estas hip6tesis o bien son sugestivas o se han pla!!. 

teado en funci6n de evidencias experimentales a nivel de mo­

delos a escala reducida. Es bien sabido que tratar de mode­

lar los efe~toa de resistencia en loa flujos a alta veloci­

dad ea sumamente dificil, por esta raz6n loa mdtodoa de pre­

dicci6n expuestos en el capitulo 3 eat4n basados en pruebas 

de laboratorio donde no pudo reproducirse el agua blanca, y 

por tanto loa trabajos a6lo se concretaron a estudiar el de-
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aarrollo de la capa llmite. Esto quiere decir que loa m4to­

doa aer4n v4lidos en tanto'la·hip6teaia en que se apoyan sea 

tambi4n•v4lida. En realidad, no ea claro todavla el princi­

pio del fen6meno1 por un lado, se tiene la idea de que date 

principia en forma adbita y en una llnea bastante defintda y' 

trasversal a la direcci6n del escurrimiento (hip6teaia de la 

afloraci6n de la capa llmite turbulenta), por otro lado ae 

tiene la idea de que el agua blanca principia primero en to~ 

ma de franja• aisladas (hip6teaia de la af loraci6n de estrla• 

vorticoaaa longitudinales), A decir verdad, ninguna de es­

tas idea• ha sido completamente demostrada, lo que si ~a cl!, 

ro ea que la apariencia completamente blanca del flujo va 

precedida (en algunos casos) de las franjas espumosas aisla• 

das arriba mencionadas. Sin embargo, se ha comprobado que 

loa resultados que proporcionan loa m4todoa de predicci6n 

del capltulo 3 resultan una buena aproximaci6n si se lea co!!!. 

para con las escasas mediciones en prototipo con que se cue!! 

ta. Ea por ello que quiz4 la hip6teaia de la afloraci6n de 

la capa llmite turbulenta ha.recibido mayor atenci6n y en la 

actualidad ea ampliamente aceptada, No obstante, se plantea 

la necesidad de estudiar todas las alternativas que pudieran . 

explicar el fenOmeno del agua blanca, y no simplemente dedi­

carse a una sola, m4xime cuando data (teorla de la turbul~n­

cia) presenta ciertas objeciones que hay que conciliar. 

La teorla de la afloraciOn de eatrlaa vorticosaa 'longitudina .-
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lea abre una alternativa interesante para comprender el ori­

gen del agua blanca. Para ello se requiere estudiar la teo­

rta con mayor profundidad y llevar a cabo pruebas experimen­

tales (de preferencia.en prototipos) con el propdaito de con .. ~ 

tar con datos suficientes que permita comprobar la teorta y 

desarrollar un mdtodo de predicci6n para determinar el punto 

o aecci6n crttica donde se inicia la aeraci6n. Adem4s cona! 

guir un mdtodo de predicci6n basado en esta teorta resulta­

rta sumamente interesante ya. que permitiría comparar loa re­

sultados que se ob~uvieran con aquellos proporcionados por 

loa mdtodos de predicci6n basados en la teorta de la aflora­

ci6n de la capa límite. 

:. ~. ' 

Otra.posibilidad que podría resultar interesante ea la de 

considerar que el origen del agua blanc.a se debe al a.flora­

miento de la capa límite t1Jrbulenta y al afloramiento y rup­

tura ~e los v6rticea longitudinales1 dato ae desprende de 

los resultados obtenidos con capa límite, ya que, como se 

vio en el capítulo 3, ~roporcionan di~tanciaa de aparici6n 

del.punto crítico m4a cortas que las que ocurren en la natu­

raleza (mediciones en prototipo reportadas en la literatura), 

lo que induce a pensar que el afloramiento de la capa ltmite 

no ea la dnica causa que origina el fen6meno. Esta idea ·co!!l 

plicarta el an4liaia, pero abre otro camino para ~xplicar el 

origen del agua blanca, 
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Por otro lado, el problema que presenta el ctllculo de la 

mezcla agua-aire no esttl resuelto aGn. Se han venido publi 

cando algunos trabajos que presentan metodolog!as que permi 

ten estimar los efectos de la inclusi6n de aire sobre los 

escurrimientos1 estos procedimientos parten de una base· ex­

perimental en donde las mediciones en modelos y/o prototi­

pos han tenido un papel muy importante1 destacan entre di­

chas mediciones las efectuadas por.Straub.Y Anderson Cref 

3) y Anderson (ref 5) ya que han sido publicadas en su tot! 

lidad ro cual ha hecho que sigan siendo utilizadas con fre-

cuencia. 

Ha sido pr4ctica comdn aceptar que estas mediciones repre­

sentan a un flujo uniformemente airados y con esta base ae 

han presentado· los mGtodos (refs 3~ 7 y 8), Gato no resulta 

tan cierto, Y.ª que como se vio en el capitulo 4 1 al reanal! 

zar los resultados experimentales de Straub y Anderson se 

pudo apreciar que no todas las mediciones de dichos autores 

son representativos de un flujo uniformemente aireado. El 

mismo reantllisis ha permitido presentar una metodología con 

la cual es posible estimar, para un flujo parcialmente o 

uniformemente aireado, los efectos que produce, en el escu­

rrimiento, el aire atrapado. Debido a que la metodología 

presentada esta fundamentada, principalmente, en las obser­

vaciones de Straub y Anderson, resulta aplicable en r4pidas 

de secci6n rectangular y con una rugosidad en e1 concreto 

representada con n ª. o •. 014" tlo obstante, Gato no le reata 
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utilidad al m6todo puesto que las.r4pidas de aecci6n recta!l 

gular y n ~ 0.014 son comunes en la pr4ctica, 

Con ia metodologla presentada tambi6n ea posible determinar 

concentraciones medias de aire lo cual resulta de ~tilidad 

cuando se desea obtener el abultamiento del flujo y con ello 

un adecuado dimensionamiento de las paredes laterales, evi­

tando asl loa posibles derra111es. 

En el c~so de un vertedor, la metodologla propuesta podrla 

utilizarse para tener un~ primera idea, aunque loa resulta­

dos habr!a que tomarlos con reserva sobre todo porque en un 

vertedor la longitud de desarrollo resulta mayor que la ob-

tenid~ a partir de las observaciones de Straub y Anderaon1 

donde debido al ancho reducido del canal, .probablemente se 

·tuvieron influencias de las paredes • 

• 11-' . 

• 
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ANCXO A 

" APLICACION DE LAS LEYES DE CONSERVACION EN LA ZONA DE DESA­
"" ·'RROLLO DE LA AERACION 

La cuantificaci<Sn de los, efectos de la inclusi<Sn de aire S!!, 

bre las características medias de un flujo aireado a super­

ficie libre se podría estimar en forma te<Srica aplicando 

las leyes de conservaci<Sn en la zona de desarrollo de la 

aeraci<Sn. 

En este anexo se pretende mostrar esta alternativa1 para lo 

cual se tomaron las ideas expresadas en la ref.7. Antes de 

pasar al desarro.llo del tratamiento anaUtico de la aera­

ci<Sn es conveniente presentar las bases te<Sricas sobre.las 

cuales se apoya dicho desarrollo. Las ideas que a continU!. 

ci~n se presentan fueron tomadas de la ref 1. 



87 

A. 1. · El. Co11ce.p.to de. A1v1ll4.t.\e. 

Loa escurrimientos a auperf icie libre son normalmente casos 

de flujos turbulentos1 se entender& por turbulencia, dentro 

de una masa fluida en movimiento, ·Un estado de agi~aci611 d! 

&ordenada, que puede imaginarse como la coexistencia con el 

flujo principal de un gran nllmero de remolinos de distintos 

tamaños,· que generalmente presentan el aap.ecto de ovoides 

deformados. La regi6n de turbulencia ea de·una extenai6n 

finita y colinda con un flujo no turbulento de una velocidad 

media caa1 uniforme. 

Como ea Bl!bido, la regi6n turbulenta se desarrolla con la 

distancia hacia aguaa abajo conforme el flujo no turbulento 

ea contaminado. En flujos sobre vertedor~a o escurrimientos 

de alta velocidad ea com11n tener,. en adici6n a esta contami­

naci6n, un flujo de aire dentro de la capa turbulenta (el 

proceso de la inclusi6n de aire se describe en el capttulo 

2). 

Seg11n Ellison y Turnar (ref 11 la velocidad de entrada del 

aire a trav6a de la superficie de contacto agua-aire, ea 

proporcional a la velocidad característica (escala de valo­

cidad) del flujo principal y, la constante de proporcion.ali­

dad ea conocida como constante de arrastre, E. SegGn este 

principio se define a la constante de arrastre en la forma 

siguiente. 
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Considerando el .caso de un flujo bidimensional en un canal 

donde. se t~ma· el eje •x• a lo' largo del mismo y el eje •y• 
a 

perpendicular a dl, se define una longitud caracterlstica, 

Yu• como 

hasta un 

el tirante normal medido desde el fondo del canal 

punto tal que la concentraci6n dé aire sea del 99t, 

(la elecci6n de este valor ae debe a la facilidad y seguri­

dad con la que se ha medido en mod~loa y prototipos (ref 

3))1 puede entonces definirse úna velocidad caractertstica. 

como 

donde 

ü. - u u dy . . 1 · Jy 
Yu o 

U velocidad de la 'mezcla agua-aire a una distancia y 
de la pared 

La constante de arrastre, E, se puede expresar, de acuerdo 

con la definici6n dada anteriormente, por 

'1 d ( - ) E•= - y U u dx u 
(A.1) 

El planteamiento te6rico que sigue est4 basado en el concee 

to de arrastre ya descrito y en las ecuaciones cl4aicas de 

la hidr4ulica1 conservaci6n de masa, de cantidad de movi­

miento y de energla. En ellas, dos de loa par4metroa m4a 

importantes son1 
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a) La densida~ en forma adimensional, -p, qµe toma en cue!!. , 

ta la vai:iacidn de la densidad de la mezcla, definida 

por 

- 1 I:u Pm U dy (A.21 p • 
ü Pw Yu 

donde 

Pw densidad del agua 

Pm densidad de la me~cla agua-aire 

b) Caracter!sticas medias del flujo de la mezcla, expres!, 

das en funcidn del nClmero de Froude y definido para e! 

te caso como 

donde 

1/2 
F • Ü/(p gyU COB 8) (A,3) 

e angulo que forma la plantilla del canal con la hor! 
zontal 

A.2,1 Ecuaci6n de Continuidad de MA64 
" 

Un an4lisis cuidadoso de la se A.1 

ella a la ecuacidn de continuidad, 

permitir& descubrir en 

ya que1 i d(f) • CTB • B1 
U, dx 

en otras palabras, el incremento en el caudal q,'de mezcla, 
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es debido solamente a la entrada de aire al flujo. 

-Desarrollando la ec A.l en tGrminoa de p, Yu y F, se obtie-

ne · 

E• l ( dÜ + - y -Ü u dx 
- d Yu) u-

dx · 

De acuerdo con la ec A.3 

8)
1/2 

Ü • r (p g Yu coa 

es decir, Ü • f (F, p, Yu>• por lo tanto 

dÜ 
ax. 

aü d y aü dF · aü dii 
.,--__.U::.+ +. 
a y u dx TI' ax iji'Qx 

(A,4) 

-.~ .! 

Sustituyendo loa valorea de U y dU/dx, la ec A.4 se trans­

forma en 

1 Yu dp 
2-¡ ax (A. 5) 

En la deducci6n anterior ae ha considerado que la constante 

de arraatre ea funci6n aolamente de ji, F y Yu• ea decir, se. 

considera que la diferencia entre las denaidadea del agua y 

del fluido ambiente ea siempre la miama. 

A.t.2 Conae~uacldn de ta Cantidad de Moulmltntq 

Para deducir la ecuaci6n de.cantidad de movimiento para un 

, 

. •,. 
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canal prism&tic~ con flujo turbulento se partir4 del princ! 

pio de co~aervacidn de la propiedad •q•, Segdn este princi 

pio1 el flujo neto de una cierta propiedad •q• que atravi!. 
f 

aa un diferencial de 4rea de un volumen de control ubicado 

dentro de un tubo de corriente, m&a el cambio en el almace­

namiento dentro del volumen de control ea igual a la crea­

ci6n o destrucci6n de energ!a dent.ro del mencionado volumen 

de control, En forma anal!tica lo anterior se expresa como 

donde 

p 

f p qU nda 
s 

+ a~ J P qdV • 
V 

I R(pq) 

V 

dV 

densidad del flujo con' pr0piedad q 

(A.6) 

U velocidad con la cual la propiedad q atravieza la 
sup~rficie.de control S 

n vector unitario normal hacia afue~a sobre. S 

V volumen de control que encierra la superficie S 

R variable que representa una creaci6n o deatruc-
ci6n de energ!a 

Para expreaar la ec A.6 en tGrminoa de transporte de canti­

dad de movimiento, ae haca q • uj (la componente da Ü en la 

direccidn j). En eate caso, la integral del lado drecho.de 

la ec A.6 repreaentar4, la creaci6n o destrucci6n de la CA!!, 

tidad de movimiento, ejercida por la fuerza resultante de 

l••· de cuerpo, normal y tangencial, De esta forma, la ec 
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A.6 se transforma en 

donde 

(A. 7) 

resultante de las fuerzas normales a la superfi• 
.cie Sen la direcci6n j 

resultante de las fuerzas tangenciales a la su­
perficie S en la dirocci6n j 

resultante de laa fuerzas de cuerpo en el volu­
men V en la direcci6n j 

Mediante el teorema de la divergencia de Gausa ea posible 

transformar integrales de superficie en integrales de volu­

men o viceversa, dato ea 

J V pUj UdV + 3~ J p uj dV .. Fnj +FTj +Fcj 
V V 

El flujo aqut tratado ea pe~anente por lo que 

J v p uj u dV • Fnj +FTj +Fcj 
V 

(A.8) 

(A.9) 

. La fuerza de preai6n o normal F nj puede repi::eeentarae por 

(A. 9a) 



donde 

93 

componente en la direcci6n j de la presi6n nor• 
mal a la superficie S 

O bien, por el teorema de Gaus• 

P j ñ dS • - f V P j dY 
y 

Por lo tanto, la ec A.9 •e transforma en 

Uj U dV • • f V Pj 
y 

81 se reduce el volumen de control a un punto ~n.el prop6-

sito de no manejar inteqrales de volumen •e tiene que 

donde 

(A,9b) 

resultante de las fuerzas tanqencialea ex 
teriores por unidad de volumen -

fe• - F
0
.IY resultante de las fuerzas de cuerpo por 

• • unidad de volumen 

Al considerar un flujo unidimensional seqGn el eje x, el 

tran•porte de cantidad de movimiento ea 

d . -2 d 
Tx (pU ) • - -:ax (P) + fTX + fax (A, 9c) 
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P " Px " pg Yu coa 8 

Si se integra la ec A.9c a lo largo de la normal al flujo' 

.desde la plantilla.del éanal hasta Yu 

IYu d 

o dX 

donde 

2 
(p u ldy • - d Jlfu · · iJii 

0 

pg coa &y dy + ftx Yu +fcx Yu (A.101 

ya han sido definidas y donde se ha sacado lil 
operado~ ~ fuera de la segunda integral por 
no ser el integrando funci6n de x 

Los t4rminos del lado de~echo de la ec A.10 representan, p~ 

ra un canal de ancho unitario, la fuerza de presi6n, la fue~ 

za tangencial por unidad de 4rea y la fuerza de cuerpo por 

unidad de &rea respectivamente. 

La fuerza exterior tangencial por unidad de 4rea fTlfu• que 

actGa sobre el fluido es la debida al arrastre friccional o 

esfuerzo cortante que se produce sobre la frontera s6lida. 

Esta fuerza puede expresarse en funci6n de un coeficiente 

de arrastre c 1 , de la densidad del fluido p y de la veloci­

dad Ü del mismo', en la forma siguiente (ref 71 
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. - -2 
C¡ p U (A,11) 

El aigno negativo ae debe a que la fuerza tangencial ea CO! 

traria al movimiento del fluido, 

La componente de la fuerza de ·cu·erpo por unidad de area, en 

la direccidn x, debida adlo al cam~ gravitacional, pueda 

expresarse como 

J
Yu ; 

f 0 x Yu • 
0

· pg sen 84y (A,12) 

Reemplazando p por Pm (densidad de la mezcla) y auatituyen• 

do Aoll y A,12 en A.10 se tiene 

(A,13) 

Mediante la regla de Leibnitz, (ref 411 ea poaible que el ai¡ 

no de derivaci6n quede fuera de la primera integral de la ac 

A.13 • Segdn esta regla 

donde 

Pa• denaidad del aire 

Ua, velocidad del aire 
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El segundo tdrmino del lado derecho de la ecua~i6n anterior, 

eat4 asociad~ con un'flujo Por ·la frontera, en este caso un 

flujo de aire. Sin embargo, este flujo en tdrminoa de canti­

dad de movimiento ea despreciable comparado con el del flujo 

principal (la densidad del agua ea aproximadamente 800 vecea 

la del aire), o bien, comparado con el flujo m4aico conaide­

rado en la.ecuaci6n de continuidad, donde debido a la inclu­

ai6n de aire existe un significativo incremento de volumen. 

Por tanto, despreciando el flujo por la frontera superior la, 

ec A.13 ee tranaforma en · 

d ru . d ru .2 ru di . Pm u2 dy •- di L P111 g ooa ey dy - c 1 pm u + p111g sen edy 
o o . . o 

(A.14) 

·, 

La ec A.14 representa el balance de cantidad de movimiento del 

· fluido contenido en el volumen elemental de ancho unitario li-

mitado por x, X+ dx, y - o,·y - Yu. 

Siguiendo lae ideas expresadas en la ref 7 y a travde de proc!. 

dimientos algebraicos, la ec.A.14 ae expresara en forma paree! 

da a la ec A.51 para tal efecto, ae divide la ec A.14 entre la 

densidad del agua pura, Pw• y se definen loa par4metroa adime!, 

sionalea siguientesa 

S¡ "' -----1•2-- JYu Pm u2 
P u Yu Pv 

o 

dy (A.15) 
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[u . .' 

82 • 1 ~y dy -y 2 p u Pw 
(A.16) 

[u 83 • 1 Pm 
dy -· 

p Yu· Pw 
(A.17) 

• 

Con auxilio de las expredones A.3 y A.15 a A.17 ae t.iene 

A.2.J 

Yu d P 
TTx 

Con4e4vaci4n de ta Ene~gta 

(A.181 

Si en la ec A.6 se hace q a E* se obtendr4 la ecuaci6n de la 

ener9ta1 E* aer4 la energta i;>or unidad de masa o espectfica. 

Esta energta ea de trea tipos a aaber1 

al ek ~ U2/2, energía cindtica espectfica, asociada con el 

movimiento de la masa (energta de la mezcla 

agua-aire)r 

b) •• energta interna espectfica asociada con.la 

temperatura de la masa (energta molecular .Y 

at6mica)1 
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c)· ep • gZ, energ!a potencial especifica, asociada con la 

poai~i6n de la masa para campos gravitaciona-· 

lea, donde Z ea la elevaci6n local del fluido, 

Al aplicar el principio de la conservaci~n de la propiedad 

•q• en tdrminoa de la energ!a se establece lo que se conoce 

como el principio de la conservaci6n de la energ!a y se puede 

expresar en tdrminoa de la rapidJz de variaci6n de' la energ!a, 

debida a las velocidades con las cuales se transfiere calor y 

ae efectda trabajo. En esta forma, el lado derecho de la ec 

A.6 estar& representado por 

donde 

(A,19) 

transferencia de calor en el sistema por sus cantor 
nos¡ implica una energ!a en transici6n desde una mi" 
aa a otra como resultado de una diferencia de tempi 
ratura 

trabajo hecho sobre loa contornos del sistema, impli 
ca una energ!a en transici6n y que tiene lugar cuan= 
do fuerzas exteriores que actdan sobre el sistema lo 
mueven una cierta distancia 

Laa variaciones m4a significativas en la energ!a interna, e, 

son laa debidas a variaciones en la temperatura (ref 2) y supo­

niendo a datas despreciables, loa tdrminoa e y 50 no ae conaid!, 

ran con lo cual la ec A.6 aplicada en tdrminoa de la energ!a 
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queda 

.f p(U2 + gZ) u ñ dS +a~ J p(u2+ gZ)dY•-
s ' y . 

aw 
it (A.20) 

El trabajo realizado sobre loa contornos.del sistema incluye 

a) awpresi6n' trabajo efectuado por las fuerzas normal•• 

(presi6n) actuando sobre las fronteras del mismo. 

b) 4Wtangenci~l' trabajo de las fuerzas tangenciales (es­

fuerzo• cortantes) realizado en las fronteras del siste-

ma • 

En el presente desarrollÓ'el t4rmino aw no incluye el trabajo 

realizado por las fuerzas m4sicas, debidas a .. la gravedad, ya 

que este efecto esta considerado en·el t4rmino ep como energta 

potencial. 

Para aplicar la ec A.20 al ca10 de un canal prism4tico de pe~ 

diente fuerte el trabajo (en la unidad de tiempo) efectuado 

por las fuerzas normales, ea igual a la fuerza debida a la pr~ 

s16n local mul~iplicada por la componente de la velocidad en 

la direcci6n de la fuerza, llli'to as, utilizando la expresi6n 

A.9a 

ñ U dS 
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An4logamente 

donde 

componente de la velocidad en la direcci6n de la 
fuerza 

Con las expresiones anteriores la ec A,20 se transforma en 

Mediante el teorema de la divergencia de Gauss la ec A.21 se 

transforma en 

[, 
v(p(U2+gz¡ü).dv +a~ l P (U2+gZ)dY ~-1 v (PU)dY +FT uT 

y y . y 
°(A. 22) 

considerando un volumen de control reducido a un punto y ade­

m5s flujo permanente, la ·ec A.22 deviene en 

donde 

V(p (U2 + gZ)Ü) • - V(PU) + fT UT (A.23) 

trabajo, en la unidad de tiempo, realizado por la• 
fuerzas tangenciales por unidad de volumen 

Si se considera un flujo unidimensional en la direcci6n x 
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~ (p (U3 + .qZU)) • - 'lx (PU) + f. U . dx • 

e int~qrando en la direcci6n y, ae tiene 

por la. ec A.11 y reemplazando p por pm 

(A, 24) 

donde 

coeficiente de arrastre dt;¡•, .. ·, 

Para canales p~ism4ticoa con pendiente neqativa, Gato ea, 

~ ~ - sen e la ec A.24 reaui.ta 

Interesa ahora expresar la ec A,25 en forma parecida a las 

e.ca A.5 y A.18, para tal efecto ea necesario intercambiar los 

siqnoa de inteqraci6n y derivaci6n en la primera inteqral de 

la ec A.25, ésto ea, aplicando la reqla de Leibnitz y dado 

que la velocidad es funci6n de y, ae tiene 
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Si se considera que el transporte de energía por la frontera 

superior debido a la inclusi6n de aire es despreciabie en co! 

paraci6n con la del flujo en la ecuaci6n de continuidad (re- · 

cuGrdese que pw/pa ~ 800), se tiene que 

Por lo tanto,· la ec A. 24 resulta· 

Luego, en forma an4loga a lo expresado para la ecuaci6n de 

continuidad de movimiento, se define para la ecuaci6n de ener-

gta loa par4metroa adimenaionalea siguientes 

JYu s.. • 1 ·~ u'dy -3 p Yu U . Pw 
o . 

(A. 27) 

Jy . 
85 • 1 u~Uydy - 2 -p Yu U , Pw 

o 

(A.28) 

S& • 1 J~u ~u dy - ü p Yu P,, 
o 

(A.29) 
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Y con auxilio de las ecuaciones anteriores ~ de la A.31 la 

ec A.26 resulta finalmente 

5 - 3 Yu dji 
( I S,.F2p + 2 85)-:;- - + 

. p dx 

El siguiente paso consiste en resolver las ecs A.S, A.18 y 
d Yu Yu dp Yu di' 

A. 30 para las incCSqnitas dX , P ax Y p di( 

d y 
Sustituyendo dxu de. la ec A.5 en A.18 y A.30 se tiene 

2 2 4 Yu dr 
·-, (83 .tan 8- C¡ p 1'2 ) • ( J S¡ PI' - J 82) -p ax+ 

'y d-p 4- 2 1· u 4- 2 4 
+ < l' B1P F + 3 s2> T ax· + < ¡.s1p F + l' s 2> E (A.31) 

(A. 32) 

Dividiendo A.31 y A.32 entre F2, resulta 

!J. · - 2 - 4 S Yu di' . 
( F 2 tan e- C¡ p) a ( l' S¡ p - J ft ) -¡;di( + 

4 - 1 s Yu dp 4 4 S 
+( l' S¡ P + l' jt ) ·T ax+ (l' S¡ ii> + l' jt ) P (A.33) 
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. ( !&. tan e- ~ji) . ( 4 - ! !t) Yu di' 
+ F2 'j' 64 p 3 F Tdx' 

5 - 2 !t Yu dji 
5 - 5!!¡,) +(3S,.p+JF) -+ ( E (A.34) T dx l S4 P + l F2 

Los valores num6ricos de los coeficientes s1 a s 6 se pueden 

obtener a partir de experimentos. De loa datos reportados 

en la literatura se ha visto que dichos valorea son cercanos 

a la unidad (ref 7). En la pr4ctica los ndiueroa de Froude P! 

ra canales con fuerte pendiente son generalmente altos (en 11'!! 

delos, ref 3, 6 y 8, se han obtenido ndmeros de.Froude mayo­

res de 4, y en prototipos llegan a ser todav!a mayores), por 

lo que parece razonable despreciar en las ecs A.33 y A.34 

aquellos t6rminos que est6n divididos entre pZ. 

" 8i as! se hace, resulta para las ecs A.33 y A.34 

- 2 - Yu di!' 4 - Yu dji 4 -
- c1 p • 3 s1 p T rx + 3 s1 p T ax + J 81 p z (A. 35) 

· - 4 - Yu di!' S - Yu dji 5 -
- ~p ª3 S..P T rx• 3S..P -rax•3S..P z (A. 36) 

-Dividiendo A;35 y A.36 entre p queda 

- C¡ • 2 8 Yu di' 4 Yu dji 4 
E J 1 - ¡rx + 3 8¡ T dx + 3 81 I!' X 

(A.37) 

• C2 4 Yu di!' 5 Yu dji 5 
E • 3 .84 - ¡rx + J S4 ¡r ¡rx + 3 84 F X 

(A, 38) 
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Al resolver en forma aimult4nea estas dltimas ecuaciones eli­

minando, Yu ae obtiene 

l!.- 'dF -· F d~ 
(A.39) 

-El valor del par4metro adimenaional p y de la concentracidn 

media de aire C se pueden obtener en forma experimental. Sin 

embargo, es m4s dtil y con mayor sentido f!sico esta dltima1 

por ello es conveniente encontrar una relacidn entre e y p , 
4ato es, partiendo de ·la definicidn de e 

donde 

e • ' 

Ya volumen de aire 

Yw volumen de agua 

11 - c1 

Ym volumen de mezcla agua-aire 

Y, considerando que 

donde 

Wm masa de la mezcla agua-aire 

Ww masa del agua 

(A,40) 

(A.41) 
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Aceptando que Wm • Ww , y por las.aes A.40 y· A.41 se conclu­

ye que 

P • (1 - C> (A. 42) 

Sustituyendo A.42 en A.39 se obtiene la ecuaci6n diferencial 

que repreaent.a a las caracterbticas de un flujo aire11do 

(1 -C)dF ss .. c1 - 4C2S~ 
Fd(i - el • 2C:zS¡ -s~C¡ -S¡S~B (A.43) 

La aoluci6n de la ecuaci6n diferencial A.43 serla factible ai 

se contara con medicionéa experimentales para valuar los pa'ra 

metros qué·aparecen en el lado derecho de dicha ecuaci6n1 

-asl, la soluci6n tendrla un car4cter general ya que tomada 

en cuenta el grado de desarrollo de la aeraci6n en el eacurr!, 

miento. Sin embargo, no fue po•ible contar con dicha• medi­

ciones que hiclera factible tal soluci6n. 

El tratamiento analltico presentado en este anexo es uno de 

loa intentos que se han llevado a cabO para tratar de repre­

sentar loa efectos del aire atrapado en el escurrimiento y 

se ha.incluido en·este trabajo para mostrar una manera de 

atacar el problema • 

• 
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