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RESUMEN 

El presente estudio es parte de un proyecto en desarrollo en el Instituto de 

Ingeniería, UNAM, cuyo objetivo último es la estimaci6n de la confiabilidad 

de sistemas estructurales ante solicitación sísmica. 

El trabajo consta de dos partes: la primera tiene por objeto desarrollar, im

plantar y calibrar un algoritmo para el análisis probabilístico de la respues

ta dinámica de sis temas no 1 i neal es con un grado de 1 ibertad ante perturbacio

nes transitorias, en particular a cargas sísmicas. La segunda parte tiene 

como objetivos proponer y aplicar una formulaci6n para estimar la confiabili

dad de estos sistemas bajo solicitaciones sísmicas. 

El algoritmo propuesto en la primera parte, que se denominó de linealizaci6n 

equivalente paso a paso, toma en cuenta las características no estacionarias 

el~ la e~titociñn y rlP 1" r?spi1rstíl, y es aplicable a sistemas en los que, no 

sean importantes la degradación de propiedades mecánicas por influencia de 

cargas cíclicas ni los efectos de esbeltez. 

El algoritmo se apl ic6. a sis temas de cortante de un grado de 1 i bcrtad con ri

gidez no lineal sujetas a excitación estacionaria. Los resultados obtenidos 

mostraron una aproximación (respecto a la solución exacta) igual o mejor que 

la de los modelos de 11nealizaci6n de h1an y de Atalik y Utku. 

La formulación propuesta en la segunda parte permite el tratamiento explícito 

de la incertidumbre en la resistencia de los sistemas estructurales y en la 

solicitaci6n sísmica en un sitio de interés. La formulación se aplicó a la 

estimación de la probabilidad de falla de marcos de concreto reforzado de un 

·grado de libertad diseñados de acuerdo con el Reglamento del Distrito Federal; 

se consideró que los marcos se localizaban en la zona de suelo blando del D.F. 

De los resultados obtenidos en esta segunda parte se concluye que 1 as prob_abil i

dades de falla de los sistemas estudiados muestran gran sensib11 idad a las dis

tribuciones de probabilidades de la resistencia de los sistemas estructurales 

·y de la intensidad m:íxima esperada en el sitio de interés para un lapso· dado. 
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l. INTROOUCC!ON 

La observación de estructuras sometidas a temblores intensos y los resul
tados experimentales en prototipos y elementos estructurales ante solici
tación cíclica permiten afirmar que ciertas construcciones experimentan 
deformaciones inelásticas cuando la solicitación sísmica es importante 
{1,21. Por consiguiente, para representar y estudiar adecuadamente el col'!. 

'... portamiento no lineal de' dichos sistemas estructura les es necesario uti li 
zar modelos que reflejen ese comportamiento, así como las características 
no detenninistas de la excitación sísmica. 

En general la ecuación de movimiento correspondiente a una estructura de 
comportamiento no lineal sujeta a excitación sísmica se representa media]1_ 
te ecuaciones diferenciales estocásticas no lineales de segundo orden 
.{~}. El primer miembro de dichas ecuaciones contiene fuerzas inerciales, 
disipativas y elásticas de la estructura mientras que el segundo contiene 
las fuerzas perturbadoras. 

La solución de las ecuacionr.s mencionadas es difícil de obtener y se cue]1_ 
ta con soluciones analíticas exactas s6lo para casos particulares. La di 
ficultad se debe a que dichas ecuaciones contienen en su primer miembro, 
términos no lineales,y el .. segundo presenta características aleatorias no 
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estacionarias. Debido a lo anterior se han propuesto algunas soluciones 

aproximadas a 1 problema, ya sea ignorando 1 a natura 1 eza no 1inea1 o no es

tacionaria del problema {3}. 

En este trabajo se propone un algoritmo para estudiar el comportamiento de 

sistemas estructurales no lineales ante excitación sísmica. El algoritmo 

toma en cuenta la no linealidad en el comportamiento del material y las c!!_ 

racterísticas no estacionarias de la excitación. Además, es de tipo híbri 

do porque combina una formulación analítica con la simulación de Monte Ca!_ 

lo. 

fintes de plantear el algoritmo mencionado, en el Cap 2 se hace una breve 

revisión de las técnicas propuestas por algunos autores para obtener la s~ 

lución de la ecuación de movimiento de sistemas no lineales sujetos a exci 

taciones aleatorias. En el Cap 3 se presenta el algoritmo propuesto en e~ 

te trabajo para el mismo fin. En el Cap 4 se aplica el algoritmo al estu

dio del comportamiento de sistemas estructurales de cortante no lineales 

ante excitación sísmica. El estudio incluye la calibración del algoritmo 

con los propuestos por lwan y Atalil:-Utku (4,5). Finalmente, en el Cap 5 

se presentan las conclusiones y recomendaciones de este trabajo. 



2. REVISION BinLIOGR/\FIC/\ DE TECNICAS PARA LA SOLUCION DE LA ECUACIOll 
DE MOVIMIENTO DE SISTEMAS NO LINEALES SUJETOS A EXCIT/\CJON ALEATO
RIA 

La solucidn de ecuaciones diferenciales no lineales detenninísticas fué e!?_ 

tudiada por Poincaré {6), por medio de la técnica de perturbaciones. Esta 

técnica, que Crandall {6) aplico al caso en el que el segundo miembro de la 

ecuacidn es aleatorio, impone fuertes restricciones a la no linealidad (que 

sea débil) y son muy°difíciles de aplicar a ecuaciones de movimiento de es

tructuras cuya relación carga-defonnación exhiba un comportamiento histeré

tico*. 

Existe otro método para el caso de excitación aleatoria, que consiste en r~ 

solver la ecuación de Fokker-Planck asociada al problema {7). Esta ecuacidn 

predice la distribución de probabilidades de la respuesta estacionaria. Es

te método es exacto pero se cuenta con soluciones para casos muy particula

res, por ejemplo, para cuando la excitación es ruido blanco gaussiano. 

11 Un s1stcma tiene comportamiento histcrético si es capaz de disipar energía 
nl<:!diantc deformación ineliistica ante ciclos de cnrgn y descarga. 
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Otra contribución en el análisis no lineal determinístico fue el de Krylov 

y Bogoliubov (8,9) quienes, basados en la hipótesis de variación lenta de 

parámetros, desarrollaron aproximaciones de primer orden para la solución 

de sistemas sujetos a excitación armónica. Posteriormente ellos y Mitropolsky 

{10} extendieron las bases niatc111áticas del método y desarrollaron aproxima

ciones de orden superior. Así surgieron los llamados métodos asintoticos, c~ 

mo los de balance armónico y balance de energía (que son, en el fondo, lo 

mismo) que generan aproximaciones de ler. orden (3). Estos métodos impli-

can la adopción de un sistema equivalente cuyos parámetros varían lentameJl. 

te en cada ciclo de oscilación, lo cual constituye una restricción seria 

para algunos sistemas. 

También se tienen los métodos dB linealización equivalente (3) para el aná

lisis no lineal determinístico, los cuales se basan en establecer un siste

ma lineal, equivalente al original. La definición de equivalencia no es a.I!, 

soluta, puede variar según el problema, pero en general el objetivo del mé

todo es ajustar la respuesta del sisternQ original con la del ~istcma linea

lizado, calculando las propiedades equivalentes que minimicen alguna medida 

especificada del error. El error es el vector que resulta de restar las 

fuerzas calculadas en cada instante para el sistema real y el equivalente, 

dada una solución.aproximada que son los desplazamientos del sistema en fu~ 

ción del tiempo. El.criterio de minimización consiste en que la esperanza 

de la suma de los errores cuadráticos de cada componente del vector difere~ 

cia es minima, es decir que la derivada de la esperanza respecto a cada pa

rámetro del sistema equivalente es nula. 

--La ··adaptación de las técnicas de linealización equivalente al caso en que 

la excttaci6n es aleatori.a estaci.onaria fue. propuesta por foster (11}, 

. Lutes ( 12} y Booton y Caughey ( 13, 14, 15), Con dichas propuestas se logró 

salvar algunas de las restricciones de los métodos mencionados anteriorme~ 

te, Foster (11), propuso expresiones matriciales para valuar los parámetros 

óptimos del sistema lineal equivalente, cuando la excitación es estacionaria 

con media cero. Sin embargo para el caso general se ·debe invertir una ma

triz de 2n x 2n, donde n es el número de grados de libertad del sistema. 

Lutes{l2} trat6 el concepto de equivalencia y propuso varias definiciones 

del error, para excitación de ruido blanco gaussiano estacionar.io y sii 

temas con comportamiento bi lineal hlsterético. Booton y Caughei ( 13, 

14, 15) extendieron los métodos de Krylov y Bogoliubov al caso en que la 
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excitación es aleatoria y el sistema p~see no linealidad hereditaria* pero 

suponen que la respuesta es aproximadamente senoidal con modulaciones 

aleatorias suaves en la amplitud y la frecuencia. 

ll'lan presentó una aplicación de la técnica de la linealización equivalente 

a sistemas no lineales con varios grados de libertad (4} y en ( 16) una re

visión del estado del arte de las técnicas aproximadas de análisis dinámi

co de sistemas no lineales. 

En{4} propuso expresiones escalares sencillas para valt1nr los parámetros 

del sistema li~éal equivalente (Apéndice 2 de.l presente trabajo) y las apli, 

c6 para obtener 1 a res pues ta estacionaria ~e sis temas no 1inea1 es de cortan 

te con .varios .grados de libertad, sujetos a excitación gaussiana estaciona

ria ... En (16) r.evisó las técnicas de análisis no lineal enfatizando las que 

olieden aplicarse en ingeniería sísmica. 

Atalik y Ulkll {5} presentaron un método de linealización con el cual obtu

vi.eron expresiones cerradas para los parámetros. equivalentes de sistemas 

no lineales cuya excitación sea gaussiana estacionaria. El método se deri 

va del uso de las propiedades de procesos gaussianos estacionarias y redu

ce la linealización a la aplicación de los operadores diferenciación parcial 
y esperanza a los términos no lineales (Apéndice 2 del presente trabajo). 

Spanos {17) aplicó los criterios de Iwan para analizar la amplitud de la 

respuesta estacionaria de sistemas no lineales con varios grados de liber

tad sujetos a excitación gaussiana estacionaria,. también aplicó estos cri

terios para determinar la respuesta transitoria de los mismos sistemas 

cuando'la excitación es un proceso de ruido blanco gaussiano estacionario. 

* . Se. denominan sistemas hereditarios a los. sistemas histcréticos cuyo com-
portamiento depende de toda la historia previa de la respuesta dcl- sist.!!_ 
ma, 
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En anibos casos la solución se basa en la hipótesis de que la respuesta es 

de tipo "pseudo-senoidal" cuya amplitud y fase varían lentamente de mane

ra aleatoria. 

Vanmarcke (18) presentó una expresión para valuar, de manera aproximada, 

la variancia de la respuesta transitoria de sistemas lineales con varios 

grados de libertad sujetos a excitación estacionaria. Dicha expresión se 

basa en la propiedad que dicho autor determinó en (18) para la respuesta 

de sistemas lineales sujetos a excitación estacionaria, por la cual, los 

momentos espectrales de la rospuesta de un sistema lineal con varios gra

dos de libertad se pueden expresar en términos de los momentos espectra

les de la respuesta de osciladores de un grado de libertad. En el apéndi 

ce 1 de este trabajo se aplica lo anterior. 

Tokemiya y Lutes (19) presentaron dos critedos de linealización equivalen

te para valuar la variancia de la respuesta estacionaria de un sistema no 

lineal de un grado de libertad, para los casos en que el comportamiento 

histerético del sistema es bil ineal, trilineal o de Ramberg-Osgood. El 

primer criterio se basa en la minimización media cuadrática del error, y 

el segundo se basa en un balance de energía, que considera la equivalen

éia entre la energía disipada por el sistema histerético y la generada 

por la excitación. Los autores presentaron varios ejemplos de aplicación. 

Spanos y lwan (20} estudiaron la existencia y unicidad de las soluciones 

obtenidas con los métodos de linealización equivalente y llegaron a lo sj_ 

guiente: 

a) El sistema es un1co si .Y solo si el número de soluciones linealmente 

fadependientes (considerando la respuesta y su velocidad), es mayor 

o igual que 2n, donde n es el número de grados de libertad del siste

ma. 

b) Cuando no exista un sistema equivalente único, el valor de la norma 

promedio de la diferencia entre las fuerzas del sistema real y el 

equivalente (es decir del error), será el mismo para todos los siste-
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mas lineales que se puedan construir utilizando el mismo criterio de 

minimización. 

c) Cuando el sistema consiste de varios elementos no lineales aislados 

conectados entre puntos nodales, se puede construir un sistema lineal 

equivalente mediante una técnica de sustitución simple aplicada a ca

da elemento. 

lyengar N. e Iyengar J. (21) derivaron expresiones para la distribución 

probabilidades instantánea de la deformación inelástica de un sistema no 

lineal de un grado de libertad sometido a excitación ~aussiana, así como 

para la deformación inelástica acumulada del mismo sistema. Finalmente 

propusieron gráficíls de la media y la desviación estándar de la deforma

ción inelástica del sistema para excitaciones estacionarias no blancas. 

Spanos (22) analizó la respuesta estacionaria y transitoria de un oscila

dor con amortiguamiento no lineal sujeto a excitación gaussiana estacion!!. 

ria de banda ancha. El análisis que hizo consiste en suponer que la res

puesta es un proceso de banda angosta; para lo cual expresó el amortigua

miento equivalente siguiendo los criterios de· Iwan, es decir, en función 

de la amplitud de la respuesta. Finalmente, estableció la ecuación asoci!!, 

da de Fokker-Planck y determinó la densidad de probabilidad de la ampli

tud de la respuesta .. 

Gasparini { 23) obtuvo las covariancias de los desplazamientos asociados 

con los diferentes grados de libertad de un sistema lineal de cortante 

sujeto a excitación no estacionaria expresada como el producto de un pro

ceso estacionario de ruido blanco gaussiano por una función determinísti

ca de modulación. Los resultados los comparó con las respuestas (estaciQ. 

naria y no estacionaria) a ruido blanco estacionario y con la respuesta no 

estacionaria a ruido blanco con densidad espectral variable en el tiempo. 

También calculó las razones medias de excedencia de un umbral (hipótesis 

de ocurrencia de Poisson) evolutivas (es decir que varían con el tiempo) 

y las probabilidades de exceder por primera vez este umbral. 
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Gasparini y Deb Chaudhury {2~} desarrollaron expresiones para la matriz 

de covariancias evolutivas de la respuesta de un sistema lineal de va

rios grados de libert¡:cl sujeto a excitación no estacionaria no blanca y 

presentaron expresiones para calcular probabilidades de excedencia de un 

umbra l. Para producir e 1 efecto de excitación no b 1 anca se sometió a un 

sistema con un grado de libertad a una excitación de ruido blanco, y su 

respuesta se consideró como excitación del sistema real. 

De la breve revisión bibliográfica presentada en este capítulo sobre la 

obtención de la respuesta dinámica de sistemas no lineales sujetos a exci_ 

tación no estacionaria se concluye lo siguiente: 

Algunos autores estudiaron la no linealidad haciendo la hipótesis de que 

la respuesta ti ene ciertas caracteri s ti cas, por ejemplo, que es aproxima

damente senoidal y de variación lenta en cada ciclo; otros autores consi

deraron a la excitación como un proceso estacionario y al sistema como no 

1 ineal; mientras que otros determinaron la respuesta para el caso en que 

el sistema es lineal y la excitación es no estacionaria. Por lo tanto, 

se puede afirmar que el problema de la respuesta de sistemas no lineales 

sujetos a excitación no estacionaria requiere más investigación. Tomando 

en cuenta lo anterior en este trabajo se propone un modelo de 1 ineal iza

ción paso a paso que permite eliminar algunas de las restricciones de los 

mo_!lelos propuestos por otros autores como se verá en los siguientes capí

tulos. 



3. MOO.ELO OE LlNEALlZACION ·EQll'.VALENTE PASO A PASO 

3.1 Ecuaci6n de movimiento 

La ecuación de movimiento de un sistema de cortante de N grados de liber

tad con amortiguamiento y rigidez no lineales, .empotrado en la base y sujg_ 

to a excitación sísmica ·., puede expresarse como sigue: 

~ R + ¡¿ x + ~ ~ + _g_(x,x) = - MÜ 
"' g 

(1) 

donde~·~ y~ son las matrices de masas (matriz diagonal), amortiguamien
to viscoso y rigideces lineales de la estructura, respectivamente. x, x y 
~son los vectores de aceleraciones, velocidades y desplazamientos relati

vos de las masas respecto a. la base. El vector !J.(x,x) representa las fue): 
zas de.amortiguamiento y elásticas asociadas a las características no li

neales de la estructura. El término - ~~g representa la excitación sísmi

ca, que se supondrá que actúa en la dirección indicada en la fig l. En lo 

que sigue se aceptan las siguientes hipótesis: los efectos de esbeltez 

son despreciables, y no ocurre degradación de las propiedades de los mate

riales por efectos de fatiga. 
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3.2 Solución de la ecuación de movimiento 

Como el presente trabajo está orientado hacia estudios de confiabilidad ei 

tructural, en los cuales la seguridad estructural se mide por la probabi

lidad de falla, es decir, la probabilidad de que se exceda un cierto nivel 

de respuesta del sistema (que es función de las covarfoncias de la respuei 

ta) la solución que se obtiene está dada por las matrices de covariancias 

de la respuesta y también de la velocidad de la respuesta. Lo anterior se 

debe a que la probabilidad de que se exceda un cierto nivel de respuesta 

depende del número medio de veces por unidad de tiempo, en que se excede 

esta respuesta, y este promedio depende a su vez de la velocidad de la rei 

puesta (25). En particular, para sistemas en los que se considera como 

falla a la excedencia de un cierto nivel de desplazamiento, interesa cale~ 

lar las variancias tanto del desplazamiento como de la velocidad. 

Dado que el análisis modal ofrece ventajas importantes en la obtención de 

·la respuesta de sistemas lineales ante carga fluctuante (suponiendo la 

existencia de modos clásicos de vibración) se procede, para poderlo apli

car a la ec 1, a lineal izar dicha ecuación mediante la técnica de lineali 

zación equivalente (.4 },'la cual consiste en lo siguiente: 

a) Se obtiene un sistema lineal equivalente 

una respuesta aproximada a la del real. 

forma: 

tal que se encuentra con él, 

Dicho sistema sería de la 

(2) 

donde !i.e y ~ son las matrices de amortiguamiento y rigidez 1 ineales 

equivalentes a las fuerzas no lineales del sistema real, es decir, las 

fuerzas representadas por el vector g(x,x) en la ecuación {!). 

Llamando!!, a l"a diferencia entre (l) y (2): 
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d = g_(x,xl - ~e Is. - ~ ~ (3) 

b) Un criterio de equivalencia queda especificado por: 

A(c{Q.l = mínimo A _ operador promedio (4) 

c) Las expresiones (3) y (4) implican lo siguiente: 

(5) 

siendo ce .. y ke .. los eler.ientos de las matrices ~e y~· respectil'amente. 
1J 1J 

d) Si A es el op.erador esperanza, se puede cambiar, en (5), el o.rden de 

aplicación de los operadores esperanza y derivación. Del producto 

d1d resulta una función escalar que, al ser derivada respecto a cada 

elemento de las matrices equivalentes ~e y ~e' se transforma en dos 

sistemas de ecuaciones. Y si a estas ecuaciones se les aplica el op~ 

rador esperanza, se tienen dos sistemas de ecuaciones en donde las V!!_ 

riables son los elementos de las matrices equivalentes C y ]<0 , las 
'l.e ·~ 

cuales se pueden despejar en función de las covariancias de la res-

puesta y las de la velocidad de la respuesta. 

Conocidas las matrices ~e y ~ la ce (2) puede resolverse aplicando el m~ 

todo de análisis modal (26 y 27) para evaluar las covariancias de las re?_ 

puestas de interés mencionadas anteriormente. 

Puede recurrirse, para analizar el planteamiento general, a la ref 1.7'' y, 
para ver las operaciones algebraicas de la aplicación en éste trabajo, a 
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los apéndices 1 y 2. 

Puesto que el objetivo que interesa es calcular la probabilidad de que el 
sistema exceda un cierto nivel de respuesta, y ésta puede ser excedida no 
sólo al final de la acción de la excitación sino también mientras actúa, 
se hace necesario calcular la matriz evolutiva de las covariancias de la 
respuesta. Por ello sería deseable contar con un procedimiento en el cual 
la linealización se realice por tramos. Es lo que se propone en este tra-
bajo. ' 

3.3 Método de linealización equivalente paso a paso 

El método de linealización equivalente paso a paso consiste en lo siguien
te: 

1) Se subdivide la excitación en vario~ intervalos (los cuales pueden ser 
cle longitud variable) y se considera que dicha excitación es estacion~ 
ria en cada intervalo. 

2) Se obtienen, para cada paso, las covariancias de la respuesta tomando 
como condiciones iniciales las finales del anterior. Así, la respues
ta al final de un paso es función de la intensidad de la excitación en 
ése paso, y de la respuesta al final del anterior. 

3) Las características del sistema linealizado son función de las respue~ 
tas y evolucionan, como ellas .• de un paso a otro. El proceso es, por 
tanto, iterativo, y puede sintetizarse en el siguiente algoritmo: 

a) Se asignan valores iniciales a las covariancias de la respuesta (en 
el primer paso se suponen, y en los siguientes se toman las finales 
del paso anterior), 

b) Se calculan los parámetros del sistema lineal equivalente, 
c) Se valúan las covariancias de respuesta de este sistema. 
d) Se itera hasta que estén suficientemente próximas las covariancias de a) 
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y e). Se avanza al siguiente paso. 

El paso b) consiste en evaluar los elementos de las matrices K y Ce de 
"e " acuerdo con la ecuación (5), tomando como operador A a la esperanza del 

término entre paréntesis es decir: 

Puede dcmo~trar~c 

a E(dTd) ar- --
eij 

.. 

-ª- E(ci1d) ac - --
eij 

r ...... ·f e;-\: 
l 1·.. ·'' J 

......... ......... ' 

= o (6) 

\ 

= o (7) 

ya no linealidad involucra sólo a x, las ecuaciones (6) y (7) conducen a 
lo siguiente: 

(8) 

i = número de paso 

donde E { }I significa que la esperanza es evaluada para la desvía-
º . . X¡.1 

ción estándar de la respuesta al final del paso anterior. 

Si el sistema también es no lineal en la variable de velocidad, x, (como, 
por ejemplo, sucede en sistemas histeréticos), las ecuaciones (6) y (7) 

permiten determinar ce 
ij 

(9) 

i = número de paso · 
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Para calcular estas esperanzas se utilizará el método de Monte Car lo en 
la siguiente forma: 

a) Dados una semilla y el número de simulaciones, se genera un conjunto 
de números aleatorios con distribución normal estándar, esto es con. 
media cero y desviación estándar 1, N(O,l). 

b) Se transforman estos números en otros que tengan distribución 
N(O,ox ) , simplemente multiplicándolos por ºx . 

i-1 i-1 

c). Se valúa (8).con las siguiente .. expresión: 

1 
n 

~ [ ag(.x)J 
i=l ax x. 

1 

'n = número de simulaciones 
xi = número aleatorio transformado en b) 

(10) 

puesto que la no 1 ineal idad involucra sólo a x, la fuerza de amortigua
miento es lineal y ce = O. 

3.4 Modelación de la excitación 

Por las características erráticas que ·exhiben los acelerogramas de los si~ 
mos, suelen modelarse con procesos estocásticos. Además, dichos acelero
gramas muestran características no estacionarias y media = O. 

El proceso estocástico que más se ha utilizado para modelar acelerograma5 
es el de ruido blanco, que es un proceso cuyo espectro de potencia es con~ 
tante {2). Por otra parte, en virtud del teorema del límite central y pa-

· ra aprovechar las propiedades de simplificación de los momentos estadísti
cos gaussianos', muc'hos investigadores han modelado los acelerogramas con 
procesos· de ruido blanco gaussiano estacionario (21. Puesto que un proce-

, 



1 
1 

J 

1 
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so de este tipo fUe utilizado en las reforencias {4 y 5}, para representar 

la excitación y dada que los resultados del planteamiento propuesto en ei 

te trabaja son calibrados contra los obtenidos en esas referencias, aquí 

también se adapta este proceso para modelar la excitación en la aplica

ción que se presenta en el siguiente capítulo. 

I 



... ,, 

4. APLICACION A SISTEMAS DE CORTANTE 

Con el fin de calibrar el modelo de linealización equivalente paso a paso, 
>e ¡iru9r•111ú ei ol9uril111u merrciunddo en 3.3 de acuerdo ai diagrama de flujo 
de la fig 3. 

El modelo se aplicó para represcnta1• un sistema elástico no lineal de cor
tante de un grado ·de .1 ibertad ( fig 1) sujeto a exci taci6n estacionaria con CO!!!. 

portamiento no lineal s6lo en la rigidez: un caso de endurecimiento y otro 
de ablandamiento (ver fig 2). Para estos casos existen expresiones cerra
das de las soluciones exactas a la ecuación de Fokker-Planck (4, ?.}. 
Con estas soluciones exactas y con aproximaciones dadas por otros investi
gadores se compararon los resultados obtenidos con el modelo propuesto eo 
éste trabajo. 

Como en las soluciones de la ecuación de Fokker-Planck (FP) se consideró a 
la excitación como un proceso de ruido blanco gaussiano estacionario, se 
hizo la misma hipótesis al aplicar el algoritmo propuesto en este trabajo. 

•• 

I 



17 

4 .1 Ecuac.l611 de 111ov.ú11<'.u1to 

Para el sistema de cortante mencionado en el párrafo anterior la ec (1) se 

convierte en: 

m~ + ex + kx + g(x) = F(t) (11) 

donde m, e y k representan la masa, el amortiguamiento y la rigidez lineal 

del sistema respectivamente, g(x} representan la fuerza elástica no 1 ineal 

del sistema considerado. 

F(t) es la excitación mencionada anteriormente, la cual tiene una función 

de autocorrelación RF(t) = 2 de ó(t) = 11 •S 0 ó(t), donde d es un parámetro 

que indica la intensidad de la excitación, y 50 es la amplitud de la fun

ción de densidad espectral de potencia correspondiente a RF(t); la función 

de densidad espectrai ¿sta· definida para frecuencias mayores o iquales a 
cero. 

Para fines de la aplicación se consideró que m = 1 y k =· O en el sistema 

estudiado; de acuerdo con la relación carga-deformación usada, y la técni

ca empleada en el c~lculo de los parámetros equivalentes se presentan los 

casos siguientes: lA, 11, 2A, 21; donde el 1 corresponde a 1a relación dela 

fig 2a). el 2 a la de la fig 2b), la letra A a la técnica de Atalik y 

Utku (14) (apéndice 2) y 1a 1 a la de lwan(l2}" (apéndice 2). En la tabla 

7 se muestran las caracterfsticas de los casos analizados. 

4. 2 Relttc.l611 CM9a-de601Unac.l6'11 g(¡t) = ax' 

Atal ik y Utk.u expresan el parámetro de rigidez equivalente ke y la solución, 

de manera cerrada, tanto para la solución de Fokker-Planck (FP), como para 

la aproximación presentada por ellos (AU). 

Para la solución de FP(5} 

J 
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(12) 

Para la soluci6n de AU (5): 

ke = E { aªx (ax')!. = 3ti E {x 2 } 

E{x2
} = d/k :. E{x'J = a' = 0.5776 /I (13) 

e AU . a 

para el m~todo de lineali'zaci6n equivalente paso a paso (LPP), propuesto 

·en este trabajo, los resultados se organizaron de la siguiente manera: 

En la tabla 1 se muestra la comparaci6n de las respue,;tas para un interv! 

lo de valores del parámetro a entre .01 y 20: en las columnas l a 3 se ven. 

la rigidez y frecuencia equivalente k y w y la variancia obtenida por el 
· e e 

. método {LPPj oLPP; ius Lrt!~ µ1.1rd111~Lf'u$. uLtt:11iJvs d€~ ii.üdalv de 1incülizü · 
ci6n paso a paso para un paso. En la columna 4, la variancia obtenida con 

la esuaci6n 13; en la columna 5, la obtenida con la ecuación 12 y finalme~ 

te los errores E
3

_
4 

y r
3

_
5 

en porcentaje, y que se calcularon así: 

E 
= latr - ª~rrl 

3
_
5 2 

X 100 

ªFP 

Los·resultados del modelo de linealización paso a paso se obtuvieron hasta 

un tiempo final tf = 40 segs, para el cual la respuesta del sistema ya era 

estacionaria. El número de simulaciones para calcular ke fué de 200 y el 

método utilizado para calcularla fue el de AU. 

En la tabla 2, las 3 primeras columnas muestran lo mismo que la tabla antg_ 

rior, pero ahora el método usado para calcular ke fue el de Iwan (!), La 

colwnna 4 contiene la solución encontrada con la ecuaci6n (12), y finalme~ 

te la última columna muestra el error entre ªFP y ªLPP' el cual se calcu16 

a.s~: 
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lo' - a' 1 FP LPP . x lOO 
2 

ºFP 

Aquf el valor tF fue de 50 segs. 

En la tabla 3 se ml1estran los resultados para la variancia final cuando se 

calcula en varios pasos. Las columnas 1, 2 y 3 contienen kc' we y ªLPP PQ. 
ra 2 pasos, las columnas 4, 5 y 6 contienen lo mismo que 1, 2 y 3, ahora 
para 10 pasos, 1: se calculó con el método AU. La columna 7 contiene la so e -
lución exacta de {11) Y las últimas los errores E

3
_
7 

y E
6

_
7 

calculados así: 

1 ºFP - ºLPP ?.PASOS 1 =----- X 100 • ºLrP lOPAsasl x 100 
2 

ªFP 
2 

ºFP 

. ( ) = -2 f tg" 1 
( -" _k X) 4. 3 Re.f11r..<'.611 CMDa-de501U11,1c.i611 g X ¡¡ u 2 f 

u 

Iwan (!) presenta en (4) expresiones cerradas para evaluar la solución exac 
ta de FP y la aproximación que se obtiene siguiendo su método. 

Para 1 a sol uci6n de FP (4} 

2 12 _1._ __ 
ªFP eª crfc(a) = 2cf . u 

(14) 

donde 

a = 
12 fu 

¡¡ k 'h 

Para la solución de l (4): 

2 Ir ~ ªr eª erfc (a) = 2 2cr u 
. (15) 

donde 

o. = 
f2fu 

¡¡' k º1 
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, erfc = fUnción complementaria de error y >, = nS 0 

En las tablas 5 y 6 se muestran los resultados (columnas 1, 2 y 3) obteni
dos con el modelo de linealización paso a paso, para un paso, calculando 
ke con el método de hian y el de AU, respectivamente. 

También se muestran las variancias obtenidas con los criterios de FP y de 
Iwan, así como las comparaciones en por ciento, las que se calcularon así: 

) 

' lol_pp - ojl 
.E1 = - X 100 

oj 

X 100 (AU) 

En todo esto, tF = 50 segs; fu = 1 y el número de simulaciones para calcular 
ke fue de 500. 

La tabla 4 muestra variancias finales calculadas en 2 y 5 paseó, con 
tF = 50 segs, número de simulaciones = 500 (ke del método AU) y fu = l. La 
columna 3 muestra la solución rr y la última columna' es 

En la fig 4 se grafican los resultados obtenidos, utilizando la relación 
g(x) =ax', con los siguientes modelos: de linealización paso a paso, de 
Atalik'yUtkuyde Fokker-Planck. Se observa que la solución usando FP fue 
consistentemente mayor que las otras para los valores de a anal izados. Ta!!! 

bién se observa que la5-soluciones AU y LPP casi coinciden, lo que indica 
que· el modelo LPP produce resul ta<los con la misma aproximación que AU (el 
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mismo error respecto a FP). 

En 1 a fi g 5 
g(x) ~ ~-f 

n u 

se grafican los resultados obtenidos, utilizando la relación 

tg" 1 ( i *- x), con los mismos modelos, calcula~d? ke según 
u 

lwan o segun AU. En e'l primer caso (ke de lwan) las soluciones conserva-
ron siempre este orden: FP, LPP, lwan de mayor a menor; éste indica que 
el modelo LPP produjo resultados más próximos a los del modelo FP, que los 

de lwan. En el segundo (k de AU), para k < 10 el orden fue: FP, LPP y!, e . 
y para k ~ 10 fue: FP, lwan y LPP, lo cual indica que en el primer intervalo 
los resultados del modelo LPP se aproximan más a los del FP que los de 
Iwan, y en el segundo ocurre lo contrario. 

4. 4· Aná.f.ll.l& de ILMttUado~ 

Si se le llama error a las diferencias obtenidas con los diferentes métodos 
(i1U, l, LPPj respecto a la solución exacta (FP) y se comparan los resulta
dos mostrados en las tablas 1 a 6 y figuras 4 y 5 se concluye que, para los 
casos estudiados: 

a) Para los casos lA y 11 el modelo propuesto en este trabajo (LPP)' 

conduce a un error menor o igual que el que se obtiene con las 

aproximaciones de AU y de l 

b) Para el caso 2A y t. < 10 el modelo 
fu 

.res.menores que los del método de l. 

propuesto (LPP) lleva a errQ. 

Para ~ > 10 los errores 
fu 

obtenidos con LPP son mayores que los correspondientPs a 1. 

c) Para el caso 21 el modelo LPP conduce a errores menores que los 
obtenidos con el método de 1. Es necesario mencionar que con el 
método LPP se llega al mismo resultado cuando se utilizan uno o 
varios pasos. 

d) Las diferencias de todas las aproximaciones (1, AU, LPP), respecto 

a FP se deben a que la distribución de la respuesta no es gaussiana, 

sino de otro tipo. 



5. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

l. El modelo de linealización equivalente paso a paso propuesto en este 

trabajo permite obtener la res purista de sfatemas de cortante no linea

les sujetos a excitación no estacionaria. 

2. Los resultados para los casos estudiados permiten afirmar que el algo

ritmo propuesto conduce a una aproximación igual o mayor que la propor. 
cionada por los modelos de Iwan y de Atalik y Utku. 

3. En vista de que para sistemas de un grado de libertad los resultados 

pueden considerarse aceptables se propone estudiar el problema en sis

temas con varios grados de libertad. 

4. También sería recomendable el adaptar el modelo para relaciones carga

deformación del tipo histerético. 
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l' 2 3 4 5 6 7 
lincalización paso a paso ' ' E

3
_
4
i E3_5% 

kc we o' LPP ºALI ºFP a 

20 3.79 l, 94 
. 

,063 ,063 ,074 .27 17,46 
10 2,87 1,69 ,096 ,096 .112 .28 14.28 
5 2.17 1,47 ,147 ,145 .170 .77 13,53 
3 1,77 1,33 ,199 ,198 ,232 .62 14.22 
1 l ~14 1,06 ,385 ,383 .448 .26 14.06 

,5 .86 ,93 ,583 ,581 ,680 .45 14.26 
,l .45 ',67 · 1.531 1,527 1,787 .28 14 .32 

,01 .17 .42 6.016 6.100 7 .139 1.37 15.73 

Tabl<I l. Comparación entre las variancias, o', obtenidas con los modelos: 
de linealización paso a paso (LPP) (para un µaso), de Atalik-Utku ( AU) y 

la solución· exacta de Fokker-Planck (FP'); caso lA. 

1 2 3 4 
linealización paso a paso 

ªf p E3-4%. 
a l:c we o' LPP 

20 3,79 l, 94 ,063 ,074 14,86 
10 2,86 1.69 ,097 ,112 13,39 
5 2,17 1,47 ,147 ,170 13,53 
3 1.77 1,33 ,199 ,232 14.22 
,1 1,14 1.06 ,385 ,448 14.06 i,j =número de columna 
.5 ,86 ,93 ,584 ... · .• 680 14,11 
.1 .45 ,67 1,533 1,786 . 14.16 

,01 ,lB ,42 6,077 7 .121 14,66 

· · Tabla 2. Comparación entre las variancias, o!, obtenidas -~on los modelos: 
de linealización paso a paso. (LPP) {para un paso)., y la soluci~n exacta _de 
Fokker-Pl anck { FP .. ); caso 1 I. 

'. 
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1 2 3 4 5 6 7 

2 pasos 1 10 pasos 1 
··.· 

(1 ke we · o' LPP ke we o' LPP º~~ E.,_73 E " -r,_7·• 
10 2.87 1,69 ,096 2,86 1.69 ,097 ,112 14.28 13.39 
3 1.77 1.33 , 199 1,77 1.33 ,199 .232 14.22 14.22 
1 1.14 ·l,06 .385 l,14 1,06 • 385 . .448 14.06 14.06 

.01 .17 . .42 6.026 .18 .42 6.073 7.136 15.73 14.89 

labla 3. Comparación de las variancias, o', obtenidas con los modelos: 

de linealización paso a paso (LPP) (para 2 y 10 pasos), y la solución exacta 

de fokker-Pl anck ( f P ) ; caso 11\. 

l 2 3 

a• LPP 2 
El-3% 

~ 
ºFP • 

25 segs 10 segs 

40 ,112 . ,109 .175 36,00 
lo~ - al j 

J · 1 X 100 
30 .136 . .133 .205 33,66 oj' 
20 .177 .174 .245 27.75 
10 .270 .268 .344 

. . 
21.51 i,j =número de columna 

6 ,365 ,365 .443 17.61 
4 .476 .476 .550 13.45 

, Tabla 4. Comparación de las variancias, o', obtenidas con los modelos: 
1 
• de linealización paso a paso (LPP) (para 2 y 5· pasos), y la solución exacta 

' .J 

de Fokke1,-Planck ( FP); caso ;A. · 
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linealización paso a paso Comparaciones% 

k kc we a' LPP a• 2 El E2 E3 I ªFP 
40 1,58 1,25 .235 ,224 ,285 5.35 27,20 20.77 
30 1,53 1,23 ,247 ,238 ,302 3,92 26,89 22.10 
25 1.50 1.22 ,255 .246 ,311 4,06 26,7 21,77 
20 1.50 l. 22 ,254 .. 249 • 314 2,25 26.3 23.52 
10 1,25 1.11 ,335 ,317 ,399 5,98 25.87 18.76 
9 1,21 1.10 .350 ,331 ,410 6,01 23,87 16.84 
8 1.10 1,08 .365 .339 .426 7,83 25.66 16.54 
7 1.12 1,06 ,393 ,362 ,452 8.67 25,08 15,10 
6 1.07 1,.03 ,425 ,392 ,485 8.34 23.47 13.96 
4 ,91 ,95' .536 .476 .593 12,60 24.58 10.60 

Tabla 5. Comparación entre las variancias, a•, obtenidas con los modelos: 
de linealización paso a paso (LPP) (para un paso), de Iwan (1) y la solu
ción exacta de Fokker-Planck ( FP ) ; caso 21. 
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linealización paso a paso 
1 1 Comparaciones% 

k ke we o2 LPP o' 
. I 

a' 
FP E4 Es 

40 2.63 1,62 ,110 '138 , 175 37,43 21. 22 
30 2.28 1.51 ,136 ,162 ,205 33.33 20.97 
25 2.10 1.45 ,154 .176 .223 31.17 21. 35 
20 1.93 1.39 ,174 .194 .245 29.00 20.99 
10 1.44 1.20 .271 .274 ,344 21.17 20.20 
9 1.38 1.17 ,289 .288 .363 20.41 20.66 
a .. 1.33 1.1~ ,JOG on• ,..,v"f .381 19,54 20.21 
7 • º 1.25 1.12 .336 .322 ,410 18.10 21.46 
6 1,17 1.08 ,368 .355 .443 16.86 19. 95 
4 .99 .99 .477 .442 "550 13.30 19.54 

Tabla 6. Comparación entre las variancias, o2 , obtenidas con los modelos': 
de linealización paso a paso [LPP) (para un paso), de Iwan y, la solución 
exacta de Fokker-Planck ( FP ); caso 2A. 
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Duración tlúmero 

CASOS Ley carga-d~ Método para excitación: de simul aciQ_ 
formación calcular ke tF (segs.) nes NSIM 

1 A Cúbica Atalik - Utku 40 200 
. 

1 I Cúbica lwan so 200 

2 A are tg Atal ik - Utku 50 500 

2 I · are tg Iwan 50 500 

Tabla 7. Descripción de las características de los casos estudiados. 
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a) Estructura original b) Idealización 

g(x) 

Sistema nstructural de cortante sujeto a excitación sísmica 

y nu iden lización 

g(x)~ax3 

n) 

f 
u 

g(x) 

b) 

nk · 
2fX 

u 

" 

Fig 2. Leyes carga-deformación: a) endurecimiento, b) ablandamient? 
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Fig. 3 Diagrama de bloques del algoritmo de lincalización. equivalente paso a 

paso, paro sist:cmns con 1 grado de libertad y relación ca:rga-dcformn

ción. que sólo depende de x. 
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APErlD!CE 1 

An~lisis modal de la resptiesta sísmica de un sistema lineal con N grados 

de 1 i bertad 

Los desarrollos que siguen se basan en la ref {21l} 

La ec (2) del capítulo 3 es de la forma: 

,\j(,9. + i~o { t) ) + ~ + Jis. = O 

o bién, · 

~+!(i+Jis. = -l;!Jxo(t) 

donde 

(1.1) 

( 1.2) 

, y si se ~upone la existencia de modos clás"icos ije vi

bra~i6n, la respuesta .9. puede expresarse en términos de 
las respuestas modales 1: 

q = z f - ,., (1.3) 

Si se supone que las formas modales no cambian ·en el paso considerado: 

• y (1.4) 

Sustituyendo 1.3 y 1.4 en 1.2 y premultiplica11do por zr 
ZT . zT • T T ( ) !!. ~ ~ j + !!. ¡¡, ~ .2 + z! lí, ~ ..2 = z!. ~ !!_ lio t (1.5) 

Suponiendo que r;:, 1(. y ~ cumplen la cond1ci6n de ortogonalidad 

T z1 1;! z.!5. = T 
ZJ. 1(. ZJ!. = T 

ZJ. J:\ Z~- = o si Jfk y 

zT ~ J 
T T . ,T .\\ z Kk 

!!. -z! 1;! z! = mk ; z! ~ z! = ck • ' "! .!ó. = =· ck 
mk 

y Si ck / mk = 2 ck "'1: y w• 
k = Kk / mk 

'.·, 
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(l. 6) 

La solución de esta ec11nci611, puede expresarse como sigue: 

~k (t) = ~k + 9k .. = '~k (O) hk (t) + ~k (O) hk1, (t) + 
C.!, X0 11 _ 

t 
Ck 1

0 
Xo (T) hk (t-T) dT (1.7) 

= .p + ~ = 4'¡. (o) hk ( t) + .pk (o) hk ( t) + 
kc.1 k;¡. · " 22 

t 
Ck 1

0 
Xo (T) Ílk (t-T) dT (1.8) 

11,. ( t) = r~k wk 
sen ''\:' t + cos w1,• tl exp (-~ 1:wk t) 

"" '11 l- ~ _J 

h ( t) = sen wk' t exp (-r,k w·k t) 
k12 

WI( ' 

h (t) = -'{ (sen w1:' t) exp (-~k w·k t) 
k21 

w'k' 

·h (t) = [:_~kwk sen wk' t + cos wk' t1 exp (-~k w·k t) k,. w·' 
k 

Si estamos en el paso t 1 .. , t 1·+ 1 i · 7 1 a i t , • y • se conv er en en: 



ll.9) 

q,k lt,. < t <t.+)= $k (t.) hk (t-t.) + .¡,k (t.) hk (t-ti) + 
- l 1 1 21 l l 22 

(1.10) 

Para obtener 

Evaluando en t=ti , y aplicando la condici6n de ortogonalidad: 

z! M a (t,) 
r.. •1..1- 1 

$k (ti) = ----
mk 

De manera similar: 

-q = z .¡, 
"' -

.Por otra parte, 1.3 puede escribirse: 

NM 
¡; z $ 

j=• rj j 

. donde NM = número de modos. 

(l.11) 

(1.12) 

(1.13) 
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Pero, como lo que interesa es la matriz de covariancias de la respuesta, 
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. se toma, en la ec 1.13, las covar\ancias: 

De manera similar: 

(1.15) 

Haciendo lo mismo con 1.9 y 1.10: 

+ hL,, hk,, E.~L (ti) ~k (tiTI + 

t;+, 
ck \ JI E(xo (i:') x, h"i) hk (t-T') hL (t-T") dT' di:" (1.17) 

ti 



40 

(1.19) 

1 T . 
. Si se llaman ªjk a los elementos de m Zk ~ en 1.11 y 1.12, i¡e puede es-

cribir: k -

E [<Pk (ti) <PL (ti D = E E a a E @n1. qnJ (l.?.O) m n mk ni. 1 

E. [.Pk (ti) $L (ti D EEa a E[q 1 
= éin.1 (1.21) m n mk nl mi 

1 

E ~k (ti) ,;L (ti U = E E a a 
m n mk nl E (qmi é¡n~ (1.22) 

Las integrales dobles en 1.17, 1.lBy 1.19, que corresponden a los valo-
res finales de la covariancia de la respuesta modal ante un segmento de 
excitaci6n de duraci6n ti' t 1+

1 
, pueden aproximarse, según Vanmarcke 

{.JB "} con: 

C1 
$j <Pk = C1 

$k $j = !- [Akj a~'k + Ajk ª$j] (1.23) 

C1 $j q,k = CJ• • 
<Pk ~j = !-[Akj a~k + Ajk a~j] (1.24) 



(l. 25) 

Y si la excitación es ruido blanco podemos escribir, también según 

Vanmarcke ( 18.} 

= 
1T s (10.) a i 

4 ~i wj 

Y, de acuerdo con Clough y Penzien { 26), 

a~ = 
~i 4tj<•; 

(l. 26) 

(1.27) 
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En 1.26 y 1.27 Sa es la densidad espectral de las aceleracio~es del terre

,no. 



APErlDICE 2 

Método de Iwan {4) y de Atalik y Utku {5] para calcular el parámetro cquiv!!_ 

lente ke. 

En la aplicación que se irnrú en este trabajo, para fines de calibración, se 

considera un sistema no lineal de cortante con un grado de libertad cuya no 

linealidad se refiere solamente a la fuerza restitutiva en el resorte, y el 

amortiguamiento conserva un comportamiento lineal. Si se considera que el 
val ar de 1 a masa es unitario, las ecuaciones diferencia 1 es que representan 

el movimiento del sistema real y el equivalente se pueden escribir como: 

~ t ex + g(x) = F(t) (2.1) 

~ + cX t k X + el . = F( t) 
o 

(2 .2) 

donde: 

k co~ficiente de ri'.Jidez lineal equivalente 
c coeficiente de amortiguamiento lineal 
g(x) fuerza restitutiva elástica no lineal 

d diferencia entre las fuerzas calculadas en cada instante pa

ra el sistema real y el equivalente 
F(t) fuerza exc'itadora 

x respuesta de desplazamiento del sistema 

restando (2.2) de (2.1): 

2.1 Método de Iwan para calcular ke 
\ 

(2.3) 

La condición de minimización consiste en hacer mínima la esperanza de la 



diferencia al cuadrado, E {d2
}, respecto al parámetro equivalente ke' es 

decir: 

~ E {rJ') = O 
ª'e 

Sustituyendo (2. 3) en (2. 4) y haciendo operaciones: 

(2.4) 

a , 
ai:- E ( [ g(x) - k x] ) 

e e 
= E(~ [g(x) - k x]

2
) =O (2.5) 

e e 

E { 2 I g(x) - k
0
x J (-x) ) = O (2.6) 

E { X g(x) ) = E { x' ) (2. 7) 

de donde resulta: 

= E {X g(x)) 
ke 

E {x'l 
(2.8) 

2.2 Método de Atalik y Utku para calcular ke 

43 

La condición de minimización para el criterio de equivalencia, consiste en 

lo siguiente: 

E(1!!)=0 ax 

Sustituye11do (2.3) en (2.9): 

(2 .9) 



1 
1 
• 
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E { ~x [ g (x) - kex] l = O (2 .10) 

Haciendo operaciones: 

E [ 3_,q(x) - k } = O 
:ix ·e (2 .11) 

De aquí,. resulta: 

k = E ¡ ag(x) l 
e ax (2.12) 

Las expre,siones 2.8 y 2.12 se valúan utilizando técnicas de Monte Carla. 
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l. INTRODUCCION 

En su planteamiento más 9eneral la confiaoi1idad* de un sistema estructural 
se estima a partir de su probabilidad de falla (pf) correspondiente a un 
lapso de interés, es decir la confiabilidad del sistema se define como 
(1 - pf) {l}. pf se calcula a partir de la función de densidad de probabi 
lidad conjunta de la resistencia y la solicitación del sistema, o si estas 
no estan correlacionadas, ~ partir de las funciones de densidad de probabi 
lidad de dichas variables aleatorias (no-deterministas). Esta formulación 
requiere la determinación de las funciones de densidad mencionadas (según 
sea el caso) asf como su integración en el dominio de las variables aleatQ_ 
rias involucradas {l}. En la práctica la obtención de las funciones de 
densidad y su correspondiente integración es un problema complejo pues el 
número de variables aleatorias que expresan ia resistencia y la solicita
ci6n en un sistema estructural definen un espacio multidimensional con las 
implicaciones correspondientes. Debido a lo anterior se han propuesto for_ 
matos mas sencillos en los que la confiabilidad de una estructura se expr~ 

* Probabilidad de que un sistema desarrolle adecuadamente durante un lapso 
de interés, las funciones que motivaron su d~seño y construcción. 
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sa en términos del llamado índice de seguridad B. Dicho indice depende de 
los dos primeros momentos estadi$ticos de las variables de solicitación y 

de resistencia {2, 3, 4), con lo cual se puede evitar el cálculo de la dis 
tribución de probabilidad correspondientes. 

Para estimar la confiabilidad de un sistema estructural sujeto a cargas sís 
micas se deben tomar en cuenta las características aleatorias de la solici
tación, así como las incertidumbres asociadas al comportamiento y la resis
tencia del sistema ante este tipo de excitación. 

El carácter aleíltorio de la solicitación sísmica se deriva de las incerti
dumbres relacionadas con la ocurrencia, localización e intensidad de los 
temblores que la originan (5), así como a los efectos que las condiciones 
geológicas y locale> produczn en 1as ondas sísmicas (6, 7) hasta que éstas 
llegan a la superficie al siti~ donde se localiza el sistema estructural. 

Las incertidumbres en el comportamiento y la resistencia de los sistemas 
estructurales cuando se les sujeta a temblores se deben principalmente a 
lo siguiente: variabilidad de las propiedades mecánicas de los materi! 
les y de la geometría de los elementos que forman al sistema, erro
res implícitos en las fórmulas utilizadas para cálcular la resistencia de 
dichos elementos ante carga cíclica y modelos utilizados para pr~ 
decir la respuesta sísmica del sistema {3). 

En este trabajo se propone y aplica una formulación para estimar la confia 
bilidad de sistemas estructurales no lineales localizados en una región 
sfsmica. Esta formulación permite el tratainiento explícito de las incertj_ 
dumbres en la resistencia y la respuesta sísmica de los mencionados siste
mas, ·así como la incorporación de las incertidumbres en la solicitación sí~ 
mica. En la formulación se hace uso de conceptos de la confiabilidad estruf_ 
tural combinados con técnicas de riesgo slsmico, de respuesta dinámica paso 

.a paso y de simulación de Monte Carlo. 

El trabajo se ha dividido en la siguiente fonna: en el capítulo 2 se hace 
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el planteamiento general para la estimación de la probabilidad de falla de 
sistemas estructurales no-lineales ante carga s·ísmica; en el cap 3 sa tra
ta lo relacionado con las incertidumbres correspondientes a la resistencia 
de los mencionados sistemas; por otro lado en el capítulo 4 se presenta el 
tratamiento a las incertidumbres de la excitación sísmica; en el capítulo 
5 se hace una aplicación de la formulación para evaluar la confiabilidad 
nominal implícita en las estructuras de concreto reforzado diseñada; de 
acuerdo con el reglamento sísmico del Distrito Federal, y localizadas en 
la zona blanda del mismo. En el capitulo 6 se analizan los resultados de la 
aplicación y finalmente en el capítulo ·7 se presentan algunas conclusiones 
y recomendaciones del estudio. 

. . . : .· . 



2; PROBABILIDAD DE FALLA DE SISTEMAS ESTRUCTURALES 

Cuando se trata de calcular la probabilidad de falla de un sistema, es ne

cesario definir claramente en .qué consiste el evento falla para poder va

luar la probabilidad de que ocurra dicho evento. Generalmente se estable

ce que la falla sea el colapso parcial o total de la estructura (estados 

límite de falla), aunque tarrbién suele interpretarse como falla la exceden

cia de cierto nivel de respuesta especialmente para fines de control de da

ños o para garantizar la funcionalidad de la estructura (estados límite de 

servicio). 

Posteriornente se definen las variables de solidtación y resistencia y se 

plantea.la probabilidad de falla como la probabilidad de que el valor de 

la solicitación exceda al de la resistencia. En general las dos.variables 

·se consideran aleatorias y su caracterización completa requiere el cono

cimiento de la función de densidad de probabilidad de cada una de ellas si 

son independientes, y de la conjunta si están correlacionadas. 

Además, se deben identificar todas 1 as di fe rentes formas o modos en que se 
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puede alcanzar la falla. Y, puesto que el evento"falla"es la unión de to

dos los eventos en los que se alcanza la falla en modos distintos, la proh! 

bilidad de falla resulta ser la suma de todas las probabilidades condicio-

nales de falla en un modo y sobrevivencia en los demás. También aquí debe 

considerarse la posible correlación entre los modos [ J). 

2.2 Probabilidad de falla de estructuras no lineales de cortante de un gr! 

do de libertad ante excitación sísmica. 

Cuando se pretende valuar la probabilidad de falla de una estructura sujeta 

a condiciones dinámicas aleatorias (como es la excitación sísmica), la va

riable de solicitación es aleatoria y asume los valores de la respuesta 

dinámica de 1 a estructura. Para estructuras no 1inea1 es de cortante con un gra 
. -

do da 1 ibe,.tad ~• conveniente ei considerar que la respuesta es la máxima 

ductil·fdad desarrollada por la estructura. Este valor máximo de la ducti-

lidad demandada por la excitación sísmica se puede obtener del análisis 

paso a paso de la respuesta dinámica de la estructura con algoritmos como 

los propuestos en las ref 9 y 10. 

Si la variable de solicitación se mide por la demanda de ductilidad, la 

medida comparable que le correspondería a la variable de resistencia es la 

ductilidad que podría desarrollar la estructura por las propiedades de las 

secciones de sus miembros. Puesto que el objetivo último de este estudio 

es valuar la probabilidad de falla implícita en las nonnas {11), la ducti

·lidad que se considera como medida de la resistencia es la correspondiente 

a una estructura diseñada de acuerdo a estas nonnas. Al tomar en cuenta 

las características aleatorias de las propiedades de la estructura, la 

variable que mide la resistencia es también aleatoria. 
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Generalmente se a epta que el evento falla es aquel en el cual algún valor 

de la zolicitació excede a los de la resistencia, y que la probabilidad 

de falla es la pr babilidad de que la solicitación exceda a la resistencia 

{1,2,3,4). Si s supone que la solicitación y la resistencia (medidas 

por las ductilida es antes descritas) son estadísticamente independientes, 

se pueden obtener de manera independiente las distribuciones de probabi

lidad de dichas d ctilidades. 

Si el modo de falla considerado es único, y corresponde al mecanismo que 

se muestra en 1 a igura 1, la probabilidad de falla del sistema estructural 

considerado se pu de valuar, en ténninos de las distribuciones menciona

das, en la siguie te manera {l, 121: 

donde 

... '·· 

S = variable aleatoria de solicitación 

R = variable aleatoria de resistencia 

Fs(ó)= distribución acumulada complementaria de las ductili

dades demandadas 

fR(ó)= función de densidad de probabilidad de las ductilida

des resistentes 

En ·el capítulo 5 e obtienen las funciones Fs y fR para el caso de estruc

turas de cortante de concreto reforzado, con un grado de libertad, cons

truidas en la zon blanda del 0, F., y se describe el procedimiento para 

calcular las prob bilidades de falla correspondientes. 

( l) 



3. INCERTIDUMBRE EN LOS PARAMETROS OEL SISTEMA ESTRUCTURAL 

3.1 Incertidumbres en los parámetros de estructuras de concreto. 

Estudios de laboratorio han revelado la existencia de variabilidad en las 
propiedades geométricas y mecánicas de los materiales con que se constru
yen las estructuras y de los miembros que las forman. Lo anterior se pug_ 
de atribuir a diferencias· en la fabricación y en el proceso constructivo. 
Si esta variabilidad se interpreta como evidencia de la incertidumbre 
inherente en las propiedades mencionadas, podremos considerar a los par! 
metros que representan a dichas propiedades en el diseño como variables 
aleatorias. 

En el caso de estructuras de concreto reforzado la variabilidad menciona
da ha sido reportada en términos de la media y el coeficiente de varia
ción de los parámetros que definen la resistencia de sus elementos estru.s;. 
turales. Por ejemplo,en elementos a flexión subreforzados .la resistencia 
de fluencia de la sección se expresa como {11} 

: (2) 
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donde, 

~ una ioodida del error en la fórmula utilizada para calcular 

la resistencia a flexión de la sección 

fy esfUerzo de fluencia en el acero de refuerzo 

d peralte efectivo de la sección 

f~ resistencia del concreto 

As área transversal de refuerzo en la sección 

b ancho de la sección 

lle estos paráiootros sólo $, fy, f~ y d se consideran aleatorios ya que la 

incertidumbre de As se acostumbra asociarla con la de fy• y la de b se 

desprecia debido a que las variaciones en su valor son pequeñas. 

Los estudios reportados por Allen [13), que se refieren a pruebas de la re

sistencia a flexión de vigas subreforzadas permiten conocer la incertidum

bre en los parámetros $ y fy. 

En lo que se refiere a las incertidumbres en el pará100tro d se tienen los 

valores determinados por Johnson (14). Finalmente, en cuanto a f~, de los 

estudios de Peterson {15) y Trejo [16) se puede determinar su variabilidad. 

3.2 Incertidumbres en estructuras de cortante de un grado de libertad. 

El sistema estructural que se estudia consiste en un marco dúctil de con

creto reforzado con un grado de libertad, sujeto .a solicitación sísmica, 

esta última representada por_ la carga horizontal Vy (fig !). Para simplifi~ 

car el tratamiento se considera un solo modo de falla, que es el mostrado 

en la fig l. Este mecanismo corresponde a la aparición simultánea de arti

culaciones plásticas en 1 os extremos de 1 as columnas. 

El comportamiento carga-deformación típico de un elemento de concreto reforza

do sujeto a carga cí el ica de flexión es de tipo hi sterético (17); como 1 a el asto

pl ásti ca histeréticaes la más sencilla de las relaciones carga deformación 

con las que se puede representar el comportamiento del elemento mencionado, 
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en este trabajo se supone 
marco de la fig 1 es de este 

que el c9mportamicnto de las columnas de 
tipo (fig 2i 

La relación carga-defon;iación elastoplástica histerética se caracteriza 
por dos parámetros, la riqidez inicial K y el cortante de fluencia V 

~ y (fig 21• Como se verá a continuaciór;, K y VY son variables aleatorias, dado 
dependen de los parámetros mencionados en 3.1. 

3.2.l Incertidumbre en la rigidez inic_ial K 

que 

La rigidez inicial a una traslación normal 
marco considerado (fig l).se expresa como: 
nen dos columnas 

al eje, para carla columna del 
Kc = 12 El / L3 y como se ti~ 

K = 2 K = 24 E 1 / L 3 
( 3) c 

es decir K,depende del módulo de elasticidad E del concreto, del momento 
de inercia 1 de la sección y de la longitud L de las columnas. Si se aceE. 
ta tomar a L como deterministica, y si se considera que E depende de la 
re.sistencia f~ del concreto e ·1 de las dimensiones de la sección, se puede 
ver que K depende, de manera aleatoria, de f~ y del peralte d puesto que 
el ancho b se considera deterministico, como se indicó en la sección 3.1. 

El planteamiento formal de la caracterización de una función aleatoria, en 
términos de ias variables aleatorias de las que depende, irnp'1ica la bús
queda de la función de densidad de probabilidad conjunta,la cual depende 
de la distribución de probabilidad de cada variable y de la correlación 
que existe entre ellas. Com.o no se cuenta con información suficiente para 
detenninar dicha función conjunta .en este trabajo se recurre al plantea-

. miento aproximado que define la incertidumbre de la función en términos de 
sus dos primeros momentos estadísticos, como se muestra enlas refs 2,3,4, 
12 y 18. 

Siguiendo lo planteado en dichas referencias se obtienen las siguientes e~ 
presiones para la esperanza de la rigidez inicial, K y su variancia ºk: 
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R = .?.i E T ( 4) 
L' 

o' K = (24 T¡2 0 , + ¡24 E¡' 0 2 

L' E L'. l 
( 5) 

donde 

r = 10000 'V,'. 1250 2 ( ~) c - --of, 
f• ''' c c 

(5000 ) 2 
o' = 2 ( 7) 
E . ºf' 

f' 1/2 c 
c 

T = bª' + ba o' 
I2" T d ( 8) 

o' 1 = (b4ª'i' ºd ( 9) 

El desarrollo para obtener éstas expresiones se encuentra en el apéndice B. 

3.2.2 Incertidumbre en el cortante de fluencia Vy 

Del equilibrio del trabajo interno con el trabajo externo para el mecanis
mo mostrado en la fig 1 se.obtiene: 

donde la resistencia a flexión de las columnas del marco, es decir el mo
. mento de fluencia MY se puede calcular con la siguiente expresión 
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( 11) 

donde todos los parámetros de ( ll)se definieron en 3.1, excepto f" que es c 
un valor específico de f~ que se varna de acuerdo a {11). 

Las incertidumbres en Vy se expresan en términos de su valor esperado Vy 
y de su variancia ªv , los cuales se pueden estimar en función de los dos 
primeros momentos Y de MY, es decir 

v ~ 4 ¡:¡ 
Y r Y 

(12) 

( 13) 

donde 

- iji A2 f 2 
/ 2 b f "' a}" s y c c 

(14) 

+ [ ;¡: A r J 2 
a 2 + I:;: A2 p. / 2 b f"' J' a' " s y d " s y c f" c 

l 15) 

Los desarrollos para obtener estas expresiones se encuentran en el apén
dice B. 

3.3 Simulación de sistemas estructurales de cortante 

Si se supone que K y VY son estadísticamente independientes y "qúe tienen una 
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distribución de probabilidades de tipo lognonnal, se pueden simular n pare

. jas de números K, V Y que representan comportamientos carga-deformación de 

n sistemas de cortante conún grado de libertad, es decir, que .Jas n parejas 

a 1 ea torias K, V y representan n estructuras con propiedades inciertas. 

Por ejemplo, para K,dicha simulación se puede sintetizar en la siguiente 

fonna: 

Con las expresiones para los dos primeros momentos estadísticos de K obte-

nidos en·'3.2.I ,se calculan la media y la desviación estándar del loga-

ritmo natural de K, Rln. ;' ok1n: a continuación se generan n números 

aleatorios Zi con distribución .wrmal estandarizada (media cero y desvia

ción estándar uno) que se transfon;1ancn n números aleatorios Zj con distr,i 

bución normal con mediil r.1n y desviación estándar ckln' simplemente apli

cando la relación lineal siguiente: 

1i6) 

Finalmente los n valores K simulados se ootienmaplicando la relación: 

·z!. 
Ki = e 

1 i=i, .. _.,n (17) 

Para simular los n valores de VY se repite el algoritmo descrito utilizan

do los primeros dos momentos estadísticos de V y una nueva semilla para 

la simulación de los números Z. corrP.<nondient~s. 
1 • 

En la tabla ti se presentan los resultados de la simulación descrita para 40 

es.tructurasr-on un periodo fundamental de 2.5 seg.,. corres;:o; .... ·¡,,,,.~es a lü rini 

dez inicial y el cortante de fluencias e;perndos mostrados en ia •~bla ~. 



4. INCERTIDUl·UlRE Etl LA SOLIC!TACION SISMICA 

Las incertidumbres asociadas a la solicitación sísmica son mayores que las 
correspondientes a las propiedades del sistema estructural; esto se debe 
a la complejidad del fenómeno de liberación de energía en el interior de la 
corteza terrestre, así como a la trasmisión de dicha energía hasta la super . -
ficie. En el ca~o de sitio~. locdlizados en la lona bla11dd del D. F., dparle 
de lo mencionado, se presentan los llamados efectos localEs, que por lo gen~ 
ral amplifican las intensidades de las ondas sísmicas y modifican su conteni · 
do de frecuencias al pasar dichas ondas por los estratos superficiales del 
Valle de México. 

Para los fines del presente estudio se requiere utilizar acelerogramas regi~ 
tracios en la zona blanda del D. F. Aunque se cuenta con una muestra de ac~ 
lerogramas registrados en la zona mencionada durante los útimos 20 años 
(tabla 1), dicho periodo de observación es mucho menor que los lapsos de i,!! 
terés, que son SO y 100 años. Con el fin de obtener muestras de los acelerQ. 
gramas esperados para esos lapsos se seleccionan ocho acelerogramas de la 
muestra de 20 años, (tabla 1), escalados convenientemente para representar 
los temblores esperados en el Valle de México durante los lapsos de interés. 
Los acelerogramas seleccionad:Js corresponden a temblores con magnitudes 111ª. 

yores que 6.5 y que causaron daños a construcciones en el D. F. reciente~en. 

te. 
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4.1 Distribución de probabilidades de las intensidades máximas esperadas 

en el D. F. 

De acuerdo con la ref. 17 para periodos estructurales intermedios (de 

0.5 a 3.0 seg.) la seudovelocidad máxima espectral es proporcional a la ve

locidad máxima del terreno. Lo anterior se cumple aceptablemente para los 

espectros correspondientes a los acelerogramas registrados en la zona bla!}_ 

da del D .. F.(refs. 19 a 21). Es decir, para el intervalo de periodos menciQ. 

nado, las ordenadas espectrales muestran la máxima amplificación de las ondas 

sísmicas. asociadas a los efectos locales de los estratos superiores del 

suelo de dicha zona. Por esto es conveniente que se tome como medida de la 

intensidad máxima de los movimientos del terreno en la zona blanda del 

D. F. a la seudovelocidad espectral. 

Lo anterior lleva a la conclusión de que los factores de escala de los ace

lerogramas seleccion iidos podrían ser calculados a partir de las ordenada·s 

máxima.s de los espectros de seudovelocidades, Sv, asociados a los acelerQ. 

gramas registrados y de las ordenadas máximas de los espectros de seudov!l_ 

locidades esperadas, S~, para 50 y 100 años. Se define el factor de escala 

como el cociente que resulte de dividir S~ entre sv. 

Para obtener las S~ es necesario estimar las distribuciones de probabil id~ 

des acumuladas de las mismas para 50 y 100 años. El procedimiento seguido 

para tal fin consiste en lo siguien~e: 

a) Se .supone que la ocurrencia de temblores es un proceso de Poisson, de lo 

· cual se sigue que la probabilidad de que se exceda una Sv esta dada por 

donde V es la tasa de ocurrencia y r0 es el lapso de interés. 

b) El parámetro"( de (18) se valúa con la siguiente expresión 

( 18) 

V =v (s-r - s-r¡ . (19) 0 V v1 
dondeV0 y r son parámetros que dependen de la sismicidad del Valle de 

México y Sv
1 

es la Sv asociada a la velocidad máxima del terreno que 

se puede presentar en el suelo blando del D. F •• La ce (lg) se obtiene a 

partir de las ordenadas Svi tiiáximas (para un porcentaje de an~rtiguamiento 

crítico f = 0.10) asociados a acelerogramas registrados en los últimos 20 

años en el D.F .. 
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Los valores de Sv de los acelerogramas que se utilizan en el .Presen

te estudio se muestran en la tabla l· 

Como se supone que las Sv· son las intensidades máximas correspondientes 
l 

a eventos independientes es razonable asumir que la distribución de proba-
bilidad acumulada de los Svi para el lapso de 20 años es de tipo extrema. 
De cuerdo con el criterio de Gumbel, la probabilidad de exceder una intensi 
dad Svi , Pi , se valúa como sigue: se ordenan en forma creciente las Svi 
de la tabla 1 y se calcula el P; correspondiente a una Svi como el cociente 
j/n+l, donde j es el número correspondiente a la posición de la Sv· ar 

1 -
denada y n es el tamaño de la muestra. Los Pi resultantes se presentan 
en la tabla 2. 

Para calcular la tasa media de excedencia V de las intensidades Sv corre1 
pond.iente a los temblores de la muestra de 20 años, de la'ec. (18) se puede 
escribir 

Y; = 
-Ln Pi 

lo 
(20) 

. donde las Pi san las de la tabla 2 y lo es igual a 20 años; los Y i 
que resultan son los mostrados en la misma tabla. Con el objeto de definir 

. el valor de Y i para cualquier intensidad Svi se grafican 1 as parejas 
(Svi , Y il c~mo se muestra en la fig. 3 y se les ajustan las curvas mo1 
tracias en la misma fig. que corresponden a la forma de la ec. (19) con par! 
rretros Va = 25, r = 2, Svi = 412 (cm/s) y Va= 150, r = 2.5, Svi = 200 
(cm/s). ~a forma en que se determinan los valores de Svi se describe en 
el Apéndice A. 

c) Las distribuciones de probabilidades acumuladas de S~ para 50 y 100 años 
y para Sv1 = 200 y 412 e.mis se estiman con la ec (18) para y= 150 (s~2 ·5 

-200-2.5¡, V= 25 (s~2- 412-2) y r0 = 50 y 100 años. Esto significa que la 
tasa media de excedencia de los temblores que pueden ocurrir en ésos lapsos 
corresponde a la de la muestra de 20 años. Además, que las intensidades 
esperadas, S~ , tienen como cota superior el valor Svp estimado en 200 cm/s 
para temblores de intensidad alta y en 412cm/s para eventos excepcionales. En 
ambos casos se supone que los tentilores tienen epicentros cercanos al D. F. 
(Apendice A). Las curvas resultantes se muestran en la fig. 4. 
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4.2 Simulación de la solicitación sísmica esperada en el D. f. 

Como se mencionó al principio de este capítulo para obtener los acelerogramas 

esperados en la zona blanda del D. F. para los lapsos de interés, se multi 

plican las ordenadas de les acelerogramas seleccionados de la muestra de 20 

años {de la tabla 1) por factores de escala Fe. 

En lo que se refiere a utilizar los mencionados acelerogramas, con ello se 

trata de incluir las características típicas esenciales de los movimientos 

del terreno en el sitio de interés, como son su contenido de frecuencias y 

su duración. Se supone que al multiplicar las ordenadas de cada acelerogr!!_ 

ma por Fe , dichas características son todavía representaciones de las corre2_ 

pendientes a los movimientos del terreno esperados en el sitio para lapsos 

dados. 

En cuanto a los factores de escala con ellos se trata de representar y sint~ 

tizar las características sismotectónicas de la zona blanda del O. F .. Es 

decir los aspectos relacionados con la tasa de ocurrencia de temblores, con 

las intensidades máximas esperadas asúciadas a dichos temblores, así como 

con la 1 oca li zación de eventos de gran magnitud en la vecindad de 1 O. F .. 

Los aspectos mencionados son representados por las curvas de las distribuciQ. 

nes de probabilidades acumuladas de S~ para 50 y 100 años mostradas en 

la fjg. 4. Como cada punto de las curvas mencionadas representa la intensi 

dad máxima S~; asociada a un temblor que tiene una probabilidad de ocurrir 

Pi en un lapso To , el factor de escala, Fe; , correspondiente se define 

como el cociente que resulta de dividir la intensidad esperada S~; entre 

una intensidad observada Sv;. 

Para obtener los Fe; se aplica el procedimiento de simulación que se describe 

a continuación: se simulan M números aleatorios con distribución uniforme 

en la que cada namero representa la probabilidad .acumulada P {fig. 4) de 

que ocurra un temblor que produzca una intensidad espectral menor o igual 

a S~ para un lapso T0 en la zona blanda del D.F., es decir en cada simul!!_ 

ción se obtiene una S~ de la fig. 4. Por otro lado a los acelerogramas 

scleccion•ados de la mucstrade 20 años, tabla 1, se les asignan números del 

1 al 10 y se simulan otros M números asignados a los mencionados acelerg, 

gramas, por lo cual a cada número simulado le corresponde una. Sv de la tabla 
~ 
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l. A continuación se forman parejas, (s~ y Sy.) donde j es el orden 
en que se obtienen de las respectivas simalacione~ y el cociente s~j/Svj 
es el Fej resultante. 

Finalmente el acelerograma esperado en el lapso T0 se obtiene multiplicando 
Fej por las ordenadas del acelerograma asociado a Svj• En la fig. 5, se 
presentan histogramas típicos de Fe para M = 40, T0 = 50, 100 años y en 
la tabla 3 se muestra la simulación correspondiente. 

,· --



S. DETERMINAC !ON DE LAS PROBABILIDADES DE FALLA DE MARCOS DE CONCRETO 

DE UN GRADO DE LIBERTAD AtHE SOLICITACION SISM!CA 

Oe acue.rdo con 1 o establecido 'en el cap 2 la probabilidad de fa 11 a de sis
temas estructurales de cortante de un grado de libertad ante solicitación 
sfsmica puede valuarse con la expresión l. En esta expresión se requiere 
conocer la función de distribución acumulada complementaria de las ducti
lidades demandadas, F {ó), y la función de densidad de probabilidad de s . 
las ductilidades resistentes fR{ó). A continuación se obtienen dichas 
funciones para el caso de estructuras de cortante de concreto reforzado 
con un grado de libertad construidas sobre terreno blando del D.F. 

5.1 Función de densidad de probabilidad de la resistencia fR(6) 

Para el caso que se estudia la ductilidad resistente corresponde a la duc
tilidad, µ, implícita en los marcos de concreto reforzado diseñados de 
acuerdo con las nonnas sísmicas del D.F. {11,22}. Si se considera que el 
µmínimo de interés es l conviene utilizar en los desarrollos que siguen 
a la variable aleatoria ó definida como ó = µ - 1. De acuerdo con la ref 
12 se supone que ó tiene distribución lognonnal. 

De acuerdo con las refs (12) y {18}, suele definirse al valor c~racterís-
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tico ó* como el percentil 2% el cual, para distribuciones lognormales, se 
expresa de la siguiente manera 

en donde 

- -2V6 ó* = ó e 

ó = µ - 1, valor medio de la variable ó 

v6 = coeficiente de variación de la variable ó 

Como uno de los objetivos del presente estudio es determinar la influen
cia de la variabilidad de la resistencia en la probabilidad de falla del 
sistema estructural considerado se supone que el coeficiente de variación 
de µ, Vµ, adopta los siguientes valores: O.OS, 0.15, 0.25, 0.40. Tam
bién se toma el valor característico de µ (aue llamaremos µ*) igual a 4. 

En el apéndice C se presentan las expresiones que permiten valuar los pa
rámetros de la función f R(ó). En la tabla 5 se muestran la medja y des
viación estándar del parámetro & y de su logaritmo natural, para los valo
res de Vµ mencionados. Finalmente en la fig 6 se tienen las cuatro curvas 
de fR{ó) correspondientes. 

5.2 Función de distribución acumulada de la solicitación Fs{ó) 

Para obtener Fs(&) se efectúa lo siguiente: 

a) Se genera un conjunto aleatorio de M estructuras y un conjunto aleato
rio. de M acelerogramas (como se describió en los caps 3 y 4} contenie!!_ 
do ambos las incertidumbres propias de las estructuras y los temblo· 
res, respectivamente. 

Un ejemplo de lo anterior se presenta en las tablas 3 y 6 

b) Se asigna a cada estructura un acelerograma, de manera aleatoria, y se 
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obtiene su respuesta dinámica paso a paso [23). El porcentaje de amo.r: 
tiguamiento crítico de la estructura se supuso igual a O.OS, de acuer
do con la ref [22). La respuesta de interés para el caso que se estu
dia es la ductilidad máxima demandada por la solicitación sísmica. P! 
ra obtener esta respuesta se utiliza el algoritmo propuesto en la ref 
23. 

En la tabla 7 se muestran las respuestas obtenidas para estructuras 
con un periodo de 2.5 seg. 

e) Se obtiene la distribución acumulada de las respuestas calculadas en 
b), de acuerdo con el criterio de Gumbel 

d) Finalmente se obtiene Fs(ó) ajustando una distribución extrema a los 
datos calculados en c. 

La simulación de estructuras se realiza para periodos estructurales de 
0.5, 0.8, 1.5, 2.5 y 3.5 seg definiendo, para cada uno de ellos, un con
junto de estructuras. Además, de acuerdo con lo descrito en la sección 
4.2, se simulan acelerogramas para lapsos de SO y 100 años ocurridos en 
la zona blanda del D.F. Se hizo M igual a 40. Se obtienen doce curvas 
de Fs(6). Diez de ellas corresponden a los periodos estructurales y los 
lapsos mencionados para Sv = 412 cm/s (fig 7 a 19). Las otras dos cur
vas de Fs(6) corresponden 1 a un periodo estructural de 2.5 seg y los dos 
lapsos, para Sv = 200 cm/s.(figs 2D y 21). 

1 

5.3 Probabilidades de falla para varios conjuntos de estructuras 

Para valuar la pF de los sistemas estructurales estudiados, es necesario 
calcular la integral mostrada en la ec l. Este cálculo puede efectuarse 
aplicando la regla de Simpson con incrementos ll6 suficientemente peque
ños y acotando el límite superior a un valor tal que las contribuciones a 
la suma resultan insignificantes. 

Para el caso en estudio, también se puede calcular la integral mediante 
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técnicas de Monte Carlo, aprovechando la forma lognormal de la función de 

densidad fR(6). _Es decir, el cálculo de la integral se reduce a valuar 

la esperanza de Fs(6) con la siguiente expresión: 

1 N -
Pf = -N l: F (6

1
.) 

i=l s 

donde N es el número de simulaciones, y 6i es un número aleatorio generado. 

con distribución lognormal. 

Para el caso considerado, los resultados de las dos alternativas son sig

nificativamente próximos y dado que el procedimiento de simulación requie

re menos tiempo de computadora se utilizó esta técnica para calcular pF. 

Para los casos en estudio se obtienen los resultados mostrados en la ta

bla By en las figs 22 y 23. 



6. ANALISIS DE RESULTADOS 

En relación con la simulación de la excitación sísmica se tiene lo siguiente: 
a) De la tabla· 3 y la figura 5 se observa que los factores de escala Fe obt! 
nidos para los lapsos de 50 y 100 años incluye valores comprendidos entre 0.4 
y ·G, lo cual significa que· s~ esperan eventos de moderada, mediana y alta 
intensidad en el sitio de interés para los mencionados lapsos. Esto último 
corresponde aceptablemente a las intensidades observadas en los últimos 
veinte años en el sitio de interés (Tabla 1). 

b) Tambien se observa en la tabla 3 que en la simulación del .número o<apareccn 
todos los acelerogramas de la muestra seleccionada de la tabla 1 (que como se 
mencionó en el capítulo 4 se les asignó un número del uno al diez). Lo ant! 
rior significa que eventos con diferentes amplitudes, contenido de frecuencias 
y duración son incluidos en la simulación de la excitación sísmica. 

En lo que se refiere a la simulación de los sistemas estructurales, en la 
tabla 6 (que es un resultado típico), se observa que las parejas K, Vy o!?_ 
tenidas para un conjunto de estructuras con periodo fundamental igual a 2.5 
seg., incluyen un amplio rango de valores de dichos parámetros, en relación 
a sus esperanzas (mostradas en la tabla 4). Por ·ello se puede concluir 
que los conjuntos simulados incluyen una amplia gama de estructuras diseñadas 
de acuerdo con 1 a re f 11. 
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En cuanto a las .ductilidades disponibles (representadas ror fR(S) en la fig!!_ 

ra 6) con los valores de v11 adoptados, se intentó cubrir las variaciones o.ti. 

servadas en la práctica 

En lo que concierne las ductilidades demandadas,M, de la tabla 7 y de las 

figuras 7 a 21, se observa lo siguiente: 

a) Para las estructuras con periodo fundamental 0.5 y 0.8 seg. (figs. 7 a 10) 

las}\ son menores que 1, o sea que las estructuras permanecieron en el rango 

elástico. Este comportamiento se debe a que los periodos estructurales menci.Q. 

nados snn menores que los periodos dominantes de la zona blanda del Valle de 

México lctcuales varian entre 2 y 5 seg. 

b) Para las estructuras con periodo fundamental de 1.5, 2.5 y 3.5 seg. (figs. 

11 a 21). la mayoría de las }I son menores que 1 sin embar~o,se tienen 

algunos valores mayores que 1 y en el caso de las estructuras con periodo 

de 3.5 seg. se tuvieron~ de hasta 5.08 (figs. 10 y 19). Lo anterior signj_ 

fica que estructuras flexibles localizadas en la zona blanda del Valle de 

Mér.icc incursionarían en el rango ineláctico de cu comportamicnto,.dc ocurrir 
eventos con intensidades altas (representadas por Sv1 = 200 cm/s) o extremas 

{asociadas a Sv1 = 412 cm/s). 

c) De las figs. 11 a 21 se observa que en los ajustes de curvas efectuadas 

a laµ resultantes, se les dió más peso a puntos de la cola derecha. Estos 

puntos, aunque escasos en número, pero con valores de ductilidad altos, re 

presentan el comportamiento de las estructuras estudiadas si ocurrieran te!!l 

blores con i.ntensidades altas para los lapsos estudiados. 

Por lo que. se refiere a las probabilidades de falla, pf ,que se presentan en la 

tabla 8 y las figs. 22 y 23,se observa lo siguiente: 

a) Para. las estructuras con ·periodo fundamental 0.5 y 0.8 seg. las pf son muy 

pequeñas para el lapso de 50 años y se incrementan para el de 100 años; los 
. resultados.mostrados correspondeh a Svl = 412 cm/s. 

b) Para las estructuras con periodo fundamental 1.5, 2.5 y 3.5 seg. las pf 

son mucho mayores que 1 as :correspondientes a periodos cortos. 



e) Para estructuras con un periodo fundümcntal de 2.5 seg. y una \i = 200 
cm/s ·1as pf disminuyeron comparadas con las pf para Svl = 412 cm/s • 

. d) Oe los estudios que se han efectuado acerca de los efectos de temblo
res intensos en estructuras construidas en la zona de terreno blando del 
D.F. (refs. 24 a 27) se concluye lo siguiente: 

El objetivo principal de dichos estudios fue el estudiar los daños produ
cidos por ·los temblores en elementos estructurales y solo en la ref. 24 
se hizo un estudio cuantitativo de los daños en construcciones de difcre!!. 
tes .materiales. En dicha referencia correspondiente ü los daños causados 
por ei temblor del 28 de julio de 1957 (de magnitud 7.5, distancia epice!!. 
central de 358 Km y profundidad focal de 30 Km) se reportaron daños en 
1000 construcciones, de las cuales se estudiaron 523. Dé éstas, 500 se 
encontraban ubicadas en la zona de suelo blando y 162 eran de concreto r~ 
forzado, de las cuales 22% presentaron un nivel de daños tal, que se pue
de considerar que dichas ccn~trucciones fallaron. 

Si se supone que en esa época había 100,000 construcciones de concreto r~ 
forzado en el D.F., y que el total de las construcciones dañadas corres
pondió a las reportadas, se puede calcular el porcentaje de las construc
ciones de concreto reforza"do que fa 11 aron para un lapso de aproximadamen
te 50 años (que es aproximadamente el lapso transcurrido desde el temblor 
de 1912 (Apéndice A) al de 1957). Dicho porcentaje se puede calcular en 
la si~uiente forma 

{1000x523x500xl62x35. 64) / ( lOO,OOOxlOOOx523x523xl62) = o. 00034. 

Si se consideran las construcciones no estudiadas en la ref. 24, su por
centaje de estructuras de concreto reforzado que fallaron se calcula como 

(477x500xl62x35.64) / (1000x523x477x99,477) = 0.000055 

De esta manera .el porcentaje total de estructuras de concreto reforzado 
que falla.ron por efecto de temblores en 50 años es iguul a 0.000395. 



Este porcentaje se puede considerar como una~proximación a la probabili

dad de falla observada de este tipo de construcciones para el lapso men

cion~do. 

De los resultados de la tabla 8, se observa que la pF obtenida en este 

trabajo, para un periodo estructural igual a 3.5 segs., un lapso de 100 

años y una Svl = 412 cm/s, es aproximadamente 60 veces la pF observada; 

mientras que, si se considera un periodo estructural de 2.5 segs., un la.E_ 

so de 100 años y una Svl = 200 cm/s, la pF es aproximadamente 0.06 veces 

de dicha pF. 

Por otra parte, en algunos reglamentos, {28}, se proponen valores del ín

dice de seguridad a entre 1.75 y 2 que implican valores de pF de 0.04 y 

0.022 respectivamente. Dichas pF son del orden de las que se han calcul!!_ 

do en este. trabajo para los periodos estructurales de 2.5 y 3.5 segs., y 

un 1 apso de 100 años. Debe· mencionarse que 1 os índices a mencionados in-

· Cluyen efectos de carga muerta·, viva y sísmica. 

i!i 



7. CONCLUSIONES Y RECOMENDAC IOllES 

De los resultados obtenidos en este trabajo se concluye lo siguiente: 
a) La metodología propuesta para determinar la confiabilidad de sistemas no· 
lineales ante carga sísmica permite tomar en clienta en una forma relativame!!_ 
te sencilla las incertidumbres en las propiedades estructurales, así como en 
la solicitación sísmica. · 

b) Las probabilidades de falla de los sistemas estudiados muestran gran se!!_ 
sibilidad a: 1) las hipótesis sobre las distribuciones de probabilidades de 
las propiedades estructurales; 

2) las distribuciones de probabilidades de la intensidad máxima 
esperada en el sitio de interés para un lapso dado; así como al valor de la 
cota superior de dicha intensidad, representada en este trabajo por Svl' 

e) Las probabilidades de falla de las estructuras estudiadas en este trabajo 
con periodo fundamental de 0.5 y O.B son pequeñas para los lapsos de so.y 100 
aftas, en relación con las observadas. 

d) Las probabllidades de falla de las estructuras en periodo fundamental de 
1.5, 2.S·y 3,5 seg. incluidas en.el estudio son altas, en relación con las 
observadas. 
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e) Es conveniente el ampliar 1a metodología propuesta para incluir sistemas 

con varios grados de libertad y. mecanismos de falla más complicados. 

f) Es recomendable utilizar muestras .nás grandes de acelerogramas reales o 

simulados. 

g) De acuerdo a lo descrito en el cap. anterior los valores de pF estimados 

en éste trabajo para construcciones con periodos estructurales de 1.5, 2.5 

y 3.5 seg. son del orden de la pF observada para estructuras de concreto 

·reforzado para un lapso de 5D años. 

h) Sería recomendable obtener estadísticas de las estructuras que fallen en 

~l D.F. por efecto de futuros temblores, para comparar dicha información con 

los resultados de estudios como los que se presentan en este trabajo. 

1 

i 
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ÁcJle~o Prof r Distancia Aceleración Velocidad Ord.máxima espectro grama fecha M 
.No (Km) Epi central máxima máxima seudovelocidades sv 

AP.rox. a V s (¡;=10%} 
(Km) (cm/s') (cm/s) v(em/s) V 

1 10 die 61 5.0 33 Alam.Centr. 35.91 17.0 3.40 6.50 1.91 
2 10 die 61 5.0 33 Alam.Centr. 35.91 20.5 3.20 5.50 l. 72 
3 11 may 62 6. 7 Al mn. Centr. 308.0 46.0 12.81 38.00 2.97 
4 11 may 62 6.7 Alam.Centr. 308.0 40.0 11.00 33.00 3.00 
5 19 may 62 6. 5 Alam.Centr. 232.97 40.0 14.00 30.00 2.14 
6 19 may 62 6.5 Alam.Centr. 232.97 30.0 11.25 33.00 2.93 
7 30 nov 62 5. 5 Alam.Centr. 232.97 6.2 l. 50 2.40 J. 60 
8 30 nov 62 5.5 Alam.Centr. 232.97 5.3 1.06 2.00 1.89 
9 6 jul 64 6.7).00 Edif.M.Glz. 225.36 30.0 7.70 25.00 3.25 

10 6 jul 64 6. 7 100 Edif. M. Gl z. 225.36 30.0 7.50 20.00 2.67 
11 6 jul 64 6.7 100 Patio edif .Hgo 225.36 37.5 10.00 32.00 3.20 
12 6 jul 64 6. 7 !00 Patio edif.Hgo 225.36 42.5 12.00 47.00 3.92 
13 6 jul 64 6. 7 100 Cim.edif.Hgo 225.36 47.5 14.50 52.00 3.59 
14 6 jul 64 6. 7 100 Cim.edif.Atiz. 225.36 24.0 8.00 21.00 2.63 
15 6 jul 64 ·5,7 100 Cim.edif.Atiz. 225.36 18.7 5.50 18.00 3.27 
16 23 ago 65 6.9 Cim.edif.Atiz. 561.24 . 20.0 a.so 20.00 2.35 
17 23 ago 65 6. 9 Cim.edif.Atiz. 561.24 9.4 4.75 15.00 3.16 
18 9 die 65 6.8 35. Cim.edif.Atiz. 329.81 5.5 2.50 5.00 2.00 
19 9 die 65 6.8 35 Cim.edif.Atiz. 329.81 9.5 4.00 9.00 2.25 
20 1 jul 68 5.8 Cim.edif.Atiz. 243.39 12.0 13.00 13.00 1.00 
21 1 jul 60 5.8 Cim.edif.Atiz. 243. 39 15.0 5.00 15.00 3.00 
22 2 ago 60 6.5 Cim.edif.Atiz. 370. 79 25.0 8.75 22.00 2.51 
23 2 ago 68 6.5 Cim.edif .Atiz. 370.79 40.0 14 ·ºº 50.00 3.57 
24 2 ago 60 6.5 Patio edif .Atiz 370. 79 30.0 10. no 32.00 2.96 

. 
25 2 ago 60 6.5 Patio edi f. Atiz 370.79 45.0 15.00 j2.00 3.47 
26* 14 mar 79 7.6 49 Edif.Lot.Nal. 283. 77 32.3 9.50 30.00 3.16 
27* 14 mar 79 7. 6 49 Sót.edif.Atiz. 283. 77 41.6 14.20 52.00 3.66 
28* 14 mar 79 7. 6 49 Sót.edif.Atiz. 203.77 33.2 11.30 30.00 2.65 
29* 14 mar 79 7 .6 49 Cent.ro Lago T. 283. 77 41.2 12.90 30.00 2.32 
30* 14 mar 79 7.6 49 Centro Lago T. 283. 77 48.2 16.00 30.00 1.88 
31* 24. oet 80 6.5 12 Edif.Lot.Nal. 187.64 53.8 12 .43 34.56 2.78 
32* 24 oet 80 6.5 12 Chima 1 huaeán 187 .64 93.4 15.44 42.20 2.73. 
33* 24 oet 80 6. 5 12 Centro Lago T. 187 .64 90.0 23.00 50.24 2.53 

~~, -~:-,;;:: 



32 

Probabilidad Tasa de 
s ( ~ = 10%) de excedencia excedencia de 

j V de intensidad j intensidad j ordenada 
(cm/s) pj "j 

1 2.00 0.0294 0.1800 
2 2.40 0.0588 0.1420 
3 5.00 0.0882 0.1214 
4 5.50 0.1176 0.1070 
5 6.50 0.1470 0,0960 
6 9.00 o .1765 0.0867 
7 13.00 0.2059 0.0790 
8 15.00 0.2353 0.0720 
9 15.00 0.2647 0.0720 

10 18.00 o. 2941 0.0610 
11 20.00 0.3235 o .0560 
12 20.00 0.3529 0.0560 
13 21.00 0.3823 0.0480 
14 22.00 0.4117 0.0440 
15 25.00 0.4412 0.0410 
16 30.00 0.4706 0.0370 
17 30.00 0.5000 0.0370 
18 30.00 0.5294 0.0370 
19 30.00 0.5588 0.0370 
20 30.00 0.5882 0.0370 
21 32.00 0.6176 0.0240 
22 32.00 0.6471 0.0240 
23 33.00 0.6765 0.0195 
24 33.00 o. 7059 0.0195 
25 34.56 o. 7353 0.0150 
26 38.00 o. 7647 0.0130 
27 42.20 o. 7941 0.0120 
28 47.00 0.8235 0.0100 
29 50.00 0.8529 0.0080 
30 52.00 0.8823 0.0060 
31 52.00 0.9118 0.0060 
32 52.00 0.9412 0.0060 
33 58.24 0.9706. 0.0015 

TABLA 2 TASA OE EXCEDENCIA v DE Sv(~=103) PARA To= 20 MOS 

EN LA ZONA BLANDA DEL D.F •• sv1= 412 ~m/s. 



Orden Número aleatorio S/(10%) Orden No. aleato . ' 

Fe• S//Sv Simulación 50 años 100 años 50 años 100 años Simulación rio = No.- Sv(l0%) 50 años 100 años de registro a 
1 0.80 0.45 74.69 103. 75 1 5 58.24 1.28 1.78 
2 0.46 0.91 40.27 56.65 2 9 30.00 1.34 1.88 
3 0.04 0.12 19.91 28.13 3 l 34 .56 0.57 0.81 
4 0.22 0.86 28.92 40.79 4 9 30.00 0.96 1.35 
5 0.44 0.15 38.90 54.74 5 2 30.00 1.29 1.82 
6 o. 50 0.66 42.23 59.39 6 7 52.00 0.81 1.14 
7 o. 70 0.65 58.96 82.45 7 7 52.00 1.13 1.58 
8 0.18 0.45 27 .23 38.42 8 5 58.24 0.46 0.65 
9 0.25 0.19 30.03 42.34 9 2 30.00 1.00 1.41 

10 0.20 0.01 28.12 39.67 10 10 30.00 0.93 1.32 
11 0.47 0.03 40.98 57.64 11 10 30.00 1.36 1.92 
12 0.60 0.68 49.69 69.72 12 7 52.00 0.95 l. 34 
13 0.66 o.10 54.82 76.73 13 l 34.56 1.58 2.22 
14 0.57 0.45 47.36 66.49 14 5 58.24 0.81 1.14 
15 0.69 0.66 58.25 lll.48 15 7 52.00 1.12 1.56 
16 0.92 0.75 118.54 160.43 16 8 30.00 3.95 5.34 
17 0.90 0.75 106.60 145.45 17 8 30.00 3.55 4.84 

. 10 0.39 0.46 36.63 51.59 18 5 58.24 0.62 0.88 
19 0.88 0.76 96.42 132.39 19 8 30.00 3. 21 4 .41 
20 0.95 0.13 145.56 192. 92 20 1 34.56 4.21 5.58 
21 o. 75 0.46 65.04 90.74 21 5 58.24 1.11 1.55 
22 0.27 0.58 31.14 43.91 22 6 52.00 0.59 0.84 
23 0.90 0.69 109.21 1411. 75 23 7 52.00 2.10 2.36 
24 0.64 0.84 52.65 73.80 24 8 30.00 l. 75 2.46 
25 0.21 0.15 28.35 39.98 25 2 30.00 0.94 1.33 
26 o. 77 0.70 68.13 94.92 26 7 52.00 1.31 1.82 
27 0.66 o.so 55.0B 77.13 27 9 30."00 1.33 2.57 
28 0.91 0.86 113. 74 154 .45 28 9 30.00 3.79 5.14 
29 0.46 0.37 40.06 56.36 29 4 58.24 0.68 0.96 
30 0.49 0.30 41. 74 58.70 30 3 42.40 0.93 1.39 
31 o.al 0.88 76.13 105.69 31 9 30.00 2.53 3.52 
32 0.12 o. 59 24.54 34.64 32 6 52.00 0.47 0.66 
33 0.74 0.34 64.87 90.50 33 3 42.40 1.53 2.l.4 
34 0.10 0.93 23.38 33.00 34 9 30.00 0.77 1.10 
35 0.93 0.02 131.67 176.48 35 10 30.00 4.38 5.88 
36 0.40 0.54 37.08 52.20 36 5 58.24 0.63 0.89 w 
37 . 0.03 0.91 19.55 27.61 37 9 30,00 0.65 0.92 w 
38 o. 77 0.75 68.27 95.12 30 3 30.00 2;27 3.17 . 
39 0.82 0.63 78.61 lOU.99 39. 6 52.00 1.51 2.09 
40 0.40 0.48 37 .13 52 .2G 40 5 58.24 0.63 0.89. 

TABLA 3. SIMULACION DEL FACTOR DE ESCALA, F , PARA LA FAMILIA CON PERIODO ESTRUCTURAL T=2.5 SEGS. Y To •50. Y 
100 MOS Svl = 412 cm/s. e . . ... 



Dimensiones de la Area de Masa Rigidez_ inicial Cortante de 
Familia Periodo (Segs) columna (cmxcmxcm) acero (cm') M K fluencia vy 

(Kg seg 2 /cm) (Kg/cm) . (Kg) 

1 0.5 20.5x20.5x500 3.168 0.65 102.94 1993 

2 0.8 19xl9x500 3.349 1.18 72.90. 1377 

3 1.5 17.5xl7.5x500 2.240 2 .84 49.90 1167 

4 2.5 15.5x15.5x500 l. 710 4.49 28.36 768 

5 3.5 13x13x500 1.148 3.78 12.18 412 

TABLA 4, CARACTER!STICAS V PARAMETROS ESTRUCTURALE$ DE LAS FAMILIAS DE ESTRUCTURAS UTILIZADAS EN ESTE 

. Vµ 

o .. 05 
0.15 
0.25 
0.40 

)J 

4.42 
5.34 
6.42 
8.45 

ª6 ·= ªµ 6 

0.22 3.42 
0.80 4.34 
1.60 5.42 
3.38 7.45 

ESTUDIO 

v6 6 f.n ª6 
.en 

0.064 1.227 0.064 
0.184 1.450 0.183 
0.296 1.649 0.289 
0.453 1.914 0.432 

TABLA 5. MEDIA Y DESVIACIDN ESTANDAR DEL PARAMETRO 6 = µ-1 PARA 
DIFERENTES VALORES DEL COEFICIENTE DE VARIACION DE 

LAS RESISTENCIAS V
11 

. '., . 

... ·. 
... 

., 
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orden de Rigidez ini- Cortante de 
sirnul ación cial Fluencia 

j (Kg/crn) vY (Kg) 

1 23.67 818.65 
2 29.29 757 .10 
3 25.D8 789 .92 
4 25.34 764. 74 
5 27.68 762. 72 
6 29.97 734 .25 
7 31.99 677.37 
8 27.69 719 .97 
9 31.47 728.64 

10 33.58 654.D2 
11 25.23 886 .45 
12 22.60 771.DO 
13 31.89 875 .93 
14 26.36 738.92 
15 26.58 717.85 
16 27.70 625.91 
17 3?.62 8?.5.65 
18 26.93 947. 78 
19 24.32 877. 75 
20 23.07 713.95 
21 25.53 821.80 
22 27 .44 821.36 

·23 31.92 795.57 
24' 24.88 725.75 
25 24.57 825.24 
26 24.07 580.55 
27 26.74 714.07 
28 27.20 815.34 
29 31.67 865.95 
30 22.62 9D0.41 
31 35.71 812.92 
32 32.66 634 .92. 
33 28.39 692.76 
34 22.22 655.70 
35 26.41 895.36 
36 28.05 649.57 
37 30.86 639.13 
38 24.77 715. 71 
39 35.56 829.56 
40 24.91 726.29 

TABLA 5. PARAMETROS ESTRUCTURALES SIMULADOS, PARA LA FAMILIA 
CON PERIODO T = 2.5 Segs. 
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To 

No. 50 años 100 años 
a a 

Estructura (cm/s 2 ) µ (cm/s 2 ) µ 

1 205 0.426 285 0.593 
2 88 0.484 125 0.683 
3 57 0.162 80 0.226 
4 63 0.299 90 0.423 
5 106 0.396 149 0.554 
6 60 0.258 84 0.364 
7 83 0.412 116 0.577 
8 75 0.208 106 0.294 
9 82 0.351 115 0.495 

10 81 0.480 113 0.674 
11 117 0.396 164 0.556 
12 71' 0.241 99 0.337 
13 157 0.529 220 0.739 
14 130 0.324 183 0.457 
15 82 0.326 116 0.457 
16 221 1.838 283 2.734 
17 223 1.520 266 1.862 
18 101 2.042 141 2.851 
19 284 . 1.119 307 1.351 
20 384 1.19 444 2.200 
21 179 0.389 250 0.542 
22 44 0.153 62 0.214 
23 155 0.652 211 0.888 
24 177 0.854 221 1.089 
25 77 0.234 109 0.331 
26 97 0.421 134 0.585 
27 121 0.663 170 0.926 
28 248 1.210 297 2.526 
29 111 0.292 155 0.411 
30 129 0.164 182 0.231 
31 168 1.071 202 2.042 
32 34 0.191 49 0.273 
33 201 0.406 280 0.565 
34 52 0.249 73 0.351 
35 373 1.219 433 1.667 
36 103 0.314 143 0.437 
37 43 0.298 61 0.422 
38 212 1.092 235 1.161 
39 111 0.494 155 0.687 
40 103 0.250 143 0.347 

TABLA 7, ACELERACION Y UUCTILIOAO MAXIMA DE LAS ESTRUCTURAS. DE LA FAMILIA 
CON PERIODO T = 2.5 SEGS. PARA LAPSOS T0 = 50 Y 100 AÑOS , 
sv1= 412cm/s. 



To 
(años) 50. 100 

T 
(s) 

V µ 
0.05 0.15 0.25 0.40 0.05 0.15 0.25 0.40 

0.5 0.8158xlo-' 0.3695xlo-' o.3250xlo"' 0.5316x10·• 0.2452xlo-' 0.1380x10-' 0.0970xlo-• o.075SxlO-• 

o.8 0.2335x10-' 0.1078xlo-• 0.1335xlo-• 0.4437xlo-' l.1700xlo-' o.6130xlO-' 0.4255xlo-' 0.3540xlo-• 

27 .47 x10-' 23.35 x10-' 20.49 x10-• 17 .48 x10-• 

x10-' 16. 20 x10-' 13. 78 xio-• 11.46 40.50 x10-• 33.37 x10-• 28.80 x10-' 24.30 xlo-• 
_, 

xlO 24.30 x10-' 22.66 xio-• 20.84 27.46 x10-• 25.0 x10-• 21.50 x10-• 21.51 x10-• 

o. 74 xl0- 7 0.242 x10-• 

TABLA 8. PROBABILIDADES DE FALLA DE ESTRUCTURAS CON PERIODO NATURAL DE VIBRACION T Y COEFICIENTE DE • · 

.VARIACION DE LAS RESISTENCIAS Vµ .. PARA LAPSOS To. TODOS LOS CASOS PARA svl. 412 cm/s EXCEPT~ . . 

EL QUE TIENE * QUE ES PARA Svl= 200 cm/s. 

.f 
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FIG 1 SISTEMA ESTRUCTURAL Y MECANISMO DE FALLA 

µ = ductilidad 

FIG 2 IDEALIZACION MEDIANTE UNA CURVA ELASTOPLASTICA 

DEL COMPORTA!·IIENTO DEL CONCRETO REFORZADO 
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APENDICE A 

ESTIMACION DE LA VELOCIDAD MAXHIA DEL TERRENO Y UE LA VELOCIDP.D MAXIMA ESPEf. 

TRAL QUE PUEDEN PRESENTARSE EN LA ZONA BLANDA DEL D.F. 

·La estimación de las intensidades máximas del terreno así como de las orde

nadas espectrales correspondientes a la zona bland• del O. F. ha sido moti

vo de diferentes estudios (-refs RA1-RA4) 

El interés en el tema se debe a las características de los suelos del Valle 

de México, en particular los de la zona blanda, que dan lugar a factores de 

amplificación dinámica altos (mayores de 1.5) y larga duración del movimien 

to del terreno. .Esos factores generan solicitaciones sísmicas importantes 

y en algunos casos daños en las construcciones localizadas en dicha zona • 

. Enla ma_Yoría de lasinvestigaciones(refs RAl, RA2, RM )se ha hecho la hipótesis 

de que los movimientos del terreno en el D. F. se deben fundamentalmente a 

temblores fuertes que ocurren a distancias epicentrales de centenas de kiló

metros del sitio, de acuerdo a 1 as observaciones de los últimos 25 años. 

En el presenta estudio se hace la consideración de que eventos sísmi-

cos superficiales de gran magnitud pueden ocurrir a distancia epicentrales 

de decenas de kilómetros del D. F. Aunque no existe evidencia geológica 

para sustentar lo anterior, si se tienen las observaciones de 1800 a la fe

cha de eventos con magnitudes mayores o iguales 7, con epicentros a menos c!e 

200 kilómetros del D. F. y de uno ocurrido en 1912 con M = 7 con una dista!!. 

cia epicentral de menos de 100 kilómetros del D. F. (ref RAS) Corno las 

. características geotectónicas de las regiones donde han ocurrido los eventos 

mencionados son similares a las de la zona donde se localiza el. D. F., se 
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acepta en este estudio que temblores con M .::_ 7 pueden ocurrir a distan

cias epicentrales cortas del D. F. 

Tomando lo anterior en consideración para determinar dos valores de la intensi 
dad espectral maxima posible en la zona blanda del D.F., Svl' se hizo lo si_ 
guiente: 
a) Con la ley de atenuación propuesta en la ref A6_, 

af • 5600 eO.BM (R + 40)-2 (111) 

se calcularon las aceleraciones maximas en terreno firme correspondientes a 
dos temblores de magnitud 7 y distancias hipocentrales, R, de 30 y 60 ~n del' 
D.F.; sustituyendo estos valores en la ec. Al , se obtuvieron: ªfl.° 309cm/s2 •. 
y af2 • 15lcm/s2• 

b) De la ref. RA7-se tomaron las expresiones: 

(A2) 

(AJ) 

la ec. A2 relaciona la aceleración máxima en terreno blando, ab , con la de 
terreno duro, ªf ; y la ec. A3 relaciona la velocidad máxima en terreno 
blando con la aceleración máxima en el mismo tipo de terreno. Sustituyendo 
los valores de ªfl y af2 en A2 y A3 conduce a: vbl • 154 cm/s y vb2 • 
75 cm/s. 

e) Finalmente los valores de Svl asociados a los temblores mencionados en a} 
se detenninaron con la expresió.n 

donde c se obtuvo como la media aritmética de los cocientes Sv/v observados 
en los últimos· 20 años en la zona blanda del Valle de México( tabla). El 
valor de ces igual a 2.68. sustituyendo el valor de c y los de vbl Y vb2 
en la ec. M conduce a: Svl • 412 cm/s y sv2 • 200 cm/s. 
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APENDICE B 

EXPRESIONES PARA VALUAR LA ESPERANZA V LA VARIANCIA DE LA RIGIDEZ INICIAL K 

Y DEL MOMENTO DE FLUENCIA M~,. 

La rigidez ante traslación normal al eje de una barra con módulo de elasti

cidad E, momento de inercia de la sección transve~sal 1 (considerando a la 

sección agrietada de acuerdo con (RBll), y longitud L, se puede expresar de 

la siguiente manera 

K 
1 

= 12 El 
L' 

(B.1) 

Por lo tanto, la rigidez K del sistema considerado (fig 1) es la suma de 
las ·rigideces de las dos columnas 

K .. = Y. + Y. 
1 • 

24 El = ---
L' 

(B.2) 

donde E e 1 son aleatoriqs y L se considera determinístico. 

Aplicando a (B,2) la teoría de segundos moircntos (RB2}, se obtiene la espe

ranza K y la variancia ºK de K, ecuaciones B.3 y B.4 respecfivaircnte. 

.K 24 - - (B. 3) = -El 
L' 

a• K = (24 n' a•+ (24 ri' o' 
L' E L' 1 

(B.4) 

Donde .los dos primeros momentos de E e 1 se obtuvieron en la siguiente for- · 

ma. 

Oc acuerdo con (RBl}, E se puede expresar en términos de la resistencia a 

compresión f~ <!el concreto. 

E = 10,000 ~ (B.5) '· 
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Si se aproximan al esperanza E y la variancia o( de acuerdo con la teoría 
de segundos rronuntos (RB2}, se puede escribí r · 

f = 10,000 ~ + .¿. (-2500/f¿') ' ºf' c 
(B.6) 

a• 
1/2 2 

2 = (5000/t;; ) E ºf' c 
(B. 7) 

Para una sección rectangular con diirensiones bxd el rroirento de inercia se 
puede expresar con la ecuación (B.O), y su esperanza y su variancia corro en 
{B.9) y {B.10), 

1 = b d3 

12 (B.8) 

r = b ª' + b d 2 12 Tºd (B.9) 

a• 1 = {~·) 2 ºd (B.10) 

. lle acuerdo con (RBll,el mon.ento de fluencia 11,y se puede escribir corno se in
dica en la e.cuación (B.11) en donde cada uno de los parámetros han si do de
finidos en el capítulo 3. 

A f 
ll - s y ) 

2 b d f" . c 

lleri van do dos veces es ta expresión respecto a <jo 

M' 
$ 

A f 
= A f d (1 - s y ) 

s y 2 b d f" 
c 

M" = O 
~ 

(B.11) 

(B.12) 

(B.13) 



fllrivando (B.11) dos veces respecto a fy 

M' = $ A d -
fy s 

$ Az 
= - _ ___,s,__ 

b f" c 

Las dos prin-eras derivadas de 14,y respecto a d se pueden escribir 

Y las dos prirreras derivadas respecto a f~ se pueden expresar 

e;. Az f2 

- ...!... ) Mf u =·- s y ( 

c 2b f112 
c 

$ A2 f 2 2· f" 4' A2 f 2 

M" = s y·_._c = - s 'l. 
f" -
c 2b f .... b f"' c c 
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(B.14) 

(B .15) 

(B. 16) 

(B,17) 

(B.18) 

(B.19) 

Con las expresiones (B.12 a B.19) y aplicando la teoría de segundos morren

tos {RB2}, se pueden calcular la esperanza y la variancia de My 

(B.20) 
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A5 l' y 2 
1 - - ) ] o! 

2 b d f" '+' e 

_ _ ~ A2 l' 2 

+ [ $ A d - _ 5 y J o2 

s b f" fy 
e 

(B .21) 
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APENDICE C 

EXPRESIONES PARA VALUAR LOS PARAMETRDS DE LA FUNCION DE DENSIDAD DE PROBA· 

BIBILIDAD DE LA RESISTENCIA fR(ó), 

Para distribuciones lognonnales {RC1,RC2} 

-<J. V 
ó*=6°e' 0 

donde 

o* = valor caracterlstico de la distribución 

ó = valor medio 

a = parámetro estadístico cuyo valor es generalmente 2 

V 0 = coeficiente de variación de ó, 

(C .1) 

pero como ó = µ 

forma 

- !, ó* = µ* - 1, y la expresión (C.1) toma la siguiente 

donde 

_ -2V
0 µ* - 1 = óe 

a 
V = ...§. 

ó ' -
ó 

.tannién de ó = µ-1 se sigue 

6=¡;-1 

Sustituyendo (C.3), (C.4) y (C.5) en (C.2) re.sulta 

(C. 2) 

(C.3) 

(C.4) 

(C.5) 



11* - 1 = (ii - l)exp[-2(_
011 l] 

µ-1 . 

y si se expresa ºµ en ténninos de V
11 

se obtiene 

iiV 
µ* - 1 = (ii - l)exp[-2(:--11-U 

. µ-1 

Si se consideraµ* = 4, resulta la siguiente ecuaci6n trascendente 

iiv 
(ii - l )exp [-2(~)] = 3 

µ-1 
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(C.6) 

(C.7) 

(C.8) 

Si se le asignan valores a Vµ se pueden obtener los correspondientes ii 
resolviendo ( C .8) por tanteos, y los de ºµ multiplicando ii por Vµ. Sus ti tu-

yendo ii yºµ en .(C.4) y (C.5) conduce a los valo.res de ili y o0• 

Finalmente para obtener los parámetros de la funci6n de densidad lognormal 

de la resistencia nominal de las columnas, fR(o), se valuan la esperanza y 

la desviación estándar del logaritmo natural de 6,(C.9) y (C.10) res-

pectivamente. 
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