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l. INTRODUCCION 

En la República Mexicana, la respuesta dinámica de estructuras civiles es 
un aspecto que requiere de atención especial, ya que parte importante del 
territorio nacional se localiza en zonas de moderada a elevada intensidad. 
La regionalización sísmica del país se indica en un mapa (Esteva, 1970), 
en el cual también aparecen los.ríos más importantes (fig 1). 

Como se observa, las regiones que tienen el mayor potencial hidráulico se 
localizan. en las zonas de mayor actividad sísmica del país; en consecuen
cia, un número considerable de presas se localiza en dichas zonas. 

Debido a lo anterior, es necesario conocer en forma racional el comporta
miento sísmico de la cortina de una presa, ya que la falla de aquélla pu~ 
de causar la pérdida de vidas humanas y daños materiales de consideración. 

De acuerdo con sus características estructurales las cortinas de las pre
sas se desinnan así: a. Cortinas de gravedad, construidas a base de mam
postería; b. De arco (o de bóveda), hechas de concreto, y c. De tierra y 
enrocamiento. En el presente trabajo sólo se estudiará un aspecto parti
cular del comportamiento dinámico de estructuras del tipo c; ese aspecto 
se relaciona con las frecuencias naturales de vibración. 
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En general, la respuesta sí!l11ica de cortinas de tierra y enrocamiento es 

un problema bastante complejo debido a las incertidumbres que existen en 

los parámetros que rigen su comportamiento. Entre estos parámetros están 

los que se refieren a las propiedades dinámicas de los materiales consti

tutivos tanto de la estructura como del suelo de cimentación, y al canpo.i:. 

tamiento no lineal de dichos materiales. También influye el tipo de exc_i 

tación que actúa sobre la cortina, la fonna en que las ondas sísmicas in
ciden en las fronteras de la estructura, así como la fon11a y dimensiones 

de la cortina, que pueden producir efectos tridimensionales. 

Desde que se inició el estudio dinámico de las cortinas los métodos analí 

ticos han ido evolucionando, desde un modelo unidimensional (Mononobe. et 

al, 1936) hasta procedimientos que toman en cuenta los efectos tridimen

sionales (Martínez y Bielak, 1980). 

Sin embargo, ha sido necesario incluir algunas hipótesis a fin de estu

diar este problema y obtener soluciones sencillas. Algunas veces esas hi 

pótesis han originado modelos analíticos simplificados que no representan 

satisfactoriamente el comportamiento de estructuras reales; no obstante, 

han sido de gran utilidad ya que han pen11itido establecer procedimientos 

cada vez más elaborados, los cuales han contribuido a cuantificar la res

puesta dinámica de este tipo de estructuras. 

Los métodos para el análisis dinámico de estructuras generalmente suponen 

que estas se apoyan sobre un semiespacio infinitamente rígido. Sin embar 

go, dependiendo de las propiedades mecánicas del suelo, la influencia de 

éste sobre la estructura puede ser importante. A su vez, la presencia de 

una estructura puede afectar en mayor o menor grado el comportamiento del 

suelo. Esta influencia recíproca entre el suelo de cimentación y la es

tructura se conoce cano interacción suelo-estructura. 

Un sistema de interacción suelo-estructura es el que forma, por ejemplo, 

una cortina y el suelo sobre el que ésta se apoya. En este trabajo se e~ 

tudiará un sistana de este tipo y se le llamará sistema cimentación-corti

.lli!.· 
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La mayoría de los investigadores que han fijado su atención en el proble
ma del comportamiento sísmico de cortinas de tierra han presentado traba
jos considerando que éstas se apoyan sobre una base rígida; hasta la fe
cha son escasos los estudios que se han publicado sobre el comportamiento 
dinrunico de sistemas cimentación-cortina. Entre los trabajos que se re
fieren a este problena se puede mencionar en primer ténnino un estudio r~ 
lacionado con las características dinámicas de una cortina apoyada sobre 
una cimentación elástica (Chopra y Perumalswami, 1969). En ese procedi
miento se admite un estado de defonnación plana y se representa la sec
ción transversal de la cortina mediante un triángulo simétrico fonnado 
por un conjunto de elementos finitos triangulares (fig 2a). Se supone 
que el terreno de cimentación es un semiespacio elástico, el cual se ide~ 
liza con una serie de puntos nodales a lo largo de la línea donde se in
tersectan la base de la cortina y el semiespacio elástico (fig 2b). 

En ése estudio se concluye que la flexibilidad de la cimentación tiene 
una influencia importante sobre las frecuencias naturales y las fonnas m2_ 
dales de la cortina; además, la influencia de la interacción depende pri~ 
cipalmente de las características geonétricas de la sección transversal 
de"la cortina. Con el modelo de interacción adoptado se puede disipar 
una cantidad considerable de energía, al propagarse las ondas sísmicas 
dentro del semiespacio elástico (Chopra y Perumalswami, 1969). 

Utilizando la técnica del elemento finito se desarrolló un modelo elásti
co para calcular la respuesta sísmica de estructuras conplicadas conside
rando la flexibilidad del terreno de cimentación (Wilson, 1969). Con ese 
procedimiento se realizó el análisis sísmico de una cortina térrea, a fin 
de ilustrar la utilidad de dicho modelo. 

En el estudio mencionado se considera que la sección transversal de la 
cortina es un triángulo simétrico constituido por un conjunto de elemen
tos finitos cuadrangulares y triangulares; la sección transversal de la 
cimentación se representa mediante un arreglo de elementos finitos recta~ 
gula1·es (fig 3). 

1 
Los resultados del modelo de interacción cimentación-cortina mostraron 
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diferencias importantes entre la respuesta en la base de la cortina consi 
derando el fen&neno de interacción, y la respuesta en la superficie del 
campo libre. 

Más recientemente se estudió en fonna paramétrica el efecto del fenómeno 
de interacción sobre la respuesta sísmica de un sistema cimentación-corti 
na (Idriss et al, 1974). Para representar la cortina y la cimentación se 
utilizaron elementos finitos bidimensionales; se consideró que los mate
riales constitutivos tienen comportamiento lineal y elástico. 

Se estudiaron cinco estructuras diferentes, a fin de analizar la influen
cia de los siguientes parámetros: a. Relación entre el periodo fundamen
tal de la cortina -suponiéndola apoyada sobre una hase rígida- y el periQ 
do fundamental del depósito de suelo; b. Relación entre el ancho de la b! 
se de la cortina (B) y el espesor del depósito de suelo (Hs); c. Relación 
entre las velocidades de propagación de las ondas transversales en el ma
terial constitutivo de la cortina y en el de la cimentación. 

En esa investigación se concluye que para los casos estudiados la rela
ción B/Hs es el parámetro que mejor se relaciona con los efectos de inte
racción cimentación··cortina; en los demás parámetros esta correlación no 
es tan evidente (Idriss et al, 1974). 

La fig 4 muestra una de las estructuras analizadas en la cual se puede o~ 
servar la influencia de la flexibilidad de la cimentación sobre la res
puesta de la cortina. 

En otro trabajo se usó el método de diferencias finitas para analizar el 
problema de interacción dinámica en un sistema cimentación-cortina (Prater, 
1977). Las características del sistema usado en esa investigación se in
dican en la fig 5. 

A partir de los resultados presentados en fonna tabular se deduce que la 
respuesta de la cortina depende principalmente de las condiciones de fro~ 
tera usadas en los lados verticales del modelo (fig 5), y de la rigidez 
de la cimentación. 
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También se ha estudiado el fenómeno de interacción cimentación-cortina m~ 
diante un modelo bidimensional que toma en cuenta el efecto del agua alm~ 
cenada (Barbat et al, 1g77). Dicho modelo utiliza la técnica del elemen
to finito para representar la cortina y la cimentación, y el método de di 
ferencias finitas para idealizar el agua (fig 6). Con el procedimiento 
citado se analiza simultáneamente la interacción cortina-cimentación-agua. 
Se conc]uye que tanto las fuerzas hidrodinámicas como las de interacción 
cimentación-cortina modifican la respuesta de la cortina. 

En el Instituto de Ingenierla, UNAM, se desarrolló recientemente un méto
do para el análisis sísmico tridimensional de cortinas térreas (Martínez 
y Bielak, 1980). A partir de ese método, en el presente trabajo se reali 
za un análisis paramétrico de las frecuencias naturales de un sistema ci
mentación-cortina, a fin de estudiar la influencia de la cimentación so
bre dichas frecuencias. Además, para examinar la validez del método se 
comparan sus resultados, con los obtenidos mediante otro modelo analítico. 



2. OBJETIVOS Y ALCANCE 

Se ha desarrollado un método para el análisis sfsmico tridimensional de 
cortinas de presas de tierra y enrocamiento (Martinez y Bielak, 1980). En 
este procedimiento se ha idealizado la estructura como un prisma de eje 
recto constituido por un material elástico viscoso. 

En esencia el método consiste en discretizar la sección transversal de la 
cortina con elementos finitos bidimensionales y en aproximar la tercera di 
mensión mediante una función que satisface las condiciones laterales de 
frontera del prisma en estudio. Los procedimientos que aproximan el com· 
portamiento tridimensional mediante técnicas de discretización y series de 
funciones continuas 5e denominan métodos simianaliticos (Zienkiewicz, 1977). 

Para ejemplificar la utilidad del método se implantó un programa para com
putadora llamado RESTRI, escrito en lenguaje FORTRAN IV básico (Martínez 
y Bielak, 1gso, Martfnez y Villarreal, 1981-a). 

Por medio de RESTRI se ha analizado la respuesta de cortinas en las cuales 
el efecto tridimensional puede ser importante, esto es, cuando la rel.ación 
entre la longitud de la cortina y su altura es menor que 3, como es el caso 
de cortinas localizadas en cañones angostos (Martinez y Bielak, 1gso). 
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Las estructuras estudiadas corresponden a cortinas apoyadas sobre una base 
infinitamente rfgida. Se supone que la sección transversal de la cortina 
es un triángulo simétrico y que el material constitutivo es homogéneo, 
is6tropo y linealmente elástico. Además, se considera que los desplaza
mientos relativos entre la cortina y los planos que forman la boquilla de 
la estructura son nulos. Se ignora el efecto del agua almacenada. 

Recientemente se utilizó el programa RESTRJ para calcular las frecuencias 
naturales de modelos ffsicos de cortinas ensayados dinámicamente. Al com
parar las frecuencias teóricas con los valores determinados experimentalme~ 
te se obtuvo una concordancia razonable, a pesar de las limitaciones inhe
rentes al método de análisis (Martfnez y Villarreal, 1981-a y b). 

En el método analftico representado por el programa RESTRI, la función ut}_ 
lizada para aproximar el comportamiento tridimensional de la cortina es una 
serie trigonométrica que satisface la condición de desplazamientos relativos 
nulos en los apoyos de la estructura. En el análisis convencional de vigas 
y columnas esta condición equivale a suponer que los elementos estructura
les recién citados están articulados en sus extremos. 

Para poder aplicar el método en cuestión a casos más generales de cortinas 
de tierra y poder estudiar el efecto de empotramiento observado en ensayes 
dinámicos de modelos (Martfnez, 1971; Díaz-Rodríguez et al, 1975), se mod}_ 
ficaron algunos algoritmos del programa RESTRI (Martínez y Villarreal, 
lg81-c). 

A la nueva versión del programa se le ha llamado RESTRl-1, y únicamente r~ 
suelve el problema de valores caracterlsticos para dos casos diferentes de 
condiciones laterales de frontera, dependiendo de la función utilizada pa
ra representar el efecto tridimensional. En un caso las condiciones de 
frontera equivalentes a una viga doblemente articulada se alcanzan por me
dio de una función trigonométrica. En el otro caso se utilizan funciones 
hiperbólicas y trigonométricas para representar las condiciones de fronte
ra equivalentes a una viga doblemente empotrada. 

En un trabajo reciente se examinó la influencia de la asimetrfa de la 
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secci6n transversal y el efecto de un núcleo de menor rigidez sobre las 
frecuencias naturales de estructuras térreas de comportamiento tridimensi.Q_ 
nal (Martinez y Villarreal. 1981-c). También se analizó la influencia de 
las condiciones laterales de frontera del prisma utilizado para represen
tar la estructura, sobre dichas frecuencias. Ese estudio se basó en los 
resultados obtenidos al aplicar el programa RESTRI-1 a diferentes estruct!!_ 
ras con las caracterfsticas recién indicadas. 

Los casos estudiados con RESTRl-1 correspondieron a cortinas de sección 
transversal triangular apoyadas sobre una base infinitamente rfgida y con~ 
tituidas por un medio isótropo y elástico lineal (Mart!nez y Villarreal, 
1981-c). 

A fin de poder estudiar el efecto de interacción dinámica en un sistema c.J. 
mentación-cortina sobre las frecuencias naturales de estructuras térreas 
tridimensionales.en este trabajo se propone un modelo para representar d.!_ 
cho sistema. 

El modelo consiste en suponer que la cortina se apoya sobre un prisma vir
tual de suelo, el cual a su vez descansa sobre un semiespacio infinitamen
te rigido (fig 7). 

Se supone que el sistema descrito está constituido por un medio isótropo y 
elástico lineal. Además, se consideran nulos los desplazamientos relati
vos entre el sistema cimentación-cortina y las paredes que forman la boqu.J. 
lla. Estas paredes, que se supone indeformables, penetran en el terreno 
de cimentaci6n para formar la boquilla o cañón, cuya forma tiene como ca
sos limite un rectángulo o un triángulo (fig 7b). No se considera el efe_s 
to del agua almacenada. 

Para poder aplicar el método analitico propuesto previamente (Martinez y 
Bielak, 1930) al sistema cimentación-cortina en estudio, se modificaron 
algunas subrutinas de RESTRl-1 así como algunos formatos de lectura de da
tos e impresi6n de resultados. A esta nueva versión del programa se le 
llamó PRESAS (Martínez y Villarreal, 1982). 
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Con PRESAS se pueden obtener las frecuencias naturales y las formas moda
les de sistemas cortina-cimentación como los mostrados en la fig 7. 

Hay que hacer notar que el método es aplicable a cortinas apoyadas en ci
mentaciones flexibles, y a estructuras apoyadas sobre una base rfgida. 
En este último caso basta prescribir al módulo de elasticidad de la cimen 
tación (E1) un valor elevado (por ejemplo, 106 ton/m') para tener la con::
dición de rigidez infinita. 

Por otra parte, en un estudio específico relacionado con el análisis y di 
seña de una nueva cortina de tierra, o con la revisión de alguna ya cons
truida, generalmente existe información detallada sobre las característi
cas de la estructura y las propiedades mecánicas de los materiales que la 
constituyen. También se tiene información acerca de las caracterfsticas 
estratigráficas del terreno de cimentación, las propiedades mecánicas de 
este último y la forma y dimensiones del cañón donde se localiza la corti 
na. 

De esta manera, para fijar las caracterfsticas geométricas del sistema el 
mentación-cortina que aqu! se estudia es necesario establecer el ancho y 
la altura del prisma virtual de suelo (fig 7-a), ya que su longitud la d~ 
termina la boquilla (fig 7-b). Para esto se requiere conocer los parám~ 
tres Ba (que constituye una medida del ancho del prisma), y Hs• que es la 
altura (fig 7). En ocasiones Hs puede ser un parámetro conocido. Esto 
sucede, por ejemplo, cuando en el sitio donde se desplanta la estructura 
se localiza un depósito deformable de espesor Hs• sobre una formación r!
gida con una frontera bien definida. 

Con los resultados obtenidos al aplicar el programa PRESAS a distintos 
sistemas cimentación-cortina se efectuó un análisis paramétrico a fin de 
investigar la influencia de algunas variables sobre ·las frecuencias natiJ 
rales del sistema estructural en cuestión. 

Los casos estudiados correspondieron a cortinas homogéneas de sección 
transversal simétrica apoyadas sobre un medio elástico idealizado media~ 
te uno o dos estratos horizontales. 
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El análisis parámetrico se realiz6 en dos etapas, de acuerdo con los si
guientes objetivos ~enerales: 

1) Determinar los valores del parümetro Ba (fig 7) a partir de los cuales 
la influencia de Ls sobre las frecuencias naturales del sistema ciment!!_ 
ción-cortina es mínima. 

2) Cuantificar la influencia del espesor del prisma de cimentación y de 
sus propiedades mecánicas, sobre las frecuencias naturales del sistema 
cimentación-cortina. 

La primera etapa consistió en seleccionar inicialmente un valor de Hs' y 

en hacer variar el parámetro Ba a fin de generar distintos prismas de ci
mentación con igual altura. Después se escogieron otros valores de Hs, 
y en cada uno de ellos se procedió en forma análoga. De esta manera fue 
posible investigar la influencia del ancho del pisma de cimentación sobre 
las frecuencias naturales del sistema cimentación-cortina. 

El análisis de los resultados obtenidos durante esta etapa condujo a un 
valor del parámetro Ba que a su vez permitió establecer el ancho del pris
ma virtual de suelo. 

En la segunda etapa se consideraron dos grupos de sistemas cimentación-cor. 
na en los cuales el ancho del prisma de suelo permaneció constante. Un 
grupo se caracterizó porque el terreno de cimentación se idealizó mediante 
un estrato homogéneo de espesor Hs y módulo de elasticidad E1. En el otro 
grupo se supuso que el depósito de suelo está constituido por·dos estra
tos horizontales, y se introdujeron los conceptos de relación de espesor 
(H1/Hs) y relación de ~igidez de la cimentación. En este trabajo se usó 
la relación entre los módulos de elasticidad de cada estrato (E 2tE1) para 
expresar dicha relación de rigidez. 

Al asignar distintos valores a los parámetros citados en el párrafo ante
' rior, se buscó alcanzar los siguientes objetivos específicos: 

1) Cuantificar el efecto del espesor (Hs) del prisma que representa la 
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cimentación, suponiendo que ese prisma está constituido por un estrato 
homogéneo. 

2) Estudiar el efecto de la rigidez del material constitutivo de dicho pris 
ma sobre las frecuencias naturales del sistema cimentación-cortina. CQ_ 
mo una medida de la rigidez se usó el módulo de elasticidad. 

3) Analizar la influencia que sobre las frecuencias naturales puede tener 
la relación de espesores (H1/Hs), suponiendo que la cimentación está for_ 
mada por dos estratos horizontales. 

4) Cuantificar el efecto de la relación entre las rigideces de los materia
les constitutivos de cada estrato, considerando que el depósito está 
formado por dos capas. 

Como resultado de este análisis se espera obtener algunas recomendaciones 
que contribuyen a racionalizar el diseño sfsmico de cortinas de tierra y 
enrocamiento, y en general de estructuras térreas. 

Además del análisis paramétrico mencionado, se compararon los resultados 
obtenidos con el método analftico representado por PRESAS con los de un 
procedimiento propuesto anteriormente para estudiar la interacción dinámi
ca de un sistema cimentación-cortina (Chopra y Perumalswami, 196g), 

En este último procedimiento se acepta la hipótesis de un estado de deform!!_ 
ción plana; se supone que el material constitutivo es isótropo y linealmen
te elástico y que la sección transversal de la cortina es un triángulo si
métrico. Dicha sección se representa mediante un conjunto de elementos fi
nitos triangulares con nudos en los vértices (fig 2a). Además, se supone 
que el terreno de cimentación sobre el que se apoya la cortina es un semi
espacio elástico. Para tomar en cuenta el efecto de la cimentación se uti 
lizó un conjunto de puntos nodales a lo largo de la linea que forman la b!!_ 
se de la cortina y la frontera del semiespacio (fig 2b). 

Por otra parte, el método utilizado en la presente investigación, adem•s de 
considerar el comportamiento tridimensional de las cortinas, considera que 
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el terreno de cimentac16n es un volumen finito de suelo (un prisma) cuya 
sección transversal se idea.liza con elementos finitos triangulares (fig 
8). Con este método también se pueden estudiar sistemas cimentación-corti 
na en los cuales sea válida la hipótesis de un estado de defonnación pla
na. Para ello basta suponer que la longitud de la cortina es grande, lo 
que equivale a suponer que la relación L/H es igual, por ejemplo, a 10' 
(Martínez y Villarreal, 1981-a). 

Esta comparación tuvo por objeto analizar las diferencias que se presentan 
cuando dos métodos distintos se utilizan para resolver el mismo problema, 
el cual consiste en la obtención de las frecuencias naturales y las formas 
modales de estructuras térreas apoyadas sobre cimentaciones flexibles. 

En el capítulo siguiente se describe el método analítico usado en este tra 
bajo y en el cap 4 se presenta el modelo de interacción cimentación-corti
na propuesto. En el cap 5 se realiza un análisis paramétrico sobre las 
frecuencias naturales de cortinas apoyadas en cimentaciones elásticas. La 
comparación entre los resultados de dos métodos analíticos es el objetivo 
del cap 6. Las conclusiones y recomendaciones se presentan en el cap 7. 
Además, se.anexan los siguientes apéndices: 

A : Matrices elementales de masa y rigidez para un elemento finito trian 
gular con nudos en los vértices, considerando un estado de deforma
ción plana. 

B Método generalizado de Lanczos para la solución del problema de valQ_ 
res característicos con matrices bandeadas. 



3, METODO DE ANALIS!S 

Actualmente una de las técnicas más utilizadas en el análisis estructural 
es el método del elemento finito, lo cual se debe a las ventajas que pre
senta en comparación con otros procedimientos. Con el método del elemento 
finito se pueden analizar en forma estática o dinámica una gran variedad 
de sistemas estructurales, incluyendo aquellos con características geomé
tricas y mecánicas complicadas, y condiciones de frontera más elaboradas. 

Este método ha alcanzado un rápido desarrollo debido principalmente al ava_!l 
ce de las técnicas de computación, lo que ha permitido su aplicación a pr_g_ 
blemas cada vez más complicados. De hecho, la utilidad potencial del mé
todo del elemento finito depende en buena medida de la capacidad de la CO!!l 

putadora que se tenga a disposición. 

El análisis tridimensional de estructuras ha ido evolucionando rápidamente 
debido a que el método citado se ha aplicado con éxito a este tipo de ani 
lisis. Sin embargo, el uso de elementos finitos tridimensionales (prismi 
ticos) tiene la desventaja de incluir un gran número de puntos nodales 
(grados de libertad) en la estructura, lo que conduce a un elevado costo 
de computación por el excesivo tiempo de máquina que requiere esta técnica. 
Además, la computadora que se utilice debe tener una gran capacidad de 



14 

memoria para almacenar y manejar la información que se genera durante el 
análisis. Esto hace que el uso intensivo de la metodologfa basada en ele
mentos finitos tridimensionales por lo general resulte incosteable. 

Por lo anterior, se han desarrollado métodos equivalentes a fin de efec
tuar un análisis tridimensional simplificado utilizando un conjunto de el~ 
mentas finitos planos, con un grado de aproximación razonable. A estos m~ 
todos se les conoce como semianal!ticos (Zienkiewicz, ¡g71). 

En esos métodos se sustituye el análisis tridimensional propiamente dicho 
por un análisis bidimensional (estado de deformación plana), y se toma en 
cuenta el efecto tridimensional mediante una serie de funciones, lo que 
simplifica notablemente la solución del problema. 

El procedimiento para el análisis sfsmico tridimensional de cortinas de 
tierra desarrollado por Martínez y Bielak, es uno de estos métodos semi
anal fticos equivalentes. La solución se obtiene discretizando la sección 
transversal por medio de elementos finitos bidimensionales y suponiendo la 
forma de la solución en la tercera dimensión como la suma de una serie de 
funciones que satisfacen las condiciones laterales de frontera. 

Al examinar el efecto de la relación longitud/altura sobre la frecuencia 
fundamental de estructuras local izadas en boquilla ·de sección triangular 
se ha observado que el método semianal!tico citado pierde precisión, espe
cialmente cuando la relación L/H es mayor que 4. Esto se debe probablemente 
a que cada elemento finito con que se discretiza la sección transversal de 
la estructura debe tener las mismas propiedades mecánicas y geométricas a 
lo largo del eje de la cortina. 

En el caso de estructuras cuya boquilla está formada por paredes inclina
das es necesario aproximar la geometr!a de su sección longitudinal como se 
muestra en la fig 9. Esto da lugar a una incompatibilidad de deformacio
nes en las fronteras correspondientes a los extremos de cada elemento fi
nito pseudoprismático. 

Los efectos del fenómeno anterior no han sido estudiados con detalle, sin 
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embargo, es muy probable que para cortinas en cañones angostos, es decir, 
con relaciones L/H reducidas, los efectos negativos de dicha incompatibili
dad sean insignificantes. 

Lo anterior se basa en los resultados de 
temente (Martínez y Villarreal, 1981-a). 

una calibración efectuada recien 
Al comparar las frecuencias na-

turales de diferentes modelos físicos de presas de tierra - calculadas con 
el método citado - con las frecuencias determinadas experimentalmente se 
observó una concordancia razonable, a pesar de las limitaciones del méto
do de análisis. 

En este capitulo se presenta un procedimiento para resolver el problema de 
valores característicos de una estructura de material térreo de comporta
miento elástico lineal, el cual se basa en el metódo semianalítico antes 
mencionado. 

Con este procedimiento se obtienen las frecuencias naturales y formas mod!!_ 
les de este tipo de estructuras. El método es aplicable a sistemas cimen
tación-cortina, siempre que la estructura y su cimentación se consideren 
como un solo sistema estructural. 

Para resolver el problema de respuesta dinámica de estructuras térreas es 
necesario establecer un conjunto de hipótesis relacionadas con las caract!!_ 
rísticas mecánicas del material constitutivo y con la geoo1etría de la cor
tina, y prescribir ciertas condiciones en las fronteras de esta última, 
así como su estado inicial. Además, hay que conocer las fuerzas externas 
que actúan sobre la estructura. 

Para la fonnulación analítica de este problema se aceptan las siguientes 
hipótesis: a. El material que constituye la estructura es un sólido lineaJ. 
mente elástico e isótropo, y b. Los desplazamientos y las defonnaciones 
del material constitutivo son pequeños e infinitesimales, respectivamente. 

Se supone que la estructura es un prisma de eje .recto que se apoya sobre 
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una base rígida. La sección transversal del prisma puede ser cualquier 
región cerrada conexa mientras que la sección longitudinal (boquilla) pue
de tener como fonnas extremas un rectángulo o un triángulo simétrico. Pa
ra ejemplifcar este tipo de sólidos, en la fig 10 se presenta un prisma de 
sección transversal triangular y boquilla rectangular referido al sistema 
cartesiano x, y, z. 

Considérese que R es la región ocupada por el prisma en estudio y 5 la 
frontera que la limita. Sean 51 y 52 dos porciones complementarias de 5 
donde se prescriben las condiciones de frontera. En 51 se conocen los de~ 
plazamientos relativos entre la estructura y la boquilla; en 52 se prescri 
ben las tracciones (fig 10). 

En el prisma en estudio se supone que los desplazamientos relativos en la 
frontera 51 son nulos, mientras que la frontera 52 se considera libre de e~ 
fuerzos. 

El estado inicial de la estructura consiste en establecer los campos de 
desplazamientos y de velocidades en la región R para un instante determin!!_ 
do. En este trabajo se supone que en el instante inicial la estructura es 
tá en reposo. 

El problema descrito constituye - dentro de la elastodinámica lineal - un 
problema de valores iniciales con condiciones de frontera mixtas; 

La solución se puede obtener resolviendo directamente la ecuación de equi-
1 ibrio dinámico de un sólido elástico (ecuación de Navier) 

junto con las condiciones de frontera 

u = O en 51 i 

( 1) 

(2a) 

(2b) 



y el estado inicial 

ui (~ , O) = O en R 

ú i (~ , O) = O en R 
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(3a) 

(3b) 

En la ec(l)p es la densidad del material constitutivo, Gel módulo de ri-
gidez al cortante de dicho material y v su relación de Poisson; ui son 
las componentes del tensor de desplazamientos en un sistema cartesiano; 
Fi son las componentes cartesianas de las fuerzas de cuerpo; Ti son las 
componentes del tensor de esfuerzos (tensiones);~ es un punto en R y es
ta definido por sus coordenadas x, y, z; !O,t11 representa un intervalo 
finito de tiempo. 

La notación usada en los sub!ndices de las ecuaciones anteriores correspo~ 
de a la notación indicial (Malvern, 1969). 

Actualmente sólo se conocen soluciones explicitas para algunos casos partí 
culares de estructuras con geometrfa y condiciones de frontera sencillas 
(Bielak, 1975). 

En este trabajo sólo se resolvera el problema de valores caracterfsticos, 
el cual constituye un caso particular de la respuesta dinamica. En el pr~ 

blema de valores característicos se supone que las fuerzas de cuerpo Fi 
son nulas. 

Las estructuras que constituyen el objeto de este trabajo son tridimensio
nales, con caracterlsticas geométricas y mecanicas complicadas, por lo que 
su respuesta dinamica se obtiene generalmente en forma aproximada mediante 
algún método numérico. Para plantear la solución del problema en cuestión 
conviene partir no directamente de las ecuaciones que rigen el fenómeno 
ecs (1) a (3)~ sino de un principio variacional equivalente (Bielak, 
1975). 

Uno de los principios variacionales de Gurt!n para problemas de valores 
iniciales en elastodinamica fue simplificado para facilitar su ~plicaci6n 
en este tipo de problemas (Herrera y Bielak, 1974). Este principio 



variacional, para las condiciones de frontera dada por las ecs (2a) y (2b) 
y para las condiciones iniciales expresadas por las ecs (3a) y (3b) esta
blece lo siguiente (Bielak, 1975): 

11 Sea K el conjunto formado por las funciones continuas que po
seen derivadas continuas en Rx(Q, t l. Para cada ucK definase 

l 
el funcional 11 por 

íl(_u) 1/2 rR [ou
1
.u

1
• + G r;. (u + u ) + J1 Li,jj i,j j,i 

Entonces 

(4) 

óíl(u) = O sobre K "1- tdO, t l (5) 
l 

si y solo si u es solución del problema expresado por las 
ecs (1) a (Jb)" 

En las ecs (4) y (5) se usó la notación indicial antes mencionada. 

El principio variacional anterior conduce de manera congruente a la aplic~ 
ción del método del elemento finito, por lo que en este trabajo se aplica
rá dicho método a fin de obtener la solución del problema de valores cara~ 
terfsticos. 

Para ello supóngase que la solución se puede expresar mediante la función 
u que define el campo de desplazamientos del prisma utilizado para represerr 
tar la cortina. Debido a que los desplazamientos están restringidos en 
las caras extremas (fig 10), es razonable suponer que los desplazamientos 
en dirección del eje z son nulos, mientras que los asociados a los ejes 
x-y dependen de las tres coordenadas espaciales y del tiempo (Martínez y 
Bielak, 1980). 

Por lo anterior, conviene representar el campo de desplazamientos 
u (x,y,z,t) mediante la siguiente expresión: 
" 

u (x,y,z,t) = r u J. (x,y,t)~.(z): o= 1,2 
a j=l, 2 o J 

(6) 



donde u J.(x,y,t) son funciones que representan los desplazamientos dinámi 
a -

cos de la cortina en el plano x-y mientras que ~j(z) es una función que 
aproxima dicho campo en dirección del eje z y satisface determinadas candi 
ciones en las fronteras laterales del prisma en estudio. 

Tal como se indica más adelante, las funciones ~j(z) dependen del tipo de 
condiciones prescritas en las caras extremas del prisma utilizado para 
idealizar la estructura. En un caso se usará una función trigonométrica 
para representar la condición de articulación, y en el otro una combina
ción de funciones trigonométricas e hiperbólicas para expresar la condi
ción de empotramiento. 

La sección transversal del prisma se representa mediante un conjunto de 
elementos finitos, y los desplazamientos uaj dentro de cada elemento se 
aproximan así: 

a = 1,2 (7) 

donde 
rla(x,y) =Matriz de interpolación con que se aproximan los desplazamie!! 

tos en el plano x-y 

XJ(t) = Vector de desplazamientos nodales dinámicos asociado al modo 
longitudinal J. 

En el método de análisis se utilizan elementos finitos triangulares con n!! 
dos en los vértices. En cada nudo se tiene un desplazamiento horizontal 
u y otro vertical u 

1 ' 

Para estructuras en boquilla triangular o trapecial la sección transversal 
en estudio se asocia al plano de simetría x-y; en cortinas con boquilla 
rectangular la secci6n transversal en cuestión puede ser cualquier plano 

paralelo al x-y. 

Al aplicat el método del elemento finito a la sección transversal de la 
cortina se obtienen las matrices elementales de rigidez y de masa (ke' me) 
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y a partir de éstas se determinan respectivamente las matrices globales 
de rigidez, K, y de masa, M. Entonces el problema de vibraciones libres 
no amortiguadas de un sistema discreto se expresa: 

M u + K u = O 

donde!!. representa el vector de desplazamientos nodales. 

Suponiendo que 

donde 

!!. (x,y,t) = ~ (x,y) sen wt 
"' 

~ (x,y) = Vector característico en el plano x-y 
"' 

(8) 

(9) 

w = Frecuencia circular natural no amortiguada, 

la ec IB)también se puede escribir 

(10) 

Puede demostrarse que al sustituir la función u dada por la ec (6) en 
a 

el funcional que expresa el principio variacional dado por las ecs (4) 

y (5) se llega a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que r~ 
presenta la respuesta dinámica del prisma en estudio, con condiciones ini 
ciales nulas (Bielak, 1975). 

Entonces, la expresión correspondiente al problema de valores caracterís
ticos se obtiene eliminando las fuerzas de cuerpo Fique aparecen en la 
ec (4). 

Para la solución del problema de valores características se plantearon dos 
casos diferentes de condiciones laterales de frontera: 

a) Desplazamientos relativos nulos en los planos que limitan las caras 
extremas del prisma. 

b) Desplazamientos y giros relativos nulos en los planos mencionados 
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Para los casos a) y b) se estudiarán cortinas en boquillas rectangular y 
triangular; las cortinas en cañón trapecial constituyen un caso intermedio 
(Martínez y Bielak, 1980). 

A continuación se resume la formulación del problema de.valores caracterí~ 
ticos. 

Este caso ha sido descrito previamente (Martínez y Bielak, 1980) y consis
te en suponer que la función ~(z) que aparece en la ec(6)tiene esta forma 

~j(z) = sen nj (z + L/2)/~ 

siendo L la longitud del prisma en estudio 

( ll) 

Al sustituir la ecuación anterior en (6) se satisfacen las siguientes con
diciones de frontera para cualquier instante tc{O,t ) 

1 

ua(x,y, - L/2,t) = O l 
ua(x,y,L/2,t) = O 

(12) 

a= 1,2 

3. l. l. 1 Co!Lt.i.JtM e11 baqu.i.Ua 1tec,ta11gldalL 

A partir de las ecs (6) y (11) puede demostrarse que el principio variaci!!. 
nal previamente citado conduce a la siguiente expresión para el problema 
de valores ca_racteristicos (Martinez y Bielak, 1980). 

[! + (nj/(J/H) )2 ~ ~ = ~2 N ~ ( 13) 

para todo el sistema de elementos finitos 

En la ecuación anterior 

= Matriz global adimensional de rigidez para el estado de deformación 
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plana. 

= Matriz global adimensional de masa para el estado deformación pla
na. 

H = Altura de la estructura 

Vector característico para vibración transversal en un plano para
lelo al x-y 

• 
w = Frecuencia circular natural adimensional 

. . . 
A su vez, K, M, y w se expresan así: 

. 
ke/GH X = E (14) 

e 

~ = r. me/pH' (15) 
e 

~ = w/(V/H) (16) 

donde 

ke y iñe son las matrices elementales de rigidez y de masa para el estado 
de deformación plana 

G = Módulo de rigidez al cortante del material constitutivo 

Vs = Velocidad de propagación de las ondas de cortante en el material 

p = Densidad del material; w se definió previamente al introducir la 
ec (g) 

En el Apéndice A se presenta un desarrollo para obtener las matrices ke y 

iñe de un elemento finito triangular con nudos en sus vértices 

La ec (13)también se puede escribir 
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(17) 

donde 

~2 =~2 
- (Tij/(L/H) )2 

{18) 

Al resolver el problema de valores característicos representado por la ec 
(17) se obti~nen las frecuencias adimensionales para el estado de deforma
ción plana, 'n• y los vectores característicos $n(x,y), correspondientes 
a dichas frecuencias "' 

1 

Las frecuencias naturales tridimensionales se determinan con la ecuación 

¡; :l''' ~nj = ~'n + (Tij/(L/H) l:J (19) 

Los vectores caracterlsticos tridimensionales $ se calculan con la expr!!_ 
sión o,nj 

$ = $ (x,y) (sen nj(z + L/2)/L) 
"'"j "'" 

3.1. l. 2 Co4l<i1M e11 boqu.i.Ua vuaugutM 

(20) 

Para formular el problema es necesario introducir la relación Le/L en las 
matrices elementales de rigidéz y de masa, siendo L la longitud de la co
rona (constante), y Le la longitud de un p1¡,U111a lw!Uzon.taC cuya sección 
transversal es el área del elemento finito triangular e (Martinez y Bielak, 
19BO). Le es una función lineal de la altura a la que se localiza el cen
troide de dicho elemento. 

Para todo el sistema de elementos finitos se obtiene 

(21) 

donde 



. 
"Ko = E (L/L) l</GH 

e 

• 
¡.¡l = E (L/Le) ñi/pH 3 

e 

• 
¡.¡º = E (Le/L) ñi/pH 3 

e • 

Las matrices l<e y ñie se definieron previamente, lo 

Al resolver la ec (21) se obtienen directamente las 
tridimensionales wnj y los vectores característicos 
transversal en el plano de simetría x-y. Para este 
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(22) 

(23) 

(24) 

mismo $ y w 
"' 

frecuencias naturales 
$ j para vibración 
~n 
plano (es decir, para 

z/L = O) los vectores característicos ~nj se pueden expresar así 

$nj(x,y) = ~n (x,y) sen nj/2 
"' "' 

(25) 

También 

$ . (x,y) = $ (x,y) (-1] ( ,j + i)/z 
ru 0 J "'º j;:l,3,5 

(26) 

El significado de los vectores $ (x,y) que aparecen en la ecuación ante-. n 
ri or es diferente al que tienen "én la ec ( 20). En efecto, para cortinas en 
boquilla triangular los vectores $n(x,y) ya toman en cuenta el efecto trj_ 
dimensional, puesto que se calcul'lín a partir de las frecuencias wnj·pre
viamente determinadas. 

3. l. 2 Ve.ipiazamleiito~ y g.Uw& ~efu.Uvo& nu.to& en fM cMM ext~emM deC 

pWma 

En este trabajo se ha utilizado la función que expresa los modos de vibra 
ción de una viga doblemente empotrada para representar la condición de e!!! 
potramiento en las caras extremas del prisma. La función ~(z) que repre
senta esta condición es (Biggs, 1964) 
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+ cosh sj(z + L/2) - cos sj(z + L/2) (27) 

donde 

Bj = (j + 1/2) ·•/L (29) 

L = Longitud de la estructura 

Al introducir en la ec (6) la función ,¡,j(z) dada por la ec (27), la fun

ción de desplazamientos u
0

(x,y,z) satisface las siguientes condiciones de 

frontera 

u
0 

(x,y,-L/2) = o l u (x,y,L/2) = o 
" 

(30) 

u' (x,y,-L/2) = o 

] a 

u' (x,y,L/2) o 
u 

a = 1,2 

(31) 

donde u' significa la derivada de u respecto a z. Las ecs (31), que re-a a 
presentan la condición de giros nulos en los extremos del prisma, constit~ 

yen restricciones adicionales con las que se ha tratado de aproximar el 

efecto de empotramiento observado en algunos modelos ffsicos de cortinas. 

3. l. 2, l Co.tt.ú1M Cll boqu.lfta 'tccta119u(M 

A partir de la función de desplazamientos u (x,y,z) dada por la ec (6) y . o 
de la función wj(z) dada por la ec (27), y siguiendo un procedimiento an~-

logo al descrito en el inciso 3.1.1.1 se obtiene la siguiente expresión 

adimensional para el problema de valores caracterfsticos: 

[ +(,(j+!/2)((j+J/2),-3/2)/(L/H)2J ~~ = ,> ~ ~ (32) 

···~-· 
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En esta ecuación las matrices K y íl tienen el mismo significado que en el 
' inciso 3.1.1.l y están dadas por las ecs (14) y (15); "" $ y L/H ya se de-

finieron. 

Con suficiente aproximación la ec (32) también se expresa de una manera más 
senci 11 a: 

~·+ (jTI /(L/H))' (1+0.52/j) ~~ = ,> H~ (33) 

La solución de la ec (33) permite determinar las frecuencias naturales tri-
' dimensionales wnj de cortinas en boquilla rectangular: 

w . = )._2 ' [' 
nJ n 

+ (jn /(L/H))' (1 + 0.52/j) 
)

l/2 

( 34) 

' donde ).n se definió al introducir la ec (18). Los demás términos quedaron 
· definidos con anterioridad. 

Los vectores característicos tridimensionales 
los vectores $n asociados a las frecuencias 
dada por la e'I: (27). 

~nj = ~n(x,y) ~J.(z) 

"' "' 
3.1. 2. 2 Co1.U11a.~ en boqu(CCa tüanqttCan 

$ 
1
. se expresan 

"l. n. " 
).n, y de 1 a 

a partir de 
func.ión •rj(z) 

( 35) 

Introduciendo la relación Le/L en las matrices elementales de rigidez y de 
masa, y utilizando la ec (32) se llega a la siguiente expresión para el pro
blema de valores característicos de cortinas en boquilla triangular: 

~o+ (jn/(L/H))'(l + 0.52/j) ~~ = "' i'.16 ~ ( 36) 

~a la ecuac1on anteriol' X , H
1
y TI son matrices que se calculan con las ecs 

o o 
(~~) a (24); los demás tér111inos ya se definieron: 
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La soluci6n de la ec (36) permite determinar en forma directa las frecue~ 
cias naturales tridimensionales ~ j y los vectores caracterfsticos ~ j 

n ~n 
para vibraciOn transversal en el plano de simetrla x-y. Las observacio-
nes del inciso 3.J.1.2 relativas a los vectores ~nj también son v~lidas 

~ 

para este inciso. 

• 



4. MODELO OE INTERACCION CIMENTACION-CORTINA 

En general, las caracterfsticas de las ondas de esfuerzo que se generan d!!_ 
rante un sismo se van modificando de acuerdo con las propiedades de los m.!!_ 
teriales que atraviesan al propagarse en el interior de la Tierra. Así, al 
aproximarse un tren de ondas a la superficie del terreno se producen cam
bios en la amplitud y frecuencia de los movimientos sísmicos, en la· velocj_ 
dad de propagación y en 1 a dirección en que se transmiten di chas ondas, de 
acuerdo con la deformabilidad de las capas más suµerficiales. 

En estructuras desplantadas sobre un depósito de suelo blando que a su vez 
se apoya en roca sana o terreno firme se ha observado que las aceleraciones 
en la superficie del terreno próximo a, la estructura, o en la .base de esta 
última, son superiores a las aceleraciones registradas en el terreno firme 
subyacente. Este fenómeno, llamado amplificación dinámica, ha sido estu
diado mediante diversos modelos analíticos (Ruiz, 1977). 

En vista de que las condiciones topográficas y geológicas locales modifican 
las caracterfsticas de las perturbaciones sísmicas y éstas a su vez influ- , 
yen en la respuesta de las estructuras, el fenómeno de interacción suelo
estructura adquiere mayor importancia, especialmente cuando el suelo es de 
naturaleza deformable (Ruiz, 1977). La importancia de este fenómeno se ha 
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puesto de manifiesto al analizar los registros de respuesta de estructuras 
y cimentaciones sometidas a temblores intensos. 

Por lo señalado anterionnente, el problema de interacción dinámica entre 
una estructura y el suelo sobre el que se apoya ha recibido la atención de 
un buen número de investigadores. La mayoría de los trabajos experimenta
les y analíticos realizados hasta ahora han permitido estudiar algunos as
pectos del fenómeno de interacción en sistemas estructurales convencionales. 
Sin embargo, en estructuras especiales como cortinas de tierra y enrocamie!!. 
to los estudios analíticos sobre este tema son escasos, debido principalme~ 
te a que el comportamiento de este tipo de estructuras es complejo. 

En la actualidad el fenómeno de interacción dinámica suelo-estructura se 
puede estudiar mediante procedimientos analíticos cada mez más refinados de 
bido al avance de los sistemas de cómputo utilizados en la solución numéri_ 
ca de esta clase de problemas. Además, como el problema de interacción ci
mentación-cortina no ha sido suficientemente estudiado, es necesario reali
zar investigaciones que contribuyan a explicar de manera satisfactoria el 
comportamiento de esta clase de estructuras. 

Generalmente la interacción dinámica suelo-estructura se estudia mediante 
uno de los siguientes criterios: a. Considerar que la estructura se apoya 
sobre un semiespacio elástico (fig 2), ó b. Suponer que el suelo de cimen
tación es una región finita (fig 3). 

Con el criterio a. se estudia la respuesta dinámica de estructuras que se 
desplantan sobre una cimentación flexible, suponiendo que el suelo es un se 
miespacio elástico. A los métodos analíticos que se basan en este crite
rio se les conoce como m~todo& deÍ'. &emic&pac<'.o. 

Aunque esos métodos se han aplicado a una variedad de problemas, solo se 
han obtenido soluciones exactas para algunos casos particulares. Por otra 
parte, la utilidad práctica de dichos métodos radica en el hecho de que se 
han obtenido expresiones para.el diseño de cimentaciones de maquinaria; 
además,se han resuelto algunos problemas de interacción suelo-estructura 
en los cuales la cimentación es de tipo superficial,asi como problemas de 
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respuesta de campo libr~ (Romo, 1980). 

Los métodos para analizar el problema de interacción dinámica suelo-estruc 
tura que se basan en el criterio b. se conocen como m~,todo-!. d.l!Jc:1eto6, 

En la actualidad existen varias técnicas para efectuar el análisis dinámico 
con los métodos discretos¡ sin embargo, el análisis de interacción dinámica 
mediante estos métodos generalmente se realiza por medio de la técnica del 
elemento finito. 

Tanto los métodos del semiespacio como los métodos discretos tienen sus ve!!_ 
tajas y limitaciones y algunas veces, al evaluar la respuesta sísmica de e~ 
tructuras conducen a resultados muy diferentes (Seed et al, 1974). 

Por otra parte, dependiendo de la forma de llevar a cabo el análisis, los 
métodos citados se clasifican a su vez en: a. Método de la subestructura 
y b. Método directo. 

En el método de la subestructura el sistema estructural original se divide en 
dos subestructuras: una es el suelo de cimentación y la otra es la estruct!!_ 
ra propiamente dicha. El análisis se real Iza en dos etapas; en la primera 
se determinan las funciones de impedancia del depósito de suelo, en el domi 
nio de la frecuencia, y las características de refracción de las ondas en 
la interfase suelo-estructura. En la segunda etapa se usan estas propieda
des como condiciones de frontera en la base de la estructura y se lleva a 
cabo el análisis dinámico con un sistema de cargas que se obtiene directa
mente de los movimientos de campo libre (Romo, 1980). Para facilitar el 
análisis, es común que en esta etapa - a partir de las funciones de impe
dancia - los efectos del suelo se representen mediante un sistema de reso.!'.. 
tes y amortiguadores en paralelo (fig 11); así, el estudio de la respuesta 
estructural se realiza en el dominio del tiempo. 

En el método directo el análisis de interacción dinámica suelo-estructura 
se efectúa suponiendo que el terreno de cimentación y la estructura forman 
un solo sistema estructural. De esta manera el análisis se lleva a cabo 
en una sola etapa, utilizando una determinada excitación en la base del d~ 

pósito de suelo. 
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Se ha demostrado que para sistemas suelo-estructura discretizados con ele
mentos finitos, al efectuar el análisis con el método directo o con el mé
todo de la subestructura se obtienen resultados idénticos (Gutiérrez, 1976), 
Para lograr esto es necesario que al efectuar el análisis con el método di_ 
recto, la excitación definida en la base del depósito sea consistente con 

1 

el movimiento de campo libre utilizado en el método de la subestructura. 

El método de análisis usado en este trabajo forma parte de los métodos discretos. 
Además, como se considera que el terreno de cimentación y la cortina consti 
tuyen un solo sistema estructural, el método de análisis es directo. 

A continuación se describe el modelo usado para estudiar la interacción di. 
námica cimentación-cortina, 

4. 1 Modelo de .l11tc'taccl611 

Debido a las características del método de análisis, se propone como modelo 
de interacción el sistema estructural que resulta al suponer que la cortina 
se apoya sobre una región finita de suelo, tal como se muestra en la fig 
12. 

Las características de la región de suelo (prisma virtual de suelo) son las 
siguientes: 

a) La sección transversal del prisma es un rectángulo de base Bs y altura 
Hs (fig 7a); la base Bs se calcula asf: 

B = B + 2B s p a 

donde BP es la base de la cortina y Ba es una distancia horizontal re 
ferida a la fig 7a. 

· b) La sección de la boquilla tiene como formas geométricas extremas un 
rectángulo ó un triángulo simétrico (fig 7b), 

c) Se supone que el prisma virtual de suelo se apoya tanto longitudinal 
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como transversalmente en una superficie infinitamente rígida. 

Además, se considera que el sistema estructural formado por la cortina y el 
terreno de cimentación son dos prismas de eje recto unidos en la interfase 
de ambos prismas. Un prisma representa la cortina y el otro es un prisma 
virtual de suelo; el material constitutivo de ambos es un medio elástico, 
lineal e isótropo. 

Los desplazamientos relativos entre la superficie del sistema estructural de~ 
crito y las paredes rígidas sobre las que se apoya el sistema se consideran 
nulos; se desprecia el efecto del agua almacenada. 

De acuerdo con el método de análisis aquí empleado, la sección transversal 
del sistema cimentación-cortina se discretiza medionte elementos finitos 
triangulares con nudos en los vértices (fig 8); el efecto tridimensional se 
aproxima por medio de una serie de funciones completas que dependen de las 
condiciones laterales de frontera.' 

Para estudiar el problema de interacción dinámica con el modelo recién des
crito, se modificaron algunas subrutinas del programa RESTRI-1 (Martinez 
y V1llarreal, 1981-c), especialmente aquellas relaciones con la lectura e 
impresión de resultados. También se modificaron algunas iteraciones a fin 
de poder efectuar un análisis paramétrico de las frecuencias naturales de 
sistemas como el mostrado en la fig 7. A esta nueva versión del programa 
se le llamó PRESAS (Martínez y Villarreal, 1982). 

4. 2 P1tog1truna palla comµulado1ta PRESAS 

Para ilustrar la utilidad y el alcance del método de análisis descrito.en 
el cap 3 y aplicarlo a un sistema cimentación-cortina, se dearrolló un pr.9_ 
grama para computadora digital denominado PRESAS, el cual es una versión m.9_ 
dificada del programa RESTRl-1. 

Con el programa original se pueden obtener las frecuencias naturales y las 
formas modales de cortinas apoyadas sobre bases infinitamente rígidas. 
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Con el programa PRESAS se ha ampliado el alcance del método numérico desa
rrollado por Martínez y Bielak. En efecto, el procedimiento es aplicable 
a estructuraas térreas apoyadas sobre suelo flexible, incluyendo el caso 
particular de cortinas apoyadas sobre bases rígidas. 

El programa se implantó en el sistema BURROUGHS 6800 del Centro del Servi
cio de Cómputo, UNAM; como lenguaje de codificación se usó el FORTRAN IV 
básico. 

En el desarrollo del programa se utilizó el criterio de la memoria dinámica 
para almacenar los arreglos más importantes, lo que permitó reducir la ca
pacidad de memoria que se requiere para resolver este tipo de problemas m~ 
diante computadora digital. 

Dentro de los arreglos citados en el pafrafo anterior están los datos de 
los elementos finitos utilizados en la discretización (coordenadas, propi~ 
dades físicas), las matrices de rigidez y de masa, así como los resultados 
del problema de valores característicos (frecuencias naturales y formas m.Q. 
dales). 

El programa consta esencialmente de tres etapas: 

En la primera se leen todos los parámetros que definen las propiedades geQ. 
métricas y mecánicas de la estructura en estudio. Una lista de estos par! 
metros se presenta en el instructivo para usar el programa PRESAS (Martínez 
y Villarreal, 1982). 

En la segunda etapa, a partir de los datos previamente almacenados se obti~ 
nen las matrices elementales de rigidez y de masa para el estado de deform!!_ 
ción plana. A continuación, cada matriz elemental de rigidez se modifica 
para tomar en cuenta el efecto tridimensional, y después se ensamblan estas 
matrices para obtener la matriz global de rigidez para los casos descritos 
en el cap 3. Ensamblando las matrices elementales de masa se generan dires 
tamente las matrices globales demasasH1 y H0 de acuerdo con lo señalado en 
el cap 3. 
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La última parte del programa utiliza el método de Lanczos para plantear el 
problema de valores característicos (Weaver y Voshida, 1971). Las frecuen 
cias naturales se obtienen con el método de bisección desarrollado en Ox
ford (Wilkinson, lg65) y el cálculo de los vectores característicos (o fo~ 
mas modales) correspondientes se lleva a cabo con el método de iteración 
inversa (Bathe y Wilson, 1976). 

En el apéndice B se presenta el desarrollo del algoritmo para plantear el 
problema de valores característicos usando el método generalizado de Lanc
zos. 

• 



5. ANALISIS PARAMETRICO 

Para cuantificar el efecto de algunas variables del suelo de cimentación SQ. 

bre las frecuencias naturales de cortinas térreas, se analizan en forma P! 
ramétrica los resultados numéricos de distintos sistemas cimentación-cortj_ 
na, como el mostrado en la fig 7. 

Los casos estudiados corresponden a cortinas simétricas y homogéneas de se_s 
ción transversal triangular, apoyadas sobre una cimentación elástica ideal.!_ 
zada mediante uno o dos estratos horizontales. 

Con este análisis se trata de establecer las condiciones bajo las cuales 
los efectos de interacción dinámica entre cortina y subsuelo pueden ser i[!! 
portantes. La geometría y los parámetros mecánicos de la cortina permane
cen fijos, y se varían las propiedades del prisma que representa el subsu~ 
lo de cimentación. 

La cortina tiene las siguientes propiedades; su sección transversal es un 
triángulo' simétrico· de 91.44 m de altura y taludes 1.5:1; sus caracteristj_ 
cas mecánicas son: 

Módulo de elasticid•d, EP = 57 160 ton/m2 
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Peso volumétrico, y = 2.08 ton/m' 
Relación de Poisson, " = 0.45 

Los parámetros geométricos del sistema cimentación-cortina (fig 7) son: 

a = 8 /H = relación entre la extensión transversal del prisma de a P 
suelo y la altura de la cortina 

8 = Hs/HP = relación entre el espesor del prisma de suelo y la alt!!_ 
ra de la cortina 

; = H1/Hs = relación entre los espesores de los estratos que repre
sentan el suelo 

aa es una medida del, ancho de la sección transversal del p·risma virtual de 
suelo y H1 es el espesor del estrato superior (fig 7). 

Los parámetros mecánicos que aquí se incluyen son: 

n = E1/EP = relación de rigidez del sistema cimentación-cortina 

ns= E2tE1 = relación de rigidez de la cimentación 

E1 es el módulo de elasticidad del estrato superior y E2 el del estrato in 
feriar; EP es el módulo de elasticidad del material constitutivo de la cor_ 
tina. 

De esta manera se estudia la influencia de la geometría y de la rigidez de 
la cimentación sobre las frecuencias naturales del sistema. Cabe recordar 
que en este trabajo la rigidez se mide en función del módulo de elasticidad 
de los materiales constitutivos. 

El análisis paramétrico se lleva a cabo en dos etapas básicas: 

l. Determinación de los valores del parámetro a - que es función directa 



37 

de la distancia Ba - a partir de los cuales la influencia de a sobre 
las frecuencias naturales del sistema cimentación-cortina es mínima. 

2. Evaluación de la influencia del espesor del prisma de cimentación y 
de sus propiedades mecánicas sobre las frecuencias naturales del sist~ 

ma cimentación-cortina. 

El análisis paramétrico se realiza con los resultados obtenidos al aplicar 
el programa PRESAS a di'stintos sistemas. Estos resultados se presentan en 
forma gráfica, destacando alguno de los parámetros que influyen en el com
portamiento dinámico de la estructura. 

A continuación se describen las etapas del análisis y se interpretan los r~ 
sultados obtenidos. 

5 .1 1n6tue11c.<'.a deC JJMdnl(?-Vlo a 

Para estudiar la influencia del parámetro a en el sistema de interacción 
propuesto se procede así: 

aj Se estudian depósitos de suelo idealizados mediante un solo estrato. 
Para lograrlo, al parámetro < - asociado al espesor H1 - se asigna un 
valor de l. 

b) Se consideran distintos valores del parámetro o , a fin de estudiar 
las frecuencias naturales de sistemas cimentación-cortina que difieren 
sólo .en el valor de ª· 

c) Para cada n se considera un conjunto de val ores del parámetro ;), lo 
que equivale a estudiar depósitos de suelo de distintos espesores. 

d) Para cada sistema definido con un valor de a y otro de a se estudian 
depósitos de diferente rigidez, dependiendo del parámetro n utiliza
do en el análisis. 

Los valores de a fueron O, 1, 3, 6 y 10, lo que equivale a estudiar prismas 
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de suelo con valores de Ba comprendidos entre O y 10 HP; al parámetro a se 
asignaron estos valores: 1, 2 y 3, con lo que se incluyen depósitos de su~ 
los con espesores de hasta tres veces la altura de la cortina; al parámetro 
n se asignaron estas cantidades: 0.25, 1, 3 y 10, lo que permitió estu
diar suelos de baja rigidez, de rigidez intermedia y suelos muy rígidos. En 
la fig 13 se muestra un diagrama con los valores numéricos de los paráme
tros que intervienen en esta etapa del análisis. 

Inicialmente sólo se estudiaron estructuras térreas en boquilla de sección 
rectangular; con base en los resultados obtenidos también se analizó un n!!_ 
mero limitado de cortinas en boquilla triangular. Para destacar la impor
tancia del efecto tridimensional, todos los sistemas de interacción aquí 
es tu di a dos se consideraron 1oca1 iza dos en boquillas angostas. Por es te m_!! 
tivo se escogió un relación entre la longitud de la cortina y su altura 
(LP/HP) igual a 2. 

Con los resultados mostrados en las figs 15a a 15c se observa la influencia 
del parámetro ci sobre las frecuencias naturales, ~. j• de estructuras en . n 
boquilla rectangular. Los resultados corresponden a valores de n = 1 (mo-
do fundamental de vibración transversal) y j = 1,2 y 3 (modos de vibración 
longitudinal); para cada valor de j se tienen cuatro curvas, una para cada 
valor de la relación de rigidez. 

Después de analizar los resultados mostrados en las figs 15a a 15c se puede 
establecer lo siguiente: 

al La masa del prisma virtual de suelo tiene una influencia muy pequeña 
sobre las frecuencias ~ . de sistemas cimentación-cortina en los cua 

nJ -
les la rigidez del depósito de suelo es baja (n = 0.25). Para valo-
res de . ci = 2 la influencia de este parámetro es nula; esto indica 
que las frecuencias asociadas al modo fundamental transversal (n = 1) 
de sistemas con n = 0.25 obtenidas usando una• cimentación muy ancha: 
8

5 
= 23 Hp (a= 10), son muy parecidas a las obtenidas usando un pri~ 

ma con un ancho menor: Bs = 7 HP (ci = 2). 
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b) En sistemas cimentación-cortina con una relación de rigidez n igual 
a 10 la influencia de la masa de la cimentación sobre las frecuencias 
A 

w1j sólo se manifiesta cuando B = 3 y ~ es mayor que 4, es decir, 
cuando las dimensiones del prisma de suelo son muy grandes: en cambio. 
cuando esas dimensiones son pequeñas las frecuencias naturales asoci~ 
das al modo fundamental transversal de sistemas con n = 10 son inde
pendientes del valor de a. 

c) En un sistema cimentación-cortina con n = 1 y B = !, el anc~o del pri~ 

ma de suelo tiene muy poca influencia sobre los valores de "'lj; a pa!_ 
tir de a = 2 dicha influencia es nu)a. Cuando n = 1 y a = 2, B= 3, 

A 

la influencia de la masa de la cimentación sobre las frecuencias w1j 

es despreciable para valores de a mayores que 4. 

d) En un sistema con ~ = 3 y a = 1 la masa de la cimentación no influye 
en los valores de w1j: sin embargo, para sistemas con n = 3 y B = 2, 
a= 3 esta influencia es importante; en estos últimos casos el ~ncho 
del prisma virtual de suelo deja de influir en las frecuencias w1j 
cuando a alcanza un valor mayor que 6. 

e) A medida que aumentan· de orden los modos de vibración longitudinal 
(j), las frecuencias naturales de los sistemas estudiados tienden a 
ser independientes de las propiedades mecánicas y geométricas de la 
cimentación. 

f) La presencia de un suelo deformable produce una disminución de la ri
gidez estructural del sistema cimentación-cortina, especialmente cua!!, 
do la relación de rigidez, n, vale 0.25 y !; además, al aumentar el 
espesor de la cimentación, la pérdida de rigidez en el sistema es ma
yor cuando la cimentación tiene una rigidez intermedia n = 1 y n = 3 
(figs !Sb y !Se). 

Con los resultados de las f!gs l6a a !6c también se estudia la influencia 
de a sobre las frecuencias wnj de una estructura en boquilla rectangular, 
al aumentar el orden de los modos transversales. 



40 

Los resultados de esas figuras corresponden a las frecuencias del modo 

fundamental longitudinal (j = 1) de sistemas cimentación-cortina con B = 1 

y cuatro valores de la relación de rigidez del sistema. 

~ 

Las frecuencias 

transversal (n 
"'ll señaladas en la fig 16a son las del modo fundamental 

= 1). Este caso ya se estudió: corresponde al conjunto de 

curvas con j = 1 de la fig 15a. 

• 
~n las figs 16b y 16c se muestran respectivamente las frecuencias "2l y 
0.1 31 o sea, para los casos en que n = 2, n = 3. 

De los resultados de las figs 16a a 16c se concluye que la influencia del 

parámetro a sobre los valores de ~nj (con excepción de los sistemas con 

cimentación rígida, n = 10) crece considerablemente a medida que aumenta 

el orden de los modos de vibración transversal. 

De otra parte, al crecer el valor den, las curvas asociadas a distintos 

sistemas ci~entación-cortina tienden a separarse, lo que hace que el valor 
• 

de "'nl dependa en gran medida del valor de la relación de rigidez del si~ 
ma. Esto significa que el incremento en la rigidez de la estructura, prQ_ 

ducido al vibrar en los modos transversales superiores, es función de la 

rigidez de la cimentación. 

• 
Para observar el efecto del parámetro a sobre las frecuencias "'nj(j = 1, 

1n = 1,2,3) de sistemas con cimentaciones de gran espesor { B = 3), se elabQ_ 

raron las figs 17a a 17c, que son análogas a las figs 16a a 16c. 

Después de observar los resultados de las figs 17a a 17c, se establece que 

en sistemas en los cuales el espesor del depósito de suelo es grande 

( B = 3), la pérdida de rigidez estructural (producida por un incremento 

en la masa) es muy importante cuando la cimentación es rígida ( n = 10,3); 

en los casos en que n = 1 dicha pérdida es casi nula para valores de a m.!!. 

yores que 4. 

Además, en los casos de cimentaciones muy flexibles, n = 0.25, el ancho de . 
la cimentación no influye s.obre las frecuencias naturales "'nl para 
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valores de a mayores que 2. 

Así, de los casos mostrados en las figs 16a a 17c (correspondientes a sis
temas en boquilla rectangular) se puede concluir que: 

' a) La influencia del parámetro a sobre los valores de wnl crece con 
los modos superiores de vibración transversal. 

b) En sistemas con n = JO y n = 3, la influencia que tiene el ancho del 
prisma de suelo aumenta con el espesor del depósito, Hs. En siste
mas con n = J y n = 0.25 dicha influencia disminuye con el espesor 

Hs. 

' c) Los valores de wnl para los primeros modos transversales dependen 
principalmente de la rigidez de la cimentación. 

Por otra parte, en las figs !Ba a !Be se muestran los resultados de estru!:_ 
turas en boquilla triangular; dichas figuras son análogas a las figs J7a " 
lle. 

Al observar esos resultados se concluye que para sistemas cimentación-cor. 
tina en boquilla triangular la influencia del parámetro a sobre las fre
cuencias naturales prácticamente es nula; además, se observa que los valg_ 

' res wnj dependen de la relación de rigidez n al crecer el orden de n. 

Del análisis de resultados presentados hasta aquí se concluye que la in
fluencia del parámetro n depende directamente de la relación de rigidez 
del sistema y del espesor del depósito de suelo, principalmente en los pri 
meros modos de vibración transversal; esto significa que en cimentaciones 
de rigidez elevada (n = 10 y 3) la influencia de a se incrementa con el 
espesor Hs y en cimentaciones flexibles (n = 1 y 0.25) disminuye dicho 
efecto al aumentar el espesor del prisma de suelo. 

Otro factor que se debe tomar en cuenta al decidir qué valor debe asignar
se al parámetro a, es el tiempo de computadora que se requiere para re
solver un detenninado problema. En efecto, mientras mayor es el valor que 
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se asigna al parámetro a, mayor es el número de grados de libertad que se 
deben incluir en la idealización de la estructura: esto último aumenta del 
tiempo de computadora necesario para resolver el problema y eleva conside
rablemente el costo de la solución numérica. 

Para ejemplificar lo anterior, en la fig 8 se ha discretizado la sección 
transversal del sistema cimentación-cortina en estudio. En dicha figura 
se han dibujado las mallas de elementos finitos usados en estos casos: 
a = O, a = 6 y a = 10. Para a = 1 y 3 se usaron mallas que sólo difieren 
en la longitud del parámetro Ba. En esa figura se puede observar cómo au
mentan los nudos utilizados en la idealización de la estructura al aumentar 
el ancho de la cimentación, que a su vez está relacionado con a. 

Por otra parte, en la Tabla 1 se indican los tiempos de ejecución requeri
dos para resolver el problema de valores característicos de sistemas cime!]_ 
tación-cortina que únicamente se distinguen por el valor de a. En todos 
los problemas resueltos se consideraron diez modos transversales y tres lo!]_ 
gitudinales. Como se observa, los tiempos de ejecución se incrementan no
tablemente a medida que crece a; por esta razón es recomendable limitar el 
ancho del prisma virtual de suelo, y el número de nudos con que se discre
tiza el sistema. 

Para analizar la influencia de las características mecánicas y geométricas 
del prisma virtual de suelo sobre las frecuencias naturales adimensionales 
A 

wnj de sistemas cimentación-cortina, se consideraron dos grupos de siste-
mas estructurales. En el primer grupo se idealizó la cimentación mediante 
un estrato de espesor Hs y módulo de elasticidad E1. En el segundo se su
puso que el depósito de suelo está formado por dos estratos horizontales; 
en este caso Hs es el espesor total del depósito, mientras que H1 y E1 re 
presentan el espesor y el módulo de elasticidad del estrato superior. 

5. 2 .1 Veµ66-lto de 6ueto ideaUzado º'"' 1111 e~tnato 

En este tipo de sistemas se estudia la influencia de los parámetro 6 y n 
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que equivalen, respectivamente, a las relaciones H /H y E1/E . Los valo s p p -
res asignados al parámetro B fueron 1, 2 y 3, incluyendo casos de sistemas 
con un espesor máximo de Hs igual a tres veces la altura de la cortina: P.!!. 
ra cada valor de B se estudian sistemas con relaciones de rigidez n de 
0.25, 1, 3, lOe ro, lo que equivale a considerar desde una cimentación muy 
flexible hasta una infinitamente rígida. 

En la fig 14a se presenta un diagrama con los valores de los parámetros us!!_ 
dos en esta parte del análisis. Las características geométricas y mecáni
cas de la cortina se mencionaron al principio de este capítulo. 

A todos los sistemas cimentación-cortina estudiados se asignó un valor de 
a= 6 (Bs = 1371.6 m), según los resultados del subcap 5.2. Como ya se 
indicó, para valores de a mayores o iguales que 6 la influencia de este pa 

' -
rámetro sobre las frecuencias wnj prácticamente es despreciable, con exceE_ 
ción de los modos superiores de vibración transversal de algunos de los C.!!_ 

sos analizados en el subcap 5.2. Sin embargo, para los fines de este tr!!_ 
bajo se considera aceptable el valor de a aquí seleccionado. 

5. 2 .1.1 llitV<pic,tac,l611 de Jt~uUado6 

En las figs 19a a 19~ se muestra el efecto de la relación de rigidez n so
bre las frecuencias wnj de sistemas cimentación-co~tina en boquilla rectan 
guiar. En cada figura se indican las frecuencias wnj (n = 1,2,. .. B; j = 1) 
para distintos valores de la relación de rigidez (0.25, 1,3, JO e ro) identj_ 
ficados mediante distintos símbolos. 

' En esas figuras los puntos que representan las frecuencias wnj para un va-
lor determinado de n se unieron con una línea auxiliar, a fin de hacer no
tar la tendencia de dichas frecuencias al aumentar n. 

En la fig 19a se presentan los resultados de sistemas cimentación-cortina 
para B = 1; en ella se observa cómo la rigidez de la cimentación tiene gran 
influencia sobre las frecuencias del sistema, principalmente en los modos 
superiores de vibración transversal. Algo semejante sucede en las figs 
19b y 19c para sistemas con B = 2 y B = 3 respectivamente. 
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En las figuras citadas se observa que las frecuencias ~ . de sistemas con 
nJ 

cimentaciones rígidas (n = I0, 00 ) definen dos curvas de pendiente elevada; 
en sistemas con cimentaciones flexibles las curvas respectivas tienen me
nor pendiente; esto indica que las frecuencias naturales de sistemas estru!=_ 
turales apoyados en bases rfgidasestán bastante separadas entre si, a med:!_ 
da que aumenta el número de orden (n) de cada modo transversal; este fen§. 

es muy parecido al que se observa al estudiar una cortina apoyada sobre 
un semiespacio infinitamente rígido. 

Por otra parte, cuando la cimentación es flexible (n = 0.25,1) se produce 
interacción entre la cortina y la cimentación que modifica la rigidez de 
todo el sistema, de modo que las frecuencias resultan más próximas entre 
sí al aumentar el orden de cada modo. 

El fenómeno recién descrito también se observa cuando la cimentación es 
aparentemente rígida (n = 3), en cuyo caso la interacción cimentación-cor
tina aún puede ser importante. 

Por lo anterior, en sistemas estructurales apoyados sobre cimentaciones 
rígidas es razonable obtener la respuesta estructural a partir de los pri
meros modos de vibración; sin embargo, en sistemas apoyados sobre ciment!!_ 
cienes flexibles ese criterio puede conducir a errores en la evaluación 
de dicha respuesta. 

A 

En las figs 20a y 20b se presentan las frecuencias wnj de sistemas cimenta 
ción cortina en boquilla triangular; en esas figuras se aprecia cómo la 
influencia de la rigidez de la cimentación es sensiblemente menor que en 
los sistemas en boquilla rectangular, notándose esta influencia sólo en el 
caso en que el espesor del depósito de suelo es grande (B = 3, fig 20b). 

De los resultados mostrados. en la fig 20a se concluye que para estructuras 
en boquilla triangular y B = 1 los efectos de interacción dinámica entre 
la cortina y su cimentación son pequeños; en caso de que el espesor del 
depósito sea grande, el fenómeno de interacción es importante. 

Por otra parte, con los resultados de las figs 21a a 2ld se estudia el 
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• efecto del espesor de la cimentación (a) sobre las frecuencias "'nj de sis-
temas en boquilla rectangular. En cada figura se presentan los resultados 
de sistemas con a = 1,2 y 3 para los tres primeros modos de vibración longi_ 
tudinal (j = 1, 2, 3). 

Los resultados de la fig 2la son de sistemas con n = 0.25; en ella se apre
cia cómo la influencia del parámetro a casi es despreciable. También se ob . -
serva que los valores de wnj en cada grupo de curvas tienden a unirse al ª!!. 
mentar j, lo cual también se observó al estudiar los resultados de las figs 
!Sa a !Se. En la fig 2lb se muestran los resultados de sistemas con n = l; 
se aprecia cómo la influencia del espesor del depósito de suelo es más sig_ 
nificativa que en sistemas estructurales con n = 0.25; dicha influencia es 
más notable en los modos de vibración transversal. 

Los resultados de las figs 2lc y 2ld corresponden a sistemas con n iguales 
a 3 y 10 respectivamente: en ellas se manifiesta más claramente la infuen
cia del espesor del depósito de suelo. 

De las figs 2la a 2lb se deduce que mientras mayor es el valor de $menores 
son los valores de wn'' lo cual parece razonable, ya que al tratarse de un 

J . 
problema de masas y rigideces, al mantener fija la rigidez e incrementar la 
masa del sistema éste se vuelve más flexible. Esta pérdida de rigidez es
tructural depende principalmente de la rigidez de la cimentación, esto es, 
mientras mayor es el valor de n mayor es la pérdida relativa de rigidez del 
sistema al aumentar el espesor de la cimentación. 

5. 2. 2 Oc.p6•lto de. •t1c.Co .idc.alirndo con do~ e~ tlla,to• 

En los sistemas cimentación-cortina aquí analizados, se ha supuesto que el 
depósito de suelo está formado por dos estratos horizontales entre los cua
les existe una frontera bien definida. 

Para este tipo de sistemas se estudiaron casos en los que el cociente E1/EP 
( o sea, el parámetro n) vale 1 y 0.25. Se escogieron estas cantidades por
que corresponden a suelos de baja rigidez, en los cuales la interacción di 
námica entre cortina y cimentación adquiere mayor importancia. 
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Los parámetros que aquí se estudian son r. y "s' que equivalen respectiva
mente a las relaciones H1/Hs y E2/E1. Se consideraron depósitos de suelo 
de espesores iguales a Hp y 3Hp' es decir, vafores de a iguales a 1 y 3; al 
parámetro¡; se asignaron estos valores: O, 0.167, 0.333, 0.667 y l. Con 
r. = O ó ¡; = 1 se estudian depósitos de suelo homogéneos; en el primer caso 
el estrato inferior ocupa todo el volumen de la cimentación; en el segundo 
caso la cimentación está formada únicamente por el estrato superior. 

Los· valores de la relación ns se escogieron de acuerdo con la rigidez rela . 
tiva del estrato superior (es decir, n) utilizado en cada caso. En los 
sistemas donde se usó n = 0.25 se tomaron valores de la relación ns de 1, 
4, 12, 40 e 00 • Así, se incluyeron dos condiciones extremas: en una los e~ 
tratos superior e inferior tuvieron la misma rigidez (ns = 1) y en la otra 
el estrato inferior se supuso rígido (ns = 00). 

Con excepción de los sistemas con,n = 1 ó r. =O y r. = 1, en los demás se 
consideró que la rigidez del estrato superficial es inferior a la del estr!!_ 
to subyacente. Como en los casos estudiados en el inciso 5.2.1, aquí se 
adoptó un valor del parámetro a igual a 6. 

5. 2. 2. 1 111tC!.ilp4<Uticl611 de 4e6u.ltado6 

" En las figs 22a a 22c se presentan las frecuencias wnj de sistemas ciment!!_ 
ción-cortina con a= 1 y n = 0.25. Este último valor significa que el e~ 
trato superficial está constituido por un material muy flexible 
(E 1 = 0.25 Ep). 

En esas figuras, las ordenadas representan las frecuencias adimensionales 
" w ., mientras que las abscisas indican el órden (n) de los modos de vibra nJ ,. -
ción transversal; los puntos discretos son los valores de '"nl y las lineas 
que los unen permiten destacar los casos en que "s = 1 y ns = 00 • 

Los resultados de la fig 22a corresponden a sistemas con r. = 0.167 o sea, 
el espesor del estrato superior es 1/6 del espesor total del depósito; de 
esos resultados se dedur.e que la rigidez del estrato inferior es 
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A 

determinante en los valores de wnj; en efecto, al aumentar dicha rigidez 
las frecuencias crecen rápidamente hasta alcanzar, en el caso en que E2 ~ w, 

una tendencia parecida al de una estructura apoyada sobre una base rígida 
(fig J9a). 

Los resultados de la fig 22b son de sistemas con ¡; = 0.333; al comparar e1 
tos resultados con los de la fig 22a se ob~erva una disminucióndel efecto 
de la rigidez del estrato inferior sobre wnj; en sistemas en los que di
cho estrato es infinitamente rígido (fig 22b) las frecuencias presentan una 
tendencia parecida a la de suelos de rigidez intermedia (fig Jga). 

Los resultados que se presentan en la fig 22c provienen de sistemas ciment! 
ción-cortina con¡;= 0.667, o sea, depósitos cuyo estrato superior es de ma
yor espesor comparado con el de los otros casos. Como la tendencia de las 
frecuencias ahí mostradas es semejante a la de un suelo blando (fig !9a), 
se deduce que el parámetro n, - asociado con la rigidez relativa del estra 

, A -

to inferior - prácticamente no influye sobre los valores de wnj mostrados 
en la fig 22c. 

Así, de las figs 22a a 22c se establece que para sistemas en los que la ri
gidez del estrato superior es relativamente baja, la influencia de dicha 
rigidez sobre las frecuencias aumenta proporcionalmente con el espesor de 
ese estrato. 

Para apoyar lo anterior, en las figs 23a a 23c se muestran las frecuencias 
A 

wnj de sistemas cimentación-cortina en los cuales el parámetro Bes igual 
a 3 y n vale 0.25; dichos sistemas son análogos a los estudiados mediante 
las figs 22a a 22c y sólo difieren en el valor de B. 

Después de observar los resultados de las figs 23a a 23c, se concluye que 
la influencia de un estrato superior muy deformable (n = 0.25) sobre las 
frecuencias naturales del sistema depende del espesor de dicho estrato. 

Para los sistemas analizados mediante las figs 22a a 23c, la influencia me!!_ 
cinada en el párrafo anterior aumenta rápidamente con el parámetro ¡; (aso
ciado al espesor del estrato superior). En efecto, la pendiente de la curva 
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que contiene las frecuencias :inj de sistemas en los que n
5 

~ 00 (o sea, la 
rigidez del estrato inferior es infinita), disminuye notablemente al cre
cer H1, el espesor del estrato superior, (figs 23c, 24b y 24c); en estos 
casos el comportamiento es an~logo al de una cimentación flexible (figs 
J9a a 1gc). 

En la Tabla 2 se indican los espesores H¡ de los sistemas estudiados a tr~ 
vés de las figs 22a a 24c; dichos espesores se expresan en función de HP 
(altura de la cortina). Al analizar esos valores se encuentra que los si~ 
temas asociados a la fig 23a constituyen un caso intermedio entre los sis
temas de las figs 22b a 22c; adem~s. los sistemas de la fig 22c son un ca
so intermedio entre los representados por las figs 23a y 23b. 

De lo observado en las figs 22a a 23c se concluye que cuando el espesor 
del estrato superior es pequeño,comparado con la altura de la cortina 
(H1 = 0.167HP), las frecuencias naturales del sistema son parecidas a las 
que se obtendrfan si la cortina se apoyara directamente sobre el estrato 
inferior. 

Por el contrario, cuando el espesor del estrato superficial es mayor que 
2HP/3, las frecuencias son parecidas a las de un sistema apoyado únicamen
te sobre el estrato superior. Adem~s. para aquellos sistemas en que 
H1 = 0.333 HP y H1 = 0.5 HP se obtienen resultados parecidos a los de un 
sistema cuya cimentación es de rigidez intermedia. 

Hay que recordar que los resultados de las figs 22 y 23 corresponden a sis 
temas en lo que la rigidez del estrato superior es relativamente baja 
(n = 0.25). 

Para observar la tendencia de las frecuencias ~nj al aumentar la rigidez 
del estrato superior, se elaboraron las figs 24a a 25c (semejantes a las 
figs 22a a 23c) para sistemas cimentación-cortina con una relación n igual 
a J. Esto significa que en los nuevos sistemas estructurales la rigidez 
del estrato superior es igual a la del material constitutivo de la cortina. 
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En las figs 24a a 24c se presentan las frecuencias de sistemas para una re
lación a igual a l. Se observa que la pendiente de la curva que representa 
un valor de ns = w disminuye más lentamente al aumentar el espesor del es
trato superior (es decir, al aumentar;), con respecto a los casos homogé
neos que se presentan en las figs 22a a 22c. 

En efecto, mientras que en sistemas con n = 0.25 la influencia del estrato 
superior se manifiesta para un valor E= 0.333,en sistemas con n = 1 ese 
efecto se evidencia para;= 0.667. Esto indica que el efecto de la rigidez 
relativa del estrato superior depende del espesor de ese estrato. Esto se 
observa en las figs 24a y 24b, donde la pendiente de un caso extremo (es
trato inferior de rigidez infinita) es parecida a la de una cortina apoya
da sobre un semiespacio infinitamente rígido. 

Por otra parte, en los resultados de la fig 24c se observa una disminución 
en la pendiente de la curva que une las frecuencias para el caso en que 
ns = w, con respecto a la pendiente de las curvas homólogas mostradas en 
las figs 24a y 24b. Además, teniendo en cuenta que las frecuencias natura
les de un sistema con ns = w constituyen la frontera superior de las fre
cuencias de los demás sistemas estructurales, se llega a lo siguiente: 

~) En los casos mostrados en la fig 24c, el espesor y la rigidez del es
trato superior (medida a través de n) tienen una influencia determinan 

A -

te sobre las frecuencias wnj' y por el contrario, en los sistemas in-
cluidos en las figs 24a y 24b estos parámetros tienen muy poca influe!!. 
cia. 

b) La influencia de la relación ns es desprecialbe en los sistemas repr!!_ 
sentados en la fig 24c, mientras que en los incluidos en las figs 24a 

A 

y 24b este parámetro es determinante sobre los valores de wnj' 

Por otro lado, al observar los resultados de las figs 25a a 25c, correspon
dientes a sistemas con n = 1 y B = 3, se llega a conclusiones parecidas a 
las que se obtuvieron mediante las figs 22a a 22c. Esto es, se aprecia ele_ 
ramente que al aumentar el espesor del estrato superior, la relación de 
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rigidez del sistema (n) influye en forma determinante sobre las frecuencias 
naturales de los sistemas en estudio (figs 25a a 25c). 

Con el fin de asociar el espesor del estrato superior y la altura de la cor 
tina, en la Tabla 2 se indica el espesor relativo de dicho estrato, para 
los sistemas asociados a las figs 24 y 25. 

De esta manera, con los resultados de las figs 24a a 25c y considerando los 
resultados de la Tabla 2, se llega a lo siguiente: 

1) Las conclusiones expresada para los sistemas con H1 = 0.167 HP y 
H1 .::, 0.667 HP y n = 0.25 son aplicables a los casos homólogos con 
n = l. 

2) Para los sistemas en que H1 = 0.333 HP las frecuencias son parecidas 
a las que se obtendrían si la cortina se apoyara directamente sobre 
el estrato inferior. Para un sistema con H1 = 0.333 Hp y n = 0.25 se 
enc.uentra que la rigidez del estrato superior influye sobre los valE_ 

~ 

res de wnj. 

3) En los sistemas con H1 = 0.5 HP se tienen resultados parecidos a los de 
un caso con rigidez intermedia. 

4) La influencia del estrato superior sobre las frecuencias naturales de 
sistemas con n = 1 depende del espesor de dicho estrato. 

Por otra parte, los resultados de las fig 22 a 25 se presentan de manera 
distinta en las figs 26 a 29. Como era de esperarse, al observar estas 
últimas se llega a las conclusiones recién expresadas. 

Como se recordará, en las figs 22 a 25 se consideró un solo valor de ~ (r~ 
lacionado con el espesor del estrato superior) y diferentes ralaciones "s' 

Ahora, en las figs 26 a 29 se ha supuesto un valor constante de la relación 
"s ( o sea, se fijó la relación E2iE1) y diferentes relaciones ~. marc~.das 
con distintos símbolos. En las figs 26 a 29 también se destacan dos casos 
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lfmite (i; =O, i; = 1), los cuales corresponden a depósitos homogéneos, 
En el primer caso se considera nulo el espesor del e~trato superior¡ en 
el segundo caso se supone que dicho estrato ocupa todo el dep6sito. 

En las figs 26a a 26c se muestran los resultados de sistemas cimentación
cortina con n = 0.25 y B = 1; en ellas se observa claramente que las fre
cuencias asociadas a un valor r, = 0,167 siguen una tendencia parecida a 
las que se tienen cuando i; = O, es decir, cuando sólo existe el estrato 
inferior, Los casos en que F; = 0.333 constituyen un caso intermedio en
tre los dos extremos. 

Los resultados de las figs 27a a 27c se obtuvieron para estructuras con 
n = 0.25 y a= 3; después de observarlos se llega a lo siguiente:- a. Los 
valores de ~'nj son independientes del parámetro ns, y b, Dependen en gran 
medida del espesor del estrato superior, 

El análisis de las figs 26 y 27 conduce a las mismas conclusiones obteni
das a partir de las figs 22 y 23. 

En las figs 28a a 28c se presentan los resultados de sistemas con n = 1 y 
a= 1, y en las figs 29a a 29c los de sistemas con n = 1 y a = 3. 

Después de analizar los resultados de esas figuras, se establece que en 
efecto, la influencia del estrato superior sobre las frecuencias natura
les del sistema_ cimentación-cortina depende del espesor y de la rigidez 
de dicho estrato, 

Por último, las conclusiones expresadas en este inciso se pueden resumir 
as!: 

1) cuando el espesor del estrato superior es muy delgado (H1 :ó. 0.167 Hp)' 
las frecuencias naturales del sistema se pueden obtener con suficien
te aproximación considerando que la cortina se apoya directamente so
bre el estrato inferior. 

2) cuando el espesor del estrato superficial es grande (mayor que 2/3 la 
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altura de la cortina) las frecuencias se pueden calcular suponiendo 
que sólo existe dicho estrato. 

3) Para los casos en que HP/6 < H1 < 2HP/3 las frecuencias naturales del 
sistema se deben calcular tomando en cuenta los parámetros ~ y "s . 
Esto significa que .en los valores de ~nj influyen las caracterfsticas 
de los dos estratos con que se representa la cimentación. 

" 



6. CALIBRACION DEL MODELO 

En este capitulo se comparan las características dinámicas de un sistema 
cimentación-cortina, las cuales se calcularon a partir de dos modelos que 
difieren fundamentalmente por la forma en que toman en cuenta el efecto del 
suelo sobre la estructura. 

La calibración tiene por objeto examinar las diferencias que se presentan 
cuando se utilizan dos métodos distintos para resolver el mismo problema, 
el cual consiste en determinar las frecuencias naturales y formas modales 
de cortinas térreas de longitud infinita apoyadas sobre cimentaciones elá~ 
ticas. Como base de comparación se utilizó un método que admite un estado 
de deformación plana porque no se encontró, dentro de la bibliografía dis
ponible, ningún resultado relativo al análisis dinámico tridimensional de 
de sistemas cimentación-cortina. 

Cabe mencionar que en un estudio reciente se compararon los resultados del 
método análitico usado en este trabajo, con los de ensayes dinámicos en m~ 
delos físicos (Martínez y Villarreal, 1981-b); para realizar esas compara
ciones se tomo como base la información de ensayes efectuados en el In~ 

tituto de Ingeniería, UNAM. Como resultado, se encontró una concordancia 
razonable entre la información teórica y la experimental. 
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Además, se han comparado los resultados analíticos del método aquí utiliz.!!_ 
do, con la información instrumental proveniente de ensayes dinámicos en 
prototipos, y registros de respuesta de cortinas sometidas a temblores 
(Martínez, 1982); los resultados de esas calibraciones han sido alentado
res. 

Con fines ilustrativos,en la Tabla 3 se presenta una de las comparaciones 
hechas por Martínez y Villarreal en la cual se utilizaron los resultados 
de pruebas de vibración en modelos de cortinas hechos de arena (Díaz-Rodri_ 
guez et al, 1975). Además, en la Tabla 4 se suministran algunos resultados 
obtenidos por Martínez al comparar los periodos de vibración de estructu
ras térreas idealizadas, con los periodos registrados durante ensayes 
dinámicos en cortinas reales (Keightley, 1966; Prince et al, 1970). 

Para la presente calibración se consideraron dos métodos analíticos; uno 
supone que la cortina se apoya sobre un semiespacio elástico (Chopra y 
Perumalswami, 1969) mientras que el otro considera que la estructura se 
apoya sobre una región finita de suelo. 

La primera de las técnicas citadas en el párrafo anterior, por la forma de 
idealizar el subsuelo y de obtener las ecuaciones de equilibrio dinámico, 
pertenece a los métodos del semiespacio y de la subestructura, respectiva
mente; además, por la forma como se representa la sección transversal del 
sistema en estudio (fig 2) se trata de un método discreto. 

Dicha técnica considera que la cortina es un prisma. de eje recto y longitud 
infinita, constituido por un material elástico lineal. La sección trans
versal de la cortina se representa por medio de un conjunto de elementos 
finitos triangulares con nudos en los vértices (fig 2a); el semiespacio se 
idealiza mediante un conjunto de puntos nodales a lo largo de la línea do!!. 
de se intersectan la base de la cortina y el semiespacio (fig 2b); además, 
supone que este último está formado por un material homogéneo, isótropo y 
linealmente elástico. 

Para fo.rmular el problema dinámico del sistema en cuestión se consideran 
por separado el movimiento de la cimentación y el de la cortina. Así, 
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para obtener la ecuación de equilibrio dinámico de la cimentación primero 
se inducen desplazamientos unitarios al conjunto de puntos nodales con que 
se representa a la cimentación, luego se supone una ley de variación entre 
los desplazamientos de dos puntos nodales adyacentes y por último se utili 
zan las ecuaciones de movimiento de un sólido elástico. 

Por otra parte, la ecuación de movimiento de la cortina se establece a par_ 
tir de la técnica del elemento finito. Después de combinar las expresiones 
que resultan para ambas subestructuras se obtiene la ecuación de equilibrio 
dinámico del sistema cimentación-cortina. 

El segundo procedimiento ya se describió en el Cap 3; el modelo utilizado 
para idealizar al sistema cimentación-cortian es el que se menciona en el 
Subcap 4.1. El procedimiento utilizado es un método discreto y además di-
rfil2. 

Con el método discreto utilizado se pueden obtener las caracterfsticas din! 
micas tridimensionales de estructuras térreas lineales. Sin embargo, para 
poder comparar los resultados que se obtienen con este método y los que se 
tienen con el método propuesto por Chopra y Perumalswami {que admite un e§. 
tado de deformación plana), es necesario asignar a la estructura una 
longitud suficientemente grande a fin de que dicha hipótesis se cumpla en 
ambos métodos {por ejemplo,LP = 10 9 m), y la calibración sea válida. 

Además, como la hipótesis del semiespacio supone infinitas la profundidad y 
extensión del suelo, y en el método utilizado es necesario que las dimensi!!_ 
nes del prisma usado para representar la cimentación sean finitas, se sup!!_ 
so que dicho prisma tenia una altura Hs = 3HP y un ancho Bs = l~HP, siendo 
HP la altura de la cortina. 

Para los fines de la presente comparación se consideran apropiadas las d:!. 
mensiones anteriores. 

Con el modelo utilizado se obtuvieron las frecuencias naturales adimensio
nales ~'n y las formas modales ;n de los primeros modos de vibración trans
versal {n = 1,2, .•. B) de una c~rtina simétrica y homogénea de sección 



56 

transversal triangular, para diferentes condiciones de rigidez de la cimeD_ 
tación. 

Para el análisis de estos sistemas se escogieron las siguientes propieda
des: 

La cortina tiene 91.44 m de altura y sus taludes son 1.5:1; el material 
constitutivo tiene un módulo de elasticidad¡¡,= 57 160 ton/m', relación de 
Poisson v = 0.45 y peso volumétrico Y= 2.08 ton/m'. Además, el material 
que forma el prisma de suelo tiene estas propiedades: Y • 1.08 ton/m' y 
V e 0.45, mientras que su módulo de elasticidad El depende del parámetro 
n = E1/EP (relación de rigidez). Con fines comparativos se consideraron 
los siguientes valores de n: 0.25,1,3,10 e~. los cuales se tomaron del 
trabajo de Chopra y Perumalswami. 

En la fig 30 se presentan las frecuencias naturales adimensionales - deter. 
minadas con los procedimientos citados - de sistemas cimentación-cortina 
con diferentes relaciones de rigidez. 

Con linea interrumpida se han unido los valores de ~n - calculados con el 
método del semiespacio - para los primeros cinco modos de vibración trans
versal; los resultados obtenidos con el método utilizado (~n) se han un.!. 
do mediante trazo continuo, y corresponden a los primeros ochos modos de 
vibración. 

En la fig 31 se han dibujado las configuraciones asociadas al modo funda
mental de cortinas apoyadas sobre cimentaciones de distinta rigidez; los 

• • resultados de método del semi~spacio ($1) se muestran en la fig 3la, mien-
tras que las configuraciones $1 obtenidas con el método utilizado se pre
sentan en la fig 3lb. 

La comparación entre las características dinámicas de estos sistemas es
tructurales se llevó a cabo en dos etapas, a fin de alcanzar estos objet.i 
vos: 

1) 
~ . 

Examinar las diferencias entre las frecuencias naturales wn Y wn 
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al aumentar n, para cada valor del parámetro n seleccionado. 

2) Estudiar las diferencias entre las formas modales asociadas al primer 
A modo de vibración, ~l Y 

n. 

~ 

~l , de sistemas con distintos valores de 

No se trata de establecer con cuál método se determinan mejor las caracte
rísticas dinámicas de las estructuras, sino solamente estudiar las difere!'. 
cias entre los resultados de esos métodos. 

Se ha encontrado que los métodos del semiespacio, debido a sus hipótesis, 
conducen a mejores resultados cuando se les aplica a determinados proble
mas; lo mismo sucede con los métodos que discretizan al suelo mediante un 
prisma. Por ejemplo, dentro de los límites de la elasticidad lineal, el 
método del semiespacio es más preciso cuando se utiliza en problemas de d~ 
pósitos de suelos homogéneos de grandes dimensiones, mientras que los métg_ 
dos discretos, como el que aquí se ha utilizado, dan mejores soluciones cuando • se aplican a problemas de suelos estratificados cuyas dimensiones son del 
orden. de la altura de la estructura (Romo, 1980; Seed et al,1974). 

Para validar la presente calibración, ésta se hará en el campo de aplicación 
del método del semiespacio, es decir, en suelos homogéneos de grandes di
mensiones, ya que con dicho método no es posible estudiar con precisión su~ 
los estratificados. 

Después de observar los resultados de la fig 30 se establece lo siguiente: 

a) Las frecuencias naturales ~n (n = 1,2,.
0 

•• 5) de sistemas en los cuales 
la rigidez de la cimentación es infinita (n = 00 ) coinciden con los V!!_ 

lores de ~ determinados previamente (Chopra y Perumalswami, 1969) 
n • 

b) Para los casos en que n = 10 (suelo rígido) las frecuencias ~l y ~l 
(asociadas al modo fundamental) prácticamente coinciden; las demás 
frecuencias son muy parecidas en los modos pares (n = 2,4) y 
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difieren en los modos nones (n = 3,5). 

c) En general, en los sistemas con n igual a 0.25, 1 y 3 las frecuencias 
~ y ~ difieren en menos de 30 por ciento en los primeros tres mo 

n n -
dos de vibraci6n, especialmente cuando n = 2 y n = 3. En los modos 
subsecuentes dichas frecuencias presentan diferencias superiores al 
100 por ciento. 

A continuaci6n se exponen las posibles causas de las diferencias anterio
res: 

En el planteamiento del problema de valores caracterfsticos, el método del 
semiespacio considera que los efectos inerciales en el sistema cimentación
cortina se deben únicamente a la masa de la cortina. En cambio, en el mé
todo utilizado en el presente trabajo, las fuerzas de inercia son produci
das por la masa de la cortina y la del prisma virtual de suelo. 

Respecto a la matriz de rigidez, aunque con enfoques anal fticos diferentes, 
ambos métodos toman en cuenta la rigidez de la cortina y de la cimentación. 

En el método del semiespacio la rigidez de la cimentación contribuye a la 
rigidez de todo el sistema mediante los nudos que representan el semiespa
cio (fig 2b). La matriz de rigidez global del sistema se forma como sigue: 

Primero se dan desplazamientos din4micos unitarios (horizontales y verti
cales) en todos los puntos con que se representa el semiespacio, para obt~ 
ner la matriz de rigidez de la cimentaci6n (en el dominio de la frecuen
cia); después, usando la técnica del elemento finito y considerando dos 
grados de libertad en cada nudo de la sección transversal de la cortina 
(incluyendo los de la interfase) se obtiene la matriz de rigidez de la cor 
tina, que es constante. 

Por último se combinan las matrices de rigidez de la cimentación y de la 
cortina, con lo cual se garantiza la compatibilidad y el equilibrio din4-
mico del sistema. 
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En el método discreto utilizado, la matriz de rigidez de todo el sistema 
se forma a partir del método del elemento finito, considerando dos grados 
de libertad en cada nudo de la sección transversal (fig 8); en los nudos 
que quedan a lo largo de la frontera los desplazamientos son nulos. Por 
lo tanto, la matriz global de rigidez está formada por la matriz de rigi
dez de la cortina y la del prisma virtual de suelo. 

De esta manera, cuando la rigidez de la cimentación es infinita ambos mét!?_ 
dos resuelven el mismo problema de valores característicos. Sin embargo, 
cuando la rigidez de la cimentación disminuye, el problema de valores cara!:_ 
teristicos formulado de acuerdo con cada uno de estos métodos presenta di
ferencias notables, las cuales se evidencian en las soluciones numéricas 
respectivas. 

Por ahora no se pueden explicar en forma definitiva las diferencias entre 
' . 

las frecuencias w y w de los modos de vibración de cortinas apoyadas en 
n n 

cimentaciones flexibles. Unicamente se puede afirmar, a partir de las 
• frecuencias w obtenidas mediante el método del semiespacio (Chopra y Peru n -

malswami, 1969), que los sistemas cimentación-cortina estudiados presentan 
un incremento de rigidez en los modos transversales superiores, comparable 
al que se observa en una cortina apoyada sobre una cimentación de rigidez 
infinita. 

Por otra parte, las frecuencias wn calculadas con el método discreto usado 
en el presente trabajo indican claramente la influencia de suelos de baja 

' rigidez (n = 0.25, n = 1) sobre dichas frecuencias, al mostrar '"n un ligero 
crecimiento al aumentar el orden de los modos transversales, n. Para los 
casos en que n = 3 y n = 10 el efecto del suelo no es tan importante, y 
prácticamente desaparece cuando n = 00 • 

Después de observar los resultados de las figs Jla y 3lb se concluye que 
para los casos de cimentaciones rígidas (n = 10, 00 ) prácticamente coinci-

• ' den las formas modales ~l y ~ 1 • tal como sucedió con las frecuencias nat)! 
rales. Sin embargo, al disminuir la rigidez de la cimentación las 
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diferencias entre esas formas modales son notables. 

En cortinas homogéneas y simétricas de longitud infinita y sección trans
versal triangular, las deformaciones atribuibles a efectos de cortante pu
ro se manifiestan principalmente en el modo fundamental, mientras que en 
los modos superiores hay efectos de flexión importantes; la presencia de 
desplazamientos nodales verticales comparables a los desplazamientos hori
zontales revela efectos de flexión. 

Para los casos en que n = 10 y n = w, coinciden los resu)tados de las figs 
3la y 3lb; en el las se observan claramente estados de esfuerzo cortante PJ!. 
ro para el modo fundamental; esto significa que los desplazamientos hori
zontales predominan sobre los verticales, es decir, las deformaciones por 
cortante se distribuyen uniformemente en planos horizontales. Sin embargo, 
para los demás valores den los resultados obtenidos mediante el método di_ 
recto siguen mostrando un patrón de deformaciones por cortante, mientras 
que los obtenidos con el método del semiespacio indican desplazamientos im_ 
portantes en dirección vertical, en particular cuando n = 1 y n = 0.25, 
los cuales se alejan del patrón de esfuerzo cortante puro. 

Lo anterior puede deberse a la forma de suponer las condiciones de fronte
ra en la sección transversal de la cimentación. En tanto que en el método 
del semiespacio las condiciones de frontera darfana la estructura libertad 
de vibrar en dirección vertical (fig 2a), en el método directo aquí utili
zado, las condiciones de frontera restringen la vibración del prisma de 
suelo en tres de sus caras (fig 8). 

De lo expresado en los párrafos anteriores se concluye que ambos métodos 
proporcionan resultados semejantes al tratarse de sistemas con cimentacio
nes muy rígidas; sin embargo, para cimentaciones flexibles conducen a dif~ 
rencias notables, principalmente en las frecuencias asociadas a las modos 
transversales superiores y en la configuración del modo fundamental. 
/' 



7. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

Después de analizar los resultados presentados en los capítulos 5 y 6 se pu~ 
den establecer las siguientes conclusiones: 

1) La presencia de una cimentación deformable disminuye la rigidez estru_s 
tural de un sistema cimentación-cortina localizado en un cañón angosto 
de sección rectangular. Cuando la relación de rigidez (n) del sistema 
es menor o igual que 1, se presenta el fenómeno de interacción dinámica 
entre la cortina y el terreno sobre el que se apoya; en sistemas apare!!_ 
temente rígidos, con relación de rigidez igual a 3, el fenómeno recién 
citado también puede ser importante. Cuando esa relación es mayor que 
10 no se manifiesta la interacción entre la cortina y su cim•ntación. 
En sistemas localizados en cañones de sección triangular el efecto de 
una cimentación deformable sólo se evidencia cuando el espesor de la 
cimentación es grande (B = 3). 

2) El ancho de la cimentación (el cual depende de a) influye sobre las 
frecuencias naturales de un sistema en boquilla de sección rectangular, 
de acuerdo con la rigidez relativa de la cimentación y el espesor del 
prisma virtual de suelo. En sistemas con n = 0.25 y 2 < B < 3 prijc
ticamente no influye el ancho de la cimentación sobre los valores de 

\ 
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A 

wnj; tampoco se presenta ese efecto cuando 1 ::_ n.:: 10 y a= l. 
En sistemas estructurales con 2.:: a.:: 3 el ancho de la cimentación 
influye sobre ~nj únicamente en estos casos: a) n = 1 y a< 4, y 
b) n = 3 y a < 6. Cuando el sistema cimentación-cortina tiene una 
relación de rigidez igual a 10, el efecto del ancho del prisma de 
suelo sólo se manifiesta en estos casos: a) a = 3 y a~ 4, y a = 3 y 
a < 4. 

3) A medida que aumenta el espesor del depósito de suelo (que es función 
de al el sistema cimentación-cortina se vuelve más flexible. Este f~ 
nómeno, producido por un incremento en la masa del sistema estructu
ral, depende principalmente de la rigidez de la cimentación. Esto 
significa que mientra mayor es la rigidez de la cimentación, mayor es 
la disminución de rigidez relativa del sistema al aumentar el espesor 
del prisma virtual de suelo. 

4) Las frecuencias naturales ~nj asociadas a los modos de vibración tran~ 
versal dependen principalmente de las propiedades mecánicas del terr~ 

no de cimentación; en cambio, las frecuencias asociadas a los modos 
de vibración longitudinal prácticamente son independientes de dichas 
pnopiedades, y sólo son función de las características de la cortina. 

5) En sistemas cimentación cortina en los cuales la cimentación se idea
liza mediante dos estratos horizontales, el parámetro que más influ
ye sobre las frecuencias del sistema es el espesor del estrato supe
rior. Además, de acuerdo con el espesor de dicho estrato es el grado 
de influencia de la rigidez de la cimentación sobre las frecuencias 
del sistema. 

6) Las frecuencias wn (n = 1, 2, ... 5) de una cortina apoyada sobre una 
cimentación infinitamente rígida, determinadas con el método descrito 
en el cap 3, coinciden con las frecuencias calculadas mediante un prQ. 
cedimiento basado en la hipótesis del semiespacio. Cuando la cimen
tación es flexible dichas frecuencias presentan diferencias notables, 
principalmente en los modos n = 4 y n = 5. 
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Las configuraciones asociadas al modo fundamental, calculadas con los 
dos procedimientos recién citados, prácticamente coinciden cuando la 
estructura se apoya sobre una cimentación rígida. En los casos de 
cimentaciones flexibles, existen diferencias importantes entre las 
configuraciones del modo fundamental determinadas mediante ambos mé
todos. 

7) El método de análisis (cap 3), el modelo de interacción cimentación
cortina (cap 4) y los resultados del problema de interacción (caps 5 
y 6) son de utilidad en el .estudio sísmico de cortinas térreas, ya 
que con ellos es posible: 

a. Proponer coeficientes de diseño sísmico correspondientes a una e~ 
tructura como la idealizada en este trabajo,que tomen en cuenta las 
propiedades del suelo de cimentación. b. Revisar las característi
cas dinámicas de cortinas en condiciones normales de operación, loe!!_ 
lizadas en zonas sísmicas. c. Dar un primer paso para estimar en 
forma cualitativa la pérdida de bordo libre atribuible a esfuerzos 
cortantes sísmicos; para ello tendrían que considerarse, entre otros 
factores, las formas modales y frecuencias naturales de la cortina 
en cuestión. 

8) El método de análisis aquí utilizado se basa en algunas hipótesis se!!_ 
cillas, las cuales limitan el alcance de dicho método. Además, en 
el análisis paramétrico sobre las frecuencias naturales de sistemas 
cimentación-cortina sólo se incluyeron algunos sistemas con caracte
rísticas geométricas y mecánicas sencillas. No obstante estas li
mitaciones, se piensa que los resultados que aquí se presentaron pu~ 
den contribuir al diseño sísmico de cortinas térreas. 

Tomando como base lo expresado en los capítulos anteriores, así como las 
conclusiones recién señaladas, se recomienda lo siguiente: 

!) Para el análisis sísmico de estructuras térreas apoyadas sobre cime!!_ 
taciones flexibles, es necesario tener presente que las caracteristj_ 
cas dinámicas de este tipo de estructuras difieren de las que 



64 

resultan al analizar cortinas apoyadas sobre bases rígidas. 

2) Realizar estudios teóricos y experimentales sobre el fenómeno de in
teracción dinámica de sistemas cimentación-cortina, a fin de con
tribuir a la solución de este problema. 

Por ejemplo, a partir de los resultados de este trabajo, se recomien 
da obtener la respuesta sísmica de este tipo de estructuras, para co
nocer los estados de esfuerzo y de desplazamiento inducidos por sis
mos reales o simulados. Para ésto será necesario considerar otros 
fenómenos, tales como el de propagación de ondas sísmicas en un medio 
elástico, la incidencia de las ondas en las fronteras de la estruct!!_ 
ra, la posibilidad de utilizar un criterio de fronteras absorbentes 
etc. 

3) Obtener expresiones sencillas que permitan calcular las frecuencias 
naturales de estructuras térreas apoyada sobre bases rígidas o flexj_ 
bles. Estas expresiones deberán incluir las propiedades geométricas 
y mecánicas de la cortina y de la cimentación. 

Lo anterior se puede lograr tomando como base los resultados presen
tados en este trabajo, y en casos necesario, utilizando los que se 
obtengan al aplicar el programa PRESAS a modelos de cortinas térreas 
distintos de los que aquí se estudiaron. 

4) Continuar desarrollando el método de análisis utilizado en este tra
bajo, a fin de ampliar su alcance. Este método presenta buenas per§_ 
pectivas en el estudio sísmico de estructuras térreas tridimensiona
les. Entre las modificaciones que servirían para este propósito es
tán: a. Considerar la no linealidad y anisotropía de los materiales 
constitutivos; b. Estudiar el problema que se presenta cuando la e§_ 
tructura tiene una boquilla diferente de la rectangular; c. Consi 
derar la deformabilidad de la boquilla; d. Incluir el efecto del 
agua almacenada. 

5) Calibrar los resultados del método analítico en cuestión,con objeto 
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de validar los avances que se alcancen en futuras investigaciones. 
Para ello será necesario comparar esos resultados con: 

a. Los datos registrados en cortinas térreas reales. Para ésto se 
requiere la información disponible sobre la respuesta de prototi
pos sometidos a solicitaciones dinámicas (temblores, explosiones, vi 
braci6n forzada, etc}. b. Los resultados experimentales de ensayes 
dinámicos en modelos físicos. Para ésto, además de usar la informa
ción existente, conviene realizar pruebas en modelos físicos a esca
la reducida, a fin de establecer un control más riguroso sobre los 
parámetros y las ·hipótesis que se utilizan en el método analítico 
aquí empleado. c. Los resultados presentados por otros autores que 
desarrollen métodos analíticos basados en hipótesis semejantes. Con 
este tipo de calibraciones se trataría de explicar las causas que 
generan las posibles discrepancias entre esos métodos y el que aquí 
se ha utilizado. 

Como resultado de las calibraciones señaladas, se establecerían nue
vas líneas de investigación a fin de mejorar el estado del conocimie!), 
to sobre la respuesta sísmica tridimensional de cortinas construidas 
con materiales térreos. 
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Tabla l. Tiempo de computadora (Burroughs 6800) requerido 
por distintos sistemas cimentación-cortina 

n Tiempo 

o 25 s 

1 42 s 

3 65 s 

6 140 s 

10 320 s 

Tabla 2. Espesor del estrato superior de suelo (H 1) de 
varios sistemas cimentación-cortina 

~ B H1/Hp Figs. de ref. 
1 

O.lf7 1 0.167 22a y 24a ' ! 
0.333 1 ~.333 22b y 24b 

··r--··· --· .. -·-·--- -- ·----··· --------
0.167 3 0.500 23a y 2Ga 

- ·- ---··· .. -· - . . -· ·-- - ----
0.667 1 n.667 22c y 24c 

-- -----·· r------ -- --·-
0.333 3 1.000 23b y 25b 

-·· .. . - . ···-- . .. -
0.667 3 2.nno 23c y 25c 



Tabla 3. Frecuencias determinadas en modelos de arena* 
vs. calculadas (Martfnez y Villarreal, 1981-b). 

Frecuencia, en Hz 
Modelo 

Frecuencia de Frecuencia 
ftsico resonancia, F~j natural, f~j 

(experimental) ( te6ri ca) 

MA-1 F11 = 50.20 fll = 55.55 

1----- -· - - . 

MA-2 F11 = 55.00 fll = 55.75 

MA-3 F11 = 58.25 f 11 = 5(..59 

* Dfaz-Rodrfguez et al, ll975) 

** n =modo transversal; j =modo longitudinal 



Tabla 4. Periodos de vibración medidos en cortinas reales vs. periodos 
calculados (Martfnez, 1982) 

+ Modo 
P e r i o d o, en s 

( n =l) Presa 8ouquot* Presa El Jnfiernil lo** 
j 

Experimental Teórico Experimental Teórico 

1 0.448 0.515 0.610 o .657 

·-·- --
2 0.373 0.413 0.488 0.461 

-·-·~-· _ .. _ .. .. -· .. . .. ··-

' o. 319 0.330 0.417 0.356 J 

- -
4 o .276 0.272 0.365 0.292 

* Keightley, 1966 

** Prince et al, 1970 

+ n =modo transversal; j =modo longitudinal 
' ., 
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APENDICE A. MATRICES ELEMENTALES DE RIGIDEZ Y DE MASA 

En este apéndica se obtienen las matrices elementales de rigidez y de masa 
de un elemento finito triangular con nudos en los vértices, suponiendo un 
estado de deformación plana. 

Cada elemento finito triangular queda definido con tres puntos nodales re
feridos a un sistema cartesiano de referencia (fig A.1). A cada punto no
dal se asocian dos desplazamientos; uno horizontal (u) y otro vertical (v) 
en dirección de los ejes x, y respectivamente. 

Sean u(x,y) y v(x,y) las componentes horizontal y vertical del campo de 
desplazamientos en un punto P(x,y) de un elemento finito triangular (fig 
A.1). Supóngase que dicho campo se puede expresar así: 

u(x,y) = a + et X 
1 ' 

+ a y 
l 

(a.l) 

v(x,y) = a + u X 
5 

+ a y 
' 

(a.2) 

donde a ( i = 1,2, ..• ,6) son coeficientes por determinar 



A.2 

Las ecuaciones anteriores también se pueden escribir en formo vectorial 

u(x,y) = (! X y) [ :: l = PT 
~ (a.3) 

v(x,y) = (1 X y) [::] = P T a (a.4) 

siendo ET el vector traspuesto de E 

Entonces, el campo de desplazamientos horizontales en cada punto nodal del 
elemento finito queda: 

\ 

u (x ,y ) = u = 1 X .Y,)!!. 1 l l l l 

u(x ,y ) = u = 1 X 

"'' J 
(a.5) 

2 2 2 2 

u (x ,y ) = u = ( 1 X y ) ll 
3 3 3 3 3 -

donde (xi' yi) son las coordenadas del i-ésimo punto nodal (i=l,2,3); u1 
son los desplazamientos horizontales•asociados al i-ésimo punto nodal; 
!!. es un vector que se definió al introducir la ec (a.3). 

El sistema de ecuaciones (a.5) también se expresa en forma matricial 

!!. = e !!. (a.6) 

donde: 
(a.7) 



A.:; 

y 

1 X Y, 1 

e 1 X Y, (a ,8) 
' 

1 X y 
' ' 

Procediendo en forma análoga con el campo de desplazamientos verticales v 
se llega a 

Y = e E!' (a.9) 

donde 

(a.10) 

Ces una matriz dada por (a.8) y>!.' es un vector que se definió al introd~ 

cir la ec (a.4). 

Despejando f!. y>!.' de las ecs (a.6) y (a.9) respectivamente se obtiene: 

f!. = e1 
~ 

>!.' = el ":!. 

-1 donde e es la matriz inversa 

a 
1 

-1 1 b e = 2A 
e 1 

c 
1 

de c. 

a 
' 

b 
2 

c 
2 

a 
J 

b 

c 
' 

La matriz 

(a.11) 

(a.12) 

c-1 tiene esta forma 

(a.13) 

En la ecuación anterior Ae es el área del elemento finito e. Ae se calcu
la a partir de las coordenadas de los vértices 



A.4 

Ae = ~ (x, Y, + X y + X y - X y - X y - X y ) 
t: 11 12 'll 12 13 

(a.14) 

Los coeficientes ªi' bi' ci se determinan mediante las siguientes expresifl. 
nes 

Sustituyendo 
obtiene 

ªi = xjyk - xkyj 

b; = .Yj - yk 

Ci = xk - xj 

[""' i ,j .k = 2. 3. 1 
3, l, 2 

las ec~ (a.11) y (a.12) en (a,3) y (a.4) 

u(x,,y) = P c-1u 

v(x,y) = f. c-1y_ 

(a.15) 

(a.16) 

(a.17) 

respectivamente, 

(a .18) 

(a.19) 

se 

Entonces, para un elemento finito triangular los campos de desplazamientos 
horizontales y verticales (u,v) en un punto P(x,y) se expresan en función 
de los desplazamientos nodales respectivos (u, v), de las coordenadas de 
los puntos nodales {c-1) y de las coordenada~ d;l punto {f.). De esta man~ 
rase eliminan los coeficientes ªi {i=l,2, ... ,6) que aparecen en las ecs 
{a.l) y {a.2) 

De otra parte, para un material elástico lineal las relaciones.deformación
desplazamiento se expresan 
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•x = a u(x,y) / ax 

•y= a v(x,y) / ay (a.20) 

Yxy =a u(x,y) /ay + a v(x,y) /ax 

En fonna matricial estas relaciones también se pueden escribir 

" 

l " a/ax o 
[u(x,y)J 

•y = o a/ay 
V (X ,y) 

Yxy a/ay a/ax 
_J 

(a.21) 

Sustituyendo las ecs (a.18) y (a.19) en la ec (a.21) 

•x l.1ax o 

(E e~\] 1 

•y = 

1 :/ay 

a/ay 
f. e lY. 

Yxy a/ax 
L 

•. 
(a.22) 

Aquí c-1, u y v son constantes ya que dependen sólo de las coordenadas de 
los puntos y E es una función de (x,y). Por lo tanto, 

"x ( o o ) o 

(e ~1~ l •y = o o o 1 ) (a.23) 
e 1v 

Yxy ( o o 1 o 1 .O ) 

Sustituyendo en (a.23) las ecs (a.7), (a.8) y (a.10) y multiplicando matr!_ 
cialmente se llega a 
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' u 
' 

b b b o o o u 
'x 2 

' 2 

1 
u 

'y • 2A o o o c c c ' (a.24) 
e ' 2 ' V 

' 
Yxy c c c b b b 

' 2 ' ' 2 V 
2 

\V 

' 

Esta ecuación es equivalente a 
u 
' 

'x b o b o b ºl V 
1 

1 2 

1 u 
'y • 211 o c o c o e 2 (a.25) 

e ' 2 ' V ; 

bj 
2 

Yxy e b c b c 
1 1 2 2 ' u 

' 
V ' . 

que también se puede escribir asl 

~ = B 'iÍ (a.26) 

siendo 

'x 

~ = 'y (a.27) 

Yxy 



A.7 

b o b o b 
1 o 

1 

B = o c o c o c (a,2B) 
1 2 

bJ 
c b c b c 

1 1 2 2 l 

y 
'l.f 

= u • u • u V ' u • V ' V 
1 1 2 2 l l 

(a. 29) 

'l.f donde .!! es el "' vector traspuesto de .!! 

La relación constitutiva correspondiente a un material homogéneo, lineal 
e isótropo para el estado de defonnación plana, se puede expresar en forma 
matricial: 

ºx 

ºy = 

'xy 

donde 
d 

1 

d 
2 

d 
l 

11 d o ºx 

'l 1 o cy 1 2 

o o d Yxy l 

= E(l - v)/(l + v)(l - 2v) 

= v/(l - v) 

= (1 - 2v)/2(1 - v) 

(a.30) 

(a.31) 

(a.32) 

(a.33) 

siendo E el módulo de Voung y v la relación de Poisson del material consti
tutivo del sólido en estudio. 

La ec (a.30) se puede escribir como 

~ = De (a.34) 



donde 
"x 

(a.35) 

'xy 

1 d o 
2 

D = d d 1 o 
1 2 

(a.36) 

o o d 
3 

y E. se definió en la ec (a.25). 

Sustituyendo la ec (a.24) en (a.34) se tiene 

a=DBi!_ (a.37) 

Por otra parte, la energía total en un elementn finito se expresa 

E = t (a.3B) 

donde 
Ei = Energía interna (o de deformación) del elemento finito. 
Ee = Energía externa que actúa en el elemento. 

La energía interna está dada por la ecuación 

(a.39) 

la cual también se puede escribir como 

1 r T 
Ei = 2 JA f. ~ dxdy (a.40) 

A.o 
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donde =.Tes el vector traspuesto de..:_ definí.do en la ec (a.25) y Q está de 
finido por la ec (a.37). 

La energía externa originada por las fuerzas que actúan en el elemento fi
nito se calcula así; 

3 
E = E (F u. + F v.) 

e i=l Xi 1 y i 1 
(a.41) 

donde F x y F Y; son respectivamente, 1 as fuerzas hori zonta 1 .Y vertica 1 
que actú1n en el nudo i del elemento finito; ui' vi, (1 = 1,2,3) ya se de
finieron mediante las ecs (a.7) y (a.10), respectivamente. 

Definiendo al vector de fuerzas externas como 

(a.42) 

donde FT es el vector traspuesto de E_, entonces al escribir la ec (a.39) 
en forma matricial se tiene: 

E = (íT F 
e - - (a.43) 

donde ~T se definió en la ec (a.27) y E. es el vector definido al introdu
cir la ec (a.42) 

Sustituyendo las ecs (a.40) y (a.43) en la ec (a.38) se obtiene 

1 r T "-T 
Et = '2" JA f. !.!_ dxdy - !!. E. (a.44) 

Sustituyendo ahora las ecs (a.24) y (a.34) en (a.44) 
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(a.45) 

Minimizando la energía total Et respecto a "i' vi 

o (a.46) 

se llega a 

(a.47) 

"' Como B, D y!:!. son constantes, 

(a .48) 

V por definición, la matriz de rigidez del elemento finito es 

(a.49) 

Ahora. sustitu.vendo en esta última expresión las ecs (a.26) y (a.36) se 
tiene 

b o :l l 

o c 
l 

1 1 d o b o b o b o 
l 2 

di b o c 1 

ke • 2 2 d 1 o o c o c o c (a. 50) ~ 
e 1 

l 2 , 
o c b 

2 2 o o d c b c b c b 

l~ :j 
, l l 2 2 ' , 

o 

c 
' 

donde los coeficientes di (i • 1,2,3) dependen de las propiedades mecánicas 
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del material const.ituti.vo y bi,' ci (i • 1,2,3) dependen de las coordenadas 

de los puntos nodales del elemento en estudio 

A. 2 MnWz e.CrmentaC de ma!la 

La matriz elemental de masa está dada por la expresión (Zienkiwicz, 1977) 

me ·J pNTNdVe 
ve 

(a. 51) 

donde pes la densidad del material constitutivo del elemento finito y NT 
es la traspuesta de la matriz de interpolación; esta última se obtiene al 
escribir en forma matricial las ecs (a.18) y (a.19), esto es 

]! (x ,y) • N ~ (a.52) 

fo la ecuación anterior~ es un vector que ya se definió al introducir la 
ec (a.26); 
!! {x,y) tiene esta forma: 

l
ru {x,y)] 

u (x ,y) • 
- V {x,y) 

(a. 53) 

T 
y N , la traspuesta de la matriz N queda expresada como 

a +b x+c y o 
l 1 l 

o a +b x+c y 
l l l 

NT 1 a +b X +c Y o 
• NI 

2 2 2 (a. 54 ) 
e o a +b x+c y , 2 ' 

a +b x+c y ... :" J J 3 3 

o 
3 3 3 
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Para el caso de un estado de deformación plana se supone que la densidad 
del elemento finito es constante en todo el elemento, y que su espesor es 
unitario; por lo tanto, la ec (a.51) se puede escribir: 

En general resulta complicado efectuar la integración indicada en la ec 
(a.55), aun para el caso de un dominio triangular; por este motivo, para 
facilitar dicha integración conviene efectuar un cambio de coordenadas. 
En este caso se utilizarán las llamadas coordenadas triangulares tal como 
se muestra en la fig A.2. 

Las coordenadas triangulares (,, n) se relacionan con las coordenadas car
tesianas (x,y) mediante las transformaciones 

x = x + ' (ne + e ) 
1 1 l 

(a.56.1) 

Y = Y
1 

• ' (b + nb ) 
3 1 

(a.56.2) 

Sustituyendo las ecs (a.56) en la ec (a.54) se llega a 

r-~1 - ,) o ,l o (1 -

NT 
,(1 - n) o 

= (a.57) 
o ,(1 - nl 

o 

_J o 

Además se tiene que 
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e 

dxdy = IJldr.dn 

A.13 

(a. S8) 

donde IJ! es el detenninante de J, la matriz Jacobiana, que se obtiene a 
partir de las derivadas parciales de las ecs (a:s6) respecto a las varia
bles n y r,. Esta matriz Jacobiana tiene la fonna 

J = 

Por lo tanto, el Jacobiano !JI se expresa como: 

J = ax/ar. ay/an - ax/an ay/ar. (a .S9) 

entonces, la ec (a.SS) queda así 

11r1 T 
me = p 

0 
J, N N 1 J 1 dndr. (a .60) 

sustituyendo las ecs (a.S7) y (a.S8) en la ec (a.60), realizando las oper!!_ 
ciones matriciales correspondientes e integrando se obtiene que 

2 o 1 o 1 o 
020101 

pAe 102010 
me = 12 (a. 61) 010201 

101020 

010102 

donde Ae el área del elemento finito, la cual está dada por la ec (a.14). 
A la matriz de masas expresada por la ec (a.61) se le conoce como matriz 
de masas consistentes. Generalmente el uso de eota matriz conduce a 
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cálculos númericos laboriosos, por lo que en la práctica común se acostum
bra concentrar la masa de cada elemento por partes iguales en cada nudo, 
lo cual da lugar a la matriz de masas concentradas, que está dada por la 
expresión 

~::::: 
r~e 

1 

O 1 O O O 

o o o 1 o o 

1000010 

~ºººº~ 

(a. 62) 

Por otra parte, al resolver el problema de valores característicos utili
zando sucesivamente una matriz de masas consistentes (ec a.61) y una de 
masas concentradas (ec a.62) se ha encontrado que las frecuencias natura
les correspondientes al primer caso.no difieren significativamente de las 
del segundo. Sin embargo, el esfuerzo numérico que se requiere cuando se 
utiliza la matriz de masas concentradas es muy inferior al que se muestra 
en caso de emplear la matriz de masas consistentes. 

En este trabajo, el programa PRESAS (Martinez y Villarreal, 1982) pennite 
resolver el problema de valores característicos de sistemas estructurales 
utilizando indistintamente las matrices de masas correspondientes a los ca 
sos citados. 

l. 0.C. Zienkewics (1977) 
11 The finite element methodu, /.lc(;'frut.! H-<~fl Booli Company 

2. B. Martinez y J. Villarreal (1982) 
"PRESAS: un programa para obtener las características dinámicas de 
cortinas térreas", ln6olfm<' def 111.~t.lt1i.t11 rlc. 1119e11.leMa, UNAM, México. 
D.F. 
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APENDJCE B. METODO GENERALIZADO DE LANCZOS 

B.l 111titodtLco.i611 

En el análisis dinámico de sistemas discretos, como el que resulta al ide.!!_ 
lizar una cortina de tierra mediante la técnica de elemento finito, la 
ecuación de equilibrio dinámico de un sistema den grados de libertad es 
de la forma · 

M!!. + Cu + K~ = E,(t) (b.l) 

donde M, C y K son las matrices de masa,
1

amortiguamiento y rigidez, respef. 
tivamente; ~y E_(t) son los vectores de desplazamientos y de cargas exter
nas, respectivamente. Un punto sobre la ~indica la derivada con respecto 
al tiempo. Las matrices mencionadas son de n x n y los vectores son de di. 

1 
mensión n. 

La solución de la ecuación matricial (b.l) se puede obtener mediante supe!_ 
posición modal. Para ello se requiere resolver previamente el problema de 
valores característicos asociado a la estructura, el cual es de la forma 

(K - w2M)~ = O (b. 2) 
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donde w es la frecuenciñ natur•l no amortiguarla y'.!'. es el vector r.aracte
rístico rPspectivo; K y M se definirron previamente. 

Si la matriz M que aparece en la ec (b.2) se escribe en la foni1a 

M • a 1 (b. 3) 

donde J es la matriz identidad y a es una constante, entonces la ec (b.2) 
representa la ¡"""'" e MándaJt del problema de val ores característicos. 

En este tipo de problemas es común que las matrices K y M sean simétricas 
bandeadas. Esto significa que los coeficientes diferentes de cero se lo
calizan en una banda cuyo eje es la diagonal principal de la matriz, tal 
como se indica en la fig B.1-a. Los cuadros llenos ahí mostrados corres
ponden a la diagonal principal. 

Otra forma de expresar una matriz simétrica bandeada consiste en escribir 
los elementos de la semibanda superior en un arreglo rectangular asociado, 
tal como se indica en la fig B.1-b. El número de renglones en este arre
glo es igual al número de renglones de la matriz original y el número de 
columnas corresponde al ancho de la banda superior (ABS) de dicha matriz. 

El ABS equivale al número de diagonales que quedan sobre la diagonal prin
cipal, incluyendo a esta última, de la banda recién citada (figs B.1-a yb). 

Cuando se tiene un problema de este tipo donde las matrices K y M son sim~ 
tricas bandeadas, y además la matriz M no necesariamente tiene la formad! 
da por la ec (b.3), existe un procedimiento conocido como maodo ge11e1taU

:ado de Lauc:o~ ( Weaver y Yosh ida, 1971), que f ac i1 ita 1 a solución del prQ_ 
blema de valores característicos expresado por la ec (b.l). 

En ese procedimiento se aprovecha la simetría y el ABS de ambas matrices a 
fin de reducir las necesidades de memoria en el sistema de cómputo utili
zado para resolver dicho problema. 

El método consiste en transformar la matriz K a la forma tridiagonal 
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simétrica (n sea uno matriz con ABS=2, fig B.2) y en transfonnar M a la m!!_ 
triz identidad. Para lograr esto último se requiere que la matriz M sea 
positiva definida (Bathe y llilson, 1976). 

Una vez que se ha obtenido la matriz tridiagonal el problema de valores 
característicos se puede expresar en la forma estándar. Esto permite re
solve· dicho problema mediante alguna de las técnicas conocidas para matri. 
ces tridiagonales. 

En este apéndice se desarrolla el algoritmo para tridiagonalizar la matriz 
K con lo cual el problema representado por la ec (b,2) queda expresado en 
su fonna estándar. 

B.2 Método gc11CJtalizado de La11c•o& 

En el método generalizado de Lanczos se supone que el problema de valores 
característicos es de la forma (Lanczos, 1950) 

Ax = ABX (h. 4) 

donde A y B son matrices reales y simétricas, siendo B una matriz positiva 
definida. El vector columna ~representa un vector característico y A es 
el valor característico correspondiente. 

El método consiste en suponer la existencia de una matriz de transforma
ción R, no necesariamente única, que satisface simultáneamente las siguie!! 
tes ecuaciones: 

RTAR = T (b.5) 

RTBR (b.6) 

donde RT es la matriz traspuesta de R, Tes una matriz tridiagonal simétri 
ca; l es la matriz identidad: A y B ya se definieron. 

En la ec (b.6) se establece la ortogonalidad de la matriz R con respecto 
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a la matriz B, 

Sea R la matriz formada por un conjunto de vectores columna r. de dimen
-1 

sión n (i=l,2, .•. ,n). Entonces, al escribir R así: 

R = lr ,r , ... ,r ..... ,r/ Ll -2 .. 1 -~ 
(b. 7) 

(i=l,2,. .. ,n) 

la condición de ortogonalidad dada por la ec (b.6) se puede expresar 

T = [ 
0

1 

r
1
• B r. 

- -J 

si i=j 
(b.8} 

si i#j 

Supóngase ahora que el vector ~ es de la forma 

~ = R:¿ (b.9) 

Sustituyendo esta última ecuación en (b.4} y premultiplicando por RT la e~ 
presión resultante,se llega a 

(b.10) 

Utilizando las ecs (b.5} y (b.6) se obtiene 

T:¿ = >.:¿ (b.11} 

Ahora, premultiplicando las ecs (b.5} y (b.6} por (RT)-l -la matriz inversa 
de RT- y sustituyendo la ec (b.6) en (b.5} se tiene 

AR = BRT (b.12) 

Suponiendo que la matriz T tiene esta forma 



B.5 

ª1 81 

Q 
... 

B1 '" e, 
T = ª' (b.13) 

o 6n-1 
8n-1 ªn 

donde ªi y si son escalares (i=l,2, ... ,n), al sustituir las ecs (b.7) y 

(b.13) en (b.12) se obtiene 

Ar. = B· Br. + <>.Br. + s.Br.+ 
-1 1-\-1-! 1-1 1-11 

(b.14) 

Premultiplicando la ec (b.14) por r'. y recordando la ortogonalidad de la _, 
matriz R con respecto B se tiene que 

(b.15) 

donde ri es el vector traspuesto de r; 

Oe esta manera, al conocer el vector ri se conoce el escalar ªi· 

Para desarrollar el algoritmo en estudio es necesario fijar en primer lu
gar el vector r . Esto se consigue a partir de la ec (b.8), haciendo que 

-1 
cualquier matriz B satisfaga la siguiente expresión: 

donde 

T r 1 6r, = 1 

T r,r;- 1 
r1 =L.:! vª1.1 · º·º···· ·~ 

(b.16) 

(b.17) 

siendo B1,1 el elemento de la matriz B correspondiente a i = j =l. 

Para completar el algoritmo se necesitan expresiones para Si y para ri+i 



La ec (b.14) se puede escribir como 

donde 
v.= Ar. - ~. 

1
Br. 

1 
- a.Br. 

-1 -1 1- -1- 1 _, 
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(b.18) 

(b.19) 

Considerando que a y r pueden tomar valor arbitrarios, por conveniencia 
o -, 

se puede hacer a =O. Entonces, para i=l la ec (b.19) queda 
o 

v = Ar - a Br 
-1 -1 l -1 

con lo cual v es un vector conocido 
-1 

( b. 20) 

Puesto que Bes una matriz positiva definida, puede expresarse como el 
producto de una matriz triangular superior (U) y una matriz triangular i~ 
feriar (UT), siendo UT la matriz traspuesta de U. Entonces, 

( b. 21) 

Sustituyendo la ec (b.21) en la (b.18) 

( b. 22) 

Definiendo ahora el siguiente vector 

z. = a.ur.+ _, 1 -1 l 
(b.23) 

/ 

la ec (b.22) se puede escribir como 

(b.24) 

y por medio de un proceso de reducción progresiva (Bathe y Wilson, 1976) 
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se obtiene~;· 

Para obtener Bi' considérese nuevamente la ec (b.23). Al obtener~; , el 
vector traspuesto de z., se llega a 

-1 

Z! = T uT 
- 1 

B. r
1
.+ 

l - 1 
(b.25) 

Entonces, multiplicando la ec (b.25) por el vector z. dado por la ec (b.23) 
-1 

resulta: 

{b.26) 

Sustituyendo la ec (b.21) en la expresión anterior y recordando la condi
ción de ortogonalidad dada por la ec (b.B) se obtiene 

Luego 

z ! z. = B! 
-1 -1 , 

B· = {z! z.)1/2 
1 -1 _, {b.27) 

Para obtener ri+i primero se divide la ec (b.23) entre Bi con lo cual se 
tiene 

(b,28) 

A partir de la ec (b.28) y mediante un proceso de sustitución regresiva 
(Bathe y Wilson, 1976) se obtiene finalmente el vector r.+ . . _, 1 

Con las ecs (b.24) y {b.28) se completa el algoritmo en cuestión. El pr~ 

ceso tennina cuando se conocen todos los ri vectores columna que forman 
la matriz R y los coeficientes ~i y Bi de la matriz T para i = 1,,,, ,n. 

Debe hacerse notar que el algoritmo anterior falla cuando Bi = O (ec b.22) •. 
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En este caso el vector ri+i se debe tomar arbitrariamente así: 

r. =la, o ... , 1/ V B. . ,o,. . .,;;l 
-1+1 1_:_ 1+1' 1+1 ~ 

(b.29) 

Además, la ortogonalidad de los vectores de R tiende a deteriorarse en ca
da nuevo paso (Wilkinson, 1965), por lo que es necesario reortogonalizar 
dichos vectores con respecto a B en cada nueva evaluación. 

De esta manera, una vez conocidas las matrices T y R, el problema de valo
res característicos se resuelve así: 

En primer lugar se sustituye la matriz Ten la ec (b.11) y se resuelve el 
problema de valores característicos representado por dicha ecuación. La 
solución de este problema conduce a un conjunto de valores característicos 
).i y a un conjunto de vectores característicos auxiliares ~i (i=l,2, ... ,n). 

Después se sustituyen la matriz R y los vectores ~i en la ec (b.9) a fin 
de obtener los vectores característicos~ del problema original. De esta 
manera se obtienen las frecuencias naturales (!i) y las formas modales re~ 
pectivas (~i) del sistema estructural en estudio. 

A fin de implantar en computadora el algoritmo del método generalizado de 
Lanczos antes descrito se desarrolló un paquete de cinco subrutinas en le!l 
guaje FORTRAN-IV (Weaver y Voshida, 1971). 

Para utilizar esas subrutinas se requiere transformar previamente las ma
trices A y B -que aparecen en la ec {b.4)- a su forma rectangular asociada 
{fig B.1-b). Con esto se consigue una reducción importante en las necesi
dades de memoria del sistema de cómputo usado para resolver el problema. 

A continuación se listan las subrutinas recién mencionadas 

DBSDL - Esta subrutina reduce la forma 110 ~.tá11dM del problema de val~ 
res característicos expresada por la ec {b.4), a la forma está!l 
dar tridiagonal dada por la ec {b.10). 
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BDCOMP - En esta subrutina se transforma una matriz bandeada simétrica 
y positiva definida a la forma B = u1u (donde U es una matriz 
triangular superior) por el método de la raíz cuadrada de 
Cholesky (Weaver, 1g57). Con ésto se obtienen las matrices 
que aparecen en la ec (b.21). 

BSOLl - En esta subrutina se resuelve un conjunto de ecuaciones alge-

BSOL2 

BMULT 

braicas lineales en las cuales la matriz de coeficientes es 
un arreglo triangular inferior. El objetivo de esta subrutina 
es resolver la ec (b,24). 

- En esta subrutina se resuelve un sistema de ecuaciones alge
braicas lineales que al expresarse en forma matricial da lugar 
a una matriz triangular superior. Así, se resuelve el sistema 
de ecuaciones representado por la ec (b.28). 

- Esta subrutina multiplica una matriz bandeada simétrica por un 
vector. Además, se utiliza al efectuar las operaciones de la 
ec (b.15) y en el proceso de reortogonalizar la matriz R con 
respecto a B. 

Las cinco subrutinas anteriores se adaptaron al programa PRESAS para la 
solución del problema de valores característicos de cortinas de tierra. 
Las instrucciones correspondientes a dichas subrutinas se encuentran den
tro del listado completo del programa PRESAS (Martínez y Villarreal, 
1982). 
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