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‘. | CONTINUOS

EI ob_;etwo de este capftulo es el de presentar los resultados de la Teorm de ._;-2‘ S
Contmuos que servirdn como base para nuestro trabajo posterior, esto no significa ~

que sean los resultados mds importantes de dicha Teorfa. La persona interesada en
_prof‘undxz_&r en este Tema puede consultar el libro de Nadler (véase [9]).

'Por un Continuo entendemos un espacio métrico, compacto y conexo con mds
~ de un punto. Asf que cualquier subconjunto compacto y conexo con més de un punto

* - de'R™es un continuo. Un Subcontinuo serd un subconjunto compacto, conexo y no.. . .......

vacfo de un continuo.

Diremos que un continuo X es Unicoherente si cada vez que A y B sean
subcontinuos de X tales que X = AU B, se tienc que AN B es conexo. Un con-

.tinuo es Hereditariamente Unicoherente si. cuvalquiera de sus subcontinuos es

unicoherente,

Una funcién continua y suprayectiva f de un continuo X sobre un continuo Y
es Moné6tona si para caday € Y, f‘l(y) es un subconjunto conexo de X. Una
propiedad importante de las funciones monétonas es que: la imagen inversa de un
subcontinuo bajo una funcién mondtona es un subcontinuo, Para ver esto, sean
f+ X — Y una funcién mondtona entre continuos y A C Y un subcontinuo de Y,
basta ver f"1(A) es conexa. Supongamos que f~1(A) no es conexa, ie. f71(A) =
HN K, donde H y K estén separados. Sean H' = f(H) y K' = f(K). Es claro que
A= H'UK!. Afirmamos que H = f~Y(f(H)). Ya snbemos que H C f~Y(f(H)). Sea
he H, ~1(f(R)) es conexo e interseca a H, asf que f~1{f(h)) C H. Andlogamente
se tiene que K = f~1 (f(K)). Siye H'n K' entonces f~1(y) ¢ HN K, lo cual no
es posible. Asf que H'NIt' = 0, lo que implica que H' y K' estdn scparados, por ser
cerrados, lo que contradice la conexidad de A. : SR

Lo anterior nos sirve para mostrar que si X es un cdj;ﬁnluoun-icohere_nte y
f:X =Y és una funcién mondtona entonces Y es unicoherente. Sean H' y K'! dos
subcontinuos de Y tales que Y = H'U K, Sean H = f~1(H') y K = fT}(K'). Por
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- :lo que acabamos. de probar, H y K. son- dos subcontinuos de X que cumplen con que-.

HUK = X. Como X es unicoherente, H N K es conexo. De aquf que se tiene que
FHNK) = (/7 ") YEK) = 7(f " YH'NK')) = H' N K' es conexo.

. ~. Un continuo es Descomponlible si es la unién de dos subcontinuos propios;
y es Indescomponible si no es descomponible. Hay que observar que la mayorfa
de los continuos que nos podemos imaginar son descomponibles. Debido a esto,
mostraremos un ejemplo de un continuo indescomponible conocido como el Continuo
de Knaster, el cual consiste de; '

(1) Todas las semicircunferencias con ordenadas no negativas con centro en el

punto (!,0) ¥ que pasan por todos los puntos del conjunto de Cantor.

(2) Todas las semicircunferencias con ordenadas no positivas que tienen, para
n € N, el centro en el punto (32'3"'0) ¥ pasan por cada punto del conjunto de Cantor
en el intervalo (4%, 5,;:1-)

1

Mgds informacién sobre el Continuo de Knaster puede ser encontrada en el libro
de Kuratowski (véase (8]).

Dados un continuo X y p un punto de X, la Composante, xp, de p es el
conjunto de los puntos z € X para los cuales existe un subcontinuo propio de X
que contiene tanto 1 p como a z. Por ejemplo, si X = [0,1] entonces x5 = [0,1),
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k1 = (0,1] ¥ para z € (0,1), kz = X. Observemos que, en general, si X es un
continuo descomponible entonces existe x € X tal que k. = X, Pues si X == AUB,
con A y B dos subcontinuos propios y no vacios de X, entonces para cualquijer
T € ANB, k; = X. Mientras que si X ahora denote a un continuo indescomponible

entonces las composantes de X son gjenas dos a dos. Para mostrarlo, sean z,y ¢ X--. .

Y supongamos que existen a € Kz N Ky ¥ b € K — ky. De aquf tenemos la existencia
de tres subcontinuos propios A, B,C de X tales que

e,z € A; z,b € B; y,a €C.

Por lo tanto, AUBU C es un subcontinuo que contiene tantc a b como a y, pero

-esto implica que X = AUBUC, de donde se obtiene que X es descomponible,.lo que
contradice nuestra hipdtesis. Por lo tanto, las composantes de X son ajenas dos a dos.

Otro hecho importante que se puede mostrar es que todo continuo indescomponible

- tiene una cantidad no numerable de composantes. (véase [6])

Ahora vamos & definir un concepto que es fundamental en la Teorfa de los
Dendroides Suaves, el cual nos dice qué significa que una sucesién de subecontinuos
converja. Para esto tomemos un continuo X y {A,},eN une sucesidn de subconjuntos
cerrados de X, definimos el Limite Inferlor de la sucesién {4,} como el conjunto
de todas las x € X para las cuales toda vecindad de z interseca a casi todas las Ay,
el limite inferior se denota como lsAn. El Limite Superior de Ja sucesidn {A,},
denotado lsAy, es, por definicidn, el conjunto de las z € X tales que toda vecindad
de z interseca a una infinidad de las A,. Es claro que lid, C lsAy, ¥ no es dificil
mostrar que tanto I{Ap como lsAp son cerrados y que si {An, }reN €5 una subsucesién
de {Ay} entonces

lI.An C I‘-Aﬂk C ISAnk C LSAn.

Para esclarecer estas nociones consideremos el siguiente ejemplo en R2.




I

- B={(z,y) €R’lz=0,-1<y < 0},

D={(zy)eR|-1<z<1,y=0},

y para cada n € N, sean

Ch = {(3,y) e “zij _ -(_-;n]__):m’yzo’l(z,y)ls:l}, :'; _

n .= _Gn U B.

Es facil ver que -
liAn=B, yque IsAy=BUD.




2k

C2k+1.

SiliAny = lsAy, = A entonces diremos que la sucesion {An}neN converge aAy
+ lo escribiremos como limA, = A. : Lo :

Ahora nuestro propésito es mostrar cémo se le pueden asociar a cada continuo
dos espacios métricos llamados Hiperespacios.

Si X es un continuo entonces los Hiperespacios asociados a X son: la familia
de todos los subconjuntos compactos y no vacfos de X, denotado 2X; y la familia
de todos los subcontmuos no vacfos de X denotado como C(X). Notemos que, por
definicién, C(X) c 2% Para convertir a 2% y, por consiguiente, & C (X) en espacios
métricos definimos, en 2%, la métrica llamada Métrica de Hausdorff, como sigue:

p(A,B)=inf{e>0/ACV(B) y BcV,(A)}

]

Intuitivamente, bajo esta métrica, dos conjuntos estdn cerca si son parecidos

tanto en tamaiio como en forma y estdn encimados, como se muestra en el dibujo,
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cenca o dLefos

De manera similar se pueden definir (22x,a) y (G(G(X)),o), d’bh@fe t._r'es. Ia I

métrica de Hausdorff correspondiente,

No es dificil probar que con esta métrica la sucesién {An} converge si y sdlo si
limAn=A. L t :"I . ' T . . . .

-+ . . Para entender mejor la queson 2X y C (X);Adiremos que siempre son compactos -

¥ arcoconexos, 2X siempre contiene a un subconjunto homeomerfo al Cubo de
Hilbert , lo que implica que siempre 2X tiene dimensién infinita. Mientras que

C(X) puede ser muy variado, de hecho puede tener dimensidn finita. Como ejemplo
de este 1iltimo hecho tenemos que:

(1) 81 X = [0,1] entonces C(X) = {(z,y) ER*|z,yeX y z <y}

r




X .

Otros resultados importantes son los siguientes:

' 8i X es un continuo que satisface la siguiente propiedad, conocida como la Propiedad
de Kelley; SR - '

(k) Para cada e > 0 existe § = §(¢) tal que si a;bie X, d(a;b) <6 yacAe
C(X) entonces existe B &€ C(X) talqueb€ B y p(4,B) < e.

entonces se tiene que 2X y C(X) son contrafbles. Debido a que los continuos local-
mente conexos satisfacen la propiedad de Kelley, sus hiperespacios son contrafbles.

(véase [8])

2% es homeomorfo al Cubo de Hilbert si y sélo si X es localmente conexo, Mieniras
que C(X) es homeomorfo al Cubo de Hilbert si y sélo si X es localmente conexo y
no tiene arcos libres. ( Recordemos que un arco « es la imagen de un encaje, {1q, de
[0,1] en X. Un arco a se dice que es Libre si {14((0,1)) es un abierto de X,) (véase

3)

Una herramienta que ha sido muy importante dentro de la Teorfa de Hiperes-
pacios de un Continuo, y que serd de gran utilidad posteriormente, es Ia nocién de
funcién de Whitney.
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Una Funcién de Whitney p para 2X (C(X)) es una funcién continua u :
2X — R (u: C(X) ~ R) que satisface las dos condiciones siguientes:

(1) Para cada z € X, p({z}) = 0;
(2) Si 4,B €2X (C(X)), A C By A # B entonces u(A) < u(B).

Intuitivamente una funcién de Whitney nos da una manera de “medir el tama-
fio” de lo elementos de 2% o de C(X).

f

Para terminar este capftulo daremos la definicién de arco ordenado en 2X, y
probaremos un par de Jemas técnicos que usaremos después ..

Un arco ordenado © en 2X es un arco & < 2% el cual:satisface Ja:propiedad - '

de que siempre que A,B € I, se tenga que A C B o B C A. De hecho, si 1 es un
subcontinuo no degenerado de 2X entonces Q1 es un arco ordenado si y sélo si cada
vez que A, B € 1, sucede que A C B ¢ B.C 4. Otra propiedad importante de los
arcos ordenados en 2% es que si £ es un arco ordenado en 2X entonces NZ € C(X).

(véase [7)

Supongamos que X es un continuo y que pg denota a un arco contenido en
. X depagq. SiD esun abierto de X que contiene a p y no contiene a g entonces
existe un abierto E de X tal que p € E ¢ U ¢ D y que 3E N pg consiste de un
solo punto. Para ver esto, observemos primero que, como X es regular, existe un
abierto F de X tal que pe F ¢ F < D. Como el arco pges conexo, p€ F y q # F,
tenemos que pg N AF = 0. Sea t el primer. punto de pq que toca a la 3F. Como X
es completemente normal y los conjuntos pt —{t} y tq = {t}. estdn separados, existen
dos conjuntos abiertos y ajenos U y V de X tales que pt.-” {t} CUytg— {tycV.
Sea E = UNF. Claramente t € BE Si sucedlera ‘que’ existe s €. (OF — {t}) N pg,
tendriamos que s € (tq~{t}), pues pt—{t} CE.;Pe ( :hj)hcarm que VﬂE # @,
de donde UNV # 0, lo cual es una contraa'
Ademds, peEcEchD ‘

Por tltimo, si tenemos un continuo X:

n subconjunto propio y abierto U "




de X, entonces toda componente de U interseca a dU. Supongamos que esto no
es cierto, asf que existe un punto p € U tal que si Cp es la componente de U que
contiene a p entonces Cp N AU = 9. Consideremos los complementos, en U, de todos
los conjuntos abiertos y cerrados que contengan a p, éstos cubren a 8U. Por ser U
. compacta, basta un mimero finito de ellos para cubrirla, De aqui que la interseccion,
H, de los complementos de este nimero finito de abiertos y cerrados de U que, como
no interseca a U, es un conjunto abierto y cerrado de X, pero esto implica que
H = X, pues X es conexo, de donde U = X, lo que contradice la eleccion de U.




DENDROIDES

Un Dendrolde es un continuo arcoconexo y hereditariamente unicoherente.
Un ejemplo de un dendroide es el conocido Espacio Peine, definido como:

X = {(zv) €Rls = 1,y € [0, 1]}
neN o

U{le.) eRe e (0,1],y = 0)u
Ul eRte=0ve o) ..

]

Notemos que un subcontinuo de un dendroide es arcoconexo, pues si Y es
un subcontinuo de un dendroide X, tomamos dos puntos z,y € Y y consideramos el -
arco T contenido en X que contiene a £ y a y como puntos extremos. Como X es
hereditariamente unicoherente, ZNY es conexa. Por el hecho de que z,y € ZNY C I,
se sigue que ZNY = L y que & C Y. Por lo tanto, se tiene lo afirmado. Ademds, de
este hecho, es inmediato que todo subcontinuc de un dendroide es un dendroide.

Sea X un dendroide, afirmamos que X es hereditariamente descomponi-
ble. -Por lo mostrado en el pdrrafo anterior, basta ver que X es descomponible.
Supongamos que X es indescomponible y sean z,y € X de tal forma que estén
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en distintas composantes, recordemos que X tiene una cantidad no numerable de
ellas. Consideremos el arco zyt , como z y v estdn en distintas composantes y X
es indescomponible, tenemos que el arco zy debe de ser todo X, pero esto es una
contradiccién, pues un arco sf es descomponible,

Como un continuo de dimensién mayor que uno contiene a un continuo in-
descomponible y todo dendroide es hereditariamente descomponible, obtenemos que
todo dendroide tiene dimension mayor o igual que uno. Pero como los dendroides
son arcoconexos, concluimos que todo dendroide tiene dimensién uno.

Diremos que un punto p de un dendroide X es un Punto Extremo de X,
si p es un punto extremo de cualquier arco de X que lo contenga.

Una propiedad técnica de los dendroides que serd utilizada posteriormente
es la siguiente: Sean X un dendroide y p,q € X. Sia € pg y ¢ € X entonces

pc=palUac o gc= qalac.

Esto sucede ya que, llamando z al primer punto del arco que toca a pq se
tieneque st € paozT €qa. Siz € paentoncesa €Eqecy qc=qelUac. Siz € qa
entonces a € pc, de donde pe = pa U ac.

El sigujente resultado, debido a Borsuk [1], muestra una propieded bastante
importante de los dendroides, que a su vez es Ia base para probar otros resultados
también importantes, como son: Si un dendroide tiene exactamente dos puntos ex-
tremos entonces es un arco; y todo dendroide tiene la propiedad del punto fijo. Este
tiltimo teorema también es de Borsuk [1].

El resultado mencionado es: Si X es un dendroide y ¢:[0,00) = X es una - :
funcién continua e inyectiva entonces la cerradura del conjunto P = ¢([0,00)) es un -

arco.

qu deoota ai arco entre p y ¢, que es dnico por ser X hereditariamente unicoherente. Ademés, si¥Y C X re ¢ Y. ‘

entonces existe un dnfco arco “que vadepa Y.
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. ' Primero dlremos quea G X es un Punto Lfmite parag si existe una sucesion
{xn}neN C [0 oo) tal que hmzn = o' y hmg(:z:n) =a.

e Afirmamos que hfngﬁn'ﬁuntb Ifmite ap paré- ¢.pertenece a P. De otra manera, . .-
existirfa una zp € [0, 00) tal que ¢{zg) = ag.-Como todo subcontinuo de un dendroide
es un dendroide, tenemos que C = ¢([zg, 00)) es arcoconexo, Mds aun, para cualquier
z; > IO:

C = ¢([z0, 1]} U ¢{[1, 0)).

t

Como C es unicoherente y ¢(zp),¢(z1). € ;([2:0,3:1]) N ¢([z1,00)), concluimos que
¢((z0,z1)) € ¢([1,0)). Esto significa que si z;'> Zp ‘entonces ¢([z1,00)) es densoen
C. Como C es un contmuo descompomb!e, existen dos subcontmuos de O Co yCy
- tales que '

~ Poniendo Gy = C - Oy, v = 0,1; obtenemos dos subcémﬁhtoé abiertos, no vacios y

- ajenos de C." Como g‘([zo,oo)] es'densoen C, exlstezl >zg tal que ¢(z1) € Gg. Como. =

g([zl,oc)) es denso en C, existe 13 > =71 tal que ¢(z2) € G1. Ahora bien, ¢([z1,%2)) es
. un arco que mtersecn tanto a Cy, como a Cy, asf que podemos encontrar z3 € [z1, %3] -
tal que ¢(z3) € 3Cy ¥ ¢({z3, 22]) C Co. Como ¢([z2,00)) es denso, existe 4 > z3 tal

que ¢{z4) € Go. Otra vez ¢([zq,z4]) es un arco que interseca a Gy y a Cy, de donde
existe 25 € [12,24] tal que ¢(zg) € C) y ¢([z2,25)) C Co. Por la construccién hecha,
- ¢((z3yz5)) es un arco tal que ¢(zs3),¢(x5) € 8C1 ¥ ¢((zs, x5)) C Co. Por lo tanto, el

continuo Cy U ¢([z3,z5]} € X no es unicoherente, lo que contradice el hecha de que- '
X es un dendroide. o

Asf hemos mostrado que ningiin punto Ifmite para ¢ pertenece a P. De aquf .

se sigue que para cualquier z > 0, los conjuntos ¢([0,z]) y ¢([z,00)) tienen a ¢(z
(@ 00)}

como su tinico punto en comin. En consecuencia, ¢(z) corta al conjunto ¢
entre el punto ¢(0) y cualquier punto a € ¢([0,00)) — ¢([0,00)). Pero, como C ‘es
- un dendroide, existe un arco « contenido en C tal que & une a ¢(0} con e, donde
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(0 o0)) — ¢([0, ]] Pero esto zmphca que g([O oo)) c &, pues ' de otro modo,

ex:stjria £ € [0,00) tal que ¢(z) € ¢([0,00)) = ‘@, pero entonces ¢(z) no cortarfa'a’ .
¢([0,)), lo cual uo es pos:ble C'omo g([(} oo)) Ca. tenemos que C’ = —[___ es

un subarco de a,

Ahora mostraremos que si X es un’ endro:de con exactamente dos puntos
extremos entonces X es un arco. Scan PYq los puntos extremos de X, y supongamos
que no eg cierto el resultado. Sean x € X — pg y y el primer punto del arco zp que '
toca al arco pg. Sea & la familia de todos los arcos contenidos en X que tienenay
como uno de sus puntos extremos y que contienen a x. Ordencmos parcialmente a @
por medio de la inclusién,

Tomemos una cadena {Iy}acr de elementos de &, probaremos que | Ul es

un arco. Si Ulp C Ig, para alguna f-€ T'; entonces Ul = Ig, de-donde Ul es un. |
arco. Asf podemos suponer que para toda § € T, Ul & I, Afirmamos que ex:ste" S

una subfamilia numerable {Ia, }neN de {Ia}aer taI que UIa" = UI,,

T

Como X es un espacio métrico y compacto, Ul tiene un subcoruunto denso
-y numerable, {Zn}neN. Sea Zn, = z14.y consideremos un-arco I tal. que.zn; &-1a, .

llamaremos I, 8 este arco. Seca zp, el primer elemento de {zs} que no estd en eI . [T
arco Ial y ¥ consideremos un arco, que nombraremos I, que lo conteuga Sea. Tng .

el primer elemento de {zn} que no estd en I,,, y consideremos un arco. Ias que lo
contenga. Procediendo inductivamente obtenemos una sucesién de puntos {-'f-nk}kEN
y una sucesion de arcos {Ia, }reN tales que, por la construccidn hecha, zn, #. Tn; si
J#k,y que para toda k €N, Iy, C Iay,,. Ahora veremos que Ul,, = Ul ‘Es claro
que Ula, C UIa Para mostrar la otra contensién, notemos que dada :cm E {xn},":ﬁ

z€ Ip. Comoz ¢ lg— UIak, se tiene. que’ para_ cada k: e
una cadena. Pero esto implica que {zp}.C g e donde UI
nuestra suposicién, Por lo tanto, UIa = UIak

Para mostrar que Uly es un arcoy basta ver que existe una funcién continua’.
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“e'inyectiva-¢: [0, 00) — X tal que ¢([0,00))'=-Uls;. Como Iy, es un arco, existe un
hoemorfismo ¢1: (0,1} — Iy,. Como I, es un arco e I, C Iy,, existe un homemor-
fismo ¢9:[0,2] — Ja, tal que gfjg,yj = ¢1. Inductivamente, como Io, es un arco e
In, ., C Ia,, existe un homeomorfismo ¢.: [0,k] — I, tal que S'k'[o k-1] = Sk=1- Esta
familia de homemorfismos nos permite definir. una funcién.continua e.inyectiva..

¢:{0.00) — Uly,
como
¢(@) =tla), si ze0,A)
Por lo tanto, Ul es un arco. -

Con lo anterior hemos mostrado que toda cadena de S ticne una cota su-
perior, asf que por el Lema de Zorn, Q tiene un elemento mdximo I, el cual es un

arco que tiene a y como uno de sus puntos extremos y que conticne a z. Como X cs o
hereditariamente unicoherente y = & pq, el otro extremo, r, de I no puede estaren .

pg. Como I es un elemento méximo de ¥, I no puede estar contenido en ningin arco?-'_‘f”

de X. En consecuencia, r es un punto extremo de X, lo que estd en contradlcc' n;'_.f-_}:__ A

con el hecho de que X tiene exactamente dos puntos extremos.

Como consecuencia inmediata de la demostracién de este resultado tenemos:

que: Todo Dendroide tiene al menos dos puntos extremos; y que Si un Dendroide
tiene exactamente tres puntos extremos entonces se puede poner como. Ia umén de’’

tres arcos que tienen un punto extremo en comin. Esto tltimo se utilizard: enla
caracterizacion de los dendroides no suaves en términces de subdendmdes pI‘Ohlb]dOS. A

Por dltimo veremos que si X es un dendroide entonces toda funcién continva
de X en sf mismo tiene un punto fijo, esto ecs, existe z € X tal que g(z) = =.
Supongamos que el resultado no es cierto, Asi que existe- una funczdn contunua
J: X — X tal que para toda p € X, f(p) # p. Como f no tmne puntos ﬁjos, existe
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e > 0 tal que e _
' (1) para tOda z € X, d(p,_f(p)) X

- ‘Pues, 5i definimos h: X — R como h(p) = d(p;f (p)),v-ténemos que como h es:continua
-y X es compacto, b elcanza su minimo. Llamando ¢ al minimo obtenemos lo que
queremos. '

Ahora, para cada nimero natural n, vamos a construir un sistema de n
puntos ay,...,as € X que satisface las siguientes condiciones:

(2n) Para cadai < n, dta;, “£+#_): =§' |

(3n) Para cadai <n, s:pGa,a..HyG, 7’-‘ p 7"—‘ 9’;+1 .f_zriton;.es d(a;.,.‘P']-__ < %;
(4n) a1an = U?;llaiam: :

(6n) Sin > 1 entonces an € ayf (an:) y a1 ;éan?é f(“ﬂ) I_ )

Para el caso de un sélo punto ay € X, las condlclanes (2,;), y (6y) se cumplen
por vacuidad. Aseguramos que calquier sistema ey, ..., ap que snt:sface las condiciones
(2), ++e1 (5n) puede ser completado, a.nad:éndo!e un punto any1 € X de tal forma que
5¢ SaH1608a1 (2 1)s - (Bres1)- o

Para mostrar lo que se afirma en el pnrraf'b antenor, sea an41 el primer punto

del arco a, f(an) que cumple con que d(an,a“.}.l) =, g. Este punto también satisface
las siguientes condiciones:

(B)ant1 € anf(an) ¥ n # @pi1 71; f(“’?); ;

(7)d(a"tan+1) = %f : o ‘_ L . _ ' w
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(8) Sip € @ndpyy ¥ an fp # @n4y entonces d(an, p) < §. ¢

Ahora las condiciones (2n41) ¥ (3n+1) se siguen de (2,) ¥ (7) ¥ de (3a) ¥ (_8),-1-&5-' ' .

pectivamente. Como de () y de (5,) es claro que -
(9)agan Napeyyy = {an},
vemos que (4,41) se cumple,

Observemos que (1) y (8) implican que para tq'aa_p'};_a‘,;q,,;u',_ |

(e (7)) 2 . 109) =

lo que implica que ana,.4.1 n f'(&:,ganﬂ),

se tiene que

&

(10)anan+1 1 fan)fans1) = 0. -

Consideremos el arco ayf(ay+1). Si apyy & alf(an-u), ﬁendrfamos que ﬂu+1 E
- f(an) f(ap+1), lo que contradice (10). Por lo tanto, se satrsface (5,,.|.1)

Asf hemos demostrado, bajo la suposicién de que existe una funczdn contmua'”"'

~ f de X en sf mismo que satisface la condicién (1), que cualquier s:stemn__de puntos)"\ .
ayy . an que satisface (2p), ... (5,;) puede ser agrandado a un sistema ay,... " lntl que. i
satisface (2n+1), ey (Sn+1). Se sigue entonces que existe una suceszon {an}neN de" :
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puntos de X ta! que para. cada n E N, el sistema ay, ..., &y cumple con las condiciones

(Zn), 2 (5n)

Sea gn. [n 1 n] . anﬂn+1 un hameomorﬁsmo tal que g,,(n N=any que
g,,(n) = a,,+1. Se sxgue de (4,) que poniendo :

¢(z) = ¢n(z) siz € [n—1,n]

obtenemos una funcién continua e inyectiva del rayo [0, 0) en
P=UX anap41.

Pero P es un arco. Asf que existe un homeomorfismo k de P en [0,1]. Como (0,1] es
* éompacto, {h(an)}nen tiene un punto limite, lo que implica que {ap}qen también
ticne un punto limite, pero esto contradice (2,). Por lo tanto, toda funcién continua
de un dendroide en sf mismo tiene un punto fijo.

Por lo que hemos hecho, parccerfa que todo dendroide es contraible, sin
embargo, no es dificil probar que el siguiente dendroide no es cotraible.

Otro hecho interesante es que no todo subdendroide de un dendrmde con- o

trafble es contraible, como lo muestra el siguiente ejemplo.
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contrafble

no contraible

En el siguiente capftulo veremos una familia especial de dendroides una de
cuyas propiedades agradables es que son contraibles.
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DENDROIDES SUAVES

Un dendroide X es Suave en el punto p silimpe, = pa para cualquier
sucesién de arcos {pan}neN tal que limay, = a. Y un dendroide X es Suave si
existe un punto p en X tal que X sea suave en p. Observemos que si X no es suave
en p entonces existe una sucesion de arcos {pa,} que no converge o que limpa, # pa.
Mostraremos que, sin pérdida de generalidad se puede suponer que siempre se da
el segundo caso. Supongamos que la sucesién de arcos {pa,} no converge y que
limay, = a. Como pa C lipay, se sigue que existe una subsucesién {a},}neN de {an}
tal que limpal, # pa. Pues, como {pa,} no converge, lipa, # lspan. Tomando
r & lspa, — lipa, y V una vecindad de z, como = € lspa,, 'V interseca a una
infinidad de los arcos pay, la cual tendrd una subsucesidn convergente {pal }neN,
donde {al,},eN es una subsucesidn de {an}, pues para cada n € N, pay € C(X) ¥y
C(X) compacto. Como z € limpal,, pa C lipas ¢ limpa), y = € lipay, limpal, 5 pa.:

Lo primero que debemos observar es que la suavidad de los dendroides es
hereditaria, esto es, todo subdendroide de un dendroide suave es suave. Para ver
esto, tomemos X un dendroide suave en p y K un subdendroide de X. Sip € K, no
hay nada que probar. Supongamos que p € K. Sea y € K y consideremos el arco
py. Seat el primer punto de py que toca a K. Mostraremos que K es suave en t.

Sea {@n}aeN una sucesion de puntos de K que converge a a. Por construccién, para
toda n €N,

pap = pt U lay.

De aquf ;;ue:

lipan = ptUlita,
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¥ que:
~lspay = jJt.._U lsfa#.
Como X es suave en p, lipa};_ = Ispa,,, de donde:

ptUlipan = pt Ulspan,

L e . . . . . e e

Io que implica que:

litay = lstap,,

Pues pt N lita, = {t} = pt N lista,. Por lo tanto, K es suave en i

Otro hecho importante es que si X es un dendroide suave en p entonces X
es localmente conexo en p. Para mostrarlo, sea U un abierto de X que contenga a p -
y sea V la componente por trayectorias de U que contiene a p. Afirmamos que V es
abierto en X. Pues de otro modo tendriamos que existiria g € V - V°, y podriamos
encontrar una sucesién de puntos ¢, € X — V que converge a q. Como U es abierto,
sin perder generalidad supondremos que para toda n €N, q, € U, Para cada n €N,
consideremos el arco pg,. Como cada g, € U ~V, tenemos que para toda n € N,
pan N (X — U) # 0. Como X es sueve en p, limpg, = pg. Como para cada n € N,
pgnN(X~U) # 0, llegamos a que pgN (X —U) # 0. Pero, por otro lado, pg CV C U.
Esta contradiccidn muestra lo afirmado. Hay que hacer notar que esta demostracién -
prueba que, de hecho, X es localmente arcoconexo en p.
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En base a lo demostrado en el pdrrafo anterjor nos podemos preguntar: /Si
X es un dendroide y p es un punto en donde X es localmente conexo entonces X es
suave en p?. Desgraciadamente la respuesta es negativa, y como ejemplo tenemos el
siguiente dendroide:

Para cada n €N, sea

1
An={(z,y) eRly = ~5,0< =< 1),

Sea

[t I

Ky = {U2 A} U{(z,y) €R?|y=0,0< z £ 2}.

Aquf, an = (1,1), a = (1,0) y p = (2,0). Claramente, K3 es localmente conexo en
p, pero K3 no es suave en p, pues

limpay, = {(z,y) €R*|y = 0,0 < z < 2},

mientras que

pa={(z,) €R¥ly=0,1< < 2).

Es importante hacer notar que Ky es un dendroide suave en s = (0,0).
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Lo que sf es cierto es que si X es un dendroide suave en el punto p y N(X)
denota al conjunto de puntos de X en los cuales X no es localmente conexo entonces
la componente por trayectorias del conjunto X — N{X) que contiene a p es el conjunto
de todos los puntos en donde X es suave. (véase [2])

Sea P el conjunto de puntos de X en donde X es suave, Por lo hecho antes,
sabemos que P C X —N(X). Sea C la componente por trayectorias de X — N{X) que
contiene a p. Para probar que P C C, tomemos g € P y a € pg. Mostraremos quc
X es suave en a. Supongamas que esto no es cierto, entonces existen una sucesién
{bn}neN en X y un punto b de X tales que limb, = b y limab, = B donde ab C B
y ab # B. Por la unicoherencia hereditaria de X, es claro que si n € N entonces

pbn = pa Uabn o gbn = ga U ab,

Alguna de estas igualdades debe de cumplirse una infinidad de veces, por eso, sin
pérdida de generalidad podemos suponer que para cada n €N,

pbp = pa U aby,.

De esto obtenemos que ' - Buacl

pb = limph, = pa U limab, = paU B.

La primera igualdad se debe a la suavidad de X en p. Como _riara_ toda n € N,

a € pbn, ¥ limpby, = pb entonces a € pb, de donde

pb = paUab.
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De lo anterior tenemos que

peUab=paU B,

Como ab # B, existe z € B — ab. De Iz iltima igualdad concluimos que z € pa. Por
otro lado, como = € B = limaby,, para cada n € N, existe z, € ab, de tal forma que
limz, = 2. Como pb, = paUaby y z, € aby, se tiene que a € pr,. Como para toda
n €N, a € px, y X es suave en p, obtenemos que a € pz, Lo cual no es posible. Por
lo tanto, X es suave en a. Asf que P C C. '

Ahora veamos que C C P, Sea q € C y tomemos una sucesién convergente
de puntos e, € X con limite a. Asf tenemos que ltmpa, = pa. Para cada n € N, sea
bp el primer punto del arco app que toca al arco pg y sea b el primer punto del arco
ap que toca a pq. Asf que para todan € N,

gap = gbpUbnan

¥, ademds,

ga = gbU ba.

Como b € pg C C, X es localmente conexo en b. Afirmamos que limby, = b.
Pues si no fuera cierto, existirfa una ¢ > 0 tal que para cada N € N, existirfa una
n &N tal quen > N y d(b,by) > €. Por esto, sin perder generalidad supondremos
que cxiste N € N tal que si n > N entonces d(b, b,) > €.

Mostraremos que ba—{b} C libya,. Sea z € ba—{b}. Notemos que x ¢ pq, y
en consecuencia, para todan € N, z ¢ pby, pues pby, C pg, n € N. SeaW una vecindad
de = tal que W N pg = 0, esto implica que W N pbp = 0. Como z € pe = limpay,
podemos suponer que 5i n > N entonces W N pan # 0. Asf que sin > N entonces
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W bpan # 8. Por lo tanto, ba — {8} C libyan. Como libya, es cerrado en X,
ba C lib,an.

Sea U una vecindad conexa de b tal que U -C Vg (b). Como ba Cilibnan,:.
existe n > N tal que podemos encontrar ¢, € bpa, tal que ¢, € U. Como ¢, € bpay,

bn € bey. Como U es un subdendroide de X, ben C U, de donde d{b,bp) < § < ¢, Io
cual no puede ser, Por lo tanto, limb, = b.

Ahora sf probaremos que limga, = ga. Gomo b € pqg y para cada n € N,
bn € pg,

limgb,, = gb,

Asf que resta ver que il v,

lima, b, = ab.

Observemos que ab C liagh,, CIsayby, entonces debemos mostrar que

lsa,b, C ab.

Como para cada n € N, anby C pay, .

18Gnby C Ispan = pa=phUba,

- Afirmamos que (pb— {b}) N I.sanbn = 0 Pues de otro modo, ex:stm'a. z €& (pb =
{)n lsanbu Como z € Isaubn, exwten una subsucesién {ni}reN de {n}neN y
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Tp, € Gabn, tales que limz,, = z. Como pzn, = pbp, U by, zg, ¥y limb,, = b,
tenemos que b € limpzy,, = pz. Pero z € pb— {b}. Esta contradiccién muestra lo
afirmado. Por lo tanto, X es suaveen qy C C P.

Lo que hemos visto es en qué puntos un dendroide es suave. Ahora lo que ~~

haremos es decir, en cierto tipo de dendroides, en qué puntos no puede ser suave un
dendroide,

Tomemos un dendroide K = USZ,pap, donde liman = q, y € K de taI"
forma que za U (Upay) # K. Mostraremos que K no es suave en z.

Supongamos que K es suave en z, esto implica que limzap, = za. Sea '

-~ te K—~Upa, y tal quet € za. Como t € za = limza,, existen un abierto U, _que
contiene aty N €N tales que si n > N entonces za, NU = 0. Por otro lado, como

t € limpay, sin perder generalidad podemos suponer que paran > N se tJene que
pan NT # 8, esto tltimo implica que : S Cee :

t € Is(pap NT).

Por otra parte, afirmamos que 5i n > N entonces

penNU =pay NU.

Para probarlo, sean n > N y z el iltimo punto que tienen en comiin los arcos pan y
pay. Queremos ver que

(pay Upen)NT C pz.

Si esto no fuera cierto, sin pérdida de generalidad, existiria y € U N zap, Como
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n > N, resulta que za, NT = 0, de donde zan N pa, C yay, pero esto implica que
y € zay, lo cual es una contradiccién, Por lo tanto, pap NU = pay N U,

Sy

- Como para n > N tenemosquep N blf‘l-;-;"b'dj\‘r:ﬂ_ﬁ,-"restulta que

| _.,_la(paun;ﬁ). = pay nT,

perot € ls{pa, NT), de donde't €:pay, lo que contradice la eleccién. de.t. Por lo.
tanto, K no es suave en z.

Ahora vamos a caracterizar a los dendroides no suaves en términos de sub-
dendroides prohibidos. Para esto vamos a definir varios tipos de dendroides. (véase

[5])
Un dendroide K es un Dendroide del tipo 1 si
K =U%  pa,, donde |

(1)lima, =,

(2) la sucesién de arcos {pa,} converge a un dendroide L,

(3) existen un punto extremo s de L, distinto de a, y un conjunto abierto D |
que contiene a s tales que C; N (Upay) = @, donde C, es la componente de DNL que ...

contiene & 8. Al punto p se le llama el Punto Extremo de K,
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Para un ejemplo de un dendroide del tipo 1, sea, para cada n € N,

1
An = {(z,¥) en2|y-( +1)z,0<:n<1+ Lw
U{(:::,y)ER2|:n—1+-— —n—l- <y<-—-}U

1
u{(z,g,;)enﬂy—.—l 0<.'c<1+n}

Sea Ky = n-lAﬂ En este caso, Gn = (O,n), a=p= (0 0), s = (1 O)yL=
{(z,1) €R[y=0,0< z < 1}. w .

Diremos que un dendrﬁide K es un Dendroide del tipo 2 si
K= {Uu...l.san} U sabt U {US2tbs }t, donde

(1) Iimau =a y limby = b;

(2) limsap = sa y limtb, = th;

(3) lim(diam(san N 5t)) = 0y lim(diam(tb, N 5t)) = O

E! arco st es llamado el Arcd._'B.e_’igit':'b.' de K.

Tanbt.denola al arco st o lndica que a,b €t y-_'q‘ua Ku.. <benel orden natural




Un ejemplo de un dendroide del tipo 2 se obtiene como sigue: Para cada
n €N, sean

1
An={(z,¥) € Rzly = ;z,O <z <1},

Al la reflexién de Ay con respecto a la linea z = 2.

: Sea .Kz == {UnqlAn}U{U }U{(z,y) € Rzly =0,0<z <4} Aquf an = (1, n):" :'

bn-—(3,"),a—-(1 0),b—(3 0), s =1(0,0) yt = (4,0).
Un dendroide K es un Dendroide del tipo 3 si
K = {UZ,,sas} U pas, donde
(1) pa 1 s} =0; ,.
(2) limag =a;
(4) I.:'r.n(d:'a.m(aan ﬂ ps))=0.

El arco ps es el Arco Bdsico de K, y p es el Punto de Emanacién de K.

-81-



El Dendroide Ky, antes _deﬁni'db, es un ejemplo de un dendroide del tipo 3.

~ Por tltimo, diremos que un dendroide K es un Dendride del tipo 4 si
K= U 2.1P8y, donde
(1)limay, = a;

(2){pan} converge a un dendroide L;

* (3) existe un punto extremo 8 de L, distinto de a, tal que K no es localmente ...

conexo en s y s € Upay.

Es imporfante hacer notar que todo dendroide del tipo 1 es un dendroide
del tipo 4, mientras que no todo dendroide del tipo 4 es un deadroide del tipo 1.
. Para ver lo primero basta.mostrar que si I es un dendroide del tipo.2 entonces K
no es Jocalmente conexo en s, Si K fuera localmente conexo en s, D deberfa de
contener una vecindad conexa y abierta de s, perc esto implicaria que tal vecindad

estarfa contenida en C,, y que Cs N pa, # 0, para n suficientemente grande, pues
s € limpa,.

Para probar lo segundo tenemos el siguiente ejemplo:

Para cada n € N, sean:




Fo=A4sUBsUCAUDU B -
Definimos K4 como

Aquft ap = 2n, p= a = (0,0,0), s = (1,0,0) ¥ pa, = F,. Como para toda n € N,
vp € pap ¥ limvy, = s, tenemos que cualquier vecindad de s interseca & una infinidad
de Jos arcos pay, asi que K no puede ser un dendroide del tipo 1. Para ver que es
del tipo 4, basta observar que K no es localmente conexo en s pues la sucesidn de
arcos {Dn} converge a 3 y no hay manera de conectar a ningun punto de Dy, n & N,
con s en una vecindad pequenia de éste. Un bosquejo de X puede encontrarse en la
siguiente pigina.

Observemos que el ejemplo anterior es un dendroide en RS, Debido a'que"_'er'z'j"
R? no hay suficiente espacio creemos que para dendroides planos, los dendroides del -

tipo 1 y los dendroides del tipo 4 coinciden,

Ahora mostraremos que tanto los dendroides del tipo 2 como los del tipo 4
son no suaves y, como Jos dendroides del tipo 1 son del tipo 4, tendremos que Ios .

dendroides del tipo 1 también no suaves.
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Sean K = {Usan} U sabt U {Utbn} un dendroide del tipo 2 y z € K,
Consideremos el arco x5y sea z el primer punto de este arco que toca al arco
st. Siz € za, notemos que ex:ste ‘N € N tal que si n > N entonces z € zby,.
Para cada n € N, sea tn el pr:mer ‘punto del arco bpz que toca al arco st. Como
: hm(dmm(tbn nst ) —_0

en que z e ‘b yzEbt's son’ analogos. Por lo tanto, todo dendroide del tipo 2 no es
suave, . : :

" S |

Sean K Upa,, un dendro:de del tipody z € K — {s} Para ver que K no

es suave en z, ‘basta probar que za U {Upa,} # K. Y para esto es suficiente mostrar
que § & za. Supongamos que 3 € za, Como s ¢s un punto extremo deLyaclk,

se sigue que z & L y que s es el primer punto del arco zp que toca a L. Por otra
parte, como z & L, existe n €N tal que z € pay. Como z € pan 'y -SE "z:p, tenemos

. resulta que ltmtn=t De aquf que t E-.‘: lizb,, C lizby, Pero, .. .

- ‘que s € pay, lo que contradice la definicién de s. Asf que K no: es suave" enz, Parn.".-_
tener que K no es suave, sdlo falta ver que no es suave en s, pero ‘esto ¢ es cIaro pues - -
K no es localmente conexo en s, Observemos que éste es eI tinico uso. que tzene lano

- conexidad local de K en s.

Lo que hemos hecho hasta este momento es mostrar que si un dendroide
contiene subdendroides del tipo 1 o del tipo 2 entonces dicho dendroide es no.suave,
El inverso también es cierto y ambos resultados nos dan la caracterizacidn de los
dendroides no suaves antes mencionada.

Antes de probar que si un dendroide es no suave entonces contiene a un
subdendroide del tipo 1 o del tipo 2, necesitamos ver que si X es un dendroide y
p es un punto de X en donde X no es suave y p no es un punto de emanacion

de un subdendroide de X del tipo 1 entonces p es un punto de emanacidn de un
subdendroide de X del tipo 3. (véase [5])

Sean X un dendroide y p € X un punto en donde X no sea suave, y no es

un punto de emanacién de un subdendroide del tipo 1. Como X no es suave en p,
existe una sucesién de arcos {pap},en tal que lima, =a y limpay = L # pa. Sea -

K = LU {Upan}.

Lo primero que mostraremos es que del hecho de que p no ¢s un punto de

amanacién de un subdendroide de X. del tipo 1 se sigue que L es un dendroide con
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a lo mds un punto extremo distinto de p o de e (p y a no necesariamente son puntos
extremos de L), Supongamos que hay dos puntos extremos g y r de L que son
distintos entre sf y que también ambos son distintos tanto de p como de a. Entonces
g& pryrdpa,pues gy r son puntos extremos de I, Para cada n € N, sea Dy un
conjunto abierto tal que ¢ € Dn, Dpy1 C€ Dy, Dy pr = 0.y lim(diam{D,)) = 0...
Como p no es un punto de emanacién de algiin subdendroide del tipo 1, para toda
J €N, existe N(j) € N tal que pay(s) interseca a Cj, la componente de LN D; que
contiene & q. Observemos que N(;) y N(j + 1) pueden ser tomados de tal forma
que sean distintos, ya que C; interseca a una infinidad de los arcos pay, pues de no

hacerlo p seria un punto de emanacion de un subdendroide de X del tipo 1, contrario
a nuestra hipdtesis.

Para cada j € N, sea g5 el iltimo punto en cormin de los arcos pg y pay(s). - R
Comq C;CcLyCyn pay(s) # 0, 1 € N, tenemos que g; € Cj, de donde concluimos - |
que limg; = q. Como para toda j € N, g; € pq, obtenemos que pg; C pg, j EN. Sea
£ un conjunto abierto tal que o

{rfCECEcX-pg

Observemos que para todaj' € N, pa.N(,) N{pruCy) es conexo, donde Cy es
la componente de E'N L que contiene a r. Como ¢; & pr U Cr, j € N, tenemos que
para cada J € N, co T

pan(iN (prUGCy) C pg; CX = Cry

s __7.95'__. :
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y esto lmphca que para toda j € N, pay(; )ﬂC',- =0, lo que s:gmﬁca. quep.esun punto'-_"'-__::.".‘{"'_ :
de emanacidn de un dendroide del tipo 1, pero esto contradice nuestra h:pétes:s. Por_‘;;_
lo tanto, I tiene a lo mds un punto extremos distinto de po de a. N I

Como L tiene 2 lo mds tres puntos extremos, L' es.un 'ar i T
tres arcos con un punto extremo comin. Notemos que en’ ambo ,_lcasos L txene un Sl
punto extremo distinto de p y de a. En el caso en que L es Ia _umdn dé tres arcos o
es clara la afirmacién. Si L es un arco, y p y a son sus puntos extremos entonces o
L = pa, pero sabemos que esto no es cierto, por lo tzmto se cumpIe Io que se duo

Sea ¢ el punto extremo de L distinto de p y de a, y construyamos [as su-
cesiones {Dn}neN ¥ {dn}neN como antes. Sin perder generalidad podemos suponer
que para toda n € N, Dy N pg consta de, exactamente, un punto, esto se sigue del .
": primer lema técnico probado al final del capftulo de continuos,..Sea t el \iltimo punto.. . -
que tienen en comiin los arcos gp y ga. Como g es un punto extremo de L, t # q.
Debido a que I:'m(dz'am( n)) 0, existe m € N tal que t € Dy, Como lzmr_:n =g,
-existe J' e N tal que si § >-J! entonces gj € Dy Ya que. hrmw('-) = q,. exlste_:-l; TN
J 2 J' tal que si 7 > J entonces gjan(s) N (K — D) # 0. Esto, Junto con eI'-;I_
hecho de que anN(J] es conexo, implica que para cada j > Js anN(J) n aDm ;é 9. S
.- Para-37 > J, sea aJ el primer punto del.arco anN(J) que -toca. a: BDm G'omo X-os .
compacto, podemos suponer que el limite de la sucesién {al} ex:ste y es a’ Debrdo‘ff-f: AR
a que 3Dy, es cerrada y ZanaN(,) C L también lo es, resulta que a £
Observemos que, por construccién, ¢’ € gt C pgNag y, que o # ¢ g Por otro Iado,"'f'-"f{'; o
notemos que ga' C hq,a, C lsq,a. ademds, también por construcc:dn, pm‘a cad"

jz2d, 954, !. C D, de donde lsq_, . C Dm ﬂ pq = ga!. Por Io tanto, llqua = qq

Sea K!' = {UJ>J9‘-‘,} U pa'q. Para ver que K'! es un dendrmde deI .tjpo 3
con p como su punto de emanacidn, basta probar que hm(dzam(qa npq)) = 0 y qu
ltmqa = qa'. La primera igualdad se sigue de que qa. N pg = q¢;: C: Dy )f de qu
el hm(d:am(Dn)) = 0. Para la segunda igualdad es suﬁcxcnte darse’ cuent“' : de qu
para cada 7 > J, qa = qu U anJ y de que limqg; = {q}.

Ahora s{ mostraremos que si un dendroide es no suave entonces: ontzcne a
un subdendroide del tipo 1 0 2 un dendroide del tipo 2. (véase (5]) |
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_ Supongamos que X es un dendroide no suave y que no contiene & un sub-
dendroide del tipo 1, veremos que contiene a un dendroide del tipo 2. Por'lo que
acabamos de ver, cada punto de X es un punto de emanacidn de un subdendroide del
tipo 3. Sea p un punto extremo de X. Entonces existe un punto sp € X tal que psp
es el arco bdsico de un subdendroide del tipo 3, con:p como su-punto:de emanacién,
Sea {B,},eN una base para X. Si existe un punto z € B tal que pz es el arco
bdsico de un subdendroide del tipo 3, con p como su punto de emanacién y psg C pz,
entonces sea 8) = I; 5i no, sea 81 = Sp. Supongamos que 3, ha sido definido de tal
marnera que psy es el arco bésico de un subdendroide del tipo 3, con p como su punto
de emanacion y que psp—y C psa. Si existe £ € Bpyy tal que px es el arco basico
de un subdendroide del tipo 3, con p como su punto de emanacién y que psp C pz,
entonces sea 4.1 = T 5i 10, 5€8 41 = 8p.

De este manera hemos construido una cadena numerable de arcos {psa }neN.
Por el resultado de Borsuk mostrado en el capitulo anterior, tenemos que P- ==
US2 ypsy es un arco con p como uno de sus puntos extremos. Sea a el otro punto
cxtremo de P. Sin perder generalidad supondremos que lims, = a. De aqu{ se

obtiene que limps, = pa. Como X no es suave en a, existe un punto « €-Xtal que.. . ... .

au es el arco bdsico de un dendroide Ky = {USL ubn} U abu del tipo 3, con a como
su punto de emanacién.

Afirmamos que av (pa # {a}, pues si au N pa = {a}, existirfa n € N tal dﬁe'“{ o

% € Bpy1 ¥ Buyg Npa = 0, y entonces pu serfa un arco bﬁsxco de un subdendroide . -

del tipo 3, con p como su punto de emanacidn, y ps, C pu, o que Jmphcarfn quef_. _
Sp+41 € Bn+1, lo cual contradice el hecho de que sn+1 E pn. “Asf que exlste v E X taI_ :
que au( pa = av. ‘ - .

. Como hmsn a., ex:ste 7 EN tal que s, € av — {v} Entonces existe un
dendrmde K= {U2_1s;ca} U ves; del tipo 3, teniendo 2 vs; como su arco bisico y
a v como gu punto de emanac:dn Como, por construccidn, v € 3;u, tenemos que
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K= (U2 uby} UubesU {U‘,’f’=135cn}

.es un dendroide del tipo 2 con sy como su arco bdsico.

Por lo tanto, tenemos que un dendroide es no suave si y sélo si contiene a un
dendroide del tipo 1 0 a un dendroide del tipo 2.

L

Como todo dendroide del tipo 1 es un dendroide del tipo 4 y todo dendroide
del tipo 4 es no suave, resulta que:

[

Un Dendroide es no suave sl y sélo sl contiene a un dendroide del
tipo 2 o a un dendroide del tipo 4.

e~




£STA TESIS KO BEBE
S DE LA BIRLIGPECA

SUAVIDAD POR ARCOS

En este capitulo se generaliza la nocién de dendroide suave manteniendo la
“condicién de arco” y “la condicidn de suavidad” y quitando el requerimiento de que
el continuo subyacente sea hereditariamente uncoherente. El continuo resultante,
llamado suave por arcos, puede ser considerado como el andlogo multidimensional de
los dendroides suaves, Para los continuos de dimensién uno, los dendroides suaves y
los continuos suaves por arcos, coinciden.

Sean X un continuo y p un punto de X. Diremos que X es Suave por
Arcos en p siempre que exista una funcién continua o : X — C(X) que satisfaga
las siguientes condiciones:

(1) ep) = {p};
(2) para cada z € X — {p}, a(m) es .-'u',l,._'g.l'.co"de_.p.a :c, .

(8)size a(y)entonccsa(:c)c a(y) L

puntos.

Notemos que si X es un dendroide suave en p entonces Xes suay por arcos e
en p, pues definiendo & : X — C(X) como a{z) = pz, se tienc lo afirmado, ya que si
lima, == a entonces, por ser suave X en p, limpa, = pa, Io que‘xmphca la’ contmuxdad '
de o, De aquf en adelante a a(z) Jo denotaremos como pa:.

- X: entonces podemas
ex ntpnces r < y siempre
_compacto parcialmente

Observemos que si X es un continuo suave po
definir un orden parcial < en X, diciendo que si :l:,‘
que pz C py. Carruth prueba en [10] que cualquxe

- 99-_-

- Un continuo X es Suave por Arcos si es suave por arcos en alguno de sus' S



ordenado admite una Métrica Radialmente Convexa, esto es una métrica d taI" R
que si z < y< z entonces d(z,2) = d(z.y) + d(y, z). N

-Una propiedad importante de los continuos suaves por.arcos es.que.son.:...
contrfbles Para ver esto, tomamos X un continuo suave por arcos: enel punto___
p, y 4 : O(X) = R una funcién de Whitney. Definimos F : X X [0 1] =+ X
como F(z,t) = y, donde y es el inico punto del arco pz para. e! que. se’ cump]e'::f‘f'.__- SR
que p(py) = tp(pz).

Para probar que F es continua, sea {(:cn,tn)}neN una._
de X x [0, 1] que convergo al punto (z,t) de X x [0;1].:%
que la sucesidn {F(zq,tn)}neN converge al-punto F(::,t) :Para’ cada n e N sea-!i.»
F(za,tn) = yn. Como X es compacto, podemos suponer. qiie ex:ste v.€-X tal.que
limy, = y. Mostraremos que F(z,t)-=y. Por la'definiciénde ry tenemos que{pnra.:ﬁ-__i—
toda n € N, p(pyn) = tnp(pzn).: Como X es suave por arcos’ en,.p,g hma:n =z
hmyu =¥, resulta que hmpzn == gz .V que hmpy,, = py. De estas dos Jguafdades, de :

-Como- corolario de lo anterior, tenemos que todo dendroide suave es.con-

trafble,

Ahora Io que vamos a hac,fer es dar una prueba constructwa de que O(X)
suave por arcos en cada uno de sus puntos si X s Iacalmcnte conexo

La idea de la demostracidn es la siguiente:

Tomemos P un efemento de. G(X): en. eI cuaI se ‘verd que C(X) es suave :
por arcos. Dada A € C(X) deﬁmr"mos un a.rco de A a P dandolo ut:hzando tres _ _5
subarcos. ] R . e '

El primero consta de mﬂar u A‘ hastn contener n. P Hamemos a este con- _




El tercero se construye mﬂando 8 P hasta. contcner a A P nombremos Bp
al comunto ﬁnal que se obt:ene. I




Y para el segnndo tenemos que ir de Ap hasta Bp y lo hacemos “inflando”

a P y afladiéndole Ap a cada instante.

Para formahzar esto, necesitamos de varias funciones preliminares, y el con-
cepto de metnca convexa. s . Lol

Una metnca d para .un’ee ontmuo X es_convexa si:cada:vez que. z,y E X
se tiene que si 0 < .9 ' ) -' ' 'X'?tal que d(:c, z) = 3 y
{,y)'"t—s. i.\ .

Sea X un continuo loca mente conexo,’

Definimos I : c";'(x')j % [0, 00) — C(X) como -

.'"1'2"

se"puedc suponer que su metncn es'- S
. .convexe (vease [11]) De aquf en adelante, X serd un contmuo localmente conexo, e
. con memca convexa. d : I om0




donde B;(a) = {:z: G de/_ :
cerrado de X como cs#e 3 .65 arcoconexo (Vease [6]). Debido

txene que Bg(a) s arcoconexo, lo que lrnphca que

K(A, g) Jo que lmphca que K[B a) ok K(K A7
se tiene que § < % +t,"de donde K(A § 4. 8)IC K (A7 -g-'-l-,t),_
Ve(XK(A,1)). Por Io tanto, K(B,s). C: VE(K(A 7).
KAt C VE(K (B, .9)) Por'lo tanto, K ‘es, de hech

Jf"(rf(A t) )c_' o
nnloga.mente se: muestra que




- Como p(A4;,Ag) < &,AICK(Az,i), lo que i_n_iplica que

K (41, k(41, B1) +:§) C K(K(4y3), k(A1, By) #+ 2) = K(Ag, k(A1, By) +¢)

(A1,Bl)+ IIIE).,"Io que implica que k(Asg, By) <
1) — k(Ag,B)| < & Mostrando que k es una

Por Io tgn ‘_
(A1, By) e “Por lo anto,‘|L(A1,i
func:on umf'ormemente continua,

Sea P un eIemento ﬁJo de O(X) ‘Vamos a definir dos funciones § y m que
nos serdn ttiles despues Sean J,m C(X) [0,00) définidas como

A =k(AP) y  m{d) = k(P K(A k(4 PY).

Notemos que de Ja continuidad umforme de k se sigue In contmmda.d uniforme
tanto de 7 como de m. o

Ahora supongamos que tenemos f : G(.X) X [0, oo) — G(X) una funcién
uniformemente continua y h : C(X) - [0, ) una f'uncmn contmua. Entonces la

funcién g : C(X) — C(C(X)) definida como =~

( ) {f (A t)lt E [0 h(A)]}
- Para mostra: queg esta bzen deﬁmda y que €s contmua, deﬁmmosl G(}L) X 3

[0 o0) = G(O’(X)) como B




w Ualeom.

! estd bien deﬁmda pue.sto se A'%:[0,t] es un continuo :Vea.mos quel es

- continua en (4,t) € C(X) X-[0,00)::Se €, nifo "memente contmua,

existe § = 6(6) > 0 tal que parq_j_.(B : X [0 =
sip(4,B) < by |t—s|. (o)) <e

8 y t’ <t de tal
‘ue lmphca que

Como & sdlo V‘dﬂeé;é-x_:de?dé
manera que |t/ — &' < § ento

L'y Tl [ PR,

+-Asf que, | es uniformemente continua.

- Observemos que si A € C (X) entonces

o{d) = (1o 1gpx) X b)(4,4)

Por lo tanto, g estd bien definida y es continua, Aplicaremos este resultado
para obtener tres funciones continuas que, en conjunto, nos definirin un arco del
punto P, que ya habiamos tomado, a un punto A € C(X).

Definimos

s C(X) — C(O(X)) (€ {L,23)

como

g5




| aild) = (x4 tnte[o,amm, S
() (x4, (kl))UK(Pt)It’EIOIm(A]},

Deb:do a Ia deﬁmc:é
en O(X) o un sdlo pu'

€ (1,2,8) e n o endenad

Ahora vamos a definir - LU DL e s

«iOm —olx)

R

como

Como o;{A) € O(G[X)), , G-{i 2 3}, s t:ené dho a(A)GC’(C(X)] R

Mostraremos que O(X} es suave P

0r, Arcos do que o es una
funcién continua que sat:sface Ias tres cond:czones SN AP

La contmuldad de a se

Telns,ydeln

continuidad de la unién. Es claro que'a(P) {PY. Sea A€ C'(X] tal queA# P,y
sea B € ay{A)Naz(A4). Como B € a1 (A), ex:stetl €10,7(A)) tal que B = K(4, tl)
Ya que B € ay(d), exite s € (0,m(d)] tal que 5 = K(4,i(4)) UK(P,ts), do ol

que P C B —-K(A t1), por lo tanto, t; = j(A)'y: al(A) Neay(4)={K(4,7(4))}. -
De aquf que si A'# K(P,m(4)) entonces a;(4) Uaz(4) os un:arco ordenado de A a .
K(P, r_n[A)), ysid= I{(P m[A)) entonces cq(A) u az( ] {K(P m(A))}

_*5_..'




Supongamos ahora que B € (al(A) U ag(A4)) N ag(A). Como B € ag(A)
existe t3 € [0,m(A)| tal que B = K(P,t3), asf que P C B. §i B € a:l(A) entonces
B = K(A,7(A)). Debido a que K(P,ts) = K(A,7(A)) se tiene que ty = m(A). Si =~
B € ap(A) entonces existe ty € |0, m(4)] tal que B —'K(A,J (4)) UK(P t). Ya oo
que K(A,j(A)) U K(P,t4) = K(P,ty), otraves se.tienc que t3.=. m(4).: Decaquf . .o,
que (a3(A4) U ag(A4)) N ag(4) = {K(P, m(A))} Como’ as(A) es unarco de P a‘

K(P, m(A)), conchnmos que a(A) es un arco de A a P BRI

Sélo resta venﬁ' car rla tercera condxcxon de In deﬁmcmn de suawdad por arcos.
‘Sean A € C(X) y:B.€a(A). 5B € ocl(A) entonces existe ty € (0,7(A4)] tal que
B = K(A,t)Afirmamos queJ(B)‘_;’—'J(A) t1s para verlo, observcmos que para cada
t € [0,00), K(B,t Ajt{+1).:Asl que,si ty +t < J(A) entonces P ¢ K(B,t),
pero g o

e RCKAIA) = KA +;I(A)"'-¢1) K(By.?(-‘l)—tl) O

Por lo tanto, i(B)= J(A) - t1 Asf que si te [O,J(B)] entonces K(B t) = .
K(A,t) +1t) € ay(A), de donde ay(B) C ay(A). Para probar que: ag[.B) =o(d)
¥ que ag(B) = ag(A), basta mostrar que K (B,j(B)) = K(A,J(A)) ¥ que. m(B) o
m(4), rcschtwamente Ya hemos wsto que J(B) = J(A) - t1, as: f que -

K010 = (AL 48) 0= u»

Como K(B,J(B)) _K(A,J(A)) ‘fenemos que m(B]

Si B € az(A) enton aIguna ty€" [0 m(A)],‘B 3
K(P,t3), Como P C: By j(B)-,:-— 0, asf.que ay(B):=:{B}:C ag(A). *“Afirmamos
que m(B) = m(A). Comio B = K(43(4)) U K(P,tz), K(A(A)) < K(P,m(4)) y

.K(A,J(A))..uh.-.{-ll

tg < m(A), se sigue que B C K(P, m(4)). Ya que J(B)E_— 0, ((B,J(B)) = B;.de 3
donde m(B) < m(A). Debido a que.K(A,j(4)) c:B.= K(B,J(B)), se. t:ene que_ il

m(A)<m(B). Por Io tanto, m(A) = m(B) Site [0 m( )] ento




K(B,j(B)) U‘K(P.,t)'= B U_If(l’;:t) = K(AJ(A)) UI((PtgjuK(P )

De aquf que, sit € [O,tgll,{:_

KD UK < KA KR <5

ysite [tz,m(B)]entonces

. Debido a que K(P ts) =

entonces

De esta manera se tlene que az(B) c ag(A) Gomo m(B),‘ = t3. € {0, m(A)],” |
es claro que ag(B) c a;v.(A) Por lo tanto, a(B) [ a(A) £ por Io tanto, G(X) es
suaveen P. - _ e e L
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