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INTRODUCCION.

En la hayor!a de 1los libros introductorios de Estédistica,
y en particular de An&lisis de Regresifn, se hace mencibn de-lav
transformacf6n de variables‘como uno de los métodos para conseguii
-msjorat -de acuerdo a determinados criterios- o simplificar el mo-
delo estadistico en estudio. Sin embargo, en la mayorla de ellos
se reducen a mencionar muy someramente algunos de los mé§odos de
' trancformacibn de variables o, lo gue es mis comin, se reducen a
dar algunos ejemplos de tran;formaciones y la utilidad que pueden
tener en t&rminos muy genefales. 8i bien es cierto que existen
algunos otros libros m&s especializados que tratan m&s a fondo el
problema de las transformaciones, tambi&n lo es que &stos no son,
por una parte, muy asequibles -al menos actualmente- vy, por otra,

~

son demasiado extensos para propfsitos pricticos.

Algunos trabajos se limitan a analizar a fondo alguna
transformacifn o método de transformaciénes con el fin de dar una
ayud& a aquellos gue més la utilizan en la prictica y que no est8n
plenamenté familiarizados con el método éstadistico; o hacen é&nfa-
sis en el desarrollo y alcances de tal mé&todo,. con un enfoque fun-

damentalmente tebrico.

Pensamos, pues, que se ha quedado un poco olvidado uno de
los aspectos pricticos importantes: las pretensiones y el alcance

tanto de cada uno de los métodos como de las transformaciones par-



’

-‘ticulares que se han eétudiado, asi como los procedimientos para

vefificar los objetivos conseguidos por ladtransformacibn aplicada.

‘Con_éel presente trabajo pretendemos analizar primero la ne
'qesidéd, o mejogf la conveniencia del uso de.las transformaciones
'(CapItulo 1) ; presentamos tambi&n una recopilacibn de los méiodos
de transformacifn m&s conocidos de la forma m&s breve posible pero
trataﬁdo de que gueden claramente explicados y asequibles (Capftu-
lo 2). Los ejemplos que damos trataﬁ de ser una ayuda para conée-
guir este fin. 'No constituye nuestro propbsito, como veremos mis
adelante, el hacer un desarrollo de cada uno de los métcdos hi el
fijar nuestra atencibn en los aspectés algebriicos o de c8lculo de
ellos mismos; este trabajo ya se ha hecho con mis o menos amplitud
y precisibn (si se desea profundizar en este aspecto, se puede ver
p. ej. Guerrero y Hernfndez, 1974, o cada uno de los artficulos ori-
ginales que presentan el'método_en cuestibn) . Describimos primero
los métodos para transformar la variable depeﬁdiente, luego aquéllos
utilizados para la variable independienté y, por Gltimo, un préce-

dimiento que puede usarse para ambas.

En el tercer capitulo presentamos una recopilacifn de faé
transformaciones mds utilizadas, haciendo &nfasis en el ueo que se
les ha dado y en lo que se consigue con ellas. Exponemos también
algunas que sirven para transformar péblaciones con una distribu~

ci6n especifica distinta de la Normal.
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En el Capftulo 4 describimos algunos procedimientos, bas4_:h

ktante recientes, para verificar la utilidad de lés transformacio-k

nes. Por Gltimo, en el ap&ndice damos unas tablas necesarias para =
~ la utilizacibn de uno de los procedimientos del Capftulo 2 y_la’dg‘k

finicibn de las funciones enteras utilizadas en el primer mé&todo

del Capftulo 4.

’

Con este trabajo no intentamos, por supuesto, hacer un es-
tudio exhaustivo sobre el tema, es obvio que las limitaciones de

espacio, tiempo y de la literatura accesible nos lo impiden.




CAPITULO 1

»

EL USO DE LASYTRANSFORHACIONES

Tanto las tfansformaciones como los métodosvde t:ansfor-
macién que se han estudiadc,khan surgido en su gran mayoria al 1n-‘
tentar'iesolver éroblemas de Anilisis de Regresibn y es th, por
tqpto, donde m&s se han utiliz%do. Tomando en cuenta esto, en
adelante nos reduciremos practicamente a referirnos a los modelos
de regfesi&n, aunque habr8 que tener presente que pueden perfecta-
mente aplicarse a modelos de otro tiﬁo (p. ej. en los modelos de

diseﬁb de experimentos).
e “«

Un modelo de regresifn es un modelo estadfstico de la for-

ma: Yy = f(xl, le"~'xK‘91'92'-~°'°p) + ¢

dondg Yi Xyr Xpreeas x'c Y € sop variabies aleatori&s Y ©1s500r000y
Oo par@metros desconocidos ~por lo general- que intgrvienen en el
modgia; En general, précticamente -y es el casc mis com@n- s8lo
se’éénccen algunas, digamos p-1, de las K variables independientes,
Xyr Xpee.., X Se cCuenta con un conjunto de n observaciones de
c;da una de las p-1 variables independientes y de la variable de-
pendiente y. Como la relacibén funcional f es desconocida, se pre-

tende encontrar una relacibn estimada en base a las observaciones.

Dentro de los modelos de regresidn, se ha visto que los mo

delog lineales tienen una gran utilidad prictica pues muchas situa
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. ciones pueden representarse aaecuadamente haciendo uso de ellos Y‘t‘1~f

" adem$s est&n sustentadas en bases tefricas ampliamente desarrolla- :{ _

‘das. Aungue en este trabajo no nos limitaremos a este tipo de mo- .

'

délos, pensamos que es importante definirlos. Un modelo lineal de HR

regresifn es un modelo que puede ser escrito en la forma: Ll

v

y-—.xB-‘-g"
- —_— — L
donde y es el vector de observaciones y X una matriz de forma co-
nocida, de dimensiones in X 1) v (n x p), respectivamente. B es el N

vector de los pardmetros, de dimensibn (p x 1) y ¢, de (n x 1), el

vector de "errores".

' Podemos decir que el propSsito inicial del an8lisis de re
gresibn es aproximar la relacibdn funcional que liga a las varia-
bles independientes con la vériable dependiente ya que en‘lﬁ ma-A
yoria de los casos aquélla se desconoce o,_sx no es asi, es uné
relaci6nxdemasiado complicada para ser comprensible o, al menos,
para describirla en términos simples. Esta aproximacibn se hace,
por lo general, con uno de los dos fines siguientes:
1) Apreciar los efectos que las variables independientes con- ,

s;deradas producen en la varigble dependiente, o

2) Poder predecir o pronosticar el valor de la variable depen

diente para ciertos valores dados de las variables indepen

dientes.

En el primer casc se desea analizar precisamente el efecto
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producido por ciertés variablés."Hemos‘dé trabaj$r cén las obser
+vaciones tal cpal, pues es lo que interesa. No tiene sentido,
pues, en este tipo Qe circunstancias, la.transformacibn de varia-
bles porqué estarfamos alterando la situacibn original. Suponga-
mos p. ej. que deséamos medir el efecto que. tiene la lluvia x, me
dida en m.m., sobre cierta variable, y.., Si transformagos la varia

2 2

ble x a log x°;, p. ej., puede se£>que efectivamente el log x

tenga
gran influéncia en los valores de y, pero hemos perdido nuestro ob-
jetivo: jno hemos‘ logrado saber si x -la lluvié- produce algGn efec

to en y!, pues fisicamente no tenemos una explicacién para log x2.

En cambio, en el sequndo caso, estamos interesados en la
prediccibn delvvalor de una variable, sin importar la forma concre
ta en'que se haga &sta. Resulta claro entonces que es en este ti-
po de situaciones duando puede t ner sentido el uso de.las trans-
formaciones. - Puede suceder pues que las variables transformadas
no tengan ningGn significado en la realidaq, perc eso no importa

ahora mientras sirvan para predecir la variable que nos interesa.

Una vez que ha quedado claro cufindo puede tener sentido
el transformar una variable, seria 1l8gico preguntarse qué pretende
mos- al hacerlo, ¢por qué razones es Gtil transformar los datos?,
éno éeria lo 'ideal trabajar con los datos ofiginales? Efectivamen
te, lo ideal serfa que con los datos originales pudiframos obtener

un modelo que sea sencillo, que represente lo mejor posible la si-
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tuaci6n<reél que se presenta y qué sea fitil para nuestros propb-
sitos; pero no cabe duda gque esto es bastante diffcil en ruchos

casos. >

Una razfn bisica para transformar los datos es intentar
hacer el anilisis m&s simple posible entre todos 1Qs que sean fac-
tibles. Por ejemplo, los datos orfginales puéden requerir el uéﬁ

~de un modelo de régresiép de 22 orden, mientras que, despus de ‘
una transformacibn, un modelo de primer orden puedeAser perfecta-~
mente adecuado y ta? simplificacién llevari consigo'que las impli-
caciones de los datéﬁ puedan ser entendidas mis f&cilmen¥e. Inclu
SO en ei caso de gue pueda usarse una‘relacién de primer grado para
los datos originales, puede suceder gue con una trénsférmaci6n se
extienda el rango de las variables sobre el cual es v8lida la rela-

cidén de primer orden, lo que nos permitiria tener un rango de pre-

dicciones (interpolaciones, en este caso) mis amplio.

Originalmente las transformaciones ge utilizaron mis que
nada para hacer mis vilido el anilisis de la varianza (ver p. €j.
Bartlett (1947), p. 39 o Curtiss (1943), p. 107), ya que &éste in-
cluye la suposicidén de tener una varianza constante en los errores
(residuales) y si ésta tiende a cambiar con la media de las obser-
vaciones, s6lo podrd ser estabilizada por medio de un adecuado cam

bio de escala. Sin embargo, no es solamente el conseguir una va-

rianza constante lo que se pretende. En general, podemos decir




T B i 8

~ . . i
~ ‘

“que las -técnicas usuales para el anflisis de los modelos-lineales -

i

han sido desarrolladas con los siguientes supuestos b&siqos:

e ! Y

a) Varianza constante en el error ’ o
b}’ Aditividad en los efectos
c) Las observaciones tienen una distribuci®n Normal, y

d) Las observaciones son independientes.

1 »

* N .

La primera hip6tesi§ se hace usualmente porque simplifica

%

las técnicas‘de estimaciéﬁr\si esta hip&tesis se qumple;.loswesti-
madores de miﬁihés‘cuadradég_son tambi&n estimadores lineales inses
gados de varianza minima Sin esta suposicibn, un énallsis de mi-
nimés cuadrados con pesos, ﬁos proporciona estos estimadores (ver

p. ej. Draper y Smith (1966)) pp. 77-81).

Lg hip6tesis de aditividad es importante en la interpreta-
cibén de los datos; no es una hipbtesis que sea 51em§re necesaria pé
ra la estimacibn o para las pruebas’de hipétesis~aunque en muchas
circunstancias seri necesaria para‘aseguraf la identificacibn de

. los parfmetros.

El tercer supuesto es sumamente importante en las pruebas de
hinbtesis, pues la Normalidad en las observaciones nos conduce a
procedimientos estindar de prueba relativamente simples que han sido

investigados a fondo y a distribuciones conocidas.

Por Gltimo, la hipbtesis de independencia es también muy

Gtil pues nos permite obtener estimadores de la varianza de los pa- .
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r&métros asil como hacer pfuebas de hipbtesis en base a disttibucig
nés conocidas, lo cual, a su vez, permite hacer ptedicciones vdli-

das.

Si &stas hip6tesis no se cumplen se puede proceder de va-
rias formas, Graybill (1961, p. 332) menciona 4 alternativas (que

.en realidad se reducen a tres):

1) Usar procedimientos no paramétricos que éon vilidos para
,supuestoswmuy generales o, en general, intentar otros mé&todos de
an8lisis con supuestos que se ajuéten a:ios datos originales, al
menos de mejor forma (en ocasiones esto supondri el desarrollo de

nuevos métodos) . ' ) -

2) . Ignorar que las hIthes%s no se cumplen y proceder como si

lo hicieran.

3) Transformar las variables observadas para lograr que cum-—

plan las condiciones, al menos de una forma aproximada; y

4) Si la prueba es insensitiva a las condiciones pedidas, se
dice que es robusta. Si una prueba es robusta, el procedimiento 2)

" es Gtil,

Como menciona Turkey (1957, pp. 602, 609), sl es posible en
contrar una transformacibn satisfactoria, la alternativa 3) ser8 ca

sl siempre mis simple que el intentar otros métodos, sobre todo
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cuandobhaya que desartollat un método nuevo Yo obviamente, m&s

.atractiva que la alternativa 2) excepto en el caso de que una

prueba sea robusta.f

Podemos afirmar, de esta manera, que:gl propSsito de toda
transformacibn es incremenéar el grado -de aproximacifn a las hipg‘
tesis hechas en los m&todos convencionales de andlisis. Hasta la
' fecha, como veremos posteriormente, los métodos de transformacio-
nes que se han desarrollado, han fijado su atenci6n en cumplir fun
damentalmente las primeras tres h1p6te31s mencionadas. (o al menos
una de ellas): varianza constante, aditividad y Normalidad en las
observaciones. Quiz4 esto se deba, como afirman Box y Tidwell
(1962, p. 531) a que frecuenteménte la suposicifn de independencia
no est8 en cuestibn o a que se ﬁa introducido una aleatorfzaciGn
de manera que esto permite hacer el an&lisis como si las observa-

cliones fueran independientes.

Box y Cox (1964, pp. 211-4), sin embargo, afirman que en
cualquier caso éstamos interesados no exactamente en encontrar una
transformaciép que justifique las hipStesis sino m&s bien en encon-~
trar -si es posiﬁle— una métrica en cuyos t&rminos los resultados

‘puedan expresarse de una forma m&s concisa.

Si una transformacibn se elige con el fin de cumplir una

de las hipStesis, es obvio que no podemos esperar que se satisfagan

todas, aunque sabemos que se encuentran relacionadas, Las trans-
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formacibnes‘elegidas para‘satiSfacer‘la condiciGnYdevvarianza cbns—
.ﬁante,‘con frecuencia tienen el efecto de mejorar la proximi&ad de
la distribucibn a la distribucifn Normal. Una correlacibn de la
varianza con el nivel medio en la escala originai implica frecuen-
temente una excesiva desviacién que tiende a ser'eliminada después
de una transformacién adecuada. La validez de cualquier supuesto
de Normalidad debe ser verificada, ya que mientras se sabe éue las
desviaciones moderadas de la distribucifn Normal no son seraias,
cualquier desviacibén grande es probable qde afecte lé valiaez de_

las pruebas de significancia.

Como ya se menciond, algunas veces se hace la aseveracibn
de que la escala original es la m&s relevante para hacer todas las
estimaciones, asi como la m&s ‘comprensible, lo cual constituye un
argumenfo en contra de las transformaciones sin un buen fundamento.
Sin embargo, este argumento pierde fuerza al recordar que si la va-
rianza de los datos cambia con el nivel médio para diferentes blo-
ques o ‘grupos, un promedio de los valores de la variable dependien-
te para el mddelo observado no es necesariamente el mejor estimador
del valor de la variable dependiente para_el modelo correcto, y el
promedio en la escala transformada serd frecuentemente el mejor es-

timador cuando re-convertimos a la escala original.

Es m&s sencillo y mis efectivo trabajar con variables para

las cuales el modelo es lineal y aditivo. No slempre es posible
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elegir una transformac16n para cumplir-’la condiciGn de varianza
constante y que 51mu1taneamente sea mis razonable para la hipéte—
g8is de aditividad, aunque puede suceder que la’ selecciGn hecha con
este criterio aumente el grado de proxim%dad_a un modelo aditivo.
Enyalgunos caéos en gye se cuenta coﬁ informacién suficiente -pro.
. cedente de la naturaleza de los datos- acerca'de la va:iabilldad,
podemos decidir abandonar las venta;as de que se d& la hipbtesis
de varianza constante y seleccionar la transformacifn' para lograr

_ inicamente la aditividad, dando pesos apropiados a las observacio-

nes dependiendo de la variabilidad conocida.

Como resulta obvio, las transformdcionés han de aplicarse

‘una.vez que se han verificado las hipéte51é del modelo inicial pro
puesto hacigndo uso de los métodos conocidos para este fin, lo con
trario no tendrfa sentido. Ademis, antes de aplicar alguna trans-

formacifén, habr& que analizar:

1¢ Si tiene sentido el uso de transformaciones ,

22 Si puede résultar conveniente

3¢ Cufiles son los objetivos‘de la transformacibn por hacer, y
4° Qué método se va a utilizar para ver si cumple los objeti;

vos,




‘que se han desarrollado hasta la fecha. . Hemos crefdo conveniente

CAPITULO 2

METODOS DE TRANSFORMACION

.Presentamos aquf los principales m&todos de transformacidn

dividirlos en tres apartados: métodos para transformar la variable
dependiente, para la variable independiente y, por iltimo, un pro-
cediﬁiento que permite transformar cualquiera de las dos. A conti-
nuacibn de cada método -que se expone lo m&s brevemente posible,
por las razones ya mencionadas- se da un ejemplo con el fin de ha-
cerlo m&s comprensible. La mayorfa ae los ejemplos estdn tomados

del artfculo original que desarrolla el método.

2.1 TRANSFORMACION DE LA VARIABLE DEPENDIENTE

METODO DE BARTLETT (1947)

Parece ser que antes del articulo escrito por Bartlett
(1947)‘5610 se habfa estudiado la aplicacién de algunas transfor-
maciones especificas (como la transformacibn de la raiz cuadrada,
la logartftmica, la inversa del seno, etc.), de forma que podémos\dg

cir que es é&ste el primer intento de un método formal de transfor-

. macibn.

E1l autor establece un m&todo con una aplicacifn particular
al anilisis de la varianza. Entre las condiciones requeridas para

conseguir un an8lisis preciso, cuando se hace de la manera usual,



estd la de tener una varianza constante en los errores. Este es

pues el prop8sito fundamental del m&todo: conseguir estabilizar la '1

varianza y, en particular, cuando &sta tiende a cambiar con el ni-
vel medio de las obser§aciones. . Cuando la media'y.la varianza est&n'ﬁ';
relacionadas es usual no tener Normalidad, de manera gque podemos ‘
afirmér que el método pretende también aproximarse en cierto géado

a la distribucifn Normal. : .

El mé&todo es el siguiente:

Supongamos gue la E(y)=m y que Var (y)=f(m), es decir qu=a
la esperanza y la varianza est&n relacionadas mediante la funcibn
£l. se pretende encontrar una funcifn g tal que E(g(y)) no esté

relacionada con la Var(g(y)) y ademis que V(g(y))=c2, donde c es

-una constante.

Si g(y) es diferenciable de orden n, podemos expanderla ern
serieé de Taylor alrededor de m, de manera que si despreciamos los
términos de grado superior a uno, tendreios: ,f;

| g(y) ~ g(m) + g' (m) (y-m) '

por tanto,

E(g(y)) » E(g(m) + g*(m) (y-m) = g(m)
Yer
- 2 ’ 2
Vig(y)) = E(g(y) - g(m))" ~» E(g" (m) (y=a))
= g'm3(y) = ¢'(m? £im .
1 En general podrfamos decir que la esperanza y la varianza de

una misma variable estdn relacioradas, al menos en cuanto a
la escala (no tendria sentido p.ej. gue una geo disra en mi-
cras y la otra en km.}. 5in embargo, aquf nos referimos a una
relacidn fuscional.
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Entoﬁces) si deseamos que V(g(v)) sea constante, digamos .
E(g(y)) = c?,
'g'(m)z,f(m) = % : g*(m)/E(m)® = c

) g’ tm) =c //Em)

tendremos: T o .

y, entonces: g(m) = /.c dm
; ~ _ YE(m) !
Ejemplos: 5

El'primer ejemplo est& tomado del articulo original.
1) Supongamos que la desviacibn esténdar tiende a ser proporcip

nal a la media, m. ) St

Tendremos: f (m) -k m , k constante

c dm ‘c lnm
g (m) ") xm Tk

Es decir, g{m) seria proporcional al 1In m. Esto indicaria

entonces el uso de la transformacibn é(y) = 1ln ¥y.

2) Si y se distribuye bihomial, entonces E(y) = np, V(y)= npg.
o 2
Entonces si m=np, £(m) = EEEE—— , por tanto:
g(m) = c dm Y o - L. ¢ /n arc sen(gﬂﬁﬂ)
mn-m / mn-m2
n

Es decir, hemos de usar la transformacién inversa del seno.

METODO DE BOX Y COX (1964).

El procedimiento supone que despues de una transformacidn,

(») ()

adecuada de y a y. ', donde y es la variable transformada median-

te el par8mtero A, se tendri que: -




a)  El valor esperado de las obsetvac1ones transformadas estara o
descrito por un modelo de una cstruﬂtura .simple;

b) - La varianza del error ser§ constante; Yy

c) L Las observaciones se distribuirin Normalmente.

-

(A
Demuestran que la funcibn de verosimilitud de Y( )

(maximizada de -
A,y =en un énfogue bayesiario- la aproximada distrilbuciédn marginal de 1,
son ambas propaiciongles a una potencia negativa de la'suma de cua-
dradoé de los residuales para la variable z(x) = y(k)/ jl/n, donde

3 es el jacobiano de la transformacibn.

Globalmente, él procedimiento busca un conjunto de par&me-
tros de transformacién, A, para el cu-l é, 5 y ¢ se satisfacen si-
mult&neamente -al menos aproximadamente~ y la informacifn muestral
sobre los tres aspectos entra en ig seleccién de la‘transformacién.
E1 método depen&e pues de los supuestos especificos, pero seria un
grave error considerar &stos hasta el final si se desea una buena

aplicacibn.

Supongamos que tenemos un vector de n observaciones de la
variable dependiente y = (yl, yz,...,yn). Los autores trabajan con

(A),

una familia paramé&trica de transformaciones de y a y donde el
parimetro ) -que puede ser un vector~ define una transformacibn paxr
ticulaf y consideran dos familias de transformaciones que incluyen
a las transformaciones m&s usuales (como la ralz cuadrada, la reci-

proca, la logaritmica, etc.):




P g ey L
y(l)g ) (‘Y‘ '1)‘/)‘ ’ X#O

lim x‘-l =ln'y, =0 E
\ A0 . A ‘ : ST

oy

(xnz)“ -1, - A #0 L

; Ny , BN o

e , L@
lim (y aynt- 1

= In (y + A;z),)‘1=0
A-+0 Ay :

~

(1) es vilidar para y>0 y (2) para y>=iA,. . Como el anflisis de
la varianza no cambia con una transformacifn lineal, (1) es equi~

valente a: = W

A
Yy A #0 :
y(x)= )

1n vy, A =0

E1l mé&todo Supone gque se puede ajustar el modelo’ lineal:
Ey™) =xs : ool (4)

donde X(A)

es el vector, de n x 1, de las observgciones transfor-
madas; x una matriz conocida de dimensién n x p y £ un vector, de
P x 1, de parfmetros desconocidos asociado con las observaciones
transformadas. Se supone también, como-ya se dijo, que para algn
valor desconocido de ) se cumple que las observaciones transforma-

‘das son independientes, se distribuyen Normalmente con varianza cons

2
tante ¢ y esperanza dada por (4).

Entonces la funcibn de verosimilitud con respecto a las ob-

servacliones originales es:
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Le (2102 " expf- L V- xp @M-xp)os s
. a2 . v
. ‘ n . ~dzy ) R - .
donde J = ¢ - i ‘es el jacobiano de la transformaci®n.
i=1 dvy.
i

Y

Para determinar el valor adecuado de A podemos proceder de
dos formas: aplicando m8xima verosimilitud o utilizandbyei,método

(S

bayesiano.

a) - Obtencibn de ) mediante m&xima verosimilitud.
Para una Afija y si X es de rango completo -rango p-, por

el método de maxima verosimilitud obtenemos:

PR T T S L TN VL
donde cZ(A) es el esti.ador de ;2 para £§ A fija.
Entonces: Max { 1n L(A)} == n 1n oz(x) + 1ln J + K,
donde K= - n_ 1ln 29 - n_ ?

2 ' 2

Para e} caso particular de la transformacién (1):
n
in J = ( x-1) T in Yy
i=1
v de la transformaciébn (2):

In J = (-1) § 1n (yy + 2p)
i=1 ’

Un método para escoger la X adecuada es calcular el valor de

D(A) = - —%— in SZ(A) 4+ 1ln J. para cada A, y obtener una gré&fica
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de Y contra P(A) " De esta graflca obtenemos el valor de h tal que
- P{)) sea mixima (es decir, tal que 1ln Ia(x) es miximo) .

. i .
Otro método masrprediso es determinar numéricamente el va-’

lor » para el cual todas las derivadas con respecto a ) son cero.

(M)

En el caso particulaf de la transformacibén vy =(yx-1)/‘x, tene-

mos (ver Guerrero v, Hernindez, 1974 , PP 71-72)

' z(k) A _(A) n B '
3 Max {'lnIa(A)} = ~-n —-———-——————~+-x + I 1n Yy
ax : (A)' b=l -
- . X
donde A = I-x (5'5)-15; Y H(A) es el vector con componentes
() _ -1 2 '
wy o= Ty in Y-

Igualando a cero esta expresifn se obtiene una ecuacibn cu-~

ya solucién numéricaznos da la ) adecuada.

Estos resultados pueden expresarse muy simplemente si se |

trabaja con la transformacién normalizada:

_Z_(A) = v (A)/ g /n

Entonces tendrfamos:

2
Max;ln L(A)} = - —2— In o (A; 2) + constante

]
~, EQA) A E(x) S O, z)
donde ¢ (1; 2} = —mme———n = ———— ' eg decir

n .. n .
S, z) es la suma de cuadrados de los residuales de E(A) vy, .por

tanto, la A adecuada es aquélla que minimiza la expresién S( A,g).

2. Ver p. ej. Salvadori y Baron, Numerical Methods in Engineering,
Prentice-Hall, 1959,
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- R , Aol
 Para la transformacién (3): R x—_%zl‘
. . . A?

1 .
n . —-—
**-donde y =( . yi)n es la media geométrica de las observaciones.
i=1 )
. A1l
Para la transformicifn (2):. z‘x)= (y+ap) -1 -~
. . ;‘{mg(yﬂz}"l

donde mg({y+i2) es la media geométrica2a de las observaciones tras- "f;
ladadas por 1,.

i

b) Obtencibfn de ) mediante anilisis Bayesiano. . - \

)
ARy

El procedimiento consiste en encontrar la funcifn de densi- F
dad de 3,52 y A dada z(x), es decir encontrar P(ﬁ,qz, A/x(x)), uti—f;
lizando el teorema de Bayes a partir de la verosimilitud -

A "
P(x( ’/ﬂ,o?,x )}, que se expresa en (5). Una vez encontrada

(A))

P(ﬁ,c2 ' A/ se puede encontrar la funcién de densidad marginal

de ).,

Es posible encontrar una densidad aprior:i de 3, Po(a), ya sea
a través de la informacién apriori -cuando se cuenta con ella- o con.
siderindola uniforme sobre el rango para el cual la funcibn de vero--
similitud es apreciable (es decir, significativamente distinta de ce-
ro). El método supone tambié&n que, en ese mismo rango, las 8's y loggo

pueden considerarse esencialmente uniforme (ver Box y Cok,1964,pp.217-8)
De esta forma y sabiendo que:

' : -1 4
s = z(*) A 1()) donde A=I-x(x'x) 15? Y
v

v= n - rango (x)

[

2a Es decir mg{y+i;) =( (Yiﬂz)E

oy
3
2



.
obt:enemos”'"3 la funcibn de densidad marginal.dé Ao P(A/y)i
: “v/n A

¥

P( A/t K 2
~ 52(1)

‘Po (n)
v/2 ’

donde J es el jacobiano de la transformacibn y K es una constante

independiente de 1 .

De nuevo, s8i trabajamos con la transformacibn normalizada

A ’ g ’ i
*) y(x)/Jl/n, el resultado se puede expresar de una manera mis

z
simple:
L.
Sz =2 az®) .
Y PG/ Y sCa, V2 )

de forma gue la ) adecuada, una vez m&s, es aquella que minimiza

S(a, i)-

-V/2‘

En la prictica, podemos graficar S(a,z) contra A y com

binar esﬁo con cualquier informacibn apriori sobre i. Cuando la»
densidad apriori de) puede considerarse localmente uniforme, la dig
tribucifn posterior se obtiene directamente graficando

Py{r) = K{ S(Apg)}—v/z, donde Kves tal que el area total bajo la

curva es uno.

Podemos hacer una comparacifn entre ambos desarrollos. El
«Max 1lrL(x} ' y el logaritmo de la distribucién de A pueden escribirse
respectivamente como:

L, 0= - % n ln{s(xlg)/nf.Lb(A) =1y ln{S( A:?_)/V}

3 Sabemos que sicmpre es posible conseguir gque x sea de rango
completo (P) y entonces tendriamos v=n-p
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~

que difieren inicamente en la sustitucién de n'por»i.t Ambos son fun
ciones‘monétonaé de S(,z) y sus maximos OCurren’al ﬁinimizar la su~-
ma de cuadrados S(3,2). Para una descripcibdn genefai,Lm y I son
sustancialmente equivalentes. Sin embargo; puede suceder fécilmente
que el cociente v/n sea apreciaélemente menor Que uno, aGn cuando n

- sea muy grande. ' Por tanto, en las aplicaciones la diferencia no

siempre puede despreciarse,

Ejemplo.

Ay . G

Damos un ejemplo pﬁblicado en el artfculo oraiginal en que se
expone el método. Consiste en u; experimento sobre el coméortamien-
to de hilados sujetos a ciclos de cargas sucesivas para el engrosa-
miento de la fibra. FEn la tabla 1 damos el nGmero de ciclos para
obtener una falla en el proce%o, segfin los Qalofes de los factores

i

siquientes:

longitud del especimen probado (250, 300, 350 m.m.)

e

amplitud del ciclo de carga (8, 9, 10 m.m,)

Xy 3 carga (40, 45, 50 m.m.)

Los correspondientes valores de éstas x para cada valor:

de y se denotan convengianalmente por -1, oy 1.

¢




Antes de aplicat propiamente'el métbdo, veremos gue es
posible deducir algunos resultados analizéndo la tabla.

-+

v

El rango de variacibn de la y es sumamente amplio -de 90

a 3636 ciclos~ por lo cual resultarfa razonable tratar dé analizar
log y, lo cual implicarfa una dgran §implificac16n del problema'en’
este sentido. Box y Cox afirman que también parece natural tomar

logaritmos en las variablés independientes, esto es, considerah mo
delos del siguiente tipo:

y= x,%1. x262 x363 cee (1) T
N Si linealizamos este modelo tomando logaritmos en ambos

miembros, es decir, si consideramos el modelo

log ¥ =8, log x; + 8,log X, + B3log x4

obtenemcos los siguientes estimadores para las R's, con las estima~

ciones de las desviaciones: estindar correspondientes:

~

8,= 4:96 £0.20, B,= =5.27+ 0.30, g, =-3.15,.0.30

De aqui venos queélz -32, lo cual sugiere que la combinacibn
log x4-log x, = log(xl/xz) puede ser relevante.

De hecho, xz/x;L representa la amplitud del ciclo de carga
pcr fracci6én de especimen. Si hacemos Xy = x2/xJ v redondeamos los

_coeficientes de regresibn obtenidos, resulta el modelo:
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oy ¥,x4-5 23'3
que se ajusta muy bien a los datos. De esta mahera, podemos decir ’
que hay argumentos generales ~basados en el anflisis simple de 'los
datos- bastante fuertes a favor de una transformacifn logaritmica

de todas las variables.

Ser8 interesante ahora, ver si el método propuesto nos in-
dica la misma transformaci6n logaritmica. Consideramos Gnicamente
transformaciones de la variable dependiente,'fa qué, ademis de que
el método no permite otra cosa, la transformacibn de las x no tendria -
gran efecto en la linealidad puesto que el rango de sus valores es
‘bastante pequgﬁo.

§

Consideramos la familia de transformaciones (3), es decir:

A
: X Y ,)\#0
9

Iny , 2 =0

vy, en términos de la variable estandarizada 2 (M)

A

L= o Fo
oy MY :
2

lim y* 7t =gy, =0

A+ 0 wy L
' n 1/n

donde, como ya vimos, ¥ =< L yi)‘
i=1




El método 8upone Qpe después de esta ttanéformaci6n:
a) - E1 valor esperado de la variable dependiente -i.e., el mo

delo- puede ser representado por un modelo lineal en las

X;
b) La varianza de los errores es constante; y
; . !
c) Las observaciones se distribuyen Normalmente.

Estos supuestos pueden ser verificad§§ medi;nte las técni- =
cas usuales (prueba de Shapiro y Wilk, prueba de Durbin-Watson,
prueba de Levene, anilisis de residuales, etc.) y, adem&s , en el
capftulo 4 describimgs alguﬁbs procedimientos para verificar la
utilidad de la transformacién. '

La funcibn de verosimilitud maximizada Yy la distribucién
marginal de A estén en funcibn de la suma de cuadrados de los resi-
duales de z(A), S5(x , z). Puestowque hay 4 constantes en el modelo P
de regresibn lineal y 27 observaciones, la suma de cuadrados tiene
27-4=23 grados de libertad. Recordando que S(» ,E)=Ei(zi(h)~ gzk) %
la tabla 2 muestra los valores de S( x,2z), Max . ln{L(A)}y Pu (1)
para distintos valores de i Y graficamos los resultados en la gré&fi-

ca 1. Los célculos fueron hechos en base a las férmulas siguientes:

n "y . "y -13.5
Qm (x) = = —5— In o7 (i, 2z} = -13.5 1n g (21, z) = ln{S(A,g) +44.49
Para Pu(A) hacenos uso de L b(;‘) = -~—%~ln {s(x,g)/v}, de manera que

Pu(r) = X exp.} Lb(x)}




donde, como vimos, K es el reciprobo,del &rea bajo la curva

Yy = exp. L, (M), entonces en,este caso: s

Pu(i)= K exp (in §j&1‘g)_v/2 = 0.540 x 10°°. S(x,2)
v
TABILA 2
A S(XIES Lm()‘)‘ A - S(X,E) Lm()\,
1.00 5.4810 21.52 <0.20 0.2920 61.11
0.80 2.9978 29.67 -0.40 0.5478 ’ 52.61
0.60 1.5968 - 38.17 -0.60 1.1035 43.16
0.40 0.8178 47.21 -0.80 2.1396 34.22
0.20 0.4115 - 56.48 ; -1.00 3.9955 25.79
0.00 0.2519 . 63.10 o
A Pu(A) _ A Pu (1)
0.20 .02 : -0.10 4.66
,0.15 0.09 . . ~-0.15 2. 36
0.10 0.42 -0.20 0.77
0.05 1.58 -0.25 0.19
0.00 4.18 -0.30 0.04
-0.05 5.64 : -0.35 0.01
4 . El &rea bajo la curva v= exp L, (A\) fue determinada por in-

_tegracibn numérica, (ver p. ej. Salvadori y Baron,op. cit.,
p.70) '
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‘ _Analiiando con m&sldetallevei intervalo de’'0.00 a -ofzo
para el caso de Lm(x), y el intervalo (-0.05, =0.10) para el césqde.

P, (A)los autores concluyén due el ;alor‘dptimo de.A es,aproximadaé
mente )=-0.06. El intervalo de confianza del 55% va, anroximadé—
mente, de -0.18 a 0.06.. La distfibucidn\de Pu()) tiene su medla en
~0.06 y alrededor -del 95% de la distribucién est§ entre -0 20 Y

0.08.

La conclusibn es, pues, que la seleccibn de 1=0 -que implica
una transformac16n logarftmica~tiene grandes ventajas y est8 fuerte-

mente fundamentada por los datos.

2.2. TRANSFORMACION DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE

METODO DE BOX Y TIDWELL (1963)

‘Los autores suponen que los errores se distribuyen Normalmen
te al menos de una manera aproximada, independientemente y con varian
za constante y se concentran en encontrar transformaciones en la va
riable independiente, x,>para obtener una funcidn de regresidn tan
simple como sea posible. Sin embargo, la aplicacién del mé&todo no
se limita a este aspecto. Quiz& su uso m4s general es cuando no se

conoce la forma de la funcibn que relaciona a las variables indepen-
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dientes con la Qariabie dependiente.‘ En estqs:casos, cuando-se des
conoce la verdadera relacién funcidnal f(ﬁ; 0),:con frecuencia puede
progresarse’considerando‘uha funcibn g(x, g) -a la queisé llama fun
cibn "graduante"-, la cual puede‘esperarse que represenpe bien a la
verdadera relacibn en cierfé regién del expacio X. g estd compueé-
ta de 1 constantes empiricas, donde 1 < p -p es el nfimero de par§
metros dé-ev—. En particular, é menudo se intenta‘que g({x, B) sea
un polinomio de 1° o 2?2 grado en x. Esta té&cnica para el estudio
empirico de las caracteristicas localeé de la funciﬁg‘"de respuesta”
ha sido. llamada "An&lisis de la superficie de respuesta" y se ha
apLicado ampliamente en el trabajo experxme&tal, pérticularmente en

la industria quimica. ) ¢

El propbsito fundamental es, entonces, trabajar con un poli-
nomio de grado "pequeno" en las variables transformadas en vez de un

polinomio de mayor grado en las variables originales.

Las ventajas de aproximar la expresibén mediante una forma 1i
‘neal ~-que es factible si la funcibn es estrictamente monStona- son

las siguientes:

-a) Se pueden apreciar m&s flcilmente sus implicaciones; y
b} Simplifica los cllculos subsecuentes para los gque esta expre

8i6n pudiera necesitarse.

Un uso comln del Andlisis de superficie de respuestas es en-
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.‘contrar un conJunto de valores X10f xzo caey x‘xode las Variablesﬁ
1ndependientes, tales que una serie de j varlables, dependientes ‘
de Xyo Koo veer X o estén dentro de ciertos 1Imites especificados.
Cuando pueden encontrarse unas funciones 1inea1es aproximadas =-gra :
duantes- en las variables transformadas adecuadamente, el problema
de satisfacer simultaneamente esta j desigualdades, es un pfoblema
est&ndar de programacién lineal y pueéde resglvegse con las t&oni- (;?#a
cas ordinﬁrias. El correspondiente problema cuando las funciones

no sean lineales es m&s diffcil.

Por otra parte, cuando se analiza a la funciGn’f(g, g) en
una regifn en que tiene un extremo, en ocasiones podrémos represen-
tarla mediante un polinomio de 22 grado, problema relativamente fa
cil (Box y Wilson, 1951). Si el polinomio de 2é grado en las varia
bles originales no es adecuado, es preferible hacer una transforma-
cibén para obtener un adecuado polinomio de 2% grado en 1aslvar1ab1es
tfansformadas que ajustan un polinomio de mayor grado sin transfor-

mar.

El procedimienﬁo considera a cada variable transformada en
funcién de s6lo una variable original, aunque lo ideal serfa que es-
tuviera en funcibén de todas las variables'originales.

E

Supongamos que contamos con las observaciones Yl'YZ""'Y
Y 1os valores de las n ‘variables Xy 2,...,xn, donde Xy es un vec-

tor de k x 1 que indica los valores de las x para la i-esima observa
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vcién.k Suponga ademis que;

2 ~-
o, 8i 3=}

E(y;) = "i y E(y i-ni)(yjrnj) = - -
' 8 0, sid#FJ

donde 02 es desconocida.k Supongamos que n puede representarse apfg.
ximadamente . en la regién de inter&s mediante una funcibn simple
= f(h, g), donde los elementos h,, hZ""hk del vector h son

las x transformadas de alguna forma adecuada de modo que

hi=hi (§i; ﬁi)’ donde x1 es un Yector de dimensi&n Pi’ cuyos‘ele—’
aentos son las constantes desconocidas de la transformacifn. g es
un vector de 1 constantes desconocidas éue dependen‘de las trans-~
formaciones particularéé -i.e., dependen de la seleccibn de las

a's~. Supongamos que “1(0)=(“i{O)' uiéo?, cees “iéi)) son los va-
lores iniciales de las constantes de la i-&sima observaciSn. En la
la. ;teraci6n, ectos valores podrian ser tales que hi= X;s €8 de-
cir, tales que no se ha aplicadc nihguna transformaci@n. ?odemos
determinar hu(o) para el vector cuyo i-&simo elemento eé

hi(xiu’ aio)). Desarrollaqdo en estos valores supuestos e ignoran

0
do los términos de grado mayor que uno en {q ij - “ij( )) tenemos

aproximadamente:

k P %) af(h,g) ©)
- (0) 4 - - h=h 1
ngT Elhy e ) 151 5=1( RS B & { do Y 0y A
. 1j ai=ai
f(h, g)
donded 3fhs ) = e 0 ahiu .
)
da- o (0) dh - da o = a (0)
ij h—hu ©) i h hu 17 1 i

@y
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T ‘ T . B '7‘ o

Podemos calcular las cangidade;eahiu/auij}ai=di(0)~?ues cg
no¢emos la forma particul&f de las transformac‘:ioqes'hi que hemos
decididé uSaf, §erd deberemos de estimar las cantidades '

{af(h 8)/3h, } h—h(o) de alguna manera. Esto(lo podemos hacer con
venientemente con un ajuste preliminar dé las observacxones a

= f(h (o)' a) mediante el método de minimos cuadrados o cualquler
otro. Podemos derivar 1la expresi6n ajustada Yu —f(h(o), b), donde b
es el estlmador de mInlmos cuadrados de 8 para Obtener valores apro-

-

ximados de las cantidades requeridas{af(g,g)/ ahi} h___1'1(0) '
. : u

K

k
Los n .Z Pi valores aproximados de
i=1 o
(0)
{af(b_, _B_)/auij} h=h, .
a _«a (0) que podemos ahora calcular, nos
1 i -

proveen éde un conjunto de va%lables independientes del cual podemos
obtener los ajustes a las constantes de las transformaciones reajus
tando las observaciones a la expresién completa del miembro derecho
de la ecuacién (1) mediante el método de miniméé cuadrados. Estas

&onstantes ajustadas pueden tomar ahora el lugar de los valores ini-
ciales supuestos en los c8lculos anteriores y repetir el ciclo com-

pleto.

. Uno de los tipos de transformacifn m&s simple que se puede
utilizar, pero que incluye a muchas de las transformaciones m&s usua-

les, es la transformacibn potencia:




-~ * ~
oL . ) X . o . l; -
L XLy aj #0 e : S
hi= h L t L ey 2) -
in Xi , oy =.0 R

En la préictica, si hacemos suposiciones distintas de 1 para los va-

~lores de a; en la la. iteracidn, siempre podemos considerar estas

[+ 39
x4 1 como las variables b&sicas Xy de tal forma que s86lo considera-

mos el caso gn que q1=qjﬁ 1. Habiendo obtenido los nuevos valores |,
del coqjunto de valores iniciales, podemos tratar las resultantes
x transformadas como nuevas x para llevar a cabo una segunda itera
cibn y asi sucesivamente. Tenemos entonces el modelo !

u r
o1 a.(0)=1, i=1,2,...k para nuestros

n = £(h, g) con h;= x, Yooy

nrimeros supuestos.

Entonces aproximadamente:

= . k "3f(h, B)
ng = £Eur B) 4 g ('“i-l){‘” — (3
- i=1 3ui h=xu
e =1
es decir, " |
no=flx, 8) + I (a, -1{3E(x, 8 ) .
u u i=1 i u Xiu In Xiu e (4)
Sy
“*iu
Procedemos 1¢ ajustando Yo« f(xu,b). Entonces derivamos esta expre-

sibén vpara obtener las cantidades Bf(xu,b)/axi que estiman las can-

u

tidades entre las llaves en (4). Multiplicamos por Xia 1n para

¥,
iu
proveer las variables independientes nuevamente construidas:

'




o fafix, my | -
ziuv’{ axu"«w ‘ X in xiu.
iu :
. ‘Reajustando por minimos cuadrados las cantidades:
~ k :
ng = £lxg0 B) + 1 (ay-1) 20 ’ .

i=1
obtenemc; lLos estimadores a;-1 de q;-1. Podemos considerar ahora

. : a
a las variables =z, ! como las x; en una iteracibn posterior.

51 desemmos ajustar una funcifn lineal en las hi' es de-

.

cir, si:

ng = g ) =

donde h ¢i
ondae . = X.
iu xlu

mero ajustamos:

~ k
yu =bp + 1§ by xiu
i=1 i
Podemos ahora reajustér:
ol J ! k ] k
Yy Th' 4+ oz by oxy, i ¢y oxg, Inxg
i=1 i=1

y los primeros estimadores de las o's estin dados por ai=(ci/bi) +1.

El proceso puede entonces repetirse con las nuevas .variables

. a 4
xi;‘.'-——‘xi 1, Esta aplicacibdn 'particular ha sido investigada por:

-

Turnef; Monroe y Lucas (1961),.
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Una caracterfistica importante del pzocedim.tent'o;es. su ra-
pidez de.convergencia, aunquevquizsvuna desventééa ‘.+e@1 que debe '
ponerse especial atencién en los érrores de'redondeoiipues se ha . -
visto " en algunos ejemplos que el no considerar un nfimero suficien

te de decimales acarrea violentas oscilaciones en las’iteraciones‘ 

. Sucesivas.

Es factible: esperar estimadores razonablemente buenos de
la transformacibn requerida cuando > g= 0.5 r/m no es muy pequefia
O ¢ no es muy grande. El procedimiento debe deternerse al obtener

un ajuste suficientemente bueno.

Ejemplo:

Damos un ejemplo publicado en el artfculo original en el
gue k =1, es decir, se tigne s61lo una variable independiente. Si-
guiendo el procedimiento visto y si utilizamos la transformacibn po

tencia tendrfamos:

o

ny = f(hy, g)-= Bo +8)h = B  + 81 x

Tomando como valor inicial a=1, primero ajustamos el modelo:

Yy = bo + blxu
' _ ' '
y luego Y, = b° + bl x, t c1%, 1n X,
Y )
. : . c
Yy los primeros estimadores de est&n dados por a,= + 1
. bl
' a1
Podemos repetir el proceso con las nuevas variables x' = x . .
5 Se supone que se tienen n valores de la variable independien-

te original, x, que se encuentran igualmente espaciados, con
media m y rango r.
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. El ejemplo numérico es el sigt;ien;e: B

. ’. - | ,; o Lo -
B Un -investigador observa la cantidad de polimero 6 for

'madog en una hora bajo condicioﬁes estables en var%as cargas igual

mente espaciadas de un catalizador. Los datos-son los siguientes:

TABLA 3

Gramos. de catalizador - Gramos del poll- Valores de W para
cargados al reactor mero formado g=0.8 y n=5

x ' y

0.5 28.45 . 0.321 041

1.5 47.78 . -0.207. 594

2.5 64.35 -0.281 630
. 3.5 74.67 -0.098 120

4.5 83.65 0.266 304

Divisor A = 0.195854
. Posteriormente explicaremos el significado de la 3a. columna y del

divisor 4.

De acuerdo con estos datos el primer ajuste resulta
y = 25.4575 + 13,729 x

con un coeficiente de correlacibn del 98.62%.

Luego tendrfamos gue reajustar § = b, + bl'x + c,x ln x

En la pr&ctica, en algunas ocasiones es conveniente calcular

¢ utilizando las funciones ortogonales que podemos obtener de la si-

;
guiente manera:

6 Un polimero.puede definirse como una cadena de moléculas o
como una molécula "grande" que resulta de la reaccifn de mu-
chas molé&culas sencillas (monbmeros) capaces de combinarse
en series. '
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Supongamos .que se cuenta con n valores de la variable inde-
pendiente original x, igualmente expaciados, con media m y rango r. =

"Podemos definir entonces la cantidad:

1
g = 2 rango de la variable independiente

0O} b=

r

media de la variable independiente ~om

y, por medio de ésta, la cantidad W = [x 1n x]/mq?, donde [x In x] .
rep;ggenta la parte ortogonal de x 1ln x. En el apéndice se dan los
valores‘ de W para distintos valores de g y de n. En nuestro ejem-
plo'ﬁ¥2f5 y r=4, entonces gq=0.8. En las tablas' de las funciones or
togonalJéhcontramos los valores de W para g=0.8 y n=5 y el corres-
pondiente valor del'd%visor A Qque repréducimos en la tabla 3. Pode

mos entonces calcular ¢ con la- férmula:

= T
c Ni yi/nxA

T
i
Y, por tanto, eh nuestro ejemplo obtenemos c= -8.0844.
De donde a, el estimador de o« , es:

a=C 41 ="8.0844- .y - 4111

b 13.729

. Podemos hacer ahora nuevas iteraciones tomando como variable inde-

. a

pendiehte‘xu =X, - En este caso obteneﬁos;
Iteracibn a b

2a, . 0.458 44.306

3a. 0.474 42.443

y entonces el modelo final es:

i
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¥ = -2.411 + 42.443 x7+474

‘Aqﬁe Eiene una correlacifn casi perfecta del 99.91% ,

Podemos considerar que los datos sugieren que una transfor-

1/2

macién conveniente podrifa-ser x s Ya que una alteracién tan peque-

’ .

‘ﬁa del valor de 5 estimado puede ser despreciéble.

METODO DE DOLBY (1963).

El objetivo primordial de este m&todo es conseguir que la
variable dependiente esté& relacionada linealmerte con 1la variable
indenendiente (teniendo en cuenta nuevamenfe) que una transforma-
cifén que linealiza la funcibn puede.servir también para anroxi-
marnos mas a los otros supuestos) y encontrar la relacién lineal

gue mejor se ajuste a los datos.

El autor se limita a considerar la familia de transforma-
ciones de la forma T(x) = (c + x)p, donde p es un nfimero real y ¢
es lo suficientemente grande para lograr qué c+x>0 en el recorrido

de los datos. Se tratarla entonces de ajustar el modelo
y=a+b (c+xP eee (1)

El procedimiento consiste en examinar una ecuacibn diferen
cial que caracteriza a la familia de transformaciones y de ahi de-
7

riva una ecuacibn ~por el m&todo de diferencias finitas- que es Gtil

7 Ver p. ej. Salvadori y Baron (op.cit.)p. 45
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para obtener un estimador de p, que podemos usar como una soluc16n

aproxlmada o como el valor 1nic1a1 de una soluciﬁn m&s precisa.

Si y esti dada por (1), podemos obtener la ecuacién dife-

afy'\ 1 o . o
Wy e

Sea f.una funcibn que es una solucibn de esta ecuacidn di-’

rencial:

ferencial, entonces'podemos definir:

£ —_

A, = 0.5+ _d_ ( £' )(3)

dx £
que -servird como un Indice de la familia de transformaciones. Algu-

nas propiedades de Af sugieren una relacibn de correspondencié‘de

la ;gcta real con el circulo, con Af= 0 en el polo sur de &ste Yy

Af = + » en el polo nortel Bajo tal correspondencia y si escogemos
el diimetro del circulo igual a /" 3°/2, las transformaciones de ha-
yor inter&s prictico estar&n igualmente espaciados alrededor del cir

culo. En la figura 2 mostramos la gr&fica resultante.

- g Lineal o

Raiz
Cuadrada

Reciproca

FIGURA 2
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Por el método de diferencias finitas es posible calcular
una aproxlmacién a la ecuac16n diterencial (3), de forma que:
Ag= 0. S*d . 0.5 4)0:5(dy+d;) _ 0.5(d2+dll'}

T ‘
. a, - 4d d, - d;
3 2 2 1

=) i

it

ag

donde di= f(xi+1) - f(xi) Y suponemos qué los valores de la varia-

ble independiente est&n igualmente eépaciados.

Tenemos, pues, ‘una aproximacién, ag, al valor Af, obteni~
da de los datos. Podemos entonces proyectar el valor de ag del
eje real al polo norte del clfrculo para determinar cul8l de las 6

transformaciones consideradas debemos usar.

Si los valores de la varilable independiente no se encuentran

igualmente espaciades, hemos de definir ag de otra forma. Entonces,

si
[1+1,4] =
X1417%4 .
¥s [1+2, 141, 1] = di4s ! |
' (x (427 (g 41 %)

1+27%y) f?‘1+2"‘1+1)

podemos definir: ]
Ag =L )i 1 [4.9+03.2)  [3.9] +£m:)
1 [4,3,22 B (3,2,1)]

+X, =X, =X
XgtXy

4 2

Es importante hacer notar gue en cualquiera de los dos casos sblo
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utiliéamos 4 valores de la variable independiente para determinar

ag. Zstos valorgs deben ser los extremos de las observacioﬁes og :
denadas -es decir, el valorbmenor’y mayor de x- y los dos puntos"
interiores mis cercanos a agullos que §dbdividen el intervalo en
'3‘inte:valos iguales; esto es, debemos‘dar‘a X, el valor de la x

m&s aproximado a (ver Dolby; 1963, .p. 323):

- X

+ (% 1!

x(z) =’ xl
: 3

v, ad&logaménte, dar a x5 el valor de x mis pr6ximo a:
2(x, + x,)

x
1 3

Con esto tenemos entonces una solucibn aproximada para elegir el

valor de p.

De las -ecuaciones (2) y (3) y de la aproximacibn a A se

puede ‘obtener una solucibn mis rigurosa, puesto que:

1 N 0.5(d3+d2) _ 0.5(d2+dl)
p-1 dz - 4, d; - &y
eg decir, . 1 - ag - 0.5, obtenemos la éproximacién
‘5"..—']'_“
P = 1 + 1
ag - 0.5

El c8lculo de a; puede hacerse también dividiendo las obser

vaciones en sub¢conjuntos de 4 puntos, de cada uno de los cuales se
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‘bbtepdré unrestimadﬁr_de'af,.que 1uego proveerﬁankun es%imador‘fg‘
nal como resultado del promedio de eilos. Sin embargc, de esta ma
.nera, el error de cada estimador de ag serfa incrementédo al menos
en n y al promediar estos n estimadores independientes -suponiendo
que el conjunto de observaciones se puede subdividir_én.n subconjun
tos, cada uno con 4 puntos-, el error s8lo se reducirfa en nl/z, lo

cual conducirfa a una pérdida considerable.  Es muy dudoso, bpues,

que esta forma de efectuar los cilculos wvalga la pena.

Dolby afirma gque parece razonable concluir que cuando las
desviaciones no son mpy grandes en el caso de que los valores de la
variabie independiente no estén igualmente espaciados y si la razén
del error experimental al rango de la variable dependiente es del
2% o menos, entonces el método es Gtil como un indicador aproxima=-
do de la transformacifn adecuada. Sin embargo, €1 basa estas afir-
maciones ~principalmente la segunda- en los ejemplos gque ha resuelto.

en los cunales efectivamente el mé&todo funciona bien.

Una de las mayores ventajas del m&todo es su rapidez, puesto
que, ademids de que, una vez que se conhocen ¢ Yy p, la determinacibn
de a y b es directa (y la determinacibn de ¢ no es diffcil), el pro-
cedimiento mismo para determinar el valor de p es bastante répido.
Sin embargo, el método grifico puede no ser muy satisfactorio en al-~
gunas ocasiones, a pesar de gue en los ejemplos dados en el articulo

original producen buenos resultados. Ademis, como es claro, otra des
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’ véhtaja del procedimiento es que s6lo es Gtil cuando se tiene uné

sola variable independiénte.

Ejemplo:

“

Aplicamos este procedimiento a los mismos datos del ejem- -

plo utilizado con el m&todo de Box y Tidwell. .

¥

bl

Primero hemos de determinar los cuatro valores de la varié'
ble independiente que entrar&n en los cilculos. Sabemos que debeé"

" i
mos tomar xl=1.5 Yy x4=4.5, X, deberd ser el valor mis cercano a:

X(g) = %+ (xymxp) = 0.5 +§ =1.833
3

Y X4 el m8s cercano a:

por tanto, X, = 1.5y x3=3.5. De esta forma tenemos:

Xy f(xi) di
0.5 28.45

1.5 47.78 12,33
3.5 74.67 . 26.89
4.5 83.65 } 8.98

de donde a, = ~3.558. Proyectando este valor del eje real al polo

norte del circulo, obtenemos la siguiente gr&fica:
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Lineal

Ralz Cuadritica
Cuadrada
‘Exponencial

-y e e

(54

-1.5 -1.0 -0.5 0 0.5 -« '1.0 1.
Reziproca

FIGURA 3

Por tanto, segln la grffica, la transformacibn sugnrida es
t4 entre la VX ¥ %x. - Con ei método de Box y Tidwell, la transforma
cidn final r;sultaba aproximédamente la /X, de manera qu& =1 modelc
seria semejante,” aunque en realidad la proveccifn se inclina més 2

ls transformacifn lineal (o mé&s propiamente, a "o hacer n.ijuns trang

formacidn) que a la rafz cuadrada.

Si deseamos un estimador mé&s riguroso, obtendriamos:
‘ ' p = 1 + 1 =0.7536

Podemos tomar c¢=0, pues asi se cumple gue c+x>0 en todo el
recorrido. FEntonces, el modelo obtenido es:
) 0.7536 '
y = a+ b % 6

que difiere del obtenido con la proyeccibén y con el de Box y Tidwell’

.
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s

aunque”la diferencia no es alarmante. Podriamos concluir que és;a
: , . 3/4 v

H

Gltima estimacibn de p sugiere el uso de X como variable indepen
~diente, resultando el modelo: '

y = 16,9998 + 22.312 x°-7°

con una‘'correlacifn muy buena del 99.53%, aungque ligeramente menor

gue la obtenida con el mé&todo precedente. S

i

2.3 TRANSFORMACION DE AMBAS VARIABLES

METODO DE DRAPER Y HUNTER (1969)

“El procedimiento consiste en‘'ayudar en la seleccibn de una
transformacibn mediante graficas de funciones que se dan natural-
mente en.el an8lisis usual. Cuando hacemos varias de estas .gr&fi-
cas, puede sﬁceder gue no todaé indiquen la misma transformacién
y esto es lo fundamental del método: analizar, de manera grifica,
las consecuencias de hacer varias transformaciones a un conjunto de

datos.

El hecho de gue no todas las grdficas indiquen la misma
transéormacién, puede parecer, a primera vista, una desventaja pe-’
ro la realidad no es asf: usualmente no se puede obtener una sola
transformacibn que satisfaga varios criterios distintos. Lo que
el método pretende es aﬁalizar simultineamente una scrie de crite~

rios diferentes péra poder tomar una actitud més flexible. Como
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‘los crltérlos que hemos de. con51derar ‘dependen del problema partlcu
 lar, no -hay nlnguno que sea fijo, ni hay tampoco una metodolog!a

que aplicar en'todos los casos salvo el analizar las gr§ficgs de al-
gunas estadisticas que estén en funcién‘de'los distintos vélorés de

los par&metros que definen la transformacibén considerada.

Como la eficiencia del método estriba en el anflisis simul-
t8neo de diversos aspectos o criterios, el método sﬁpone la ayuda
,de un buen equipo de computaci&n que permita la élabéracién de las
gr8ficas y el estudio simplténeo de aquéllos. . Normalmente sé podfé
hacer uso de los programas est&nd;r existentes para regresibn y apé
lisis de la varianza, éon un pequefio programa introductorio evitando

la elaboracifn de programas especiales.

Uno de los aspectos més atractivos del procedimiento es, qui
25, la flexlbllidad del mismo, ya que permlte no sblo el estudio de
una transformaci&n tanto en la variable dependiente como en la inde-
pendiente, sino el anilisis de transformaciones diversas. Incluso
es posible considerar también al‘mismo tiempo algunos de los métodos
presentados anteriormente. Trata de satisfaéer asimismo los tres su
puestos asocigdos con los modelos lineaies: aditividad, varianza cons
tante y Normalidad, con la modalidad de que las estadisticas para ve-
rificar estos supuestos pueden incluirse en el mismo procedimiento de

seleccibn, evitando asi posteriores verificaciones.



'Ejemplos." ‘

cia y flexibilidad.de este procedimiento.

1) heproducimos un ejemplo original de Turner, Monroe y iui

.

. Presentamos dos ejemplos con el fin de resaltar la importan

\
/

cas(1959), en el que los datos consisten en tiempos record y sus

correspondientes velocidades, observados en carreras de atletismo.

TABLA
— Tiempo Velocidad
X Yy

(seg) (m/seqg)
20.0 10.06
45.2 8.85
105.7 . 7.57
139.0 = 7.19
237.8 6.77
302.2 6.62
472.8 6.35
816.8 6.12
1710.4 5.85
3600.0 5.57

para ajustar el modelo de primer orden

Supongamos que deseamos transformar los datos mediante

Esto nos llevarfa a realizar un anflisis de la varianza del siguien
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" Fuente - Grados de Suma de Cuadrado Cociente
oo Libertad Cuadrados Medio ‘ :
bo = ’ 1 scbo ) cmbo
bl/bo- 1 ‘ scbl F:mb1 _ m=cmb1/32
.. Residual g scr ' g2 ) '
’ i
Total 10 sct ) =

Debido al modelo que queremos ajustar deberemos'escogerﬁa'de
mansra que cmbl sea grande y 52 sea pequena (es 1mportanté hacer no- -
tar que si transformiramos la variable dependiente y, deberiamosg exa-

uminar los cocientes de los cuadrados medios y no los tuadrados medios,
puesto que la suma de cuad;ados total cambia con lag trans formaciones
de y, lo cual no sucede en este caso). Dado que,scbo Y sct son cons-
tantes, s¢r se minimiza cuando scbl es mixima. Entonces’s2 es minima
cuando cmbl.es még;ma Y, por tantq, nos bastaré con_examinar'la'gr&-
fica de‘s%_conﬁra a. -Recordando nuevamente que 52= ;(yi-;i)z Yy Lara
valores de'a'en el intervalo de -3.0 a 2.0 obtenemosi

TABLA 5

a 52 a s2
-3.0 . 0.96254 . ~-0.42 0.00868
-2.5 0.87541 ~0.415 G.00864
-2.0 0.74272 -0.41 0.00867
-1.5 . 0.54297 . -0.4 " 0.0089:2
-1.0 .0.26367 0.0 0.26803
-0:.5 0.01744 0.5 . 1.01817
~0.45 0.01022 1.0 1.55388
-0.44 0.00946 1.5 1.81600
-0.43 0.00895 2.0 1.94693
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Mostramos la gréfica de los resultados en la siguiente figura:

FIGURA 4
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De aqut vemoglque s? aléanza ‘su thimo’aérOXimagaménté en
) é:=-0.4i. Si no utiliz&ramos ninguna'transformacibn, el valor de
sz‘seria'el correspondiente a a=1 y el grado de mejoriazpara cual-
" quier valor particulaz de a; digamos agy puede obtenerseial comparar
el vaior de 52 en a=a_ con el de'sz en a=l. De la gr&fica podemos
afirmar que el valor de a=-0.5, si bien no es‘6ptimo, es un valor
bastanté cercano a &ste y tiene la ventaja de que se puede manejar
mis f&cilmente."Si consideramos, pués, el valor -a=-0.5, obtenenos
el modelo

.y = 5.341 + 21.957 .

, %

con una correlacibn del 99.65%,

.

Por Gltimo, el métod9 recomienda el uso del an8lisis de re-
siduales (ver p. ej. Draper y Smith, 1966, pp. 86-100), que nos fa-
cilita la verificacién de los supuestos usuales del an8lisis de la
varianza. En este ejemplo, los residuales, segfin el orden de las

observaciones, son las siguilentes:

-0.21,0,.24,0.09,-0.02,0,0.02,0,0.01,-0.02,-0.14
de donde podemos ver que el ajuste es menos bueno en los axtremos;
sin émbargo, el residual mis g;ande es sbdlo elk2.7% de la observacidn
correspondiente; por tante, podemos afirmaf que el modelo nos provee

,

de una representacibn muy satisfactoria de los datos.
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2) El'siguiénte es un ejemplo oiiginal de Box y Cox (1964) que
consiste en 1los tiempos de supervivencia de animales (dados en uni
daées de 10 hs.) en un experiﬁénto factorial de % %x 4 (3 venenos
y 4 tratamientos). Cada combinacién de los dos factores -12 eﬁ tg,f

tal- se aplica a 4 animales. La asignacifn a los animales fue coms  3

- pletamente aleatoria. Los datos son los siguientes:

TABULA 6

.

Tiempos de supervivencia de los animales

Tratamiento :

Veneno A - B C D
I 0.31 0.82 D.43 0.45"
- o 0.45 . 1.10 . 0.45 0.71
0.46 0.88 0.63 0.66
0.43 0.72 0.76 : 0.62
II 0.36 0.92 0.44 0.56
0.29 ¢ 0.61 0.35 1.02
0.40 - 0.49 0.31 0.71
0.23 1.24 0.40 0.38
III 0.22 . 0.30 0.23 0.30
0.21 7 0.37 - 0.25 0.36
0.18 0.38 0.24 0.31
0.23 0.29 0.22 0.33

Los datos ser&n analizados mediante anaiisis de la varianza

con una tabla de la siguiente forma:

Grados de Suma de Cuadrado
Fuente libertad Cuadrados Medio Cociente
venenos (D) 2 scp : cmp p=cmp/s2
Tratamientos : . ' 2
(t) 3 sct ) cmt t=cmt/s
pXxt 6 ) ‘sci . comi i=cmi/s?
Dentro de los 2 i
grupos (d) 36 secd s o

Total corre-
gido 47
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Sﬁpongamos que deseamos transformar los datos de forma que
’él'valor esperadé de la variable transformadé en cada celda puéde
éer representado por medio de la suma de las constantes.del renglén
y la colﬁmna, es decir, gue no.se necesiten términos de interacci§n.
Entéhces deseariamos que los efectos de los medicamentos ~Fada ve-
neno pﬁede considerarse como un medicamento difcrente- y de los tra-
tamientos fueran grandes, y que los efectos de interaccidn fueran
pequenos; de otra forma, nos gustaria que los cocientes p y t fueran
relativamente grandes y el cociehte i relativamente pequeﬁoi

| Consideramos la familia de transformaciones
(w» -1/ o a # 0

W= -
iIny ., N A =0

que sugieren Box y Cox. Para cualqg;er valor de A podemos detérmi—
nar los valores de p, t e i dados en la tabla. Como puede suceder

. que gl aplicar algunas transformaciones las observaciones transforma
das tengan varianzas distintas, seria fitil examinar tambi&n alguna
estadistica que nos dé informacibn sobre la homogeneidad de las va- .
riables transformadas. Describimos esta estadfstica é continuacibn

(Levene, 1%60) r

Supongamos gue se tienen p grupos Ge residuales, el como

jl
se indica:

Grupo 1: ey, elz'f"elnl' media él’ Var (eij)'= 012

GIUpo 2: @,ys €55s00-851 , media 52. Var (°2j) = 022
4 2

- L2

Grupo p: epy epZ""epnp' media ey Var (epj). 95
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[y

De aqui, podemds‘constru;r las Vafiablés‘
' By = legy - e, 1, =1, 2, "".",.“‘i' i=1, 2 .ioi P
para obtener:’
Grupo 1: z;l, Zygr eeer zlnl' total Zi
Grupo 2: Zyge Zggr eeer zan' total 22

- N N
Grupo p: zpl, zpz, eeeys 2 p,vtotal zp

’

Construimos ahora una tabla de anilisis de la varianza como sigues
. . ]

Fuente | Suma de cuadadros)gGrados de Libertad |Cuadradc Medio

Entre P 2 p-1 g: 2
Z, 2 1
los gru I i_g
pos T i=1 n, ——
1 In
Dentro de
los grupos por diferencia 13
1il(ni—l) s 2 S
Media G2
. *hi 1
P ni 2
Total T I g 5o
i=1 j=1 4 Iny
donde G= Z1 + Z2 + ...t Zp .
N 2 2
Obtenemos de aqui el valor Fi = 84 / S ;
si Fy » F (p-1, £(n;-1)) .“ diremos que hay eviden

2, 2"

. 2 ’
cia de que existen diferencias entre g, , 65 + ..oy °p N
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si Fy no'eé significativa, no rechazamos la hipStesis de que
2 2, .2 : o
01 = 02 = eee 0 .
1 2 P
. i
En este caso tenemos p=12 grupos del mismo tamafno en los cua-
les hay ni=4, i=1,2,...12, observaciones. Si obtenemos las cantidg'
des de los cocientes p,t e i y de F; con intervalos para i de 0.01 -
unidades en el rango de - 2.0 a 1.2 resulta una grifica como ée nues

tra a continuacién.
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De esta graflca podemos ver. que el mInimo de i esta apr6x1-
madaménte en A= - 0. 60, mientras que los mInimos de P Y t se encuen
ktran épfésimaaamente en A= 1,35 y A= - 1.25, respectlvamente. si -
examinamos la grafica.de Fy Yy usamos el valqr crftico F ( 11,36 )=2.07
-al .05 de significancia~- como una baselpara la comparacibn, tendre
mos que rest;ihgirnos a valores de len el inter&dio ( ~-1.75, - 0.53),
aproximadamente. Si le damos el peso principalhél cociente i, .el valor
~aprépiado de ) seria- 0.6, aungue el valor de Fi para A= -0,6 nos ha-
ria reflexionar sobre tal eleccién, Sin embargo, como se ve la inter-
accibdn no parece seflmuy grande en ﬁingﬁn lado, mientras que la homo
geneidad del error parece ser més importante aqui. De esta manera, -
_podrIamos cohcluir que el valor de A = -1, que implicarfa la transfor'®
macibdn reciproca, puede ser un buen valor para » ( este mismo valor -
fue elegido por Box y Cox ). Ademis, la trasnformacién feciproca.tiene
agqui un especial atractivo: puede intérpretarse como la tasa de morta
lidad. .

Si ajustamos un modelo simplificado ( sin términos de inter-
accibn ) a las obsefvaciones transformadas, los residuales resultan -

de la siguiente manera:
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valores de los residuales B

. Tratamiento
) Veneno A‘ B C D
I 0.30 1.03 0.14 0.82
-0.71 -0.28 0.03 0.01
~-0.76 -0.05 -0.60 0.12
0.40 0.20 -0.87 0.21
11 -0.49 -0.44 -0.27 0.04
N.18 0.11 0.33 -0.77
-0.77 0.51 0.70 -0.34 :
.08 -0.72 -0.04 0.88 : R
III 0.69 0.21 0.23 -0.01
-0.10 -0.42 -0.13 ..=~0.56
0.70 -0.49 0.05 ~0.11 -
~0.51 0.33 0.43 -0.31

Aunque podriamos hacer

un extenso estudio sobre estos residuales,

s6lo mencionaremos que parece gue la Gnica peculiaridad sucede en el

tratamientc D en los factores I y III, ya que en ¢l 1°todos son posi-

tivos v en el 2°todos son negativos. El modelo pues, no es totalmente

satisfactorio para el tratamiento D,, por lo cual serfa conveniente tener

mas informacibn.

El método, como se ve en el ejemplo, nos provee de una gran ven

taja: seleccionar la transformacibn asegurandonos de que posterliormente
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se cumplir&n algunos supueétos b&Sicbs requéridbs. Ademas, como ya
diﬁimos, puede utilizérse para transformar tanto la variaﬁle depen-
diente como la independiente simultaneamente, cumpliendo asi con
la demostraci&n de Hill ( 1966 5 de que si ambasjvariables se han
de transformar, debe hacerse al mismo tiempo y no en etapas dife-

rentes.



CAPITULO 3 o
TRANSFORMACIONES ESPECIFICAS QUE MAS Sﬁ HAN UTILiZADO EN LA PRACTICA.
Hisééricamente se ha dado un’énfasis mucho mayor a las
transformaciones de la variable dependiente que a las de la va-
riable independiente. Aungue esto no es muy claro en lo que se re-
fiere é los métodos de tfansformacibn, s1 10_95, sin duda, en cuan
to a las transformaciones especificaé gue se han estudiado: las.de
la variable dependiente son bastante numerosés; En este capftulo

, pretendemos hacer una recopilacibn de ellas y del uso que se les ha

dado. Presentamos también los enunciados de una serie de proposicio-”

nes demostradas por’ Curtiss ( 1943 ), muy ftiles en las transforma-
ciones de la rafz cuadrada, la traﬁsformacién angular y la logarit-
mica, cuando la variable tiene una distribucién especifica diséin-
ta de la Normal -el propbSsito es precisamente Normalizarla-. A 10;
largo ?e todo el capitulo la variable y denota la variable dependien
te, o2=var (y), m=E(y) vy h(y) la funcibn que define la transfor

macibén.

3.1 TRANSFORMACION POTEZENCIA.
Esta transformacidn representa en realidad a una familia de trans-

formaciones; es la que consideran Box y Cox en su método:
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7
<

o RS
niy) = vpdgd o0
T 1
A A
Lm YR T .
m : = In (y+ A)) ¢ Aj-

A-*0 LM Y 20 ' T1=o
vilida para y> - 133 { de hecho la inclusibn de 1 tiene el fin
de lograr que y+ )z >0 para toda y, como ya vimos ). En la trans-

formacibén m&s utilizada, con fines en ocasiones distintos que men-

,cionaremos en sus casos particulares mis importantes ( 3.2 a 3.5 ).

-~

3.2 TRANSFORMACION RECIPROCA. ) ‘ e

h (y) =yl

Podemos considerarla como la transformciénbadecuada para
estaﬂilizar la verianza, usando el método de Bartlett,'cuanAO ésta
tiende a ser proporcional a m%, En muchos casos. es una transformacidn
sugerida por los datos ( ver el segundoc ejemplo dei método de Draper
v Hunter ) y en algunos de ellos cumple m8s satisfactoriamente los
supuestos de Normalidad, varianza constante y aditividad. Casi siem-
pre se.usa cuando tiene un significado. fisico bien definido y cuan-

do P (y< o0 ) es despreciable.



3.3 TRANSFORMACION DE LA RAIZ CUADRADA. S

; . 1/2 ‘ ; S
b (vi ( y+a.) / ¢ Y 2 -a ‘ "
Ay . -
4] ' y < ~a cone A IR
S T
] , - - ,,N‘ . s S
. . . L
Consideramos tres casos: B : - PR

a) Transformacifén de la rafz cuadrada para uhé Qariéble con distri-
bucién de Poisson.

Cuando 1o§'datos estadisticos son nlmeros: enteros, tales co-
mo el nGmero de colonias de bacterias en una placa, el nﬁmero de plan
tas es .un &4rea dada, etc., la vari#cién de estos nfimeros y a menudo
‘sigue la d;stribucién de Poisson. Como para tal_diskribucién 02=m,
con el método de Bartlett se obtiene fAcilmente que para establllzar
la varianza debemos trabajar en la escala de la raiz cuadrada. Ade-
mis, se ha demostrado la siguiente proposicibn:

_Sea y una variable aleatoria que se'distribuye Poisson con

parémetro m. Si 4 es una constante arbitraria y si

(y+ « ) 1/2 ’ y..>. ¢}
T=£(y)=

0 I3 Y< -y

entonces la distribucibén de T-v m+x ®iende a la distribucién Normal

cuando m -+« , con media cero y varianza 1/4 ( es decir, lﬂnc%— 1/4)
. m-}m

Bartlett (1947,pd4l) recomienda el uso de o= 1/2 cuando las

observaciones son nmeros muy pequefios ( i.e., para medias en el




rango de 10 a 2, especialmenge cuéndo.aparecen ceros entre los n@me—
ros 6b§ervados). Posteriormenté, Anscoﬁbg'(l9481 demostrS que el
valér de, « =3/8 'es Sptimo para una estabilizaci@n de la varianza,
con &l obtenemos:

R ACUN PR S

16 m
En un trabajo mis reciente Kihlberg, Herson y Schotz (1967) conclu
yen, ?espués de un amplio:estudio de computacibn,que @=0.386 -valor
muy cercano al que da Anscombe~ es Sptimo para la mayoria de los va
lores de E(y)=m; aunqué para valores pequefios de m, m <2, el valor
«=1/4 es mejor. Por (ltimo, Freeman y Tuke§ (1950), en un trabajo

anterior al precedente sugieren el uso de la transformaéién.
hiy) = Vy '+ Yy+1’

que funciona bastante bien para todos los valores de m.

En la prictica con frecuencia utilizamos un anflisis de la
varianza pafa datos de la forma mencionada =-nfineros enteros=- porque
sospechamos que se presentar8 heterogeneidad de algfin modo, especial
mente si los da;os han sido recoiectados bajo condiciones de campo.
Entonces no es necesario suponer la distribucibn de’pPoisson, pero po
demos usar ain la transformacidn de la rafz cuadrada si su variacibn

parece estable.
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b) La transformacifn de la ‘rafz cuadrada para una yariable con ‘”

distribucién gamma

e

Aunque el caso anterior parece ser el m&s util en la pr8cti-

ca, reproducimos aqui una proposicibén, demostrada tambi&n por

3

Curtiss, que puede ser de algfih provecho.

Sea' y una variable aleatoria con una funcidn. de densidad del siguien

te tipo: : 1
0, siy <90

F(y)

]
X ]

donde m = n/2h.
Si o es una constante arbitraria y si

. (y +a )1/2 ¢ Y 2 -a
T= hy) =

0 *’ ﬁy> -a
entonces. la distribucién de T - v(n/2 + o tiende a la distri-
bucibén Normal cuando n+ » , con media cero y varianza 1/4h.
c) ~ Por ﬁltimo, se ha usado tambié&n la transformacidn h(y)—‘-(Zy)-l/2

para los casos en qug y tiene una distribucidn x2 con v grados de 1i
bertad y Fisher (1925) ha demostrado que é&sta h se distribuye apro-
ximadamente Normal con media Y 2v-1 y varianza 1 (en adelante, en al

gunos casos, al hablar de esta distribucién usaremos la notacién

N( Y2v-17, 1)). .
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3.4 TRANSFORMACION DE LA RAIZ CUBICA

La aproximacibén de Fisher usando la rafz cuadrada no es del
todo satisfactoria y Wilson y Hilferty (1931) sugirieron el uso de

la transformacibn:

hiy) = /v /3

que se distribuye aproximadémente‘N(l- E_ ' 3_) cuando y se distri-
. ' Qv 9v
buye xz con v grados de libertad: -:Haldane (1941) mostrd gue esta

apro*imacién es adecuada para casi todos los propbsitos précticos y
mejor gue la de Fisher. Sc ha encontrado también que esta transfor-
macidn -al igual que la de la raiz cuadrada- puede ser Gtil al

analizar datos sobre precipitacién pluvial,

3.5 TRANSFORMACIONES LOGARITMICA E HIPERBOLICA

En algunos casos en que se presenta una heterogeneidad consi
derable en las observaciones, con frecuencia sucede que la varianza
est8 correlacionada con la media, afin después de aplicar la transfor-
macidén de la ralz cuadrada y podemos conseguir su estabilizacibn
aplicando una transformacidn logaritmica. La expiicacién‘natural
de una varianza mayor que la media es gue &sta misma varie, es de-

cir, que la varianza esté dada por una expresibn del siguiente tipo:
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. 2
¢ =M+ o,

s

’
A

En algunas situaciones -p. ej. en poblaciones biolégicas- esta va-
riacién de la media resulta proporcional a la misma media, de for
ma que podemos esperar éue:

2
¢ = m-+x2m2‘

expresibn que, utilizando el m&todo de Bartlett y con » 6 m gran-
- des, implicarfa una transformacién logaritmica. En alghnds-proble-

mas es posibie que podamos estimar A bastante bién'para juétificar

u#a transformacién mis exacta que corresponda a una varianza de es-

- te tipo. Esta transformacién puede ser:

h{y}= z7t 1h{y 1+A2y"+ x/§i} ‘ eee (1)
o}equivalentemente,

hiy)= 2 tsen b1 ( 1,57 . (2)

PoY ejemplo, se sabe quevbajo cilertas supqsiciones sobre la forma en
que m varfa, la distribucibén de Poisson se convierte en una distribu
cidn binomial negativa. Para tales datos, la transformacibn (2)
puede ser apropiada. Lsta transformacién tiene la desvenéaja de re-
guerir un conocimiento aproximado de A , y la transformacibn

h{y)= 1n (y + ¢) parece resultar bastante buena en muchos casos 7.'

7 La inclusibn de una constante ¢ se hace para evitar las di-
ficultades de los ceros.
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La-transformacibén h(y)= 271 sen n7t (x/y") también es
apropiada cuando tenemos una varianza del tipo mis general
z ' ~
3 o= u2 (m + szz).
En.algunos casos, - particularmente en estudios bioldgicos
v de crecimiento de una poblacibn, se ha éisto'que la probabilidad
de ocurrencia de un evento,-y, 'puede expresarse como
P(y) =1/ [1+exp -(a+by)3 . En situaciones de este tipo, ha resulta

do ser Gtil la transformacidn "logit": h(y) = log (y/1-y).

Aunque no es muy com@n tener que'analigar un conjunto de
coeficientes de correlacibén mediante anflisis de la varianza, hay
una transformacifén que puede ser apropiada si el prcblema se presen-
ta. Esta transformacién es 1/2 1n-{(l+rV(l—r)} , donde r es el
coeficiente de correlacidn muestral. El propdsito de la transforma-
cibn es conseguir que la distribucidén de r tenéa una desviacibn me-
nor y una varianza mis estable, cuando deseamos que la varianza del
verdadero coeficiente ~el de la poblacién ~,p, sea independiente del

mismo.

Un problema m&s importante y que ocurre con frecuencia, es
el anllisis de la vérianza de un conjunto de varianzas o desviacio-
nes estindar de una muestra. La varianza del estimador de la varian
za poblacional, 52, es proporcional a ( 02)2, por tantb, usando de

nuevo el método de Bartlett, la transformacibn logaritmica puede ser



adecuada en este caso.

-

Ty
Curtiss ha demostrado tres proposiciones sobre transforma-
ciones logarftmicas muy relacionadas con las mencionadas en este

apartado. ' Las. proposiciones . son las siguientes:

Sea y una variable aleatoria con distribucibn de frecuencias rela-
. 7

tivas binomial con parimtero p.y los n valores 0, 1/n, 2/n,...n/n.

. . -
1) Si T=h(y)= /n'ln (-/)7"+/y+1)=/x? sen h /y’, y> 0
‘ 0 ' : ) ' y< O

entonces la distribucién de T-/n'sen h_l/E’tiende a la distribucién
Nornal cuando n » = , con media- cero y varianza (l-p)/ (4+4p).
yn’ 1ln y, y> 0
2) Si T=h(y) =
0 ' y< 0
entonces la distribucifn de T- /n”ln p tiende a la distribucibn Nor

mal cuando n » =, con media cero y varianza (1-p)/p.

1 /n”7 log (y/1-y), 0< y <1
3 §i T=h(y)= { 32 .

0 ' y< 0, y >1
e1tonces la distribucién de T- % /n? 1n (p/1-p) ﬁiende a la‘distri-

‘bucibdn Normal cuando n + », con media cero y varianza 1/4p(l-p).

Adem&s de estas consideraciones que est8n basadas fundamen-

talmente en la aplicacibn del mé&todo de Bartlett, hay otro aspecto
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import&nte sobre la transformacibn loéariémica: existe una distri-‘

bucién espeéifica, la distribuci&n log normél,‘qué ha sido ampl iamen
te estudiada y que representa muy bien muchas situaciones.(p. ej.'el
difmetro de part;culas pequefias sometidas a un proceso de compresifn,
la vida promedio de algunos atticulos, la distribuciéﬁ de los ingre-
sos de una poblacibn, etc.) En este caso se considera 1a transform§-

cidn ya vista -

‘ P

h(y) = 1n (y +¢)

~
~,

de manera‘qhe si (y solo si) h es Normal entonces fwse distribuye loi'

normalmente‘e.

3.6 TRANSFORMACION ANGULAR

Curtiss, una vez mis, ha demostrado una proposicidn que hace

uso de esta transformacibn. La enunciamos a continuacidn:

Sea y una variable aleatoria con una distribucidn de frecuencias re-
lativas binominal con par&metro p y los n valores 0; 1/n,2/n,...n/n.
Si o es una constante arbitraria y si
] ey
yn sen 1 vy +/n), -—q/n <y <1l- 4/n

T = hiy) =
0 , ¥ <-a/n, ¥y >1 =/n

donde T es medida en radianes, entonces la distribugién de
T-f;'sen_l,VP + (a/n )} tiende a la distribucifn Normal cuando n+ o,

con media cero y varianza 1/4.

2
8 De otra foEma, supongamos que h se distribuye N( v, “n ), en-
tonces y=e tiene una distribucibén lognormal.
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Bartlett (1936) da unos resultados numérlcos en los casos
n=10,a =0y n—lo,a —1/2 los cyales 1nd1can que tal vez la eleccién
de a=1/2 es m&s adecuada si la p estimada estf cerca de 0 6 1y

a=0 es preferible si ésta sé encuentra entre 0.3 y 0.7.

Posteriormente se ha considerado esta transformacibn como:

-1 1/2
h(y) = sen (y+al)
nt+o 5

en la que Bartlett sugiere el uso de a; = 1/72 y a2=0 y después Ans-
combe (1948) recomienda los valores de aq= 3/8 y q2=3/4, multipli-
cando toda la expresidn por el factor /(n+l' Estas Gltimas se han

utilizado principalmente para "intentar establllzar la varianza.

3.7 TRANSFORMACION LOGARITMICA DOBLE

En muchos fendmenos fisicos y biolégicos; podemos eLpresar
la probabilidad de un cambio como p= l-exp(-by). En tales casos,

Fisher y Yates (1957) han demostrado que la transformacibn
h(y} = 1n (-1ln y} , 0 <y< 1

es una transformacibén Gtil y con efectos muy similares a otras trans
formaciones como la angular y la de probit. Se ha utilizado también
en las estadisticas de extremos donde la distribucibn acumulada asin

ténica del menor valor eos:
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 ,' : F(y)= l-exp (-e™*)
con. x= qh(y-ykn)); donde‘y(n) es el vaior masvgrande y an un fac~ -

. -
tor con dimensibn y—l.

3.8 TRANSFORMACION INTEGRAL DE PROBABILIDAD .

Pearson (1938) ha considerado la transformacién

Y
h(y) =/ p (t) dt

donde p(y) es la funcibn de densidad de y. £n.este caso, h se dis-
tribuye uniformemente en el intervalo (0,1), de manera gue esta
transformacién no conduce a la distribucién Normal pero estabiliza

perfectamente la varianza en V(h) = 1/12.

- A

3.9 ~ TRANSFORMACION COORDENADA

Otra transformacibén que se ha utilizadoc es

hiy) = 8 {Fp)}
donde F{y) es la funcibn de distribucién acumqlada de y vy N-l es

la-inversa de la funcibn de distribucién de la distribucién Normal

- .
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5

' est&ndar. En este caso h es exactamente una varlable Normal estan
dar. pero, por supuesto, en general desconocemos F y'no podemos ex-'
presar N l en una forma exacta. Sin embargo, Kowalski y Tarter

(1969) demostraron que usando aproximaciones ant

y el estimador
de Fourier de la funcidn de distribucibn, es posible utilizar-la
transformacifn en la prictica (si se desea conocer este estimador

se pueden ver en el articulo en cuestibn).

3.10 - TRANSFORMACION PROBIT

Es una transformacibn que se define mediante la funcibn in-

versa de h de la siguiente manera:
' h-5

‘. S '
y= —— e 2 dt , O0<y<1

Esto se hace asi ya que no existe la pfimitiva de la funcibn de dis
trlbu016n Normal, pero Finney (1964) obtuvo, mediante aprox1mac1ones,
unas tablas de los vaiores de h para distintos valcres de y. Se con
sidera el valor h-~5 con el objetc de hacer muy rara la ocurrencia de
valores negativos. Se ha utilizado principalﬁente en estudios biold
gicos en los que la vaflable dependiente‘esté constitﬁida por las
proporciones de muertes en una poblacién al aplicarles ciertas dosis
(variable independiente). Usbalmente con ella se pretende obtener

. una relacidén lineal, por medio de transformaciones tanto a las pro-

porciones de la poblacibn como a las dbsis apliqédas (para esta flti



at

ma variable-se ha utilizadq;ia transformacibn logaritmica ‘con ‘el

 fin de Normalizarla). s ,

tesis de Actuaria que .

N

Actualmente esti eﬁ:preparacién una
presenta un estudio bastanﬁe completo sobre esta transformacibn y

sus aplicaciones,
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CAPITULO , & S

'PROCEDIMIENTOS PARA VERIFICAR LA UTILIDAD DE LA TRANSFORMACION

.

Siempre gue se haya utilizado una transformacién es séma—

" mente importante analizar las propiedades del modelo obtenido: si -

- es bosible presentar los resultados en la variable o£igina1 sin N
afectar las estimaciones, si las variables transformadas realmente
explican mejor el comportamiento de las observaéibnes, en resumen,
si hemos alcanzado o no los objetivos de la transformacidn. Presen
tarios en este capftulo algunos procedimientos utilizados para este

fin.

4.1 OBTENCION DEL SESGO DE LA TRANSFORMACION

Cualguiera que sea el propbsito de ia transformacibn, con .
frecuencia surgen problemas cuando ya hemos hecho el anilisis de los
datos transform;dos. Por ejempio, en los ekperimentos sobre la mo-
dificacibn del clima, como ya hemos dicho, el anllisis de los datos
puede ser mis efectivo en términos de raiz cdbica de la cantidad de
lluvia y servir& para indicar cuindo se presenta algfin efecto debido
a una alteracidn artificial. Supongamos que la evidencia sugiere
que asi.es. Obviamente, la magnitud estimada dei efecto no puede
preséntarse en funcibn de la rafz clibica de pulgadas de lluvia y nc
sabemos si ser8 suficiente tan sblo elevar ;l cubo el efgcto tal y

como es medido en las variables transformadas y presentarlo como



el estimador insésgado‘de‘minima varianza del efecto de.l@s alte-

raciones artificiales.

De manera mas general, tenemosﬁlas transformaciones h(y),
los estimadores &h = ﬁ(h)_y ; hz = Vér (h) y conocemos su distri-
bucibn. ELl problema es encontrar el estimador insesgado de varian
za minima (EIVM) de m(m=E(y)), m. En la préctica, desearfamos tam
bién tener Var(ﬁ) y un estimador de ésta, Vér(ﬁ), y, utilizando &s

tos, ser capaces de dar un intervalo de confianza para m.
4

Neyman y Scott (1960) han considerado este problemg en tér
rainos generales.‘ Han demostrado que si £(h) (si h=g(y) es la
transformacién, entonces la funcibn inversa, h-l, es y=f(h)) es
cualquier funcién entera de segundo orden 9 O menos, entonces m

y el EIVM de m existen.

Si f(z) es, pues, una funcidn entera de segundo orden, en-

tonces;
@ 1 (r) r
m=£f()+ ¢ "rl f E{(h")
o)
r=1
Yo
N, o= 1 (r)
m=m (m, S) = f(o) .+ 1 _ f0 Tx.,
} r=1 r: A

2 . .
donde s/V es el EIVM de o ? (y tal que s/0, % * X2(v))' £a™ repre
senta la endsima derivada de £ valuada en a y 7r es tal quc,

E(Tr)=£(hT), em concreto:

9. ~ Ver apéndice
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v m g —l2mi a2k |Losandhl o rwa
r ' k=0 (2K)! (x-K)! 4 T(v + r-k)
. o r-k
Y. T, - r (2r+1)! mi" [1 su-xzﬂ Cr(v/2)
THl o k20 (2k+1)! (r-k)! 4 riy + r-k)

donde xz es tal que el EIVM de m., &h' se distribuye N(mh, AZ 02){

) es decir, A2 define la varianza de m,  como un mGltiplo de la”variaﬂ

'za de‘la variable aleatoria h.

El m obtenido de esta forma es el EIVM de m. Ademds como
ﬁh Yy ohz son estadisticas suficientes y completas,w$~es ﬁnicol
Aunque esta férmula es algo complicadg, sefiala que 4 transformacio-
nes usada§ comfinmente -la raiz cuadrada, la logaritmléa, la angular
y la hiperbblica- est&n relacionadas por una ecuacid4n diferencial
simple que involucra a sus iﬁversas. Estas funciones tambi&n son

funciones enteras. La ecuacidn es:

£,%) = a+ BE()
LaVSiguiente tabla nuestra los valores de A y B para estas 4 trans-

formaciones:
TABLA 8

Transfornacioncs recursivas

h=g{y) y=f (h) A B
y/¢ h? 2 0
1og"y exp(ln N)=e” 0 n2
sen ~* i ‘sen®h 2 -4
sen K1 & sen h? h 2 4
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Si hacemos’lé transformaﬁign deépués de que u@a>funci§n
lineal hé sido ajustada a 1la vafi;gl; original, no sutgen problemas
adicionales. ‘Sea z la variable original,icon media m, y sea’ ‘
y=cz+d (c#0). Entonces m=E(y)=cmz+d, Y ﬁz= % (m-4) . g; es el ﬁnif

co EIVM de»mz.~

Neyman y Scott obtienen los siguientes resultados para m y

1
. i

f(m, ) exp(Bag 2/2) + A [exp(Bo 2/2)—11 P B# 0
‘ h h 5. h
m= “ '
2 ’ -
f(mh) + Ach /2, . B=0
2 - |
. s [B(1-2 )S,v]If(mh) wa]-2a B0
m= B N B B
£(m s +A(1-42%) o, 2/2 B=0
h' 7 * 7% '
donde ¢ (as, v) = I . _1_ T(v/2) éf)r
r=0 r. T(v + ) 4
2
v/2-1 i
=(_2 ) rv/2) Iy _ . (S V3
S/E 2
10
In(t) es la funcibn de Bessel de argumento imaginario. - Esta se

rie converge muy répidamente, usualmente sdlo se requieren pocos

términos para conseguir una precisidn adecuada.

De estos resultados, determinamos el sesgo del estimador

10 La funcibn de Bessel de la. clase es la funcidn definida
por la serie: o '
In(t)y= & (-1k Y2k n=0,1,2...
k=0 kT (ntk) ! 2 :
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‘ f(&h) de m: e ,
, , SR : ) , o :
. [m+A ] [exp {-B(l_-xz)oh /2-} -1] ,  BFO
~ E[f(my)-m]= 2 ) g o
203 022 B =0 "
Es posible demostrar que el vaior absoluto de este sesgo
siempre es una funcibn monStona decréciente de xz. Esto implica,

recordando que‘x2

mide la precisibn -en términos de ahz- con la
que m, es estimada, que mientras mayor 'sea el‘tamaﬁo de muestra
(x2=1/n) o mejor sea ei diseﬁo experimeﬁtal, es peor el sesgo del
‘estimador f(ﬁh). Po£ tanto, si el anflisis de.los datos es incorrec
“to y no hacemos ninguna correccidn para permitir el sesgo en la
transformacidn inversa, algunas de las ventajas de una muestra éran-

de o de un disefio eficiente se perderén.

Hay muchas transformaciones cuya funcibn inversa es una fun-
cibn entera pero que no es una solucibn a la condicibn recursiva de
Neyman y Scott. En estos casos, normalmente deben usarse log resul-
tados m&s éenerales. Para algunas transformaciones sencillas, como
por ejemplo la rafz clbica, podemos obtener fécilmente una éxpresién
para ﬁ mediante el manejo de las expresiones conocidas para los mo-

mentos de las distribuciones Normal y ji-cuadrada.

Es interesante notar gque los resultados indican una dificul-

tad tebrica con la transformacibn reciproca, h(y) =1/y. En este ca-

y

80, m=E(y)=E(1/h) no existe, de manera que no podemos estimarla. Sin



_émbargo,‘Box’(197l) ha‘sugérido la definicién de la pseudo-esperan

za de y, m', como:

o | . - (h-m, ) 2
1 g1 —n_ déh
m'=PE{y)=1im. 5 f? 2 5. 2 T
e+ 0 y : h
B
" donde E! es el EIVM’ﬂe la exbrésiﬁn entre llaves.
,‘.;'\
4.2 UTILIZACION DEL COEFICIENTE DE CORRELACION MULTIPLE, R,

PARA VERIFICAR LA TRANSFORMACION

Es un procedimiento que, por medio de la comparacibn de los
coeficientes de deterhinacién.(o correlaéién) paré la variable ori-
ginal y la transformada, permite afirmar que ei nejor modelo es el
de la variable original cuando la transformaciéﬁ cumple con ciertas

nipbtesis. EIl método se basa ¢n el siguiente teorema:

Sea y una variable aleatoria dependiente de un conjunto de
k variables aleatorias x = (xl, Xoreves xk). Supongamos que existe
una funcién £(x) tal que (hip6tesis bisicas):

y = f(x) + e

donde f(x) y e se distribuyen Normalmente y e es independiente de X,

con E(e)=0 y E(ezy >0,
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 Ahora, sea z alguna variable aleatoria Y g,(x) una funcidén de x-
" -seleccionada de formayque la varianza de

e, = z.-g,(x)

sea tan pequefia como sea posible. Podemos definir entonces la can

14
S ’ <-'(

tidad (de la poblacién)

RS = 1 - Varle))

Var (z)
Se considera yna clase de transformaciones, h(Y}e), depéndiendo del

varimetro @ ~que puede ser un vector-, tal que:

T(y, eo) =y

y con la propiedad de éue

m
T(y.0)= 1 a. (o) Hj(y)
=0 J .

donde m no necesita ser finita y Hj(y) es el j-&simo polinomio de
Hermite. Esta restriccibén de que una transformacidn pueda expander

se en términos de los polinomios de Hermite no es'muy fuerte (ver

denostracidn) .

Entonces, si z = T(y,0), con @#'oo se tiene

2 2
R, < Ry

El teorema, entonces, demuestra gque el grado en que y expli-
ca la variacién de los datos -medido en té&rminos de Rz— (o de otra

forma, el grado de explicacifén de y obtenido de x) es mayor gque el
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de cualquier transformacién de y, si se cumplen las hipStesis bési- -

_cas, e A

Anteé dé dar 1la demostracibn del teorema, vereTos algunas im
plicaciones‘importanteé. En la construccibén de modelos econBmicos,
coﬁ frecuencia la teorifa no es lo suficientemente precisa en la espe
cificacifén de las formas de la funci8n.  En tales circunstancias po-
drfamos ajustar varias ecuaciones del tipo f(y)=é(§) + error, donde

f vy g son dos funciones gque pensamos que posiblemente sean adecuadas.

gn muchas ocasiones ée piensa que, en esta situacifn, la com
pafaci&n directa de los valores de R2 no es significativa.  8in em- .
bargo, el teorema anterior sugiere otra cosa cuando se cumplen las
haip6tesis. Supongamos que un modelo especifico cumple los supuestos
fundamentales de la formulacién (1). En tales circunstancias se-
ria razonable considerar que &se es el modelo correcto. El teorema
afirma que el modelo correcto es aquél para el cual R2 es mayor. Con
esta formulaecibn, la funcidn no lineal 6ptima de x para explicar
cualquier otra transformacibn de y puede obtenerse de la ecuacibn (3)

gue damos en la démpstraciﬁn.

Debemos tener en cuenta, sin embargo, las siguientes difi-
cultades précticas:

a) El teorema es un rczultado acerca de cantidades poblacionales y

no acerca de estadisticas derivadas de una muestra finita. Enton

ces este criterio no servird para elegir invariablemente el mode-
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L

-~ ' : 2

-lo correcto. No obstante, si lo hara asxntétlcamente, pues R

muestral es con51stente para el valor de la poblacibn.

Podemos considerdr fdcilmente ejemplos en que nxnguna transfor-
macibn de Xy y, de la forma men01onada, satlsfaca los supuestos

baslcos. En tales situaciones el teorema no es aplicable, aGn a

cantldades de la pobla016n ." Por ejemplo,_subohgamos que el ver

dadero modelo es
y =at+ bx + e
donde la distrlbucién de e no es Normal y es 1ndepend1ente de x.

En este caso la aplicacibn del teorema no necesariamente consegui

" r& la forma funcional correcta. Algunos trabajos empiricos sobre

c)

transformaciones suponen que la relacibén funcional correcta produ
- AY

cix§ errores distribuidos Normalmente, y si esta suposicibn es

falsa, los métodos empleados no son estrictamente v&lidos.

Al considerar una clase particular de transformaciones, como la de
Box y Cox:

z = h(y, ) =y~ -1
el estimador deé ) obtenido aplicando el teorema a z para varios

valores de A , para una muestra dada, no necesariamente coincide

con el obtenido con un desarrollo por méxima verosimilitud.

Demostracién del Teorema
El polinomio de Hermite de en&simo orden esti definido por:

exp [ x2/2] (-a/ax)" exp[-xz/Zl

i

Hn(x)

L

[“/2] 0™ (2™ @ (n-2m) 1)L XU,

! m= 0



‘donde [p/2] es el mayor entero 75 n/2,

‘Sea E eyl’bperador definido por:. S
o ' Yy
-X7: 2

¥(x) 'e ax

-1
Im

-

Ej[ v)] = (207

es decir Eo [W(xﬂ es la esperanza de la transformacidn y(x).de x,

donde x~ N(0,1).

Los polinomios de Hermite tiene las siguientes propiedades:

s

E Coneon, ®Y=nt , n=x
=0 , n #k
y como H_(x) =1, se sigue que Eo[Hn(x)] =0, n> 0
Si x y y tienen una distribucién conjunta segfin la N(0,1) y con coe

‘ficiente de correlacifn p, entonces:

I
o,
=]
.

n
EO, [Hn(x)Hk(y)] = !y n=k
= 0, n#k
donde la esperanza es sobre la distribuci6n Normal bivariada. Pode
mos representar una funcibdn T(x) mediante una expansibn en series de

'

los polinomios de Hermite, en la forma:

8

T(%)=

a . H_(x) ;
j J

0 J

!

v

donde o = EOET(x)H)‘( (x)] , si se cumple que EOLT(xﬂ < w®

Suponiendo gue A2 + B2 =1, .
H_ (Ax+By) —?I . pk B“'k H, (x) H (y) (2)
n Y) Txz0 n% k n-k ¥

Sean E(y)l= ¥ {(entonces E(f(x))=n ), V(y)=02, V(f(x),)==cf2 Y
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V(e) = oi. -Entonces;(bajo las hipétesis del teorema:

0'2' 2 .2
=0 + O
y la probabilidad condicional de y dado x es N{(f(x),q 2). - Por

_tanto, al definir

: ' om . ;
z= T,(;‘X_::L)= jfl °J‘“j("y':;"""—") .

deducimos, por las propiedades de los polinomios de Hermite, que la

media y la varianza de z es ::

- 2 mo2
Eol2) = q Y E.oY(.z mo)]s'jgl A N

Ahora, para encontrar la media condicional de 2z dado x, necesitamos

usar la descomposicibn:_

y - ¥ = AP + BQ ,

[+
donde A =(1-092/0%3)1/2 p=(f-u)/oy

B <,/ © : = e/o,

Expandiendo cada té&rmino Hy [(y-#)/0] ‘mediante (2) e integrando ob-

tenemos que:

m -
) = = I _ a pl

E, (z/X) gz(x) 520 5 A Hj (P) v (3)

entonces gz(x) serd una variable aleatoria y, dado gque P ~N(0,1),

su media y su varianza serén:

m .
Eo (gz'(")] = % Y Var[gz(x)l = jZ=O it A2ja§
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Por tanto, tenemos que ..

y como o«al<1y 8y2=A2:sé sigue que

éiempre que m> 1.

La igualdad R R; se daria s6lo si m=1 6 si A2 =.1, casos

que hemos supuesto que no se dan. La cond1c16n m=1 implicarfa que

hemos usada una transformacibén lineal y a%=1 implicarfa que la ecua- -

cibn y=f(x) + e es ajustada con una varianza en el error igual a ce-
! .

ro. !

4,3 UN PROCEDIMIENTO PARA AVERIGUAR LOS EFECTOS DE LA TRANSFORMACION

Lindsey (1975), que ha sugerido este método, supone que la

transformacién puede llevar a cabo tres funciones distintas:

1 Conseguir que la variable dependiente cumpla mejor la hipdte

sis de que todos los cumulantes después del segundo son cero

11

11 Esta es una caracteristica determinante de la distr1buc16n Nor

mal, de forma que este primer punto podrfa escribirse: conse-
guir que la variable dependiente tenga una distribucién
‘Normal, al menos aproximada.
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(2),h 'Hacer'que,lé varianza es;é m&s prbxima a ser ébnstante eh;i
tre los puntos.en el espacio de los factorgs {espacio 5)':'

(3) ’  cua;do el modelo matem8tico, que describe la variacifn de 5
la media entre ibs puntos, con tiene menos par&metros gque
puntos observados en el esbacio (i.e. cuando se tiene una
ecuacibn de regresibn o un andlisis de varianza sin inter-':

accibn), conseguir que este modelo explique mejor la va-

riacién observada.

El estimador Ae mixima verosimilitud (MV) sirve como una
clase ‘de promedio al llevar a cabo estas 3 funciones. Pero es po- ..
sible distinguir cada -una de ellas usando la funcibn de verosimili
tud. Hay que hacer notar dos cosas: la misma transforhaciﬁn se su
pone para conseguir que la f@ncién (1) se cumpla en todos los pun-
tos del espacio x. Si se dispusiera de un nfimero grande de obser-

vaciones en cada punto, podrla estimarse un valor distinto de la

transformacibn en cada punto observado. En segundo lugar, puede

ser que los 3 objetivos no sean aplicables en una situacibn dada.

Sea vyun vector de par8metros desconocidos que podemos es-
fimar, usado para transformar las vafiables dependientes observa-
das de alguna manera espécifica para una distribucién de probabili-
dad dada. La variable dependiénte, Yy, se convierte en la varia-
ble transformada h(y,y), donde h es la.funcién de transformacifn

espectfica. Al aplicar tal transformacibén, debemos incluir el ja-
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~cobiano adecuado en la funcibn de probabilidad.

Consideremos ahora las tres funciones iﬁdividualmente.',Sg
pongamos que una media diferente y una varianza diferente sonvajug
tadas pata'cada punto. Por supuesto, para poder hacer eéto, al me
nos debemos éisponer de 3 observaciones en cada bunto. Entonces |
podemos obtener el estimador de MV, ;1, dél‘vector de transforma-
c;én. Si Y, es 'de una o dos dimensiones, podémos graficar la fun-
cibn de verosimilitud maximizada con respecto‘a todas las medias v
varianzas. Con esta distribucifn de preobabilidad, sflo se ve invc
lucrada la funcibén (1) puesto que la varianza no es constanfe y
hay tantos par8metros para la media como puntos. La superfféle de
la funcibn de verosimilitud para Y1 seri usualmente muy plana, mos-
trando un rango muy amplio para los valores factibles de los parime
tros, a menos que se cuenﬁe con un gran nfmero de observaciones en

cada punto.

Supongamos ahora qué utilizamos la misma distribucién pero
con varianza constante y la transformacibn comln Y 5 para todos
los puntos qde tienen la misma forma que Yt De nuavo, el estima-
dor de MV se puede obtener y se inspecciona la superficie de la fun-
cibn de vgrosimilitud. En este caso, ambas funciones, (1) y (2), es
t&n involucradas. En general, la superficie de la funcién de verosi

militud para Y2 ser8 considerablemente diferente de la de Yqt
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El tercer caso es el considerado normalmente: la estima-.

cién de la transformacidn, Y3+ Para el modelo completo con varian-
* ) . '

za constante e incluyendo el modelo matemdtico requerido para la

media.  La superficie de la funcién de verosimilitud para Y3 padra

o no diferir de la de’ Yge

v

-

El mismo Lindsey da un ejemplo en el que ajusta una vafia-
ble dependiente de dos factores, que consiste en ﬁné ecuacibn de re
gresibn no lineal con 8 pardmetros, a datos que represe;tan las pro
porciones de huevos de pescado en cria. Fueron'témadas 4 observa-
ciones en cada uno de los 18 puntos del espacio x. Se usé la trans-
formacibn potencia de Box‘y Cox, yY para obtener un mejor ajuste.
Cuando se aplica el anilisis frecedente, las gr&ficas de las funcio-
nes resultan como se muestra en la figura 6. Con estos datos, la
transformécién cumple primariamente la 2a. y 3a. funéién. Una vez:
que hemos cumplido los supuestos de la ecuacibn de regresibn y de va
rianza constante, afin permanece una pegquefla indicacidn de qué los da
tos no son Normales. Con ;2=0.48,'podemos considerar yo'48 como una
variable Normal con varianza constante sobre los 18 puntos que inter
vinieron en la muestra. Con;3 = (.84, podemos considerar y0'84 como
una variable Normal con varianza constante y media variando de acuer
do a la ecuacidn de regresibn estimada. Entonces, Y4=y3/Y2 =1,75

Y2, v4 Y3

transforma la la. de estas variables en la segunda: (y ) =y .

, Por tanto, Y, es la parte de la transformacién Y4 que cumple con la

4
funcibn (3). Similarmente, Y= Y2/ Y, nos da la parte de la transfor
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macién que cumple con la funcibn (2). Por supuesto, Y, ©s la par-
te que cumple con (li. Entonces la transformacifn se descompohe

en Y3f=7 Y, Y Esta descomposicifn de Y3 ©s un‘rasgo distintivo .

5 4 '1°
de la transformacibn potencia Y, en general, nc se podr3 hacer siem

" pre asf.

#

; — Superficie de respuesta no
J : : L : lineal con el modeloc matemi
tico -

--= Media variable y varianza
‘constante

-0 =g =

Media y varianza varia
ble -

FIGURA 6

i El procedimiento tambié&n fue aplicado al primer ejémplo dado
por Draper y Hunter (ver el 2? ejamplo del mé&todo). Se cuenta.en ese
caso con 4 observaciones en cada uno de los 12 puntos y se éupone que
no hay iteracibn. La grifica de la funcifn de verosimilitud para‘Yi
es relat;vahente plana -como en la fig. 6 para el ejemplo anterior-
mientras que las de Y5 ¥ Yy son practicamente idénticas. Esto indi~
ca que una vez que hemos transformado la.variéble para cumplir las pri

meras dos funciones, la funcién (3) se cumple autom8ticamente. En
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otras palabras, el objetivo principal que logramos con la transfor-
macién potencia para estos datos, es hacer la varianza relativamente
constante, mientras quevla eliminacifn de los efectos de'intefacciéq

depende de aquél.

El orden 18gico de los objetivos de la transformacibn puéde
modificarse intercambiando (2) y (3). En este caso, estimgmos ‘YZ,’
para la distribucibn cqb una varianza distinta en cada punto pero
.usando la hipbtesis delimodelo matem&tico de la media. Los parime-

tros y; ¥ y; permanecen iguales.

1
B

En resumen, si consideramos que los 3 aspectos mencionados:
al principio son los objetivos de cualquier transformacidn, la im-
portancia relativa de cada uno -de ellos puede ser determinada por

el an8lisis de las superfiéies de verosimilitud resultantes.
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CAPITULO 5

| CONCLUSIONES

A

e,

e ¥
N,

Como ya he@ié;dichd, antes de precipitarse hacia el uso de
una transformacifn, debemos atender a una sefie dé aspectos que pue
den llevarnos a tomar la decisibn de que una’transfo:macibn es in- -
gonveniente{i Antes que qada hemas de fener fijos los objetivos del
analisis que aeseamos hacef. Una vez hecho esto y si nos parece
que el transformar puede téner-Sentiéo, debemos proceder a analizar
los aspectos mencionados en el primer capitulo. &i afin después de
esto vemos que el uso de una transformacién puede ser de alguna uti
lidad, es importante hacer primero .un anilisis de los datos ya que
éstos pueden sugerir alguna transformacibn especffica (ver Draper y
Hunter, 1969, ejemplo 1), antes que aplicar algun método o transfor
macibén. Los objetivosjde la transformacién -que se supone hemos fi
jado previamente- pueden constituir una ayuda bastante eficaz en
nuestra decisibn sobre el método o la transformaci6n que debemos uti
lizar, Nos parece importante también destacar la recomendacibn de
Draper y Hunter: puede resultar muy Gtil el an8lisis simulténeo de
la aplicacibn de criterios o transformaciones distintas, puesto que
nos permite tomar una postura flexible siempre que no nos inclinamos
por, uﬁa transformacién especifica en el inicio (es posible olvidarse

momentineamente de aquéllas sugeridas por los datos), aungue esto

supondri, en la mayoria .de los casos, la ayuda de una computadora.
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Cuahdo se pretende granéfcrmarv§an§9 la Yagiable dépendieg
‘.‘te éémo ia‘inerendiente, ﬁillv(i966)'ha @psﬁrado queygodas las
‘transfo:macioﬁes deben llevarse a éabo simult&néamehﬁe,y no en eta-
pas.v '

A

Por otra parte, es tambi&n importante la verificacibn de las
hipbtesis una vez gque sé ha aplicado alguna transformacifn., De la
misma manera que las hemos verifiéado antes de aplicarla, hemos de
hacerlo después ya que puede haber situaciones en que la transforma-
cién“ﬂb haya conseguido alguno (o incluso ninguno) de los objetivos

/
‘o,'lo gue es peor, puede suceder que la transformacibn consiga’algu-
na de las hipbtesis pero destruya otras. No obstante, siempre hay
que tener en cuenta que los procedimientos usuales de los modelos Li
neales vueden aplicarse aunque las hipftesis no se cumplan exacta-

mente, bastar& en muchos casos éue lo hagan de una forma aproximada.

Por otra parte, una vez que hemos hecho la transformacidn,
podemos hacer uso de los procedimientos vistos en el capitulo ante-
rior, aunque, como es obvio, son procedimientos que sirven tan sblo

para verificar transformaciones en la variable dependiente. En par-

ticular, pensamos que puede ser fitil la aplicacibn iterativa -para <

los casos en que esto sea posible- del procedimiento de la R2

(4.2).
Podemos utilizarlo antes de efectuar la transformacidn y si no se
cumple (pues de otra forma, lo que el teorema afirma es que no ten-

drfa sentido seguir transformando si-las hipStesis b&sicas se satisg
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facen) apllcax;lo después de ella y, de nuevo, si no se cun;ple se

puede pensar en una nueva transfomac16n Y asI suces;l.vamente. :

P



APENDICE

Tablas de funciones ortogonales utilizadas en el método de

1. Box
Yy Tidwell (2.2) TABLA.
n g=0.1 g=0.2 q=0.3 q=0.4 g=0.5
0.164 188 0.167 630 0.169 236 0.171 699 ‘0.174 426
3 -0.328 372 -0.335 258 -0.338 473 -0.343 395 -0.348 851
0.164 186 0.167 628 0.169 238 0.171 696 0.174 426
0.001 617 0.006 743 0.015 466 0.028 300 0.045 636
0.223 211 0.227 277 0.230 371 0.235 360 0.242 019
-0.226 206 -0:233 572 ~-0.239 360 -6.248 022 -0.258 367
-0.217 217 -0.214 687 -0.212 395 -0.210 034 -0.209 322
0.220 213 0.220 982 0.221 384 0.222 696 0.225 671
0.001 996 0.008 045 0.018 403 0.033 698 0,055 017
0.252 898 0.255 899 0.262 961" 0.268 583 0.277 135
-0.130 178 -0.135 714 -0.143 711 -0.151 149 -0.161 301
-0.250 328 -0.249 611 -0.254 121 -0.255 869 =0.259 486
-0.120 391 -0.117 229 ~-0.112 467 -0.109 146 ~0.105 663
0.248 007 0.246 656 0.247 238 0.247 582 0.249 316
0.002 195 0.008 331 0.020 538 0.037 385 0.060 869
0.271 279 0.277 440 0.281 119 0.289 587 0.298 854
~-0.058 219 ~-0.064 560 ~0.069 628 -0.075 965 -0.084 156
-0.216 925 -0.221°'357 ~0.223 704 -0.229 815 -0.235 597
~0.211 782 -0.210 092 -~0.2067 228 ~0.208 449 -0.208 227
-0.049 203 -0.044 702 ~-0.041 514 -~0,037 732 --0.034 404
0.264 845 0.263 271 0.260 95% 0.262 375 0.263 530
0.002 414 0.009 823 0.022 201 0.040 985 0.066 472
0.282 555 0.286 768 0.293 724 0.303 261 0.313 798
-0.003 918 -0.008 251 -0.012 613 -0.018 351 =-0.024 341
~0.170.997. -0.174 834 -0.180 021 -0.187 409 -0.194 474
-0.222 861 ~-0.222 596 -~0.224°'000 -0.227 183 «0.230 504
-0.163 418 -0.159 647 -~0.158 521 ~0.155 314 -0.154 531
0.003 670 0.007 065 0.009 847 0.013 999- 0.017 388
0.274 969 0.271 496 0.271 584 0.270 996 0.272 6€5
0.002 611 0.010 466 0.024 120 0.044 287 0.072 135
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0.290 020 0,295 276 0.804 083 0.312 805 0.324:354

0.037 713 0.034 609 0.031 638 0.026 806 0.022 548 -
-0.126 674 -0.131 162 -0.137 114 -0.143 951  -0.151 635
-0.205 822 -0,207 994 -0.212 938  -0.215'563" =0.221°210 -

8 -0,.202 252 =-0.201 066 =-0.202 056 =~0.200 824 =-0.202 133
-0.118 340 -0.114 946 -0.112 345 -0.109 036 -0.106 501 -
0.043 675 0.046 294 0.049 772 0.052 080 0.055 950
0.281 681 0.278 990 0.278 960 0'277 683 0.278 527

" o e T Y 2 e A e D . o ity S B A S B U i G D s S A Y B e W D e D o P D e . o U D Oy Ol s D D e G .y S O i S TP M

> e > o T W o s (e S M e D s S s D e P e A ey Gt A T e e e D A Sl e S e Y Y v S T M S P S S S e W S S e

TABLA . (continuacidn)

n q=0,06 . 'q=0.7 ) g=0.8 g=0.9

0.178 335 0.183 899 0.191 687 0.203 567
3 -0.356 671 ~-0.367 800 -0.383 375 -0.407 135
0.178 336 0.183 901 0.191 688 0.203 568

4 -0.209 364 -0.210 247 -0.212 538 -0.217 445
cemmmmeeeeo202293.700__0.235 402 _0.243 839 . 0.257 252 _____ r————
2 0.083 597  0.122 077 0.175 512  0.255 298

O o i S D .t i A PP . o A T e S S Y G o o s o i i e i o 7 A o Bt o Bt e e S i e T L i o o e s s e g o
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T A B L A - (continuacibn)
n a=0,6 g=0,7 Afg;O.S, aq=0,9
0.311 428 0,327 596 0.349 781 0,383 380"
-0.,094 444 -0.106 971 -0.123 977 -0,149 842
-0.243 614 -0,253 812 -0.267 139 =0,.286 300
6 ~-0.208 948 =0,210 970 ~-0.214 564 -0,220 682
-0.030 625 =-0.026 717 -0.022 461 ~0.017 269
. 0.266_203___0.270_875___0.278_358___0.290_ 713
A 0.101 057 0.147 870 0.213 188 0.311 780
0.327 388, 0.345 133 0.369 468 0.406 476
-0.032 501 -0.042 656 -0.056 492 -0.078 177
-0.203 361 -0.214 735 ~0.229 491 -~0.250 424
7 -0.234 217 -0.239 548 -0.247 154 -0.258 528
-0.153 321 ~-0.152 535 ~0.152 571 =-0.153 806
0.020 912 0.025 138 0.030 221 .0.036-920
0.275 100" 0.279 204 0.286 019 0.297 539 i
A 0.109 467 0.159 878 0.230 046 0.335 689
0.338 901 0.357 906 0.383 816 0.423 341
0.016 667 0.008 877 -0.001-855 -0.019 355
-0.160 507 -0 171 957 -0.186 860 -0.207 999
-0.227 103 -0.234 645 -0.244 791 -0.259 405
8 -0.203 837 -0.206 102 -0.209 723 ~-0.215 765
-0.104 752 -0.102 839 -0.100 984 -0.099 352
0.059 650 0.063 746 0.069 019 0.076 358
deeeeeen..0.280.980___0.285 014 __0.291 377_._0.302 177 —
A 0.117 899 0.172 064 0.247 041 0.359 407
0.347 522 0.367 475 0.394 686 0.436 178
0.056 274 0.050 766 0.042 946 0.029 413
-0.120 077 -0.130 956 ~0.145 270 ~0.165 731
~-0.206 641 -0.215 507 '-0.227 158 -0.243 669
9 -0.219 140 =-0.223 877 ~-0.230 293 ~-0.239 845
-0.168 623 -0.169 284 ~-0.170 568 ~0.173 150
-0.063 569 ~0.061 065 -0.058 341 ~-0.055 092
0.089 150 0.093 594 0.098 861 0.106 433
Ceeeeeee_0.285106___0.288_853___0.295_137___0.305_464 i,
A 0.126 283 0.184 195 0.264 151 0.383 239

En el procedimiento para obtener el sesgo de una transformacidn

(4.1) se hace uso de las funciones enteras de segundo orden.

Las definimos a continuacibn (ver p. ej. Ahlfors, 1953, pp. 38~

42, 155);

‘
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‘Se dice gue una funpién compleja f de yariable comple- ‘
- : A , - S

ja z es analftica en A si la derivada de £ existe para todo ze¢ A. =
: : : R

T

. : Una funcién compleja de variable compleja es entera §i"f

" es analitica en todo el plano,

Una funcidn es entera de segundo orden si los radios de -

convergencia de las dos series -

5 1 fo(2n) Py g % fo(2p +.1) ,n
n=0 n: n=0 n!
. (i) , ™~
son infinito. Aquf f_ representa la i-&sima derivada de f valua

da en a.
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