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I N T R o D u~c e I o N 

En la mayor!a de los libros introductorios de Es~ad!stica, 

y en particular de AnAlisis de Reqresi6n, se ilace menci6n de -la 

transformaci6n de variables como uno de los métodos para consequir 

rr.~jorar -de acuerdo á det~rminados criterios- o simplificar el mo­

~elo estadtstico en estudio. Sin.embargo, en la mayorta ~e ellos 

se reducen a mencionar muy someramente algunos de los métodos de 

traneformaci6n de variables o, lo que es m!s comdn, se reducen a 

dar algunos ejemplos de tran~formaciones y la utilidad que pueden 

tener en términos muy generales. Si bien es cierto que existen 

algu~os otros libros mAs.especializados que tratan mAs a fondo el 

problema de las transformaciones, tambi~n lo es que éstos no son, 

por una parte, muy asequibles -al menos actualmente- y, por otra, 

son demasiado extensos para prop6sitos prácticos. 

Algunos trabajos se limitan a analizar a ~ondo alguna 

transformaci6n o método de transformaciones con el fin de '~~r una 

ayuda a aquellos que mis la utilizan en la prlctica y que no est~n 

plenamente familiarizados con el método estad1stico¡ o hacen énfa­

sis_ en el desarrollo y alcances de tal método,. con un enfoque fun­

damental:nente te6rico. 

Pensamos, pues, que se ha quedauo un poco olvidado uno de 

los aspectos pr~ctic~s irnµortantes: las pretensiones y el alcance 

tanto de cada uno de los m6todos como de las transformaciones par-
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ticulares que se han estudiado, ast como los procedimientos para 

verificar los objetivos conseguidos por la transformaci6n aplicada. 
•I 

Con el presente t~abajo pretendemos analizar primero la ne 

cesidad, o mejor, la conveniencia del uso de las transformaciones 
-~ . 

(Capitulo 1)1 presentamos tambi~n una recopilaci6n de los m~todos 

de 'transf ormaci6n m!s conocidos de la forma m!s breve posible pero 

tratando de que queden clarament~ explicados y asequibles (Capitu­

lo 2). Los ejemplos que damos tratan de ser una ayuda para conse-

guir este fin. No constituye nuestro propOsito, como veremos m!s 

adelante, el hacer un desarrollo de cada uno de lós métodos ni ~l 

fijar ~uestra atenci6n en los aspectos algebráicos o de cllculo de 

ellos mismos¡ este trabajo ya se ha hecho con ~!s o rne~os amplitud 

y precisi6n (si se desea profundizar en este aspecto, se puede ver 

p. ej. Guerrero y Hern~ndez, 1974, o cada uno de los arttculos ori­

ginales que presentan el.método en cuesti6n). Describimos primero 

los métodos para transforl'lar la variable dependiente, luego aquéllos 

utilizados para la variable independiente y, por Gltimo, un proce-

dimiento que puede usarse para ambas. 

En el tercer cap!tulo presentamos una recopilaci6n de las 

transformaciones m~s utilizadas, haciendo énfasis en el uso qu,e se 

les ha dado y en lo que s~ consigue con ellas. Exponemos tambi~n 

algunas que sirven para transformar poblaciones con una distribu-· 

ci6n especifica distinta de la Normal. 
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En el Cap1tulo 4 describimos algunos procedimientos, bas­

tante recientes, para verificar la utilidad de las transformacio­

nes. Por Oltimo, en e~ ap~ndice damos unas tabl~s necesarias para 

la utilizaci6n de uno de los procedimientos del Cap1tulo 2 y la d~ 

finici6n de las funciones enteras utilizadas en el primer m~todo 

del Cap1tulo 4. -~ 

Con este trabajo no intentamos, por supuesto, hacer un ·es­

tudio exhaustivo sobre el tema, es obvio que las limitaciones de 

espacio, tiempo y de la literatura accesible nos lo impiden. 
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C A P I T U L O 1 

EL USO DE L1\S TRANSFORMACIONES 

Tanto las transformaciones como los m~todos de transfo~-

, maci6n que se han estudiado, han surgido en su gran mayor1a al in­

tentar resolver problemas de An&lis1s de Regresi6n y es ah1, por 

tanto, donde m~s se han utilizado. Tomando en cuenta esto, en 

adelante nos reduciremos' prScticamente a referirnc~s a los modelos 

de regresi6n, aunque habr! que tener presente que pueden perfecta­

mente aplicarse a modelos de otro tipo (p. ej. en los modelos de 

diseño de experimentos) • 

Un modelo de regresi6n es un modelo estad!stico de la for-

ma: 

donde y; x 11 x 2 , ••• , xK y E son variables aleatorias y e 1 ,e 2 , ••• , 

o par~metros desconocidos -por lo general- que intervienen en el 
D ... 

mode_lo. En general, prácticamente -y es el caso más coman- sólo 

se conocen algunas, digamos p-1, de las K variables independientes, 

x 1 , x 2 , ••• , ·xK ¡ se cuenta con un conjunto de n observaciones de 

cada una de las p-1 variables independientes y de la variable de-

pendiente y. Como la relación funcional f es desconocida, se pre­

tende encontrar una relaci6n estimada en base a las observaciones. 

Dentro de los modelos de regresi6n, se .ha visto que los m2 

delos lineales tienen una gran utilidad práctica pues muchas situ!!_ 
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ciones pueden representarse adecuadamente haciendo uso de ellos y·':' 
··~ t ,,. 

adem!s est!n sustentadas en bases te6ricas ampliamente desarrolla-,..: 
' das. Aunque en este trabajo no nos limitaremos a este tipo de mo- , . 

delos, pensamo·s que es importante definirlos. Un modelo lineal de 

regresiOn es un modelo que puede ser escrito en la forma: 

y=xf!•r 

donde ~ es el vector de observaciones y ~ una matriz de forma co­

no.cida, de dimensiones 1 n x 1) y (n x p), respectivament1a. ~ es el 

vector de los par~etros, de dirnensi6n (p x 1) y !..• de (n x ·1), el 

vector de "errores". 

·_Podemos decir que el prop6sito inicial del an~lisis de re 

gres~6n es aproximar la relaci6n funcional que liga a las varia-

bles independientes con la variable dependiente ya que en la rna-

yor1a de los casos aquélla se desconoce o, si no es así, es una 

relaci6n demasiado complicada para ser comprensible o, al menos, 

para describirla en términos simples. Esta aproximaci6n se hace, 

por lo general, con uno de los dos fines siguientes: 

1) Apreciar los efectos que las variables independientes con-

s~deradas producen en la variable dependiente, o 

2) Poder predecir o pronosticar el valor de la variable depe~ 

diente para ciertos valores dados de las variables indepe~ 

dientes. 

En el primer caso se desea analizar p~ecisamcnte el efeÓto 

~ .. ·~ ... 
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producido por cierioas variables. Hemos de. trabajar con las obse!_ 

vaciones tal cual, pues es lo que interesa. N~ tiene sentido, 

pues, en este tipo de circunstancias, la.transformaci6n de varia­

bles porque estartamos alterando la situaci6n original. Suponga­

mos p. ej. q'ue deseamos medir el efecto que.tiene la lluvia x, m~ 

dida en m.m., sobre cierta variable, y., Si transformamos la varia 

ble x a log x2; p. ej., puede se~ que efectivamente el log x2 tenga 

gran influencia en los valores de y, pero hemos perdido nuestro ob­

jetiv_o: ¡no hemos· logrado saber si x -la lluvia- produce algtin efec 

to en y!, pues f1sicamente no tenemos una explicaci6n para log x2. 

En cambio, en el segundo caso, estamos interesados en la 

predicci6n del·valor de una variable, sin importar la forma concr~ 

ta en que se haga ésta. Resulta claro entonces que es en este ti­

po de situaciones cuando puede t·ner sentido el· uso de.las trans­

formaciones. Puede suceder pues que las variables transformadas 

no tengan ningún significado en la realidad, pero eso no importa 

ahora raientras sirvan para predecir la variable que nos interesa. 

Una vez que ha quedado claro cu~ndo puede tener sentido 

el transformar una variable, sería lógico preguntarse qué pretend~ 

mos al hacerlo, ¿por qué razones es útil transformar los datos?, 

¿no seria lo 'ideal trabajar con los datos originales? Efectivarnen 

te, lo ideal seria que con los datos originales pudiéramos obtener 

un modelo que sea sencillo, que represente lo mejor posible la si-



tuaci6n.real que se presenta y que sea Gtil para nuestros prop6-

sitos: pero no cabe duda cjue esto es bastante dificil en muchos 

casos. 

7 

Una r~z6n b!sica para transformar los datos es intentar 

hacer el análisis más simple posible entre todos los que •sean fac­

tibles. Por ejemplo, los datos orÍginales pueden requerir el usn 

de un modelo de regresi6n de 2~ orden, mientras que, después ds 

una transfonnaci6n, un modelo de primer orden puede ser perfecta­

mente adecuado y ta1 simplificaci6n llevará consigo que Jas impli­

caciones de los datos puedan ser entendidas más fácilmente. Inclu 

so en el caso de que pueda usarse una relaci6n de primer grado para 

los datos originales, puede suceder que con una transformaci6n se 

extienda el rango de las variables sobre el cual es válida la rela-

ción de primer orden, lo que nos perm1tirfa tener un rango de pre-

dicciones (interpolaciones, en este caso) más amplio. 

Originalmente las transformaciones se utilizaron más que 

nada par~ hacer más válido el anál1s1s de la varianza (ver p. ej. 

Bartlett (1947) 1 p. 39 o Curtiss (1943), p. 107), ya que éste in-

cluye la suposici6n de tener una varianza constante en los errores 

(residuales) y si ésta tiende a cambiar con la media de las obser­

vaciones, s6lo podrá ser estabilizada por medio de un adecuado cam 

bio de escala. Sin embargo, no es solamente el conaeguir una va-

ríanza constante lo que se pretende. En general, podemos decir 

~ 

-
~ 

' 
~ . 
. ' 
-~ 
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que las ··técnicas usuales para el ~n!lisis de los modelos' lineales 
,, 

han sido desarrolladas con los siguientes supuestos b!si~os: 

al Varianza constante en el error 

b) Aditividad en los efectos 

c) Las observaciones tienen' una distribuci6n Normal, y 

d) Las observaciones son independientes. 

La primera hip6tesis se hace usualmente porque simplifica 
' . 

las t~cnicas de estimaci6n;· si esta hip6tesis· se cumple, .loa .. esti-

madores de m!~~os cuadrados son tambi~n estimadores lineales inses 

gados de varianza m!nirna Sin esta suposici6n, ~n an~lisis de m!-

nimos cuadrados con pesos, nos proporciona estos estimadores (ver 

p. ej. Draper y Smith (1966) :- pp. 77-81). 

La hip6tesis de aditividad es :unportante en la inte~preta-

ci6n de los datos; no es una hip6tesis que sea siempre necesaria p~ 

ra la estimaci6n o para las pruebas de hip6tesis aunque en muchas 

circunstancias será necesaria par~ asegurar la identificación de 

. los parMietros. 

El tercer supuesto es sur.tarnente importante en las pruebas de 

hip6tesis, pues la Normalidad en las observaciones nos conduce a 

procedimientos estándar de prueba relativamente simples que han sido 

investigados a fondo y a distribuciones conocidas~ 

Por filtimo, la hip6tesis de independ~ncia es tarnbi6n muy 

· íitil pues nos permite obtener estimadores de la varianza de los pa-
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r&metros ast como hacer pruebas de hip6tesis en base a distribuci2 

nes conocidas, lo cual, a su vez, permite hacer predicciones v!li­

das. 

Si ~stas _hip6tesis no se cumplen se puede proceder de va­

rias formas, Graybill·(1961, p. 332) menciona 4 alternativas (que 

.en realidad se reducen a tres): 

1) Usar procedimientos no param~tricos que son v!lidos para 

supuestos.muy generales p, en general, intentar otros m~todos de 

an!lisis con supuestos que se ajusten a-los datos originales, al 

menos de me)or forma (en ocasiones esto supondr! el desarrollo de 

nuevos m~todos). 

2) . Ignorar que las hi"p6tesis no se cumplen y proceder como si 

lo hicieran. 

3) Transformar las variables observadas para lograr que cum-

plan las condiciones, al menos de una forma aproximada; y 

4) Si la prueba es insensitiva a las condiciones pedidas, se 

dice que es robusta. Si una prueba es robusta, el procedimiento 2) 

(:$ (Í til. 

Corno menciona Turkey (1957, pp. 602, 609), si es posible en 

centrar una transformaci6n satisfactoria, la alternativa 3) ser! ca 

si siempre rn!is simple que el intentar otros rn~todos, sobre todo 



cuando haya que desarrollar un mAtodo nuevo y, obviamente, mis 

atractiva que la alternativa 2) excepto en el caso de que una 

prueba sea robusta. 

10 

Podemo.s afirmar, de esta manera, que el prop6sito de toda 
-.:.-

transforrilaci6n es incrementar el gra~o·de aproximaci6n a las hip~ 

tesis hechas en los m~todos convencionales de an4lisis. Hasta la 

· fecha, como veremos posteriormente, los m~todÓs de transformacio-

nes que se han desarrollado, han fijado su atenci6n en cumplir fu!! 

damentalmente las primeras tres hip6tesis mencionadaa (o al menos 

una de ellas): varianza constante, aditividad y Normalidad en las 

observaciones. Quiz! esto se deba, como a~irman Box y Tidwell 

(1962, p. 531) a que fr~cuentemente la suposici6n de independencia 

no est4 en cuesti6n o a que se ha introducido una aleatorizaci6n 

de manera que esto permite hacer el an4lisis como si las observa-

c~ones fueran independientes. 

Box y Cox (1964, pp. 211-4), sin· embargo, afirman que en 

cualquier caso estamos interesados no exactamente en encontrar una 

transformaci6n que justifique las hip6tesis sino m4s bien en encon-

trar -si es posible- una m~trica en cuyos t€rrnirios los resultados 

puedan expresarse de una forma m4s concisa. 

Si una transformac16n se elige con el fin de cumplir una 

de las hip6tesis, es obvio que no podemos esperar· que se satisfagan 

todas, aunque sabemos que se encuentran relacionadas. Las trans-
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formaciones elegidas para satisfacer la condici6n de varianza cons­

tante, con frecuencia tienen el efecto de mejorar la proximidad de 

la distribuci6n a la distribuci6n Normal. Una correlaci6n de la 

varianza con el nivel medio en la escala o"riginal implica frecuen­

temente una excesiva desviaci6n que tiende a ser.eliminada después 

de una transformaci6n adecuada. La validez de cualquier supuesto 

de Normalidad debe ser verificada, ya que mientras se sabe que las 

desviaciones moderadas de la distribuci6n Normal no son serias, 

cualquier desv1aci6n grande es probable que afecte la validez de 

las pruebas de significancia. 

Corno ya se menciono, algunas veces se hace la aseveraci6n 

de que la escala original es la rn!s relevante para hacer todas las 

estimaciones, as! corno la rn!s ·comprensible, lo cual constituye un 

argunento en contra de las transformaciones sin un buen fundaf!'lento. 

Sin embargo, este argumento pierde fuerza al recordar que si la va­

rianza de los datos cambia con el nivel medio para diferentes blo­

ques o'grupos, un promedio de los valores de la variable dependien­

te ·para el modelo observado no' es necesariamente el mejor estimador 

del valor de la variable dependiente para el modelo correcto, y el 

promedio en la escala transformada será frecuentemente el mejor es­

timador cuando re-convertimos a la escala original. 

Es m!s sencillo y m!s efectivo trabajar con variables para 

las cuales el modelo es lineal y aditivo. No siempre es posible 
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elegir una transformaciOn para cwnplir la condici6n de varianza 

constant~. y que simult~neamente sea m!s razonable para la hip6te­

sis 'de aditividad, aunque puede suceder que la sclecci6n hecha con 

este criterio aumente el grado de proximidad a un 1nodelo aditivo. 

En algunos casos en qqe se cuenta con informaci6n suficiente -pr2 . 

. cedente de la naturaleza de los datos- acerca de la variabilidad, 
1 

podemos decidir abandonar las ventajas de que se d~ la hip6tesis 

de var~anza constante y seleccionar la transformaci6n'para lograr 

dnicamente la aditividad, dando pesos apropiados a las observacio-

nes dependiendo de la variabilidad conocida. 

Como resulta obvio, las transformaciones han de aplicarse 

una.vez que se han verificado las hip6tesis del modelo inicial pr2 

puesto haciendo uso de los m~todos conocidos para este fin, lo con 

trario no tendr!a sentido. Adem!s, antes de aplicar alguna trans­

formaci6n, habr~ que analizar:. 

l~ Si tiene sentido el uso de transformaciones 

2~ Si puede resultar conveniente 

3~ Cu!les son los objetivos de la transformaci6n por hacer, y 

4~ Qu~ m~todo se va a utilizar para ver si cumple los objeti-

vos. 

\ 
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C A P I T U L O 2 

METODOS DE TRANSFO~.iACION 

.presentamos aqu1 los principales m~todos de transformaci6n 

que se han desarrollado hasta la fecha .. Hemos cre!do conveniente 

dividirlos en tres apartados: m~todos para transformar la variable 

dependiente, para la variable independiente y, por filtimo, un pro­

cedimiento que permite transformar cualquiera de las dos. A conti­

nuaci6n de cada m~todo -que se expone lo ~!s brevemente posible, 

por las razones ya mencionadas- se da un ejemplo con el fin de ha-

, cerlo mAs comprensible. La mayorta de los ejemplos est!n tomados 

d~l articulo original que desarrolla el m~todo. 

2.l TRANSFORMACION DE LA VARIABLE DEPENDIENTE 

METODO DE BARTLET1 (1947) 

Parece ser que antes del articulo escrito por Bartlett 

(1947) s6lo se había estudiado la aplicaci6n de algunas transfor­

maciones especificas (como la transformaci6n de la ra1z cuadrada, 

la logarttmica, la inversa del seno, etc.), de forma que podemos d~ 

cir que es ~ste el primer intento de un m~todo formal de transfor­

maci6n. 

El autor establece un m~todo con una aplicaciOn particular 

al an!lisis de la varianza. Entre las condiciones requeridas para 

conseguir un an!lisis preclso, cuando se hace de la manera usual, 
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esta la de tener una varianza constante en los errores. Este es 

pues el prop6sito fundament~l del m~todo: conseguir estabilizar la 

varianza y, en particular, cuando ~sta tiende a cambiar con el ni­

vel medio de las observaciones •. cuando la media y ,la varianza est!n 

relacionada~ es usual no tener Normalidad, de manera que podemos 

afirmar que el método pretende tambi~n aprqximarse en cierto grado 

a la distribuci6n Normal. 

El método es el siguiente: 

Supongamos que la E{y)=m y que Var·(y)=f(m), es decir qua 

la esperanza y la varianza est!n relacionadas mediante la funci6n 

f 1 . Se pretende encontrar una funci6n g tal que E(g(y}) no est~ 

relacionada con la· Var(g(y}) y adem§s que V(g(y))=c 2 , donde e es 

una constante. 

Si g(y) es diferenciable de orden n, podemos expanderla en 

series de Taylor alrededor de m, de manera que si despreciamos los 

términos de grado superior a uno, tendremos: 

g(y) ~ g(m) + g 1 (m) (y-m) 

por tanto, 

E(g(y)) "E(g(m) + g' (m) (y-m) g(m) 

y, 

V (g (y)) E(g(y) - g(m)} 2 ~ E(g•(m) 

= g 1 (m) 2V(yl = g 1
(m) 2 f(m) 

2 (y-rn)) 

1 En general podrlamos decir que la osparanza y la varianza ds 
una misma variable están relacionildas, al menoD en cuanto a 
la eacala (no tendrla sontido p.nj. que una se di~ra nn ~i­
cras y 1.-i otra en km.}. Sin c•nb.irqr>, ñr¡u1 nu,~ rr:ferimos a un'J. 
rola e i6Jl f ;_i:~ciona1 . 
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Entonces, si deseamos que V(g(y)) sea constante, digamos 

E(g(y)) = c 2 , tendremos: 

g' (m) 2. f (m)· = c 2 g' (m) /fl'iñr = c 

g'(m) 

y, enitonces: 

Ej_emplos: 

El primer ejemplo est& tomado del articulo original. 

1) Supong.amos que la desviaci6n est!indar tiende a ser proporcio 
,·-

2} 

nal a la media, m. 

Tendremos: f (m) constante 

=J~: 
·c ln m 

g (m) 
k 

Es decir, g(m) serla proporcional al ln m. Esto indicar!a 

entonces el uso de la transformaci6n g(y) = ln y. 

-Si y se distribuye binomial, entonces E(y} = np, V(y)= npq. 

mn-m2 
, por tanto: Entonces si m=np, f(m) n 

g(m) -¡ e dm 

. /mn~m2 1 
e ~j¡ dm 

/ 2' · mn-m 

l"""1 (2m-n) = e •n are sen -n 

Es decir, hemos de usar la transformaci6n inversa del seno. 

METODO DE nox y cox (1964}. 

El procedimiento supone que despues de una transformaci6n, 

adecuada de y a y(A), donde y(l) es la variable trnnsformada median­

te el par~mtcro A, se tendr~ que: 
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a) El valor esperado de las observaciones transformadas estarS 

descrito por un.modelo dP una estru~tura simJ?le1 

b) 
. ) 

La varianza del error ser! constante1 y 

c) Las observi\ciones se distribuir!n Normalmente. 

t 1 f lt. d (J.. ) • - d d Demues ran que a unciun· de verosimilitud ~ 'l ,mdx.imiza a e 

A,y •en un énfoque bayesiario- la ~proxi~ada distribuci6n mftrginal de A, 

son ambas proporcionales a una potencia negativa de la suma de cua-

drados de los residuales para la variable 

) es el jacobiano de la transformaci6n. 

Globalmente, el proce~imiento busca un conjunto de parSme-

tres de transformaci6n, A1 para el cu-1 a, b y c se satisfacen si-

mult!neamente -al menos aproximadamente- y la informaciOn muestra! 

sobre los tres aspectos entra en la selecci6n de la transformaci6n. 

El método depende pues.de los supuestos espec1ficos, pero ser1a un 

grave error considerar éstos hasta el final si se desea una buena 

aplicaci6n. 

Supongamos que tenemos un vector de n observaciones de la 

variable dependiente~~ (y1 , y2, .•• ,yn). ~os autores trabajan con 

una familia para.~étrica de transformaciones de y a y(J.,), donde el 

par!metro A -que puede ser un veétor- define una transformaci6n PªE. 

ticular y consideran dos familias de transformaciones que incluyen 

a las transformaciones m!s usuales (e.orno la ra1z cuadrada, la rcc!-

proca, la logar!tmica, etc.): 



lim 

>..-+O 

A 1 ;i60. 

• •• ( 2) 

.. 
•;., 

' 

(1) es válida' para y>O y (2) para y>-A 2 • Como el análisis de 

la varianza no cambia con una transformaci6n lineal, (1) es equi­

valente a: 

A =O 
••• ( 3) 

El rn~todo supone que se puede ajustar el modelo· lineal: 

E(~(>..» = X B ••• (4) 

donde~(>..) es el vector, de n x 1, de las observaciones transfor­

~adas¡ ~ una matriz conocida de dimensi6n n x p y ! un vector, de 

p x 1, de parámetros desconocidos asociado con las observaciones 

transformadas. Se supone tambi~n, como.ya se dijo, que par~ alg6n 

valor desconocido de >.. se cumple que las observaciones transforma­

das son independientes, se distribuyen Normalmente con varianza cons 
2 

tantea y esperanza dada por (4). 

Entonces la funci6n de verosimilitud con respecto a las ob-

servaciones originales es: 

17 
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n 
donde J = 11 

i=l 
es el jacobiano de la transformaci6n. 

Pai;a determinar el valor adecuado de .>. podemos proceder de 

dos formas: aplicando mAxima verosimilitud o utilizando·' el .. m~todo 

bayesiano. 

a) ObtencH'in de.>. mediante mAxima verosimilitud. 

Para una ).fija y si !. es de rango completo. -:rango p-, por 

el nétodo de m!xima verosimilitud obtenemos: 
-1 . (A) A 1 ( ) ( ) A 

! = (!'!) !$.':i. y e/().)= ñ (:i, :\ - ! i>' (:t, A - !. !) 
2 . 2 

donde a ().) es el esti..1ador de a para la >. fija. 

Entonces: Max { ln L {;I, ) ! = 
2 

n ln a (>.) + ln J + K, 
-2-

donde K = - n ln 211 - n 
-2- -2-

Para el caso particular de la transformaci6n (1) : 

ln J = 

y de la transforrnaci6n (2) : 

ln J -

( ).-1) n 
¡: 

i=l 

<'-1-ll ~ ln (~i + >.z) 

i=l 

Un método para escoger la >. adecuada es calcular el valor de 

P().) = - -T- ln ~ 2 ('-) +· ln J. para cada >., y obtener una gr!fica 

18 
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de>. contra P(>.). De esta grSfi~a obtenemos el valo~ de). tal que 

P(>.) sea máxima (es decir, tal que ln L (>.) es mS.ximo). 

· Otro método m!~ preciso es determinar numéricamente el va-

lar>. para el cual todas las derivadas con resp~cto a >.'son cero. 

En el caso particular de la transformac.i6n y ( >.) = (y>.-1) / >., tene-

mos <ver Guerrero y. Hern~ndez, 1974, pp·. 71-72) 
• · · . v 11'.l' A u<>.> 

_a_ Max {. ln L ( ;i.) } = -n L - -

ª" i'..(>.)' ~ ~(:>-) 

n 
+ ·- + E ln y. 

~ i=l· l. -

n 

donde A = I-x 1 -1 1 
(~ !) .!.r y u(>.) es el vector con componentes 

(>.) -1 >. ln 11i = >. yi yi. 

Igualando a cero esta expresi6n se obtiene una ecuaci6n cu­

ya' soluci6n numérica 2nos da la>. adecuada. 

, 
Estos resultados pueden expresarse muy simplemente' si se 

trabaja con la transformaci6n normalizada: 

Entonces tendr1arnos: 

Max f 1n 

2 

L(:>- )J = - -~-
0.)' .,. (A) 

z . A -

2 
ln a (>. ; !> + constante 

s o. , ! 
donde a ( >. ¡ !) = ' es clecir 

S(X, !> es la suma de cua~rados de los ·res~duales de !(X) y, .por 

tanto, la>. adecuada es aquélla que minimiza la expresi6n S( >.,!>· 

2. Ver p. ej. Salvadori y Baron, Numerical Methods·in Engineering, 
Prentice-Hall, 19~9. 
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Para la transformaci6n (3) : 

donde y =( ~ · 
i=l 

es la media geométrica de las observaciones. 

zb.>= (y+).2)).l-1 

).\mg (y+).2 }>.. l -1 
Para la transformáci6n (2) :'. 

donde mg (y+). 2) es la media geométrica 2 ª de las observaciones tras- '' 
ladadas por >- 2 • 

b) Obtención de ). mediante análisis Bayesiano. 
1 
l' 

.\· 

El procedimiento consiste en encontrar la función de densi- ' 
dad de ,are/ y >.dada~().), es decir encontrar P(,li, 0

2 , ).il(:\)), uti-.'< 

!izando el, teorema de Bayes a partir de la verosimilitud 
(A.) i 

P(l /,aro .'A ), que se expresa en (5). Una vez encontrada 

P(_a, 0
2 >./l().)) se puede encontrar la func16n de densidad marginal 

de >. •. 

Es posible encontrar una densidad apr1or1 de)., Po(>.), ya sea 

a través de la '1nformaci6n apriori -cuando se cuenta con ella- o CO!}_. 

sider~ndola uniforme sobre el rango para el cual la función de vero­

similitud es apreciable (es decir, significativamente distinta de ce-

ro). El método supone támbién que, en ese mismo rango, las a's y logo 

pueden considerarse esencialmente uniforme (ver Box y Cox,1964,pp.217-8) 
De esta forma y· sabiendo que: 

2 a 

5 2(') -- v(>,)I ~ "J(.>.) d d ( 1 )-1 ,. " .._ .._ on e A=I-~ ~ ~ ~, y 

V 

v= n - rango (~) 

És decir mg(y+>.2) =( ~ (y1+'-2)i 
i=l 



'· 
obtenemos '··3 la funci6n de densidad 

Jv/n 

marginal de A, P (;\/y) : 
.' 

P( )./~a::: K Po (;\) 

52().)v/2 
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donde J es el jacobiano· de la transformaci6n y K es una constante 

independiente de A • 

De nuevo, si trabqjamos con la transformaci6n normalizada 

z(A) = y().)/Jl/n, el resultado se puede expresar de una manera m~s 

simple: 

y p (A/y) 

de forma que la A adecuada, una vez rn~s, es aquella que minimiza 

S (A, _!) • 

-v/2· En la pr~ctica, podemos graficar- S().,!) contra A y com 

binar esto con cualquier información apriori sobre A· Cuando la 

densidad apriori de;. puede considerarse loc-almente uniforme, la dis 

tribuci6n posterior se obtiene directamente graficando 

Pu(A) = K~ S(A,.!)1-v/ 2 ~ donde K es tal que el area total bajo la 

curva es uno. 

Podemos hacer una comparación entre ambos desarrollos. El 

·Max lrL(A) y el logaritmo de la distribuci6n de A pueden escribirse 

respectivamente como: 

L n (A) = - ~ n ln { S ( >. , ~) /n J ' L b ( >.) 

3 Sabemos que siempre es posible conseguir que x sea de rango 
comploto (P) y entonces tendríamos v=n-p 
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que difieren Qnicamente en la sustituci6n·de n por_~· Ambos son fun 

cienes mon6tonas de S(x,!_) y sus m~ximos ocurren al minimizar la su-

ma de cuadrados S(x,!>. Para una descripci6n general,L y Lb son ·m 

sustancialm~nte equivalentes. Sin embargo, puede suceder f~cilmente 

que el cociente v/n sea apreciablemente men~r que uno, a6n cuando n 

sea muy grande. Por tanto, en ~as aplicaciones la diferencia no 

siempre puede despreciarse. 

Ejemplo. 
1.-

Damos un eJ emplo publicado en el articulo or.19inal en que se 

expone el m~todo .. Consiste en un experimento sobre el comportamien­

t.o de hilados· sujetos a ciclos de cargas sucesivas para el engrosa-

miento de la fibra. En la tabla 1 damos el número de ciclos para 

obtener una falla en el proceso, seg6n los valores de los factores 
¡ ,. 

siguientes: 

x1 longitud del especimen probado ~250, 300, 350 m.m.) 

x 2 amplitud del ciclo de carga (B, 9, 10 m.m.) 

x 3 ,carga (40, 45, 50 m.m.) 

Los correspondientes valores de éstas x para cada valor · 
. , 

de y se denotan conven9ionalmente por -1, o y l. 
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Antes de aplicar propiamente el método, veremos que es 

posible deducir algunos resultados analizando la tabla. 

El rango de variaciOn de ·1a y es sumamen~,e amplio -de 90 

a 3636 ciclos~ por lo cual resultar1a razonable tratar de analizar 

log y, lo cual implicarta una gran simplificación del problema en 
• r , 

este sentido. Box y Cox afirman qu_e también parece natur'al tomar 

logaritmos en las variables independientes, esto es, consideran mo 

delos del siguiente tipo: 

••• (1) 

Si linealizamos este modelo tomando logaritmos en ambos 

miembros, es decir, si consideramos el modelo 

obtenemos los siguientes estimadores para las s•s, con las estima-

cienes de las desviaciones· est§ndar correspo~dientes: 

a1= 4:96 ±0.20, e2= -s.27± o.Jo, 83 =-3.15±.o.Jo 

De aqu1 vemos que B 1 "' -13 2 , lo cual sugiere que la combinación 

log x1-log x 2 = log(x1;x2) puede ser relevante. 

De hecho, x 2/xl. representa 1.a amplitud del ciclo de carga 

por fracci6n de especimen. Si ~acemos x4 = x 2/x1 y ~edondeamos los 

coeficientes de regresi6n obtenidos, resulta el modelo: 
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que se a~usta muy bien a los datos. De esta manera, podemos decir · 

que hay argumentos generales -basados en el análisis simple de'los 

datos- bastante fuertes a favor de una transformaci6n loga~1tmica 

de todas las variables. 

Será interesante ahora, ver si el método propuesto nos in­

dica la misma transformaciOn logarttmica. Consideramos finicarnente 

transformaciones de la variable dependiente, ya que, adem~s de que 
' el método no permite otra cosa, la transformaci6n de las x no tendr!a 

gran efecto en la linealidad puesto que el rango de sus valores es 

·bastante pequeño. 

Consideramos la familia de transformaciones (3), es decir: 

: (X) 
y~ == 

Y :>.., l. #0 

ln y , ;. =O 

y, en términos de la variable estandarizada z {¡,): 

y >. -1. 
A.-1 

Ü) 
). ~ 

z 
l." 

-1 lim 
),-+ o >,y ;i,,-1 

donde, como ya vimos, $' =( ~ yi)
1_fº 

i=l 

). -r o 

::: y ln y, >.=O 
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El método supone que después d.e esta transformaci6n: 

a) El valor esperado de la variable dependiente -i.e., el m2 

delo- puede ser representado por un modelo lineal en las 

x; 

b) La varianza de los errores es constante; y 

c) Las observaciones se distribuyen Normalmente. 

Estos supuestos pueden ser verificados mediante las técni­

cas usuales (prueba de Shapiro y Wilk, prueba de Durbin-Watson, 

prueba de Levene, análisis de residuales, etc.) y, adem!s , en el 

cap!tÚlo 4 describirn9s algunos procedimientos para verificar la 

utilidad de· la transforrnaci6n. 

La funci6n de verosimilitud maximizada y la 31stribuci6n 

rnargjnal de >. están en funci6n de la suma de cu.adrados de los resi­

duales de z(>.), S(>. , !l· Puesto que hay 4 constantes en el modelo 

de regresi6n lineal y 27 observaciones, la suma de cuadrados tiene 

27-4=23 grados de libertad. Reco=dando que S(>. ,!)=Ei (zi (A)_ ;'1A))~ 

la tabla 2 muestra los val.ores de S( !.,!_), Max, ln{LO)}y Pu(>.) 

para distintos valores de >. y graficamos los resultados en la gráfi­

ca 1. Los cálculos fueron hechos en base a las f6rmulas siguientes: 
n• • A¿ J :\.-13.5 

L'll (>.) - 2- ln o
2 

(A,!) = -13.5 ln cr (>., !l = ln\SO.,!J- +44.0 

Para Pu ( >.) hacci1os uso de L b ( 1.) = -·+in ~ S ( >., .~) /v J, de manera qu~ 
pu ( A ) = K exp ·J Lb ( A ) J 
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4 
donde, como vimos, K es el rec1proco del área bajo la curva 

T A B L A 2 

26 

).. so,;_l Lm ()..) " s ().., ;> Lm (t.) 

LOO 5.4810 21. 52 "'º· 20 0.2920 61.11 
o.so 2.9978 29.67 -0.40 0.5478 52.61 
0.60 l. 5968 38.17 -0.60 1.1035 43.16 
0.40 0.8178 47.21 -o.so 2.1396 34.22 
0.20 0.4115 56.4A -1.00 3.9955 25.79 o. oo· 0.2519 63.10 

).. Pu()..) }... Pu().) 

0.20 0.02 -0.10 4.66 
0.15 0.09 -0.15 2.36 
0.10 0.42 -o. 20 0.77 
o.os l. 58 -0.25 o .19 
o.oo 4.18 -0.30 0.04 

-0.05 5.64 -0.35 0.01 

4 El §rea bajo la curva y= exp Lb(¡._) fue determinada por in­
tegraci6n numérica, (ver p. ej. Salvadori y Baron,op. cit., 
p. 70) 
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Analizando con mls detalle el intervé4lo de· O. 00 a -o. 20 

para el caso de Lm(A), y el interv~lo (-O.OS, -0.10) para el casode 

p C;\)los autoras concluyen que ~l valor 6ptimo de,\ es.aproximada-
u \ 

mente ~=-0.06. El intervalo de confianza del 95% ya, ap:roximada-

mente, de -0.18 a 0.06. La distribuci6n de Pu(,\) tiene su media en 

-0.06 y alrededor·del 95% de la distribuci6n está entre ~0.20 y 

o.os. 

La conclusi6n es, pues, que la selecci6n de ,\=O -que implica 

una .transformaci6n logar!trnica-tiene grandes ventajas y est~ fuerte-

mente fundamentada por los datos. 

2.2. TRANSFORMACION DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE 

METODO DE BOX Y TIDWELL (196.2) 

··¡.. -

Los autores suponen que los errores se distribuyen Normalmen 

te al menos de una manera aproximada, independientemente y con varian 

za constante y se concentran en encontrar transformaciones en la va 

riable independiente, x, para obtener una funci6n de regresi6n tan 

simple como sea posible. Sin embargo, la aplicaci6n del m~todo no 

se limita a este aspecto. Quiz~ su uso más general es cuando no se 

conoce la forma de la funci6n que relaciona a las variables indepen-
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dientes con la variable dependiente. En estos casos, cuando-se de~ 

conoce la verdadera relaci6n funciónal f(!,, .Q), con frecuencia puede 

progresarse considerando 'una funci6n g(!., f) -a la que se llama fun 

ci6n "graduante"-, la cual puede esperarse que represen~e bien a la 

verdadera relaci6n en cierta regi6n del expacio !.· ! est4 compues­

ta de l constantes emp1ricas, donde l < p -p es el n1lmero de par! 

metros de·e -. En particular, a menudo se intenta que g(!., !) sea 

un polinomio de 1 ~ o 2~· grado en x. Esta t~cnica para el estudio 

emp1rico de las caracter1sticas locales de la funci6n "de respuesta" 

ha sido. llamada "An.1lisis de la superficie de respuesta" y se ha 

aplicado ampliamente en el trabajo experimental, particularmente en 

· ,., la industria qu!mica. 

El prop6sito fundamental es, entonces, trabajar con un poli­

nomio de grado "pequeño" en las variables transformadas en vez de un 

polinomio de mayor grado en las variables originales. 

Las ventajas de aproximar la expresi6n mediante una forma l_! 

neal -que es factible si la funci6n es estrictamente mon6tona- son 

las siguientes: 

·a} Se pueden apreciar m§s f§cilmente sus implicaciones; y 

b) Simplifica los c&lculos subsecuentes para los que esta expr~ 

si6n pudiera necesitarse. 

un uso coman del An~lisis de superficie de respuestas es en-
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contrar un conjunto de valores x10 , ~20 , ••• , x ic:ode las variables' 

independientes, tales que una serie de j variables, dependientes 

, estén dentro de ciertos limites especificados. 
K 

cuando pueden encontrarse unas funciones lineales aproximadas -gr!_ 

duantes- en las varia~les transformadas adecuadamente, el problema 

de satisfacer simult4neamente esta j desigu~ldades, es un problema 
I 

est4ndar de programaci6n lineal y puéde resolvef~e con las técni­

cas ordinarias. El correspondiente problema cuando las funciones 

no sean lineales es m4s dif1cil. 

Por otra parte, cuando se analiza a la funci6n f(~, ~) en 

una regi6n en que tiene un extremo,· en ocasiones podremos represen­

tarla mediante:un polinomio de 2~ grado, problema relativamente f! 

cil (Box y Wilson, 1951). Si el polinomio de 2~ grado en las vari~ 

bles originales no es adecuado,· es preferible hacer una transforma­

ci6n para obtener un adecuado polinomio de 2~ grado en las variables 

transformadas que ajustan un polinomio de mayor grado sin transfor-

mar. 

El procedimiento considera a cada Yariable transformada en 

funci6n de s6lo una variable original, aunque lo ideal s'erta que es-

tuviera en función de todas las variables originales. 

Supongamos que contamos con las observaciones y1 ,y 2 , ••• ,yn 

y los valores de las n variables x1 , x2 , ••. ,xn' donde xi es un vec­

tor de k x 1 que indica los valores de las x para la i-esima observ~ 

-t: 
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ci6n. Suponga adern~s que: 

{: 
2 , si 1.=j 

E(yi) = ni y E (y i - ni ) (y j,.. Tlj ) = 
si i7' j 

2 
donde a es desconocida. Supongamos que r¡ puede repres~ntarse apr2 

xiinadamente en la regi6n de inter~s 'mediante una funci6n simple 

n = f(~, ~),donde los elementos h1 , h 2 , •.• hk del vector h son 

las x transformadas de alguna forma adecuada .de modo que 

hi=hi C!i' g_i)' donde xi es un ~ector de dimensi6n Pi' cuyos ele­

~entos son las constantes ?esconocidas de la transformaci6n. ~ es 
• 1 

un vector de 1 constantes desconocidas que dependen de las trans­

formaciones particulares -i.e., dependen de la selecci6n de las 
(O) (O) (O) (O) 

a 's-. Supongamos que a i =(a il , a ii . , ..• , a ipi ) son los va-

lores iniciales de las constantes de la i-ésima observación. En la 

la. iterací6n, eEtos valores podr1an ser tales que hi= x1 , es de-

cir, tales que no se ha aplicado ninguna transformación. Podemos 

determinar h <º> para el vector cuyo i-ésimo elemento e~ 
u 

(O) 
hi(xiu' ªi ). Desarrollando en estos valorús supuestos e ignora.!! 

do - (O)) los t~rminos de grado mayor que uno en (a ij ªij tenemos 

aproximad.amente: 

n = f (h (O) n) 
u u , ~ 

k 
+i: 
i=l 

donde a f (h_, 

ªªij h==h (O} 
U (O) 

C1 j_=a i 

~~ ( - (O ) { _a -f-(_!!_,_a._> __ jh=h (O ) 

j
¿ -1 CI ij CI ij ) oc:r, U 
- . ij - (O) 

CJ i-ª i 

••• ( 1) 

·f f(h, 
¡¡_) 

{ 
ah 

} a = 

iu 

a hi <º ) 
ªª (O) 

h=h a 
u :f.j i i 
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·.·, _..,',. 

pues C2, 

nacemos la forma particular de las transformaciones hi que hemos 

decidido usar, pero deberemos de estimar las cantidades 

de alguna manera. Esto rlo podemos hacer con 

venientemente con un ajuste preliminar de las observaciones a 

nu= f(hU(O) 1 a) mediante el m~todo de mínimos s~adrados O cualquier 
, . (O) 

otro. Podemos derivar la expresi6n ajustada yu=_f(hu , b), donde b 

es el estimador de m1nimos cuadrados de f3 para obtener valores apro­

ximados de ,las cantidades requeridas{;f(_!!,Jl)/ a~ilh=h~O) , 

Los n . l: Pi valores apr9ximados de 
i"-'l 

que podemos ahora calcular, nos 

' proveen de un conjunto de variables independientes del cual podemos 

obtener los ajustes a las constantes de las transformaciones reaju~ 

tanda las observaciones a la expresi6n completa del miembro derecho 

de la ecuaci6n (1) mediante el m~todo de mínimos cuadrados. Estas 

constantes ajustadas pueden tomar ahora el lugar de los valores ini­

ciales supuestos en los cálculos anteriores y repetir el ciclo com-

pleto. 

Uno de los tipos de transformaci6n más simple que se puede 

utilizar, pero que incluye a muchas.de las transformaciones más usua-

les, es la transformaci6n potencia: 
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ªi 
.. ,.pr·;· Xi , a i ; o 

h.= 
l. 

ln xi ªi =.O 

En la práctica, si hacemos suposiciones distintas de 1 pa~a los va-

lores de a. en la la. 1teraci6n, siempre podemos considerar esta& 
l. . 

a· 
x. l. como las variables b~sicas x., de tal forma que s6lo considera-

l. . l. 

mos el caso en que a 1=aj~ 1. Habiendo obtenido los nuevos valores 

del co~junto de valores iniciales, podemos tratar las resultantes 

x transformadas como nuevas x para llevar a cabo una segunda itera 

ci6n y as! sucesivamente. Tenemos entonces el modelo 
a· 

n = f(~, ~) con h1= xi l. 
{O) Y·ai =1, i=l,2, ..• k para nuestros 

~rimeros supuestos. 

Entonces aproximadamente: 

nu = fC~u• ~). + ~ (a1-1i[ 
i=l l 

es decir, k 

1: {a.--l){<lf(xu' !; } .x ln x. 
i=l l. iu l.U 

"" UAiu • 

••• { 3) 

• •• { 4) 

Procedemos 1~ ajustando yu= f{xu,b). Entonces derivamos esta expre­

si6n !)ara obtener las cantidades 3f{xu,b)/ax1u que estiman las can-

tidades entre las llaves en (4). Multiplicamos por x. ln xi.u para 
. l.U 

proveer las variables independientes nuevamente construidas: 



z ·=f¡¡f(xu' b) 
iu ax .,., 

. iu 
} 

Reajustando por m1nimos cuadrados·las cantidades: 

k 

= f(xu' !_) + ¡; 
i=l 

34 . 

obtene:,;c,;; ;.os estimadores a
1
.-1 de a .-l. Podemos considerar ahora 

1 . 

"" ª1 a las variables '"i como las xi en una iteraci6n posteri.or. 

Si ~eSe&"l\OS ajust.ar una funci6n lil'}eal en las hi' es de-

cir, si: 
k 

nu = f(h , .§_) . 60 + E si hiu -u 
. i=l 

donde hiu = x:! , entonces, siguiendo el procedimiento anterior pr! 

mero aJustamos: 

Podemos ahora reaj~star: 
k 

+ E 
i=l 

y los primeros estimadores de las a's est!n dados por ai=(ci/b1) +l. 

1· x. = 
l. 

El proceso puede entonces repetirse co~ las nuevas .variables 
ª1 xi Esta aplicaci6n particular ha sido investigada por• 

Turner, Monroe y Lucas (1961). 
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una car~cter1sttc~ im~~~~ante del p~oce~inlten~o es. su ra­

pidez de. convergencia, aunque quiz! . una desvent~~a ~.iee¡· 1 que debe 

ponerse especial atenci6n en los errores de redondeo, pues se ha . 

visto .en algunos ejemplos que el no considerar un n~ero suficie~ 

te de decimales acarrea violentas oscil~ciones en las iteraciones 

. sucesivas, 

Es factible, esperar estimadores razonablemente buenos de 

la transformaci6n requerida c~ando ·5 q= 0.5 r/m no es muy pequeña 

o a no es muy grande. El procedimiento debe deternerse al obtener 

un ajuste suficientemente bueno-. 

f::Jemplo: 

Damos un ejemplo publicado en el art1culo original en el 

que k =l, es decir, se tiene solo una variable independiente. Si-
l 

guiendo el procedimiento visto y si utilizamos la transformación p~ 

tencia tendr1amos: 

Tomando ~orno valor inicial a=l, primero ajustamos el modelo: 

y luego 

y los primeros estimadores de 

Podemos repetir el proceso con las nuevas 
5 Se supone que se tienen n valores 

te original, x, que se encuentran 
media m y rango r. 

ª1 variables x 1 = x 
de la variable independien­
igualmente espaciados, con 
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El ejemplo nUJQ~rico es el si9uiente: 

·1 

. -!. 
ii.-

\ 

í 
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''4: 1· 

j .. '-.~· 
:t,;. 

; 

Un·investigador observa la cantidad de pollnieros 6 ·fo!, 

mados en una hora bajo condiciones estables en varias cargas igual 

mente espaciadas de un catalizador. tos datos·son los siguientes: 

Gramos de catalizador 
cargados al.reactor 

~ 

0.5 
1.5 
2.5 
3.5 
4.5 

TABLA 3 

Gramos del polt­
mero formado 

y 

28.45 
47.78 
64.35 
74.67. 
83.65 

Valores de W para 
q=O.G y n=S 

0.321 041 
-0.207.594 
-0.281 630 
-0.098 120· 
~-266 304 

Divisor ~ = 0.195854 

Posteriormente explicaremos el significado de la 3a. columna y del 

divisor 6. 

De acuerdo con estos datos el primer ajuste resulta 

y= 25.4575 + 13.729 X 

con un coeficiente de correlaci6n del 98.62%. 

Luego tendríamos que reajustar y = b0
1 + b1

1 x + c1x ln x 

En la práctica, en algunas ocasiones es conveniente calcular 

e utilizando las funciones ortogonales que podemos obtener de la si-

guiente manera: 

6 Un poltmero,puede definirse como una cadena de moléculas o 
corno una molécula "grande" que resulta de la reacci6n de mu­
chas rnol~culas sencillas (mon6meros) capaces de combinarse 
en series. 
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supongamos .que se cuenta con n valores de la variable inde­

pendiente original x, igu~lmente expaciados, con media ~ y rango r. 

Podemos definir entonces la cantidad: 

l 
q = 2 rango de la variable independiente 

media de la variable independiente 

,1 
= 2 r 

m 

y, por medio de l?sta, la cantidad !'l = [x ln x]/mq2 , donde [x ln x] 

representa la parte ortogonal de x ln x. En el apéndice se dan los 

valores' de W para distintos valores de q y den. En nuestro ejem-
¡' 

plo m~2.5 y r=4, entonces q=O.B. En las tablas' de las funciones or 

togonal ·~ncontramos los válores de·w para q=0.8 y n=S y el .corres­

pondiente valor del. divisor A que reproducimos en la tabla 3. Pode 

moa entonces calcular c ,con la· f6rrnula: 

e = ¡: 
i 

y, por tanto, en nuestro e)emplo obtenemos c= -B.0844. 

De donde a, el estimador de a , es: 

a= c + l 
b 

-8.0844. 

13. 729 
+ l 0.4111 

Podemos hacer ahora nuevñs iteraciones tomando corno variable inde-

pendiente x 1 = x ª . u u 

Iteraci6n 

2a. 

3a. 

En esto caoo obtenernos: 

a 

0.458 

0.474 

b 

44.306 

42.443 

y entonces el modelo final es: 



X
u. 474 y = -2.411 + 42.443 

que tiene una correlaci6n casi perfecta del 99.91% • 
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Podemos considerar que los datos sugieren que una transfor­

maci6n conveniente podrta·ser x112 , ya que una alteraci6n tan peque-

ña del valor de estimado puede ser despreciable. 

METODO DE DOLBY 
0

(1963). 

El objetivo primordial de este método es cons~guir que la 

variable dependiente est~ relacionada linealmente con la variable 

inder.>endiente (teniendo en cuenta nuevamen.te, que una transforma­

ci6n nue l~nealiza la funci6n puede servir también para aDroxi­

marnos más a los otros supuestos} y encontrar la relac16n lineal 

que mejor se ajuste a los datos. 

El autor se limita a considerar la familia de transforma­

ciones de la forma T(x) = (e+ x)P, donde pes un nt1mero real y e 

es lo suficientemente grande para lograr que c+x~O en el recorrido 

de los datos. Se tratar1a entonces de ajustar el modelo 

y =.a + b {e + x)P • • • ( 1) 

El proceaimiento consiste en examinar una ecuación diferen 

cial que éaracteriza a la familia de transformaciones y de aht de-
7 

riva una ecuaci6n -por el m6todo de diferencias finitas- que es útil 

7 Ver p. ej. Salvadori y Barón (op.cit.)p. 45 
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para obtener un estimador de p, que podemos usar como una soluci6n 

aproximada o como el valor inicial de·una soluci6n m!s precisa. 

Si y est! dada por· (l.) , podemos obtener la ecuaci6ri dife-

rencial: 

1 
p-l. • • • ( 2) 

Sea f.una funci6n que es una soluci6n de esta ecuaci6n di­

ferencial, entonces podemos definir: 

Af = 0.5 + ...2._ (L )·'·.· (3) 

. dx f" 

que ·servirá como un 1ndico de la familia de transformaciones. Algu-

nas propiedades de Af sugieren una relaci6n .de correspondenci,á de 

la recta real con el circulo, con Af~ O en el poio sur de éste y 

Af = ± ~ en el polo norte. Dajo tal correspondencia y si escogernos 

el diámetro del circulo igual a ;-3'¡2, las transformaciones de ma­

yor interés pr!ctico estarán igualmente espaciados alrededor del c1r 

culo', En la figura, 2 mostramos la gráfica resultante. 

-~ Lineal 

A 

Rec!proca 

F I G U R i\ 2 

•'-¿: 
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. Por el método de diferencias finitas .es posible calcular 

uha aproximaci6n a la ecuaci6n diferencial l3), de forma que: 
. . 

o. s + j o'. s Cd3+d2> 

\ d3 - ª2 

donde d1= f(xi+l> - f(xi) y suponernos que los valores de la varia­

ble independiente est!n igualmente espaciados. 

. Tenemos, pues, ·una aproximaci6n, ªf, al valor Af, obteni­

·da de los datos. Podemos entonces proyectar el valor de ªf del 

eje real al polo norte del circulo para determinar cu~l de las 6 

transformaciones consideradas debemos usar, 

Si los valores de la variable independiente no se encuentran 

igualmente espaciadas, hemos de definir ªf de otra forma. Entonces, 

si 

[i+1,iJ di ------

y, [i+2, i+1, i] = 

podemos definir: 

Af = ~ { l+ __ l ___ (r4,3j+[3,2j - (3,2] +(2,1))} 
x 4+x3 -x2-x1 [4,3,2J - [3,2,1] 

Es importante hacer notar que en cualquiera de los dos casos s6lo 
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utilizamoc 4 valores de la variable independiente para determinar 

ªt• Estos valores deben ser los extremos de las observaciones o~ 

denadas -es decir, el valor menor y mayor de·x- y los dos puntos 

interiores m4s cercanos a aqu~llos que !;iUbdividen el intervalo en 

_3 intervalos iguales; esto es, debemos dar a x 2 ·el valor de la x 

m4s aproximado a (ver Dolby, 1963,.p. 323): 

x(2) ~·xl + Cx4 - xl) 

3 

y, an'!logamente, dar a x3 . el valor de x ~~s pr6ximo a: 

2(x4 +X¡) 
x{3) .. xl + 

3 

Con esto tenemos entonces una soluci6n aproximada para elegir el 

valor de p. 

De las·ecuaciones (2) y (3) y de la aproximaci6n a Af se 

puede'obtener una soluci6n m4s rigurosa, puesto que: 
l = O.S(d3+d 2} _ 0.S(d2+d1 J 

p - 1 

es decir, 1 = af - 0.5, obtenemos la aproxirnaci6n 
p::-r 

p = 1 + 1 

El cálculo.de ªf puede hacerse también dividiendo las obse!. 

vacionas en subconjuntos de 4 puntos, de cada uno de los cuales ~e 
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obtendr~ un estimador d~ ·af, que luego proveer!an un estimador fi 

nal como resultado del promedio de ellos. S~n embargo, de esta m~ 

.ne~a, el error de cada estimador de ªf serta incrementado ~l menos 

en n. y al promedia~ estos n estimadores independientes -suponiendo 

que el conjunto de observa9iones se puede subdividir.en.n subconju~ 

tos, cada uno con 4 puntos-, el error s6lo se reducir1a en n112 , lo 

cual conducir!a a una pérdida considerable. Es muy dudoso, pues, 
1 

que esta forma de efectuar los c~lculos valga la pena. 

Dolby afirma que parece razonable concluir que cuando las 

desviaciones no ~op m~y grandes en el caso de que los valores de la 

variable independiente no estén igualmente espaciados y si la raz6n 

del error experimental al rango de la variable dependiente es del 

2% o menos, entonces el método es útil como un indicador aproxima-

do de la transformaci6n adecuada. Sin embargo, ~l basa estas afir­

maciones -principalmente la segunqa- en los ejemplos que ha resuelto . 

en los cuales efectivamente el método funciona bien. 

Una de las mayores ventajas del método es su rapidez, puesto 

que, además de que, una vez que se conocen e y p, la deterrninaci6n 

de a y bes directa {y la determinación de c no es dificil), el pro­

cedimiento mismo para determinar el valor de p es bastante rápido. 

Sin embargo, el método gráfico puede no ser muy satisfactorio en al-

gunas ocasiones, a pesar de que en los ejemplos dados en el articulo 

original producen buenos resultados. Adem~s, como es claro, otra des 



ventaja del procedimiento e~ ~ue s6lo es fitil cuando se tiene 

sola variable independiente, 

Ej~plo: 

Aplicamos este procedimiento a los mismos datos del ejem­

plo utilizado con el m€todo de Box y Tidwell, 

""· Primero hemos de determinar los cuatro valores de la varia. 

ble independiente que entrarSn en los cálculos. Sabernos que debe-· 
\ 

mas tomar x1=1.5 y x4=4.5, x2 deberá ser el valor m~s cercano a: 

x( 2) = x1 + Cx 4-x1 ) 

. 3 

y x 3 el más cercano a·: 

= 0.5 +4 =1.833 
3 

por tanto, x 2 = 1.5 y x3=3.5. De esta forma tenemos: 

xi f(xi) di 

o.s 28.45 
l. 5 47.78 19. 33 
3.5 74.67 26.89 
4.5 83.65 8. 9 8 

de donde ªf = -3.558. Proyectando este valor del eje real al polo 

norte del c!rculo, obtenemos la siguiente gráfica: 
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-1. 5 -1. o -0.5 

Lineal 

. o 
Rec.1proca 

cuadrática 

·Exponenci~l 

0.5 1. o 

F I G U R A 3 
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l. 5 

Por tanto, seglln la g~§.fica, la transforrnaci6n .3C:.,J·.'•.:'.'J.da es 

t"-á entre la /X y X. Con el método de Box y Tidwel l, la tr'im;form~ 

ción final resultaba aproximadamente la IX, de manera qub e: modelo 

sería semejante,· aunque en realidad la proyección se inclina mas ;:i 

la transformación lineal {o rn§.s prppiamente. a <C ••<icer n:.l ::1_;11.; t'rans 

formación} que a la raíz cuadrada. 

Si deseamos un estimador miis r1guruso, oLit<?.ndrLunos: 

p + 1 0.7536 

Podemos temar c•O, pues asi se cumple qua c+x>O e~ todo el 

recorrido. Entonces, el modelo obtenido es: 

y a+ 
l 0.7536. 
0 X 

que difiere del obtenido con la proyección y con el de Dox y Tidwell 1 
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aunque la diferencia no e~ alarmante. Podr1amos co~cluir que ésta 

última estimaci6n de p sugiere el uso d~ x314 co~o v~riable indepe~ 

diente, resultando el modelo: 

y= 16,9998 + 22.312 x0• 75 

con una·correlaciprt muy buena del 99.53%, aunque ligeramente menor 

que la obtenida con el rn~todo precedente. 

2.3 ~SFORMACION DE AMBAS VARIABLES 

METODO DE DRAPER Y HUNTER (1969) 

·El proceairniento consiste en'ayudar en la selecci6n de una 

transformaci6n media~te gráficas de funciones que se dan natural­

mente en el análisis usual. Cuando hacemos varias de estas .gráfi-

cas, puede suceder que no todas indiquen la misma transformaci6n 

y esto es lo fundamental del método: analizar, de manera gráfica, 

las consecuencias de hácer varias transformaciones .a un. conjunto ª"' 
datos. 

El hecho de que no todas las gráficas indiquen la misma 

transforrnaci6n, puede parecer,"a primera vista, una desventaja pe-· 

ro la realidad no es as1: usualmente no se puede obtener ur.a sola 

transforrnaci6n que satisfaga varios criterios distintos. Lo que 

el método pretende es analizar simultáneamente una serie de crite­

rios diferentes para poder tomar una actitud m§s flexible. Como 
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los criterios que hemos de considerar dependen del problema partic~ 
~ 

lar, no hay ninguno que sea fijo, ni hay tampoco una ~etodolog1a 

que aplicar en•todos los casos salvo el analizar las gr4fic~s de al­

gunas estad1sticas que es~én ~n funci6n de.los distintos valores de 

los par§metros que definen la transformaci6n considerada. 

Como la eficiencia del método estriba en el an~lisis simul-

táneo de diversos aspectos o criterios, el método supone la ayuda 

de un buen equipo de computaci6n que permita la elaboraci6n de las 

gráficas y el estudio simultáneo de aquéllos. Normalmente se podrá 

hacer uso de los programas estándar existentes para regresión y aná .-
lisis de ia varianza, con un pequeño programa introductorio evitando 

la elaboración de programas especiales. 

Uno de los aspectos m~s atractivos del procedimiento es, qu~ 

zá, la flexibilidad del mismo, ya que permite no sólo el estudio de 

una transformación tanto en la variable dependiente como en la inde-

pendiente, sino el análisis de transformaciones diversas. Incluso 

es posible considerar también al mismo tiempo algunos de los métodos 

presentados anteriormente. Trata de satisfacer asimismo los tres su 

puestos asociados con los modelos lineales: aditividad, varianza con~ 

tante y Normalidad, con la modalidad de que las estadísticas para ve-

rificar .estos supuestos pueden incluirse en el mismo procedimiento de 

selección, evitando ?SÍ posteriores verificaciones. 
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Ejemplos, 

. Presentamos dos ejen¡plos con el fin de resaltar la importaE 

cia y flexibilidad-de este procedimiento. 
' I 

1) Reproducimos un ejemplo original de Turner, Monroe y Lu• 
, . .; 

cas(l959), en el que los datos consis~en en tiempos record y sus 

correspondientes velocidades, observados en carreras de atletismo. 

T A B L A 4 

Tiempo Velocidad 

X· y 

(Hq) (m/seg) 

20.0 10.06 
45.2 ·a. 85 

105.7 7.57 
139.0 ·' 7.19 
237.8 6.77 
302. ¡;! 6.62 
472. 8 6.35 
816.8 6.12 

1710. 4 5.85 
3600.0 5.57 

Supongamos que deseamos transformar los datos mediante 

z=xª para ajustar el modelo de primer orden 

. E(y) = e~ + e 1 z 

Esto nos llevar1a a realizar un an~lisis de la varianza del siguieE 

te tipo: 
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Fuente Grados de Suma de cuadrado Cociente 
Libertad cuadrados Medio 

bo 1 scb
0 

cmb
0 

b1/bo 1 scb1 ~1 
Residual 8 ser s2 

Total 10 set 

Debido al modelo qu,e queremos ajustar deberemos es~oger. 'a' de . 
rnan~ra que cmb1 sea grande y s 2 sea pequeña .(es important~ hacer no­

tar que si transformáramos la variable dependiente y, deber1amos exa-

minar los cocientes de los cuadrados medios y no los ~uadrados medios, 

puesto que la suma de cuadrados total cambia con la? transformaciones 

de y, lo cual no sucede en este caso). Dado que,scb
0 

y set son cons­

tantes, ser se minimiza cuando scb1 es máxima. Entonces s 2 es m1nima 

cuando cmb1 es máx!ma y, por tanto, nos bastará con examinar'la grá-

2 2 ... 2 
fica de·s .. contra a. Recordando nuevamente que s = i: (y

1
-y.) y para 

i l. 

valores de'a'en el intervalo de -J.O a 2.0 obtenemos: 

a s 

-3.0 0.96254 
-2.5 0.87541 
-2. o 0.74272 
-1. 5 0.54297 
-1. o .o.26367 
-0;5 0.01744 
-0.45 0.01022 
-0.44 0.00946 
-0.43 0.00895 

T·AB LA 5 

a 

-0.42 
-0.415 
-0.41 
-o. 4 . 

o.o 
0.5 
1.0 
l. 5 
2.0 

.2 
s 

0~00868 
0.00864 
0.00867 
0.0089.2 
0.26803 
l. 01817 
l. 55388 
l. 81600 
1.94693 
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Mostramos la •gr.áfica de los resultados en la siguiente figura: 

-3.0 -2.0 -1.0 -0.5 o 0.5 1.0 2.0 

a 
F I G U R A 4 · 
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De aqu1 vemos· que s 2 alcanza su ;m1nimo aproximad.amente en 

a =-0.41. Si no utilizáramos ninguna'transformaci6n, el ·valor de 

s 2 serta el correspondiente a a=l y el grado de mejor1a ..para cual-

quier valor particular de a, digamos a
0

, puede obtenerse'al comparar 

el valor de s 2 en a=a
0 

con el de 's2 en a=l. De la grá~ica podemos 

afirmar que el valor de a=-0.5, si bien no es 6ptimo, es un valor 

bastante cercano a ~ste y tiene la .ventaja de que se puede manejar 

m~s f~cilmente. Si consideramos, pues, el valor ·a=-0. 5, obtenerilos 

el modelo 

·Y 5.341 + 21.~57 

IX1 

con una correlaci6n del 9~.65%, 

Por Gltimo, el método recomienda el uso del an~lisis de re· 

siduales (ver p. ej. Draper y Smith, 1966, pp. 86-100), que nos fa-

cilita la verifipaci6n de los supuestos usuales del análisis de la 

varianza. En este ejemplo, los residuales, segan el orden de las 

observaciones, son las siguientes: 

-o.21,o.24,o.o9,-o.o1,o,o.02,o,o.01,-o.02,-o.14 

de donde podemos ver que el ajuste es menos bueno en los extremos.; 

sin embargo, el 'residual más grande es s6lo el 2. 7% de la observaci6n 

correspondiente; por tanto, podemos afirmar que el modelo nos provee 

de una representaci6n muy satisfactoria de los datos. 
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2) El siguiente es un ejemplo original de Box y Cox {1964) que 

consiste en los tiempos de supervivencia de anímale~ (dados en uni 

dades de 10 hs.) en un experimento factorial de 3 x 4 (3 venenos 

y 4 tratamientos). Cada combinaci6n de los dos factores -12 en to 
I 

tal- se aplica a 4 animales. La asignaci6n a los animales fue com­

pletamente aleatoria. Los datos son los siguientes: 

T A B L A 6 

Tiempos de supervivencia de los animales 

Veneno\ 
Tratamiento 

A B e 

I o. 31 0.82 0.43 
0.45 1.10 0.45 
·o. 46 0.88 0.63 
0.43 o. 72 0.76 

II 0.36 0.92 0.44 
o. 29 ' 0.61 0.35 
0.40 o.49 0.31 
0.23 1.24 0.40 

III 0.22 0.30 0.23 
0.21 o. 37 - 0.25 
0.18 o.38 0.24 
0.23 o.29 0.22 

I.os datos ser~n analizados mediante anfilisis 

con una tabla de la siguiente forma: 

Grados de Suma de 
Fuente libertad Cuadrados 

Venenos {p) 
Tratamientos 
( t) 

p X t 

Dentro de los 

2 

3 

6 

grupos (d) 36 

Total corre-
gido 47 

scp 

set 

· sci 

sed 

Cuadrado 
Medio 

cmp 

cmt 

crni 

de 

D 

0.45 
o. 71 
0.66 
0.62 

0.56 
1.02 
o. 71 
0.38 

0.30 
0.36 
0.31 
0.33 

la varianza 

Cociente 

p=crnp/s 2 

t=crnt/s 2 

i=crni/s2 

_J-:­

- ~~ ... 
;1''"" ... 

.·, 
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Supongamos que deseamos transformar los datos de forma que 

el valor esperado de la variable transformada en cada celda puede 

ser representado por medio de la suma de las constantes del rengl6n 

y la columna, es decir, que no.se necesiten términos de interacci6n. 

Entonces desearíamos que los efectos de los medicamentos -cada ve-

nena puede considerarse como un médicamento diferente- y Je los tr3-

tamientos fuéran grandes, y que los efectos de interacción fueran 

pequeños; de otra forma·, nos gustaría que los cocientes p y t fueran 

relativamente grandes y el cociente i relativamente pequeño. 

Consideramos la familia de transformaciones 

w 
{ 

(y;,. -1) /A 

ln y 

, :>.. :f O 

:>.. = O 

que sugieren Box y Cox. Para cualq~ier valor de :>.. podemos determi­

nar los valores de p, t e i dados en la tabla. Como puede suceder 

que al aplicar algunas transformaciones las observaciones transforma 

das tengan varianzas distintas, sería útil examinar tambi~n alguna 

estadística que nos dé 1nformaci6n sobre la.homogeneidad de las va-_ 

riables transformadas. Describimos esta estadística a continuaci6n 

(l.evene, 1960) f 

Supongamos que se tienen p ,grupos <ie residuales, elj t como 

se indica: 

Grupo 1: media var (eij) 
2 

ell' ei2•···e1n
1

1 el' ª1 
2 Grupo 2: e21' e22''''e2n

2
• media e2' Var (e2jl = º2 

Grupo media - Var (epj) 
2 p: ºpl' e 2 , ••. e , ep' .= 

ºP P pnp 
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De aqut, podernos construir las var~ables~ 

zij = feij - eil, j=l, 2, ···~ni' i=l, 2, ••• , p 

para obtener: 

Grupo 1: zll' z12' 

Grupo 2: z21' z22' 

Grupo p: zpl' zp2 ' 

... , zl , 
nl 

total z1 

... , z2 ' n2 
total z2 

••• , zpn, total zp 
p 

5.3 

Construimos ahora una· tabla de anSlisis de la varianza como sigue: 

Fuente 1 Suma de·cuadadros¡~rados de Libertad 1cuaprado Medio 

Entre P 
los gru I: 
pos - i=l 

Dentro de 
los grupos 

Media 

Total 

PC?r diferencia 

G2 
"""Tñi 

p ni 2 
I: I: z ij 

i=l j=l 

donde G= z1 + z 2 + ... + Zp 

p-1 

s 2 

1 

Obtenemos de aquí el valor Fi = s1
2 / s 2 

diremos que hay·eviden 
2 2. 

cia de que existen diferencias entre cr 1 , a 2 

2 '· 
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Si F
1 

no es significativa, no rechazamos la hi~6tesis de que 
2 2 . 2 

01 = 02 = ••• =o 
p 

En este caso tenemos p=12 grupos del mismo tamaño en los cua­

les hay ni=4, i= 1,2, ••• 12, observaciones. Si obtenemos las cantida· 

des de los cocientes p,t· e i y de ~ con intervalos para 1 de 0.01 -

unidades en el rango de - 2. O a 1. 2 resulta una gr.1fica come> se mues 

tra a continuaci6n. 

P, t, i 

80 

70 

60 

50 

40 

30 

20 

10 

o 

4 

3 

2 

1 

F I G U R A 5 
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De esta gr4fica 'podemos ver-que .el m!nimo de i est~ apr6xi-. 
madamente en >.= - O. 60, mientras que los m1nimos-_de p y t se encue_u 

tran apr6simaaamente en >.= -1.3S y >.= - 1.2S, respectivamente. Si -

examinamos la grSf ica de F1 y usamos el valor cr1~ico F { 11, 36 ) = 2. O 7 

-al .os de significancia- como una base para la comparaci6n, tendre 

mas que rest;ingirnos a valores de >.en el intervalo ( - l. 75; - o •. S3), 

aproximadamente. Si le damos el peso principaLal cociente i,~.el valor 

apropiado de>. sería - O. 6, aunque el valor de F1 para >.= -o. 6 nos ha­

r!a reflexionar sobre tal elecci6n. Sin embargó, corno se ve la inter­

acci6n no parece ser ~uy grande en ningan lado, mientras que la horno 

geneidad del error parece ser rn~s importante aquí. De esta manera, -

podríamos concluir que el valor de ). ~ -1, que implicarla la transfo!' 

maci6n reciproca, puede ser un buen valor para >. ( este mismo valor -

fue elegido por Box y Cox ) •. Adern~s, la trasnforrnaci6n reciproca.tiene 

aqui un especial atractivo: puede interpretarse como la tasa de marta 

lidad. 

Si ajustamos un.modelo simplificado sin términos de inter-

acci6n ) a las observaciones transformadas, los residuales resultan -

de la siguiente manera: 
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TADLA 7 

Valores de los residuales 

.\ Tratamiento 

Veneno 

I 

II 

III 

A 

0.30 
-o. 71 
-0.76 

0.40 

-0.49 
0.18 

-0.77 
1.08 

0.69 
-0.10 

0.70 
-0.51 

B 

1.'03 
-0.28 
-o.os 

0.20 

-0.44 
0.11 
0.51 

-0.72 

0.21 
-0.42 
-0.49 

0.33 

e 

0.14 
0.03 

-0.60 
-0.87 

-0.27 
0.33 
0.70 

-0.04 

0.23 
-0.13 
o.os 
0~43 

,, 
/ 
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'•.'!'' 

D 

o. 82. 
0.01 
0.12 
0.21 

0.04 
-o. 77 
-0.34 

0.88 

-0.01 
-0.56 
-0.11 
-0.31 

Aunque podr!ar.ios hacer un extenso .estudio sqbre estos residuales, 

s6lo mencionaremos que parece que la 6nica peculiaridad sucede en el 

tratamiento D en los factores I y III, ya que en el lºtodos son posi-

ti vos y en el 2° todos son negativos. El f'.\Odelo pues, no es to_talrnente 

satisfactorio para el tratamiento o,, por lo cual ser1a conveniente tener 

mas inforrnaci6n. 

El ~étodo, como se ve en el ejemplo, nos provee de una gran ve~ 

taja: seleccionar la transformaci6n asegurandonos de que posteriormente 
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se CWl\plirán algunos supuestos básicos requeridos. Ademas/ como ya 

dijimos, puede utilizarse para transforn¡ar tanto la variable depen­

diente como la independiente simultSneamente, cumpliendo asi con 
1 

la 4emostraci6n de Hill ( 1966 ) de que si ambas variables se han 

de transformar, debe hacerse al mismo tiempo y no en etapas dife-

rentes. 

l·--
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TRANSFORMACIONES ESPECIFICAS QUE MAS SE HAN UTILIZADO EN LA PRACTICA. 

Hist6ricamente se ha dado un énfasis mucho mayor a las 

transformaciones de la variable dependiente que a las de la va-

riable independiente. Aunque esto no es muy claro en lo que se re-

fiere a los métodos de transformaci6n, ·i¡;i lo es, sin duda, en cua.!! -· '-

to a las transformaciones espectficas que se han estudiado: las de 
1 

la variable dependiente son bastante numerosas. En este capttulo 

,pretendernos hacer una recopilación de ellas y del uso que se les ha 

dado. Presentamos también los enunciados de una serie de proposicio-

nes demostradas por· Curtías 1943 ) , muy Gtiles en las transforma-

cienes de la ratz cuadrada, la transformación angular y la logar1t-

mica, cuando la variable tiene una distribución espec1f ica distin-

ta de la Normal -el propósito es precisamente Normalizarla-. A lo-

largo de todo el capitulo la variable y denota la variable dependie.!! 

te, o 2= Var {y .) , m=E (y) y h (y) la función que define la transfor 

maci6n. 

3.1 TRANSFORMACION POTL'!l~CIA. 

Esta transformación representa en realidad a una familia de trans­

formaciones; es la que consideran Dox y Cox en su método: 
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"1 
h (y) = (y. + ! 2) -1 

Al' 1-º --· .1 ). 

(y+ ~ 
) 1_1 

lini . ' 
·= ln (y+ "2) ). 1= O' :i.-o . "1 

vlilida para Y> - ;i,2 ( de hecho la inclusi6n de >.2 tiene el fin 

de lograr que y+ ;i.2 >º para toda Yr corno ya vimos ) • En la trans­

formaci6n m~s utilizada, con fines en ocas;i.ones distinto3 que men-

1ci~naremos. en sus casos particulares más importantes ( 3.2 a 3.5 ) • 

3.2 TRANSFORMACION RECIPROCA. 

h (y) = y-1 

' 
t 

Podemos considerarla como la transformci6n adecuada para 

estabilizar la v2rianza, usando el método de Bartlett, 'cuando ésta 

tiende a ser proporcional a m4 , En muchos casos. es una transformaci6n 

sugerida por los datos ( ver el segundo ejemplo del m~todo de Draper 

y Hunter ) y en algunos de ellos cumple m!s satisfactoriamente los 

supuestos de Normalidad, varianza constante y aditividad. Casi siem­

pre se·.usa cuando tiene un significado. f1sico b.ien definido y cuan-

do P (y~ o ) es despreciable. 
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3.3 TRANSFORMACION DE LA RAIZ CUADRADA. 

h (y) 

Consideramos tres casos: 

' 1 -
/,.,. \, ' 

·f-"' l.{-· , 
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a) Transformaci6n de la ra1z cuadrada para una variable con distri­

buci6n de Poisson. 

Cuando los'datos estad1sticos son nfuneros.enteros, tales co­

mo el nfunero de colonias de bacterias en una placa, el nmnero de pla~ 

tas es .un área dada, etc., la variaci6n de estos números y a menudo 
' 2 sigue la di.stribuci6n de Poisson. Como para tal distribuci6n a =m, 

con el método de Bartlett se obtiene fácilmente q~e para estabili~a! 

la varianza debemos trabajar en la escala de la raíz cuadrada. Ade~ 

más, se ha demostrado la siguiente proposici6n: 

,Sea y una variable aleatoria que se distribuye Poisson con 

parámetro m. Si a es una constante arbitraria y si 

) (y+oa 
T=f(y)= 

1 
1/2 

y< -.u 

entonces la distribuci6n de T-/~iende a la distribuci6n Normal 

cuando m ... m , con media cero y varianza 1/4 ( es decir, lim a 2= 1/4) 
!l'Jc-> "" T 

Burtlett (1947,P,41) recomienda el uso de a= 1/2 cuando las 

observaciones son números muy pequeños ( i.e., para medias en el 
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rango de 10 a 2, especialmente cuando aparecen ceros entre los na.me­

ros observ~dos). Poste.:r:io:r:mente, Anscomb~ (1948). demostr6 que el 

va~or de_¡ a =3/8 'es óptimo pa.:r:a una estabilización de la varianza, 

con ~l obtene~os: 

V (h) "' 1 (l + 
4 

1 

16 rn 2 

En un trabajo más reciente Kihlberg, Herson y Schotz (1967) conclu 

yen, despu~s de un amplio .estudio de computaci6n,que <,1=0.386 -valor 

muy cercano al que da Anscombe- es óptimo para la mayor1a de los va 

lores de E(y)=m: aunque para valores pequeños de m, m <2, el valor 

a=l/4 es mejor. Por último, Freeman y Tukey (1950), en un trabajo 

anterior al precedente sugieren el uso de la transformación. 

h(y) = ~+ /y+l 1 

que funciona bastante bien para todos los valores de m. 

En la p.ráctíca con frecuencia utilizamos un análisis de la 

varianza para datos de la forma mencionada -números entero·s- porque 

sospechamos que se presentar§ heterogeneidad de algún modo, especial 

mente si los datos han sido recolectados bajo condiciones de campo. . 

Entonces no es necesario suponer la distribución de'Poisson, pero p~ 

demos usar aún la transformación de la ra1z cuadrada si su variación 

parece estable. 
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b} La transformaci6n de la·~~1z cuadrada va~a una ya~iable con 

distribuci6n ganuna 

Aunque el caso anterior parece ser el m4s util en la pr!cti­

ca, r:eproducimos aqu1 una proposición, demostrada también por 
-: 

Curtiss, que puede ser de algún provecho. 

Sea· y una variable aleatoria con una función. de densidad del ~igu~e~ 

t~ tipo: 

F(y) 

donde m = n/2h. 

{

O . , n si 

-1 
k y"'I 

Si a es una constante arbitraria y si 

T= h(y) 

y < o 

-hy e , 

entonces. la distribución de T - l(n/2h) + o' 

si y> O, h> O 

-a 

tiende a la distri-

bución Normal cuando n-> ~ , con media cero y varianza 1/4h. 

c) Por tiltimo, se ha usado también la transformc;i.ci6n h (y)= (2y).112 

para los casos en quq y tiene una distribución x2 con v grados de l~ 

bertad y Fisher (1925) ha demostrado que ésta h se distribuye apro­

ximadamente Normal con media / 2v-1' y varianza 1 (en adelante, en al 

gunos casos, al hablar de esta distribución usaremos la notación 

N( 12v-1 1 , 1)). 
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3:4 TRANSFORMACION DE LA }V\IZ CUBICA 

La aproximaci6n de Fisher usando la ra1z cuadrada no es del 

todo satisfactoria y Wilson y Hilferty (1931) sugirieron el uso de 

la transformación: 

h (y) = (Y/V) 1/3 

2 que se distribuye aproximadamente N(l- ~) cuando y se distri-

9v 9v 

bu~e x2 
con v grados de libertad-,- .'Haldane (1941) mostró que esta 

aproximación es adecuada para casi todos los propósitos prácticos y 

mejor que la de Fisher. Se ha encontrado tambi~n que esta transfor­

mación -al igual que la de la ra1z cuadrada- puede ser Gtil al 

analizar datos sobre precipitación pluvial. 

3.5 TRANSFORMACIONES LOGARITMICA E HIPERBOLICA 

En algunos casos en que se presenta una heterogeneidad cons1 

derable en las observaciones, con frecuencia sucede que la varianza 

está correlacionada con la media.aún después de aplicar la transfor­

mación de la raíz cuadrada y podemos conseguir su estabilización 

aplicando una transformación logaríU\i.ca. La explicación natural 

de una varianza mayor que la media es·que ésta misma varíe, es de-

cir, que la varianza esté dada_ por una expresión del siguiente tipo: 
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2 2 
a = m t crm 

En algunas situaciones -p. ej. en poblaciones biológicas~ esta va-' 

riación de la media resulta proporcional a la misma media, de for 
, 

ma que podemos esperar que: 

2 
a 

expresión q~e, utilizando el método de Bartlett y con A ó m gran-

des, implicarta una transformación logar1traica. En algunos proble-

mas es pos'ible que podamos estimar A bastante bien ·para justificar 

una transformación más exacta que corresponda a una varianza de es­

te tipo. Esta transformación puede ser: 

••• {1) 

o,equivalentemente, 

••• ( 2) 

Por ejemplo, se sabe que bajo ciertas sup~siciones sobre la forma en 

que m varia, la distribución de Poisson se convierte en una diatrib~ 

ción binomial negativa. Para tales datos, la transformación (2) 

puede ser apropiada. Bsta transformación tiene la desventaja de re-

querir un conocimiento aproximado de A , y la transformación 

h(y)= ln (y+ c) parece resultar bastante buena en muchos casos 7 

7 La inclusión de una constante e se hace para evitar las di­
ficultades de los ceros. 



La·transformaci6n h(y)= >.-l sen h-l () .. /Y) también es 

ap~opiada cuando tenemos una varianza del tipo m!s general 

72= µ2 (m + >.2m2). 

., 
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En algunos casos,·particularmente en estudios biol6gi~os 

y de crecimiento de una población, se ha visto que la probabilidad 

de ocurrencia de un evento,· y, ·puede expresarse como 

P (y) =1/ [l+exp - {a+byl] En situaciones de este tipo, ha resulta 

do ser Gtil la transformación "logit": h(y) = log (y/1-y). 

Aunque no es muy común tener que anali~ar un conjunto de 

coeficientes de correlación medi~nte análisis de la varianza, hay 

una transformación que puede ser apropiada si el problema se presen-

ta. Esta transformación es 1/2 ln { {l+r)/(1-r)} donde r es el 

coeficiente de correlación muestral. El propósito de la transfor~a-

ci6n es conseguir que la distribución de r tenga una desviación me-

nor y una varianza más estable, cuando deseamos que la varianza del 

verdadero coeficiente -el de la población -,p, sea independiente del 

mismo. 

Un problema más inportante y que ocurre con frecuencia, es 

el análisis de la varianza de un conjunto de varianzas o desviacio-

nes estándar de una muestra. La varianza del estimador de la varia~ 

2 2 2 
za poblacional, s , es proporcional ~ ( o ) , por tanto, usando de 

nuevo el método de Bartlett, la transformación logar1tmica puede ser 
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adecuada en este caso. 

Curtiss ha demostrado t~es proposiciones sobre transforma-

ciones logar!tmicas muy relacionadas con las mencionadas en este 

apartado. Las.proposiciones.son las siguientes: 

Sea y una variable aleatoria con distribuci6n de frecuencias rela-

tivas binomial con parfuntero p.y los n valores O, 1/n, 

1) Si T=h(y)=}~ln </Y+ly+l'l=lñ'sen'h-
1

;y1, 

l o , 

2/n, ..• n/n. 

Y?.. O 

y< o 

entonces la distribución de T-lñ'sen h-1 /P"tiende a la distribuci6~ 

Nornal cuando n ~ oo , con media· cero y varianza (1-p)/ (4+4p). 

2) Si T•h(y) = { 
fñ' ln y, y> o 

o y::_ o 

entonces la distribución de T- ,tñ7'1n p tiende a la distribución NO!, 

mal cuando n ~ ~, con media cero y varianza (1-p)/p. 

lñ7 log (y/1-y), 
3) Si T=h(y)= 

o y-::._ o, y "?_1 

e1tonces la distribución de T- 1 lñ1 ln (p/1-p) tiende a la distri-
2 

buci6n Normal cuando n + oo, con media cero y varianza l/4p(l-p). 

Adem&s de estas consideraciones que est~n basadas fundamen-

talmente en lñ aplicación del método de Bartlett, .hay otro aspecto 
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importante sobre la transformaci6n logar1tmica: existe una distri­

buci6n espec1fica, la distribuciOn log normal, que ha siao arnpliarne~ 

te estudiaaa y que ·representa muy bien muchas situaciones (p. ej. el 

di~etro de part1culas pequeñas sometidas a un proceso de compresiOn, 

la vi~a promedio de algunos art1culos, la distribución de los ingre-

sos de una poblaciO~, etc.) En este caso se considera la transforma­

ción ya vista 

h(y) = ln (y +c) 
. ', 

de manera que si (y solo si) h es Normal entopces y se distribuye lo~· 

nor111almente. 8 

3.6 TRANSFORMACION ANGULAR 
), 

Curtiss, una vez más, ha demostrado una proposici6n que hace 

uso de esta transformaci6n. La enunciamos a continuaci6n: . . 

Sea y una variable aleatoria con una distribuci6n de frecuencias re-

lativas binominal con parrunetro p y los n valores O, l/n,2/n, ..• n/n. 

Si Q es una constante arbitraria y si 

T = h (y) 

J R sen -l v y +Ca /nl, 

l . . o , y -<-a/n, y:> 1 -a/n 

donde T es medida en radianes, entonces la distribuci6n de 

T-lñ'sen-l ./P + (a/n )
1 

tiendo a la distribuci6~ Normal cuando n+ ~, 

con media cero y varianza 1/4. 
2 

8 De otra fo~ma, supongamos que h se distribuye N( v, ºh ), en­
tonces y=e tiene una distribuci6n lognormal. 
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Bartlett (1936) da unos resultados nu.~~ricos en los casos 

n=lO,a =O y n=lO,a =1/2, los c~ales indican que tal vez la elección 

de 4=1/2 es m!s .adecuada si la p estimada está cerca de O 6 1 y 

a=Q es preferible si ésta se encuentra entre 0.3 y 0.7. 

Posteriormente se ha considerado esta tranaformaci6n como: 
.~· 

h(y) 1 )1/2 sen- ( y+a 1 

n+a 2 

en la que Bartlett sugiere el us.0 de a 1 = 1/2 y a 2=o y después Ans­

combe (1948) recomienda los valores de a 1= 3/8 y a 2=3/4, multipli­

cando toda la expresión por el factor l(n+ll'. Estas Bltimas se han 
. 2 

utilizado principalmente para intentar estabilizar la varianza. 

3.7 T!V.NSFORMACION LOGARITMICA DOBLE 

En muchos fen6menos físicos-y biol6gícos, podemos ehpresar 

la probabilidad de un cambio como p= 1-exp(-by). En tales casos, 

Físher y Yates (19S7) han demostrado que la transformación 

h (y) = ln (-ln y) , O <y< 1 

es una transformación útil y con efectos muy ~1milares a otras trans 

formaciones como la angular y la de probit. Se ha.utilizado también 

en las estadísticas de extremos donde la distribuci6n acumulada asin 

tónica del menor valor ~s: 
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-x F(y)= 1-exp (-e ) 
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con x= ªn(y-y(n)), donde y(n) es el valor r.i~s grande y ªn un fac-

tor con dimensi6n y 
-1 ~ 

3 , 8 TRANSFORMACION INTEGRAL DE PROBABILIDAD . 

Pearson (1938) ha considerado la transformación 

h(y) ~y p (t) dt 

donde p(y) es la función de densidad de y. En.este caso, h se dis-

tribuye uniformemente en el intervalo (0,1), de manera que esta 

transformación no conduce a la distribución Normal pero estabiliza 

perfectamente la varianza en V(h) = 1/12. 

3.9 TRANSFORMACION COORDENADA 

Otra transformación que se ha utilizado es 

h (y) = N-l{F(y)} 

,c;londe F (y) es la función de distribución acumulada 
' 

-1 de y y N es 

la·inversa de la función de dist'ribución de la distribución Normal 
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estándar. En este caso h es exactaJl,lente una va~iable Normal estS~ 
1 

dar, pero, por supuesto, en general desconoc9J1Jos F y· no pOEfeJ!JOS ex-
1 :.1 

presar N en una forma exacta. Sin embargo, Kowalski y ·Tarter 

(1969) del!'ostraron que usando aproxim~ciones a N-l y el e'stimador 

de Fourier de la función de distribución, es posible utilizar•la 

transformación en la práct~ca (si se desea conocer este estimador 
1 

se pueden ver en el art!culo en cue'stión). 

3.10 TRANSFORMACION PRODIT 

Es una t~ansformación que se define mediante la función in~ 

versa de h de la siguiente manera: 

y=/h-5 i 

m _.., 

e 

Esto se hace así ya que no existe la primitiva de la función de di~ 

tribución Normal, pero Finney (1964) obtuvo, mediante aproximaciones, 

unas "tablas de los vaioreP de ~ para distintos valeres de y. Se con 

sidera el valor h-5 con el objeto de hacer muy rara la ocurrencia de 

valores negativos. Se"ha utilizado principalmente en estudios biol~ 

gicos en ,los que la variable dependiente est~ constituída por las, 

proporciones de muertes en·una población al aplicarles ciertas dosis 

(variable independiente). Usualmente con ella .~."! pretende obtener 

una relación lineal, por medio de transformaciones tanto a las pro­

porciones de la población como a las dósis aplicadas (para ~sta Glt! 
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ma variable se ha utilizadQ.:la transformaci6n logar1tmica con -el 

fin de Normalizarla) • '.·.·:. 

Actualmente est~ en,preparaci6n una tesis de Actuaría que 

presenta un estudio bastan~.~ completo sobre esta transformaci6n y 

sus aplicaciones. 

' . 



·-Y 

~: 

72 

C.A PI TUL O 4 · 1 

.PROCEDIMIENTOS PARA VEl\IFICAI\ LA UTILIDAD DE LA TRANSFORI~CIOU 

Siempre que se haya utilizado una transformaci6n es suma­

mente importante analizar las propiedades del modelo obtenido: si 

es posible presentar los resultados en la variable original sin 

afectar .las estimaciones, si las variables transformadas realmente 

explican mejor el comportamiento de las observaciones, en resumen, 

si hemos alcanzado o no los objetivos de la transformaci6n. Presen 

tamps en este capitulo alg.unos procedimient;os utilizados para este 

fin. 

4,1 OBTENCIO~ DEL SESGO DE LA TRANSFORMACION 

Cualquiera que sea el prop6sito de la transformaci6n, con 

frecuencia surgen problemas cuando ya hemos hecho el análisis de los 

datos transformados. Por ejemplo, en los experimentos sobre la mo­

dificación del clima, como ya hemos dicho, el análisis de los datos 

p4ede ser m~s efectivo en térl'1inos de ra1z cúbica de la cantidad de 

lluvia y servirá para indicar cuándo se presenta algún efecto debido 

a una alteraci6n artificial. Supongamos que la evidencia sugiere 

que así.. es. Obviamente, la magnitud estimada del efecto no puede 

presentarse en funci6n de la ra1z cúbica de pulgadas de lluvia y no 

sabemos si será suficiente tan sólo elevar al cubo el efecto tal y 

como es medido en las variables transformadas y presentarlo como 
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el estimador insesgado de m1nima varianza del efecto de l~s alte­

raciones artificiales. 

De manera m§s general, tenemos las transformaciones. h (y) , 

~ 

1os estimadores ~ = 
,.. "" 2 A 

E(h)_ y a h = Var (h) y conocemos su distri-

buci6n. El. problema es encontrar el estimador insesgado de varia~ 

za m!nima (EIVM) de m(m=E(y)), ~. En la pr~ctica, deseariamos ta~ 

bién tener Var(~) y un estimador de ésta, vir(m), y, utilizando és 

tos, ser capaces de dar un intervalo de confianz~ para m. 

Neyrnan y Scott (1960) han considerado este problema en tér 

r.linos generales. Han demostrado que si f (h) (si h=g (y) es la 
-1 transformación, entonces la función inversa, h , es y~f(h)) es 

cualquier función entera de segundo orden 9 o menos, entonces m 

y el EIVM de m existen. 

tonces; 

donde 

Si f(z) es, pues, una función entera de segundo orden, en-

m = f (o) + E 
r=l 

" rn 

1 
rT 

f (o).+ I: 
r=l 

1 

r! 

f (r) 
o 'l'r, 

s/V es el EIVM de ª112 (y tal que s/ºh2 ~ 2 ) f (n) x (v) , a _repr~ 

senta la enfisima derivada d~ f valuada en a ~ Tr es tal que, 

E ( Tr) =E ( h.r) , "'"' cnricr8to: 

9. ver apéndice 
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r; 
¿ 

k=O 

(2r) ! 

( 2k) ! <.r-k) ! 

r 
¿ 

k=O 

(2r+l) ! 
(2k+l) ! (r-k) ! 

[! 
• 2k. 

~ 
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r-k 

s (.1-). 2>) \ . r Cv¿'.2) , 
r<v + r-k) 

2 

ú r-k -i S(l-). 2 ) . r (V/2) 
r {v + r-'k) 

2 

2 2 2 . 
donde ). es tal que el EIVM de mn' llb• se distribuye N(rnh' A a ) , 

es decir, ). 2 define la varianza de~ como un múltiplo de la varían 
. . 

za de la variable aleatoria h. 

El m obtenido de esta forma es el EIVM de m·. Además como 
A 2 
mh y ªh son estad1sticas suficientes y completas, m es único~ 

Aunque esta f6rmula es algo complicada, señala que 4 transformacio­

nes usadas comúnmente -ia raíz cuadrada, la logarítmica, la angular 

y la hiperbólica- están relacionadas por una ecuaci6n diferencial 

simple que involucra a sus inversas. Estas funciones también son 

funciones enteras. La ecuaci6n es: 

fh (2) =A+ Bf(h) 

La siguiente tabla nuestra los valores de A y B para· estas 4 trans-

formaciones: 

T A B L A 8 

Transforr,,acioncs recursivas 

h"'7 (y) y=f(h) A B 
1 2 h2 2 o y 

log Y exp(ln N)=en o 2 n 

sen 
.,_1 

¡y ·sen 2h 2 -4 
sen h-1 ff sen h2 h :z 4 
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Si hacemos la transformaci6n después de q':le una funci6n 
. ' - ·,11;_ .... 

lineal ha sido ajustada a la variable original, no surgen problemas 

adicionales. Sea z la varia~le original, con media m2 y sea · 

y=cz+d ( c¡i!O) • 
... 1 ,,.. ,. . 

Entonces m=E (y) =crnz +d, y mz= e (m-d), m·z es el 1'.ini-

ca EIVM demz' 

m: 

m= 

m= { 

Neyman y Scott obtienen los siguientes re.sultados para m y 
\ 

Bjl! O 

41[BC1->.
2
)s,v J ff(~h) +~]-A 

. B B 

B o 

donde 41 (as, v) ¡; 
r=O 

1 
r: 

r<v /2) 

=( 2 ) sra 

v/2-1 

·nv + rl 
2 

r (v/2) 

10 

I~ - 1 
2 

(S /a) 

In(t) es la funci6n de Bessel de argumento imaginario. Esta se 

rie converge muy rápidamente, usualmente s6lo se requieren pocos 

términos para conseguir una precisi6n adecuada. 

De estos resu.ltados, determinamos el sesgo del estiMador 

10 La funci6n de Bessel de la. clase es la función definida 
por la serie: 

In(t)= l: (-l)k 
k=O k ! (n+k) ! 

, n=O, 1, 2 ••• 



. ¡ 

Es posible demostrar que el valor absoluto de este sesgo 

siempre es una funci6n 6 . 2 rnon tona decreciente de ;\ • Esto implica, 

recordando que .:\ 2 mide la precisi6n -en t~rminos de 2 - con la ºh 

que ~ es estimada, que mientras mayor:sea el tamaño de muestra 

(>. 
2=1/n) o mejor sea el diseño experimental, es peor el sesgo del 

estimador f(ihl. Por tanto, si el an§lisis de los datos es incorres_ 

·to y no hacemos ninguna.correcci6n para permitir el sesgo en la 

transformaci6n inversa, algunas de las ventajas de una muestra gran­

de o de un diseño eficiente se perder§n. 

Hay muchas transformaciones cuya funci6n inversa es una fun-

ci6n entera pero que no es una soluci6n a la condici6n recursiva de 

Neyn¡an y Scott. En estos casos, normalmente deben usarse los resul-

tados m~s generales. Para algunas transformaciones sencillas, como 

por ejemplo la ra!z cúbica, podemos obtener f&cilmente una expresi6n 

para m mediante el manejo de las expresiones conocidas para los mo-

mentos de las distribuciones Normal y ji-cuadrada. 

Es interesante notar que los resultados indican una dificul-

tad te6rica con la transforrnaci6n reciproca, h(y) =1/y. En este ca­

so, m=E (y) =E ( 1/h) no existe, de manera que no podemos estimarla·. Sin 
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embargo, Eox (1971} ha sugerido la definici6n de la pseudo•espera!!_ 

za de y, m', como: 

m'=PE(y)=lim . 
. e:+ o 

-1 . donde E es el EIVM de la expresi6n entre llaves. 

·' 

dh 

4.2 UTILIZACION 'oEL COEFICIENTE DE CORRELACION MULTiPLE, R2 , 

PARA VERIFICAR LA TRANSFORMACION 

Es un procedimiento que, por medio de la comparaci6n de los 

coeficientes de determinación (o correlación) para la variable ori-

ginal y la transformada, permite afi~ar que el meJor modelo es el 

de la variable original cuando la transformaci6n cumple con ciertas 

hipótesis. El métoao se bctsa ~n el siguiente teorema: 

Sea y una variable aleatoria dependiente de un conjunto de 

k variables aleatorias x (x1 , x 2 , ... , xk}. Supongamos que exíst.e 

una funci6n f (~) ta.l que (hip6tesis básicas) : 

y =: f (~_) + e 

donde f{~) y e se distribuyen Normalmente y e es independiente de~· 

2 con E(e)=O y E(e ) >0. 



Ahora, sea z a~guna variable aleatoria ygz(~) una función de~ 

seleccionada de forma que la varianza de 

z -g {x) z -

78 

sea tan pequeña como sea posible. Podemos definir entonces la can 

tidad (de la población) 

R:: 
z 1 -

e¡ 

Var (z) 

Se considera una clase de transformaciones, h(y,e), dependiendo del 

par&metro e -que puede ser un vector-, tal que: 

T(y, 0
0

) =y 

· y con la propiedad de que 

m 
T(y,0)= l: ªj (e) Hj (y) 

j=O 

donde m no necesita ser finita y Hj(y) es el j-~simo polinomio de 

Hermite. Esta restricción de que una transformación pueda expande_;: 

se en términos de los p~linomios de Herrnite no es muy fuerte (ver 

denostracHSn) • 

Entonces, si z T(y,o), con e~ o
0 

se tiene 

El teorema, entonces, demuestra que el grado en que y expli­

ca la variación de los datos -medido en términos de R2- (o de otra 

forma, el grado de explicación de y obtenido de ~) es mayor que el 
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·''I 

de'. cualquier transformaci6n de y 1 s;i. se CUJ'llplen las h;i,p6tesis bási- ,, 

cas. 

Antes de dar lq demostraci6n del teorema, veremos algunas i!!!, 
1 

plicaciones importantes. En la construcci6n de modelos econ6micos, 

con frecuencia la teoria no es lo suficientemente precisa en la esp~ 

cificaci6n de las formas de la funci6n. En'tales circunstancias po­

dr!amos ajustar varias ecuaciones del tipo f(y)=g(~) +error, donde 

f y g son .dos funciones que pensamos que.posiblemente sean adecuadas. 

En muchas ocasiones se piensa que, en esta situaci6n, la CO!!!. 

paraci6n directa de los valores de R2 no es significativa.· Sin em­

bargo, el teorema anterior sugiere otra cosa cuando se cumplen las 

hip6tesis. Supongamos que un modelo específico cumple los supuestos 

fundamentales de la formulaci6n (1) . En tales circunstancias se-

ría razonable considerar que ése es el modelo correcto. El teorema 

afirma que el modelo correcto es aquél para el cual R2 es mayor. Con 

esta formulaCi6n, la funci6n no lineal 6ptima de ~ para explicar 

cualquier otra transformaci6n de y puede obtenerse de la ecuación (3) 

que damos en la demostración. 

Debemos tener en cuenta, sin embargo, las siguientes difi-

cultades prScticas: 

a) El teorema es un rc:: ... ll tado aCE!rca de cantidades poblacionales y 

no acerca de estad!sticas derivadas de una muestra finita. Enton 

ces este criterio no servirS para elegir invariablemente el mode-

' 
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lo correcto; No obstante, s1 lo h~rá asintOticamente, pues n2 

muestral .es consistente para el yalor de la poblaciOn. 

b) Podemos considerar fáciln)ente ejemplos en que .. _ninguna, transfor­
\ 

mac.USn de ~ y y, de la forma mencionada, satisface los supuestos 

básicos. En tales situaciones el teorema no es aplicable, aGn a 

cantidades de la poblaciOn Por ejemplo, .supongamos que el ver 

dadero modelo es 

y = a.+ bx + e 

donde la distribuc,i6n de e no es Normal y ~s independiei:ite de x. 

En este caso la aplicaci6n ~el teorema no necesariamente conseguf 

rá la forma funcional correcta. Algunos t~abajos emp1ricos sobre 

transformaciones suponen que la relación funcional correcta prod~ 
\ 

cü·á ~rrores distribuidos Normalmente, y s1 esta supos1ci6n es 

falsa, los métodos empleados no son estric~amente válidos. 

c) Al considerar una clase particular de transformaciones, como la de 

Box y cox: 

z = h (y, >.) = ~· 
), 

el estimador de A obtenido aplicando el teorema a z para varios 

valores de A , para una muestra dada, no necesariamente coincide 

con el obtenido con un desarrollo por máxima verosimilitud. 

Demostración del Teorema 

El polinomio de Hermite de enésimo orden está definido por: 

exp[x2/2] (-d/dx)n exp(-x2/21 

= n! [n(2J (-l)m (2m m! (n-2m) !)-1 xn-2m 
m=O· 
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donde ~/2] es el mayor entero ~ n/2. 
V 

Sea E
0 

el operador definido por: 
.1 
'!lí"" J '!'(X) 
-ao 

'\· 
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es deci~ E0 [v<x9 es la esperanza de la transformación '!'(X) . .-de x, 
donde x"' N (O , 1) • 

• Los polinomios de Hermite tiene las siguientes propiedades: 

E
0 

[Hn(x)Hk (x! = n! n = k 

= o n '# k 

Y. como H
0

(x) =l, se sigue que E
0 

[Hn (x)] =O, n> o 

Si x y y tienen una distribuci6n conjunta seg6n la N(0,1) y con coe 

·ficiente de correlaci6n p, entonces: 

E o 
n ' P n., n=k 

O , n;ik 

donde la esperanza es sobre la distribución Normal bivariada. Pode 

mas representar una función T(x) mediante una expansión en series de 

los polinomios de Hermite, en la forma: 

T (X)= l: a J. HJ. (X) 
j=O 

donde ak= E
0 

[ T (x) Hk (x) J , si se cumple que E
0 

[ T (xi < "" 

2 2 Suponiendo que A + B =1, 
n 

Hn (Ax+By) =k,,!;O nck Ak Bn-k Hk (x) "n-k ·(y) ••• ( 2) 

Sean E(y)= µ (entonces E(f(x))=µ), V(y)=o2, V(f(x~)=of2 y 



V(e) 2 
= ºe· Entonces, bajo las hip6tesis del teorema: 

. 2 
+ o e 

y la probabilidad condicional de y dado x es N(f(x), 0 
2). Por e 

tanto, al definir 
m 

z = T ( y ~ µ ) = l: (Y-u ) aJ.HJ. ----
j=l o . 
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deducimos, por las propiedades de los polinomios de Hermite, que la 

media y la varianza de z es 

E (z) = a o o y ~o {'f,z- ªo>2] =-j~l j!a ~ 

Ahora, para encontrar la media condicional de z dado x, necesitamos 

usar la descomposici6n:. 

donde 

B "'º / o e 

y - JJ 
o 

AP + BQ 

~= (f-µ) /o f 

Q= e/o 
e 

Expandiendo cada término Hj ((y-u) /o] 'mediante (2) e integrando ob­

tenemos que: 

m 
E

0 
(z/x') = g (x) .:, E a Aj HJ. (P) z j=O j 

••• ( 3) 

entonces gz(x) será una variable aleatoria y, dado, que P ~N(0,1), 

su media y su varianza ser~n: 
m 

E 
j=O 

j ' A2j 2 • aj 
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Por tanto, tenemos que 

2· 
R z = . ,:1 j ! A 2j a 2j / f j ! q ~ 

j=1 j=1 

R 2 < R 2 
z y 

siempre que m > 1. 

La igualdad R~ = R~ se dar1a s6lo si m=l 6 si A2 = 1, casos 

que hemos supuesto que no se dan. La condici6n m=l implicar1a que 

hemos usado una transformaci6n lineal y A
2=1 implicarta que la ecua­

ci6n y=f(~) + e es ajustada con una varianza en el error igual a ce-
' 

ro. 

4.3 UN PROCEDIMIENTO PARA AVERIGUAR LOS EFECTOS DE LA TRANSFORMACION 

Lindsey (1975), que ha sugerido este m~todo, supone que la 

transformaci6n puede llevar a cabo tres funciones distintas: 

(ll Conseguir que la variable dependiente cwnpla mejor la hipót~ 
ll sis de que todos los cumulantes después del segundo son cero 

11 Esta es una caracter1stica dete.rminante de la distribución Nor 
mal, de forma que este primer punto podría escribirse: conse--
guir que la variable dependiente tenga una distribuci6n 
Normal, al menos aproximada. 
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(2) ·Hacer que la varianza est~ m!s _pr6xima a ser constante en-

tre los puntos en el espacio de los factores (espacio ~) 

(3) .Cuando el ~odelo matem4tico, que describe la variaci6n de 

la media entre los puntos, contiene menos parámetros que 

puntos observados en el espacio (i.e. cuando se tiene una 

ecuaci6n de regresi6n o un análisis de varianza sin inter­

acci6n), conseguir que este modelo explique mejor la va­

riaci6n observada. 

El estimador de m!xima verosimilitud {MV) sirve como una 

clase·de promedio al llevar a cabo estas 3 funciones. Pero es po­

sible distinguir cada·una de ellas usando la funci6n de verosimili, 

tud. Hay que.hacer notar dos cosas·: la misma transformaci6n ses~ 

pone para conseguir que la funci6n (1) se cumpla en todos los pun~ 

tos del espacio ~· Si se dispusiera de un número grande de obser­

vaciones en cada punto, podr1a estimarse un valor distinto de la 

transforrnaci6n en cada punto observado. En segundo lugar, puede 

ser que lps 3 objetivos no sean aplicables en una situaci6n dada. 

Sea .Yun vector de parámetros desconocidos que podemos es­

timar, usado para transformar las variables dependientes observa­

das de alguna manera espec1f ica para una distribuci6n de probabili­

dad dada. La variable dependiente, y, se convierte en la varia­

ble transformada h(y,y), donde h es la funci6n de transformaci6n 

especifica. Al aplicar tal transformaci6n, debe~os incluir el ja-
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.. 
cobiano adecuado en· la funci6n de probabilidad. 

Consideremos ahora las tres funciones individualmente. su 

pongamos que una media diferente y una varianza diferente son aju~ 

tadas para cada. punto. Por supuesto, para poder hacer esto, al m~ 

nos debemos disponer de 3 observaciones en cada punto. Entonces 

" podemos obtener el estimador de MV, y 1 , del vector de transforma-

ci6n. Si r 1 es.de una o dos dimensiones, podemos graficar la fun­

ci6n de verosimilitud maximizada con respecto a todas las medias y 

varianzas. Con esta distribución de probabilidad, sólo se ve invc 

lucrada la función (1) puesto que 'la varianza.~o es constante y 
... 

hay tantos parlimetros para la media corno puntos. La superficie de 

la funci6n de verosimilitud par~ r 1 será usualmente muy plana, mos­

trando un rango muy amplio para los valores factibles de los par~~ 

tres, a menos que se cuente con un gran nfirnero de observaciones en 

cada punto. 

Supongamos ahora que utilizamos la misma distribuc16n pero 

con varianza 9onstante y la transformación coman r 2, para todos 

los puntos que tienen la misma forma que y 1 . De nuevo, el estima­

dor de MV se puede obtener y se inspecciona la superficie de la fun-

ción de verosimilitud. En este caso, ambas funciones, (1) y (2), e~ 

tán involucradas. En general, la superficie de la función de verosi 

militud para Y 2 será considerablemen.te diferente de la de y 1 · 
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El tércer casó es el considerado normalmente: la estima-. 

ci6n de la transformaci6n, y3 , para el modelo completo con varían­
'!-

za constante e incluyendo el modelo matemático requerido para la 

media.· La superficie de la funci6n de verosimilitud para y3_ pádr! 

o no diferir de la de 

El mismo Lipdsey da.un ejemplo en el que ajusta una varia­

ble dependiente de dos factores, que consiste en una ecuaci6n de re 

gresi6n no lineal con 8 par!metros, a datos que representan lás pr~ 

porciones de huevos de pescado en cr1a·. Fueron tomadas 4 observa-

ciones en cada uno de los 18 puntos del espacio x. Se us6 la trans­

formación potencia de Box y Cox, yY para obtener un mejor ajuste. 

puando se aplica el an!lisis precedente, las gr!ficas de las funcio-

nes resultan como se muestra en la figura 6. Con estos datos, la 

transformación cumple primariamente la 2a. y 3a. función. Una vez· 

que hemos cumplido los supuestos de la ecuaci6rt de regresión y de va 

rianza constante, aGn permanece una pequeña indicación de qué los da 

tos no son Normales. Con y2=0.48, podemos con,siderar y 0 · 48 como una 

variable Normal con varianza constante sobre los 18 puntos que inte! 

vinienon en la muestra. Cony 3 = 0.84, podemos considerar y0 · 84 como 

una variable Normal con varianza constante y media variando de acuer 

do a la ecuación de regresión estimada. Entonces, v4=y 3/Y 2 =1.75 

transforma la la. de estas variables en la segunda: (yY 2 )Y 4 y Y3 

, Por tanto, Y4 es la parte de la transformación v3 que cumple con la 

función (3). Similarmente, v 5= v2/ v1 nos da la parte de la transfor 
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maci6n que cumple con la función (2}. Por supuesto, Yl es la par­

te que cumple·con (1). Entonces la transfoi:maci6n se descompone 

en Y3 ~=-r5 Y4 Y1 • Esta descomposición de r3 e¡¡ un rasgo distintivo 

de la t~ansformaci6n potencia y, en general, no se podrá hacer siem 

pre as1. 
.( 

Superficie de respuesta no 
lineal con el modelo matemá 
tico 

Media variable y varianza 
constante 

- o - o -

F.IGURA 6 

Media y varianza varia 
ble 

El procedimiento también fue aplicado al primer ejemplo dado 

por Draper y Hunter (ver el 2~ ejemplo del m~todo). Se cuenta en ese 

caso con 4 observaciones en cada uno de los 12 puntos y se supone que 

no hay iteraci6n. La gráfica de la funci6n de verosimilitud para Yt 

es relativamente plana -como en la fig. 6 para el ejemplo anterior-

mientras que las de r 2 y y 3 son prácticamente idénticas. Esto indi­

ca que una vez que hemos transformado la variable para cumplir las pr! 

meras dos funciones, la función (3) se cumple autom~ticamente. En 
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otras palabras, el. objetivo p~incipal que logramos· con la transfor­

r.iaci6n potencia para estos datos, es hacer la varia~za relativamente 

constante, mientras que la eli.roinac;i.6n de los efectos de interacci6n 

depende de aquél. 

El orden 16gico de los objetivos de la transfoimaci6n puede 

modificarse intercambiando ( 2) y °(3) • En este caso, estimamos Y 2 , 

para la distribuci6n con una varianza distinta en cada punto pero 
\\ 

,usando la hip6tesis del 
1

modelo matem!tico de la media. Los par!me-

tros Y¡ y y3 permanecen iguales. 

En resumen, si consideramos que los 3 aspectos mencionados• 

al principio son' los objetivos de cualquier transformación, la im­

portancia relativa de' cada uno de ellos puede ser determinada por 

el an&lisis de las superficies de verosimilitud resultantes. 
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5 

Como ya hei:'º.~- dicho, aptes de precipitarse hacia el uso de 

una transformaci6n, debemos atende~ ~ una serie de aspectos que pu~ 

den llevarnos a toma~ la decisi6n de que una transformaci6n es in- . 

~onveniente. Antes que nada hemos de tener fijos los pbjetivos del 

anS.lisis que deseamos hacer.. Una vez hecho esto y si nos parece 

que el transforma~ puede tener· sentido, debemos proceder a.analizar 

los aspectos mencionados en el primer cap1tulo. Si a6n después de 

esto vemos que el uso de una transformaci6n puede ser de alguna uti 

lidad, es importante hacer primero .u~ an!lisis de los datos ya que 

éstos pueden sugerir alguna transformación espec1f ica (ver Draper y 

Hunter, 1969, ejemplo 1), antes que aplicar algún método o transfor 

rnaci6n. Los objetivos de la transformaci6n -que se supone hemos fi 

jado previamente- pueden constituir una ayuda bastante eficaz en 

nuestra decisi6n sobre el método o la transformación que debemos uti 

lizar. Nos parece importante también destacar la recomendación de 

Draper y Hunter: puede resultar muy Gtil el análisis simult~neo de 

la aplicación de criterios o transformaciones distintas, puesto que 

nos permite tomar una postura flexible .siempre que no noa inclinamos 

por una transformaci6n especifica en el inicio (es posible olvidarse 

momentáneamente de aqu€llas sugeridas por los datos), aunque esto 

supondrá, en la mayor1a .de los casos, la ayuda de una computadora. 
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cuando se pretende tr~nsfcr~ar tanto la variable dependie~ 

te como la in~ependiente, Hil¡ (1966) ha ~ostrado que ~odas las 

transformaciones deben llevarse a cabo si~ultaneamente y no en eta-

pas. 

Por otra parte, es también illlportante la verificaci6n de las 

hip6tesis una.vez que se ha aplicado alguna transformaci6n. De la 

misma manera que las hemos verificado antes de aplicarla, hemo~ de 

hacerlo después ya que puede haber situaciones en que la transforma-
. ,_ 

ci6n-no haya conseguido alguno (o incluso ninguno) de los objetivos 

o, lo que es peor, puede suceder que la transformaci6n consiga algu­

na de las hip6tesis pero destruyá otras. No obstante, sienpre hay 

que tener en cuenta que los procedimientos usuales de los modelos li 

neales pueden aplicarse aunque las hip6tesis no se cumplan exacta-

mente, bastar~ en muchos casos que lo hagan de una forma aproximada. 

Por otra parte, una vez que hemos hecho la transformaci6n, 

podemos hacer uso de los procedimientos v~stos en el capítulo ante­

r.ior, aunque, como es obvio, son procedimientos.que sirven tan s6lo 

para verificar transformaciones en la variable dependiente. En par-

ticular, pensamos que puede ser 6til la aplicaci6n iterativa -para 

los casos en que esto sea posible- del procedimiento de la R2 (4.2). 

Podemos utilizarlo antes de efectuar la transformaci6n y si no se 

cumple (pues de otra forma, lo que el teorema afirma es que no ten­

dr1a sentido seguir transformando si·las hip6tesis b~sicas se sa~i~ 



facen) aplica~lo despu~s de ella y, de nuevo, ~i no se CWl}ple se 

puede pensar en una nueva tx;~nsfor111aci6n 'l as1 sucesiva.mente,· 

·, 
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A P E N D I C E 
' l. Tablas de funciones ortogonales utilizádas en el método ,de Box 

y Tidwell (2.2) TA B LA 

n 

3 

4 

5 

6 

7 

q=O.l 

0.164 188 
-0.328 372 

0.164 186 

li o. 001 617 

0.223 211 
-0.226 206 
-0.217 217 

0.220 213 

ti 0.001 996 

0.252 898 
-0.130 178 
-0.250 328 
-0.120 391 

0.248 007 

li 0.002 195 

ti . 

0.271 279 
-0.058 219 
-0.216 925 
-0.211 782 
-0.049 203. 

0.264 845 

0.002 414 

0.282 555 
-0.003 918 
-0.170 997. 
-0.222 861 
-0.163 418 

0.003 670 
0.274 969 

/J 0.002 611 

q=0.2 

0.167 630 
-0.335 258 
0.1~7 628 

0.006 743 

0.227 277 
-0;233 572 
-0.214 687 

Q.220 982 

0.008 045 

0.255 899 
-0.135 714 
-0.249 611 
-0.117 229 

0.246 656 

0.008 831 

o. 277 440 
-0.064 560 
-0.221 ·357 
-0.210 092 
-0.044 702 

0.263 271 

0.009 823 

0.286 768 
-0.008 251 
-0.174 834 
-0.222 596 
-0.159 647 

0.007 065 
0.271 496 

0.010 466 

q=0.3 

0.169 236 
-C.338 473 

0.169 230 

O.Ol.5 466 

0.230 371 
-0.239 360 
-0.212 395 
0.221 384 

0.018 403 

0.262961' 
-0.143 711 
-0.254 121 
-o .112 467 

0.247 330 

o. 020 538 

0.281 119 
-0.069 628 
-0.223 ?04 
-0.20"J 228 
-0.041 514 

0.260 95:, 

0.022 201 

0.293 724 
-0.012 613 
-0.180 021 
-0~224·000 

.:..o.158 521 
0.009 847 
0.271 584 

0.024 120 

q=0.4 

0.171 699 
-0.343 395 

o .171 696 

0.028 300 

0.235 360 
-9.248 022 
-0.210 034 

0.222 696 

0.033 698 

0.268 
-0.151 
-0.255 
-0.109 

0.247 

583 
149 
869 
146 
582 

0.037 385 

0.289 587 
-0.075 965 
-0.229 815 
-0.208 449 
-0.037 732 

0.262 375 

0.040 985 

0.303 261 
-0.018 351 
-0.187 409 
-o.221·1a3 
-0.155 314 

0.013 999: 
0.270 996 

0.044 287 

q=0.5 

0.174 426 
-0.348 851 

0.174 426 

0.045 636 

0.2.42 019 
-0.258 367 
-0.209 322 

0.225 671 

0,055 017 

0.277 135 
-0.161 301 
::.0.259 486 
-0.105 663 

0.249 316 

0.060 869 

0.298 854 
-0.084 156 
-0.235 597 
-0.208 227 

·-0,034 404 
0.263 530 

0.066 472 

0.313 798 
-0.024 341 
-0.194 474 
-..0.230 504 
-0.154 531 

0.017 388 
0.272 665 

0.072 135 



~ 

93 

.. 
0.290 020 0,295 276 0.804 083 0.312 805 o.324:454 

0.037 713 0.034 609 0.031 638 0.026 806 0.022 548 
-0.126 674 -0.131 162 -0.137 114 -0.143 951 -0.151 635 
-0.205 822 -0.207 994 -0.212 938 -0.215 563 -0.221:210 

8 -0.202 252 -0.201 066 -0.202 056 -o. too 824 -0.'202 133 
-0.118 340 -0.114 946 -0.112 345 -0.109 036 -0.106 501 
o. 04'3 675 0.046 294 0.049 772 0.052 080 0.055 950 
0.281 681 0.278 990 0.278 960 O' 277 683_ 0.278 527 

---------------------------------------------------------------------
ti 

0.002 801 0.011 298 0.026 222 .0.047 647 0.077 653 

0.295 707 0.302 588 0.311 436 0.320 148 0.332 448 
0.070 473 0.068 566 0.066 226 0.063 172 0.060 111 

-0.087 358 -0.092 168 -0.098 555 -0.103 954 -0.111 649 
-0.179 584 -0.183 608 -0.188 723 -0.192 732 -0.199 407 

9 -0.207 905 ·-o. 20.9 318 -0.210 930 -0.212 182 -0.215 205 
-0.173 930 -0.172 504 -0.170 619 -0.170 062 -.o .168 486 
-0.079 185 -0.076 076 -0.072 323 -0.070 066 ..:.0.066 224 
0.074 885 0.077 309 o.oso 113 0.082 449 0.085 296 
0.286 899 0.285 210 0.283' 378 0.283 128. 0,283 116 

' ---------------------------------------------------------------------
t:. 0.002 999 0.012 206 0.028 103 0.051 236 0.083 

TA B L A (continuación) 

n 

3 

q=0,06 q=0.7 q=0.8 q=0.9 

0.178 335 0.183 899 0.191 687 o. 203 567 
-0.356 671 -0.367 800 -0.383 375 -0.407 135 

0.178 336 0.183 901 0.191 688 o. 203 568 

0.068 695 0.099 428 0.141 096 0.201 397 

0.250 037 0.260 556 0.275 140 0.297 059 
. -0.270 373 -0.285 711 -0,306 441 -0.336 866 

4 -0.209 364 -0.210 247 -0.212 538 -0.217 445 
·0.299 700 0.235 402 0.243 839 0.257 252 

220 

---------------------------------------------------------------~-----
!:. 0.083 597 0.122 077 0.175 512 0.255 298 

0.287 974 0.301 956 0.321 041 0.349 844 
-0.173 116 -0.187 834 -0.207 594 -0.236 974 

5 -0.26~ 880 -0.243 421 -0.281 630 -0.296 189 
-0.102 790 -0.100 336 -0.098 120 -0.096 078 

____________ Q.:..f2.L.!!1l ___ Q.:..f2-ª_.fQ1 ___ Q.!.f.§§_}Q~ ___ Q.:.n'.~L.J2L------·-----
ti 0.092 714 0.135 816 0.195 8S4 0.286 390 

,-:·, 



T A. B L A (continuaciOn) 

n q=0,6 q-0.7 q-0,8. q=0,9 

0;3¡1 428 0,327 596 0.349 781 0,383.380 
-0.094 444 -0.106 971 -0.123 977 -0.149 842 
-0.243 614 -0.253 812 -0.267 139 -0.286 300 

6 -0~208 948 -0.210 970 -0.214 564 -0.220 682 
-0.030 625 -0.026 717 -0.022 461 -0.017 269 
0.266 203 0.270 875 0.278 358 0.290 713 

94 

-----------------------------------------------------·----------------
!;, 0.101 057 0.147 870 o. 213 188 0.311 780 

0.327 388 0.345 133 0.369 468· 0.406 476 
-0.032 501 -0.042 656 -0.056 492 -0.078 177 
-0.203 361 -0.214 735 -0.229 491 -0.250 424 

7 -0.234 217 -0.239 548 -0.247 154 -0.258 528 
-0.153 321 -0.152 535 -0.152 571 -0.153 806 
0.020 912 0.025 138 0.030 221 .0.036·920 
0.275 100· 0.279 204 0.286 019 0.297 539 ' . .,, 

----------------------------------------------------------------·------
!;, 0.109 467 0.159 878 0.230 046 0.335 689 

0.338 901 0.357 906 0.383 816 0.423 341 
0.016 667 0.008 877 -0.001·855 -0.019 355 

-0.160 507 -o 171 957 -0.186 860 -0.207 999 
-0.227 103 -0.234 645 -0.244 791 -~.259 405 

8 -0.203 837 -0.206 102 -0.209 723 -0.215 765 
-0.104 752 -0.102 839 -0.100 984 -0.099 352 

0.059 650 0.063 746 0.069 019 0.076 358 

, 

----~------º~~~Q .. 2~Q ___ Q~l~2_Q11 ___ Q~l~1-~11 ___ Q~~Ql_!11 ____________ _ 
!;, o .11.7 899 0.172 064 0.247 041 0.359 407 

0.347 522 0.367 475 0.394 686 f),436 178 
0.056 274 o.oso 766 0.042 946 0.029 413 

-0.120 077 -0.130 956 '.""0 .145 270 -0.165 731 
-0.206 641 -0.215 507 -0.227 158 -0.243 669 

9 -0.219 140 -0.223 877 -0.230 293 -0.239 845 
-0.168 623 -0.169 284 -0.170 568 -0.173 150 
-0.063 569 -0.061 065 -0.058 341 -0.055 092 

0.089 150 0.093 594 0.098 861 0.106 433 
0.285 106 0.288 853 0.295 137 0.305 464 ----------------------------------------------------------------------

/'; 0.126 283 0.184 195 0.261\ 151 0.383 239 

2. En el procedimiento para obtener el sesgo de una transformaciOn 

(4.1) se hace uso de las funciones enteras de segundo orden. 

Las definimos a continuaciOn (ver p. ej. Ahlfors, 1953, pp. 38-

'121 155); 
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Se dice que una fun~i6n co~pleja f de variable comple-

ja z es anaU.tica en A sil~ de:i;-ivada de.f ex;i.~te J?ara todo zc.A. ;. 

Una funci6n compleja de variable co~pleja es entera si 

es anal1tica en todo el plano, 

Una funci6n es entera de segundo orden si los radios de 

convergencia de las dos seri·es 

CIO 

E 
n=O 

son infinito. 

da en a. 

1 

Aqu1 f. 
a 

f (2n) zn 
o 

(i) 

y ¡; 
n=O 

1 

n! 

representa la i-ésima derivada de f valua 

\ 
l 
\ 
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