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Algoritmos de reducción en la teoría representaciones de coálgebras 

Resumen 

Se establecen los algoritmos de la teoría de representaciones de bocses, para 
el contexto de las bigráficas diferenciales. Para cada algoritmo se describe la 
bigráfica que resulta al ser aplicado, y se demuestran las relaciones existentes 
entre las categorías de representaciones de las bigráficas inicial y final. Se analiza 
el comportamiento de la norma de una representación, así como la variación de 
la forma cuadrática de la bigráfica, ante cada algoritmo, obteniéndose resultados 
precisos en cada caso. Todo esto se aprovecha para describir lo que sucede cuando 
se aplica una secuencia finita de algoritmos. 

Como primera aplicación de lo anterior, se estudian algunas características de 
la bigráficas "schurian". Tanbién se utiliza tal enfoque para examinar familias de 
representaciones inescindiblcs de una bigráfica diferencial, con vector dimensión 
dado. 

Se demuestra una fórmula para la forma cuadrática del bocs de Drozd de 
mm álgebra, que permite estudiar familias ele representaciones inescindibles de 
álgebras de dimensión finita sobre un campo algebraicamente cerrado, utilizando 
los resultados mencionados para bigráficas diferenciales. 
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Reduction algorithms in the representation theory of coalgebras 

Abstract 

Here are established the known reduction algorithms far bocses, for the con
text of differential bigrapbs. Far each algoritbm the resulting bigrapb and the 
relationships between the initial and final categories of representations are stud
ied. The behaviour of both the norm of a representation and the quadratic form of 
the bigraph under the action of each algorithm are cstablished. As a consequence 
it is precisely described what happens when it is applied a sequence of algorithms. 

A first application of the foregoing results is t.he study of certain properties of 
schurian bigraphs. They are also used for examining families of indecomposable 
representations of a differential bigraph with given dimension vector. 

A formula is established for the quadratic form of Drozd's bocs of a finite 
dimensional algebra over an algebraically closed field, which perrnits to study 
certain families of representatioris of the algebra. 
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Introducción 

Los algoritmos de reducción son fundamentales en Ja teoría de r~presentadones de bocses; 

Se originaron al considerar ciertas operaciones en problemas matriciales, y fueron introducidos 

en la década de los setentas por Drozd, I<leiner y Roiter. Su aplicación es decisiva en Ja primera 

demostración del Teorema "manso-salvaje" de Drozd. 

El presente trabajo partió de la consideración de que conocer el comportamiento de la forma 

cuadrática de un bocs, cuando al mismo se le aplica un algoritmo, podría ser útil para obtener 

información sobre la estructura de sus representaciones. En particular, se buscaba información 

sobre la familia de representaciones inescindibles en una dimensión fija. En esta dirección 

apuntan los resultados principales del Capítulo 3, referentes a bocses, y que se aplican en el 

Capítulo 4 a la teoría de representaciones de álgebras de dimensión finita. 

La tarea empezó por un examen detallado de los algoritmos, determinando en cada caso 

el bocs obtenido por su aplicación, paso indispensable para calcular, por ejemplo, la forma 

cuadrática del nuevo bocs. 

Como se sabe, Jos algoritmos se establecieron inicialmente en el contexto de las categorías 

diferenciales graduadas, y luego se formalizaron dentro de la teoría de representaciones de 

bocses. Para los objetivos del presente estudio, se tornó conveniente elaborar una presentación 

de los algoritmos en el contexto de las bigráficas diferenciales. Este punto de vista subyace en 

la literatura, y es muy utilizado en la práctica; pero aquí se desarrolla de manera explícita. Así, 

cada algoritmo se considera como una operación aplicada a una bigráfica, que produce otra 

bigráfica, estando las respectivas categorías de representaciones estrechamente Yinculadas. 

La descripción clara y detallada de la bigráfica resultante permite,por ejemplo, conocer el 

comportamiento de la norma de una representación, así como el de la forma cuadrática, frente 

a los algoritmos. Controlar la Yariación de la norma es útil para argumentar por recurrencia 

en diversas situaciones. Con respecto a la forma cuadrática, el hecho de que la misma no 

decrece, evidencia en cierta medida lo que sucede a una representación cuando es sometida 

reiteradamente a la acción de los algoritmos. 
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Lo anterior corresponde grosso-modo a los capítulos 1, 2 y parte del 3 .. ·En .este último 

se utilizan los resultados hasta entonces obtenidos, para derivar aÍgunas propiedades· de 
0

las 

bigráficas "schurian". 

Por un teorema de Ovsienko, dimk End(M) - qa(iliml\1) = ·dimk E:i:th(M, 111): El estudio 

previo de las formas cuadráticas se utiliza para examinar la variación del indicador t:l.(111) = 

dimk End(M) -qa(ilimM) ante los algoritmos. Este se muestra como un instrumento útil para 

investigar familias de representaciones inescindibles en una bigráfica. Se obtienen resultados 

para.familias de inescindibles con el t::.. igual a O ó a l. 

En el Capítulo 4 se desarrollan aplicaciones de los resultados anteriores a la teoría de re

presentaciones de álgebras de dimensión finita sobre un campo algebraicamente cerrado. Aquí 

se trabaja en el bocs de Drozd del álgebra dada, para el cual están a disposición los resultados 

del capítulo anterior. La transición entre el álgebra y su bocs es posible por la fórmula, que se 

demuestra ahí mismo, 

en donde Mes inescindible en modA, A una k-álgebra, <p: P--+ Q la presentación proyectiva 

mínima de 111, y~ la representación del bocs de Drozd 'D de A, correspondiente al objeto <p E P 1 • 
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Dialéctiéa del escriba 

Ei t~tó que empiezas a leei es ]á ci:i.~t~Í~~~i~n':'.cit? esfü~i~ó~,de variaspersonf'.S. El princi~ 
pal ,soporte para· culminar este escrito· han. sido.' Ra~uel; ;i:nr C:ompañera, y Sergio, A¡ejandra y 
Francisco, nue5tros hijos. Buena parte del trabajo doétoreJ )o re~licé cuando:vi±im(JS ~~dqs:en 

México. Estancia aquella cargada de momentos gratos y de situaciones de~i~ra~ol'a5~ -Unos 

y otras, hoy lo siento, definitivamente integradas a nuestras historias personales; Fu~ entone~ 

q.ue juntos descubrimos, en proceso entreverado y contradictorio, el insustitúible valor de la 

palabra para salir adelante en los momentos difíciles. 

He sido afortunado al compartir el estimulante ambiente científico que ha ido generando 

el grupo mexicano de representaciones. Es aquí donde he captado las voces, frecuentemente 

tenues, que me traían noticias de problemas matriciales, de DGCs, de bocses, posets y bigráficas. 

Palabras dichas o escritas lejos y hace varias décadas, o aquí mismo y hace poco. 

Me han llegado también ecos de aquellos que ansían decir y escuchar "la palabra ver

dadera" ... 

El esfuerzo del escriba ha encontrado su curso también por la feliz conjugación de gestos 

y acciones positivos de muchas personas, y la oportuna cancelación de obstáculos, algunos 

concientes, otros fortuitos. F\ie importante el interés mostrado por el ex-rector de la Universidad 

de Costa Rica, Luis Garita Bonilla, en que yo iniciara mi doctorado. También la ex-directora 

de la Escuela de Matemática, Theodora Tsijli, me brindó su apoyo en el momento preciso. 

William Castillo, ex- director de mi escuela, superó realmente sus deberes como funcionario, y 

en momentos decisivos, se comportó como gran amigo. Ahora que pareciera que estoy realizando 

un balance, se me vienen a la memoria los esfuerzos inútiles de algún decano de mi universidad 

por obstaculizar mi proyecto en sus inicios, o la falta de comprensión, más reciente, de algún 

director, también de allá. 

Trabajar con Raymundo ha sido gratificante. Inolvidable, el apoyo moral de Rudith. En 

.Martha Takane he ganado, en fin, a una hermana. 

México, D.F., novjembre de 1996 
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.Capítulo 1 

Bocses y representaciones 

Los conceptos de bocs y de bigráfica diferencial son equivalentes, en un sentido que se 

explicitará. más adelante. A un bocs se le asocia de manera natural una bigráfica diferencial, y 

se tiene también la construcción recíproca. Con esto se empieza. El trabajo posterior se realiza 

en el contexto de bigráficas. En la última parte se examina el cambio de anillos de base en una 

bigráfica, proceso útil para estudiar las relaciones entre bigráficas sobre k y k(x). 

Para las definiciones y propiedades básicas de los bocses, la referencia más completa es 

[OB1], cuyos detalles aparecen desarrollados en [M]. 

1 Bigráficas y representaciones 

1.1 Definición. Una bigráfica 13 es una gráfica orientada finita con dos tipos de flechas: 

de grado O, dibujadas con un trazo continuo, i --+ j; y de grado 1, dibujadas con un trazo 

discontinuo, i - - --> j. Si k es un campo, el álgebra de caminos kl3 es un álgebra graduada con 

la graduación inducida por el grado de las flechas. Así: 

kl3 = (kl3) 0 EB (kl3)¡ EB 

En algún caso se denotarán caminos de grado 1 por flechas discontinuas. 

1.2 Definición ([OB2]) Una bigráfica diferencial es un triple (13,6,k), donde 13-es una 

bigráfica, k un campo y 

6: kl3--+ kl3 

una transformación lineal, tal que: 

(i) si a es homogéneo de grado i, 6(a) es homogéneo de grado i + l¡ 

(ii) si a, b son homogéneos, ó(ab) = ó(a)b + (-l)gr(•laó(b); 

(iii) si e es un camino trivial, 6(e) =O; 

(iv) 62 =O. 
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. : .· . . ' .. '.. . . .' 

Si B es una bigráfica con aiforencial ó. como. en la definición anterior,• se denota con Bo el 

subcarcaj pleno;de)as Hecl¡as d~ grado Ó e~ B; y·~1 ·álgebra· de caminos kBo .. se. denota por 

:. :::z:~?~~~~~¡~i;.i .. f (~"·;~r)°'~Jtrl~·"'~ 
Por definición,' líiS.iepres1ú1tá~iOnes de la bigráfica difererídal (13,ó,' ~) son ías re¡)resentaciones 

del carcaj f3o_. )/ s, > .·· , . .- :~ ·_· ·· ,: __ , ,. •· . 
- . ···:-.·::: ;-.. :·:, .. · 

. Si M, N son repre~enfaciones de la bigráfica. diferencial B, cÜy~s véitices scm 1, 2, ... , n, un 

modismo j ; M ;.:;; está dado pcir una familia do~Je de t;~n:sfo~lllfici~~~~li~~al~s: · 
,, · ...... ·· 

··; :·:.\\ 
. :-::·:::;::':' J = UP ; J1 (x)), 

... ·•.·.· 

en dond~ i::; i_::; n, y x recorre el conjunto de las flechas de gr~do J.'. tllJ.;s;~~e'.Jf ;A,1i.~ N/ 
y J 1 (e) : M¡ __;,,. N;' si X : i - - -t j. Ha de cumplirse la siguiente condÍcióii k;.;¡ todi fi~clía . 

' . ' . . . .. . .· . . . .· . ' . . . . ~· .... ' . ...'.-. 
d~ gr~o ~; a : i ~ j; con diferencial 

ó(a) = ¿,b¡X¡C¡ 1 

l 

con b¡, q c~~nos de grado O, y x¡ flechas de grado 1 : 

Jf M(a) - N(a)jf = 'I: N(b1)J1(x1)M(c1) 
l 

(0.2) 

Se acostumbra escribir j1(c5(a)) = í:1N(b¡)f1 (x¡)M(q). De manera general, para un camino 

de grado 1 arbitrario,')'= b¡x¡c¡, se define la transformación lineal J1(¡) = N(b1)f1(x1)M(c¡). 

La composición de morfismos f : L --+ Af, g : 111 --+ N , se define como 

gf: L--+ N, con 

gf = ((gfl? ¡ (gf)1 (x)), 

en donde (gf)? = gp Jf ; y para x: i - - -> j , tal que ó(x) = 2:;, x,2Xs1 , 
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con las x.i,x.2 caminosde gradol, 

puesto que 62 = O . Luego gf es morfismo. 

Para toda representación M , el morfismo identidad, como se comprueba fácilmente, está 

dado por Ja familia doble idM = (id111, ; O, ... , O). 

Para verificar la asociatividad de la composición de morfismos, sean 

morfismos, y x : i - - -+ j flecha de grado 1, con diferencial 

ó(x) = Lxs2Xs1, i --x~ S¡-_:·~ j 

Supóngase, además, 

y 

En primer lugar, 
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..•.•. · .. < :~[~;;¡~~ii~~~~i~~~j~,iilf ~)f~~ii] ¡ .•.•. 

Haciendo un- desarro119 ;paiecidd·para f (0g)/]1 (x)/se · vé que par;); obtener Ía' igualdad 

[h(gf)J 1 (x),,. f{h;)J]í <;Ú-~?~~-~~~~i~6ar que· · . . -. . . . .. 
,· .:. '.' ~ ·./. '.' -

:Pa:ra obtener (0.4), sea V(i,j) el espacio generado por las flechas 

. x :' i - - ·_. j. Se tienen transformaciones lineales 

¡ 1 V(i,j) ___.,. Hom(L¡,Mi), 

g1 V(j,l) -Ho;_(Ú;,N1), 

con las cuales se define : 

V(j,l) x V(i,j) ____, Hom(L;,N;), (y,x) ,_ g1(y) o f 1(x). 

Esta última aplicación es bilineal y entonces induce una transformación lineal: 

g1 · J1 : V(j,l) ©k V(i,j) ----> Hom(L¡,N;), y ©x >--+ g 1(y) o f 1(x). 

Es claro que vale Ja asociatividad: h 1 . (gl . ¡1) = (hl . 91) . ¡1. 

Para continuar, de ó(x) = 2::. x.2x,1 se sigue : 

Juego: 

8 
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y entonces 

L(h1 · g1)(c5(x,2))¡1(x,1) ,,,..,Bh1(x,2)(91 · f 1)(c5(x,¡)), 
8 . ' - , ... · . s ' . 

que es la igualdad (0.4). 

Se ha demostrado así Ja siguien~eprcipo~ici~~/ 

1.3 Proposición. Si (B,c5, k) es una blgrafica dÍferencÍal, ~nt~nces la fámi!ia de sus rep-

resentaciones constituye una categoría. · ::;/ ._,_:' "· 
";,'.· 

~ ··: " ·._ ': ,_ · .. ','' ( ;· "-'. 

La categoría de las representaciones de (B,c5, k) se: de_nota por_rep(l),'c5, k), ci rep(B), si no . 

hay lugar para confusiones. 

1.4 Definición. Una bigráfica diferencial (B,c5, k), con t ·flechas de grado O se llama 

triangular si ellas están ordenadas como a 1 < a2 < ... <:: a¡, de tal manera que para todo 

i, 1 :S i :S t, c5(a;) se escribe como c5(a;) = I:j=l bjVjCj, con los bj , Cj caminos de grado O, 

compuestos por flechas del conjunto {a¡, ... , a;_1}. Se pide también que exista un orden entre las 

flechas de grado 1, de manera que para toda flecha x de grado 1, ó(x) = I:, x,2x,1, tal que en los 

caminos x,1 , x,2, aparecen únicamente flechas y de grado!, y< x. Una propiedad importante 

de las bigráficas triangulares es que un morfismo f : L __, 111, dado por f = UP; J1 (:¡;)) es un 

isomorfismo si, y solamente si, los fP son isomorfismos. 

2 Bocses y representaciones 

2.1 Definición. Un bocs es un par (A, V) , en donde A es una k-categoría y V una 

A-coálgebra. Es decir, V es un A -A- bimódulo, provisto de morfismos de bimódulos: 

e: V__, A, 

µ V--> V®A V, 

que satisfacen: 

(1 ®µ)µ (µ® I)µ 

(e:®l)µ l= (1 ®e:)µ. (0.6) 
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El núdeo de e se denota por V. 

Por defi~icióní Ja:i; representaciones del bocs (A, V) son las r~presentaciones de .Ja .categoría 

A, .es .deci~,- Jos fun~ores M.: A -+ modk .. Par~repr.es.eiitacion~sM, N un:níorfl~mo .. · 

/::af:::::o:a:~:: :n ~r;s7:::~~ri:~~,i::;:=::Wi~~~~o;fl~~6'~¡do por . 

. Ja: composición . 
µ®1 .. : .. : •:.<•:·:<:'1@¡:·:.:·:.··.>.". ·9 

V®AM--+ V®A®V®;.t'M--+VA®AN-+ L. 

Puede mostrarse (CB¡; M] que Ja coniposicii~n es Lciativa y que par~ Ja representación. 

M , el morfismo V® 1\1-+ lt<f, v ® m ,_; e(v)m, es Ja identidad de M. La categoría de·las 

representaciones del bocs .A=(A, V)· se <lene.ta por rep(.A) 

2.2. Definición. Un morfismo de bocses 

(Oa,01): (A, V)-+ (B, W) 

está dado por un funtor Oo : A --+ B , junto con un morfismo de A - A-bimódulos 01 : 

V __,A TVA , en donde ATVA es el A-A- bimódulo obtenido de TF por restricción a cada 

lado mediante 00 • Se pide que Oa preserve la estructura de coálgebra, es decir, 

Oa(cv(v)) 

y si µ(v) 

para todo v en V. 

cw(01(v)) ; 

Lvj20v;1, 
j 

entonces µw(01(v)) = ¿01(vj2) ®e 01(vj1), 
j 

2.3 Definición. Para cualquier k-categoría A , A es de manera trivial un A-A-bimódulo, 

y el par (A, A) posee una estructura de bocs, dada por e = lA : A -+ A, µ : A --+ A ®A A ~ 

A, fo-+ f ® 1 <--> 1 ®f. Este bocs se llama el bocs principal sobre A. 

2.4 Definición. Dado un bocs (A, V), sea A' una subcategoría. de A con Jos mismos 
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objetos que A. Un "gi"oup,like" del bocs.co.n respecto a A' es un modismo de A'-A'-'-biiuódulos 

tal que el par 

de hocses. 

las dos condiciones siguientes, 

si v E V(X, Y). 
"•'. ,;": - .. · 

. s~>d~rilUestra [CB1, M]que si V es el núcleo de e, entonces : 

6o(A) e V, 61(V) e V© V. 

(2) El bimódulo A VA se descompone en suma directa de subbimódulos : 

Es importante observar que ó1ó0 =O. 

Las consideraciones anteriores permiten describir de una manera cómoda los morfismos 

·entre representaciones de un bocs con group-Jike ([CB¡, M]}. En efecto, para un modismo f : 
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M -> N ,dado por una tra11sformació~ natural !·:=<UxY; 

con la propiedad de que para todo a EA(X,Y), si· óo(a) == ¿;/b;v1c1 

f~M(a) - N(a)f'Jc = '2:N(b1)f1 (v1)M(c1) .. 
1 

Recíprocamente, toda familia doble de transformaciones lineales ( 0.9) que~~~rÚ1~~e·(o.'10): 
para toda a, provee un morfismo .M --+ N ([1,f, 2.11)). 

2.6 El funtor inducido. Si A = (A, V) es un bocs, y se tiene un funtor Oo : A __, 

B ,para alguna categoría B , se considera el bocs inducido A 8 = (B , ByB ) , para el B -

B-bimódulo 8 V 8 = B ®A V ®A B , que resulta ser una coálgebra [GB1] para la counidad 

y comultiplicación e8 , µ 8 siguientes: 

e8 ( 8 V8 _,B A8 9" B ®A B --+ B), 

µ8 (8 V 8 __,B V®A V 8 9"8 V®AÁ®A V 8 __,B V®A B®A V 8 e! 

9" ByB®sVB). 

Existe un morfismo de bocses O= (Oo, 01 ) , en donde : 
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Para toda repres~ntación JV ~e )B, s~!'ºll~ 9*,(N) =·~ ~-:80 ; ypara 'tod~.morfismo · f: 
N~N' ,se define ,._,.. ,. ,'•,' ev_>:;:;::•.··:Y .. :" . '' 

,",·:» .· .. /:•. ''.;: -~·-,. .··.;_,.: "·· :~:· .. ,' :·· 

• ·· 0•c¡)·~·,c11~1{d~):~~!:?r::~~;~fr~~:f~~j}~it~J~)·~·:~!)·· 
:·:,-;: ¡;.. '.~··;. ~·:'.1.-''.},:·: :·f,,);'' .• ;;:;·:; ~~~¡'/• 

EStas fórmulas' defut~n ~I funt6f i~d11cÍctÓ -~~ .• ;~Jy~1Üip~¡J~~;~·~;~¿_b!~c~a é~ntinúaci6ri: 
.··)·_-\_ 

Teorema. [BCS, CB1) El fúntorinduddÓ o< r~p(Ás) ..:_. ;ep(Á) es flely pleno. 

3 La bigráfica asociada a un bocs. 

Sea (A, V) un bocs libre con group-like w, y Ja categoría A libremente generada sobre la 

subcategoría A' por morflsmos a1, ... ,an, A= A'(a1, ... , an)· 

Por (2.5), el A-A-birnódulo V es proyectivo finitamente generado, y entonces se tiene una 

expresión: 
m 

V= ffiAet(j) ®k Aes(j) , 
j=I 

para ciertos idempotentes e,(j), l :S j :S m. 

Para definir una bigráfica 8 , se empieza por tomar los objetos X;, Y; , 1 :S i :S r, como 

vértices. Para cada i, 1 :S i s n, si a; E A(X;, Y;), se define una flecha de grado O de X; en Y;, 

también denotada por a; : X; __, 1i. Para cada j, 1 S: j s m, se define una flecha de grado 1, 

correspondiente al elemento Vj = et(i) ® e,(j) E Aet(i) ®k Aes(i), la cual también se denota por 

Vj: Xs(j) - - -+ Xt(i)• 

3.1 Proposición. En las condiciones anteriores, la bigráfica /3 posee una diferencial ó, 

y (13,li, k) es una bigráfica diferencial. 

Demostración. Para definir una diferencial ti con las propiedades de la Definición (1.2), 

se utilizan las transformaciones Óo y ó1 del bocs (A, V). Obsérvese que el álgebra graduada: 

k13 ~(kl3)o ai V EB (V® V) EB ... 

Para a homogéneo de grado O, se pone ó(a) = óo(a) , y ti(v;) = 61(v;) . Para a,b ho

mogéneos de grados O ó 1, se define li(ab) = ó(a)b + (-l)gr(•)ati(b). Se extiende ahora ó por 
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linealidad a kB, quedando definida una t'ran~formaci6~1ine~ 8 : kB ___;_. kB , Iá. cual .verifica 

las propiedades de la definici6n (1.2). E~ ef~cto, Ci)'::;.(f¡) ::~u~~lf~ po~ ~~fl~ipi?~ de 8 ; Para 

(iii), obsérvese que 8(lx) = w(lx) - lxw(lX) = O . Pfil:~ (i~),'bll.St-~ taiTiiri'~eri:c{i~ntá qrie 

8180 =o o 
. ~·,· ;«:-.:·: '·' 

Es claro que para la bigráfica diferencial asociada aun bocs éo~ gro~p-lÍke;~u ~ategorí~ de 

representaciones es equivalente a la categoría de representaciones del b~cs ·origiriaL Asimismo, . .. . . . . . . . 
y COIDO un adelanto al pr6ximo apartado, al construirle a la bigráfica recién deflnidá SU CO·· 

rrespondiente bocs, se recupera el bocs original. 

4 El bocs asociado a una bigráfica. 

Para una bigráfica diferencial (8,8, k) , se define una k-categoría A , cuyos objetos son 

precisamente los vértices de la bigráfica; para objetos X, Y, A(X, Y) es el espacio vectorial 

generado por las flechas de grado O de X en Y ; se toma V(X, Y) como el espacio generado 

por las flechas de grado 1 de X en Y . De esta manera se obtiene un A - A-bimódulo V. 

Considérese al1ora la suma de A-módulos derechos: 

con wA el A-módulo generado libremente por el símbolo w. 

Se define una estructura de A-módulo izquierdo sobre V, mediante: 

a·v av 

a·w wa+ó(a). 

Es claro que V es A - A-bimódulo. A fin de hacer del par (A, V) un bocs, se definen 

transformaciones µ, e: 

µ V-->V®AV, e:V-->A, talesque: 

µ(v) 

µ(wa) 

e:(v) 

w®v+v®w+ó(v), si vEV, 

w®wa ; 

0,sivEV e:(aw) =a. 

14 



4.1 Proposición .. (A,~ V,µ; e) , como. ha sido definidó, '.'s. un bo.cs co~ group-'like. 
:< -· ·:-. - .. , • .::: .. ~ ·,..:;(_:.:>·\·,-'_'.· ,\",; 

Demostración .. (Íf P!ll"a:fer 'qU:e µ~ és)~1orj¡sirio d~ pimódiilós; .obsfa-vese que: . 
. . ·:>·:< .. · ·,·::·::.:'·::·.~:-·.! .. ·:~·-··'.. ':·-~·~ ... ·T~\< ::·::.:·· :-"i.'.'·.= _«~-, , ... '\'.:i?,\-.:'.;~S Y.' ..• -~-' .• :.: : .. 

. · . ( i) •·· • ··~( i;,~:i·~ .. ,==v~w~~~~si~·~f ~3'\z;'.:;;0 •(iF' ...• :.·':···; .. :.:: .. ~."<);· ~•~. ·• ···•• .· ·.•.••· 
•·.··· "'. ¡¡Í®w(la~~w.® ó(~)a'fó,(a)a'.®N-tc5(ó{a)F'): · 

por otra parte, 

. ····.;;i~~¡;,~:G;t'"i,,;j~;.:*'·~<~>;~~;r~:~;c~)~¡~,y 

aµ(w)a1 

¿.;'@·tiJda1 f~~~-6(a)~'.f6(~{~Jé- .. ; 

a(«J ~ w)<L':~-(~a :(ó(áj) ~i.íai 
<.;ª~-~~'.+sc~r0·¡.,~;·.•. :> ·· 

·,,:: .. ,-,-';...··-

w®d·wa':f: ó(d)®w~' 

t.J@c¿~<~(d))/~6(~)®wa', 

y así, µ(<1Wá');,, aµ(w)a'. 

(ii) .Sea a:hora v E V ,se tiene: 

µ(ava') 

y, por otra parte, 

w ® ava' + ava' ®w + ó(ava') 

wa ®va'+ av ® (wa1 + ó(a')) + ó(a)va' + a6(v)a' - avó(a') 

wa®va' + av ®wa' +ó(a)va' + aó(v)a' , 

aµ(v)a' a(w ® v + v ®w + ó(v))a' 

a ·w® va'+ av ®wa' + aó(v)a' 

wa ®va'+ ó(a) ®va'+ av ® wa' + aó(v)a' 

y entonces ji.( ava') = aµ(~ )a'. De ( i), ( ii) se concluye queµ es morfismo de bimódulos. Fácilmente 
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. se comprueba que también e: es morfi~~º d.ebiinódúlos. . 
. . : .' . ,, .. , 

(2) Las igualdades de la DefinicicSn (2.Í)riose·éoinpiobaránen su totaHdad; 

tración, se demostrará: (1 ® µ)µCv) ~ (Jl,~ l)J,(~) 1 ~ara ~E V'. . 
como ilus-

Supóngase 

,,··:;· 

La igualdad (q)5fd~ (1:2).~~·~cribe en. ~te caso como: 

< tv.2 ®Vs1,t~•® Vs1,t1 = L v,2,r2 ® v,2,r1 ® Vsi . 
: s,t · · - s,r 

Según la definición : 

(1 ®µ)µ(v) = w®µ(v) .+v ®µ(w) + (i ®µ)ó(v) 

asimismo, 
. . . 

(1 ® µ)(ó(v)) L Vs2 0 (~ ©, Vsl -f Vsi ® w) + I;(v,2 ® Vsl,t2 ® v.i,ü) 
. .s,t 

¿v,2 ®·;,, ®v,1 + ó(v) ®w + L(v,2 ® v.i,t2 ®v,1,n) 
s,t 

De manera parecida se obtiene : 

(µ ® l)ó(v) = w ® ó(v) + L v,2 ®w ® v,1 + ¿;v,2,r2 ® v,2,rl ®Vs1 
a,r 

Con base en lo anterior se llega a : 

(µ® l)µ(v) = w®v®w+v®w®w +ó(v) ®w+w®w®v+ 

+w ® ó(v) + L v,2 ® w ®V,¡+ L Vs2,r2 ® v,2,r1 ® v,¡ 
s s,r 

16 



(1 ® µ)µ(v) , 

conio se quería demostrar'._ 

(3). Par'a Jer' qu~ el bocs pose~ un group-Jike, se considera la subcategoría A' de A; cuyo~ 
objet~~ in~cindibles son los mismos de la categoría A, y con espaci¿s de morfismos: A.'(X, X) =' 
klx , Á'(X,l') .,i O, ~~ra X .P Y. Se define: . . .. 

, : -iii:Á/::.._.Ji•.vA' . , .lxHwlx 
-;' ' :,. ·' - '. ' .. -~· ~ . ' : . : . ·.\:.; .· '. ~ . ., ..... 

~'º"~ •~m:~~~lilli~ll~i;~~x 
Finalmente, E:(w(~.X);., e:(wl.x) = e(lx;.,) = lx .Así, w cumple las condiciones de (0.8) o 

Para terminar, obsérvese que las categorías de representaciones de la bigráfica diferencial 

original y la del bocs a ella asociado son equi\'alentes. 

Asimismo, si al bocs obtenido a partir de la bigráfica se le construye la correspondiente 

bigráfica, se recupera la bigráfica original. 

5 Cambio de anillos. 

Sea (B,li, R) una bigráfica diferencial, en donde R es un anillo conmutativo. Un homomor

fismo de anillos conmutativos cp : R - S induce un funtor 

_<2:ModR-ModS, 

tal que !f.(M) = S ®n M , y para f: M - N , _'2(/) =id ®n f: p_(M) - ':f.(N). 

También se tiene un homomorfismo de anillos ép : RB --+88 , tal que 
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5.1 Proposición. Si (8,ó,R) es bigráfica diferencial, y <p: R---+ Ses morfismo de anillos 

conmutativos, entonces (8, _ce(ó),S) también es bigráfica diferencial. 

Demostración. El R-morfismo ó: R8 --+R8 es homogéneo de grado 1,y entonces _ce(ó) : 

88 ---+88 es homogéneo de grado l. Para probar (ii) de (1.2) , es suficiente hacerlo para 

elementos de una S-base de 88, por ejemplo, los caminos en 8. Sean entonces z, z' caminos 

en 8 , z, z' E 88, entonces z = iO(z) , z' = ¡<i(z'), siendo z, z' también caminos en R8. Se tiene 

_ce(ó)(zz') ,<e(ó)¡<i(zz') = iOó(zz') =¡o [ó(z)z' + (-l)gr=zó(z')] 

[_ce(ó)iO(z) J ip(z') + (-l)gr:¡o(z')_ce(ó)( cp(z')) 

(_ce(ó)(z))z' + (-1r= z,ce(ó)(z') . 

Para un camino trivial e;, _ce(ó)(e;) = ip(e;) =O. Finalmente, ,t:(ó)_ce(ó) = :e(ó2
) =O O 

Se denota (8, _ce(ó),8)=(8,ó,R).,,. 

5.2 Definición. Si <p : R --> S es la inclusión y además para una bigráfica diferencial 

(8,ó,S), para toda flecha ¡ en B , se tiene ó(I') E RB , entonces es claro que se verifica : 

(B,ó,8)=(8,ó,R).,,. En este caso se dice que (B,ó,S) está definida sobre R, o que (8,ó,S) es una 

extensión de (8,ó,R). 
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_;,/, , ... - .- .. · . 

Demostración. Unicamente s~ de~ostra¡á que la imagen de un morilsmo es un morfismo. 

Sea j: M---+ Nen rep((B,.5,R)),}a :·i - j flecha de grado O, con ó(a) = l:t.>.tbtXtct. 

con los >.t E.R. Entonces (.s::(o))(a) = Et\O(At)btXtCt y además, 

E,,(f)((.se(o))(a)) L <,0(>.1)(E,,N)(b1).se(f1(x1))(E,,M)( ct) 
t 

L cp(>.t)(l © N(bt)(l © ¡1(xt))(l © M(ct)) 
t 

L 1 © >-tN(bt)f1 (xt)M(ct) 
t 

1 ® 'L>-1N(b,)f1(x,)M(c1) 

t 

1 ® f(ó(a)) 

1 ® (jJM(a)- N(a)Jf) 

(1 ® fJ)(l ® M(a)) - (1 ® N(a))(l © !;°) 

E,,(fj)E,,M(a) - E,,N(a)E,,(ff) o 

El siguiente tema se utilizará en el Capítulo 3. 

Supóngase que se tienen una bigráfica diferencial (B, ó, R) y en ella 

a : i - i , lazo de grado O, con ó(a) = O , y sea >. E R . Se consider1t el ideal J en RB 

19 



, generado por ~.C.. >.et., Entonces se tie~e ,un• ideal l.= J n (JIB)o en A= (RB)~, generado 

exáctá ,'·: <->';:'' :::;·: .. ::":: 
:'··,..: 
•' 

5.4 ·.'· ~roposici6n. Los bocses A¡,;,· ,(f; Jv~JX;~¡;~j>'~'.eí b~~ a!Ío6iad~' a i~ bigráfic~ 
(80 ,ó)., R) son isomorfos. 

Demostraci6n. Se define un modismo de A.::. k,-bimódulós 

V .V 
q,: IV+ VI--+ IV+ VI' 

tal que para V E V= V EawA' V= v' +wa' \ll(v +IV+ VI)= v' +IV+ VI: Su' inverso está 

dado por v' +IV+ VI,.... v' +w +IV+ VI o 

La siguiente afirmación se demuestra sin dificultad. 

5.5 Proposici6n. El siguiente diagrama es conmutativo : 

repA(B0 ,6A, R) !:!!, repA(B,6, R) 

E.,.! !E,, D. 

repA(B,~(6),S) - repA(B0 ,!e(ó).,.(A)> S) 
Fs 
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Capítulo 2 

Algoritmos de reducción 

Los algoritmos de reducción para bocses, introducidos por Kleiner, Roiter y Drozd, se 

originaron en ciertos problemas matriciales. Formulados en el contexto de las "categorías difer

enciales graduadas" [D1 , D 2 , Ro, RK] en un inicio, fueron posteriormente formalizados para 

bocses [BGS, GB1 , Ro]. En este capítulo se estudian los algoritmos de reducción para bigráficas 

diferenciales. 

Se realiza una descripción de cada uno de los algoritmos : regularización, eliminación de 

objetos, reducción de una flecha y "unravelling", es decir, se determina en cada caso la nueva 

bigráfica diferencial obtenida por su aplicación. Se estudia el comportamiento de la norma de 

una representación, frente a cada algoritmo, pues de aquí surge la posibilidad de argumentar 

inductivamente, una y otra vez y en diversas situaciones, al estilo de la demostración original 

del Teorema manso-salvaje de Drozd. 

1 Norma y forma cuadrática 

1.1 Definición. Sea (B, ó, k) una bigráfica diferencial triangular, con vértices X1, ... , Xr 

y estratificación (a¡, ... ,an;v¡, ... ,vm)· Para cad'.'- par de vértices i ,j, se denota con Tn;j el 

número de flechas de grado O que hay entre ellos, en cualquier sentido; con nu se denota el 

número de flechas de grado 1 entre i y j . La norma de una representación 1'1 de B se define 

como: 

r 

l/MI/ = L m;;dimM;dimM; 
iJ=l 

1.2 Definición. Con las mismas notaciones de la Definición anterior, la forma cuadrática 

de la bigráfica (B, ó, k) se define como la aplicación 
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dada por 
r r r 

qB(x¡, ... ,xr) = I>~ - L m;j:Z:iXj + ·I: ni;x;x; 
i=l i,j=l i,j=l "' .. 

2 Primer algoritmo: regularización 

M.L M~r> " ·i ... ;.. ;~: 
g ! to' 
M 

Demostración. (i) Supóngase a1 : X 1 --+ X2, v1 : X 1 - - _, X2. Para Jl;J E rep(B, ó,k) 

se construirán simultáneamente M y un isomorfismo g: J.1--+ M, dado por g = (gf; g1 (vi)). 

En primer lugar, se toma M.; = J.1; , y gp = idM,. Además, se toma .M(a1) =O. Obsérvese que, 

de ó(a1) = v1, se ha de tener 1Vf(a1) - M(a1) = g 1(v1), así que se define: g1(v1) = M(a1). 

Para definir M(a;+1 ) , con 1 :Si :S n-1, supóngase que ya se han definido J.1(a1 ), ... , M(a;). 

Se tiene ó(ai+1) = L:J!,1 b;v;c;, con los b;,c; caminos triviales o compuestos de flechas del 

conjunto {a¡, ... ,a;}. Se define g1(v;) =O, para j;:: 2. Obsén·ese que está bien definido 

M(bj), j;::: 2. Ahora se define M(a;+1) = M(a;+1) - 2:.f=1 M(b;)f1(v;)M(c;) = M(a;+1) -

M(b1)M(a1)M(c1). Se obtiene así un morfismo 

Para comprobar que g es morfismo, obsérvese que para Ja flecha a 1 vale : 

M(a¡) - M(a¡) = M(a1) - O= g1(v1) = g1(ó(a¡)). 
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Continuando, P.ara ai+i 1 .se t_iene: 

· :111ca.~1)_:.J1ic~+Sj,1L¿b1)Mca;)M(c1) ~. lc6(iil+1)) .. 
> . ·>.:·::, .. ·· ' . · .. -,:.'~ ' >. 

Finalm~rite.'•·~1•.iii6r~s:~~fY·&~,~~-iscJ~~i~~;ii?/~#~~Vi~iis#;·' , .•... , 

. (ii)···~~:r.i~i~~;~\~~~l~~~;~~f ~~~i, .. g •• < •• ) .. ~ ~·. 
se sigue 6(v1) =O , y entonces : (fg-1)1(.vi)é)º1(v1fr: wf(a1) ;' p'or l?:cual(g'f g-1)1(v1) = 

M'(a1) + f1(v1) -M(a1)·=·0, pu~ j'~•·.Il1¿!~~;~;~;~ri~b~¿~,MC~1):~,Ú1 (a~) ;;;,j1(v1) . 

BaSta tomar entonces, f_ = g' ¡g-.1. 'o 
- . . 

2.2 Regularización. Sea ( B, li, k) una biiráfica diferencial triangular, con vértices X l i ••• 1Xr. 

y estratificación (a11 ••• ,an; v1 1 ••• 1 vm)· Supóngase que 6(a1) = v1. Se describe a continuación la 

regularización. 

Se define una bigráfica B~""'' con los mismos vértices de B. Sus flechas de grado O son 

a2 1 ••• ,a,, ; las de grado 1 son v2, ... , Vm. 

Se tiene la inclusión de los anillos i: kB~1 •• 1 
__, kB. Además, se define un homomorfismo 

de anillos to: (kB)0 __, (kB~,,.,)o, poniendo en los generadores del primero : 

to(e;) =e; ; to(a1) =O, to( a;) =a; , i 2: 2 . 

Asimismo, se define un homomorfismo de A-bim6dulos, con A = (kB)o, 

t 1 : (kB)i __, (kB~, .• ,h , poniendo en los generadores: 

t1(v1) =O, t1(v;) = v; , j 2: 2. 

Se tiene entonces un homomorfismo de anillos t : kB __, kB~""' , inducido por· (to,t1 ). Se 
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define ó' = tói :. kB~i.vi. - kB~1 ,;,1 , y entonces el siguiente diagrama conmuta : 

kB ~kB.· 
.... ,_._ 

.i T r: ;J·, 

< ó'(a);;;, L; b;v;c;. 
j;61,bJ.c;~(ai) . . . 

. . 

2.3 Proposidón. s~á (B, ó, k) una bigráfica diferencial triangular, con verticiis,Xi;.:,,x~ . 

y estratificación (ai, ... ,a,.¡v1,. .. , vm), tal que ó(a1) = v1 • 
. . ·.::.-·, 

Para Ja bigráfica (B', ó',k) obtenida por regularización, se tiene unaequl:;.;;¡~nci~' · 

F: rep(B',ó',k)---> 1·ep(B,ó,k) . 

Demostración. Pa~a NE rep(B') ' se define F(N) =ME rep(S)~¡; . 

M;=Ni ¡ 

M(a1) =O, M(a;) = N(á;) , j 2: 2. 

Para un morfismo J' : N ---> N', dado por J' = ((f')f ¡ (f')1 (v;),j 2: 2) , se define 

f = ((!')? ¡ J1(vi) = O, J1(v;) = (f') 1(v;),j 2: 2) . Para toda a : X 8 - X, de grado 

O en B , se tiene: Jf M(a) - M'(a)f~ = Jf N(a) - N'(a)f~ = J'(ó'(a)) = J(ó(a)). Luego 

f : F(N) --+ F(N') es morfismo. Se pone : f = F(J'). Es claro que se tiene un funtor 

F: rep(B', ó', k) ---> rep(B,ó, k) . 
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Para ver {¡ue.F' es cÍ~n~~· ~~a ME :r~p(B) ,por el :Lema. (2.1), e:dste M' E rep(B), tal que 
M'(a1) =o , .M' ~ Á1. Se define I\TE ~~p(si) ~Í: . . .. . . . . · . 

· .. :;: ... : ~·;~:·'.~:'/(.~ ~.> .: .. ;:~/ 

:::·: ¡r1::t:~~~#i~·.~~~;;,~ª~·~;~f<~J.'1/•+fc~:1,;~ti;•· 
suponerse que M(ai),; M'(O:Í) ,;,,p;Si.setiene.unmo~fisrru:i Ji M::+'.M\e!lfep(B), también 

puede suponerse j 1(v¡) =o. s~ defiriel~f~ilia'd~bie. 

Entonces f' : N --+ N 1 es. morfismo en rep(B') . En efecto, sea a : X, --+ Xt una flecha 

de grado O en B', necesariamente a "f a1. De M(a1) = Jvl'(a1) = O, y j1(v1) = O, se sigue 

que f'(ó'(a)) = f(ó(a)) , por lo cual , tomando en cuenta que f es morfismo, (f')~N(a) -

N'(a)(f')~ = Jf M(a) - M'(a)f~ = f(ó(a)) = J'(ó'(a)) . 

Es fácil ver que F es fiel O 

2.4 Proposición. Sea (B, ó, k) una bigráfica diferencial triangular, con vértices X 1 , .. ., Xr 

y estratificación (a¡, ... ,an;v¡, ... ,vm), tal que ó(a1) = v1 . Si se regulariza, entonces para la 

equivalencia 

F: rep(B') --+ rep(B) 

del Teorema (2.3) , se verifica : 

(i) si M ~ F(N) , entonces : dimN = dimM ; 

(ii) si a1 : X; --+ Xj , y lvl ~ F(N) , entonces : 

llNll = JIMJl-dimM;dimMj 

En particular si la representación Mes sincera, llNJI < JIMll 
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(iii) para las formas cuadrátic~. si M 9'! F(N) ' e~tonces : 

qa;(diinN):i,qa(dlmM) . 

Demostración; L~ a.firmació~ (ii) •resulta de qúe.en B. se elimina' la flecha a;; de grado ·· . 

O. La afirmación (iii) es consecuencia d~ q~e se ~Íimin~~ a1 , v1 , c~n g~~dos <lÍre~edte~ y l~s 
mismos extremos O 

3 Segundo algoritmo : eliminación de objetos 

3.1 Sea (B, ó, k) una bigráfica diferencial triangular, con vértices X 1 , ••• , Xr y estratificación 

(a¡, .. .,an;V¡,. . .,vm). Sea l arbitrario, 1 :5 l :5 r. Se define la bigráfica BI con los mismos 

vértices de B , menos el vértice X¡ . Las flechas de BI son todas las de B , excepto aquellas con 

algún extremo en l . 

.Sea e el conjunto de las flechas de grado o de BI ' y T el de sus flechas de grado l. 

El álgebra A' = (kBí)o es subálgebra de A = (kB)o (aunque lA' =f lA) y se tiene una 

inmersión de A'-subbimódulos (kBI)¡ e (kB)¡, Jos cuales inducen una inmersión de anillos 

L : kBI '-+ kB . 

Se definirá ahora un homomorfismo de anillos t : kB -->kBI, inducido por (to, t1) , en donde 

to : (kB)o --. (kB!)o es el homomorfismo de anillos, tal que 

ai ~ O,a¡~C,a¡1-+a¡,a,¡EC. 

El morfismo de A'-bimódulos t¡: (kB)¡--> (kBi)¡, se define por 
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. . 

Poniendo. ó' = tói;, el siguiente ~li~grama c~~muta :. · 

kB 6 
kB.• --+ 

¿ i ! t. 

kBl --+. 'kB¡ 
6' 

De manera parecida a como se hizo para el algoritm() ante'rior; ~~ coll1prueba que ó' es.una . 

diferencial en B¡. Para toda flecha de grado O eriBl ~·si 

ó(a) = ¿bjVjCj 
j . 

entonces 

ó'(a) = I> . b1v1c/' • 
bJ,CJE(O);uJET. 

Se hacen las siguientes observaciones : 

(i) Para ME rep(B,ó, k), tal que M1 =O, se define NE rép(B',ó', k) así: 

N¡ M;, i#l; 

N(a¡) 1'1(a¡) , a; E C 

En este caso, se escribe Al= F(N) . . ·.. . . 

Para un morfismo f: M --+ l\tl1en rep(B,ó, k), dado por f = UP ¡ :J1(v;}), se define 

!' = UP, i # l ¡ (f')1(v;) = f 1(v;) ,v; ET) . 

Fácilmente se muestra que f' : N --+ N' , define un morfismo, debido a que : f'(ó')(a) = 

f(ó(a)). Se escribe f = F(f') . 

(ii} Se define un funtor 

F: rep(B',ó',k)--+ rep(B,ó,k) , 
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tal que, para NE rep(B',ó', k), F(N) i:Ji1 está dado pCJr: : . . .. ,- ' :-· .. -:-··· " .. ' . .' 

:'i,¡'..t:f.íiii~}; }1!1 ~--º .i·· 
;:'.:·· 1 ",;'' ~> ;·/'</>" . ·.·./. ·.· 

. · .. •·· .. : · .. " ...... ·!· •:: .. :•·:· ...... ··:::.:::-;-:,:-;'.;ó .. •::.:.::·.:: .. ,: ....... •····:·'· '-: . '.· . . .. . . . . . 
y paraf' : N -+ J1!'1 .daqR:por1J.(;7 ((/qi!;i ~;1¡ (f~) 1(v;) ,vjE'.T), se toma F(f') =· 

<UP •. i '11. ,Ji°= ~· ;_j1J;j}·~.,'</2::~ffhiJ;i~'-Z¡·'.;{~c?j~:=*;_o._¡.~;. ~/i))><E1H?;ºc~~ É<h.· ,··. 
F(N)-+ F(N') es un ll1orfismo en:rep(B ó'k)•;·¡•,:-•••·:•,• . . ;\;"'''' • •· ·· , .. :: .. . :. " 

~ .-- . '~:::.' _: ,._ ~ ;'. ::.:~_:(;~-> 'Cf~~'.~/ ~r::1 -~;:~~~':.!~/-:':.·,:::. ·/.~ -; ~:.~· : ;, ;- ':" ,:. ·. 
;:~·<' : e·;.·.; ;· .•. '·, ,. . . .-, '. 

3.2 Proposición: Sea (B.·~. k) -~11a.·~igráfica dif.erenciru triiillgular; con vértices X1' :u~ Xr. 

y estratificación (a1 , ••• ,an;tÍ1 ; .• ~,vm)' ~¡{aT~~l;it;~io, 1$ l $ n: Si 'sé ~liminael ~értic~J; .· 

entonces el funtor 

F: rep(B',ó',k)-+ rep(B,ó,k) , 

de (3.1) establece una equivalencia entre rep(B', ó', k) y la subcategoría plena de rep(B, ó, k) 

formada por las representaciones J.1 , tal que M¡ = O . Además, si J.1 ~ F(N) se verifican las 

relaciones : 

JINJI JIMJI; 
q¡¡(dimM) 

Es claro que si se eliminan varios vértices de la bigráfica B , sigue siendo válida la anterior 

proposición, con los cambios adecuados. 

4 Tercer algoritmo : reducción de una flecha. 

Sea (B,ó,k) una bigráfica diferencial triangular, con estratificación 

(a¡, ... , a,.; v¡ ,. .. , vm)· Supóngase que para una flecha de grado O, °':X; ___,X;, 

X;# X;, ó(ae) =O. 

Renumerando los vértices en caso necesario, puede suponerse X; = X¡, X; = X2, y .que el 

conjunto de vértices es: X1,X2,X4, ... ,Xr (no existe X3). 
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4.1 Se definirá a continuación una nueva bigráficá:Bi,:;.-pará:la éualse ~onstrüirá después 

una dife~encial 61
• 

. . 
... . :. ·· .. 

;•. ~-: ' ~-~ ·:·~·· 

·:·''· 

Los vértices de B' son: X 1,X2,XaX1;; .. ,X~(~~i~t~6d~jbX~}: · 

Se definen dos flechas de grado 1 e~ B': x,1 2~i~ª~.~-¡~.;0x~;'-·. 
Las flechas de grado O en B' son las siguient~:::Tdd~.flecllad:X~ .::SX9 degraé!~ O en B, 

a# a , determina 1, 2 ó 4 flechas de grado O:en·i< a'{a?~~~dÓ.a. la:sÍgulénte ~~gla: ... 
-.. ·, ., -:,;:.,:>,' :o";:_<:.>:- ,. . . - ,·· 

(1) si p,q # 1,2, se tiene una fl~~-~~i~J:;~~'.;§~:ft;fU\. ':''·:.:.-.~···· ··~>:' · 
. ., '.';; ~:;:' ~ 0:,J;~,~[¡~;~í~jj~~i''.¡¡~~:'".:.f; 2:x,, 
· <>'l •• ,~· •. ;.;: ,§X;Jf i"&$:t!ií~~{,¡i¡~f5:~~;{~;¡~;4{x;, 

{3.1)•·.· tcidci.!~o.á':.xr:+xf··d~i~~illÍn~·-~·fi~Ch~':i. ;.-~'.·;: •. 
. • ·¡" -'.::_<-·· -~·~ , -:<-::z·:~~ ... ·,.· _-.~ .. _._,\·~:.,,..-_ ... · .. · '.-.· . '·:~:--:/>..·,-

::, ··-: . ,- . ,, •;.. ·;·, ·.," ·-: ,--:.· ~:.:_. 

a11_:)i1 --:+X~•~12:f3f+f~!-,ª_.~}~.;f1 ~·:X.a\a22 :~a,,;_;Xa; 
. . ... -~' ; 

{3.2) similármente; tod~ la~o a: x;:4'xa;d~ii~eiÍftechas: 

(4.1) toda a: X 1 --+ X2,a #a, define 4 flechas : 

{4.2) similarmente, para a: X2 --+Xi, se tienen 4 flechas : 

Las flechas de grado 1 en B', además de las ya definidas x,y, se obtienen a partir de cada 

flecha v : Xp - - -+ X9 , de grado 1 en B, según la regla recién explicada para las flechas de 

grado O. 
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Se utilizará de ahora en adelante la siguiente nótadón matricial para las flechas de !31, según . 
' . . . :.·' ·: ,: ..... · - . . . . "· ' . . . . 

los casos anteriores : 

Sea e3 el idempotente e11 X3 ; se define ia matdz Aa = 
(

O e:i ).· 
o o 

De la misma manera, se·construye una matriz Au, para cada flecha v de grado 1 en B; 

Para un camino 1' =')'¡ ... ')'.en B, con gr(7;)E {O, 1}, se define la matriz A1 = A11 .;.A.y, ·;y 

para una combinación lineal de caminos u = Li e¡ry; , se define la matriz : Au = ¿:, e¡~, 

También se introduce, para todo vértice Xp en B, la matriz Yp, dada por : 

( 0X) (ºy) . ..J. 

0 0 
Yí= 

0 0 
, Y¡,=0, s1p, 1,2. 

Para una flecha a, de grado O en 13, se utiliza también la notación matricial Aa, = (aí;l), 

con los índices en los rangos adecuados. 

Para matrices X = (x;;), Y = (y;;) con entradas en kB' , XY denotará el producto 

usual de matrices con entradas en dicho anillo. Una matriz X = (Xij) con entradas en k81 

se llama homogénea, si todas sus entradas x;; tienen el mismo grado; en este caso se escribe : 

gr X= grx;;. También se define grY; = 1, i = 1, 2. 

4.2 Definición. Para toda flecha a: Xp --+ Xq en 8, gr(a)=O, a# a, se define la matriz 
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-- . .. . -

Asimismo, para ti : Xp, :::.---+ ::_.¡ en B, gr(v)=l, se d~fine Ja matriz . 

~ doodo •C>l·~ ~;fi~.~~~i1~l:1~0f * ~,1.,,;A,, .. ' 
También se defi11~i}'(A,c>):,~:o;;,§'.(Y¡)':;,; Y¡~;• 

PmO m•~~;~~ii~~\~JC'"''" d•Lcibol~, • ~'" 
· e·· ~8'.'/§'(X:Y.J';:6~(X)Y + (""l)gr(X)Xó'(Y). 

_;· .. · ~'-·.:·.:'(),: .. .'.-,-;~·::~:¡·:<y.:.-;·~ .. ;\,,;,·_,··•':.·,:-' -' .,, . ·-;·~-'. 

Eii .• ef~ct~, ~~a¿i('~,(~tJ~;f :~:~~;};; se:Úkne : 
'-~;·-. -"·: ,. ) ·- ·- .... ',;; > ._ .. ' •. 

' ' 

''Lo' (x;1)Y1; + L(-":1)9r:""xaó'(Y1;) 
1 ' ' l· ' 

Ló'(xi1)Y1;+ (.:_1)9~z"x¡¡61(Y1;) 
1 ' ' ' 

¿s1(x¡¡y1;) :"' ó'('2:xuY1;) 
,1 1 

ó'((XY);;) = (ó'(XY));;. 

Se hace la observación de que en la anterior.definición se tiene 

para h flecha de p en q. 

4.3 Lema. (6')2 =O. 

Demostración. Por la regla de Leibnitz, es suficiente demostrar que 

(ó')2(Aa) = O,(ó')2 (Av) =O, con gr(a)=O, gr(v)=l. 

(i) Para a: Xp--+ Xq,a #a, 

Ó
1(YqAa -AaY,, + A6(aJ) 

ó'(Yq)Aa - Yqó'(Aa) - ó'(Aa)Yp -
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-A.61(Yp) + 61(Ao5caJ) 

{Yq~)A.-l'q(Yq-1•> ;f- : . 

/~~~~~~~~~¿~+ .. 
. • = ~Yq:.46(~) .:., J16(~fYp+, 6' (A6(a¡} 

·. ='6> 

puesto que de 6(6(a)) = O, se sigue que 6'(A6(a)) == YqA6(a) + A6(a)Y,,· Como esta última 

·afirmación no es del todo inmediata, se demuestra a continuación. 

Es suficiente hacerlo para el caso 6(a) = bvc, y luego extenderlo por linealidad en general. 

De O= 6(bvc) = 6(b)vc + b6(v)c - bv6(c), se tiene: 

lo cual se utiliza en el siguiente desarrollo. 

De Á6(a) = AbAuAc, se sigue : 

é'(Ab)AuAc + Ab6'(Au)Ac -AbA~61(A0) 

YqAbAuAc + AbAuAcYp 

YqA6(a) + Á6(a) Y¡,. 

(ii) Para v : Xp '- - -> Xq, sean 

en donde: 

. 
l: V.s2,r2Vs2,r1, 

r 
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Se tiene: 

E A~;2,~~A~~;,;¡ Á~./~·'b'Áü,~A~.i;i2Ávai,ti 
s,r ··· a,t · 

o, 

la última igualdad obtenida por un argumento similar al de (0.4), Capítulo 1 D. 

4.4 Definición. Las diferenciales de a~jl y de vW se definen como las entradas de las 

matrices 61(Aa,), 61(Av1). Es decir, 

ó'(Aa,) = (6'(a\j»), 61(Av,) = (ó'(v~»). 

Obsérvese que de Y¡2 =O, se sigue 6'(Y¡) =O, y entonces: 6'(x) = ó'(y) =O. 

En los cálculos anteriores no se utilizó la relación 6' (Y¡) = O, que hubiera traído alguna 

simplificación, de manera intencional. La razón es que ellos aparecerán en el "un:avelling", y 

no se desea repetirlos. 

De la regla de Leibnitz para matrices, se deduce que la misma es válida para flechas de B', 
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es decir, si a, b son flechas en 8 1
; entonces 

ó'(ab) = ó'(a)b+ (-l)or•/,. 

Utilizando dicha regla, se extiende ó' a caminos (finitos) en kB', y luego por linealidad a 

todo kB'. Del Lema 4.3, se deduce que ó' : k81
..:...... kB' verifica (6')2 = O. Se ha demostrado 

entonces la proposición siguiente. 

4.5 Proposición. ó' define una diferencial en 8 1
• 

A continuación se establecerá una equivalencia: 

F: rep(B',ó',k) _:_, rep(B,ó,k). 

Para un objeto NE rep(B',ó',k), dado por·: 

N = (N;, i = 1,2,3,4, ... r; N(a!j>),s '= 1,2,.:.,n)~ 

se define la representación A<!= F(N) E rep(B, ó, k) así: 

Además, se definen las transformaciones A1(0!): A{¡ - A12, A1(a,) por las matrices: 

( 

Ü idN3 ) (•) M(O!) = O O , M(a,) = (N(a;j )). 

Si se tiene un morfismo f: N - N' en rep(B', ó', k), dado por : 

f = UP,i = 1,2,3,. . .,7'; f1 (x),f1 (y),f1 (v~j\s = 1,2,. .. m), 
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se define un morfismo g: M.= F(Nj ->F:~NÍ)L M' enrép(B~fi,k), inediantela familia doble 
,. . . ·' . · .. · ...... , ... , . . .. ,· . . ' 

·.·.:/: 
.· ·. o . ·· .. . ·:: / ·1·> ·. 
g = (g;, i = 1,2~~· .,.;r; '9. (vt)) 

en donde: 

gf = 

4.6 Lema. g es un morfismo. 

Demostración. Sei;. a: x;,.~ X,¡ en B. Sé consideran d~s casos: 

(i) si a=°'• se tiene :. 

pues ó(a) =O. 

(ii) Si a o?"'• seaó(a) = ¿ 1 b¡v¡e¡, gr(bi)=gr(e¡)=O, gr(v1)=l, entoncesA6(a) = ¿ 1Ab,Av,Ac1 

y de aquí, Ja componente ij de Ja matriz A6(a) está dada por : 

(A6(a));; = I>l~v~~c~7. 
l,r,s 

Resulta entonces que 

f((A6(a))i;) = L N'(b¡~)f1 (v~~)N(c~7). 
l,r,s 
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. . 

Por otra parte, se tiene : 

Se ha demostrado así que.: 
" ,. .;_':,\:;,;~:.>!"; ' .. '·' .. '.'' · ... ,. ¡>·_',.·.:; -':~<.:-. /;/::.··::::.·/· ··.;- ·, 

~ ' •. l ' .. '" ' 

g(é(a));¡·~·fcc1icª;j1j>{• 

y de ahí la igualdad de las matrices : 
•.',:·-." 

g(é(a)) ';' ciccJ!;c~>>ij)}; ·•· 

De la definición de 6' (Aa) , se obtiene : 
· ... ': 

y de ahí, 

Una comprobación directa por casos según a muestra que : 

ggM(a) - .M'(a)g2 = J(c5'(A.)) - J(Y9Aa -A.Y,,), 

obteniéndose finalmente la igualdad : 

gg.M(a) - M'(a)g2 = g(6(a)) O. 
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Sin mayor diflc;iiltlld ~~ puede demostr~r qtie F es un funtor.• 
' . ' ... , .. , ' 

4,7· Proposición.•·.·.·.F. és•unaequiwlencia_de categorías. 

DemóstraciÓn.' Para ver que Fes dénso, dad~ M érep(B); la tr~sformaciónli~eal 
M(a) : 111i ·...-; M 2 induce descomposiciones : 

Mi ·f!;! ker M(a) m imM(c.>); 

1112 imM(ci) ffi W, ·• 

con W~lvh 

Se define NE rep(B') mediante : 

Ni= ker 111(a),Na = imlvl(a:), N2 = W;Ni = llI¡,l 2:: 4; 

además, toda 111(a,) se expresa, con respecto a las descomposiciones en sumas directas ante

riores, como una matriz 

lvl(as) = (M;;(a5 )), 

de 1, 2 6 4 entradas. Para toda flecha a¡;> de grado O en B', se define la transformación lineal : 

N(ar;>) = M;;(as). 

Se ha construido así una representación NE rep(B'), y fácilmente se comprueba que 111 f!;! 

F(N). 

Para ver que F es pleno, sea g : 111 f!;! F(N) - F(N') !l!! 111' un morJ1smo, dado por : 

g = (g?,i = 1,2,4, ... ,r; gi(v1),t = l, ... ,m). 

Se tienen descomposiciones : 

Mi !l!! ker M(a) ffi imM(a),M2 = imM(a) ffi W, 
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,Mf, ~, kerM'(0:)$imM'(a),Mt=i~:AJ!(a)<:eW1 

'·-'-.' 
-.- . ··:- .· 

con respecto a fas cual~, ~oci~'se ~rueo~ 'iikilirienté';;~~;9~ ~dri;jt¡d e.~;~~io e5 mátrfoiales : 

. . · ... · ,¡ = e~n~~;);,'~lf~il~}~l'f ,¡: / . 
Además, de la condición ó(a) ==; o,·se d.educe :fB{{~'A2if:Sejnt~ódüce'.u a nueva notación 

pu• I~ MUMM do a:~('; '/;i,Jt!~{f~i~)y < . . . 

Se denota ahora por f la familia dobl~ -~:: .:>- · ·::-:_;_:· ... ~ ~,.,., · 
,·. 

o o o o o • . . 1 . l.i .> ··¡:: iii <' ' . . 
f = U1 ,/3 .!2 ,f¡ = 91,l;::: 4;/ (x),f (y),/.(v¡i ), t = 1; ... ,n ), 

- . .' ···--·;·: ' 

en donde las f 1(vJY) están definidas por: g1(v1) =Cfi(v~J>n~ .·· 

Se demostrará que se tiene un morfismo f: N..,....:. N'. En efecto; para tod flecha de grado 

O, a: Xp --+ Xq, en B, a# a , se tiene : 

g~M(a) - M'(a)g2 = g(ó(a)). 

Se sabe que: 

g~M(a) - 1'1
1(a)g2 = f(ó'(Aa)) - f(YqAa -A.Y¡,), 

y además, se verifica : 

(g~M(a) - M'(a)g~ + f(YqAa -A.Yp))iJ = /;N(a¡i) - N'(a;J) 2, 

en donde ª'i : X. --+ x •. 
Se tiene entonces : 

¡gN(a¡J) -N'(a;¡)f2 = f(ó'(a;J)), 
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Es fá~ii ~er q~e el fu~to~ F es fiel D. 

. . . 

Sea (6,8;k) una bigráfica diferencial triangular con vérti.ce~ ,x;, .. ,,Xt y'•e.Stratificación 

{ai, ... , an; vi, ... , Vm)· 

S~póngase que existe un lazo a de grado O en Xi /é~ll s(d);; o:1s~ p~ede~~~cmer·que 
.- ' .. - >: '., 

i = 1, así, a: Xi --+Xi. Sean ,\E k , r;:: O entero, arbitr~ios, ..... · 

5.1 Se define a continuación una nueva bigráfica (8',8',k). 

Las flechas de grado O en 6 1 incluyen un lazo a' en Zo, y las demás son determinadas por las 

flechas a de grado O en 8,a ,¡. a, del modo que se explica a continuación. Primero se considera 

el conjunto 

A = { ( i, k) : 1 $ i $ r, 1 $ k $ i} U {(O, O)} , 

ordenado de la siguiente manera : 

(O, O) < (1, l) < (2, 1) < (2, 2) < (3, l) < (3, 2)< (3, 3) < ... 

< (r, 1) <(~1 2) < ... < (r,r) . 
. !·' 

Se escribe{J= (i,k) E A, d::1+1 +2+3 + ... +r. 

(i) Para toda a: Xp __:_..Xq ,.con p,q # 1 , se define una flecha a: Xp --1 Xq en 6 1
• 

(ii) Para toda a: Xp--> Xi; p # 1 , se toman d flechas ap1 = ªCi,k)i : Xp __, Zi, en donde 

f3 = (i, k) E A. Así, se tienen una flecha Xp--+ Zo, e i flechas Xp --> Zi (l :5 i $ r). 

Similarmente, para a: Xi -> Xp, p # 1, se tienen d flechas aip = ªi(i,k) : Zi --+ Xp 

,1 $ i $ r. 
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{iii) Todo lazo a en X1; a >¡6 a, determina cP fleclias, denotadas por. ~/3'Y , {3, -y E A, tales 

que si f3 = (i,k),-y = (j,l), entonces ª/3'Y = ª(i,k)(J,1): ZJ-> Z;. 

Las flechas de grado O en B' se utilizan para definir matriCes A 0 , para a en B, según los 

anteriores casos, así: 

(i) A.= (a). 
. •'. 

{ii) A~ ~ (a{Ji)~eA, matriz d x ~ 1 si.°: : Xp -> X1 1 p >¡6 1; 

A •. ,;;,• (al{Jf/3~A , matriz 1 x d , si a.: X1 ----> Xp, p >¡6 l. 

(iii) · A.= (a{3-y)13,..,eA , matriz d x d, 

(iv) Aa es la matriz d x d , diagonal por bloques, denotados Boo = (a/), B;; =: (Ji)e;, es 

decir, 

para i ~ 1, en donde e. denota el idempatente en Z;, 1 ::; i :::; r. 

Las flechas de grado 1 en B' son de dos clases: 

(i). Para toda v : Xp - - -+ X 9 en B , gr(v) = 1, se puede definir una matriz Au, baja 

el procedimiento ya explicado para construir la matriz A0 ,gr(a) =O, a# a. Las entradas de 

Au = (v{J.,) son las flechas de grado 1 del primer tipo. 

(ii) (Flechas definidas por a). Sea d' = 1+2 + ... + r . Se define una matriz d' x d' : 
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en donde X;; e5 un bloque co.n i filas .Y j columnas, 

o si i = j, 

. o :i:}; 

para ciertos x!;;l 5'. l $ i (~í, jii poseé i entradas distintas); 

o si i < j, } = Í'+ t, X;; "." X;,;+t Úene nulas sus primeras t columnas, y es de la forma : 

X;;= ((o, ... ,o),xHil), 

con xHil bloque i x i del tipo X;; anteriormente introducido; 

o si i > j, i = j + t, X;; = X;+t,j tiene nulas sus últimas t filas, y es de la forma : 

xWl 
JJ 

o 

X;;= 

o 

con xj~i) bloque j X j del tipo X;;. 

Por definición, las flechas de grado 1 en B' determinadas por °' , se encuentran en correspon

dencia biyectiva con las entradas no nulas , distintas entre sí, y fuera de Ja diagonal principal 

de la matriz X' (o sea, no se toman en cuenta X(n)(n),x(21)(21¡,xc22)(22¡, ••. ) Estas flechas se 

denotan por las mismas letras de las entradas de X', y su orientación es como sigue : 
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. ,· 

o el bl~que X;; dete~mina i -, 1 !~os : 

f(;,i;c;,2¡,:.:x(;,i)(l!i; : Z; ~· _;_ :,_.. Z; ; 
"·:·'•" 

o para i '.<] ·':" i '+-. t) $.e: ti~~7~f~;c11'~ : ,, 
,·: ,};{:H3~1~Hf:.:.~~'i:~füj¡:i};·~~ ~; i 

o pe.ráj< i =} -1-t ;'setleri~~J fl~chas~: .. 

X(i,l)(i,l)> ... ,X(i,l)(j,j) : Z; - - -> Zj . 

Con esto se termina la descripción de las flechas de B'. 

Con la matriz X' se define una matriz X, de tamaño d x d, d = 1 + d', como: 

x-( o o) 
O X' 

Ahora se procede a definir la diferencial ó' para B', de manera semejante a como se hizo 

para el caso de la reducción de una flecha (tercer algoritmo). 

Para todo vértice Xp de /3 , se define una matriz Y,, así: Y,, =O, si p ,P 1, Yi es la matriz 

obtenida de X al tomar nnlas en ésta todas las entradas de la diagonal principal. 

Procediendo formalmente como en el caso de la reducción de una flecha, Definición 4.2, 

Lema 4.3, los cálculos ahí efectuados conservan su validez en esta nueva situación, y tomando 

ó'(ai) =O, se obtiene una bigráfica diferencial (B',5', k). 

A modo de ejemplo, obsérvese que : (i) para un lazo en X 1 , a,¡, a , en 8, las diferenciales 

ó'(a¡37) de las flechas a13., en B', son las entradas de la matriz é'(A0 ) = Y¡.40 -A0 Y¡ + Aó(a)> 

es decir, ó'(Aa) = (ó'(a0 p)); asimismo, (ii) para a: X1 --+ X 9 ,q # 1, se tiene : (ó'(a1a)) = 

ó'(Aa) =-A.Y¡ + A6(a)• 

Ejemplo. Sea B la bigráflca con un sólo vértice X 1, dos lazos de grado O, a,a, y un 
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lazO. z ·de·~~º<~~ ~~oiif6(~):~~ · Ó~·[,(~) · ~: .. ;-z~·;6(z). ~.O~ Se r~aliza· el. "unrave~ling''. d~ t;l: , con 
. ' : . • ......... ''.·::-·' :':;. ·"·· .·,,,« ·_.·.·· :·. -- ·,, ···'. ._ . ' 

resp~cto :a: X e· k, para r,:;:;;2;:La'.Ílue~ii bigiáficia: B' tiene tres vértices : Zo, Z1, Z2; Aquí 
. .. -. '• .... _, .. •"' ·····' - ,., ... , ··; .·,· ... . 

A;., {(o;·o), (i; 1);(2,,i); (2f2)r;:1a.S ii~cha5(!égr¿do O son: d: Za -:-' Zo; y laa dieciséis flechas 

a13.,,/3,;éA'.:fu~~~ip_'~~~~c'{;'!i?i-(; \ / • · , ·· 
. ·:; 

X' =(i:((:2:1.·;110)l·.((11:,·1~l)······ xc2,100)(2,1¡· Xc1,1ic2,2¡ ) 
X(2,1}(2,2) .• • 

. X(2,1}(2;I) . · 

y entonces las flechas de grado 1 definidas por a son : 

X<1,1¡12,2¡ : Z2 - - -> Z¡ , X(2,1)(1,1) : Z1 - - ':-"+ Z2 :·, -~(2,1)(:.i,2¡ : Z2 - - -> Z2 

Existen, además, dieciséis flechas de grado 1, correspondientes a las entradas de la ma 

tríz A,= (z13-,) . 
La matriz Y¡ es la siguiente : 

y,{ o o o 
o o "'"'"" l .. 

·· .. X(2,l)(l,~) .. o X(2,1)(2,2) 

. o '· ·. ~ó . o o 

Además, 

(~ 
o o ·O 

J 
. Ae¡ o o 

Aa= 
o o Ae2 e2 

o o o Ae2 

Las diferenciales t5'(a13.,) se leen de la matriz : 

8'(Aa) = (á1(a13,,)} = Y1Aa -A0 Yi +A,A0 ; 
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y las diferenciales 61(zp-y) son las entradas de la matriz.: 

Antes de pasar a otros ru;~~tos,' ~~ Iiic,~Ja"obseiv,ación de quefórmulas similares a las que 

definen las matrices 6¡'(A~) e~J~.~.;;J~~~i~~~~arit~ii~~es,se ~erlfican para bocses ([BZ]). 
,·,-. -~ \~ ~:\•··' ... ·.-:~:.~:./;·:.·· :::::.' -~'.'.~~.'~ ·.:·.~: 

en donde 

N(Z;)(i) = N(Zi) e· · · $ N(Z;), i veces. 

Sea a : Xp _, X9 una flecha en B . 

Si p,q # 1, se pone .M(a) = N(a). 

Si a: Xp _, X1,P # 1, M(a) es la matriz d x 1 , M(a) = (N(ap1)){3eA· 

Similarmente, para a: X1 _, Xp,p of 1, M(a) = (N(a1p))peA· 

Para un lazo a: X 1 _, X1, a of a, se define M(a) = (N(ap-y))p,-yeA. 

Finalmente, M(a): li11 _, li11 es la suma directa de matrices 

M(a) = N(a') e J~ Ell ••• e~. 
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en donde: 

tomarido gr como la matriz d x d : 

º-(!8 o) 91 - ' 
O X" 

en donde la matriz X" es la siguiente : X" es d' x d' , con estructura semejante a Ja anterior 

matriz de bloques X'. De hecho, se toma 

tal que: 

x¡:,1)(;,1¡ 

Xp"Y 

X"= (Xp"Y)¡¡;yEA-{(0,0))• 

x¡:,2)(;,2¡ = ... = x¡;,i)(i,i) = fl, i = l, ... ,r; 

f 1 (x¡¡"Y) , para (/3,-r) fuera de la diagonal principal ; 
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.. X$1 . :0: O , }i no e5tíí ae§~id,aja fi,ec~a:, ~fl~. én. 8 1 
• 

. ,··::··!,._':'.~. _;_:;_ ... ·~··:·~ -··:··· .. , ¡·;·.:.~:-:-··.·.-

Obsérvese .. que Ios'··?1óqu~:f ::.:.::~f!~:e~t;~\f~'.'>s~0.d~·~.~·r6h~_B. ,: . 
C /'t ·ii~.):J~ciM). ,.:. :7": ')' .·: ;~'f1 cxü 
. · .. ; 

. O · 1t '.<./Icii:.JJ .. :' :i:::· ·· 
' .• c~:·;;o\/ .. : . 
:-x;~.-~;~ ··~. :·. ·,, 

·. ~· ·.· -· 

jp 'f1Ck[;) • .·.·· 

o Ir 
5.3 Lema g: lvf = F(lv_)¿~(lvjf.lvI( es modismo. 

Demostración.· ·Sea a'i'x~;~'x9~~ B, se consideran dos casos: 
. ·::·.· .. . :/'i{·'. - :· 

. .: .•• : • . l . 

(i) si a= a , 6(a) = 6(Ó:) ,.,;.p. Sea J = J>. $'··e~ , se tiene : 

gfM(o) ~(f ;") ( N;ol) ~) ~ ( J!~(d) X'.'J) , 
además, 

M (a)g1 = = . 1 0 ( N'(o:') O ) ( J8 O ) (· N
1
(0:

1
)J8 O ). 

O J O X" O JX" 

Pero J8N(d) = N'(d)f8, por ser 6'(d) =O, y además, X"J = JX". Luego, se cumple: 

g~M(o:) = M'(o:)g~. 

(ii) Si a 'I a , se procede como en el caso (ii) del Lema 4.6, Capítulo 2. 

Fácilmente se demuestra que F es un funtor. 

5.4 Proposición. El funtor F: rep(B',6', k)-. rep(B, 6,k) induce una equivalencia 

F: rep(B',ó', k)¡zo,:->.)::::::;rep(B,ó, k)¡>.,r) , 
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en donde rep(B,ó,k)p.,r) es Ja ~ubéategoríá plena de rep(B;ó,k)1 forma.da'por Ías representa-" 

dones M de B, tales que enlafom~a canónica de Jórdan de M(o:),'ei·~~yor):i.bl9qlle'tiel1e 
dimensión a Jo sumo r, yrep(B'; ói; k)czo,:~>.) és. Ja sub~at~g()ría,~l~I!~)~·f.~]J(~\ó;,,~), ~oilsti- · · 

:~1~ 1~ rep=~~""f·:~7';N1~>;~iJ~~~Ji.~~·'.Ír·f ·~Jh~0 

Demostración. · (i) Séa M. E T~j:i(B;ó; !.:)(,,;;r) ¡'enfoncesJá fcirma:canónicá 

··:.• ~<:)sL~:~~1:ZD1~1!.:~~;€;~~~;,-·.,·, ...... · .. . 
.......... ,;·::;: ... :y~_· ':J< . ·'< ·', 

con L matriz l x l, l ;?: O , tál que >. no. és ~cii pr;;pio de ¡!{ni,.~;, n;. ent~~os ;:: O. Se tiene 

Se define una representación N de B' , tal que : 

No k1 , N;'= kn' , i == 1,2, ... r, 

N; M; , i = 2, ... ,t. 

Para definir N(b) , con b flebha de grado O en B', se pone: 

o N(o:') = L; 

o si a: Xp-+ Xq en B ,p,q # 1, N(a) = M(a) ;. 

o si a : X1 -+ X1 , a# o:, se escribe J\11 = i'.BpeA Vp , con V{o,o) = kd, V{i,k) = kn' , y 

entonces M(a) = (Tt>"Y)p,, , con Tp"Y = T(i,k)(i,l) : V"Y = Vu,1¡ -+ Vp = V(;,k)· Para la flecha 

ap"Y = ªc•,•JCJ.1> : Z; --+ Z¡ , se toma: N(at>"Y) = Tp"Y" 

Se procede de manera semejante para definir N en las flechas que provienen de flechas 

X1 --+ Xq , Xq -+ X1 , q # l. 

Obsérvese que N E rep(B',ó',k)czo,=->-l· Además, para Ja representación F(N) se tiene: 
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. , ·. - ' . : -. ' . . . 

F(N)1 = J.!Í¡,F(N); = N; = M¡: (i;?: 2); F(N)(á) ""N(d) ffif=:L@.(::, Ú(a).;;;~ 'dé donde 
: ~ ~: : : ':. 

F(N) ~ M. e' ,, ., ; ~\::O \', < •.· 
' -,·~':.:·. ' .. -·~ •, ~<·."/> ":':·:~. ~:·:~-~: ·' ·-~· 

F,;;'. :::.;:::::0~~~ir~í~~;rn1~~,;~;~,ir~,Af ~f,~.~~ 
:,.,;·g 1= ,.(9,c;i = 1; .:., t; 9 (vs) ,·s := 1, ... , m). 

Se defin~ Zdi~b~~s1ff ·.]:;,~~~i?(t~f ·;~&li;;~g¡i~iJ)~{~El~:sili~~t~ m~er~ : · . 
. · cº~º-·.6(~l~?·~'¡:·sf eii~~~·~r~~i1:'.t~li\~·~jiÍ~~~'.;;;~e:¡il:~··, ·: • . 

' ' ... 
•·)'.iv1(~);~}2!W~~;l;:1~~1jl $ n2J1 $ ... $ n~JX, 
. Ii!Í1

(,;) - iv,'(/:l)¡x¡ $ in1Jl ffi m2Jx ffi ... $ Ín,.J>. . 

Sean 

J n1Jl $n2JX $ ... ffinr.JX, 
J' m1Jl $ m2JX ffi •.. $ mr.JX . 

De la igualdad de matrices : 

o ) o 91 ' 
J' 

y del hecho de que >. no es valor propio de N(d) ni de N'(a'), se deduce que 9~ tiene una 

expresión matricial 

º-(!8 º) 91 - ' o Q 

con J8 de tamaño f x l. De la igualdad : QJ = J'Q , se colige que la matriz Q posee una 

estructura igual a la matriz anteriormente denotada por X' (cfr. 5.1). 
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Para = 1,: .. ;r, s~ tomaJP,domci elval~r~om~ri cle]a di~gona! el~! blciqu,e*H~~ l~~atriz .. 

g~. Para ·~'2:·1:,~.f~·<fr:·i: / .. ( . .'•{ ·,i,,• .. _f;·.:Y,'.!·~·' .. hO,J: ',.'.}·_.:;·,:>-.;,;)_.· .. ·· ...••.•... . 
Paralás flecha.s· de-'gi-ado .l. en 13' ,que ¡)rovienen:deáf,yqllé:~hán.sid6denotádaspor··x1,., . 

. :~i~~if '~1{'111.~llif !1~~~~$,,¡.,)~····. 
·•f.= Uo.•···Ío ,h; '.·'dt•• f,(:¡;13i)í·f:,(v;;)) 1 '> · 

. -"· ~ ,:_'.:~;?.·: •. ~:~··.<~:·>>~~:·:..~~:'.·r:!'i~':-;\'/<>· ..... 

y argumentando iguaÍ que en (ii)'de la d~niostriiciÓn;cl~'!~ Pfci~~¿i~i~n·(4.7), se demuestra. que 

f : N -+ N' es modismo en 13'. Es claro qmi g ;;,; .F(f) :; ·~i;1~ment~, es fácil ver que el funtor 

Fes fiel D. 

6 La norma frente a los algoritmos 

Se examinará el comportamiento de la norma de una representación, al reducir una flecha 

o efectuar un "unravelling". 

6.1 Proposición. Sea (13, ó,k) una bigráfica diferencial triangular, con vértices Xi, ... , Xr 

y estratificación (a¡, .. ., an; V¡, ... , vm) . Sea a : X 1 -+ X2 ,X1 # X2 , flecha de grado O, tal que 

ó(a) =O. Se reduce la fleclia a, obteniéndose F: rep(13')--> rep(B) . Para lvl ~ F(N) , si 

entonces 

Además, 

de donde, llNll $; llMJI . En particular, siM es sincera, la desigualdad anterior es estricta. 
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Demostración •. · · SolameÜte. ~e clemo~trará la. segUnda; afirmación, : : ~ara. cada. par de 

vértices i, j <le]3, ~~~.1TÍi; :~1 iiúinero <le' flechas de gradó' CÍ.'~~tie elios.:Útie~e; 
-;-: . ...... .·¡ :·· ·:~./:'_:··,.<·: 

'::>,.:.·· 
·,;; 

.. ·. ',. 

•·.·· 111\T11/ = 
> .ni1i (:i:i+:2i1:i::lf ':i:~) +'.m22(:i~/t2:i:3xi+x~) 

, . . .~' n·, : ':<. :·:. -~: ·.'-:.: ... ;.':; ·:.::: .. ·-;-~:-~-~;,~_>;,~.,:·_:-.. ::~,:_1\:'; __ :::_·:··~: -.<>> > ' .. · 
+ 2: m1~(x1x;, +±ai~i + 2J riÍi¡;(x3x;+ x2x~¡ , .. :· 

p=4 .. P=4·, ·:.. . . . . 
n 

+ 2: mpqx;,xq 
p,q=4 

1111111 - (xi+ xa)(xa + x2) o 

6.2 Proposición. Sea (13, 6, k) una bigráfica diferencial triangUlar, con vértices X1, ... ,Xt 

y estratificación (a1 ,. • .,an;v1 ,. • .,vm)· Sea a: X1 -+ X1 un lazo de grado O, ó(a) =O, y· 

considérese el "unravelling" con respecto a .>., r. Para 1\1 ~ F(N) , si 

entonces: 

Además se verifica : 

.dim.N= (zo 1 z1, ... 1 zr;x2 1 ••• ,xt), 

r 

dimM = (zo + l:i:z;, x2, ••• , Xt ). 

i=l 

llNll = llMll - (( dim Mi)2 - z6) ~ llMll 
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En particular, si >. es valor propio de:1\1(a), la desigualdad es estricta. 

Demostración •..•.. ScS!o resta demostrar. la, segunda. ~firmació~ . •Si nlii·; es e!nú~~ro de 

flechas de grad~ O en¿e i. y j eiil3 , e~t~~dés : · .· . . ' ~' : . -' •.'· 

·llM[Íh·f'•;~~~~~~~~,f w.t~~r~,;:~t'f;~+; ,,. 
Según la i:lefinición de~>~:tfa~~ :· ;' :: <: • · r ::· } ·. . 

• - ' ~ ,• "' . - ' ~ . ,.. ·,::: ·,.;.: ., ·.:,<·'. 

/111\'ll. ' ,¡ + (m;;:i;;¡~+ é \'4~1 ~2i>Ó~: Í:; . ;;.,;] + 

~¡!llf r~,~~~i~~~~~ 
. p,q=2t . 

En Jo anterior se. utilizó que : 

(tiZ;)2 ==fii'7zf'j-2I}i}i;~j =·t ijZ;Zj, 
i=l . ·. i=:=lt . :.,>~"-,' ~<j . .._ .: . ~.j~l' .. 

. ~-' ,_. 

y entonces r · ·.- -.. , ·-~~.'~·;·:_:_- ·- ·. :_ .. -"·_r: · r 

(zo+ Liz;)2 =:' Zfii t 2ji~z[ +:L2izoz; + · L; i3z;z; 
i=l "i=L. - .! . i=l i,j=l,i<j 

Se llega así a que : 

llMll-1\Nll 

llNll 

· (z{} + tiZ;)2 
- ~ = (dimM1)2 -z3. 

i=l 

- llMll - ((dim M1)2 
- z6) . 
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La última afirmación se sigue de :. 

(dimÚ1)2 -':.g=f>2zr.+t2izoz;+ 'É iJz;z; o 
~ i=l i=l iJ=l,i<j 



Capítulo 3 

Formas cuadráticas y algoritmos 

Aquí se examina el comportamiento de la forma cuadrática al reducir una flecha o .ef~C:tuai." 

un ·"unravelling''. Como consecuencia, se podrá afirmar que frente a cualquiera de.fos'~uatro:. 
algoritmos estudiados, la forma cuadrática no decrece. Esto se aprovecha, en una primera 

instancia, para estudiar propiedades básicas de bigráficas "schurian". 

Se estudian luego bigráficas con coeficientes en campos k y k(x) y sus relaciones. También 

se afinan algunos aspectos de la regularización. 

La consideración del indicador /::;. ocupa el resto del capítulo, en donde se establecen rela

ciones entre el valor de b.(M) = dimkEnda(M) - qs(dim.M), para una representación ine

scindible /lf de una bigráfica diferencial, y la familia de representaciones con vector de dimensión 

dimM. 

1 En el capítulo anterior se estableció el comportamiento de la forma cuadrática frente 

a los algoritmos de regularización y la eliminación de objetos. En ambos casos el valor de la 

forma se preserva. Se examinarán ahora los casos de la reducción de una flecha y el unravelling 

(cfr. Capítulo 2). 

1.1 Proposición. Sea (B, ó, k) una bigráfica diferencial con vértices 

X1, X2, X4, ... , Xn , a : X1 __, X2 una flecha de grado O , tal que ó(a) = O. Se reduce 

a, dando lugar a la bigráfica (B',ó', k) y al funtor F: rep(B')---> 1"ep(B). Para toda rep

resentación N de B', si /lf = F(N), y además dimN = ( x1, X3, x2, X4, ••• , Xn ), dimM = 
( X1 + x3 , x3 + X2 , X4 , ... Xn ) , se verifica 
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Demostración. E11 pririler.h1gar, 

en donde' 
... , 

.. q~i)~Al)~.· .-~ii{xi ;;a}2-\-ri22(~~~.x2l;+··. 
+n1;(xi.\~~)(;:i+§2)~(-·.:.: ... ·• 

c~i~~~i~f~~~¡;rc·l;, + 

,:,;:~.·;:; .. ---.·~·~·::';<~~ .. / •'• :. ... ;., :-:;~: '·• . ''-{-~ ~--.:·,~: 
Por otra.i?a:te, ·· · · > ·. ·•·•.e· · 

-··_ >-;'.: · ~:':.:;:>\:= -\~?':;.:·n : .. , <F~-:·.;_ '.~._ .-~_;>~~ <¿·t1/:'.::::·:· .- ~: .\ .. : 

con 

qs{diini>'.) .. ~ E:i:P7,!l!:lllJ~131 .(!lli!liyl , 
...... -;•=.!:. <"·' •. ,,,·.,·.,.·· . ·;::·: 

. . 

+n11(xi + 2x1xa +x§) +ri22(x~ +2xax2 +x~) + · 
n n 

+ :¿: nip(X¡Xp + X3Xp) + l: n2p(X3Xp+~2Xj,) + 
p=4 . 

n 

+ 2: !tpqXpXq • 
p,q=4 

De lo anterior se deduce el resultado anunciado : 

+(llMl!-llNJ\)+ 

+(q~)(QimN) - q~1l(dimM)) 

(-x§ - 2x¡x3 - 2x2x3) :¡.. (x1 + x3){xs+ x2) + · 
+(x¡x3 + x2x3) 
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1.2 Proposición. Sea (B,8,k) una bi~áfi~a diférenciil.l triángu!ár, ~on vértices . 

X1, X2, ... , Xt.Seaa :X{--'+X1, 8(a)=O,unh1zo'yconsidér~e el.unraveUingen a,.c;n. 

respecto ~ ,\ .e k, r ~ i;. C~11sf~ér~s.e:err~~~;·~~:'.re;(~~~: ;-fi i.~(_B) ·-,y ~e~ ·F(N)=,:.M , con 
., ; ,:·'' ·-,·:;.::/·~·'··: ~-'.:,,' '" . :, : ''. ·. 

~in;ij ~Jc~·;~ix:·~~·; z,;;:1:~·; .:/'. ~;).. . '. :< · ·· 
-.... : ··<·illin~.i:~~::~_'.--:~'..·c~:~ f:'.'.~~:~;~~·;-~~~~<.~·~ü:-~--::, -·. -

._,. i=l. \l·._·.' .. ·. 

Entonces se vé~ifié~: . •. :.·:·\ '.. ',, r , < 
-· 1 ·: · r· ·'-. - .. · r · , ... 

q5.(!limN)_ -qs(.QimM) .=·I>zl + 2 ~E i~z; 
:,.,. ___ ··,;,_:-.~> i=l ~ iJ~l¡i<j"'" 

' ~ :: ;:: --~ ·' ;' . -:;'.· . 

:, /'~.:~·::_~: '. -'.~· .... 
,.., __ .. 

. : . ·. -.. < ·, ·-:.-:__~,_'·,< ._,... .. -~ .. : ::~.->.:.:_:,'.;_ t)>·;_;;, ->:-:><:.. . -

. qs(<li~M) ~ (ioJ ¿¡~j2f ¿:z:~ -UÚIÍ + q~1>(mmM) , 
.... '':> ,·-.i~l""· .. ,-.. ·-ir.:=2;_' . . 

y para N va}e : 

·Por ·otra parte, 

r t r t 

n11(zo + LiZ¡)2 + En1p(ZO + EiZ¡)xp + E npqXpXq 
i=l p=2 i=l p,q=2 

t(i - l)z[ + t 2iZ¡Zj + 
i=2 i,j=l;i<j 

r r r 

nu (zij + L i2z~ + 2 L izoz.¡ + L 2ijz.;z;) + 
i=l i=l i,j=l;i<j 

n r n 

+ L n1p(ZoXp + L iz.;xp) + L npqxpx 
p=2 i=l p,q=2 

t(i - l)z[ + t 2iz.;z; + nu (zo + t iz;)2 + 
i=2 i,j=l¡ i<j í=l 
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t .. r , . t 
+I:n1p(zo+ LiZ;)x~+ L npqXpXq , 

- p=2 i=l ·.. -.. p,q=2 . 

de donde 

,. : · .. -.:·· .:: 

qa• ( dimN) - q8 (illmM) 

~ f l1ilillllil;·•)'-~J+ 
.. '·:. r -.. : ·· .. ::~··. _; ·: :·:;.;.:>C . ·: .. : ,. ·~ ·-
zi + L:izl + 'E' 2iz;i/ 

i=2 ·: ... iJ=~¡i<.J ' 
r ·r . 

L izi + ¿ 2iZ;z; O 
i=l i.j=l¡ i<j 

1.3 Corolario. Si B es una bigráfica diferencial, y se efectúa alguno de los algoritmos 

de regularización, reducción de una flecha, eliminación de objetos o unravelling, obteniendo en 

cada caso una bigráfica diferencial B', y un funtor F : rep(B') --> rep(B), en esa situación , 

para M = F(N) , se verifica 

q5.(.Qi.mN) ;<: qa(dimM) D. 

2 Bigráficas "schurian". 

Si (B,ó, k) es una bigráfica diferencial y M una representación, todo t E k determina un 

endomorfismo t de ]\{ , dado por la familia doble 

t=('f?;O), 

tal que 'f? : 111; __, M; , m ,...., tm . Para a 

t(ó(a)) =O , y además, 

..__. j , flecha de grado O, es claro que 

(t}M(a) - M(a)~)(m) =O= t(ó{a)) , para todo m E M; 

56 



. ,_ - . ' . 
luego t es modismo. Los modismos de este tipo se llaman. diagonales, 

.:·;· -
Interesa destacar el caso en quelas'rewese11t~c.ibrifl5T~~c,inciiblij,no pÓseen más endomor~ 

fismos que los diagonales. · .. .-, :<· ·'.L/~:· < ... " :,.,·c.~;:::::: 
.. :}. ··>: ·i.·.t.'·'..·~. ::_:~:.:)> ',.,· . ,,.'\'. -· - . - ·:',/;·:."- ... 

2.1 Definición. Una bigráfica dife~~ri~Í~;'(8;.5/t)';es;c!~ tipo " ~churian" si para toda 

representación inescindible M, Enda(ú)' i!.,''kY!(l~{:;{';".,/~;' · 
··::; .... : 

Por ejemplo, para los "posets" (conjunto~·parcicl.m~nte ordénados), los cu11;1es son también 

bocses, vale la siguiente propiedad : un posetes de tipo de representación finito si, y solamente' 

si, es schurian. 

2.2 Lema. Una bigráfica schurian no posee lazos de ningún grado. 

Demostración. (i) Por contradicción, si existe un lazo de grado O, 

°' : l --+ l , se tiene una representación inescindible l\1a , dada por 

(Ma)l = k2 . 1 (Ma)i = O 1 i =fa l 1 

y para toda flecha a : i --+ j, 

(Ma)(a) = ( ~ ~) , M~(a) = O , a f. a . 

Lafamiliadoble f=(ff; f 1 (x)=O),confP:M¡-->M¡, Jf= ( ~ ~) , fP=O, 

si i f. l, es un morfismo, como se comprueba fácilmente. Pero este morfismo no es escalar, 

imposible. 

(ii) De nuevo por contradicción, si existe un lazo X : l - - --> l ' de grado 1, considérese la 

representación simple Si . Se define x : S1 --+ S1 por 

-o X¡ 
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' : • - • ' • • • • • • • •• ~. • : • • • • • • 1 

Para ver que i{:es morfismo, obsérvese que para .teda fieclta a. :de.grado O, x(6(a)) =O .. En 

efecto, si 6(á)'~.tt¡;;;tCt>' entónces: .·.·;>> .. ; .•• < · ... ,. : . 

:~::;~,:li·:~:~'!~~J~:~~~:~:::·~~~~~~¡~;i~;tr~t~ ~ 
·· 2.3 Lema.·· Sea 81 una representación siII!ple. de.una. bigráficá. diferencial semishnple B, y 

sean x1 , ... , xtla totalidad de los lazos de grad~~·~~-~~·~é7~\~f {~;k3;o~~es'dimk Enda(S1) =· 
t +l.. ... . . •. ,,. .. ,;.,,: •'::' 

~<~,~)·.~·::' ,';.· 
';. ;" ': ~: :~; ..... ~~;>;::·~'.,\}'. . ·.,·· 

Demostración. Si t =O , el resultadó es i::lá.rcl:. Si {;:'.;i'/;:sea'ii\'¡,el endomorfismo definido. 

por x;, según (ii) de la demostración de (2.2j, i':;;,;'·•'i~:~'.t\Sé'ti,ene entonces una k-base 

{id, x1, ... ,iiit} . En efecto, un f E Enda(S1) está cÍado\;of un~}~ilia doble f = (ao; a¡, ... , a1) 

los a; E k. Si ao = O, f = I: a;x;¡ si ao # O, entonces f = a01id + I;; a0
1a;x; . Es clara la 

independencia lineal O 

2.4 Lema . Si B es bigráfica diferencial triangular schurian y su forma cuadrática es débilmente 

positiva, entonces para toda representación inescindible 111, dim.111 es raíz positiva de q5, es 

decir, qa( dim111) = l. Además, toda representación inescindible está determinada por su vector 

dimensión. En consecuencia, B es de tipo de representación finito. 

Demostración. (i) Sea M una representación inescindible. Se probará que q5(dimM) = 1 , 

por inducción sobre 1111111 . Puede suponerse que 111 es sincera, sin pérdida de generalidad. Si 

ll111JI =O , entonces la bigráfica B no posee flechas de grado O, luego sus únicas representaciones 

inescindibles son las simples, así que iW es simple. Si los vértices de B son X¡, ... , Xn , y dado 

que ella es schurian, su forma cuadrática es qa(x¡' "' 'Xn) = ¿;¡;,¡ xr. Luego, qa( dimM) = l. 

Sea llMJI > O , y supóngase cierta la afirmación para toda representación inescindible N , en 

cualquier bigráfica, con llNll < JIMll . Sea a: i--+ j una flecha de grado O, con 6(a) mínima. 

Necesariamente i f. j . 

Si ó(a) =O , se reduce a , obteniéndose una bigráfica B' y una equivalencia F: rep(B') --+ 

rep(B), y tomando M = F(N), se tiene llNll < llMll. Entonces qa.(dimN) = 1, y como q5 es 

débilmente positiva, O< qa(dim.111) :5 q5.(dimN) = 1, luego q5(dimM) = 1. 
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Si ó(a) #.0, ó(a) =civ1+ .:. +Crnvm, c~nlos e; es~alil.re;;Íasv; flechiisde~ádol.Por 
medio de un ca:mbki debas~, puede supon'¡;rse 6((1:);,; ~J'i; ~iitónc~;re~Jári~ar. Se procede 

comci antes, i s~ obtie~é Ja conclusiÓn. 

(ii) Se~ M inescindible, y supóngase que para una M' inescincÍible, dimM' = dimM. Se 
' . . . . ·.· -· ,. '• .. · -

probará que entoncesM' '!:!J. M. sé realiza inducción s~breUMIJ , para lo cual puede suponerse 

s.p.g; que M e5 sincera. Si IJMIJ = O , Ja bigráfica es semisimple, y aquí es clara la conclusión. 

Si IJMIJ> O, tómese a: i-+ j ,,con ó(a) mínima. 

·si ó(a) ~O, se reduce a y entonces existen representaciones inescindibles N, N' de B' ccin 

M <;= F(N), M' ~ F(N'), IJNIJ < IJMIJ , llN'IJ < IJM'IJ. Si ilimN = (xi,x2,x3; ... ); di~N' == 
(xi,x2,xfi, ... ),se sabe que 

x1x2 = qa•(dimN) - qa(dimM) = 1-1 =O 

igualmente se llega a: xix2 =O. Se prueba, por una combinación de Jos casos: :x1 =O ,x2 = 

O ,xi = O, x2 =O, que dimN' = dimN, y entonces, por Ja hipótesis inductiva, N' '!:!J. N, de 

donde M = F(N) ~ F(N') = M'. 

Si ó(a) ;6 O , se puede regularizar, después de un cambio de base adecuado, y obtener 

M = F(N), M' = F(N'), /IN/I < /IMll , IJN'll < /IM'll, para los cuales se cumple : dimN = 
dim.111 = dim.111' = dimN', luego N '!:!J. N' y de aquí, ~M '!:!J. .1111

• 

Para concluir, obsérvese que por ser q5 forma cuadrática débilmente positiva, por el Lema 

de Drozd [Ri,p.3], ella posee sólo un número finito de raíces positivas. Luego el número de 

vectores dimensión de inescindibles es finito, y como en cada dimensión hay solamente una clase 

de isomorfía, Ja bigráfica es de tipo de representación finitoD 

Es sabido ([RK]) que toda bigráfica diferencial de tipo finito tiene forma cuadrática débilmente 

positiva. Así, Ja Proposición anterior es un recíproco parcial a tal afirmación. 

2.5 Lema. Si B es una bigráfica diferencial schurian, entonces para toda representación 

inescindible .111, existe únicamente un número finito de clases de isomorfía de representaciones 

inescindibles N, tales que dimN = dimM . 

Demostración. Sea M representación inescindible. Se procede por inducción sobre /1.111 /1. 
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.Si llMll = O; y dado qtle se puede suponer spg que M. es. sincérn, e~tcin~es l~bignliica B es 

semisimpl~~ Y,~n :~ste cas;; se verifica la afirmación; .. ·. .·.• · ·· · ' _ ', , : · . : - '.>/_. •/. : 
Para· continuar, seá llMll > O , y supóngase. cierta la. afirmación par~' toda represe?tácÍÓn :· 

in~~Índible A' ~aÍ-que llNll < llMll. Existe a : i - j ' de g;aclo o; c~il §c~)::~.í~0.r: P;~r .· .. 

hipcltesis; i':;¡,j,y se dan dos casos. · . •'!• : ·.'.: .,.._, 

. Si ó(a) =O, se reduce a, y para el funtor F, M = F(N) . Hay que dé;n~s~iiÍfqu~h~y sÓJo 

un nú~ero finito de inescindibles M', tales que dimM' =.mmM·. Sea: _h;p.,;,;:F(N;J'.Fá:ci!me11te 

se ccincl~ye que dimN' = ilimN, entonces para N' hay sólo un número ·firiifo .de ;osibilidades , 

luego para M' = F(N') hay sólo un número finito de posibilidades, y·se ha concluido. 

Si ó( a) f. O , se regulariza y se llega fácilmente a la conclusión O 

2.6 Proposición. Si 8 es bigráfica diferencial triangular schurian y su forma cuadrática 

es débilmente positiva, entonces para toda representación inescindible J\f, q8 (dimJ\f) = 1, es 

decir, QimJ\f es raíz positiva de q8 . Además, existe una biyección entre la familia de las clases 

de isomorfía de representaciones inescindibles y el conjunto de las raíces positivas de la forma 

cuadrática qB, dada por]\[.,_, dim.M. 

Demostración. Por la Proposición (2.4) , la aplicación ]\[ ....., dim.M está bien definida y es 

inyectiva. 

Para la sobreyectividad, obsérvese que existe una secuencia finita de bigráficas 

tales que B(i) se obtiene de B(i-l) por regularización o por reducción de una flecha, y además, 

s<•) es semisimple. Se tienen entonces equivalencias 

Se efectúa inducción sobre s - i . 

Si s-i = O, entonces i = s, y si 5(•) tiene m vértices, entonces q8 c•> (x1 , ... , xm) = :Li,;1 xl, 

así las raíces de q8 c.¡ corresponden biyectivamente a las clases de isomorfía de inescindibles. 

Para continuar, es suficiente demostrar que si la afirmación es cierta para B(•-i) 
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entonces lo es para a<•-:'i:::1í: H~Y dos da.so~; ' •· ·.. . . ' . . . 
Si F : rep(B<•-il);~ ;~;(BC;:-;~1>) corresponde· a.·-una _regulnriz\lclón, sea 4·.·. tal qúe 

q8 c·-•-•> (4) ;,; L. E~tci~C:Íllqác;:...;¡(Q) ;= 1; y p~r hipótesis, existe. N; i~~s6indible de J3(.:..~> ,tal 
". '. , ;· , '·"e· -: >, ... ..'.· , < " , ' - • ·,. - , >''· .~. - .. ,:: :-_ ;,;_·;. ,·. ·" ··,. . ',. . ' .. < .' . 

que 4 = dimN;.paraM:=F(N) ·s~tien~ entonces dimlli ~ difilN:df1,t .·;;· ··,\ 

Si. F corresponde a la reducéi~n de una flecha, sea 4 = (d1;~2,d¿,);'~i:;;f ~¡j¡}:.,_1¡(d) ~ l .Se 
. .- .·- - . ···•' ':·:,, .·. - ·-· ' 

construye una riíz 4' para <Íac~-<J así: si d1 > d2 , sea 4' =:(d{':...C¡j;;·d2';0,'d.j·;·;,;)¡ _·si d1= d2 

, sea 4' = (O, di, O, ... ) y si d1 < d2 sea 4' = (d2 - d1,di,01 ::;) > s·~,,~~mple q~c•-•>(d/) = 

q8 c.-•-•> (4) + O = q8 c·-•-•> (4) . Por hipótesis inductiva, existe urÍ 'il1escindil:>le N , tal que 

4' = dimN , y entonces el inescindible M = F(N) verifica 4 ,.;·<lim.Ú o 

Regularización, de nuevo. 

Sea (B,6, k) una bigráfica diferencial triangular, y supóngase que existe un automorfismo \r/1 
: 

(kB)¡ ___, (kB)i de (kB)o-(kB)o-bimódulos, el cual se extiende entonces a un automorfismo 

homogéneo de álgebras <I> : kB --+kB , tal que \r! l(kB)o =id, <I> l(kB)¡ = iP'. 

3.1 Lema. La aplicación 

6il> = iP6iP-1 : kB --+kB , 

es una diferencial sobre la bigráfica B. 

Demostración. Para elementos homogéneos z,z' en kB , se tiene 

iPó(iP-1 (z)<I>-1(z')) 

q¡ [6(iP-1(z))iP-1(z') + (-1r=q;-1(z)6(<P-1 (z'))] 

(\r!6iP- 1 )(z)z1 + (-l)grzz(iP6iP-1(z')). 

3.2 Proposición. Sean (V,µ,e) el bocs asociado a la bigráfica (B,6,k) , y (V,,il,e) el bocs 

asociado a Ja bigráfica (B,6'1>, k) • Entonces estos bocses son isomorfos. 

Demostración. Por definición, V = V $ wA , íi = V $ wA . Se define q; : V ___, V , 
por <I>(v + wa) = <I>(v)+ wa. Entonces <I> es morfismo de A - A-bimódulos. En efecto, \r! es 
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claramente morfisrno. de A-ni6d~losd~recho~; l'i~ll;~l IadCI Íz~lli~rdo, s~ tfone 
. - . - ' , ...... 

Se mostrará ab~ra qué el~ig~Í~rite dl~g;~mi e¡; 6~~fuut.ativo : - . . - .. - ·-' 

;-·-¡.: ·: ..... 

V ~ V°®A V 
.. 

\11 ! ! \1>0\11 

v - V®A v 
µ 

(i) (w 0 \l?)µ(wa) = (w 0 w)(w ®w)a =w®wa = µ\I>(wa) i 
. - - ' 

(ii} para v E V , 

Por otra parte, 

(w ®<ll)µ(v) (<Ji® <T!)(w®v + v®w + ó(v}) 

w 0 w(v} + <J.l(v) ©w + wó(v) . 

,ü<T!(v) w@<T!(v)+<T!(v)®w+ó.¡,w(v) 

¡;¡ 0 <T?(v) + w(v) 0 w + <T!ó(v) 

(w 0 w)µ(v) o. 

3.3 Corolario. Existe una equivalencia 

F: rep(B,ó.¡,,k)--> rep(B,ó,k). 
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Derriostrai:iÓn~ ·.· Sé define F como la identidad en los obj~tos, y. para rnorfisriios se pone · 

·:·)·· , ·:,'<:!"·, 

.··. F~i.rJéJio;;{<iI!®idM,idN): HoniA(V® M,N):_::;H.~#i~fv.~·Af,fo:o . 
. .-:::·«- ·'·.:· .... .'.' .,'.,·; ' .:' .. :>,:;. . . ,' - ..... ·~;·::.-_- .. 

Seanahora (B,ó, k) una bigráfica diferencial, y a : i s:i~·~~~~t~a:'i.;{~i~~ ?:~/o.n 
ó(a) = v, en.donde ves una flecha de grado l. En kB se·considera•.eti<leal"J,':·(a,v)-, 

generado por a y v. Entonces !i1 = kB<>,• , en donde B<>;~ = '~\%::Hi;)~d~~~;g¡.J)·é::T. Se . 

tiene entonces una diferencial inducida por 8 : ·'' ··:;o:,:;.:._;;::··.· ···/,:); .... : .. 

Sean (V,µ,e) el bocs correspondiente a Ja bigráfica .(B,ó,e), A. 

considérese la aplicación T): A--+ fa¡= B. Si I =(a), entonées 

ªvª =B®A V®AB=rv:vI. 

Para 8 V 8 se tiene la sucesión exacta 

Se tiene 

Luego 

V V z A 
O--+ IV+ VI+ ó(I) __,IV+ VI__, I--+ O . 

IV+VI+ó(I) 

V 

V 
IV+VI 

A 
7 

AvA+ ¿1v;A+ ¿Av;! 
- t11#-v t1¡;lv 

AvA EB I1v,,i.uAv;A . 

De lo anterior se obtiene el siguiente resultado. 
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3.4 Lema. El bocs C1v~v1•µ,E) y el bocs asociado al~bigráfica (B~,v,8;k) son isomo~fos. 

3;5 Proposición. Existe una e·q~h~Iericia•· . 

R: rep(Ba,v,8,k)--+ rep(B,ó;k) 

El funtor R se llama regularización. Para un objeto 111, R(M) ;:- AI. 

Supóngase ahora que para una flecha de grado O, a :. i ~ j , ó(a) = c1v1 + · · · + c,v., 

e¡ E k , c1 ;.f O ,y las Vj : i - - --> j , flechas de grado l. Se tiene un· automorfismo de 

A - A-bimódulos cI>':V --+ V , dado por q¡'(c1v1 .+ · · :+ c,v,) = v1 , cI>'(v;) = v1, j ;.f l. 

El mismo se extiende a un automorfismo cI> : kB --+kB ; y entonces puede considerarse la 

bigráfica (B,óif>,k). Obsérvese que óif>(a) = cI>ócI>-1 (a) "". q)ó(a) = v1. Así, la regularización es 

la composición 

rep(B~,v• (óif>)' ,k)==+rep(B,óif> ;k)===•rep(B,ó, k) 

4 Bigráficas sobre k y k(x) 

Si k es un campo, k [xJ denota el anillo de polinomios y k(x) el campo de fracciones racionales 

con coeficientes en k . 

Para una bigráfica diferencial (B, ó(x),k(x)) dada, se estudiarán ciertas bigráficas diferen

ciales sobre k , obtenidas de la original. 

Por el procedimiento de cambio de anillos, (Capítulol), la inclusión L : k [xJi.(x) '--> k(x), 

para un cierto h(x) E k [xJ, determina un funtor 

E, : rep(B, ó(x), k(x)) --+ rep(B, ó(x), k [xJh(x)) . 

Asimismo, para un >. E k, tal que h(>.) # O, la evaluación 'P>. : k [xJh(x) --+ k, q(x) ,__. q(>.) 

determina una bigráfica diferencial sobre k, Ja "evaluación en >.", denotada por (B,ó(>.),k) 

Se tiene un funtor 

E>.: rep(B,ó(x),k[xJh(xi)-+ rep(B,ó(>.),k) . 
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Con ref~ren~ia· a Ja> regularizadóri del final dé Ja sección ~nterior, ·se tÍeneri Jas siguientes 

propiedade~. ·· .,," .. . \:=,:~ .,:·; ... 1'·;.::'· 
\ :.:·,~·· 

·.4,1 fr'~)l,i~~id~7} '.''..'~ 
···-·,_!· 

': (\') Si 6(a) =O, a de grado O, a: i --> j, i # j; entonces (B~ 1 6(x)',k[xhc:z:J)\O.>. = 

(B~, 61
, k) , para cierto h(x) E k [x]. 

Las siguientes proposiciones se demuestran fácilmente. En ambos diagramas, las flechas 

verticales hacia arriba son inclusiones. 

4.2 Proposición. El siguiente diagrama es conmutativo, para cierto 

f(x) E k[x] : 

rep(B~.v• (6(x)"'C"'l)', k(x)) -.!!+ rep(B,6(x), k(x)) 

T T 
rep(B~,v• (6(x)4'(xJy, k [x]f(:z:)l ---+ rep(B,o(x), k [x]1c.,¡) 

!E>. !E>. 

rep(B~,v• (6(>.)4'(>.Jy, k) R rep(B,o(>.), k) ---+ 

4.3 Proposición. El siguiente diagrama es conmutativo, para cierto 
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h(x) E k [x], y para todo,\ E k, h(,\) #O : 
. :< .·~::~>:, 

. rep(B~,oci:) 1 ;k(x))>' : Á. c~re]J(B;ó(a:),k(a:)) 
,_ '···- '· 1 :-:-.:·· -:.:· ··:~/ :· - - :.' .. 

5 El indiO:o,dt;·t·Jif illl.'.l!l.iií~~¡;i;;:;J,(<,J .. 
' \ ,.·:·.-...:. ' .• <-~-::.~.;---. 

·_ Por el. Teorema _s.s,· ~i~~.#~~c~Íf;~f ~i!f~#~t'.~{~i~i;~~i~c~Ó·:·~h.·~t~ ;ap~rfoo?._se' · 
estudia la expresión fl(M) = dimk'Endz3(11f);°_:,,;qs(diiiíJ)1);'e5p~dal.merite sü v";1°iaé:ión frente a 
los algoritmos. ' , >;,:'(' ,-,,.~_/',--.-.'._:.::·;;,e•<' ~ . ..- · · 

:. . - -. .- ~~;:· .. ' . ' : .. 

5.1 Definición. Si (B, ó; k) es ~~~:bi~;á,fié:~'.aiÍ~re~diiJ, para toda representación 

inescindible M de B , se define 
"'·--·- .... ··. 

il(.M} ·~ dirk.~J1~cll)-~ qa(filml\1) 

.. - "'-'; ·: :~ .:·:: ·. 
5.2 Observación. Si se aplica alguno-d~,Ios cuatro algoritmos estudiados, y M = F(N), 

entonces: 

(i) fl(N) ::5 fl(M) , 

(ii) fl(M) - fl(N) 

En efecto, (i) es consecuencia inmediata del Corolario ( 1.3 ); y para (ii), basta observar que 

Enda(M) ~ Enda•(N). 

5.3 Proposición. L!.(M) ;::: O . 

Demostración. Si 111 no es sincera, se eliminan los vértices l , con 1111 = O, obteniéndose 

una bigrállca B', y un funtor fiel y pleno F: rep(B') __, 1·ep(B), tal que existe N sincera con 
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. . . · ... 

M = F(N). Setiene l/Nll =/IMI/, qa•(dimN)~ qa(di~M); y ~ntomies 4(1'1)= 'D.(.Ú)'.: A~í, 
puede suponerse que Jví es sincera. ;~ ", -~ _:,~ .. ; 

..~·· ,:':; 

•v·<'..•;,,•,·;-

- . . : ~, ',· -; .. 
·mínima. Hay dos casos. ·: '':',:} '):?.' .,., •.··.•, .. ;. · 

. . . . .. . , . . . . . . .. _ ..... -- .... -,~·. ·". ,-~~:/.::;·:",~-\~::{,~.~~.;~,~~;:.~:~ :~'.N<~·{~¡ ;;~~::.<:· .. ~(t:~\,~·i;\/:,\.: ~ >:: -.. ~ ; < .. _.·· · .> .. ~ 
. (i) Si ó(a) #o ' sé regulariza; Y, piira'11f:'::\1\(!l/);¡;~~·ctferi.~JJVlli:<IPid"/[.'tüeg<i' 

05;.D.(~ri=~<111J · . .· .... ' ·;:"?···7::;,\j~fü)i\f:,g,:J\it~;'.": ,;,.:}·o:::. . . .. 
. (~i) Si

0

ó(~)= ~ , hay dos subcllSo~ :O ; '.:<{. ;;'' . 
,-' ' ·. - . ~; -

(ii)¡ si.i.'/ j, se reduce a , y para el in~ci~dibl~N E:·,;~¡;(8'), ~on·Ú~ F(N), l/NI/ < llMI/ , 

y entonces O$ D..(N) $ D.(M) ¡ 

(ii)2 si i = j, sea r = 1/1111/, y efectúese el unravelling del lazo a con respecto a los primeros 

r. bloques de Jordan. Para la nueva bigráfica y el funtor correspondiente, existe N , tal que 

M = F(N), y de l/Nll < l/MI/ se sigue O $ D.(N) $ D.(M) o 

La anterior proposición es en general falsa en álgebras. En efecto, si A es la k-álgebra dada 

por el carcaj 

o .......,. 

""ª oJ módWo X ~ ( I 

ejemplo de J. A. de la Peña). 

l· 

2 

1 

o 

h 
o ..!.... 

i 
o 

o 

T 
o 

Q 
0t/3"'{ =o, - o ' 

l 
o 

= 2 (Observación y 
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5.4 Proposición .. Sean (B,8;k) una'bigráfica diferencial.triangliiar·Y ·a:.:.X1 -+ X 2 una 

flecha deúado o (.X1 ix2); c,on ó(a}~ a'; sé' reduce a ' o~t~niéndos~· ~nabigráfica diferenciai ··. 

:.~1~~~1\~~~l~]~~~f ~~;~~~~,~~~;~;.~t(~:~; 
. · De~ostraeió~; ~e a6{ierdo 'ccm iáJ¡ hÍpótesis, y tomanclo' en c~ent9: ¡~· Obsertación (3.2), si 

dimN.=:(xi,x3;~;,;¿.s·;~¡%1v' ~:<x1,x~·;<V~· :i;~.: .. )·~~ tié~e ~~A·#'~~~~ !t~~bié~ .de iiL 
hipótesis se sigúe que X¡ + a:3 = X~ -t'. Xa , ~3 + ,;,2 = Xa + x~; y entonces' se tiene' que x¡' = X;, 

i = 1, 2, 3 . En ~fect~, si, por ejemplo, x1 f xj y x1<xi , ~ntoiices x2 . .:: A , lu~g¿ ~3 :> ~3 , de 

donde xj < xj , imposible. Para los otros casos se procede igual. D 

En' lo que sigue, (B,ó, k) es una bigráfica diferencial triangular. Para una representación 

inescindible M de B, se pone e(l\.I) = dimk Enda(M), y además, f(M) = (QimM, e(M)). 

Si la bigráfica B es de tipo de representación finito, existe una secuencia finita de bigráficas 

diferenciales B(i), 1 ::; i ::; s, B = a<0l, como la de la demostración de la Proposición ( 2.6 ), 

tales que B(ilse obtiene de B(i-l) por una regularización o una reducción, y además, B<•l es 

semisimple. Los funtores Fi : rep(B(i)) --> rep(B(i-I)) son entonces equivalencias . Para 

toda representación inescindible M de B, se consideran los inescindibles .M;-1 = F;(J\1;), 

M = Mo, i = 1, 2, ... s. Si !1111; \1 = l\M;-1 \I entonces q¡¡e<¡(dimM;) = q8 (i-1¡(QimM¡_1) luego, si 

q13(;¡(QimM;) # q13(;-1¡(dimJ\1;_1), l\M\I > \lll·l;-1 \I. 

Se toma So= {i : \IM;!I > \IM;-1!1}, entonces cardSo::; s. Para cada i E So, sean 

d;(M) 

§.(M) 

rr.(lv!) 

(d1(M),. . .,d,(M)) , 

(dimM, e(M),§.(M)) 

Obsérvese que so es precisamente el número de reducciones aplicadas,y que dj (.M) = O si i 

no está en So . 

5.5 Lema. Si 11!, M' son inescindibles en rep(B), y rr.(M) = rr.(M') entonces M ~ 111'. 

Demostración. Se efectúa inducción sobre s. 
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·' . ' . 

Enei caso s.= O, B es s~iui~imple, yescierta la co;dusión. . .· · .. · • .•.•.. ·•. . · ·• · 

_·,'." 

Obsérvese'que~para'dim!lí,.'Yte(ll'!)fijcisFg:(Jl:J)':'éiúeqa:determfoada•por. la sucesión 

d1 (lli); S¡d~Úii)!::.\J;};;~/~~é(Ú) +;;'. +a~~'cúri;='E'(~j}::k!ri~rile~o ~de tales sucesiones, para 

l!Mii>J'.:';'.#~;~\jiis~:fd~dóp6r:'· <· , ····,:;: 

·, 

. •· ...• ·.(';o'_; 1 + t.(M) ) = (so+ t.(M) - 1)! < ( l!Mll - 1 + t.(M) .) . 
·. t.(M) (so - l)!t.(M)! - t.(M) 

Se ha demostrado entonces la siguiente proposición. 

5.6 Proposición. Sean B una bigráfica diferencial triangular y M una representación ine

scindible de B, llMll ;:: l. Si Bes de tipo de representación finito, entonces el número de clases 

de isomorfía de representaciones N, tales que dimN = dim/11 y e(N) = e(M), es a lo sumo 

( 
llMll - 1 + t.(M) ) . 

t.(M) 

En particular, si t.(M) = O , de las relaciones : dimM = dimN y e(M) = e(N), se sigue 

que M~N. 

Para representaciones inescindibles /11 de B, con t.(/11) = O , se tiene un resultado más 

general, independiente del tipo de rpresentación. 

5. 7 Proposición. Sea B una bigráfica diferencial triangular, y sea /11 una representación 

inescindible, tal que t.(M) = O. Si N es una representación inescindible, y dimN = QimM, 

e(N) = e(.M), entonces N ~ .M. Además, para toda flecha de grado O, a : i -> j, con ó(a} = O, 

M(a) : M; --> Mj es sobreyectiva o inyectiva. 
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Demostración> (i).S~ efecúÍaind~cciónsJbre 1111111 .·E:¡ ca.:,o 1111111,;,, O~ c;aro. 
- " .. ·.'.'' ·,···- ;' .-' .. ... . ' .. - . . ' :-:. .- ; 

Supónga.Se ahora que la có~:IC!tisión es ciertá pára i~ Niriescindibléscon llNU <: 1111111, 

Puede esumÍrs~. q~~ A,/~ si~c~r~:: ·: , :y .· .. ' < ,, , ,:· / < 
.Si Á(l\1) .• ~ OyJYesipescindiblecoíidirrij\T,;,\¡il11111ye(N)= e(M) 1 entonce8q~(di!ÍÚ\T) k; ··. 

qa(rumM) y deaquí:. ÚN) ~ Í.(M) ~ :q:s~.a. ~·:/~'j co~ cÍiÍerenCi~ ~;Ín~ma~ . ·:··:<F .·. . 
Si ó(a) '.;/O , ~e re~t!lariZi y ·¡a có.~clúsión si/obtiene fácilmente. · • •. , : · 

. . . ·. . ... :: ·. . : . . :- .. ·. :· ·; : . - -.~.:. ·.:- '. . : . . ' : . . . · .. : . ' : ', '·· .. ' ·-_. - : ' . . 
Sió(~) = O , obsérvese 'que i ~j,:p.ues si n~;"podría realizarse un unrávelling , éJé'ual ba}ií 

efectivamente el valor de Á(M) ~ o;· imposible.· Entonces se reduce ª·y se obtiene· fácilmente 

la conclusión. 

(ii). Si se tiene a : i --+ j , con ó(a) = O , y Á(l\1) = O , como necesariamente 

i ,,¡ j ·, se reduce a. Sea F : rep(B') --+ rep(B) el correspondiente funtor, y J.1 = F(N). 

Se tiene O $ Á(N) $ Á(M) , luego O = Á(M) - Á(N) = q5-(dimN) - qa(dimM) = 

dimkerJ.1(a)dimcokerJ.1(a), y entonces dimkerM(a) =O o dimcokerl\1(a) =O, es decir, 

J.1(a} es sobreyectiva o inyectiva o 

Para obtener una aplicación interesante de la anterior proposición a les álgebras de di

mensión finita, se requiere el siguiente resultado. 

5.8 Teorema (Ovsienko [O]). Sea (B,ó,k) una bigráfica, k un campo, y considérese el 

correspondiente bocs, A= (A, V,µ, e). Para toda representación 111 de A, se tiene : 

Demostración. Denotando, para toda flecha de grado 1, v; : s(i) - - -> t(i), se tiene : 

V= kere = lI Ae,c;¡ 0k Aes(i) . 
i 

y entonces í7 es un A-módulo derecho proyectivo. De la sucesión exacta corta : 

0-+V--+V--+A...=-.o, 
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se obtiene la sucesión ~acta ;·· 
"': : .~'<. ; 

.. ¿· .. o;+V®AA1"__:._;V®AÚ-c':'M7-+0, 

'.-·:. __ .. ,:.:. . ·,, .. <··. : .. -.,'.'~ '.·,·.: :· ... 

y de aquí, la sucesión ex8:~tá, 18.ri,a;.:' " " ' ' .< . >,/ ·, 
.. ·: - ' . .''.•' . ,-. .. ' : . . ... ,; ". ·~· .-... ~ ,·:·. 

, ' ;,·o.·,j . :J¡ o~.4 (if,-j\~) <-7p}J' o71tÁ (V ®A lvI,M)' ---t • 
...... · .-.:. 1.~&~~f~~~dA~~:±::~x~1«A:lJ;);_; .· 

.··~··• Exti(v.~i·~l{ili)::S 9 : · ·' 
'• ·,,.· -' <:}/: --~--:: <;;~>· ,¡,,. 

Se tiene:;;ntorices': :,•·.~ :t1·.: ·>; ... :"' · ,•;;." · 
:...· ,, 

·~~·~ .• ~t~ii·~*t~:::(''..,? .. :<··~·~.,:'·.:~; /· .. :· .. , ..... ·. ' .. 
:din;¡·Ji~mÁ(µ;éiÍ) '-"di~~ E;i:t3i(M, J\ifl > =; . ;Eai¡nk(~M)2 ~· . 

Además, 

. . -·".~-' ':. , ... ', :;:_ -~ ::-;):;·:· ;:; . " 

.:~\}J/ú~k~;M.>dimk ejM·. 

. . ' ¡ ~ ~. ~· ;. - . 

dimkHomA(V®A M,M) =· I:·· dililkes(i)M·dimket{i)M 
v¡:s(i)--;t(i) 

De aquí se obtiene la conclusión O 

5.9 Corolario. Sea A = kQ , en donde Q es un carcaj finito sin ciclos orientados. Si 

M,N son A-módulos inescindibles de dimensión finita sobre k , tales que Ext:)¡(M,1'1') = 

Ext'j¡(N,N) = o·y s:!im.M = dimN, entonces 1'1 ~ N. Además, para toda flec11a a: i - j, 

i ;& j, M(a) es sobreyectiva o inyectiva. 
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·Demostración. Elcarcaj Q se' puede considerar colllo unabigráfica dif~rencial B sin flechas ... 

;:~1~2l~i.;~~~~~~il~t~t~ª3~~~~&f 
Así, D.(M) = ~{N);_;,;Olydadci::cíuej(111)'~~;e(J)')y~dimM = dirrÍN se concluye: 111 ~.N, 

aplicando la Propo~i~iÓn 5_:7/!;j\\::::(::;:.:;{~)·:.,¿)'.' .·.·. . 
Para la segunda cioriélusiÓri'se:aig';imentá: como eri (ii) de la demostración de la Proposición 

5.7, o , ·.·.•.··•··· •' , f ~ ':;;~ii';i;"i;::·;/ , ' ... , 
: ; .. .,., • ·/•< . .'e·: ;~ -~.·; : <'.~; ." :, 

5,10 Pro;ó~ipi~l1i' Se~(B/o(xj;k(x)) una bigráfica diferencial triangular que es extensión 

de (B;o(~}/k [iJ~c;j} :WÜpórigase que para alguna dimensión g fija, y para un número infinito 

d~ X É k'~/c~n lÍ(,\) ~O, existe una representación inescindible lvf>. E rep(B, o(>.), k) , tal que 

. ,_dimM~~-d ;·.c,.(,/\J,x),,,; O. Entonces existe una representación inescindible 

M(x) E fép(B, ó(x), k [x]k(o:)), tal que 1".>.M(x) = 111>. para casi todos los >-, 

Demostración. Puede suponerse que g es una dimensión sincera. Si lldll = O, B posee un 

único vértice l , con algunos lazos de grado 1 pero sin lazos de grado Q, Una representación 

inescindible 111 de (B,c5(x), k [x)h(x)l está dada entonces por Mt = k [xh(x) , Así, para todo 

.X E k , con h(>.) i= O , está definida la bigráfica (B,c5(.X), k), y en ella los inescindibles están 

dados por M¡ = k. Es claro que para casi todos los >. E k , P.>.M = llh , Le. basta tomar 

M(x)=M. 

Sea ahora lldll > O, y supóngase el resultado cierto para todo rK con \ld'll < lldll. En 

(B,ó(x), k(x)) , existe una a : i _, j con diferencial mínima. No se puede tener i = j , si 

c5(x)(a) = O ; en efecto, en caso contrario, para casi todos los .X , en (B, c5(.X), k) se tendría 

6(.X)(a) = O , y entonces para infinitos .X , existiría una inescindible llh , con dimM>. = 4 y 

D.(M>.) = O , imposible, 
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•. . . 

(i) Si ci(x)(a) ~O ; se reduce a en (B; 6(~),,k(~)) , ; s~)iene,eLdiagram'a ~~n~utativo : . 
. ·.' ' . . . · .. ~. .:··,<;:> ·, 

. "~'?'·t·t~}\:. ~;~:;·i~~i~f J~Zii!;·i. > · 
rep(B',6(x)';k[~]h(~\)\~ ;fep(B,6(x);k[x]h(i¡) . 

. · !~:~fM~~3Jt~\;;~:1l~J:y_;z:;t~~i.6(.\),k) . ' 
; : -; ; ,;;_,','. ;.~~·f::·~;·~/)i.~~'.i~/:~·-~~} :· ·:;··.;.;·;:' 

Para infinitos ~· , '~¿\i,~nfpot){ipÓtesis .~na representaeión inesdndib,l~ Ú~ É r~p(8,6(>.), k) 

con dim/11>. ,_,;· d y .c.Lw'~)~ '6'.:;p;J~~Ós ~ , existen inescindibl~sM,CE rep(B'.,.5(~)',·~) , ~cm 
E>.(llii.) ~Ah.Se tienee~t6~c:~~·~(.Á;Í.(.),,,.;ri y lldimM,(.11 < lldll- ·.,·.:··· . ' , 

Por hipótesis inductiva, 'exis't~ tipallÍ(x)' E rep(B',ó(x)', k [x)~(x)) '/~ar~.~i~;iJ';~(iÍ:) ,'.t~ 
que para casi todos los M,(. , !f>.(M,(.)··~·llh. Sea M(~). =,EÚ(~y-~iep(~,l(~l)k ¡¿,;¡'h(xil 

Entonces ,· 

!f?.>.M(x) = !f?.>.E111(x)' = E>.p_>-M(x)' ~ E;;M,(. ~ llh , 

para casi todos los M>,. 

(ii) Si ci(x)(a) ~O , puede asumirse que ci(x)(a) = a1 (x)v1 + ... +a,(x)vs , con los v; flechas 

de grado 1, a1(x) ~O , y v1 máxima entre las V¡. Existe un automorfismo <I>: k(x)B--+ k(x)B, 

tal que ci(x)"'(a) = v1 • Para casi todos los.\, se tiene el diagrama de (5.2) . Entonces, para casi 

todos los .\ , existe un l\J,(. con F(llf,(.) ~ M>., .ó.(M>.) =O, dimM,(. = Q-0 , ll!lóll < lldll · Por la 

hipótesis inductiva, existe una inescindible M(x)' E rep(B~,v• ó"'(x), k [x)h¡x)), para cierto h(x) 

tal que 

E>.M(x) = E>.FM(x)' = FE>.M(x)' ~ FM,(. ~ llh , 

para casi todos los 111>. O 

6 El caso .ó.(M) = 1 

6.1 Definición. Una familia :F de representaciones inescindibles de una bigráfica diferen

cial triangular (B,ó,k), con k algebraicamente cerrado, se llama mansa si para cada dimensión 

d, existe una familia finita de A - k [x)¡¡(x) -bimódulos L¡ (1 :5 i :5 s, A = kBo), finitamente 

generados como k [x)¡¡(x) -módulos, tales que : 
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·.. · .. ·· 

(i) sL\ E k, f;(>1) # O, entonces L¡ ®k(:rlt.C•l ~ está en F¡ 

(ii). para. todas I~ é]a:i;e5,de isomorfía{X}, ·~c:rptti pJa ~~ piím~ro finito, ccm Xen :F; 

.. '··.·· ........ , ........... ~ .··•· !hl":·.· e.xisten ciertos i~>.. E_ k, tale~ que X = L; ®k[xlt;C•J :r-.\ : . 

El menor núier~· ; se ~~nota jld • :. . · .. · · ·· ·· . 

En. este· ~part~do%,6, ~) s~~á ~~a bigráfica dif~rencial tda~gular, k iJ~ campo á!g~l:iraicá" 
mente cerrado. Se d~~ot~ por

0

:F la familia de las repres~ntacion~ inescindibles .M deB ;·t~es · 
que Á(M) ,: 1:- Pa~a un~ dimensió~ fiÚ d : F!f. denota el conjunto de las M E :F tales qu~ . ,· . . " 

ilim.M =d. 
. . ' ··':'. - . 

6.2 . Proposición. Lá famili~ f ~ de ,ti¡:io_ de representación manso. De hecho, si para 

alguna dimen~ión Q h~y un nJrií~j.() lnflnitode .M; E :Fd, no isomorfos, entonces existe un 

A -.k [x]h(:r)-bimódu!Ó M(~), ~Í).d~~~~· A ,;,, (kB)o, t~ que para casi todas las clases de 

isom()rff~ {.M}, con ME .1"4, .· 

~· k[x) 
.M = M(x) ®k(:rl•czJ (x - >.) 

para algún ,\ E k , h(>.) f= O. 

Demostración. Puede suponerse que Q , es sincera, y partir de que en :F4 hay un número 

infinito de objetos inescindibles. Entonces 11411 ;::: l. 

(i) Si existe algún lazo a : i ---> i, ó(ct) = O, sea F : rep(B') --+ rep(B) un unravelling 

de °'• tal que para Al E rep(B), con dimM = !l., existe un N E rep(B'), con 111 ~ F(N). Por 

hipótesis, Ll(l\1) = 1; además, para el unravelling, Ll(M) - Ll.(N) ;::: 1, luego Ll.(N) = 1, y 

Á(M) - Ll(N) = l. De aquí, dimklvfi = 1, y entonces M(ct) =>.id, para algún >. E k. 

Se tiene un diagrama conmutativo : 

rep(B',ó(x).,, k [x]h(:z:J) ~ rep(B,ó(x), k [x]h(:r)l 

E,.{. !E, 
rep(B' ,ó(>.).\, k) ¡;;: rep(B,ó(>.), k) 

74 



Existe algún inescindible N;...E rep(B',ó(.A)¡.,k), tal que F>.(N>.) ~ .M ~ lvf>.. Así, para 

·infinitos >. , existe ·un l~escinclible N~ Erep(B1~8(>-)>.;k). Por (5.10) exist~ un. inescinclible 

N(x)E rep(B1 ,8(~)i; k)¡talq~,~~a~ac~i todosJosN~., E>.N'(x) etN>.:P!lra 11J(x) ~ F.,N'(x) 

setiene,· '·'··:)>>,'/ 

h ~~j.,BOq~~J~~f ~iltJc~E;ij'(•)·~.AN'c.l.~.M(•)·, 
(Ü) Ahora se i:ealii!'L iri~tiéció!l~o~re,:114110Si 11411 = 1 , entonces B posee un úni,co vérti9e 

Z, y un lazo'°' : Z _2.; zi'c~f'.S(~)·, ~ O~ En este caso, la conclusión se desprende de las 

consideraciones previas. · 

Si 11411 ;_ .1 , y la conclusión es ci~rta par~ las 4' ,con 114'11 < 11411, supóngase que e.xiste 

una flecha mínima°': i --d. Por lo anterior, puede suponerse ó(a:) #O, y entonces ó{ae) = 
a 1v1 + ... + a.v. , a 1 'f. O, v1 mínima entre las v;. 

Existe un automorfismo iI> : V--> V, V= kere , con ó<1>(a1) = v1 • Como se ha visto, iI> 

se extiende a un automorfismo c'f!(x) de k(x)B . Para casi todos Jos A E k se tiene el diagrama 

conmutativo siguiente 

rep(B.,,v,, ó<l>(x), k [x]h(:cJ) ..L. rep(B,ó(x}, k [x]h(:c)l 

!E, 

rep(B.,,v1 ,Ó~,k) 
!E, 

F rep(B?ó, k} 

Así, para M E :F4, existe una inescindible N E rep(B.,,v,, ó~, k} , con dimN = 4', 114'11 < 

11411. Se tiene O :5 A(N} :5 A(lvf} , y en r,ep(B.,,v,, ó~, k} existe un número infinito de clases 

de isomorfía de inescindibles N , con F(N} E :F4. Luego, A(N} = l. Por inducción existe 

inescindible M'(x) E rep(B.,,v.,ó~("'l,k[x]h(x}), tal que Ei.M'(x) ~ N, para algún A, y para 

casi todas las clases de isomorfía de N. Para M(x) = FM'(x) , se tiene 

para casi todas las clases de isomorfía de 111 en :F4. Queda entonces demostrad.a Ja afirmación 

en este caso. 
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Si c5(a:) · = O , entonce5 i # ·j, se reduce a:.·Y se procede de manera parecida, para .termin~r o 
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Capítulo 4 

Aplicaciones a álgebras 

Los teoremas para bocses obtenidos en páginas anteriores, especialmente los del Capítulo 

3, se aplicarán ahora a la teoría de representaciones de álgebras de dimensión finita sobre ~n 

campo algebraicamente cerrado. Para una k-álgebra A con tales características, se considera 

el correspondiente bocs V de Drozd, así como la categoría 'P¡, para los cuales se tiene una 

equivalencia : 'P1 :::: rep'D. 

La transición entre las categorías mod A y rep'D es posible por la fórmula : 

D.(.ce) = ó(M) , 

en donde, para un inescindible l\{ en mod A, 

y para Ja presentación proyectiva mínima de lvl, (P ~ Q) E 'P1, correspondiente a la repre

sentación .<e del bocs 'D bajo la equivalencia señalada, 

1 Preliminares 

Sea A una k-álgebra de dimensión finita, con el campo k algebraicamente cerrado. La 

categoría de Jos A-módulos finitamente generados se denota por mod A. Se considera un sistema 

completo P¡, ... , Pri de las clases de isomorfía dé Jos A-módulos proyectivos inescindibles en 

modA. 

El bocs de Drozd de A corresponde a una bigráfica diferencial, también denotada 'D, con 2r 

vértices : 
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1, 2, ... , r, ~', 21,:;.,r' [K2]; El número d~ fl~Chas de gradb:Ci de 'i e~ j',' es igirnl a n.j .: 

dimk radH on/. (P;, Pi)'. Asimis~~. se .~e~n~n ~i¡,~~~~'. d:·ira~~ 1 ·~~· 'i en'.i.', in,1.·~ec~iis :de · 

grado. l de i¡. en j'; Cciino e!int~res princip~(en'co~~ia~rar,~t~ big~áfica es stifó¡:micuádrática;• 

no se hará referencia a ~u difer~n~;·~··;c< :.;,,-.~::}/' , ·.'' : · •··•·••·• ·: ~~· / '.'";?::.:, ~:. : .. 
·.·Se Uti!izaJ:á también la· categorí~· 'P1, ciiyos:o~j~fos' ~o·n ia~· morfismos .i0: ~ Qi tales; que 

Im <p e 1:adQ' P;(J proyectivo; e~ ·~;~;L íi6s ~6i~~bs d~ ? ~ Q en pi ~ Q' i listá~; d~dcis 
·por pares de morfismos (u, v), u·: Q :f:iJ'i,v i P. 4 P', tales que cp'v = u<f. 

' .'·, ... ··•.:,,·e_ .. -'.:· ._. 

Para M inescindible en mod A ,,'se Cc)nSidera \)na presentación proyectiva mínima ~e· M :'. 
: >.' 

1'1 (M) + Pii<ú) _, M - o 

Se tienen descomposiciones 

El morfismo rp, que también se· denotará por. cp(M) , es ent.onées un objet~ de la categoría 

'P1 ""rep'D, cp>-+ Y!.· Obsérvesequemm:e= (m¡, ... ,mr;n1;: .. ,n,.) .. 

Se utiliza la notación : 

g(M) = (m¡, ... ,mr;n¡, ... ,n,.) . 

A continuación se establecen algunos resultados que permiten hallar una expresión adecuada 

para b.v(.!f!.) = dimk Endv(.<e) - qv(dim:e)· 

Por comodidad, de ahora en adelante se escribirá, para M, Z en mod A : 

Por [ARS, Corolario 4.3, p.129] se tiene : 

(M,Z)- (Z,DtrM) = (Po(M),Z)-(P1(M),Z) 
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En particular; para Z;; M,se tiene 

;, (Ji1,M)} (~,DtrM} ;; (J"~(M), M) - (P1(M),M) .. ' :'. {:{:..:: .: ' .. ·, ·. . . ·-

De la suce5i6 .•. n_ ex.'ª.-·.c···t.~'·_ - ·.. / ' ., . . <; -
"·'· ·.' .:: .. :·,··:._;'· 

.;· -·· '_ Cl4ÚM:::_;,Pá(Ú)•~M~O , 
. :o'. (~~: .•. -. _'~;~;:.~-,-. \·· ·-~ 

.. -,_ ·,: :~; 1: .;: . 

(3.1) 

se obtienen·las sucesio~~sex~~~),'_/;:··;'. ( 

,1 • ' ·,:.i,'/"--'. ,-· 

9 S-~º:ZiC,f::.~8?,;ffft~~p~~~~·to)_ S Jj o~Á(~;,'M) .~··o ' 

para i ~-();1 i Y.:it~llf;J~A~(;~i~~::· }'; ,:.··:·· >; ' . ' ; ¿ 
,., :·\<.'/:~ -: ,/::·~:~:v <~-·~. . ,,_ . 

_.(J:>.'(]l{)~·~(ú))~_(J";(Ú);Pci(Jl{~}+.(fo;~JiÓ,M~=o ,_ . (3.2) 

. \,. . ·: 

- De manera parecida, de la suces.ión 'exacta 

se obtienen las relaciones 

( P;(M), f!2(M)) - (P;(M); P1 (Ú)}+, (~(M), !'!(M)) ;;,, O , (3.3) 

para i =O, l. 

También se tiene la siguiente relación : 

(P1(M),Po(M)) = dimkradHom11,(P1(M),Po(M)) + ¿m;n; (3.4) 
i 
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En efecto, 

-' ffi~n;Hom¡.(P;,P;)E!:l 
;,¡.; '. . 

Po~ otra péft~, /. • 
·- '•-' . . 

radHÓmÁ(~1(M), Po(Ú)) 

y entonces, 

ffiradHomt-.(P;,P;) 
i,j 

~ ffiHomt-.(P;,P;) €:l 
if.j . 

ffimin;radEndt-.(P;) , 
i 

L m;n; (P;, P;) + 
if.j 

+ ¿:m;n;dimkradEndt-.(P;) 
i 

(P1(M),Po(M)) - Lm¡!li 
i 

De aquí se obtiene (3.4) 

También se tienen las relaciones siguientes, obtenidas de manera parecida a lo anterior : 

(Po, Po) = d\mk1·adEndt-.(Po) + L n; , 
i 

80 



1.1 . Proposición. 

qv@m~) "(P1(~1);j>1(~~)} f (J'~(Ú)';f'.o(Ú))-

. · ~ di~~:~~~I,'. ~;.xc~1sf 1)';.:?acú)) 
.. : '' ~ '.'-'.:... ·':. . , . , ' :: ,_. 

. :.::·~,~ ... ~t-~;~·:t;/.::_(::>.-:>~\'.'~:\< '.:; ... .· ', -::·." 
Demostración. Utilizandó{~:4 )'f. (3~5)';· sdiené:! ~:/ 

.. -- , : ~·,~::>~:/t:.:::.:r: ~,.~-.:~· .. -_. ... ··~: ~ .- . . -

El funtor 

qv(iiti~'):;{r;i;,~1;'. .. ,rJ{ ·· -·• 
¿:m¡+'¿:~¡-¿:m;n;dimkradHóinA(P;,P;)+ 

i . . . . i i,; 

+ Em;m;dimkradHomA(P¡,P;) + 
i.j 

+ En;n;dimkradHomA(~,P;) 
i,j 

(P1(M),P1(M)} + (Po(M),Po(M))-

-dimkradHomA(P1(M),Po(M)) o 

Pi-+ modA , 

tal que (P1 ~Po) 1->coker~ =: l.1, induce un epimorfismo de álgebras: 

(3.5) 

tal que si (u,v) E Endp,(A)(~) , F(u,v) es el único homomorfismo que hace conmutar el 

diagrama: 
p ~ Q " M __, o -+ .. 
u! v.! ! F(u,v) 

p -~ Q " M __, o -+ 
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' . -
El núcleo de F se denotará por K(t,o) '. 

1.2 Lén1a. 'Para c~~lqrii~t ú:eri mód A ~sté un ~piniorfis~o: . 
.. ·, -..,-: . . :~,. ': ;:.::.>~.", .. ;. ' '•_ ·._-, 

~.~::~;~;;~t~¡¡ it~llJ~~tíll~;J;;¡{~,t'1")y 
· Para la sobreyeétiVidad;·seá :(.zl;v) ;E)y(¡p)·•c;:Efiap;(~')(,P) 'iieñforiées<iJdste 8_,,~Po(M) ;~ 

Pi CM)·., ta1 q~_e·.·"°s. ~·~>~~f irf~~,2~~~i~t~~~!~il;~:~í~;W~M:!~it~B~~i:~iis:~:·R~:~~~í:que ·,·;_ 
Im(u - st,o) e kerlp c.l12 (M):'Eritoni:es¡:pará:{./~-"':ift-'sip,,;:;::Pi(.M);+:,,/!12(M) sé verifica· 

W(s,>.) = (~>. + Stp,tps),; (u,v) 0 :,, << '/ <\··•.:'.·;:/;,,:_0,::_:;fw2:_:,{;~w;~:-> '.'<':' ·,r·' 
- . ·: ;: ;~· . .' - , 

i.3 Lema. 
. ¡' .· <..::.«<:· :.:·:.' .. ;·.-··. 

keiw ~ HomA(P
0
(Ú),!12 (kJ)) . . < 

Demostración. Se tiene 

kerw {Cs,st,o), se HomA(Po(M),n2(M))} 

e HomA(Po(M),P¡(M)) X HomA(P1(M),n2(M)) 

De hecho, il?(s,>.) =o si, y solamente si,>.= S\O, cps =o. Pero esto implica ims e n2 (.M) . 

Entonces s puede ser considerada como aplicación P0(M) __, !12 (M). Es claro que la aplicación 

HomA(Po(M),n2(M))--> ker\I>, s >-> (s,st,o) 

es un isomorfismo O 

Los dos lemas anteriores, junto con la sucesión exacta 

O kerw-> HomA(Po(M),P1(M)) x HomA(P1(M),n2 (Af)) __, 

K(t,o)--> O , 
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de Ja cual se deduce que 
·. - . . .:·_"·'•, .:·_ .. -· . . . 

dimK(VJ) '·= (Po(~J);P1(M)),+.(P1(1~),n2cA{))~(Po(M),,n2cM)) ', 
'= .(Po(M');n(M))+(:,;1(AÍ,).·~2 cf!))' ' ' ' ' ' 

,. .. . .._,. ··' ..... ·-. ··- .. ·. 

1.4 Pr::iposición. 

d1ro;~~(~:,~ ;~ii~:~:~f e,;}}.+ 

1.5 Proposición. Sea '.D ei bÓc~ d~ Dro~.~~Jt~~¿~>: ; ·•·· .. 
. .. , ... , _ .<'.·.í:~~X.!/·;y~·:>~:: ii ~-:J.r~ .> ~-,," 

. ,· - .- ·-~-

l>v~);, (M;"i:},irM) ; (t~py,SocDirM) 
- ._ .... ·~~-- •· <'. .:.".- .. :. ) .. . - - ·: ·,, .·. ' 

Demostración. Se utiliza qué EridvC:~J~ Eiíd;, (ip)'. En el siguiente cálculo se aplican suce

sivamente las relaciones : (3.3), (3.2), (a.i), (3.2), '(3.4); se abrevia : P;(M) = P;, i =O, l. 

-l>v(~) qv(dim~) - dimk Endp1 (ip) 

[(Pi,P1)-(P1,n2(M))] + 

+ [(Po,Po) - (Po,!1(M))] -

-dimkradHomA(P1,Po)-dimkEndA(M) 

(P1,!1(M)) + (Po,M)-dimkradHomA(P1,Po)

-dimkEndA(M) 

[(Po,M) -dimkEndA(M)] + (Pi,!l(M))-

-dimkradHomA(P1,Po) 

(P1,M) - (M,DtrM) + (P1,!1(M)} -dimkradHomA(P1,Po) 

(P1,M) + {Pi,!1(111)}- (M,DtrM) -dimkradHomA(P1,Po) 
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1.6 Lema. 

1.7 Observación. 

(i) ilim.<e 

(ii) ll~llv 

2 Teoremas para álgebras. 

s;(M) , 

¿n;jmini = ¿m;n1dimkrad(P;,P1) 
iJ i,j 

dimk radHomA(P1(M),Po(M°)) . 

En este apartado A denota una k-álgebra de dimensión finita , k es un campo algebraica

mente cerrado, y V es el bocs de Drozd de A . 

Para un inescindible J.1 en mod A , se pone 

ó(M) = ~v(~) 

2.1 Teorema. Sean M,N inescindibles en modA. Si s;(M) = r;_(N) , y además, ó(M) = 
ó(N) = O , entonces M ~ N . 

Demostración. Des;(M) = r;.(N) se sigue que en el bocs de Drozd, dimip(M) = dimip(N) , 
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y entonces qv(dimip(M)) = qv(dimcp(N)). Además, de 

o. 
o·= 

•'.-.·, 

5(M) ;=dhrikeridv(~(M))·-q~(Qimrp(M)) 

ó(Nl,;~m~EHdi~~(lJ)).--q~(<liin~(iv)y,. 

; ' . ,' . ":_ : .. ,~·. ·:· :. :. . ' . ' . . ' " . ": :; .. · . ' . . . . 

Teorema [ARS, Teorema 4.7, p.331]. :sean M,N inescindibles en. modA, taies que P;(M) ~ · 

P;(N) , i =O, 1 . Si ni M ni N son el inicio de cadenas cortas, entonces ]lf ~ N. 

Demostración. Por definición, una cadena corta es una sucesión de rnorfismos 

X ..L. Y ...!!...+ DTrX, con X inescindible y f i O, g f' O. Es suficiente mostrar que ó(M) = 
ó(N) =O. Para ello, supóngase que HomA(M,DtrM) ,P. O , y sea O# g E IfomA(M,DtrM) . 

Se tiene entonces una cadena corta que empieza en /11 , /11 ~ Ji{--> 'hTr J.1 , contradicción. 

Luego, O ::; Ll.(\:'.) = ó(M) = - 2: m;n; ::; O , es decir, ó(M) = O . Igualmente se demuestra que 

ó(N) =O .o 

Obsérvese que el Teorema (2.1) es más general que el Teorema anterior, puesto que puede 

tenerse Hom11(M,DtrM) i O y ó(M) =O. 

2.3 Corolario. Si ó(M) =O para todo inescindible J.1 en modA , entonces A es de tipo 

de representación finito. 

Demostración. Supóngase, por contradicción, que A es de tipo de representación in

finito. Por Brauer-Thrall II existe alguna dimensión d , para Ja cual hay una familia infinita 

{lVIj, j E J} , de inescindibles no isomorfos, con dimk li1j = d, para todo j . Para cada 

A1j , considérese su presentación proyectiva mínima : P1j ---+ Poj ----> Jl.1; -- O ; y sea 

Q(Jl.1j) = (m;;; nu) , con 1 ::; i ::; r ( no confundir estos m;;, n;; con los m;j, nij de la sección 

de Preliminares). 
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Se tiene top!vli ~ topPoj. y entonces 

dim(Ilf~i niJS;) = dim(topPoi) 

. ·- >:·, ... _;.: ··~· .. ,·"·. ;::/>:·· 

~~~]?f ~~~~I~¡~lll~iiíijSi 
imposible O ... :·,: ... ··'/·'./· '''. ''· •·:·:.'~ <:>: 

llM;·: ,~:~ :(~~;~~::~·f ::~J~lil\~l~f ·t:·~~ 
distintas clases de isomorfía de inescindibles Nen inodA , tá.lesque i;(N)'= ,¡;(M) y li(N) = 

li(M). 

Demostración, Para N, 111 como en el enunciado, considérense los correspondientes <p(N), 

<p(M) en repV . Entonces dim<p(N) = dim<p(M) y e(<p(N)) = e(<p(M)) , y así, en el bocs de 

Drozd, por el Teorema (2.1) se tiene <p(N) ~ <p(llf) y de aquí, N ~ M O 

2.5 Definición. Una familia F de inescindibles M en mod A se llama mansa, si para cada 

dimensión Q , existe una familia finita de A - k [x]¡¡(x) -bimódulos L¡ ,1 ::; i ::; s, finitamente 

generados como k [x]¡¡(x) -módulos, tales que : 

(i) para,\ E k , si f¡(.\) #O , entonces L¡ ®k!zl¡,¡.¡ (:~l¡ está en F ; 

(ii) para todas las clases de isorriorfía {X}, con X en F , excepto para un número finito, 

existen i y ,\ E k , h(>.) # O , tales que X ~ L; 0k["'li,c» c:!o'l¡ · 
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es una familia mansa. 

Entonces J:4 corresponde a .r!!., Y.en .e:¡ existe una familia de inescindibles noiso!Uórfo~, .. 

Por el Teorema .(6.2) del Capítulo 3, existe un A-k [x]h(x) -bimódulo L, en donde Á =,·(kv)(}; . 

tal que para casi todas las clases de isomorfía {M}, ME J:4, existe un>. E k, con.h(>.}';6 O\,· 

para el cual 

Se tienen funtores 

rep(V) ¿__, 'P1 (A) ..Q.. modA , 

tales que G = OS está dado en objetos por G(Z) = T ©A Z , con ATA = G(A) . Entonces, 

para casi todas las clases de isomorfía {M} , con M en :F!!. , se tiene 

para algún>. E k , en donde T®AL es un A-k [x]h(x) -bimódulo, libre y finitamente generado 

como k [xh(x) -módulo O 

El siguiente resultado es consecuencia inmediata del Teorema anterior.Recuérdese que µ4 

denota el menor número de bimódulos L¡ de la Definición 2.5. 

2. 7 Teorema. En el anterior Teorema, ~ :S 1 , para toda d . 
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