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Construimos el formalismo hamiltoniano para describir Ja propagación de 
rayos en medios ópticos anisotrópicos y consideramos las transformaciones canó
nicas correspondientes a estos medios en el espacip fase óptico. 

Para estudiar Ja evolución en espacios fase ópticos y ~uánticos, conside
ramos Ja diferencia entre Ja descripción de Ja óptica ondulatoria y geométrica 
para transofrmaciones generadas por hamiltonianos polinomiales. El mismo tra
tamiento matemático es importante para la mecánica y óptica cuánticas. 

Analizamos la paradoja de Zenón cuántica (supresión de las transiciones 
entre niveles como resultado de mediciones sucesivas frecuentes) en sistemas de 
tres niveles resolviendo numéricamente las ecuaciones de Bloch ópticas que des
criben este sistema. Mostramos la correspondencia entre este mecanismo de cap
tura de radiación con el de captura coherente. 
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We developed the hamiltonian formulation to describe the ray propagation in anisotropic 

optical media considering canonical transforms in optical phase space. 

To study the evolution in optical and quantum phase spaces we consider the difference 

between the wave and geometrical optics by transforms generated by hamiltonian polinomials. 

We analize the quantum Zeno paradox (inhibition oftransitions between levels as a result of 

frequent measurements) in three leve! systems solving numerically the optical Bloch equations. 

We compare this radiation trapping mechanism with the usual coherent trapping. 



Con todo mi amor 

y respeto 

a mis padres 

Antonio y Emilia 



AGRADECIMIENTOS 

Agradezco a mis asesores Kurt Bernardo Wolf y Serguei M. Cltumakov 
por sus valiosas enseñanzas, si1 enorme paciencia y sobretodo porque me 
introdujeron al maravilloso mundo de la im•cstigació11. Por supuesto la 
realización de esta tesis 110 hahrla sido posible sin Ja enorme colaboración de 
mis sinodales Luis Mochan Backa/, Ricardo Alberto 1Vcder Zaninovich, 
Alejandro Fra11k Hoejliclt, Francois A. Leyvraz Waltz, y Gas/011 Garcla 
Calderón quienes revisaron y dieron interesantes sugerencias para mejorar 
este manuscrito. Cualquier error o omisión es total responsabilidad rnla. 
Durante la preparación de este trabajo fU\'e la fortuna de tener discusiones 
/nictlferas con Natig Atakisltiyev, Viciar íé Dodonov, Andrey B. Klimov, 
Valcry Karassiov, Javier Sanchez Mondragón, E.C.G. Sudarshan, Darryl D. 
Ho/111 y Octavio Castalios a los cuales les agradezco sus comentarios. 

No puedo dejar de mencionar al amable gn1po de investigadores y 
técnicos que co11forma11 el gn1po de llMAS - Cuernavaca quienes siempre me 
prestaron su apoyo y ayuda, en particular a G11il/er1110 KrDtzsch. 

Sin familiares y amigos un ser humano no es completo, as/ que parte 
de este trabajo se los agradezco por los momentos felices que compartir y por 
los tiempos dificil es donde nunca me falto su apoyo. 

Por ultimo quiero agradecer a la Dirección General de Asuntos del 
Personal Académico de la Universidad Nacional Autónoma de México por el 
apoyo económico que me brindo durante mis estudios de doctorado. 



Contenido 

Introducción. 

2 Formulación Hamiltoninna de la óptica anisotrópica. 
2.1 Introducción. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

2.2 Las ecuaciones de Maxwell y el límite de la óptica geométrica. 

2.2.1 Las ecuaciones de Ma.xwcll. ........ . 

2.2.2 Optica geométrica en medios isotrópicos . . . 

2.2.3 Optica geométrica de medios anisotrópicos . . 

2.3 Formulación Hamiltoniana en óptica isotrópica. 

2.3.1 El principio de Fcrmat ..... . 

2.3.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange. 

2.3.3 Ecuaciones de Hamilton. 

2.3.4 Ecuación de rayo. . . . . . . . . 

2.3.5 Refracción. . ......... . 

2.4 El formalismo Hamiltoniano para medios anisotrópicos. 

2.4.1 El principio de Fermat ..... . 

"" 

:, . 

1 

5 

5 

6 
.6 

10 

14 

17 

·17 

18 

19 

21 

22 

23 

23 
2.4.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange. . ....... " . 24 

2.4.3 Ecuaciones de Hamilton. . . . . . . . . . . . . . 25 

2.4.4 Ejemplos de dependencia angular del índice de refracción. . 26 

2.4.5 Propagación libre en un medio uniaxial homógeneo. . . . . 28 

2.4.6 Ley de refracción para Ja interfase entre dos medios anisotró-
picos .. .............. . 

2.4. 7 La transformación raíz . ..... . 

2.5 Aproximaciones de Ja óptica geométrica. 

2.5.1 Medio Isotrópico. . . . 

30 

31 

33 

33 



ii 

2.5.2 Medio Anisotrópico. 

2.6 conclusiones. . 

3 Haces Gaussianos. 

3.1 

3.2 

Introducción. . 

Haces Gaussianos simples. . . . . 

3.2.1 Transformada de Fourier .. 

3.2.2 Relaciones de Incertidumbre ....•• 

3.2.3 

3.3 Haces Gaussianos complejos . ....... . 

3.3.1 Transformada de Fourier . ... . 

3.3.2 Relaciones de Incertidumbre . .. . 

3.4 Transformaciones canónicas lineales. . . 

3.4.1 Acción del operador X2 • • • • • ~ 

3.4.2 Acción del operador { :i:ft} { cc>m1presíón)' 

3.4.3 Acción del operador ft' (evolución 

3.5 Aberraciones de segundo orden. 

3.5.1 Pocus %3 • • ••••• 

3.5.2 Distorsión {:i:'ft}. . •. 
3.5.3 Coma {:i:¡'i2 ). • •••• 

3.5.4 Aberración esférica p3• 

3.6 Aberraciones de tercer orden. 

3.6.1 Pocus X". 
3.6.2 Distorsión {:i:3¡j}. 

3.6.3 Astigmatismo {:i:2p'}¡v. 
3.6.4 Coma {:i:ft'}. 
3.6.5 Aberración esférica P". 

3.7 Conclusiones. 

; ,., 

4 Evoluci6n bajo Hamiltonie.nos polinomiales. 

4.1 .Introducción. . .........•...•... 

:,·:;:., 

4.2 ¿Cuál ·es la diferencia entre la dinámica clásica y cuántica en el 
espacio fase? ..... . 

4.3 Funciones de \Vigncr. . . . . . . . . 

52 
·. 55 

55 

56 

59 

64 

64 

65 

66 

68 

70 

73 

76 

77 

77 

78 

80 



CONTENIDO 

· · 4.4 Transformaciones canónicas lineales.-

4.4.1 Acción del op~rador X'. .. 
4.4.2 Acción del operador {XP}. . . 

4.4.3 Acción del operador. P'. . . . ; ·. 
4.4.4 Acción del operador P' /2 + X' /2 . 

. 4.5 Transformaciones no lineales. . ·. ' 

4.6 Aberraciones ópticas ....... . 

4.6.1 Aberración esférica P4 • • 

4.6.2 Coma {XP3 } ••••••• 

4.6.3 Astigmatismo {X'P')w . . 
4.6.4 Distorsión {X3 P). 
4.6.5 Pocus X4. . . .. 

4. 7 Medio de l<err no lineal. 

4.8 Conclusiones. . ..... 

5 La paradoja de Zenón cuántica. 

6 

A 

B 

e 

D 

5.1 Introducción. . ........ . 

5.2 El postulado de van Ncumann sobré la reducción de·.es"ta~Os. 
5.3 La paradoja de Zcnón cuántica. . ........ . 

5.4 Poblaciones para un sistema de dos niveles .. , .. 

5.5 Dinámica disipativa en sistemas de tres niveles. 

5.6 Captura coherente. . .. 

5.7 Mediciones continuas ... 

5.8 Mediciones sucesivas. 

5.9 Conclusiones. 

Conclusiones. 

Medios anisotrópicos. 

Transformada de Fourier rápida. 

Astigmatism~. 

Evolución no lineal en el espacio fase. 

..·.··; ;• 107 

'lO!Í' ' 

:109.' 

113 
115· 

117 

·119 

120 

123 

125 

127 

139 

141 

145 



iv CONTENIDO 

·E Evolución bajo Hamiltonianos polinomiales en espacios, fase. 157 

F Funciones de Wigner. 

G Función de Wigncr para un Hamiltoniano tipo Kerr. 

H La paradoja de Zcnón para mediciones continuas. 

1 La paradoja de Zcnón para mediciones sucesivas. 

167 

173 

1'77 

'155 

r 
•' 



Capítulo 1 

Introducción. 

El estudio de Ja propagación de la luz puede basarse en tres. modelos válidos en 
distintas regiones: 

• óptica geométrica: teoría clásica de toS rayos de luz descritos por el prin~ 
cipio de Fermat, · 

• óptica ondulatoria: teoría cledrornagnética clásica de la luz basada en las 
ecuaciones de Maxwell, su límite cuando la longitud de onda es despreciable 
lleva a la óptica gcométrica1 

• óptica cuántica: teoría cuántica de la luz basada en las ecuaciones del 
campo electromagnético cuántico1 su límite cuando la constante de Planck 
tiende a cero lleva a la óptica ondulatoria. 

El objetivo general de este trabajo es entender la conexión de estos modclo3 en 
algunos fenómenos específicos. 

En el capítulo 2 vemos la estrecha conexión que existe entre la óptica geométrica 
y la óptica ondulatoria al analizar medios ópticos isotrópicos y anisotrópicos. PaÍ'a 
ello mostramos en la sección 2.2 que la ecuación bá...,ica de la óptica geométrica 
(la ecuación eikonal) se puede obtener formalmente tomando el límite cuando la 
longitud de onda se hace despreciable en las ecuaciones de ?o.faxwcll para ondas 
monocromáticas. Analizamos este límite tanto en el caso de medios isotrópicos 
como en el de medios anisotrópicos. Pero la óptica geométrica no es sólo un caso 
particular de la óptica ondulatoria sino que en sí misma es una teoría fcnomcnoló-
gica completa basada en un principio extremal. Para ver esto, en la sección 2.3 cons
truimos la óptica geométrica. de medios isotrópicos a partir del principio de Fcrmat, 
mientras que en }a sección 2.4 hacemos el tratamiento para medios anisot.rópicos. 
Por supuesto si se considera la Óptica geométrica como una teoría independiente 
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o como un caso límite de la óptica física, se llega a la misma ecuación cikonal 
con los mismos resultados físicos. Este tratamiento no toma en cuenta ni la po
larización de la luz ni su intensidad. Un tratamiento más completo que considere 
estos parámetros tendrá que considerar aproximaciones de orden mayor en la lon
gitud de onda, no sólo la aproximación de orden cero que da la óptica geométrica 
tradicional, las cuales llevan naturalmente a la ecuación de transporte. Presenta
mos estas aproximaciones en la sección 2.5. Los resultados han sido publicados en 
J. Opt. Soc. Am. A, 12, 1380 (1995), que reproducimos en el apéndice A. 

Con el fin de entender cuándo la óptica geométrica es una buena aproximadóO 
de la teoría ondulatoria comparamos la dinámica. clásica y cuántica generada por 
los Hamiltonianos no lineales más simples. Este prOblcma es importante tanto 
del punto de vista fundamental como por sus aplicaciones. De hecho1 cuando 
diseñamos y construimos un instrumento óptico concreto debemos saber cuándo 
podemos usar la aproximación de la. óptica geométrica o necesitamos tomar en 
cuenta las correcciones ondulatorias. 

Teniendo esta meta estudiamos en el capítulo 3 la propagación de paquetes 
de onda semiclásicos gobernados por la. ecuación de onda bajo la aproximación 
paraxial, la. cual corresponde a la ecuación de SchrOdingcr de la mecánica cuántica. 
Los paquetes de onda scmiclásicos descritos por funciones Gaussianas son muy 
importantes tanto en óptica ondulatoria. como en óptica cuántica. En las secciones 
3.2 y 3.3 analiza.mas las funciones Gaussianas. En la sección 3.4 revisamos las 
propiedades de las funciones Gaussianas bajo dinámica lineal (transformaciones de 
rayos de luz por sistemas ópticos paraxiales). Consideramos el ejemplo de dinámica. 
no lineal que corresponde a aberraciones ópticas de segundo (sección 3.5) y tercer 
orden (sección 3.6) debido a su importancia en la construcción de instrumentos 
ópticos. En el capítulo 3 trabajamos con funciones de onda definidas en el espacio 
físico usual. Para el caso bidimensional (que consideramos en el trabajo actual) 
denotamos la distancia a lo largo del eje óptico por t dado que juega el mismo papel 
que el tiempo en mecánica cuántica. La coordenada en la dirección perpendicular 
al eje óptico se denota como x; describe la posición del punto en la pantalla óptica 
que cruza el eje óptico en el punto t. El momento canónico ~enjugado p determina 
la dirección del rayo que intcrsecta esta pantalla en el punto (x1 t). 

Otra representación muy importante para entender la conexión entre la óptica 
geométrica y ondulatoria (dinámica clásica y cuántica), describe el estado de un 
sistema óptico por una distribución de todos los rayos posibles que intcrscctan la 
pantalla óptica para un valor dado de t. Esta distribución depende de x y p. Así, te
nemos una función del espacio fase del sistema dinámico clásico correspondiente que 
determina la intensidad de la luz. Desde el punto de vista de la óptica geométrica 
(mecánica clásica) el campo de luz puede describirse por cualquier función norma-
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!izada no negativa ni singular W(:i:,p). Sin embargo, la. óptica. ondulatoria (y la. 
mecánica cuántica) restringen 1a forma. posible de la. función W(:t,p) para respetar 
las relaciones de incertidumbre entre las variables x,p. Máa aún, las condiciones de 
"no singularidad" y "positividad" no son siempre consistentes con la ley dinámica 
cuántica. Por lo tanto, en óptica ondulatoria, W(.z:, p) no tiene el significado preciso 
de distribución de intensidades (como tampoco el sentido de una distribución de 
probabilidad verdadera en la mecánica. cuántica). Entre todos los candidatos de 
distribuciones de cuasiprobabilidad que se han propuesto en la mecánica cuántica, 
elegimos la distribución cuya correspondencia es la más cercana. entre la dinámica 
cláiiica y cuántica: la conocida. función de Wigner. Como vemos en el capítulo 
4, la función de Wigner evoluciona de la misma forma en las dos mecánicas para 
todas las transformaciones lineales. Las transformaciones no lineales conducen a 
una diferencia esencial entre la evolución clásica. y cuántica. 

Iniciamos el capítulo 4 definiendo y enunciando las propiedad.es principales de la 
función de Wigner (sección 4.3). En la sección 4.4 señalamos las características de 
las transforn1aciones lineales. En particular mostramos que la funci6n de Wigner 
"clásica" y la cuántica coinciden bajo dinámica lineal. La sección 4.5 contiene 
una discusión de las tra.nsíorma.ciones canónicas no lineales e introduce los momen
tos de la función de Wigner (i.e., las integrales de las potencias de la. función de 
Wigner sobre el plano fase) para cuantificar su diferencia. En la sección 4.6 es
tudiamos la evoluci6n de las funciones de Wigner bajo todas las transform&eiones 
debidas a Hamiltonianos polinomiales de cuarto grado previamente consideradas 
en el capítulo 3. En la. sección 4. 7 incluimos un ejemplo adicional que es importante 
para la óptica cuántica, el medio óptico de Kerr. Este pertenece esencialmente a la 
misma clase matemática de transformaciones. Estos resultados han sido publica
dos en el artículo que aparece en "On the phase space description oí the quantum 
nonlinea.r dynamics", acepta.do por Phy•. Lett. A, (1996) y que reproducimos en el 
apéndice D y en otro artículo sometido a. Physical Review A (apéndice E). 

La analogía entre la. óptica ondulatoria y la mecánica cuántica es bien conocida 
y ha sido muy fructífera. En este marco, la expansión de la. óptica geométrica 
corresponde a la aproximación semiclásica. Similarmente, la polarizaci6n en la 
6ptica física puede tratarse en correspondencia con un sistema de espín 1/2 en 
mecánica cuántica. Así, una. rotación cuántica. del espín corresponderá a una. 
rotación del plano de polarización en óptica. También el movimiento de espín 
puede describirse en términos semiclásicos. La paradoja de Zenón cuántica, que es 
la inhibición de transiciones entre estados cuánticos debida a mediciones frecuentes, 
es un ejemplo de un sistema. que puede describirse introduciendo disip&eión en la 
dinámica cuántica y cuyo movinüento es esencialmente semiclásico. La contra· 
parte óptica de este sistema incluye la rotación de la polarización en presencia 
de ruido de polarización, y es un ejemplo de un sistema donde la aproximación 
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de la óptiCa geométrica dá una buena descripción. Esta correspondencia motivó 
nuestra investigación sobre la paradoja de Zcnón ClliÍ.ntica que presentamos en el 
ca.pítulo 5. Aquí, consideramos la paradoja de Zcnón cuántica para el caso del 
espíti de energía, es decir, para un sistema de dos niveles. Este fenómeno tiene 
import<i.ncia práctica porque ha sido observado experimentalmente y como sistema 
óptico-cuántico porque sugiere nuevas posibilidades de captura de radiación. 

Para entender mejor cJ tratamiento tradicional de la teoría de mediciones cuán
ticas, en la sección 5.2 rc\•isamos que es d postulado de reducción de estados ele 
von Neumann. Dentro de este marco resolvemos la paradoja de Zcnón cuántica 
en ]a sección 5.3. Sin embargo no se necesita este enfoque ad hoc para resolver 
el problema, es factible tra.tarlo desde el punto de \'isla de la mecánica cuántica 
con disipación. Para entender cómo trabaja este planteamiento, en la sección 5.4 
resolvemos las ecuaciones de Illoch ópticas para un sistema de dos niveles. En el 
caso de un sistema de tres niveles planteamos dicl1as ecuaciones en la sección 5.5. 
En la sección 5.G resolvemos este sistema <le ecuaciones cuando no hay mediciones, 
lo cual corresponde al fenómeno de captura coherente. Los resultados nurnérkos 
para el caso de medidón continua se presentan en la sección 5.7, mientras que 
en la sección 5.8 analizamos pulsos ópticos sucesivos. Estos resultados han sido 
publicados en los artículos que aparecen en J. Afod. Opt. 41, 839 (199·1) y en 
Phys. Lett. A, 197, 73 (1995), los cuales reproducimos en los apéndices H e !, 
respectivamente. 

Por último queremos señalar que los métodos algebraicos de Lie son muy útiles 
para la óptica cuántica, ondulatoria y geométrica, así como para entender las in
terconexiones entre estos modelos. Tanto la óptica geométrica como la ondulatoria 
en la aproximación paraxial son descritas cscncialme.ote por transformaciones del 
grupo SL(2,R). Las aberraciones se describen por Hamiltonianos polinomiales del 
álgebra de cobertura sl(2,R). Más aún, la transición entre la óptica geométrica y 
ondulatoria, así como entre la mecánica clásica y cuántica, se describe más natural
mente por funciones de \Vigner, las cuales tienen su origen en la teoría de grupos. 
La función de \Vigner esta conectada con el grupo de Heisenbcrg-Wcylc. Final
mente, la óptica cuántica por su origen se formula naturalmente en el lenguaje de 
matrices, dado que los sistemas atómicos con un número finito de niveles resonantes 
se describen por matrices finitas. Sin embargo, la evolución óptico-cuántica fre
cuentemente es no unitaria, por lo que se encuentra más allá de la representación de 
grupos estándar y requiere de nuevas herramientas matemáticas. Como el interés 
global de esta tesis es analizar la interconexión entre los diferentes modelos que 
describen el comportamiento de la luz, la titulamos "Métodos de Lie en óptica11 

para englobar las distintas técnicas que utilizamos para comparar estos modelos en 
fenómenos específicos. 



Capítulo 2 

Formulación Hamiltoniana de la 
óptica anisotrópica. 

2.1 Introducción. 

El principio de Fcrmat se prc~cnta como el axioma fundamental de la óptica 
geométrica [IJ, pero la mayoría de los autores sólo hacen la formulación para medios 
isotrópicos (2J. Un medio es isotrópico si sus propiedades físicas en cada punto son 
independientes de la dirección. Cualquier material no cristalino tal como el vidrio, 
y los cristales con simetría cúbica son opticamcnte isotrópicos y sus características 
ópticas se describen completamente por un sólo número: el índice de refracción 
[3J. Todas las otras clases de cristales son ópticamente anisotrópicos¡ en ellos el 
índice de refracción depende de la dirección de propagación de la luz relativa a 
los ejes del cristal. Actualmente se han puesto de moda los materiales ópticos 
anisotrópicos para el manejo eficiente de información (principalmente por la popu
laridad de los materiales fotorrefractivos [4]). La mayoría de los autores [5, 6J 
analizan los medios anisotrópicos a travt.~ de las ecuaciones de MaxweU, poniendo 
especial atención en fenómenos de birrcfringcncia. McClain y colaboradores [7J es
tudian el problema del trazado de rayos para superficies refractantes entre medios 
anisotrópicos homógeneos. Kravtsov y Orlov [S] son los únicos que presentan un 
tratamiento completo de los medios anisotrópicos, demostrando los resultados fun
damentales de la óptica geométrica trálandola como un método aproximado de la 
teoría ondulatoria. Para analizar sistemas compuestos de elementos ópticos es muy 
conveniente utilizar la teoría de grupos correspondiente, como lo hace la óptica de 
Lic¡ en ella la formulación de la evolución 1-Iamiltoniana es la más apropiada {9J. 
Esto motivó que en este capítulo siguieramos un enfoque distinto, haciendo énfasis 
en la construcción de las ecuaciones de Ifamilton a partir del principio de Fermat 
[!O] (ver apéndice A). 
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Tradicionalmente los medios ópticos isotrópicos y anisotrópicos se analizan con 
la teoría ondulatoria de la luz, basada en las ecuaciones de Maxwell. Dentro de 
este marco, en la sección 2.2 consideramos el caso límite de la óptica geométrica. 
Sin embargo, la misma Leería se puede construir a partir del principio de Fermat, 
deduciendo las ecuaciones de Eulcr-Lagrangc y mediante una transformación de 
Legendrc construir las ecuaciones de Hamilton. Siguiendo este enfoque analizamos 
los medios isotrópicos en la sección 2.3, y en la sección 2.4 hacemos la formulación 
Hamiltoniana para medios anisotrópicos. Esta formulación se basa en el principio 
de Fermat para los casos en que el parámetro de evolución es la longitud de arco 
a lo largo del rayo, o bien la distancia a lo largo de un eje óptico [11]. Torres 
del Castillo [12) ha analizado el problema utilizando como parámetro de evolución 
el tiempo. Para obtener la información completa del campo electromagnético, 
incluyendo polarizaciones e intensidades, necesitamos trabajar con la. ecuación de 
transporte y las diversas aproximaciones de la óptica geométrica (13]. Debido a la. 
importancia de estas aproximaciones, en particular de las aproximaciones de orden 
cero y primero de la óptica geométrica, en la sección 2.5 bosquejamos su uso en 
el análisis de medios isotrópicos y anisotrópicos. Presentamos las conclusiones de 
este capítulo en la sección 2.6. 

2.2 Las ecuaciones de Maxwell y el límite de la 
óptica geométrica. 

La luz es una perturbación electromagnética caracterizada por su oscilación rápida 
en tiempo y espacio. Su propagación se rige por las ecuaciones de Maxwell. Sin 
embargo, como las longitudes de onda >. con las que se trabaja son muy pequeñas 
(del orden de 10-5 cm) es una buena aproximación ignorar A. La rama de la óptica 
que estudia el caso límite A -+ O se conoce como óptica geométrica dado que en 
esta aproximación las leyes ópticas pueden formularse en el lenguaje de la geome
tría. Por supuesto, en este límite no se explican los fenómenos de interferencia y 
difracción. La importancia de la Óptica geométrica estriba en ser una teoría simple 
e intuitiva que trabaja bien mientras la longitud de onda sea pequeña comparada 
con las dimensiones características del problema a tratar. 

2.2.1 Las ecuaciones de Maxwell. 

Las ecuaciones de Maxwell para los campos eléctrico É y magnético 11 son {14]: 

'\/. jj 

"J. íJ 
41rp 1 

o. 
(2.1) 

(2.2) 
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4"j· e-· 
o' 

7 

(Í!.3) 

. (2:4) 

' . '. ' 

donde ·p és .. la. de~Sidai·d~ ~a~~a; ~J!s la'. _derisi~acÍ de corriente, e e~. la velocidad de 
la luz eri el vacío [15]; Los campos de desplazamiento eléctrico D y de inducción 
magné~ica ñ ábcdec~ri la.5 sig.uient~s .. Te/ticiones materiales: 

jj 
¡j 

e.É, 
µ ¡¡' (2.5) 

donde e es la pcrmr.abilidad eléctrica y µ es la permeabilidad magnética, funciones 
que dependen loca.lmcnte del medio. Para medios isotrópicos (en los cuales cada 
punto del espacio tiene propiedades que son independientes de la dirección), e es 
una función escalar, mientras que en el caso anisolrópico, l'. es un tensor de 2º orden¡ 
en ambos casosµ es una función escalar. Las Ecs. (2.1 - 2.5) cstan escritas en el 
sistema de unidades gaussiano (cgs) en el cual las cantidades eléctricas (E, ñ, .Y y 

p) son medidas en unidades electrostáticas y las cantidades magnéticas ( ii y B) 
en unidades electromagnéticas. Este es el sistema de unidades que usaremos en 
este trabajo (ver (14] donde se describen éste y otros sistemas y los factores de 
conversión respectivos). 

La ecuación de continuidad. 

Al tomar la divergencia de Ja Ec. (2.3), usar que \7 · (\7x) = O, y la Ec. (2.1) 
obtenemos 

(2.6) 

la cual, por una analogía con la hidro<linántica, ·se conoce como ecuación de con
tinuidad. Esta ecuación expresa el hecho de que la carga se conserva "en la vecindad 
de cada punto. 

La fuerza de Lorcntz. 

La fuerza ejercida por un campo electromagnético sobre una carga eléctrica e que 
se mueve con velocidad v esta dada por la conocida ley de Lorcntz, 

(2.7) 

:t 
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La le/deen~r~faiei,i:ector de P~~nting.·,• · 
•, .. · ,::~ ... 

.\:;·; . .. 

. (2.8) 

LilS r~í.lci~~~s m~te~iaJ;;;, Ecs: (2.5) nós llevan a que 

l.....e. 8(<EJ = L~-(E·ñ) = 8w, 
4ir 81 Bir81 81 ' 

l._¡¡ . 8{¡1Ji) = l.__~- (J1 . jj) :¡ 8wm , 
4r. lJt Sir DI 8t 

· dóñde~·dCfinhnoS 
' . 

w, - ..!... (E. ñ) 
Sir ' 

Wm - 1 (- -) ¡¡;;: Ji. B . 

Se puede probar [5] que W = w, + "-'m representa la densidad de energía total del 
campo. Además, si definimos el vector de Poynting como 

podemos reescribir Ja Ec. (2.8) como 

8 w +" . s +E. J = o . 81 

(2.9) 

(2.10) 

Esta ecuación representa la ley de energía en un campo electromagnético. Aquí el 
térnúno E .J representa la disipación de energía resistiva en un concl uctor (conocida 
como "calor de Joule"); mientras el vector de Poynting S representa la cantidad 
de energía que cruza por segundo una unidad de área normal a las direcciones de 
E y lit es decir,§ es el vector del flujo de energía. En un rncdio donde j =O, la 
Ec. (2.10) toma la forma de una ecuación de continuidad (como la Ec. 2.6) para la 
energía. 

La intensidad de la luz se define como la norma del vector de Poyntiag. 

La ecuación de onda. 

En regiones libres de corrientes y de cargas (llamadas de "campo estático"), 

J=~=O, 
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las ecuaC\oncs dcM.,;w~U(2.l-,2.4), incorporando 1.:.'·~~l~cl~ri.:.S m~~e;i~lc'~·E~'. (:Í:s); 
toman ia:ror!ri:a.:· r, ·.~·,,:-1, :. ; ~" ·~··. : • - : ·.:.;;;!'.: .• \·:'V::·· ... ~· . . :::i¡;.~' -... ,.;:. -:. ~ , . ~~::· ~;_.:.-.' : ~:; ·. 

·:v:(<Éy;,, O, 

. ,. _, V.·("'/{) O! 
VxJ[:..-•!..!!..(eÉ) O, 
.... : c.8t 

- 1 8 -
V >< E + e a;:(µ H ) O . 

.. ' 
(2.11) 

. (2.12) 

. (2.13) 

(2.14) 

·Diferenciando la Ec. (2.13) con respecto 'al tiempo y sustituyendo en la ecuación 
que se obtiene al tomar el rotacional de la Ec. (2.14) 1 usando identidades vectoriales 
y la. Ec. (2.11) llegamos a la ecuación de onda: 

- eµ8'E - -V'E- -,-
8 2 +(Y'logµ) ><(V>< E)+V(E·Vlog<) =0. 

c t 

En particular 1 si el medio es hOmógeneo, 

Y'Jog< = Vlogµ =O, 

la ecuación de onda (2.15) se reduce a 

análogamente 

V2É-p_B'É =0· 
c2 8l2 1 

V'J1-~8'IÍ =O. 
c2 8t2 

(2.15) 

(2.16) 

Estas son las ecuaciones estándar de movimiento ondulatorio y sugieren la existen· 
cia de ondas electromagnéticas que ~e propagan con la velocidad 

c c 
u= '14i=;;, (2.17} 

donde n es el índice de rcfrncción del medio. 

Para obtener lns leyes de la óptica geométrica consideraremos el caso límite de 
las ecuaciones <le Maxwell cuando A -+ O. En la. sección (2.2.2) analizaremos este 
caso para medios isotrópico.s y en la sección {2.2.3) para medios anisotrópicos. 
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La ecuación de Helmholtz. 

Si consideramos campos que son armónicos en el tiempo (monocromáticos): 

donde l denota una función vectorial compleja de la posición que satisface las 
ecuaciones de Maxwell en su forma independiente del tiempo. Sustituyendo este 
campo en la ecuación de onda (2.16} llegamos a la conocida ecuación de Helmholtz: 

(2.18) 

donde " = wn/c. En electrodinámica, la Ec. (2.18) describe el comportamiento 
de ondas electromagnéticas, excluyendo polarización en cualquier medio isotrópico. 
También es la ecuación que gobierna las ondas acústicas si tomamos K = w/C siendo 
C la velocidad 1ocaJ de la onda sonora en el espacio bajo consideración. Para la 
ecuación de onda estacionaria de SchrOdingcr, definiendo ]a función de onda de una 
partícula de masa m y energía E en el campo del poteni:ial V, 1< 2 = 2m(E- V)/t.2 

con h = h/(2rr) Ja constante de Planck. 

2.2.2 Optica geométrica en medios isotrópicos. 

Propongamos una solución a las Ecs. (2.11-2.14) de la forma [5]: 

E(r,t) 
H(r,t) 

e(r) exp[i(t<S(i'} - wt)], 
h(r) exp[i (" S(i') - w t)], (2.19) 

donde S es una función escalar real de la posición que en óptica se conoce como la 
eikonal 1 y en mecánica su análogo es la acción,":= 27r/>.. = w/c, es el número de 
onda, w es la frecuencia angular, una constante real, y C(r), h (r) son funciones 
vectoriales de la posición que en general pueden ser complejas. 

Al sustituir las Ecs. (2.19} en Jas ecuaciones de Maxwell y considerar valores 
grandes de 1t, es decir, en el límite de la óptica geométrica, cuando A~ 02: 

;;. ¡J= o '* E.l.p, 
¡;. p= o '* B .l.¡;, 

hxp-<e=O '* eC=hxp, 
ex¡i+µh=O '* µh =Px e, 

1del griego ci1twv=imagen. 
~Fisicamente esto implica que e y µ no varinn de manera nprcciabfe en distancias ~ ,\ 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 
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Figura 2.1: Los vectores electromagnéticos en un medio isottó¡)ic~{ i..os.fÍ_~.~t~s.de 
onda. son transversales a la dirección del momento¡; que en este ni.cdio · cOin'c:idC'i::On 
la de propagación de la energía §. 

donde definimos 

fi= 'í!S. 

Las relaciones materiales Ecs. (2.5) para un medio isotrópico implican 

D=cE '* El\D, 
B=µÍÍ '* Hl\É. 

En la Fig. 2.1 mostramos las relaciones geométricas de las Ecs. (2.20-2.26). 

La ecuación eikonal. 

Sustituyendo la Ec. (2.23) en la Ec. (2.22): 

!.[(é·fi)fi-é(fi)'] +cé=O, 
µ 

(2.Ú) 

(2.25) 

(2.26) 

el primer término de esta expresión se anula ele acuerdo a la. Ec. (2.20) y como é 
no se anula en todas partes llegamos a la llamada ecuació11 eikonal: 

(r)' = n'' (2.27) 

en la cual definimos el índice de refracción como 

(2.28) 

Esta es la ecuación básica de la óptica. geométrica. 
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La ecuación de rayo. 

Definimos el rayo de luz como el camino que recorre la energía, por lo que e~ ~Oda,·. 
punto su dirección será la del vector de Poynting promedio. Las supcrfici~ donde.' 
S es constante se llaman los frentes de onda geométricos. De las Ecs. (2.20; 2.21) 
se concluye que en un medio isotrópico, las trayectorias ortogonales a los f~entcs. 
de onda geométricos coinciden con la de los rayos de luz. 

Si T(.s) denota el vector de posición de un punto P en un rayo considerado como 
una función de la longitud de arco s del rayo, entonces: 

~ 11 'VS 
ds ' 

por la definición (2.24) la dirección del rayo de luz es la de p y por la ecuación 
eikonal (2.27) su magnitud es n, entonces la ecuación del rayo puede escribirse 
como: ar _ 

n;¡;=p. (2.29) 

De las Ecs. (2.20) y (2.21) se concluye que los vectores eléctrico y magnético 
son en 'cada punto ortogonales al rayo. 

La Ec. (2.29) especifica los rayos mediante la función¡;, pero uno puede derivar 
de ésta una ecuación diferencial que especifique los rayos directamente en términos 
del índice de refracción [5] 1 para ello diferenciamos la Ec. (2.29) con respecto n. s y 
usamos la ecuación cikonal (2.27): 

- n...!.. =Vu. d ( d-) 
ds ds 

(2.30) 

Como veremos en la sección (2.3) 1 esta ecuación corresponde a la ecuación de 
Euler~Lagrangc si se identifica el Lagrangiano can 

Medio homógeneo. 

Un medio homógcnco es invariante bajo traslaciones, en particular, en dicho medio 
n =constante y la ecuación de rayo (2.30) toma la forma: 
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cuya solución es: 
f= sVo+fo, 

con Va y fo vectores conátantcs. Por .lo tanto, en un medio hom6g'ei1.eo, .los 'rayós. 
de luz siguen trayecton'as rc~tas. Además, en. este medio,.· la Ec .. (2.29) _ iillplicii;·q·~e· 
ji= nii0 es un vector constante. · · '· ·. 

El vector de Poynting. 

El promedio temporal del vector de· Poynting, Ec. (2.9), se encuentra usando las 
ecuaciones (2.20) y (2.23) 

(S) = -9, (W) ¡1, 
n 

donde (W) es la densidad de energía promedio. El vector de Poynting promedio 
está en la dirección de la normal al frente de onda geométrico y la densidad de 
energía promedio se propaga con la velocidad de las ondas v = c/n (Ec. 2.17), esto 
sólo ocurre para medios isotrópicos. 

Como la magnitud del vector d~ Poynting es una medida de la intensidad de la 
luz, entonces 1 es proporcional a la densidad de energía promedio. 

Reflexión de ondas electromagnéticas por interfases. 

Cuando una onda electromagnética incide en una superficie que separa dos medios 
con dife1·enle~ índices de refracción n 1 y n2 , si el campo incidente es 

E;=E11 +.EJ.. 
donde En denota la componente del campo eléctrico paralela a la superficie, y Él.. 
es la componente normal¡ la onda reflejada será [16}: 

donde 

E,= r 11 .E11 + r.J..EJ., 

r _ni cosOc - n2cos0 
11 - n1 cos Ot + n2 cos O ' 

r n1 cos O - n 2 cos Ot 
J. = n1 cos O + n 2 cos O¿ ' 

y la onda transmitida 

con 
Tit = 2n1 cos O, , TJ. = 2n1 cos O 

n1cos01 +112 cos O ni cosO + n 2 cos01 

El ángulo que la onda reflejada hace con la normal a la superficie es igual al ángulo 
de incidencia O y el de refracción 01 obedece la ley de Sncll: 

n1sinO = n2sin01 • 
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2.2.3 Optica geométrica de medios a~is~~~óplcos; : . 

En el. caso .anisotrópico e es un tensor·.~~ -2°. o·i4·~n'.,.:-.~~:''P~.~4-~,··~~~¿~~::[aJ_,,9~c)~·.·., 
conservación de la energía impli~ que e __ eS ·u~a matrix ~i~é~'iiCa:'qUC tiené'.seiS. < 
parámetros independientes los cuales caracteri-úuí al ffiedi~.;. · " ... ·· .... · ,<' 

Densidad de energía eléctrica. 

La densidad de energía eléctrica está dada por (5] 

81!'We = E.fJ = cuE!+c1111 E;+cuE:+2e:11E:::E11 +2e11.E11 E.+2ez:cEzE:::, {2.31) 

que es la ecuación cuadrática de un elipsoide que representa las propiedades del 
tensor e. Mediante una rotación en el espacio podemos llevar la cuadrática a ejes 
de coordenadas donde e tenga una forma diagonal con la misma traza. 

Usando la representación del desplazamiento eléctrico D, la Ec. (2.31) se rees
cribe como 

D' D' D' --·-+-=v_+--'- = 1 
87t"WeC~ 8;rWellJ 81rW11:C.z 

la. cual es la ecuación de un elipsoide cuyos semiejes son proporcionales a .¡e;,,¡;:;, 
Fz¡ es decir, a los índices de refracción en cada dirección. Este elipsoide se conoce 
como el indicatrix óptico (3]. 

Si en. la Ec. (2.31) se usa la representación del campo eléctrico E entonces 

e; + ____g__ + _!E__ = i 
Srrwe/c.~ S;rwe/c.11 Srrwe/f.z 

la cual es la ecuación de un elipsoide conocido como el elipsoide de Fresncl o 
, de· rayos (6]. El elipsoide de Fresnel tiene semiejes que son proporcionales a las 

velocidades de los rayos V. 

Consecuencias de las ecuaciones de Maxwell. 

Analizaremos los medios anisotrópicos proponiendo como en la sección (2.2.2) una 
solución a las ecuaciones de Maxwell Ecs. (2.11-2.14) de la forma de las Ecs. (2.19) 
y definiendo p: VS. En el límite de la óptica geométrica llegamos a (5] 

¡;. fj =o => ¡;l. fj ' (2.32) 

¡;.jj =o => pl.B, (2.33) 

- 1 añ t.E=h xp, (2.3•1) Vxll---=0 => c 8t 
- 1 as !Jh=pxc, VxE+--=0 => (2.35) 

e Dt 
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Figura 2.2: Los vectores electromagnéticos en un medio anisotrópico. Los frentes de 
onda son transversales ·a la dirección del momento p, la cual en general no ·coincide 
con la de propagación de la energía S. 

y las relaciones materiales llevan a 

D=cE '* iJ,¡¡.E, 
B=µli '* Bl/H. 

(2.36) 

(2.37) 

En la Fig. 2.2 presentamos las relaciones geométricas de las Ecs. (2.32-2.37). 

Si definimos el rayo como el camino que recorre la energía, el vector de Poynting 
§ definirá el rayo de igual manera que lo hace en un medio isotrópico1 Ec. (2.9), 
siendo S ortogonal a E y a JÍ. No obstante, para un medio anisotrópico, en· general, 
la velocidad de propagación de la energía ya no tiene ni la misma magnitud ni la 
misma dirección que la de la onda (ver Fig. 2.2). 

La ecuación eikonal. 

De las Ecs. (2.34) y (2.35) se sigue la ecuación: 

(e·¡;¡ i= (¡;)'e-µ .e, 

que generaliza la ecuación eikonal (2.27). 

Multiplicando escalarmente la Ec. (2.38) por (h x p) encontramos 

(e· p)(h X p). ¡; = (p)2(h X fi). e-µ (h X p). fe' 

(2.38). 

el lado izquierdo de esta relación se anula, con lo que el ángulo entre los vectores 
D y E esta dado por 

µ ''"' coso = (p )2 -.- . (2.39) 

Esta ecuación da el límite correcto en el caso isotrópico O= O. 
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Ln, ecuación de FresneJ, · ·' '·\.< ... ,:,.·,o · • :.•:<; • • • • ;'~;:~'.•'r••:" ;··-:,::. ,:~\ ~·: 

Consid~rcmos: un sistema ~e coordc~a.d~-;~al .~~~':f··.~·~~-:~i~_~¿~-~~/:,.~~fri~~db.· ~óm-:_. · 
ponentes d.e la.Be .. (2.38), multiplicando· pÓ;p¡:y stinari:d~.1.i!i:hes. ecuaciones, . 

. ~·~~ ~ ,: :·:f ~~;I~:::, ... :tr~.:·" .. ::: .. :.,, .. ,• 
que es llamada··la ecúación.de,;l''rcsitel [6]:.·Hacien_da·:eré:ambici'dé•.vá.riables: 

.· .. · . · .. ···... . "i:~f,~IP¿,i.}·~~,zc,t~~ ... :;!-~·li:~~rt:::/•: ·;y :: 

Ja ecuación de Frcsncl (2.~0} toinida forma::' ·. : : 

·.:. ·· ::·".ré·?·'lff~~.:'~t~~j~·=1.·· 
. ::.:;·~ ··_;·ú:-:?,~r .. :\:~t: .. ---~~'.--¡_,, ·: .•. 

· .1~\~~~1.e~ .. ~-~.~:~~~.a~ió~,_c;';l~ª~~~~ica _en ·x que tiene como so.luciones: 

Definiendo n2 = x-1 , la última ecuación tiene dos soluciones n+ y n_, las cuales 
corresponden a dos ramas del índice de rdracción. Si denotamos por p = P/p, el 
vector unitario en la dirección de p podemos escribir estas dos soluciones en una 
forma invariante como: 

donde 

e 

D 

i (tr(µ<)-1 - ¡i. (µ<i-' . ¡;) 
¡j. (µ<). ¡i 

det(¡1<) 

o en coordenadas esféricas como: 

(2.41) 

e 1 
( · 2 0 '<> · 2 0· 2 ¿, 'o) 

2µl:rf¡¡fz Crf¡¡ + !11Cz + lrfz - l¡¡Ez Slll COS - C::Cz Slil Sin - f2:C¡¡ COS 

D -,-1--(r:~sin2 0cos:!t?+E11 !:iin2 0sin 2 9+e:=cos2 0). 
µ f::rE 11 f.: 



CAPfTUi.ci 2. 17 
- - -

1 P~ra·' obtenC~·:'el)í~ite isotrópic6 collsidéramos f"= Cr ·= ·fv. =.f.c y usamos ·la 
-&.-(2.41};-con lÓ cual,_el índice de refracción es ' 

P; =ni_ 

-q~<{~~in~idé é~~ la definidón dada en la Ec. (2.28). 

R~S~ffiicndo~ COmo ~n un.medio anisotrópico é- Pi: O, la ccuacióÍ:i cikonal lleva 
a. la ecuación de Fresncl que predice dos índices de refracción, los cuales podemos 
con.sideral:- asociados con dos valores del campo eléctrico E+ y É-, es decir, con 
D+ y jj_, vectores que especifican las polarizaciones de ondas luminosas que se 
propagan a dos velocidades diferentes dadas por n+ y n_. Se puede probar que [3] 

fl+. fl_ =o. 

2.3 Formulación Hamiltoniana en óptica isotrópica. 

Como veremos en esta sección, la ecuación cikonal (2.27) también puede verse como 
la ecuación de Hamilton-Jacobi que resuelve el principio variacional de Fcrmat de 
mallera análoga a como se derivan las ecuaciones de la mecánica clásica a partir del 
p"rincipio de Maupertuis 117}. Inclusive puede estudiarse toda la óptica geométrica 
en completa analogía con la mecánica clásica {como lo hizo Hamilton). 

2.3.1 El principio de Fermat. 

El principio de Fermat establece que la trayectoria que sigue un rayo de luz desde 
un punto arbitrario P1 hasta otro punto arbitrario P2 es tal que el tiempo de 
propagación sea estacionario. Este principio se formula a través de In. ecuación 
variacional [18]: 

8f,"'dt=0. 
p, 

(2.42) 

En la literatura {2} fr-ccucntemcnte se menciona este principio como un principio 
de mínima acción, pero es importante señalar que si consideramos reflexión, la 
trayectoria no necesita ser un mínimo3 • 

Si ds es el elemento de longitud a lo largo del rayo y n es el {ndice de rcfrocción 
del me<lio, la velocidad clásica de este "punto <le luz" Ncwtoniano será ds/dt = 
c/n. El índice de refracción caracteriza el medio óptico, n constante indica que el 
medio es homógcnco (invdrinnlc bajo traslaciones) e isotrópir:o (invariante bajo 

3 Ver por ejemplo, l~uncburg [19], donde se muestra que pura. un espejo C'J;férico In. trnyectoría 
de un rayo reflejado es llll rnri.ximo. 
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rotaciones); en medios anisotrópicos, e} índice de refracción también puede ser 
función de la dirección del rayo. 

Sj denotamos los puntos en uu rayo por la.Hneacontinuay difcrenciable f(s),s E 
!R, la dirección del rayo será fo(s) = dr(s)/ds; como fdrj = ds, éste es un vector 
de norma uno, es decir, sujeto a la restricción Jf°I = l , y por lo tanto se encuentra 
sobre Ja superficie bidimensional de la esfera 82. En óptica isotrópica inbomógenea, 
el principio de Fermat Ec. (2.42) toma la. forma: 

5 J,,,"' ds n(r(s)) =O. (2.43) 

2.3.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange. 

En la formulación Lagrangiana de la mecánica [20], el principio variacional Ec. (2.43) 
conduce como veremos en esta sección a. las ecuaciones de Eulcr-Lagrange. 

Por simplicidad sea 

(2.44) 

t:. es una. función con derivadas parciales continuas hasta segundo orden en las 
cinco variables (aquí x' = d:r:/dz,y' = dy/áz). llamada función Lagrangiana [17]. 
Además sea e la curva X= x(z),y = y(z) entre dos puntos dados p, y p, para la 
cual la integral: 

l =J." áz C.(x',y',:r:,y,z), (2.45) 

" es un extremo, es decir, fil:=. O. 

Para encontrar C elegimos una función ~(z) con una derivada continua. de primer 
orden, la cual se anula en los puntos e..xtremos y formamos Ja. curva "variada.11 C' 
reemplazando la coordenada X de I por X+ ce donde ( es un parámetro pequeño e 
integramos por partes 

(81), = [ i;, { J:: -J.:' dz t [ 1; (!;)]+J.:' áz :: {, 

al evaluar el primer término de esta ecuación se anula. por la. condición a la frontera 
y como e se elige arbitrariamente en el intervalo Z1 !S Z S: Z2, la condición necesaria 
para que sea. un extremo es que (6'/)r:::::: O, la cual puede expresarse como: 

&C - .:!__ {).C =o (2.46) 
&x dzo:r:' · 

Análogamente, reemplazando y por y+ "l l' considerando que (H), = O 

&e á 8.c · 
By - ¿; oy' =O . (2.47) 
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E;ta8 dos ~~uáci~ncs dif~renclalcs (2.46) y (2.47) son conocidas como lao ecua
ciones dé ·Eulc,rMLa!irang~:·r~1,·20]. Para.:el:caso de medios isolrópicos, usando la 
Ec. (2.44) tenemo~: . · · · ·· ' 

- jx'2 +y~+l :: , 
nx' 

..jxi2+y"+I 

con lo cual la ecuáción de Eulcr-Lagrange (2.46) toma la forma: 

.. /~12+ i2+ 1 8n - .!!._ nx' 
Y · y ox - dz .../x'' +y" + 1 ' 

Estas ecuaciones toman una forma más compacta si usamos el parámetros en lugar 
de z. Dado que: 

ds=dz·./.x 12+y'2+1, 

tenemos: 

on d(d"') 
ox = ds n ds · (2.48) 

Este formalismo Hamiltoniano se ha desarrollado considerando x y y como coor· 
denadas y z como parámetro de evolución. 

También podemos escribir las ecuaciones de evolución en tres dimensiones: 

Vn= - n...!.... d ( ¿~) 
ds ds 

(2.49) 

2.3.3 Ecuaciones de Hamilton. 

Para pasar de la formulación Lagrangiana del sistema (en las variables de posición 
T y velocidad f°) a la descripción Hamiltoniana (en las variables de posición r y 
momento P) utilizaremos la transformación de Lcgcndrc [21]. Para ello definimos 
el momento como el gradiente respecto a la velocidad de la función Lagrangiana: 

ac 
Pi:= aj'' j =x,y. 

En el caso isotrópico, la componente x del momento es: 

d:r: nx1 

Pr = n ;r; = -v"x""''""+=v"'""'+=ei ' 
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"' Figura: 2.3: En un medio inhornógcnco, el gradiente espacial del índice de rcíracción-: 
dobla las· rayos de luz. Agradecemos esta figura a G. I\rOtzsch. 

y en 'frc~ dimensiones: 
¿,~ 

p=n-. 
ds 

Con ello la Ec. (2.49) se rees.cribe como 

dp 
Vn = ¿,;, 

(2.50) 

ver Fig. 2.3. Esta ecuación nos recuerda la de una fuerza que actúa a lo largo del 
gradiente de un potencial [17], en este caso, el análogo del tiempo es la. longitud de· 
arco s y el del potencial mecánico es el índice de refracción n. 

Se define el Hamiltoniano del sistema como [21]: 

'H. _ X
1Px +y1p11 -L 

nx'2 + nyf2 -n·fx,z+y12+1 
,_fxd +yt'l + 1 ,_fxt'í ..¡-yrt+ 1 V 

n - -p - - ¡rn-,-_-p,---p-' 
.jx1l+yri+ ¡ - ,.- V a: ~ 1 

por lo que las ecuaciones de IIamilton [17] para la variable x son: 

81i ' 
Üpr =X 

D1i ap. 
ax=--¡¡; 

y en tres dimensiones: 

r' 

Pr 
..jn2 -p~ - p~, 

n Dn 
jn' - p;, - p¡ ax ' 

Jn2 -11;-p; 1 

n V'n 

jn'-p;,-p~ 
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Aquí las ecuaciones para las componentes x y y coinciden con las ecuaciones de 
Hamilton anteriores y la ecuación para la componente z se satisface automáticamente. 

De la Ec. 2.50 se sigue que el vector p se mueve sobre una esfera: 

fpf =n(r), (2.51) 

la llamada esfera de Descartes, cuyo radio cambia en respuesta al índice de re
fracción local del medio. Es importante remarcar que esta ecuación no es más 
que la ecuación cikonal (2.27) que obtuvimos a partir del formalismo Maxwelliano. 
Notemos que en el caso de la óptica, el Hamiltoniano ?-(. no tiene el significado de 
energía como en la mecánica. 

2.3.4 Ecuación de rayo. 

Distintas elecciones del parámetro de evolución nos llevan a formalismos Hamilto
nianos con diferentes funciones Hamiltonianas. 

Por ejemplo, podemos usar el Hamiltoninno 

denotando el parámetro de evolución correspondiente como T (19]: 

dp 81-l 
-¡;:=-ar· 

Las ecuaciones de rayo en esta forma del formalismo Hamiltoniano son 

dr 
¡;' di 

dp V'n' 
di -2-

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

De la Ec. (2.53) se deduce que el vector tangente al rayo es paralelo al momento, 
i.e., en un medio isotrópico, los rayos son normales a ]as superficies de cikonal 
constante, esto es, a los frentes de onda. 

Podemos combinar las Ecs. (2.53, 2.54) en la ecuación diferencial de segundo 
orden 

á'r V'n2 

dr2 = -2- · 

Esta ecuación es similar a Ja de Newton de movimiento de una masa unitaria en el 
campo de fuerza U(r) = 'iln2 /2 [20]. 
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Figura 2:4:· ·Lcy.'dc Sncll para J8. réfracción entre dos medios isotróPicos. 

Notemos que el Ilamiltoniano es siempre constante a 1o largo de las trayectorias 
de los rayos, más aún, este Uamiltoniano (2.52) se anula a lo largo de las trayectorias 
de acuerdo a la condición p2 = n 2

• 

El parámetro T que varía a lo largo del rayo puede relacionarse con la longitud 
de arco s usando 

ds ds ds 
dr = /D?í/Dji/ = /ji/=-;;-

con lo que llegamos a la misma forma de las ecuaciones de rayo (2.29 y 2.30). 

2.3.5 Refracción. 

El fenómeno de refracción ocurre cuando un rayo de luz llega a una discontinuidad 
finita del índice de refracción. Consideremos primero el cas~ cuando Ja superficie 
de discontinuidad es el plano z = 01 y el rayo cruza esta interfase plana entre 
dos medios isotrópicos diferentes de índices de refracción n1 y n 2 , rcspcctivamcnlc. 
Probaremos que en este caso, el principio de Fcrmat conduce a la conocida ley de 
Sncll4 [23J. El principio de Fermat establece que la luz tiene que seguir la trayecloría 
que implique que el tiempo de propagación sea un cxlremo, en este caso el mínimo. 
En la Fig. 2.4 1 dichá Lraycctorfo. corresponde a ACB. Tomemos un punto vecino 
X y calculemos el tiempo que tardaría la luz en ir por las dos trayectorías t.CB y 
AXB. Si trazamos la perpendicular XE 1 el camino AX es más corto que AC por Ja 
cantidad EC, mientras que trazando la perpendicular CF, vemos que el camino XB 
es más largo que CB por la cantidad XF 1 es decir, en tiempo, la luz gana el tiempo 
que le lleva recorrer la distancia EC pero pierde el tiempo que tarda en recorrer 
XF. Como X es un punto muy cercano a C, estos tiempos deben ser iguales 

n1(EC) = n2(XF), 
n 1(XC)siu(EXC) = n 2 (XC)sin(XCF), 

4 EI primero en plantear la ley de refracción fue Jbn Salil [22] 
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é~mo .. ~l ángúl~)~ÚC9 no··es.:más.·qúc .Crángulo qu~ Ío~~a el ~ayo .que·viaja1 e~iel 
inedia· 1 ·con la: sup~rficie de, d~sc;ont.i~uid~d, 01 Y.~~ ~gu.lo X.<JF es 02, ' 

, n 1 'sin O~= n2sin0~, · 
.:. ·. .>: ... 

. ~ ... decir; .la pi:Óyécción del morriento en el plano de la pantalla se conserva: 

p=p'. 

2.4 · · El formalismo Hamiltoniano para medios ani
sotrópicos. 

2.4.1 El principio de Fermat. 

Para medios anisotrópicos podemos escribir el principio de Fcrmat como [10) 

/,

P.. • 
6 ds n(r, T) =O . 

p, 
(2.55) 

Trabajemos en un sistema de coordenadas cartesiano donde privilegiaremos un 
eje como parámetro de evolución, el Hamndo eje óptico z. Las otras dos coordenadas 
.x, y pertenecen a la conocida pantalla plana, colocada en un punto z y donde se 
miden Jas posiciones de los rayos r (r = (x,y)). En este sistema, el vector de 
posición es 

r= ( n = (:) (2.56) 

y el vector tangencial es 

f = ~ = ( n = ( J¡ ~ f2 ) = ( ::~e~:~~: ) (2.57) 

La última expresión da el vector de dirección en coordenadas esféricas (O, cP), donde 
o::; o::; "y o .:5 q, < 2ir. . . 

El principio d~ Fcrmat (2.55) se puc<lc reescribir en términos de z mediante la 
relación entre los elementos de Jos parámetros 

dz 
ds = v'l - r' = dz,¡¡-:j:V2 ' 
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como ol"' dz .c(r(z);z;v(;)) =o' ,,•, ,, (2.58) 

donde la función Lagrangiana C. es 

.c(r{z),z;v(z)) = n(r,z;v)Jl +v•. 

··A diferencia del caso isotrópico, aquí la función Lagrangianá. depende de la posición 
en la. pantalla en el punto z y de la dirección del rayo. 

2.4.2 Ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.46) y (2.47) que siguen del principio varia· 
cional Ec. (2.58) son: 

siendo el momento: 

p ( 
p, ) = ac = ~ + v'l + v• 8n 
P" 8v v'l +v2 8v 

nr+A(r,z;v), 

y donde definimos el. vector de anisotropía como: 

A( ) -·~8n (l ··T)8n r,z;v =vl+v- av= -rr ar· 

(2.59) 

(2.60) 

(2.61) 

El vector de anisotropia es análogo al potencial vectorial de sistemas mecánicos 
dependientes de la velocidad. En coordenadas esféricas 

( 

cosOcosc/J ~ - cscOsincP ~ ) 
Á= cosOsintP~.+cscOcost/J~ :;: ( ! ) . 

-sin0%¡ 

f.?c la Ec. (2.61) se ve que A es tangente a la. esfera unitaria y satisface 

¡.l. A. 

Podemos elevar los vectores i-, p y A a tres dimensiones notando que 

ni= nJl - r2 = Jn' - lp - Al', 
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Figura 2.5: En un medio anisotrópico, mientras el vector r está sobre la esfera 
unitaria, nÍ." dibuja la superficie del rayo (línea punteada) y el vector de momento 
p se mueve sobre el ovoide de Descartes (línea. continua). 

y definiendo 

p, -H = ./n' - lp - Al' +A, ~ 
A, 

nr·A (p-A)·A 
- VI - i" = ./n' - !P - Al' . 

E~ tres dimcnsion~s la Ec. (2.59) toma la forma: 

. d ~ 

V'n = ds (nii+A), {2.62) 

y el momento es 
p= nf:+ A(r, f:). (2.63) 

Para medios isotrópicos n(r ), el vector de anisotropía A es cero, de manera que 
p es paralelo a r y recuperamos el caso límite estudiado en la sección 2.3. 

2.4.3 Ecuaciones de Hamilton. 

Usando la transformación de Lcgendre [21] obtenemos la función Hamiltoniana: 

7i(r, z; v) -p, = p · v - n VI + v2 

-,/n'- lp-A!'+ (p-A) ·A 
,/n' -!p-A!' 

y de aquí 1 las ecuaciones de Hamilton: 

dr 
d; 
dp 
dz 

(2.64). 

(2.65) 
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Figura 2.6: En un medio anisotrópico dipolar1 mientras el vector r está sobre la 
esfera unitaria, A dibuja una superficie tipo cardioi<lc {línea punteada) y el vector 
de momento p se rnuc\'c sobre una esfera con centro cu D (línea continua). 

La conservación del Hamiltoniano que lleva en el caso isotrópico a la restricción 
de que Pse encuentre en el csícra de Descartes, Ec. (2.51) 1 Cn el caso anisotrópico 
restringe¡; a movc1sc en el que llamaremos 11ovoidc de Descartes~ (ver Fig. 2.5): 

lii- ii¡ = n(r,Í:). 

2.4.4 Ejemplos de dependencia angular del índice de re
fracción. 

Dependencia de tipo dipolar. 

Consideremos el caso en el que el índice de refracción <lepen.de linealmente de la 
dirección <lcl rayo s: 

n(rJ·¡ 
D(r.f.') 

nº(i') + D(r, i:) , 
¿ D;(T)f= ñc,~ir . ¡,. 
r,11,: 

(2.66) 

(2.67) 

Llamaremos a n° la parte monopolar del medio y a jj su i 1cclor dipolar. Para 
calcular el vector de anisotropia del medio di polar usamos que; 

~1 = ñ, ar 1; 1=1 

con lo que el vcclor de anisotropía di polar es: 

¡\(l) = (1 - ppT )D = D- J3T(1")f= (fx jj) xi:. (2.68) 

sEn la naturaleza no hay cjem~los de dependencia dipolar la incluimos sólo por complctcz. 
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Figura 2. 7: En un medio anisotrópico cuadrupolar, mientras el vector n°r está 
sobCe la. esfera de radio n°, ni- está sobre la superficie de forma de cacahuate y el 
momento p dibuja un ovoide. 

Este vector esta en el plano de f- y ¡j y es ortogonal a la. dirección del rayo F. La. 
relación entre la dirección del rayo y el momento óptico es: 

(2.69) 

Eritonces, mientras i: E S2, el ovoide de Descartes es una esfera de radio nº(f") con 
centro en ÍJ (ver Fig. 2.6). 

Dependencia de tipo cundrupolar. 

Consideremos ahora el caso en el que el índice de refracción depende cuadrática.mente 
de la dirección del rayo:' 

n(r,i=') 

Q(r,i=') 
nº(r) + Q(r,i=')' 
¿: Q;,kitjf°k = i:T.Qi:. 
r,v,r 

(2.70) 

(2.71) 

La matriz Q debe ser simétrica y de traza nula. Es común.restringirse a la matriz 
en el sistema de rcícrcncia de ejes principales de forma que 

( 
Q, o o ) 

Q = ~ ~· ~. y Q, + Q, + Q, = o . 

Usamos 
ªQI .,. --;; = 2Qr, 
ar l'l=l 
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para. ~clllar tos ·vectores· dé ani~~t~o~·{a:·y·.m~men'lo.:<·~ 

Á(2) = 2(1:... ftpT )Qft ··;,, 2 [Qf'- Qf j 
p= [n +2(1 :._f'f'TJQ]i' ,.;: (n°+2Q-f°TQf)ft. 

.. · (2.72) 

(2.73) 

Cuandó i:' se mueve sobre la. ~sfera de dircc~ioncs, i dibuja 'el ovoide de Descartes 
del medio cuadrupola.r (ver Fig. 2.7). · 

Dependencia de tipo multipolar. 

Funciones suaves sobre la esfera se pueden desarrollar en multipolos [24}; 

n(i'~f°) = ¿: N(ml(f,f°), 
m~D 

donde cada. sumando es homógeneo de grado m en las componentes de f", 

N(m)(f, f°} = ¿ Nt~~ .... i,,/is T¡~ ... T¡'" = ¡:. Ñ(m) • 
i 

(2.74) 

Los coeficientes N,~";~ .... i..., forman un tensor de rango m que es simétrico ante el 
intercambio de cualquier pareja de índices y de traza nula, contiene 2m + 1 coefi~ 
cientes independientes. Calculamos; 

;m;:i 1 = mÑ(ml ' 
ar li°l=l 

con lo que encontramos que el vector de anisotropía es 

y el vector momento: 

¡1 =ni'+ L; Á(m) = [n° - ¿: (m - l)N<•»ji' + L; rnÑ(m) . 
m~l m2_'2 m~l 

2.4.5 Propagación libre en un medio uniaxial homógeneo. 

Si siguiéramos un formalismo Maxwclliano, en un cristal uniaxial f = '= = f 111 f :/: 

c. •• El rayo ordinario no siente la anisotropia. y su rama del índice de refracción es 
una constante dada por (Ec. 2.41) 

nl)=n- ::::.jfµ, (2.75) 
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mie:D.t~as C¡ue _el: rayo éxt_rc(ór4i.nari_o tic~e 

. ~·~.n+ ;\11 .¿;~¡:•,qL.'. . . . . , .. • .. _ .. · ,2.16j 
donde O es el ángulo entr~.-~I _V~~t~i-· d_C. ~-i·~.~c~i~.~:·dcl·._r~y~ -f Y .. ~~: :ej~- pri_~CiP.'.a:I: del 
cristal(elelegidocomoelejeóp_ti_c~)·~~>.;:_:;;'.):; :C, '<:; /··· · · .. 

Con la solución (2. 76) ·en la. Ec~,'{2,61) produdmós el.vector .. de anisotrópín. para·.· · 

el me:io uni~i~:< . ; .. ';·\·.'.r:Xj~·j:·f ,;·l){3ÍF>·~Ü~,;b~~J~·A·,;; ··. ' 
A+= n 0 --' sinO~osO [1.f•~sin~º] ·<{ ;:,cosOsint/>) .·, ,;(h~) 

y el. ~ector ~~.\:;;;n.ii}J~cil~~¡;~~''.l~~~;,¡;~:,";{; .J•'>;, sin~,,···· ... 
i+hS ·-~~·;;:[~,f,.~t,~1?.W"¡,;• o] [1 + •:;·sin' o] · , i'. (2,1s) 

P~~·-.u~· ~~dÚ;·:~ti-~~~~~p~·¡¡¡¡:,-.~~i~X.iai pode~os escribir su .índice de refrac~_ión 
como:' 

( 
o o )(:i:) nº + (:i:, y, z) ~ V 0 ¡j 

O O -2v z 
n° + v(:i:2 + ¡,i2 ) - 2vz' = (nº - 2v) + 3vr2 

n° - 2v + 3v sin2 O 
1 

. (2.79) 

donde n?. es la parte monopolar y ves el coeficiente <le anisotropía. cuadrupolar. 

Poniendo r en términos de V podemos escribir las componentes del momento 
Ec. (2.60) como: 

p = (nº + 4v)r - 3vr2r = (1 + v 2
)-

3i 2 [Cnº + 4v) + (nº + v)v2
] v. 

Para propagación libre, las ecuaciones de Hamilton Ecs. (2.64), ·(2.65) y sus 
soluciones son: 

dr dz = v => r( z) = r(O) + zv , 

dp ,;,, O => p(z) = p(O) . 
dz 

Aunque aparentemente las soluciones no dependen de la anisotropía del medio (son 
líneas rectas en e] espacio), la anisotropía. interviene mediante la relación entre el 
momento p y la dirección del rayo v. 
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Comparemos ambos tratamientos (de Maxwell y de·Hamilton):para el análisis. 
de~ medio cuadrupolar uniaxial. La normal al frente de on~ñ. 'cOrr_~s~·on.d~ 81.f!l~-: 
mento normalizado p y el vector de Poynting a la. dire~cidri df(fayo. f-. :·LB;S:. C.om
poncntcs del tensor dieléctrico f cstan relacionadas con,núcsfros Coéfide~tes n~ y 
v mediante: 

,¡¡I'(; = n°+v., 
Víif = n° - 2v ; 

Entonces, para una anisotropfo. pequeña (ln 0 - nel < 1) 1 el índice extr~rdina~io 
(2. 76) puede desarrollarse como: 

ne:~ (nº -2v) (1 + ~sin2 o)~ n° -2v + 3vsin2 0 1 (2.80) 

que es directamente la Ec. (2. 79). Como un ejemplo numérico tomemos cuarzo a 
una>.= 404.7 nm [25], donde los valores son no= 1.55716 y n, = 1.56671, entonces 
n° = 1.56353 y v = 0.00318. La última aproximación desarrollan, en potencias de 
v/nº ""2 x 10-3, despreciando términos de O(lo-•). 

2.4.6 Ley de refracción para la interfase entre dos medios 
anisotrópicos. 

De la Ec. (2.65) se sigue la ley e.le refracción de Snell para la interfase entre dos 
medios anisotrópicos: 

- an -
dp x ar-= o. (2.81) 

La Ec. (2.81) es válida para medios anisotrópicos en general, donde los rayos y 
momentos no son colinealcs y establece que la proyección del vector ele momento 
en la superficie refractante se conserva (p = p'). Si los vectores de anisotropía de 
los dos medios no son coplanarcs con la normal a la superficie de discontinuidad del 
índice de refracción, los rayos refractado e incidente no serán coplanarcs tampoco. 

Como ejemplo consideremos el caso cuando los rayos cruzan la interfase plana 
z =O entre dos medios anisolrópicos uniaxiales cuadrupolares alineados diferentes. 
Sean sus índices de refracción n{i;") y n'(f°) con parámetros monopolares n° y n'º y 
coeficientes de anisolropía cuadrupolar v y il respectivamente. En el caso uniaxial 
ambos índices de refracción son axialmentc simétricos (bajo rotaciones alrededor del 
eje z) y los dos vectores anisotrópicos son copla.nares con la normal a la superficie, 
por lo que la refracción en este ca.so es en un plano. En la Fig. 2.8 construimos el 
diagrama de Snell uniendo dos 'mitades de diagranrns de Desearles' y trazando la 
trayectoria del rayo como aquella que consen·a la proyección del momento sobre la 
uormal a la superficie. 
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Figura 2.8: Diagrama de Dcs~artcs pa.ra ~onstrui~ el ángulo de rcfracci~n .en. ~a.· 
interfase de dos medios anisotrópicos cuadrupolarcs. ·' . · ; ., . · ·· 

2~4. 7 La transformación raíz. 

Aquí analizaremos la transformación del rayo debida a. la refracción pOr una. super
ficie suave 

2:(r) = {(r )- z =O 

·que sCpara dos medios anisotrópicos homógcncos n(f°) y n'(f°). Los rayos en ~~los 
medios estan dados por las ecuaciones: 

r(z) = r+ zv, 
r'(z) = r' + zv', 

p(z) = p, 
p'(z) = p', 

z < z, 
z >Z, 

donde hemos indicado el punto de impacto en la superficie refractante por F = 
('f,Z = ~(r )). Formalmente podemos considerar la ~cgunda pareja de ecuaciones 
a la izquierda de la superficie refractante z < z, lo cual permite paramctrizar los 
rayos atrás de la superffcie por la coordenada r' y el momento p' en la misma. 
pantalla. Entonces el punto de coordenadas de impacto se puede escribir de dos 
maneras: 

r(z) = r + {(r)vr = r' + W' )v' = r'(z). (2.82) 

Est.a es la. primera ecuación de la transformación raíz (26}; es una ecuación implicita 
parar. 

La segunda ecuación de la transformación raíz [26] se sigue de la conservación de 
]a componente tangencial de] momento e implica la ley de refracción.· Si denotamos 
la normal a. la superficie 2 por 

'\72:(i') = (€,,€.,-1) = (E(r),-1), 
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' 
. f . . 

. r' 

' 
O . z (optii::ál axis) 

. ' 

Figura 2.9: Transformación raíz para una superficie refractante E entre d<?s medios 
anisotrópicos homógcneos. 

tenemos la ley de Snell: 
(¡i-¡i')xV'=:(r) =O. 

Como sabemos el vector de momento tiene componentes 

p=(p,-1i), 

la ley de SneH en términos de Hamiltonianos es: 

p -1i(p )I:(r) = p = p' - 1i'(p' )I:(r) . (2.83) 

Esta es la segunda ecuación de la transformación raíz que nos permite determinar 
explícitamente p una vez que hemos encontrado r. , 

Así hemos determinado la transformación raíz que en el espacio fase es: 

r= r + v(p Je(r), 
P = P -1t(p )I:(r ). (2.84) 

donde v y 1l contienen a la función n(f° ). Esta transformación se ilustra en la 
Fig. 2.9. De nuestra construcción se sigue que la. transformación debida a la super
ficie refractante se factoriza en el producto de la transformación raíz en el primer 
medio y la transformación raíz inversa en el segundo medio, 

Como en el caso isotrópico, cada factor raíz solo depende de uno de los medios y 
la forma de la superficie común. Cuando la superfic.ic =: es un plano de z constante, 
la transformación raíz no es más que un simple vuelo libre. 

Se puede probar que la transformación raíz (r, p) <-+ (r, p), dada en la Ec. (2.8•1) 
y su inversa, son transformacione.s canónicas {10}. 
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2~5 Aproximacio~es de la óptica geométrica. 

2.5.1 Medio Isotrópico. 

En la sección 2.2.2 se derivo la ecuación cikonal utilizando las ecuaciones de Maxwell 
a primer orden, pero tambien se pueden deducir de ecuaciones ondulatorias de se
gundo orden para los campos eléctricos y magnéticos. Para mostrar esto sustitu
imos la. Ec. (2.19) en la ecuación de onda (2.15)1 sin hacer ninguna aproximación 
encontramos que 

donde 

K(e,S,n) + .;...z(<,S,n,µ) +e·~ )'111(<,<,µ) =o' 
iKo tli:o 

I((e,S,n) 
.Í(e,S,n,¡1) 

M(e,•,µ) 

[n' - p2 ]e, 
IP· V· logµ - p2]e-2[0. V· logn]¡i- 2(¡1· V·]e, 
V x ex V ·log¡i -V'e-V. (e· V·log<). 

(2.85) 

Para "º suficientemente grande, el segundo y tercer término de la Ec. (2.85) (lla
mada en la literatura ecuación de transporte [5]) pueden despreciarse, y la ecuación 
¡( =O nos da la ecuación eikonal (2.27). 

Las ecuaciones eikonal y de transporte también pueden derivarse formalmente 
desarrollando cI campo en potencias inversas del número de onda li:o, 

e(r) = f ~m(r) c'.,s<;¡ . 
m=O (tKo)m 

(2.86) 

Este tipo de series de rayos se conoce como la "expansión de Debyc" [13}. La serie 
(2.86) es usualmente una serie asintótica. La diferencia entre la solución exacta y 
la suma truncada 

- n ~ Am(rJ ;.,s 
CM r = ~o (itto)m e ' 

se anula cuando Ko -+ oo como KQM-1
1 es decir, liene un comportamiento asintótico 

a altas frecuencias. Para Ko finita la serie diverge. 

Campos Escalares. 

Si consideramos campos escalares, suslituimo:J la Ec. (2.86) en la ecuación de 
Helmholtz (2.18) e igualamos los coeficientes con las mismas potencias de"º [8]: 

(VS)2 = n2 
, (2.87) 
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. 2(VAo\7S) +AoV-'S 

· 2cvit;\7s¡+Á,v's 
(2,S~); 

(2.89) 

La~~; {2.87) n"a es m~ que la ecuación cikona1. Las ecuaciones para las.amplitudes 
Ao;.A1; •• ·.,Am, se conocen como las aproximaciones de orden cero, primcro7 'ctc. 
pa~a· l~ ecuación de transporte. 

La aproximación de orden cero. 

En. la mayoría de las aplicaciones físicas se obtienen resultados satisfactorios 
con la aproximación de orden cero, es decir, tomando 

<(r) = Ao e;..,s . 

Las aproximaciones a la ecuación de transporte contienen derivadas parciales, 
pero con la ayuda de las ecuaciones de rayo pueden reducirse a ecuaciones dife
renciales ordinarias. La aproximación de orden cero Ec. (2.88) se puede llevar a la 
forma [S] 

que al integrarse lleva a 

2 dAo +AoV'S=O, 
dT 

Ao(T) Ao(ToJ(cxp-f 'Y'·pdT)'
1
' 

cuya solución es 

(
V(To))

1
/
2 

Ao(;) = Ao(ro) V(T) , 

donde "Des el jacobiano de la transformacón de las coordenadas cartcsiarias x, y, z 
a las coordenadas de rayo(, r¡, r. La cantidad entre paréntesis se conoce como la 
divergencia del rayo. Esta fórmula sugiere que la amplitud del campo disminuye a 
lo largo del rayo si la divergencia aumenta y crece cuando los tayos convergen. 

Se puede mostrar que en esta aproximación (S] 

l"" pA¡, 

Combinando las cxpre.siones para la cikonal y la. amplitud de Ja aproximación 
de orden cero se puede escribir el campo a lo largo de un rayo dado como: 

( V( ))''' [ ' l e (T) = Ao((o, ~o) cxp [i1>0S((o, ~o)] 'D(~) cxp Í<o 1, n2dT . (2.90) 
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Est.a expresión .. muestra que en. un m.edi~ ~S~~r.ó~~~~,, .~~ ~~~p~~_'..;~.~(µ~·, ,:r~~o· ·-~~~.?· 
depende del campo inicial en 'el p\[nlo. r ( (o;T)o), lo, cuál.· i!'dic~ la, nátura!ezii _ld~al. 
de la transferencia de la pcrtur?8:~ió~ ~~d~-~1~~~·~~ .. a:::~·.':~>;_:; .. :<\.;,. ·.-: ·.?_:.~-:.: .'.:::,,;·~·:;· ":·· :.~~ 

Las amplitudes del campo para aproximaciáncsA:'~·rd¿~·~a~i;)<}t':' .; : 
La aproximación de orden m _para~. }a; CC_u·~~~~~.-:'~i~·:,t_~~~¿~o:~l~···(l!i~>2.89) ·tiene 

como solución [27]: · · · · 
. ;,,.·· ··· .. ,, . •.. .. . ·. 

Am = A..;(ro) (~~~;) · - 2;(~)j~ V'Am-'1(r'J/D(r1)dr', 

Como vemo~, ia. naturaleza local ya no es. válida en las ··aproximaciones de orden 
mayoÍ de la óptica geométrica, ya que el Lapla~iano V 2 Am-t depende no sólo de 
los valores de Arn-1 en el punto f((o, 110), sino también de los valores en la. vecindad. 
Por este motivo, las amplitudes Am. describirán efectos de difracción. Un análisis 
detallado de estos efectos en medios homógcneos se encuentra. en (27}. 

Campos Vectoriales. 

Para campos vectoriales en la aproximación de orden cero tenemos [SJ: 

¡;X Iio + cEo = O , p x Eo - Jlo =O. (2.91) 

El producto punto de la Ec. (2.91) por el vector unitario tangente al rayo es nulo, 
por lo que, É y ii son perpendiculares al rayo¡ i.e., en la aproximación de orden 
cero el campo tiene una estructura transversal. Esto implica que dos de las tres 
componentes de Ése pueden elegir arbitrariamente: 

E=t1>v11+'Pf)ii 

donde V es la normal al rayo y ij es un vector unitario perpendicular tanto al rayo 
como a su normal. Valores reales de •flv y <flfl corresponden a ondas polarizadas 
linealmente. En general, ll!v y cf>l'l' son complejos y la onda electromagnética esta. 
polarizada clípticR.mentc. Entonces, las ccuar.iones de la aproximación de orden 
cero no especifican completamente la polarización del campo, tatnpoco determinan 
la oricntacióa de los vectores de campo en el plano transversal al rayo. 

La aproximación de primer orden. 

En esta aproximación tenemos !B}: 

¡Yx (¡ix E1)+E1=-Vx11-¡íx V x E=Z. (2.92) 

'."•,,•" 
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' '_; . 
Para p2 = e, el determinan le del lado izqui~rdo jutlto. con todOs suS ·mcíi~Í'es '«iC: 
segundo orden es cero. De acuerdo con el teorema de Fredholm [21] pára'qÚ~.Ia, .. 
ecuación inhomógenea (2.92) sea consiStcntc, el vector Z debe_ ~~r ortOgoD~.~~to:da5 :. 
las soluciones E; del sistema bomógenco de ccuacioncs1 enton~e.~: ., . ':'7~<. 1 ··:·. · ·.: •• 

·-.:<; 

Sustituyendo en estas ecuaciones los campos .de la aproximacÍó·d:;~~ ~r~e~~~r~: :· 
usando que · · · 

llegamos a 

V X (iief¡) = Vef¡x ii+ q,v X ii y 

P (2v/fV'4>v + 'Í'u "Vv/f) + <l'uv/fV'' P + 2v/f1<4'" 

p (2v/fV'<I'" + <!'" \/v'f) + cl>",fi\/ • p - 2.¡'C K<l'v 
o' 
o. 

.. (2.93) 

(2.94) 

Estas ecuaciones nos permiten encontrar las amplitudes complejas lf>u y <I>fJ 1 .por lo 
que definen completamente el estado de polarización del campo. 

Sumando las ces. que resultan de multiplicar la Ec. (2.93) por<!'~ y la Ec. (2.94) 
por cb~, 

V'· (f !Éol' ) = O , 

que· reconoCemos como }a ecuación de ~onscrvación de la energía. al identificar el 
vector de Poynting como 

2.5.2 Medio Anisotrópico. 

Las ecuaciones para medios anisotrópicos difieren de las que acabamos de estudiar 
en que. en lugar de un escalar ( 1 contienen el tensor de permitividad, el cua.l es 
hcrmiteano. 

La aproximación de orden cero fue la que estudiamos dctaHadamcnte en las 
secciones 2.2 y 2.4. Uno de los resultados más importantes que encontramos es 
que en un medio anisotrópico se propagan dos ondas electromagnéticas normales. 
Para estudiar ambas ondas modificaremos la expansión de la óptica geométrica 
representando el campo É como la suma de dos series: 

(2.95) 
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Sustituyendo la Ec. (2.95) en las ecuaciones de Maxwell (2.11-2.14) tenemos que 
igualar a cero no solo los coeficientes de las potencias de Ko sino también las fun· 
dones rapidarnente oscilantes cxp(i¡¡,081) y exp( ÍK0S1) (es decir, se necesita suponer 
que los modos normales son independientes). 

Considerando un tipo de onda tenemos 

donde el> es la amplitud del campo complejo y j es el vector de polarización. 

Las componentes del vector de polarización j, así como las componentes de la 
aproximación de orden cero al campo mismo E, satisfacen el sistema de ecuaciones 
homógcnea.s 

p20ap - PaPP - <apfp =O , 

de las cuales se determinan no solo los cocientes !1 : h. : /3, sino también las 
magnitudes de fp. Aquí persiste la incertidumbre al elegir el factor de fase exp(i-y) 
que define la posición de Í en la elipse de polarización, sin embargo esto no tiene 
efecto en la magnitud del campo E. 

Para la aproximación de primer orden, la ecuación para el campo es 

jix (jix Ei) + eE1 = -\7 x JI -jix \7 x Es Z, 

la cual es similar a la del medio isotrópico, Ec. (2.92), difiere sólo porque en este 
caso el determinante no tiene raíces multiples, lo cual implica que la polarización 
se determina de manera única a partir de Ja condición de consistencia (teorema de 
Fredholm) 

la cual se puede reescribir como: 

Eº . \7 X ¡¡ - ¡¡- . \7 X E = o . 

Esta ecuación compleja nos permite determinar tanto el modulo como el argumento 
del factor <!> = l.PI exp(i6). Además puede reescribirse en forma de una ley de 
conservación del flujo de energía (28): 

\7 · (ul<I>I') =o, 

donde u= 16irS/cl<I>l2 es el vector paralelo al vector de Poynting. 
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2.6 Conclusiones. 

Como vimos en este capítulo, la isotropía tiene la importante consecuencia de que 
Ja dirección del flujo de energía es la dirección de la normal al frente de onda elec
tromagnético por lo que podemos analizar este medio estudiando las trayectorias 
de los rayos de luz, es decir, en el límite de la óptica geométrica. Para medios 
isotrópicos1 el transporte de energía puede representarse mediante un modelo hi
drodinámico simple descrito completamente en términos de la función escalar real 
S, siendo es.ta función una solución de lit ecuación cikonal (2.27). Los rayos de 
luz, que tienen la dirección de propagación de la energía, serán transversales a los 
frentes de onda. 

En este capítulo construimos las ecuaciones de Hamilton para un medio aniso
trópico inhomógenco general a partir de un principjo variacional (el de Fermat) a 
través de una formulación Lagrangiana y su transformación de Legendre. El vector 
de momento Pes la suma del vector de longitud n tangente al rayo más un vector 
de anisotropía A ortogonal. 

Nuestra discusión Hamiltoniana de la óptica anisotrópica involucra menos condi
ciones íísicas que el tratamiento a la Maxwell. El tratamiento adecuado de Maxwell 
predice correctamente que luz no polarizada en un medio uniaxial se divide gene
ralmente en dos ondas: un rayo ordinario (que se comporta como si se moviese 
en un medio isotrópico) y un rayo extraordinario, que siente la anisotropía. Estas 
dos ondas tienen dos polarizaciones lineales diferentes y dos velocidades de propa
gación distintas. Las dos direcciones de fj correspondientes a una dirección de 
propagación §dada, son perpendiculares entre si. A la Maxwell se pueden analizar 
ambos rayos y predecir sus respectivas polarizaciones e intensidades, mientras que 
el tratamiento Hamiltoniano solo permite analizar uno u otro rayo. 

Mostramos que la aproximación de orden cero de la óptica geométrica no 
contiene información completa. sobre los campos clcctromagnélicos ya que la ori~ 
entación de los vectores de campo en el plano transversal al rayo no esta cspeci~ 
ficada. De aquí la irr.portancia de aproximaciones de orden mayor. En particular 
encontramos que la aproximación de primer orden nos permite determinar la po
larización y las intensidades de los dos campos. 



Capítulo 3 

Haces Gaussianos. 

3.1 Introducción. 

El objetivo de este capítulo es entender las propiedades fundamentales de las fun
ciones Gaussianas y la acción que sobre ellas ti~ncn diversos operadores de tipo 
polinomial. Una parte fundamental en este estudio es el adquirir una imagen clara 
de como una función Gaussiana modifica su forma ante transformaciones lincl\les 
y no lineales (~bcrraciones). Las funciones Gaussianns son importantes en la física 
porque describen el estado básico en multitud de sistemas. En particular en óptica 
cuántica, el haz de salida de un rayo láser tiene un pérfil de intensidades de forma 
Gaussiana {29]. Además describen los estados coherentes generalizados cuya im
portancia será. más clara en el proximo capítulo. 

En la sección 3.2 analizamos haces Gaussianos centrados en el origen, que descrip 
ben estados coherentes vacíos, planteamos sus propiedades principales y la manera 
en que evolucionan libremente. La evolución en la sección 3.2 se considera desde 
el punto de vista de la propagación para.>:ial de ondas ópticas monocromáticas en 
dos dimensiones. En la sección 3.3 analizamos funciones Gaussiana.s con centro 
arbitrario y ancho complejo (estados coherentes generalizados). Mostramos que, a. 
diferencia de los estados coherentes vacíos, estos estados no minimizan la relación de 
incertidumbre de Heiscnberg, pero sí la de SchrOdinger-Robcrtson. A partir de la 
sección 3.3 aceptamos la notación mecánico cuántica (todas las fórmulas pn.ra Gaus~ 
sianas en mecánica cuántica y óptica ondulatoria .son equivalentes). En la sección 
3.4 estudiamos las transformaciones canónicas lineales generadas por polinomios de 
segundo orden en la coordenada X y el momento p. Estas tranHformaciones tienen 
la propiedad de transformar estados coherentes generalizados en otros estados del 
mismo tipo preservando la relación de incertidumbre de Schr8dinger-Robertson. 
En la sección 3.5 encontramos la acción de los. operadores de tipo polinomial de 
tercer orden en X y p, mientras que en la .sección 3.6 lo hacemos para operadores 

39 
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(e) 

HACES. GAUSSIANOS. 

' (b) 

u_ u+.,...:......,:;~~..-.-,-~;:,,.~--,. 

Figura 3.1: La Gaussiana r(x) (~w)-1''-eicPcL~;/iwf ;,.;~.; f~n~i6,; a~ "ía 
posición x para (a) wa = 1 cm2 y (b) wa = 5 cm2

• 

polinomiales de cuarto orden. La importancia de estoa operadores es que en ópt.ica 
son la. base de las aberraciones de segundo y tercer orden en· los diferentes instru
mentos ópticos. Finalmente en la sección 3.7 presentamos las conclusiones de este 
capítulo. 

3.2 Haces Gaussianos simples. 

Empezaremos nuestro análisis con los haces Gaussianos más simples, centrados en 
el origen, definidos por: 

( 1 )t [ "'] r(x) = irwa exp - 2wa • (3.1) 

donde w0 es el ancho el cual consideraremos para empezar como real. La dimensión 
de wo es cm2 • En este caso, el ancho medio del haz [29]1 es decir, la distancia del 
pico de la distribución a. la cuo.l la función disminuye un factor de e-1 de su máximo 
valor (11'wo)-1l4 es ,/2Wo. Esta Gaussiana. satisface la condición de normalización: 

L: ¡r(x)l'dx = 1 , (3.2) 

y su dispersión es: 

1
~ Wo u!= -~ lf(x)l2x2

dx = 2 . (3.3) 

En la Fig. 3.1 graficamos la Gaussiana de la Ec. (3.1) como fuución de la posición 
x para w0 = 1 cm2 y 5 cm2• Esta curva con forma de campana está centrada en el 
origen y no tiene oscilaciones. · 
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3.2.1 ·Transformada de Fourier. 

La transformada de Fouricr de una función arbitraria F(x) se define como [30): 

- l 1~ . F(p) E -- F(x)e-"rdx 
.,¡;¡; -~ 

(3.4) 

Cuando F( x) es una función de onda cuántica en la representación de coordenadas, 
F(p) es la función de onda en la representación de momento. Cuando se hacen 
cálculos numéricos 1a mejor forma de encontrar la transformada de Fouricr de una 
función arbitraria de la posición es a través de la técnica de transformada de Fouricr 
rápida (FFT) que describimos en el apéndice B [31]. 

La transformada de Fouricr inversa es 

F(x) = -
1-1® F(p)é''dp 

.,¡;¡; -® 

Para la Gaussiana dada en la Ec. (3.1), la transformada de Fouricr es 

- (wº) t [ WoP'] I'(p) = -;;- cxp --
2
- , 

la cual es otra Gaussiana centrada en el origen y con dispersión 
2
!..o. 

(3.5) 

(3.6) 

Una Gaussiana con ancho wo = 1 cm2 tiene la propiedad de que su repr.e
sentación en coordenadas y en momento es la misma función¡ corresponde a lo que 
en la literatura se conoce como un estado coherente vacío [32J. 

3.2.2 Relaciones de Incertidumbre. 

El principio de incertidumbre de Heisenberg establece que el producto de la dis
persión de una función y de Ja dispersión de su transformada de Fourier tienen un 
valor límite inferior de i [30]. Para Ja Gaussiana de In Ec. (3.1), 

U20''l=~_!_=.!:.. 
:r: P 2 2wo 4 ' 

de manera que el haz Gaussiano dado por la Ec. (3.1) representa el paquete de onda 
de incertidumbre mínima. 

3.2.3 Evolución libre en óptica ondulatoria paraxial. 

U na manera de analizar Ja evolución paraxial de un haz Gaussiano es resolver la 
ecuación de Helmholtz (2.18): 

-+-+k' 'Jl=O ( 8' ª' ) 
8x2 812 ' 

k=~, 
e 



42 HACES GAUSSIANOSi 

donde denotamos la distancia a lo largo. del· éjc ópticci por. t; e1 cua.1. sir\'e "cómo 
parámetro de evolución¡ y;¡; es la coordenada transversal. Utilizamos como solución 
de prúeba (5]: · 

111 = u(:c, t)e-;" , 

bajo la suposición de que la dependencia en ·t de la función u es lenta comparada 
con la. variación rápida del factor exponencial, de forma que podemos despreciar el 
término ~' con lo que la ecuación diferencial que u satisface es 

lJ'u - 2ik~ =O 
éJ:c' éJt ' 

(3.7) 

que es la conocida ecuación de onda paraxia/. Esta ecuación es análoga a la de 
SchrOdinger. Bajo la. condición inicial de la Ec. (3.1), conduce a la solución 

f(:c,I) = (,..~.) t t !ki~~o exp(-ikl]exp [-i2(t' :l(Lo)']l 

X exp [ 21/:~~:o)']l . (3.8) 

Recordemos que t es el parámetro de evolución. En el caso de la mecánica corre
sponde al tiempo y en el de la óptica a la distancia sobre el eje óptico (donde se 
denota por z). Como veremos, el primer factor exponencial describe la fase de una 
onda. plana., el segundo es responsable de la curvatura del frente de onda y el último 
determina la intensidad del campo en la dirección transversal. En la Fig. 3.2a. grafi· 
camas la evolución libre de la Gaussiana dada en la Ec. (3.8) como función de la 
posición x y del parámetro de evolución t considerando como condición inicial la 
Gaussiana dada. por la Ec. (3.1) con Wo = 1 cm2 • La Fig. 3.2b muestra las curvas 
de nivel de ¡r¡ mientras que en la Fig. 3.2c aparecen las curvas de nivel de la fase. 
Las regiones donde se acumulan dichas curvas corresponden a los frentes de onda 
geométricos. 

Analizando la Ec. (3.8) vemos que la evolución paraxial de una Gaussiana cen· 
trada en el origen es otra Gaussiana con ancho complejo 

w(t) =wo+i~, 

entonces el ancho real del haz es 

(3.9) 

Conforme t se incrementa de -oo a O, el ancho del haz Gaussiano disminuye 
tomando su mínimo valor en t = O, luego. conforme t aumenta, el ancho de la 
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Figura. 3.2: Evolución libre de la Gaussiana con ancho inicial w0 1 cm2 , (a) 
Jrlcomo función de la posición x y del parámetro de evolución t, (b) curva de nivel 
de ¡r¡, (c) curva de nivel de la fase de r, (el) ancho w como función de t y (e) radio 
de curvatura R como función <le t. 
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. d 

~ ~ 
R 

Figura 3.3: Determinación del radio de curvatura del haz Gaussiano. Si compara
mos el frente de onda esférico con una onda plana, ]a diferencia de fase por la 
distancia d entre los dos frentes de onda será. kd. 

Gaussiana crece sin cota; w es una función simétrica respecto al origen. El punto 
t = O, en el cual el haz Gaussiano tiene un frente de onda plano, es también el 
punto más angosto, con w = wo (ver Fig. 3.2d). 

El má.'Cimo ángulo de dispersión de este haz es: 

. ¡;;;{0 1 
o = .'!:.'"!! -t- = k..JWO ' 

así, un haz Gaussiano inicialmente angosto, se abrirá más que otro más ancho. 

La intensidad {altura) del haz también varía, pero de manera opuesta al ancho, 
de forma que la norma de la Gaussiana permanece constante. 

Un haz Gaussiano en un punto dado del espacio no esta determinado comple
tamente por su ancho. Para. describir el haz totalmente necesitamos un parámetro 
más, por ejemplo, el radio de curvatura de su frente de onda. El radio de curvatura 
se puede obtener con ayuda de la Fig. 3.3. La fase de la onda es constante en la 
superficie esférica. El corrimiento de fase de la superficie curvada respecto al plano 
que toca esta superficie en x =O esta dado por (29}: 

ktx2 

kd = 2[12 + (kwo)2] ' 
(3.10) 

donde la distancia d se define en la Fig. 3.3 y el lado derecho de esta ecuación se 
obtiene de la Ec. (3.S). En la aproximación paraxial tenemos 

de donde 

x2 + R' = (R + d)2 
, 

x' 
R=u• 

sustituyendo en esta expresión la Ec. (3.10), 

(kwo)2 k2 [w[ 2 

R(l)=l+-t-=-
1
-. (3.11) 
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Fig~.rn. ·3·.~i:·. Gaussian3: 'C:.·O~pleja. como función de la posic1on x P8:1'ª (a) 
w = 10, :ro= O, Po= O; {b) w = 10, :ro= 5, Po= O Y (e) w = 10, :ro= O, Po= l. 
Se muestra el valor absoluto de la función. 

El cambio de signo de R(t) que ocurre ctiando t cambia de signo indica la inversión 
de la curvatura del frente de onda cuando cruzamos t = O. En este punto y su 
vecindad, R = 00 1 de manera que la fase del campo es igual a la de una onda plana. 
Cuando aumenta el Nalor de t, la. fase de la onda se aleja de la de una onda plana, 
sin embargo, en el límite de campo lejano, R(t) corresponde a una onda esférica 
de radio t y en t -+ oo, la curvatura del frente <le onda es de nuevo R = CXJ (ver 
Fig. 3.2e). 

Podemos reescribir la expresión para el haz Gaussiano Ec. {3.8) en términos de 
w y R como [33]: 

[ wo ] t [ . ( k:r
2 
)] [ x'wo] P(x, t) = 1'w' exp -• kt + 2R cxp -¡.;;¡;- . (3.12) 

3.3 Haces Gaussianos complejos. 

Hemos visto que la evolución óptica paraxial deforma la Gaussiana inicial con 
parámetros reales a complcjo!l, Por lo cual es conveniente considerar una función 
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Gaussiana· arbitraria dada por:· 

(3.13) 

donde w = w1 +iw2, con w 1 un número real positivo, w2 real. El factor (w1frrw2) 114 

gariintiza la condición de riormaliza:ción dada en la Ec. (3.2). En. el caso en que 
:ro= Po = w:Z =O, obtenemos la función Gaussiana simple de la Ec. (3.1). 

En la Fig. 3.4 graficamos la Gaussiana de la Ec. (3.13) para diferentes valores 
de los parámetros Xo 1 Po y w. Esta Gaussiana tiene centro en Xo1 ancho ,/iW y 
oscila cuando Po -:/ O o el ancho es complejo. 

En este caso la distribución de probabilidad es 

{S_ [ w,(x - xo)'] 
1 r(x) 12= V r.lwl' exp lwl' ' 

y sus valores medios son 

(x) 
(p) 

{X') 

(p2) 

({xíi}) 

(r ¡r) = 1, 

(r 1 :r 1 r) = xo, 

(r 1 p 1 r) = Po , con p = -W,, 

(rJ:r2
1 r) = ~~: + x~~ 

(r 1¡;21 r) = 2~, + p~, 
px +xp W2 

(r 1-2-1r)=2,;;~+xoPu· 

3.3.1. Transformada de Fourier. 

(3.14) 

La función de onda en la representación de momento, i.e. la transformada de 
Füurier de r(x) esta dada por 

- (w1)t [ w(p-po)' ] r(p) = -;¡ exp ---
2
-- - ixo(P - Po) (3.15) 

Es una Gaussiana con centro en pa, ancho ffw, y osciln cunndo x0 1: O o.w es 
compleja. · 
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3.3.2 Relaciones de Incertidumbre. 

Para. la Gaussiana. compleja de la. Ec. (3.13),-lás yai-ianzas spn , 

' (3.16) 

Para una G8:ussinna arbitraria.la r~la~ión ~~:~~·~~~tic;l~;n~r~·.~~·~H~i~Cll:bcrg .no 
es ~~ccsariamcnte mínim.n.1 ··.. .. ·. ::·.~.>· .,,,. :;·,;.<<·: .. '.' .. _'- ' · 

JwJ' , 1 ( w' ),' l , 
(l>xl>p)' = "~«'~' = 4w( = 4 1 + wV , ?. 4 · 

Para que una Gaussiana tenga incertidumbre mínima necesita un ancho real. Sin 
embargo, para una Gaussiana arbitraria la relación de incertidumbre de SchrOdinger
Robertson [34)i siempre toma su mínimo valor 

o o ( o )' l 
U::CTpp - CT;i-p = 4. 

Los parámetros involucrados en una Gaussiana compleja arbitraria se pueden 
elegir como los valores medios de la coordenada Xo y del momento p0 , la varian~ 
za de la coordenada cr~:' la varianza del momento u~" y el coeficiente de corre
lación a~p· La relación de incertidumbre de SchrOdinger-Robertson reduce el 
número de parámetros independientes a cuatro, los cuales se pueden tomar como 
w 11 w2 1 xo, p0 , que es precisamente la selección que hemos hecho. 

3.4 Transformaciones canónicas lineales. 

Es conveniente describir las transformaciones unitarias en la mecctnica cuántica. 
usando para cllM una. forma exponencial 

donde ÍI tiene el significado del Hamiltoniano que genera la transformación y t es 
el parámetro de la transformación. Las transfonnacioncs lineales se generan por 
Hamiltonianos que son polinomios de segundo orden <~n los operadores {35] x y p, 
es decir, son combinaciones lineales de los operadores 

x'/2, {ifi} = (fix + xf>)/2, r'/2. 



. . . . . . . . 

Estos o¡)_e~~d~r~s ti~nen r~lacionc_s .d~. c¿Ii_~~t:~~ió~··_:'.' .·;'.~·:· 

·[:i:' ¡;;_.] 
. ~'2' 

[
¡j:i:Úf¡ ~i· 

2 . '2 

[
f¡H:i:¡j E] 

2 '2 
., 
p ' 

y generan la representación del grupo SU(l,l) [35]. 
Como veremos en esta sección, estos operadores tienen la propiedad de trans

formar una Gaussiana en otra Gaussiana y preservar la relación de incertidúmbrc 
de Schródinger-Robertson. 

Para encontrar la función transformada necesitamos resolver la ecuación difc-
rencial 

i8,r(x, t) = /Ír(x, t) . 

3.4.1 Acción del operador x2 • 

La acción del operador X2 /2 en la representación de coordenadas sobre una función 
arbitraria. de la posición es trivial ya que solo agrega el factor de fose cxp [-it_x2 /2}, 

F(x,t) = c-Hr'/2 F(x,O). 

Para la Gaussiana compleja dadn en la Ec. (3.13) 1 la evolución bajo X2 es·. 

( w, )t { (x - x0 )
2 

. itx'} f(x, t) = --2 cxp ---- + 1¡10 x - - , 
r.w 2w 2 

(3.17) 

esta.es la.ecuación de una nueva Gaussiana de altura(~ ) 114
, cuyos val~res prome

dio son 

(x) xa, 

(P) Po - xat, 

y tiene como \'arianzas 

<1:c;:; 0'~% 1 

O'pp O'~P - 2u~Pt + O'~rt2 , 

O';z;p O'~p-0'~.rt' 

. ····'· -·· ..... -'"-'~---~·-
' 
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,., 

-··n--~-.------.¡, 

Figura 3.5: Evolución bajo el operador X2 de una función Gaussiana compleja para 
w = 1 cm', x 0 = O, p0 = O. Se muestra (a) el valor absoluto de la función, (b) la 
curva de nivel de ¡r¡, (c) la curva de nivel de la fase .. 

donde u~~' u~pi u~P' son las varianzas de la Gaussiana inicial, Ecs. (3.16). En la 
Fig. 3.5 mostramos la acción de este operador sobre una Gaussiana inicial coherente 
(w = 1 cm2). Como vemos, el vnlor absoluto de r(x,t) no carribia al aumentar t 
(Figs. 3.5a-3.5h) pero la fase muestra una gran estructura (Fig. 3.5c). 

Este operador es muy importante ya que corresponde a la acción de un lente 
delgado ideal. Por lo tanto, si un haz Gaussiano cuyo cjc coincide con el de un 
lente dclsado ideal irlcidc perpendicularmente sobre la superficie del lente y pasa 
a través de la misma, simplemente sufrirá un cambio en su fase, sin cambiar su 
ancho, de forma que el campo inmediatamente después del lente es también un haz 
Gaussiano con un radio de curvatura diferente 

. donde J es la. longitud focal del lente y R.,, 1 R1 son los radios <le cUrvatura ele In 
Gaussiana. inmc<liatamcntc después y antes del lcmle, respectivamente [36). 
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3.4.2 Acción del operador {.ift} (compresión). 

La acción del operador { xp} sobre funciones iniciales ar.bitrarias se puede «;!DCOntrar 
usando que las potencias de x son cigcnfuncioncs del gcne~ador 

{:i:¡i} = x¡i; ¡i:i: = -i (xa.+ ~) = -i <~+1/2), 
donde 

Si expandemos en serie de Taylor la función inicial 

F(:r) = ¿c.x", 
n 

entonces evolucionará como 

F(x,t) = e-it{#l/'F(x,O) = ~ C.x•e-••-•I• = e-•i'F (xe-1) • 

El factor e-t/2 mantiene la normalización. El operador ñ = x8: en la literatura ~~ 
conoce como el "operador de dilatación" [37]. 

La Gaussiana inicial de la Ec. (3.13) bajo {:i:¡i} se transforma como 

r(x, t) e-1/'r(:i:e-1) 

(w,c") l [ (:r - :toe')' . _, l 
= rrw~ cxp -~+iPoe x , (3.18) 

la c.ual es otra Gaussiana de altura ( ~) 11
" 1 cuyos valores promedio son 

(:i:) (:i:o)e', 
(¡i) = (po)e-•, 

y tiene como varianzas 

Uz:: u~:e2t' 

u,,p u~Pe-2t' 

Uzp u~. 

siendo ª~=-' a~, a~, las varianzas de la Gaussiana inicial, Ecs. (3.16). Aquí la 
relación de incertidumbre de SchrOdinger-Robertson se mantiene constante todo 
el tiempo (mínima). Como vemos, este operador comprime una de las varianzas y 
expande la otra, esta es la razón de que se conozca en la óptica cuántica como el 
operador de compresión [37] (en inglés, squeezing operatoT). 

En la Fig. 3.6 se muestra la función dada en la Ec. (3.18). Al evolucionar bajo 
{XP} la fase inicial de la Gaussiana no sufre ningún cambio y su valor absoluto se 
comprime. 
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Figura 3.6: Evolución bajo el operador de compresión {XP} de una función Gaus
siana. compleja. para w = 1, x0 = 01 p0 =O. Se muestra. (a) el va.\or absoluto de la 
función, (b) la. curva de nivel de \r\, (e) parle real y· parle ima.ginaria. de r como 
función de x para diícrcnlcs valores de t y de los parámetros. 
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3.4.3 Acción del operador jl (evolución libre); 

La acción del operador fi2 /2 es la c\·Olución de la funciÓ_ü iniciai"_ b.ijo. ~~o~~g~~ió~ ; 
paraxial libre en un medio óptic_o h~mogeneo: En lá rcpre~cntri.ci~n:_de. ffiom~Íl~_o-1 
fa'/2 sólo agrega el factor de fase cxp(-itp2/2); ·:.:: '. ·.' 

F(p, t) = .-11»1i F(p, O) , 

por lo que la acción de p2 sobre la transformada de FoU.rier·4~;1Éi. GB:Ú~Siana: dada 
en la Ec. (3.15) es 

• (W¡) t [ W[p- Po]' , itp'] r(p,t)= -;;:- exp ---
2
---•xo(p-p,)-2 · 

Para determinar la ·acción del operador fi2 sobre un haz Gaussiano ·inicial arbitrario 
en la representación de coordenadas basta calcular la transformada de Fourier 
inversa de la función anterior, con lo cual, 

f(:c,t) = - ---. e-itpo CXp . + iPo:t 1 (w,)t 1 · '/' [ (:i:-xo-Pol)2 l 
,,. ,/w + tt 2(w + 1!) 

(3.19) 

que es otra Gaussiana con centro en xo+Pot y ancho J2(w + it). Aquí, cxp(-itp~/2) 
es un factor de fase global dependiente del tiempo. El factor l/yw + it es respon
sable de la disminución de. la amplitud con el tiempo, pero además da un factor 
de fase adicional. Notemos que la evolución dada en la Ec. (3.19) concuerda con 
la evolución Ec. (3.8) bajo la ecuación paraxial de llel.mholtz (3. 7) si hacemos la 
sustitución t >-+ -t/ k. 

Los valores promedio de la función Gaussiana evolucionada Ec. (3.19) son 

y las varianzas, 

(i:) 
(p) 

({xfa}) 
(X') 
(P') 

Xo +Poi 1 

Po, 

({xofao}) +2(fi~)t, 
(x~) + ({:i:o,fao})t + (¡i~)t', 
{ji~) 1 

O'~:r + 2a~pt + o~p{l ' 
u~P+u~11t, 
CT~P 1 . (3.20) 
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Figura 3.7: Evolución libre de una función Gaussiana compleja para 
w = 1, :r.0 = O, Po = O. Se muestra (a) el valor absoluto de la función, (b) 
la curva de nivel de ¡r¡, (c) Ja curva de nivel de la fase. Curvas de nivel del 
valor absoluto de la evolución libre de una función Gaussiana compleja para (d) 
w = 2, :ro= O, pa =O, (e) w = 2, x0 = 2. p0 =O, {f) Parte real y parte imaginaria 
de r como función de :r. para distintos valores de t y <le las parámetros. 
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donde u~:r"~~,-a~~·, son-1a; vafi~Zas. de fi G.l{;ssiana-inici_al, Ecs .. (3.16). En este 
. caso también la relación de incertidumbre de SchrOdingcr-Robcrtson es mínima 
·. todo el tiempo. 

En la Fig. 3.7 graficamos la evolución libre de la Gaussiana, .Ec. (3.19) para 
-distintos valores de los parámetros. 
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{a) 

Figura 3.8: Evoludón de una función Gaussiana compleja bajo el operador "pocus" 
%3 para w = 2 cm2 , x0 =- O,p0 =o.· Se muestra (a) el valor absoluto de ]a función, 
(b) la curva de nivel de la fose. 

3.5 Aberraciones de segundo orden. 

Las aberraciones de segundo orden son generadas por los polinomios de tercer orden 
enP y :t, 

x3/3, {X'p}, p3/3. 

3.5.1 Pocus x3 • 

La acción del operador i 3 /3 en la representación de coordenadas es trivial ya que 
solo agrega el factor de fase cxp(-itx3 /3), par lo que la Gaussiana evolucionará 
como 

r(x,t) 0 -i•r'/ar(x) 

( 
w, )t { (x - :ta)' . itx'} - exp ----+ipox-- . 

'7i"W2 2wo 3 
(3.21) 

En Ja Fig. 3.8 mostramos la acción de este operador sobre una Gaussiana inicial 
con w = 2 cm2• 
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3.5.2 Distorsión {:i:2fi}. 

Consideremos como Harniltoniano el operador 

1i = {:i:2¡i) = (:i:2¡; + xp± + p±')/3 = (x'¡; + #')/2 = x'¡i ~ i:i:; 

en la representación de coordenadas este operador toma la. forma 

-i [x28, + x] 
por lo que, la función i.nicial evoluciona como 

F(x,t) = c-"i'F(x,O), 

es d~cir, satisface la siguiente ecuación diferencial 

(a,+ x28, +x) F =O. (3.22) 

Para encontrar la solución, primero resolveremos la ecuación más general, 

[81 + a(x)8, - b(x)] F =O. (3.23) 

donde a(x) y b(x) son funciones arbitrarias. Introduciendo la nueva variable 

¡, dx' 
y= a(x') "'<P(x)' a(x)D, = 8,, x=r'(y), (3.24) 

transformamos la Ec. (3.23) en 

[8, + 8, -b(y)JF =O, 

la cual tiene como solución general {38] 

F(y,t) = f(y-t)g(y), g(y) = cxp r b(y')dy', 

donde f(y-t) es una función arbitraria de su argumento. Tomando como condición 
inicial Fo(x) = Fo(\!i-1 (y)) = Fo(Y), la solución a la Ec. (3.23) será 

g(y) 
F(y, t) = Fo(Y - t) g(y _ t) , 

la. cual puede reescribirse como 

y= <P(x), 

F(x,t) =Fo (•P-'(<P(x)- t)) g(,P(x)) . 
g(,P(x)-t) 

(3.25) 
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Figura 3.9: Evolución de una función Gaussiana compleja bajo el operador de 
distorsión {:i:2fi} para w = 2 cm2 , x 0 = O,p0 =O. Se muestra (a) el valor absoluto 
de la función, (b) la curva de nivel de ¡r¡, (c) la curva de nivel de la fase, {d) la 
comparación de Ja parte real y la parte imaginaria de r calculada exactamente, 
línea continua y por su aproximación en serie de Taylor para t pequeño, línea 
punteada, para diferentes valores de t y los parámetros. 

.,·.·,,, .',:.·.,, ... , i:.· 
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Para el b.so parti~ul.; dC distorsión E~. (3.22); t~óemos .. 

'.~:~0~;~-~~:;1.0.·1 
con lo que la distorsiÓnde una funcióÜ'ini·é:i~laÜíitr~ri~ Fo(x) (la solución de la 
Ec. (3.23)) es . ·, .• _. · · · ·: · 

F(x, t) = 11 xt Fo e: xt). (3.2G) 

Tomando la función inicial coIÍlo una Gaussiana, tenemos 

( 
w1 ) t l [ l ( x )' ipox ] 

r(x,!)= 11'W2 l+xlcxp -2wo l+xt-Xo +l+xt 

Es fácil checar que la condición de normalización se sigue satisfaciendo. 

Podemos expandir r en potencias de t por: 

r(x,t) "' r(x,0){1- itx [ex - i] 

!
2
x

2 

[ 2 ( 2 1) . ] } - 2 x e + ;;; - 2 - 4•ex + ... 

donde r(x,O) es la Gaussiana inicial dada en la Ec. (3.13) y 

.X-Xo 
~ =¡>o+•-w-

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

Esta aproximación sólo es adecuada para t ~ 1 y en la vecindad del origen lxl < l. 
En la Fig. 3.9 mostramos la acción del operador de distorsión sobre una. Gaus

siana inicial con w = 2 cm2 (Ec. 3.27). 
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3.5.3 Coma {x¡i2}. 

Considciemos como Hamilloniano el operador 

j¡ = {x.V'} = (.V'x +#fa+ xfa')/3 = (fi'x + # 2)/2 = fi'x+ ifa. 

Los operadores de coordenadas y momento en la representación de momento 
tienen la forma fi = p y X= i8p, por lo que el operador {Xfa2} se reduce al operador 
diferencial i(p2 8p + p) el cual difiere solo en el signo de la acción del operador de 
distorsión {X2¡j} en la representación de coordenadas. Por analogía con la Ec. (3.26) 
podemos escribir la acción de {XP2} sobre una función inicial arbitraria en la repre
sentación de momento fro(p) como 

F(p, i) = e-•fl•Po(P) = -
1

-
1
- Fo (-

1 
P ) , 

-pi -pi 
(3,30) 

o, en la representación de coordenadas, para el caso particular de una Gaussiana, 

I'(x,i) = (
w1)t ¡ ¡~ cipr 
- -- dp--x 
" $ -~ 1-pi 

exp [-!:':. (-p -Po) 
2 

- ixo (-p -Po)] 2 1-pi 1-pi 
(3.31) 

Esta integral puede calcularse numéricamente. La expansión en serie de Taylor 
para t pequeña es 

r(x,t) "' r(x,O) { 1 - ii [x (e+~) - ;e] -f [x'(4 -4ixe 
+(6

:' -2)e- 1~'.xo~:-;]+···} (3.32) 

donde e se definió en la Ec. (3.29), y r(x,O) es la Gaussiana inicial dada en la 
Ec. (3.13). Esta aproximación sólo trabaja en la vecindad del origen x < 1 y para 
t <l. 

En la Fig. 3.10 mostramos la acción d::l operador de coma sobre una Gaussiana 
inicial con w = 2 cm2 calculado numéricamente de la Ec. (3.31). 
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(a) 

Figura 3.10: Evolución de una función Gaussiana compleja bajo el operador de 
coma {%¡)2 } para w = 2 cm2

, .xo = O, po = O. Se muestra (a) el valor absoluto 
de la función, (b) la curva de nivel de ¡r¡, (c) la curva de nivel de la fose, (d) la 
comparación de la parte real y la parte imaginaria de r calculada exactamente, 
línea continua y por su aproximación en serie de ·Taylor para t pequeño, línea 
punteada, para diferentes valores de t y los parámetros. 
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(a) 

(o) 

Figura 3.11: Evolución de una [unción Gaussiana compleja bajo el operador de 
aberración esférica p3 para w = 2 cm\ x0 ::: O, p0 = O calculado numéricamente, se 
muestra (a) el valor absoluto de la función, (b) la curva de nivel de ¡r¡, (c) la curva 
de nivel de la. fase, (d) la comparación de la parte real y la parte imaginaria. de r 
.calculada numéricamente, línea continua y por su aproximación en serie de Taylor 
para. t pequeño, línea. punteada, pnra diferentes valores de t y los pnrámP.tros. 
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(d) 
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3,5.4 Aberración esféi-ica j,3 .c:; 

(3.34) 

. donde{ esta definido en la Ec. (3.29), y r(x, O) es la Gaussiana inicial dada en la 
Ec. (3.13). Esta aproximación es válida cuando t < 1 y x < l. 

Notemos que la acción de una potencia del operador de momento en una Gaus
siana en la representación de coordenadas es multiplicarla por el polinomio de 
Hcrmitc, como se ve de la función generadora para estos polinomios, 

¡i"r(x) = 'Pn({)f(x), (3.35) 

Entonces, el factor que multiplica la potencia n-ésima de t en la expansión anterior 
esta dado en términos del polinomio de llcrmite de orden 3n. 

En la Fig. 3.11 mostramos la acción del operador de abcrra~ión esférica sobre 
una Gaussiana inicial con w = 2 cm2 calculado numéricamente de la Ec. (3.33). 

3.6 Aberraciones de tercer orden. 

Las aberraciones de tercer orden se generan por los polinomios de cuarlo orden en 
p y i, 

x'/·1, · {x'ii), {i'p')w, {:i¡'i3)' 

donde denotamos con { }w el ordenamiento de; n'eyl de los operadores dentro de los 
paréntesis (39). En astigmatismo tomamos su ordenamiento de \Veyl porque así se 
transí9rma en correspondencia con los operadores clásicos bajo transformaciones 
lineales. Estas aberraciones son las más importantes en óptica ya que describen 
las primeras correcciones al régimen paraxial de la evolución del rayo <le luz en 
sistemas ópticos axialmcnte simétricos [6J. 
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Figura 3.12: Evolución de una función Gaussiana compleja bajo el operador de 
pocus X4 para w = 2 cm2 , xo =O, p0 = 01 se muestra (a) el valor absoluto de la 
función, (b) la curva de nivel de Jr\, (c) la curva de nivel de ia fase. 

3.6.1 Pocus x4• 

La acción del operador i 4 /4 en la representación de coordenadas es trivial ya que 
solo agrega el factor de fase exp(-itx 4 /4), 

F(x,t) = c-i1r'/4 F(x,O), 

por lo que la Gaussiana inicial dada en la Ec. (3.1~\) evolucionará como 

( 
w 1 )1 { (x - x 0 )' . itx'} 

r(x,t) = --, cxp ----· + •PoX - -- . 
1t'W 2wo 4 

(3.36) 

En la Fig. 3.12 mostramos la acción del operador de pocus sobre una Gaussiana 
inicial con w = ~ cm:?. 
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3.6.2 Distorsi6n {x3¡i}. 

Consideremos como Hamilloniano_ el operador 

j¡ = {:i:3Pl = (:i:3¡; + :r'¡;:t + :i:#' +¡;:r3)/4 = :r3¡;- ~ i:i:'. 

Este operador en la representación de coordenadas toma la forma 

iI = -i [x38, + ~x'] . 
La distorsión de tercer orden actúa. en un estado inicial arbitrario como 

F(x,t) = e-itli F(x,O), 

lo cual lleva a la ecuación diferencial 

[a,+x3D,+~x'] F=O. 

Esta ecuación es de la forma de la Ec. (3.23) con 

a =x3, b=-~x' 
2 

por lo que podemos aplicar las fórmulas (3.24)-(3.25) 

Y=<P(x)=-~, x= C"r., 
2x' v-2i1 

g(y) ( 1 )3/4 g = y3/4 ! -

g(y-t) -- 1+2x2 ! 

.¡,-i (,P(x) - t) = ,/1: 2x't' 

~í, una función inicial arbitra.ria F(x) se transforma como 

F(x t) -
1 

F: (--"'-) ' - (1+2:z:2 t) 3i 4 0 ,/J + 2:z: 2 ! ' 

donde el p:-imcr factor da la normalización. 

Eligiendo la función inicial como una Gaussiana tenemos 

(3.37) 

(3.38) 

rcx, !) = e;::,/ ~(_1 _+~2-x~,~t)~3~,. •xp [-L ( ,/1: 2x't - "'0)' + ,/1i:;x,t] 

(3.39) 
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(o) 
(b) 

.·=-··· 
wO=l, xO=O, pOi=O, t=.0.05 w0=1; xO;=O, pO=o; t=0.4 

X 

Figura 3.13: Evolución de una función Gaussiana compleja bajo el operador de 
distorsión {:i3p} para w = 1 cm2

, .z0 = O,p0 ==O. Se muestra (a) el valor ahsolutn 
de Ja función, (b) la. curva de nh•cl de lf/, (e) la comparación de la parte real y la 
parte imaginaria de r calculada exactamente, línea continua y pOr su aproximación 
en serie de Taylor para t pequeño, línea punteada, parn diferentes valores de t y 
los parámetros. 
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L~ exparisión en scr~c de Taylor·pa~a ticffi~~~,:p~qu~ñ~s e~·: 
r(x,t) "' r(x,oJ{1+;1[i~x2 ~x•eJ- .... 

t'x' [21 . . ·e· , . . 1 ·l]." } + 2. 4 + 6zx€ - X e + 1 W + • • • (3.40) 

donde r(x,O) es la Gaussiana inicial dada en la Ec. (3.13) y€ esta definido en la 
Ec. (3.29). . 

En la Fig. 3.13 mostramos la acción del operador de distorsión sobre una Gaus
siana. inicial con w = 2 cm2 Ec. (3.39) línea continua y la aproximación anterior 
(Ec. 3.40), línea punteada. 

3.6.3 Astigmatismo {x2fi2}w· 

Astigmatismo es la aberración generada por el operador 

{:i:'p'}w = (:i:p}' - i:i:p - 3/2, 

es función del operador de dilatación /( ñ ), 

ñ = x8z = iXfi, 

(3.41) 

esto nos permite encontrar una solución exacta en una forma simple. Como discu
timos antes, las potencias de x son cigenfuncioncs del operador de dilatación, por 
lo que scran cigcnfunciones de cualquier función de dicho operador, 

exp[-it/(ii)) x" = exp[-it/(n)] x". 

Es fácil encontrar la evolución de cualquier función inicial presentada en la forma 
de series de Taylor, 

ljl(x,O) 

ljl(x,1) L Gne-íl/(n)xn ' 

n=O 

tomando la función inicial como una Gaussiana arbitraria (3.13) encontramos los 
coeficientes de la expansión en series de Taylor, 

r(x,O) 1 (-1 )" Cn = -¡ me-: II,(a), 
n. v2i:...• 

A (3..12) 
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(e) {d). 

Figura 3.14: Evolución d~ una función Gaussiana compleja bajo el operador de 
astigmatismo {.i:2jj2 }w calculado numéricamente para w = 1 cm2 , x 0 = 0,Po =O. 
Se muestra (a) el valor absoluto de la función, (b) la curva de nivel de ¡r¡, (c) ¡r¡ 
para t = 0.5 y (d) una ampliacjón de la estructura compleja de ¡r¡ en la vecindad 
del origen. 



70 · : H,\cEs GAussÍi.Nos. · 
. ' . -·' . ; .< ' .. ~)' • 

Aquí, usamos nuevamente la función generadora· para l~s ¡laÍfn~·~¡~~~. ~~ ·H~~~it~.: 
La fullción Correspondiente al tiempo t es la sii"uieÍltc ' · ·' · ' 

\ll(x,t) = Aeit3/2 .f: Cne-it(n2+n),xn. (3.43) 
n=O 

En muchos casos importantes, IÓs coeficientes (3.42) son ·cscncialméDte·distinfos' dC 
cero solo para n 1s ce.rcan~s al valor medio ñ, lo cual hace que la fórffiu1a· anterior 
sea conveniente para simulaciones por computadora. 

Los primeros términos de la expansión direcla en t son 

r(:r, t)"" r(:r, o) { t - it [:r2 (e + t/wo) - 2i:re - 3/2] + ... } (3.44) 

Sin embargo ni la Ec. 3.43 1 ni la Ec. 3.44 dan una buena aproximación del 
comportamiento de r(:r, t) sobre todo en la vecindad del origen.· Esto n~s llevó a 
resolver numéricamente la ecuación diferencial generada por este operador mediante 
la técnica de diferencias finitas (40 1 41J. El programa que utilizamos para calcular 
r(x, t) to presentamos en el ápendice c. 

En las Figs. 3.14 mostramos la acción del operador de astigmatismo sobre una 
Gaussiana inicial con w = 1 cm2 • Como vemos en la Figs. 3.14a y b este operador 
modifica bruscamente la estructura de la Gaussiana en Ja vecindad del origen, lo 
cual se nota en la amplificación de su comportamiento para t = 0.5 (ver Fig. 3.14d). 

3.6.4 Coma {xft3}. 

El operador 

{.:i:p'} = p'.:i: + ~ip' 
2 

en la representación de momento tiene la forma diferencial i [v3 8., + iP2 ] que es 
similar a la forma diferencial del operador de distorsión -{ X3p} en la representación 
de coordenadas, por lo que Ja evolución de una función en Ja representación de 
momento puede escribirse en analogía con la Ec. (3.37) para la distorsión (con el 
cambio t-. -t), así, 

- 1 - ( p ) 
F(p,t) = (! -2p't)3/• Fa JI - 2p't ' (3.45) 

sustituyendo la Gaussiana inicial y regresando a la representación de coordenadas 
tenemos 

r(:r,!) (w')t l j~ c'P' = -;- ,¡2; -~ (! - 2p't)3/4 X 

cxp [-* ( Jl !'. 2p2t - J>o r -i:ro (y'! !'_ 2p>t - Po)] dp. (3.46) 
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Figura 3.15: Evolución de una función Gaussiana. co.mpleja bajo el operador de 
coma {Xfi3 } calculado numéricamente para w = 2 cm2 , xo = O,po =O. Se muestra 
(a) el valor absoluto de la función, (b) la curva de nivel de ¡r¡, {c) la curva de 
nivel de la fase, (d) la comparación de la parte real y la parle imaginaria de r 
calculada exactamente, línea continua y por su aproximación en serie de Taylor 
para t pequeño, línea µunlcada, para diícrentcs valores de t y los parámetros. 
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Los primCros tc~mirios dé Ja ·c~p'ansión ·en serie. de-'l'a.ylor son 

r(x, t) .. ~q,,, of{ 1 - it ( x [e+ ~) .- ~; [e~+~l) 
~ (x2 [e•+ 15t + 451:+ ~)•·:_.·[~e'+ ~Q; 
2 w w2 w3 4· · 2 w 

-~) ~ ;,, [6e•·+ 6oe + 901-)) +.: ·} . . 
4w& ~. w2 

(3.47) 

En la Fig. 3.15 mostramos la accióD"dcl operador de coma sobre una Gaussiana 
inicial con w = 2 cm2 Ec. (3.46). 

3.6.5 Aberración esférica p4• 

La acción del operador de aberración esférica fi4 en la representación de momento 
es trivial ya que solo agrega el factor de fase exp(-itp1 /4), por lo que la función 
Gaussiana inicial en la representación de coordenadas se transforma como 

(w') ¡.e"'""¡~ [ itp
4 

w(p - Po)' l r(x, t) = -;;- V'iii -~ dp cxp ---;¡- - --
2
-- + ip(x - x0 ) • (3.48) 

Esta integral puede ser evaluada numéricamente o se puede hacer la aproximación 
en series, 

I'(x,t) .. r(x,0){1-ir(e'+~e+;.) 
r' (e• 28 , 6 210 e1 420 , 2 105) } 2 ~ + -;;;~ + -;r~ + -;J~ + -;;:t + ... (3.49) 

donde e esta definidá en la Ec. (3.29). Los coeficientes de esta aproximación son 
los polinomios de Hermite Ec. (3.35). 

Si se satisface la condición PoVw ~ 1 , la integral (3.'18) puede estimarse por 
la técnica de stccpest deseen\ [21]. Esta integral tiene una forma J dpexp[F(p)]. 
Encontrando el punto crítico de Ja fose a partir de la condición F(p.) = O y tomando 
en cuenta solo la solución a esta ecuación cúbica que tiende a Po cuando r -t O 
encontramos que para r no muy grande, 

-ifr{' 
p,(x, r)'" ( + w + il2r('' 

entonces la integral se aproxima por 

P(p)"" F(() - ~(p - 0 2
' 

*(x) '°" _I_ (~) t cF(C) J dpc-<(p-p,)'/7 = f(x, t =0)e-"P! {!!!_, 
V2ii " v-; (3.50) 
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(e) 

Figura 3.16: Evolución de una función Gaussiana compleja bajo el operador de 
aberración esférica fi4 calculado numéricamente para w = 1 cm2 , x0 = O,p0 = O. Se 
muestra (a) el valor absoluto de la función, (b) la curva de nivel de ¡r¡, (c) la cun·a 
de nivel de la fase, (e) la comparación de la parte real y Ja parte imaginaria de r 
calculada numéricamente, linea continua, por su aproximación es serie de Taylor 
para t pequeño, Jínca punteada, y la aproximación de steepest descent línea con 
guiones; para diferentes \·alares de t y los parámetros. 
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doride 

, ······' .·.· ,~(x'.r)=~ ~p~t,.=w.+frl2p!.¡ . . ·: .. ,;.•;;,:.,,: 
· .~.Pesar d~ q~e I~ Cxpansión. polinomial }~.la de stcc~~st-4~Scerit i~~b~j~~~en r.~gi.onc~ 
~istirÍt~,- ni~gun.a ~d~ csiás' aproXi~áciones. ana.lít~ca.S. e~ h~é~a; ·-t.· .. ·.~-<:»: . · ... :: · · ;: .. : 

En la Fig. 3.16 mostramos la acci6n del.operB.dor de ab'eri~~ió~:-esfériC~ d'~ ,t~~~~r 
ofden Sobre una Gaus.iÍana inicial con w = 1··cin2 Ec. (3.~8)_. .· ·· · · ' · 

E.st~ aberración es muy importante ya que es la p~imcia c~Í-rección a la apro-
ximación paraxial del vuelo libre, · 

exp (;1Jn2 
- fa2) ljJ(x, t) "' efo• exp (-itf,;) exp (-it ::, ) ljJ(x, t). 

En esta expansión, el primer térmlno produce oscilaciones globales de la fase, el 
segundo da la evolución libre paraxial y el tercero (que corresponde a la aberración 
esférica) da correcciones al movimiento paraxial. Es importante notar que dichas 
correcciones son muy pequeñas (del orden de l/n3 , donde n es proporcional a la 
velocidad de la luz). 

3. 7 Conclusiones. 

En este capítulo analizamos las funciones Gaussianas que describen los haces lu
minosos bajo la aproximación paraxial y sus aberraciones de segundo y tercer 
orden. Vimos que las transformaciones canónicas lineales generadas por los poli
nomios de segundo grado cu x y p transforman funciones Gaussianas en Gaussianas 
preservando la relación de incertidumbre de SchrOdingcr-Robértson. Encontramos 
también la acción de operadores de tercer (aberraciones de segundo orden) y cuarto 
grado (aberraciones de tercer orden) sobre funciones Gaussianas y mostramos para 
todas ellas las gráficas de la evolución de r. La importancia de estas aberraciones 
radica en que los sistemas ópticos en esta aproximación son en general generados 
por combinaciones lineales de esta base de operadores. Los programas de cómputo 
existentes. permiten integrar al grupo la evolución generada por tales combinaciones 
lineales. La propagación libre gobernada por la ecuación de Helmholtz es diferente 
del vuelo libre paraxial gobernado por una ecuación de tipo SchrOdingcr, y las 
correcciones a esta propagación cstan dadas en términos de aberraciones de tercer 
orden. 



Capítulo 4 

Evolución bajo Hamiltonianos 
polinomiales. 

4.1 Introducción. 

El próposito de este capítulo es comparar la dinámica clásica y cuántica de los pro
cesos cuya evolución es generada Por los Hamiltonianos no lineales más simples. 
Para ello calculamos la historia temporal de las funciones de Wigncr de estos sis
temas en sus estados gaussianos bajo Hamiltonianos no lineales que son polinomios 
de cuarto grado en la coordenada x y el momento p. 

Esta clase de Hamillonianos son importantes en óptica ondulatoria y cuántica. 
En óptica ondulatoria describen las aberraciones de la imagen a tercer orden como 
demostramos en el capítulo anterior. En mecánica y óptica cuánticas, los ejemplos 
más importantes de Hamiltonianos polinomiales de cuarto grado son el oscilador 
anharmónico y el medio óptico de !(err [42, 43]. 

Usaremos la distribudón de cuasi probabilidad de Wigncr para dar una imagen 
visual de la dinámica cuántica. Como veremos, la función de Wigner nos da la 
descripción común más parecida de la dinámica cuántica y clásica en el plano fase 
con x y p1 [44]. 

Mostraremos que los momentos de la función de VJ'igncr (i.c., las integrales de 
las potencias de la función de Wigncr sobre el plano fase) contienen información im
portante sobre el estado de un sistema y que pueden usarse para distinguir entre la 
evolución cuántica. y scmiclásica. [45 1 46). La contraparte clásica de estos momentos 
es invariante bajo cualquier transformación canónica debido a la conservación del 
volumen en el espacio fa~c. En la dinámica cuántica estos momentos se preservan 

1 Utiliznremos la definición cstándnt de la función de Wigner lil cual esta concctndn con el 
grupo dinámico de lleisenbcrg-\\'eyl. 
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bajo cualquier transformación canónica lineal pero varian bajo transformaciones 
no lineales. 

Los momentos de todos Jos estados semiclásicos que se describen por funciones 
de onda Gaussianas son iguales a la unidad. La diferencia con la unidad puede 
servir como una medida nuc\'a de la "no clasicalidad" del estado. El cambio en 
el valor de estos momentos durante evolución no lineal refleja un aumento extra 
de las fluctuaciones cuánticas sobre el nivel clásico correspondiente. Esto nos da 
información cuantitativa sobre la precisión de la aproximación scmiclásica. 

Veremos que los momentos de la función de \Vigncr pueden usarse para de
tectar y cu~ntificar las superposiciones cuánticas de estados macroscópicamente 
distinguibles, i.e. 1 los llamados estados de gato de Schródingcr. 

Como en el capítulo anterior, nos restringiremos al caso del espacio fase bi~ 
<limensional, donde es posible graficar y entender más claramente el comportamiento 
de las distribuciones de cuasiprobabilidad. Sólo consideraremos estados cuánticos 
puros, es decir, estados descritos por funciones de onda. 

Iniciamos este capítulo planteando en la sección 4.2 Ja diferencia que hay entre 
la dinámica clásica y cu.ántica en el espacio fase, enunciando la definición y pre· 
sentando las propiedades principales de la función de \Vigncr en la sección 4.3. En 
la sección 4.4 señalamos las características de las transformaciones no lineales. La 
sección 4.5 contiene una discusión de las transformaciones canónicas no lineales. 
En ella revisamos algunas definiciones previas del elemento de volumen del espacio 
fase para estados cuánticos, poniendo énfasis en la utilidad de los momentos de la 
función de Wigner. Presentamos una fórmula alternativa para estos momentos en 
términos de la función de onda. La parte central de este capítulo está contenida 
en las secciones 4.6 y 4. 71 donde se presentan los resultados del cálculo numérico 
de Ja función de \Vigner para aberraciones ópticas y para el medio de Kerr óptico, 
respectiVamente. Los comentarios finales se presentan en la sección 4.8 de conclu
siones. 

Los resultados de este capítulo aparecen en el artículo [45J que reproducimos en 
el apéndice D y en el artículo [46] enviado a Physical Revicw A que reproducirnos 
en el apéndice E. 

4.2 ¿Cuál es la diferencia entre la dinámica clásica 
y cuántica en el espacio fase? 

Desde la creación de Ja mecánica cuántica se han hecho inumerables esfuerzos para 
comprender mejor la correspondencia entre la dinámica cuántica y la evolución 
clásica [47]. Esta meta se ha alcanzado parcialmente usando la representación de 



CAPÍTULO 4. 79 

espacio fase en la cual el estado de un sistema cuántico puede representarse por 
la distribución de cuasiprobafülidad en el espacio fase del sistema clásico corres
pondiente [48, 491. Descrita de esta manera, la dinámica cuántica es similar a la 
mecánica estadística. Es claro que esta analogía es incompleta debido a que [50]: 

l. las distribuciones de cuasiprobabilidad pueden tomar valores negativos (a 
diferencia de las distribuciones probabilísticas verdaderas), 

2. la distribución clásica puede localizarse en un punto en el espacio fase, mien
tras la distribución cuántica siempre debe extenderse en un volumen finito 
de espacio fase satisfaciendo las relaciones de incertidumbre. 

Tomemos una distribución inicial consistente con las relaciones de incertidumbre 
que describa una partícula real. La pregunta que nos planteamos es: ¿cuál es la 
diferencia entre la dinámica clásica y cuántica en el espado Jase 'I 

La dinámica clásica implica que cada elemento del espacio fase se mueve a lo 
largo de su trayectoría clásica preservando su volumen. Si al tiempb t = O la 
probabilidadd de encontrar unn. partícula en una unidad de volumen en el punto 
xo,Po es Wc1(xa1 po), entonces al tiempo t la distribución de probabilidad es 

Wd(x,p; t) = 'Wd(xo(x,p,t),po(x,p,t)) , (4.1) 

donde x(t), p(t) es la trayectoria clásica que pasa por el punto x0 ,p0 al tiempo 
t = O. ¿Nos ayuda esta imagen a entender la dinámica cuántica? Si lo hace, 
entonces ¿donde se puede usar eficicntcmenle la aproximación scmiclásica. para 
describir un sistema cuántico? Esta pregunta es importante en varias ramas de la 
física que tienen la misma estructura matemática: mecánica cuántica de partículas, 
óptica cuántica y óptica ondulatoria. 

Estas preguntas se formulan de manera más natural en el bien conocido lenguaje 
de la mecánica cuántica de partículas. Tambien surgen cu óptica cuántica cuando 
un solo modo del campo electromagnético es descrito por los operadores de coorde· 
nadas y momento del oscilador armónico¡ este oscilador del campo interactúa con 
un sistema. atómico o con otros modos del campo en el caso <le un proceso óptico 
no lineal. La óptica cuántica moderna utiliza ampliamente las distribuciones de 
cuasiprobabilidad [48, 49], distintas versiones de la aproximación semiclásica {51] 
y otras herramientas de la mecánica cuántica. 

En este capítulo estamos interesados en las aplicaciones en la óptica ondulatoria. 
Como vimos en el capítulo 2, en la aproximación paraxial, la ecuación de Helmholtz 
óptica se reduce a la ecuación de SchrOdingcr. La distancian lo largo del eje óptico 
juega el papel del tiempo t en la mecánica y en el medio óptico bidimensional 
denotaremos la coordenada sobre la pantalla en la dirección perpendicular al eje 
óptico, por :r. El momento canonicnmente conjugado p describe la dirección del 

n.u 
·.E 

W:"':i'~·t" 
t ~~'.:,~-) \~ü nt.BE 

F~.r~~ ~.t:·i"¡:r- l\ 
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rayo en el punto x, t. El línútc clásico corresponde a la óptica geométrica [5]. 
La teoría en la aproximación par axial describe la propagación de rayos de 1 uz 
generados por operadores Hamiltonianos que son polinomios de segundo orden en 
x y p. Estos generan transformaciones canónicas lineales en el espacio fase. Los 
Hamittonianos polinomiales de mayor grado describen las aberraciones al régimen 
paraxial, produciendo las deformaciones visules y el dcscnfocamicnto de imagenes 
en instrumentos ópticos (52J. En óptica ondulatoria Ja pregunta de anterior puede 
formularse como: ¿cuándo puede el instrumento óptico ser bien descrito por ]a 
óptica geometrica y cuándo se necesita usar una descripción óptico ondulatoria? 

La evolución temporal en la mecánica clásica es una transformación canónica 
generada por la función Ilamiltoniana h(p,x) [17, 20], 

x = {x,h}, ¡, = {p,h}' (4.2) 

donde 
{!hJ=ªf~_?.!_8h 

' 8x 8p 8p8x 

es el paréntesis de Poisson y j indica la derivada total respecto al tiempo. La 
evolución mecánico cuántica se describe por la transformación unitaria generada 
por el operador llamiltoniano auto-adjunto JI a través de [53], 

iX=[X,11], iP= [P,ll], (4.3) 

donde [A, BJ = AB-BA es el conmutador2 • La transformación unitaria generada 
puede escribirse, tanto en Ja mecánica clásica como en la mecánica cuántica, en 
la forma exponencial U(t) = exp(-itH), donde t es el parámetro de la transfor
mación3. 

4.3 Funciones de Wigner. 

Así como la función de onda es central para el tratamiento a la SchrOdingcr de la 
mecánica cuántica, así la función de \\.'igncr {51J juega un papel clave en la reprc· 
sentación de espacio-fase de la mecánica cuántica. La importancia de la función 
de \\'igncr radica en que es una función tanto de las variables de posición como de 
momento y ha probado ser muy útil para estudiar el paso de la mecánica cuántica 
a Ja clásica y establecer correcciones. cuánticas a los resultados dásicos (55). 

2 Dcnotarcmos los operadores por mayúsculas y la.'l variables cldsicn.s por minuscufas, 
3 En este caso corresponde al tiempo, pero en óptica geométrica y ondulatoria se identifica con 

la distancia sobre el eje óptico. 
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: · .. u~.~.man.era:··1iti~1.d((d~firiir.la.·r~~éió~ de·~igner ~ara ~~t~do.s. P1:JXO·~ descri.tos 
po~ una funci6n de ~nd~ arbitrária,'ll(x; t) es (54] . . . ..: . : ¡ . ... 

: ~C~' p"t);; 2j, 0o · e2''; 'Il"(x + r· 1) 1I1{x - 1"t) dr : · : 
.-.: .... ·': ·:,' J ; . -oo ' . '. 1 .... '· • ~· • 

(4.4) 

~(x,p; t) = 2j+0o e-""W"(p+ r; t)iP(p- r;t).dr ~. 
' ~00 . 

dóndé li = f. Es decir, comparando con la Ec. (3.5), la función de \Vignér no es 
más que I_a transformada de Fourier inversa de la función de densidad 

G(x,r; t) = 'll"(x + r; t)'Il(x - r; t). 

Notemos que \Jl(:r; t) y iP(p¡ t) son soluciones de Ja ecuación de SchrOdingcr en las 
representaciones de coordenadas y momento, respectivamente. 

Frecuentemente se utílíza otra normalización (50] que difiere de la Ec. (4.4) 
por c1factor1/27r. Nosotros incluimos este factor en Ja definición del elemento de 
volumen del espacio fase, dpdx/2rr. 

Para estados mezclados, la función de \Vigner es 

1
+~ 

W(x,p¡i)==2 -oo e2iprp(x+r,x-r)dr, 

donde pes la función de densidad del estado mezclado. 

La integral de Ja función de Wigncr Ec. (4.4) sobre p, nos da la distribución de 
probabilidad en x (50], 

i'll(x)I' = j~ W(x,p) dp, 
-oo 2tr 

mientras que la integral sobre x de la Ec. (4.4) nos da la probabilidad de que las 
coordenadas de momento tomen el valor p, 

!.P(p)l2 = j~ W(x,p) dx, 
-oo 2tr 

además, se cumple la condición de normalización 

, dx dp 
H (:r.,p):¡;;:- = 1 • 
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Moy~i [S6] utilizi.'0úna' defini~ión ,altcrnativi de la función dé Wigner la cual es 
más útil para ·detcfrninar algunas de sus propicdadcS4 : ' · , 

donde X y ·p son los operadores de posición y momento que satisfaccn.[X, P] = i. 
Roycr [57] interpreta a la función de Wigner como el valor esperado del operador 

de paridad alrededor del punto x, p en el espacio fase . Esto equivale a afirmar 
que la. función de Wigncr es próporcional al traslape de tJI con su imagen especular 
alrededor de ::e) p, lo cual es una medida de que tanto tit esta 11c:entrada11 respecto 
ax, p. 

Usando la propiedad anterior, es claro que la. función de \Vigncr es satisface 

j +"'j+"' dxdp l(w¡q1)1': _"' _.,. IV.,(x,p;t)W0(x,p;t)~, 

de donde se concluye que la función de Wigner puede tomar valores negativos, por 
lo cual no es una distribución de probabilidad en el sentido usua.L De hecho corres· 
pande a lo que en la literatura se conoce como distribución de cuasíprobabilidad. 

Además es fá.cil probar que esta acotada. {57] 

-2 $ \V(x,p) $ 2. 

Otra propiedad de esta función es 

j+~ ¡+«> d:cdp 
({P"Xm)w) = -«> -«> p"xmW(x,p;t)~, 

donde: 
am+n l {P"X'"}w = i"-'"-a B cxp{-i(vp-ux)] 
11v mu u=v=O 

es el ordenamiento de Wcyl {39]. 

. . En et apéndice F reproducimos el programa que usamos para calcula~ la función 
de Wigaer de un arreglo arbitrario de datos (x, >!l(x)). Con este programa se 
produjeron todas las figuras de este capitulo. . 

En particular, para estados coherentes generalizados descritos por funciones 
Gaussianas como In Ec. (3.l), la funcion de \Vigncr es: 

{ 
(:r - x)' lwl' _ , 2w, _ _ } 

\V(x, p) = 2cxp ---;;;;- - --;¡;;-(p - p) + -;;-Cx - x)(p - p) (4.6) 

4 Est11.. dcfinid6n es equi\'a.lentc n la dnda en la. Ec. ( -1.4). 
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Figura4.l: (a) Función de Wigner W(x,p) de una Gaussiana coherente (w = .1 cm') 
como función de la posición :z: y del momento p, (b) Curvas de nivel de W(x,p) en 
el espacio fase. 

es una función Gaussiana tridimensional, con centro en X y ancho VWi en las 
coordenadas, y en momentos tiene centro en ji y ancho Jwl/ ,fiül, su inclinación es 
arctan(2w2/w1 ) y alcanza su valor máximo 2 en el origen(x =O, p =O). 

En la Fig. 4.1 mostramos la función de Wigner dada en la Ec; (4.6) como función 
de la posición x y del momento p, así como las curvas de nivel en el espacio fase 
con intervalos de altura de 0.21 para una Gaussiana coherente (w = 1 cm2). En la 
figura vemos que las curvas de nivel no son más que circulas en el espacio fase. 

4.4 Thansformaciones canónicas lineales. 

Los operadores X y P generan translaciones rígidas del espacio fase. Las transfor~ 
maciones canónicas lineales (35] son generadas por Hamiltonianos polinomiales de 
segundo grado en X y P, es decir, por combinaciones lineales de los operadores 

P', (PX + XP)/2, X'. (4.7) 

Estos operadOrcs son importantes en óptica ondulatoria porque describen sistemas 
paraxiales y en óptica cuántica, divisores de haz, intcrfcrómctros, amplificadores 
lineales, etc. 

Los HamiJtonianos de las Ecs. {4.7} conducen a ecuaciones de movimiento lineal 
que son idénticas en la mecánica clásica y cuántica. 

Entre las distintas distribuciones de cuasiprobabilidad propuestas en Ja litera
tura l5B, 59], sólo hay una para la cual la e\'olución cuántica lineal coincide con la 
evolución clásica (dada por la Ec. (4.1)) [60], esta es la función de Wigner, Ec. (4.4). 
De hecho, el requisito de covarfonza entre las transformaciones canónicas cuánticas 
y dásicas lineales puede servir como una definición alternativa de la función de 
Wigner [61J. 

20 
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Por ejemplo, la función Q [62], definida como .. 

Q(x,p) = J(al'11)12 

. donde la) es un estado coherente con el parámetro a= (:i: + ip)/,/2, se comporta 
como una distribución clásica ( Ec. 4.1) bajo traslaéiones y rotaciones del espacio 
fase, pero tiene una ley de transformación diferente bajo la acción del operador de 
compresión, ver, e.g. 1 (63]. 

Bajo dinámica lineal, la solución clásica determina completamente la cuántica, 
de manera que uno puede reducir el problema de resolver la ecuación de onda a 
la solución de las ecuaciones de 1-Iamilton clásicas correspondientes. De hecho, 
uno puede tomar la función de \Vigner describiendo el estado inicial, encontrar :;;u 
solución de la Ec. (4.1) y si es necesario reconstruir la distribución marginal. Nos 
referiremos a la distribución de probabilidad clásica Ec. (4.1) que evoluciona de las 
condiciones iniciales W(p0 , xo¡ t =O) como la función de \Vigner "clásica.11

• Debido 
a que las funciones de Wigner clásica y cuántica evolucionan de manera idéntica 
bajo dinámica lineal, entendemos que la función de Wigncr da la descripción común 
más cercana de la dinámica clásica y cuántica. 

4.4.1 Acción del operador X 2 • 

Como vimos en el capítulo anterior X'J. /2 corresponde a la acción de un lente 
delgado. 

Clásicamente, el operador X 2 transforma linealmente el espacio como 

X = Xo 1 

p = Po- xt, 

por lo que la función de \Vigner clásica asociada a esta transformación es 

IVx•(x,p,t) = IV(x,p+xt), 

en particular para un haz Gaussiano, 

\Vx,(x, p, t) = [ 
(x - x)' + lwl 2 (p - p + xt)' 

2 exp 
W¡ 

+2w2(x-x~~-¡;+xt)1 • (4.8) 

En la Fig. 11.2 se muestra la función de \Vigner para una Gaussiana coherente ·cen
trada Cn el origen para diferentes valores del parámetro de evolución. En este caso 
las curvas de nivel son elipses que se alargan en p conforme t aumenta conservando 
el área dentro de la curva de nh·cl \V(x,t) =constante. 
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{a) t =O. 5 

( b) t •2. o 

Figura 4.2: Función de \Vigncr asociada a una Gaussiana bajo la acción del ope
rador X' para (a) t=0.5, (b) t=2.0. La Gaussiana inicial (en t=O).csta centrada 
en el origen y tiene un ancho w = 1. Se muestra la gráfica tridimensional de la 
función de \\'igncr y fos curvas de nivel en el espacio fase para intervalos de altura 
de 0.1 a 1.9 espaciados 0.3. 
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Figura 4.3: Curvas de nivel en el espacio fase de }a función de Wigner asociada a 
una. Gaussiana bajo la acción del operador {X P} para. (a) t = 0.5, (b) t = 2.0 y (e) 
t = -2.0. La. Gaussiana inicial esta centrada en el origen y tiene un ancho w = l. 
Los intervalos de altura van de 0.1 a 1.9 separados 0.3. 

4.4.2 Acción del operador {XP}. 

Como vimos en el capítulo anterior (P X+ XP)/2 comprime el espacio fa.se a. lo 
largo de una coordenada y lo alarga en la otra¡ transforma un oscilador armónico 
en otro con frecuencia diferente. 

Clásicamente, {X P} transforma el espacio como 

x Xoe', 

p = poe-t, 

por lo que la. función de \Vigncr clásica asociada a esta transformación es 

IV¡xp¡(x,p,t) = IV(xc-•,pc1
), 

en particular para un haz Gaussiano, 

(4.9) 



87 

En· la Fig. 4.3 se muestra la función de Wigner para una Gaussiana coherente 
centrada en el origen para. diferentes valores del parámetro de evolución t. Como 
vcmóa,·conforme t aumenta, la función de Wigner se comprime en el ejcp a1argan· 
dose en :r: de forma que se conserva el área dentro de la curva de nivel W(x, p) =cte. 
~ara -t CJ comportamiento es el mismo que si ro taramos 7r /2 la gráficá. para t. 

4.4.3 Acción del operador P 2• 

En óptica ondulatoria paraxial P 2 /2 genera la propagación libre de rayos de luz 
en un medio homógcneo. 

Cl~icamentc, P 2 /2 transforma el espacio linealmente mediante 

:r: xo+110t, 

P Po, 

por lo que la función de Wigncr asociada a esta. transformación es 

W¡n(x,p,t) = W(x-pt,p), 

en pa~ticular para un haz Gaussiano, 

Wp•(x,p,t) = 2 [ 
(x -fi:-pl)2 + lw+ itl'(p-fi)' 

exp 
W¡ 

2(x - x - ¡;t)(p- ¡;)(w2 + l)l + . 
W¡ 

{4.10} 

En la Fig. 4.4 se muestra la función de Wigncr para una Gaussia.na coherente 
centrada en el origen para diferentes valores del parámetro de evolución t. Como 
vemos, ~n este caso las curvas de nivel de la función de Wigncr son elipses que, 
conforme t aumenta, se alargan en x conservando el área dentro de Ja curva de 
nivel W(x,p) =cte. El centro de las elipses es (.X,fi) y su inclinación depende de 
w. Estas gráficas son las mismas de llTx:z (Fig. 4.2) si intercambiamos t por -t y 
p por :z:. 

4.4.4 Acción del operador P 2 /2 + X 2 /2. 

Este operador corresponde al HaTtlHtoniano de oscilador armónico, P 2 /2 +w2 X 2 /2, 
el cual genera rotaciones rígidas del espacio fase alrededor del origen. La rotación 
por un ángulo de 7r/2 es justamente la transformación de Fouricr. Para librarnos 
de w necesitamos hacer el cambio de variables X~ Xl.JW, P 1-1> ../WP y t 1-+ t/w. 
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Figura 4.4: Funcióu de \Vigner asociada a una Gaussiana bajo la acción del opera~ 
dor P2 para t=0.5 Se muestra la gráfica tridimensional de la función de \Vigner y 
las curvas de niveJ para intervalos de altura. de 0.1 a l.9 con intervalos de 0.3. La 
Gaussiana. inicial esta centrada en el origen y tiene un ancho w = l. 

C1ásicamcntc este operador transforma el espacio como 

x = xocost + p0 sint, p = -Xosin t + PoCOSt' 

por lo que la función de \Vjgncr será 

IV(,'+z')/2(:r,p; 1) = W(:r casi - psin t,:rsint +peas t). 

4.5 Transformaciones no lineales. 

Ahora consideraremos las transformaciones canónicas no linea.les generadas por Jos 
polinomios de cuarto grado en X y P. Tales Hamilt.onianos son combinaciones 
lineales de los operadores 

P4
, {XP'J. {X2P')w, {X3 P), x•. (4.11) 

Un ejemplo particularmente importante de I-Iamíltonianos polinomiales de cuarto 
grado en óptica cuántica. es 

JI= ~(P2 + w'X') + (x/4w2 )(P' + w' X')', 

el cual describe el medio de I<.crr óptico en las variables X y P de un solo modo 
deJ campo electromagnético. 

En cJ ca.so no lineal\ la solución clásica no determina la dinámica cuántica 
dado que los productos de P's y X's cntrnn en las ecuaciones de movimiento de 
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Heiscnbcrg. El valor medio de estos productos (e.g., ({PX}(t))) son variables 
adicionales que estan ausentes 'en las ecuaciones clásicas. Por lo tanto, las funciones 
de Wigncr clásica y cuántica evolucionarán de distinta manera. 

Supondremos que el estado inicial del sistema está dado por una función de 
onda Gaussiana en la representación de coordenadas, Ec. (3.13). Como hemos 
visto, la función de onda en la representación de momentos y también la función 
de Wigncr son Gaussianas. Bajo evolución lineal las Gaussianas continuan siendo 
Gaussianas tal vez de parámetros distintos. Dado que la evolución lineal es la 
misma en los casos cuántico y clásico, debemos concluir qu1.."" los estados coherentes 
generalizados (ECG) son estados scmiclásicos5 • Se sabe que i(;3 únicos estados que 
tienen funciones de Wigner positivas en todo el plano son los ECG (48]. Bajo 
evolución cuántica no lineal, la Gaussiana inicial pierde su forma y su función de 
\Vigner tomará valores negativos en algunas regiones del espacio fase. Es de esperar 
que las fluctuaciones cuánticas expandan el estado inicial coherente. 

Podemos resumir la imagen general como sigue: La función de Wigner Gausw 
siana inicial es una "montaña" en el espacio fase. Bajo evolución lineal, tanto 
clásica como cuántica, se mueve, rota y comprime preservando el área dentro de 
una curva de nivel dada. La e\•olución no lineal clásica también puede deformar 
la apariencia de la montaña manteniendo el área constante. Pero la evolución no 
lineal cuántica, aunque mueve la cima de la montaña de acuerdo con la imagen 
clásica muestra un nuevo fenómeno: la aparición de "oscilaciones cuánticas" en la 
región cóncava de las curvas de nivel de la montaña. Este es un fenómeno puraw 
mente cuántico y, como veremos, no tiene contraparte clásica. Bajo evolución no 
lineal es de esperar que el área ya no se conserve, pero en este caso ya no es claro 
como definir c1 elemento de volumen en el espacio fase. Por supuesto la contraparte 
cuántica del concepto de conservación del volumen fase clásico sería muy útil. Esto 
nos lleva a plantear en óptica cuántica la pregunta ¿cuál es la manera más natural 
de describir fluctuaciones cuánticas~ 

Mientras consideremos transformaciones lineales se conoce la respuesta: uno 
puede usar el lado izquierdo de la relación de incertidumbre de SchrOdinger-Robertson 
(6·1], 

li 2 1 
= Ur:r:Upp - Urp ~ ¡ 1 (4.12) 

la. cual vimos en el capítulo anterior. La igualdad en la Ec. (4.12) se da para 
estados Gaussianos puros. Dodonov y Man 'ko notaron que el valor ó en la Ec. 
(4.12) es invariante bajo transformaciones canónicas linea.les tanto en mecánica 

6Notcmos que los ECG incluyen c11tndos comprimidos a pesar de que la compresión usueJmente 
se considera como un atributo no clásico. Considera.mes a los ECG como estados semiclñsicos 
porque estamos intercsndos en el cornportnmicnto dinámico, i.e., en las propjedndes de transfor· 
mación de los e.stndos y todos los ECG se transforman entre si por transformaciones lineales que 
son esencialmente semiclá.sicas. 
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Figura 4.5: Función de Wigner para un estado de gato de SchrOdinger. Se muestra 
la. gráfica tridimensional de la función de \\1igner y las curvas de nivel para intervalos 
de altura de 0.1 a 1.9 con intervalos de 0.3. 

clásica como cuántica (34]. La dinámica. lineal no conduce a ningún crecimiento 
extra de las fluctuaciones cuánticas sobre las clásicas. 

Sin embargo, bajo transformaciones no lineales, 5 no es un invariante aún en 
la mecánica clásica, por lo que 6 no puede describir en general un elemento de 
volumen en el espacio fase ya que este se conservaría bajo cualquier transformación 
canónica clásica, lineal o no lineal. Entonces, el parámetro de Dodonov-Man'ko ó 
puede utilizarse mejor para caracterizar el "grado de no linealidad" del sistema, en 
lugar de su "grado de no clasicalidad" como se menciona en la Ref. [65]. De hecho 
este parámetro es muy útil para describir el comportamiento no lineal a tiempos 
cortos, aún cuando no siente efectos globales (tales como los estados de gato de 
SchrOdinger) que aparecen a tiempos largos. 

Este es el mejor momento para mencionar algunas propiedades de los esta
dos de gato de SchrOdinger. La distribución de cuasiprobabilidad para un estado 
c~herente es una Gaussiana centrada en el punto (X, p) del plano fase. La super
posición cuántica de dos estados coherentes con coordenadas y momentos macros
cópicamentc distinguibles (Xi,.Pi), (X2 1 fü) es un ejemplo de un estado de galo de 
SchrOdinger [66]. Cualquier distribución de cuasiprobabilidad es diferente de cero 
en la vecindad de los puntos (Xi, p1) y (X 2 , P:z). Más aún, la función de Wigner 
también muestra oscilaciones rápidas en el punto medio (x1 + x,)/2, (¡;, + ¡;,)/2, 
que revelan la superposición coherente de los estados (ver Fig. 4.5). En una mezcla 
estadística <le los mismos estados, no hay oscilaciones. Las incertidumbres en coor
denadas y momentos para el estado de gato tienen valores del orden de IX 1 - X2I y 
Jfi1 - p,J. El parámetro 8 en la Ec. (4.12) no toma en cuenta que la partícula sólo 
puede estar en la vecindad de los puntos (X 1,p1), (X 21 ji2), y nunca entre ellos. 

La dificultad para describir ílucluaciones cuánticas para estados de galo de 
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Schr~din~~í-.-pu~~c· salvarse usando la entropía como una medida de fluctuación 
[67]¡.·:;D'ado '.q~e no·.hay una Oistrfüución verdadera en· el espacio fase cuántico, 
Wehrl [6B} :propasó calcular. la entropía utilizando la función Q que es positiva 

· sienipre;,,· · 

J dpdx 
Sq= - QlogQ~. (4.13) 

L·~··:énÍ.roPíti de Wchrl tiene información más precisa sobre el volumen de espacio' 
rase ocui:>ado por el estado cuántico¡ por lo que es especialmente cOnveniente para 
la deséripción de los estados de gato de Schréidingcr [69]. En particular, si el estado 
de gato consiste de Af crimponentcs bien separados, entonces 

Sq=So+logM, 

donde 8 0 es la entropía de un so]o componente. Por Jo tanto, Ja entropía de Wehrl 
es- un buen candidato para describir el volumen de espacio fa.se ocupado por el 
estado cuántico. Desafortunadamente, Sq no es invariante bajo transformaciones 
de compresiónº [70L la entropía de Wchrl sobrccstima las fluctuaciones cuánticas 
de estados comprimidos. 

Buscamos una cantidad que pueda servir para separar entre Ja dinámica clásica y 
. cuántica y, desde el punto de vista de aplicaciones, que determine si la aproximación 

semiclásica es buena o no. Recordando que las transformaciones lineales cambian 
la función de \Vigner covarfantemcnte en dinámica cuántica y clásica, podemos 
concluir que los aspectos cspecificamentc cuánticos de un sistema son debidos a la 
parte no lineal de la dinámica, la cual transforma un estado semidásico inicial en 
uno "altamente cuántico". Entonces, el parámetro que distingue entre la dinámica 
clásica. y la cuántica también debe separar entre estados semiclásicos y "altamente 
cuánticos" [71]. 

Tendríamos una medida de la clasicalidad de los estados que tenga todas las 
propiedades deseadas si pudiéramo::i calcular la entropía usando la función de 
\\'igner como una distribución de probabilidad. Sin embargo esto es imposible 
dado que la función de Wigncr puede tomar valores negativos7 • Más aún, es· 
tos vaJorcs negativos son una manifestación importante de la no clasicalidad del 
estado. Podemos considerar otras funciones monotónicas en lugar del logaritmo 
estudiando el comportamiento de integrales del tipo [46] 

! = jf(W) dpdx' 
211' 

6Esto es debido al "rnal" cornportnmil'nlo de Ja función Q bajo compresión 

(4.14) 

7La entropía cstn determinada corno el valor medio del logaritmo de la distribución, el cunl·no 
esta definido pnrn \•alares ncga.th·os. 
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doÍlde f(iV) es cilalquicr función moÍlotónica de la función de Wigncr8 •· ES ·iffi-· 
peri.ante notar quc·csta'. integral es invariante en el caso clásico bajo cualquier 
transformación canónica, lineal o no lineal. Para verificar esto cambiemos la.S varia.: 
bles :c,p ....... :co(x,p,t),po(x,p,t), donde xo, po es el punto inicial de la traycctoriá .. 
clásica que pasa por el punto :i:(t), p(t) al tiempo t. La invarianza de la integral 
(4.14) se sigue de la conservación del volumen de espacio fase bajo transforma
ciones canóoicas9 • En el caso cuántico, las integrales (4.14) son invariantes bajo 
transformaciones lineales. ' 

Las funciones monotónicas más sjmplcs son las potencias Wk 1 en cuyo caso, las 
integrales (4.14) son los momentos de la función de \Vigner: 

k j • dpdx J,(t) = 
2
,_1 W (p,x;t)~, k = 1,2, .... (4.15) 

Las cantidades correspondientes para distribuciones de probabilidad verdaderas 
se conocen como "entropías a::n [72]. Estas obedecen algunas desigualdades que 
reflejan las relaciones de incertidumbre [73] (e/. Ref. [74]). 

De la condición de normalización se sigue que 11 = l. Además, para cualquier 
estado puro, 12 = l. Para estados mezclados descritos por la matriz de densidad 
p, el segundo momento da la pureza del estado 12 = trace(p2 ) [48, 75]. Por lo 
anterior, sólo los momentos h, k 2:. 3 contienen información no trivial. Es fácil 
checar que nuestra normalización implica que para cualquier estado Gaussiano puro 
I1r. = l. La evolución lineal cuántica preserva los valoré inicio.les de los momentos. 
Sin embargo, la evolución cuántica no lineal del estado Ga.ussiano inicial puede 
disminuir los valores de los momentos h para k ~ 3. 

Se pueden escribir los momentos (4.15) directamente en términos de las fun
ciones de onda en la representación de coordenadas o momentos (sin usar la función 
de Wigner). De hecho, sustituyendo la Ec. (4.4) en la Ec. (4.15) e integrando sobre 
p tenemos, 

,,_, 
h(t) = k j dxdr1 ... Jr¡,_¡ II .¡¡•(x+r;)l!J(x-r;) 

j=l 

>Jl•(x-1·1- ... -r¡,_1)>Jl(x+r1+ ... +r¡,_¡). 

Esta ecuación (y otra similar en términos de la función de onda en la. representación 

8 La definición dr. entropfa usa la función logaritmo para. tener unn. cantidnd aditiva pnrn 
sistemas que consten de subsistemas no intcractuantes. Como trabajamos con un solo grado 
de libertad que no pueden separarse en subsistemas, podemos librarnos de la necesidad de una 
propiedad aditiva. 

8 No podemos introducir en el integrando de (4.14) ninguna dependencia ndidotial de z y 
p distinta de la contenido. en la íunción de Wigner ~·a que esto dcstruiria In in ... arianza bajo 
transformaciones canónicas clásicas. 
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dC momentos) pueden ser utilcs en el estudio de las propiedades analíticas de los 
momentos. · 

En lo que resta de este capítulo calcularemos numéricamente los momentos Ik 
para k = 3, 4, 5, 6 para distintos ejemplos de dinámica no lineal gobernada por 
Hamiltonianos del tipo ( 4.11) y mostraremos que de hecho estos momentos tienen 
información importante que. se puede usar para distinguir la dinámica semi clásica 
de la dinámica cuántica, y los estados scmiclásicos de los cuánticos. Más aún, se 
pueden usar para detectar gatos de Schr8dingcr. 

4.6 Aberraciones ópticas. 

En esta sección utilizaremos la terminología de la óptica ondulatoria. La teoría de 
Lic de aberraciones de imagcncs geométricas {52] identifica. los operadores ( 4.11) 
con las aberraciones de tercer orden en un medio óptico bidimensional. La dis
tribución marginal l1J<(x)l 2 en la Ec. (6) es la intensidad de la luz en una pantalla 
unidimensional de coordenada x. La designación usual de :z para la coordenada 
sobre el eje óptico es reemplazada por el parámetro de evolución t. Investigaremos 
la acción de aberraciones sobre un estado inicial coherente vacío i.e., una Gaussiana 
de ancho 1 centrada en el origen del espacio fase. 

4.6.1 Aberración esférica P 4• 

En óptica ondulatoria corresponde a la primera corrección a la propagación libre 
paraxial (aberración esférica). También describe la primera corrección relativista 
a la. ecuación de Schr5dingcr, 

En las l<"'igs. 4 .6 mostramos la evolución clásica y cuántica de un estado coherente 
vacío inicial para t = 0.5 y t = 2.0. Los estados resultantes ya no son Gaussianos1 

pero se representa por una montaña que se expande rapidamente en x. La dife
rencia entre el caso clásico y el cuántico se nota en las oscilaciones adicionales que 
aparecen e11 la función de \.Vigner cuántica, las cuales se ven en las Figs. 4.6a
d y cstan ausentes en las Figs. 4.6e,f. En las curvas de nivel se observan como 
pequeñas islas que se forman en la parte cóncava de la montaña principal¡ su 
área es considerablemente menor que el área del estado vacío. A este fenómeno 
le llamaremos '"oscilaciones cuánticas" [45]. La presencia de estas 11oscilacioncs 
cuánticas11 en el espacio fase claramente indican el carácter cuántico de la evolución. 
Tenemos un estado umá.s cuántico" cuando las oscilaciones son más intensas. 

El comportamiento de los momentos, mostrado en 11\. Fig. 4.7 es bastante plano. 
Hay un decrecimiento en iodos los n1omcntos mayores al segundo. La constancia 
de /2 es una. prueba numérica de lil. confiabilidad de los cálculos. La figura indica 
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Quont um,. t =O. 5 Quont um. t =2 

(b) 

Ouonlum leve! ptot. t•0.5 Quonlum leve! plot. t•2 

(e). ~l ~6!~ 1 ~l-~~-·¡ 
-~L.tl~~~~-~ ...... -~~~~~11 -i11 ~ lt 

Clos~icol leve/ p/ot, t""0.5 Closslcal leve! plot, t=-2 

Figura 4.6: Evolución de las funciones de \Vigncr dásicas y cuánticas para. el Hamil
tonia.no p• (aberración esférica). (a,b) Gráficas tridimensionales de las funciones 
de Wigocr cuántica para t = 0.5 y t = 2.0; (c,d) curvas de nh-cl de las mismas 
funciones de lVigncr¡ (c,f) cun"as de nh·cI de las funciones de \Vigncr clásicas para 
los mismos instantes de tiempo. 

(d) 

(f) 
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Figura 4. 7: Evolución temporal de los momentos de las funciones de Wigner 
cuánticas para el Hamiltoniano P 4• !2 (línea punteada) se muestra como una 
prueba de nuestro cálculO numérico. La disminución de los momentos Ik para 
k 2:: 3 revela la diferencia entre la dinámica clásica y cuántica. 

que los estados semiclásicos continuan siendo una buena aproximación a los estados 
cuánticos. 

4.6.2 Coma {XP3}. 

El generador de esta transformación es 

H = {XP3
) = P'X+i~P'. 

En óptica este Hamiltoniano corresponde a la aberración llamada coma. También 
es la primera aproximación al fenómeno de coma relativista [76]. 

La ecuación de SchrOdingcr en la representación de momentos es la ecuación 
diferencial de primer orden 

- 3 3 2 -;a,11t(p, t) = i(p a,+ 2 P )q'(p, t). 

cuya solución exacta la encontramos en el capítulo anterior, 

¡¡,(p, t) = (1 - 2~21)''' ¡¡; ( v'l ~ 2p't, o) , 
siendo Íjl(p, O) = 'lr-•I• cxp[-p2 /2] la condición inicial. La función de Wigncr puede 
calcularse numéricamente de la Ec. (4.'1) para producir las F'igs. 4.Sa-f. Se observa 
un corrimiento simétrico de la montaña y compresión en momento. En el caso 
cuántico nuevamente tenemos u.oscilaciones cuánticas" en la parte cóncava de la 
montafia principal. 
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Quonl um, l =O. 5 aUantum. t=2 
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(a) 
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(b) 

Quantum leve! plol, Ouontum levo\ plat, t•2 

Classlcol \evel plot, t•O.S Clossléol level pLot. t-2 

(e) 
. ~o 

Figura. 4.8: lgual que en la Fig. 3.6 para el Hamiltonia.no {XP3 } (coma). 
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Las soluciones a las ecuaciones de movimiento clásicas son 

"'º = :r(l 0 - 2p2 t)ª'2 , Po = v'I _!: 2p't , 

donde la trajcctoria :r = :r(t), p = p(t) empieza en el punto :ro, Po· Notemos 
que todo·eI ranio de momento inicial -oo < Po < oo se mapca 'en ~] intervaJo 
lp(t)I < I/,/2ti no hay puntos más alla de esle intervalo. En el nivel cuántico, 
la función de Wigncr al tiempo t es cero fuera de la banda !PI < 1/...til y la 
condición de normalización involucra Ja integración unicamcnte sobre esta banda. 
Esta compresión en la variable de momento corresponde a Ja compresión hacia el 
frente de las direcciones de Jos rayos bajo coma relativista en la pantalla en óptica 
geométrica [76]. 

4.6.3 Astigmatismo {X2P 2}w. 

El astigmatismo puede caracterizarse clasicamcnte como una rotación hiperbólica 
diferencial del espacio fase. 

Como vimos en el capítulo anterior, el I-IamiJtoniano en Ja representación de 
coordenadas tiene la forma 

H = {X2 P 2 )w = -x•a~ - 2:r8, - ~. 
Se puede encontrar exactamente la función de Green para este Uamiltoniano¡ sin 
embargo, es más conveniente resolver numéricamente la ecuación diferencial para 
la función de onda (ver apéndice C) y entonces encontrar la función de \Vigner por 
integración (ver apéndice F). 

En las Figs. 4.9a,b vemos una montaña simétrica que se desarrolla de nuestro 
estado coherente vacío inicial para t = 0.1 y t = 0.5. En el caso cuántico tenemos 
"oscilaciones cuánticas" mucho más inteÍiSa.s en la parte cóncava de la montaña 
principal. En las Figs. 4.9c,d vemos entre otras las curvas de nivel cero, las cuales, 
debido a la forma de las oscilaciones cuánticas aparecen como si fueran hipcrbolas. 
Los va1orcs de los momentos que se muestran en Ja Fig. 4.10, decaen proporcional
mente más rápido que en el caso de aberración esférica y coma. (Noternos que 
estas figuras también estan calculadas para tiempos más cortos que lo~ de las otras 
aberradones). 

4.6.4 Distorsión {X3 P}. 

Este operador en la representación de coordenadas toma la forma 

iI = -i [x38, + ~x'] . 
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Quont um, t •O. 1 Quantum. t=0.5 

""<>: 
-:5..~ (a) ,.. 

(e) 

:<el 

Ouontum revcil plot, t•O.t 

o 
Clossicol levet plot, t•O, 1 

B )"' 
Cucntum level plot, looO.S 
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Clo:uiccl level plot, t•0.5 

Figura 4.9: Evolución de las funciones de Wigner clásica y cuántica. para el Hamil
tooiano {X:i P 2 }w (astigmatismo). (a,b) Gráficas 3-dimensionalcs de las funciones 
de Wigncr cuántica para t = 0.1 and t = 0.5; {c,d) curvas de nivel de las mismas 
funciones de \Vigner cuánticas; (e,f) cun·as de nivel de las funciones de \Vigner' 
clásicas para los mismos instantes de tiempo. 

(b) 

(f) 
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. Figura 4_,10: Lo mismo que en In Fig. 3.6 para el Hamiltoniano {X2P 2}w (astig
matismo). 

La ecuación diferencial para distorsión en Ja representación de coordenadas tiene 
18. misma forma que la ecuación para coma en la representación de momento si 
cambiamos t pOr -t. Coma y distorsión son conjugados de Fouricr uno del otro 
(77] por lo que. la evolución bajo distorsión corresponde a dinámica comática en 
reversa1 

F(x, t) = (1+2~2/)3/< Fo (y'¡: 2x2t) . 

Las funciones de \Vigncr clásica y cuántica se muestran en las Figs. 4.lla-f. 
Co~o vimos antes, coma comprime el espacio fase a lo largo del eje de momento, 
correspondientemente, la distorsión lo cxpandcrá a lo largo del eje de coordenadas, 
como se ve de las trayectorias clásicas, 

Xo 

X= J1-2x~t 1 p = p(l - 2x~t)312 • 

Estas trayectorias alcanzan infinito en un tiempo finito: en t 1 los puntos que iní
cialmcnle tienen coordenadas Jx0 1 < 1/./2t continuaran en el plano finito, mientras 
que los puntos xo = ±1/v"fl se mapearan en infinito. Los puntos lxol > l/v"fl 
dcsaparcceran del espacio fase clásico por lo que no contribuiran a Ja solución 
cuántica. Por lo tanto, no se conserva la normalización de la función de onda. Esta 
propiedad poco grata del lfomiltoniano de distorsión fue notada por Klauder [78]. 
Correspondientemente, los momentos 11 e /2 no son constantes en csie caso. En 
la Fig. 4.12 mostramos los momentos para distorsión donde se observa c1aramcntc 
esta inconveniente propiedad. 
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Figura 4.12:.· L~ mismo que en la Fig. 3.6 para el Haniiltoniano {X3 P} (distorsión). 

4.6.5 Pocus X4. 

Pocus es la transforlnada de Fourier de la aberración esférica: amplía el haz de 
rayos en momento y deja Ja coordenada de posición invariante, por lo cual no 
afecta la calidad de la imagen geométrica y no se incluye en la clasificación ele 
Scidcl tradicional l79]. Su único efecto es multiplicar la función de onda por una 
fase eit:r'. 

La evolución de la función de Wigncr se puede encontrar de la aberración 
esférica por rotación de Fouricr del plano fase e inversión del tiempo. Se mues
tra en las Figs. 4.13a-f para t = 0.5 y t = 2. Los momentos I1i: son invariantes bajo 
esta transformación por lo que coinciden con los de la Fig. 4.7. 

4. 7 Medio de Kerr no lineal. 

Un modelo exitoso de medios ópticos activos en los que la auto-interacción del 
campo tiene lugar es el medio de I<err [42 1 43, 80, 81, 82J. Su Hamiltoniano es 
un oscilador armónico que describe un solo modo cuantizado del campo electro
magnético de frecuencia w más un término de auto-interacción con una constante 
de acoplamiento X (43]. Tiene la forma 

ll = ~(P' + w' X')+ :,x(P' + w' X')'. (4.16) 

En electrodinámica cuántica, el Hamiltoniano se escribe usualmente en términos 
del operador de número de fotones fi = ata como // = wñ + xfi. 2 (donde w es 
el corrimiento relacionado con la Ec. (4.16)). Es claro que el Ilamiltoniano de 
oscilador armónico y el Hamiltoniano J(crr total tienen los mismos cigenvcctorcs. 
El número de fotones se conserva pero hay una evolución no trivial del campo fase. 
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Figura 4.13: lgual que en la Fig. 3.6 para el Ha.milloniano X 4 (pocus). 
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En el apéndice G se reproduce el programa con el cual se calcularon los datos de 
las Figs. 4.14a-f donde se muéstra la evolución temporal de la función de \Vígner 
bajo el Hamiltoniano Kerr. La evolución correspondiente de los momentos está en 
la Fig. 4.,15. En estas figuras tomamos X = 1. El primer término en el Hamiltoniano 
(4.16) produce una rotación rápida de las graficas con frecuencia angular w que no 
es importante, por esto trabajamos en Ja imagen de interacción que substrae esta 
rotación. 

Al principio del proceso, para t pequeña, l = 0.02, la función de Wigncr Gaus
siana inicial ccnlrada en el punto X = V2fl ~ 5.7,fi = O 10, es estirada y rota 
en el plano fase (ver Fig. 4.14b); todos los momentos mostrados en las Fig. 4.15 
catan muy cerca de la unidad y el estado es atín casi semi clásico. Sin embargo, esta 
comprimido en una dirección definida en el plano fose. 

Conforme el tiempo avanza (ver Fig. 4.14c)1 el estado del capipo se estira, no 
a lo largo de una línea recta pero a lo largo ele un círculo, cxtendicndosc en fase. 
Esto produce la forma de '1luna creciente" de la distribución de cuasiprobabilidad. 
La deformación de Ja cima de la montaña continua siendo scmíclásica. Sin cm· 
bargo, la forma de la montaña esta lo suficientemente curvada para que aparezcan 
"oscilaciones cuánticas". Cuando Jos momentos h todavía no son muy pequeños, 
/¡. rv 1 (Fig. 4.15), estas ondas son débiles por lo que su contribución al volumen 
del espacio fase es pequeña. El área de la montaña aumenta lentamente mientras 
la dispersión angular crece rapidamcntc, de manera que esperamos una compresión 
de la amplitud radial. Esto ocurre un poco lejos de la dirección radial, pero puede 
transformarse en compresión de la amplitud si desplazamos el origen del plano fase 
de forma que Jo tengamos en el centro de curvatura de la luna creciente. Fisica· 
mente esto se puede lograr colocando el medio J(err no lineal dentro de uno de 
los brazos de un intcrfcrómetro Mach·Zchnder, como Jo propusieron Kitagawa y 
Yamamoto (43J~ De esta manera se puede alcanzar una fuerte compresión en las 
fluctuaciones del número de fotones 11 • La compresión de amplitud de Kerr puede 
realzarse eligiendo como estado inicial un estado ya comprimido (82J. 

Cuando t avanza más (Fig. 4.14d), la amplitud angular se vuelve comparable con 
27r y las 11oscilaciones cuánticas" se hacen muy intensas volviendose comparables a 
lo que resta de la luna creciente original (la montaña clásica) y ocupando todo el 
interior. Es claro, que Ja razón de estas oscilaciones es la auto-interferencia en el 
espacio fase. Podemos decir que distintas partes de la distribución de cuasi proba
bilidad crean franjas de interferencia cuando se reunen entre sí. 

En algunos instantes de tiempo la auto-interferencia produce ondas estacio-

to Esta no es la. Gaussiana para el estado vacío sino que corresponde al estado coherente de 
Glaubcr con el número de fotones ñ = 10 

11 Notemos que las oscilaciones cuñntica.s son invisibles en !ns gráficas de In función Q usad ns 
en la Rcf. [13]. 
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Figura 4.14: Evolu-ción -de la. función de \Viga.Ce para el Hamiltoniano 
x(P2/w + X 2w) 2 (medio de Kerr). El estado inicial es uno coherente descrito 
por ·una distribución de Poisson con ii = 16. (a) t = O; (b) t = 0.02; (e) l = 0.05; 
(d) t = 0.2; (e) t = r./3; (f) t = ¡;/2; vemos los gatos de Schréidinger para l = r./3 
)' t = r./2. 
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Figura 4.15: Evolución temporal de los momentos de las funciones de Wigncr 
cuánticas para el Hamiltoniano de Kerr. (a) .Momentos pares !2 (línea punteada), 
!4 e fo. (b) Momentos impares / 1 (línea punteada), /3 e f.. Las líneas verticales 
punteadas corresponden a los instantes de tiempo rr/6, rr/5, rr/4, rr/3, 2rr/5, rr/2 y 
3rr/5, cuando aparecen Jos gatos de SchrOclinger. 

narias a lo largo del círculo. Estas ondas se forman en el medio Kerr a xt 
ln/m, siendo /, m enteros mutuamente primos, l < m < Vil. Estos corresponden 
a los gatos de Schrodinger [66]; ver Figs. 4.14c,f. El estado de gato al tiempo 
xt = lrr /m tiene m componentes, que son bien notorios en el medio Kerr. Esto 
es una consecuencia de un espectro entero del Hamiltoniano de interración Kerr 
ñ 2 • El fenómeno de auto-interferencia también aparece en el modelo de Jaynes
Cummings [83] y en el de Dicke [84]. Se ha mostrado que el campo en ambos 
modelos, para condiciones iniciales especiales puede describirse por el Hamiltoniano 
efectivo //rncJt..e rv {ñ + 1/2 [84], i.e., la raíz cuadrada del 1-Iamiltoniano de oscilador 
armónico. Entonces, el Hamiltoniano de Dicke genera una evolución que en cierto 
sentido es similar a la del Kerr ( cf., [85])¡ sin embargo, el Hamiltoniano efectivo 
no tiene un espectro entero y los gatos de SchrOdinger no son muy notorios. Es 
importante remarcar que las bandas de interferencia bruscas entre las componentes 
del gato en las Figs. 4.14e,f no cxistirian si el estado fuese una mezcla estadística 
de los mismos componentes. La función Q no muestra ninguna estructura entre 
los estados por lo que no permite distinguir entre Ja superposición coherente y la 
mezcla estadística de los componentes. 

La mayor parte de la información contenida en las gráficas de la función de 
VVigncr puede restaurarse de la gráfica de los momentos J3_ 0 (Fig. 4.15). Los 
instantes de tiempo cuando esperamos compresión de la amplitud son aquellos 
donde el pico inicial aún conserva. su identidad y los momentos estan cerca de 
l. Cuando la función de \Vigncr muestra complicadas franjas de interferencia 
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(oscilaciones cuánticas), los momentos loman stiS ·valores más. bajos. Los .tiempos 
cuando los estados de gato de SchrOdinger· apart:cen córrcSp<?Odcn a picos bien 
pronunciados de los momentos pares. 

4.8 Conclusiones. 

La diferencia entre la dinámica. clásica y cuántica está relacionada con el fenómeno 
de auto-interferencia en el espacio fase. Para un movimiento cuasipcriodico1 con
duce a los estados de gato de SchrOdingcr. Tales estados pueden producirse cuando 
el campo electromagnético cuantizado se propaga dentro de un medio de I<err 
óptico. Es un fenómeno global dado que el estado cuántico se expande en todo el 
volumen fase permitido por las leyes de conservación y usualmente ocurre a tiempos 
mayores que el período de oscilaciones rápidas del sistema. 

En este capítulo adquirimos la imagen general siguiente. La función de \Vigner 
Gaussiana inicial describe una montaña en el espacio fase. La evolución lineal, 
tanto clásica como cuántica, mueve, rota y comprime esta montaña conservando su 
área. La evolución no lineal clásica también puede curvar la forma de la montaña, 
pero aún se mantiene el área constante. La evolucón cuántica no lineal mueve 
la cima de la montaña. de forma que recuerda la evolución clásica. Sin embargo, 
aparecen "oscilaciones cuánticas" en las concavidades de la montaña. El área ya 
no se conserva. 

Mostramos que la dinárrúca cuántica no lineal f.ambién difiere de su contraparte 
clásica para tiempos cortos, cuando el estado aún esta bien localizado en el espacio 
fase. La no clasicalidad se manifiesta por las oscilaciones cuánticas. Los momentos 
altos de la función de Wigncr pueden usarse como características numéricas de esta 
diferencia, dado que cambian en el caso cuántico pero son constantes en la imagen 
clásica. 



Capítulo 5 

La paradoja de Zenón cuántica. 

5;1 Introducción. 

El efecto de Zcnón cuántico es la inhibición de transiciones entre estados cuánticos 
provocada por mediciones frecuentes. El cambio en la dinámica de un sistema 
cuántico bajo observación frecuente o cont~nua, generalmente se deriva de la hipó
tesis de reducción o colapso de la función de onda, que es el postulado central 
de la teoría de mediciones cuánticas1 [88]. El único experimento en el cual se ha 
demostrado claramente el efecto de Zcnón cuántico [89}, no concluye la necesidad 
o validez del postulado de reducción, ya que puede explicarse no sólo en base a 
este postulado [90] sino resolviendo el problema mecánico-cuántico con disipación 
{911 92]. En este capítulo utilizamos el lÍltimo punto de vista para analizar el efecto 
de Zcnón cuántico en un sistema de tres niveles y su habilidad para realzar la 
captura de radiación comparado con el mecanismo de captura coherente [93, 94}. 

Un problema que ha sido objeto de discusión permanente desde la creación de 
la mecánica cuántica es el de mediciones cuánticas [47}, en particular, el colapso 
del paquete de onda en una medición cuántica (postulado de reducción de esta
dos de von Ncumann [95]) fue considerado una hipótesis preliminar y una adición 
artificial a Ja teoría cuántica. En la sección 5.2 revisaremos en qué consiste este 
problema y qué es el postulado de reducción de estados de von Ncumann. En este 
marco enfoC:arcmos nuestra atención a la paradoja de Zenón cuántica (sección 5.3). 
Desde el punto de vista de la mecánica cuántica con disipación, la interacción de 
un sistema cuántico pequeño con un aparato de medición macroscópico inevitable
mente introduce una disipación en la dinámica del microsistcma, la cual provoca 
un colapso de los elc_mentos no diagonales de la matriz de densidad, 1os cuales 

1 La primera vez que aparece en la literatura. la. paradoja de Zcnón fue en el trabajo de Kha.lfin 
{86) y dcspul!s Yourgra.v se refirió n. ella como la pamdoia de 'I'uring (87). 
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conducen al efecto de Zenón cuántico. Bajo este enfoque, en la scCción 5.4 resolve
mos las ecuaciones de Bloch ópticas para un sistema de dos niveles. Para el caso 
de un sistema de tres niveles planteamos dichas ecuaciones en la sección 5.5. En 
la sección 5.6 resolvemos este sistema de ecuaciones cuando no hay mediciones, 
lo cual corresponde al fenómeno de captura coherente. Los resultados numéricos 
para el caso de medición continua se presentan en la sección 5.7, mientras que en 
la sección 5.8 analizamos pulsos ópticos sucesivos. En la sección 5.9 aparecen las 
conclusiones de este capítulo. 

Los resultados que presentamos aquí aparecieron en los artículos (93] (que re
producimos en el apéndice ll) y [94] (ver el apéndice 1). 

5.2 El postulado de von Neumann sobre la re
ducción de estados. 

El estado de un sistema físico en un instante de tiempo dado t se determina por el 
operador de densidad p(t). Una medición determina los valores de algtin observable 
físico n. Supongamos por simplicidad que esta variable tiene un espectro discreto 
Wn con eigenfuncioncs Jn). Si el estado de un sistema se representa por: 

p(t) = 2:1n)pn,m(ml, (5.1) 

despúés de la medición, los elementos de la matriz de densidad no diagonales co~ 
lapsaran a ceros y la matriz de densidad tomará una forma diagonal, i.e. 1 el estado 
del sistema se reducirá a: 

p(t) = L lm)pm,m(ml. (5.2) 

Por lo ta~to, después de la medición, el estado del sistema es una mezcla estadística 
de eigencstados y desaparece toda la coherencia del sistema. Generalmente se 
supone que es necesario agregar como un postulado extra este cambio discontinuo 
en. el Cstado del sistema y la reducción se introduce "a mano,. siempre que se 
realiza una medición. Esto es lo que se conoce en la literatura como el postulado 
de reducción de estados de. von Nc.umann (95]. Por otro lado, para hacer una 
medición se requiere permitir la interacción de un sistema físico con un aparato de 
medición macroscópko, lo cual puede describirse completamente por la ecuación 
de SchrOcdingcr para el sistema y el aparato. En este sentido, el postulado de 
reducción de estados es una consecuencia de la teoría en lugar de ser un postulado 
adicional {96]. Para el fenómeno que describimos en este capítulo, la interacción 
del sistema con el aparato de medición puede describirse completamente usando 
dinámica cuántica irrc\'crsible [97}. 
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Figura 5.1: El sistema de tres-niveles con una configuración "V". A representa la 
frecuencia de Rabi de la transición intensa, "Y es el ancho natural de línea de la 
transición óptica y f3 es la frecuencia do Rabi de la transición débil. 

Como un ejemplo de una medición cuántica podemos considerar un sistema 
cerrado de dos niveles. Mientras no se mide, este sistema evoluciona. de acuerdo 
con la ecuación de SchrOdingcr de manera que en ausencia de "mediciones" el 
sistcmR. presenta transiciones entre los niveles. Misra y Sudarshan [88) probaron que 
cuando se aplica el postulado de reducción de estados de van Neumann a. un sistema 
de dos niveles se produce lo que se conoce como la paradoja de Zenón cuántica: 
mediciones frecuentes inhiben la evolución temporal unitaria de un eigencstado del 
sistema deteniendo la evolución en el límite de infinitas mediciones frecuentes. Su 
prueba se basa. en una sucesión de evolución temporal unitaria. y una reducción ad 
hoc de la función de onda considerando el proceso de observación continua como 
el límite de mediciones inslántaneas sucesivas cuando el intervalo entre mediciones 
tiende a cero. Este efecto esta relacionado con desviaciones de la ley exponencial ª· 
tiempos muy pequeños [9Bj. Sin embargo (98, 99], en el espacio vado la paradoja 
de Zcnón no es un fenómeno importante porque una medición es un proceso físico 
que dura cierto tiempo y este intervalo de tiempo generalmente es mayor que el 
tiempo para la manifestación de la paradoja de Zcnón. García Calderón et. al. han 
considerado las desviaciones de la ley exponencial a tiempos grandes [?] 

5.3 La paradoja de Zenón cuántica. 

Cook [90) propusó usar una transición manejada por resonancia en unión capturado 
como una verificación experimental del efecto de Zcnón cuántico (ver Fig. 5.1), 
donde el estado base se denota por \O) y el excitado como \1). Nuestro objeto es 
un átomo de dos niveles que consiste de los estados \O) y 11}. La. dinámica libre 
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Figura 5.2: Secuencia de pulsos en el experimento de ltano et. al. [89]. T representa 
la longitud del pulso y T la longitud del intervalo entre pulsos. 

de nuestro objeto {en ausencia de mediciones) consiste de oscilaciones de Rabi 
con la frecuencia /J. Para provocarlas, se aplica un <:ampo de radio frecuencia cii 
resonancia con la. transición {l) -+ IO). La frecuencia de Rabí f3 es proporcional a 
la amplitud de este campo1 i.c., a la raíz cuadrada de Ja intensidad del campo y al 
elemento de matriz del momento di polar correspondiente a la transición 11) -+ !O). 
Es importante que la emisión espóntanca del nivel 11) al !O) sea muy pequeña, de 
forma que pueda despreciarse durante el experimento. Para eliminar transiciones 
espontáneas a otros modos del sistema se coloca en una buena cavidad que soporta 
unicamente el modo de radio frecuencia (rf} en resonancia con la. transición 11) -+ 

IO). Para observar la población de los nivc1cs1 este sistema se considera como 
parte de una configuración de tres-niveles tipo 1.1.yn donde la resonancia se a.copla. 
mediante una transición dipolar óptica. intensa con el nivel adicional 12). 

Para probar que mediciones frecuentes inhiben las transi.ciones entre los niveles 
11) ....,. J0) 1 que ocurren con frecuencia de Rabi {J, es necesario aplicar pulsos de 
medición cortos ~quídistantcs con una frecuencia de Rabi A de la. transición 12) -t 

!O) (ver Fig. 5.2). Se toma la duración del pulso de medidóu mucho menor que él 
tiempo entre pulsos. 

Si al inicio del pulso, el electrón está en el nivel base JO), entonces empieza a 
oscilar entre los niveles IO) y 12) con Ja frecuencia de Rabí óptica A, la cual es 
proporcional a la raíz cuadrada de la intensid~d del pulso óptico de medición. Se 
supone que las transiciones 12) -+ !O} también ocurren con la. emisión de fotones en 
otros modos. En principio se pueden obscr\'ar estos fotones dispersados en otros 
modos ópticos. Mientras el pulso este encendido este ciclo de oscilaciones entre los 
niveles j2) y !O} continúa (con una frecuencia A). Por lo tanto, si hay fiuorcsccncia 
c1 átomo se encuentra en !O}. Por otro lado, si al inicio del pulso el electrón se 
encuentra en el nivel excitado jl), entonces el electrón no siente el pulso y no 
puede seguir el ciclo !O) __, 12) por lo que no hay fluorescencia {ver Fig. 5.3). 

Si una 1ncdición encuentra el ión en el nivel j2). el ión regresa al nivel !O) después 
de la medición, durante un tiempo aproximadamente igual al t,ic1npo de vida del 
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¡ campo fuerte ' 

... · 10) ·___,.L. 10¡-~--
. · · (a) (b) 

Fig,tira.·5:3: ·n~terffiinación del estado del átomo a partir de la medición de fluo
rescencia. (a) Si el átomo esta inicialmente en IO) entonces oscila entre 12) y IO) 

··con frecuencia A. Se miden los fotones dispersados. (b) Si el átomo esta en 11) no 
siente el pulso por lo que no hay fluorescencia. 

nivel j2). Si una medición encuentra el ión en el nivel 11), el ión nunca deja el nivel 
durante la medición. Si la medición es seguida inmediatamente por una segunda 
medición, el resultado será casi el mismo. Entonces, el pulso óptico hace mediciones 
casi ideales, no destructivas. Sin embargo, como se necesita un tiempo finito para 
hacer una medición, la función de onda puede evolucionar entre mediciones, por lo 
que es posible que el resultado de la segunda medición difiera del de la primera. 
Supongamos que el sistema se encuentra inicialmente preparado en el estado 11) y 
que evoluciona Jibrcmente durante el tiempo l de forma que la función de onda al 
tiempo t (inmediatamente antes del pulso de medición) es: 

Jw) = cos(¡Jt) 11) + sin(/11) IO). 

Después del pulso, la función de onda se colapsa y el átomo se encuentra en el 
estado 11) o IO) con probabilidades 

p, = cos'(¡Jt), Po= sin'(¡Jt), 

y no en una superposición coherente de ellas (este es el postulado de reducción de 
estados de von Ncumann). 

Repitiendo n veces la secuencia de evolución libre durante el tiempo T = T0 /n 
y medición durante el tiempo r 1 tenemos que cuando n --. oo: 

( T.'A')'" p1 (t) = (cos(T0 A/n))2
""' 1 - ;n, --> 1, 

por lo que las mediciones sucesivas del estado del objeto evitan el decaimiento del 
nivel IJ). 

llano et. al. [89] realizaron el experimento propuesto por Cook [90]. En el 
experimento usnn un solo ir)n atómico (aproximadamente 5000 iones de Berilio 
9 Be.+) en una trampa cilíndrica de Pcnning a una presión de 10-s Pa, y bombean 

. '._;_:;.::. 
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figura 5.4: Gráfica de las probabilidades de transición !O) _, 12) en el caso del 
experimento de llano et. al. [90] como función del número de pulsos n. La dis
minución de Ja probabilidad conforme aumenta n demuestra el efecto de Zenón 
cuántico. 

opticamente usando un lascr que genera radiación a 313 nm, la cual es la frecuencia 
de la transición 12) -t !O)¡ miden la intensidad fluorescente de la transición óptica 
JO) -> 12) al final del pulso rf para diferentes ntímeros n de pulsos ópticos. En la 
Fig. 5.4 se grafican los valores experimentales encontrados por ItanCI et. al. para 
las probabilidades de transición JO) --> Jl) y II) _,JO) como función del número de 
pulsOs de medición n. La disminución de las probabilidades de transición conforme 
aumenta n demuestra el efecto de Zcnón cuántico. 

Block y Derman [92] ofrecen una interpretación alternativa. del experimento de 
ltano et. al., haciendo un análisis de la dinámica del sistema completo de tres 
niveles sin necesidad de suponer explicitamcnlc que Ja función de onda. se colapsa 
o que se ha' realizado una medición ideal. Para ello, resuelven las ecuaciones de 
Bloch ópticas para un sistema de tres niveles bajo la aproximación de onda rotantc 
(RWA) utilizando un procedimiento de eliminación adiabática [100] y encuentran 
que al final del período de c\"olución libre los elementos de la matriz de densidad 
son: 

Pao i[l +cos(ir/n)], 

1 
Pn 2[1-cos(rr/n)}, 

Po2 -~sin(ir/n) , (5.3). 
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Figura 5.4: Gráfica de las probabilidades de transición IO) ...., 12) en el caso del 
eX'pcrimcnto de. llano el. al. [90J como función del número de pulsos n. La dis
minucióri de la probabilidad conforme aumenta n demuestra el efecto de Zcnón 
cuáiitico. 

opticamcnte usando un laser que genera radiación a 313 nm, la cual es la frecuencia 
de la transición 12) -. JO)¡ miden la intensidad fluorescente de la transición óptica 
IO) ...., J2) al final del pulso rf para diferentes números n de pulsos ópticos. En la. 
Fig. 5.4 se grafican los valores experimentales encontrados por Itano et. al. para 
las probabilidades de transición IO)--. 11) y 11) ...., IO) como función del número de 
pulsos de medición n. La disminución de las probabilidades de transición conforme 
aumentan demuestra el efecto dC' Zcnón cuántico. 

Block y Berman (92J ofrecen una interpretación alternativa del experimento de 
Itano et. al.~ haciendo un análisis de la dinámica del sistema completo de tres 
niveles sin necesidad de suponer explicitamcntc que la función de ondá se colapsa 
o que se ha realizado una medición ideal. Para ello, resuelven las ecuaciones de 
Bloch ópticas para un sistema de tres niveles bajo la aproximación de onda rotante 
(RWA) utilizando un procedimiento de eliminación adiabática [100] y encuentran 
que al final del período de c\·olución libre los elementos de Ja matriz de densidad 
son: 

poo ~[I + cos(r./n)j 

1 
P22 2 [1- cos (ir/n)] 

po2 -~sin(ir/n), (5.3) 
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por. Jo que después de n pulsos: 

. ~· [1- cos" (ir/n)] + ·" , 
la cual, a primer orden es la solución derivada por Itano et. al. (89J. En lugar d~ un 
colapso de la función de onda, es el decaimiento rápido de la coherencia. p0 2 causado 
por cada pulso intenso, el que provoca una reducción drámatica en la población 
del nivel 12) siguiendo el pulso rf. Claramente, el "efecto de Zcnón cuántico" sólo 
se manifiesta si las interrupciones ocurren durante tiempos mucho menores que el 
tiempo que toma al campo de señal inducir una inversión completa. 

En este capítulo seguiremos el enfoque de frerichs y Schenzle [97], los cuales 
analizan el efecto de Zcnón cuántico desde un punto de vista análogo al de Block 
y Berman [92] calculando en detalle el resultado del experimento de Itano et. a/. 
(89) basandosc en las ecuaciones de Bloch ópticas para un sistema de tres niveles 
bajo la aproximación de onda rotante. 

5.4 Poblaciones para un sistema de dos niveles. 

Para entender que podemos esperar de un sistema de tres niveles con disipación, 
consideraremos primero la dinámica disipativa en un sistema de dos niveles II) y 
IO). En este caso, si la matriz de densidad atómica inicial es diagonal, entonces al 
tiempo t tiene la forma 

_ [ Pn ip10) 
P- · 1 -iprn Poo 

con 
poo+P11=1, 

la cual se determina de las ecuaciones de Bloch ópticas (101]: 

Pi1 --ypu + 2AP10 , 

Pio = -2Apn - ~P1o+A, 
entonces, nuestro problema se reduce a resolver: 

[ ~i: i = [ -=-2~ ~i 1 l ~:: i + ¡ n 
j; A;J+B, (5.4) 

Para resolver la Ec. (5.4) calculamos su transformada de Laplace [21] (denota
mos por qj la transformada de Laplacc de PJ: 

zqJ - ¡; 0 = AqJ + !!_ 
z 



H4. Lf'DR;\~()JA)iEZENÓN cu~~TIC1,'; 

> ... '(:;·,, i.'j. 

i=.:!..(. P~1z'+[tP.~~+?4P~o]Z'~2A2 
·.), 

z1J p~0z2 + ['"fp~0- 2Ap~1 +AJ z +A-y · 

'D = · (~'-w.¡.)(z-w_), 
W± -~'Y± ¡J-r2 -64A2, (5.5) 

eD.~~nccs, para el caso bidimensional, la evolución está dada por: 

Pu(t) = 2A2 (('y/2 + w+)w+p~1 + 2AW+P~o + 2A2
) w+t 

w+w- + · w+(w+ - w_) e· 

-((-y/2 + w_)w_p~1 + 2Aw_p~0 + 2A') ew-•, 
w_(w+-w-) 

Pio(t) ~ _ (2Aw+p~1 - ('Y+ w+)(W+P~o +A)) ew+• 

W+W- W+(w+ - W-) 

+ (2Aw_p~1 - ('Y+ W-)(w_p~0 +AJ) cw-• , 
. . w_(w+-w-) 

poo(t) = I -pu(t), (5.6), 

Si considerrunos que inicialmente el sistema se encuentra en el estado cxcitadO 
jl), es decir, que 

entonces al tiempo t: 

P11(t) 

Pio(t) 

para el caso en que 7 =O, 

Pu(t) 

Pio(t) 

Poo(t) 

-· - [ 1 l p - o ' 

1 2 [l + cos(2At)] , 

-~sin(2At), 
1 2 [l - cos(2At)] 
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lo cual coincide cori la solución de Blcick,y.Bernián [!Í2], Ed:(~,aj;"s¡ ~ ~i~}~ 
!~~~:~:ni: =~~~!:~~;;oñcn~i~- mt'.tr::¿r\t~~-:~~:~r.~~~0:i~rb.7:ryr~~-. 

Si co~sidcramos·{¡ue .~~i~~~:~~t~ e~ :s~.~~.cm~.'.~c Cn~u~~~r~:en .e.~ cs,~_a'do·~~é:ID), 
;;~~;.:;,,:. ;, ._-_ 

.:.· ·-· ."(iú) 
.,. 

(· .. \ !·.:,:.-..-~·.:J. 

_.Pu(t), 
·~· '. 

para c!"casó ~~_C¡UC-1'··.=-:=.0,·'" 
___ ,::.·-:· .. -.';· .. .'; - --~!:. -

'l,.-:.· ¡;;,¡ir~- ~.[i~ ;;os(2Ú)] ; 
1 ' 

P10(!) 2 sin(2A!) .' 
1 

Poo(t) 2 (1 + cos(2At)] , 

si A > ¡/8 tenemos un decaimiento c~poncncial mientras que en el caso contrario 
observamos oscilaciones amortiguadas. 

5.5 Dinámica disipativa en sistemas de tres niveles. 

Para describir el sistema de tres niveles introduzcamos la matriz de densidad 
atómica, 

con 
uoo + un + u22 = 1 . 

Podemos escribir las ecuaciones de Bloch ópticas bajo Ja aproximación de onda 
rotantc (RWA) [101): 

tiu _ .. 1u11 - iA(u10 - u~0), 
U2: -i{3(u'2o - 1.1;0 ) , 
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·'.;~ r·?i['~'~1 
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Figura 5.5: Resultado teórico de Frerichs y Schenzlc. 

Ü12 -~u12 - i/3u10 + iAuio , 

Ú10 iA(uoo- u11) - i/Ju12 - "Yulo, 
Ü20 ij](uoo - u22) - iAui2 , 

Üoo -(üu + ún) . 

Las ecuaciones de Blocb ópticas pueden derivarse de la interacción de un átomo 
multinivel con el campo electromagnético cuantizado tomando en cuenta explici
tamente todos los modos del campo en los que la emisión espontánea ocurre (que 
tienen temperatura cero1 i.c., que no tienen fotones)¡ el gran número de grados de 
libertad del multimodo vacío producen un proceso dinámico irreversible 

Si la matriz de densidad atómica inicial es diagonal, entonces al tiempo t tiene 
la forma 

[ 

Pll P12 ip10 ] 
P = P_12 P_'l2 ip20 

-tp10 -tp20 Poo 
con 

Poo + P11 + p,, = 1 , 

y todas las p's son números reales. 

Para analizar el efecto de Zenón cuántico, la tasa de decaimiento espontáneo 
del nivel 11) debe ser despreciable, con lo cual las ocho ecuaciones resultantes se 
desacoplan, siendo las cinco ecuaciones restantes: 

Pi1 -"YP11 + 2Ap10 , 

2fJp20' 

-¡/2p12 + fJPio + Apw, 

-2Apu - Apn - f3p12 - ;/2p10 +A, 
-fJp11 - 2f3p22 - Ap12 + f3 • (5.8) 

Frericbs y Schcnzlc [97] resuelven numéricamente el sistema anterior tornando 
como duración del pulso T = 20/71 siendo l/"Y el tiempo de vida de la transición 
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óptica y la intensidad del campo óptico tal que produzca una frecuencia de Rabi 
de A = 7, es decir, saturacióh. Mientras se aplica el pulso rf, se envían n = 64 
pulSos ·ópticos de medición cortos cuya duración es 3/5 de la duración del pulso 
rf, de acuerdo con las condiciones en el experimento de Itano et. al. {89]. Si no 
se aplican pulsos ópticos (ver Fig. 5.5a), el nivel de población y la coherencia 
evolucionan libremente como en un sistema cerrado de dos niveles, mientras que la 
evolución temporal detallada para 32 pulsos se muestra en la Fig. 5.5b. El momento 
atómico dipolar correspondiente a la coherencia Pto se destruye rapidamcntc, pero 
no instantancamente durante cada pulso óptico, llevando a que la población Pu 
crezca cuadraticamentc con el tiempo nuevamente después del pulso, es importante 
señalar que p10 decae naturalmente con la tasa de relajación 7 1 característica del 
decaimiento espontáneo de la transición óptica y que no se apaga repentinamente 
debido a la presencia de cualquier observador. Así se reproducen los resultados del 
experimento de Itano el. al. {89] sin que se necesite ninguna hipótesis de medición 
cuántica. 

5.6 Captura coherente. 

La dinámica del sistema bajo estudio esta determinada por la ecuación de SchrOdinger 
con el Harniltoniano [102]: 

donde los estados del sistema son 

ID)=(!), ji) = o ) ' 12) = o ) . 
El operador de evolución para un intervalo de tiempo en el cual A es constante es 

( 
a; cos(f!t) + * -&i sin(!lt) 

U = -~i sin(!lt) cos(f!t) 

W!- [cos(f!t) - 1] -*i sin(f!t) 

W!- [cos(f!t) - 1] ) 
-~i sin(f!t) , * cos(f!t) + ~ 

112 21\2 +,02
• 

Aquí, la amplitud de que el átomo se encuentre en el estado base U21 (t) y el 
elemento de matriz de densidad no-diagonal p10(t) son proporcionales a ,O/A~ 1, 
y el sistema exhibe lo que se conoce como captura coherente {103). · 
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(a) 

(b) 

.Figura 5.6: P,(t) y P,(t) para A=!, y diversos valores de (3 (0.1,0.2,0.3). (a) 
1· = 0.01 1 la disipación es muy débiJ y se observa la captura coherente. (b) ¡ = 0.1, 
esta es la región del efecto Zenón. La probabili~ad de encontrar. un átomo en el 

_estado iñicial II) decrece lentamente. · ·· · 
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Figura 5.7: P,(t) para A= 0.1, fJ = 0.005 y valores distintos de 7 (0.1, 0.2 y 0.3). 
La región de Zcnón para "'/ == 0.005 es seguida por un régimen disipativo cuando 
¡ = 0.1, 1.0. Para valores muy grandes 'Y== 10, 1000 aparece un nuevo régimen de 
oscilaciones con frecuencia ::::: {J. 

5. 7 Mediciones continuas. 

El mecanismo de Zenón para el caso de mediciones continuas lo investigarnos en 
el artículo {93], donde se resuelven numéricamente las ecuaciones de Bloch ópticas 
para valores distintos de A, {3, "'!· La captura de Zenón ocurre en este caso cuando 
fJ < A, ¡<A. Sin embargo, si la captura estaba presente para valores dados de 
A, P y -y., entonces siempre se vuelve más intensa cuando disminuye¡ y la mejor 
captura ocurrf! cuando ¡=O (ver Figs. 5.6-5.7). 

En ausencia del nivel )2) la inversión atómica seguira oscilaciones de Rabi no 
amortiguadas con frecuencia {3. Es importante señalar que en presencia del campo 
de medición w;¡m, el decaimiento (espontáneo o estimulado) del nivel II) esta detcr~ 
minado esencialmente por los parámetros A y 'Y de la transición 12} -t jO}. 

En la Fig. 5. 7 observamos "el efecto de Zcnón" cuando 'Y < A. Conforme 1' 
crece, la captura desaparece y cambiamos al régimen de disipación. 
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Figura 5.8: Comportamiento temporal de Pn y p10 _cu~ndo 

T = 6ir, T = 100, A= 1, /3 = 0.001 y 'Y= o. 

5.8 Mediciones sucesivas. 

El mecanismo de medición propuesto por Cook [90) trabaja sólo si "'( es lo sufi
cientemente grande. Cuando 'Y es pequeña casi no hay fotones dispersados y la 
eficiencia de las mediciones se hace muy baja. Por supuesto si "( = O no pode
mos hablar de una "medición" (a\ menos no en el sentido que propuso Cook). 
Mostraremos que la sucesión de pulsos ópticos intensos aplicados en la segunda 
transició¡; !O) __, 12) suprimen la dinámka del "objeto" (es decir, las transiciones 
entre los niveles jl) -. IO) aún cuando ¡ = O. En este caso la emisión se suprime 
debido exclusiva.mente a la dinámica unitaria. La razón es que los pulsos ópticos 
frecuentes introducen cierta clase de defasamiento en la dinámica del objeto y los 
elementos de la matriz de densidad fuera de la diagonal se mantienen pequeños. 
Aunque no es tan impresionanlc1 este mecanismo unitario para captura de ra
diación frccuentcmenlc trabaja más cficicnlcmenle que la relajación de fase debida 
a la evolución no unitaria .Y se muestra que la captura coherente casi siempre es 
más intensa. que la captura debida al relajamiento de fa.sc 1 cuando ¡ > O. Coffio 
vemos en las figuras, la dinámica es sensible a la longitud de los pulsos ópticos (r). 
Aquí tomamos intervalos de tiempo iguales (T} entre pulsos. 
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Figtira:·<· 5.9: Comportamiento temporal de Pu y P10 cuando 
T = 1 .. , T=lOO, A= 1, f3= 0.001 y-y =0. 

l. Pulsos 27r: La longitud del pulso es un número entero de períodos de las 
oscilaciones rápidas A, T = 2k7r. Aquí el sistema después el pulso se encuentra 
en el mismo estado que antes de él y las oscilaciones lentas /3 casi no son 
afectadas (ver Fig. 5.8). 

2. Pulsos 7r: La longitud del pulso es un número impar de medios períodos de 
las oscilaciones rápidas J\ 1 r = (2k+l);r, Aquí si el elemento de matriz p11 

estaba decayendo después de pasar por un valor máximo, el pulso lo hace 
evolucionar de regreso al estado inicial. En consecuencia, el nivel 11 > se 
congela (ver Fig. 5.9). 

3. La frecuencia A no es un multiplo de la longitud del pulso (aquí, T = 20). 
También en este caso la población <le! nivel 11 > no puede diferir mucho de la 
que cxistia al tiempo t =0. La mostramos en la Fig. 5.10 junto con la curva 
correspondiente para r = O)j (que se obtiene al resol ver numéricamente las 
ecuaciones de Bloch). Se ve que Ja captura empeora parar finita. 

4. La Fig. 5.1 l muestra el caso cuando la duración del pulso varía aleatoriamente 
entre 57r y 7;;. · 
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Figura 5.10: Comportaffiiento - tempOral de 
Í>11 y P10 cuando T = 20, T = 100, A = 1, {3 = 0.001 y 7 = O (línea continua) 
y 7 = 0.5 (línea punteada). 
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Figurá 5.11: Comportamiento temporal de Pu y 
p10 cuando T = 100, A = 1, í3 = 0.001 y -¡ = O cuando la dirección del pulso 
varía aleatoriamente entre 5 y 7tr. 
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Así,· cXcluyéndo el ciiso excepcional 1, el sistema siempre ·mu~stra captura de 
radiación, aún en ausencia de disipación y relajación de fase siempre y cuando 
A»/3 y T<tr/{3. 

5.9 Conclusiones. 

En este capítulo analizamos la cuestión de si es posible encontrar un nuevo régimen 
de captura de radiación debido al mecanismo de Zcnón, es decir, por disipación, y 
si este efecto es diferente de la captura coherente usual. 

La respuesta que encontramos para el caso de mediciones continuas fue nega
tiva. Cuando se aplica continuamente el campo fuerte, la solución numérica de 
las ecuaciones de Bloch muestra que para \•alares dados de A, {J, el aumento del 
coeficiente de amortiguamiento ""/ siempre empeora la calidad de la captura cohe
rente en otra transición que estaba presente para ¡ =O. En el caso de observación 
continua, el mecanismo unitario de captura coherente evita las transiciones en el 
objeto. 

La respuesta para el caso de mediciones sucesivas también es negativa. Nues
tros resultados numéricos muestran que la captura es más intensa justo en el caso 
unitario ¡ = O. Aquí, el defosamicnto debido a pulsos frecuentes que aparecen en 
la descripción unitaria suprime las transicionc:;;. 

Nuestra conclusión es que /os mecanismos unitarios para captura de radiación 
trabajan más eficientemente. 
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Capítulo 6 

Conclusiones. 

En este trabajo estudiamos diferentes fenómenos físicos con el fin de entender 
mejor la conexión entre los distintos modelos de la óptica (gcómetrica, ondulatoria 
y cuántica). 

En el capítulo 2 estudiamos la conexión entre la óptica geométrica y la óptica 
ondulatoria analizando la propagación de rayos de luz en medios ópticos isotrópicos 
y anisotrópicos. Mostramos que la ecuación básica de Ja óptica geométrica (la 
ecuación cikonal) se puede obtener como el límite cuando la longitud de onda 
se hace despreciable en las ecuaciones de 1\faxwell para ondas monocromáticas. 
Pero, la óptica geométrica también es una teoría fenomenológica completa que 
puede deducirse del principio de Fcrmat. Bajo este enfoque, un medio isotrópico se 
describe completamente por un modelo hidrodinámico simple basado en la ecuación 
eikonal. A partir del principio de Fermat construimos las ecuaciones de Hamilton 
para un medio anisótropico inhomógeneo. Nuestra discusión Hamiltoniana de la 
óptica anisotrópica involucra menos condiciones físicas que el tratamiento a la 
Maxwell. El tratamiento adecuado de MaxweJI predice correctamente que luz no 
polarizada en un medio uniaxial se divide generalmente en dos ondas: un rayo 
ordinario (que se comporta como si se moviese en un medio isotrópico) y un rayo 
extraordinario, que siente Ja anisotropía. Estas dos ondas tienen dos polarizaciones 
lineales diferentes y dos velocidades de propagación distintas. Las dos direcciones 
de jj correspondientes a una dirección de propagación §dada, son perpendiculares 
entre sí. La aproximación de orden cero de la. óptica geométrica. sólo puede analizar 
uno u otro rayo. Para tener una descripción que incluya polarizaciones se necesitan 
las otras aproximaciones de la óptica. 

En el capítulo 3 analizamos la propagación de paquetes de onda semiclásicos 
descritos por funciones Gaussianas y gobernados por la ecuación de onda bajo la 
aproximación paraxial. Vimos que las transformaciones canónicas lineales gener
adas por los polinomios de segundo grado en x y p transforman funciones Gaus-
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siarias en Gaussianas prcscn·ando la relación de incertidumbre de SchrOdinger
Robcrtson. Eiicontramos también la acción de operadores de tercer (aberraciones 
de segundo orden) y cuarto grado (aberraciones de tercer orden) sobre funciones 
Gaussianas y mostramos para todas ellas las gráficas de la evolución der. 

Otra representación muy importante para entender la conexión entre la óptica 
geométrica y ondulatoria (dinámica clásica y cuántica), describe el estado de un 
sistema óptico por una distribución de cuasi probabilidad. Elegimos la distribución 
cuya correspondencia es la más cercana entre la dinámica clásica y cuántica: la 
conocida función de \Vigncr. Como vemos en el capítulo 4, la función de \Vigncr 
evoluciona de la misma forma en las dos mecánicas para todas las transformaciones 
lineales. Las transformnciones no lineales conducen a una diferencia esencial entre 
la evolución clásica y cuántica. En el capítulo 4, adquirimos la imagen general sigu· 
ienlc. La función de \Vigncr Gaussiana inicial describe una montaña en el espacio 
fase. La evolución lineal, tanto clásica como cuántica, mueve, rota y comprime esta 
montaña conservando su área. La evolución no lineal clásica también puede cur
var la forma de la montaña, pero aún se mantiene el área constante. La cvolucón 
cuántica no lineal mueve la cima de la montaña de forma que recuerda la evolución 
clásica. Sin embargo, aparecen "'oscilaciones cuánticas" en las concavidades de la 
montaña. El área ya no se conserva. Los momentos altos de la función de \Vigner 
pueden usarse como características numéricas de esta diferencia, dado que cambian 
en el caso cuántico pero son constantes en la imagen clásica. 

De hecho, la lógica de la paradoja de Zenón cuántica sugiere que hay un mecan
ismo no unitario que e\•ita la emisión. de fotones de algunas transiciones atómicas 
en cavidades resonantes. Este efecto se ha confirmado experimentalmente. Por 
otro lado, para los mismos sistemas hay otro mecanismo coherente de captura de 
radiación (también confirmado experimentalmente). Hasta ahora la conexión entre 
estos dos mecanismos de ·captura de radiación no es clara. En el capítulo 5 in
vestigamos la correspondencia entre ellos y analizamos la cuestión de si es posible 
encontrar un nuevo régimen de captura de radiación debido al mecanismo de Zenón, 
es decir, por disipación, y si este efecto es diferente de la captura coherente usual. 
La respuesta que encontramos para el caso de mediciones continuas fue negativa. 
Cuando se aplica continuamente el campo fuerte, la solución numérica de las ecua
ciones de Bloch muestra que para valores dados de A, {J, el aumento del cocficic~te 
de amortiguamiento ..,. siempre empeora la calidad de la captura coherente en otra 
transición que estaba presente para ¡ = O. En el caso de observación continua, el 
mecanismo unitario de captura coherente evita las transiciones en el objeto. 

La respuesta para el caso de mediciones sucesh·as también es negativa. Nues
tros resultados uuméricos muestran que la capturn es más intensa justo en el caso 
unitario ""( = O. Aquí1 el dcfasamicnto debido a pulsos frecuentes que aparecen en 
la descripción unitaria suprime las transiciones. 



Apéndice A 

Medios anisotrópicos. 

En el artículo que reproducimos [10) presentamos la formulación Hamiltoniana. de 
la. óptica geométrica en medios anisotrópicos basados en el principio de Fcrmat. 
Los resultados se aplicaron a la caracterización de sistemas ópticos compuestos de 
superficies refractantes entre elementos anisotrópicos. Particularmente interesante 
es la introducción de un vector de anisotropía, el cual recuerda. el vector potencial 
en la teoría del magnetismo. 
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Hamiltonian foundation of geometrical anisotropic optics 
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hnm~nP1>ua&Jltnedunlad•lanl8C>lri>¡il<:medl•Lotldrd•be1T11llonorder. 

PACS "'mib.H: 03.LO.lle. 42.15.Go. 

l. INTRODUcnON: FERMAT'S 
PRINCIPLE 
There hu bccn recent lnt.:r11Sl In lhc use or 11.nU.Otroplc 
opUal m11t.cri11.b Cor elemcnts of ay.tema U1:it can imoga 
infonn11.tion etndenUy. Geomctriul.gptks ray lnldng 
for reír11.ctin¡:: 1uñuces between homo¡eneout anlsotropie 
media hu been atudled In Rd. · 1 and reforenee1 thorcin. 

Our finit taak in thl1 poper Is to ext.:nd Ue-lfomilton 
optic:s to anlsotroplc medh1, provldlng n H11mlltonl11n foun• 
datlcm, Wu b11.1e our eonalrueticm on lhc Fumat u:trc· 
malprincipleondorcledtollumllton'1equotlora: apoir 
of ¡eomctrieal 11nd dyn.11mlCDI evolution eq1111tlon.s for the 
palr of eanonko\ly c:onJucnte coordina tea. Thl1 modl'I or 
optlcnl phu.sc apaee ldcallua U1ht 11')'11 as llne. In apaco; 
lhc reítactive lndn can hnve any anrulDr dependcnec. 
Regarding rdn1cllon veraua reficetlon, &00molrieal Lle 
optic:s íol\ow1 eilher lho ordinary ray or thc utraordl· 
nnry rny. 

Allhough many 11uthora pn:sent Femial'1 principie 
ni lhc l'und.omcnt.ol .o•lom or ~mclricnl optlai,1 moat 
arrivc al ilil llomiltonh1n formul11tion rcr lsotropic me
dia only:' Dlrcrrin¡:enc-e phcmnmcna 11rc commonly pre· 
acnted through the M1111well equ11.Uon1,u "'llh thc aim 
or np\uining the bchavi.or or rays at plano lntcrfllcea 
between two homo¡eneous 11nil.otroplc media. Thcse au. 
tho111 coneentrnte 11n lmaging devtcos 11m! uu the croas· 
Yl1rillble Hu.mlltonilln genoratlng íuneUon. lt has bccn 
1tres.11ed" lhat. to compe1e optical clcmcnta by multiplying 
lho eorrcspondinll' ll"OUP p11r:1mcten, oa Llo optka doe:s, 
lhe Hnmi\tonlan evoluUon íormulnllan i.a mo1t approprl· 
at.:, cmbodied in lhe two llumilton c-quations r11r optical 
phnse apnea. Thls popcr dcri..vu 11nd 111111lyu1 gener11.I 
anlsotrople and lnhomo¡enoous optleal media. 

The mlnimum·limti prindple of geometric11I optlcs, H· 

socillll:!d with the name or f.ºerm11t, slDl.l:!S that the n1y 
Jolnln¡: two polnta takes lhc path that cmplop, tho lcnst 
time T; - /~ dt. This principio 11 rormulatcd throu¡:h 
U1u dn1111ic vnrintionnl NJURtlon' 

lJ L"c1t-o. 11.11 

{$trictly apc11king, lhe time T! ahould be 11n eiitremal ir 
we romlldor f1!flection, in whkh Cllle lt c11n be a. moxi· 
mum.1) To obtnin more lnrormntlon rrom tho Fcrmat 
principie, wc nced o.orne phy1knl lnpuL Ir we dtnoto by 
d1 the lcn¡:th clcment 11.!Gng tho ray, by e the \'cloclty 
or light in vact1um, ond by n the roíractlvo lndex oí the 
medium, thc elonicol velocl!y oí thl1 Newtoni11n light 
polnlls d1/dt-e/n. 

The refrnctiv11 lndeii ch11rnctorlzn thc optk11l medium. 
Conatonl 11 lndle11Jc1 thnt tho medium i• homocent'ilUll Un• 
vari11nl under tnln!l•tlons)11nd lsotroplc{invuria.nl under 
rotntlon•). In aniaotropk mcdl11 the reírlU'Uvc index roa.y 
n\Jodopcnd on U1cdlreclionorthc r11y. 

lí wc denote pointa on a Bl!lleric ray by lhc rontlnuou!, 
dirrercntlllble lino q{a), a e m, the ray direclio11 wlll be 
41•1 - dq(1)/d1; alnee ldql - d•, thls i• e vettor oí unit 
nonn, l.o., aubjeel to tho conatra[nt ICil .. 1, and thus ls on 
lhe two·dimenslan11.l auríne11 of the sphera S1 • In lnho· 
moeeneous, aniJ.Olrople aplica, Femi11t'1principie11.11 is 

IJ J,.,ª dsn[q(1J,i¡f1l]-o. 11.2) 

Th11 Lll¡rr11.ngi11n furmali1m ldcntlfüs n • n(q, i¡) with thc 
La¡:rangfon funcUon <if thc ll)'lllllm; ll!I vclocity grodicnl 
11 tha canonical momcntum m - a11(q,(zj/.Ji¡J~-·· TI1c 
problcm with tl1is fonnulnUon 11 that Jml .. O .,.;hcn n I• 
lndepond1mtofdi~tlon; 111 thc tommon IJOtropk-medium 
ca"' will nol be a particular tase oran easy limit in tuch 
a í11nn11llsm. 

To eircumvent thc lnndequacy ar Eq. (1.2) fur the de· 
acriplion oí thc i1otroplc limlt, In Seclion 2 below we 
Introduce 11.Dndard Cnte;lan acreen coordin.otes, thus re· 
duclng tho aiii·dimcn1lonal 1p11ce (q, i¡) with restrletJons 
to 11 lbur-dimcru.tona.l manlrold. Jlere thc eammiml nm· 
mentum vector is two dimenslon11l, and thc corrcspondin¡: 
Hnmiltonlnn la found. Scdion :1 defines an 11ni1otropy 
vector thot la rcmlnlac:ont of tho vector putcnli11.I oí 
volocity"(Jc¡x111clcnt mcclrnnlenl 11y11tcm1. 111.i~ pcrm\Llt 
ua to !in lha llomilltin oqu11tlon1 lo thrce·dimcn11lon:1I 
íorm 11.nd di1plny lhe ¡:oomotrkal 1!mplicily or our con· 
alruñion, p.11rticul11rly In thc fsatropic llmit. In Sectiun 4 
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we specinll:r.e (or quodrupolor o.nd multipolar re(rnctive 
Jndex o.nlsotropy. Section 5 links thc dietectric tensor 
elemcnta to the quodrupole cocfficicnts. The sphericol 
nberrotlon cocfficienta oí free propagntion in homoge· 
neous unlaxinl medio ore found In Section G, ond t.he re
fro.ction sine lnw Cor flot interfaces is given In SccUon 7. 
Section 8 finds thc fnctorizotion of refrnction by on nr· 
bitrnl}' aurfocc into two cnnonicnl root tronsíonnntlons, 
and in Section 9 thcir Lle-Scidcl ·nberration cocfficients 
nre íound lo thlrd arder, Some concluding rcmorks are 
gothered in Sccllon 10. 

2. SCREEN COORDINATES 
In the Lagrongion íormulotion of mechnnics9•1º vnrin· 
lionol principie (1.2) lcods lo the Euler-Logrongll equo
tlons. Tho canonlcol momentum oí t.he syst.em is then 
the three-dimensionol velocity grndient ofthe Lugrongion 
function. • · 

We use one oíthe Cortesinn coordinntes of n real threc· 
dimcmilonnl spoce na thc evolution pnrnmctcr lo describcl 
the evolution oí the rny. The common convcntion in op
tlcs is to follow lhe rny along the z: ru:ls by n plano screen. 
In Cnrtcslon coordlnntos thé generic position vector is 

ond thc generic: tnngont vec:lor 11 

·-*-m-c~)-{::~.;:} (2.IbJ 

Equn.Uon (2.lb) puts the directlon vector in 1pherictll CO· 

ordinates (D, f/>) E S2, whcre Os Os 17' ond Os 4> < 2'1T, 
and writea the sigo O' o(;;. In what follows we sholl con• 
slder rays in tho forward diredlon u - + nnd polnt out 
when this restriclion is unncceSs.nl}'. 

From the tnst compont'nt of Eq. (2.Ib}. nnd delinlng 

v•!lq_-(t.nnOcoslf>), {2 .2 ) 
dz ton O 1ín q. 

ds • A• dz~ ... dz scc O (2.3) 

lo writo Fermol's principie (l,l) In tho form 

6 J.~• dz L[q(z), ::; v(z)J - O, (2.4nl 

with the Lugro.nginn function 

l~(q, z; v) • ~n(q,z~ll). (2.4b) 

The Lugrnnginn dependa on the position q(zJ un thc 
acreen nt z nnd on the roy direclion throui;h v. Wc muRt 
lle curcíul wlu.w llcu Curtc11i1111 ~-um111111cul.H uf v urc llHCd 
Hll thnt. llll' 11m1~hl11nlulinn11 (lrtl rn)'1< th11l 1lo nnl lw111I uv••r 
in the' 1lln.-ctinn, hPCllUHO thcn o puKH•~ll thro111~h rr/2 nnd 
dz/1111' (11\KKCH throur,h z:cm, where /vl - "'" 
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The Euler-Lugrange equntions"'º thnt follow (rom 
\'Oriationol integral (2.4n) oro now ofthe proper form: 

d · aL 
d;P-iq' 

where thc cnnonlcnl momentum Is 

(
p, ) aL nv r:-:-: iln 

P - P7 - ¡¡; - Jf+tii + vl + v1, Tv". 

(2,5) 

(2.61 

For isotropic media thc aecond summn.nd is :r.ero, ond p 
Is well dellned. 

Fina!ly, through the Lcgendre tranaformntion.' the 
llnmilton evolut.ion equotions aro obtained In U1eir gen• 
eral form 

tl9__2!!., !.!J! __ M!, 
dz {Jp d: ílq 

(2.7nl 

wiU1 the Homiltonlon funrUon 

ll(q, z¡ p) .. p · v - J['+;2 11(q, z; v). (2.7b) 

Phnse spnce is o connocled (our.dimensionnl coordinnte 
pntch (q, p). As is wcll known,11 therc exista o smooth 
mnp cn!llld the Poisson brncket from two functlons f ond 
g OÍ phnsc 8pOce lo D third (unction: 

1i-fr. el-*-~-*· 1!· rn.si 
with mn.ny u~cful prnp~rties thot derive from tho underly· 
lng llcisenberg-Wcyl Lie ulgebro {q¡, PJ} - 6 1J, {q¡, q¡) -
O, nnd {p,, p1) - O, where the Lle hrnckct is thl! Pois!lon 
brocket. Thc definitlon ofthll Pol11son brnckcts pennih; 
us to rewrite the Homilton cquntlons in the form of n 
z trnnslntion genernted by tho Hnmilton funclion: 

dq- -{H, p)dz:, dp - -{I/, q)d:. (2.9) 

Tlrn formol sclulion cn.n be written Cor the four·vector 
IV - (q, p)r ns 

dw- -{//,w)clz= 

w(z) - .,. Ji~ ñ [ 1 - _Nz (/[(rv, z..,), e>)]w(O), l2. !0) 
N ..,.¡ 

whero T is nn orderlng opero.lar oí foctors, each infinitcsi
mnlly dose to unity, írom rightntz1 - O to len nt ZN • ::, 

ordercd by poinls ::,.. in cnch successive subintervnl z:/N ,2 

nnd we use Uie Lle operntor notation {{, o)g - {(, g). 
TI1ere is n stnndnrd prooí9 thnt l'oii.sun brncket (2.8) 
with respect to the coordlnntes q(.:) and JJ(.:') is inde· 
pcntlent oí z whcn tJ1cse evolve through ranonicoJ (or 
syr.iplccticl trnnsfonnntion11. Thia is the cnse vrhen tht' 
trnnsrormntlon is generoted by nn analytic íunctinn r 
through tho formol limit opcrntor m1pff, o), in porticu
lnr Eqs. (2.7)-(2.lOJ íor f - -zfl. When the genl'rnlly 
nnlsotropic Hnmiltoninn l/(c¡, p) is indepcndent nf.: (i.e., 
ns ir. o homogeneous spnce or on opticnl liber olonc thnt 
nxio), the evolution i11 

wM- cxp(-z!ll, oj)w 

-w-:{//,o'V}+ 1/n?f//,{1/,wll-+··· 1:?.Jll 

íur w ... u1(0). lí 11dcpcn1la11nlyon p (111\ in hnmnHcncou!i 
mcdin}, lhe Kr.ricn t11rminn1ea oncr tlm term linl'nr in z, 
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tff(p),qj..; _W;, tH(p),.~l- O, 

{ll(p), p) - o. (2.12) 

3. RA Y DIREC110N AND 
MOMENTUM VECTORS 
Ta obtti!n canc:relc evoluilon equotions íor phaso apncc 
out oí Hamllton equations {2.71, in principio wc rnust 
1olve far v In terma ar p and qº thrOugh Eq. (2.6) nnd 
then replnce Eq. l2.7b) in Eq1. (2.7n). But 8 and 4', lho 
aphcrical coordinnt.es ohhe roy.dlrccUon vector q, ore the 
physicnUy algnlficnnt qunntitics nnd the natural pnrnme
tera to dcacri!Je anlsotropy. tn this seclion we sort. uut 
lhe mosl convenienl íorrn ar thc equolions. 

Belween tho z and 1 dl!rivotivcs ar q wc hnve 

(3.l) 

Dcrivat.h·es wlth respcct to v and q oru relnted Ly 

1_ -C1"'"· )-(cos'O cos ,¡,:f¡-cot O sin rJ.-/¡) 
olv iJ/olv, cos2 8 sin 4' fo I· col 6 cos ,¡,f.¡ 

- ./r:7i' [' -.~' -i; ]('''i) 
-~y 1 - y 7 ol/ily 

-~(1-/¡i¡T)-}q• (3.2) 

wbere i¡T is lho trnnsposc or i¡, &O (¡i¡T is 1\ dyo.dfc projec· 
Uon aperntor (sometimos writt.en Qcl·J lhnt.acla os 11 2 X 2 
matrix on tho componcnta or a/ai¡. 

Wc wrilc thc canonical rnomentum 12.6) as 

p - ni¡+ A(q, z, cj), (3.3o) 

thus deflnlng the anlsntropy vect.Or 

A - Jf+üi fi;- (l - qi¡T) iln(q;:· ij) · (3,3L} 

The Homlltonion {2.7) can be written corrc.spundingly as 

II(q,:¡p)-p·~.9) 

- -(n' -lp - .Af')t.7 + (n2(~~ ~)~~pri 
{3.4) 

In lsotropk medio anisutropy v;ctur (3.:Jb) is :r.cro, 60 p 
11 pornllcl lo Q-. In such media the Hamlltoninn n 1 .. z -
n2 - lpl2 ls\denlincd with lhe z cumpuncnt.p, - -lli.n or 
n lhrcn·vm:l.nr p nr11i1.o 11,11 hccnu1tr. lpP·- lp\1 + lli..,2"" 
111• 111 i1mlr1111ic11u:tlin lh1Jtl1rcc·YL'Clnr¡1 ru11~c11ovcrthc 
J),.,.t•11r\l'MM¡1h1•n•, whnMll l'IUJíUitt:hlllll;I~ in fCl<IMlll!<U lfl thc 
Jnc11l rllfrncUv1J imln• nf tho mcdi111n í111·c Fir,. 11. 

1:11r nnl11Ulmplc mcdin wc con nl~u Hn thu vccloro i¡, p, 
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ond A tO thrcc dimensions thro'u¡:h noting that 

ni - nJ1=7ii • (n2 
- lp- Al2

)1'2 

nnd thus dcflnlng 

p, - -ll • (n2 - \p - A\1)112 + A,, 

A--~-- (p-A)•A 
1 ,¡r.:;ji 1n2 - \p - Al')ll'l 

(3.5ol 

t3.5b) 

(3.5e) 

The three·voctors ar direction 1j, momcntum p, und 
aniaotropy A are thui> ch1m:ictcrh:ed Ly 

p- n4 + A(q, i¡), p, - -11, {3.Ga) 

141- 1, e\· A- O, (3.Gb) 
lp - Al - n(q, (¡); 13.Gc) 

i.c., we htwc lhe orthogunnl decompusltiun ar momcntum 
inlo thc direclion vector und thc anisotropy lhrce·vl!ctor: 

(3.71 

Thc nnisolrupy vector A is orthogonol lo t.hc din!~lion or 
ray propoculion i¡. 

\Vhcrens i¡ awceps ovcr thc ray.dircction sphere 51 , the 
vectur p - A drows out a doscd surfocc (Eq. (3.Gcll-thc 
ray suríucc nt. lhc spncc point q-and Lhc thrcc.vcc1or p 
rangca currcapondingly ovcr onolher clused aurfocc thnt 
wc cull thc Deacnrtca ovuid oíthe onisutropic rncdlum nt 
q lsce Flc. 2). 

Hamilton equnüona (2.7) ere thuswritkn in manffestly 
Euclidcan·cnvarionl forrn ns 

1-'i¡.:. l. In i1mlropie lml inhnm<11:cn11t11111 m~·dm lh" l>c1ITT1rl.<•N 
111•hcr11 ¡:ujJ.,,. lh11 my liy chun~mi: ib r .. Jlt1~ in ""'íK'"~" lo 
lh1• \{)(ni rcírnflln !mi"•· Thn cumpnm·ut uí1• nnr1nnl In thl' 
i::rmlioml uí lho rrírnc~lvc lndcit ¡,. cunMcrvcll. 
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Fi¡:. 2. In anlaotropk media the unlt r11y-dircdion vector 4 
la multlplled by n(q, Q) and aummed ta th11 anlaotropy vector 
A(q, cil to yield the optleal momentum three·vector p. While iz. 
rangra evcr U1c unlt 1phere. rul dr11w1 out the niy surfoce fdottcd 
curve) and p awccp1 QYer lhe Dcsenrtea QYold (110Hd curve). 

!g_2..!!.-~. 
dio ap p.-A, 

{3.8n) 

dp iJI/ n an 
d:·-a;¡- p,-A, aq· (3.Bbl 

The thlrd compommt oí Eq. (3.81t) is idl!nticnlly unily. 
From Eq. (3.8b) it follows thnt chnngcs (incrcmt?nls) of p 
nre pnrallel to thc 11pntinl grndicnt of the rcírnctive indcx: 

an · · 
dpxaq-º· {3.9) 

As In lhe purcly isotropic cnsc, Hnmi\ton's 11econd equo· 
lion thu11 lende to thc llm Snhl-SneUU lnw oí rcfrnctlon 
betwcen two nnisotropic medin.5 

4. MULTIPOLE ANISOTROPIC MEDIA 
Thls Hnmiltonlnn lrentment In temu of nn tmisotropy 
vector [Eq. (3.7)} is vnlid for ntliltrnry {differentiable} de· 
pcndcnce of thc refractlve indcx on the spherc of rny di· 
rcctions q E 51• We shall ncxt conslder the po.rticulnr 
cnse ofqundrupoles (which Is physicolly renlb:ed in wcak. 
linear birefringent media). 

In thla cnse lhe refrnellve lndex 11 hD.llan isotropic vnluc 
nº plus a qundrupole tenn: 

n{q, ci) - n°(q) + Q(q, Q), {Un) 

wherc 

lfthc trnceorQ is T-L,.Q1,,. we can subtrnet 'hTCq. 2 + 
ij,1 + q,2 ) ond lncludc this conBtnnl to the monopole port 
of lhe medium. Thereforo the opticnl qundrupola mntrix 
~ Is symmetric nnd lracclesR. Therc nrc five indcpcn· 
denl qundrupole cocfficlents, It is rommon to rcRtrirt 
ronsidernlion lo principal nxt.~¡ in lhnt fmme ofrcfcrenc-c, 
Q • ding(Q,, Q,, Q.) nnd Q, + Q1 + Q, - O, 

\Ve find the nnlsolropy \"Ctlnr from Eq. c:J.7): 

A'1' - 2(1 - q,¡T¡c}i1 - 2\C/1'¡ - CJh1, •iliiJ. 11.2) 

'fhiis 111111 fi111t· 1m1I thinl·ordnr rlo¡¡t1u1 tr.rnrn in thu rnm· 
1mntm!JI or lhu dln•eliun vuelnr 1'1, 
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The momentum threc·vect.cr of n qundrupo\e medium 
can now be obtnined In temts of lhe dlrcction vector oa 

p • [n(q, 4l + 2(1- qi¡T)Q}q - (nº + 2Q - qTQi¡)i¡. 
{4,3) 

Thls la ahown in (the twc·dimensionnll Fig. 3 for prin· 
dpnl nxcs. 

Smoolh functionB ovcr n sphere mo.y be subjecl to the 
multipole expnnslonU 

n(q, ij} - ... ~o N<"',(q, (¡), (4.4a) 

wh!!re en ch summnnd Is homog1meous of deBTee m in the 
componente of i¡, i.e., 

Thc cocfflcienl.8 N~~!i~ _1.,, with i- • z, y, z, fonn n Lensor 
nf rnnk m th11l IB aymmctric under exchnnge of nny pnir 
of indices nnd trncelcss [~¡ N]~.!...J~ .. J-.J ... - O]; ii eontains 
2m + 1 lndcpendenl coefficients. 1'~quntlcn (4.4bl intro· 
duces thc {m - l)·linenr three·vector Nl"'J. 

Wc find tho nnisotropy three-vector for caeh rank m ns 

From this wc lind thc momentum vector os u. sum O\'er 
tho multipole componcnt.s (4.4): 

p-nit+ .. ~1 A
1"'1 

- [ nº - .. ~~ (m - l)N1"'' ]q + .. 1-i mN'"'l. (4.G) 

Fi_¡:. 3. Quftdrupole medium: n 11i1 rance1 uver th" 1phen¡ 
(cm:\o in lht' lWD dlmen1ion• of lhc n1:11re) oí radius nO •ni¡ 
r11n¡:ccs over U10 pe11nul·mh11ped auríacc, ami lhc mo111cntu1n 
ltwn·l v1lll.11r 1• ilmw1111 Uc~l'urlCll tlYnl tuvniil in lwn 1linw1111inn"l 
Thc linr11 joinini: polnln nn thc circlc to lhDllO nu lhc ovni n.lnh.• 
lhe direction of lho rny with the corrc1pt1nding d1rec;tion of lho 
1nnmunt111n v1>elor, In lhc lwn 1lhmm11innR of thc ti¡::un• tht• 
qu1ulnipulu mnlri1i: in Q - di11g(Q, -en 
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s. C:OMPAR!SON Wffi{ 
MJ\XWELUAN J\N!SOTROPY 

Bírefrlngence phenomena In nnisotropí.c opticn1 media 11re 
oí intcnist to physlcnl optka. Ccyat.:als with one lit two 
dlat.ingulahed nxea (unln1i11I or biaxinl Ct)'&tals} intcrnct 
a5ymmetticta11Y with the eteetric {and, lo n lesscr e:o:.
t.ent, wlth the rnnGf'etic) fitlds in. licht, whose po1nri:ntion 
propcrtill1 are esscntinl to unden1landing lhe intcrnction. 
Here we 1holl relnle this case to thc standard lrcnlmcnt.s 
or bircrringcnce:.:.5 

Elcctromttgnt!tic fichfaobcy tl1c Muwcltequntíons, In 
mcdta. tht.l ore homogcncou5. on lhc senfo of thc wal/e· 
1ength the electric tmd mngnctk \'Celar Ciclds E nnd 11 are 
orthogonal nl every point of cpuec nnd time; thdr cros~ 
pft)duct i~ thc Poynlin,; vector S - cE X H/4n-, point· 
ing in thc dircction o( cnct¡;y propagaiion. 1n scomc~· 
ricnl optic11, obt.¡tincd whcn thc w1wcfon{¡th A ''ani11hcs, 
thc Po~r.tlng vector gh'C:i u.e dircction or ía)' sm..iµaga· 
tlon: C,US. The dia¡ilntcmcnl vector Cicld is givcn by 
thc ftrst mti.tcrinl cqualion, D - iE, whcre l is thc dí· 
c1ertric: tcn1or rcpn:scntcd ln Cnrtcsío.n cnordinntcs by ll 
3 x .1 mntrix with clcments. t'1,,, J, k • l', y, z. Thc tn· 
duction \'Cclor Cidd is ¡ñvcn by thc sccond materinl cqun· 
Lion,ll •µ.U, whcre µ ís thc mnunctic pcrmc.:i.bilit~. To 
good approximntion, it Is o conslllnt of thc nicdium. 

EMrgy «inscrv.uUon implics thnt i i11 11 symmctri1: 
motrb.' l111vin¡:: &ix indepcndcnt 1mramctcr~ l.Q chnractcr· 
ize a gcncrn\ onisotropic m~ium with lll:cs in tt g\lncrn\ 
oricntotion. Thc set of indcpendcn.t paramet.crs in r¡,1. 
cont.rtins onc llncnr combtno.tion, the troce, 7- 1/,, tr{i}-
1/a(t'a_. + t",_, + c .. _.}, which Is the o.ven:age dieleclric 
cons.t.ant. lt Is invnrinnt under rotlltions; i.e., it is n 
&cnhir, (Tl1c thrct? eigenvnlucs ot i v.~e rolation invari· 
ttnh1, but only r is linear in <¡~.) By menna o( ll Um~c· 
pornmctcr rotatlon, ~ mny be brought to 'l.he diagonvl 
form dillg(t,, r,. e,) wHJ1lhe1111me trace nnd two remo.in· 
ing physícal llnis.otropy poramctera. Under rotations 
tho fl\'c µnmmct.cra trnnsform liMatly omon1: themsclvcs 
and ore a buis for 1.he apin·2 irreducible Npre11cnt.ütin11 
or thc rototion ¡¡niup. Thll average dlelectric eonstnnt 
i i:e n apin·O slnglct... The mu!tipolc rcfni.cthe indice!! 
N1"')(<\l of Scrtion 4 ttbovc luwe 2m + l lndcpend1mt. 
parnmetcrs ond form bns~ for spin-m krcdueible rcprc· 
sentations of \.he samc group, Covnrinncc thus impfüis 
lhnt \hcre must cxist. n :rela.tlon betwcen lhe five indc· 
pcndeol qundrupole cocfficlcnts Q1) ín Eqs. (4.4) o.nd the 
quint.uplct in 1.11 
Monoch~mntlc aolutions to the Maxwell equntlon!:I or 

nn¡:u:Jnr frequcncy "' ere or U1.? general form X{q, t) -

xlq1cxp{í[ko•Nq)- ,.,,], whcrc ko - 2rr/A11 - "'/e is th1: 
\'utuum wavc numbcr nnd the surta.ces <P(q) ... const.ont 
nre the wavc fronls. \Ve reccgnh1.: the WA\'o·fr<mt ntrr· 
mn: to be puratlet to \he gcomctrico.1-opti~ momentum: 
p U V•1•(q) ls~e: Fig. 4), Our tcínltlh·e indc11:, thc length of 
lp - Al, is to be found through tht! rresncl forrnul11 lthis is 
U1c pha.sc rerroctlvt! lnde.x ofEq, (115,24) ofRef. e>]. 'l'his 
tt¡lln\inn i11 qundmt!e in n 1 nntl hns two i<nh1Uons in tcnns 
41íllu'- cnmp11111mt.111r •, whích c-orrl!11pnnd lo lhc. ~rdinnry 
11111l 1•xlr1111nlionry rnyH-; nny 11í thctt\ nmy bll tnkon ltK lln: 
n•f1'uf'c.iYu i111l1·~ 111 1111r í..r11111lh1111. 

l~nr 1rnltu1111t try11tnln, , ... r1 ... r, 11nil t >1 ,,, Tlm 
nt1li111u:.· niy for lh111eti!I<.! d11"CH not fcl'! lht> 1ml11olrop,\.', nncl 

,· R!~rrn .'t.al. 

its branch ti( thc ttfratli\'I!' lbdex is n con!llnnt i:'h'1m by 

n.-m. {5,ln) 

and the e11.lruordinary ro); ía faund from Eq. tUS,331 of 
Ref. 5 to be 

n~-.JP/(1Tt::.''sin2 llr. (5.lM 

wherc Q Js thc nn¡:lc betwecn thc rO.)'·direclion \'telor ci 
ando. prindpnl tid!I oftltcc.ryslnl tlhe choscn optica1 uxis}, 
whcrc thc two rnys coincide. 

The rdrncfü·e indcx of our model or qundrupnlt1r 
nnisotropy is g\ven in Ec¡11. 14.1). Fur uninxinl me· 
din wilh opticnl monopole eoofficicnt n11 we can wril~ 
lhc quadrupa!e mntrix eB Q ... díag!Q., Q,, Q,) -
dtag(v, '" -2p), "f11cn 

n(Q),.. n° f. (i, fj, .!}[~ ~ ~ ](~) 
o o -2,, .: 

- nº .._ l-(.i 2 + j.2) - :z,,p 
.. (n" - 2v) + 3vii2 

- nº - 21• -1 31• ttif\~ fJ. 

Whcn "'ª rdn.te thc cocfficicnts 11° and 1• to ll10 phys.icol 
qlla'l'ltitics in Eq~. (5.l}, 

.¡¡¡;;-11°+1·, n~-ffe-11'l-21·, CG.3\ 

thc11, for wcnl~ 1mlsotropy ()11. - n..I <.:::: l}, lhl! cxtraordl· 
nory index IEq. lli.lbll cu.n be cxpandtJ ns 

n, - ¡,/' - 2i•i( t + ~ sir1'l U) ... nº - :!v '+ 3,, 11in11 o 

lú.4) 

and dircctly compnrcd with E1¡. (5.21. As 11 numcrü:al 
cxomp!l'c. l"Onsldcr qunrt.:. nt. 40·1.7 nm.11 wtwn: thi:: v.ul· 
ucs nrc n,. - L5G716 nnd n, - lliCiG7l, ond thcrC"for<! 
11° ... 1.56353 and 1• - 0.00318. Thc npproxímntion in 
Eqs, (l;.3) o.nd w!ution (fi.4) thi::n cxpnmh in powcr!o. qÍ 
1•/nrJ - 2 X lQ•), 

T}1e Fcrmot.-1-fomihon füundot.ion flfani3otrop!c optics 

fi¡;. 4. Mu11w~ll clectrnmu¡¡ncllc \'tdor• ¡., 11n 1mi~<>tro¡Ht: 
llll"lium, wltcre U - µH points iitlo the p11¡:r. Th11 1•ltwtrit: 
111111 tli .. 1•h•t.,tnt.,1t Vt'CI.<•..,., l~ nn•t U, nrn f!hl f1:or"lld TI,.. 
l'<•)nii1•~ v._~tor S/JI~ X ll ;,. lhl! dlrt-~tiu11 ,.r tlow nr o'IU'tJ'.• 
inut •~1tn·~¡1Mltl~ l11 lh" ,¡;.,,e\1on .,r ¡ir1,pnt:;:n1n1> 1>\' tloc ruy 1i in 
1.'l'IJrJICltirol u11t[c,1, 1'h11 WPVll•frunt f\OrlllHIM \"•1• ur¡, ¡mr10Ucl ti> 
lho 1111tknl m11m1•111un1 (1 rmd nrlh,,¡;mrn\ lo llw 1ti,.11t,.n•n1 .. n1 
V('t'\1>Y ll. 
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secma to givc moro mnthemntico\ freedom U\on lhc Max
wc\l cquallons. One c1m roUow cilhcr lhc ordlnary rny 
ar lhll cxtrnordinary ray, but not both, for esientinUy lhc 
aomc renaon thal gcomelricn\ opllcs fol\ows cithcr the re
írnctcd rny or Lhc rcílcctcd onc whcn a a pace 1urfocc oí in· 
dcx di$COntlnuily is mct. Thc propcr Maxwell lrcotmcnl 
includcs both rays ond prcdicls thclr respectivo po\arit:a· 
tions and lntensil\cs. Thcsc quontitics do nol bclong to 
lhc c\nss\cnl list oí o\Jscrvnbles of gcomctrical optics. 

O. FREE PROPAGATION IN 
HOMOGENEOUS UN!AXIAL MEDIA 
Unlnxln\ onisolropic medio are qu\tu ubiquitous: 
strctched p\nsl\c, quortz. \cnscs, et.e. Wlicn thc n•is of 
nnlsotropy ia also thc optical z nxis, our model is mnthe
mnlically simple. Hcre wc nnolyt:c free propngntlon os 
a trnnsformntion of phnsc spocc (q, p) ond nrc intcrcstcd 
In the pawer-acriea expnnsion ar thc nonlinenr port. i.~., 
thc obcrrotion exponslon oflhc uninxinl quBdtupole cnse. 

At tho end oí Section 2 nbovc, we remBrkcd lhnt Lhe 
11omllton cquntlons on the stnndord z .. O scrccn yicld 
roy paa\tions q(z) on the acreen nnd thcir cnnonknlly 
conjugotc momcnln p(z). ln1tend of p, wc hnvc wor\(ed 
moslly wilh v {seo Eq. l2".2ll nnd 4 for simplicity ond 
covnri11ncc. Fer Lhe qundrupole unioxie\ rcfrnctive index 
In Eq. l5.2l, puttlng q in ~nns aClithrough Eqs. (3.1), we 
can writ.c out the componcnts of momentum (Eq. {4.611 ns 

p - lnº + 41•)ti - 31•Q-'i1 

- (1 + v')-Yl{(nº + 4v) + (n° + 1•)01}ll 

-ll11º + 4v)sin O - 31• sin1 o)(~s "')· (6.\) Btn ,¡, 

When thc mcdium is isotropic, lhls cquclion reduces lo 

p•nºb• lp\-nºsinO (v-0). (6.2) 

Free propngntlon In nn nnisotropic, homo¡:cn1..-01111 
mcdium is describcd by th'e refrccUve index n \ndcpcn• 
dcnt. of q. Hnmilt.on cquntians {2.7) nnd their solutionA 

~ -v-qlzl"" qtO) + zv, (6.3) 

*-u- p(;r) - plO). (6.4) 

Althouuh the salutions ore formolly independcnt of thc 
nni1olropy of the medium Uhey ore linos in spnce), thc 
nnisolropy onl<!rB through rehi.tion (l:i.1} bctween lhe rny 
momentum p ond the rny directlon v. In thc isotro¡iic 
cose, p - nq nnd wc cnn cnsi\y in\'crl Eqs. (6 2} to 

v- .Jtn«S- pi""{;;· lvl- n° tan O lv-0). 

(6.51 

In lho unimr.inl nnh1otm11k en~•~ o 11impl11 dr.\'>ctl h1· 
v1•rnlun uf l~11. Hl.ll h~ 1111\icult lu foul. llnwuver, ií wu 
"-1110111 l-:1¡. tl\,11 wllh 11 'l'u;.-lor '"'ri1•" in ti•1)~,, ll•r L· 
1)1 11 ;!,.,, 11111\ ¡1r11pu11111111l111ih1r1•1r.¡1n1111im1111'1• \11 l'llW· 

1•r11 nr 1 ,.~!~ ,,, llu•n, 1•111111\luc U11· 1wri1• .. , Wt! t"llll liml lht! 
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expnnslon coefficicnts oí u(p): 

ulp) • nº ! 4 ., P + ~~:: :!~ P2
P 

+ 'fa{nª)\:0
1~,~:;/ 5lv

2 
{p2r'v + •.•. CG.GI 

'l'hue, whcrens lhc second Hnmilton cquntlon lEq. lG.4ll 
st.nnds ns in the isolropic cn11c, q(z) - q(Ol + zV(Jl) ex· 
hibits o series or terma or dc¡:rccs \, 3, 5, •.. in lpl. ln 
lhis wcy lhe phusc·spncc trnnsíorrnotion cnn be npprnxi· 
mntcd lo first, third, etc., nbcrrnl\on ordcrn. 1 ~ 

Exponeion lii.61 is to be 1ubstitutcd \ni.o Eq. (6.3) for 
q(z), Thc l\nenr lenn in zp Is Uu: pornxial nppraxim:i· 
Lion, und we cnn sen thnl n~ - nu + 4 1• ploys lh1J rnle oí nn 
cffoctive pcr:i.1r.inl rcfrnctive indcx. 'l'hc nonlinecr tcrm11, 
in :(p2)-p, ore gcncricnlly cul1ed spherlcnl nberrction11. 
In Fig. 5 wcp\otlhc cocfficientsafz{p1)•p in Eq. (6.61 for 
h - O, l, 2, 3 versus the nnisotropy porometer "· Note 
lhnt, for vnlucs or 1•/11° 2: 0.1 corrcspondinr. Lo ol>h1te In· 
dcx cl\ipsoid11, Le., prolnte rny surfoccs such o.s quorlz, 
t.he cocfficicnl of the linear term drops to npproximntcly 
'i0% or its lsotropic voluc, nnd the cocfficients or th!rd 
nnd hlghcr tcrms drop even \ower, lo npprnximntely 50% 
of isotropic frcc•Oi¡:ht nberrotionf. For cryst.nls su ch ns 
fcldspnr, whlchcxhibit 1• <O, thc C<H!fficients oínlwn·nliou 
orders 1 Oi11cnrl ond 5 grow monotonicn\\y, bul lhose of 
ordcrs 3, 7, ele., r~nch n mmcimum nnd thcn chnnces\¡.<n. 
Oplicnl clcmcnts Lhnl contribule wit\1 ne~ntive spherlcol 
abcrrntion cnn be of sorne lntcrcst in opticol design be· 
cnu!le such elcments nre diffinilt to produce with rcfrnct
in1t surfnces. 

Wc ccn now find thc cvolutlon Homlltoninn {Eq. 12.7bl), 
which in homor,cncoua m11din is o function oí only p, 
cxp\icitly by suhstit\1ting ul p\ from Eq. (6.6) into Eq.16.31, 
for the unlnxinl quodrupolnr mcdium (6.\) or by pnrtiol 
intcgrntlon oí (El, q\ - -tJ{ p) in Eq. (6.6). Wo lind lhnt 

.Jí+7;¡ ,, 
ll{p)- p· u - {"º - 21•} 1 + u1 - 3pp 

.. -tnª - 21•) + ~ p 2 
... "

0

8;".~?" 1 p 2 f 

+ 3inºl
1 

-t ~~¡'~:;·1 + 4081·
1 

( ,.., 13 + •. lS.1 ) 

l'i1:.r1. l\•·l111"i"r .. r .. ,,1 ... rir11t ul•·rrull"" ,, ... ffic:11·11l>o 11T fo~-t.· 
11n~11,11111h111 w~1· m.m\ r1•r k - o, 1, ::, a .. ,. 11 r11111·ti1111 .. r u"· 
,.,.;,..,1rt111y pununl•h:r •• iu "" uniudnl c:rv,.lnl. 
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Fíe. 6. Descartes di11Kt'am ror construction oC refn1ction 11n¡Je1 
beLween two anl.aotrnplc mc-dia n and n.': Cll Draw two circlu 
and lhc ton-espondin¡ Descartes cvolds Cor the two median and 
n', jcined at a lino para\lel to tho rerrccling interfo.c:e at thc 
poiM of lnddence. 12) Drilw th11 dinli:tion i¡ oí lhe incomlng 
ray and lhe COrTUpondln¡ momentum vector p. (31 Proj~t 
the mcmtntum on the lnL!!rfac:e; thi.9 quantity t. tonaernd. 
(4) Draw tha coiuerved 1errn11nt Cor th11 aecond cvold 11nd ILI 
corrupondine p'. {5)The auoclated Ca' yiolds t.he dittction oí 
lhercfrsctedray. 

7. FINITE REFRAcnON 
The phenomtmon oírefr11ction-bre.:::11'.ln¡i: ofrays-occurs 
al finita diacontinuilies of the refrnctive lndex. Conslder 
first the elementary case In whkh the surfo.ce ofindex dls· 
continultyis the:: - O plllno ond thero Is n r.:::iy that croases 
lhis flot interfoce belween tho two different nnisotropic 
media. Let lhe individual refrnctive indices be n(q, i¡) 
and n'(q, <i> in the ha]f.1paces. EquaUon (3.9) restricts 
the momentum diITerence p' - p between tho two me
dia to lic along the z ax.is. Hence the projeclion on the 
•creen will be conserved: 

p-p'. (7.ll 

These statements hold for genero.! o.nisotro.,::. medio., 
where ray tnngents and momenta are not collinenr, If 
the anlsotropy vectorsl3.7) orthe two medio are not copla· 
nar with the surface nonna1, the incident nnd refrncted 
ray tancents oro generica.lly nol copl11.m1r with lhe surfoce 
normo.I. Fotlowing the analysis oí íree prop:igotion in 
homol:cneous uninxinl media In Si:ction 6 nbove, we now 
particularfae nur con11idemtion1 to 'retr;1ction bdwccn lwo 
"uch 11li¡,!ncd uniullinl mclliu. l.cl Lhdr rcírnclh•c itnlkcM 
1111 11(1°¡1111111 11'11'11 m1 In B11. (!i.:i!). wilh 111111111¡1111c parnmc· 
lt•no 1111 111111 .,•~ 111111 •1mnln11H1lt1 unh ... lru¡•y n ... llicit·nb 1• 

uml 1•', n•11¡11.:cliv1.1ly, In tl111 nli1tnc1l uni1u.iul t'lll4o tho 
lwr1 rt'írlwliv11 imliccM nm nlli11lly t1ymmt'lric limil'/H!ntlcnt 

MEDIOS ,\NlS.bTRóPlCOS. 

oí the polar ancle 4'), 10 t.he lwo nniaotropy vectors 
(Eq. {3.7)) are along lhe aome meridinn :n1d thus ore 
coplo.nor with the auñace nonnnl (the z ttxis 11.nd line 
oí poles). Rofractlon between nli¡ned uniaxial medin is 
thus cnphmar. 

In Fig. 6 we conslruct (using ruler, compnn, nnd plot
ter on n plano figure) lhe Oeacartes din¡:r:im for the poinl 
at the interface joining lwo half Desenrtes dia¡:rarns and 
mat.chinc the length of the momentum vectors p tmd 
p' on lho interface. To find the ongle of reíraction 
6' in terms oí the angle oí incldence O, wo const.ruct 
cl'(ti; n°, .,¡ n°', .,') (cf. Eq. (2.lb)) expnnded in series. 
Through Eqs, (3.1), {6.1), (6,5), o.nd (6.6), with the ef
fective refractivo Indices n• - n° + 4" nnd nt• • n°' + <I .,•, 
we find lhe Ibn Sahl-Snell lnw oí sinea for uniax.ial 
anisotropic media: 

sin;;_~ sln 8+ .!.[(.'!'..)\,._ ... ]sin3 8 
n•• n" n" 

+..E..(.'!'..)'.·[(.'!'..)'.· - •]•u>' o+ .... 
{n•1)2 n•1 n" 

(7.2) 

The füsl snmmand la tho wual fonn or the Ibn Sohl
Snell law; it is here also thfl parrutlo.l approximation wilh 
the rnlio ofeffective refractivo coeílklent.s. The succ:ccd· 
lng lenns are corrections oí orders ... • and ain1'°1 8 thnt 
.are dueto nnisotropy. 

o. ROOTS OF REFRAcnON 
Onc of the results of Lle optics is thnt the finito phose
space lrnnsformntlon thnt is dueto refractlon by an ínter· 
faca belween two media can be foctorizod into a product 
of two root tronaformalions, 17 E o.ch root transformation 
is 11 canonicnl transrormation oí ph.t!.Sc sp:ice; l.e., Poisson 
brnckels ara prescrved, ond \.he valume elemenl dq " dp 
is invarinnt.' The free propngatlon (Eqs. (6.3) and (6.4ll 
ore evidenlly canonical, and its series eipansion approxi· 
mates tha limiL by trnnsfonnatlons lhat ore c11.nonicol. 
Furthennore, using &ymbolic: computo.tion, we can algo· 
rithmitally calculote thc aberrallon exponsion nssocinted 
wíth a refracting surface as nn opticnl elemcnt prr se. 11 

Finnlly, truncaling Lhis aberratlon expansion at somc or· 
dcr cnnsisl.ently kceps the canonlcity of the total trans
formation to that arder. 

In Fig. 1 we picture the ray transfonnation that is due 
to refraction at a smooth surface S(ql • {(q) - z - O 

Fi1:. 7. íl1·ímcli"11 nL n .urfn~ ;,. n mnro l1ctw.,cn ¡Jm.,t"·><P:i~ 
1~1inli< 111.111 uni.I (!¡', p'I. 'l11i" lr;iu~ínrrnutlun n~1hly fou,.r~ 
i11!1t l11111~r11rmulfoni< lmdr. niul Citrlh ínuu th~· p11inl uf in•1•nct •) 
on Un: IOllrfnro i - ({.jJ. 
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bctwccn t.wo general anisotropk; homogencous mcdin 
n(i¡) and 11'(i¡}. This figure shuws thc cqualtty between 
free propogatlon In lhc firsl medium from q at. the z - O 
acreen to the point oí lmpnct (indicated by overbars} at 
q - (q, J)T - [tj, ({ij)JT and free propagallon In lhc sec· 
ond mcdlum from q' ot lhc snmc z - O acreen to Lhc 
samc polnt or lmpact. Ir v and v' are the two ray dircc· 
Lions {Eq. (2.2)] on lhe acreen, then the point-of·impacL 
coordlnulea can be written In two ways: 

q{f) • q + ((q)v - i¡ - c1' + ((i/Jv' ... q'(i). 18.U 

This is the fmíl root equratio~ ofrefraclion; ll is on implicit 
equrallon for i¡. 

The vector nonnnJ lo lhe surfoce Is VS(q) -
[{,.(q), (_,.(q), -lf - [l:(q), -lf. If p nnd p' un? 
the three·vcctor momcnt.a oí thc raya on both sid!!s oí 
thc aurfocc S, lhcn the incremental limit of Eq. {3.9) 
restricta p' - p lo be pnrnllcl to VS nt {i¡, {(e¡)]. This 
we wrilo ns tho cqunlity of vector producU! 

p X VS(l}) - ji x Ji - p' x VS(ij). (8.2) 

In thls cqunlity wc hnvo lnserted u vector p - (ft, p,JT 
in the cross product with lhe unit vector k along the 
z axis (tho z component p, is thus arbitrnry). The two 
three-momenln are dcrompost"d with the use of p - ( p,, 
p,, p,)T -(p, -lf)T, whcre 11 is ~he Hnmiltoninn fum:
llon, to be indicntcd ns /1 nnd 11' for ench of thc mcdln 
(6.3)-(G.7). From Eq. (8.2) thc two-vcctor pis 

p - !/(p)l:(ij) -p - p' - II'(p')l:(q). 18.3) 

Thla la tho sccond root cquntlon; lt 111 an cxpllcit equnlion 
for p once ij hna bct'n delermincd. 

Wo hnvc thus dctcnnined thc root trnnafonnntlon 
for gcneric surfoccs S - {(q) - z - O In homogcneous, 
nniaotropic medin n{Q). In opticnl phnse apnce it is 

'.R • .(: q-.q-q+{(c})v(p), IBAn) 

'.Rn;l: p-.p-p-ll(p)~(c}), (8,4.b) 

wherc v(p) nr.d l/(p) contuln the rcfractlvc-index Cune· 
tlon n{i¡), From our conatruction it follows thnt thc re• 
frncting suñncc tronsfonnnlion. 

l
q-q' 

s ...... ,: p-p' (8.fia) 

thua fm::toriiea lnto the product ofthe root lransfonnation 
In thc flnit mcdium and the inven;c root trnnsfurmnlion 
in tho sccond medium: 

{8.5bl 

AK in tho i11olropic c11"c11 11tudiefl nhov1•. cnch root foctor 
dt!pcutl11 1111 ouly 11nu nf U1c nmdin unJ Lhu 11l111po nf thc 
1'1111m111n 11urínr1•. \Vhon 1.lm 1111rí111•u,<; i1111.: -1·11m•lu11l 
¡ihml!, thp roo~ trnn11fürm11tim111 lfl,41 nru n t1im¡1ln fn·u 
lllithl 11.v 11 uu1wrie .... 
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We shnll now pravo th~t the rool 'lranafom1nllun 
(q, p) - (q, jJ) given by rclnUons (8.4) and its Inverso, 

:n;J: i¡- q - ij - ({i¡)v(p), t8.6n) 

:R;J: p - p - jJ + //(p)~(I}). (8.6bl 

are cnnonicnl trnnafonnnlions. Tho almPlest dcrivation 
of thls result uses the Delgndo function 111 in the con• 
text of cnnonlcnl transfonnaUona dcfined through a eros•· 
variable Ho.mlllonian funellon F(í¡, p) thn.t dependa on 
final position nnd iniLial momcntum (F3 in Goldstein's 
notnlion9 ), Thia function delcnnlnes a canonical trans· 
fonnntion (q, p) - (l}, fil throul:h 

q(lj,p)- aF~~ p) 1 p(fJ, p) _ olF~~ pl. CB.7l 

The functlon F - i¡ · p produces the identity trnn~for· 
mntlon q - i¡ nnd p - p, Delgado notcd thnt the slx• 
dimensional idcntity lrnm1formntion function, restricted 
to tho four-dimenaionnl optlcnl phnRe spncc nt the &urfoce 
{, lcnds to thc cross·vnrinblc Hnmiltonlon function 

R(rj, p} .... <1 • P111.t -¡¡ · p -t ip, -q · p - {(rj)II(p), 
(8.8) 

which indeed )ielda throuch Eq~. 18.7J the rool trnn~for· 
mntiomi (8."1nl ond 18.6bl. The fnctorlzation lheorem is 
thus utcndC?d for rcfrnction betwccn nny two nnlsotropic 
(uuinxinl, binxinl, or general multipolnrl homogcneous 
media. 

o. N.EFRACTING SURFACE 
TRANSFORMA TION 
Jfere wc givc the expllcit root ond refrncting surface trnns· 
formntion11 fur 11ninxi11l quadrupolor media to third nhcr· 
rntion ordcr. Wo uso Eq. (G.SJ for u( p) ond Eq. (6.7J for 
!l(p) nnd ronsider surfnces wlth rotutionnl symmctry 
nrouml thc mda of thc mcclium, 

l!Unl 

whose nonnnl (two-vcctor on the scncnl is 

Snch surfacC's touch thc u11ticnl ccntcr q - O or ti1l' z - O 
i<crcen. Surfaccs (o + {{q) thnl nrc displac..><I by (o will 
hnvc n root trnnsfonnntion glvcn by '.R~·ro•t - :Y •. ,,'R.,, 
where J' •. l<> ía lhc free propnc:ntion to the optlcnl centcr of 
the 11uríace. Thla foctoriznlion i11 evidcnt írom F.q. I0.7), 
n•l11tions {8.41, nnd their concnlenntion. 

Tu salve lhc lmplicil root equntion 18.'lnl. we find the 
firiit·order opproximnnt rj11 ' - q nnd pince it hack intn tha 
cquntinn. Thc next itcroticm tnkc~ u11 lo thc thircl-ordcr 
upprmtimunL 1{", frnm whith wo 1!ru11 tlw Mllpl•fintlox lo 
wrih• 
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where nº + 4,.· • n• Is the e(fectJvC (pnrnxlolJ refrnc:Uvc · 
index of the mcdlum. We substitute thls result lnto re• 
lallon (8.4b) to obtcln tho third-arder npproi:imant to the 
momentum trnnsformation: 

p-p +2{i(n°- 2v)q- (1 nº ~ 4 _. p"q 

+ 2(21::: !: q 2p +. 4(t(n° - 21•}q1q. (9.2b) 

The paro.xial pnrt is recognizably that oí a qundratic sur
íacc, To third order, for P •O we recover the fonnulus 
for iaotroplc medio given in Eqs. (G,4) and (6,6) oí Reí. 11. 

The root transformation 2?.,.;¡ is cnnonfcnl, as wo wiw 
above, We mny opproximntc 2?..,,, to tlúrd nberrntion 
arder by the íonnnl operator series 

1{~'j - expf-(2/2n•p'q2 + ltCl'lº - 2v){q2)2, oJ 

X exp[-(1(nº - 2'-}q1, o], (9.3) 

Although this operntor generales lhc tronsfarm11tions 
[Eqs. 9.2)) up to tenns of thlrd order in q and p, tho 
npproximntion is eanonknl. 

Thc invcrae root lrnnaformntlon follaws a similar ni· 
gorithm, finding finit U1e Onit-order npproximnnl to the 
momentum trnnsform.nllon p!11 - jJ - 2(2(nº - 2J.)q, to 
relation (8.6b) and then it.s U1ird·order approximnnl¡ sub
atitution into relnlion (8.6n) yiclds Uw posilion tranafor· 
mations. These ore 

q • q- ~z nº ! 4,, iJ'p + 2(2
1
·::: ~: l¡ 2

l¡, 

~ - P - 2l'2(n11 - 2v)q + (2 nº ~ 4 ., J?24 

2 n° - 21• 
- 4(: ;¡o:;-¡;P·iioi 

+ <[(22 (nª - 2 ")~ - (4(11° - 2v)]qtq, 
n° + 4v 

(9.4a) 

(9.4b) 

We obtain lhe refracling suríace lransfonr.allon 
(Eq1. (8.5)) by aubsllluting Eqs. (9.2) into Ec¡s. (9.4) nnd 
distingulshing by primes. Thc result.s are 

q'- q- ({nlll ~4v' - nº !4v)q'p 

+ 2(2' (n°' - ~2 +-4(=~ - 21•) q'q • {9.511) 

p' • p - 2(2(Cnº' - 2P') - (nº - 2v)Jq 

+ <2(11 111 : 41" - nº ~ 4v )ptq 
1 (n°'- 2r') - (n° - 2",,J" 

- 4{: n111 +4v' p·qq 

- 2{2' (n'' - 2::1: 4(:º - 21<) q'J.p 

1 
3 {(n°' - 21<') - (n° - 2v)]1 

+ 4 (z n°' + "'"' 

l41t11"' ~· 2•·')- llJ°': :l1·J!}1lr1. (!J.!'",hJ 

Annin, r.w lmotn111lc 1111idi11 '" 1•' - O, wu rcprnclucc l11u 
r!!1111U..11"r1·:rp1. (0.61 orn11r. 11. 

MEDIOS ANJSOTRÓP-ICOS. 

Rivera rt al. 

The reírncting aurí12ca f.ransformallon can be_approxi· 
·mnted to lhird orderby the operatoroflho gonf!!:raJ fonn · <" 

s!'~·:t• e~~ACP11~ +B,;~-:~.+-~(~.q,~·,,.", .. ··. 
+ Dp2q 2 + Ep; qq1 +'F(q2)~;~]" · · 

x exp{-(2({nº :.., 2v) ~ (na._·-'_·,2~')J~í,'_o} ·.~ (~:G)· -;~·.: 
where lhe coefficlenla . A, .... E. a~· •1.~~~,l~;~ci':"J~riJ' . .::'.1. 
~t~"n.~~~~ns%it1~ ::: (o~~~:;ll!a;:e':"Sel~.el>,thfrd·Order:.'. 
Spherical nbermtion: A - O, fo'.1a)· 

Coma: 

Curvnturc offield: 

s-o, ···.:cit7b>· 
e • b. (-' - ~: . ',· .. :)··::· 

2. n.°' + 4,,1
:. ·:n~ .-t;_,4v :: 

. :(9.7c:) 

Focus (defocus}; F - 2{1
8 

X [Cn°' - 2v') - (n11 - 2vlF 
11°'+ 41·' 

- {4{Cn°' - 21·') - (11° - 2v)], 
(9.70 

These coeffieient.s can be found írom the oxplicit tramr· 
fonnntlon {9.G) or through composilfon ar tha coefficienl!I 
contalned in Eqs. {9.4) for n~J and [1l~'.,J- 1 by means ar 
existing tablea.ti 

Axisymmetrlc anisotropic opticnl systems eompased ar 
homogennoua elem1mt.s aeparnted by rerracting interfaces 
lram1form opticnl ph111e Bpflcc lhrous:h concntenntion of 
Eq. (6.0) for frac propogntlon oad Eqs. (9.5) and (9.6) for 
refraclion. Thc operotion of concntcnnlion Is nctunlly 
simpler when it is performed bolween the set oí obcr• 
rntion coefficients, ns delailcd in thc literature,ll Com· 
pu ter t1lgorithms nnd tables cxist for nbcrrntion order 7 ,:o 
but thelr presentation nnd annlysis for rcnlistic systcms 
liea bcyond the purposc of thli1 pnpcr. 

10. CONCLUDING REMARKS 
We derived the Uamilton cquntions far gcomtitricnl-optics 
rnys llines) in nnisotrtiplc apticnl mcdín from thc F~nnat 
principlli. Th11 opticnl momentum vector p is wrltlen ns 
thc sum or tlrn vector wlth thc length·n Langent lo the
rny plus nn orthogonnl nnisotropy vector A Free propn· 
gntion conesponds to the symplcctic mnps. of tho phnse 
space on lhe standard acreen. Thc refrnetini; surfoce 
trnnsíorn1ntions nnd lhe root tmnsformntion.s arC' &i'"cn 
to third nberrntion ordcr for nligncd unio.xinl optical syi;. 
lr.mH. Alllrnu¡:h lhcy nrc illHA formnl Urnri thu ful! t}js. 
11lny oft/icir J.iu-Scidcl nhcrr11tio!l cuunidcnl!f, wu rl•¡;ur<I 
llicsc cx11111plet1 11s illuslrnlh·c of lhc lnlcn.•1:1t uf uuh1t1· 
lrnpic ml'din In thc foundntionJJ uí l:Cometrienl optic." ín 
11hmm 11pncn. 



~tro.dn/. 

Given th'! homogcncous isot.ropic Ho.mi1toninn lli.-¡ -
·~, whcre 11 is a Ct1nst.ant, it Is eosy to lnfor t.hot 
~omogencous (lsotropic) mcdin wi\l hnve lhe" Hnmilton
i.il H1-, • -[n{q, zl' - p'}1'~. Dut it is nol nt ali clcnr 

~
. lo gcncroli~c lli.-1 to the general nnisotropic cose. 

wc wcrc simply lo replncc n(q, i¡) in U1c squnrc root, 
firet. Hnmillon cquotion would not nctunlly tell us 

thc relotion between p nnd i¡. TI1e inhomogcncous 
F\sotroplc Hnmiltoninn 11,-. givcn in Eq. (3.4) gencrnl
us ]/¡,.¡ nontrivinlly snd lcnds lo nn o.tlrnctivc U1rcc· 
hmensionnl nnlaolropy vector tEq. (3.7)!. 
1 Thc thlrd-nberrntion·order resull.s diaplnycd hcrc show 
!hat, cven for thc unioxinl renlistic case, nnisolropy re· 
'111\ls in n nontrivinl len¡,rtheninc: or thc coefficients¡ bul 
li!so lhnt lhey cnn still be hnndlcd nnnlyticnlly und in· 
1uirporntcd into cxisting computo.tioo nlgorithnis for opti
ia\ dcsign. 
! Thc Fermo.t prindplc is leas restrictivc thnn the 
Hnxwell equations in prnvidin¡: modals. fur nnlsotropic 
¡eometricol optics. On the othcr hnnd, ccomctricnl· 
,tplics rnys cnn either rcírnct or reílect nnd follow either 
the ordinnry or thC! extmordinnry rny bul not both. Let 
¡u recnl\ thnt thc fu\I informntion nbout thc field can be 
·Aerived frnm thc r.eometricnl-optics expnnsion,'1 thnt is, 

Íllr thc electric-field vector¡ n similnr result hold11 for thc 
mngnetic-licld vector. Here k 0 • 2rr/A is the wnvc num
bl!r, nnd !Jt{q} Is nn cikonol function (p • Uif¡/<Jq). The 

l
rays considcrcd in this popcr nrc thc charnctcristlcfl of 
lhc eikonal equntions. The polnciintlon, thc lntensity, 
.and thc optknl uctlvity will nppcnr lhrough thc iero- nnd 
•Mgher-order amplitudes E., in tho gcometricnl-oplics ex
panslon. Wc hopo to discuss thcsc problcms clscwhere. 

We mny note finnlly thnt, in apite of the grent cnpncily 
'lf modem computcre lo solvc complcl: wnvc cquntions 
1aumcricntly, thc gcomelricnl-optlcs npproach lends to 

11nnlytic solutiona nnd lo bett.cr undcrstnndin¡:: of imngc 
l'onnnllon In n deaign proees.,. Furlhermore, thc use of 
the gcomctricnl-oplics expnnsion rsther thnn thc numtlri· 
to.1 nolutlon of the wnve equntions mny often increnso thc 

.accurncy nnd simpliíy the co.lculntlons .. 
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Apéndice C 

Ast~gmatismo. 

El programa. que incluimos 'en este apéndice utiliza el esquema. de Crank-Nickolson 
{41] para resolver la ecuación diferencial: 

.dA d"A (x' •)A •-=--+ -+ex dz dx' 2 ' 

con la condición inicial 

A(z = O,x) = exp (-'"' -
2
xo)') 

la cual resulta de la evolución bajo el operador de astigmatismo X 2 P2_. 

El programa esta escrito en Fortran 77 y lo corrimos en la computadora. Hcwlett 
Packard (ce). 
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142 AST!Gh!ATISMO; 

PROGRAM X2P2 

program using the crank-Nickolson scheme .solve·s the problemi 
i*dA/dz = { -d2A/dx2 + (x2/2+ex4) A} · 
with initial conditions A(z = o,x) = exp(-(x-x0)**2/2) 

implicit none 

complex A(l8384), 
1 IM, RE, ULEFT, URIGHT, ZERO 

rea1 x, dx, dz, alfa, z, xo 

integer nx, nz, · . · ·1r·ur;faA ix, iz, ileft, iright; lerl:,~na2 

common/cmplx/re,IM,zero 
common/stepl/ileft,uleft,iright,uright,alfa 

PARAMETER (NX=l8384, ND2=NX/2, X0=5.eO) 

OPEN (10, FILE='ba.dat•, STATUS='NEW', IOSTAT=IERR) 
OPEN (9, FILE= 1 b5.dat', STATUS='NEVI', IOSTAT=IERR) 

DX=l.e-2 
RE=cmplx(l.eD,o.eO) 
IM=cmplx(o.eo,1.eo) 
ZERO=cmplx(o.eo,o.eo) 

ulef t=-zero 
uright=zero 
iright=l 
ileft=l 
nz=lOOOO 
dz=2.e-s 

alfa = dx••2/dz 

do ix=l,nx 
X=(IX-ND2)•dx-xo 
a(ix) = exp(-(X*X)/2.eO)*RE 

end do 

z = o.eo 

do iz = 1, nz 
call step (a, nx, z, a, dz, dx) 
write e•,•) 2 

end do 

do ix=l,nx 
X=(IX-ND2)*dx 
alfa=real(a(ix))*real(a(ix))+imag(a(ix))*imag(a(ix)) 
write(9,*) x, alfa, real(a(ix)), imag(a(ix)) 
write(lO,•) real(a(ix)) 
write(lD,*) imag(a(ix)) 



142 ASTIGMATÍSMO. 

e PROGRAM X2P2 

e program using the crank-Nickolson·scheme salves the·problem: 
e i*dA/dz = { -d2A/dx2 + (x2/2+ex4) A} 
e with initial conditions A(z = O,x) = exp(-(x-x0)**2/2l. 

implici t nene 

complex A(18384), 
1 IM, RE, ULEFT, URIGHT, ZERO 

> • ' 1 ~ •, ·, 

real x, dx, dz, alfa, z, xo 

i i ht i. e·;rr,1:!?.r:taA rg; r'.ruu2 integer nx, nz, ix, iz, ileft, 

common/cmplx/re,IM,zero 
common/stepl/ileft,uleft,iright,uright,alfa 

PARAMETER (NX=l8384, ND2=NX/2, X0=5.e0) 

OPEN (10, FILE='ba.dat•, STATUS='NEW', IOSTAT=IERR) 
OPEN (9, FILE='b5.dat', STATUS='NEW', IOSTAT=IERR) 

DX=l.e-2 
RE=cmplx(1.eo,o.eo) 
IM=cmplx(O.eO,l.eO) 
ZERO=cmplx(O.eO,O.eO) 

uleft=zero 
uright=zero 
iright=l 
ileft=l 
nz=lOOOO 
dz=2.e-5 

alfa = dx**2/dz 

do ix=l,nx 
X= (IX-ND2) *dx-xo 
a(ix) = exp(-(X*X)/2.eO)*RE 

end do 

z = o .. eo 

do iz = 1, nz 
call step (a, nx, z, a, dz, dx) 
write (*,*) z 

end do 

do ix=l,nx 
X=(IX-ND2) *dx 
alfa=real(a(ix))•real(a(ix))+imag(a(ix))*imag(a(ix)) 
write(9,*) x, alfa, real(a(ix)), imag(a(ix)) 
write(lO,•) real(a(ix)) 
write{lO,*) imag(a(ix)) 



Close (10) 
Close (9) 

write(•,•) 'FIN' 
stop· 

END 

subroutine step (a, nx, z, adz~ dz~ d.X) 

e calculates solution on next layer 
e a(nx) is function on layer z (input of sbroutine) 
e adz (nx) is solution on layer z+dz (output of subroutine) 

· z is chanqed by z+dz at output 

implici t no ne 

inteqer ix, nx, ileft, iright 
complex a(nx), adz(nx), uleft, uright, El, E2, 
1 IM, RE, ZERO, a1(18384) ,bl(18384) ,c1(18384) ,f(18384) 
real dx, dz, d, alfa, z, x2, dl, eps 
common/cmplx/re, IM, zero 
common/stepl/ ileft, uleft, iright, uright, alfa 

eps=o.1 
Elal/OZ•IM 
D=l/DX/DX 
oo 10 ix • 1, nx 

01 = (IX -NX/2) •DX 
X2 .. dl•dl 
E2 ... x2/2.eO*(O.S+eps•x2) 
Al ( ix) - D*RE 
Bl(ix) ""' (2.e0*0+E2)*RE-El 
Cl(ix) = Al(ix) 
F(ix) = -D*A(ix+l)+(E1+(2.eO*D+E2)•RE) *A'(ix)-D•A(ix-1) 

10 CONTINUE 

call SOLVE(F ,Nx,Al, 81,Cl, uLEFT, ILEFT, uRIGHT, IRIGHT ,dx) 
CALL EQUAL(adz,F,nx) 
z = z+dz 
return 
end 

SUBROUTINE EQUAL(A,B,N) 
complex A(N) ,B(N) 
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DO 1 I=l,N 
A(I)=B(I) 
RETURN 
END 

, As1·1Gr.11.Trs:.10. 

_s_~BROUTI_N~ ~OLVE(F, IE_IM~~! B, c., BLEFT '-~-L~-F~,_!1RIGHT, IRIGHT; I~) 

C U(N+l) *A(N)-U(N) *B(N) +U(N-1) *C(N)=F(N) 
C H - MESH SPACING 
C IF (ILEFT.EQ.l) U(l)=BLEFT 
C IF (ILEFT.EQ.2) DU(l) /DX=BLEFT 
C J.F (IRIGHT.EQ.l) U(IDIM)=BRIGHT 
C IF (IRIGHT.EQ.2) DU(IDIH)/DX=BRIGHT 
C IF (IRIGHT.EQ.J) DU(IDIM)/DX=BRIGHT*U(IDIH) 
C ON EXIT U(I) - IN F(I) 

complex UU,F(idim) ,A(idim) ,B(iditi) ,C(idim), 
1 ALFA(l8384) ,BETA(l8384) ,BLEFT,BRIGHT,DEN 
real h 
UNiczcmplX(l.eO, O.eO) 
IF (ILEFT.EQ.l) THEN 

ALFA(2)=cmplx(O.e0, O .eO) 
BETA(2)=BLEFT 

ELSE IF (ILEFT.EQ.2) THEN 

ALFA(2)=(A(l)+C(l)) /B(l) 
BETA(2)=-F(l) /B(l) 

ELSE 
RETURN 
END If' 

DO 1 I.,.2, IDIM 
DEN=UN/ (B(I)-ALFA(I) *C(I)) 
ALFA(I+l) =A (I) *DEN 

1 BETA(I+l)=(BETA(I) *C(I)-F(I)) *DEN 
IF (IRIGHT.EQ.l) F(IDIM)=BRIGHT 
IF (IRIGHT. EQ. 2) 
l F(IDIM)•(ALFA(IDIM+l) *(2*H*BRIGHT+BETA(IDIM)) +DETA(IDIM+l)) / 
2 (UN-ALFA(IDIM) *ALFA(IDIM+l)) 
IF (IRIGHT.EQ.J) 
l F(IDIM)=BETA(IDIM) • (Ull+. SeO*H*BRIGHT) / 
2 (UN-. SeO*H*BRIGHT- (UN+. 5eO*H*BRIGHT) *ALFA ( IOIM)) 
DO 2 I=l, IOIM-1 
K=IDIM-I 
F(K) =ALFA(K+l) *F (K+l) +BETA(K+l) 
RETURN 
END 



Apéndice D 

Evolución no lineal en el' espacio 
fase. 

En el artículo que reproducimos [45J analizamos la diferencia entre la dinámica 
clásica y cuántica cakulando la historia temporal de las funciones de \Vigner para 
el Hnmiltoniano p" y el medio de Kerr óptico. 
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ON THEPHASE SPACE DESCH.IPTION OF THE 
QUANTUM NONLINEAR DYNAMICS 

'N.l\Í:~takishlycv, S.M.' Chumakov, A.L. Rivera ruid K.B.Wolf 

Abatract 

ÚM~\S.Universidad Nacional Autónoma 1le Mézica, 
A~r~ada ·Postal ,/8-3, 62251 Cucmauaca, Mor,, J.Ur1'co' 

\Ve analyze thc dtrrcrcncc bctwcen classi<:al dy .1..i.111ica (g ... 'Omctric optlcs) and 
quantum dynamks (wa.vc optks) by c.i.lculatlng thc time history ofthc Wlgncr Cune. 
tlon for thc slmplcst nonlincar Hamlltonin.ns which are fourth-dt>grcc polynomlals 
in p and q. Jt is shown tha.t thc mo!'lcnts of thc Wigner function carry lmportant 
lnformatlon about thc statc of a syslcm and can be uscd to diatinguluh bctwcen 
qun.slclasslcal and quantum evolulion. 

1 INTRODUCTION 

Thc sl11ndard furmulat.ion o( quantum 1.1cchau. ;s eithr.r in thc Schrüdingcr 
or in Ifoiscnbcrg picturcs may crea.le All impt"'-.'11SÍun t.11nl quaulum u.nd da.ssi
cal dynamics are complctely diITerenl. llowcvcr, lhere are rcprescntations IOJ 
in which quantum dynamics sccms to rcsemblc clll!lsical statist.ical mechanics, 
and where t.he stalc oí a quantum systcm may be rcprescnted by the quasiprob
abilit.y dist.ribulion in phMe spa.ce of lhe Corrcsponding clllllsical syst.cm. Q( 

coursc, lhcre nre at. lcast t.wo imporLant diffcrcnccs. Firstly, quasiprobability 
dislributions may lakll ncgnth•c valu~ (unlike thc true prohability .dist.ribu
tions). Sccondly, t.hr. cla.c;sicnl distribution c:nn be localizcd al a point in phasc 
spacc, whcrens the quantum dist.ribution must always be spread in a finitc 
phnsc volume, in agrccment with unccrtainty rclntiom. Lcl us lnkc nn initin.l 
distribut.ion which i11 corisistcnt wilh lht' um·crtninty relations and tlescriht!s 
n real quantum particlc. Then, u·hal út l11t. differ1:11r.e bctwcen classical and 
qrmntum dynamic.i; in pfrnse s¡1acc'I 

Thc dn.c;!lical dymunical h\\Y is vcry simple. Evcry clcmcnt or phasc spacc 
movc.'I along thc classicnl lrn.jcclory whilc prcscrving ils volume. H nl time 
t =O thc probability lo fin<l a. particle in a. unil vol u me al thc point q0 , Po wrui 

2!i Afnrr-/1 l!J9f; 

147 



148 EvoLUció~ NO !.INEÁL EN EL ESPACIO FASE. 

Wd(q~ 1 po), thcn at time t the probability distribuliou is 

IV0 (q,p;t) = \V,¡(qo(q,p,t),p,,(q,p,t)), (!) 

whcrc q(t),p(t) is thc classical lrajcclory passing through thc point q0,p0 
nt time t = O. llow much can lhis imagc hclp us lo undcrstand quantum 
dynamics? This qucstion is important also for optical a.pplicaLíons, since thc 
optical llclmholtz cquation in the para.xinl approximation is rcduced to thc 
SchrOdinger onc. Thcn thc dislancc o.long thc optical n.xis playa lhe role of 
thc time t in mcchanics. Far simplicity, wc consider hcre thc two·dimcnsional 
Ca!IC and denote a coordina.te pcrpcndicula.r to the optical axis by q. Thcn thc 
canonically conjugate momentum p describes thc direclion of thc ray al the 
point q,t. Thc classical limit corrcsponds lo gcomctricoptics. 

2 LINEAR TRANSFORMATIONS 

Linear homogcncous canonical lransformations {0] 11rc generated by Hamilto
ninns which are sccond-dcgrcc polynomials in p and q. Thcy lcad Lo linear 
cqualions of motion which a.re idcntical in classical and quantum mcchanics. 
Thercfore lhe solutions lo Lhc quanlum cquations (lhc lleisenbcrg opcralors) 
ha.\'e a form similar lo lhc cla.ssical lrajectories p{t),q(t), In optics, linear 
transformations describe Gaussian systems. 

Among lhe various quMiprobability dislributions, thcrc is only onc far which 
lhc linear quantum evolution law coincides with thc classical ene in Eq. (1) 
(OJ. This is Lhc Wigner Cunction1 

+~ 

IV(q,p;t) = 2_¿ dre"'">l'º(q+r;t)>l<(q-r; l). (2) 

Hcre, the wave íunctien W(q; t} is a sohtlion of the SchrOdinger cqualien in 
the coordina.te reprcsenlation. 

\Ve shall rcfer lo thc classical prebability distributien (1) cvelving Ítem thc 
inilial conditions IV(Po,q0¡t =O) as thc 'classical Wigner function'. Therc
forc, lhc cla.ssical and quanlum Wigncr functions cvolvc idcntically in linear 
dynamics. Thc Wigncr funclion provides Lhc clescst possible dcscriplion o( 
quanlum nnd classical dynnmics. 



3 NONLINEAR DYNAMICS 

Wc considcr hcrc two cxamplcs of nonHncar dynamics gcncratcd by Lhe sim· 
plcst nonlinear Uamiltonians which are thc íourlh-dcgrcc polynomials in p 
and q. Such opcrators describe in wavc optics tite third-ordcr approximalion 
to thc para.xial rcgimc; i.e. 1 they Jcad Lo thc abcrrations of images in oplicnl 
dcviccs !O). In thc nonlinear casc1 ll1c classical solution docs not determine thc 
qua.ntum dynamics 1 sincc highcr momcnts of p and q cnter into thc Ilciscn· 
berg equations oí motion. Thc mean va]ucs of thcse product.s ( c.g., { {pq }(t))) 
bccomc ndditional variables whid1 are abscnt in thc classical case. 

Wc start. with thc llamillonian 

1/ =p• 

which corrcspond11 in wa\'C optics to thc first corrcction lo paraxial free prop· 
agalion (sphcrical abcrrationh it also describes thc first rclativistic corrcclion 
to thc SchrOdingcr cquntion. 

We show in Fig. 1 Lhc clas.!lical and quantum cvolution oí thc Wigner funcLiou 
far thc Hamiltonian p4 whcn Lite initial statc is a vacuum cohcrcnt statc (a 
Gaussian ccntcrcd at thc origin of thc .Phasc planc). Aftcr 714 cvolution, thc 
rcsulting statc is no longcr a Gaussian, but is rcprcsentcd by a hill Lhat rapidly 
sprcads in q. Thc difTcrcncc bctwccn the classical (Fig. le) and quanlum (Fig. 
la,b) cases lies in thc oscillations of thc Wigncr function which appcar in thc 
laLtcr. Thcy are secn in thc lcvcl plots as small islands forming in Lhc con
cavc part of thc main hill¡ thcir arca is considcrably smaller than thc area 
of thc \•acuum stnlc. The prcscncc of Lhcsc 1quantum oscillations1 in phase 
spacc clcarly indica.tes thc quantum charactcr of the cvolution (in a compari· 
son with thc quasiclassical cvolution discusscd in Sed.ion 2). Thc stronger are 
lhc oscillations 1 thc 'more quantum' statc wc have. Thcsc oscillations are ab
Mcnl for gencralized cohcrcnt dcscribcd by Gaussian \Vigner functions (which, 
thercfore1 are quasiclassicnl statcs). 

Howevcr, iL is inconvcnicnl to plol many graphs oí thc Wigncr function fdr 
differcnt time inslnnts, Lo concludc how nonclassical (or how quasiclassical) 
is thc evolulion. Wc would likc to have a numeric paramctcr which would 
allow us to disLin¡;uish bctwecn classical and quantum dynamics. Therc are, 
al lcast, two candidntes to play this role. Firstly, it is thc lefL-hand side of lhe 
SchrOdinger-Robcrtson unccrtainty rclntion [OJ, 

(3) 

whcrc ij n.nd P are thc mean valucs o[ thc t::oordinate and momentum¡ .,. H == 
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Fig. l. Evolution of thc quantum and classical Wigncr Cunctlons far thc Hamiltonlan 
p1• (a) 3-dlmcnsionnl plots ofthc quantum Wigncr lunctions Cor times i = 0.5 and 
l ~ 2.0; {b) leve! plots of the same quantum Wigncr functions; (e) fovcl plots of thc 
cla.ssical Wignl?r fundions fer thc samc time in!itants. 

(6q)7 anda,.,.= (.ó.p)1 are lhe varianccs~ ª"r = (qp+ pq)/2- ijpdcscribcs cor· 
relations bctwccn coordina.te n.nd momcnlum íluctuat.ions. Iicrc the brackcts 
(• •-} denote t.hc average ovcr a givcn quanlum stnle. The cquality in Eq. (3) 
holds for purc Gaussian stalcs. Dodonov and Mnn'ko noticed that thr. wtluc 8 
in Eq. (3) is invariant undcr linear canonical lransformations both in quantum 
and classical mcdmnics [O]. For nonclassical slalcs 6 describes thc growth oí 
quanlum fluctuations. Undcr nonlincar tr.i.nsformalions, howcvcr, ó is not an 
iuvarinnl cvr.n in dns~ical mr.c.:lianics. 1'hc Dodonov-Man 1ko paramctcr é can 



be Lhus uscd to characlcrizc Lhc dcgrcc of nonlincarily of thc systcm, rathcr 
Lhan' the dcgree of nonclassical bchavior OÍ thc systcm, as Wa.<J notcd in Rcf. 
(O]. This parnmctcr is in íact vcry useful to describe the short time nonlincar 
bchavior cvcn if it docs noL focl global cffccls, such as Schrüdingcr cal statcs1 

which appcn.r Cor longcr times, 

The difficulty in dcscribing quantum flucluations far Schródingcr cal statcs 
can be ovcrcomc by taking advantagc of cntropy as a mcasurc oí fluctuations. 
Sincc wc havc no true distribution in pha.sc spacc, Wehrl [O] proposed to 
cnlcu)atc thc entropy using Lhc nonnegativc Q-function Q(q,p), 

(4) 

inslcad oí a real distribution. Thc \Vchrl cnlropy carrics more precise informa
tion about thc pha.sc volumc occupied by thc quanlum stnle and is especinlly 
convcnicnt far the dcscriplion oí thc Schródingcr cat statcs [OJ. Unfortunatcly, 
SQ is nol invariant undcr thc squeczing transformation. The rca.<Jon is Lhat thc 
Q-Cunclion bchavcs nonclnssically un der. squcczing lransíormation, gcnerntcd 
by the quadratic gcnerntor pr¡ + qp, sec e.g., [OJ. 

'Wc would have nn appropriate mensure of the quantum nalurc oí Lhe state 
if wc could calculatc thc cntropy using thc \Vigner function as a probabilily 
distribution. Unforlunatcly, this is impossiblc, since the Wigner íuncti.on can 
ha.ve ncgalivc valucs. (Moreovcr, Lhcsc ncgalive valucs are known to be an 
important manifcstation of thc nonclassicality oí the statc.) Ilowcvcr, we note 
t.hat thc momcnts of the Wigncr function, 

kf. dpdq I.{t) = 2' w (p, q; t) 2;"°' k= 1,2, ... (5) 

havc thc dcsirablc propcrtics. Thc cln.ssical countcrparts of thesc moments 
are invnriant under a.ny canonical transformntions, ns follows directly from 
Lhc phase volume conscrvation. In the quantum dynamics, thcsc moments are 
prescrvcd by any linear canonical lransformations bul are changcd by non
linear transformations. For all thc quasiclassicn.l statcs dcscribcd by Gaussian 
wave íundions, these moments (in our normalization) are cqual to unity. Thc 
diffcrcncc from unity may serve as a measurc oí the nonclnssical naturc of 
t.hc stalc. On thc other hand 1 tite change in these momcnts in the coursc of 
nonlincar cvolution reflccts an extra growth oí thc quantum fluctuations in 
comparison with thc corresponding dassical dynamics¡ jt also providcs an in· 
formntion of how closcly the proccss can be dcscribcd by thc quasiclnssical 
approximation. 

We show in Pig. 2 thc lime cvolution of thc momcnts oí the Wigncr function 
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Fig. 2. Time cvolution of t11c momcnts of the quantum Wig11cr Cunction Cor lhc 
Uami~tonian p-4.. 

undcr Lhc Ilamiltonian p4• IL is clcar thát tite normalization condit.ion always 
implies / 1 = l. Furthcrmorc. / 2 = 1 for any purc statc. (Por mixcd statcs 
dcscribcd by thc dcnsity matrix p, thc sccond momcnt is cqual to thc purity 
of thc statc, J"l =lracc(p'2) [O].) / 2 is shown in Pig. 2 to test Lhc qu~lily oí 
our numcricnl calculations. Thc dccrcase oí thc momcnts /i,; for k 2: 3 rc\'cnls 
thc diffcrcncc bctwccn classical and quantum dynamics, Wc note thal thc 
bchavior of the momcnls íor thc Ilamiltonian p4 is quit ílat. This indicatcs 
Lhat qunsiclasskal slalcs rcmain a good approximatíon to quanlum statcs. 

4 KERR MEDIUM 

A succcssful model of aclh•c optical media in which sclf-intcra.ction of thc field 
takes place. is thc Kcrr mcdium. Its Hamiltonian is a harmonic oscillalor which 
describes a single quantizcd modc oí thc clcclr?~ªgnctic ficld oí a írcqucncy 
w, plus a sclí-inlcract.ion tcrm wilh a coupling constant x [O,O,OJ. In quantum 
clcctrodynamics, Lhc llamiltonian is usua11y writtcn in tcrms oí thc photon 
numbcr opcrator ñ =ala= p2 /2w + wq7 /2 as 

(G) 

hcrc1 h = l. JL is clcar that lhc harmonic oscillator Hamillonian and thc 
total Kcrr Hami!Lonian havc common cigcnvcctors. 1.'hc photon numbcr is 
conscrvcd, but ll1crc is a nontrivial cvolution oí thc phasc of thc ficld. 
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Thc time cvolutiou oí thc Wigncr funclion under lhe I<crr I!amillonian (6) is 
shown in Fig. 3 .. The corrcsponding cvalution oí thc momcnts is shown in Fig. 
4. In thcse figures wc choosc x = l. Thc firsL tcrm in thc Kcrr Ilamillonian 
lcá.ds to thc 1íast 1 rolation of thc graphs with angular frcqucncy w¡ wc work 
in the intcraction pidurc1 which subtracts lhis rotation. 

Thc inilial Gaussinn Wigncr function is shown in Pig. 3a. Far small time 
t = 0.02, tite Gaussian is strctchcd and rolatcd in thc phnsc planc as shown 
in Fig. 3b¡ tite momcnts -shown in Pig. 4- are still ..... 11 so thc statc is still 
clase to thc scmiclassicnl onc. lt is now squcczcd in a dcfinitc dircction in pha.sc 
planc. This squeczing can be sccn clcarJy in Fig. 3b. Note that in thc graphs of 
the Q-function il is more difficult to visually nolice squcezing, sincc thc hills 
are 'fattcr'. 'fhc Q-function ovcrcstimates thc íluctuations in thc squcczcd 
slatcs. Evolution by free propagation in a linc.i.r mcdium rotales thc pha.sc 
planc of lhc ficld by the barc l1armonic oscillator Hamiltonian. Onc can use 
this additional rotation lo achievc lhc bcst squcczing in thc ficld coordinatc 
or rnomcntum fOJ. 

As time advanccs -scc Fig. 3c- it bccomcs clcar thal thc hill is strctchcd 
along a circle (not along a straight linc). As thc pJrnsc sprcads, thc hill forms a 
crcsccnt. Thc dcforma.tion o( thc top of thc hill is still quasiclassical. Ho\\'C\'cr, 
Lhc shape of thc hill is alrcady sufficicntly bcnt for tlie 'quantum oscillations' 
to appcar. When thc momenls h. are still of thc arder 1 in Fig. 4, thcsc 
o.i¡ciJlations are wcak and thcir contribution to thc statc volume is still snrnlJ. 
Thc arca of thc laill incrcascs slowly wliilc thc sprcad in phasc grows (aster, so 
wc may cxpccl an arnpliludc squcczing. This squcezing occurs slightly away 
from thc radial dircclion, but it can be transformed iuto a radial (amplitude) 
squeczing if wc shift. Lhe origin of phnse planc, so as Lo put it at Lh.c ccntcr of 
curvat.urc of crcscent.. Physícally, this can be realizcd by placing tite nonlincar 
Kerr mcdium inside of one arm o( a J\Iach-Zchndcr interferorncter, a.g wru; 
proposcd by fülagawa and Yamamolo [OJ. Strong squeczing in thc photon 
number íluctuations can be achic,·cd in tliis way. The J(crr amplitude squcczing 
can be ft.irlhcr crahanccd by taking as initiaJ sta.tc an alrcady squcezcd sta.tc 
[O]. Note finally U1at thc quantum oscillations are not visible in the graphs of 
thc Q-function uscd in Hcf. fOJ. 

As limeevokcs furthcr, Fig. 3d, the phasc sprcad reachcs 2n- and thc 'quantum 
oscillations' bccome rcally slrong. It also bccomes clear that the reason far 
thcse oscillations is the sclf-interforcnce in the phasc space. One can say Lhat 
dHrcrent parts o( lhc quasiprobability distribution creatc intcrícrencc fringes 
when meeting cach othcr. At somc time instants the sclf-interference leads lo 
standing \\'aves nlong thc circle. This wnvcs are formcd in the Kcrr mcdium 
al limes xt = /ir /rn, wherc l, m are intcger nur.1bcrs, l < m ~ ../i[. ThesC are 
jusl thc Scl1rOdingcr c;ils (O]¡ scc F'igs. 3c,f. 
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Fig, 4. 'l'ime ovohalion oí th~ momcmls oí thc quantum Wigncr íunclions íor tho 
I<crr lln.miltonlan. (a) Evcn momcnls 12 (dut.tcd lino), !• a.nd la. (b) Odd mo· 
monta 11 (dottcd Une), 13 and Ir,. Dashcd vertical Unes corrcspond to lime instanls 
Tr/6, r/5, 1r/'1, 7r/3 1 2r./5, 7r/2 aud 37r}5, whcn Sc.hrOdingcr cnts appear. 

Mosl o[ thc information conlained in Lhc Wigner function plots cnn be rc
storcd [roro lhc graphs o[ Lbc momcnls l:i-G, Fig. '1.. Thc time inst.ants wben 
wc cnn cxpccl squcczing or n.mplitude ~quct.-zing be\ong to lhe initia\ peak, 
whcn t.he momcnts are sti\1 clase lo unity. Whcn lhe Wigncr funclion shows 
comp\icatcd intcrfercnce fringcs, momcnls are kcpl in thcir lowcsl stcady va1-
ucs. Thc 'SchrOdingcr cat. 1 times corrcspond to lhe wcll pronounced peaks o[ 
t.hc momcnts. Onc can easi\y eslimnle lhc mnximum values o[ Lhe momcnls 
in lhcse pcaks for small numbcrs o[ thc cal componenls. 

5 CONCLUSIONS 
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The wcl\-known dHTcrcncc bctwccn dassica\ and quanlum dynamics is con
ncctcd wit.h t.he phenomcnon o[ sclf·inlcrfcrcncc in phasc spacc far a qul\Si
pcriodic mol.ion, which lcads lo Lhc Schrüdingcr cal statcs lO,O}. lt. is a 'global 
pl1cnomenon 1 sincc t.hc quanlum statc spreads over a\1 lhe phn.sc vo\umc al
lowed by t.hc conscrvation laws. ll rcvcn1s ilseU ustll\tly al times tongcr than 
lhe fundn.mcntn.1 pcriod o{ lhe osci\lation o{ thc systcm. 

Wc havc shown herc llial qunnlum uonlinenr dynamics also diffcrs from its 
classica\ countcrpnrt for short limes, whcn the slnlc is slill we\\ \ocati?.ed in 
phase spncc, 'l'hc highcr moment.s o{ lhe Wigncr function can be usecl as 
numcrical mensure o{ this diffcrencc1 sincc thc moment.s clrn.nge in thc quantum 
cn.<1c llllL nrc comslnnls in Lite cln.'lsicnl piclmc. 
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Apéndice E 

Evolución bajo Hamiltonianos 
polinomiales en espacios fase. 

En el artículo que reproducimos (enviado a Physical Revicw A), analizamos la 
diferencia entre la dinámica clásica y cuántica calculando la historia temporal de 
lns funciones de \Vigncr para Hamiltonianos polinomiales de cuarto grado en las 
coordenadas y momentos. Se pone atención especial en el ánalogo cuántico de la 
conservación del elemento de volumen en el espacio fase clásico. óptico. 
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· EVOLUTION .UNDER POLYNOMIAL HAMILTONIANS IN QUANTUM AND 
' OPTICAL PHASE SPACES 

A. L. Rivera, 
Far:ultadde Ciencias, 
N.M.Atakishi)'t\' 1 

Instituto de Motcmdtfras, 
S.M. Chumakov, and K. D. Wolf, 

lutitulo de /nt1cdig11cioncs en Matemáfica.t Aplicodtu y en Sislemat, 
Universidad Nacional Autónoma de Mlrico, 

Apartada Postal ~8-3, 61!!!51 Cutrnavoca, Mor., Mlzico 
(Junc 7, l!l!IG) 

Wc anaJyic lhe difl'etcm;c hr:twccn du:iical and quantum nonUnc11.r dynamks by C'Dmputing thc 
lime e.0!11.Uon or the Wignu r11nction1 fot t!ie 1implcst polynomid UamUtaniau af rourth degrcc 
in coordinalt and momcntum. Thb el~ o[ lh.n1Utonia11J1 conlalns cumples whltli are intporlanl 
in wave and qu&nlum optla. Tbc llamihonian• 11ndcr 1tudy describe the tl1lrd·order abcrratian1 
to the paru.lal appraxlmatlon and the nonlinur Kcrr mc1lium. Spcdll! .ttcotion b givcp to thc 
quantum analog oí tlic con1crv .. tion o{ thc \'Olumc clc1ncot in clusical uhuc 101.ec, 

l. INTRODUCTION: CLASSICAL ANO 
QUANTUM DYNAMICS 

Sincc thc crcalion or quanlum mcchnnics, cfforls bave 
bcen madc to viauafüc thc quantum dynamical image 
and to pul it in beltcr corrcspondcncc with thc classical 
cvolution. This go:il can be partially acllÍc\'cd by uaing 
thc phuc apace pictuw in whicl1 tl1c &tate or a quan
lum •Ylilcm may be rcprcaentcd by thc quMiprobability 
distribution in thc phue apacc of thc conc:sponding dlLS-
1ic:il &ystcm [1,2J. Dcsuibcd in this way, quantum dy
namics rescmblcs classiol alatistical mccluinics. Cicarly, 

- thia ana1ogy is incomplcLe for al lcast two rca.wns: first, 
qunsiprobability dlstrihution.s may tnkc ncgativc values 
(unlikc a true probabilily distribution}, and sccond, the 
clusical di1lribution can be localizcd lll a point in pha.:.;e 
apace, whercu lhe quantum di.stribulion musl always be 
a¡1rcad in a finitc phasc apace volumc, in agrcement with 
uncertainly rclation1. LcL us considcr 11.11 initi11.l distri
bution which is consistcnt with the uncertainly rel11.tion.s 
and describes a real quantum parlicle. Tbus wc Cl!.11 as'k: 
what i.s tAe díffcrence &dwun dauical and q11anhlm dy
.amic• in pAase •pauF 

Thc da.s.sical dynamlc11l l11w is nry simple. E\·cry ele
menl ofphasc apacc movcs along lhe cl8S3ical lr11.jectory 
while ptcscrving its volumc. lf al time t=O Lhe probabil· 
!ty Lo find a particlc in.ª unit volumc 11.t the point z 0,p0 
~ Wd(Zo,po), lhca nt time r thc prob11.bility distribution 

lVc1(r,p;t) = lVc1(zo(z,p,t},Po(r,p,l)) , (1) 

whcrc ~(l}, p(t} ¡., t.h~ clns.'!.icnl trnj1'clory fli\.'l."ing through 
the point Z"o,Jlo nt time l=O. Doe!l thi!! picturc hclp w1 
lo uudcrstnnd qunntun1 Jynnmica? AmJ if i;o, whcn c11n 

thc qua .. '!.iclnssir:al approxim11.tion be cfficiently uscd to de
scribe n. qunnlum sy11tem? This qurstion is important in 
severa! branchcs ofphysics: pnrticlc qunnlum med1anics, 

· 11unntum optic..'!., and wave optics, hccausc lhcy sluirc D. 

common mathematica.I structurc. 
Thcsc quc.stions are formulntcd nalurally ln thc wcll

known 111.n¡;uage of p11.rlicle quantum mi:chnnics. 'l'hcy 
lllso 11.ppcar in quantum opth:s, \vhcre a.single modc oflhc 
clectromagneti<: ficld is dcscribcd by thc coor<linntc and 
momentum opera tau ofthc harmonic oscillulot¡ this ficld 
oscillator interact.s with nn atomic system or with othcr 
licld modes in the ca.se of a nonlincnr opticnl proccs~. 
Modcrn qunntum optic.s uses cxlcnsh·cly lhe quasiprolm
bilily distributions {l,'l], varioug \•euions or lhc quasiclas-
11ic11.I approximistion [3] and other quantum mechanirnl 
tools. 

llcrc we stress applic11.tions in wave oplics. lndccd, it is 
well-known thnt in thc pnraxial approximation, thc o¡iti
cal llelmholtz cquation tt!duces to thc SchrOdin&cr equn
tion, Thc distance 11.long thc optical axis plny1 thc role of 
thc time t in mech11.niC11 and, in a two-dimensiom1l optknl 
mcdium, wc denote thc scrttn coordinatc (perpendicular 
to thc oµtical .axis) by z. Thc canonically conjugl\tc mo
mcntum p describes the direction of thc rny at lhe point 
r,t. The da.ssical Jinüt is gcometric optics. Thc thcory 
ofoptical dcviccs in thc paraxinl approximnlion describes 
the propagntion of light bc11.ni.s ns gcncrnll"d hy ltamillo-

, nian operators whicli n.re secund-dcgrcc polynomia\s in r 
11.nd p; thcy icncralc linear canonical trnnsformnlions of 
pl1asc space. Polynomial Hnmiltoninns oí higl1cr dcgrcc 
describe thc nhcrrations lo the pmnxinl rcgirnc, lemtling 
to thc vi11ual dcformntions and unfocusing of irnages iu 
a¡iticnl tlcviccs ['1]. In wnvr: oplic., thc almvc qucstion 
can he fornmlnlcd 11.'I fo\lows: wlir:n r:nn the uplicnl dr:
vici: loe wcll dcscribcd by J;eomclric optio;, anti whcn i11 it 



nece:uuiry to use a.apecifically wa.ve optico.l dcscrlption? 
The purpose oT the presenl paper is to compare the 

claasical and quantum dynamics generated by th.e sim· 
plest nonlinear Hamiltonians. We considcr 1111.miltoniana 
whieh are íourth-degrce polynomin.la in the coordina.te 
:r: and momcntum p. U is convenient to cl11SSiíy thesc 
Uamiltonians usi11g the wave optics picture, wherc thcy 
describe third-order 11.berralions. In quantum mechan. 
ica and quantum oplics, the polynomial 1111.miltonians or 
the Íourlh-degree incJude SUcb important CXlllllpJes M lhe 
Mhnrmonic oscillnlor and the aplica! Kerr mcdium [5,6J. 
\Ve use the Wigner quuiprobability distribution to pro
vide a visual imngeorthe qunntum dynnmics. As wc shllll 

· ice, it yields the closest posail1Jc common dcscriplion oí 
classical and quantum dynarnics in t.he pha:ic plane with 
the st.andard coordinatcs :r: and p (7). 

In arder lo find paramcters which can be uscd to deter
mine the similarity or diffcrcncc between the clll.Sllical and 
quanlum dynnmics, we examine the quantum 11.nalogs of 
the conscrvation of thc volume elcment oí the clD.Micnl 
phn.se plane. \Ve do not expcct the corrt!!ponding invari
ants to hold for arbitrary qunntum processrs, though wc 
shall aee that thcy do exist in the case or linear qunn
tum dyn1UI1ics (i.c. describcd by linenr transformations 
oíthe Jleisenbcrg operators). Wcshow that thc momenb 
oí thc Wigner íunction (i.t., thc integrnls oí thc powers 
of W(.:r,p) aver thc phn.sc plane) have the desired proper-. 
tics (8]. The dassic11l counterparls of these momcnts are 
invariant undcr any canonical transformalion, as fo\lows 
Jirectly from the phn.sc volumc conservn.tion, In quantum 
dynamics, thcse momenl'l arc prcscrved by linear cnnon
icn.I transforrna.tions but are chnngcd by nonlincar trans
formntions. Por 11.ll the scmiclM11ical ata.tes (describcd by 
Gnussin.n wavc functions) thcse momcnts (in a natural 
normalization) are equal to unity. Their djffercnce írom 
unity ma.y serve as a meuure of lhe 'nonclassica.lity' of 

. the 11tate, The changc ar these momenls in the course of 
uonlinen.r qunntum evolulion reflects n.n extra growth of 
U1e qunntum fluclun.tions O\'cr the carrcsponding clas.'ii
cal leve!, providing iníormation on how closcly thc pro
ccss enn be dcscribed by the q11a.aic1M!IÍCl\I approximn
tion. In p:uticuln.r, thc momcnts ar the Wigncr íundion 
can be uscd to detect n.nd quantify the quantum supcrpo
sitions of macroscopically distinguishable statC9, i.e, the 
so-cnlled SchrOdinger c11.t 11tatcs. We restrkt ourseh·es to 
thc case oftwo·dimensional phMe apnce, whcre it is cruiy 
to plot nnd understn.nd the graph:¡ of the quMiprobabil
ity diatributions. Only purc qul\ntum atales (i.t., those 
describcd by wnvc íunctions) will be considered hcrc. 

The papcr is org:inizcd a.-. follows. In Scction 2 we re
call the propcrties of linear c:inonical tramíormations. 
Section 3 contnins n. di1cu11sion of nonlinear cnnonicn.l 
transformations. \Ve rcvicw some of thc prcviou1 defi
nitions ar phn.sc volume elemcnts for qunntum atlltt!! and 
11lress the usefulness of the momcnts of the Wit;ncr func
tion. Far these momcnls wc nlso prcsent an allernativc 
rormula in terms ar thc Wll.VC fonction. Scctions 4 lllld 5 
nrc the ccntrul p1ul.s of tlu~ pnper; lhcy conlnin thc re-
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aulla ofnumcrical computa.tion oíthe Wigncr function far 
single aptical abcrratlons and thc optical Kcrr mcdium. 
f'innl commcnt.s are given in the concluding Scction O. 

11. LINEAil TJlANSFORMATIONS 

Time cvolution in clas.'lical mechanics is a canonical 
transformation gcncratcd by the Jlamiltoninn íonction 
Ji(p,:r:), 

:i: = {:r:,/i}. p = {J1,li}' (2) 

where {/,Ji}= U~ - !:~is thc Poisson brncket and 
tl1c ovcrdot indicntC: totnf time dcrivntive. The quAntum 
mechanical evoluUon ia described Ly lhe unitary trnm:for
malion generated by the self-adjoint Harnilton aperator 
JI through, 

LX=(X,11), ii>=(l',//J, (3) 

wherc (A, D] = AD- DA is the commutator. Wc denote 
thc operators by capitals and thc classical variables by 
small lettcrs. Thc rcsulting unitary transformation can 
be written (both in clA.">Sical and in quantum mechanics} 
in the exponentinl form U{I} = exp(-it/J), whcrc lime 
entera M a. transformation pnramctcr. Differcnt H11.mil
toniiu1s lend to differcnt canonical ltansformn.tions. 

, The operators P nnd X gcneratc rigid trnnslations of 
phuc spncc. l.inenr homogencous canonical transform11-
tions (9] are generattd by polynominl Ho.miltonians of 
accond degrec in P and X, i.r.., linear combinntions oí 
the operntors 

P'. (/'X+XP)/2, X'., (1) 

The hnrmonic oscillator llarniltoni11n P 2/2 +w2 .'(J/2 
r,cncrates rigid rot11.tions oí pha.~e spnce arounrl the ori
gin. 'l'he rotation by the nngle 7r/2 Í!I just the Fouricr 
trnnsformo.tion. The gencrator (PX +X P)/2 is callcd 
thcllqucezing opcrator becnuse it compresses phlllle spacc 
nlang one coordinatc and expandll it along the othet¡ it 
transforma one hn.tmonic oscillator into anolher with dií
fctcnt Írequcncy. In paraxial wave opliC!'I, P 2/2 general~ 
free propagation oí light rays in n homngencous mcrlium 
aud X 2 /2 corre8ponds to the nction oí a thin Jens. 

Thc Jlnmiltonians (4) Jeo.d to linrar equations oí mo
tion thnt are identicnl in dnssical n.nd qu1rntum mcchan
ics. In other worda, tlie lleiscnlierg opcrntor 1selutions to 
the quantum equations h1we thc Mme form as the das
sicnl trajectories p(!), z(t). In w:we optic~. linear trans
rormn.tiom1 describe paraxinl .sy11tem!I¡ in qunntum optics, 
tl1cy describe benm .splittcrs, interfcrometers, linc1\f 11.m
¡iliflcri., elc. 

Among the va.riou!I qun.siprolm.hility distribntions pro
po.'lf!d in the lilernturc [10,11], thcrc is arrly one for which 
every lineu qun.ntum evolution coincides with cliL~ical 
cvolution (givcn Ly Eq. (1)) [12J. This is lhe Wigner 
runctiou, 
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'. .· + ... 
1Vfz,p¡t)~2 J.. rJ,.t¡.•(z+r;l)e2'P"i¡t(z-r;t). 

.' . ~ 2 j+oo a'ri•(p+r;t)c-:ri:rr i°(p-r~t), (5) 

where •(z¡tJ and i(p; f) arcaolutions oflhc Scl1r0dingcr 
equation in the ecordinate and momcntum rcprca.cnt11-
tions respcctively, a.nd b. = l. Note that another normo.J
iaation is oncn used, which dirTcrs (rom Eq. (L) by thc 
ractor l/2•. Wc indude thla f11.ctor into thc phnsc volumc 
elemcnl dpdzJ2r, 110 that lhe marginal distributions are 

¡.,(z)i2 = j W(z,p) fj;, ¡;;(Pll' = j W(<,p)*, (6) 

and thc normalizalion condition is f W dpdr/2-;r = 1. In 
íacl, thc co&i.ctn'ancc rcquirement between thc linear cJa.s. 
sical and q11antum canonical transíormations can serve 
to define U1c Wigncr runction (13J. Fer instMCC, thc Q-

. function Q(z,p) = l(ol'1')12 lJ<tJ, wl1crc lo) is a cohcrc11l 
atatc with thc paramcter a-= (z + ip)/./2. This bcha\'c:i 
u a dassicaJ di!tribution (1) undcr ahirts and rotations or 
pbue 1pacc, but has a diífcrcnl transformation law undcr 
thc action or lhc squening opcralot; lil.'C, c,g., {J5j. 

In linear dynamics, thc classicll) 1alution complctcly 
determines thc quantum onc, ao onc can reduce thc sa
lulion ar thc wave cquation to thc solution of the corre· 
sponding clwical llamilton cquations. Indecd, onc may 
takc the Wigncr runction describing thc initial state, find 
its cvoluUon from Eq. (1) and (if ricceasary) rcconstruct 
thc marginal distribution using Eq. {G). Wc ahall re· 
fer lo thc dwical probability distribution (1) cvolving 
from thc lnitial condiliorui W{ro,z0;t=O) as thc 'cl11SSi
cal' Wi¡ncr ruaction. Beca.use thc clusical and quantum 
Wigncr functiorui cvolvc idcntically i.Jndcr linear dynam-

, ics, wc undenitand that thc Wigncr functioo providcs thc 
dCllle!lt common description of claasicll) and quantum dy-
11amica. 

Ill. NONLINEAn. TRANSFOUMATIONS 

We considcr now the nonlincar canonical transforma
, tions gencralcd by thc fourtl1·degrcc polynomials in P 

•nd X. Such lhuniltonians are linear combinationli of 
lhe operators 

P', IP'x¡, IP'x'¡, (PX'J, x•, c1¡ 
where { ••• J 1h.nds for thc Wcyl ordcring ar thc operators 

. (IOJ. Onc particularly important cxample of polynomial 
llamiltonian of fourLh de¡rce in quantum optica is /{ = 
Í(P2 +w2X2)+(x/4w2)(P2+w2X 2)2, which describes 
lhe optieal Kerr mediu~ in Lhe variables P and X o( a 
1in1:le mode o( thc eleclromBJ::nctic ficld. 

In tbe non linear case, the cla.ssical solution docs not d<.._ 
termine thc quanlum dynamics, 11:incc producls o( P'sand 
X'• entcr thc Ucisenberg ci:¡uolions ofmotion. Thc mean 

\'"lucsofthese producls (e.g., ({PX)(t)}) bccome addi
tional variables. which are absent in clllSSical ei:¡untions. 
'fherefore, the classical and quantum Wigner functions 
will evolve ditrercntly. 

Wc ns3Umc that thc initial statc of the ll)'Slem is gi\'en 
by a Gau.s.sian wavc funclion in the coordinatc rcprescn
talion. Thcn the wavc function in momcnturn representa· 
tion, and also thl! Wigner function, are Gnussinns. 'fhese 
sltilcs are aJso callcd gencndi:ed coherc11I Jfolc.J {GCS's). 
Undcr linear evolution Gaussians remain Gaussians of 

. possibly diffcrcnt pii.ramclers. Since Jinrar cvolution is 
the 1ame in tlu: clllSSicnJ and quantum cases, wc mny 
concludc that the GCS'a are quasiclassical statcs {17]. Jt 
is known tl111t tbc only stalcs which ha.ve :in cvcrywhere 
positivc Wigner (unction nrc thc Gnu5.'lian atatcs (IJ. Un
dcr qunntum nontinC'al' evolulion, thc initinl Gaussian 
Jooscs its shn.pe and ils Wigncr functlon must tl1etcíorc 
tnkc ncgative \'alues in sorne regions of phase spnce. Wc 
mo.y also cxpecl that thc quantum lluctu11tions 1prcad 
tlic initial cohercnt stalc. In the ncxt Section wc con· 
sider severa! cxnmplcs whieh show how thcse dynllmical 
features are rcalized in particular nonlincnr transforn1a
lions. 

'l'hc gr.ncral picture can be summarizcd ns follows: The 
initial Gn.ussian Wigncr íunction is a 'hill' in pilase spnce. 
J.inc11.r cvolution, bolh cla.ssical and quantum, mo\'es, ro
la.tes and squeczcs this hill prescrving lhc atea inside nny 
sivcn leve! curve. ClllSSical nonlincar evolution can also 
dcform the shape oíthc hill (with the arcaslill kept con
stant). But quantum nonlinear cvolution, although it 
moves lhc top of thc hill in agrecmcnt wilh thc classicnl 
picture, cxhibits a ncw phcnomcnon: 'quanlum oscilln.
tions' appcnr at U1e concavitics oí the lcvcl curves of lhc 
hill. This is n. putcly qunntum phenomcnon and, as will 

• Le secn, is abscnt in thc clllSSical case. Undcr nonlinear 
cvolution we may cxpect thnt the 'arca' ofthc hill is no 
longcr prcscrvcd; howevcr, it is not cle:ir how lo define 
this atea (or phue spnce volumc clcment). As Y.·c staled 
in the introduction, it would be useful to formulatc a 
quantum counterpart to the concept o( cla.ssical phasc 
volumc conscrvation. The connectcd qucstion in quan· 
lum optica can be poscd as follows: u:hot is lhe mo.st 
natural way to tlucrihc qua"tum Jli:ctuatioriJ? 

As long as wc work with linear trnnsfotmations the 
IU)Swcr is lr:nown: one may use thc lcft·hand side of 
the Sd1rOdingcr-Robcrtson unccrtainty rclntion (see e.g. 
1!81), 

whcrc 

tT0 = (6z)2 = (( .. \' - .. \"}2
), 

tTpp = (.ó.p)2 = {(P - Pf')' 
t7z,.= ~((XP+ PX)} -5: P. 

(8) 

The brackcls ( .• .) drnote lhe avcr;ige over n given quan
. tum stnte, CTzp describes corrclntions bctwctn coordinntc 



nnd momcnlum (luctuation1, 11.nd X, fa are t.l1c mean val
ues or the coordinntc and inomcntum. 'l'he equality in 

· Eq. (8) holds fer pure G11ussi11n statcs. Dodonpv and 
Man'ko noticed tha!. lhe v&lue 6 in Eq. (8) is invariant 
uniJcr linear cnnonlcnl lrnnsformations boU1 in clwical 
and quantum mcchanics [l!lJ. llcncc, linear dynnmica i.lo 
not lcad to any extra growth oí qu:mtum fluctuations 
ovcr lhc classical enes. 

Uni.lcr nonlincar trans(ormlltion!I howcvcr, 6 is not in
v:uiant cvcn in dassital mcclmnics; hencc 6 cannot in 
general de:acribc an elcmcnl oí phuc apace volume be
causc thc !alter muat be conservcd by nny dll.58icnl canon
ical lransformation, linear or nonlincnr. 'fhc Dodonov
Man'ko pnrametcr 6 clln thus be uscd bcttcr to charnc
lerite the 'dcgrcc of nonlinearity' of U1e system, rathcr 
than iLs 'degn:e of noncla.'19icality', ll5 was noted in Rcf. 
[20]. Thís para.meter is in foct vcry useful to describe 
the shorl-timc nonlinear bchnvior, even if it docs not fcel 
globn) effect.s (such a..s tl1osc of Sd1rOdinger cat states) 
which appcnr fer longer Lime.11. 

Lct us r!!tall somr. propcrties ofSchrOdingcr cat stales. 
The quuiprobnbility distribution fot s. cohcrcnt shte is 
a Gaus.sia.n centered at. lhe point (io,j'o) of tite phn.sc 
plnne. The quantum supcrposilion oí two cohctent 
stale11 with mncroscopically distinguisha.ble coordinnle:i 

. antl momcntn (i 11 ¡;1), (Z21 P2) is an ~:xample of a slal(' 
(21). Any qua.siprobn.bility distribution is different thl'n 
from zcro in thc neighborhoods of thc points (ii. 111} and 
(i2,J32); moreover, the Wigner function also shows fn.st 
oscillations al the midpoint (i¡ +i2)/2, (P1+fü)/2, which 
can be cnlled thc ami/e ofthe SchtOdingcr caL and reveals 
the coherent supcrposition of thc statl'11. In a statistical 
mixture of the samc .stntes, the oscillntions are abscnt. 
Thc uncertainties in coordinnte and momenta for the cal 
state havc valucs of the arder of li1 - i2l 11nd IP1 - ii2J. 
Thc pnrnmeler .S in Eq. (8) doca not take into account 
thnl the parllclc can only occur 11.t the nr.ighborhood of 
the points (i1oP1), (i2,P2), and nevcr in betwecn. 

Tbe difficulty in dcscríbing quantum íluctuations for 
SchrOdingcr cat states can be overcome through taking 
advantage of entropy as a measure of flucluation1 [22]. 
Sincc there is no true distribution in qua.ntum phllllc 
11pace, Wchrl [23) proposed to calcu!atc the entropy u&

ing the nonncgative Q-funclion instend oflhe probability 
distribution, 

J d¡idz 
SQ=- QlogQ~. (9) 

, 'fhe \Vehrl entropy carrics more precis'! informntion 
about the phase space volumc occupied by lhc qu11.n
l11m atatc; il is espcdally couvenicnl fer the dc:scription 
of the Schriidingcr cat stntca (2,1). Jo pnrticular, ir lhe 
cat slale consists of }.f wcll-scparatcd ~mponents, tlicn 
Sq = So+ log M, where So i!' the entropy oí 11 sinsle 
eompo11ent. The \Vchrl cntropy is lima a good candi· 
dA.lc to describe lhe phlllle sp11.ce vohunc occupied by thc 
qunntum state. Unfort.unatcly, Sq is not invariaut undcr 
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the squr .. "CZing transformation (25). (Tl1is íollows directly 
from the 'bad' bchavior or the Q-function undcr &quttt
ing mentioncd abovc; the Welul entropy ovcrcslimatcs 
quanlum íluctuationa in squeezed stntes.} 

Wc scarch fer a quantity that can serve to separale 
betwccn cla.ssical and quantum dynninics and, írom thc 
point ofvicw ofapplications, to determine irthc semiclu
sicnl approximation is good or not. Rccnlling thnt linear 
trnnsformations change the Wigner funclion covariantly 
in c!Msical 11.nd qu1mlum dynamics, wc conclude th;il thc 
11rcciflcally qun.ntum featurcs of 11 syslem !lre due to lhc 
nonlinenr ¡mrl of the dynnmics, which transform an ini
linl semiclassicnl state to a 'highly qnantum' onc. Tl1erc
forc, the pnrametcr which distinguishes between classics.I 
nnd qunntum tlynamics has also to sepnrate bctwecn the 
semicl11.Ssical and the 'highly quantum' atales (26J. 

\Ve would h:i.vc a mensure of thc clns5icality ofthe slate 
posscssing al! lhe tlcsirablc propcrlics if we could ca\cu
latc the entropy using the Wigncr function M a prob
ability dislribution. This is impossiLle however, since 
thc Wigner function can tnke ncgativc vnlues (cxcepl fer 
gnussíans). Morrover, thesc ncgativc values are l;nown 
to Le 1m important m11nifcst11tion of thc noncl11.Ssicality 
of t!1c filnte, (The entropy is detcrmincd a.s lhe mean 
vnlue oí thc logarithm of the dislribution, which is not 
wrll-dcflucd for ncg:itive vnlucs.) \Ve can consiiler othcr 
monotonic functions bcsidc lhc lognrithm sludying thc 
bchnvior of intcgrnls or thc lypc 

l= J J(W)d~~r' (10) 

whcre f(IV) is any monotonic íunction of tl1c Wigncr 
function [27]. Jt is important to note thnt thi!I integral is 
invatiant in thc clll..!l!icnl CMC undf't nny c1monica.I trans
formation, linear or nonlinear. To vcriry this, we changc 
variables z,p ,_. z 0 (r,p,f),po(:r,p,t), where zo, Po is 
Lhc initinl poinl of tite classicnl lrajectory which paB!CS 
throu~h lhc point z(l), p(l} a~ time t. Then thc invari
nnce of thc integral (IO) follows from the consl.'rvation 
of the phase apace volumc undcr thc canonical transfor-

, mation (28]. In the quantum case lhe integral& (10) are 
invariant undcr linear trnn!formatlons. 

The simplcat monotonic functions o.re thc powcns nr•. 
Then thc intcgra.11 (10) are the rnoments of thc Wigner 
fu11ction: 

k ¡ • dpdz • /1(t)=2f=T IV(p,z;t)~, k=l,2, .... 

(11) 

Corresponcling qunntilics fer true ¡uobability distrihu
Lions are known as 'a-entropics' [29]. Thcy abey some in· 
e11unlitics which reflccl the uncertainty rclo.tions (30) (e/. 
Rvf. (31)). We use here thc momcnts ofthe Wigncr func· 
tion lo charnctcrizc the 11prentl of thc Wigncr íuuction 
in pha.'14! spnce and thc 'cl11.Mic11.lity' of the corresponding 
qmmtum statc. 
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.. From thc normalisation conditio:i it followa Lhn.t. /1 = 
• 1. In turn, 12 = l holds íor any purC 11latc. (for mixcd 

statcs described br thc density matrix p, the &econd mo-
• menl gives lhc purily oí lhe &tate, J, = trncc(p2} {1,32].) 

ThereCorc, only the momcnls /1r, i: 2: 3 contain nonlrivia\ 
information. ll is casy Lo check thal out normafü~ation 
implies 11: = l Cor any purc Gaussizm ala.te. Quantum 
linear evolution pr~erves thc initial vn.lues oí thc rno· 

• mcnls, Uowcvcr, quanlum nonlinciu evolution of thc ini· 
tial Gaussian 11tale m:sy lowcr thc values of thc momcnts 
/1:, Cor I; 2: 3. 

Thc momcnl.s (11) can also he wriUcn dircclly in tcrms 
of the wavc functions in coordim1.le ot momcntum rcprc· 
scnlnlion (withouL use of thc Wigncr function). ln<lf!e1l 
subslitulin¡; Eq. (S) inlo Eq. (ll) nnd integrating o\'er p 
wc hnvc, 

J 
,_, 

lt(tl = k drdr¡ ···dr•-1 rr qt"(r+rj)q.(r-r;) ... 
~·(r-r¡- ... -r~1)1"(rtr1+ ... +rl-1). 

This cquation (n.nd a similnr onc in tcnm1 oí thc w¡n·c 
function in thc momcnlum rcprescntntion) mny be useíul 
to stutly Lhc anal y tic propcrties o( thc momenl~. 

In thc ncxl Scctions wc shall cnlculatc nmncrica\ly thc 
moments k = 3,4,5,6 for scvcrl\l cxamplcs oí nonlincar 
dynamics govcrncd by Jlamilloni:rns or lhe typc (i) anti 
show thaL \hr.sc momcnta indccd cury hnpoitnnt infor· 
malion about the.quanlum slal.C. llcncc thcy can be used 
to distinguish quasicla.ssical dynamits rrom quanlum dy
namics, and scmiclassical statcs from quantum stntes, 

· Morco\•cr, thcy can be uscd lo dctcd Scl1r0dingcr c11ts. 

IV. NUMEnICAL IlESULTS FOil MONOMIAL 
lIAMILTONlANS (OPTICAL ADERllATIONS) 

ln this Scction we use thc wavc optical tcrminology. 
Thc l.ie thcory oí r;eometrical imagii aberrations l4J iden· 
tifi.cs lhe opcrators (7) with lhc lhird-order abcrrations 
in lwo-dirncnsionnl oplical media. In ¡;comelric optiCll, 
momcnlum is p :-: nsin O, wbcrc n denotes lhc rdratlin~ 
indcx and a is lhc anglc bdwccn lbc ray ami lhc oplical 
axis. Thc anatysis oí lhc abcrra.tion ¡;cncrntors as 11cp
aralc llamillonians is warrnntcd beca.use thcy rcprescnt 
thc first nonlincar correclion to sorne inlercsting phy&
ical phenomcna bricOy indicalcd bclow. Thc marginal 
dislribution J1"(z)l2 in Eq. (6) is thc li¡;hl intensity on 
thc ene-dimensional scrccn of cootdinale r E !R. (The 
common dcsignalion oír for the optical n.xis toordinate is 
replaced bcrc by f, asifit wcrc time.) Wc now invcstigalc 
lhe acLion o( 11.lieuations on thc initial 1111.num cohcrcnt 
stntc Le., a Gaussian oí minimum width cenlcred al the 
origin oíplrnsc spacc. Thc thrce·dimcnsiona1 figures and 

· the corrcspondiug levcl plols oí thc Wigncr function thnt 
cvolvcs undcr thc qnanlum mcd1anicul llnmiltoninns are 
pracntcd Cor two differenl time instants. Thc lc\·d plot.'I 

. ofthc clnssicnl Wignei funclions o.re .nlso &hown íor 1hme 
tiincs. 

A. Sphcrléal aberrntlnn //:e: P' 

Thc fin;t metu:ial correction to pnraxia.l free pro11a
¡;ation is co.llcd sphcrical abcrration. The same llnmil· 
tonian a.]so describes the firsl relntivi11tic corrcction to 
the Schrildinger equnlion íor a particlc ar non-tero Ulll5S. 

In Figures 111-( wc show lhe classical and quantum e\'O· 
lution of an initial vacuum cohcrcnt stn.te far thc lime 
inst11nls t = 0.5 and t =' 2.0. Thc rcsu\Ling statcs arl.' 
no longcr Gnus.siann, hut are rcprcscnted by hil!s that 
rapidly sprcn.d in :r. Thc dHrerencc hetwcen the clas~ic11I 
nnd quantum cases cnn be secn in thr. addilionnl osti\la
tions of the qu:i.ntum Wigner function, which appcnr in 
F1¡;s. 111-d and iuc ab~ent in rigs. lc,f. Tlwy are sccn 
in the lcvcl plots ns small ialands fonning in Lhc conc:wc 
p:i.rl of thc mnin hill; thcir l\tea is consid,.rably smaller 
than the arca oí the \'acuum stnte. \\'e are thercfore lctl 
lo ca\! thb phcnomcnon 'quantum oscillation'. 

The beh;i.vior of the momcnts, shown in f'i¡;urc 2, is 
· quite nnt. Therc is a propoHional drop ia nll momcnts 

beyond the sccond. Thc conlllancy of h pto\"it!C!o a re· 
linble numerico.l check on Lhc computation. Thr. fir,mc 
indicnlc;<; tlml ,<;:emiclas.~ical c'llntes rr.mnin "good npprux
imalion to quanlum statcs. 

D. Cerna 11 =' 1'3 X 

The ¡;encra.tor of this transíormation is 

(Thc form is valid for any ,cJf.11.djoin nrdcring rn1c.) 'l'hill 
llamiltonian is o.lso the lirst approxima.tic.n lo the rclii· 
hcisl1c coma phenomenon aftcr squccting (33}. 'fhe cor
rcsponding SthrOdinger equatlon in momcntum l!!ptCl>eU· 
tation ¡~ the first arder dilícrcntial cquation 

'fhe cxntt solution to this cqu11.lion rc:\ds 

- 1 -( p ) 'll(p,t) = (1- 2p'!)3/( >l1 Jf"'='2"P'it 1 o . 

whNe ~(r,0) = "11"-l/ 4 exp{-p'/21 is the initinl candi~ 
tion. The Wigner funclion ha.o;: bccn ulculnte<l numeri· 
cally from Eq. (5) lo fltoducc Figures 311.-f, 4\cting in ro
ortlinnte reprcscntation, 1.1:. on the optitnl scrccn, coma 
produces imngc cnustits (wl1ich are comct-shnped on\y 
in two-dimensionn.l oplital imn¡;cs). 'rhe J1ignat11re of o.n 
imiigc caustic in phl!.'le space is thnt =o= constanl lincs 



cross thc lcvel plots at íour poinls, ThiS is scen in thc 
wings or Figures 3c-r. In thc qunntum case, 'quantum 
oscillations' agnin occur in t.he concavities or Lh~ main 
hill. Thj!: valucs or t.hl! momenls, drop proport.ionately 
more than in thc prcvious abcrration, 

The soluLions ar the cla!lllical equations or moLion are 

zo = z(l - 2p2l):1/2' l'o = ../1 ~ 2p2t ' 

wherc thc trajcctory :z: = z(t), p = p(f) bcgina ot thc 
point :z:0 , p0 , Wc notice that thc whole initial momcn
tum rangc -oo < Po < oo is mappcd into the intcn·al 
fp(t)i < l/./'ii; no poinls mnp beyond this interval. At 

~~'ts?~=~~~~t!f;el;t~c 1~$t:n~~f1~~:~~1!:~~t;oi~ ~~~~ 
' dition involves the integru.tion only over this strip. This 

squeezing in the momentum variable corresponds to thc 
forwnrd compression or rny directions under relativistic 
boosl of the screen in geomclric optics (33]. 

Asligmntism can be charnctcriied clas.~icnlly a., n hy
perbotie for!ion ar phn.se space lllemining írom !\ r11diu~
dependent diITerential hyperbollc rotati~n. (Far two
dimenaional images there Is also the curvafure o/ fi~ld 
aberrnLion¡ in our one-dimensionnl ca.se it conlcscca with 
Mligmatism.) 

The Weyl·ordered llnmiltoninn in the coordin11.te rep· 
resentntion hn..s thc rorm 

/l = {P2 X 2
} = -z20:- 2zlJ,.-fr. 

(Other qutmtizatlon achernes will diITer only in the 11.ddi
tive con1t11.nt.) Thc Green function for thi~ 1111.miltonia.n 
c1\n be found cxac:tly, both in c:oordinri.te or momc:ntum 
rcpresenln.lion. Jlowever, it iH more convenient to 11olve 

, 11u111cric111\y thr. 11ilfcrc11tial •:1¡ualio11 íor tht! w:ivc íu11c
tion and then Lo find the Wigncr íunclion by intcgration. 

In Figures '1n-r we &ce n crosa·1ymmetric hill de\•eJ. 
0¡1i11~ out or Lhc initial vneuum cohcrenl 1tnte fur times 
t = 0.1 11.nd f = 0.5. Thc quantum case again shows 
'q1111.ntum osdllnlions' tlu1t are much 1trongcr now, In 
Figures '1c nnd 4d we show nmong olhera the zerC>-levr.I 
curves which, due to the shope oí the 'q1111.ntum oacilla
tions', appear ns ir they were hyperboln.a. The beluwior 
arthe momenls i11shown in Figure 5; they decrease much 
fruiter than in the other 11.bcrrn.tions. (Note also th11.t tl11!1!e 
figures nre computed for ehorter timell th11.11 lho<1e oí the 
other llherrntions.) 

D. DJ1tortion 11"" P.'<. 3 

The llarni!Loninn in the coordina.te represenlntion i:s 

11 = {PX:i} = X 3 P- i~ X 2 = -i(z:to, + ~z2), 
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The differential equ11tion for distortion in the coordinate 
repreaenLation has Lhc same form n.s thaL Cor com1t. in the 
momentum represenlation 1 with n chnnge in ~lle 1ign of 
time t - -t. DistorLion and coma are Fouricr conju¡;nte 
oí ench olher (35) and thua the evolulion undcr distortion 

. corresponds to backward comntic dynamics. 
The classical and quantum Wigner íunctions are shown 

in Figures 6a-r. As wc i;aw above, com:i. comprcs.<;es phllSe 
spnce along the rnomentum axis. Corrcspondingly, dis
tortion will expand phMe space along the coordinate axis, 
n11 cnn be seeu from the classical trajectories, 

~= ..¡i~º2z~t' r=p{l-2%i11312 • 

~;~~~:i~~:c~i~~~~~~~~\~;n~~~:yc!~~~~l:t!!r¡;~la~ l;¡~ 
wil\ still be in the finiLc plnne, while the poinls zo = 
±1/..fii map lo inlinity. The point.s lzol > l/..fii will 
tlisoppear from Lhc cliu;sicnl phasc spo.ce ami so do not 
conlribute lo the qu1mtum solution. As a rcsult, the 
normalization of the wnve fonction is not prcscrvcd. Thia 
unpleasnnt properly ar the Jietortion llnmiltonian has 
bcr.n pointr.d out hy Klaudcr (3'1}. Correspondingly, thc 
moments /1 ami ]z nre not constnnl in this cn.<;e as wc 
HCC in Fig. i. 

E. Pocus /1 = x• 

'fhis aberration hM reccivcd ita playfol nnme [:J5] be-
c1tuse ar it.s p-unfocusing cffect. lt i11 the Fourier trans
form of spherical aberr1t.lion: it 1prcads rnys in momen
tum nnil len.ves the posilion coonlinate invariant (so it 
does not•affect the gcomctric image quality and is nol 
indudetl in the traditional Seidel clnssificntion (36}), but 
multip\ie., the wnve fonclion by a pha.OJe e;,.,•. 

The cvo\ution oí the \\'ip;nr.r fnnction cnn he found 
írom sphcricnl 11bcrrntion Ly lhr. l·'ourier rotn.tiun or tl1c 
¡1hn..~e plnne plu11 lime inversion. lt is 

0

11hown in Fi¡:;urcs 
8n-r for the time instnntN l :..: 01'1 11ntl t = 2. The mC>
menls 11:. are invariant under this lrnm1form1ttin11 nntl are 
llu? samc n.s in Fig. 2. Thc cffi:ct of pocus on cln.v;ical 
plrn.se 1pnce ancl on Lhe quantum Wi¡;ncr íunclion is on 
par with all other nonlinear Lransforrnntion~. 

V. OPTICAL J(EIUt. MEDIUM 

A successful motlel or acli\'c optlcnl mr1\in in which 
.sclr-intcraction orthe field tnkr.s pince is the Kerr mctlium 
(5,G,37-30}. Jt.s Ilnmihonian is a. hnrmonic O'!cillalor de

. scrihing a 11ingle quantized modc or the electromngnctic 
fü:ltl of frcquency w, plus a aelf-internction tcrm with n 
couplin¡:; con11tnnt x, [GJ. lt hu the fonn 

11 = ~(P'+w2.\"2)+~x(P2+1o12x2p, (12} 

";;:', ::·.····.:.·· .. -.-· 
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• in units whcrc 11 = l. 1n quzmluni elcclrodynamics, thc 
tlnmi1Loni1U1 is usu111ly wrillcn in lcrms oí lhc photon 
numbcr opcr11lor ñ =ola ns /1 = ui1 + xñ2 (!me w is 
:d1irtcd rclated lo Eq. (12)). lt is clcar tl111.l thc hnrmonic 
oscillntor llamih.onian and thc lota! Kcrr ll11miltonian 
(12) havc thc sa.mc eigcnvccLors. Thc pholon numbcr is 
conservcd but lhcrc is 11 nontrh·iiil cvolution of lhc ficld 
phasc. 

'rhe lime nolution of Lhc Wigncr function undcr the 
l\crr llamiltonian is ahov.m in Figures Oa-f and thc cor
rrspontling evoh1lion of lhc momcnLI is ahown in Figures 
10. Jn lhcsc ligures wc d1oose x = t. The lirsl lt'rm in 
Lhc lln.miltonian (12) foada Lo thc 'fasl' rolntion oí thc 
graphs with 1mgular frcqucncy w; wc work in thc inlcr
adion picturc, which subtracls this rolalion. 

Thc Wigncr Cunclion of thc ihilinl Gau~.,iim slale is 
shown in ~'igurc 911.. ll is cc~lercd nt lhc poinl i = 
$ = 5.7, indicnlcd by lhc radial distn.ncc to lhc origin 
nml p = O (il is thus nol lhc 'lacu•Jm !ólatc) currcsponJ
in¡; lhc Glaubcr cohercntatalc ofphoton numbcr ii = IG. 
For smatl Lime t = 0.02, lhe Gaussian is füst strctched 

' and rolalcd in thc pluue plnnc as shown in Figure 9b; 
ali thc momcnls, shown in Figures 10, are sti\l dese to 
1111ity and so thc st"tc is still near\y semiclll.Sllico.I. lt is 
squcezed in a dclinile direction in pha.se planc, howc,·cr. 
This squccr.ing can be secn clcarly in Fi¡;urc 9b. (Note 
that in the gr11phs ofthc Q-funclion it would be more dif
fitull lo visually nolicc squcezing 11incc the bilis would he 
'íalter'.) \Ve can use thc propagalion in a linear medium 
hy Lhe bate hn.rmonie osdlla.tor llamiltonin.n to achicve 
lhe bcst squcezing in thc ficld coordinn.tc or momentum 
(38). 

As lime advanccs, Figure Oc shows thal thc hill is 
1\tclched 11.long 11. circle (not along a 1lraight linc); lhe 
nngular range oí the hlll sprcads and we stt a cresccnt. 
'fhc deformation or lhe top of lhe hill is lilill scmiclassi
cal. llowcver, Lhc ah11.pe of thc hill is ahc"ady aufficiently 
lienL Cor lhc 'quantum oscillBtions' lo appcar. As long 11..!i 

the momenLs J, are still..., 1 in Figurea 10, lhesc 'quan
lum oseilllllions' are wcak and thcir contribution to thc 
ph11SC 1pace volume la 1mall. Thc arca ar the hill in· 
crea.ses alowly whilc lhc angular aprend grows fo.sler, so 
wc may Cllpcd a tndial (ampliludc) squcet.ing. ll actu· 
ally occurs slightly away from 'the radial dircclion, Lul 

· can be Lransíormed int.o 111npliLude squceiing ií wc ahifl 
the origin or phase p)anc, so :u to pul il al lhe cenler ar 
curvature oflhe crcsccnl. Physically, lhis can be rcalizcd 
by pladn¡; thc nonlinear Kcrr mcdium insidc one nrm 
oí a Mach-Zehndcr intc1fcromclcr, 115 was proposcd by 
Kitagawa and Yn.ma:rnoto [6). In this way slrong fiquee¡
in¡; in lhe photon numbcr Ouctuationa can be nchic\•cd. 
Thc Kerr amplitude aqucci.ing can be íurlhcr enhanccd 
by electing as initinl state an ahcady squccicd slnlc [3\JJ. 
(Note that lhc 1qunntum oscillations' ate invisible in tl1e 
graphs oí Lhc Q-íunction uscd in Reí. [6).) 

A1 time cvolvcs fott11cr (s.cc Figure Od) the an¡;ul:1.r 
apread tcachcs 2ir and lhc 'qu11.nlum oscillations' bccomc 
cumpn.rnblc lo whnl remnim1 or \he originnl crci;ccnt (thc 

cl11SSicnl hill) and occupy the whole interior. lt bccomes 
clear thal lhcsc 'quantum oscillalions' nre due lo scH
interfcrenee in plia.se spaec: dilTcrent ¡mtls o~ the hill 
crcale inlerícrence fringcs whcn meeting eacl1 olhcr. 

Al sorne delinilc lime in1l1mls, ll\ll selr-iÍ\tcríerc.nce 
leads to sfonding wavu along lhc circlc. Thcsc Wa\'cs 
are íormed in the Kerr medi11m nt times xt = Ln/M, 
whcrc L, M are mulually prime inlegers, L < M < ./fi. 
Thesc are: lhe SchrOdinger eu.ls {21}¡ ACC Figures Oc,f. The 
cnt slate in lhe Kc.rr mcdium al lime XI= I.rr/M has M 
very well ptonounccJ componcnls. 'l'his is a con~rquence 

. oí the intcger spectrum oí thc. Kcrr intcrnction ll11milto
nian ri2 • Thc self·intctfc.rcncc ¡1lic.nomenon appcars nlso 
in the Jayncs-Curnmings {10} anJ Dick•i modcls {11]. lt 
has bcen shown that the ficlJ in both modcls, for !ipe· 
cial initie.I condilion~, can be <lcscribetl hy thr cffcctivc 
llnmiltonian Ilnic1.t ,... ../i1 + 1/2 {11J, i.c., the i;quare 
root oí thc harmonic oscillalor llamihonian. ·Tht.• Dickc 
llnmiltoninn thus gcncr!\les ernlulion whid1 is in n scnsc 
i;imilar to lhc Kcrr ene (e/., (12}); however, lhe effcc
li'lc 1111.miltonian doc:i not hnve an integcr spccltum and 
SchrOtlingcr cats nre nol so well pronouncetl. \\'e cm
phasizc thn.t thc shnrp intcrícrcncc fdngcs in lhc limilcs 
bctwccn lhe cal componenls of figures 9e,fwou\d be nb
scnl if the st.nt.c wcrc a st.i.tisticnl mixture of tl11: .'>ame 
componcnls. The Q-íunction docs nol sliow nt1y struc
turc bctween lhe slatcs :md hencc wil\ not distinguish 
bctwcen cohctenl 1upcrposition and stntistic.11.I mi:oi:lure 
of components. 

Most of the ir1form.11.tion containc<l in thc Wi¡;ner íunc
lion plots cnn be rcstorcd from thc grnphsofthe momeuls 
/3 to I, 11hown in figures 10. Thc lilne ínslants nl which 
wc can cxpcct nmp\ilude 11qucedng n.rc lhosc wherr. the 
initio.I peak st.ill conserves its idenlity 1md the momcnts 
are alill closc lo unily. \Vhcn lhc \\'igner funcliou shows 

· complica.lcd 'quanlum oscilln.tions', momcnls are kept in 
lhcir lowc:st, slcady valucs. The times wl1en ScluOdingcr 
cnls nppcar corrcspond to the wcll-pronounccd penks oí 
thc moments. One can estímate the muimum valucs oí 
the momcnts n.t. lhcae peo..ks íor wcl\-scparaled cal com
poncnts. 

Whcn a. cat stalc consists of two separa.le com¡ioncnts 
cenlcrcd nt point.s ::1,p1 n.nd r,,p1, so thn.l lhc Wa\·c 
íunction in tbe coordinale rcprt"!iento.tion has lhe íOrm 

whcrc o nnd {J 11.re thc amplitudes oí the components o.nd 
ü¡J = lnP\c-f~, then ll1c Wigner function hns thc form 

W = Jal,Wl1l + 1.81,U.'l,) + ltrtJIWlnl, (13) 

where Wl 1l and Wl2> are the Wigner functions oí the 
&epuate Componcnl.s and l\'(l:i) is the contribution OÍ 

the 'i;mile' rcgion. I.~t us suppo!W for simplicily thnt 
lhc tal componcnts are Gl.!!.uber cohercnL stat<"S and tho.l 
JI¡ = Pl =O. Thcn we hnve 

W(i:ll = 4 cxp!-{r - :.f - ¡1:1¡ cos{¡1(:t1-.r:i) + 9] 



wilh Zc = i(z1 +z2)· Thc Wigner funclion (13) is expo
ncntially small cVcrywherc excepl for lhe ncighborhoods 
ar lhc polnts (z¡,O), (:1:2,0), and Lhc midpolnt. Zc. \Yhcn 

• lhesc nclghborhoods do not signincanlly overlap, the in
tegrals /• will con1isl of lhc contributions far thesc threc 
pointil, and wc·bavc 

'J,, ·= lnl211i1
' + 1Pl21 ¡pl + loPI• 1!m, 

where J!1> and J!2> are the momcnts corrcsponding lo 
thc first. and thc aecontl c~mponents and 

1il2J ~ C:12 +0 (cxp[-(z¡ - z2)2/4]), k,cven 

1i12l~o(cxp[-(z 1 -z2)2 /t6]), .l:,odtl. 

The binomial "cocfficicnt C!12 = ld/((.1.:/2)!]2 can be ap-

r;::~::~c!~~n~!fjy :::~2fc;~~::~0:11~~:~ei;~o ~:~~~~~~ 
Llinl far a single cohcrcnt stalc lt is unity, wc Juwe 

1. ~ !etl2
• + ¡p¡u + fn-Pl2C!12 , k,evcn, 

ft ~ lalu + IPIU, .l.:,odd. (14) 

If the cal st.atc has M wcll-11ep11.r11ted componcnts and 
nll lhc M(M -1)/2 'smilc' regions are n.lso wcll-scpa.rated 

· from cnch olhcr nnd from lhc componcnts, lhcn thc 
surns in tl1c abovf! cquntion11. havc M terma correspond· 
ing lo thc componcnl.s and the cvcn-.1: momcnts will have 
M(M - 1)/2 ntltlitionnl lcrms. In Figures O, only two-
11nd lhrce-componcnt cal states cnn be considcred to Le 
wcll scparnled. Correspondingly, Eq!I, (11) givc lhc cor
rcct numcrical vnlues of thc momcnLo; lt 11.t lhc peaks for 
timcs w/2 nnd w/3; see Figures 10. 

VI. CONCLUSIONS, 

The diffcrcnce belwccn clnssical nnd quantum dynam
ics is conncctcd wilh thc phenomcnon ofsclí-intcrference 
in phnsc spnce. For qunsi-pcriodic motion lhc !11.llcr lcn.ds 
to lhe SchrOdingcr cnt stntC!I. Sucl1 11t11tes cnn be pro
duccd when the quantizcd clectromngnetic field propl\· 
gales insidc thc oplical Kerr tncdium fá,21]. lt is 11 'global 
phcnomenon' sincc the qunntum stnte spreatla over al! the 
plmse volume 1tllowctl by conscrvntion lnws, nnd occurs 
USUlll!y nt timc:-i longcr than the pcriod or Ín.•l n~ciJlation 
of the system. 

\Ve have shown hl"'re thnt qunntum nonlincnr dynam-
. ics also diffcrs from its clllS~icnl <"otmt<'rpart far shortcr 

times, i.t., when thc sU,tc is st.ill wcll localized in phn.~r 
1pacc. Tlie nonclMSicnlity in mnnifcd in lhe 'qunntum 
oscillations'. Thc highcr moments of the Wigncr func
tion can be used as numcric11.I pnrnmetcrs to mc11.Surc 
this'diffcrcnce. 
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FIGURE CAI'TIONS 

tigure l. Evolution orthe quantum nnd cl=ical Wisner 
Cunctions Cor thc llamiltonian P 4 (apherical aberrations). 
(n,b) 3-dimensional piolo or the quantum Wignet íunc
tions Cor times t = 0.5 and l = 2.0¡ (c,d) leve! plols or lhe 
same qunntum Wigncr runctions; (e,r) level plot.s or lhe 
clnssical Wisner functions Cor lhc 11nrnc time instanb. 

Figure 2. Time cvolution or t.he momcnls oí the qunn· 
tum Wigncr íunclions for thc Hamillonian P 4• 11 (dolletl 
line) is shown as a qualily test or our numeúcal compu
tnlion. The decreMe oíthc momcnls ft for l.:~ 3 tC\'t!als 
thc difTeft!ncc bctwccn classicn.I anti qunnlum dynnmiC9. 

Figure 3. 'fhc snmca.:J in Fig. 1 Cor lhc Jfnrniltoniii.n P3 X 
·(coma). 

Figure 4. Evolution of thc qunutum and classical Wigncr 
íunclions íor thc Hamiltoninn P2X 2 (utigmalism). (a,h) 
3·dimcnaionnl plols of tbe quantum Wigncr functions for 
times t == 0.1 and t = O.Ci¡ (c,d) leve! plols oí tlu: u.me 
r¡uanlum Wigncr functiona; (e.í) le\·cl piola oí thc classi· 
cal Wigner íunctions ror the same time inslanls. 

Figure 5. The same as in Fig. 2 for lhc llo.miltonio.n 
P2X 2 (astigmati.sm). 

Figure 6. Tht! sarne a.:J in Fig. l íorl11c llamillonianPX3 

{dislortion). 

Figure 7. The samc a.sin Fig. 2 íor the Hamiltonian PX3 

(distortion). 

Figure 8, Thc samc as in Fig. 1 íor thc Jfamiltonian x• 
{pocmr). 

F'igurc O. Evolution of thc quantum Wigncr function for 
thc IIamiltonian x(P 2/w + X 2w)' (l(err media). The 
initial atatc is a cobercnl ene describcd by a Polsson dis-
lribution with ñ = 16. (11) t == O; (b) t = 0.02; (e) 
t == 0.05; (d) f = 0.2; (e) t == rr/3; (í) t == r/2¡ wc sec 

. SchrOdingcr cata íor times t == '"lf/3 Md t = r/2. 



Apéndice F 

Funciones de Wigner. 

En este apéndice reproducimos los programas que utilizamos para calcular la función 
de .~Vigncr y sus momentos de un arreglo de datos (x,y). 

C PROGRAM WIGNER MOMENTS 

C•••VARIABLE OECLARATION 
REAT.i DX, DP, EPS, NSQ, Z, G1, G2, INT, OPX 
REAL ww, w2w, INTW1, INTW2, INTW3, INTW4, INTWS, INTW6 
INTEGER NX, NX2, N02, KX, L, LL, LX, LR, IERR 
COMPLEX i 

c•••coNSTANT DECLARATION 
PARAMETER (NX.,,,18384, NX2=2•NX, N_D2=NX/2, MX=SOO, NXM=N02-MX) 
PARAMETER (OX=2.e-2, Nmax=16384, NSQ=2.eO*OX, im(O.E0,1.EO)) 
PARAMETER (OP=6.283185/ (Nmax*DX), EPS=l.E-6 1 DPX=DP*DX/6,283185) 

C***ARRAY DECLARATION 
REAL*B X(NX) 
OIMENSION G(NX2), Y(NX2) 

c•·•UFIRST EXECUTABLE STATEMENT WIGN'ER 
OPEN (lo, FILE= 1 ba6.dat', STATUS='OLD', IOSTAT=IERR) 
DO 100 l<X-1,NX 

X(KX)~(KX-ND2) *DX 
100 CONTINUE 

Z=O. leO 
DO 120 Irzl,NX2 

READ {10,*) G(L) 
120 CONTINUE 

CLOSE{10) 
INT=O. O 
ww-o.o 
w2w=o.o 
INTWl=O.O 
INTW2=0.0 
INTWJmQ, O 
INTW4-o.o 
INTWS=O.O 

1G7 



140 

150 

230 

130 

168 

DO 130 LX=(NXM), (NXM+2•MX+20) 
IERR=l-NXM 

00 140 LR=IERR, (-IERR) 
r,...L+l 
I..L-=L+L 
KX-LX+LX+LR+LR 
Gl•G(kX-1) 
G2=G(KX) 
KX•LX+LX-LR-LR 
Y (LL-1) =Gl•G (KX-1) tG2•G (KX) 
Y (LL) •Gl •G (KX) -G2*G (KX-1) 

CONTINUE 
DO 150 LR .. L, Nmax 

LIPLR+LR 
Y(LL-l)•0.000 
Y (LL) •O. 000 

CONTINUE 
CALL FFT(Y,Nmax,-1) 
DO 230 KX•l,Nmax 

IF (Y(KX+KX-1) .GT. EPS) THEN 
TEMR=Y (KX+KX-1) *NSQ 

Gl .. TEMR*TEMR 
INT•OPX*TEMR/ (1+Gl) 

ww=ww+INT 
w2w=w2w+:rNT•TEMR 

INTWl=INTWl +DPX*TEMR 
G2a0PX*Gl*Gl 
Gl•DPX*Gl 

INTW2=INTW2+Gl 
INTWJ-INTWJ+Gl*TEMR 
INTW4=INTW4+G2 
INTWS=INTW5+G2*TEMR 
INTW6=INTW6+Gl *G2 *Nmax 

ENOIF 
CONTINOE 

WRITE(*,*) LX, INTWl 
CONTINUE 
WRITE (*,*) Z, ww, W2W" 

FUNCIONES DE \VJGNÉR. 

:~TE (*,*) INTWl, INTW2, INTWJ, INTW4, INTWS, I~~~ 

e 
e 
C* ** * * * * • * ** * * * * * ** * * * * * 1t * * * * * ** * * * * * * * ** * • * * ** ** • ** ** • * * ** * *** * * * *• * e 
C SUBROUTINE FFT (Y, NN, ISIGN) 
C .. :•BEGIN PROLOGUE FFT 
C*UPURPOSE Compute the fast fourier transform of a co~p~~~~--
c periodic sequen ce, 
C•UTYPE COMPLEX 
C***DESCRIPTI:ON 
e 



e :rf ISIGN=1, this subroutine replaces the vector Y by 
e its discreta fourier transform. 
e 
e If ISIGN=-1, this subroutine replaces the vector Y. by 
C NN times its inversa discrete fourier transform. 
e 
C Iiiput Parameters 
e· 
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e NN number of data. NN MUST be an integer power of 2. 
e 
e Y is a complex array of length NN or, equivalently, 
e a real array of length 2*NN. 
e 
e output Parameters 
e 
e Y vector of discreta fourier transform 
C Y(K) *EXP(-I*J*K*2*PI/N) 
e 
C***REFERENCES W.H.Press, B.P.Flannery, S.A.Teukolsly, 
C W.T.Vetterling, Numerical. Recipes, 
C Cambridge University Presa, Cambridge, 1986. 
e Chapter 12: Fourier transforrn spectral methods. 
e 
C•••ROUTINES CALLEO (NONE) 
C 950829 DATE WRITTEN 
C***END PROLOGUE FFT 
e 

SUBROUTINE FFT (Y, NN, ISIGN) 
REAL•B WR,WI,WPR,WPI,WTEMP,THETA 
DIMENSION Y(*) 

C•••FIRST EXECUTABLE STATEMENT FFT 
N""2•NN 
J=1 

C•••This is the bit reversal section of the routine 
DO 11 1=1,N,2 

IF(J,GT. I)TllEN 
TEMPR=Y(J) 
TEMPI•Y(J+1) 
Y(J)=Y(I) 
Y(J+1)=Y(I+l) 
Y (I)-TEMPR 
Y ( I+1) =TEMPI 

ENDIF 
M=N/2 
IF ((M.GE,2).AND.(J,GT.M)) THEN 

. J=J-M 
M=M/2 

GO TO 1 
ENDIF 
J=J+M 



e 
e 
e 
e 
e 
e 

liO 

If ISIGN•l, this subroutina replaces the vector y· by·· 
its discreta fourier transf<?rm• 

If ISIGN.;. .. l, this subroutine replaces the vector y· by 
NN' times its inverse diccrate fourier tr~nsform.. 

C Input Paratneters 
e 
C HN 
e 
e Y 
e 
e 

number of data. UN MUST be an integer power of 2. 

is a complex array of length NN' or, equivalently, 
a real arra y of length 2 •NN. 

C Output Parameters 
e 
e Y 
e 
e 

vector of cUscrete fourier transform 
Y (K) •EXP (-I•J•K•2*PI/N) 

CH•REFEREHCES W.H.Press, B.P.Flannery, S.A.Teukolsly, 
C W.T.Vetterling, Numerical Recipoa, 
C Cambridge University Press, Cambridge, 1986. 
c chapter 12: Fourier transform spectral methods. 
e . 
C•**ROUTINES CALLEO (NOHE) 
C 950829 DATE WRITTEN 
C* *'END P~OLOGUE FFT 
e 

SUBROUTINE FFT(Y,Hll,ISIGH} 
REAL•B WR,WI,WPR,WPI,WTEMP,THETA 
DIMENSIO!I Y(*) 

c•••FIRST EXECUTABLE STATEMENT FFT 
N•2•NJl 
JDl 

c•••This is the bit reversa! section of thc routine 
DO 11 IQl,N,2 

IF(J.GT.I)THE!I 
TEMPR•Y(J) 
TEMPI-Y (J+l) 
Y(J)cY(I) 
Y(J+l)•Y(I+l) 
Y(I)-TEMPR 
Y(I+l)•TEMPI 

ENDIF 
M•N/2 

l IF ((M.GE.2) .AND. (J.GT.H)) THEll 
J=J-M 
M=M/2 

GO TO 1 
ENOIF 
J ... J'+M 
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11 CONTINUE 
c•••Here begins the Danielson-Lanczos section of the routine 

MMAX=2 
C*****Outer loop executed log {2}NN times 
2 IF (N.GT.MMAX) THEN -

ISTEPo:z2*MMAX 
THETA=6. 2831853071795900/ (ISIGN*MMAX} 

c••••••••Initialize for the trigonometric recurrcnce 
WPR•-2. OO*DSIN (O. SDO*THETA) * *2 
WPI=OSIN (THETA) 
WR=1.oo 
WI=o.oo 

c•••*****Here are the two nested inner loops 
DO 13 M=l,MMAX,2 

DO 12 I=M,N, ISTEP 
J=I+MMAX 

C********•**"*****This is the Danielson-Lanczos formula 
TEMPR=SNGL(WR) *Y (J) -SNGL(WI) *Y (J+l) 
TEMPI .. SNGL(WR) *Y(J+l)+SNGL(WI) *Y(J) 
Y (J) =Y (1)-TEMPR 
Y(J+l)=Y(I+l)-TEMPI 
Y(l)=Y(I)+TEMPR 
Y(l+l) =Y (l+l) +TEMPI 

12 COHTINUE 
C***********Trii¡onometric recurrence 

WTEMP~WR 

WRa.WR•WPR-WI*WPI+WR 
Wl:•WI*WPRHlTEMP*WPI+WI 

13 CONTINUE 

e 

MMAX""ISTEP 
GO TO 2 
ENDIF 
RETURN 
ENO 

C• ** * * * ** * * * * *** * * • ** * • * * * * **** * * * * * * ** * * * • ** * • * * * * • * • * ••• *""******-A 



Apéntlice G 

Fu J d w· nc1on e 1gner para un 
Hami toniano tipo Kerr. 

En este apénd ce reproducimos el progr.i.ma que nos permite calcular los momentos 
de la fondón le \Vigncr para. un llamiltoniano tipo Kerr. 

172 



179 
PROGRAK WK 

C*****VARIABLE DECLARATION 
IMPLrCIT NONE 

FUNCIONES DE WJGNER. 

INTEGER N, NO, Nl, J, K, M, CO, Cl, TAM, F, NPHI, DO, Rl, NR, R 
CHARACTER FN*12 
REAL*S T, TOM, TCHI, NAV, DELTA, RM, TEM, PI, LO, Ll, Y, UNO 
REAL*S DR, RR, PHI, O.PHI, AREA, RAREA, B, SS, AMP, TO, R2 
PARAME'l"ER (TAM ... 200, FN='wk25 O.dat', Pl""J.141592654, UNO""l·DO) 
REAL*S Q(TAH), W(TAM, TAM}, WW(TAM, TAM), TEMl 
REAL*S Il, I2, IJ, I4, IS, I6 

c•••••cONSTANT DECLARATION 
PARAMETER (NAV=16.00, DELTA=? .DO) 
PARAMETER (T""PI/4.00, TOM=T''O~DO, TCHI=T•l.00) 

RM=SQRT (NAV) 

C**•*•INTERVAL FOR N (NO<N<Nl) 
NO ... INT (NAV-OELTA*RM) 
IF (NO .LT. O) THEN 

NOo:rQ 
ENOIF 
Nl=INT(NAV+DELTA*RM) 

C*****NUMBER OF POINTS IN UNIT INTERVAL 
OR=0.1200 
DD=INT(l/DR) 

C*****NUMBER. OF POINTS IN EVERY C!RCLE 
NPHI•IN'l' (6. 2831853 07*RM*OD) 
OPHI•6 .283185307 /NPHI 

C*****NUMBER OF POINTS ON THE RADIUS 
Rl~INT(RM+DELTA) 
NR=-Rl*DO 

AREA~DR•DR/NPHI 

C*****OPENING OF FILE FOR SAVING DATA 
C OPEN (9, FILE•FN, STATUS""'NEW', IOSTAT=CO) 
C IF (CD .GT. O) THEN 
C WRITE (*,•) 'Opening of file ', FN, ' unsuccessfull. • 
C STOP 
C ENOIF 

C*****CLEANING UP VARIABLES 
00 10 Nal,NR 

00 15 M=l ,NPHI 
W(N,M)aO.DO 

15 CONTINUE 
10 CONTINUE 

DO 20 N•l, (Nl-NO) 
DO 25 H=l, (Nl-NO) 
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25 
20 

FUNCIÓN DE WICNER PARA UN HAMILTONIANO T!l'O KERR. 

WW(N,M)cO.Oll 

CONTriiüs' 
CONTINUE 

C***1htCOHERENT STATE AMPLITUDES 
AMPcEXP (-NAV {2) /ID'! 
TEMcRM 
DO JO N=2,NO 

TEM=TEM*RM/SQRT(REAL(H)) 
30 CONTINUE 

DO 40 N•1, (Nl-NO) 
Q (H) cAMP*TEM 
TEMcTEM•RM/SQRT (REAL(N)) 

40 CONTINUE 

co..,._4 .. (-l) ••No 
c•••••TffE POINT IN THE CEUTER, Rr=O 

Cl=C0{2 
DO 50 M=NO, (Nl-l) 

WW(M+1, l)•Cl•Q(M-NO+l) *Q(M-N0+1) 
Clc-Cl 

50 CONTINUE 
DO 55 F.,.1,NPHI 

SS=O 
DO 56 M=NO, (Nl-1) 

SS=SS+WW (H+l, l) 
56 CONTINOE 

W(l,F)=SS 
55 CONTINUE 

SS=W(l,l) 
'l'EM•PI/4*D:R*DR 
Ilt=SS*TEM 
r2.-ss•r1 
l3-=SS*I2 
I4 .. SS*I3 
IS•SS*I4 
I6=SS*I5 

C•••••THE CYCLE OVER R AND PHI 
00 60 R•2,NR 

Cl•CO 
RAREA~(R-1) *AREA 
RRc (R-1) *DR 
R2•2'*RR*RR 
AMP=EXP(-RR'*RR) 

00 70 M==NO, (Nl-1) 
B=1-R2 
LO::z:UNO 
Ll=-B 



00 70 M ... NO, (Nl'-1) 
Bicz1-R2 
LO""UNO 
L1=B 
IF (M .EQ. O) THEN 

Y•LO 
ELSE 

IF (M .EQ. 1) THEN 
Y=L1 

ELSE 

ll5 

DO 80 J=l, (M-1) , 
Y=( (2.00•J+B) *L1-J*LO) / (REAL(J+1)) 
LO=Ll 
Ll=Y 

80 CONTINUE 
ENOIF 

EHDIF 
WW(M+l, 1) .. AMP*Cl/2*Y* (Q (M-NO+l) **2) 
00 90 K=l, (Nl-M-1) 

TO=l.00 
DO 95 J=2,K 

TO=TO*J 
95 CONTINUE 

TO=SQRT(TO) 
B-K*UNO+UNO-R2 
LO=UNO/TO 
TEM-.:iUNO* (K+l) 
L1-B*LO/ (SQRT(TEM)) 
IF (M .EQ. O) THEN 

Y=LO 
ELSE 

IF (M .EQ. 1) THEN 
Y=L1 

ELSE 
DO 100 J ... 1, (M-1) 

TEMc (J+l) * (J+K+l) *UNO 
TEMl""J* (J+K) *UNO 

Y=( (2.DO*J+B) •L1-SQRT(TEM1) *LO) /SQRT(TEM) 
LO=L1 
Ll=Y 

100 CONTINUE 
ENDIF 

ENDIF 
TEMc:UNO*K 
TEM=(TEM/2) *DLOG(R2) 

WW (M+1, K+1) =C1*DEXP (TEM-R2 /2) *Y*Q (M-N0+1) *Q (M+K-N0+1) 
90 CONTINUE 

Cl=-Cl 
70 CONTINUE 
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TOMa:T•o.oo 
TCHI-T*l.00 
Cl,..UNO 
00 110 F""l, NPHI 

PHI•F•DPHI-PI 
SS•O. DO 
DO 120 M=(NO+l), (Nl-1) 

DO 130 K .. O, (Nl-M-1) 
SSaSS+WW(M+l, K+l) •cos (K* (TOM+PHI+TCHI* (K+2*M))) 

130 CONTINUE 
120 CONTINUE 

W(R,F)•SS 

TEM..,SS*RAREA 
Ils:Il+TEM 
I2=I2+SS*TEM 
TEM=SS*SS*TEM 
I3=I3+TEM 
I4aI4+SS*TEM 
TEM=SS*SS*TEM 
I5=I5+TEM 
I61111I6+SS*TEM 
Cla-Cl 

110 CONTINUE 
60 CONTIHUE 

TI~REAL(T) 

II1aREAL(Il) 
II2~REAL(I2) 

IIJmI3/l. 333333 
II4aI4/2.EO 
IIS~IS/3.20 
II6mI6/5. 333333 
WRITE (9,*) TI, IIl., 112 1 113. 1 II.4, IIS, II6 
WRITE (*,*) TI, Ill, 112, IIJ, II4, IIS, II6 

1000 CONTINUE 

CLOSE(9) 

END 



Apéndice H 

La paradoja de Zenón para 
mediciones continuas. 

En el artículo que reproducimos [93J discutimos Ja paradoja de Zenón cuántica en 
un sistema de tres niveles bajo medición continua. 

lí'7 
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Letter 

Zcno paradox and radiation trapping 
in three·level systems 

A. L. RlVERAt and S. M. CHUMAKOVt 

J.t.M.A.S.-Cucrnnvaca Univcrsidnd Nacional Autónoma de Mhico, 
Apartl:ldo Postal 139-B, 62191, Cuernavaca, Mor., México 

(Rtctfrtd 8 Stp1ttn~tr /91JJ,· rn1úion rcccivtd /./ January 199.J) 

Abslract. \Ve discu!!.s thc qunntum Zcnn rmradnx in u thrcc-lcvcl sy111cm. \\'e 
are interc&tcd in itsability to cnhani:;c radiution tropping. Thi11 S)'su:m provit.lcson 
cxamplc ofthc silua1ion \\hcn thc spuntnncous cmission pruccss in une transition 
is cucntinlly dcu:rmined by thc pump nnd damping p:irnmctcrs oí anothcr 
transi1ion. 

l. lnlroduction 
Sin ce thc creation oí quantum mcchanics the problcm of quantum mcnsurcments 

h:is beco n source of ongoing discussions. Thc two-lcvcl systcm mny givc the 
simplc:st and clcnrest cxample of this problem. It is dcscribcd by n 2x2 dcnsity 
matrix. Aftcr thc measurcmcnt, the non-diagonal dcnsity mntríx clemcnts collnpsc 
to zcros nnd thc density matrix ucquires n diagonal form: P, = p 11 nnd P2 = p 22 are 
thc probabilitics of finding thc systcm in stntcs 1 nnd 2. Thercforc, QÍter thc 
measuremcnt the systcm stnte isentirely n stntisticul mixture of the stntcs t nnd 2, and 
ali thc cohcrcncc in thc system disnppcnrs. This is called 'von Ncumnnn 's stntc 
rcduction postulate'. Thc qucstion usual Ir discussed is: what is the physicnl origin of 
this sta1e reduction? 

Thc quantum Zcno cffcct (or paradox) is thc inhibition of transitiOns bctwccn 
quantum states by frequent measurcmcnts [l,2]. It was proposcd to rcalizc this 
cfTcct in optical cxpcrimcnts with thrcc-lc,·cl nloms {3], and it has beco cxpcriment
nll>• pcrformcd in [4] where the quantum Zcno cffcct was obscn·ed. 

We. are intcrestcd hcre in thc physical situntion similar to thc experimental set-up 
of {4]. Lct us considcr a thrcc-lc\'el :systcm whh V configurouion of thc lcvcls, scc 
figure 1. Supposc, thnt this ntom is placed insidc thc ideal cn\·ity nnd the ca\'ity ñeld 
modc of frcqucncy w20 is on cxact n:3onance with thc transition 2-+0. ·W'e denote by 
p lhc coupling constant with thc cavity ficld (thc vacuum Rnbi frcquency oí thc 
transition 2-tO) nnd "'•'C neglcct thc spontuncous emission from leve! 2 into othcr 
modcs. 

Suppose also1 that wc are ablc to apply a strong classical (optlcnl) ficld of 
frcqucncyw 10 that is on resonancewith the trunsition l-tO, Wcdenotc by:i: thc Rabi 
frequcncy of thc transition 1 -+O which is cqual to the corresponding coupling 

t Fac. de Ciencin, Unh·er1idad Nadonol Autónomo de MC:xico; under i;cholarship from 
DGAPA, UNAM. 

fOn lravc from: Central Dureau of Unique Dc,·ice Designing, Russian Academy of 
Sciences. · 
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FigUrc J, Thc th~cc•lcvcl 1y1tcm whh V configunuion of thc lc\·cls. 

constant multiplicd by thcsqunrc rootofthc intCnsityofthc modcw 10• Thcalomcnn 
also pcrform thc trunsition 1-0 cmiuing photons into othcr flel<l mudes. \Ve 
describe this lcakagc uf photons by introducing a dumping cocfficicnt ')'. 

In the present pnpcr wc follow the point of vic\v thnt a mcasurement process, 
which is the internction of :i small quantum S)'stcm.with a macroscopic mcasuring 
dcvice, inevitably introduces a dissiPntion into thc system dynamics. This dissip
ntion rcsults just in a culh1psc of lhc no11-Ji11gon11I dcnsity matrill: clcmcn1s. 
Thcreíorc, thc measuremcnt can he descrihcd in thc framc of usual quantum 
mechanics with t.lissipution. Such a trcutment of the Zeno effect was proposed in {5]. 
Suppose, nn atom was initially prcpnrcd in its excitcd statc 2. Thcn the purc rcsult of 
the quantum Zen o cffect will be a froz:en cmission from th is state in to thecavity mode 
w 20 if the Strong opticul ficld is applied on resonunce with another trunsition 1-0 
and thc dnmping coefficicnt i' of thc transition 1-0 has on appropriate value. On the 
othcr hand, if thc dissipation is·abscnt, (=O, the :i1amc system exhibits the cohcrent 
trupping provided that «»/J. 

Thc qucstions arisc, what is thc corrcspondcnce bctwccn thc Zcno cffcct nnd thc 
cohercnt trnpping nnd is it possiblc to gct an ndditional tra.pping beca use of thc Zen o 
effect (i.e. dueto un additionul dissipation in thc S)ºStem)? Thc answer that we will 
justifr bctow is thnt for thc cxnmplc under study, the introduction of n dissipation 
always decreases the degrec of trnpping in spite of the fact that it is possible to 
determine re-gimes, /f«)', a, whcrc the Zen~ elTcct is prcscnt. 

2. The quantum Zeno paradox 
If thc two-lcvcl ntom wich thc lcvcls 2 and O is placed inside thc ideal ca,·it)' with 

the resonant frequcncy w 20 it will continuously exchan¡.:c ics cncr¡.:y wirh thc cu\·itr 
tield mude, cxhihitin.i: quuntum R;ihi uscill:1tions. Suppm1e thut the atum W'JS 

initially in its t:xcitcd statc 2. Thcn thc prubability oí ílnJing lht: atom in thc samc 
stntcnftcr rime t has po:tssed isp: =co!l 2 (-::rl)iind thc probabilit)• th::itn photon hms bccn 
cmittcd is Po =sin2 (7l). 

[t wa!' prnposec.J in {J] to in\"csti¡.::ue che <¡u.:intum Jynamics of thc: tr:insition 2-0 
using thc strong ficld o.pplied to the scconc..l 1rnnsitiu11 1-0 ns u '111easurin¡.: c..le\•icc', 
J.ct us :1pplr to che armn a i;trongopricnl puliic ,11 10 durini.: 1hc short timcÓl«t. lf rhc 
atom has not cmiucd a phnton w 2l' thcn it do!.!S not fccl 1'1c 'mc:isurini: ficlcJ'. lf thc 
ouom has passed to thc statc O hcfurc thc 'mcu!'iurcmcnt', thcn it hci.:ins tu oscill:.itc 
hl·nn-en the len•ls 1 :md O, proJucinJ:. sc;tttcrin¡.: phoions, \\"hich in principlc.•t:"Jn be 
dctccted. Thl•rt"Ínrc, \\'e c:m ~et infonn:.iriun whcthcr !he atnm \\'US in rhc starc 2 
oro heforc the mc:.isuring- pul:;-e, Currl·Sp1111din~ly, .iÍtl'r the 'mc:1:1urini,:optil·al pul-.;c" 
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th~~to.mi·C·_"'.~~·~r~·n¡t~ci~ iS c~ll~psc'd:.i.l c1.m be in ~hé,t>liltc 2 '~ith o probability Pi or in 
thc stntc O._whh ~ ¡)ro~11bifüy po'but not in n cohcrcn~ aupcrposit¡On of thcsc stntcs. 
RcÍ>cnfo'I~ ~l\is scqucncc ror ~I times (í~cc C\'~lution during thc time t= T/11 and thc 
'mea.~ur~~cni'.during the time fü«t), if 11 gocs toco wc h11\'c: 

[ (T )]' ( T'•')'" Pz{t) = cos1 -;a = 1 -2,;"Z -t t. 

Thcrcíorc, thc subscqucnt 'mi:usun:mcnts' of the s)'Stcm state prcvc11l thc dccn~· of 
lc\'el 2. 

In the prcscnt work wc will dc!'>crihc thc 'mcusurcmcnt!>' by intr~ducing thc 
cfompinc cocfficicnt, }', íollowing [S]. \Ve invcstigatc hcrc the cuse of 'continuous 
mcasurcmcnt', whcn thc strong ficld w10 is continuously npplicd to thc atom. \Ve nrc 
intcrcsted in to ·what dcg:rcc thc dnmping in thc transition 1-0 can prevcnt the 
emissiun frum le\•cl 2. 

J. Cohercnt trapping 
Note thtat if y= O (without ¡my 'mcasutcmcnt'), whcn thc systcm is dcscribcd by 

thc w~wcíunction, thc cmission ftom thc statc 2 is sup¡_"»tCsscd providcd that PI«« 1: 

Po(O=e..;-ll -cus(a: 2 +/J2)1'2 t]-O . . 
This tcsultcun be casily ohtaincd by solving thc SchrOdingct cquation, scc, c.g. {6]. 

· The clase situution fot threc- ;md two-lc\'el atoms is known us cuhcrcnt trapping [7]. 
:\nothcr cxplnnntion of this trnpping is thnt in thc case fl«a thc initinl statc 2 isclosc 
to the cigcnstatc of thc Hnmiltoninn and thcrcforc is not trnnsformcd strongly by thc 
e\·olution. 

4. The solution of optical Bloch equations 
\\'e im·estigatc :1ow sponta.ncous cmission from lc\'cl 2 is modilled by thc 

'continuous mcasuremcnt' i.c. b)' thc prcscncc of thc strong ficld u1 10 . Thc ntom is 
described by the density matrix: 

p~ [ ~.:: :.:: ~::] . 
-•P10 -1P2n Poo 

(Note, thnt if thc non-diagonal dcnsity matrix elcmcnts are initinlly 1.cros, thcn thcrc 
nrcconnections Pi: ==p21 , p 10 = -p01 . p 20 == -p02 • as hn$ beco tnkcn into account in 
our definition of the dcnsity mntrix, see e.g. [SJ.) 

Thc densi~y mntrix is detcrmincd from thc oplical Uloch cqua.tions (scc [S, 8]): 

P11=-YP11+2ap¡o. l 
¡,,, ~ ¡pp,,, 

P12 = -y/2P12 +PP10+!'1P2n. 

/~10= -2:xp 11 -7Pu-/JP12-7/2f11o+a, 

P20= -/1P11-2/J1ln-af11:+ {l. 
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t:i¡:ure 2. Pmhahilitic5 P1 :md P2 11s íunctiuns of time for 11 fhcd \•aluc of a nnd "/ and thrcc 
diffcrcnt \•nlucs oí (J {}«<11:,/l). \Ve observe cnhcrcnt trapping with 1111mnll dissi¡mtion. 

\Ve hove numcricnlly :ml\'cd this cquation for difTcrcnt valucs of thc pnrnmctcrs a:, 
p, y. 

Wc show in fi¡:;ures (2, 3) thc lcvcl populutions p1(l)=p22(t} and p 1(l)=p 11(t) 
(rcmcmhcr that p0(1)= 1-P1-P2)· . 

In figure 2 \\'C show the case of )'«a, P :md we obscr\'C cohcrcnt trapping (fost 
oscillations with a smnll amplitudc clase to thc initial valuc). As fJ grows, thc 
am¡ilitudc of Rabi oscillntions incrcnscs and its pcriod [(a1 + pz)- 111] dccreascs. J lcre 
thc dh:sipation is wc:1k. Whcti )' ¡.:rows thc dissip:ition incrcascs (sce figure 3). 

Note, that if y=O than thc stcady statc dp/dt =O is ncvcr achicvcd. Hnwcvcr, for 
arbitrnry small but finitc y, thc stcr.dy state [9]: 

•' 
P11(00) 2(Cli+/JZ+yz/4)' 

fl'+r'l4 
p,,(«>) 2(a'+P'+r'l4)' 

is finally nchievcd. Thc Zcno crTcct occurs if, in thc prcscnce of a sttong ficld a»P, 
thc population Pu approachcs thc stcady value Pll(oo) vcry s1owly, in cnmparison 
with thc pcriod of ílabi oscillations p- 1 in thc abscncc of a mcasurcment (a=O). 

1 n figure 4 wc considcr thc case of constant a ond fl and wc are intcrcsted in the 
cffcct of changing volucs of y. \Ve ohscr\'e thc 'Zcno cfTcct' whilc ;•«a. As y grows, 
bccoming similar to a, thc trapping disappcars nnd wc chnngc to thc rcgime uf 
dissipation (without oi>cillntions). 1 n thc case of i'>> a dnmpcd oscill:1tions appcnr 
(with thc oscillatinn frcqucncy -(/). Thc limit r-•oo hns simih1r bcha\'iour to a-o. 

In figure S wc show thc cfTcct oí chnnging thc vnlue nf a (kccpingconstant \•nlucs 
ofy nnd p). Whilc a«}' wc obscn·c dampcd osc:illntions of pcriod -¡1- 1• As a grows 
thc dissipation bt:comcs stroni.tcr until thc os'cillntinns disappcar (whcn «=;•/tO). For 
a>y wc obscr\'e Zcno trapping. · 

Thcrcforc, our figures 2-·S shov.· that thc l\\"o phcnomcna, cohercnt trappinn nnd 
Zeno cffcct, are not wcll-scparatcd in thc space of difforcnt valucs uf paramctcn a, p 
und 1'· \Ve c:in think of cohcrcnt trnpping with dissipation as 'Zcno trapping•; this 
occurs far thc vulucs ce» /1, ce>}' (the uppcr curves in figures 2-5). For larJ.tcr val u es of 
¡• fast dissipation appcars, which in turn is chnn¡.¡;cd far another re,1timc uf slow 
oscillutions with frcqucncy P for vcry largc f. 
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Figure J. Thc Mml~ as figure 2. In thi11 CBi;c·(Y-fl<cx) the dis!lipininn Í5 str'nn¡.icr. 

GAMMA 

FiRurc 4. Probabilit)' P 2 111 íunction ofiimc for a fixed \'aluc ofa:and {J am.J ditfcrcnt \'al1.u:s oC 
~·. 'lñe vertical lincs rcprcscnt thc pcriod of Rnbi 01cill:llions ¡¡-i in thc abscncc of n 
mca.surcmcnt, i.e, ir o:~O. \Vhilc l'«!l wc obscr\'C thc 'Zcno dfcct'. As ¡· growi;, 
bccoming similar to :r. wc changc to thc rcgimc oí dl11i;ipiltio11 (without oscillatioris). In 
thc cnscof1·»2 dnmpcd oscillationsappcar ofpcrioJ -11~ 1 nnd for¡·"" lDOOO:t wc hnc n 
hcha,·iour aimilar to lhc onc if o:-0. 
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Figure S. Probabilit)' P 2 ns function oftimc forn fix.cd va1uc oíy and pand diffcrcnt valucs of 
a, Thc vcrtical lincs rcprcscnt the pcriod of Rnbi osci\1ations p- 1 in thc abscni:c of a 
mcasurcmcnt, i.c. iC :i=O. Whilc tt«y wc obscryc dnmpcd oscil\ation& of pcriod .... p- 1 • 

As :z; grow1 thc dissipation becomc~ strongcr until thc oscillutions disuppcar (whcn 
a...ay/IO), For a>y wc observe Zcno trnppin~. 

S. Conclusions 
We hnvc investigated thc dccay of nn atom into the cavity fü:ld mode. In the 

abscnce oí othcr 1cvels the ntomic inversion would undergo thc undamped vacuum 
Rabi osciUutions with thc frcquency p, scc, e.g. [10]. This bchaviour is modiñed by 
thc prcscncc of l1 strung ficld in rcsonuncc with thc dampcd transition 1-0 
connccting the samc ground statc O wiilt unothcr cxcitcd statc 1. In this case, thc 
spontnncous dccny írom 1cvc12 is esscntia1ty dctcrmincd by thc pnramctcrs 11 nñd "/ of 
thc trunsition 1-0. This situntion is analogoµs ~o that in cavity quantum 
elcctrodynnmics [10], whcn thc spontaneous decny of an ntom plnccd into the bnd 
cavit)' is dctcrmincd by thc dissipation of photuns into thc cavity wa11s, lending to 
enhanccd spontnncous cmission [t 1]. Mere, the c1wity supportin~ modc Wzo is 
assumed to be losslcss, howevcr, thc prcsencc of anothcr transition strongly modifies 
the dccny. 

'"'e wcrc especialty intercsted in thc rcgimes of the radiation trnpping from lcvcl 
2. Thc cohcrcnt trapping occurring in thc thrcc·lcvcl systcm without dissipntion is 
prescrvcd also for thc cuse of smn11 dnmping in die iransition 1-0, ot the expense of 
the increase oí intensity of thc strong field a. (see figures 4 nnd S). 

The last phcnomcnon is identical with thc Zeno pnradox, discusscd in the 
literature [4, S) in connection with qu:mtum measurements and thc conceptual 
principies of quantum mechanics, an<l thc qucstion nriscs as to whcthcr it is possiblc 
to use thc Zeno effect ns an ndditional mcchani~m oí rndiation trapping. Our answcr, 
n_t \east íor continuous measurement in thc systcm undcr study, seems to be ncgative, 
i.c. thc damping in thc trnnsition is notable to improvc thc qunlity of trapping in 
nnother transition. ln othcr words, thc •mcnsurcmcnt' cannot improve thc quatity of 
cohcrcnt trupping, which had alrcady cxistcd in thc systcm without uny 
'mcusurctncn~'. 
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Apéndice 1 

La paradoja de Zenón para 
mediciones sucesivas. 

En el artículo que reproducimos [94) discutimos la paradoja de Zenón cuántica en 
un sistema de tres niveles bajo mediciones sucesivas. 
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Quantum Zeno effect in unitary quantum mechanics 
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"lnslituto dt /nirsU¡;arionrJ rrr .Ua1c>mdtir1IJ Aplirad¡J.J y tn SIS/rmas, UmrrmdaJ Nacw11al ,111161101110 dt> J.l~xkv. 

Abstrae! 

Apdo. rOJtaf JJ9-B, 62/VJ Currnarata, Mor., Mbi1rn 

Rcccivcd 17 O<:tobcr 1994¡ .:m:cptcd íor publication 9 No~cmbcr 1994 
Communicatcd by l'.R. llolland 

Wc diKUU thc possibility to observe thc qu:inu,m Zcno cffccl in unitary modds of quimtum mcasurcmcnts, whcn thc mea~· 
uringi:1ppara1us is supposcd to havc a fcw dcgrccs oífrccdom ahhough cnntaininga 1:1.r¡;c 11moun1 oícncrgy. For thc cxamplcor 
lhc Zcno dfcct in op\ical 1hrcc-lcvc:I systcms wc compare \he unitary mcchanism for rarJia1io11 lrapping wi1h thc onc bascrJ on 
disslpatlvcdynamin. 

J. Jntroducdon 

Sincc thc advcnt ofquantum mcchanics thc problcm of quantum mcasurcmcnts has bccn a sourcc of pcrma
ncnt discussions. Two-lcvcl systcms givc lhc simplcst and thc most transparcnl cumples of this problcm. Con
sidcr thc dcnsity matrix of such a systcm in thc basis of cigenvcctors of thc observable to be mcasurcd. lt may 
represen! apure ora mixcd state befare thc mcasurcmcnt. Aftcr thc mcasurcmcnt, thc dcnsity matrix will rcp
rcscnt the mixcd statc which is dcrivcd from thc initi.al onc replacing by zcros thc off-diagonal matrh clcmcnts, 
''coh<"rcm:es". Thc rcmaining diagonal matrix clcmcnts p1 =p11 and Po=Poo are jusi thc statistical probabilitics 
to find the systcm in lhc statcs 1 Cr O. 

Sincc quantum dynamics far closcd systcms is always givcn by a unitary onc-parameter group, the loss of 
cohcrcncc and the increase of informational entropy can not be dcscribcd without taking in to account thc in ter· 
action with anothcr systcm, thc apparatus. In somc extreme scnsc, von Ncumann [ I} trcatcd lhc mcasurcmcnt 
as a proccss of an open systcm actcd upon by thc consciousnc~s of tl1c obscr\'cr, causing the loss of cohcrcncc, 
i.c. thc "reduc1io11 o/slatl!". Anothcr possibility is lo includc s1atistical principies lcading to irrc\'crsiblc dynam· 
ics of many-body sys1cms. 

A closcly rclatcd problcm is thc quantum Zcno effcct (or paradox ), which is an inhibition of thc transitions 
bctwccn qua.ntum statcs caused by frcquent mcasurcmcnts {2,3 ). Cook {4) proposcd to rcalize this cffcct in 
optical cxpcriments with thrcc-Icvcl atoms (scc also Reí. [ S J) and it was cxpcrimcnlally obscr\'cd by llano et 
al. [6 J. Thc Zcno cffcct csscntial!y invol\'CS a non-cxponcntial decay, as i1 happcns with thc atomic cmission in 
a rcsonantcavity. Thcn it dircctly follows from thc si.ate rcduction (scc below). 

Rcccntly this problcm has bccn analyz.cd in lhc framcwork of qunn1um mcchnnics with dissipation [ 7-9 J. 
According to this point of view, thc interaction of a small quantum systcm with a macroscopic mcasuring op· 
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para tus incvitably introduces a dissipation into·lhc microsyslcm dynami~. Tl~isjust rcsulls in a colJapscofnon
diagonal dcnsity matrix clcmcnts which, in turn, Jcads to thc quantum Zcno ctrcct. 

Lct usconsidcr in morcdctails the physical situation similar to thcexpcrimcntal sctup ofRcf. (6). Thcsystcm 
invoh'cs a doublc-rcsonancc schcme (scc Fig. 1) whcrc two excilcd atomlc statcs J and 2 are conncclcd to a 
common lowcr leve! O via a strong optical and wcak rf transition, rcspcclivcly. \Ve denote by A and p thc Rabi 
frcqucncics ofthcsc transitions and ncglcct thc spon1ancous cmission írom lcvcl 1 into olhcr modcs. Thc pho
tons scattcrcd by strong transition are obscrvcd. Howcvcr, an cxcitation ora wcak transition whcrc 1hc cleclron 
is temporarily kepl in the metaslablc leve! 2 will cause thc strong tra·nsition to be turncd off. Jt is, thcreforc, 
possible to determine thc microscopic quantum stalc of thc a1om vía thc macroscopic signal providcd by thc 
fluorcsccncc ofthc strong transition (dcscribcd introducing a damping cocfficicnt }'). 

l.ct an optical pulse be applicd to thc atom during 1hc short time Tp«p-1. Aftcr thc "mcasuring pulsc" lhc 
atomic wave function is collapscd: thc atom can be in thc statc 1 or O with probabililics p1 or Po but not in a 
cohercnt supcrposition ofthcsc s1atcs. Repcating lhis sequcncc for tt times (free cvolution during thc time T= 
T0 /n and "measurcmcnt" during thc time Tp« T), wc havc for largc n 

p,(T0)=[cos'(~A )J "'(1- ~':.'f- 1. 
Thcrcfore, the subscc¡ucnt "m~surcmcnts" of lhc objcct slalc preiw111hc dccay or leve! l. This is a standard 
logic oílhc quantum Zcno crrcct ! 2-7 J. 

lf thc damping coefficicnt i' is too small, onc can hardly scc scatlcrcd photons and the mcasurcment cannot 
be pcñormcd. Thcn thcrc is no state reduction and one cannot multipJy the probabilities (since differcnt F'cyn
man paths contributc to lhc probabílity ampliludc [JO}). Thc Zeno cffcct has 10 disappcar. On tite olher h<ind, 
if the dissip<ition is <ibsent, }'=0, thc samc systcm exhibits cohcrcnt trapping providcd that A» p. The qucstion 
arises, whcther it is possiblc to find a ncw regime oflrappingduc to lhc Zen.o mcchanism, i.c., through dissipai· 
tion, ond whcther it is diffcrcnt from thc usual cohcrcnt trapping. Thc answcr for thc case orcontinuous mea· 
surcmenl is givcn in Rcf. ( 11] and it is negativc. Thc incrcasing damping coefficienl yalways spoils thc qualily 
of cohcrcnt trapping in anothcr transition (which alrcady exists for Y=O providcd that A» p). 

Ncvcnhelcss, for thc case of many subscqucnt measurcmcnts thc arguments orRcfs. [7,9 J sccm to work and 
the radial ion trappingscems to follow from the phasc relaxation introduccd by thc measuring dcvicc. Howcver, 
we shall show bclow, in Section 3, that thcrc is also a unitary trnpping mechanism for subsequent pulses. Thc 
radiation trapping in leve! 1 almos! always appears ifthe scqucncc ofs1rong pulses is applied 10 lhc 2 .... 0 lran
sition ofa 1hrcc-lcvel olom even if )•=0, i.c., iíthe dissipation is negligibl)• small. Morcovcr, our numerical !csls 
show that 1rapping is oflcn strongcr just in thc unitarycasc i'=O. 

Thc mcasuremcnt mechanism proposed by Cook [4] and supposcd lo ~e rcalizcd in expcrimcnts [6 J cvj. 

Fig. l. Thc lhlt't·lcvcl ~!cm with '"V" conflgunilion oíthc lcvcb.A rcprc1ents tlic Rabi írcqucncy oíthe 1tron¡ 1tansi1ion, 7 is the 
natural linc width oíthc oplical ltansltion and /lis thc Rabi írcquency oíl he wcalr: ltansilion •. 
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dcntly fails if ;·=D. This mcans that cithcr Zcno trapping is not ncccssnrily conncc1cd with mcasuremcnts, or 
th:u wc nccd to modify thc notion oía mcasUrcmcnt. ' 

líwc analyzc the sccond point of vicw thcn thc íollowing qucstion nriscs. Must thc mcasuring dcvicc havc 
\'CI'}' many dcgrccs of írcedom or is it cnough to havc a fcw ar evcn onc, in which, howevt:r, a l<irgc amount oí 
cncru· is containcd? In thc first case thc intcraction with a mcasuring dcvicc leads toan irreversible dynamics 
ofthc objcct and it can be dcscribcd by quantum mcchanical cquations with diss'ipation (such as Dloch cqua· 
tions, scc Scction 2). As it is shown far a thrcc-lcvcl cxamplc in Reís. [7,9 ), and by a diffcrcnt approach in Rcf. 
( 12J, thc intcraction with a larnc dcvicc indccd lc<ads to thc phasc rclax<ition and dcstroys the off-diagonal 
density malrix elcmcnts ofthe microsystcm, thus cxplaining thc van Ncumann st<itc rCduclion. Jn thc sccond 
case ofa "sma.11 mcasuringapparatus" thcdynamics is rcvcrsilllc. Howcvcr, ifa largc nmount ofcnergy is con· 
taincd in a single dcgrce offrcedom ofthc dcvice, it is cnough to providc thc Zcno cffcct ofradiation trappini 
in a microsystcm. Morcovcr, thc off-diagonal dcnsity matrix clcmcnts ofa microsystcm are kcpt small by this 
condition. 

In Sectíon 4 wc discuss anothcr cx.amplc of a "small apparatus". lt is an cxactly soluble modcl of a mcasurc
mcnt proposcd by Kraus ( 13), which nlso lcads to radiation trapping in thc framc of unitary dynamics. Kraus 
callcd it "thc WatchdogefTcct" in arder to separa te this phcnomcnon from thc quanlum Zcno paradox rcsulting 
from a st::ile rcduction. lf thc small measuring apparatuscs are acccp1ablc, thc diffcrencc bctwccn thc Zcno and 
W:itchdog dfccts disappcars. 

2. Zcno cffect in a thrcc-lcn!l systcm: disslpafüe dynamlcs 

The Zcno cffcct in thc threc-lcvcl 3.tom dcscribcd aboye can be invcstigatcd in tcrms of optical Bloch cqua
tions (7-9). Thc mcasurcmcnt is dcscribcd introducinc thc damping cocfficicnt 'f which rcprcscnts photons 
scattcrcd b)' thc atomic transhion 2-0. lf the initial ntomic dcnsity malrix is diagonal then at time lit depends 
on fivc real p;iramctcrs, 

P= ( :.~: :;: ~::). 
-IP.io -JP10 Poo 

which nrc dclcnnincd by thc Dloch equations 

Pu=->Pu+2AplD• P11=2PP10. fi21=-}'/2pl1+{1plo+Aprn. 

Plo=-2Ap21-AP11-PPl1-'112Plo+A, Prn=-PPli-2{Jp,, -Ap21 +P • ·· 
During thc measuring pulse (7], thc oIT-dingonal matrix elcmcnt p10 pcrforms dampcd oscillations quickly 
rcaching thc stcady statc vatuc O, providcd that P«A, )' (scc, c.g., Fig. 4). This cxplnins von Ncumann's stalc 
rcduction in this modcl. Frcquent mcasuring pulses dccreasc the dccay ratc from lcvcl 1, in comparison with thc 
C\'olution in the case A= O. 

Thercforc, it s.ccms that thc Jogic of thc Zcno paradox implics the possibility to supprcss thc cmission from 
the lcvcl 1 dueto thcdamping in thc transition 2-•0. This qucstion was furthcr invcsligatcd in Rcf. ( 11 J, whcrc 
thc samc Dloch cquations wcrc solved fer thc case of"continuous mcasurcment", i.c. far P«A=const. OiITcr· 
cnt rangcs of val u es of thc paramctcrs A, p and y wcrc considcrcd. Zcno trapping occurs in this case pro,•idcd 
that P«A, i'<A. Howc\·cr, if the trapping is prcscnt for givcn vatucs of p, A and 7, thcn it always bccomcs 
strongcr with dccrcasing )', and thc bcst trapping occurs whcn J•=O. Thc last case alrcady cannot be qualificd as 
a mcasurement (al lcast in thc scnsc dcscribcd nbovc). Titen 1hc cvolution is go,·erncd by the SchrOdingcr 
cqu:ition (scc thc ncxt scctiort and Rcf. [ 14 J). This trappingh:is thc samc originas thc usual cohcrcnt trapping 
in n lhrcc~lc\·el systcm (sce, c.g., Rcf. [ 15] whcrc: it w:is proposed lo use thc cohcrcnt trapping forlasingwithout 
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invcrsíon). Ano1hcr explanation of rhis trappins is that tite initial statc of 1hc systcm is el ose to thc Hamiltonian 
cigcnsta.tc {cí. Rcf. (161 ). Just this is lhe case for the initfo.1 statc J and the Hamihonian i;íven in thc neicl 
section. ' 

3. Sehr&Ungcr dynamks 

lt is dcarthat rhe mcasuremenl rncchanism proposcd by Cook f 4} cssentially involvcs n Jar¡c cnough damp
ingcocffident)'. What wi!I happen when tkc sequence ofstrong pulses is applicd In rcsonance: with thc transi1ion 
1 ... 0. but }'is too small to pro"Vidc <ln cffcctivc mcnsun:mcnt? Wc shall show in lhis scciion dmt thc radintion 
\rappingalmost always occurs in such a systcm cven ify=::O. This meanscithcr thal this htlppíng is not conncctcd 
wilh mcasurcmcnts or 1ha1 thc conccpt of measur~mcnt uscd in thc previous scc1ion has to be modificd. 

The key paínt is that 1he steady statc value for the non-di:Jgonal dcnsity mn.tri-l ch:mentp10 is equal to O, as it 
can be secn íram thc second DJoch equation. Hcncc, for arbitrary sma!l y thc clcment p10 osdllalcs around zcro 
tcvcl and, in somc scnst, 1he mean ''alue oíthc 1imc·dcrivativc fi11 vanishcs. On thc olilcr hand, the ampJitudc 
oíthe oscillations oíp10 issmai1 ií A» p, E"entually, lhc dynamics is scnsitivc to thc lcnglh af thcoptical pulses 
(ln this papcr wc rcstricl ourselves la thc case oícqual time intcr\'als bc1wccn pulses). 

Thc dynamics can now be dcscribed in thc Hilbcn spacc oí thc thrcc-fcvcl systcm, re'. by thc SchrOdinger 
equation with thc Ha:miltoninn 

(
o o A) 

n~ o o p. 
A p O 

wherc atomic states in ~ are dcnolcd by lj). 
Far a time in1crva1 in whio::h A is constant, lhc SchrMinger equation can be cusily integra red. Thc C\'olution 

operaloris 

(

{A'/Sl') cos(Slt)+ P'!Sl' {AP/Sl'){cos(Sll)-1 J -(A/Sl) isín{lll)) 
U= (AP/Sl')[cos(Sll)-1 J <P'/Q') cos(Slt)+A'f!I' -(P/Sll i sín(Slt) , 

-(A/Q) í sin(lll) -<P!Sl) í sin(OI) cos(ilt) 

Givcn theinilial51a1c ! 1) and the constnntJf, the a:mptitudc. forthc a1om to be in thc ground statc. U01 (t) and 
1hc com:sponding olT-diagon.at densi1y matrix clcmenl p10(r) =u,, 0 01 are proportional la lhc ratio Pf A«" 1. 
This corrcsponds 10 thc cohcrcnt 1rapping. 

Thc solutíon for subsequcnt pulses can be casily dcduccd fram thc cvohllion operíltor givcn otbovc. Thc time 
bchavior ofip1oand of p, 1 is dcmonstratcd in Figs. 2-S for rour diffcrcrit cases: 

( 1) 21l'pulscs. Thc pulse length contnins iln integcr numbcrof pcriods ofthc fost A-oscillations, t"p.= 2kn:. Thcn 
thc $ystcm aftcr thc pulse is in the S<Jmc Stille as bcforc it nnd the slow jl.-Oscilliltions nrc a.lmoM unaffcctcd {Fig. 
2~ . 

(2) n pulses. The pulse leng1h contains an odd numbcr of half·pcriadsof A-osciUations, tp= (lk+ J )n. Thcn, 
if the matrix elemcntp11 was dec.nying afic:r passin' a maximnl valuc, thc pulse causes it to cvolve back to lhe 
initia.1 state. ln conscqucnce, leve! J bccomcs frozcn (Fig. 3). 

(3) ..i~frcqucncy is nota mullipleofthc puhelcngth (hcrc, Tp=20). Alsa in this case lhe population oílcvcl 
1 c.nnnot diffcr 100 mueh from tha1 al time t=O. Wc show this in Fig. 4 togcthcr wi1h 1he carresponding curve 
far )'=0.S (obtaincd by solvíng numcrically thc Sloch cquations, cí. Rcfs. {7,1 t] ). Jt is scen that thc trnpping 
bccomcs worse for finitc y. 

( 4) Fig. S shows thc case whcn 1he pulse duratíon value is randomly distributcd between .Sn and 7n. 
Hcncc, excluding t))e cxceptionnl case ( 1 ), the systcm always shows radialion trapping, evcn in thc abscncc 
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Fi¡. J. Thc umc as In Fi1- 2 but 1hc pulse lcn&th t;t;nt1ins an odd numberofh1lf·pcriods ofthc rau .1-osc:ill:uions ( r.• 7it). 

of dissip:i.tion and phasc rclaxation providcd that A» pand T <:rr/P. Thc dcscription ofthc measurcmcnt pro
poscd by Cook {41 fails to cxplain this fact. Jfowevcr, onc may think lhat sorne information is transfcrrcd from 
thc objcct to itssurrounding. but not irrcvcuibly. Thc mcasurin.s llcvice hcrc is .. rathcrsmall'': it consists ofonc 
sing1c dcgrcc offrccdom allhough it cóntains a largc cncrgy. This small dcvicc cannot rea el onto the microsystcm 
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conlinuouslinc is for)'mOand 1hc dotlcd onc for )'aO . .S.Am J.o,p ... o.001. 

irrcvcrsibly. Ncvcrthelcss, in thc course ofsubscqucnt "mcasurcmcnts .. it iniroduccs a kind ofdcphasing into 
thc objcct and the off-diagonal dcnsity malrbt clcmcnts are kcpl small. Though not so imprcssive, this unitary 
mcchanism for rndiation trapping oftcn works more cfficicntly than thc phase rclaxation duc to the non-unitary 
cvolution, as can be concludcd from Fig. 4 for subscqucnt pulses and from Rcf. [ 11} for a continuous pulse. , 
(Howcvcr, thc phasc rclaxa1ion mcchanism rcstorcs lhc trapping in thc case of2n·pulscs; thcn thc trapping for 
thc unitary case }'=0 is abscnl, bul it appcars when r> O). 

4. Another mDdel of conlinaous obse"atlon 

Now wc shall dimJSS anothcr cxactly soluble modcl of a mcasurcmcnt, which atso sccms to work by 1hc usual 
reversible quantum mcchanics. Fea tu res of irreversible dynamics, which we use onlyforsimplicity, do not sccm 
todctcnnincthc rnain part ofthc mcchanism. Thc modcl was proposcd by Kraus ( 13). 

Again the objccl will be a two-lcvcl syslem in an cxtcmal ficld. Its free dynnrnics is dcscribcd by 

Hcrc, á 1•2.> are Pauli matrices nnd we put ha1s ovcropcrators acting in thc Hilbcrt space rc2 of thc objcct. 
Lct nownncnsemblcofsuch systcms be prcparcd in !he uppcr-statc 11 >. Ó'J JI)=/ l ),anc.I e~poscd 10 contin-
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uous observation by an apparatus indicating thc dccay ofthc systcm. Thc apparatos now will be dirfercnt from 
thc onc of Section 2. Thc intcraction with thc objcct will be coupled only with its ground-stale 1O),6, ( 0} = - 10}. 
This coupling should switch on a proccss in thc apparatus rcsulting in a quick indication of thc dccay. Lct thc 
apparatus bcdcscribcd in sorne Hilbcrt spacc .Jf' and !et /lbca sclíadjoint opcratoron Jf gencrating this proccss. 
Thcn, an appropriatc intcraction Hamiltonian in 'tf1®Jf" is P0®11, whcrc I'o, 1 = J ( 1 ~ó3 ) are thc projcction 
opcrators onto thc objeci statcs. Fer simplicity thc free Hamiltonian ofthc apparatus will be zero (i.c., its state 
is not changcd whilc thc objcct is in thc uppcr-statc). 

Thc full Hamiltonian fer thc system consisting of the objcct under continuous obscrvation by the apparatus 
hasthcfonn 

11=(~ ~)01,+(~ ~)0/f .. 
Thus, in contrast to thc thrcc-Jcvcl modcl, thc intcraction here couplcs thc apparatus with a dia&oruil objcct 
opcrator. 

Lct E1 be thc spectral rcsolution of //in Jf. Sincc [H, 1 ©//] =0, we can writc. 

ll= J. n,dE., n,,. e ~· 
That is, thc full Hamiltonian is a dircct integral eftwo-dimcnsional blocks corrcsponding to diffcrcnt cigcnval
ues ofthc apparatus Hamiltonian. Thc onc parametcr family ofSchrBdingcr cquations can be casily sotvcd to 
¡ivc 
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. ~x~(-ilt1 t)~ex~C-l.ictf['º~º~•)l:~;,¡~i~Q(<)I 
. .· . ·. ' -!2

1
(f)sin!J(t)t 

(
a(E,I) -'-b(<,Í)) 

a b(f,t) 4(f1 1), ' 

n(<¡aJl•'+P'· 
and thc soJution oíthc SchrBdingcr cquation is givcn by 

cxp(-Ull)= ! cxp(-i'111) dE.-
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In ordcr to invcstigatc thc influcncc of continuous obscrvation on thc objcct wc nccd sorne assumptions about 
thc apparatus Hamiltonian H which genera tes thc indication proccss. Simple models arise whcn wc assumc thc 
spcctrum of /f 10 be thc wholc real axis and nondcgcncrated. (Thc lattcr mea ns th:1t lhc apparatus may havc a 
single dcgrcc of frccdom~ for instancc, it can be a particlc on a linc.) Assumc thc apparatus to be initially in a 
pure stalc IK) dcscribcd by a wavc function in thc cncrgy rcprcscnrntion { f lg) -e(<}. Thc corrcspondingonc· 
dimensional subspacc of Jf just rcprcscnls thc proposi1ion lhat thc apparntus docs not indico1c lhc dccny. In 
tum, its orthogonal complcment represen Is thc dccay indication. Thcn thc indicntion proccss is dcscribcd by thc 
dccrcasc of thc probability 1.:1(1) 11 fOr the apparatus to be in thc statc /g}, whcrc 

á(t)= <c1c-1"'/g) = f lg(t:)J 2e-1"dt:. 

lf thc objcct is takcn initially in its uppcr-statc then thc ful! w.n·c function is n supcrposition of ingrcdicnls 
oscillatingwith diffcrcnt Rabi frcquencics (ofthc combined system objcc1+appara1us) 

l'l'(t)) = J d<g(<) C>P(-il,.1)11)®1•>= J d<g(<) (~)::::) ®I<). 

In contrast to the probability p1(l)=cospt to find the free instable object at time t in the uppcr-statc 11 ), the 
probability for the objcct lo survivc in thc uppcr-stale undcr the continuous mcasurcmcnl (irrcspcctivcofwhcthcr 
it has bccn indicated or not, that corrcsponds to the trace ovcr thc npparatus Variable f) is 

P f f sin 20(t:)l 
w,(1)= ('1'(1)1 ,®l~l'l'(I))= d< lcC<)•(<,1)1'=1-P' d• lcC•ll'!i"fi)· 

lt is easy also to calculate the probability lhat the apparnlus has not indicaled thc dccay up to time t [ 13] 

wc1>=<'l'C1>110r,11"c1»= IJ d• 1c«ll'•(•.l)i' + lf d• l•C•>l'b(<.l)i'. 

whcre P,= lg) <el and the functionsa(t:, t) and b(c, t) are dcOncd abovc as thc matrix clcmcnts orthc cvolu· 
tion cipcrator block marked by a givcn value of e. 

As wc havc secn, ali thc propcrticsof thc modcl are dctcrmincd by thc "indication function·• Lf(t}, which may 
be any rapidly collapsing fünction. \Ve now assumc it to be a Gaussian,d(J) =c;i1.p( -j.1:12}. Hencc, the initial 
apparatus wavc function in thc energy rcprcscntation is a Gaussian wave packct, 
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Fi¡. 6. Thc Cree dcuy Jaw p1(f), thc mcuun:d dccay law w1(r) (thc dashcdcur.-c is ourcstimation forit) i.nd thc prob1.bility that thc 
d~at·hasnol b«n indic'a1cd by thc dc\'lre 11'(1) (duhcd dcc;iyingcurvc) forlhc modcl oícontinvous mcuutL~mcnt oíScction 4. 

lfthc: indic:a1ion proc:css is fast in comparison with thc time: sc<ilc ofthc objc:c:t, A» p, 1hcn thc íunction la(<) 11 

\'aries much fastcr than lg(<} 11• lnspcction shows that onc can writc 

Ja(< t)¡J sinl(t/f?+Pl =::: ~(i- cos(2Pt+ln>)á(f). 
' l<'+P' 2p ~ 

Thcn lhc probability for thc objcct to be in ilS uppcr.statc is cstimatc:d as 

w,(f) ~ 1- ~ Jfñ ( 1- coJ~~:: \">), 
ForPt» 1wcha..,c11·~(t) ..... t-./frrCP/A): 

This rcscmblcs strongly lhc rcsults for thc optical thrcc-lcvcl modcl prcscnted in thc procceding section. Thc 
ra1io of thc Rabi írcqucncy (oí free oscilla1ions oí thc object) and the ch:iractcristic cncrgy oí thc mcasuring 
dcvicc,P/A, appcars to dctcnninc thc pan oíthc cncrgy undcr mcasurcmcnt.the systcm can radiatc. lfthc 
indication is Íilst in comparison wi1h free evolulion in the mcasurcd systcm thcn P/A « 1 and thc Zeno cffcct 
appcars. 

Wc show the rcsults oí cxplicit numcrical calculations in Fig. 6, choosing !he frcqucncy oíthc free cvolu1ion 
ofthe objectP= 1.0 and tite apparatus paramclcr A=30. Thc free dccay law p1 ( 1), thc mcasurcd dccay law w1 (1) 
(thc dashcd curve is our cstimation fer it) and thc probability that thc dcc.:1.y h.:1.s not bccn indicated by thc 
dc\·icc Jl'{I) uc plottcd. Onc observes thc Zcno (or Watchdog) cffcct to occur in that w1{t} docs not diffcr 
much from l. Tbc prob.:1.bility th.:1.t the dccay has not becn indicatcd, howc\'cr, dccrcascs wilh time. 

We may stress once again that thc mcasuringdcvice in this model can be thought as aonc-rlimcnsionnl systcm. 
Thc cvolution is unit.:1.ry and any nonunitary nu·.ch.:1.nism íor thc \0on Neumnnn statc rcduction is abscnt. 

S. Concluslon 

Wc havcshown for two quitcdiffcrcnt c:11nmplcs, that the ••quantum Zcno p.:1.radox'',
0

or "thc Watchdog cffcct" 
c:m occur indcpcndcnt oí.o.ny irrc\'crsiblc dynamics and phnsc rcla:11a1ion. In thc ca!>C oícontinuous obscrvation 
thc unitary mcchanisrn ar cohcrcnt trapping prc\·cnts 1hc trnnsitions in thc abjcct. In thc case ar subscqucnt 
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mcasurcmcnts the dcphasing duc to frcqucnt pulses appcaring in thc unitnrydcscription also can supprcss tran· 
sitions. Moreovcr, both for continuous and subscqucnt mcasurcments, thc cxamplcs show that thc trapping is 
afien stronger far thc purely unitary case than in thc prcscncc of additional dissipation. Hcncc, thc unitary 
mcchanisms far trapping sccm to work more cfficiently than thc onc due 10 thc non·unitary phasc rclaxation 
[7]. 

In thisscnse, thc Zcno (or Watchdo¡:) cfTcct is not ncccssarily conncclcd dircctly with thc von Ncumnnn statc 
reduction postulatc. Though, in thc caursc of internction with thc mcasuring dcvicc (whosc cncrgy is much 
highcr than the S}'Stcm cncrgy) thc off·dingon;;if densi1y malrix elcmcnis are kcpt small, which can be providcd 
by a purcly unitary evolution in thc framc of thc SchrOOingcr cquation. It would be intcres1ing to find more 
cxarnplcs {as the 2n-pulscs from Scction 3) whcrc irapping is abscnt in thc unitary limit and appcars whcn a 
dissipativc mechanism for thc statc rcduction is turncd on. 
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