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Fluidos No Homogéneos y No Isotrópicos. 
Resumen. 

Los fluidos no isotrópicos presentan respuestas que dependen de la dirección de 
la fuerza motriz. En analogía con la teoría de elasticidad de sólidos no isotrópicos, 
se intl:odnee tm tensor ele viscosidad ele cuarto orden. Esta relación generaliza a 
la ecuación constitutiva clásica ele los fluidos newtonianos y la correspondiente 
ecuación de Navier-Stokes. Los sistemas analizados se consideran homogéneos 
y solo el caso estacionario es analizado. El modelo introduce ciertos princip
ios ele simetría qne permiten desarrollar un formalismo para incorporar efectos no 
isotrópicos en las ecuaciones ele movimiento. Dichos principios ele simet.ría reducen 
la aplicabilidad del modelo pero permiten utilizar un formalismo matemático con 
fueite fundamento hidrodinámico. Se demuestra que existen hasta 6 parámetros 
de viscosidad que caracterizan completamente al fluido, se demuestra su existen
cia. Se analizan varios problemas clásicos d" la hidrodinámica y se comparan 
dichos resultados con los obtenidos para el caso ucwtouiano clásico. 

Los fluidos no homogéneos responden ele manera distinta a los fluidos ho
mogéneos. En la segunda parte ele esta tesis, revisamos el caso donde la vis
cosidad del sistema no es homogénea y se supone que depende ele la posición. 
Dicha situación puede obtenerse en el caso ele una suspensión no homogénea ele 
partículas. Entre ot.ras variables, la viscosidad efectiva ele una suspensión de
pende ele la concentración de partículas; si esta no es constante, tampoco lo sení 
la viscosidad. Se introduce una ecuación constitutiva donde la viscosidad es una 
ftmción ele la posición y se deriva la ecuación ele movimiento respectiva. La no 
homogeneidad ele la viscosidad introduce un término extra en las ecuaciones ele 
movimiento modificando la solución. se analiza el caso estacionario para una 
función ele viscosidad arbitraria. Se determinan los campos ele velocidad y ele 
presión así como las fuerzas y/ o torcas necesarias para mantener el movimiento 
estacionario en términos ele la función arbitraria de la viscosidad. Es posible ob
servar el efecto sobre los perfiles ele velocidad y las fuerzas y /o torcas necesarias 
para mantener el movimiento estacionario. Se calculan los expresiones para la 
viscosidad efectiva. Para ciertos problemas hidrodinámicos clásicos, se int.roclucen 
funciones ele viscosidad específicas a fin ele observar el tipo de efectos introducidos 
por la viscosidad no efectiva. · 



Non IsotropiC and Non Homogeneous Fluids 
·· · Summary. 

Non. isotropic fiuids. present responses that clepencl u pon t.he orientation of 
. the clriviríg force.· In analogy with the elasticit.y the01y of anisotropic solids, a 
fourth~ránk viscosity tensor is introclucecl. This relation generalizes the classic 
constitutive equation of Newtonian fluids ami t.he corresponcling Navier-Stokes 
equation. The analyzecl systems are consiclerecl t,o be homogeneous ancl in steady 
state fiows. The moclel introduces certain symmetrics that allow the introcluction 
of a formalism t.lmt, incorporates non isotropic effect.s in the ec¡uations of motion. 
Such symmetry principies reduce the range of applicability of the moclel but allow 
the use of a mat.hematical formalism with a strong hyclrodynamical background. It 
is clemonstrated the existence and uniqueness of 6 viscosity parameters. Severa! 
classical hyclrodynamic problcms are solvccl ami thc rcsnlts compared with the 
classic Newtonian resnlts. 

Non homogeneons finids responcl in a clifforent way than homogenons Hnicls. In 
the seconcl part of this thcsis, we review the sitnation where thc system viscosit.y 
is not homogeneous ancl it is assnmecl to clepencl on t.he posit.ion. Such sitnation 
can be obtainecl in the case of a non homogeneons suspension of particlcs. Among 
other variables, the effect.ive viscosity of a snspension clepends npon the particle 
concentration; if it is not constant, the viscosity will not be constant either. It 
is introclucecl a constit.ntivc eqnation where the viscosity is a fnnct.ion of position 
and the corresponding equation of mot.ion is clerived. The non-homogeneity of 
the viscosit.y int;roclnces au extra tcrm in thc cquations of motion moclifying the 
solutions. The steady stat.e flow is analyzed for an arbitrmy clepenclence of the 
viscosity function. The velocity ancl pressure fielcls as well as thc torques ancl/or 
forces neecled to maintain the steady state are cletermined in terms of t.11is arbitrary 
fnnction. It. is possible to observe the e!Iect of on the velocity profile ancl the forces 
needed to maintain the steady state sitnation. The effective viscosity is calcnlated. 
For certain classic hyclrodynamic problems, specific dependences are introduced 
in arder to observe the changes introclncecl in thc effect.ive viscosity. 
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Los fluidos ncwtonianos han sido estudiados exlcnsh'amcnlc desde la ob1c11ción 

de las ecuacíoncs de Nm·icr-Slokes. Problemas clásicos como el de flujo en canales o 

alrededor de cuerpos de l'C\'olución han sido resueltos, en su mayorfa, en fom1a anahlica 

exact;,1. al menos para los casos estacionarios <>.:!-',Jl.32. 

Los fluidos ncwtonianos tienen \.'arias características principales: son 

homogéneos, son isotrópicos y están caracterizados por viscosidades consideradas 

constantes en todo el fluido, No obstante. esta última puede hacerse fmtción de \'ariablcs 

tcm10dimímicas como son la presión y la temperatura. Para fluidos ucwtonim1os. hay dos 

parámetros de \•iscosidad: la dinámica y la de compresión. Para íluidos incompresibles, 

csla tUtima no ap.1rt.'Cc en la.e; ecuaciones de mo\·imicnto. 



4 Prefacio 

L"1. \'iscosidad es tm par.imctro que, en 1énninos generales. dcsc1il>c la reacción de 

un fltúdo ante w1 esfuerzo aplicado sobre el fluido. El fllúdo. por na1m-:tlc1.a propia. tiende 

á íluir bajo el efecto de esfuerzos. L'l viscosidad t..-S un parámetro que mide la reacción ante 

esfuerzos de cor1e, compresión. etc .. 

A u.idos de distintas viscosidades reaccionarán o se "deformarán" de manera 

diferente. Dada su definición. la \'iscosidad es medida mcdiamc la ohser\'ación y medición 

de los efectos causados por una fucrz.a c:ttcma. Por ejemplo. la caída de una bola dentro de 

un fluido, el desplazamiento de una placa colocada sobre la superficie del fluido. la 

compresión de un fluido por una placa de geometría específica. cte. Usualmente se utilizan 

geometrías donde la solución es disponible i.lllaliticamentc y se mide la dimensión del efecto 

(\'clocidad de caída de la bola, veloci~ad de la placa deslizante, etc.) en términos de la 

fuerza aplicada necesaria para mantener el 1110\'imicnto estacionario. En el apéndice A se 

detallan \'arios de estos ejemplos. 

La característica común de todos estos ejemplos es una \'Íscosidad constante y 

homogénea. De no ser conslantc y homogénea. el Otúdo se comportará de manera diferente 

modificando tanto el patrón de flujo como las fuerzas requeridas para mantener el 

mm•imicnto. Tales des\'iacioncs sobre el comportamiento newtoniano son pro\'Ocadas por 

los cambios en la respuesta del fluido. esto cs. a tr:ll'és de su \•iscosidnd21.51. 

En este trabajo presentamos ciertas técnicas matemáticas que pennitcn anali7.ar el 

comportamiento de fluidos no isotrópicos o no homogéneos. Dichas téa1icas son aplicadas 

a \'arios ejemplos donde se estudian los cambios en los campos de presión y \'elocidad. así 

como sus efcclos sobre las fuerzas y lorcns nccL'Satfas para definir \'iscosiíbdcs cfec1h·as. 
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JFJL UJITIIDCQ)§ 
NCfD II~CÓlJf ffi CQ)JPCQ)~º 

INTRODUCCIÓN. 
Las ecuaciones de movimiento du la hidrodinámica clásica6,K se deducen a partir 

ck! L1 hipótcsi'i dd continuo y de la uti1i1..acil\n de los principios de conservación de masa. 

momento y energía. En este trabajo nos restringiremos a lluidos* incompresibles en flujos 

isotérmicos. Por tal razón. nos limitaremos a las ecuaciones cfo momento y masa teniendo 

corno variables los campos tle velocidad y presilln24. Para obtener un prohl0ma cerrado. 

será nece.'iarin introducir una t...~uacitln que ddina ;il tcno;or de esfuerzos en términos de los 

campos de presiún y velocidad. esto cs. una ecuación conslilutiva. Adicionalmente. 
condiciones iniciales y de frontera ~r.ín rcquc1ida."' par.i ohtcncr la solución matemática. 

* Analiznrcmns sistemas cum¡111ci;1ni; cnmn i;nn ,.;uspcnslunc,.; tk partlculas, Cluldns 
pulinufrico.~. etc. Nm; rcferircmui; indb.1inl;1111cnt'! n ci.:tns ~1s1c1m1s cumn rluidnll nl igual 
que a fluil.lus cumn el ag1rn. Cuam.ln nos rcfcrimns u la esirucrnra del fluido, nos 
rcfcrircmn.~ it lus Uistinlos com¡rnncntcs como riucllcn ser las cmrtícula!I su11pcndida:o, CIC. 
y 110 u In ci>tructum ntnlcculnr. ("uanüu hnhkmus tic 111icrucs1ruc1ura nns rcícrlrcmo11 il la 
estructura m11Jccul;1r di.'! fluido. /\. mcnns tlc que !-ca lll'Í ci.;¡11.:ciflcalln, cnnifü.lcrnn:mns 
siempre u lus sil'tcm:1s 'Ouidu~· c111110 cu11ti1111111'i. 



.La.~ ecuuci~ne.c¡ de conservación dtJ masa y momento pura un !lujo incompresible. 

en uusenC.ia de fut!rzas externa.", son: 

V·u= O, 

P¡~+p¡(u·V)u =V·_P: 
ª' 

(1.1) 

(1.2) 

donde u es el campo de velocidad, p¡ es la densidad del tluido y ! es el tensor de 

esfuerzos. La ecuación constituriva relaciona al tensor de esfuerzos con los campos de 

presi6n y vclclCidad. La formn de su dcpcn<Jcncia es anafür.ada en vaños textos<•. 31. 32 y se 

reduce a que depende de la prcsitSn y los gradientes de la velocidud. En general, la 

dependencia dehe incluir a la densidud y la tcmpcratum como variable.o; tcnnodinámicas; en 

nuestro análisis se suponen constante." y por lo tanto sin efecto pura modificnr las 
soluciones: e. .. m e.o;, su tfopcndcncia es implícita. 

Lu pre.'iión hidrostúticu• p se encucntl"..1 en la diagonaJJ2 dd tensor de esfuerzos de 

tal manera que 

,!'. = - ! p + ,;(Vu) , (1.3) 

dondc ! es Ja parte viscosa del tensor de esfucrzo.i; que sólo dl!pcndc.r.1 de los gradientes de 

la velocidad. La fomla explícita du dicha depcndcncin lleva inherentemente la respuesta del 

fluido a fenómenos de corte, cumprcsi<'in. tensión, etc. ParJ ohtener la ecuación 
constitutiva para lluidos ncwtonianos, se utilizan pmpiedadc."' de simelrfu y argumentos 

termodinámicoslH, :'i7, El tensor de csíucrzos newtoniuno se supone ... simétrico6,8; 

adicionalmente, se supone que el fluido es homogéneo e is<'itropo. Estos argumcntosfi• 32 

conducen a la ecuación constitutiva pam Jluidos newtonianos incompresibles: 

,!'.=-!1•+11[vu+(Vu)t]. (l.4) 

•Cuando el fluido se cncucnlrn en repuso, la tinh:a fuerza 11c1Uau1e proviene de la prcsi6n 
hitlrnstálica ;1c111anc.J,l tlc mnnern ilit'llrnpu. No puetlt: depcm.lcr c.Jlrccinmcnh: e.le la 
vcluclc.JmJ ya que apareccr/an ci.;fuerzu:; al hacer un camhln a 1111 silitcma e.Je cnnn.lcnadas en 
mnvlmit:nto con vclncic.JmJ cons111111c. 

• • La pm:fhllidm.I 1e,'íric<1 de un lcn~or de esfuerzos 1111 simélricn es analizada pnr J. S. 
Dahler y L. E. Scrivcn, Nt1lllrt', 192, '.\Cí-37 (1 1Jlil). DinJ, Armsrrnng & Uassngcr incJican en 
su llhroH IJUC ha¡¡rn 111 fecha (19R7) uin~tin expcrimemn ha n111111radn asimc1rfa en el 1crnmr 
e.Je esfuerzos pnra líquidos au111rfos. Atín tmh, casi 1t1t1;1s hs rcorínit nmlcculares para 
líqultlm; ;imnrfus dnn expresiones ~imélrlca.'i para el rcnsur de csfucrzns. G. K. Da1chclnf 
calcula la fucr7.n IUlul que ucttia i.uhrc un volumen V que cnn1icnc al pun111 O; usando el 
rcnrc:ma e.le la divergencia prucha <¡ue, en d li1ui1e cuandn el vulumen licndc a cero, sc 
licue que cumplir que. 11 mcnm de que cxilila um1 roren cxrcrna cumu 111 prncJucida por un 
c:m1p11 cléclricn cxlcrnn :mhrc un medio diclé1.·1ric11 flllh1rizat111, f'.ijk 'fJ.:¡ =O, ClilO es, que el 

ICllliclf de csfurzus sea simé1rico. El p1111111 sc analizar;i nucv11mcn1c cunndn se discutan las 
sinu:tr(ns del tl!'nsor de vi~c11sid11d. 
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donde µ es la viscosidad del fluido. que pul!dc supont!rsc constante{ en todo Ct espa~io 
ocupado por el !luido. 

La estructura dt!I fluido puede conducir a cft!ctos no is6tropos, esto es, a 

respuestas del tluido que dependen de la dircccilln en la que es aplicada Ja fuerza motriz. 

Un fluido cstr.ttificado es un cjcmrlo sencillo de sistemas no isótropos. Si el sistema se 

coloca entre placas pum.lelas y ,'\C dc.-.rta?..a una de ellas con respecto a la otra con velocidad 

constante, la fuerza requerida par.i mantener el movimiento estacionario será diferente si el 

sistema tiene sus capas a In largo o rerpendicular a las placas. 

La estructura tamhién puede conducir a efectos no homogéneos en el 
comportamiento del sislcma:l. 30, 41. 41. 4M. Por ejemplo, en el cu.i¡o de una suspensión de 

partículas, la visco.'>idad eslCctiva es una funcit\n, entre otras variahJc:s, de la concentración 

de las partfculas20. Si por alguna razlfo las partículas tienden a migrar hacia cierras 

regiones del sistema, la viscosidad tomará diferentes valores dependiendo de Ja 

concentración4'.'. Dicha inhnmogencidad en la visco!\idad lleva a cambios en Ja dinámica 

del !luido. 

El lrahajo aquí presr.mtado está relacionado con Ja introducción de modt!los y 

técnicas matemáticas para incluir este tipo de comportamientos27• Se resuelven 

analíticamente varios problemas donde es claro el efecto de la no isotropía o de la 

inhomogeneidad del sistema. Se estudian las modificaciones tanto en el patrón de flujo 

como en Ja?O fuerzas o torcas nL"ccsarias pura mantener el movimiento esmcionario. Para 

c.lcsviaciont!."i pequeñas, se hace amílbis pcrturhativo211 para analizar la regularidad de las 

soluciones a medida que se recobran los cmms homogéneo e isótropo. 

Una dt! las conclusionc.."i de este trahajo es que Ja cstuctura del fluido puede 

modilicar c!I comportamiento macroscópico del sistema. La relación entre la estructura y el 

llujo macroscópico tiene aplh:ucioncs pr.ictic01s en d campo de la c.Jinárnica de lluidos y 

rcologfa. La mayoría de los métoc.Jos para medir la viscnsic.lud de fluidos se basan en el 

C..1ttudio de llujos sencillos donde Ja solución puede cncontrnrsc fácilmente, tanto analítica 

como cxpcrimcnti.llmcntc. Para muchos tlujn.<; sencillos, Ja relación entre la fuerza o torca 

aplicada y los t:fectos sobre t!I 11uido como velocidades mcdia.'i, de caída, angulares, etc,. es 

lineal. La vi.-.cosidad se encuentra en el factor de proporcionalidad por lo que variando Ja 

fuerza o torca aplicada y midiendo el camhio en el efecto sohrc el lluido es posihle asignar 

valores a Ja viscosidad. Sin cmhargo. y como se observará en varios ejemplos, el valor 
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reportado d..: la viscosidad ru..:de variar dependiendo de la orientación y homogeneidad del 

t1uidnl7, 4:'i. 5 '. Asimismo. el proceso d..: ílujo puede camhiar las condiciones de 

homogeneidad e isotropía d..:I sistema, por lo qu..: dicha pcrturhación puede modificar los 

valores de viscosidad medidos. 

FLUIDOS NO ISÓTROPOS. 
En la primera .'icccitSn introdujimos la ecuación constitutiva de un íluido 

ncwtoniano incomprcsihlc. La ecuación constitutiva newtoniana representa la relación más 

simplt!, entre los tensorcs de esfuerzos y gmdicntcs de la velocidad. que incluye efectos 

viscosos. Muchos líquidos cncontrados en la naturaleza se comportan como tluidos 

newtonianos hajo un:.l gran variedad de circunstancias: agua, aire. glicerina y alcohol son 

ejemplos típicos de fluidos ncwtonianosM. Es1..: tipo de fluidos t!S homogéneo e is6tropo y 

está carJctcrizado por una viscosidad que es constante en todo el espacio ocupado por el 

tluido. Un sist..:ma compuesto por capas de distintos fluidos e.e; un sistema no is6tropo. 

Una suspenshln de partículas no esféricas o ciertos tluido.'ii poliméricos pueden 

considemrse como no istStropos. El agua en el mart. ts. :\K puede ser un ejemplo. a su vez. 

de fluido no homogéneo. En c.ste caso, la gravedad origina camhios en la homogeneidad 

del sistema. Una suspcnsitín de panículas en sedimentación puedc ser otro ejemplo. 

En este c:ipfmlo, vmnos a presentar técnicas malemáticas paI"'J lr'J.bajar con fluidos 

viscosos no istltropos. Estos tluidns presentan difcrente.'ii respuestas viscosas en 

diferentes direcciones. Huy muchos sistemas fluidos dahorados por el homhre que bajo 

ciertas circunst•.mcias se compnnan no is6trnpamcnte. 

SUSPENSIONES NO ISÓTROPAS DE PARTÍCULAS 
Al tratar con .suspensiones de partículas neutralmenlc suspendidas, esto es, 

suspensiones de partícula.'i con fuerza de t1otaci6n cero debido a que tienen la misma 

densidad que la del Jluido solvente, usuulrnente .se supone que el tluido en el que se 
encuentran .sumergidas es newtoniano e incompresible 2. 4. 1<1• 21. 22, '.\4, 42. 4'.'. 52. Las 

suspensiones diluidas de partít.:ulas ncutmlmente suspendidas son usualmente modeladas 

como tluidos ncwtonian<JS con una viscosidad cfcctiva mayor a la del fluido solvcnrc. La 
suspcnsit1n es considerada homogénea e is6tropa y el modelo ha sido probado 

expcrimcnlalmentc en vari:1das circunstancias 54. :'i:'i, sr.. Su~pcn.sioncs de partículas no 

esféricas pu..:den mostrar comportmnicntos no homogéneos o no isótr?pos. 

Experimentalmente se ha ohst!rvado que las suspensiones rc.'ipnndcn en fonna difcmnte a 
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· rUcrzas cXtcmas si se comparan con rc.<.;pucstas ncwtonianas•· s. l'J. 39. 49. En estos casos. 

la susp1.msión no puede ser descrita como un lluido ncwtoniano con una viscosidad 

efectiva. El comportamiento no homog~""º será estudiado en la parte 11 y el 
comportamiento no is6tmpo scrJ. el tema de i.:sta parte l. Los sistemas considcr.1.dos en la 

parte [ se suponen homogéneos, en cuyo caso los cocricicntcs utilizados para su 

descripción no varían con la posición. La caracterización de lluidos no isótmpos requiere 

de más de un parámetro de viscosidad. en cnntmstc con los lluidos ncwtonianos. Sin 

embargo. los fluidos consic.Jcradns se siguen suponiendo incomprosihlcs. 

Los fluidos no isótropos tienen la propiedad de reaccionar en formas distintas 

dependiendo de la orientación de la ruer.-..a motri7_ Ejemplos de lluidos no is<itropos son 

cristales líquidos (ncmáticos). poliméricns y suspensiones dipolarest7. Una de las 

características principale.<> de estos fluidos es que la aplicación di! esfuerzos cortantes en 

diferentes direcciones conduce a diferentes tipos de flujo. Los cristales líquidos 

ncmáticosl7 son considcr.tdos. como su nomhn! lo indica, como un estado intermedio entre 
cristales y líquidos. mostrando propiedades de amhos c.c;tadosJ7. !'i 1. 

La descripción matemática de estos !luidos puede realizarse en ti!rminos de una 

ecuación constitutiva generalizada que pennita al tluido presentar respuestas no isótropas. 

Los fluidos ncwtonianos St!r:1n considerados como un caso especial de esta ecuación 
generalizada. Esta ecuación gcnemlizada dcht! de cumplir con los requisitos impuestos por 

los principios físicos de conservación. 

La hidrodinámica molecular pruscnt:1 una manera alternativa de analizar tluidos 

con microcs.tructur.i91.1. Sin cmhargo, el aniilisis pre....entatlo aquí supone la cxistcncht de un 

continuo, partícul:is mcsosctlpíc.i.o.;, cte. En todo momento • .se supone que el llujo es lo 

sulicientementc lento como par.i suponer C."itadns de cquilihrin lcnnodinámico. Esto es, 

suponemos que las longitudes involucradas son mucho mayores que las dimensiones 

moleculares y las frecuencias involucradas son pequeñas como para suponer que las 

ecuaciones hidrodinámicas son aplicahles. El ;málisis aquí presentado podría entenderse a 

un nivel intenncdio e11tre el microscópico y el macrosc6pico. 

Los cuclicfontes de transpmtc en el límite hidrodinámico son dt:terminados en 

forma experimental. El análisis aquí presentado supone que los lluidos con estructura 

considerudus son resultado de la comhinacitln de sistemas cuya c. .. tructura es mucho mayor 

que la microsc6pica; esto es, por ejemplo, una suspensión de partículas donde el fluido 
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suspensor se describe en rénninus de la hidrodinámica y la." partículas son de mucho mayor 

tamaño que las dimensiones moleculares. 

Por otra parte. seguiremos un análisis diforl.!nte al utilizado por Leslie y 

Erickscnl7 para el estudio de cristales líquidos nem:hicos. De hecho, usarcmO.'> una 

analogía con sólidos elásticos no is6tropos2ri. :n. 35, que creemos 1ienc un fundamento 

hidrodinámico que permite interpretar y justificar los diferente.'\ elementos de la ecuación 

constitutiva desde un punto de vista hidrodinámico. El siguiente capírulo se dedica a 

introducir dicha analogía. 



fil) JE§ CCJR.ITJPCCJI@N 
OOA JrIEJMJÁTITCCAQ 

LEY GENERALIZADA DE HOOKE. 

13 

La ley generalizada de. Hookc es una ccuacitín constitutiva frecuentemente 

utilizada para describir sólitlos cl.Ssticns no isótroros3.l,S9. Los sólidos cldsticos no 

isótropos estiín caracterizados por un 1cnsor cldstico de cuarto orden que relaciona a los 

tensores de e.c¡fuerz.os y dcfonnacit~n. Modelaremos fluidos no isótropos utilizando este 

esquema. Esta analogíu es el punto principal para el an~ti.'iis sut?.secucntc. lntroduciremos 

d tensor de viscosidu<l de cuarto orden l{UC relaciona a lo.'i tensores de esfuerzos y gradiente 

de velocidad. 

Micnrrus que la mayoríu de los sólidos dásticos no is<.~tropos mantienen sus 

propicclridcs durante cJ proceso <le ócfonnaci6n. Jos fluidos no is6tropos pudieran no 

hacerlo. Conforme íluycn. sus propicúaúcs no isótropas pueden cumhiar por lo que los 
coeficienh:.s que ::ipareccn en la ecnacilin constitutiva scr;in por lo general funciones del 

tiempo y de la posición. Como primera hipótesis <lel modelo, s6Jo consideraremos 

simuciont!." donde el tluido se manricm.: hnmngc!nt!o• dunmre su Jlujo y, por consiguiente, 

• Supuuer que el lluhJu m;1111icuc /'iUs propic:dmJe.s hon111gé111.ms rcMringe la aplicabilidad a 
cieno ripu e.Je sislcnm~ haju cicrw.\ cin:uns1anci11s. lhualuu:ntc. c.Juranrc el flujo, J.is 
simcrrfa/'i puctlcn tfos1ruir~t! J11calmc111c. m rnanrcncr las propicdatlc,; homogéneas desde 
un cu1111t~ de vis1;1 cxpcrimc111;il puede i.cr hasr:uuc cc1mplicml11. 
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los coeficienll!S en la ecuación constitutiva son constantes. Evidentemente. la estructura 

del nuido determinara si las propiedades permanecen o no homogéneas durante el flujo. 

Por ejemplo. si analizamos una suspensión de partículas no esf~ricas, ncutralmcnte 

susrendidus teniendo un dipolo magnético, al aplicar un campo magnético fuerte todas las 

p3rtículas estar.in alineadas con el campo y. por lo tanto, constituirán una suspensión no 
isótropa desde el punto de vista de la orientación. Los cristale.'i lfquidos ncmáticos pueden 

tomarse como otro ejemplo. 

EL TENSOR DE VISCOSIDAD DE CUARTO ORDEN. 
Para deducir las ecuaciones de mOvimicnto. suponemos que el sistema es 

homogéneo. En analogía con la ley generalizada de Hookc para sólidos elásticos no 

isótropos. introducimos el tensor de viscosidad de cuarto orden ~ que relaciona la parte 

viscosa del tensor de esfuerzos con los gradientes de velocidad. La parte simétrica del 

gradiente de velocidad St.! ddinc como: 

~ = ~ [ Vu + (Vu) tj (2.1) 

que. por con."itrucción, es silm!tricu. La ecuación constitutiva gcnerali1.a.da para fluidos no 

is~tropos pucdt! cscrihim.: como: 

! = - ! p + .::: • (2.2) 
donde I' es la presión hidroslática y la parte viscosa del tensor de esfucr7..os ! está dada por 

la ecuación constitutiva 

(2.3) 

Esta es la relacif..\n lineal homogénea más general* entre los tensores do esfuerzo y 

los grndicntcs de velocidad. Pilrn un tluido ncwtoninno incompresihlc, la parte viscosa del 

tensor de c.sfucrzos l!.'i pmporcicmal a la parte simétrica del gradiente de velocidad: 

! = 2µ ~ (2.4) 

• Cuantln . .;e cnn~illcrnn sistemas 110 homngéncus, lus cucficicntcs i;nn funcionc11 e.le 111 
pnsicii'111. Pcrnha·Í'ahi. On tht! fou11Lla1i1111s uf Urn Nnvicr·Stnkci; t!Qllnlinn:;;, Rcv. Mcx. Pfi;, 
37, (llJIJI), iullic:i cn1m1 101 dc¡1c11ücucia en 1;1 p11sici(111 pucc.tc !'Cr incorp11rnlla. 
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donde JL es la viscosidad que se supone constante en todo el espacio ocupado por el fluido. 

Esta ecuación constitutiva es un caso especial de la ecuación generalizada y puede ser 

obtenida si tomamos 

!f_ - JI,!,! • (2.5) 

== = 
donde ~ es un tensor unitario de cuarto orden cuyas componentes cartesianas están dadas 

por 
1 ( 2 \ 

ulj1:1 - 2 ~ 61k611 + 6u 6¡k - 3 011 61:1¡ . 

En general. hay tres tensores is6tropos de cuarto orden. 

cuarto orden más generaJ53 es una combinación lineal de ellos 

(2.6) 

El tensor isótropo de 

l;¡1:1-a(61kº¡1 + 6¡¡6¡¡,) + bfJ;/'kt+ c(ó;kf>jl- fJuó¡k). (2.7) 

donde a, by e son constantes arbitrañas. El ténnino multiplicado por e es antisimétrico y, 
por lo tanto. no aparecerá en las ecuaciones de movimiento (la contracción total de cualquier 

tensor simétrico con uno antisimétrico es cero). El término multiplicado por bes 
proporcional a V· u; por lo tanto no aparecerá en las ecuaciones de movimiento porque 

suponemos incompresibilidad. De todo lo anterior, concluimos que el tensor isótropo 

apropiado está dado por la ecuación (2.6). 

SIMETRIAS DE ~ . 

Un tensor arbitrario de cuano orden tiene 81 componentes independientes. El 

tensor de viscosidad tiene menos componentes independientes debido a sus simetrías. 
Como segunda hipótesis. pedimos que el tensor µijld te.nga las siguientes simetrías: i) ya 
que por definición, aparece multiplicando al tensor simétrico§. sólo su parte simétrica es 

de importancia en la solución y por lo tanto suponemos que se considera simétrico en el 

último par de índices" , ii) el tensor de esfuerzos se considera simétrico, por lo que el 

tensor de viscosidad es simétrico en su primer par de índices y iii) una doble contracción 

• Al escribir la ecuacion de balance de momento ansular. la parte antisimt':trica del tensor 
ele e:sfuerzos se convierte en el termino fuente para dicha ccuaci6n. Si el fluido no posee 
movimiento interno intrlnseco. el momento angular se debe conservar y por tanto el tensor 
do esrucrzol' es simetrico. Si et fluido tuviera estructura interna (grados internos de 
liberta1.0. el teni:or pudiera no :ser simétrico ya que la on11rRiil podria ser transferida a Jos 
grados de libertad internos. lil analis1s se restringe a aquellos fluidos para los quC" el 
tensor de esfuerzos es simétrico. 



16 Fluidos No lsótropos 

del tensor de viscosidad con~§ da la tasa de disipación de energía mecánica. Teniendo 

§§ la simetría al intercambio entre el pñrncr y segundo par de Cndiccs. suponemos que el 

tensor de viscosidad tiene la misma propiedad. Estas simetrías pueden ser cscñtas como 

se presenta a continuación: 

i) /l;jk/ - Jl;j/k> 

it) /lijkl - l 1jilr.I· 

iil) JlijJc/ • Jl/cJij. (2.8) 

Este conjunto de simetrías reduce el número de componentes independientes a 21. 

Hay que sellalar que en el caso de íluidos newtonianos, Ja isotropía debe ser total. Esta 

restricción reduciría a 2 el número de componentes independientes. La reducción a dos 

coeficientes viene del hecho de que ser totalmente simétrico implica la invariancia ante 
rotaciones. El tensor de cuarto orden isótropo más general 1..Ja es de la fonna: 

J<;kJm - Aó tkó tm + Bó 11 óm, + Có;,, {)kl, (2.9) 
donde {Jii es la delta de Kronecker. Esta es una reorganización de términos de (2.7). Esto 

es, existen tres tensores isótropos de cuarto orden. Al multiplicar por un tensor simétñco § 

Jos coeficientes se reordenan de la siguiente fom1a: 
1<;1<1mS11n - Aó;kótmStm + Bó¡¡ tlm,S,¡n + Có;,, ót1S1m -

- Aó;kSu+ BS;k+ CS*J•Aó¡kS¡¡+(B+C)Sk; (2.10) 

por lo que cfcctivanlcnte sólo dos coeficientes aparecen en la ecuación de movimiento. La 

restricción de que el tensor de esfuerzos sólo depende de la parte simétrica del gradiente de 

velocidad es la causa de la eliminación de uno de los coeficientes. 

Si pedimos que el fluido sea incompresible, sólo habrá un coeficiente que 

aparecerá en las ecuaciones de movimiento, ya que el otro, aún cuando no sea cero, no 

aparece en las ecuaciones de movimiento. Landau32 ofrece una deducción 'alternativa' 

invocando el hecho de que en movimientos de rotación pura no hay esfuerzos y por lo tanto 

no.s llevan Ja conclusión arriba mencionada. 

ECUACIONES DE MOVIMIENTO (SIN TERMINO INERCIAL). 
Las ecuaciones que aplicarán parn este tipo de fluidos con rctmción constitutiva 

generalizada son obtenidas mcdianle In sustitución de dicha ecuación constitutiva. Para 

poder desarrollar analíticamente rcsullados e interesados en ílujos de nt1mcro de Reynolds 
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bajoS, omitiremos el término inercial. En los casos de flujos unidimensionales. el término 

inercial es idénticamente cero y tal simplificación no es necesaria. La sustitución de la 

ecuación constitutiva (2.3) en la ecuación estacionaria de conservación de momento 
conduce al siguiente conjunto de ecuaciones: 

Vp - V· [~:(vu + (vu¡t)] (2.11) 

V·u - O (2.12) 

Estas ecuaciones deben ser resueltas sujetas a las condiciones de frontera 
pertinentes. Lns condiciones de frontera de los campos de presión y velocidad son de la 

misma estructura que en el caso newtoniano. Usualmente se requieren condiciones de 

adherencia en superficies sólidas y los campos de velocidad y presión deben alcanzar un 

valor finito en problemas no acotados. El caso newtoniano se recupera al insertar la 

ecuación constitutiva correspondiente. 

La viscosidad de un sistema puede medirse utilizando una esfera de densidad 

distinta a la del fluido. Midiendo la velocidad final de la esfera. es posible calcular la 

viscosidad efectiva del sistema utilizando la ley de Stokcs. Supongamos que tenemos una 

suspensión no acotada de partículas en forma de tubo suspendidas ncutralmente (esto es. 

con fuerz.a de flotación cero). Todas las partículas tienen la misma orientación espacial y In 

suspensión es homogénea. Supongamos que una esfera pequeña, con una densidad 

ligeramente superior a la del fluido solvente. es colocada en el sistema y se empieza a 

desplai.ar hacia abajo por efecto de la gravedad. En su movimiento la esfera perturba la 

simetría del sistema. especialmente la de las particulas cercanas a su trayectoria. La 

mayoría de lns partículas se mantienen prácticamente en la misma posición. Este sistema 

podría considerarse como transversalmente isotrópo. La suspensión de partículas puede 

describirse por un tensor de esfuerzos simétrico2.J. Este sistema podría ser descrito por un 

tensor de viscosidad con las simetrías establecidas en (2.8). Las simetrías impuestas al 

tensor de viscosidad limitan su aplicabilidad en términos de los sistemas que pueden ser 

descritos. Incluir sistemas en los que el tensor de esfuerzos pueda ser no simétrico podría 

llevar a resultados interesantes con aplicaciones a algunos otros sistemas. 
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Como se analiz.ó en el Apéndice D, el tensor de cuarto orden puede ser 
dc.sCumpucsto cfo mancr.i única en la forma; 

6 

µ = LÁ"DªD" 
: r.r=I - - ~ 

(3.1) 

donde .!,?ª constituye un conjunto completo de tensores unita1ios simétricos y A. a son 

los correspondientes dgenvalllres. E."ta descomposición conduce al tensor de esfuer.tos 

dado por ta siguiente ecuación constitutiva: 

(3.2) 
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Lll.~ Ci:ulléiOnCs ·de·· ffiovimiento pueden escribirse usando esta descomposición 

como 

(3.3) 

•.. '., ·: • 1 . ~ i •". . . 
V·u =O; (3.4) 

~m:u~~-l~~~·~is c~gcn"'.alorc.c; it ª aparecen explícitamente en las ecuaciones de movimiento. 

Hay qllc notar que fue supuesto que el tensor de cuarto orden se supondrJ. constante en el 

espacio y en el tiempo. 

El llujo más simple que analizamos es el de esful!rzo constante en un nuido 
infinito. Para un· tluido isótropo. el esfuerzo cortante constante produce un perfil de 
Vt!locidad lineal en la dirección del esfuea.o como se ve en la íigura 4.1. Las propiedades 

rcrmancccn constantes durante el flujo, independientemente de la dirección del esfuerzo. 

Para matcrhilcs compuestos. como el material cstr.ititicadn (apéndice E), no podemos 
asegurar. 11 priori. que la micorestructura del fluido prcscrvar.i sus simetrías; por el 

contr.irit1, camhiar.'in en la mayoóa de los cu.i;os. Camhios en fa microestructura conducen a 

camhios en la c.lcsctipción macroscópica. 

y 

h 

u -
Flgura 4. 1. Flujo entre placas paralelas separadas una distancia h. La placa superior se 

mueve con velocidad U respecto de la Inferior. 

E.">pccíliCamcntu, el tunsor du cuarto orden puede no ser constante en el tiempo o 

pucc.11.! 4uc nn ~:ca una propiedad homogénea del lluido, cnmo se supuso en el análisis 

hecho en este capítulo (analizaremos un prohh!ma especial donde la microc.i;tructura del 

prOhlcma puede ser resuelta exactamente y las propiedades macrosct~picus pueden ser 

cvalumh1s Clllllll liincílín tlcl tiempo). 
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ESTRUCTURA VS. PROPIEDADES MACROSCOPJCAS. 
Suponemos que el sistema en consideración es una suspensión de partículas 

neutralmente suspendidas y modelamos el sistema con un rensor de viscosidad de cuarro 

orden. Esle modelo t!s válido en escalas grandes companid;is con la estructura del fluido; 

en el caso de la suspensión Ja macrocscala de longitud es grande comparada con el tamaño 

de las panículas y Ja distancia entre ellas. Esta macrocs:c:..ila no reconoce la estructura del 

fluido y los cocficienres que aparecen en la dcscomposici6n del tensor de cWJ.rto orden, son 

obtenidos a través de promedios en volúmenes espaciales suficientemente grandes 

compamdos con la microc. .. tructur-J pero pequeños Para seguir siendo considerados como 

"puntos" en la dcscripc:Mn macroscópica. 

volumen de control 

Figura 3.2 La~; pmpicdades macroscópicas del fluido son obtenidas a 
rmvé.~ de promi.:dins en vol(1mcnc. .. ele control. Los volúmenes de control 
son lo suticicntczncn!c gr-Jndes compamdos con la cstnicturu microsc6pica 
pero pequeños compamdn.'i con h.1s longitude." macrosctípicas. 

DurJntc: el !lujo, la microcstructura dentro de Jos volúmenes de control puede 

cambiar y consecuentemente Jos coeficientes macmsc<ípicns usados en Ja descripción cJel 

fluicJo. En tales cmm.'i, d tensor de cuarto orden no es constante cJurante el flujo. 

Restringiremos el análisis a donde se mantiene constante el tensor durante el flujo. Si, por 

ejemplo, las partículas tuvieran un dipolo magnético y un campo magnético fuerte es 

aplicado al sistema, la oricntacitín de las partículas permuncccrfa comaante. Si la 

concentración de partículas es homoi;énca, Ja descripcWn macrosc6pica (tensor de cuarto 

orden) tarnhic!n pcnnancccrá constante. 

Matemáticamente, un campo tensorial es un conjunto de funciones C.'iCaJarcs 

puntuales que dependen s(1!11 del punto en considcracitín. imlcpcndicntcmcntc de los 

valores de !ns puntos ccn.:anos. Físic:trncntc. el valor de'º·"'· compommtes del tensor es 
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usualmente ohtenido promediando cantidades en volúmenes que son pequcf\os con la 
macroescala Lle las dimensiones del tlujo. Requeriremos que la estructura en los volúmenes 

de promedio permanezca constante para mantener las propiedades de macroescala 
invariantes durante el flujo. 

Esto será más f:icilmentc comprendido si usamos el siguiente ejemplo. 
Consideremos un material en capas formado por la supcrpo.itici6n de capas infinitas de 
diferentes lluidos, como se muestra en l;.1 ligur.i 3.:t Este material tiene un eje de simetría 
perpendicular a las capas y es invariante ante rotaciones aln!dedor del eje de simetría. Si 
aplicamos un esfucl'7.o cortante en la dirección de las capas, ta simetría se mantendrá. Si lo 

aplicamos en la dirección perpentlicular, la simetría no se conservará en el tiempo, pero 
como veremos. el t1uido se mantiene transversalmente isl\tropo con el eje de simetría 
cambiando con el tiempo. 

UN FLUIDO ESTRATIFICADO: 
SISTEMA TRANSVERSALMENTE ISÓTROPO. 

Consideremos un material en capas inlinito. formado por n capas básicas de 
diferentes longitudes l¡ y viscosidades µ¡. El sistema infinito está formado por 

repeticiones de estas n capas básicas en fonna periódica, como se muestra en la figura 3.3. 

La periodicidad Ucl sistema es la longitud total L de las n capas 

L = Í:,L; . (3.5) 
i=l 

En una descripción mucrnscópicu, donde las distancias son grandes comparadas 

con el periodo L. el sistema tendr:i una dirección especial ñ. Un sistema que posee sólo 

una direcciún especial se denomina trnnsversalmentc isótropo. Un tensor de cuarto orden 
transversalmente istltropo adecuado al 11uido estratificado, está dado por la siguiente 

expresión (ver a~mfü .. -e e para to.i; dctallr.:.,o;): 
µ = µU + 6µ H • 

= = = (3.6) 

donde g es el tensor unitario de cuarto orden sin tr.iza y g i:s un tensor unitario sin traza 

tr..insversatmcntl! ist.ílropu. µ es la viscosida<l en ~a din. .. acción del eje de simetría y µ + 6µ 
es ta visco:-oidad en la din!Cción pcrpc.!ndicular; Aµ es ta diferencia entre ambas viscosidades 

y es d parámetro de asimetría. Et tensor transversalmente isótropo más generJ.l contiene 
m:is constantesl7 • Et t1.m.i;or ~ está caracterizado por tener una dirección especial que 
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tomaremos en la dirección del ~je z de un sistcm~_.dc coor.denadas car:tesian~ elegido de esta 

fonnu. Sus componentes cartesiana.'\ están dadas Por la cxpre.""ión 

1 ' ' ",:i '' ;;' ' ' 
uijkl = 2(s;tój1 + li¡¡li¡k - 3 sulik1) • 

H;¡kl ~(ó;3ó¡3Ó¡k + ó¡3Ók3ój1 + ó13ó¡3Ó;k + 

,¡¡ f~ ~-i 

~ l1 1 ¡ ¡ :l!i ~ lZ ~-{' 
?,¡\ tii {;.:., 

+ ÓjJÓk3Ó¡¡ - 4Ó¡3ó13ók3Ó¡3) 

~ 
~ 
54'. 
:)<)<" 

tf 
-

din .. 't.'c.:Uin «.ful esfuerzo -(a) 

volumen / 
dccontml 

direcchín d~l esfuerzo -(b) 
Figura 3.3. Un mml•rial "" ca¡u1s e.'itCÍ comp1n•sto 1/e la :m¡1erpnsición 

tle d1]erC'111es fluitlos. Si aplicamos un e.~fuerz.o corwnte en la dirección tle 
las cap11s (a} la t'.\'lructum St• mamfrne y las pmph•dlltles permanecen 
invt11'it1bles. Si aplicamos c•I f',\:f1wrz.o en la tlfrt•ccitin pl'rpendiculllr (b}, la 
estrucwra ,,_,. d('.'ilmitla y las propfrtlmle.r cmnbiartín. 

FLUIDO ESTRATIFICADO BAJO ESFUERZO CONSTANTE. 

(3.7) 

(3,8) 

Hay dos direcciones de esfuerzo cort&mte respecto del eje de simetría del tluido 

transversalmente istílmpo llatn:.1das parak:la y perpendicular. El caso de esfuerzo paralelo 
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es especial en el sentido de que las propiedades del fluido pcnnnncccn consta~tcs durante el 

tiempo. El caso perpendicular conduce a un cambio en In dirección dc;I eje de simctña pero 

no afecta sus valores numéricos. A medida que el tiempo se va. a inílnito, la dirección del 

eje de simetría tenderán ser paralelo a las capas. 

Esfuerzo cortante en la dirección paralela. 

Aplicando esfucrto cortante en la dirección paralela a las capas; preservaremos la 

estructura del íluido. Si el fluido es colocado entre dos placas paralelas. separadas por una 

distancia H, tal que el eje de~ simetría es perpendicular a las placas y la placa superior se 

mueve con velocidad constante U. entonces habrá un esfuerzo constante actuando sobre el 
fluido. El valor del esfuerzo constante será simplemente 'i 0 "' U/H. Colocamos un 

sistema cartesiano de coordenadas con el eje x paralelo n las placas y el eje y perpendicular 

a ellas. como se observa en la figura 33. Li. parte simétrica del gradiente de velocidades 

est.1 dado por la expresión 

Vu + vut - (exey + Cyex)Yo • 
y el tensor de esíuerzos se convierte en 

(3.9) 

(3.10) 

que implica que la presión es constante en todo el fluido y la ecuación de continuidad es 

idénticamente satisfecha. La fuerza por unidad de área en la placa superior es la misma que 

en el caso isótropo con viscosidad ¡i + ÍlJi • 

F • {¡1 + ó1.Jy0 ex · (3.11) 

No hay otros efectos o esfuerzos en la dirección pc:q>endicular. 

Esfuerzo cor1ante en la direc:;ción peroendicular. 

Debido a la simplicidad geométrica del problema. es posible resolver 

analíticamente el caso general con una dirección aribitraria del esfuerz.o. El caso donde el eje 

de simetrCn del f;uido es perpendicular es muy particular (figura 3.3a). Si aplicamos el 

esfuerzo cortante en esa dirección, la simetría se preservará para todo el tiempo t. En el 

airo caso, si aplicamos el esfuerzo con el eje de simetría paralelo a las placas (figura 3.3b). 

~ ;_.: 



24 F/111'dos No lstltrtJJIO.\' 

la simetrfzl c&imhiarJ erl el tiempo~ como veremos. la orientacil~n del eje de simetría rotarú de 

ser paralela a la.'i placas a ser perpt,!ndicular a medida que el tiempo se va a infinito. Es en 

este sentido que. el caso donde deje de simetría es perpendicular a las placas es panicular. 

Si al tiempo r = O, el eje e.Je simetría es perpcnc..licular a las placas y la placa 

superior se mueve con vdocidad constante. t!l eje de simetría será sicmrru perpendicular a 

r =oo • A cualquier tiempo'· las supcrlicie.i;; entre capas serJn planas y P'Jralclas entre sf. La 
oricntuci6n camhiará con el tiempo y, c..lchido a la simplicidad geométrica del problema, es 

posibJc calcular la orientación del eje de simetría como función del tiempo. Por 

continuidad. la distancia entre capas camhiará en el tiempo pero sus proporciones 

pennanecerán constantes. Como su ve en la figura 3.4. Ja distancia entre dos capas 

camhiarJ en el tiempo de acul!rdn con la f6nnula : 

L(t) H 

-¡;; = ~H2 + u212 = ~1 + rfi12 
Introduciendo el ángulo ex cnln! el eje de simetría y el e:_je x definido como 

tan8 e .!!.. =-1-
Ut Yo t t<ma 

la distancia entre capa..; se conviene en 

l(t) = 41 
~1 + rfi12 

o 

L(t) = 4l = 4i cosa . 
~I + tan2 a 

(3.l?l 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

El vector unitario ñ en la din.:cción del eje e.Je simetría está dado por la expresión_ 

11(1) =-e ..... cosa + C1sina ~ 

y el vector umgentc unitario 

¡ (1) 

Los vcctoru..'i uniwrios ñ y pueden ser l!..'il'ritos en ténninus d~ e X y e.V . 

Cx = -ñcosa + i.sina • 

Cy = ñsin a + icosa . 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 
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D.lbido al hecho de que el tensor de viscosidad es má.• fácilmente expresado en 
lémiinos de íi y i. escribiremos el tensor de.! dcfonnación usando dichos vectores unitarios. 

L(t) s distancia entre cap11s 

Figuro 3.4 La úirccci6n del vc;cror unitnrio camhia con el tiempo. 
En el caso clcl esfucr¡;o cortanle perpendicular. cambia de ser 
paralelo al cjl! X a ser parJldo al cjt: Y confonnc el tiempo se va 
a infinito. 

El tensor de th.!fonnucit.Sn se conviene en 

[{-ñcosa + isina)(ñsina + icoscx) + (ñ.sina + ict1sa ){-ñcosa + isina)]Yo 

[ññ{-2cosa sin a)+ ii(2cosa sin a) + (tñ + ñi) {•in2 a - cos2a)J Yo= 

= [ññ(-2CS) + ii(2CS) + (iñ+ ñi){s2 -c2)] y,,; {3.20) 

donde usamos la notacilln S = sin a y C = cosa. El len.sor de esfuerzos se convierte 

en 

= - !J' + ~: [ññ(-2cs) + ii{2cs} + (iñ + ñi){s2- c 2}] y0 = 
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··,,·;.'" :::/,'; ·;:. ':.::. ·•·--: ,··:; .. ::: .. ,;.:> J•",· •• 

· ....... =··~},".C,~·;f[~~c~2,5~i·~·Hc2fsi'b•(i~'f:'ñh{~2-~2¡]r~t 
(3.21) 

; FUERZA SOBRE LA PLACA SUPERIOR 

3 ,._ - ..... -..... :: .• :; ... :; .. .;:-•• ¡:-... r-... r-•"-T-•=-··=-
~ •' 

2.5 \ l' 

~la!·_ - - - - - - - - - - - -2 

,-
6µ 

j_ 

1.5 

;!-6µ 

- - - - - - - -~· " ____ J 
0.5 

o 

-0.5 

Uempo 

--•-- Fuerza X --O- Fuerza Y 1 

Figura 3.5. La gr.1lica muestra las componentes X y Y de la fucr7.a que actúa 
:mhrc la placa superior. Es posihle ohscrvar ctSrno aparece una fuerza 
perpendicular que c.h!splazarfa haci;1 arriha y hacia ahajo la placa superior. En el 
límite cuando t tiene.Je a inlinito, se recupera la condici(·:l inicial. 

La fucrt.a por unidml de área acluamlo sohrc. la placa superiores 

F= !· C.V = !·(iH:osa + lsina) = 
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-µy~e,, +Aµ ,; 0 (s2 -c2)lc_,,(;2 ~c2} +ej26J .. (3.22) 

La .fuerza .sobre la pi.ne.a superior presenta compc)rtamienlo~ enteramcnt_c 11~ ncwtonianos 

como Cs una fuerza pefpcndicular a la placa. El rensOr de esfuerzos en ténninos de los 
vecloreS ex. y ~y tiene la fo~:. 

'º,' •. ·= .. ;, ... 

g ~. -.IP, +. ,, (.T;ey + eyex)Y~ + 

Calculando el primer coeficiente de esfuerzos nonnales8 obrenemos: 

(3.24) 

El comportamiento "no newtoniano• puede observarse fácilmente en este primer coeficiente 

de esfuerzos normales. 

Como ejemp1o, supondremos que: 

Yo - l, 
JI • 2, 

!J.¡t - l ; (3.25) 

La gráfica 3.5 muestra la dependencia temporal de las componentes x y y de la 

fuerza que achia sobre la placa superior. 

El comportamienro de la fuerza sobre la placa superior presenla caroclerfsticas "no 

newtonianas". Por un lado, la componente x de la fuerza disminuye y aumenta; por otro 

lado. aparece una fuerza en la dirección perpendicular (típicarnenle no newtoniana) que 

tendrfa el efecto de desplazar la placa hacia abajo y después hacia arriba. Hay que notar que 

en el límite l - oo • se recupera la condici6n inicial . Es importante notar que el fluido 

analizado es homogéneo. esto es. los coeficientes del tensor de viscosidad no dependen de 

ta posición. Este fluido es la generalización del Ouido estratificado ya que éste tiene 

estructura y no es homogéneo en escalas de longitud comparadas con las alluras de 1as capas 

de fluidos. Hemos supuesto que un gradien!e de velocidad conslantc es aplicado y se 

estudiaron los efectos sobre (a fuerza aplicada sobre la placa superior. 
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JFJL lIJJIJD)(()) 
TRANSVJB~SALMJBNTJB 

res cólJrR oJIDo JD)JE JD)(())S 
COJNSJf ANTJBS,. 

ROTACHCÓN,. 

SOLUCIÓN FUNDAMENTAL PARA UNA TORCA. 
Como se menciona en el Apéndice C, el fluido rransvcrsalmente isótropo más 

gcmenil tiene S constantcs27. En este capítulo y el siguiente, nos dedicaremos a estudiar un 

caso especial con s61o dos const.mtcs. que .'>e aplica al caso c.li! un fluido estratificado. Este 

caso especial tiene dos viscosidadc.o; que se asocian con las direcciones del eje de simelria y 

la dirección pt.!rpcmlicular. 

Lu solución fum.lamcntal pura 1~1 torca puntual (ro1lct) puede ser obtenida usando 

la soluci(1n is6tropa. El ct'ccll1 de una ltin:a puntual en un lluic..h1 infinito transversalmente 

isótropo puede ser anali7.adt1 usamlll el mismo esquema de l:i ~cción anterior. Para resolver 
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el prohJcmu utilizamos el campo de v~locidad en vez <le la función de corriente. Es 
necesario cnto~c~s tfolenninar tns campos de velocidad y rn.~sión; El campo de velocidad9 
como se mcncitlnó. tfonc sólo una componente "~ 

P = p(p.z) 

donde se supone no hay dependencia en rp . 

La torea puntual se cn1oca en l =e: 

La ccuucit'in de mcwimhmto ~'it:J. dada por 

L = e,x[V·?:J . 
E~rihiendo la ccuachln en Cl''l<lrdcnada."' cilíndrica.li ohtcnt!mos 

(4.1) 

. (4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

L = CpX\lp -CpX•9{+;(:p(p ~·~ )J-~+ a:z~·] +!>µ ªa
2

z~·} (Ú) 

que no." conduce al conjunto dt! ecuaciones 

iJp =o 
iJp 

iJp =u 
dt 

o introduciendo la variable z' : 

4i ó(p)ó(z-c); 
2np 

(4.6) 

(4.7} 

(4.8} 

(4.9} 

1 
1 

1 
i 
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la ccuaci6n puede rccscrihirsc c~m~: 

[.!.(~( ª"' .. )). :::. ·¡;·'·.··".·.+.·•····.á
2
.,i.;·' .... ]·,~·· .. ·1.:: ... --·.···.·.·.~(p-·.··.>~(kC._::... ~·;). ;; •. ·.' ' .. 

µ P éJp P éJp_ P2 . . ·az;.2, -"'', "''~:'''""'-''2np_-·;.:· ., 

· ~/~(a(p¡i;á-c·> 
'·.k 2t<p 

dond~ .k está d~do por. . 

k=e·:6µr. 
CURVAS DE VELOCIDAD u<j> CONSTANTE 

SolUcUiit en la variahlc 
·original z par.i: 

. k= 4 21·' 

Z' 

k= 4 2"' 

(4.10) 

(4.11) 

k=-1-
4213 

p 

Figura 4.1. Se mucstr..in grálicas para curvas de velocidad constante para varios 
valores de k. incluycmJo el casn ncwtoniano k= l. Adicionalmente, hay una gráfica en la 
coordenada original z. 



. Si "samº" las propiooudos de la función d~llll de Dipic .. 

ó(kx) = ó(x) ; 
k 

. la ecuación p[~d(e i"'(scri;:;)c)·o:o u~ + a 2 "~] 
P ap P ap pi a;;r 

_ 4i ó(p)ó(z'-c') 
- µk 2rrp 
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(4.12) 

(4.13) 

Estas ecuaciones son las misma. .. que para el caso is6tropo. La solución del caso 
transversalmente isólropo es la misma que la del caso is6tropo si rcempla?.amos t_ por 

Lo /k . La solución para el fluido trJnsvcrsnlmcntc isótropo es entonces 

"~ = -.!:il_ p ' . 
8rrkµ ( 2 ( , ')2)% p + z -e 

(4.14) 

La ti{!ura 4.1 mucstm las líneas de vclocic.lad constante. Se muestran para tres 

valore.-. de k. inlcluycmJo k=l (fluido ncwtoniano): 

k = 4213, 

k =1, 
1 

k= :¡m· (4.15) 

Los otros dos casos son "simétricos", esto c,i;, intercambiamos los valores de la 
viscosidadµ por Jl +6.µ y viceversa. Se puede upreciar cómo en un caso la curva de 

velocidad constante se ve cnn1raída mientras que en el mro caso se ve expandida. 
Adicionalmente, incluimos una grJficu en la variable no escalada z. para k=4213 • En este 

caso, la gr.ltica e.e; similar a la Lle z', simplemente t!.Stá c.'\Calada por el factor k. 

ROTACION DE UNA ESFERA. 

La rotaci<ín de una esfera de. rJdio R, en un lluido transvcr.salmcntc is6tropo. es 

matemáticamt!nte equivalente a Ja rotaci6n de un elipsoide en un fluido isótropo. La 

solución para la roraci<ln de un elipsoide (prolato u ohlato) es conocida (Jcffreys, 1915). 

Seguiremos ccrcan:1mente la snlucitín ofrecida por Jcffrcys. La figura 4.2 muestra la 
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geometrí1;1 del prohlcma. Lu ecuación de movimiento para Ja rótaci6n de una esfera en un 

fluido transversalmente is6trupn C.'itá dada ror 

µ[.!.(~(p rJ11~)) _ ~] +(µ+Aµ)~ 
p ilp ilp p éJz 

que debe satisfacer las con<licinncs de fromcr..i 

11~ = ílp en r = {p2 + z2}~ = R 

11~ _, o 
z 

Viscosidad en L 
la dirección 1 .. 

µ+Aµ 

o; (4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

µ Viscosidad en 
la dirección p. 

p 

1 
1 1 

~R~ 

Figunt 4.2. La gráfica muestra una esfora de radio R que gira .con velocidad 
angular íl constante. La viscosidad en la dirección z. dirección de la velocidad 
angular. e.-; JI+ ll.Jl; en la dircccitSn r, la viscosidad es m. 

En ténninos de la variahle c.1¡calada z' : 

.z' = (4.19) 

donde k se dclinc como 

(4.20i 



La ~uación ~. Conv~t;rtc en 

[ ¡(.'ª·(· a,,;)·)' ' ,;41 ... ai ü,:]· _.., 
{japPap· -P1+uz 

y las condicione.o; de fmnter.i se convierten en 

"ef> 

() (4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

que corresponden a la.i; ecuaciones de rot.nción de un elipsoide sumergido en un fluido 
isótrópo inlinito. La figur-.i 4.3 muestm ambos ca.Sos. El elipsoide es prohito u oblato 
dcpcn.dit:mlo dt!l valor de k 2 < l o k2 > l, rc..lipcctivamcnt..:. Presentaremos primero la 

solución par.i el clirsoidc pmlato y luego de fonna an.tloga el caso dt!l elipsoide oblato. 

z' 
Viscosidad en 
la dircccMn z. µL 

µ Viscosidad en 
la dirección p. 

Elipsoide prolato: 
k 2 > 1 

p 

Figura 4.3. La figura muestra la esfera usando la variable escalada z'. 
Dependiendo del valor de k. el elipsoide se convierte en oblato (k<l) o en prolato 
(k>l). En c,;ualquicr caso, las dimensiones en la dirección p no son alteradas. 
Entonces. el prublt!ma de una esfera 'en un tluido transversalmente is6tropo. se 
convierte en el pmhlt!ma dt! un elipsoide en un íluido ncwloniann. 
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La situación pmlata es más fácilmente obtenida si introducimos·un sistema de 

coordenadas prolala.~ definid~~ p_or la siguiente tr.msfonnación 

z' + ip =.e cosh(; +ir¡) ; (4.24) 

o equivalentemente 

z' = ccosh.; cosr¡ • (4.25) 

p =e sinh.; sinr¡ . (4.26) 
Las superlicics de coordenadas ,; = con.'il son una familia de esferoides pro1atos 

teniendo su centro común en el origen. Las superficies de coordenadas 71 = con,'il son 

una familia de hipcrhuloidcs de dos hmzos confocales de revoluci6n teniendo al eje z como 
eje de rotación y sus focos localizados en z = ±e, p = O. 

La cctmcil~n de movimit!ntc.l es conocida como la ecuación de Laplace cuyas 

soluciones son de la fonna: 

11.¡, rJ(cosr¡) PJ(coshn (4.27) 

rJ(cosr¡) ~(cnsh.;) (4.28) 

que son funciones asrn.:iadas de Legcndm del primer tipo de grado ~- Para tener una 

solución finita. tenemos que elegir n = l. Jcffrcys presentó la solución mis general cuando 

el fluido llena el cspucio r:.ntre dos elipsoides prolatos dclinidos por las ecuaciones 
,; = ,;0, .;1 La solución pani un tluido infinito se obtiene lomando ~ 1 = oo. La 

solución se convierte cntoncl!S en 

11.¡, =sinr¡[Af\1(cnsh.;) + BQ¡1{cosh.;)j 

las dos ecuaciones de thmtcm se pueden cscñblr como 

A P1
1(cosh .;) + B Q/{cosh.;) = cí!o sinh fo . 

A f\1(cosh.;) + B Q.1{cosh~) = cí21sinh.;1 

lntmtlucit!ndo la funcil\n fdclinida como 

cnsh.; 
- sinh2.; • 

la solución puede !'l!r escrita Cllmo 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

(4.32) 
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(4.33) 

y la torca requerid~ para muntener una romción esmcionaria del elipsoide está dada por 

T ~~.irµ e' Oo-01 
3 /(~o) - /(~1) · 

(4.34) 

U solución para el tluido infinito se ohticne al tomar ~ 1 = oo . El campo de 

velocidad es entonces 

. h~ • ~ /(~} 
11~ =csm ,smr¡uo/(~o) 

y la torca requerida 

T =!!!.irµ c3 ...E!t._ 
3 /(~o) 

Si Rlk y R son toS r.tdim; pOl~r y ecuatorial rcspccdVamentt!, 

T = ccosh~o. R = csinh~o , 

O inver.i;amente 

donde 

~o =..!.1n(R/ k + R) =..!.1n(.!.ti.) 
2 Rlk-R 2 1-k 

La torca C.'i entoncc:s escriw. como 

I!!.irµOoc3 
T = -~3;-..-,---

.!.1n(-I +_k)- ...=__ 
2. 1-k Rk 

En ténninos de k, la turca put:de escribirse como: 

T= 

16 ( 1 )"
2 

-.irµOoR 3 -z-1 
3 k 

(4.35) 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 



(4.41) 

La g:álica siguiente muestr.i la torca como función del parJmctm k. Se incluye la 
solución para el c:iso ohlato. esto es, pani k > 1 o fl.JL <O. Se aprecia el comportamiento 

similar a l!k qm.! se nhtuvo al aplicar la regla de L'Héipitnl. 

El caso ohl:Ho es obtenido en una fnrrna completamente similar introduciendo un 

sistema de coon.lenadas ohlutu dclinida.o.; por la transfonnacilín csforoidal 

z'+ ip = c'sinh(4 +i1J), (4.42) 



1 
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o equivalentemente 

t - c'sinh S cos 11' p - e• cosh ~ sin 11 • 

La solución puede ser expresada en ténninos de la función F definida como 

como la siguiente expresión 

F(/;) 
u~ - e' cosh/¡ sin 'I Qo F(/io) 

y la torca para mantener una rotación estacionaña del elipsoide es 

4 

3 

TORCA COMO FUNCION DEL 
PARAMETRO k. 

"\ Fluido newtonlano k • I 
\ Esfera,,,µ •O 

\, \ AU<O,k> 1 
•-... Elipsoide oblato ..... ________ .::-~"':!! ........ 

All > 0, k < I 1 ---•-•-•-•-•-•-•-• 
Elipsoide pro lato i 

o 2 

Figura 4.4. La gráfica muestra la torca como función del parámetro k... 

(4.43) 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 



Usando lo.~ r.idios polar Rlk Y cCúUtorial R, 

+~c•si~~~O• R,.;:,c'cosh!:n ! (4.47) 

la torca se convicrtecri ·, :-.··. ·.·: .. ;:~.1:'.: ~:: -

. ~"· ~ 

T= (4.48) 

donde 

(4.49) 

que mmbién re reducé. ,. "º'";~·::º~( ~¡ F'i:(: ~;~ r importante notfil que: 

por lo que la .solucil~n es c.'iencialmCntc la misma para k < l y para k > t. 
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SOLUCIÓN FUNDAMENTAL PARA EL FLUIDO 
TRANSVERSALMENTE ISÓTROPO DE DOS CONSTANTES. 

La ccuacil~n u~ movimicnro de una fucrz.a puntual está dada por 

V-!:= Fo{r) = e,Fo(r): (5.1) 

donde o{r) es la funci6n delta de Dime. En coordenadas cilíndricas o(r) está dada por la 

expresión 

.~(r) = o(z) o(p) . 
2np 

(5.2) 
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Lu solución de la ecuación anisó tropa· requiere_dél ~so de cicnas propiedades 
de la funcMn del tu de OirJc que se dan a conli~~~Ci6~ :-·: :. ~;:' ,_. 

~ 1 
J ó(r)tlr = - : 
11 2 

j ó{z)t;Z .·;". ~·· ;< fo(pjtfp 
o . 11· . 

1: 

fo(i)u(z);/z = ,!11(0): ji;(z)u(z)ilz = -~ll'(O). 
11 

2 o . 
(S.3) 

Usando la funci6n de corriente introducida en la sección anterior, la ccuaci6n · 

de movimitmto resulta ser 

( LP' E2E2 + ~D2D2) 'I' = Fó(z)~[ó(p)] (S.4) 
p 21r iJ p p 

o ruarrcglando términos 

(
E2E2 + t!.11 D2D2)'1' =Fó(z)[ó(p) _ ó'(p)]. (S.S) 

11 2;rµ p 

Si tomamos el límite AJI ---+ O rccupcramos la ecuacit\n isótropa para Ja 

fuerza puntual. Podcmos reescribir Ja ccuacMn de movimiento introduciendo el parámetro 

k2dctinido como 

k4= - tiµ 
11 . (S.6) 

Por definición k2 e.e¡ un número real si AJL :S O y un número imaginario puro si Aµ ~ O. 

Como la ecuucit\n depende de k4 en vez de k2 ~ la solución dehe ser simétrica bajo el 

intercamhio de k2 por -k2. Esta propiedad nos permitirá reescribir las ecuaciones de 

movimicnto en fonna simétrica. La ccuacilln de movimienlo puede ser escrita como 

que puede st!r escrita en la fonna simétrica 

[~(E2+ k2D2)(é _ k2D2)+~(E2- k2D2)(E2+ k2D2)]'1' 

= F ó(z) [ó(p) _ 0 '(p)]; 
21r11 p 

dond~ lo)'; opcraLltlrC."' E2 + k2D2 y E2 - t 2 D2 c.'itán Liados por las cxprc.o;ioncs 

(5.R) 
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E2 - k2 o2 = (Í. - é) ~ + (1 + k2
) p .. •:..2_(:!.:~.)·.. (5.HI) 

. az . . .. ·. . ap p:ap . · 
Primero definimos las funciones cl>¡(p.z) y cl>2(p;z) como.'. 

que satisfacen la ccuaci(in 

c1>1(p.z) = (E2 - k2 v 2)'1' 

cl>2CP,z) ·"' (E2 + k2 v2)'1' 

. (5.11) 

(5.12) 

l(E2+k2 v 2) cl>¡(p.z) + l(E2 - k2 o 2) c1>2(p.z) = F ó(z) [º(p) -ó •(p >] (5 P 
2 · 2 . 2rrµ p · -

o u.sundo la expresión par-J. h~s opemdurl!.'i, podemos escrihirla como 

.!.{ (1 + k2) .f!:_ + (1 - k2) p .!!_(_!_ J!_ )}cl>1(p.z) + 
2 rJz2 ap p ap 

+ .!.{(1 - k2) ª2
, + (1 + k 2) p.!!_(.!. J!_ )}cl>2(p.z) = F ó(z) [ó(p) - ó •(p l]: (5.14) 

2 a z- ap p ap 2nµ p 
introduciendo las variahlcs 

p' = p 
(1 - k2)Yi 

(5.15) 

z' = z 
(1 + k2))1 

(5.16) 

z (1 + ki)Yi 
z" s (1 - k2)Jli = (1 - kz¡Y2 z' 

= :.: 
e 

(5.17) 

p' = ep' (5.1~) .· 
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donde 

E 

La ecuación se convierte en 

(1 - k2)~ 
(1 +<k2)~ 

cú91 

(5.20) 

Porconstrucci(m <t>1(p,z) es igual a <t>2(p.z) si cnmhiumos k2 por -k2·. La 

función <!>(p,z) definida como la suma 

(5.21) 
es cntom.·cs simétrica bajo el intercambio <li: k2 por -k2 . Dchido a la simetría, podemos 

dividir la ecuaci6n en dos 

{...{!__ + .2_(..!._ 2-)}<I> ( .. •") = _!. F ó(z") [ó(p") _ ó '( ")]· 
éJz" 2 PéJp"p"éJp" iP·- 22irµ(l-k'i¡112c1+k2) p" P 

E.'it.e par de ecuaciones cscrit~s en estas variahlcs son idénticas a la ecuación 

obtenida p;im el ca.'ll isótropo si c.~alamos la intensidad de la fuca..a puntual como 

(5.22) 

La solución de c.'it:.L'i ecuaciones se ohticne usando el mismo esquema. 

Definimos la tran.'iíonnada cose.no de Fouricr 

<il1(p ',a) = J <l>¡(p',z') cusa z' dz' 
o 

<l>¡(p'.z.') = 2 
ir 

J ¡¡;¡(p',a) cosaz' da 
o 
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.· . . ·.··!'- ., .. ··._··,,,, ···,,' . 

¡¡;2(p",~l ;,}<t>2<P":; .. , cosaz".ck": <l>z(p".z") = i':i¡6~'~.':~í')'i~~az;éla , .. 
_ .... · ........ ,,. ___ !,,, <-· ·_: _, .. :::-.-:': :->. ·_:_,,. .:-.· ... :;,...j ·>:·. ·-:·---'~-:(/.·.~-'~-·~r?·>>_>·:~ ."··.::\_::_-... 

tomando la t~J.~~formada coscnC1 de Fouricr. uhtenemos las ecuacione.~- --~~~_: .. < ·· ·-./~ .<.·;~ ., .. " 

.·· . <ºF;~:(~'./p.J~ a2}¡¡;,,P:·cx~··.:d~~!~~T[~~:~~<J"~:>]' ·.X:' ';.(5,23) 

{P" 0~ .. [; .. ª~" )- a 2}a;2ep",,a> = F~!~"l(º~") :L).~"l]:: ·· .. ciú¡ . 

. do~de USllmos las propiedades de Ja función della~ 
La .solucit~n gcncml de la ecuación hOmogénea es 

¡¡;, (p',a) = Ap' 11(ap') + Bp' K1(ap'), 

¡¡;2 (p",a) = Cp" l¡(ap") + Dp" K1(ap") 

(5.25) 

(5.26) 
donde A, B, C y D son cnnstantr.:.s de intcgr&1ción e 11 y K1 son funciones modificndns de 

Bessel del primer y .segundo tipo. ri.:~pectiVamcntc. Debido a la simetría de la solución, 

debemos tomar A = C y B = D. La soluch~n de la ecuación in homogénea puede ser 

obtenida por el método d~ variacitSn d~ p;mimctms. Esto conduce a la solución 

¡¡;1(p'.a) = Ap' l¡(ap') - a F'p' K1(ap') 
Rrrµ 

¡¡;z(p",a) = Ap" i 1(ap") 

Ahora l't!solvcmos la ccuaci6n 

a F'p" K¡(ap") 
8trµ 

(é - k 2 
D 2)t¡r1(p.z) + (E2 + k2 D 2)1JF2(p,z) 

Ei;tu.'i ecuaciones pueden .ser recscritm• como 

{(! - k
2
) -fr + (1 + k2) p ..2....(1.. ..2.... )} '1'1(p.z) + 

iJz ap pop 

(5.27) 

(5.28) 

(5.30) 
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don.dé '<1> ·está dada por 
··::·,, 

Y: 

«l>¡(p ·.i·¡ ~. ~ l ;¡;,r·}j:>~:~~y~:~~. ,.~.> ii ·. 

··.~:il[f 1\tcp~·~0~~;·;:~·~~(~:>].·c.~~.az' da·~··. 
~ ·"i . ,~ :~{./;:-.;:~~::-:.t(;. ·<~ 

. <1> 2(p ".zH> ..• ~·4·;~j'ii~¡~: .. ~¡.~61~z~'.da·. 
(5.31 
.·~ . 

-~~~1~~ cosaz"da (532) a F.'p" K (ap")] 
8sµ ' -

.. ·{· a2 . .. a ( 1 a )} ( .. ") · · a,·· 2 + P ap" p" ap'' "'' P ·' 

{ 
a2 • a ( 1 a )} ( . ') 

+ (}z'2+Pap'Podp' t¡Fzp,z 

= <l>1(p.z) + <l>z(p .z). (5.33) 

Podemos scpar.i.r esta t...'Cuación en el siguiente par de ecuaciones 

{ a2 
.. a ( 1 a )} ( .. ") 

rJz"2 + P rJp" p.: ()p" 'l'tP .z = <l>z(p" .z"), (5.34) 

{ a2 
• a ( 1 a )} ( , ') A. (p' ') ¡¡;.i + P ()p' p. r)p' '1'2 P .z = ~1 ,z (5.35) 

donde el mezcla ti o tic términos es necesario pura mantener la simetría y ct>2(p ".z ") y 
«l>t(p'.z') c..;tán dadas por las tr.i.nsfonnadas coseno di! Fouñer 

<l>1(p'.z') = 2 -[ ' ] - J Ae_l1(ap') - a e F'p'K1(ap') cosa z" 1/a 
rr 

0 
e (5.36) 
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, :. T(1nl.Un"d(l Ía lm.~sfurmada coseno ilc Fouricr <.le la ecuación ohtencmos 

a F'p' K¡(ctp') 
8;rµ 

(5.41) 

{
. · iJ ( 1 a ) } aF'p"K1(ap"). 
p"- -'- - a 2 iii•(p",a) = Ap"l(ap") - (542) iJp" p" iJp" - 1 8;rµ • . 

donde la soluch~n gcncml lle la ccuucitSn homog~nca está <.lada por 

iii1H(p',a) = Cp' l¡(ap') + Dp' K1(ctp') 

iii2H(p".a) = Cp" r,(ap") + Dp" K¡(ctp") 

(5.43) 

(5.44) 

donde las constante .... C y D se toman iguale:.11 en amtms ."toluciones para mantener la 
simctrfa. Una solución particular puede .ser ohtcni<la por el método de variación de 
pard.mctro-s. Esto lleva u la ,'ioJud(m gcncr..tl 

i¡í¡H(p'.oc) = Cp' l1(ctp') + Dp' K1(ap') + Ap'2 lo(ctp') + aF'p'2Ko(ocp') 
2a l61rµ (5.• 

iií2níP".a) = Cp" l1(ap") + Dp" K1(ap") + Ap"
2 
;:ap") + aF'p"

2
Ko(ap") .(5.' 

16nµ 

Las cunsranlt!S A y C se ltlman cnmo cero pam tener ..ti fluido en reposo en 

infinito. Lu cons1unh! D se toma como cero para que el campo de velocidades sea finito 

sohre el ~je z (eXt.."Cpto en el punto sin!_.!ular). La ecuación se l\!<lut .. 'e a 
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'lf(p,z) = '1'1(p.z) + vr2(p.z) = 

aF'p'2K0(ap') + aF'p"2Ko(ap") 
l6ir11 l6nµ 

CONCLUSIONES 

(5.47) 

La utiliZ.1.ción dd tl!nsor de cuarto orden está justificada siempre y cuando el 
sisu:ma permanezca homogéneo durJnte el proceso de flujo. Esta hip6lesis no puede ser 
garantizada" priori~ por lo que tcndnl que ser analizada en cada caso. Una vez. analizada la 
validez de este método, ya hemos demostrJdo que hay una de.'iComposición única del tensor 
de viscosidad 4ue da fi parámetros con significado en las ecuaciones de movimiento. Hay 
un esquema bien cstahlecido para ohtencr la descomposición. El fluido transversalmente 
isótropo fue estudiado en diferentes situaciones de flujo a lo largo del capítulo. En un 
cjemplo mostramos un tcnsor de esfuerzos dependiente del tiempo (manteniéndose 

homogéneo). 
Los resultados analíticos tienen la ventaja (además de su propia helleza) de 

mostrar explícitamente lus camhios en la solucil'n cuando los par.lmctms involucrados son 
modificados. Esto es algo que un análisis numi!rico nn muestra cxp lícitamente. Los 
rcsultadns y métm.ln uquí utilizados son complctamenlt! anulfticns. 

Creemos que este método tiene sus ventajas para analizar lluidos anisótropos. 

Provee un esquema pum incorporar las anisotropías en las ecuaciones de movimiento de 
manera única. La tlcscomposici6n misma es una hcrrnmienta poderosa que permite 
determinar los parámetros importantes que aparecen en las ecuaciones de movimiento. En 

gcncr.il. este método tiene un fundamento hidrodinámico fuerte que beneficia su uso en el 
análisis tlc tluidos anisfüropos. 
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JFJL lfJJIIID(Q)§ Ne[)) 
IBI CQ) 00 cr»CG lÉNJECOX§)º 

INTRODUCCIÓN. 
La viscosidad cfcctivil de una :uspcnshín de partículas2o, 24 depende de 

diferentes variables que caracterizan al sistema; cspccíficamentc depende de: (a) la 

natumlc7.a del tluido. (h) Ja naturaleza de Ja.i; partícula."\ susfK!ndidas, (e) la concentración de 

partfculas suspendidas, (d) el movimiento de las partículas y del fluido. Hay excelentes 
revisiones en este tcma21.22. 

La viscosidad t:fcctiva de una suspcnsit~n24, 7, H, 9 se define a través de la 

comparacilin con la n!Spue.'itu de un fluido ncwtoniano. Si la misma fuerza es aplicada a un 

fluido newtoniano y a una suspcnsh~n. se nhscrvdrá que ambos fluidos se mueven a 

velocidades diferentes. Si por ejemplo, la velocidad promedio del tluido es proporcional a 

la fuerza oplicada para el ca.100 ncwtoniano, tamhic!n lo ser.1 para la suspcnsi6n. El cociente 

entre la.o:; fuerL.aS scrJ entonces proporcional al cociente de las velocidades promedio. La 
constanrc de proporcionalidad será precisamente el cocicnte entre las dos viscosidades. La 

viscosidad cl'cctiva de la suspensión es entonce.et propon.:ional a la viscosidad del fluido 

ncwtoniann. 

Despreciando lu.c: intcr.iccioncs hidrudimímicas entre partículas o con Jas 

paredes, la viscosidad cft!ctivu para sistemas diluidos defk!mh:, entre otras variahles, de la 
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conccntmción de parttculas. Pana sistemas diluidos. Ja dependencia de la visco~itlad como 

función di! la conccntmción es linca(2fl. Experimentalmenic. se ha mostrado!'i2. ss. S6 que 

después del comportamiento lineal. la vi.'icosidad crece nolincalmentc con la concentración 

y finalmente diverge para un vulor crítico de la misma. Tratamientos matemáticos, 

incluyendo interacciones hidrodinámicas, han sido desarrollados para describir la 

divergencia en el punto crítico. 

20.0 
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"' ~ e 5.0 
'O 

"' 'O ·¡¡; 
o o 

5 2.0 

1.0· 

i:1 Ward and Wilhmoro 
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.. 
" 

"" , 
" 

O.t 0.2 0.3 0.4 0.5 

41, Concentración por volumen 

F1gum 6. l. Dependencia de Ja viscosidi.l<l rda1ivu como función de la 
conccntmch\n. Supont!mos que tal relación t!..') oh!cnihlc t!xpcrimt!nlalmcnre o 
modelada tcc.íricu.mcnte. 

Suponemos que 1a ecuución constituliva que relaciona a la viscosidad con Ja 

concentmci6n es ohlenible, ya sea experimentalmente o mndcluda tcóricamcnlt!. Una gráfica 

experimental rnmarJndo la dependencia de la viscO$idmJ relativa se puede upreciar en Ja 

figura 6. l. Si la suspensi6n es homogénea. la suspcnsh~n puede ser motlc1uda como un 

fluido homogr.!nco con viscositli.td efectiva t.lcpcmlicnrc t.lc la conccnlraci6n de parlícuJas. 

En lo que rl!spt!cta a Ju .'ioluci6n de las ecuaciones de movimicn10, Ja viscosidad es un 

parámetro con~tnn1c. 
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Si la susru.msión no es homogénea. la viscosidad no puede ser considerada 
constante en todo el nuido. Los gradh:ntcs en la concentración conducirán a gradientes en la 

viscosidad. En este capítulo •maliz.arcmos los efectos de los gradientes de viscosidad en la 

solución de las ecuaciones de movimiento y Jru; correspondientes fuerzas necesarias para 

mantener el llujo. 

Si la conccntrJción es una función conocida de la posición, y suponiendo un 

modelo para la relación funcional entro la viscosidad y la concentración. es posible 

encontrar la viscosidad como función de la posicMn. Utilizar una viscosidad que depende 

de la posicMn es válido a la misma escala dr.: longitud donde la suspensión puede 

considerarse como un continuo homogéneo. La viscosidad aparece en la.lli ecuaciones de 

movimiento como parte del tensor de csfut!rzos y .'\i no es constante afectará de manera 

distinta la dinámica del sistema. Términos adicionales aparecerán en las ecuaciones de 

movimiento modificando las soluciones. En esta parte II analizaremos los cambios 

producidos por una viscosidad que no es homogénea en todo d espacio ocupado por el 

fluido. Analizaremos Cllmo camhiu la dinámica y cuúl es el efecto de las fuerzas y torcas 

aplicadas al sistema. Como resultado, ohtcndrcmos las propledadcs efectiva.e; al comparar 

con los resultados ncwtoniunns. El caso newtoniann es llamado aquí en ocasiones el caso 

homogéneo. 

En las siguitmte." secciones cscrihircmos las ecuaciones de movimiento para la 

situación gcner.il no estacionaria y su simpliflcach'n par.i tlujos estacionarios. El papel de la 

viscosidad como función de la posición será apreciado cuando explícitamente mostremos 

los términos adicionales. En los capítulos 7. 8 y 9 analizaremos flujos unidimensionales. 

los camhios introducidos pnr los términos adicionales y las fuerzas requeridas para 

mantener t:I llujo. El capítulo lO cstú dcdicai.ln u la mrnci6n i.Jc CUClpOS con simetría axial. 

LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO 
El pmhlcm·a general no estacionario incluye la concentración 4>(r,t) como 

variahle, en adición a los campos de velocidad u(r,r) y presión p(r,t) . Una ecuación 

adicional será necesaria para tener el prohlcma matemático hien plantcai.Jo. E.c;ta ecuación 

aparece al aplicar el principio de conservaci''º de partículas. Para una suspensión de 

partículas neutrJlmcntc suspendidas. no hay fuerza neta actuando sobre las partículas y 

étitas son transportai.Jas por el lluidn con la misma velocidai.1. No hay mccani.'\mo físico 

pam camhiar a las partículas i.Jc una línea de corriente a otra o para desplazarse con una 
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~clocidad diferente. Estos argumentos que suponemos válidos han sido probados bajo 

ciertas hi11títcsis• 2• u. No se consideran la.-; interacciones hidrodinámicas como las que se 

efectuan entre las 11artículas o con las 11aredes por razones que a continuación se exponen. 
Estas interacciones pueden dar origen a fenómenos de migración y movimiento de 
partfc.:ulai; entre líneas de corrientelll. 11.34, 43.49, S4. 

La conccntrachín <l>(r.t}. como ya hemos mencionado, satisface una ecuación 

de conservación del mismo tipo que la de conservación de masa. La ecuación de 

conservación puede cscrihirse en la fonna 

(}$ 
T, + V· (ct>u) = O • (6.1) 

donde u(r.i} es el campo de velocidad. Las ecuaciones de conlinuidad y momento pueden 

ser escrita:-: como 

ap¡ ( ) ar+ V· p¡u = 11 , (6.2) 

P¡ [~~ +(u·V)u] =V·!: (6.3) 

donde p 1 es la densidad del íluido supuesta constante (suponiendo parllculas 

ncutr.ilmcnte suspendidas, esto es, con fucr7.a de notación cero t.h.!hido a que la densidad de 
las partículas y la del 11uidn suspcnsor es la misma) y !.: es el tensor de csfucr7.ns dado por 

la ecuación constitutiva 

(6.4) 

donde I' t!S la pre.-.ión hidrost¡\tica, ! es Ja di:í<lica unidad yµ(<!>) es una función conocida 

de la concentración. Estas constituyen un conjunto de 5 ecuaciones para lu.'i 5 variables u, 

p y et>. Estas ecuaciones deben ser ~sueltas bajo las condiciones iniciales y de frontera 

pertinentes. Esto constituye un pmhlcma matemático bien plantt!a.do. 

Estamos interesados en las soluciones estacionarias dl!l conjunto anterior de 

ccuacio11..!S. En l.a siguiente scccüín. simplificaremos las ecuaciones para el régimen 

estacionario. 
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EL CASO ESTACIONARIO. 
Supongamos que tenemos una suspensión de part(cula.~ esféricas neutralmente 

suspendidas y que la suspensión se encuentra en un tuho circular hajo un flujo originado 

por un gradiente de prusMn constanre. Bajo Ja hipótc.'iis de homogeneidad. se espcrarta 

ohtcncr un perfil parahólicn definido por la viscosidad efectiva de la suspensión. 

Supongamos que por alguna mzón. digamos intcmcción hidrodinámica ~ntre las panículas 

y con la pared del tuho, las panículas empezar.in a camhiar de línea de corriente en una 

especie de migración. hasta lograr un estado de cquilihrio donde la concentración de 

partfculas ya no es homogénea. El perfil de velocidades ha dejado de ser parabólico y el 

gasto total ha camhiado. Una pregunta interesante sería investigar la razón por la cual esa 

migmci6n ocurrió y cuál es la situaci<ín de! l!quilihrio. Nuestro esquema no permite 

contestar l!sta pregunta ya que considera sólo casos c.~tacionarios. sin embargo. podemos 

plantear el problema al revés. Ohservamos un perfil de velocidades no parabólico con un 

gasto total tHfcrcnh: al cspcrndo utili1.ando la viscosidad efectiva. Con base en esta 

informacitln y suponiendo que el sistema puede ser anali7.ado con nuestro esquema, 

podriamos encontrar la contiguraci6n dc equilibrio. esto c.. ... la concentrración de panículas 

como funcitín dc la posición. A futuro, nos gustaría poder contestar la pregunta original y 

entender cuál es el mecanismo de csla migrJción y a qu~ ohl.!dccc la situación de equilibrio. 

Par.i Jogr.irlo. sería necesario introducir interacciones hidrodinámicas que permitieran a las 

partículas cambiar dc una ltnea de corriente a otr.i y anali1.ar el problema dinámico. Esto 

está fucr.i del alcance de c.~tc tr.ihajo rem constituye d siguiente paso de investigación. 

En el régimen estacionario la concentrJción de partículas pcrmanca! constante 

en el tiempo aun cuando es funci6n de la posición. La concentración final ~el estóldo 

estacionario puede utilizarse paru ohtcncr la viscosidad como función de In posición. Las 

solucione.o; C.'itacionarias pueden ser obtenidas resolviendo las ecuaciones estncionarias de 

conservachín de momento y masa pam la concentración duda. Sin resolver la ecuación no 

estacionaria, no seremos capaces de determinar la concentración final estacionaria para 

cualquier configuración inicial, pero al analizar las ecuaciones estacionarias para 

dept.mdcncia.i; arbitrarias de la viscosidad, roúrcmos estudiar todas las posibles soluciones 

estacionarias que constituyen un análisis más pmfundo de la reología y dinámica de 

suspensiones. Al considl!mr dependencias arhilrarias. no se necesita conocer la relación 

funcional entre la viscosidad y la conccnlr.ición en lo que se refiere a la solución misma. 

La dependencia funcional está restringida a a4ucllas funciones que son siempre positivas y 
que :wn consistente.-. cun h.1 hiplÍll!sis de estado estacionario de la concentración. Esta 
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condición implica que la concentración debe satisfacer la ~cunción cstacionlli"ia de· 

conscrvach'n : 

V·[u<I>] = u·V<I> = ll 

ycomo·Vµ = dµ V<I> la viscosidad debe satisfacer 
tl<I> 

u·Vµ = ll; 

o en otras palabr.is. la viscosidad es constante a lo largo de las líneas de corriente. 

(6.5) 

(6.6) 

La.o; ecuaciones dl: movimiento para un fluido no homogéneo. como el descrito en 

los párrafos anteriores, son obtenidas al permitir a ta viscosidad depender de la posición en 

la ecuach'n constitutiva. Esta condici\'n es satisft!cha por una suspensión de partículas 

esféricas neutr.i.lmentc suspendidas. donde la densidad de las partículas y del fluido son 

iguales. Como no se necesitan variahles adicionales para de.scrihir al !luido, tampoco se 

necesitan ecuaciones adicionales. La conservación de masa y momento, junto con la 

condición de estado estacionario, proveen un sL<itema cerrado de ecuaciones para el sistema 

V·u=O 

V·P=O 
donde P e.~ el lt!nsor de esfuerzos dado por la ecuaci6n cnnsútutiva 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

donde µ(r) es una función arbitrJ.ria pero conocida de la posición. Para establecer el 

problema matemático, es necesario establecer condicionl!S de frontera parn los campos de 

presión y velocidad. En particular. analizaremos casos donde el tluido está en reposo en 

· infinito y satisface cundicionl!S de adherencia sobre la superficie de paredes sólidas; 

. adicionalmente, la presh'in alcanza un valor finito en infinito. 

Para la misma geometría de tlujo, se pueden tener distintas soluciones para 

distintas funciones de viscosidad. En general, las soluciones para el lluido de viscosidad 

constante: y el no homogéneo son diferentes, aun en el caso t.lt! dc.o;viaciones pequeñas. La 

razón matemática parJ. c:o;ta diferencia rndica en que las ecuaciones para amhos casos son 

difCrentes. Tt.!rminos adicionales en las ct:uacioncs de movimh:nto son requeridos para 

c.on.~idcrar variaciones C.'\pacialcs de la viscosidad. Utilizando la ccuach'n constitutiva pum 

el tensor de c.o.;fuer7.o, la ccuacilln de momento puede cscrihirsc como 
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V p = Jl(r) V2u +Vµ· [ Vu + (Vu)t J . (6.10) 

donde tos gmdicnh!.'> de la viscosidad dan origen a nuevos ténninos en las ecuaciones de 

movimiento. Es imponanlt! notar que los gr..i<licntes de la viscosidad son multipJicndos por 

grJdicntes de la velocidad. Si Ja velocidad es una función decreciente de la posición, el 

laptaciano decrecerá más rápido que el gradiente de la velocidad, lo que implica que aun 

cuando los gradientes de viscosidad sean pequciios, et ténnino adicional puede ser 
imponantc a grJndcs distancias. E.i; también imporrante notar que. aun cuando el orden de 

Ja ecuación diferencial no es afectado, el hecho de depender en Ja.o; primeras derivadas de la 

velocidad puede tmcr nuevos fenómenos comparables con los de un oscilador mecánico 

simple, cuando rcsistc!nch.1s y fuerzas extcrna.i; son aplicadas. Estas complejidades 

matemática.e; scrJn más cla.rJs cuando analicemos algunos ejemplos. 

Las dcpcndench.1s funcionales generales de la viscosidad son difíciles de 

manejar debido a Ja complejidad introducida en las ecuaciones. Sin embargo, Jas 

dependencias especiak.s dur.ín cit:rtos comportamicnros útiles para entender Ja física detrás 

de fluidos no homogéneos. Las funciont!S pcriódica.i; permitirán utiliznr herramientas 

fuerlC.'i en Ja solución de las ecuaciones. Aun cuando IU.'\ suspensiones (lCriódicas pueden 

ser difíciles de manejar experimentalmente. el análisis puede ser llevado más lejos 

analíticumcnte y puede obtcner.!ic un mayor entendimiento. Del re.ituttado de Jos sisrema.'i 

pcrit~dicos, pueden ser obtenidas algunas conclusiones pura el cnso general. En algunos 

casos. la.'i depc!ndcnciu.i; gcm:rnles pueden ser analizadas. 
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lUNIIIlDITMJEN~IICCDNAILI&~Q 

FLUJOS UNIDIMENSIONALES. 
Este capítulo cst;í <lcdicatlu a analii'.ar 11ujos simpJes dom.le la viscosidad es 

una funcit.ín <le la pnsichín. variando en la di~cchín perpendicular al flujo. Los prohlemas 
prl!scntados en esta scccil"m son uni<limensicmaks en el sentido de que sólo hay una 

componente del campo de hl velocidad que <lcpcmlc <le una s6la variable. La importancia 

de la soluci(m dl! estos c.icmplos simples radica en que son soluciones anaUticas. La 

snlucWn de c.st.is ecuaciones involucra ecuaciones difcrcnciale."i ordinarias. sujetas a las 

condiciones de frontera pcrlincnll.!.'\. 
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FLUJO ENTRE CAPAS PARALELAS. 
Como un primer ejemplo de tlujo unidimensional. consideremos el flujo entre plac:i.s 

paralelas. Un sistema cartesiano de coordenadas es escogido de tal manera que el eje z es 

perpendicular a las rtacas y el ujt! x es paralt!lo al flujo. La.o; filacas están separadas una 

distancia h y la pluca surerlor se mueve con velocidad constante U respecto a Ja placa 

inferior. Adicionalmente. un gradiente de presión constante. actúa sobre el fluido en 1a 
dirección x. La gcomclrla del problema cs1:! ilustrada en la figurn 7.1. 

z 

u 

(a) 

X 

Figum 7. l Geomclrla del llujo entre placa.• par~lela.•. 

De acuerdo con la suposición de estado estacionario para la concentración de 
partículas. la viscnsiLlad dchc de ser consUlntt! a lo largo de las líneas de corriente. En este 

caso. la viscosidad puede ser una funciclu arhitraria de z. que es rcrpcndicular a la dirección 

oollujo: 
µ = µ(z) = µoµ,(z); (7.1) 

donde µ0 e..'i una viscosidad cara<.:h!rístíca y µz(z) es una función arbitraria de z. 

Dchitlo a la simetría. supont:mns que sólo cxistt: la componente x del campo de; 

velocidad y sólo depende de z: 
u= exllx(Z); 

que salisfücc. la ~uación de muvtmicnm: 

ti ( t/11 ) ti" 6.p dz /loJt ,<z)::;t = -;¡; = l = mnst 

y la contJición e.le. fmnlcrJ.: 

11,(z"'O)= O, 

11_,(z = /JJ = u. 

(7.2) 

(7.3) 

(7.4) 
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La ecuación de continuidad es idénticamente satisfecha. La solución de la 

ccullci6n de movimiento se obtiene fúcilmcntc integrando directamente 

ópz'+Co 
llx(Z) = 1 c/z' + C¡ • 

0 
µoµ,(z') 

(7.5) 

donde GJ y c1 son constantes de integración que serán determinadas por las condiciones 

de fmntern. Aplicando las condiciones de frontera, obtenemos : 

11..(z=O) =O => C¡ =O 

11x(z=l1) =U 

,, 
U- ~s_i_·tlz' 
. Lµo 

0 
µ,(z') 

---1""'·s',..,-"1--tl-,-. -- .. , 

µºo µ,(z') 

El caínpo de vdocida~ toma la ~oimu: 

11x(Z) = _!!. f 
6 [' l o 

z' c/z' 
110µ,(z') 

uJ 
+ o 

~~-µz(_z'>_ J _!!E_ +. 

1

' z'.clz' l 
J _1_ clz' n µoµz(z') . ,· 
o µ,(z') 

tlz' 
µ,(z') ,, 

J-1-clz' 
() µz(z') 

(7.6) 

(7.7) 

(7.8) 

donde se aprecia con' claridad que el efecto de una viscosidad no constante modifica el 

campo de velocidad. Puede observarse que tanto el flujo producido por el gradiente 

externo de prcsiún como el producido por el deslizamiento de la placa superior son 

afectados por la viscosidad no constante. 

El límilc cuando la viscosidad se hace constante es n!gular y la solución 
homogém!:i es rccupcmda. El análisis penurhativo puede ser aplicado suponiendo que la 

viscosidad es de la fnnna 

= _I_ (1 + e f(z)) , 
111111,(z) Jln 

(7.9) 
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donde e << 1 "''el parJmctm de perturhaci6n y. f(z) es de ordc_n uno. Su sustitución en 

la expresión rar.i el cam¡io de vel~lCida.dc~.cri~duce: n 

donde 

Co' 

ux(z) = Í. 
o 

l>.pz'+C z ··· 

~oµ Cz')o tlz', = L["r."..z:+.eo]µ\
1
(1t e J(z))ck'= 

z . o.' ',.. ·-· . ,•, ·. 

- ..!:.J' · [Af, /+·~n] ,/,_;' :¡. .·•. ,,·J<[··~L ~; + co]···. !(~) ck' 
· - /io,¡'. ··i··. ': .'.- · · ·µo o ·.· ·. · . · 

fimCo = lim 
c-+0 E-+U 

. /1 

U - ~ J z' (1 + e J(z)) ilz' 
Lµn o 

/1 ..!...J (! + e J(z)) tlz' 
!•no 

. (7.IO) 

u- ~h2 
2Lµo 

--~l~h~-. (7.11) 

µo 

La fue1'7..a sohrc la placa superior. por unidad de longitud, por unidad de ancho, 
necesaria para mantener el movimit!nto estacionario c.~: 

IL. IL. ~111 IL.(l!.p ) F· ex=- JP·ntlx = -J µn1•(z) tlt= - J -h + q, dx= L0- L0 dzz=h L0 L 

= ---1!.!lf!._ + 
/1 1 

J µ(z') tlz' 
() 

• /1 • 

u - ~J-'- d-º 
Lµo 

0 
µ,(z') • 

/1 dx = 
..!...J-1- tlz' 
µ<>o µ,(z') 

ti.1•[11 _ lµ~t;»]. 
L h ck' 

{.µ,(z') 

(7.12) 
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Su.t;li\uycndo la ecuad6n (7 .9) es; fücil obtener el siguiente límite pura el caso newtoniano: 

F ·e .. -+ µo U + l!.p h, a medida que e-+ O. (7 13) • ,, 2l .. 

A contínuaci6n analizaremos un ejemplo cspccílico y separaremos las dos 

contribuciones. El flujo producido por el desplazamiento a velocidad constante de la placa 

supcrior que da lugar a un perfil de velocidad lineal y el flujo producido por un gradiente de 

presi6n constante. Como ~jcmplo. supondremos que la viscosidad vaña linealmente con 

la ahur.1 z <le la fonna: 

(7.14) 

Dicha viscosidad se ohtendrfa paro un grndicntc de conccntrad<in constante que pudjcra ser 

originado ('IOr algún lipo di! sedimentación. Hasta cierto punto. pud~er.i representar el ngua 

de! mar debido a la concentración de sales marinas. El parámetro l/<1 define una longitud 

característica para cumhios en los valores de la vLc;cosidad. La diferencia en Ja viscosidad 
entre las placas inferior y superiores de llµ = µo CJh. Para ascgurnr que la viscosidad es 

siempre positiva, debemos de rcdir que: 

l + az > O ¡mm O < z < h 
l 

~ (1 >--¡;· 

p[,ACA SUPERIOR MOYIENDOSE CON YE!.OCmAD CONSTANTE 

El JX!Ttil de velocidades se convierte en: 

uf~ 
o µ,(z'l 

/¡ 1 
J--tlz' 
o µz(z'J 

u.!.1n(l+<1z) , 
.!.1n(l+<1li) 

" 

U ln(l+az) 

ln(l+tth) 

(7.15) 

(7.16) 

A[llicamJo la regla dt: L'Ht>pital. cuando a tiende a cero. se recupera 

fácilmt!nte el perfil lineal de velocidad. La siguiente gráfica muc:stru esquemáticamente el 

efecto de la viscosidad no Cl1nstantc. 
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PERFILDE VELOCIDADE~ PARA DISTINTOS 
VALORES DE a. 

1 
0.9 
0.8 
0.7 

~ 0.6 
.!:! 0.5 
• 0.4 

0.3 
0.2 
0.1 

o 0.5 

z/h 

--•--a= 0.9 

-o--a=-0.9 

--•-a .. O 

Figura 7.2. En esta gráfica se apn:cia cómo el perfil de velocidades deja de 

ser lineal cuando la viscosidad deja de ser constante. Sin embargo, las condiciones de 

frontera siguen siendo válidas y el fluido se adhiere a ambaS placas. 

Consideremos ahora el siguiente ejemplo. Un fluido estratificado compuesto 
por dos fluidos, de viscosidades µ 1 y µ 2 , se coloca entre placas paralelas. Cada fluido 

ocupa la mitad del espacio como se observa en la siguiente figura. 
u -

La placa superior se desplaza con velocidad U constante respecto de la 
i'lferior. La solución de las ecuaciones indica perfiles lineales para an1bos fluidos. Al 

aplicar las condiciones de frontera de adherencia del fluido a las placas y el hecho de que en 

la superficie de separación los esfuerzos son continuos de tal manera que la superficie 
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permanece plana, obtenemos la velocidad de la superficie que separa ambos fluidos. ·El 

balance enlrc dichas fuerzas deline la velocidad u de la supcrlicc: 
11 U-11 

µ 1h/2 = µ 2 hi2' (7.17) 

donde 11 es la velocidad de la superficie y h es Ja disw.ncia de separación cnlrc las plai::lls. · 

De aquí, Ja velocidad de Ja supcr::c: :c(•de :: dcs)~jada 

µ¡+µ2 l 
(7.18) 

que puede ser cscri1u utilizando la diferencia /J.µ = µ 2 - µ 1 en~,re ·a~~?S .visc~~idades 

como 

11 = u[ 2 _
1
t!.µ] =%[, _ 

1
8µ ]=%(1+ ::2 + .. .). 

µ2 2µ2 

(7.19) 

Si la viscosidad fuera la misma en amhns t1uidos, obtendríamos el resultado pam un fluido 

homogt!m:o donde la velocidad en el centro es 
u 

ll =1· (7.20) 

Si analizamos el resuhado del ejemplo anterior (7 .14), observamos que la 

velocidad en el punto medio entre las placas está dada por la rnnnula 

(· _ h/2) _ U ln(l+ah/2) -U "' - 1/2 (az)2 + .. . 
"x ' - - ln{l+a/i) - "h - J/2 ("h)2 + ... . 

1 - !!.!! + ... 
u 4 = !!..2 (1- {/4/¡ + ... ). 

=z 1 - 1¡2(ah)+ ... 
(7.21) 

P..ua hacer una analogía entre ambos ejemplo.e¡, dividamos el fluido con viscosidad dada por 

la ecuación (7. J 2) en dos partes, a semejan7..a con el fluido C$lrJtificado. Tomemos como 

vii;cosidad Promedio la que se encuentm a la mitad en cada part.t! del fluio. c.i;to e.e¡, 

µf =µ(z=h/4) = µn(l+ah/4), (7.22) 

y 

µ~ =µ(z=3h/4) = µ 0(1+3"/i/4), 

de donde la diferencia de viscosidades es 
· e ah 

!!.JI' = JI~ - JI¡ = µ()2· 

Por w.nto, 

"" t!.¡1'" µn-

2¡1~ = 2/lo(I + 3uh 14) 
"" ___:i_ = uh _ 3("h)2 + · ... 

1+3a/i14 4 16 

(7.23) 

(7.24) 

· ... (7.25) 
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A Priincr orden cil ah, ia vc.JOcidad ·.;" el punio me.dio (7 .19) puede entonces 

escri~irse como: 

U ( flµC ) 11.«z=ll/2) = - l+--c +... , 
2 2µ2 

(7.26) 

esto es. a primer nrdl!n en ah. este resultado es idéntico al resultado para el fluido 

estrutificado (7.17) cmnpuesto por dos fluidos. Este proceso puede repetirse incluyendo 

un fluido estratificado de cuatro componentes y dividiendo en igual número de partes al 

tluido con viscosic.hu.J no homog~nca (7.12). En el limite de un número infinito de 

subdivisiones. amhns fluidos serán idénticos al igual que sus campos de velocidad. 

Finalmente, calculemos el gasto por unidad de longitud en la dirección y. El gasto está dado 

por Ja expresión: 

" (l+t1/1 h) Uh Q = f11.<z')dz'=U -- ---- ---=-+
0 

-. 

0 
· " ln(l+a/r) a-+ 2 

(7.27) 

ParJ obtener el límite cuando a tiende a ccrn es necesario aplicar Ja regla de L'H6pital. 

GRADIENTE DE PRESION CONSTANTE 

El perfil de velocidades originado por un gradiente externo de presión es 

cuadrJtico. Utilizando la misma función Jin!!&ll de viscosidad y considerando sólo el flujo 

por gmdientc de(~~) ·:(:~~J[cJ~amp:. ~:.velocidaT ~ J: __!f{___ ]--

""''' -- --- I l 11 JloPz(z') ¡ _1_ dz' 11 PoP,Cz') 
o µ,(z') 

[ 

J z'dz' l 
6p J -'clz' 0 l+az j ~ = 

= lJlo 
11 

; +11z' - 11 ¡ l+az' J-- 1/z' () 
0 

l+az 

[ 

h ln(l+ah) l 
llp z Jn(.l+flz) -;;--r 1 = - - - --:-::r- - -Jn(l+az) = 
Lµo " " .!.1n(l+ah) 11 · 

(/ 

l!.¡1 [' h ln(l+az) ] 
= LJlo ;; - ;; ln(l +1tl1) · 

(7.28) 
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PERFIL DE VELOCIDADES 
VALORES DE a. 

2.5 

2 .. 
il 1.5 = ..... 
~ 

~ .. 
o.s 

o 

. ...-·-·-·._.._. ............ _._.__ ........... . 
¡¿.-- --......... ........ 

:.9' • ......... : 

0.5 

z/h 

~ª"·ºº·9 . 
--•-a=O 

Flgura 7 3. 1gura muestra el pe ti de ve oc1dades para vanos valores del 
parámetro a. Es posible apreciar cómo el flujo dejo de ser simétrico para valores de 
a distintos de cero. 

Aplicando la regla de L'H6pital es posible encontrar el límite cuando a tiende 
n cero y recuperar la solución: 

r li.p r z h ln(l +az) 1 ti.p r r zln(l+a/J) - /Jln(I +az) 1 
a~o L1•0 l;; - ;; ln(l+a/1) J • Lµo a~l aln(l+a/1) J ª 

r d 1 r z/1 z/1 l 
6 -(zln(l+a/J) -/Jln(l+az)) !!. I ~--1- I 

- -1!... lim 1 da 1 .-1!... lim + +az -
L1•0 a-+Ol JL(aln(l+ah)) j L1•0 °-01 Jn(ltdi) + Qlj 1 

da L 1+a11 J 
r d ( z/J z/1 ) 1 r z/J2 z

2
/J 1 

l!.p. 1 -;¡;¡-:;;;;;---¡:;:-;;; fl.p . 1-~+~1 
-- hm 1 - - hm 1 1 -

L110 a-+O !!._(ln(ltdi)+~) L¡10 a-O _l!!._ _~ l da 1 +ali [ 1 +ali (l+ah)2 j 
r r ( zh

2 
z

2
/1 ) l 

la'.!'o-~+~ 1 
1 ( , ) 1 1 lim __]!!__ - _.!!!!:___ 1 
l a-0 l+a/1 (1 +a/1)2 J 

l!.p 

- J.1•0 
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(7.29) 

La gráfica (7.3) muestra la contribución al pcrlil de velocidades rara el caso de 
gradiente de presión externo pam diferentes valores de a. Finalmente. el gasto Q para este 

:uj~1:.:~:;:l•;r~[·~~:!!_(~ ___ h __ )]--. /J.ph3. (7.30) 

0 t.µ0 2a " " ln(l+11h) a-+0 12Lµ0 

COMPABACION ENTRE AMBOS FLUJOS. 

Para el ejemrlo ana[liuidor·~~·lla fuerza snhn: la placa supe[rior se r:,i:~ en] : 

F·e=~+/J.''h-"µ(z') = µnU +/J.ph-¡j(l+az') = 
x¡,l' L ''clz' 11 1 'L dz' 

f,µ(z')dz f,µ(z') f, (l+11z')
1
1z /, {l+az') 

"µ0 U -a,, h -ª'--'"=11_2 ___ _ 

[ 

!!_ _...!._ ln{l + 11h)l 
= ln(l+11h) + L - -f;1n(l+11h) = 

[ 

.!.-~ln{l+11h)l 
( 

ah ) µ 11U 2 1 
11 h 11 /J.ph 

= ln{l+ah) h + - -!;1n(l+11h) U (7.31) 

donde es po:dblc obSt!rvar los efectos introducidos por la viscosidad no homogénea. 
Si rcalizaramos un CXP'!rimcnto dondc la viscosidad vurfa linealmente como en 

(7.12) y la fuerui motriz fuem el desrla1.amiento de Ja rlaca superior. rodríamos obtener 
una viscosidad cfoctiva dada por el ténninn: 

µ - µ,,,,,. - (-1_1h_) 
'1 - µ.,.0 - ln(l + 11/i) · (7.32) 

La viscosidad efectiva se ohtienc del cociente de Ja fucr7..a aplicada sobre la placa superior 
para el ca.c;o no homogéneo dividida por la fucr7.&1 en el ca:m newtoniano. De Ja misma 
manera, si Ja fuerza motriz fucrJ el grJdienie externo de rresi6n. la viscosidad efectiva 

sería: 

11,1 = µ.,~o =2 I - -ª-~"-ª-z ___ _ 
[ 

..!. --
1
- ln{l + 11h)l 

µ.,=n ..!.1n(l+111t) ' 

" 

(7.33) 

que es diícrcntc u Ja anterior. 
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VISCOSIDAD EFECTIVA· PARA' 
DI STINTos:ov AL:ORES !óE··.a: 

::: i· . . . o o o o 
1 o o.º ~ 'i' g ci o·º.º º º 

! 0.8 o o 

"' 0.6 • 

0.4 f' 0.2 
· o+-~~-1-1~~-4~~~+1~~-41~~~+1~~--11 

-0.9 -0.6 -0.3 o 0.3 o 6 0.9 

a 

• lineal o cuadratlco 

1gura 7.4. n esta g 1ca se presentan las v1scos1dades efectivas para los 
casos donde la fuerza motriz es el desplazamiento de la placa superior (lineal) 
y un gradiente de presión externo (cuadrático). Para el mismo valor de a. esto 
es. el mismo perfil de velocidad, la viscosidad efectiva para el caso lineal se 
ve mas afectado que el cuadrático. 

La figura 7.4 presenta gráficamente las viscosidades efectivas para ambos flujos 

como función del parámetro a. Se observa que para un mismo valor del parámetro a, esto 

es, para la misma distribución de la concentración, la viscosidad efectiva es diferente. Las 

mediciones de viscosidad en un laboratorio recurren a este tipo de ílujos donde se miden 

parámetros como In fuerza necesaria para mantener In placa superior en movimiento 

co~stante o la diferencia de presión necesaria para mantener el flujo estacionario. Si la 

viscosidad efectiva se define en términos de la viscosidad para el caso del fluido 

newtoniano, los valores reportados dependerían del tipo de flujo utilizado para su 

medición. Una conclusión similar se obtiene a1 analizar el gasto para ambos flujos. 
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ccrrm CClIJILAIRt~ 

FL.UJO EN UN CILINDRO CIRCULAR. 
Como sc.:gundo ejemplo, consideraremos el flujo en un cilindro circular de 

r.idiO R. La fuerza mOlriz del llujo es un grJdh:nte de presión con.ittante actuando en la 

dirección z. Lu geometría del rrohlcma se muestr.i en la figura 8.1. 
La viscosidad puede tom:usc como una funcit'n arb:~rnria de la distancia radial p 

(8.1) 

67 
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como es requerido por la suposicMn de c.~ladn estacionario y Ja simetría del problema; 

el campo de velocidad se supont: de la fonna 
u = e,11,(p) (8.2) 

+ 2A ... 
t z 

Figura 8.1. Flujo debido a un gradiente de presión danlro de un cilfndro circular de radio R. 
La viscosidad cambia en la dirección radial modificando el perfil de velocidad. 

La ecuación di,;: continuidad es h.Jénticamenlc .-.atisfücha y Ja ecuación de 

momento par..t t!I tlujo originado por el grJdicntc de pre.o;ión es 

(8.3) 

donde "rp:. eslú dado por 

(8.4) 

que conduce a Ja ccuucil'in 

l'l.p 1 d ( ( ) ""-) -L = ptlp pµOµp p dp (8.5) 

que dchc ser n!sur!ltl sujeta a la.~ condiciones de fmntcrJ· 

en p = R 

":. l1:rji11ito ¡u11Y1 todo .... · los \•t1/orex tlt' p (8.6) 

Ei;ta es una ccuaeMn difc!rcncial de primer onfon para duz./dp con solución 

dada por 

d11, Co ( Ll.p) f.' dp = PltoJlp{p) + --¡¿ µ11/tp(P) ; (8.7) 

pidiendo que la velocidad sea finita en todos !:u.los (en particular en p ==O). Ju constante 

de intcgr..tcitín C0 dl!hc ser trnmnfa comn c..·cro. Una segunda intcgmci6n da el campo 

de vcloc klad 
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u,(pl- c1 

~ . . . 

FUNCION DE VISCOSIDAD PARA 
· D.ISTINTOS VALORES .DE. a'; 

1.5 
1.4 
1.2 

~ 1 .. ,: ... ··-·-··•-•:-•··-·-···-~-~---·~,·:~~: ~.;' 3 0.8 ........... • .... ,•" 
~.~o'.~:·:·. 

,!;_,,.:· . 
• 0.6 ............................. .. 

0.4 
0.2 

-·--,- a=-o.s· 

0+---+---+----+----i 
-1 -o.s o 0.5 

Figura 8.2. La gráfica muestra la función de v_isc~sidad para valores 

positivos y negativos del parámetro.ª· Ambos soó perfiles parabólicos. 

Las condiciones de frontera sobre la superficie del cilindro fijan el valo~ de C1 

( 
Ap ) R p'dp' 

Ci • 2L1•0 [111,(p') <8·9 l 

que conduce a la solución 

( 
Ap )R p'dp' ( Ap)1' p'dp' 

u,(p) - 2L1io {,,11,(p'l + - 2L [11
1
,(p'l -

( 
Ap )R p'dp' 

- 2L110 !111,(p'l 
(8.10) 

El límite de viscosidad constante es regular y el campo de velocidad se 

convierte regulanncnte en la solución homogénea. Si escribimos la serie perturbativa 

para In viscosidad 

11,,(pl - 1 + <J,(p) + .~ h (p) + •..• (8.11) 

donde e << 1 es el parámetro de perturbación. su sustitución en la solución conduce a 
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.. ~<p >. ~-(·2 ~~~)! µp~·>P'.;;~,..L•'}c;'fr0'.)ÍGL ·~/.th;.+.'"'·~·dp ·. 

(;~µP .)jp'dp' -e( 2~11;)·J;.~;r~·J;:+,':~ .. · e·~o ,:(:~µ~ ·)jp'dp' 
o p· o p . ' . . . o p 

= (~)(R2 _ p2) . 
4Lµo 

(8.12) 

Como ejemplo. analb.amos el siguiente caso donde la viscosidad no es 
constante: 

µ(p) =µ¡{l + a(l - ~~)], (8.13) 

que se muestra c.squcmáticamcntc en la tigura 8.2. El llujn de una suspensión de 

partículas neutralmcnte suspcmJidas en un tuho circular podría conducir a fenómenos de 

migración ohtcnit!ndose una conccntraciún no homogt!nca. Cerca de las paredes es 
donde se tienen los mayores grndiemcs de vdocidad y cn consecuencia donde existe la 

mayor disipación d" energía mecánica. Debido a la .simetría, :mponcmos que una 
distrihución par.ih6lica prn.Jría indicar algunos de los efectos que serían detectados en el 

caso de una distribuci{tn de partículas no homogéneas. Con este tipo de distribución 
podemos diferenciar los valores de ta visco¡.¡idad entre el centro del tubo y cerca de tas 
paredes. El valor de" indica el incremento porcentual de la viscosidad en el centro del 

tubo. Potencias mayores para la conccntrnción podrían conducir a distribuciones donde 

la conccntr.lción C.."t pr.icticamentc homogénea en el interior excepto cerca de la~ paredes 

del tubo. 

Suo;tituycmlo en la solución parn la velocidad, obtenemos la expresión: 

( 
llp )R p'dp' ( llp ) R p'tlp' 

ll:(pl= 2Lµo ~µp(P') = 2LJ/n J[ ( p2)]; 
P l+" 1- R2 

~ (~)(-R2 ) 1n[1 + a(l - P:)]R ; ( ~) In[l + "(1- P:)] (8.14) 
2lµn 2a R- 4 aLµ 0 R-

'P 
La figura 8.3 muestra los perfiles de velocidad para las funciones de 

viscosidad mnstrndas en la figura K.2. La fucr1.a por unidad di.: longitud actuando 

sohru la supcrlicic del cilindro está dada pl1r la expresión 
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1 2"L f d 1 
• e,·e,-¡; J f¡Pol•p(p)':f; p'j :: .dfdz • 

O O p p'•R 

r •-¡=du .1 í· /Jop 21 
• 21<¡/•ol'p"' ,Pj • 2n:¡--R j • 

l dp p'•R 2L 

• - ,. Ap R2 
L 

que es independiente de ta viscosidad, como se especificó al inicio del pfoblema. 

PERFIL DE VELOCIDADES PARA 
DISTINTOS VALORES DE a. 

0.7 ............ 
0.6 /·"" '•\ 
os I ............ \ 

~0:4 ~l···· ···.\. 
.... 0.3 • 0.2 

0.1 .,. '\ 
o.. 1 1 1 ~...: 

- 1 -0.5 o o.s 
p 

--•--a·O 
--O-a•0.5 

--•-a•-0.5 

(8.15) 

Figura 83. Los perfiles de velocidad mantienen su simetría pero dejan de ser 

perfiles parabólicos. 

Si consideramos el flujo total, obtenemos los siguientes resultados: 

Q • fo"/ou;/.p)pdpdO • ( 4t.::;0
) /:/o ln[l + +- ~~)] pdpdO • 

( 
21rdpR

2
) R Í ( p2)] 

• 4 aLµo Ío In [I + a 1 - R2 J pdp -
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• -- _I' tn{l+ a-)f")ydy-( 
2trApR

2
) Ef '" , 

4aLµo a Jo 

( 
2:rApR

2
) Ef l l /, ') ( '. ') , • --- -- - 11 + a - y- In l + a - y· -

4aL1<0 a 2 · 

- --- -- -a+ l+a)ln l+a) • ( 
21tApR

2
) Ef 1 { ( ( . } 

4aL110 a 2 , 

- --- -- (l+a)ln(l+a)-a -( 
2:r!J.pR

2
) fil- l { } 

4aLµo a 2 

( 
:r!J.pR

4
) 2 • -L-- -,{ (l+a)ln(l+a)-a} . 

8 1•0 a· . 

}
·Y-., a"=7 

y2 ,., ' 
y.O' 

La gráfica 8.4 muestra el gasto Q como función del parámetro a, 

GASTO a COMO FUNCION DE a. 

i.2T ... 1 •· • . . . . .. . 

• (8.16) 

... 0.8 .... . ..... . . ....... .. 
11 0.6 

~ 0.4 .., 0.2 

o 
o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0,8 0.9 

a 

Figura 8.4. El gasto Q como función del parámetro a. Conforme a crece, la 

viscosidad promedio aumenta y el flujo disminuye. Como el ílujo Q es 
inversamente proporcional a la viscosidad, ta gráfica anterior puede 
interpretarse también como la gráfica de uno entre la viscosidad efectiva. 

La disipación de energía me~nica <!> está dada por ln e~prcsión: 

<!> -:r.:~ • 11011(pJ(ªu•)2 • ("")2 _L_( )' 
- - ap L 41101< p 

(8.17) 
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Esta cxpre.'ihín deru SC!r inh~gmda sohru la sección recta para obtener la disipación 

-de. energía mecdnica pur unidad de volumen. Puede inferirse que dependiendo de la 

función de viscosidad. la disipaci6n de energía mecánica puede variar. Introduciendo una 

ecuación que relacione a Ja vL .. cosidad con la conccntr.ición y utilizando técnica. .. de cálculo 

variucional es posible. en principio. cncontrJr la concentración que minimice la disipación 

de energía mecánica. 

PROBLEMAS DE FUENTE Y SUMIDERO. 
Otro ejemplo de pmbll!mas unidimensionales es el de fuente y sumidero para 

fluidos no acotados. Una fuente simple es un punto por donde sali: y fluye un fluido 

uniformemente en todas llin:ccinncs (ver figra 8.5). El flujo total. sohre cualquier 

superficie cerrada conteniendo a la fuente. se denomina como la fuerza Q de ta fuente. 

La,i¡¡; fuentes de fucrLa Q negativa St! dcnmninan .sumideros. El campo de velocidad está 

dc1erminado por la condición cinemática de incompresibilidad y la simetría radial. La 
viscosidad puede ser tomuda como una función arhilraria de la distancia radial a la 

fuente. 
El campo de presión está determinado por la ecuación de momento y será 

funci6n de la depcmlencia funcional de la viscosidad. La viscosidad se .supone de la 

fonna 
(8.17) 

La componente mdial de la ecuacMn de momento en coordcnadi.L'i esféricas está 

dada por 

(8.18) 

la sustitución del ca?1Pº de vdocidad conduce a una ccuaci6n diferencial de primer 

ordcri par.i el campo de presilSn 

dp 
;¡;: = 

una integración dircc.:1a da el campo de pre."iilSn 

p(r) = f'~ + µ -f c/Jlr Q clr' • 
O r -;¡;; 2trr';l 

(8.19) 

(8.20) 
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ª .... ... 

Fi._s:um R.5. Una fuente es un punto por t!ontle ,,·alt' y fluye. 11nifi1rmemen1e un 
llq11itltJ en todt1.\' tlin•cdom•s. El J11~jo rotal a través tle cualquier superficie cerrada 
que conten~s:" '' '" fi1ente e.r; /lanuulu lt1 fuerza Q t!e la fm•nte. Fuente.f de fuen.11 
negativa .wm l/m1uult1s s11111itlern:r .. 

Ot!hido a la simplicidad de la ccuacil~n es posihlc considcnir las ecuaciones· 

comph:ttlS estacionarias de Navier-Stokc.~ 

Pfu·Vu = -Vp+JlnJl,.V2 u +µ 0 V11,.·[Vu +(Vu¡+] 

111 sustitución de la velocidad r.idial conduce a J:i ecuacilSn 

explícitumcntc. 

que puede ser directamente intcgrJda paru dar el campo c..h.~ presMn 

- ( Q - Q2 
t>(r) = f1- + Jinf 'µ~ --, dr' + Pf J º-r'5 dr' 

r ti 1· 2ttr'· r n-. 

y cli!ctuando la intcgrJI. el campo de pn.:...;Mn se convierte en 

P¡ Q
2 -J tiµ,. Q 

p(r) = /1- - ~ + Jln --, --, dr' . 
~21'1' r el r 2Jrr'· 

(8.21) 

<il.22¡ 

(8.23) 

(8.24) 

(8.25) 

Como ~jcmplo. pmlcmus suponer que la vi.scosidad es una función de la forma: 

JI = JlnJ1,.(r) =Jlo ( 1+1>111( \:~ )) • (8.26) 

' . ! 

1 
':.\ 
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Se ha adimensionalizado la variable r de ta1 man.era que 1 + br no tfone dimensiones. La 

siguiente figura muestra la función de viscosidad para varios valores d~I parámetro b. El 

caso homgénco se obtiene cuando b"' O. 

~ • 

1.4 

FUNCION DE VISCOSIDAD PARA 
DISTINTOS VALORES DEL PARAMETRO b. 

1.2 "o o o o o o o o a o o o a o o o e a o o 

o.a . . . . . . . . . . 
0,6 

0;4 
·,:···' 

0:2 

o 
o 2 3 4 

• newtonlano e b •0.5 

, Figura 8.6. La figura muestra la función de viscosidad pnra varios ~a~ores 
del parámetro b. Los casos no homogéneos tienden asintóticamente a valores 

por encima y abajo del valor constante. 

El campo de presión para esta función de viscosidad se convierte en: 

Q' ., d (1+b1n(~)) 
p(r) - p., - .f!..!i:._ + 1•0J l+r' Q di'• 

32;rr4 r dr' 21tr'3 

PJ (f 
- p...,, - 32Kr4 

+ l'obQJ"' di' 
2:r r (t..+-3r'+2r•2)r•3 

/tobQ {..:::Zin( r•
1 

) + ~--1- + 
2.1f 2 1 +3r'+2r'2 r' 2r'2 



76 Flúidos No llomogln•os 

PJfi 
- p-:x;_-.- 321tr~ 

·.<:[in(',:~)]} [-
- ¡10 bQ {-7 10 ( 2r

2 
) + ,:! _ _J_ + 

· 2n:- 2 1+3r+2'2 , 2'2 

9f 1 ( 1+2r)l} -·n n 2(1+r))j 
(8.27) 

El campo de presión puede apreciarse en la siguiente figura. Se puede observar 

que inicialmente el campo se ve modificado pero eventualmente converge al mismo valor 

que en el caso homogéneo. Esto se debe a que el ténnino adicional en la ecuación depende 

de las derivadas de la función de viscosidad: esto es. no depende de los valores inlrfnsecos 

de la viscosidad y como en ambos casos no homogéneos tienden a valores constantes (aún 

cuando son diferentes). el campo de presión converge al mismo valor. 

3 

-3 

CAMPO DE PRESION PARA DISTINTOS 
VALORES DE b. 

1--•-- newtonlano -o--b=0.1 -·--b·-0.1 

Figura 8.7. El campo de presión se ve niodi 1cado por cambrns en el gradiente de la 
viscositJad pero finalmente con\'ergcn hacia el caso homogéneo. 
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El último cjc.mplo anali1.ado en esta sección no es un flujo unidimensional 

pero su soluci6n involucra ecuaciones diferc;ncialc.lli ordinarias. La descripción del 
prohlcma es como sigue: una esfera di! rJdio "c:mi rotando con velocidad angular !l 
constmlc inmersa c.n un fluido infinito. Lo. vi">CosidLu.I del fluido c.~ una función arhilraria de 

la distancia mdial medida d~~dc el ccn1ro de la esfera. Un sistema de coonlcnada.s esféricas 

es colocado de tal manera que su origen coincide con el centro de la esfera. El eje z es 
tomado parulclo a la velocidad angular de la estera. La geometría pucdc ser visualiZi:lda en 

laligura9.I 

En este sistema de coonJt!nada.~. la viscosidad es una funch~n arbitrmia dt! la forma 
µ = µnJ1,(r) (9.1) 

conduciendo a Ja com:spondicntc ccuacitín e.fe movimiento 

V·u =o. (9.2) 

V p = Jln11,(r)V2 u + µ 0Vµ,(r) · [vu + (Vu¡+]; (9.3) 

que esntn sujl!las a las siguientt!s contlidonc,'li tic frontcrJ 

u"' ñxr = ne,xr = e9 !lrsin8 <11 r=a 

Jul ~ IJ f/S /' -> 00 

(9.4) 



78 Fl11i1ft1,f NtJ Hmnagé11eas 

eje z 

e.ifertt 

Ve/ocid11d n tm¡:ular 
ct1n.f1ttnte 

¿_ Eje de .<Ímetrfll 

Figura 9.1. E"iforJ rotando con velocidad unguhir constante a In largo del eje de 
simetría. El eje z de un sislema dc coordcnada."i c.c;féricas se coloca a lo largo del 
eje de simclrla. 

Debido a la simetría dc.J flujo. suponemos <1ue stílo la componente </J del 

campo de velocidad es diferente de cero 

u = e41119(r,8) ; (9.5) 

Ju ccuacit\n de continuidad e.e; idénlicamcnte satisfecha y Ja ecuación de momento se 

convicrll!cn 

V p = e.¡10µ,(r)[V211. - --"-4'-] + 
.,.. Y r 2sin2 9 

[ 
2 "4' ] dµ, [ª"4> "4>] e9µ011,(r) V 119 - z-;--r- + 1111--eq¡ ~ - -

r sm 9 tfr ar r 
(9.6) 

que con<lucc a Ja conclusión de c.¡uc la prcsitín es con!\tantc en todo el fluido. La 

compnncnlc tfJ de la vclocidmJ . .;e puede rccscrlhir como 
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µ,(r>[~;,(r2 ª;;) +,28¡~2 8 :8 (sin8~';:)- r2:;:28] + 

. +·elµ,[ª"~-~] =0. 
. elr ar r 

(9.7) 

Haciondo la sustitución 

119(r,O) = U(r)sinO (9.8) 

suSerida rmr lns c~ndicionu.~ de frontera que debe satisfacer el campo de velocidad, la 
ecuación se convierte en 

µ,(1')[•i;2º ,;~(r2 '~~) + ,z~nfJ J0 (sinO el::;º)- ,.2~nO] + 

+ sin 8 tfµ, [tlU - !!.] = 
tlr dr r 

=.µ,(r)[~~(rztlU) +b(cos2o -·sin2e)- ~] + 
r elr tlr r smO r sino 

+ sinOtlµ,[elU -!!..] = 
dr clr r 

(>[sino el ( 2du) u ( 2 . 20)] . 0el11,ft1u u] µ, r 7;¡;: ,. -;¡; + ,.2sin 8 - sin + sm -;¡;:- L-¡;: - -;: = 

,( )[sin O tf ( zc/U) 2Usin0] . O elµ, [dU U] O (9.9) = µ r 7t1r r-;¡; ----;i-- +sm -;¡;:-¡; --; = . 

Dividiendo por :;en O. obtcncmo.< la ecuación difümncíal pard U(r) 

µ,(r)[ t ~(,.2!!!:!.) _ 2U] + tiµ, [tlU _ !!..] = 0. (9.!0) 
7! tlr clr 7 clr 1/r r 

Hacicndn"la sustitucitln 

U{r} = rW(r) • (9.t 1) 

ohtcncmos una ecuación difcrcndal de primer C1rdcn para. la derivada ti W /tlr 



Dividien_d.o por JlnJlr(r)r se convierte en 

,¡2w +~(_!_elµ,+ ir) 
t!r2 tlr µ, t!r 

o 

Una primcru integr..il da corno ll!.1!.ulludo 

c/W 
clr 

= Co~•r[-Í(_!_ dµ, + ±}rr·] = 
Jlr dr' r' 

una scgumfa intcgrul da como re.suhadn 

W(r)=C- _ jCnclr' 
r µrr'4 . 

Con esta solución. el campo de velocidad se convierte en 

11~(r,l1) = rsinll W(r) = c_rsinlJ - rsinlJ [Cncl~' 
r µrr' 

(9.12) 

(9.13) 

(9.14) 

(9.15) 

(9.16) 

donde las dos conslanh!S de intcgrncMn son cvaluadus usando la'\ condiciom!.'i de frontera: 

'"' ..... () (/.\' r ..... 00 :} e_ = o 
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u = af. r=a n; (9.17) 

lo cual impli.ca ' 

- iJ • • 
fµ ;;;¡ 
a r 

qj Q ·---- (9.18) 

~ sustiluei6n de .~.!'constante de integración conduce a la solución para el campo 

de vclocicJad en lénninos de Ju dependencia arhilmria dt! Ja visco.,.idad 
- iJ. 

nrsin 6 f---;. 
rµrr 

- tfr' 
fµ ro4 
" r 

11~(r.6) (9.19) 

El campo de vclocidaf.Jl!.'t se recuperJ al hacer un análisis perturhativo. Suponiendo 
que. la vi~o."idad es t.lt! la tOrmu: 

1 1 1 
JloJlr(r) = µ¡;(l+ef(r) + ... ) Jl 

El campo d~ velocidades se convierll! en: 

1141(r,9) 

. -J dr' - 1 iJ ' nrsm6 --4- nrsin6 f-(l+ef(r) + ... )---;. 
---'~µ_,_r_ r µo r' 

-J cfr' -J 1 clr' --;;r -(l+e/(r) + ... )-::;;¡-
"Jlrr "µO r 

· . [-J 1 clr' -J f(r) dr' ] Orsm9 - -r,4 +e -- -:;r + ... 
r Jlo r Jln r-

j _!_ dr' +e j f(r) clr' + ... 
11

µ0 7 ,, µo 7 
. 1 -Jf(r)ilr' 

nrsm8 ~+e -- ---¡-+ ... 
3r· r µo r' 

1 -J f(r) rl r' 
-,+e ---:;r+ ... 
3a· " µo r' 

(9.20) 
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nrsin 9[ l) n.rsin ~[ e J Jcr>. ~] 
. 3r3_ .+. . r -~o·.ir .. -- + ... == 

__!_ + é j /(r) .!!!:_ ~ __!_+e j /(r) .!!!:._ + 
3"3. a·.µo r14 ••• 3a3· " µo r'~ ···. 

·= nu
3
sin9 .(i-e3,,3j M .!!!,;+ '·') + 

.. .. r. a µo r . 

3 . [ ·-J f(r) dr'] ( 3-J /(r) dr' ) +e3ll nrs1n8 . r-¡¡¡; 7 l-e3u tiµ; 7+ ... + ... = 

na\•in9 --.=;o+ --,.-2--; (9.21) 

por to que tiende homogéneamcntc al resultado Ncwloniano. 

Como ejcmplo analizamos el caso en cl que la funci(m de viscosidad es de la 
t'onna; 

( "3) 11 = 11011,(1') = 11 0 1 - h--;; . 
r" 

(9.22) 

La función de viscositfad puede observarse en la gráíica 9.2 para varios 

':atore..i; del parámetro b. El parámetro h representa la diferencia de viscosidad entre el 

origen e infinito~ La concentración decae inversamente proporcional al volumen. La 

sedimentación bajo un campo ccntrffugo4!'i produce perfiles di! concentración que decaen 

c_on tll distancia. La función de viscosidad (9.22) conduce al campo de velocidad: 

nrsin9 j ( t/r'3 ) 
r 1- ¡,; ,.4 ,. .. 

j dr' 

t1 (1 -¡,~)r'4 ,..3 

nrsin9[-(-1 3 )1n(1-1,;)]~ 'J.ba· r'· • r 

[-(-1 ) 111(1 -l•~)]-~ba3 ,.·3 
" 
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. '~;~¡~o in(i~,¿·~r 
. .1~(1-:b)) 

(9.23) 

:~:fr 
1.2 ., 

....... 
··-·-·-========·-·-· 

! o.a • 
0.6 

0.4 

0.2 

o +--+-+-4--<1--l--+-+--+--+-+--<~l--+-+-+--+-+-l 
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 

--•--b·O -0--b•0.5 --·- b•-0.5 

Figura 9.2. Gráficas de la función de viscosidad para diferentes valores 

del parámetro b. 

La gráfica 9.3 muestra la dependencia en r del campo de velocidad para los 

mismos valores de r mostrados en la gráfica nnteñor. 
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DEPENDENCIA EN r DE _!!.L PARA DISTINTOS V Al:.ORES DEb. 
QsenO · :; ... · . 

:--.. 

09 

0.8 .. 
e 0.7 .. 
¡;¡ .... 06 ... ,.. ... 0.5 .. .... 0.4 
¡¡: 

"' 0.3 ... ... 
0.2 

01 

o 
1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 

r 

-•--b=<J --O--b=l --•-b=-1 

Figura 9.3. La gráfica muestra la dependencia en r del campo de velocidad 
para distintos valores de b. Cuando bes negativa. la viscosidad es mayor y el campo de 
velocidad decae más lentamente. Cuando la viscosidad aumenta, el íluido tiende a rotar 
cada vez más como "un sólido" y por ello la velocidad decae más lentamente. Cuando b 
es positiva tenemos la situación inversa.La condición de adherencia hace que tos tres 
perfiles coincidan sobre la superficie de la esfera. 

El cnmpo de velocidad (9.2.l) se ve modificado con respecto a la solución 

homogénea. Los valores sobre la superficie de la esfera y en infiniro no cambian debido a 

las condiciones de frontera estnblccidas. Un sistema que puede presentar este tipo de 

viscosidad puede ser una suspensión de partículas con una densidad un poco mayor que la 

del fluido solvcnlc. L, diferencia debe de ser pequeña como para suponer que se tiene un 

cstaclo estacionario. 
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La wrca requerida par.1 mantener la rotación cstllcion:iria puede ser obtcnida 

e.valuando primcm t!I tensor de ~sfucrzos: 

!: = -!P + µ1111,(r)[Vu + (Vu¡+J = 
-!P + µ011,(1·>[(e,e~ + e9e,( ~ - u:) - (eoe; + e;e11fº

1
:"; )] = 

-!P + µ 0µ,(i·{(e,e; + e,;e,)rsin6~~ - \éoe; + e9eo)cos6w]; (9.24) 

la torca está dada por la .:xpre,,¡¡Mn ! 

2JrJT 

T = J J rx (P· ñ} r2•in61 cl6cl? 
- r=o 

11 o 

2irir ( IW) 1 = µll f f rx e,111,(r) rsin8-'- r2sin8 cl8cl? = 
n o r/r r=a 

.•· 2"" /W 1 
= e,110 f J ¡1,(a) ~a4sin3 8 d8d? 

O O ,¡, r=a 

Usando la identidad 

la torca se convicrtl! en : 

" J cos8.•ín2 6c/8 =O , 
IJ 

21t1r 

T e, J f 110 Co sin38 d8tl? 
o o 

" e,2irµ 0 e¡, J sin39 t/6 
(l 

(9.25) 

(9.26) 
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81< . 
3 µoO. 

j dr~ 
,,µ,r 

•. (9.27) 

donde el efecto de una viscosidad no constante puede ser observado en el denominador de 

la expresi6n pam la torca. Suponiendo que la viscosidad es u~a función bien comportllda 

de la coordenada r:u.lial. podt.:mns cft ... -ctuar un análisis pcrturhativo para recuperar el ca.c;o 

homogéneo. Escribiendo la viscosidad en la forma: 

...!.... = 1 + e¡(,.) 
µ, (9.28) 

y sustituyéndola en Ja cxprc:shln para la torca se 11..:ga a la siguient..: expansión perturhativa 
en términos del par-Jmctro pequeño e: 

T 

81r µnO. 
-C, --~3,_ ___ _ 

+ ejf(~) clr' 
3a

3 
" r 

-Cz "'° 1 
J 

1
_.4 (l+ ef(rl)cir' 

ti 

(9.29) 

En el último pasn tomamos el límite e ~ O y recuperamos el resultado 

· homogéneo. 

Par-.i el ejemplo anteriormente anali7.a<lo, la torca como función del parámetro 

{J está dada por la cxprcsit\n: 

8nµn0. 
J T= 

J 1lr'3 

"(1 - ,,!!::...),.·4 , .. ) [-(-1 ) 1n(1 - ¡,i!_)]-
"Jba3 r•3 

" 
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• e, 8Ja
3

J10Q 

( f) ln(l-b) 

(9.30) 

Tomando en cuenla que la torca requerida para manlcncr un movimiento 

cstacionaño es proporcional a la viscosidad para el caso newloniano clásico. podemos 

definir una viscosidad efectiva como el cociente entre las torcas para los casos 

inhomogéneo y homogéneo. La siguiente figura ilustra la larca como función del 

parámetro b. 

{! 
·~ .. 

5T 

TORCA COMO FUNCION DEL 
PARAMETRO b. 

·---·-----·-·-- ------·-·-·-·-· 
0.5 

O-t--~r---+~-t-~+-~r---+~-t-~t---t~-1 

-0.5 -0.25 o 
b 

0.25 0.5 

Figura 9.4. La 1gum muestra la torca rcquen a para mantener el mov1m1cnto 
estacionario en función del parámetro b. Cuando b=O recuperamos el caso 
homogéneo •. Cuando bes negativa, la viscosidad es mayor y por lanto la torca 
necesaria para mantener el movimiento estacionario es mayor. Cuando bes 
positiva sucede el caso opuesto. 

Es posible apreciar como la torca cambia para distintos valores del parámetro b. 

~n~ concentración no homogénea puede obtenerse si consideramos una suspensión de 

partículas cuya densidad es un poco mayor que ta del nuido solvente. Necesitamos que la 

diferencia en densidades scll ~quena de tal manera que la hipótesis de estado estacionario 
es aplicable. 
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ROTACIÓN DE CUERPOS CON SIMETRÍA AXIAL. 
En esta sección anali1.arcmos el flujo inducido por la rotación de cuerpos 

axisimétricos. El cuerpo axisimétrico. o cuerpo de revolución. se surone que gira 

alrededor de su l!jc e.fo simeuía con vdncidad angular constante. Debido a la geometría del 

problema. un sistema de Clmrdcnadas cilím.lricas es arropiado para escrihir las ccuaciont:S 

de movimit!nto. El eje z se luma a tu largo del eje e.Je simetría del cuerpo como oo observa en 

la ligura 111.L 



C11erpotl.__) 
revalucitín 
11rbitl'llrio 

ejez 
v.tocitktd 

Q angular 
cnn.t111111e 

(__ Ej'tle 
simt"tria 
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Fiiur.i 10.I. Cuerpo de revoluch\n arhitr.uio rotando con vt!locidad angular 
constunte sobre:: su eje de simetría. El eje z de un sistema dt: coordenada~ 
cilíndrica.'t se tnmu a lo largo dd eje de simetría. 

La naturaleza de la solución dcpt!ndc di: la gCómetrfa de Ja partícula. Para un 

cilindro circular infinito. esperamos tener un flujo unidimensional donde sólo la 
componente ; del campo de velocidad es diferente de ci!ro y dependiente sólo de la 

coordenada radial p. Este resultado se muntcndrá válido parJ funciones arbitrarias de Ja 

viscosidad. ParJ el caso de Ju csfora la f uncUin dcpcndcr.i también de Ja coordenada 2: como 

se vio untcrionnentc y el hecho de que Ja viscosidad no es constante afecta la naturaleza de 

la solucitín. Ohscrvaremos ctímo dislinlas longitudes de onda son introducidas en el 

pmhlcma por la viscosidad no constanrc. 

En esla sección derivamos las ecuaciones de movimiento en coordenadas 

cilíndricas y resolveremos el prnhlcma para un cilindro circular infinito. En la siguiente 

sección ohtcndn!mos la solucilín J'um.Jamcntal y analizaremos el caso de partículas finintas. 

ECUACIONES DE MOVIMENTO EN COORDENADAS CILINDRICAS. 
El sistema de coorc.lcnadus cilíndricas es tomado de tal forma que el eje z 

coincide con el ~je de simetría del cucq10 de ruvoluci6n. Ikbidn a Ja simcrrla del prohlcma. 

suponemos que los campos t.h.: velocidad y de presión son funcione.o;; de p y z 
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P = p(p,z) • (10.1) 

(10.2) 

Considcr.iremos el caso scncr.il donde In viscosidad pucdc escribirse como un 

producto dc una función de p multiplicada por una función dt! z 

donde µo es una viscosidad característica y las funciones µp(P) y µz(Z) son 

adimcnsionales y de orden unu. Este cu.so gl.!ncral está restringido a las funciones que 

satisfacen Ja condicilín de estado estacionario estahlccida en secciones anteriores. Esta 

condición requiere que la viscosidad sea constanh! a lo largo de las líneas de corriente. Para 
flujos axisimétricos dondc sólo la componente <J> de la velocidad es diferente de cero, las 

líneas de corriente son círculos concénllicos alrededor del t!je z. La condición estacionaria 
requiere qut! la vi.'icosidad no dependa de la variahle <t> • Esto es cicrtamentt! satisfecho por 

la expresión general anterior y dehc ser satisfecho por rl!lacioncs más generales no 

cxprcsahlcs como un producto dc funciones. La dependencia general supuesta tiene la 

ventaja de ser consistente con el método de St!paraci6n de variahlcs que de otra forma no 

sería aplicable. Sin embargo, el tipo e.Ir.! llujos que puede ser investigado es amplio y 

muchas situaciones pueden St!r estudiadas. Casos done.le la viscosidad es una función de .z. 

solamente, (como en el caso de materiales en capas) o cuando sólo depende de p son 

considerados especiales. El tensor de dcfo1macMn c.stá dado por 

Las ecuaciones de movimiento pueden ser reescritas como 

(10.5) 

V·u =U; (10.6) 
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don.de Vµ cstl dada por 

. . . . . • . . aµP • aµ • 
. V¡.¡. =:.;.ep /lnJl'.7fP· + e,µoµp--a; (10.7) 

En coordcnadas'cilíndrica.~.1a.'! CcUácinnCs de movimitmto se Convierten en 

(10.8) 

(z) . ii¡, <. : : ·< ' ~ . + aµ[~ + ~] + 2 aµ ~ . 
¡¡;.= µCp;z,>.V, 11

' iJp iJz iJp iJz iJz 
(10.9) 

{\!) . ~p(p.zi[ \72,;4' - ~]' + iJµ [ª"4' - "4'] 
p iJp dp p 

(10.ICÍ) 

1 a ( ) ª" p rJp P"p + ::¡f = o . (10.11) 

La componente 4' de las ecuaciones de movimiento c:stá desacoplada de las otras 

dos. E.~tc conjunto de ecuaciones dchc ser resuelto bajo condiciones de frontera de los 

campos de velocidad y pre."tilín. El campo e.Je velocidad satisface la coridici6n de adheruricia 

sobre lil supcéficie de!: la partícula y se hace cero en infinito~ el .campo dl! presión se 

aproxima a un valor constante en inlinito. 

u= u.". 
iul ~O, 
P ~ Hi. 

sobre lt1 supetficie tle la partícula; 

m; r --> oa; 

ll!i r --> oo; 

donde u.fes la velocidad de la panícula. 

(10.12) 

Para ciertas geometrías de la partlcula. podemos suponer que sólo hay una 

componente del campo de: velocidad, pero en general las 1rus componentes se necesitarán 

pura satisfacer la.'t condicione.'t de fronterJ. 

ROTACION DE UN CILINDRO CIRCULAR INFINITO EN UN FLUIDO 
NO ACOTADO. 

El primer ejemplo 4uc analizaremos es el úc un cilindro circular infinlo. Este 

ejemplo es lo suficicntcmt:ntc sencillo parn incorporar dependencias arhitrarias de la 

viscosidad. Dchidn u la simclña del prohlcma, no huy longitud característica en la dirucci6n 
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z diferente. a la introducida por la viscosidad. En problemas con geometrías más 

complicadas, las longiludc.'t carJcterfsticas aparecer.in y jugarán un papel muy importante 

como se ohscrvar.1 en la siguiente sección. 

Par.i el caso del cilindro circular inlinilo (ver figura I0.2) de radio a rotando 

con velocidad angular n constante. podemos suponer que sólo hay una componente no 

cero del campo de velocidad 

que ~tisface la ecuación de momento 

[ 
2 119 ] + !!..!:!..[CJ119 - ::..t] + {}¡¡ CJu9 ; O 

¡1(p,z) V 119 - p2 CJp CJp p {}z {}z 

y las condiciones de fmntcrJ 

11~ =na 
11~ --> o 

111 p =a. \:lz; 

11."i p-+ oo, 'V:; 

(10.13) 

(10.14) 

(!O.IS) 

la pre.ltilln es constuntc en todo el lluido como requieren las ccuacion~'\ de movimiento. 

La ccuach~n de continuidad es idt!nticamcntc satisfecha dado que se tr.ita de un 

problema unidimcnsiona1. La solución de la ecuación de mome~to depende de la forma 

funcional de la viscosidad. Dchido a la simetría de ambas condiciones de frontera y la 

dependencia funcional de Ja viscosidad. el método de separación de variahles puede ser 

utiliw.do para obtener la solucilín de las ecuaciones de movimiento. Suponiendo que la 

velocidad es di! la fonna 

11~ (p,z); U(z)V(p) (10.16) 

obll!nemos el conjunto no acoplado de ecuaciones 

,¡2 V + ..!_ dV _ ..!'.'._ + _1_dµp[tlV _ _ PV]; a2 V 
dp2 p dp (12 µ,,<P> tlp tlp (10.17) 

,Pu + _1_~t1u; -a2u 
tl:. 2 µz(Z) clz tlz. 

(10.18) 
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z 

Ve/acidad 
g tmg11/ar constante 

1 

1-
p 

2a 

Figura 10.2. Cilindro circular infinito rotando con velocid.id ungular a constante en un 
fluido inhomogénco no acotado. Dchidn a la simetrfa de las condiciones de frontera. sólo 
hay una componente no c..-crn del camro de velocidad. 

donde ~2 es la constante de scparachln. Las con_diciones de frontera ~ohre la superficie 

del ciliridm son independientes de z y dchido a esta simetría traslacional, suponemos que la 

solución no depende de z. La constante de .sepamci6n se toma como cero y entonces la 
solución pam V(p) St! ohtiem: haciendo la .sustitución 

V(p) = p W(p) (10.19) 

en las ecuaciont!s de movimiento y cnndicinncs de frontera; esto conduce a la siguiente 

ccuacilln y condiciones di! frontcrJ. p~rJ. W 
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(2.5.20) 

. p w ·~· () . "·' . p --> co; 
(10.21) 

qÚe es una ecuación diforencial de primer orden para la derivada dW/tlp. Una primera 

in.tegroción conduce a la ecuaci,~n diícren~ial. de prim~r orden 

dW = Co cxp[-J(1- + ..!..'.!!!.e..) tlp'] = Cn 3 
dp p' Jlp tlp' µp p· 

(I0.22) 

donde Cn e.e; una cunstantc e.Je intcgraci6n. Una segunda integmción da la solución 

W(p) 7 Co 1 , e =-J--,tp + ¡; 
p Jlpp'· 

(10.23) 

Ja condición de fmntcm en inlinilo requiero que C1 = O y sobro la superficc requiere que 
n 

Cn = -
~ 1 
J µ p') tlp' 
" p 

El campo de vdncidad se cnnviertc en 

ll~{p) 

7 l J ' 
J~'P 

np ~ Pi 

j µ Pª dp' 
" p 

(10.24) 

(10.25) 

Es"importanti:: mitar 4ue el campo de velocidad es indc~ndicntc de la elección 

_de ·µz(Z) y consccucntemcnh! imlt!pcndicnte de cualquier escala de longitud en la dirección 

z. 'Esta es una consecuencia de la simplicidad <le la.'\ condiciones de frontcr.1. del problema. 

ParJ. condiciones de frontera más complicadas depcndicntcs de z. el campo de vélocidnd 

depender~ también de z. Si fo viscosidad es una funcitln de z solamente. el campo de 

velocidades no ser-.1 afectado y ~crá el mismo 4ue en el caso homogéneo. 

El caso límite donde la viscosidad se vudvc consrnnt..: es regular y la solución 

homog~nca es recuperada. Una pcnurhación regular pu..:dc ser aplicada como sigue: 

su¡mnicndo que la visosida<l ."ic pucdl.! cxpandcr comn 
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J7\1p; +·<F!t;p.,1 ·~· ; :· :.;:'.·;;,2·. 
j ~ dp' +. e j /i

3 
dp' + ... p 

'' p'· ·u p'· 

np (10.27) 

Par.i qúe esta soluc_il~n seu _vúlid~. n:qucrim_os que l~ integf.il 
- ' - 1 ' ' 

J µ p'l "p' (10.28) 
l/ p 

co~vcrja. Esta condich'n es satisfecha si µ P está acotada y es de o.rden uno para toda p. 

Como ejemplo analizaremos el caso particular donde la viscosidad está dada por la 
expn:si6n: 

µ(p)= µu(l+b~) . (I0.29) 

El parámetro b representa la diferencia de viscosidad entre el origen e infinito. La 

sedimentación bajn un cam¡m ccntrffugo4$ produce pcrm~-, de concentración que decaen 
con la distancia. 

Dicha función de viscosidad conduce a la cxpresi6n par.i el campo de velocidad: 

j 1 2 dp' 
p (1+b~)p·3 

np j ( 1 + b ª~J 1 ilp' " ? µpp'J 

- 1 
J µ p'l dp' 

np P P 

1-·-tlp' 
l/ µpp'l 
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FUNCION DE VISCOSIDAD PARA 
DISTINTOS VALORES DE b. 

1.5 2 

--•--b=O 

2.5 3 

p 

3.5 4 4.5 

---o--b=0.5 -·- b=-o.5 j 

(1030) 

5 

Figura 10.4. La figura muestra la función de viscosidad para varios valores 

del parámetro b. 

La viscosidad efectiva del íluido será obtenida en términos de la torca 

necesaria para mantener una rotación estacionaria del cilindro. La torca. por unidad de 
longitud, es una función de la sección del cilindro considernda. El tensor de esfuerzo eslá 

dado por la siguiente expresión 

(I0.31) 
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donde Cn es la ni.isma constante que aparece en la ex.prcsi~~ de la vel~·cidftd •. L.3. to~ca por 

unidad de longitud se convierte en 

I °!KL . 

T • e,T • - f Jrx(g·n}pdzd; 
Lo o 

2n:!J l. -¡;-f 11J.z')dz' 

- e,------
f-¡-dp' 
a /«¡1 pª 

. . 
··i : .·. 

2n:C •· · 
• e, T f 1•J.•')dz' 

o 

(10.32) 

PERFIL DE VELOCIDAD PARA DISTINTOS VALORES DE b. 

1" 
0.9 
0.6 
0.7 

SI 0.6 
~ 0.5 

0.4 
0.3 
0.2 
0.1 

o +--+--+-+-t-t-+--+--+-+-t~t-+--+--+-t-f 
1.5 2 

----b,,,(J 

2.5 3 

pla 

J.5 4 4.5 5 

--O-b-0.5 -·-b---0.51 

Figura 10. . 1gura muestra os pe 1 es e ve oc1 para as unciones de 
viscosidad mostradas en la figura 10.4. La condición de adherencia sobre la 
superficie del cilindro implica que los tres peñiles coinciden con la velocidad del 
cilindro en su superficie (p la= 1 ). El caso en el que b es positiva. resulta en una 
viscosidad que es mayor cerca de la superficie del cilindro y por tanto la velocidad 
debe decaer más lenlamente en la medida que "semeja más a un sólido y debiera 
rotar con mayor velocidad". El cnso en el que b es negaliva, la velocidad debe 
decar más rápidamente como sería de esperarse en el caso opuesto. 

Ln viscosidad efectiva se define en ténninos del cociente entre la torca del caso no 

homogéneo y In del caso homogéneo. La viscosidad efectiva se convierte en 
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. l .. 
1 ·• . T. f¡•,(~').dz 

:l~ . l s¡¡=~-~ 
-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 o 

b 

-=· 

1 
0.1 

_;_ ·~ ... ' . 

1 1 
0.2 0.3· 0.4 0.5 

Águra 10.6. La figura muestra la torca como función del parámetro b. Cuando h =O se 
recuperd el caso homogéneo. Cuando bes positiva, el fluido es más viscoso y por tanto 
debe de esperarse una torca mayor para mantener el movimiento estacionario. Por el 
contrario, cuando bes negativo, la viscosidad es menor al igual que la torca requerida. 

La viscosidad efectiva se ve afectada en dos formas: primero, hay una 
contribución proveniente del hecho de que el flujo es distinto al del caso homogéneo como 

se puede observar en el denominador y, segundo, la viscosidad misma cambia sobre la 

superficie del cilindro. El caso límite cuando la viscosidad se vuelve constante es regular y 

se recupera la solución homogénea para la torca. El límite puede ser evaluado de la misma 

fonna que para el caso de la velocidad·. 

2.dll --J ¡•J..z')dz' 
L ' T • e2 ---"-----

j-'-dp' 
a /lp Pª 

as Jl-J•o· 

Para el c]emplo previamente analii.ado, ta torca csl:\ dada por la expresión 

(10.34) 
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(10.35) 

En el caso en el que la viscosidad es periódica en z, es posible calcular la torca 

requerida integrando sobre un periodo de la viscosidad. Estos resultados son válidos para 

depend~ncias generales de la viscosidad y no hay necesidad de pedir periodicidad a la 

viscosidad. 

Como ejemplo de cómo el campo de velocidad es afectado por una viscosidad 

no constante resolveremos un problema particular. Suponemos que la viscosid.ad es una 
función periódica de la fonna: 

-- - 1 + ecos(2JrRp) ., 
l•p(P) (10.36) 

donde E no es necesariamente pequeilo pero es menor a 1. Si E es pequeño, este término 

puede ser considerado como el primer término en un análisis de Fouñcr. La solución 

exacta analítica está disponible 

r r (2,.p) . r2,.p) r r(2,.p)'.!nn i l 
1 1 jcos¡¡ 21r 510\/I (21< 21 x ni R 1111 
1 ~-• --,-+--- -,-) llagCpl+ }:Hl 1--IJ f 1 

2p- l 2p- R p R .. o 2n(2n)! J 
1 n [ J 1 

~-~1 1 
1 r (2na) . (21ra) { r (2Jra)2n] \ l ¡ 

1 jcº'\/I 21r "
0 \/1 f21< 2 1 ~ 1\T 11 1 

1__,.- E-....--+---- - ,-) llog(a)+ }:(-l)"i---1 J fl l 2a- [ 2a- R a R n-o [ 2n(2n )! J J J 

donde se puede apreciar que en el límite de viscosidad constante (E - O). el campo de 

velocidad se rc~uce al caso homogéneo 

(10.37) 

rcgulannente conforme E - O . 
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PARTÍCULA PUNTUAL EN UN FLUIDO DE VISCOSIDAD .y 
DENSIDAD VARIANTE. 

Un prohlema intcresanle c.s d del t.lcscenso de una partícula csít!rica "puntual" 

dentro de un fluido donde tamo la viscosidatl como la dt!nsidad no son constantes. 

Suponemos que la viscosidad c;imhia pcri6dicamente en la dirección del movimiento de la 

partícula l.'On Ult período l. La densidad c.s tamhién supuesta periódica con período 
difc1cnte /: 

¡1(z) = µ(z + L), V ZE 9l • (11.1) 
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P¡(z) = P¡(z + /), V ze 9t • (11.2) 

La ¡mrtícula tloscknde dehidn a la acción de la grJvedad. La fuerza de 

gravedad menos Ja fucrzu dt: flot.aci6n es el mecanismo para el movirnicnro. La fuel7..a 
actuando sohre la partícula cslá dada p~r la ley de Stokes para una panícula esférica de 

t.amafto finito. Considc!ramos el rJdio" de Ja c,c¡fcra como pequeño comparado con los dos 

periodos 1 y L : 

!!.. << 1 
I 

y 
ti 

<< 1 
l 

es en este sentido que se considcrJ "puntual" la partícula. 

l __ :rr "• --¡ g 

Partícula "punlual": 

" << 1 y << 1 .!!. 
l Densidad y vise<>•idad: 

z 
p¡Cz) = P¡(z + /J. 

¡1(z) = µ(z + l), 

V ze 9t 

V ze 9t 

Figur.1 11.J. Una partícula puntual inmersa en un fluido dcscic!nde. debido a h1 
acción de Ja gr.ivcdac.I. Tanto Ja densidad del tluido como su viscosidad :ron 
funciones pcril'idica.'i. 

La ccunci1'in de movimiento parJ la csícra est.t dada JlClr 

li>raµ(z)U(z) = óm¡: = .'.!.,.a3(p - P¡(zJ]i: 
3 

(11.3) 

(11.4) 

donde p c . .; la dcnsid;id de la partícula, p 1 C.'i Ju densidad del fluido.ges la gravedad y 

hemos supucs1n lJlH! ni la viscosidad ni Ja densidad camhfan sohre Ja superficie de Ja 

partfculu pequeña. En cs1c sentido c.~ 'que c.o.;tamos considerando una partícula puntual. La 

velocidad de dl!....Ct:nso tic fa partícula es cntnncl!.'\ 
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U(z) _ z dz{t) j(z) ·; 
-dt-/!(•)·. 

donde 

J(z) • 
2ª:g [P - PJ(zJj 

Integrando respecto al tiempo obtcnelnos: 

Z dz' 
ª Í U(z') o 

Dcliniendo la velocidad promedio como el límite: 

1 • 1 
2 dz' 

[j • itm zÍ U(z') z-:.rJ o 
y sustituyendo la expresión de la velocidad : 

l 1 ,,. ( ) 1 m-1 li+lll_µ(z) · 
1·1m -f!!.3._dz - I"1m - ~ f -dz -a • m-"' mi o J (z) m-» mi /::-o .il j(z) 

1 1 1 r 1 m-I l 
- -1¡-() [lim- }; ¡dz+U)Jdz. 

oÍ z m-:i::m i-o 
Para evaluar la suma infinita. definimos el conjunto E de ntímeros : 

(ll.5) 

·;.(11:6) 

'(ll.7) 

(ll.8) 

(ll.9) 

E: • {x E[O,LJ / x - z + il - jl; i,j • 0,1,2,_ .tal quex E[O,LJ} !:; [O, LJ , 

(l l.10) 

que es un subconjuto del intervalo [O.LJ y representa los puntos muestreados. Si el 
cociente es irracional. el conjunto de puntos es infinito y muestrea uniformemente el 
intervalo. En este caso. la sumatoria se convierte en una integral directamente. Si el 
cociente es racional, el conjunto de puntos es finito y na· muestrea uniformeniente el 
intervalol.J, 25. 

Debido a que In función está acotada, podemos asegurar que el límite 

1 m-1 
lim - 2: ¡dz + il) 

m-:iom ¡ .. o 
(l l. l 1) 

existe y está acotado ya que 



1 
m-1 · · 

minde¡1(zl" - ¿ ¡t(z+U)" maxde¡l(z) 
m ; .. o 

V menlero , (11.12) 

Dependiendo del cociente de los dos períodos. el límite tendrá valores 
diferentes. El cocienlc puede ser un número racional o irracional: 

I 
lJ si Les ua.ruímer.o racional y E tiene un número finito de.elcmcn~s 

y el conjunto no mucslrea uniformemente el intervalo. La velocidad temlinal puede 
escñbirse en ténninos de la integral: 

1 1 1 1 r 1 m-I l 
=u• -1J-1 ( l [ lim - 2: ¡1 {z + U)jdz, 

o z m-~m ¡ .. o 

donde M =ni= mL, con n y m enteros. 

I 
ii) si L es un número irracional y E tiene un nOmero üifinito de elementos 

y muestrea unifonncmentc el intervalo; el límite es entonces (Bohr, H •• 1951) 

1 
m-1 

üm- ¿ 11(z+U) 
m-~m ; .. o 

que da la velocidad promedio: 

- ,, 
u - 7 

Donde] está definido: 

l 1 I 1 

J • i {1cz/'· 

1 L 
T. Jµ (z)dz • ¡1 , 

o 

Como ilustración, consideremos el ejemplo donde: 

µ(z) >: 110 + Acos('.br:z 1 L) , 

1 9 1 + Bcos(2J<zl/) 

j(z) • 2a2g p - P111 

(11.13) 

(11.14) 

(11.15) 

(ILl6)' 
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La expresión para la velocidad se convierte en : 

1 1 1 r l m-I l 
ÍJ • -1J-(-) l lim - }: ¡i(z+il)jdz • 

0
/ z m-:10m, 1_ 0 . . 

1 • ~ J l +·Bcos(2;r; :z//) 
f. 1· m-1 . ., :.]:·., .. . ' 

ll<o+ lim-}: Acos(2;r;(z+i/)IL)jdz -. 
2trgl o P - PJO m-=m i-0 ·, 

-4º-- + 
2a-gt.p 

1 D 1 f m-I l 
+ !.¡ l + cos(2n:zl) l lim ..!._ }: Acos(2n:(z+i/)/ l)j dz. 

/ 0 Ap m-oom i•O 
(l l.17) 

El tém1ino de la derecha es cero si el cocie1~le / / L es irracional ya que la 
sumatoria se convierte en la integral. Si el cociente es racional. el ténnino de In derecha 

puede ser diferente de cero: por ejemplo, si l =L. el término de la derecha es igual a 

Bco~110: 

l_.~ + AB 
u 2a-gl!.p 2óp 

• Las siguientes dos figuras ilustran las gráficas para c~sos donde el 
cociente es racional e irracional. 

l/L racional 

º·ª T .,..... .r•. .r.. ._r ... 
o• 6 t.: 'loL-··. : ......... • • ... L~·.. O r,,J''· 

~ 0.4 f.: ·...... "r.,,,· ·..... • ...... 

0.2 

o 1 1 1 

o 5 1 o 15 20 25 

o!"• ..... ., .. 

30 

(l 1.18) 

Figura 11.2. La velocidad de la partícula sigue un movimiento periódico cuando 
el cociente de los dos períodos es racional. 
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Cuando el cocienle es racional. el movimiento de la partícula es periódico. Sin 
embargo, las variaciones en la viscosidad y en la densidad interfieren mutuamente, por lo 
que la viscosidad y densidad efectivas son interdcpcndientes. 

Cuando el cociente es irracional. el movimiento no es periódico. Sin embargo. las 
variaciones de la densidad y la viscosidad no interfieren. 

l/L es trrac1onal 

o 10 20 30 

z 

Figura 11.3. La velocidad de la partícula sigue un movimiento irregular no 
peñódico cuando el cociente de los períodos es irracional. 

El ejemplo analizado aquí supone que tanto la viscosidad como la densidad varian 

en fonna continua y que la ley de Stokes puede ser aplicada en todo momento. Si el 
sistema por el que atraviesa la esfera fuera una suspensión neutralmente sus~ndida de 
partículas, el tamaño de la esfera debe ser lo suficientemente grande comparada con el 

tamai\o de las partículas como para considerar a la suspensión como un continuo. Si la 
esfera fuera de un tamaño comparable. su t~yectoña se vería modificada por colisiones con 
las partículas suspendidas y el movimiento de la esfera no sería descñto aprópiadamente 
por la ecuación ( 11.4). Si la esfera se descendiera en un fluido estratificado. su tamaño 
debe ser. pequeño comparado con la altura de las capas de los distintos fluidos 
componentes. De otra forma .• la esfera opbservaría diferentes viscosidades sobre su 
superficie y la fuerza neta tendría que ser evaluada. El movimiento de la esfera puede 

modificar la estructura del sistema, ya sea la concentración y orientación local de las 
partículas cercanas o destruyendo la inteñace entre los distintos fluidos del un sistema 
estratificado. 
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DISCUSIÓN 
El análisis aquí prcsc.ntado tiene puncns en su construcción que necesitan ser 

discutidos pam entender su alcance y lirnitacium::s. Primcmmcntc. el esquema se desarrolla 

bajo ha hipótesis de estado estacionario. Consccuc.ntcmcntc. sólo se estudian los casos 

donde el ílujo se ha dcsarroll:.ufo complctmm:ntc, esto es, no es posihlc predecir si una 

cierta distl'ihución de viscosidad evolucionará en el tiempo. No es posible predc'cir los 

procesos de migrJchln, por lo que no p0<..lcm11s calcular el ~ampo de velocidades final dada 

cierta condición inicial. Sin cmhargo, al analizar funciones arhilrarias de la viscosidad y 
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obtener los campos de velocidad y presión. fuerzas. torca.e; y gastos en términos de esta 

función arhitartia de la viscosidad, podemos revertir el pmhlt:ma. Conociendo el perfil de 

velocidad, podemos calcular la función c.h! viscosidad que condujo u dicho pcrm de 

velocidad. Si se ohservan camhios en el flujo total o gasto, es posible relacionarlos con 

inhómogcncidadcs de la viscosidad. Aun cuando no podemos descrihir el proceso que 

llevó a un sistema a su estado no homogéneo estacionario, sí podemos dc.ctcribir dicho 

estado en detalle. 

La ccuacilln de conseracMn de partículas llevó a la conclusión de que la 

viscosidad es constante a lo largo de las líneas de flujo. El amilisiio utilizando una 

suspensión de esft!ras neutralmcnte susrcndkla.'ii permitió identificar camhios en la función 

viscosidad con camhios en Ja conccntrJción tic partículas. Si la.I\ partículas siguen las líneas 

de flujo. no hahr.t cambios en la conccn1rnchln y consecucntcmenle no hahrá cambios en la 

viscosidad. Tal situación se presenta cuando no hay fuerza externa alguna que ohlisuc a las 

partículas a cambiar de línea de tlujn y simplemente son "arrastradas" con la misma 

velocidad que el fluido. Dicho resultado es consecuencia de ignorar Ja interacción 

hidrodinámica entre partículas u con las p;,ircdes. La introducci6n de interacciones 

hidrodinámica.!\. especialmente con 1as paredes. puede introducir el mecanismo por el cual 

las partículas rueden catnhiar de línea de corriente y por tanto estudiur el proceso de 

migrnción desde un punto de vista dinámico. fk esta manerJ. sería posihle predecir si el 

flujo de una suspensión pre.1.;cntará un fc11(11ncno de migración y calcular ~l estado final 

estacion:irio. 

0

El análisis pcrturh•1tivo mostnl que las soluciones no presentan singularidades 

para rccup!rar et caso homg~nt!o ya que dependen dit't!Ctamcntc de. la viscosidad y si éstu es 

una funchín hien portada. la snlucil'in tamhién In será. Esto tamhién indica que las 
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soluciones son estables ant~ cambios rcqucños en la viscosidad,· al menos en la misma 

mancr.i. que los flujos ncwlonfanos lo sean. 

En cada llujo prcscnlado se calcularon el campo de velocidades, tas torcas o 

fuerzas necesarias par.1 mantener el estado c.~tacionario ns( como el gasto en términos de la 

funciones arbitrarias de viscosidad. En algunos casos fuimos un paso adelante 

sustituyendo func.iones de viscosidad c."'pcciales que representaran alguna situación que 

pudiera ser ohservada. Se compar.iron los re.c;uhados ncwtonianos c1ásicos y los obtenidos 

al permitir a la viscosidad scr una funcilln de la posición. Se ohscrvarnn los cambios en 

los pcrli1cs di: velocidad evidcnciandu las tlifcrcncia."'. Fue posihle calcular las viscosidades 

efectivas para todns estos casos indicando que los valores mt:didllS de la viscosidad pueden 

dcpender no sólo del sistema en consiOOr.ich\n sino también dt!. la gcometr(a dd Oujo al que 

se sometieron. Estn t:s, d mismo fluido puede ofrecer dos valores distintos de viscosidad 

si se somete a diferentes procesos. Es importante notar que los camhios en ta viscosidad 

pudh::ran ser pequeños <lepcndícndn dd sislcma y de los· llujns bajo consideración. Para 

determinar si d camhio sería dctectahlc en un laboratorio, necesitan cfüctuarse cálculos 

específicos. 

Por otro lado, para que estos camhios sean dctcctahles, el sistema fluido bajo 

considcrm.:i6n dche du ser tal que permita cambios en su c.o;tructura, como seda el caso de 

una suspensión de part(cula.'i. Otros sislema.'i, como los lluidos poliméricmo serían un buen 

cjl!mph1. De hecho, muchos lluidns poliméricus son sistemas compuestos en et sentido de 

que contienen una <listrihuci(1n de pesos mtllccula.rcs ahicrta, esto es. las cadenas son de 

varios tamafü1s. En pa11icular, la l'ahricaci(in de lilamcntns, donde el sistema potimi;!rico es 

extruidu a trnvés de pequeños tuhus circulares. aprovecha este tipo de fünómcnos para 

producir estructuras concéntricas, nl'n .. -cicndt1 pmpiedade.'i diforenlcs en el centro y en la 

supcrticil.! del tilamcntn. 
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LA HIPOTESIS DEL CONTINUO. 
La.~ ccuacionc.'i de movimiento de la dinámica de fluidos tienen su fundamento en 

los principios básicos de conscrvacitín di: masa, momento y energía. En la derivación de 

las ecuaciones cmrc..c;;pondicntcs tcncmos que hacer una suposición importante; la hipótesis 

del continuoCi que permite utilizar ecuaciones difcrcncialc.o; continuas para describir la 

dinámica del fluido. Vamos a discutir ideas atrás de esta hipótesis ya que nos ayudarán a 

derivar las ecuaciones constitutivas a trJvés de este trJ.hajo. 

Todos los materiales están formados por átomos y molécula.e;; que van de unos 

cuantos angstroms (átomo de hidnlgcnn) a cientos de angstroms (molécula.i; orgánicas. 

polímeros). Esta es una dcsripción atómic.:a. Los virus de plantas son aún mayores y las 

cenizas de tabaco son de una.<t décimas de micrón en longitud. La arnna st.: encuentra entre 

0.1y0.01 cm. Una grano de arena verá :11 agua como un continuo en su escala de longitud. 

Esta escala scr.1 considerada aquí corno microscópica. La hipótesis del continuo requiere 

que las dimensiones del tlujo sean mucho mayores que las de sus constituyentes. Esto 

asegurará qui..: l!l lluido puede· ser descrito como continuo independientemente de su 

cornposicüln discreta. Este es el paso principal que conecta la descripción microsl~ópica 

(considcrando pcqucñas partículas o constituyentes principales) y la descripción 

macroscópica continua. 

Esta hipótesis no establece Cllmo se dchc establecer esta conccción o cuáles son 

los efectos de la geometría de las partículas microscópicas sobre la descripción 

m:icroscópica. Esto es modelado por una ccuach\n constitutiva que dchc contener la 

información microscópica (tamaño y rorma de partícula. su interacción con el fluido 

circunvecino. etc.) generalmente en lérminos de parámetros macroscópicos como la 

viscosida
0

d. En resumen. la descripchín macroscl'pica dchc de incluir la descripción 

micmsc6pica relevante. En el capítulo 3 se anali7.ar.i esto con mayor dctalk. 
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PRINCIPIOS DE CONSERVACION. 
Los pdncipios básicos de conservación pueden ser aplicados para derivar las 

ecuaciones de conservación de masa. momento y cncrgfa:l. 24. '.12, Considcram~s aquí sólo 

flujos isott!rmicos donde Ja ecuación de energía esta dc."a~oplada de las ecuaciones de 

momento y contínuidud. Lucgo entonces. consideraremos como variables macroscópicus a 

los campos de velocidad y presión (4 varíahh!s satisfacicndo las 4 ecuaciones de momento 

y continuidad). La densidad st!r.I considcruda como constante. Una derivaci6n completa, 

incluyendo la ecuación de encrgfa, puede ser encontrJda en los libros de 111.'i referencias 

ante." mencionada.~. Tomaremos como inicio hls ccuacioncs de conservación de masa y 

momcnto24 que put!dcn ser escritas como: 

Dp = -p V·u 
DI 

pºº=V·P+pF. 
Dt -

(A.1) 

(A.2) 

donde u es el campo dt! veloddud. p es la densidad, F es la fuerza exll!ma por unidad de 

ma.'iD y !: t!..'i el tensor de t!..'iful!rzo dudo por 

!: = - !P + ! • (A.3) 

y ;; es la purtc viscosa del lensor dl! csíuerzo y cuya expresión debe ser dada por una 

ecuación con."tilutiva. 

Pam un tluido de densidad con."itante pueck!n ser reducidas a 

V·u = o. (A.4) 

Pºº=V·P +pF 
Dt -

(A.5) 
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LA ECUACION CONSTITUTIVA NEWTONIANA. 
Las ecuaciones constitutivas son, desde el punto de vista matcmútico, necesarias 

par.i obtener un problema cerrado, esto es, el mismo número de ecuaciones que de 

variables. Desde el punto de vista físico, Ja relación entre el tensor de esfuerzos y el tensor 

de deformación tiene un significado muy cspccial. La termodinámica indica que el tensor 

de esfuerzos c.lchc de ser función de la deformación y de las variables tcnnodinámicas 

pre.-.ión y tcmpcr.itur.i (no se consit.h!ran reacciones químicas). El tensor de esfuerzos debe 

de ser simi!trico (tcnnodinámica). 

La ecuación constitutiva ncwtoniana es la ecuación mús sencilla que toma en 

cuenta efectos viscosos. Esta ccuacilln cstú dada por una relación lincul entre los tenson!S 

de esfuerzo y dcformachln. La rclaci6n lineal más general tiene 81 cocticicntes. Los 

tluidos ncwtonianos se suponen homogéneos e isótropos. La condición de isotmpía reduce 

el número de coeficientes indcpemlicnh.!s a 2. Hay st'ilo dos tensores de segundo orden 

simétricos independientes y por eso st'ilo dos coeficientes indep1.mdicntes. Estos 

coeficientes son denotados viscosidades dinámica y volumétrica. La hipótesis de 

homogeneh..lad implica que c....;;tos coclicicntc.s no dependen de la posición, i. c .• no cambian 

dentro y a h, largo del lluidu. Con estas hipt'itl!sis, los coeficientes sólo pucdcn depender de 

Jos invariantes del tensor de dcformacil';n y de variahlcs termodinámicas como Ja 

tcmpcr.uura y In pn:.sil'in. No consideraremos aquí variaciones dchidas a la presión o a la 

temperatura. La condición de incom¡uesihilidad reducirá el número de coeficientes 

indcpcndicnh!s en las ecuaciones de movimiento. Los términos qui! involucran a la 

viscosid:ul volumétrica se cancelan en la ccuacMn aún cuando la viscosidad volumétrica sea 

distinta de cero. En resumen, el lluidn ncwtoniano incomprcsihle está camclerizado por un 

par.1mctro de viscosidad. La ccuacitln constitutiva newtoniana C."itá dada ¡mr: 
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. (A.6) 

donde µo es la viscosidad que es con~tantc en lodo el fluido. 

Las correspondiente.~ ecuacicmc.ot de Navier-Slokcs. estucionaria.(j, de ndmero de 

Reynolds cero par-J un fluido incompresible son: 

V·u = 11 (A.7) 

(A.8) 

que deben de ser resucltus hajo Ja.e,; cnmJicioncs de frontera pertincnlc.._. En Ja siguiente 

sección ('U\!scnturemos la solucMn de prohlcma.-; hidrodimimicos clásicos que serán Ja base 

de comparación con los resulli.ldos de ílu_ios no homogcnéneos y no isótropos. 
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INTRODUCCION. 

En esta scccilln prcscntarcmos los resultados newtonianos de problemas 

hidrodinámicos cl:ísicos que se usomin parJ comparar con los resultados no homogéneos y 

no isótropns que serán analb.ados en los capítulos 2 y 3. Eslas soluciones pueden ser 

cncontmdas en numerosos libros de din:l.mica de llui<los r., 11• 24, 31, :\2. 

?ar.i lluidos no IHltnogéncos, la viscosidad es considcrJtla como una función de 

la posición y cncontrar-emos el prnhlcma de dt!finir una vi.o;cno;idad efectiva asociada con el 

procc..'\o din~mico. La ful!rt.a ,, h1n.·a rcqucrida par'J. mantener et tlu.io en amhos casos será la 
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clave para detcnninar la viscosidud efccriva. Oen~rJ.lmc:nrc ta fuerza o torca son linealmente 

d!!pcndienrns de la viscosidad pa.ra fluidos ncwloniunos: para los casos no homogéneos 

supondremos que 1a fuerza o torca siguen siendo linl!a1mcnte dependiente.i; d~ Ja viscosidad 

y su cociente definirá la viscosidad efoctivn. E1 mi."mo rrocedimicnto será aplicado a Jos 

fluidos anisótropos. 

Presentaremos la.s soluciones de flujo entre placas paralelas donde Jas fuer?.as 

motrices son gradicntc.1t constantes de pn;si6n y un movimiento relativo entre las dos 

placas, el tlujo dt!ntro de un tubo cir-cutar producido por un gr-<ldicnte constante de presión, 

prohlcmas de fuente y sumjdcro. la rotación de un cilindro circular infinito y de una csfem 

inmc.rsa en un fluido infinito. 

FLUJO ENTRE PLACAS PARALELAS. 

Un fluido newtoniano incompre.'iihle t!.'ilá localizado en el espacio entre dos placas 

par.delas sc.priradas: una distancia h. La pfaca superior.~ mueve con velocidad constante U 

respecto de la (llaca inferior en la dirección x+. Adicionalmcnie, hay un g:r.idiente constante 

de presión aplicado () ¡1/rJ .r: conlribuycndo al movimicnlO del fluido. La geometría se 

muestr.i en la figura B. l. 

Debido a la simetría del problema, el Oujo es unidimensi.onal con sólo la 

compPnentex de la vclocidud diCcrente de cero: 

"x = 11,(y) • 

"y = (1 

"z = O 

(B.l) 

(B.2) 

(B.3) 

La ecuación de conrinuidud es S<Jtisfücha icJ.Snticamente. Las compoPcntcs y y z: 

de Ja.¡¡ ecuacionl!." de muvirnil!nto son i~lt!vante.co y la componente x se convicrtC en: 
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donde la viscosidad µ es constante en todo cf nuidó:. ESlll cC'ua'ción Se rcsOIVCrii h.ijo las 

siguientes condiciones de frontera : 

"x ·= U. at y = H. 

"x = o. "' y = o ; 
que condui..."en a la solucilín ncwtoniana para el campo de velocidad : 

y 

h 

-~p 
l 

u ----

Figura B. 1. Flujo entre placas paralelas separadas una dislancla h. La placa superior se 
mueve con velocidad U respecto de la inferior. Un gradiente de presión constante se aplica a 
lo largo de la dirección x. 

,, = u (L) _ H 2 
a P [(L) _ (L)2

] ; 
x H 2Jl rJx H H 

(B.5) 

(B.6) 

X 

(B.7) 

donde las dos contribuciones de las diferentes fucr.1.as motrices están claramente separadas 

dl!hido a la linealidad del pmhlema. El ga._i¡¡to Q pam. placas de ancho W C."i : 

Q = }_WHU - WH~iJp 
2 12JI iJx 

(B.8) 



Re.r11/taclo.r Newtonianos 117 

FLUJO EN UN TUBO CIRCULAR. 

Un fluido ncwtoniano tluye dentro un lUho circular infinito de radio R debido a 

un gr.idicnlt! constante du pre.."ión externo iJ p/() z actuando en Ja dirección del eje del tubo. 

El eje z se toma a lo largo del eje de simctria del tuho como se observa en la figura B.2. 

t 
u= e,<P> 

2R 

* --2.J.1 
l 

Figura B.2. -Flujo debido a gradianla da presión constante dentro da un lubo 
circular da radio R. El gradiente actúa a lo largo del ejo z. 

... 
z 

Dehido a Ja simetrfa del prohlema. postulamos una soluci6n en coordenadas 

cilfndricas de la fonna : 

"z = 11,(p) (B.9) 

llp =o (B.IO) 

119 =o (B.11) 

La ecuación de continuid:.1d es idénticamente satisfecha y la componente z de Ja 

ccuaci6n de movimicnto se conviene en 

iJp 1 ,¡ ( c/11.) - = µ--p~ 
dl p dp dp 

(B.12) 

que dt:be ser resuelta sujetu a las siguientes condiciones de frontem : 

"z =O. t11 p=R. (B.13) 

llz finito en p =O. (B.14) 
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La solución newtoniana está d.ida por el cum¡m de velocidad 

"z = - a JI !i:..[1 -(!!..)2] 
iJz 4µ R ' (B.15) 

y el gasto está dado ror 

(8.16) 

que es el resultado famoso de Hagcn-Poiseuillc (0. Hagen 1839; J. L. Poiscuille 

1840,1841). 

FUENTE Y SUMIDERO. 

Una fuente sencilla es un ('IUnto tfo donde un fluido sale y fluye unifonnemenle en 

todas direcciones (ver figura B.3) El llujo total sohrc cualquier superficie cerrada que 

incluya a la fucnre es llamado la fucrl'.a Q de la fuente. Las fuentes de fuc17.a Q negativa son 

llamadas :mmidcros. El campo de velocidades es dclcmlinado por la condición cinemática 

de incompre..o;ibilidad y Ja simctria nu.Jial. 

a~ 
~/ 
::¿'\ 

Figura B.3 Una fuente es un punto de donde el !luido sale y fluye uniformemente 
en todas direcciont!S. El tlujo total a tnivés de una superficie ct:rrada que contiene a la 
fuente es llamada ia fuer.ta dt.: la fuente. Fucnlcs <le fucr1.a Q negativa son llamndos 
sumid.eros. 

Colncam.Jo el origen <le un sislc, 11u <le cmm.lcm.1das esféricas en la posición de la 

fuente. el campo <le velocidades lienc !ilílo hi componenlc r.u.lial y es isólropo : 



l ... ,,,,,,. ,;;,;,,,,;;"~ ... 
' u(r) = e~11,(r). ' ' '(8.17) ' 1· ' 

Debido a que. el fluido e..'i incomf,resiblc.. el ílujt a tr..ivés de cualquier superficie 

cerrada es el mismo. Esta condición es suficiente para dc+minar la dependencia funcional 

de la velocidad. Tomando esferas concéntrica.'i con su crntro localizado en el origen. la 

condición de flujo total constante St! traduce en que la vcJobidad debe decrecer en Ja misma 
. 1 

proporción en la que la superficie de la csfcr.i aumenta. El !lujo total sohrc cualquier esfera 

es proporcional a Ja superficie de la esfera y a Ja vclocidlud del íluido evaluado sobre la 
1 

superficie de la csfora (que es constunte sohru toda fo. supcrrcic dchido a la simetría radial). 

La supcrlicfo de la esfera aumenta como r 2 y por In tant , el campo de velocidad debe 

disminuir como I/ r 2 para mantener el llujo cnnstunlc. La lrcndcncia funcional puede ser 

también f:tcilmcntc ohtcnida re..'iolvicndo Ja ccuacMn de cont~uh.Jad 
V·u = Qó(r). (8.18) 

donde la fUentc se Jocaliw en el origen del sistema de coor ena.'ii esféricas. La ecuación se 

puede n!eSCirhir como 

1 a ( 2 ) - Q ó(r) 
;J°arru, -4n7 

Una inrcgr.ación dirt!Cla da el campo de velocidad 

11,(r) = ~ . 
4irr 

(8.19) 

(B.20) 

que es indcpenditmte de la viscosidad. La prc.'iión es del .rminada por Ja ecuación de 

momento. Dehido a Ja simetría del problema. cs posihl• considcr.i.r las ecuaciones 

C.!iilacionaria.'ii completas de Navicr Stokcs: 

p ¡u· Vu = - Vp + µllµr V2 u . (B.21) 

La sustitucic.ín de la suposición de velocidad rJdial ca duce a la ccuacitin 

clttr clp 
P¡"r-;¡;= c/r (B.22) 
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y usando el campo. de velo~idadc!s ~iiterionnente derivado, la ecuación se convierte en 

. dp Q2 
. dr. =·.Pf g,.. ,..~. (B.23) 

que pucdc_ser in,tcgmda· direCmmCntc par.a obtener el campo de presión 

(B.24) 

CILINDRO CIRCULAR INFINITO ROTANDO CON 

VELOCIDAD ANGULAR CONSTANTE. 

Un cilindro circular infinito de mdio R. inmcr.m en un fluido ncwtoniano infinito, 

está rotando con vcJockl.id angular Q const:mtc u lo largo dc su eje de simetría. El eje z de 

un sislcmu de coordenadas cilíndricas se toma a lo largo del eje de .simetría del cilindro 

como se mucstrn en Ja figura B.4. 

Para el caso de un cilindro circular infinito. podemos .suponer que sólo hay una 

componente no ccm del campo <le vclocid•ul 

u= e~ u~(p.z); (B.25) 

que satisface Ja ecuación de momento 

[ 
2 "<i J + aµ[ª"<i _.!!1..]+ aµ au~ = 0 µ(p,z) V "<i - P2 ap rJp p éJz az • (B.26) 

y lao;; condicione.'> dc fmnlcrJ 

""' =na en p = (/. 'tlz ; 

"ti' ~ O amcditfaquc p-+ oo, 'V: . (B.27) 
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La presión es constante en lodo el fluido como rcquiC~C. I~ ~~~3ción. ·de·. 

, :·~o~imicnÚl., ·El camPo de velocidad está dado por la expre.c¡i6n 

nu2 
ll~(p) = p 

y la torca requerida parJ mantener el movimiento es 

T = e,4irµ 0" 2n 
z 

c;omomci.5 
intinitn 

1 

1-

. 2R 

Velocidt1d 
Q "ngulllr 

con.rttmte 

(B.28) 

(B.29) 

p 

Fig.urJ B.4. Cilindm circular inlinito di! radio R rcitandn con velocidad angular n 
constante en un lluido ncwtoniano inlinilo. Debido a la simetría de la~ condiciones de 
fmnlCm. st'!o hay una compuncnh~ <ld camJlO tic velocidad. 
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ROTACION DE UNA ESFERA. 

Una esfera de radio R inmersa en un fluido infinito está rotando con velocidad 

angular O: constante. El fluido se encuentra en reposo en infinito. un sistema de 

coordcm1das cilíndricas se cnlnca con su origen coincidiendo con el centro de la esfera y el 

eje z se escoge paralelo a la direcci6n de la velocidad angular. La geometría se muestra en 

la figura B.5. 

eje z 
Velocit/(I(/ 
angula#' 
cl1nstante 

(_Eje ele .<imetrft1 

Figur.i B.5. Una t!.'ifcrJ de r.uJio R está rotando con velocidad angular 
constante. El eje z de un si!'ltcma de coortlenada.s cilíndñcas es colocado 
par.delo a Ja velocidad angular y su origen en el centm W la esfera. 

Debido a la sirnelrl:l del problema, s61o la componen le t/J del campo de velocidad 

es diferente de <."Cm : 

(B.30) 

La ecuación de movimicnln dch!.! ser 1l!suclta hajo las siguicnh!S condiciones de frontera: 

u= ñxr = flé,:xr = é~ nrsin8 en r=a. (B.31) 
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iul -+ 11 a medida que r -+ º''. (B.32) 

p -> · P- ~mc.didaque r--) oo. (B.33) 

La ccuaci6n de conlinuitlad es idénlicumentc salisfccha y Ja ecuación de momento 

se convierte en 

V • - ( [ 2 u; ] . P = e9JIOJlr r) V u~ - ~ = 
r sm 8 

(B.34) 

que comluce a la conclusión de que Ja prc.dón t:s constante en todo et fluido y la 

componente ' puetre ser escrita t.•nmo 

l ~(r2i1";) + l ..2._(•in8iJ119)- "9 
?ar iJr risin28 ao iJ8 r2sín 28 

11. (B.35) 

y la torca n:qut!rida ram mantener el movimiento es 

T= =e,8rrR3µa. (B.36) 
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IFJL UJIIJ])CQ) 
Tlli&N~W~~~AJLIMI~NT~ 

II~©1rIR CQ)JPCQ) )])JE ITDCQ)~ 
CC@N~TANTIE~C) 

Materiales transwrsalmcntc isótropus están carnctt:rizados por tener un eje dt! 

simetría t. 27, 35, J<., 44. Un material en capas es un hucn ejemplo de material 

ll"'Jnsvcrsalmcntc isótropo de dt1s constantes. Hay una din.~ción especial en el espacio que 

es diforenlc u las otras dos dirGCcioncs imfopcndicnh!S. Esta propiedad es independiente de 

las fmntcrus del sistema. El ll!nsor de csfm:rl'.O c..lchc satisfacer las siguientes relaciones de 

simclrfa 
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i) µ¡¡t/= µ;¡tk. 

ii) µljk/ = µ¡ik/• 

iii) µ¡¡kJ = µklij . (C.l) 

La relación lineal más general involucra un tensor de cuarto orden. La ecuación 

constitutiva para mateñales transversalmente is6tropos puede derivarse como sigue. Un 

'iens.or' transversalmente is61ropo de cuarto orden puede ser construido utilizando deltas de 

Kronecker y productos del vector unitaro en la dirección especial ñ e C3. Existen diez 

tensores que pueden formarse en total. pero s6lo 5 satisfaciendo las simetrías requeñdas en 

Cl: 

TJt1 S;¡ Ski 

TJtt S;t li¡¡ + S¡¡ S¡t • 

TUtt = S;¡ Dt3 ¡;B + 8;3 8¡3 St¡ 

~-~~~+~~~+~~~+~~~ 
Tíjkl = Sil 8¡3 St3 8¡3 . (C.2) 

El tensor transversalmente haítro('IO más generJl tic cuarto orden satisfaciendo lns 

simetrías es 
~ 

T = L Ca!ª· (C.3) 
11'=1 

donde ca son coolicfontcs constantes arhitrarios. El ter.sor de c:.~fuerws viscoso asociado a 

este matcñal tr •. m.~versalmcnte isl'tmrn c.~ 

! = ! : [vu + (Vu¡+] = f, ca!ª: [vu + (Vu¡+] 
- R=l -

=2ci!;!(V•u) + 2c2 [vu +(Vu¡+J +2c3[!;!03u3 + ññ(V•uJ] + 

+ 4c4 sim[ ño3u + ñV113 ) + 2 c 5 ññ º3"3·. (C.4) 

En geneml. el tluido trJnsvcrsalmente is6tropo tiene 5 constantes. Las constantes 

c 1 y c2 están relacionadas cun un fluid u ist,tropo. c 1 está relacionada con la viscosidad en 
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fenómenos de compresión y c2 en fenómenos de esfuerzo cortante. Las otras tres 

constantes son asociadas a la no isotropfa del fluido. 

El fluido transversalmente isótropo de dos 
constantes. 

Los fluidos estratificados están caracterizados por tener reacciones diferentes 

dependiendo de la dirección del esfuerzo: dichas reacciones están caracterizadas por 

viscosidades diferentes. La característica principal de dichos fluidos es la de tener un eje de 

simetría. Los componentes del tensor de esfuerzos son invariantes bajo rotaciones 

alrededor de su eje de simCtrfa. 

Definiremos un fluido transversalmente isótropo de dos constantes como una 

generalización del fluido estratificado; esto es, como un fluido con el mismo tensor de 

viscosidad pero completamente homogéneo (sin capas). El vector unitario en la dirección 

del eje de simetría del fluido se toma como ñ ... C3 . El tensor de viscosidad está dado por 

la ecuación constitutiva 

(C.5) 

donde ~ es el tensor unitaño isótropo de cuarto orden y ~ es un tensor unitario de cuarto 

orden transversalmente isótropo; 11. u y µ .L son las vis~osidades paralela y perpendicular 

respectivamente, que se suponen constantes. Las componentes cartesianas del tensor de 

viscosidad son 

l•;jkl • 1'11 U;jkl + (µJ. - 1111 )li;¡u 

(C.6) 

donde 

(C.7) 
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H;Jkl • ~(c5¡3c513c5Jk + c5;3c5kJc5j1 + c5pc513c5;k + 

+ c5j3c5k3{jil - 4c5,:ic5]3c5k3{j13) (C.8) 

y I' • I' 11 y AJl • I' J. - lli\ . En ténninos de las constantes establecidas en la primera 

sección, el tensor de esfuerzos es: 

1: • c2(:r2-~:r1\) + c4(:r4-4'Is\) - µ(:r2-~'I1\J + /J.¡1 (:r4-41'.5\J. (C.9) = = 3:¡¡ = = = 3;: 2 = = 

·El problema de eigenvalores para el fluido transversalmente 

isótropo. 

Siguiendo el procediminto establecido en el capitulo 2, la ecuación que satisface la 

función de corriente requiere et conocimento de los eigenvalores del tensor de viscosidad. 

El conjunto de ecuaciones asociado con el problema de cigenvalores para el fluido 

transversalmente isótropo es 

¡t¡¡kfD¡'t_ • 'Aª D¡'j , i,j - 1,2,3 (C.10) 

donde l'iild está dado por la expresión C.6. Explícitamente, el conjunto de ecuaciones es 

µ D"11 

(µ +/J.¡1)D"13 

(¡• +/J.¡1)D"23 

para a= 1 ..... 6. 

LoS eigenvalores están dados por la solución de la ecuación característica : 

- 'Aª o,,. 
- Aª Dzz, 
- 'Aª D.n. 
- Aª D12. 

•'Aª D13, 

-'Aª%: 

(C.11) 
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µ-J..: ,11 11 () ···º o 
o µ-:J... '() () o () 

" o () Íl-J... () () 

' 1 
del 

() o µ-J... (1 o - o; (C.12) 
() 

() o () () (µ +óµ)-J.... () ' 

o o o () o (µ +óµ)-J... 

que conduce a una ecuación algchmica uivial 

(C.13) 

La soluchín de la ccuacMn carJctcñstica da C!I siguiente conjunto de cigenvillores 

J...3 = J...4 = µ. 
JI + óµ; (C.14) 

donde podemos ver que sólo hay dos dgcnvalores distintos de cero como se cspcr.iha. Los 

correspondientes cigcnvectmus :mn 

(i, () º) (° () 11) (11 o º) DI= o o . 02= 11 1 o . oJ= () o o . 
11 o o o o o o () 1 

(" 
1 

º) (" () 1) 
!?6= ~r~ 

() (l !?4= ~ 1 11 11.!?~=~0 o o • (1 (C.15) 
o o o 1 o o () () 

El tensor di! viscosidad pucdl.! ser escrito en la fonna 

Las ecuaciones de movimiento. 

Los operadores asociados con esta descomposición son dados por la expresión 

gene mi 

(C.17) 

se convierten en 



. : a2 ': a2 ·.··. 
E¡2- ---· Ef = - axay.. axay 

· 2 -t · a2 
Es=---,.;:-

.• ... ; .v2 a za y-
~u~ .c~~~m .. ~ a I~ ecuación que s~~sfüc..-e Ja función de conicnte 

6 
O = !,4 ª E~ E~ I/' = 

a=I 

6 

!,µ E~E~ I/' + i\µ[EgEg + EJEJ] I/' = 
a=l 

[ 
a2 a2 1 ( a2 a2 ) =µ 2---- +- --. . ax2 iJy2 2 iJx2 ¡¡;: 

= µ v2í(~ + ~) "'] + 11µ ~ (~ + ~) "' l' iJx ay iJz ax iJy 

= µ V2 V --:;-z I/' +&µ-:;:'E V--::;--:! I/' [( 
2 a2 ) ] a2 ( 2 a2 ) 

ª• az iJz . 

(C.tB) 

(C.19) 

Esrn ecm1ción puede ser derivada de fonna alternativa para confinnar resultados. 

La ecuación de movimil!nro t:n coordenadas ca~~iana.~ t!S 
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tomando el romcional se convierte en 

. ' 

= ª" (µ a;iJ;(8pm8n3 - 8p38,,.n) ª'""' +aµ a1a3 (8p,,.8n3 - 8p38,,;,;)a,,;'.i¡i); cc.2o 
donde usamos la identidad 

(C.22) 

re:trn!glamlo lénninos la ecuación se pucdc escribir como 

o=µéJ,a;(a3aP"' -81,3a,,.a,,,1p) + aµa3a3(a3a""' -81,3a111 a111 1p). cc.23¡ 

multiplicando por 8 113 

(C.24) 

que es exactamente la misma ecuación que la ohtt!nida en el método general. Usando 

coonlt!nadas cilíndricas. la ecuación se puede escribir como 

µ V -- p- I/' + !!.µ - -- p- I/' = 2[ 1 a ( a ) ] a
2 

[ 1 a ( a ) ) 
P éJp ap a,2 péJp éJp 

= [µ.!...i!....(p..i!....) + (¡1+t.µ)~][l..i!....(p..i!....)"'] p éJp r)p éJz P éJp éJp ' (C.25) 

y si definimos la nueva variahlt! z.' como 

... - z 

- - (µ +µ l!.¡t l~ 
(C.26) 

la ecuación se conviCrtc en 



: .. ',· ... · : ,. 
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[ 
1. a ··( .. :'a ) . ai:].[1 a e ª)······ ). ·•·· 
¡; ap. Pap + ~ pap~fap .. \/f = 

.·.= .v:2 [;~(p}p)yt.]=<>· (C.27) 

que es la ecu~i6n is6tropll Cn la v~ri3h1~·escaiad~ .z i. 
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LA DESCOMPOSICION DEL TENSOR DE 
CUARTO ORDEN. 

Es usual el descomponer lcnsnrcs de segundo orden en ejes principales. Dicha 

tlescomposici6n permite ohtcncr los coclicit!ntt!s del tensor qm.: son realmente relevantes, 

c.c;to es. aquello .... que no dependen del sistema de coordenadas y que dan información 

intrínseca sohrc el tensor. Los tensores <le cuarto orden tarnhién son susccptihlc.'> de ser 

dcscompuc...,tos de manera similar. Aún cuando su intcrprct;icil1n geométrica no es tnn 
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ohvia como en el caso e.fo tensores de segundo orden. sigue oín.-cicndo el beneficio de · 

mnstr.i.r lns·coelicicntes que realmente delinco al tensor. 

Esta dcscomposici6n no solamente reducirá el número de componentes 

imlcpendicntcs. sino tamhién determinará aquéllas que tienen significado físico en las 

ecuaciones de movimiento. Mostraremos que hay una analogía directa con la 

descomposición <le tensores de segundo orden en términos de sus invariantes y ejes 

principales. 

La descomposición se. propone que es de la fonna: 

JI = L_A.ª DªDª, (D.l) 
: a - -

donde Dª es un tensor simétrico de segundo orden asociado con d dgcnvalor A. ª . Es 

fácil demostrar que esta rcprc.sentaci(m tiene todas las simcuías antes pedidas al tensor de 

viscosidad de cuarto orden. Prcgunta.'i rc1acionadas con la naturaleza y existencia de tal 

descomposici6n serán más fáci1mcntc contestadas una vez establecida la conexión con 

prohlemas usuales de eigenvalore.~ en úlgebrn lineal. Mostraremos que esta dcscom(l0sici6n 

conduce a un prnhlema de eigcnvalores. que e.o; equivalente a un prohtema usual en álgebra 

Une.al. Esto se proharú mostrando un isomorfismo con un problc:ma e.le dgenvalorcs en el 

espacio cartesiano de seis dimensiones. Este isomorfismo nos permitirá utilizar todos los 

resultados del álgchrn. lin~l. incluyendo la cxi.c;;tencia y unicidad dl! tal descomposici6n. 

EL PROBLEMA DE EIGENVALORES. 

El problema de cigenvalores asociado con esta ck:scomposición, puede ser escrito 

en la siguiente fnnna invariante: 

(D.2) 

donde los tensores de segundo rango !?ª son simétricos por definición. Esta es una 

ccuacit~n tensorial que es cquiv;1h::ntc a 9 ecuaciones escalares. Debido a las simetrías del 

tensor de viscosidad, sólo seis de ellas son linealmente independientes. 
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Para re.solver el prohlema de eigcnvalores, lijaremos un sistema de coordenadas 

cartc.'iiuna.'i tridimensional y nos rcfürircmos a él como el sistema original de referencia. En 

este sistema de coorck!nad:ls d tensnr de viscosidad tiene 81 componentes: 

µ¡¡kl i.j.k.1 = 1.2,3 ; (0.3) 

de las cuales sólo 21 son independientes debido a las simetrías. El valor numérico de 

dichas componentes depende del sistema de coordenadas y del fluido en cuestión. El 

conjunto de ecuaciones linl!ales asociado al problema de cigenvalores puede ser escrito en la 

.siguiente forma compacta: 

µ¡¡kl D¡i = A" D;J i.j= 1.2,3; (0.4) 

y como µijkl es simétrico en su primer par de índices, sólo hay seis ecuaciones 

independientes. Explícitamente, el conjunto de 9 ecuaciones es: 

+ µ11 o Df1 + µ1131 Di'\ + µ1123 Dfz + µ1132 Dfi = A ªDi1 • 
µ221 í Di1 + µ2222 ~ + µ2233 Df. + µ2212 Df1 + µ2221 D¡~ + 

/12111 Df\ + µ2122 Df2 + /12133 D.f. + /t2112 Dfi + Jt2121 D¡'!z + 

(D.5a) 

(0.5h) 

(O.Se) 

(0.5d) 

(O.Se) 
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·. + l!i313 ~1 t µ1331,Di~ +)11i23 D_i,;Í:µ1~;2bf.,;; .i ~D{Ú< (O.SI). 

µ . ·Djª +µ·· ...• ;..,'!j +11 ' ~Íi :fµ·· ... ·,:¡;·.\:.µ· : .. · .. ,,PC::+:, .... · .. 
. 3111 .. 1 .. 3_l22~u.,, ..... 31.33..,.•3. ·.<e .. 3112.-•l.-,.,. }1.21~12, ...... •·.·:· 

~"µ~113·~<JÍ~;)~L}.~,+jl3141~~ .¡,µ31~i ~f= X.;~~• 
µ;~ubft J\~~~~~;~; :{~~;3;;~~'+ µ3212 Dfi + µni1 Di~ + 

: . +'Ji3i1:i.D.fi + µ3231 D¡~ + µ3223 ofi + µ3232 Df:i = .l ªDfi. 
.· •,. 

Ji2.1Í1Di'f'+./12)2:i~ + Jl2333vf:i + µ2312/Jfi + µ4121D¡~ + 

co:ss> 

(O.Sh) 

(O.Si) 

Usando las simetrías del tensor de viscosidad, las ecuaciones D.Sd y O.Se son 

idénticas: análogamente. la.e; ecuaciones D.5f y D.Sg y las ecuaciones D.Sh y O.Si son 

también equivalentes. Este conjunto de 9 ccuacion~ es equivalente al siguiente conjunto de 

6 ecuacionc.~ indcpcndicntc.4': 

(D.6n) 

µ221 l D¡~ + µ2222 Dfz + µ2413 D.\) + 2µ2212 Di1 + 

+ 2Jl2213 D{~ + 2µ2223 Dz') = .l ªDfz (0.6b) 

(0.6c) 

(0.6d) 
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(O.fo) 

(D.6f) 

que constituye un conjunto de 6 ecuaciones lineales para las seis variables Di~, Dfi, D)'\, 

Di~. og and Df,. 

EL ISOMORFISMO Y EL ESPACIO ASOCIADO DE 6 DIMENSIONES. 

Para poder usar los resultados de la teoría del álgetm1 lineal, tenemos que probar 

que existe un isomorfismo entre el espacio de todos los tensores simétricos de segundo 

orden y el espacio cartesiano de 6 dimensiones. Para probar tal relación. tenemos que 

definir un producto interno en el espacio de tensores simétricos de segundo orden y una 

trunsformadón lineal al CSf!acio cartc!Siano de 6 dimcnsionl!..o;;. 

Consideremos el conjunto 'l' di.) todos los tensores :dmétricos de segundo orden 

"' = { ! ¡ T;¡ = T¡; • i.i = 1.2.~}. (D.7) 

con el producto interno entre dos tensare.e; sim~tricos dt! segundo orden (! . ~) definido 

como 

(D.8) 

y la suma de tensores definida en la forma lumal 

(! + ::)ij = T;1 + siJ (D.9) 

Este produclo inlcmo th.mc todas las propiedade.'i requeridas para ser llamado 

producto interno en un espacio vcctmial y el conjunto 'l' es ccrmdo respecto a la operación 

de suma. El conjunto 'l' tiene todas las propiedades de un cspadn vectorial. 
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Ahor.i consideremos el espacio vectorial de seis dimensiones. cuyo.'i elementos 

scrJn denotados por letras mayúsculas en negritas. Definamos la tmnsformaci6n lineal $ 

entre clemento.'i en estos dos espacios: 

V= ~(!!) .(D.10) 

. dada por la expresión 

o introduciendo la regla e.le índices 
.".·':.>.'·" 

indices de matriz 
intlic:escle.tl.'n.'mr 

2 3 · . 4" ' S •)' ;~,;~: 
i,j 11 22 j3 'Í2,2i • itit'' ~ .•... · ' .. :(i:Ú2

) 

la tr..in'ifonnaci6n lineal puede ser escrita como 

[ 
D¡= Dij• I = t,'l,3 v, = . .,fi D¡ = Dij , I = 4,5,6 • 

(D.13) 

El tensor de viscosidad de cuano orden está repre.'ienado por una matriz de 6 x 6 

M¡ J cuyos elementos se definen así: 

[ 

JllJ • l.J = l,2,3 
Mu = .,fi µ/J, l.J = 4,5,6 

2µ ¡ J , cualquier otro caso · 
(D.14) 

La matriz M es simétricu por construcción y tiene sólo 21 conlponentes 

indcpt!ndicntc.1i. 

El conjunto de ccuacionc.1i D.5 ~.s. por construcciún. equivalente a 

I, J = 1.2 •..• ,6; (D.15) 

o explícitamente 

(D.16a) 
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M21V1ª + M22V2ª +M23\l'.f +M24Vf + M2s\I'.~ª +M26V6ª = .<.ªvt. 

M:11 V¡ª + Mn \2ª + M.u\I'.,ª +M34Vf +M35V5ª + MJ6V6ª = .<.ª v:,ª. 

M41"1ª + M42V2ª + M43\l'.f +M44V4ª + M4sVsª + M46V¿' = A.ªV4"', 

que constituye un problema regular de eigcnvalorus en álgebra lineal. 

Por construcción. el producto interno es el mismo en los dos espacios. Si 

lomamos el producto interno de dos elementos en el espacio de 6 dimensiones. y el 

producto interno de sus comr.ipartes en el espacio de tensores sim~tricos, el valor numérico 

dl!l producto interno es el mismo en ambos casos. 

dond" 

v1 . v2 = o 1: 02 

v1 = n(!!'). 

v2 = n(!!2) 

(D.17) 

(D.18) 

(D.19) 

Con e..;tas definiciones, el conjunto 'I' y el espacio cartesiano de dimensión 6 

fornan un isomorfismo. Todos los resultados del álgebra lineal son aplicables al conjunto 

'!'. 

RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAL. 

En la sección anterior establecimos el isomorfismo que ahor.i nos pcnnitc usoir 

todos los resultados del álgebra lineal. La descomposición d1JI tcnc;or <.fo viscosidad es 

cquivalt!ntu a la dcscompt\">ición de M en la fonna 

M = L,A.ª v"vª. 
(l 

(D.20) 

(D.16b) 

(D.16c) 

(D.16d) 
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donde A.ª y vª son los eigenvalores y eigcnvcctores de M. Todo lo que se concluye 
acerca de M es apticahlc a JL • Hay que notar que ésta es una dcscomposicUin en 

términos de los invariantes Aª e.fo M y sus "ejes principales" Vª. 

Lo primero que podemos concluir es que tal descomposición existe y es única. 

Tal descomposición existe para cualqucr matriz cuadrada M y su demostración puede ser 

cncontr.1da en muchos textos de álgchr.i lineal. El número de elementos distinto...; de cero en 

la suma corresponde al número de cigcnvalores diferentes asociados a M. Una matriz es 

hermitiana si es igual a su transpuesta conjugada. Por construcción M está definida como 

una matriz reaJ .~im¿trica y por lo tanto es hermitiana. Para matrices hermitiana.~ todos tos 

cigcnvalores son reales y para matrices de 6 x 6 hay hasta 6 cigenvalores reales diferentes. 

Si tmlos los cigenvalores son diferente.'i entonces los correspondientes cigenvcctorcs son 

fM!rpcndicularcs entre sí y Vª constituye una hase para el espacio de 6 dimensiones. Aún si 

todos los eigenvalores no son diferentes. siempre se puede ejecutar un procedimiento de 

ortonormalización de GrJm-Schmidt y obtener un conjunto completo de cigcnvcctores 

unitarios. 

Estos resultados nos pcnnilt:n escribir la descomposición como la suma: 

6 

M = LA" v"v". 
a=l 

donde usamos los eigenvcctores unitarios Vª que satisfacen la relación 

(D.21) 

(D.22) 

domle 6ap es la funcil\n delta de Krnnecker. Análogamente. el tensor de viscosidad 

puede ser descompuc.~to en la forma 

(D.23) 

y las propiedades ortonormalc.s se traducen directamente en ortonormalidad de los 

correspondientes tensores !?ª 



(D.24) 

En conclusión. la dt!Scomposición existe y es única. Para cada íluido hay seis 

cigcnvalores y seis tensores de segundo orden únicos. La sección siguiente da una 

interpretación de la existencia y unicidad de la descomposición vía los ejes principales de 

cualquier cuerpo mec:lnico. 

EJES PRINCIPALES. 

La dcscomposicil~n 

(D.25) 

es equivalente a la de.'it:omp~sicilin 

(D.26) 

como ya hemos demostrJdo que existe un isomorfismo entre los dos espacios asociados. 

Daremos una analogía de tal descomposición utilizando los ejes principales de cualquier 

tensor. ParJ. ser específicos, usaremos el espacio de 1res dimensiones donde los resollados 

son má.c; fácilmente visualiz.ablcs. Supongamos que tenemos un tensor de segundo orden en 

tres dimensione.". En ténninos <le <liddicas. el tensor puede ser expresado en la forma: 

r n Tia +iJ7i2 + ik7h + 

+ ji 7i1 + li7i2 + jk7j3 + 

+ ki 7¡ 1 +kJ7¡2 + kk7j3 

= aa 7j + hb T2 + cc73 • (D.27) 

dont.h: 7i • T2 y 7j son lus invariantes del tensor y a, by e son los ejes principales. La 

descomposici6n en ejes principales es única para cada tensor. Este result.ado e.e; válido en 

cuillquicr dimensión. 

Finalmcntc, la tasa de di~ipación de energía mecánica rt> para este nuido 

gcncr.1li7.ado está dada por la cxprc."illn 
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la cantidad CZ> debe ser no negativa y sólo cero cuan.do ~ = ~. correspondiendo a una 

roración de cuer¡io rfgido. La desigualdad implica 

A.ª ~ O. a= 1,2, ..• ,6 (D.29) 
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FLUJO CON SIMETRIA AXIAL. 
El uso tic una función de corricnh: es una hcrrJ.mienta fuerte para resolver flujos 

hidimcns~onalcs. Reduce el pmhlcma a cncnntrJr una función escalar. Este método no es 

en general aplicahlc a ll\üos tric.limensionalcs. Sólo en casos especiales. c..1.; posible usar la 

función de corriente en tlujos tridimensionales. Estos flujos pOSL<>cn ciertas simetrías que 

hacen posihlu su uso. 

Aujo de runcitín de corriente alrededor de un sófülo de revolución. p:iralcln a su 

eje de simetría, es un cj~.m1plo du dichos 11ujos. Otro tipo <fo llujos es el de rotación de 

cuerpos axisimétricns. En c.r.;ta sccci(in ohtcndrcmos las ccuJ.ciones de movimicn1r.1 para 

amhos tipos de llujo. 
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ROTACION DE CUERPOS CON SIMETRIA AXIAL. 

Para la rotación de cuerpos axisimétricos. podemos definir una función de 

corriente 1J1 como sigue. El cuerpo está rotando alrededor de su eje de simetría. que 

coincide cnn el eje z e.le un sistema de coordenadas cilíndricas. Debido a la simetría del 

problema. esperamos que el llujo sea concéntrico alrcdl!dor del eje z. y s61o la componente 

cp dd campo de velocidad se cspcr.1 sea diferente de cero. 

L::i función de corriente 1J1 asociada con este tipo de Jlujo. está conectada con el 

campo de velocidad a tmvés de la ecuación 

u= -e,xVt¡1(p,z) 

= - e, a"' = e~ u~ (p.z) 
ap 

= ~:e,Vyr . (E.l) 

Toma~dn el rotacional de la.et ecuaciones de movimicnt~.ohtenemos lns siguientes 

ecuaciones 

o= VxVp =Vx [(i;<ªV ·!!ª!!ª }(vu + (Vu¡+}] 

y como c.c; simétrico 

6 

L,2.:1.ªr.:V [v·D"'Dª:Ve:e Vt¡1] =O 
a=I - - - :; z 

1 (E.3) 

que c.s una ecuación Vt!Ctorial. Multiplicando esta ccuaci<ín por el vector unitit.rio ez 

obtenemos 
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6 
= I,nª ~E~ I/' 

a=I 
(E.4) 

La ecuación que satisface la función de corriente está dada por Ja expresión 

6 

~>tªE~~ l/'=U (E.5) 
tr=l 

donde el operudor E~ cslá definido como 

(E.6) 

Esru es la ccuacic.ln gcncraliZllda que satisface la función de corriente. Para un 

fluido isótropo s(1lu hay un cigenvalor diíerunte de cero y Ju ecuación se reduce a la fonna 

normal para Iluidos newtonianos 

E4 '!'=U; (E.7) 

donde la viscosidad no aparece dado que es el único cigcnvalor y podemos dividir Ja 

ccuuchín por µ . En el ca:m gcncral. lo.1t cocientes de lo ... diferentes cigcnvalores aparecerán 

en las ccuacionc!.o; de movimiento. 

FLUJO ALREDEDOR DE UN CUERPO DE REVOLUCION. 

El 11ujo alrededor dt: un cuerpo de revolución, e.i; un flujo axisimétrico que puede 

ser anuli1.ado utilizando el método de la función de corriente. Para derivar Ja ecuación de 

movimcinto cr·n"C.."Pº"dicnlc a la funcit'in de coñicnlt!. usaremo." un sislcma <le coordenadas 

cilfndricus con el i.;je z paralelo al eje de simelr!a del cuerpo de revoluci6n. El flujo de 

funcitín de corriente se supon!.! paralelo al ~je de simetría. L:1 J'uncilln de corricnlc ljl'(p.z) 
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está relacionada con el campo de velocidad u(p,z). a través pe la .siguiente .relación 

(Happcl & Brenner. Low Reynnlds Hydrodynamics) 

(E.8) 

que en coordenádas cilfndrica.'t se conVicrte en 

u(p,z) = ep ;,(-;) º(E.9) 

que conduce al siguiente tensor de dcfonnación 

Vu + (vu¡+ = 

(E.10) 

El amilisi~ se restringirá a lluidos que sean invariantes ante rotaciones alrededor 

d!!.l eje z. Esta suposición es hecha parJ mantcnl!r. la simetría di!I llujo. Los fluidos con esta 

propiedad son llamados transversalmente isl\tropos. La simetría puede ser destruida 

durante el llujo y ciertas rc..,.triccioncs duhcn st!r consideradas. Usando la dcscomposici6n 

del lcnsor de viscosidad, la. parte visco.c;a dd tensor de e.c;fucr/.OS se convierte en 

r= 
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Tomando la divergencia del tcris~r de esfuerzos, incluyendo la presión, la 

ecuación de movimiento se c..tmvii:rte en 

Vp= v.{f.i.ª0ª0ª:[2•~·L_ -2eeL!~p+2e;e;lL+ 
a=I -- PPiJ¡Jél< ''iJzpiJp piJz 

(E.12) 

tomando el rotacional. la ecuaci6n se convierte en 

(. . . . l( a2 a 1 a )] ( "')} + epe,+e,ep a,2 - iJppiJpp p = 

Vx ~ .1.ªV·D_ª {z[vª _.f:_ - D!! Ll~p + 02..!.L + 
;:

1 
- PPéJprJz - iJzpiJp ,.,.péJz 

+ o;:,. (..1:.... - j!_!_~P)] (!!.)} = a,2 rJpp ap P 

2V X ~ ,1. ªv. Da [oª ..!!_~.!. - Dª ..!!_!~ + of...!.L + 
;:1 - PPrJzrJpp uiJzpiJp '"'piJz 

+ va.(!L _ ~.!.~)] "' ; 
¡e prJz2 éJppiJp (E.13) 

y finalmente, multiplicando pur el vccotr unitario e~ . la ecuación se convierte en 

. {v ¿6 
, ªV a [ a iJ iJ 1 a iJ 1 iJ Dª 1 iJ e. · x ,.. · D D ,--- - D •• --- + ... -- + 

' a=I = PI rJz;Jpp - iJzpiJp ,.,.p(Jz 

+ Dª.(.!. ª2
, - ~.!.~)] l/f} = O (E.14) 

p. p ª=" rJppéJp • 

Evaluando cxplícilamcnte el opcrador 4ue aparece en la ecuación de movimiento 
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. .. --. 

· i\~:{vx[v~2"]}= 

=e; :{v~[qoj11if ~·>+"~~ J {¡/)~)• ~ • e{ofzL: ¡;· +· og'j ·.) +: 

· .. ·il.JtJ(r~~~J,!YfÍ>,:F , , , 
=e~ :·{:..·e;±:(v;,·LE::.:¡,·+·jj~JL+ !!11!.) + .: ª' .. C:.';'PJJP; : ·· · éJz .· p 

- •. - . 

··.· ~/I :a "(':'ª ; éJ a éJ o:,) 
+.:.·e,-. -a P PP.~-. .--a P + D,;-a + - + ' ·: . p' p,. ' . ' p p z p 

:·. [ éJ (. a 1 éJ a éJ D~) éJ ( a 1 éJ a éJ J]} + e; -a Dpp--éJ p + Dzp- - - - - Dp::.--éJ p + Du- = z p p éJz p éJp p p éJz 

[ 
éJ ( a 1 éJ . a éJ D~) éJ ( a 1 éJ a éJ J] (E¡•¡ = - Dµµ--P + Dzp- - - - - Dµz--p + Dzz- . . , 

éJz péJp éJz p éJp péJp éJz 

La ccuacMn sl! convicrtc cn 

~ , "[ éJ ( rr 1 éJ rr éJ D~) éJ ( a 1 éJ ~,,. - Dpp--P + D1p- - - - - Dp.--p 
a=I éJz P éJp éJz p éJp • p éJp 

[D" .E...L.!. - D~ JL.!.L + o~...!...E._ +Dª (.!.!;- .JL.!..JL)] l/f-
PP éJzr1p p éJzpéJp p 2 éJz P::. péJz éJppiJp -

~, ª[ iJ ( a 1 a a éJ D~) éJ ( rr 1 iJ a éJ J] = ~,,. - Dµp --p + D. - - - - - D --p + D -
a=I rJz P r1p zp r1z P éJp pz P éJp "iJz 

.!. [o" jj_(.JL - .!.)- Dª JLL + D" .!.JZ.. + D" (!; -pJZ...!.L )] o¡t-
P PPéJz rJp p u r1zr1p ~péJz p: éJz éJppéJp -
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• ~ ;t aÍ Dª .!._]_.!_p + D" (~_:,~':!_'a ~) _É¡[a >+D!' u, ~ l_i •• , -':'. l IP ozpop zp or ,.Jp,p,tJp .. y;'tp):o~\<"é:Z.ozapj p.··: 

¡i:;r:7:1:~~1~Yit~Yf~~~~~~~~~,'.~;1. 
" - ~.: 

[0~:Afp•:.M~~~;; :z-:;< ai~;;:z +~~(ªª:2 -p.:p f:p)]~ , cat6) 

FLUJO ALREDEDOR DE UN CUERPO DE 
REVOLUCION. 

1.8.l Ecuaciones de movimiento. 

Olro ejemplo relativo a1 fluido transversalmente isoótropo es del flujo 

alrededor de un cuerpo de revolución. Flujo axisimétrico ocurrirá si los ejes de simctrla 

del íluido y del.cuerpo de revolución coinciden. Para flujos axisimétricos. podemos 

derivar una ecuación para la funci6n de corrient~. 

Consideremos un cuerpo de revo1uci6n inmerso en un fluido tmnsvernalmenlc 

is6tropo. .Los ejes del fluido y del .cuerpo coinciden. Usaremos un sistema de 

coordenadas cilíndricas con el eje z a lo largo del eje de simetría. El campo de 

velocidades esrá relacionado con la función de corriente por la siguiente ecuación 

U - .!. C.pK V'/' 
p 
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·. (E.17) = Hep ~~ -e;~;T 
El ;eris~r ~ defonnaciÓn C.,tá dado ~r . , ·'~ 'f S : ii i •· . 

El tensor de viscosidad está dado por 

µ =µU+ Aµ H 

= = = 

el tensor de esfuerzos es entonces 

P= -lp + µ: [vu + (Vu¡+] = - . -

La ecuación de movimit:nto se convi1.:rtc en 

tomando el mmcional 

(E.19) 

(E.22) 

¡ 

! 
! 
! 
! 
1 
1 
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µ vx{ep (v2 - -!... ).!.. iJ y, +.:e.~ v··.2.(-.· . .!. iJ "'.·)}.+ 
. . P' piJ.z; .· .··. piJp 

+ ef 6µ (:, :, ·~·.· :P·;:PP)(;~:!,.- :;P(;~~)) 

µ vx{~P(v2 ~·~)· i·~~:{e~2(.:..!.'ª "')} + . ' p . p. iJ z :,, . • p iJ p 

.. ·.· (··1.·.ir.:~,.·,:' .. a:1.·a)(·a2
i¡r ª(1ª"')) +e9Aµ ---.- --- ~ -p- --.. piJziJz.' .·iJppiJp iJz iJp P iJp 

· .· {a. ( 2 · 1 ) 1 a"' a 2( 1 a"')} µ. e9 -. V . - -::-z -- + - V - - + . . (}z. P P iJz iJp P iJp 

.¡. •9 A: ( :,
2
2 - P ,;JP(; :P ))( ::2 -p :p(;:p )) f = 

~·f{:J::2+;:Ap :p) - p12);~~ + :p v2(;~:)} + 

+ •9 Aµ oi o2 "' = 
p 

{ a 2 1 ( a2 a ( 1 a )) ( a 1 a y a2 a 1 a ) } 
=µe9 a;'ifj a,2+Pap pap v1+ iJppiJp}\a;!+Pappap"' + 

{ [ 
1 a 2 ( a 1 a )]( a2 a 1 a ) } -¡1e -- + --- -+p--- i¡r - 9 pr)z2 rJpprJp rJz2 rJpprJp 
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::~ *ed[~~
2

7:;fr):1~J:P ](b +p :p ~ :p) l 'I' + 

+ eA LJ.JÍ ;;D2 'I'= 
. ~ p 

e9 1!..é-e2 'I' +e' LJ.µ D2D2 'I' 
p . p 

donde· los O[H!r'Jdore.c; D 2 y E2 se deílnen como 

0 2 rJ 
2 a ( 1 a ) 

= ,Jz2 - p éJp p éJp 

(E.23) 

(E.24) 

y multiplicando por° el vt:etor unitario e~ la ecuación de movimiento se convierte en 

(E.25) 

y rearreslando términos 

(E.26) 

donde 

(E.27) 

(E.28) 
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lntroduction 3 

The equations of motion are derived from the continuum hypothcsis and thc 

utilization of thc conservation principies of mass. momcntum. and energy. In this work we 

consider only isothermal flows, for which the energy cquation is not coupled with thc mass 

and rnomentum equations. In this case, the dcscription of the fluid is in tenns of thc 

velocity and pressurc fields. so that the cquations of mass and momcntum are the only ones 

used to describe the now. To define a closed system of equations, it is necessary to 

introduce a constitutive equation relating the stress tensor to the velocity gradients. 

Aditionally, it is necessary to pose initial nnd boundary conditions. 

The conservation cquations of mass and momentum for an incompressiblc fluid are: 

V·u• O 

PJ(~: + PJ u·Vu) • V·g +PJ F 
where u is the veloctiy tield, PJ is thc fluid density. ~ is the stress tensor and F the 

extemal force densily, e.g. gravity. The constitutivc equation must dcpend on the 

problem•s variables. ft is easy lo demonstrate (Landau and Lifshitz. 1987) that with thc 
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prcssure and thc vclocity fields as variables, thc only possiblc ru.nctional dcpcndcncc of the 

stress tensor is on the prcssure and thc vclocity gradicnt. For cxamplc, it cannot dircctly 

dcpcnd on the vclocity becausc it will not be invarianl undcr changcs of thc rcfcrcnce 

frnme. ll cannol dcpcnd on sccond deñvativcs of vclocity far thcrmodynamical rcasons. 

The hydrostatic prcssurc is found on thc Oiagonal of thc stress tensor, so it can be rcwrittcn 

in thc fonn: 

~~-!P+,]; 

wherc ~ is the viscous part of thc tensor that only depcnds on thc vclocity.gradicnts. The 

cxplicit form of such depcndcncc is dctermincd by thc spccific íluid. Thc fluid propertics 

need to be modelcd by tnking into account its symmctñcs and structurc. 

To obtain thc ncwtonian constitutivc cquation, thermodynarnic argumcnts nnd 

hypothcses about the symmctry of thc íluid are rnade. As rcquired by angular momcntum 

conscrvation, the stress tensor dcpcnds only on thc symmctric part of the velocity gradicnt. 

Aditionally, it is assumed that the íluid is isotropic and homogeneous. Thesc arguments 

and hypothcses lcad to thc foltowing consitutive cquation far incomprcssible ncwtonian 

lluids: 

g - - ! p + ¡1 [ Vu + (Vu)t J 
whcre ti is the viscosity, which is assumed constant throughout the íluid. This constitutive 

modcl does not describe certain flow situations, most of ali whcn thc system is not simple, 

as in thc case of a concentrated suspension of neutrally buoyant particlcs. 

Fluid microstrucutre can lcad to anisotropic cffccts, c.g., íluid responses may vary 

with thc dircction of thc drivcn force. A laycred (i.e., stratiftcd) íluid inlayers or stratilied 

is a simple cxample of an anisotropic system. lf thc fluid is situatcd bctwccn parallcl 

pintes, one of which is displaced wilh respcct lo thc othcr, thc force rcquircd lo maintain · 
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the motion will be different if the layers are parallelor.perpe11diculnr to t.he pl~tes. This 

cxamplc is latcr analyzcd. 

Auid microstructure can also be manifcstcd by non-homogcncous cffccts. Asan 

cxample, lhe viscosity of a suspension of particlcs is a function of the particle 

concentmtion. lf for any reason thc particlcs migratc towards certain rcgions of the 

system. thc local viscosity will adopt diffcrent valucs dcpending on tite local particlc 

conccntation. Such inhomogcneities in viscosity can lcad to changcs in the fluid dynamics. 

This thcsis introduces of modcls and mathcmntical tcchniqucs to describe such 

behavior. Sevcrnl problems are analyticalty sol ved to illustratc the cffccts of anisotropy or 

inhomogencity. Changes in tite flow pattem and on thc force/torques rcquircd to maintain 

stationary ílow are studied. For small devi11tions from thc homogcneous or isotropic 

cases, a pcrtµrbative analysis is conductcd and thc classical homogcnous / isotropic 

sol utions recove red. 

One of the conclusions of this work ¡5 to show that lhc microstructurc of thc fluid 

can modify the macroscopic bchavior of thc system. Thc rclationship betwecn both 

dcscriptions has practical applications in fluid dynamics and rhcology. Most of the 

methods uscd to mcasurc viscosity are based on simple flows, where a solution can be 

found analytically. Analyzing the relation bctwccn forces or torques applied to thc íluids 

and the effects thcreby produced, enable rhcological propcrtics such as viscosity to be 

mcasured. Neverthelcss, the result can depcnd on tite homogencity nnd/or oricntation of 

the fluid, as will be shown in several examplcs. In other words. thc mcasurcd "viscosity" 

may not coincide with other mcnsuremcnts duc to such cffccts. 
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1.1. ANISOTROPIC FLUIDS. 
1.1. I lntroduction. 

In thc lntroduclion wc prcscnted lhc constitutivc cquation far an incompressible 

Ncwtonian Ouid. Most liquids found in nature bchave like Newtonian Ouids undcr a wide 

varicty of circumstances. Water. air. glycerine and alcohol are typical cxamplcs of 

Newtonian íluids. Thc Ncwtonian conslitutivc equation provides thc simplcst rclationship 

bctwccn the stress and rate-of-strain tcnsors that accounts for viscous cffccts. Such fluids 

are homogcncous and isotropic. and are ofren chamctcrizcd by a spatinlly uniform constant 

viscosity throughout. 

Thc homogcncity and isotropy propcrtics of íluids are dircct conscqucnces of 

their structurc. • From a microscopic point of vicw, fluids are fom1ed by atoms and 

moleculcs thal movc about and intcrac1 with onc another. Thc positions and oricntations of 

• Molecular Hydrollynamics prnvides an alternatJve scheme to anal)'ze fluids possessins 
1111crostruc1ure. The anaJysis pro..!sen1ed here is directed tow<1rd syslenu with components 
huch 11~ suspended parliclesl that are farser than the molecular dimensions. Al al/ times. 
we assume that the flow process consists or thermodynamic equilibrium slttlcs. The leneth 
scaJes lenRIHs involved aro always larser than molecular dimensions, and the frequencies 
s01all enough such that tite classical hydrodynamic uquations are valid. 
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the molecules ctange vcry rapidly with rime in a very compHcated way, even ¡r 

macroscopic.ally t e fluid scems to be at rcst. 

In this e apter wc will prcsent sorne mathematiClll techniques to dcal with viscous 

non-ísotropic ílui\s. Such íluids offer diffcrcnt responses in diffcrent directions. Therc 

cxist many fluid yslems that bchavc non~isotropically undcr ccrtain circumstanccs. 

Suspensions of ne trally buoyant particles posscssing a dipatc moment in a ticld may 

behave non isatroplcally. 

u.2. s~p••\•••• or po•U<I•• , •••·i••"•Pi< "'"m•· 
In dealing \vith suspcnsions of neutrally buoyant partlcles it is usually assumcd 

(Hinch & Leal, 197 ; Bibbo el al, 1989; Gnnani & Powcll, 1985; Gmham, A. L. et al, 

1987) that the backg ound fluid is Newtonian and incompressiblc. Dilute suspensions of 

neutrally buoyant spJ ericnl particlcs, are usually modcled as Newtonian fluids posscssing 

an effective viscosity which is targcr lhan that of thc background fluid. The suspcnsion is 

considcrcd homoge eous and isolropic, and the modcl has becn proved lo be 

experimentally appro riatc undcr a wide varicty of circumslanccs. Suspensions of non

spherical partid es can CHsplay inhomogencous and anisolropic responses, Expcrimcntally. 

it has been observed t at suspcnsions often respond differcntly to ex.tema! driving forces 

lhan do pare Ncwtonia íluids. ln such cases, thc suspension can no longer be deseribcd 

as a Ncwtonian fluid wi han effective viscosily. 

Non-homogcn •ous behavior will be studicd in thc next chaptcr. with anisotropic 

response the subject of he prcsent chapter. The sy~tcms considered in this chapter are 

assumed to be homogen ous. in which case thc cocfficients used to characterize the fluid 

are constant throughout t e fluid. indcpendent of position. Chamctcrization of anisorropic 

fluidS require more tha onc viscosity pnramcter. élS oppased to the incompressible 

Ncwtonian situatíon. T roughout, the anisotropic Ouids c:onsidered will be assumed 

incompressiblc. 
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1;1.3, Anil'otropic fluids. 

Anisotropic fluids posscss thc property of dircctionality in their response, 

depending upon the oricntation of the driving force rclalivc ro axes fixcd in the fluid. 

Examples of anisotmpic tluids are nemalic polymcr liquid crystals and di polar suspc.nsions. 

Shearing thc lluid in differcnt dircctions will usually Jcad 10 difforcnt flow responses. A 

mathcmntical description of thc intrinsic matcriul propcrtics or such tluids can he effectcd 

in tenns of a gcnerali1.cd su-e...;s/ralc-of-stmin conMitu1ivc cquation which allows thc fluid to 

display an anisotropic response. Convcntional. isotropic Ncwtonian fluid.o; will he 

considered as a spcciul cuse of this more general constiuuive cquation. Ncmatic liquid 

crystal.• (De Gcnnc., 1974: Stokes 1984; Landau & Lifshitz 1989). as iL< name suggcslS, 

manifcst an intenncdiatc physical srate hetwcen crystalline solids and liquids, showing 

propcrtics of hoth. \Ve will not follow the classical analy.~is prcscntcd hy Lcslie and 

Erickscn (De Gennc.• 1974; Erickscn & Kindcrlchcr 1987), hut rother will pursue an 

analogy more akin 10 anisotropic t!Justic .solids. Thc fUndamcnlal hydmdynamic foundation 

underlying our analy.ctis will allow us to intcrprct and justify lhc diffcrent elcmcnt~ of the 

subscqucnt anisotmpic conslitulive cquation fmm a hydrodynamic sl:indpoinL 

1.1.4 Generalized Hooke's law. 

A ~cneralizcd Hookc's law (Love 1944; Sokolnikoff 1956; Timoshcnko & 

Goodicr 19.;l4) is widcly uscd as a constitutive cquation lo describe thc anisoaropic 

strcss/strain response of cl:.istic solids. Such sofüJs are charnctcrizcd by a fourd1-rank 

body-fixcd. material cla.~ticity tensor, lincarly rclating thc stress and strain tcnsors. We 

propo.~e to modcl anisotropic tluids by using a comparable stress vs. ratc of strain 

approach. This unalogy providc.o; lhe kcy starting point for all or thc. suhsequent analysis. 
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Explicitly, wc will introduce a fourth-mnk viscosity tensor, lincurly rclating thc stress and 

shear-r.itc tcnsors. 

Whilc most anisotropic clastic solids retain lhcir hody-fixed, material propcrtics 

Uuring thc shl!J.ring pmcc.(js, anisotrOpic Jl uids gcncmlly do noL Rathcr, as thc fluid ílows, 

iL~ unisotropic propcrtics can changc. at lcast in thc classical jnfinjtesjmal dc:fonnation 

thcory limit, whcncc thc material cocfticicnts appcaring in tht! constitutive. equation will in 

general he functinns of position and time. In contrast, to cffcct thc simplest possihlc 

analysis, wc will only considcr situations whcre thc fluid rcmains homogcncous during thc 

!low, and, consequcntly, thc phcnomcnological cocflicicnt~ appcaring in thc constitutivc 

cquation rcmain cnnstant in sp:.icc ami time. Evidcntly. thc microstructure of thc 

hetcrogcncous conlinuum will <lc1crminc whcthcr or not thc intrinsic ma1criul propcrtics 

rcmain humogcncous during thc llow. For instance, considcr a nculrally·buoyant 

suspcnsion of non·sphcrical particJc.o;, cuch posscssing a permt1ncnt magnctic dipole. U pon 

upplying a strong magnctic licld, all thc partick.s will he aligncd with thc ficld, therchy 

constituting a spatially ami nricntationally homogcncous suspcnsion. Ncmatic liquid 

crystals coukl he taken as anothcr cxamplc. 

Titis chaptcr prcscnL'i onc prohlcm whosc structuru is sufticicntly simple to cnable 

us to con~idcrchangc.~ in thc micmscopic structure. For this cxample. wc will calculatc the 

tcmpoml evolution of the fourth-rank viscosity tensor. Suhscqucntly, thc rcmaining 

problcm.~ addrcsscd in this chaptcr a.~surnc that homogencily is prcscI"Vcd throughout thc 

cntire llow proccss. 

1.1.5. Overview. 

In scction 1.2, wc introduce a fourth-rank viscosity tensor servios lo characlcril..c 

anisotropic lluids. \Ve will analyzc its propcrlics, and .suhscqucntly derive lhc 

corrcsponding cquations nf mnticm. Scction 1.3 is dcv(ltcd l<l dccomposing thc fourth-rank 

tensor intn an invari~Ull form. This fundamental dccompo.sition allows us to cxpress this 
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fourth~rank tensor in tr.mns ol' six sccond-nmk unit tensors(with scalar multiplicrs). therchy 

dcmonstrating thc cxistenCc of six scalar par.imctcrs that are physically mcaningful in so far 

as thc equations of motion are conccrncd. Such a dccomposition cnhanccs undcrstanding of 

thc undcrlying physics and mathcmatics. The remaindcr of thc chapter is thcn dl!dicated to 

cxploring solutinns nf thc cquations of motion and its conscqucnccs far spccific 

anisotropics. 

Apcndix 11 is devotcd to thc transvcrscly-anisotropic llui<ls, whosc hchavior is 

cxtensivt!ly studicd throughout this chaptcr. Dcrivation of thc propcrtics of such fluids are 

studictl, and thcir respnnsc, cnmpared with Ncwtnnian fluid-., is analy1.cd through a varicty 

ofcxamples. 

1.2. MATHEMATICAL DESCRIPTION. 
In thc prccc<ling scction it was obscrvcd that thc macroscopic propcrties of 

anisotropic íluids m:1y changc in time duc to physical (e.g., oricntational) changcs in thc 

structurc of thc fluid accompanying thc tlow. If thc structurc-scalc solution of the 

fundamental intcrstitial llow prnhlcms is availablc, it is possihle, in principie, to derive the 

macroscopic llnw hchavior through a pcrlincnt avcraging proccdure. Thc ncxt section 

addresscs an cxarnph: whcn:in thc rnicroscalc prohlcm can he solvcd cxactly, and the 

macmscopic propertics calculatcd analytically lhercfrom. 

1.2.1 The fourth-rank viscosity tensor. 

In dcriving lhc c4uatiuns of motion, wc will assumc that thc system is 

hornogcneous throu~hnul spacc. Thc case of non-homogcncous systcms is thc subjcct of 

Chapter 2. In complete analogy with thc g:cncralired Hookc's law for anisotropi~ elastic 
solids (Lovc 1944 ). wc intmducc a fourth-r.in.k viscosity tensor !!. relating lhe viscous 

part of the stress tcnsur linearly to thc ralc-of~dcformation tensor. Thc latter dcformation 

(shcar-ratc) tensor ~ is dclincd in Apendix 1 as 
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(L2:1.l) 

. . 

which is symmctric hy delinition. The g.cn'e.~ali~d co~stitutive equatiOn for fluids, 

anisotropic or not. can he wrilten as 

(1.2.1.2) 

whcru p is thc hydrostatic pres.c;un; am.J ! the viscous part of the stress tensor. which for 

incom(lressiblc (V •u= O) anisotroric 'Newtonian• nuids is given by the constitutive 

·e!quation 

! = 2!!.:~ =!!,: [vu+(Vu)tj. (1.2.1.3) - -
TI1i .... is thc most gcncr.il li.nkiJ.r rolationship cxisting hctwccn thc viscous ~ares.ir; and 

shcar-ratc tcnsnrs. In constrast, for an ~ incomprcssihlc newtonian fluid, the 

viscous part uf thc strcs.c; tensor is proportional to the r.itc-of-dcfmmation tensor: 

:! = 2µ ~. (1.2.1.4) 

whcru µ is the viscnsily. which will he takcn to be constant throughout the fluid. The lattcr 

constilutive cquation ruprescnL'i a spccial ca...;e of(l.2.1.3) irwc take thc viscosity tensor 

to he of thc fonn 

µ = µ g . (l.2.1.5) 

wherc !;! is a fourth-r.ink isntropic unil tensor with cartcsian comroncnts givcn hy 

uijkl = ~ (01kºJt + o¡¡ó¡t). 

wilh ó11111 thc Kroncckcr delta. 

(1.2.1.6) 

In general. lhcrc c.!Xisl thrcc fourth-rank isotropic unit tcnsors (Borishcnko & 

Turapov 196H; Syoge & Schild 1949). Thus mostgcncml fourth-rank isotropic tcnsoris of 

thcfonn 

(l.2.1.7) 
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where a1 bandeare arbilmry constants. Thc tcrm mulliplicd by e is "ñnt1s)tmni..~lri~ and 

hencc cannot co~tribute to tite equation of ·mO~io~ -since ¡he .. _ ~onl;~·Jti-~·n:·'or~.a~y., 
•, - '" -· ,c ...... - -

antisymmctriC tcnSor with n symmetric ten~o~ is_id~~t_ica!l~ z~r~< _-r_~c··~~:ri_~-~- ,~~it.i'P,ii~~-.by ·j, . 
originatCs a contributicin to 1:.: which is propo-ftional'to .v.·· ú,.'áiid' ltiifrerO're::dóCs ·nOt: 

' . - ' . - ·.. :· : .. -(·, ·.' --·>-·::;.>} -~;·:~-::-~'.;i(;:".:~1~_::.~;j; ~~~ ~~;!:::;_~:!:~::.: '/:>~<, ': . 
coOlribute to the equation of motiori bec'ause of thC nSslam'ptioíi.'oOOCO~p'rCSsibii;tY¡·.,. O~l:Y . 

. _ "· . - _ : , ::- : <.; .. ~·'-'i·:·_·~:.--,._;?_;;_.:,,\·,1?:'6i~:·(_;:;~r-·~'::.ú~!l-,:;~:Y('~·-:·• ... .:..-:.'.' :i · 

thc rcmaining isotropic unit tensor appearing in ( \.2:L7); givcn :by .eqúation ( 1;2.1;6), 

coni;ibutes lo thc tmnsition frorn ( 1.2.1.3) io ( L2.L4). : ... , .,,,,. :,f;)<.C '·• ... :.:¡:·,: ''··' .. ,,. ;/,:.:,, 
.,. 

1.2.2 Symmetrics of ~ . · ··,.;· 

Thc most general fourth-rnnk tensor possesses 81 indcpendcn~ ~offiponents (for 

thrcc dimensions). However, the functionat anisotropic viscosity tensor in (1.2. 1.3) will 

posscss fewcr indepcndent componcnts duc to various synunctrics arising from its 

dcfinition. as well as from thermodynamic arguments. In particular, thc1.viscosity tc~sor 
Jlijlc.I has thrcc different kinds of symmctñcs : (iJ Since it appears mulliplying thc shcar 

tensor.Smn thnt is itsclf symmetric, no loss of g.cncrnlity results from assuming thc 

viscosity tensor to be symmetric in thc last pair of indices; (ii) The stress tensor is 

considercd to be symmetric" and thcrcforc thc viscosily tensor is symmetric in the ftrst pair 

of indices; and (iii) The rate of mechanical energy dissipation is Obtained through a double 

contraction of T iJ with Sk.1. Since T 11 and S/ú are both symmetric, we can without loss of 

generality assume the viscosity tensor is symmctric under intcrchange of its tirst nnd last 

pair of indices. These symmetries can be rcspcctivc1y summarized as follows: 

• The theoretical posslbility of having a non-symmetric stress tensor lS an;ilyzed by J. S. 
Uahler & L. E. Scriven, Naturc, 192, 36-37 ( 1961 ). Uird, Armslrong & Hassa¡er indicatc 
ín their bookK that up to date ( 1987) no experiments have shown asymmetry in the stres:i 
tensor t'or amorphou::i liquids. l'urthcrmore, atmost nll or thc molccul11r thcorics far 
:imorphous liquids Qive expressions for thc stress tensor that o1re S}'mmctrical. U. K. 
HatchCtorh calculates the total raree actins on a vo1un1e V; then he uses lhe diverecnce 
theo1 em lo prove lhat, in the limit When lhe volume tends to zero, th:at Eijk. TA.j •O unless 

therc is a body·couple such as the produced by an external electrlc netd ovcr a diclectric 
polarizt:d metJium; this is. thc stress tenosr is S)-'mmetric. 
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(i) µijk/ = µijlk• 

(ii) µijkl = µ jikl• 

(iii) µijkl = µklif • 

-
(1.2.2.1) 

This set of symmctrics reduces thc numhcr of im..lcpcndcnt componcnts to 21. [A.'i 

subsequently discussed, fluid incompressihility (S;; =O) further reduce.~ thc numhcr of 

indcpendcnt sentar componcnL" to 18.] Noh! that for thc case of classical ncwtonian fluids, 

material isotropy prcvails. This n:duccs to two thc numhcr nf indcpcndcnt components. 

Fluid incomprcssihility furthcr reduces lhis numhcr to onc! 

1.2.3 The governing equations. 

Thc cquation.-; of mntinn arising frnm thc ma."s ami momcntum conscrvation laws 

adopt a special form whcn the constitutivc equation is anisotropic. Suhstitution of the 

cOn .. titutive cquation ( l.2. l .3) intn thc steady, incrtialc..,.s conscrvation of linear ffillmcntum 

cquation, V•!: = O, lcads to the followingsct of cquations: 

(1.2.2.2) 

V-u= U (1.2.2.3) 

whiéh must he solvcd stÍhjcct to thc pcrtincnt houndary condilions. The bo~ndary 

conditions imposcd upon thc pru .... '\urc ami vclocity liclds are a."sumcd to he of lhe same 

nature as in thc isOlropic ncwtonian case. Accordingly. wc will usually impose a non·slip 

houmfary condition at solid surfaccs. and requirc that thc pressurc and velocitY liclds 

approach prcscribcd valucs al infinity in unhoundcd prohlcrns. correspcmding to lhc givcn 

undisturbed tlow (c.g .• a uniform shcar llow at infinity). Thc cla.c;sical newtonian ca.c;e is 

recovcrcd whcn wc utilizc thc corrc.-.ponding isotroric constitutivc cquation (1.2.1.5). 
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1.3 DECOMPOSITION : 
THE EIGENV ALUE PROBLEM. 

1.3.1 Analogy with heat-transfer problems. 

By analogy with anisotropic hcat conduction problcms (Appcndix IIO. involving 

a sccond-rank material tensor (thc1iil'.:rmal conductivity dyadic) and its canonical 

dccomposition into iti; principal comluctivmcs along thc principal axes of conduction, we 

scck a comparable canonical dccomposition of the fourth-rank viscosity tensor. This 

dccomposition will cnahlc us to dctcnninc which of thc 21 indcpcndcnt compo~cnti;.are the 

physically mcaningful paramctcrs oippcuring in the cquations of rnotion. Explicitly, we 

will cxploit a dircct analogy with thc dccomposition of a second-rank material tensor into its 

irivariants and principal axes (scc Scction 1.3.4). 

We scck a dccnmpositiun uf tite viscosity tensor into lhc form 

µ=LA.ª D"D", (1.3.1.1) = a - -
whcre !,?ª i!i a symmcttic sccond·rank tensor associatcd with lhc scalar cigcnvaluc A. ª . 
lt is casy to provc that this rcprcscntalion rclllins ali or lhe symmetril!S embodied in Eq. 

(1.2.2.1). Basic qucstinns pertaining tn thc naturu and cxistcnce of such a dccomposition 

wilt be more casily answcrcd once wc cstahlish iL~ conncction with standard cigcnvaluc 

problems in linear alschra. Wc will show that thc dccomposition (1.3.l.l) leads toan 

cigenvalue problcm that is c4uivalcnt to thc usual cigcnvaluc prohlcm in linear algchra. 

This will he accomplishcd hy showing thc cxistcncc of an isomorphism with lhc cartcsian, 

six-dimcnsional·spacc cigcnvaluc prohlcm. This isomorphism will allow us to use 

standard results from linear algchr.t thcnry. including tite cxistence and uniqucness of such 

a dccomposition. 
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1.3.2 The eigenvaluc problcm. 

Thc cigcnvaluc pmhlcm associated wilh thc docomposition (l .3.1.1) con oo stated 

in invariant fonn as 

~'2ª = Il·ª2"· c1.3.2.1> - " 
whcre the second~rank tcmmrs !?ª are symmetric hy definition. This tenSorial cqualion is 

cquiva1ent to ninc scalar cquations. Due to thc .symmclrics .of the viscosity tensor. Onty six 

of lhesc scalars are lincarly indepcndcnt. 

In order to solvc thc eigcnvaluc prnhl(!m, wc will choose an otherwíse arhitrary 

thrcc~dimensional cartesian coordimuc. systcm (hercaítcr refcrcd to as the 'original' 

coordinatc system). In lhis <.:oorúinatc i;ystcm. thc viscosity tensor h:is 81 cartesian 

componcnLc,; : 

(i.j.k,/ = 1,2,3). (1.3.2.2) 

of which only 21 are independent duc to thc symmctrics do.•cribcd in Eq. (1.2.2.1). The 

numcrical valucs of thcse componcnts will dcpcnd on thc oricntaticm of the original 

coordinate systcm rclativc to axes lixcd in thc. unisotropic fluid under analysis. The set of 

nine lincur cquations nssociatcd with thc cigcnvalue prahlcm can he writtcn in compact 

fonn as 

(i,j = 1,2,3). (1.3.2.3) 

Since µ,11.;.1 i~ symmelric in ils firsL pair of indices. thc laucr constitutc only 6 

indcpcndcnt cquations. Explicitly. the M!l or ninc cquations is 

+ µ11n0..1+1<1131LJ:~ +µ1m0fi +µm2Dz'\ = A.ªD¡1. 
µ2211 o['¡ + µ2222 ~ + 1•2m Df. + µ2zt2 Dfi + µ2121 Di1 + 

. ' 

(l.3.2.4a) 

(l.U.4h) 
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µ2111Dfi +µ2122~ +J12mpf:¡·+·µ2112Dfl· + µ2121Di~ + 

· + µz1 i3 Dfi +~~1~f~~. ~~12123 Dfz + µzm 1)1) = A. ªDi"i 

Using the symmctries of thc of thc viscosity tensor. Eqs. (l.3.2.4d) and 

(l.3.2.4e) are sccn to be idcnlical; similarly. Eqs. (l.3.2.4f) and (1.3.5¡;) as wcll as Eqs. 

( 1.3.2.4h) and ( l.3.2.4i) are cquivalcnt. This set of ninc cquations is cquivalcnt to thc 

fnllowing set of six indepcndcnt cqualinns : 

c1.J.2.4e) ,· 

(l.3.2.4f) 

(l.3.2.4i) 

( 1.3.2.Sa) . 
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µ2211 Df¡ + µ2222 ofi:rh2~:%'i.t·~f,221~ ~'.,+ª.a 
+ 2µ2213 Dfa ... + ·2µ22z.1D23' ·=A. D22 

.... Dio ~·r~,[~~~~If 1~:.::,~ ... Df, 

(l.3.25h) 

(l.3.2.Sc) 
• - ' . }."O.~,--¡:~ .. :·:·~"·.,;:~':_;~;·\\'. 

·. ··i ~ ·- .. . : '-. _:·:_ :· . .-::·)·::;t:~<:_ .. -,_' ... ,·:;. ·a~ 
µ¡211 Dj¡ .. ¡: µ1222 .D22".'.+ ÍJ1z3:Í D;'fa .+ 2µ1212 Di'1 + 

. ·. '.·;.;;: :;\~':/ ~--::.:,· 

(l.3.2,Sd) 

(l.3.2.6c) 

(1.3.2.70 

which constitutcs a set oí six linear cquations for thc six variables Dfi, Df2, ~' ori, 
D¡~ and Df:i. 

1.3.3 The isomorphism and the associated six·dimensional 

problem. 

In arder to avail ourselvcs of existing re.sulL" from linear algchni theory, wc have 

to provc that therc exist" an isomorphism betwccn thc space of all secon<l-rank symmctric 

tcnsors and thc cartcsian six-dimensional spacc. ln ore.ter to pmve such relationship. it is 

ncccssary to define an inncr product for lht! sccond-rank symmetric tensor spacc and a. 

linear tr.msfonnatinn of thc htlb!r lll thc six-dimcnsinnal cartcsian spacc. 

Conshlcr lhc set tp of all secoml-r.mk symmetñc u:mmrs : 

'!' = { ! / T,¡ = T¡¡ • i.j = 1,2.3} , (1.3.3.1) 

with thc inner product nr two second-rnnk symmctric tensor.; {! . ~) d~lined a.i; 
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(1.3.3.2) 

logclllcr willl lhe usual .•uryuiÍ: lenso.,; dolined as 
, • ! . ' '. , •••. ·. •· ·~; . . • ,,. :- . , . . -

. (T + s). = T¡, + S¡• • - -u '· , (L3.3.3) 

This inncr producl posscsses all of thc prorcrtics rcquired to qualify asan inncr product in 

a vector spaL."C. thc set 'I' bcing closcd undcr lhc sum operation. Thc set 'I' posscsses all 

ihe propcrtie.i;o of a vector .spacc. 

Consider thc .six·dimcnsional vector space, whosc clcmcnts will he dcnotcd hy 

capitn\ bohl lcttcrs. Define thc linear transformation ~ bctwccn clcmcnts in thcse two 

spaces: 

V= n(2) , 
givcn by thc cxprossion 

Altcmativcly. upon introducing thu indcx rule 

mntrü ,.,u/ex 2 3 4 6 

trnsnr inclices ij ,....,.___ --- -11 22 33 12. 21 13,31 23,32 

thc linear tmnsfonnation can he writtcn ª" 

V¡= [ D¡= D;j 
.fí.D1 = D,j 

(/ = 1,2,3)' 
(/ = 4,5,6). 

(1.3.3.4) 

(1.3.3.5) 

ci.3.3.6> ·· 

(1.3.3.7) 

Thc fnurth·rank tensor viscosity is rcprescntcd hy a 6 x6 matrix M1J whosc 

clcmcnts are <lclincd as 

[ 

/1¡¡ (/,1 = 1,2,3). 

M¡¡ = ../211/J (1,1 = 4,5.6). 
2/llJ (uthorwiso) . 

(1.3.3.8) 

'.,•\. 



20 Chnpterl. ·i: , .. ,,,,,. 

Thc mutrix M is symmctri~· hy c~nst~Í~lion atld thus possesscs only 21 indcpendcnt. 
~ - ' ' •' . . . . . .. . . . 

camponentS. 

Thc sel <>f cquatlons (l.3_.2.5) is: hy construéiión, mathemalically equivalenl lo 

M¡jVl =).ª.V/' 

ot cxplicilly · 

M11V¡ª +M12V2" +Mo\-'.1ª 

M21Vf +M22V2" + M23\-'.1ª 

M)¡ V¡ª +MnV2" + M)) 1-'.1ª 

M4¡ V¡ª +M42V2ª + M4JV:f 

Ms1 V¡ª +M52V{' + Ms)"'.f 

+M¡4V4ª +M1sVsª + Ml6V6ª = 

+M24V4'' +M25Vf +M26Vf = 

+ M34V4" + M)5\-'.,ª +M)6Vf = 

+ M44V4" + M45\-'.<ª +M46Vf = 

+ Ms4V4" +MssV:<'' +M56V6" = 

which ccmstitutc.." a standard cigcnvalue rroh1cm in linear u(gebra. 

(1.3.3.9) 

;,,ªV¡ª. ( 1.3.3. IOa) 

.1. a Viª• (1.3.J:IOb) 

.1.ª V:1ª (1.3.3.IOc) 

;,,ª V4ª ( 1.3.3. lOd) 

;,,ª Vsª (1.3.3.IOe) 

By comaruction, the inner pmduct is thc samc in bolh spaccs. lf we form thc 

inncr product of two clcmcnt.c; in thc nonn.ul six·dimcnsional spacc. and the inncr Prc:'duct 

of thcir counterpart in the spacc ot' symmctric tcnsors. thc numcrical valuc of lhc inncr 

product i.• lhc samc, nomcly 

v1
- v2 !?I: 22 (1.3.3.11) 

whcrein 

VI= t1(2') (l.3.3.12) 

vz = 3(22) (1.3.3.13) 

With these dcfinítíuns. thc s1;.L lf' ami 1hc six.cJimcnsiona·J carh!"fan space constitute an 

isomorphism. A11 Hn~r algchr.i re.."'ulL"i m-c thus app1icablc lo thc set '1'. Q.E.D. 



1.3.4 Linear algebra rcsults. 

In thc last St!Clion. wc cstahlishcd an isomorp~.is~ enahling use of cxisting .linear 

algcbra results. Thc dccompositinn oí the viscosity tensor is cquivalcnt to the 

decomposition of M into thl! fonn 

M =LA'"' V"V'"' 
a 

(1.3.4.1) 

whcre .:t ª and vª are the cigcnvalucs and cig1.mvcctors or M. Evcrything wc concludc 
about M is applicahlc to ~ . Observe that this decomposition is cxpre.i;;.scd in terms of the 

invarianL"i, A.ª. or M and its ~principal axis', Vª. 

Our first conclusion is that such dccomposition cxists and is uniquc. Such a 

decomposition ex.ists for any squaru matrix M. thc proof of which can he found in any 

d<!mcntary linear algchra hook (Fri<!dhcrg, ln.wl & Sp<!ncc 1982). Thc numhcr of non-

zcro elemento,; in the sum corrc ... pond.-. tu thc numhcr of diffcrent cigcnvalues associntcd 

with M. A matrix is hr.:rmitian if it is cqual to iL'i complex-cnnjugatc lransposc. By 

construction. M is dcfincd as a real symmctric malrix and is thcrcfon.: hermitian. Fnr 

herrnitian matñccs ali eigcnvalucs are real. Fnr 6 x 6 matric.."Cs thcrc cxist as many as 6 

different real cigcnvalues. lf ali the eigcnvalues are difforcnt. thc corresponding 

eigenvectors are thcn rerpendicular to nnt.: annther, whercupon Vª constitutes a hasis for 

thc six-dimensional spacu. Evcn if ali the cigenvalucs are not distinct onc can always 

{lCrfonn a Gram-Schmidt orthonormali7.ation proccdure, thercby obtaining a complete .coct 

of normalized unit dgenvcctors. 

The pruccding rcsulL'i allnw us tu writc thc dccomposition as thc .c;um 

6 

M = ~A" v"vª . 
a=l 

with orlhononnal eigcnvcctnrs V rr s:.1tisfying lht.: relation.c;hip 

(1.3.4.2) 
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(l.Ú.3) • 
. , . ·.. ,· ., .. '·. 

whcre Oap is the Kroncckcr delta. Analogously. thc Viscosity-~cnsOr can~. c~p~sc!d in_,· 

lhe fonn 

6 

µ = LAª!!ª!!ª• . (L3.4.4) 
a=l 

with the orthonormal pro¡>tlrty translating directly into a comparahle propeny ()Í. the , 

corresponding tcnsors 2ª, namcly 

(1.3.4.5) 

In conclusion, thc dccomposilion (1.3.3.1) of thc viscosity tensor exisL~ and is 

uniquc. For cvcry lluid systcm thcrc are six uniquc cigcnvalues A.ª and six unique 

sccond·rank tcnsors !!,ª. Thc ncxt scction furni!ihcs a physical interpretation Oí thc 

cxistencc and uniqueness of such dccomposition. 

1.3.5 Principal axes. 

The 'thrce-dimcnsional' dccompositinn, 
6 

!!.= ¿.<ª!?ª!?ª 
- a=I 

is cquivalcnt to thc 'six-dimcnsionul' dccomposilion 
6 

M = ¿.<ª vªvª. 
tr=l 

(1.3.5.1) 

(1.3.5.2) 

as dcmosntmted hy thc isomorphism .shown to cxist hctwccn thc Lwo associatcd sraces. 

Furthermorc. an analogy will he shown to cxist hctween such a dccomposition and t~c 

principal axis of a lcnsor. To be spccitic, wc will use a spacc of threc dimensions, whcre 

results are more casily visualizcd. Assumc ! to he a sccnnd-runk tensor in thrce 

dimcnsions. In tcrms of dyadics, this tensor can he cxpresscd in thc cartcsian fonn ( with 

i, j, k a right~handed systcm of mutually pcrpenJicular unit vcctnrs): 

r uT¡,+ii7j2+ik7j~+ 
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· +ji 711 .+ ilT1! ·+ jk1¡3 + 

+ ki i¡ 1 ·+ kj1¡! + kkT¡3 -

- aa T1 + bb 72 + ccT3 (1.3.5.3) 

where {1l •. 72 .73 ) are thc invariants of thc tensor and (a, h. e) are unit vcctors in the 

directions of the principa1 axes of 'f:. Such dccomposition in terms of. principal axes is 

unique.for.evcry tensor. This is valid in a space of nny numbcr of dirnensions. 

Finally. the rate of mechanical encrgy dissipation et> for this anisotropic íluid is 

given by the cxpression 

<t> • f' § - (~: ~): § - rl( ~),," !f'!r'): §jl: § - f),, "(R" :§}2" o. (i.3.5.4J 
- Cl•I a-1 

Now, the scalnr <t> is nccessarily nonncgativc. vanishing if and only if § • ~· 

corresponding to a rigid-body rotation. This incquality imp1ies thnt 

(l.3.5.5) 
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1.4 THE HYDRODYNAMIC EQUATIONS FOR 
AN ANISOTROPIC FLUID. 

1.4.1 The micro-macro association. 

As alrcady ohserved, thc fourth-rank viscosity tensor can always be uniqucly 

dccomposed ioto the fonn 

µ (1.4.1.1) 

where ,!?ª conslitutcs a complete set of symmctric sccond-rank unit tcnsors. and thc Aª 

denote thc corre.sponding eigenvalucs. This d~·omposilion teads to a stress tensor given hy 

lhc following constitulivc cquation : 

!: = -_!!11 + (f.'-ª!!ª~ª):(V11+ (V11)t) 
a=I 

(1.4.1.2) 

Thc govcming hydrodynamic cquations hc:come, upon lL"iing this dccomposition~ 

V·u=O. (1.4.1.4) 

whcrein lhc six cigcnvalucs Aª appcar cx¡ilicitly in the cquations of motion. Note that it 

hns been assumed that lhe fourth-rJnk tensor is constant in space and time. 

Thc simples! now field thot can he onalywd corrcsponds to the spatially 

homogencous shcar llow of un unboundcd lluid. For an isotropic fluid, such a simple 

shcar produces n linear vdocity prolile in the direction of the shear, as dcpictcd in figure 

l.4.!. Thc material pmpcrties of thc tluid rumnin invariant during lhe tlow, indcpcndcntly 

of thc shearing dircclion. For compositc rnntcrials. likc laycrcd íluids (Appcndix 1), it 

cannot be assurcd. a..ruirui. that the microstructural symrnctrics of thc fluid will be 

prcscrvcd during flnw: to the contrary. thcse prupcnil!.'> will gcnt!rally change i~1 most cases 

as thc material propcrties of thc tluid are convcctcd and rotatcd with thc llowing fluid. 
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Such changcs in thc microstrucure wi1l lend to concomitant changcs in lhc macroscopic 

dcscription of the cquations of motion. Spccifically, the fourth·rank viscosily tcnwr may 

not rcmain constant in time or may not remain a homogcneous property of thc fluid. as 

ussumcd in thc analysis performcd in this chaptcr. To provide a simple cxampte oí this 

phenomenon, we will now analyzc a speciat problem of this gcnré. wherc thc microscale 

prohlem can he snlvcd cxactly and the macroscale propertics evaluatcd thcrcfrom a.co a 

function of time. 

1.4.2 An example. 

A.cosumc that thc systcm uncler considcrntion is a suspension of ncutratly huoyant 

particlcs, rhcotogically modcled by a constitutivc cquation involving a fourth·rank 

viscosity tensor. This modcl is valid on a scalc largc comparcd with thc fluid 

microstructurc: cxplicitly, in thc case uf a suspcnsion. lhc macroscale lcngth is large 

compan:d with thc s.i7.c of thc suspundcd particlcs ns wcll us the distancc hctwccn thcm. 

Thlc; macroscalc dc.o;cription does not rccognize thc microstructure of thc fluid, and the 

coefficients appeuring in such a dcscription (e. g .• the fourth-rank viscosity tensor) are 

obtained through pcrfnrming average.e; over spatial votumcs large compnrcd with the 

microstruclure hut suflicicntly smnll to he regarded as "points" in thc macroscale 

de.'itription. 
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Figure 1.4.1 Thc macroscopic propcrtics of thc fluid are obtained 
through averages overcontrol volumes. Control volumesare large 
compared with lhc microscale structure but small comparcd with 
the mncroscal e. 

During thc naw process thc microstructurc within thc averaging volumcs can 

changc and, concomitantly, so can thc macroscalc coefticients used to quantify the fluid's 

rhcological propcrtics. In such cases the viscosity tensor docs not remain constant during 

the ílow. Wc will. howcver, restrict the subsequent analysis to the ílow of anisotropic 

fluids whose viscosity tensor remains constant during the ílow. If, for instance. each 

particle posscsscs a magneric momcnt, and a strong magnetic field is applied to the system, 

the orientation of thc particles will remain constant. lf, at thc same time, the nurnber density 

of particles is spatially hornogeneous, lhe macroscopic viscosity tensor will also remain 

constan t. 
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L¡¡yered material created wjth two immjscible Oujds 

ii 
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~{ d tt 
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i ft 

a\'cr.iging 
volume 

din.:ction of shearing -
.... 

(a) 

avcr.t.ging 
volumc 

dircction of .shcaring 

~ 

(b) 

Figuro l.4.2. A laycrcLI material creatcd by the supcfl'OsiUon oí 
two immiscihlc lluids. Shcaring the systcm in the dinx:tion ofthe 
laycm as in (a) mainaains lhe structure,. and hence the macroscalc 
rheological propcrtics of thc systcm. Shear in thc perpendicular 
dircction dcstmys thc .structure. whcnce thc macroscalc rhcologicat 
necc.ssarily propcnie.~ change. 

MUthcmatically. the tensor licld at a point is a particular set of scalar point 

functions which are indepcmlcnt nf thc valucs of thcse functions at ncighhoring points. 

Phy.sically. thc valucs of thc componcnts of thc tensor are usually obtained hy averaging 

micro.o:;calc quantities ovcr volumcs that are small comparcd with thc macroscale dimcnsions 

of the tlow. Wc will ruquirc tlmt thc microstrnclurc within the avcraging volume rema.in 

constanl in ortlcr to kccp thc macrnscalc propcrtil!.c;; invariant during lhu flow. 
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This rcquin:mcnt may bu illustr.ited hy thc following cxamplc. Considera laycrcd 

material fo_rmed by_ thc supcrposition of infinitcly·cxtcndcd laycrs of a pair of fluids. n.~ 

dcpicted i~ ngure 1.4.2. This.matcrial possesScs a transvcrsc symmetry axis normal to thc 

layers and hcncc will givc risc to a transvcrscly anisotropic macrolluid. Thc configuration 

is invariant undcr rotation amund lhis symmctry axis. Shcaring lhis material parallcl to thc 

layers lcavcs the symmctry unchangcd. Shcar perpendicular to this dircction fails to 

preserve this symmctry in time; ncvcrthclcss, as will he st.<>cn, the fluid rcmains 

transvcrsely isotropic with thc axis of symmctry changing with time. 

1.5 A TRANSVERSELY-ISOTROPIC LAYERED 
FLUID. 

1.5.1 The constitutive equation. 

Imagine an unhoumJcd luycred fluid, formcd from n hasic diffcrent immiscihle 

!ayer.; with diffcrcnt lcngths L¡ and viscositics JI¡ ( i = 1.2 ..... n). The infinite system is 

Corroed by rcpctition of thc thc n hasic diffcrent la.ycrs. in a pcriodic fonn as dcpicted in 

figure 1.4.2 for a hinary system (11 = 2). Thc pcriod of the systcm is the lollll length L of 

then !ayer.;: 

L = Í.4 (l.S.1.1) 
i=l 

In a macmscopic dcscription. whcre distanccs nrc largc comparcd with the pcriod 

L. thc systcm will possess a spcciul dircction. ñ. Such a systcm is tcrmed tronsversely· 

isotropic and its fourth-rank visco.'iily tcn.~or is givcn by thc fnllowing cxpression (sce 

A1ipcndix 11 for details) : 

JI JI!;! + /;.JI !! (l.S.1.2) 
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·whcre. in Cartc:dan tcósor nouuion. 

H;jtf = ~(6¡36¡3Ójt + Ó¡3lh36j1 + Ój361.161k + 

+ Ój3Ót3Ó¡¡ - 46¡3Ój3Ót3Ó¡3). 

(l.S.1.3) 

(l.S.1.4) 

the latter bcing transverscly isotropic with respect to tht.! .l'J e z dircction. Note that this is 

not thc most ¡;cncral form of a fourth·rank transvcrscly·isotropic tensor (Synge & Schild 

1949); ralhcr lh" form ( 1.5. l.2) also cmhodics lhc cxistcnc" ur a plan" or rcncction 

symmi:try normal to thc symmctry axis. 

1.5.2 Constant shearing now of a transversely·isotropic nuid. 

1ñcro cxist two spccial directiorL~ of simple shcaring with respect to thc symmctry 

axis oí a tr.msvcrncly·isotro¡iic tluid. namcly thc din.:ctinns para1lc:l and perpendicular to the 

axis. Thc par.illcl shcaring case is src.cial in thc scnsc that th~ macmscalc tluid ¡uorcrties 

remain unchangcd for all time as thc fluid is sheared. Thc rerpcndicular ca.~ lcads to a 

changc in thc tliroction of thc symmctry uXis during shear, hut dc11.:s not nffcct lhc numcrical 

values of it~ rht:ological paramt:t.t:rs. As lhc time tcmls to inl'inity. thu direclion of thc 

symme1ry axis lends lo lie parallel lo lhe slrnamlincs, thcrchy rccovcring lhc parallcl 

situation. 

Shearing in the parallel directlon 

Simple shearing in a direction par.itlcl to thc layLTS pre....crvcs the lamcllac structure 

of lhc fluid. Whcn 1he !luid is sandwichcd hclwccn two parallcl ¡>laies, ""para1cd by a 

dist.ance H (such that thc symmctry axis is pcrp . .mdicular t<l thc platcs). and 1hc top platc 

moved with a s~!.!ady vclucily U. thcru will thcn arisu a unifonn shcaring Oow al a sh~ rate 

YtJ = U/ H. Clumsc a cartcsian cuordinatc systcm with thc x axis par.illcl to thc platc.c; and 
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thc y axis rcrpcndiCul~r.t,~.t~~.m~·?~·~.c~.ic:1~~}~ ~~'U'~ (s~.1~:·~.~ ... ~~~·~tri~ ~.orti~n .o(the 

::::·~[~t~!~~~~~it!fr:~1•1i; ·.¡(; .. "~''' 
!, ,= -!;úf:~, ',ot(v.iit:Y,'utf·=' ~!p0 ,;+.,{'(e,~y ; e,•,) r" 

._,\ 

;:,,:. 

(l.S.2.2) 

111is implic.s lhut thc pre.i;;surc is cnnstant throughout the fluid. and that thc continuity 

equation is idcntically satisficd. l11c force pcr unil area on lhc uppcr platc is thc same as in 

th~ isotropic prohlcm. but with a viscosity Jt + t;µ; cxplicitly. 

F = (¡t + t>¡1)y0 e, . (l.S.2.3) 

No othcr dynamicaJ. rhl!nlogical cffücts arise such as a stress in· thc perpendicular 

dircclion. 
dircction of shearing 

Figure J .5.1. Shcaring parJIJcl to thc lamellue. 

Shearing in the perpendicular direction 

Duc to thc i.:cometric simplicity of thc prohlcm. it is pos.sihlc to analyticalJy solve 

the general case corrcspom.ling toan arhitrary dircclion of shcaring n.:lativc to 1hc Ianlinac. 
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Thc ca.su whcru lhc symmetry axis initially líes perpendicular to thc dircction of shear is 

particutarly simple {Figure 1.4.2.a). lf wc .~tan shcaring thc fluid in this <lircction, thc 

symmeuy will he l'rescrvcd for ali lime l. On lhc olhcr han d. if wc slllrt shcaring lhe fluid 

wilh lhe symmetry a•is l'arallel lo lhe 1'la1es (Figure l .4.2h). lhe conliguration of the 

lametlae witl changc in time. As will be :;-.ccn. thc oricnt.ation of the symmetry axis of the 

fluid will change from initially hcing l'•r•llcl to lhe 1'la1e.s IO uhima1ely hcing (IC'l'Cndicular 

as thc time gocs from z.ero to intinity. ll is in this sense that the case where the symmetry 

axis lic.s perpendicular to t.hc.: platcs conslitutcs a vcry spccial cin:umstance. 

lf al lime t =O thc symmelry a•is líes l'•rallel lo !he plalcs. and !he Ul'(lCr plate is 

moved (with constant vclucity) parallcl to itsclf, lhe symmctry axis will cvcniually be 

rcrpcndicular ln lhc l'lalCS al t = ~ . Al any lime 1, !he surfaccs ootwcen laycrs wiU be flat 

and paratlcl to cach other. Though thc oricntation will changc with time, due to the 

gcomctric simplicity of tite prohlem it is (lossihle to calculatc the oricntation of the 

symmetry axis a.i;; a func.:tinn of time. By continuity. thc lhicknc."-~ oí the laycrs will change 

in time. hul thc lhicknl!S.'> ralios will rcmain c.:onstanL A<!!, can b.:: sccn from figure l.S.2. lhe 

distance OOtwccn adjaccnt laycrs will changc in time according: wilh thc fonnula 

l(t) = distance between layet"s 

e,. 
X 

Figure 1.5.2. Thc dircctiun nr lhc unil normal vector fa to lh<! l3mellae 
changcs with lime. In Lhc perpendicular -.hcaring situtatinn, it chang~ fmm. hcing 

par.illcl to thc ~x axis. to ullimatl!ly hl!ing par.iHcl to thc y axis a." t -+ oo. 
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L(t) H 

·~ 1H2+u2,2 = ~1 + rfi,2 
.. Ú~~i~i~~C.ing. fu~ angle a hctwecn thc symmcuy axis and lhC x axis. dcfirl~d ns 

tane a .!!__ =-1-
Ut fot 

'ií1e dista~ce bétwecn layers is found to be 

L(t) = 1<J 
11 + r612 

Ei¡uivalently, 

tan a 

L(t) = 1<i = lo cosa . 
~l + tan2a 

(1.5.~.7) 

(1.5.2.8) 

The unit vector ñ in' thc direction of 1hc symmctry axis is given by thc cxpre.~sion 

ñ(t) =~ex cosa + eysin a 
nnd thc tangcnt unit vector hy 

i(1) = exsina +e.vcosa 

lnversion of th~ pair of rclations yidds 

Cx = -ñcosa + isin a . 

e)' = ñsina + ico: ... a 

(1.5.2.9) 

(l.S.2.10) 

(1.5.2.11) 

(1.5.2.12) 

As thi.: viscosity tensor is more func.Jamcntally cx~rcsscd in t~Íms of ñ and i than 

iixand er it is convcnicnt to cxprcss thc dcformation tcnsOr in tcrms of thcsc samc unit 

vcctors. Explicitty. 

[{-ñcosa + isiua){ñsina + icosa) + (íisina + icosa )(-ñcosa + Ísina)]Yo 

~ [ññ(-2cosa sin a)+ ii(2cosa sin a) + (iil + ñi) (sin 2a - cos2a)] r(I = 
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" [-ññ2cs + ii2cs + (iñ +ñi)(s2 - c2)] y11 • (1.5.2.13) 

where S s: sin a and C = cosa . Likcwise. the stress tcn.'ior adopts the fonn 

= - !P + ~: [ññ(-2cs) + ii(2cs) + (iñ + ñi)(s2-c2}] y0 = 

= - !P + µ [ññ{-2CS} + ii(2CS) + (iñ + ñi) (s2 - c2)] Yo + 

+ t:.µ (iñ+ ñi)(s2- c2}y0 • (1.5.2.14) 

wherea.-; lhc force per unit urea acting on thc urpcr platc bccomes 

F= !•e.V= !• (ñcosa + isina) = 

(1.5.21.5) 

In lhe limit 1 ~ - this reduces to the rcsult alrcady ohtained for the parallel 

shearing conílgurali<m. Al."io note that a nonnal com('f<lncnt of the force exists, which 

howcvcr disapJlCUrs in lhc cxaclly pamllcl and perpendicular cases. This result embodic.< a 

nonnal stn:.<.• causcd hy thc lluid's anisutmpy. Figure 1.5.3 dcpicL< a particular examplc. 
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FORCE ACTING ON THE TOP PLATE 
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Time 

Figure 1.5.3. Tite figure illustr.itcs tite force acting on thc top platc. A normal 

stress. pushing up and downwards the top platc. appcars with time and 

vanishcs as t tcnds tn inlinity. 
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1.6 AXISYMMETRIC BODIES. 
Thc slream funclion pmvidcs a powcrful tool for solving two·dimcnsional now 

problcms. ft reduces the original vclocicy vector and pressurc fields prohlcm to the 

catculation of a single scalar function. This mcthod is not gcncrally applicahlc to lhrce

dimensional flows. In spccial circumstances. howcvcr. it is possihlc 10 use a stream 

function for three·dimcnsinnal 11ows. pmvidl!d that thcse flows posscss ccrtain symmctries 

ahout an axis. 

Streaming now pasta hody of rcvolulion, parallel to its symmetry axis, provides 

an cxamplc of such a flow. Another type of flow is rcprescnted by the rotation of 

axisymmetric hodie.'i. In this scction wc ohtain thc cquations of motion for hoth types of 

nows. 

1.6.1 Rotation of axisymmetric bodies. 

For the stow rot:uion of axisymmetric bodies, we can define a scnlar quantity 

nnalogous to the Stokos (axisymmctric) slrcam function Y' a.• follows. Suppose that the 

body mtate.'i ahout iL'i symmetry axis. coincidcnl wilh lhe z·axis of a circular cylindricaJ 

coordinate systcm (p, oj>, z). Duo lo the symmctry of the pmhlem (and the ahsence of 

cenlrifugal effccLc;). we expccl thc nuid streamlines to lie in concentric circles centered 

along thc z-nxis, wilh only the rp-componcnt of the velocity licld expecied to he nonzcro. 

The 'stream function' IJI' US.'iOCiated with this lype of ílow is related to the 

vclocity lield thmugh the equation 

u = - e,x V l/f(p,z) 

=-e~ª"' iJp 
(1.6.1.1) 
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whcre ( ep• er/J, ez) are unit vcctnrs in thc re.o;pcctivc directions im.licatcd hy thc subst.•ripts. 

This velocily fiold automatically satisfics thc continuity cquatinn ( 1.4.1.4) for any choice oí 

o¡t(p,z). 

Forming thc curl ar the cquations of motion (1.4.1.3) yields .thc following 

cquation: 

-!/·ªf;:V [ V·!?ª!?ª:{vf;:czV'l'+(v~:c,Vl/fY}). (1.6.1.2) 

and, sincc {vf;: e, Vl/f + ( Vf;: e, Vl/f )t} issymmctric (thccontractionofasymmctric 

und un antisymmetric tensor is z.cro). 

(1.6.1.3) 

.which is a vector cquation. Multiply this cquation by lhc unit vector Cz to ohtain 

6 

I,nª E~ E~ l/f (l.6.1.4) 
a=l 

Thc cquation satlo;licd by thc stream function is thus 

6 

I,.l. ª E~ E~ l/f = () , (1.6.1.S) 
a=I 
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where lhl! opcr.uor E~ i.c; dclincd as 

(1.6.1.6) 

This is the gener.alized cquation sntisficd hy the stream function for a tensor 

viscosity nuid. For an isotmpic lluid only one cigcnvatue diffcrs from 7.ero. whence the 

cquation reduc_cs to the usual ~uation for newtoninn nuidc:: 

where 

in which, in cin:ular cylindrical coordinatcs (Happcl &. Brenner 1965), 

2 ª(!ª) ¡J2 E =Pap piJp +U. 

(1.6.1.7) 

(1.6.1.8) 

(1.6.l.9) 

In this isotropic case, the vi.scnsity does not appcar since A. 1 = µ is the only eigenvalue, 

and µ e4 t¡1= U requircs that to E 4 t¡1= O. Howcvcr, in the general anisotropic case, 

ratios of thc different eigenvalues will arrear in lht! cquation or motion. 

1.6.2 Streaming Oow past a body of revolution. 

Stn:aming flow ('13.lliil a hoc.ly a revolution constitutcs :in axi.c;ymmctric ílow that can 

be expre.c;scd in tcnns oí thc strcam funclion. In ordcr to derive the corresponding equation 

of motion fur thc stream function. wc witl use a circular cylindrical coordinate systcm 

(p.qt,z) wilh thc z-axis coinciding with the symmctry axis of the hody of rcvolution. The 

uniform strcaming Jlow is assumcd to he paralJcl to the symmetry axis. The stream 

íunction t¡f(p.z) is rolatcd to thc vclndty tield u(p.z) through the relation (Happel &. 

Brenncr l9ó5) 

u(p,z) (1.6.2.l) 
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whic.h bCC!lin~ irl.C)rÍin·d~icut'co~RliOatc..~. · · .:¡:. 

·.~ __ º ...•. (p .. :.:~) .• ~'" ..• ~.p.'.a_ª ... z.· .•• l.f) H~~:(~_i} .. (1.6.2.2¡ 
. ::,··. :P, .. P. :iP .: 

_-Thi~ teadS 10 úlé. r~i1~~¡¿g_:~~~~.;.~i?ri:'érif ·,·~~J :~-~~~~~~~~~~r:·~~~-º-~;:\;.; ~ 

··:.::[~.::;r.~'~!1!~~t1~;.. ··· · 
1 (" - · • . ¡ l( a2 ' ' : a '1 :, á . )] ( Í¡r) 

+2 epe, +e,ep az.2 ~. app,apP p = 
..... .,. ·: ... .:; 

(1.6.2.3) 

The subsequent anulysis will he restricted to those anisotropic fluids whose 

material rhcological propenics rcmain invariant undcr rotation around the z axis. Fluids 

possessing this propcrty aru 1c1mcd trJ.nsvcrscly·isotropic. This restriclion in conjunction 

wilh the body gcomctry ami thc uniform strnafning llow. rcsulL., in an nxially symmetric 

fluid motion. As this matl.!ñlll symmctry can he r.lcstroycd during the flow process (owing 

to rotation of the local fluid demcnL'\ which carry thc l1uid's m.itcrial propcrties), certain 

restrictions must he considercd. Thcsc will be addresscd suhsequently. 

Using the dccompositinn for thc viscosity ll.!nsor. thc viscous part of the stress is 

~= 
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Upon forming thc divcrgcncc or the stress tensor. including thc pressure, the 

cquation of moticm he.comes 

Fonning lhe curl lhe above cquation yiclds 

o = vx f A. av. 2ª{2": [2•PºP aª
2
a - 2 e.e ..2...L.2-p + 2e;e;..!...2... + 

a=I P Z • l azp ap paz 

V ~'ªVD"{2[vª ª2 
Dªaia +vi>...!.L+ X 4" • pp-- - =i: ---p "'p é}z 

a~ - apaz azpap 

+ Df:, (-fr - ..2.....!...2...p)] (~)} = ª' (ippéJp p 

2Vx ~A. °V· Dª [Dpp" ±__L..!_ - D!! ±_..!_..?.__ + Dª 1 a + 
;:1 - azéJpp ·• azp(lp Hpaz 

Dª ( 1 a
2 

a 1 a )] yr 
+ "'- ¡;¡¡;t- dppéJp (1.6.2.6) 

Finally, multiplication by 1bc unil vcc1or e; give.• 

• {~"ªV ª["iJéJI 11 a1a e;· Vx ¿,,," ·D Dpp--- - Dzz ---
rr=I - azéJpp azpap 

+ DP~ (..!. a22 - L..!._?_)) yr} = o • paz appap · (1.6.2.7) 

Explicit evaluation nf thc opcrator appearing in the ahovc equation of motion 

yiclds 
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<.··{··ª(ªta ad D~) = e; • -:-ep·-. Dp; --p + Dz.¡¡- + - + . . az . piJp iJz p 
",!' ·•' ' 

Accordingly. thc cquatioO uf motion is 
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~ ª[ a iJ 1 iJ rr ( iJ
2 

iJ 1 iJ ) D~ iJ a iJ iJ ] 1 = ;1;;,A. Dpp---p + D -:;-i - ---p - -- + D -- -
a=I iJzpiJp "'iJz iJpp ap p iJz u.iJziJp p 

" ·. . ' ' 

[oª~(~- .!.)- oª J!.....~ + o¡..!.i!..... +oª(~ -p~.!.~)] 'lf= PPaz iJp p u cJziJp piJz "'iJz iJppap 

~, a 1 [ a iJ iJ a ( iJ2 iJ 1 iJ ) D!l. iJ a iJ iJ 1 ] .LJ"' - Dpp -- + D. -:;-i - p --- - --=-- + D p--
a=I P ilziJp .p iJz éJpp éJp p ilz u iJziJpp 

' [ a iJ ( iJ 1 ) rr éJ iJ rr 1 iJ Dª ( iJ
2 

iJ 1 iJ )] Dpp- -- - - D,. -- + DH-- + pz --2 -p--- IJI. (1.6.2.9) 
iJziJp p -aziJp piJz ilz iJppiJp 
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l. 7 SPECIAL TRANSVERSELY-ISOTROPIC 
FLUIDS. 

Transvcrscly-isotmpic marcrials aru charncteri7..ed hy !he cxistencc of a rota.lional 

symmclry axis (Abnik 1987; Lckhnitskii 1981: Podio & Virga 1987). A laycrcd material 

such as thal discussc!d in scction 1.5.2 constilutes a simple cxamplc, hut b not 

reprcscntativc of thc rnost geneml transvcrscly-isotropic fluid. 

Thc most geneml lincar relationship involves a fourth-rank viscosity tensor whose 

componcnts must satisfy thc symmctry condilions (l.2.21} di.c;cusscd in Section 1.2, 

namely 
(i) µijkl = µijlk. 

(ii) µijkl = µjikl. 

(iii) µijkl = µk/ij. 

(1.2.21) 

The most gcncr .. ll trunsvcr.i;eJy-isotroric lcnsor ! i.~ construcred hy comhining in 

.suitahle comhinations thc Kroneckt!r ddra functions ~ wi7h thc unit vector ñ a C3 in thc 

dircction of thc symmetry axis. There cxist lO possihlt! urr.mgcments thut sati..,fy the nhove 

symmctry condilions (1.2.21). This lcad.< lo 5 indepcndcnl tcnsors whcrchy thc fourth· 
rank, transvcrscly-isotmpic tensor~ can hccxpre.c;5ed in thc rorm 

5 

! = 2: '"" !"· c1.1.o.1J 
- a=I -

In thc abovc, thc ca nre indcpcndent sculur paramctcrs wherea..oc; thc indepcndcnl unit 

tensors !ª pos.ses . ., the following cartc.,.ian componente;: 

= 8;¡ 15kl • 

s 8;t 15¡¡ + ó¡¡ ó¡t • 

" óij ókl 813 + 15;3 8jl ót1 

80 ó1.1 óJk + 15¡¡ 8kl 8jl + OjJ 81.1 8;k + ºJ3 ókl IS¡¡ , 

(1.7.0.2) 

The cxnmpJes analyzcd in thc previous scctinn.~ involving u J:,iycrcd tmnsverscly-isorropic 

fluid involvcs only two rcmmrs from rhe more.: general ahovc rerrescntnion. Spccilicnlly, 

wc ha ve usctl the tensor comhination Jl TJu + Aµ Tljkl· 
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1.7.1 Deflnition 

In this section wc will limil the subscqucnt analysis to the class of transverscly

isotropic fluids of the type discussed in Eq. ( 1.5.1.2), deriving from the layered example 

of Fig. 1.4.2. composed of two different viscosity fluids. 

Let a unit vector in the direction of thc fluid symmetry axis be denoted by O .. e3 • 

From Eq. (1.5.1.2), the viscosity tensor for the class of transvcrsely-isotropic fluids being 

considcred is given by the fotlowing constitutive equation : 

e_•µ¡~+ (¡•J.-l'l)f! (1.7.1.1) = = = 
with ~ a fourth-rank isotropic unit tensor and ~ a fourth-rank transversety-isotropic unit 

tensor; 11 1and11 .l. are the parallel and perpendicular viscosities respcctively. which. are 

assumed to be constants. The cartesian tensor representation of the above viscosity 

tctradic is 

where 

l'ifkl • J'IUqkt +(/•J. - µ1 )H;¡kl 

- 1• u(ikJ +li¡• H¡¡u • 

H;¡u - i(c5¡3613c5¡k + c5,3c5kJll¡1 + ll¡36¡36;t + 

+ 6¡36k3óil - 4ó13ó¡36kJ613). 

(1.7.1.2) 

(1.7.1.3) 

(1.7.1.4) 

and in which µ • Jl 11 and AJ• • Jt .L. - #'ti • In tenns of the notation introduced in the 

previous section. 

~ - c2(t-~~·) + c4(r-4~5) - 1•(t-h•) + lii• (r-4t)·(l.7.l.5) 
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1.7.2 The eigenvalue problem for the layered transversely

isotropic fluid 

Fo11owing thc schcmc outlincd in scction !.3. the equation of motion satisficd by 

thc strcam function requircs knowlcdgc of the cigcnvaJucs of the viscosity tensor. The set 

of cquations associarcd wilh the cigcnvaluc prohlcm for thc transvcrscly-isotmpic fluid is 

(i,j = 1,2,3). (l.7.2.l) 

wherc µijkl is givcn by Eqs. (1.7.1.3) and (1.7.1.4) Explicilly, the set of cquations is 

JIDzi 

µD¡2 
(JI .+l1µ)D¡3. 

=A. Di1 
=A. Dz2 
= A. D:13 
=A. Di.2 
=A. Dil 
=A. Dz3 

(1.7.2.2) 

whi.:ro we use the fact thut thc tensor is traccJcss, as requircd by lluid incompro..c;sibility. 

The eigcnvalu~"' aro givcn by the solution of llu! char.ictcristic equation 

[

µ-A. o o o () o 
o µ-A. () 11 () o 

dct O O µ-A. O O O 
() o () µ-A. () o 
n o o o (µ +l1µ)-A. n 
o () o () () (µ +l1µ)-A. 

º· 

which lcad" to lhecharJctcrislic algchmic cquation, 

Thc solu.tion of this charJctcristic cquation givcs thc foJiowing Sl!l of cigcnvalues : 

A.¡ = A.2 

A.5 = A.r. 

A.:i = A.4 = µ" 
JI +. l1µ. 

involving only lwo cigcnvaluc."i. as cxpcctcd. TI1c corrc."iponding cigc.nveclOr!* are 

(1.7.2.3) 

(1.7.2.4) 

(1.7.2.5) 
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The visc:n"ity 1ensor can thus be written in the canonical form 

1.7.3 The equations of motion 

Thc: o[terators ussociated with thc. ahove decomposition are 

Explicitly, 

a2 a2 
Ef=-axay' Ef= (Jx(Jy' 

2 1 a2 

E~= --;¡r (}z(Jy • 

These lead lo thc following cquation satisficd by thc struam fuoctinn: 

6 

O = ~.t ª E~ E~ l/f = 
a=I 

6 
= ~µE~ E~ V' + 6µ [E~ E~ + El EJ] '1' = 

a=l 

[ 
a2 ai a2 a2] 

+ dJI -z --z + ---¡--z 'I' = 
(}z ax rJz (}y 

(1.7.2.6) 

(1.7.3.1) 

(L7.3.2) 
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·[( ai ai ). · ] ai ( a2 · ·ai ) = µ vi axi + ay'i 'I' + 6µ al ¡;i + 7J1 'I' 

= µ vi[(vi ·~A)"']+ ll.µ ~(vi -~)'."' . 
· iJz iJz iJz' .;; ' . (1.7.3.3) 

. . ' . 
ThÍs· .. ~quation can be derivcd in an attcmativc way to <?º~ti~ lhC ~hó~~:resUtts~ 

Thc cquation of motion in cartesian coordinatcs is 

o = iJ¡µ;¡k1(iJ¡uk + ak u¡) 

= a;(µU;¡k1 + ll.µ H;1u)(ak"1 + il111d= 

= -µiJ¡J¡e¡,,.3iJ,,.'1' - IJ.µiJ¡H;¡k¡(iJke/1nnSn3il,,.'1' + iJ¡ek11111S¡,3iJ,.'1')= 

= -µiJp;e¡.,,3iJ111'1' - IJ.µiJ¡( S;3(rJ3e11113iJ111'1') + S13(iJ3e;.,.3il111'1')] = 

= -µiJ¡J;e1,,.3iJ,,.'1' - 1J.µ[iJ3iJ3e¡1113il,,.'1'j. 

the curl of which yields 

O =epn¡iln [µiJ¡J¡e¡1113iJ,.'1' +1J.µ[iJ3iJ3e¡.,.3il 111 '1']] = 

(1.7.3.4) 

= iln (µ iliJ¡(S pm Sn3 - S 1,3011.,.) ilm 'I' + IJ.µ iJ3iJ3 ( 811111 Sn3 - Op3S,M)iJ,. 'I' ] ; (1.7.3.S) .. 

where we havc usetl thc identity 

Upon ruarrunging lt!rms. this cquation can he rowriucn as 

n=µiJ;iJ;(iJ3iJ1,'I' -sp3ilmr1m'1') + 1J.11rJ_,a,(a.,ap'I' -s,,3a,,.am'1')· c1.1.3.7J 

Contr..1cting with 8p'3 gives 

(1.7.3.8) 

which is cxactly thc samc equation ohtaincc.l frum our more gcncrJI schcmc. 
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Using, ~ir~ular cytindñcal coordinateS, the latwr cqualion may he written ~ 

2[(. 2 a2 ·) ]. a2 ( 2 a2) O =µV V--2 t¡t +·&µ~V-~ t¡t= 
az. '· (}z (}z 

2[ 1 a ( a ) ] a
2 [ 1 a ( a ) ] = µV -- p- 'I' + t.µ~ -- p- 'I' = 

p ap ap az p ap ap 

= [µ1-..E_(P_g_) + (µ + &µ)~][.!.L(p_g_) 'I'] 
p ap ap az p ap ap •, 

Upon introducins a ncw variable z'. dcftnCd as 

z• - z 

- (µ ~tt.µr 
. (1.7.3.10) 

!he preceding equation b<:comes 

This ruprcsents an ~ cquation in the stretchcd variable z •. 

1.7.4 The fundamental rotlet solutlon 

The fundamental solution for a point couplc can he ohtained by using thc isotropic 

rotlet solution. Thc cffi.x.'l of a roint cou11lc in a 'laycn!d' transversely~isotropic fluid can 

he aprroach&!d by thc same schume uscd in thc last scction. To solve llu1t prohlcm wc use 

thc velocity lield rather than the struam function. Explicitly, both the velocity and pressure 

ficlds havc to be dctcrmincd. Thc vclocity ficld. as already mcntioned. has only one 

componcnt u~ : 

u = cq, 11~(p,z) , (1.7.4.1) 

(1.7.3.11 
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' .. ~. 

P = p(p,z)' 

whcrc, f/J -fodcpcndcncc is assumcd. · 

Thc pointcouplc is locult!d at.z =e •. so tJ:lat 

L = Lo e ó(r - ce ) ;,, Lo e ó(p)6(i:-;;) . 
z z z ·2trp, 

Thc cquation of motion fOr the poin~ coup1c is 

U pon .writing the cquilti~n in circµJar cylindricnl coordina tes We ohu.tin 

which lcads to thc set of cquations 

ap =o 
ap 

ap =o 
az 

Thcsc can he rcwrith!n as 

Lo ó(p)ó(z-c) 
2rrp 

(1.7.4.2) 

(1.7.4.3) . 

(1.7.4.4) 

(1.7.4.6),'' 

(1.7.4.7) 

(1.7.4.8) 

µ[.!.(-3._(p ª"~)) -!!..f.] 
. P ap ap p 2 

+(µ + Ll11) a2,~~ = Lo ó(p)ó(z-cl, 
az 2rrp 

i.c .• 

1 
ó(p)ó[ k(z'-c')) 

..,1 2
rrp • (1.7.4.9) 

whcrc k is givcn hy 
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k = (t' :6µ)~ 
Ir we use lhc Dime delta íunc1ion pmperty 

li(k.t) = /i(x), 
k 

Eq. (1.7.4.9) can 1hen re rcwriucn as 

[.!.(.2-( ª"')) - "• + ª2"•] p iJp p i)p P2 a;:r 

{1.7.4.111) 

(1.7.4.11) 

Lo li <e> li(z'-c'J 
µk 2trp 

(1.7.4.12) 

This cqualion is idcnlical lo lhe lhal ror lhe corresponding~ íluid rotlet, 

with z·c replaced hy z'·c, and lhc cnuplc strunglh hy l..{'/k. Accordingly, the mUct solution 

or the laycretl transvcrs<ly-isotmpic pmhlcm is 

"=~ p 
• 81rk¡1 (P2 + (z'-.c')2l';· 

(1.7.4.13) 

and 
¡1 =const. (1.7.4.14) 

1.7.S Rotation or a sphere 

As will he shown. lhc symmetrical rotntion oí a sphere of rndius R, in a 

layered.transversely-isotropic tluid. is mathcmatically equivalcnt to lhe rotation of an 

ellipsoid in an isotropic !luid. Thc solution for the rouuion oí an ellipsoid (prolatc or 

ohlate) is known ( foffrey, 1915). 

Thc cquation of motion for the rotation of the sphcre immerscd in a Jaycrcd 

transversuly-isotropic lluid ahuUl an axiS panillcl to thc symmctry axis ofthe íluid is 

[ 
1 ( iJ ( iJ "~ )) "• ] iJ 

2 
"• µ - - p- - 2 + (11 + 6¡1) --z- = (). 

P éJp iJp p iJz 
(1.7.5.1) 
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which is roquirud to satisíy the following houndary conditiÓns: 

119 = '(1.7.S.2) . 

and 

119 ~ O as r = (P2 + z2)Yz --+ oo • (1.7.S.3) 

Altemativcly, in tcrms of the strutchcd variable z': 

(1.7.S.4) 

whcre k is dclincd as 

(1.7.5.s) 

the cquation of molion hccomcs 

= ll, 

togcthcr wilh thc houndary conditions 

119 = Op ar r = (P2 + k2z.2)3'~ = R ' (1.7.S.7) 

~ ll tlS r = (P2 + k2 z'2)Yz -+ 00 • (1:7.S.8) 

Thcse are isomorphic with the correspomling cquations for thc rotation of an cllip."oid, p2 

+ k 2 z 12 = R 2. in an unboumlcd isotropic tluid. Thc ellipsoid is pmlatc or ohlate according 

as k2 < 1 or k2 > I, ruspectivcly. Wt:. will tirst prescnt the prolate solution and thcn, in 

an analogous f01m, thc sn)utior. for thc ohlatc cuse (Scc fig:uru 1.5.L). 



Axis of transverse
symmetry = axis 
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p 

Ohlale ellipsoid: 
--ir--- k 2 < 1 

Figure 1.5.1. The prohlcm of a sphcru mtaling in a laycred tr.insvcrscly-isotropic 
fluid is con verted in tOO prohll!m uf an cllipsoid (prolatc or ohlatc) rotaing in an 
isotropic lluid. 

Thc rro1atc solution is more casily uhtaincd if wc intnllluce a prolate sphcmidal 

coordinate sysiem dclined hy the follnwing trJnsformation (Happel & Brenncr, 1965) 

z' + ip = ccosh(s +ir¡) , (L7.S.9) 

whcre e will he relatcd p nnsrs:rjoá hy thc radius R of thc s11hcru. 

Equivalcntly, 

z' = t.·cosh~ cos71. (l.7.S.10) 

p = e sinh s sin r¡ _ (l.7.S.11) 

Thc coortlinate surface.o; ~ = coma are a family of pro late sphcroids having their 

common ccntcr al the oñgin. TI1c cnordinah! surfaces 71 = con:;;t are a confocal famity of 

two-sheetcd hyrcrholoids of revulution having thc z axis as thcir axis of rotation and their 

foci locatcd at z = ±c. p = O. Appmpriatc snlutions of thc Laplacc's cquation are 
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(1.7.5.12) 

(1.7.5.13) 

involving associated Legcndre functions of thc fir.st kind of dcgrce n. In arder to ohtain a 

finitc solution we must set n = l. Jcffrey (1915) considcrnd thc more general case where 

the fluid fills the space bctwccn two prolatc sphcroids dclincd by thc cquations 

.; = .;0, .;1• The solution for thc unboundcd lluid can ultimatcly he obtained hy seuing 

.;. = 
A~sume a trial solution of the fonn 

"9 =sin 1J [A l\1(cosh .;) + B Q/(cosh.;)j. (1.7.5.14) 

The two boundary conditions, namcly 119 = 0 11 p on ~o und "? = n 1p on .; •• require 

that 

A l\1(cosh.;) + BQ/(cosh.;) = cn0 sinh.;0 '(1.7.5.15) 

und 

A l\1(cnsh.;) + BQ/(cosh0 = cO¡sinh.;¡. (1.7.5.16) 

U pon introducing the function/dcfincd as 

¡(.;) = logcoth(f) - ~. 
2 sinh .; 

(1.7.5.17) 

the solution can 00 wrlttcn as 

(1.7.5.18) 

Following Jeffcry (1915), the couple rcquircd to maintain thc steady rotation or the 

cllipsoid ~o is 

T = _!!!. rr µ c3 flii - '1¡ 
/(~n) - 1(.;1) 

(1.7.5.19) 
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The unhoundcc.f fluid solulion i.s ohulincd hy seuing .:1 == oo, whcnce the 

veloci1y lield is 

"' = c:sinh.; sin r¡ Oo /((~)). 
f ~o 

Addilionally, the requircd torquc is 

T =.!2.irµ c3 --3L_. 
3 /go) 

(l.7.S.20) 

(l.7.S.21) 

Wilh Rlk and R are lhc polar and cqualorial radii respc:clively, we have thal 

!!. = cco•h.;11. R = c:sinh~o. 
k 

lnversely, 

".:,1 1 (Rlk+R)_ 11 (l+k) -.o -- n --- - - n -- . 
2 Rlk-R 2 l-k 

Tlll' couple may bt: wri1rcn a.< 

whore 

T= l (l+k) e -In¡; -- - -
2 1 -k Rk 

2 R
2 

2 
e =-¡z-R. 

1be case oí u mtaring sphcru of nuJiu . ..; R is ohtaiood in ihe limit 

k->l-.c->11, 

along with the corre.~ponding exprussinn for thl.! cou(llc, 

(l.7.S.22) 

(l.7.S.23) 

(l.7.S.23) 

(l.7.S.24) 

(l.7.S.2S) 

(l.7.S.26) 

Thc ohlutc cu.'i'.e i . ..; ohtainclJ in u com(llt!tcry similar way by introducing Dn ohlale 

sphemidal coordinalC sys1cm (Happcl & Brcnncr). dclincd hy lhe 1ransfonna1ion 
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'· . :;:, .. z'.+ip ='c'sinh(.;.+;11). (1.7.5.27) 

where e• will su~scquc'ntly he. cxpresséd in tcrms ofthc radius R. Thc tran.c;fonnation is equivnlcnt to 

z'. =e' sinh~.~~SIJ,: p = e' cosh.; sin IJ. 

The Unhol;Jn<Ícd n~ic.I solution·ca0 ·~ expres.i;cd in tcnns of thc function 

der. sinh.; t 
F(.;) = -.-2- - col- (sinh.;) , 

cosh .; 

by thc íollow.ing exprcssi?n : 

, . F(.;) 
11~ =e cosh.; sm 1J Oo F{.;n) 

Likcwisc. thc couplc required to maintain stcady mtation ofthe dlipsoid is 

Altemativcly, in tcrms of thc polar and cquatmial radii. i.c., 

th~ couplc hccomcs 

whcre 

!!. = c'sinh.;n. R = c'cosh.;o. 
k 

T= 

This also reduces to sphcru solutiun in thc limil k ~ l +. 

If wc uh~rvc that 

iarcot ( 1 )=.!.1 11(l+i~). k{ki-1 2 1 +J'il:j 

(1.7.5.28) 

(1.7.5.29) 

(1.7.5.30) 

(1.7.5.31) 

(1.7.5.32) 

(1.7.5.33) 

(1.7.5.34) 

(1.7.5.35) 
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thc ohldtC and thc 11rolatc case solulions are sccn to have the same mathcmatical fonn. 

Figure 1.5.2 illustmtcs thc solution for dimensionless couple as a function of the paramcter 

k. 

4 

.. 
E--

COUPLE AS A FUNCTION OF 
PARAMETER k. 

\ 

Clas.•ical Ncwtonian Fluid 
(k =•. 4µ=0) 

E- 2 ., 
\ Sphe~ru 

o 

., 
............. ---------- ....... _ 

1 ·-·-·-·-·---·-·-· (4µ>0.k.< I~ (óµ<O,k> 1) 
Prolate elhp,;o1d Ohlate ellipsoid 

k 2 

Figure 1.5.2. This li¡;ure shows the couple as a function of 1he 
parameler k. For k < 1. lhc cllipsoid is prolate. and for k > 1 is prolnte. 
Thc sphcre (Ncwtoninn case) is rccovcrcd at k =I. 
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1.8 STREAMING FLOW PAST A BODY OF 
REVOLUTION. 

1.8.1 Equations of motion. 

Another simple cxamplc pcrtaining to 'layercd' tra.nsverscly·isotropic fluids 

involves axisymmetric streaming flow pasta hody of rcvotutlon in an unhoundcd fluid. 

Axisymmctrlc flow occurs whcn the symmctry axes of hoth the anisotropic fluid ::md body 

coincide. Such axisymmetric llows. can he cxpressed in tcnns of a strcam function. 

Choosc a circular cylindrical coordinatc systcm wilh thc z axis a1ong thc symmctry axis of 

th" body. The velocity fidd is related to the stream fuoction hy the following cquation: 

u= .!..e.¡XVl/f 
p 

~ e.¡ +p ~ ~ + ez <~J ~] = 

= H ep ~ ~ - ez ~ ~] . (1.8.1) 

Thc ratc ofdcfonnation tensor is given in tcrms of the stream function hy Lhe 

expression 

a (1 ª"')~ 
iJp ¡;a¡; 'J + 

(1.8.2) 

The viscosity tensor for thc 'laycrud1 fluid is 

µ=µ_!l+AJI!! (1.8.3) - -
where 
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+ eq,ez:eze# +epezezep + e4'eze•ez + epez:epe:) . 

lntenns of the stream function. thc stress tensor hecomes 

P = - lp + µ : [vu + (Vul+] = - - = 

Hencc the incrtialcss cquation of motion is 

( 
1 a a ) [ 1 a 

2
"' a ( 1 a r¡r)] + ti.µ e --p + ep- - -:;-r - - -- . 

'p ap a, p az ap p ap 

U pon fonning lhe curl of the ahovc we ohtain 

[ ( 2 1 ) 1 a"' 2( 1 a"')] µ Vx e V - -:-2 --. - + e V ---- + 
P P P ª' ' P ap 

[ a ( 2 1 ) 1 a"' a 2( 1 a"')] µ e9 - V - - --- + -V - - + ª' p
2 

p ª' ap p rJp 

(1.8.4) 

(1.8.6) 
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.µe, {:,[a?.~; :~(j;/p) z~lt~~-;t,,;;:;~(;~~J}+ 

. f +-ittf .~;!:~rl,,~_:+:): -'..:::~·'( ~:; > .~:: ·:x· ; ._. . . . .. 
=~e'{b[;·:,\f :p.l~~·~;i)]'t!·[~z

2

J';~·tt::~::P·(~':P·)].-•(f~.:)} + 

... · ··•···• .Jx.1{ , J,c 1~~~:· ~;~., ;; ,¡,¡,"'.~.{ ;f ';:} ,•. . 
. =µ~,{a·;z¡;[a:.: 2 +paA¡; ap )]vr+ (app ap {a;:2'·:".J'appap)or}.,;+ 
. ·, ·.-·• ., .· ' .. :·. : ' ': . . 

;;.?~'{[*~ +f:p_;:~)](í? ~ p :¡j; :p) 'I'} 

+ eefl llµ D2 D2 'I' = 
p 

('(a2 ·a1ª)(ª2 ;i:1a) =;eefl a,2 +pap/jap a,_2+Pap/jap vr+ 
. '+ eefl llµ D2 D2 'I' = 

p 

= e~ (; E2 E2 'I' + ll: D2 D2 V'), 
where the opcrators D 2 and E.2 aro rcspcctivcly dcfincd as 

and 

(l.8.7) 
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2 der. a2 a ( 1 a ) 
E =¡-;z+Pappap. (1.8.8) 

'· Accrirdingly, in tcrins of thc strcam function. thc cquation of motion adopLco the fonn 

or, rearranging terms. 

whcrc 

and 

· 1.8.2 Fundamental Stokeslet solution for the layered 

transversely·isotropie nuid. 

1be cquation of motion for a point force is 

V·!:= F .S(r) = e, F.S(r) • 

(1.8.9) 

(1.8.10) 
. ' ·~·, 

(l,8~1¡). 

(1.8.12) 

(1.8.13) 

whcre 6(r) is the Dime delta function. In (symmctrical) circular cylindrical coordinatcs 

(p,;.zJ • .S(r) is given hy theexprcssiun 

.S(r) = .S(z) 8(p) 
2-;¡pº (1.8.14) 

Thc sotution of thc inhomogcm:ous cquation rcquircs lhe use of certain 

pm(lCrtiCS or thc Dir.ic delta function (rcf). which aru givcn hclow: 
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- . 1 J o(r)t/r = -
o 2 

J ~(z)ilz =+ }'>cP)tlp 
.9' '·.;.:·~·-.:. : .... '·'11'.' ,_,, ·' • 
"·<·~ : r .~.:. , .. •;· -

l; 

- ·": \ -_,:·:·.-. ·.;..·.:·..":·:.~.·. :· ·. 1 l o(z) ll(Z)clz =·2i1(0)),',)l o'(z) 1¡(z)~lz; = -,.l u'(O). (1.8.15) 

In te~s Of th~··.~·~·~:'j~~~~~-~~~\~¡i~.ducCd iri\he .. iast section, the cquation oí 

motion hccomes 

(1.8.16) 

or. upon rcarrunging tenns. 

(E
2E2 +t.µ D2D2)'1' =FS(z)[o(p) _ o'(p)]. (1817) 

JI 2trJl p .. 

U pon 1ctting Aµ ~ O we rccovcr lit~ isotropic equation for thc stukcsleL Thc cquation of 

motion can he rewrittl!n by intmducing thc parametcr k2defincd as 

(1.8.18) 

By delinilion, k 2is a rual numbcr if AJl S O and a puru imaginary numher if llµ ::?: O. 

Since thecquation dcpcnds on k4 rathcr on k2, thc solution mma he symmctric undtSr.the 

intcrchangc of k 2 and -k2. This pro(lt.!rty will allows to ruwrite tite cquations of motion in 

a symmctrlc way, namcly 

Altemativety, in the cvcn more symmetrical fonn, wc havc that 

G:(E2+ kzoi)(Ez _ kz 02)+~(E2-k2D2)(E2+ kzDz)]"' 

= F o(z) [º(p) _ 6 '(p)]. 
2trJL p 

wherc thc upcr..uor.s E2 + k2 o 2 anti E2 - k2 D2 are givcn hy thc cxp~sions 

(1.8.19) 

(1.8.20) 
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(1.8.21) 

(1.8.22) 

This equation will he solvcd following the procedure used hy Happel & 

Brenner (1965) for the cnmpar•hle isntropic prohlcm. Thc fourth-nrdcr differential 

cquation can he separatcd into two sccond-order cquations. First we define thc functions 

«l>1(p.z) and d>z{p,z) a.• 

(1.8.23) 

and 

(1.8.24) 

satisfying thc sccond-order cquation 

= F 8(:) [º(p) _ 0 '(p >]. 
2rrµ p 

(1.8.25) 

Upon using the e•pre.•sions for thc opcrntors (1.8.21) and (1.8.22), the ahovc can be 

rewrltten a." 

H (1 + k2) tz + (1 _ k2) p :p(; :p J}d>,(p.z) + 

+H(1-k2)tz + (l+k2)p :P(~ :P )}d>z(p.z) = 

= F 8(z) [8(p) _ 0 '(p)]. 
2rrµ p 

(1.8.26) 



P,' ;'.".(1''-:pk2~: 

. . , .. ':,.:-;~,~~~~~~;~i.~:·-·f 
and 

whcrc 

_ Eq. (l.R.2.6) hccomcs 

(1 - k2)Yz 
(1 + k2)~ 

(1;8.27) 

(Ú.28) 
·;·. 

i., 

,•,., 
(ÜÍ.29) 

(1.8.30) 

(1.8.31) 

1 { a
2 

• a ( 1 a )}<1> < . ·¡ 1 { a
2 

.. a ( 1 a )}<1> <P" • 2 iJ?i + p iJp' p; iJp' 1 p ,z + 2 iJz"2 + p iJp" p. iJp" . 2 .z ) = 

_ F ó(z') [º(p') 0 '(p')] 
-2tr¡l(l+k2Jlf2(l-k2) -¡¡--

_ F ó(z") [ó(p") 0 '( ")] 
-2trµ(l-k 2 )1f2c1+k2) ---¡;;:-- p . 

(l.8.32) 

By construclion <l>¡(p.z) is 1hc samc a.• <l>2(p.z) upon roplacing k2 by -k2• 

Thu function «l>(p,z) • tlclincll as thc sum 
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(1.8.33) 

is then symmi:trii!under theexchiinge of k2 by ·-k2 ;. Due "to the syinmetry. lhis'cquation 

can be dci:omposcd into two cquationS : 

{ a
2 

, a (1 ª)},z,ep· 'l ii?+p ap· P. ap· • .z = 

1 F 6(z') [6(p') , , ] 
= 2 21rµ c1 + "2>112c1- "2> 7 - s (p) • 

(1.8.34) 

{ 
rJ2 + .. ..i!...._(...!.._i__)}<t> (p" •") -

rJz"2 P ap" p" rJp" 2 ·• -

(1.8.35) 

Each of this pair of cquations. writtcn in tite~ variables, is idcntical to lhe 

equation ohtaincd in thc isotmpic ca~ providcd that wc .scalc thc strenglh of the point force 

as 

(1.8.36) 

Thc solutions of thcsc cquations aru ohLaincd in thc same way as previously. 

Explicilly. c.Jctinc thc Fouricr cusinc tr.insform 

- 2 -
¡¡;1(p',a) = f <t>i(p'.z')cosaz'tlz': ll>1(p'.z') = - J ¡¡;1(p'.a) cosaz'tla: 

(1 " () 

U pon forming thc Fouricrcusinc tmnsfonn of Eqs. (1Jt'.l4) anti (1.8.35) wc ohtnin 

{ ,....!!...._(..!...~)- a2}iii(p',a) =F'6(z')[6(p') _ S'(p')]. 
P rJp' p' ap· 1 H1rµ p' 

(1.8.39) 
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. {p:·~(i~)- a2}a>cp".a) =F'ó(z")[ó(p") _ ó'(p")]. (1.8.40) 
, . ap" ·p" ap" 2 sn:µ p" 

whcrein we ~ave _uscd variou~ propcrties of the. dcll&l function set forth prcviously. 

Thc gcner..il solutions of thc homogcncous equation.-. are, respcctivcly 

Ci>1 (p'.a) = Ap' l¡(ap') + Bp'K¡(ap') • (1.8.41) 

<i>2 (p",a) = Cp" l¡(ap") + Dp" K¡(ap") (1.8.42) 

·w~ere A,· B. C and D are consrants of intcgration, and 11 and K1 are modificd Bcssel 

function.'\ of the first and sccoml kinds, rcspcctivcly. Duc to thc symmctry of thc solution 

we must w.kc A = C and B =D. Thc inhomogcncous solution can be ohtaincd using the 

method of variation of pammclcrs. This leal.Is to thc solutions 

Ci>¡(p'.a) = Ap' l¡(ap') - a F'p' K¡(ap') 
8n:Jl 

<i>2(p".a) = Ap" l¡(ap") - a F'p" K¡(ap") 
8Jrµ 

(1.8.43) 

(1.8.44) 

Nt!xt, wc havc to snlvc thc following sccom..l·order cquation, ohtaincd by 

suhstilution of the prcvinus solutinn into thc originad cquation (J.8.20) : 

This equation may be rcwriucn a.'i 

[(1 - k2) aªz22 + (1 + k2) P :A* :P )]l"•(p,z) + 

+ ((1 + k
2

) :z2
2 + (1 - k

2
) p ,;p(~ :p )]\'f2(p.z) 

(1.8.46) 

whcre '1>1 uml <t>2 are the Fouricr 11Jnsínrm of solutions (1.8.43) and (l.8.44). i.c .• 
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,.· 

4>1cP';á= 
2 }«iiacP'.a) cosá~' 1/a 
tr () 

2 -[· a F'p' K (ap')] 
tr ! Ap't,(ap') -

8
,.µ' cosaz'da 

·and ···'-' ,"· 

4>2(p",z") = 2 
. tr J ¡¡;2(p_",a) cosaz" tia 

o 

(1.8.47) 

J Ap" l 1(ap") - p 1 ap cosaz" tia . (1.8.48) 2 - [ a F' " K ( ")] 
tr () 8trµ 

Equaaion (1.8.46) can he rcwriucn using lhc ncw variahlos (1.8.27) thorugh 

(1.8.30) a.• 

{ él~~2 + P" a~-(~ él'~ .. )} Y'a(p",z") 

él • a 1 a .. '{ ·2 } 
+ élz'2 + P r7p'(Po iJp') Y'2(P ,z} 

= 4>1(p,z) + 4>2(P .z) . (1.8.49) 

This cquation can he split into the following pair of equations: 

{ 
él2 • a ( 1 a )} ( • ") a¡.'i + p iJp" Po rJp" Y'I p .Z = 4>2(p" .z") , (1.8.50) 

{ 
él2 • él ( 1 a )} ( . ') ~ (p' ') a,.2 + P élp' -¡;: rJp' Y'2 P .z = ~a .z (1.8.51) 

wherc the mixcd grouping or tcrms is ncccssary to maintain the symmctry. In the abovc 

4>'1(p 1 ~z') anc.1 «t>2(P ".z") aru givcn by thc Fouricr cosinc tnmsfnrms 

.!. j [A~l1(ap') - a eF'p'K1(ap')] cosaz"tla , (I.8.52) 
rr 

0 
e 
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. <1>2~":z") =~J [~p";~1(··.ª'p·~~.~·,,;!:i~1(. ~:P'')]c~sa;i·:_da~ 1.8.5_3), 

. - . . ·: ~. o ·.'. .. ~. ··:· '·.:.~~·. ~ '. .. ~_)}~·~>- ·: <-?-~· ... ~:;~~\ ;·-: .. :·:~~·::·: ),, ':"' .:::_~~-<-::.-'."'. -~:: :· 

wilh a• dcfin~~."" • ,. ·::,~a~,i.:_,:,·,.:.·il,_._·.,_.'.'_:rri,:: •. ·.•.~ .. ·.~~a·.~.··;_·::_:~.;.~_'.:_.·~,· .. :_·,·.: ..... ~·:.·.. . ( ·~ : ·>·. ;" ... i:é ' . ¡ . . . 
• .... ~ ._ .. ~.-::: -_ -- • - c.. :--.'.~i:_,~t'.~.1i: .. -:~~jt;~(ú~:F>\' . .'r - '.- '· .. - _:. < ._.:·_ -. -

. . •.... · _:,;:; ... ·./:hc;.<r.::".·<~.:.:.•.···: :}.' __ .,;P-~:~4> 
In ordcr10 solvc Eqs: (1:8:50)'nnd.(1:8:5 l)~c.int~dúcclhe Fouricrcosine. 

º':~;:Jfr~~í~~~;~~~~~f ~~s~Ntir~.t,~i,,,•. 
ip2CP'':.ª>=J 'l'i<p'.·;i~)'éosaz''<h"; .vii<p'.'.:z''l =·-:J '!'2{p".a)cosa z" e/a, (1.8.56) 

: : ·«:·""~--~:~ ~ · ··,.:'.f': • o Y-:'~·-·~-:>·.\-:~::.:::·:.:'.:-~::·_,·.'.<,~:: --,_ · ~: :'-~ ,·, .. ~!- ... -.~·;o .. :;·: > 

Upon1uking:111e Fnliricr'éosinc 1rnnsform of Eq. (1.8.50) and (1;8.51) we 

obtli~ lhdoll~wing cquali;>ns: 

{·, a°(I a ) 2}-(p• ) A ", 1 ( '): a F'p'K¡(ap') • (1.8.57) 
p ilp' ¡; ilp' - a \"¡ .a = P 1 ap - 81rµ 

P"- -- - a 2 i¡J (p",a) = Ap" l(ap") - P 1 ap . (1.8.58) { a ( 1 a ) } a F' • K ( ") 
ilp" p" iJp" 2 1 8rrµ 

-... ,' 
Thc gcneml soluti~ns oflhc homogcncous cquations ure respcctively givcn hy 

;¡¡,H(p',a) = Cp' l¡(ap') + Dp' K¡(ap') • (1.8.59) 

i¡J2H(p",a) = Cp" l¡(ap") + Dp" K¡(ap") (1.8.60) 

. whcru thl! cunslanls C and D aru 1akcn to he samc in hoth solutinns in onfar to maintain the 

symmctry. Particular snlutions can he fnund by thc mcthod ofvariation ofparamctcr.s. This 

lcads to thc gcncrnl snlutions 

i¡l¡H(p'.a) = Cp' 11(ap') + Dp' K1(ap') + 
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+ Ap'2 lu(ap') + aF'p'2Ko(~p'). 
2a 16irµ 

iii2H(p",a) = Cp" l1(ap") + Dp" K1(ap") + 

+ Ap"2 10(ap") +a F'p"2K0(ap"). 
2a 16irµ 

(LR.61) 

(1.862) 

Thc conslant~ A ami C are sel cqual lo zcro in ordcr that the íluitl he al rcsl at 

infinity. The constant D is takcn to 00 1.cnl in ortlcr that thc vclocity to he fanitc along the z 

axis ( cxcc(lt at the singular point). Thc solutinn to Eq. ( 1.8.20) thcrehy reduce.'i to 

1¡1(p,z) = '1'1CP.z) + Vfz(p.z) = 

aF'p'2Kn(ap') + aF'p"2Ku(ap") 
l6irµ l6irµ 

(1.8.63) 
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1.9 CONCLUSIONS. 
The use of a fourth-rank viscosity tensor is justined providcd lhat thc 

transvcrscly-isotropic conlinuum remains hornogcncous during the ílow process. Such 

homogcncity cannot be assurcd q priori; rathcr, cach situation must be analyzcd on its 

merits to decide whether homogcncily is a valid assumption. Howcvcr, once having 

cstablishcd thc validity of thc homogencity assumption, a unique decomposition of the 

viscosity tensor cxists that fumishes thc six pertinent rhcological paramctcrs appcaring in 
the equations of mol ion. Morcovcr, a wcll-cstablishcd schcmc cxists to oblain thc abovc 

mcntioncd dccompasition. As a spccinl case, the laycred, transverscly-isotropic íluid case 

was extensively studicd throughout thc chaptcr undcr diffcrcnt ílow siruations. including 

an example whcrc the viscosity tensor cvolvcs in time as the fluid is shearcd (although 

rcmaining homogcncous). 

Analytical rcsulls posscss thc distinct advantage (apart from thcir own 

intrinsic bcauty) of rcvcaling thc cxpficit changcs occuring in thc solution as thc pcrtinent 

physical parameters are varied, a quality that strictly numcrical approachcs cannol rcadily 

display. Our approach and results are completely analyticaJ. 

Wc bclicve that thc approach outlincd in this chaptcr posscsses advantagcs 

whcn dcaling wilh anisotropic fluids. It providcs a transparent schcmc to incor-porntc thc 

rclcvant rhcological anisotropics into thc cquations of motion in a uniquc way. The 

decomposition itsclf providcs a vcry poweñul tool. which allows one to determine the 

important parameters nppcaring in the equations of motion. ln gcneral. this approach has a 
strong hydrodynamic foundation which benefits its use in dealing with anisotropic íluids. 
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. <C !Ja@J/}J (j(JJ Ir 2 

N@rm 0 lH!@l1íJfJ(f))[g<Erm<E@rv.tíff J!Owfi@J!ff 

2.1 INTRODUCTION 

Thc effeclive viscosily of a suspension of particles (Happel & Brenner 1965) 

depends upan differenl variables cbaracterizing the syslem, specifically : (a) lhe 

rheological properties of lhe suspcnding fluid; (b) the sizc and shapc of lhe suspended 

particles; (e) lhe concenlration (i.e., number density) of the suspended particles; (d) the 

typc of undisturbed shearing motion of the particlcs and íluid. Several cxccllent 

revicws cxist on this subjcct (e.g .. Eirich. Frisch & Simha 1956). In our study we 

will be interested in suspensions of neutrally buoyant sphcres. where thc suspension 

viscosily can be considcred a function of the concentration of sphercs, thc cxtent of 

their hydrodynamic intcraction, and thc viscosity of thc background fluid. Thc 

cffective viscosity is dcfined as the ratio of 1he suspension viscosity relativc to the 

viscosity of thc suspcnding fluid (which we witl consider to be. both Newtoninn and 
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incompressihlc). Ni!glccting hydn1dynamic intcr.1ctions among sphcrcs and with the 

surrounding walls. for dilutc systcms thc effective viscosity dcpcnds only on the 

conccntration. 

Thc cffcctive viscosity of a suspcnsion of sphcrcs will he thcn considcrcd a 

function of its conccntration. For dilutc systcms, the dcpcndcnce is linear (Einstein. 

1905,1911,1956). Expcrimcnlally, il h""hccn shown (Ward & Whitmorc, 1950; 

Williams, 1953; Swcency & Gccklcr, 1954) that the viscosity increases non·lincarly 

with thc conccntration. divcrging al a critical valuc of thc conccntration. Mathcmatica1 

trc.atmcnts. including hydrodynamic internctions, had beco pcrfonncd to describe the 

divcrgcncc ata critical valuc of the conccntmtion (Simba, 1952; Happcl, 1957). 

20.0 
A Ward and Witmore 
+wunams 

I 10.0 
• Sweeney and Geckler . 

-ª'" 
"' o 5.0 o 

·S! 
Q) 

t 
. 
" a: 2.0 ~ 

• 
l 

" 1.0 

0.1 0.2 0.3 0.4 o.s 

.p, Volume concentration 

Figure 2.1. Dcpcnúcnce of thc rclativc viscosity upon paniclc conccntration 

Wc assumc lhat a constitutivc cquarion rclnling thc viscosity and thc 

conccntration is availahlc. cithcr cxpcrimcntally or thcnrc1ir:ally dcrivcú. An 
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cxpcñmcntat graph showing the conccntration depcndence of the relativc viscosity is 

shown in figure 2. t. lf the suspension is homogcncous. the system can be modeled as 

an homogeneous fluid with an cffective viscosity which depends upan the sphcre 

concentration. As far as the solution of the equations of motion is conccmcd, the 

viscosity will be a constant parameter. 

lf the suspension is not homogeneous, the viscosity can no longer be 

considered constant throughout the fluid. Grndients in the concentration will lead to 

gradients in the viscosity. In this chapter, we analyzc the cffect of grndients in thc 

viscosity upon the solution of the equations of motion and the corresponding forces 

rcquircd to maintain the flow. 

Werc thc particlc conccntration a known function of position, the functional 

dependcnce of the viscosity on thc conccntration. would enable one to obtain the 

viscosity as a function of position. Use of a position~dcpendenl viscosily is valid al 

the same length scale whcrein concentration cnn equally be considcred a function of 

position. The viscosity appears in the equations of motion lhrough the constitutive 

equation far the stress tensor and. if not constant, will consequently affect thc dynamics 

of lhe system. EKtra terms reflccting spatial viscosity variations will arise in the 

equations of motion, thercby modifying their solutions. In this chapter. we analyzc the 

e han ges produccd by a spatially variable viscosity. Of interest in the subsequenl 

analysis is how the dynamics changes, and what is the effccl of such variations upon 

the applied forces and torques. We also charnctcrize such non·homogeneous fluids by 

assigning them effective rheological propcrtics whcn compared with newtonian 

homogeneous Ouids. The constant newtoninn viscosity case will gcnerally be referred 

to as lhe hcmogencous case. 
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In the ncxt section wc write the equations of motion for the general non· 

steady situation and its sinlplification far steady-state flows. Thc role of the position

dcpcndence of the viscosity will be apprcciated when wc explicitly wñte the extra tcrms · 

arising in thc equations of motion. In scction 23 we analyze unidimensional flows and 

thc changcs induced by thc extra tcnns in the equations of motion. as well as the forces 

rcquired to maintain the ílow. Section 2.4 is dcdicated to the rotntion of axisymmctric 

bodics. 

2.2 The governing equations 

The general non-steady problem will include the particle volumetric 

concentration <t>(r.t) as a variable, in addition to the vclocity u(r,t) and pressurC 

p(r,t) fields. An additional equation is rcquircd in ordcr lo havc a wcll-poscd 

mathematical problem. This cquation añscs whcn applying a particle conservalion 

principie. For a neutrally buoyanl suspcnsion of particles, no net force ncts on the 

particles. In consequence, lhey are carried along by the íluid, moving with lhe samc 

vclocily as the latter. No physical mcchanism exists for the particles to move from onc 

slreamline lo another, or to move with a different vclocity than the fluid. Thesc 

arguments, which we now assumc lo be true, have been proved (Brcnner 1964, 

Brenner& O'Neili 1972). No hydrodynamic interactions are considered, cither among 

particles or with the walls. 

Tite concentration <I> (r ,t) satisfics a votumctñc conscrvation cquation of the 

samc type as that for conservation of mass. This conservation cquation can be written 

in the fom1 
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·~.+ V·(<l>u)- O, (2.2.1) 
iJt 

wherc u(r ~t) is thC. velocity fteld. Conlinuity nnd rnomcntum equations can be writtcn 

as 

!f!L + V· (p1u) • O iJt • 
(2.2.2): 

r iJu 1 
PJ lat + (u·V)uj •V·~, (2.2.3) 

whel\1 p ¡ is the densily of the íluid (assumed lo be constant), and thc stress tensor g 

is given by the constitutive equation 

g - - !P + µ(<l>(r,tl)[vu + (Vu)+ j. (2.2.4) 

whel\1 p is the hydroslatic pressure, ! the dyadic idemfactor; thc viscosily · ¡1 (<!>) is n 

given function of thc concentration <t>. Thcse cquations constitutc a set of five 

equations for the five scalar variables u, p nnd <t>. These equations must he sol ved 

subject to initial and boundáry conditions imposed on the variables. This constitutes a 

well·posed mathematical problcm. 

In the next section wc will simplify thc equations for the stcady-state regime. 
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2.3 The steady-state equations of motion 
In lhe steady-stale regimc, the conccntration of particles. though rcmaioing 

constant in time, can vary with position. Thc final stcady-state conccntmtion can be 

used to obtain che viscosity as a function of posi1ion. Steady-state solutions can be 

obtained by solving stcady continuity and momcntum cquations for thc givcn 

concentration. Without solving the general non-stcady problem. we will not be ablc to 

detennine this final stcady-slate configumtion for cvery possible initial configuration: 

but, by analyzing the steady-state equations of molion for an arbitrary functional 

depcndence ofthe viscosity, ali possible sleady-state solutions can be studied, thcreby 

providing a deeper undcrstanding of the rheology and dynamics of suspensions. By 

considering arbitrary functional dependences. it will no longer be neccssary lo considcr 

thc rclation between the viscosity and the concentrntion cxplicitly; rather, viscosity will 

be rcgardcd as a prescribed function for every problem which follows. This functional 

dependence is restricted to the class of functions which are always positive and are 

consistent with the steady-state concentration assumption. This condition implics that 

the concentration field must satisfy a steady-statc conscrvation equation. namely 

V·lu.pJ = u·V<JI =O . 

Since V¡1 - dµ Vf 1 the viscosily must satisfy thc cquation d' 
u·V¡1 •O. 

In othcr words, the viscosity must be constant atong strcamlincs. 

(2.3.1) 

(23.2) 

Thc viscosity, regardcd as a known function of position, can be considered as 

an initial condition in thc sense that is a givcn funclion. Aow stability analysis can be 

used to show that sorne configurations are more stable than olhers; conscqucntly. sorne 

configurntions may not be obscn•cd cxpcrimentally. 
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Thc goveming equations of motion for n nonhomogcncous fluid, like the onc 

dcscribed in thc prcceding paragraphs, are obtained by allowing the viscosity to dcpcnd 

on position in thc constitutivc cquation. This condition is satisfied by a ncutrally 

buoyant suspcnsion of sphcrical particles, whcre the dcnsity of particlcs and the fluid is 

the same. Since no extra variables are requircd to describe lhe fluid, no extra equations 

are ncedcd. Conservation of mass and momentum, togcther with the steady-state 

condirion, providc a closed set of equations far the system: 

V·u-o. (2.3.3) 

V·g-o (2.3.4) 

wherc the stress tensor~ is givcn by the newtonian constitutive equation 

g- -!P+/1(r>[Vu+vu•J • (2.3.5) 

wilh 1• (r) a givcn, but arbitrary, function of position. Boundary conditions on·the 

velocity and prcsSurc ficlds must be prescribed in ordcr to have a wcll-posed 

mathematical problcm. Particular intcrcst centers on the case where the velocity 

vanishes at infinity. satisfies non-slip boundary conditions al solid suñaces. and 

wherein lhe pressurc field approaches a constant valuc at infinity. 

For the samc ílow geometry. different solutions can exist for different 

viscosity functions. In general. the solutions for the case of a constant viscosity fluid 

will diffcr from their counterparts of the comparable non-homogeneous case. e ven for 

small deviations from homogeneity. The mathematical rcason for this diffcrence 

depends upon the fact that the goveming equations are different far homogeneous and 

non-homogeneous fluids. Addilional tcnns in the cquations of motion arise from the 

spatial variarions of thc viscosity field. Using thc constitutive cquation for lhc slress 

tensor, the momcntum equation can be wriuen as 

Vp • /t V2u + V¡t ·[ Vu + Vu•j. (2.3.6) 
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whcrein viscosity gradients give rise to new tcnns in the equation of molion. lt is 

important lo note that the viscosity grndicnts are multiplicd by gradicnts of velocity. lf 

the vclocity field is a decaying function of position, the Laplacinn tenn will decay faster 

than the velocity gradient teml, which means that even if the viscosity gradicnts are 

small, thc extra term can become important al largc distances. lt is also important to 

noticc that even though the arder of lhe diffcrential equation is not nffectcd by the ex.trn 

terms, the fact that it depcnds on the first derivatives of thc velocity, can create new 

flow phenomena comparable to those arising in the simple mechanical oscillator in 

circumstances wherein damping and ex.temal driving forces are includcd. This 

mathematical complcxities will bccomc clearcr when wc analyze diffcrcnt eKamples in 

the subsequent sections. 

Ge~eral functional dependenccs of the viscosity are difficult to analyze 

beca use of the mathematical compleKity of the cquations. As such, special dependences 

will be invoked to provide sa1ne insights; these will hopefully prove helpfut in 

understanding the new physics underlying non-homogencous fluids. Explicitly, the 

use of pcriodic functions will allow the use of poweñul mathcmatical tools in thc 

solution of these equations. Evcn though periodic suspensions would be difficult to 

deal with cxperimentally. the analysis can be taken quite far analytically in such 

circumstances, allowing a deeper understanding to be obtained. From the results for 

periodic systems. sorne conclusions for thc general case can be drawn. In sorne cases, 

wc will be able to analyze general spatial dependences. 
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2.4 Unidimensional Oows 

This section is devoted to this analysis of sorne simple unidirectional flows. 

with the spatially·dependcnt viscosity 11 usually varying only in the direction 

perpendicular to the streamlines. The problems presented in this seclion are 

unidimensional in the sen.se that there eidsts on\y one component of the vector velocity 

field, which in tum depends on only onc vnñable. The importance of these simple 

examples lies in the fact that exacl analytical solutions can be obtained. Solving these 

pmblcms requires thc solution of ordinary differential equations. subjcct to thc pertincnt 

boundary condilions. 

2.4.l Flow between parallel plates 

As a first e11tample of unidimensional Oows. consider thc Oow between 

parallel plates. A cartesian coordinate system is chosen, such that the z ax.is is 

perpendicular to lhe plales and thc x axis is parallel to lhc ílow, as in figure 2.2. The 

two plates are separaled by a distance h from each olher, and the upper plale moved al a 

constant vetocity U relative to the lower plate. Additionally, a constant ex.terna\ 

pressure gradienl acts on the fluid on the x. direction. 

tn compliance with the steady·state assumpc:ion regarding the concentration of 

particles, the viscosity must be a constant along streamtincs. In this case, the viscosity 

is allowed lo be an arbilrary funclion of :, which lies perpendicular direclion to lhe ílow 

din:cüon: 

1• • 11(z) • 1•011.Czl. (2.4.1) 

Here the constant 110 is a characteristic viscosity and the dimcnsiontess viscosity µ z{Z) 

is an arbitrary function of z. being an ordcr one function with respect to the distancc z. 
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Duc to Lhe pn:vailing symmctry, wc as.l\umc suhjcct to a postL7iori vcñfication that 

thcru existe; only an x-componcnt of thc vclocity ficld. and that it dcpends only on z: : 

Thus. thc cquation of motion hccomcs 

d ( du,) ti¡> !J.p - µoµ.(z)-- = -=- = consl, 
dz • c/z clx L 

which is 10 he solvcd suhjccl lo the following houndary conditions : 

11,(z=ll) =O, 

11,(z=h) =U. 

(2.4.2) 

(2.4.3) 

(2.l.3-4) 

Thc con1inui1y l!<JUalion is idcntically salisfied hy (2.4.2). Thc solution of the 

cquation of motion is easily nhtained hy dircct intcgration as 

(2.4.S) 

whcrc Co ami c1 are inlcgration constants to he dctcrmincd from the houndary 

conditions. Application Or thc houndary conditions fumishc.11¡ the following values for 

thcsc constanL-. : 

11,(z=O) =11 

11.,(z=h) =U ~ Cc1 

C¡=O • 

u - ~ f-'-'- tk.' Lµo o µ,(z') 

(2.4.6) 

(2.4.7) 
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z 

u 

(a) u = e,(z) 

u -
X 

(b) 
u= e..,(z) 

Figure '1.2. (•) Aow betwHn parallel platas separatad by a distllnce h. Th• Lq>et plat• 19 
rnoving wlth constant velocity U w1th respect to the lowar ona. A eonstant preuure 
gradilntacta In the x-directlon. (b) The vlscosity Is a funtion of zonly. Dueto the 
synvnetry of the problem the veloclty is parallel to the platas and dependa only on z. 

X 

The cla.'isic limit when thc viscosily appmachcs a constant value is regular. 

and the homogcncous solution is rccovcred. Small rcrturhation analysis ahout this 

state! can be applicd. Thus. we suppose that thc viscosity variation is of lhc functional 

fonn 

-
1
-(- = ....!.... (1 + e /(z)j. 

µOµt z) Jiu 

(2.4.7) 

whcrc lel << 1 is a pcrturhatiun parJmcler ami /(z) is uf ordcr onc. Substilulinn into 

thc cxpression for thc vclocity lich.I yicldo¡ 

; 
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limen= lim 
e-:tp .. E-+0 

d ,, 
U - -1!... f z' (l + e /(z')) tlz' 

lJto o ,, 
....!.... f (1 + e /(z')) tlz' · 
µºº 

. .i,¡,. 2 u- --h 
· 2lµo 

(2.4.9) 

The force pcr unit lcngth, pcr unit width (i.c .• pcr unit area). requirud to 

mainbin thc stcady-sta1e mo1ion of thc urper platc for arhilrnry functional depcndcnce 

of thc vir.cosily is 

IL IL ~[u. IL(dp ) F· ex=- f P·ncb: = -fµoµ(z) cb:= -f -h + Co cb:= 
lo- lo clz z=h lo l 

dp l L A¡> I L 
-h +- f Cotlt = -h +- f 

l L 0 l l 0 

d ,, . 
u- -E. f-'- tk' 
___ lµ~'-' ..,o_µ_,_<z_'_) --cb: = 

1 
1 

1 -f-- dz' 
µo 0 Jt:C='l 
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r h z'dz' 1 
l>.pl Í¡1j.z')I 
-lh-~I 
LI ~I 

l !1•:1.•') J 

(2.4.10) 

Application of a similar perturbation analysis shows that the abovc reduces to thc 

classical homogeneous solution when thc viscosity approaches a constant value; 

cxplicitly, 

110U l>.p h 
¡;-+2L. ns e - O. (2.4.11) 

2.4.2 Flow in a circular cytinder 

As a second example~ wc consider the flow in a circular cylinder of radius R 

as in Fig. 23. Thc z axis of a circular cylindrical coordinatc system (P~f,z) coincides 

with the symmetry ax.is of the cylinder. Thc drivcn force for the flow is a constant 

pressurc gradient acling in the z dircction. 

u - e,<P> 

§$ ' ~ 
.. 

z 

l>.p 
I: 

figure 2.3 Pressure-drlven flow In a circular cylinder of radlus R The •1iscoslty 
changesln the radial dlrectlonmodlfylng the veloclty prorne rrom lts usual parabollc 
Polseullle rorm 

Th1.~ viscosity will be takcn to be an arbitrnry· function of the radial distance p : 

I' • ¡i(p) - 11ol•p(P). (2.4.12) 



"ºª -~+ 

f -
1
-dz' 

¡t(z') o 

r h z'dz' 1 
A.pi f µ,(z') 1 
-l/I - r:-:-1. 
L¡ ~I 

l {1•,(z') j 
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(2.4.10) 

Application of a similar perturbation analysis shows that the abovc reduces to the 

classical homogeneous solution when the viscosity approaches a constant value; 

explicitly, 

110U IJ.ph 
/¡ +--u:-· ns E - O. (2.4.11) 

2.4.2 Flow in a circular cylinder 

As a second example. wc consider the ílow in a circular cylinder of rndius R 

as in Fig. 2.3. Thc z axis of n circular cylindrical coordinate system (p,t/J,%c) coincides 

wilh the symmetry axis of the cylinder. The driven force for the flow is a constant 

pressure gradient acting in the z direction. 

l' 
a - "·<P> 

! ~ ~ ~ 
.. 

z 

IJ.p 

l. 
Figure 2.3 Pressure·óriven flow In a circular cyllnder of radlus R The vlscoslty 
changesln the radial dlrectton modlfylng the veloclty prortle rrom lts usual parabollc 
Polseume rorm. 

Th~ viscosity will be takcn to be an nrbitrnry function of lhc radial distance p: 

11 - ¡t{p) - IJol•"(p). (2.4.12) 
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As rcquircd hy thc. slcady-st.atc as.'iumption in conjunction with thc symmctry of thc 

pmhlcm thc vclocity ficld is a.<sumcd to he of thc unidircctional form 

(2.4.13) 

whcrc ez i.'i a unit vector in the z-direction. 

Thc continuily cquation is idcntically salisficd hy this choice far any function 

llz.(p ), whilc thc momentum equation for thc prcssure drivcn Oow is 

a,, 1 a ( } -=-- PTpz 
iJp p dp 

whcrc the stress component 't'pz. givcn by 

This lcads 10 thc cquation 

( ) '"'· 1'pz = JloJI p dp 

t;.p 1 el ( ).'"'·) -- = -- pµoµp(p ~ • 
L pclp clp 

which must ht! solvcd suhjt!ct to the houndary conditions 

"z =O, "' p =R. 
"z finitc fnr all valucs of p . 

(2.4.14) 

(2.4.15) 

(2.4.16) 

(2.4.17) 

This lirst-ordcr dil1Crcntial equatinn IOr ti 11:./cl p posscsscs thc solution 

du. Cn ( t;.p) p 
dp = pµnµp(P) + - 2L µllµp(P) . (2.4.18) 

Thc ruquirement that the vclocity he finitc cvcrywheru (in particular at p =O) 

ncccssitates that thc integnition cunstant Cu he takcn as 1.cro. A sccond integration 

givc.s thc vclncily ticld 

( 
4 ¡> )p p'c/p' 

11,(p) = Ct + --- J--
2L¡io 0 /lp(P'l · 

(2.4.19) 
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Thc non·stip boundary condition nl thu surfacc of thc cylindcr rcquiru.'i lhat 

- ( !J.p )R p'tlp' 
Ci - 2lµo !µp(p') ' 

and hencc lead.~ to lhc .salution 

( 
!J.p )R p'tln' ( !J.p)pf p'tlp' u,(p) = -- J~+ -- --

2lµo 0 µp(P') 2l 
0

µp(p') 

( 
!J.p )Í p'tlp' 

2l1111 µp(p') 
p 

(2.4.20) 

(2.4.21) 

Thc limit or a uniform viscosily is regular. whcncc the velocity fietd 

approaches thc classical Poiseuill..: llow homogcncous solution regularly. Writc thc 

ricr1urbalion serie.o; for thc dimcnsiontcss viscu,o;ily as 

µp(p} = 1 + e/1(p} + e2 f?{p) + ... (2.4.22) 

whcre lel << 1 is lhe (M!flurhalion parnmctcr; suhslilulion inlo (2.4.21) gives 

( 
!J. )R 1 ( !J. )R 11,(p) = - 1-' J--, p'tlp' = - 1-' JI 1- e/1{p) + ---]P'tlp' = 

2lµ 0 µp<P) 2lJto p p . 

(~)JR p'tlp' -e (-2L)JR f¡(p)p'tlp' + .. , ____,__. (~)fRp'tlp' 
2Lµ 0 P 2Lµ 11 P e-> 11 2Lµo P 

(2.4.23) 

Thc fon.-e p!f unit lcngth acting on the surfacc of the cytimlcr is givL.-n hy the Cxpression 

. f . . J[(· . . . ) (p)~] . IS Fz = •z · !:·n <IS = e,· •z•p + •11•z µu µp dp ·•pe = 
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e, ·e,;f'Jf['~o~~~);:~: ;1.· , ~~'~ = . 
. 00 .. , .. •·;. P:cR··: •. ·· · 

2n[i,i0µ~(p)~p·J·. =';~[··~··.l.r 112] =·· 
tlp' p'=R · 2L .: .. 1:• .. 

(2.4.24) 

which is indcpcndent of the viscosity. 

2.4.3 Source and sink problems 

Anothcr unidimensional llow examplc is pmvidcd hy the Ilow out of a source 

or into a sink in an unhnunded lluid. A simple source is o point fmin which fluid 

issucs unifonnly in ali directions (sec ligurc 2..4). Thc total Volumetric flow rate 

through any closcd surfaw enclosing thc soun:c quantilic.< thc (algchraically-signed) 

strength Q of thc sourcc. Sources of ncgativc strenglh are callcd sinks. The vclocity 

field i~ dctcrmincd hy thc kincmatical condition of incomrro.c;.."'ihi1ity togcthcr wilh the 

assumptinn ofr.tdial symmctry. antl is 

whcre 

11,(r)=~. 
4irr 

(2.4.25) 

(2.4.26) 

Titis 11uid satislics thc cuntinuity cquation. In what follows. thc viscosity wi11 be taken 

to be an arhitrary function nf thc radial dis:ance rrom thc sourcc. Explicitly. the 

viscosity is assumed to he of thc fmm 

JI JlnJl,(r). (2.4.27) 
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o_. ~/ 
//\ 

Figuro 2.4. A source is a point from which fluid flows out uniformly in 
a U diru:tions. 7ñe touzl volumetric flow rate across any closul sulface enclosing 
the source is ca/kd the strongth Q. Sources o/ negaliv• strongth aro caikd sin/es. 

Thc prcssurc ficldp =p(r) is dctcnnincd by the momentum cquation, and hcnce will 

reflect the f unctional dependence of the viscosity. 

The radial component of the momentum equation (23.6) in spheñcal coordinates is 

herc of the fonn 

dp '-) [ ' - 2rr:_,.J dr - 1•01•,v- v-u, . 

- 1•01•,(r)ft...!..2.!....(,2!!.':!.L.) 2u,l +. aµ,au, r ar ar - r'1j lo-¡;:---¡;· (2.4.28) 

Substitution oí the velocity field into lhe above leads to the following ordinary firsl-

order differential cquation far the pressure field : 

dp 
dr -

Direct integration givcs the pressurc ficld 

-11od1r,_g__ 
d r 2n:r3 

(2.4.29) 
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p(r) = /'- + µoj !f.=
1
µ, ~ tlr' • 

· - . r t r 2trr'· 
(2.4.30) 

Duc to thc fact that thc vclocity ficld is known ll..Jlri1!l:i, it is possihle to 

considcr thc full stcady~statc Navfor~Stokcs equation, rathcr than the lincari7.cd vcrsion 

thcreof. Thus, thc linear momcntum c.qualion is 

Suh!'ititution of thc r.u.Jial vclocity assumption Jcad"i to thl.! cquation 

tlu, ti ¡1 _ µo tiµ, _fL_ 
PJ"r-;¡; = tlr 11 r 2trr~ 

whcncc using thc CXflre."ision (2.4.26) for thc vclot:ity field givcs 

- Po tiµ, _fL_ · 
ti r 2irr1 

This can be dircctly intcgr.llc<l to givc thc pres .. .;uru ílcld 

( ) + -J tiµ, Q 1 ' + J Q
7 

tlr' . I' r = /'- µO -, '::=-::;J tr Pf ftwr'5 r e r 2n-r'· ,. 

Explicitly, 

P¡ Q
2 -J tiµ, Q 

p(r) = 1'- - ---4 +Po -----1 tlr'. 
J2trr r el r' 21rr'" 

2.4.4 Rotation of a sphere 

(2.4.31) 

(2.4.32) 

(2.4.33) 

(2.4.34) 

(2.4.35) 

The last cxamplc that ~ analy1.c in this scction is nnt a unidimensional flow, 

although iL"i solulion still nnly rcquirus thc snlutiun oran ordinary diCfcren1ial cquation. 

Thc statcmcnt of tite pmhlcm is as follows : A sphcru of radius " immcrscd in an 

inlinitc lluid rolatC.'\ with constanl angular vclocily n. whilc tite viscosity or tite lluid is 

an arhilr.iry function nf the mdial distam:c mcasurc<l from thc ccnlt!r of thc sphcro. 
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As in ligure2.s. a sphcrical coordinale syslem (r,9,;¡ is placed in such a way 

lhat ilS origin coincides with tht! ccnrcr of thc sphcre.. Thc z axis is choscn to coincide 

with \00 axis of robtion. 

Spháe"rif 
rntli11.rt1 

zaxis 
Corutant 
tmgular 
velt1city 

-¿_ Axi.t rifmtmit1n 

FigureZ.s. Srihere rotating with con.'\tant angular vclocity ahout an 
axi...; passing. thmugh iL" ccnrcr. 

Jn thi.c; coordina te systcm thc vi~osity µ(r) is takcn to he an arhilrary íunclion of thc 

fonn 

11 = PoPr(r), (2.4.36) 

Jcatling In thc following cquation.'\ of mntinn : 

V-u= O (2.4.37) 

V p = //oP,(r)V2 u +/lo V11,(r) • [vu + (Vu¡+J (2.4.38) 

which are suhject 10 lhc folfowing hnumfary conditinns : 

u= ñxr= ne.":xr =e"' Qrsin8 at r=t1, 

'j 
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IUI 
.·'·:', .. ··.:· •, 

o· as r ~oc~ · 

p - p~ • const. as r - oo. (2.4.39) 

Due to the symmetry of the flow (subject to a ¡>0steriori verilication) we 

assume that only the f componen! of lhc velocity ficld is diffcrenl from zero, and lhat 

the resulting tangential speed is independenl of the anglc f, 

(2.4.40) 

Similarly, for the prcssure licld, 

p - p(r,B). (2.4.41) 

The continuity eaution is identicnlly satisfied, whercas thc momentum equation 

adopts lhe forrn 

This leads to the conclusion that the prcssure is a constant throughout thc fluid and that 

lhe f velocity componen! satisfics the equation 

+ d¡1, r~ - u~1 - o. 
dr l ar r J 

(2.4.43) 

Making the tñnl substitution 
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1111(r,8) = U(r)sin8 • (2.4.44) 

suggc.<tcd hy houndary conditions satislicd hy lhc vclocity ficld, thc equation of motion 

hccomcs 

( >[sin8 d ( 2dU) +-U_..2-(sine~)- u ] + 
µ, r 7;¡;: r -;¡;: r 2sin8 iJ8 . d8 r2sin8 

+ sin8 tiµ,. [dU -'Y.] = 
. clr· tlr. · . ."·r. 

µ,(r>[~.!!_(,.2"u)··q~~:: (cas28.: ~;ri~8 J~ ··u J 
r tlr · .. ,.·,~~:·· ~::::.~· .. ~~"~'·;,· ;~<<:~.'; ·-: _ ,1 ··r2sin:B -+. -

+. .:8···.dµ,[~./u;< u.·.·]. 
sm -- --.-

. ·.: ·tlr·. 't1r· r· · 
·, -· -.·: ··.· . 

µ,(r)[~,."8 ,J"r(r~',11U,.) + ~·~··· •.( ~ 2.;~2 8.J]' +~in8tlµ, [dU - !!..] 
r. sm8 , ' tlr 1/r r 

( )[sin9 ti ( 21/U) 2Usin8] • . 8 tiµ, [tlU U] 0 = µ,r 7t1r 1·-;¡;:- -~ +sm --;¡-;- -¡-;--; = • (2.4.45) 

U pon dividing sin 8 hy wc ohtain lhc folluwing ordinary diffon:nlial equalion for U(r): 

µ,(r)[ 1 .!!_(r2tlU) _ 2U] + tiµ, ["U _ !!..] = 0 . 
;i-1/r tlr r2 clr tlr r 

(2.4.46) 

Upnn making thc suhstilution 

U(r) = rW(r), (2.4.44) 

wc ohtain a first·ordc:r diffcruntial t!qUation for thr.: dcrivativc el W /el r. namcly 

µ,(r)[ 1 .!!_(r2d{rW)) _ ~1 + tiµ, [d(rW) _ w] = 
;z-tlr tlr r clr 1/r 

()[ ¡ti( 3dW 2w) 2WJ tiµ,[ tlW w w] µ, r -;J clr r dr + r - -,- + dr 'dr + -

,· ...•. -~· . ."·.:;: __ . ,·,:,,'.,,h.:_·.·': .. ··.,,_-_\ ' .•. - " : • ,;, ' '· ........ ,;,,. ' ' .. ,,., ' ,:..-; .. ;;,~ .• - ,:.:i .. . 
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= µ,(r)r~ + •:,~t:> + ~µ,(~l~J·:·o= 
Division by µ,(r)r givcs 

tl2 W t/W (·¡·tiµ, + ~,·) 
dr2 + -;¡; µ;-;¡,:-

A lirst intcgml of the lattcr yicld• 

·, ,,.,_. 

n. 

t/W [ I'( 1 tiµ, 4} ·] - = <'.¡¡CX(l - --- + - r = 
dr µ, tlr' r' 

which lc:ads to lhe solution 

W(r) = e_ - -J.9!!.!!;'. . 
µ .. r ··•• r r 

With lhis solution Lhc velocity til!lc.I is found to be 

"?(r,9) = rsin9 W(1-) = c_rsin9 - "in9 jCnd~', 
r µ,r 

(2.4.48) 

(2.4.49) 

(2.4.50) 

(2.4.51) 

(2.4.52) 

whcrei~ the two inwsration cnnstanls aro cvaluated using lhc houndary condhions. This 

gives 

tul -> ll "-' ,. -> oo :} C.., = O. 

"' r ==" = e -J tlr' 
- o ,µ,r.4 n. (2.4.53) 

('., 



Non-Homngeneornr Fl11ids 95 

Cn 
n - -;;;--¡-:-

I µ ;.4 
ti r 

(2.4:5~) 

lntroduction of the above values for integration constanL• into (2.4.52) lcads to the_. , 

following solution for the velocity field in tenns of the arhitrary viscosity depcitil,iice · : ·: 

- d. 
Orsin 6 J-::-Sr 

,µ,r' 
(2.4.55) 

Thc lnrquc requirud to maintai_n a stca<ly rotation of thc sphcre can now he 

calculatcd hy cvaluation of lhc stress hmsur: 

!: = -!1> + µoµ,(rl[Vu + (Vui+] 

-!P + µoµ,(r{(e,e, + e,e,l(':;': - ":) - (e8 e9 + e,e0(ºº1 :"~ )] = 

Thc torquc is givcn by thc cxprcssion : 

2irir 

T = J Jrx(!:· ñ}r2
sinBl,=ttc/9c/¡¡I 

o() 

2irir ( /W) 1 =Po J J rx et/Jµ,(r) '"in9"/r r2
sin6 t/Bclt/> = 

o n r=cr 



96 Cht1¡11er 11 

21'1' 

=Po J J (e,sinll 
o o 

By using the idcntity 

" J cos6sin2 ~c/6 ·= () 
o··· 

tite torqul! is found to he: 

2irn 
T =: e~µ,; Cií J J sin36 c/Oc/cp 

() () 

" = é,2nµn q1 J sin36 c/6 
() 

(2.4.51¡ 

(2.4.58) 

(2.4.59) 

whcre lhe effcct of a nun-constunt viscosity can be observed in thi.: dcnominator or lhe 

ahovc exprossion fnr the torque. Assuming that thc viscosity is a wcU~hchaved 

function of the rJdial coordinate WI.! can rcrfonn thc rcrturbation expansion to rucover 

thc cla.!i.'>ical humogcncou.~ ca.~ result. Writing thc viscosity in the fonn : 

_!_ = 1 + e f(r) 
Jlr 

(2.4.60) 

and suhstiluting it into thc cxpres.'iion for thc torquc gives the fullowing (k!rturhaúon 

cxpansion in h:nns or thc small parJmctcr e : 

T -e.:: 
8"1100 
-1_= 
-J c/r -,,,.4 
ti T 

~µoO 
-·= --~'~----7 ~ (1 +e f(r))tlr 

I' 

" 



(2.4.61) 
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2.5 Rotation of axisymmetric bodies 

In this scction, wc analy1..e thc Jlow induccd hy the rotation of axisymmetóc 

bodics. Thc axisymmelric hoüy. or hody of rcvolution. is assumed to spin around ÍL'i 

symmctry axis with constant angular vclocity O. Duc to thc gcomclry oí thc probJcm, 

cytindrical coordinates are appro(lriatc for writing thc cquations of motion. Thc z axis 

is taken to tic along the symmetry axis ofthe hody, as depic1<.'<l in figure 2.6. 

zaxis 

1irbi1rm:vS 
bml_vof 
revolwicm 

Ccm.<tttmt 
Q ungulllr 

Vl'/l1city 

e Symmttryaxis 

Figure 2.6. Arhitrary body of revolution rotating with coostaol angular velocity 
alons iL"i symm1.:try axis. Thc z axis of a cylindrical coordina te system coincides 
with thc symmctry axis. 

TI1c nature of tho solution dcpcnds upan the gcomctry of the particlc. For 

infinitcly long circular cylindcrs. wc cxpect to havc a C1nc·dimt:nsional prob1cm where 

only lhe q, compuncnt ar thc vclocity ficltl is dllTcrcnt fmm zcro and dcpcnds only on 

thc r.idia\ conrdinatc p. This rc.'iult wm hold Cor :ubitrary choiccs of thc viscosily. For 

the case nf lhc sphcrc. thc solutinn wilt dcpcnd also upnn thc variahlc z.1 and the fact 
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that thc viscosity is not comaunt will play an importanl n1lc modifying tite nature of the 

solution. We will show how diffcrcnt wave lcngths are introduced into thc problcm by 

non-con.l\tant viscositics. 

2.5.1 Equations of motion in cylindrical coordinates 

In this section wc derive thc cquations of motion in cylindrical coordinatcs 

and sol ve the prohlcm fnr an infinitcly long circular cylindcr. In thc ncxt section we 

will ohtain the fundamental mtlct solution in addition to analyzing thc case of finitc-si7..e 

hodics. 

Thc cylimlrical coordinatc system is choscn such that the z axis coincides wilh 

thc symmctry axis of thc hody of revolution. Due to thc symmetry of thc problem wc 

assume that both tht! vt!locity and pressurc fields are functions only of p and z: : 

pro<.Juct. 

P = p(p.z), (2.S.I) 

(2.S.2) 

Considcr thc case when the viscosily can he cxprcssed as the separable 

(2.5.3) 

wherc µ 0 is a charactcristic viscosity and thc functions µp(p) and µz(:l) are 

dimcnsionlcss and of ordcr one. This general cuse is rcstrictcd to thosc functions 

satisfying the steady-statc cnndition E.q. (2 . .'.\.2) statcd prcviously in the chaptcr. This 

condition requircs that the viscosity he constant nlong strcamlincs. For axisymmctric 

ílows with only q, compnncnt nf tht: vclocity. the strcamlincs are conccntric circlcs 
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around thc z axis. Thc stcady condition rcquircs that thc viscosity should not dcpcnd on 

thc ip variable. This is ccrtainly satislicd by the general dcpendencc poscd in Eq. 

(2.S.J) but also íor more general dcpcndcnce.• that cannot cxpresscd as the separable 

product of two functions. Thc general product depcndcncc wc have assumcd has the 

advantagc or OOing consistent with a scparation of variables method of solution which 

would othciWisc not be availahlc. Ncvertheless, thc classes of flows that can be 

invcstigatcd is still quite divcrsc, and many flow phcnomena can be studied for these 

special circumstances. Evcn more spccial cases, where th.e viscosity is a function of z 

only (as in thc case of laycrud matcrials). or whcn it depends only on p, foil wilh the 

purview of our schcme. 

Thi.: ratc-of-dcformation tensor is given by thc cxpression 

The equations of motion 

V p = V·{µ [vu + (Vu¡+]} = µ V2u + Vµ . [vu + (Vu¡+] (2.S.S) 

V·u =O (2.5.6) 

with V JI givcn by 

(2.5.7) 

can he cxprcs.o;cd in cylim.lrical conn.linatcs as 
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.·. . 

{z-component) ~~ = µ(¡Í,z)V2u~{~~~[~~ +~]+2~~ ~· 
. . '··:,J'"••'" ..... · .... ·, 

(2.5.9) 

{~:-'componen!) 
µ{p,z_>[-~2~~--,,~-~92,;]: --~ aµ[.º"9 _ "9]. 

... ~- ·p ·ap ap· P (2.S.10) 

(conlinuity) 1 º( ) au --P"p +.::.::t.= O. 
piJp az 

(2.S.11) 

Thc komponl!nt of the cquations of motion is uncouplcd from the other two 

componcnts. This set of l!quation.i; is to he sol ved su~jcct to boundary conditions 

imposcd on the vclocity and pressurc fidds. Thc vdocity field sati.die.c; non-slip 

houndary conditions at the surface ot' tite panicle. and vanishcs at infinity. The pressure 

ficld approachc..i; ¡¡ consiant V'Jfue ut infinity. Thus, 

u= u ..... 
u __. º· 

tll thcsurfaccof thc pOJrticle. 

:isr-+ oo, 

p ~ p11 , as r ~ ~. 

where U, is thc vclocityofU1e parúclc, and r =(p 2 + z2t 2
. 

(2.S.12) 

For ccrtain gcomelrit!s of tite rotating particlc we can assume that thcre is only 

one componcnr ol' lht: vclocity ficld, hut in general lhc thrce componcnt~ are nccdcd in 

ordcr lo satisfy thc houndary conditions. 
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2.S.2 lnfinitcly·long cylindcr rotating ·in an unboundcd fluid 

The first examplc wc will analyzc is lhe case of an infinitcly -ong circular 

cylinder. This cxamplc is simple enough to be solved for general functional 

dependences of thc viscosity. Duc to the symmctry of thc problcm. there exists no 

characteristic length in thc z direction othcr than that introduced by the viscosity itself. 

Due to the high dcgree of symmctry of this problcm, these viscous characteristic 

lengths will not appcar. In contrast, in problems with more complicated boundary 

conditions, thcsc charncteristic lcngths play an important role. as will be scen in the 

next scction. 

Wc assume that the viscosity is of the form : 

1dp.z) • 11¡1111,(p) 11,(z). (2.5.13) 

For the case of an infinitely circular cytindcr (scc figure 2.7) of radius a rotating with 

constant angular vclocity O. wc nssume, subjcct to a oosteriori veñfication. that there 

is only one componcnt of thc vctocity fiel d. namcly 

(2.5.14) 

This satisfics the momentum cquation 

(2.5.15) 

and the boundary conditions 

"• • Qa al p -a (\fz). 

u9 - O as p- oo (Vz). 
(2.5.16) 

Morcovcr, thc prcssure is a constant throughout the fluid. as rcquircd by thc cquations 

of motion. 
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The continuity equaiton is identically satislicd sincc thc problem is one· 

dimensional. The solution of the momcntum equation depcnds on lhc functional 

dependence of thc viscosity. Due to tite symmetry of thc boundary conditions 

cxprcssed by Eq. (2.5.16), togclher wilh lhc íunctionnl dependcnce of thc viscosity 

Eq.(2.5.13). separation of variables can be used to obtain thc solution of the equation 

ofmotion. Assuming that the velocity isof thc form 

u~ (p,z) - U(z)V(p), 

wc obtain thc following uncoupled set ofequations: 

1 dV 
+-- -

p dp 

+ _I_d¡t,dU - -a2(J. 
¡c/,.z) dz dz 

(2.5.17) 

(2.5.18). 

(2.5.19) 

(2.5.20) 
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: 

,.,~5 
circular cylinder 

2a 

Constant angular 
g velocity 

p 

Figure 2.7. lnlinite cylinder rotating with constan! angular velocity '2 in an unbounded 
non-homogencous Huid. Due to lhc symmctry of thc boundary conditions there is only one 
componen! of the velocity field, namely u•· 

where a:? is the separation constan t. The boundary conditions on the suñace of the 

circular cylinder are indepcndent of :. Due to this translational symmctry. we assume 

thal there is no z depcndence of lhc solution. Thc separation constant is thcn takcn to be 

zero, and the solution for V(p) obtained by making the substitution 

V(p) m p W(p) (25.20) 
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i~.t,<l thc c4ua~ion o~ motion and houndary conditions. This lcads to the fotlowing 

. equation and houndary conditiom; for W: 

(2.5.21) 

pW ->.O as p-> oo. 
(i.5.22) 

Thc fonncr is~ first'order ordinary diffcn:nlial cquation forthc derivativo d W /d p. A 

first intcgmtion lead~ to a first·ordcr diffürential equation, 

dW [ PJ( 3 I tiµ") ·] c0 - = Co cxp - --; + ----'-';' tlp = --
dp p µp tlp µpp3 

whcrc Cu is un intcgmtion constant. A sccond intcgration givru> the solution 

IV(p) = - f ~ tlp' + C¡ . 
p µpp .. 

(2.5.23) 

(2.5.24) 

The houndary condition at inlinity requircs that q = O, whcreas the condition at the 

surfacc or Lhe cylindcr requires that 

- 1 f µ p.3 tlp' 
" p 

e¡, = -

Thus, thc vclocity licld hccomes 

"?(p) 

-f 1 1 ' p;;? 'p 

Qp - 1 

f µ p'3 tlp' 
" p 

(2.5.25) 

(2.5.26) 

h is important to nutice that the vclocity ficld is inc..lcpcndcnt of thc choice of 

µz(Z), an<.1 cnnscqucntly inc..lcpcnc..lcnt nf any length scalc in the z c..lircction. This is a 

conscqucncc of thc simplicity of thc hounc..lary comlitions govl!ming thc prohlcm. For 
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more comrlicatcd houndary conditions dcpcndcnt upOn l thc vclocity field will olso 

dcpcnd on z. lf thc viscosily is a function only of z. thc vclocity field will he 

unaffcc1cd. and will he cxactly thc samc a.'i in thc homogcncous case. 

Thc limiling case wherc thc viscosity approaches a constant valuc is regular 

and lhc clus..~ical homogcneous solution is rucovcrcd. A regular perturbation analysis 

can he (lt!rfonncd as foJlows. As.sume that thc viscosity can be cxpandcd as 

...!._ = 1 + e ÍI + E"
2 h + · · · , (2.5.27) 

µp 

whcru lel << 1 is thc pcrturhation paramctcr. and thc functions f; are of arder onc. 

This lcads to thc limit 

J [ 1 + ef1 + e
2 h + ···J? dp' 

Op~P~~~~~~~~~~~~-

j[ 1 + eft + e 2Ji + ·+¡;;J dp' 
u ' 

j -h tlp' + e -J .1L tlp' + ··· 
p'· p'3 

Op ------~------
~ 1 - f J --::J tlp' + e J _!_ tlp' + ... 
ti p'· " p•°!o 

º"2 
p 

In arder for this snlution to he V-J.lic.1 wc ruquiru only that lhc integral 

j-1-clp' 
"/lp p'3 

as e-+ O. 

(2.S.29) 

must converge. TI1is condition is satislicd if µP is houndcd and of arder onc for all p. 

11m cffcctivc viscosity of thc lluid will he dclincc.f in .tcmis of lhc requircd 

tnn¡uc nccd1!c.I to m<1intain thc stca<ly m1:atinn of lhc cylimJcr. ·Thc torquc pcr unit lcn,gth 

(2.S.28) 
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is a fun~tiO~ .ar lhc., ~c~tion of the cylindcr considercd owing to t~e 2 depende ne~ of t.he 
.. . 

viscj~i.~~~·.:h~ ~t.~~~ _ten.sor is givcn by the cxpression 

g.; -'!P" +·{e/>cf + c¡1ep)C,,.11•01•J.zl/P2; (2.5.30) 

Thc ~ffecti~e viscosity is dctined in terms of thc ratio of the non-homogen~_o,us a~d 

homogencous torques. Thus, 

1 l 
¿J11Jz')dz 

o 

2a:?J--1-- dp' 
,.·1•p(p')p'3 

The effcctive viscosity is affectcd in two diffcrent ways : (i) a contribUlion 

· ariscs from thc fact that the actual now is differcnt from that for the homogencous case. 

, as in the tcnn in the dcnominator of thc abovc, (ii) thc viscosity itsclf varics over thc 

suñace of the cylindcr, as in thc numcrntor. Thc limiting case whcrc thc viscosity 

upproachcs a conslant is regular. and thc classical homogcncous viscosity rcsult is 

rccovcrcd for thc torquc. Thc limit can be cvalua1cd in cxnctly lhc samc way as in thc 

case ofthc vclocity; cxplicitly, 
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(2.5.33) 

In the case when the viscosity is peñodic in :z. it is possible to calculate the 

torque required by integrating over one perioJ of the viscosity. although. thc prcsent 

results are, in fact, valid for general dependences of the viscosity. As an example of 

how the velocity field is affected by a non-constant viscosity we salve a particular 

problem. Assume that the viscosity is a pcriodic function of the fonn 

---l+Ecos--. 1 (Zl<p) 
µp(P) R 

(2.5.34) 

where E , though not necessarily small. is less than onc. R is an arbitrary period. lf, 

howcvcr, E is small the above can be considcred as the first term in a fourier 

decomposition of the viscosity function. The cxact solution is available analytically, 

1utmely 

_!_,,_, cos(2;P) +2'< sin(2;P) -{2,.)2[loo(p)+ ~(-l)nl(2'<;)2nll 
2p- 2p2 R p ' R º n-:-o 2n(2n)! 

~ -•leos( 2;') + ~ sin(2;a) -( z,.)2 (log(a) + ~ (-lfl( 2;ªtl l l ' 
2cr"" 2a- R a \ R n-0 2n(2n)! 

where it can be seen that in the limit of constant viscosity (e - O) the velocity field 

reduces to the homogcneous solution , 

rcgutarly as e - O. 

Sla2 

p 
(2.5.34) 
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2.6 Point-size particlc in a fluid or variable viscosity and 

dcnsity 

An inlcrcsting problcm to consider is thnt of lhe settling of an effcctively 

point-sizc spherical particlc in a fluid where both the viscosity and the density are not 

constant. We nssume that the viscosity changes periodically in thc direction of the 

particle motion with a pcriod L. Likcwisc. the density will also assumed to be a 

periodic function, but of a different period I: 

¡i(z) - ¡1 (z + L) , ( V z E !JI) (2.6.1) 

PJ(z) • P1(z + /), (V zE9l ). (2.6.2) 

Assume thc particle to sediment due to a gravity force. Thc gravitational 

body force on the particle minus the buoyant force constitutes the driving force for the 

settling motion. The resisting, hydrodynamic drag force actíng on the particle is given 

by Stokcs law far a íinile-sizc spherical particlc. In eff~ct, consider lhe radius a of tite 

sphcrc to be small compared with both of the two periods l and L , so that thc 

following two incqualitics are satisfied : 

a T << t and << t. (2.6.3) 

The equation of quasistatic motion for thc spherc is thus givcn by 

(2.6.4) 

whcre pis thc density of thc particlc. p 1 is lhc dcnsity of thc nui"d, and g is thc 

accclcmtion of gravity. Thc abovc cquation assumcs that ncithcr tite viscosity nor the 

density change scnsibly over the suñacc oí thc small particle. lt is in this scnsc that wc 
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are considering a point-size particlc. Th.c ins.tantaneous settling vclocity of lhe particle 

isthen 

U(z) • dz(t). LÉl 
dl ¡1(2)' 

(2.6.5) 

where 

2a2 
J(z) • ~[P (2.6~6) 

Upon integraling respcct to time we obtain 

2 dz' 
t • f U(z') 

o 
(2.6.7) 

This is lhe time t needed to lravel a distance Z. From this time t~ we can define an 

average se1lfing vclocity as lite limil 

1 1 2 dz' 
U • z1~., z! U(z') 

(2.6.8) 

and subslitute into lhc above lhe expression for lhe velocity U(:') to obtain 

,.. m 1 (i+Jllµ(z) 1 • l1'm J...¡ ¡i(z)dz • 1 ~ J d 
{j m-» rri o j (z) ,,!~., ;;¡ 1-:-0 il J(:) z -

1 1 1 r 1 m-I 1 
• ¡J-J( l l lim - .I ¡t(z+il)Jd:. 

0 z m-oom l•O 
(2.6.9) 

sincej(z + il) = j(z). 

In order lo evalua1e thc infinite suin we define the set of numbers E i;; LO, LJ 

E• {xe(O,Ll/ X•%+ il- ji; i,j - 0,1,2, •• suchthat"E(O,LJ}. (2.6.10) 

which is a subset of the inlerval and reprcsents lhc points sampled4 Becnuse the 
function is b~undcd wc are assured that 

l m-1 
lim - ~ ¡l(z+il) 

m-(X'¡m i•O 
(2.6.11) 
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exists an.d is bounded by 
·, I m-l 

minof¡t(z)'s -,~ µ(z+U) s'mnxof¡t(z), Vintege~sm. 
', m 1-0 

(2.6.12) 

Depending on the ratio 11 l of the two periods the limit will ha ve a different 

value. The ratio can be eithcr a rational or irrational number; that is. thc periods l and 

L may either be commcnsurate or incommensurate. Thus. 

i) if I is a mtional numl>er. ::; has a finitc numbcr of clcments 

and the set does not unifonnly sample thc interval ; 

il) if ± is an irrnlional nurnber, E has an infinite numberof clements 

and uniformly samples the interval. The limit is then (Bohr, H., 1951) 

l m-1 I L 
lim- ~ ¡1(z+U) • -¿J11(z)dz • 11, 

m-'::JOm i-0 o 

which in tums givcs the average velocity : 

where ¡; is defined as 

a,nd J as• 

1 L 
¡I • L J1dz)dz 

o 

1 

7 
1 I 1 

I tJ<z>dz 

(2.6:13) 

·(2.6;14) 

(2.6.15) 

(2.6.16) 

Asan examplc, consider the following vi~osity and dcnsi~y functional dcpc~dences ~ 

¡t(z) = ¡10 + Acos(2n:z I L) , (2.6.17) 



112 C/1apter 11 

1 9 1 + Bcos(21Cz 11) 
J(zl -2a2g P-P¡o 

U pon substilution of the above in to the average velocity (2.6.9 ), we obtain; 

1 t 1 r 1 m-I l b- -f-[ lim - :¿ ¡c(z+il)Jdz -1 
0

J(z) m-oom ¡.o 

_ ~ J 1 + Bcos(21t z/I) 
2a-gl 

0 
P - P¡o 

1 
m-1 ·. · .. ] · .. 

ll•o+ lim - :¿ Acos(2n:(z+il) l l)jdz• -· ·· 
m-~m 1 .. 0 . . . , 

9110 + 
- 2a2gl!p 

11 1 + Bcos(2n:z/I) Í 1 m-I '] ··. · · · ·. 
+ -f l lim- :¿ Acos(2n:(z+il)/l)Jdz. (2:6;19). 

lo 6.p m-~m i•O 

º·ª+ ~.. ~ • """°" • ......,, 
0.6 • • • 

~ 04!.· ··.l 
0.2 

o 1 
o 5 10 

.. ·~. _..r......,,. •• _ _., ... 

·,..· · . .; · . .,,· 

15 

z 

1 
20 25 

1 
30 

Figure 2.8.1. When 11 Lis mtional, the inslantaneous velocity is a periodic 
function of position. 

lf l I L is irrational. thc sccond term becomcs thc integral of the cosine 

function with a zero average and thcreforc dissapears from thc abovc result. lf on the 

olhcr haud, thc ratio// Lis rational, this tcnn can have a non-zcro contribution. For 
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inst3nCc, if l_;;'L; thé ~~~on~ term i>ccOmes·equat toAB/2Ap and the average velocily 

tums out io bC:, 

(2.6.20) 

The íollowing two ligures (2.8.1) and (2.8.2) illustratc both situations for / / L 

When llL is rational the particlc ex.ccutes a pcriodic motion. Neverthclt..'Ss, thc 

variations in the viscosity and the dcnsity interact al the samc time, so that the average 

viscosity and dcnsity are interdcpendent. In othcr words, the valuc of the average 

viscosity dcpcnds on thc functional depcndencc of thc density and vice-versa. Whcn 

llL is irrational, the particle motion is not periodic and the average density and viscosity 

are independcnt from onc anothcr. 

l IL incommen&urate 

o 5 10 15 20 25 30 

z 

Figure 2.8.2. Whcn llL is irmtional. thc instantaneous particlc velocity is a 
non-peri odie func_tion of position. 

lntcrnctions bctwecn two driving forces havc bcen studied in other fields. In 

particular. rcsonancc phcnomcna can occur when thc oscillation oí commcnsuratc 

frcqucncies acl nt the same time. In lhe situation annlyzed here. we observcd particular 

phenomcnon associaled with thc ratio l/L. 
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2. 7 CONCLUSIONS 
The analysis of falting-ball rhcometry in suspensions gave origin to our study of 

non-homogeneous fluids. Altough interesting by itself. the study of non-homogencous 

suspcnsions is a powcñul tool in undcrstanding the dynamics of real suspension ílow 

problems. As alrendy mentioned in the introduction lo this chapter. cxpcñmcntal cvidcncc 

cxists that non-homogeneous cffccts are present in real ílow problems. lt is rcportcd that 

cross-strcamline migration of particles has been observcd in the ílow of ncutmlly buoyanl 

suspensions in a circular pipe. Thc particles migmte from regions of high shear rote to 

rcgions of lowcr shcar rate, i.e .• from thc vicinity of the wall to thc tubc axis. This has 

been observed at small Rcynolds number (104 ) This migration produces a vcry non

uniform conccntration. lending to changes in thc local viscosity. A final slendy-statc 

situation is reached with a non-unifonn radial concentmtion. 

Even though our analysis docs explicitly not prcdict nny dñving force capable of 

moving particles from onc strcamlinc to anothcr (and conscqucntly no rnigration is 

predicted), it illustratcs one way in which such problcms can be approachcd. lt is 

important to mention that our analysis was not mcant to solve such migration problcms, but 

rnther those rclated to the falling-ball rhcomctry. which will be thc ncx;t futurc stcp. 

In this chaptcr wc prescnted steady-state solutions of severa! diffcrent clas:;icnl 

hydrodynamic problems for which the viscosity was considercd to be nn arbitmry function 

of position. lt is this arbitrañness which gives rise ton wider applicability and a dccper 

undcrstanding of phenomena associated with non-uniíonnity of thc particle concentration in 

suspensions. Given any concentration. onc can determine what is thc effcctivc viscosity 

whcn compared to the homogcneous situation. It is in this contcxt that thc strength of this 

vañoble viscosity approach tics. 

For each cxample prescntcd in this chaptcr an cxact analytical solution was 

obtaincd forthe velocity and prcssurc ficlds. Using this cxact solution thc coíresponding 

torque or force acting on thc particlc or salid walls was calculatcd. Thcsc forces and 
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torques, as well as the velocity and prcssure fields, wcrc comparcd with the corresponding 

homogeneous viscosity rcsults. During thc course of this comparison, we delincd thc 

effective viscosity associatcd with the non-homogencous fluid. This cffcctive viscosity 

was ex.pressed in tenns of the still arbitrary local viscosity, and servcd to dcmonstrate how 

the effective viscosity was modified by the particular gcometry of the problcm. lt is here 

that thc main strcngth of our analysis ti es. lt allows use of an arbitrary local viscosity, and 

shows how this choice affccts the experimentally mensurable variables (forces and 

torques). 
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THE GOVERNING EQUATIONS 
1.1 Continuum hypothesis 

The govcming equations for thc dynnmics of fluids has its foundation in the basic 

conscrvation principies of mass, momcntum, and cncrgy. In dcriving thc corrcsponding 

equations one has to make an important assumption, namc1y the continuum hypothcsis (0. 

K. Batchelor, 1967), which allows the use of conlinuum diffcrential cquations to describe 

thc dynamics of the íluid. We will discuss thc ideas bchind this assumption since this will 

prove to be helpfu\ in deriving the constitutive cquations uscd throughout lhis work:. 

All materials are composcd of atoms nnd molccules ranging in size from a fcw 

angstroms (hydrogen atom) to hundrcds of angstroms (organic molccu\es, polymers, etc.}. 

This is an atomistic dcscription. Planl viruscs are even larger, whilc lobacco smoke is a 

few lenths of a micron long (scc figure \. 1 for dctails). Sand sizes rnnge from about 0.01 

to 0.1 cm. A sand particle will "see" water as being continuous. This wil1 be considercd 

here as a being microscopic description (or sometimes. depending on the sizcs, as a 

mesoscopic description} . Atoms, molecules. plant viruses, small particles of dust nnd 

many other entities constitutc are the fundamental units underlying fluid systcms such as 

suspensions, liquid crystals, etc. The continuum nssumption requires thc ílow apparatus 

dimensions to be much largcr than those of its constituents. This assures that the fluid can 

described as a continuum rcgardless of its discrcle composilion. This is the main step 

connecting the microscopic description (considcring small particles or main constituents) 

with the continuous macroscopic description. 

This hypothesis does not cstablish how this connection should be made, nor does 

it explain what effccts thc geometric structure of thc microscopic partic\es may have on the 

macroscopic rhcological dcscñplion of lhe phcnomcnon. This is modeled by a constituti ve 

cquation, which must explicitly or implicitty contain the microscopic information (particle 

sizc and shapc, its interaction with lhc surrounding fluid. interpnrticle hydrodynamic 

interactions. cte.), usua11y in terms of macroscopic pararnetcrs, such as thc suspens.ion 
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viscosity. In effect, the macroscopic dcscription should depcnd functionally on thc relcvant 

microscopic description. In Appcndix. 1.3 wc will discuss this connection in dctail. 

1.2 Conservation principies 
The basic conservation principies that can be applicd to derive thc equations of 

motion are the laws of mass, momentum, and· cncrgy conservation (Happcl and Brcnner, 

1965: G. K Batchclor, 1967: Landau and Lifshitz, 1987). We will considcr hcrc only 

isothennal Oows, for which the energy cquation is uncouplcd from the momcntum and 

continuity cquations. Thereforc, we will considcr as macroscopic variables thc vector 

vclocity nnd prcssure ficlds (4 scalar variables) satisfying thc vector linear momentum and 

continuity equalions (4 scalar cquations). The dcnsity will be considercd as a conslant. A 

complete dcrivation. including the energy equation. can be found in any of lhe previously 

mentioncd books. Wc will takc as a starting point the momcntum nnd mass conservation 

equations (Happcl and Brenncr, 1965). which can be written ns: 

and 

Dp Dt - -pV·u 

P Du - V·P F 
Dt = + P ' 

(1.2.l) 

(l.2.2) 

where u is the velocity field, p is the density, F is the ex.tema! force per unit mass, and g 

is the stress tensor, given by 

g • - !P + Ji • (l.2.3) 

withp the prcssure and !b: the viscous part of the stress tensor. Thc lattcr must be given by 

a consliluti ve equation. 

For a constant dcnsity fluid, thc above reduces to 

V •u • O. (1.2.4) 

Thc linar momcntum equation may be writtcn as 

P Dº-V·P +¡iF. 
Dt = (1.2.5) 
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1.3 THE NEWTONIAN CONSTITUTIVE EQUATION 
Thc Newtonian constitutivc cquation is the simplest equation thnt accounts for 

viscous effects. This cquation is given by a linear relationship betwcen thc stress and 

shear-rate tensors. The most general linear rclationship between two second-rank tcnsors 

requires 81 sentar cocfficicnts. Newtonian fluids are assumed to be homogcncous and 

isotropic. The isotropy condition reduces the numbcr of indepcndcnt cocflicients from 81 

to only 2 in cases whcre the stress tensor is symmctric. These two scalnr coerticicnts 

reprcsent the dynamic and bulk viscositics. The assumed homogeneity hypothesis implics 

that these two coefficients do not depend on lhe spatial coordinatcs, i. c., thcy do not vary 

throughout the íluid. With this hypothcsis, thcse coefficicnts can only depcnd upan tite 

invariants of the shear-ratc tensor and on them10dynamic variables, such as thc prcssure 

and temperaturc. Wc wHI not considcr tempcrarnre or prcssure effects. thc laller being a 

conscquencc of the incomprcssibility and the formcr a consequcncc of thc assumcd 

isothcnnal ílow hypothcsis. The incompressibility condition decreases thc number of 

indcpendent cocfficients in the cquations of motion. Tcnns in~olving the bulk viscosity 

disappear due to incomprcssibility. cvcn if thc bulk viscosity is differcnt frorn zero. 

Consequently, an incompressible Newtonian íluid is characterizcd by a single scalar 

constant viscosity parameter. In particular, thc incomprcssible Newtonian constitutivc 

equation is given by 

g • - !P + ¡1 0 l Vu + (Vu)t j (13.1) 

whcrc 110 is the viscosity, taken to be constant throughout thc íluid. 

The corresponding steady ar quasi-stcady-state, zero Reynolds numbcr, Nnvicr

Stokes cquations for an incompressiblc homogcncous fluid are: 

V• u~ O, (1.3.2) 

Vp ""JioV:!:u (1.3.3) 
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which must be sol ved subject to pertincnt boundary conditions. In the next scction We will 

prcscnt thc solution of sevcral classical hydrodynamic problems, which will ullimatcly be 

comparcd with thc non-homogcncous and anisotropic fluid rcsults dcrivcd in this thesis. 

-·-·~~·-·-· ·-· .......... -·-, -·~ ---·· ··- .. ,. 
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1.4 HOMOGENEOUS NEWTONIAN RESULTS 

In this scction we revicw thc solutions of several classical hydrodynarnic 

problcms. which will subscqucntly be used as comparisons with thc corresponding 

anisotropic and non~homogcncous problcms analyzcd in chaptcrs 1 and 2. Thcsc 

clemcntary solutions can be found in many íluid·dynamics books (Landau & Lifshitz, 

1989, ; Balchclor, 1987). 

We will outline the fotlowing solutions: (i) flow bctwccn parallcl platcs, whcre 

thc driving forces are a constant prcssurc gradient (two-dimensional Poiseuille flow) and/or 

a relative motion of thc two platcs (simple shear ílmv); (it) Poiseuille ílow in a circular tube 

induced by a constant pressurc gradicnt; (iii) sourcc and sink problcms in unbounded 

fluids; (iv) the symmctric rotation of an inlinitely long circular cylinder; and (v) the rotation 

of a sphcrc in an unboundcd n uid. 

1.4.1 Laminar Flow bctwccn Parallcl Platcs. 

As on Fig r. I, an incompressible ncwtonian fluid is locatcd in the spacc bctween 

two parallcl plates separated by a distance /J. Thc uppcr plate is moving in the +x direction 

with constant vclocity U with respcct to thc bollom plate. Additionally, a constant applied 

pressure grndienl /'Jp/L contributes to lhc molion of thc íluid. 
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y 
u ---

11,.(y) 

X 

Figure 1.1. Flow between parallel plnles separated a distance 11. The upper plale moves 
wilh constan! velocity U relativa to !he lower ene. A homogeneous pressure gradient 
acts along the x axis. 

Due to the symmctry of thc prohlcm thc llow is unidircctional, wilh only an 

x<omponcntofthc velocity ficld diffcrcnt from 7.1.!ro: 

llx = 11,(y) • (1.4.1) 

o (1.4.2) 

"z = O. (1.4.3) 

Thc continuity equation is idcntically satislicd. Thc y and z components of Lhe cquations of 

motion are trivial and tht! x componcnt hccomcs : 

ti p ci211,. 
dx = 1111 dyi. (1.4.4) 

whcre Lhc viscosity µ is takcn to he a conswnt throughout the tluid. This cquation is to be 

solvcd with lhe following boundary cnnditions : 

".x = U. m y =h. (1.4.5) 

"x = O, ar y = O, (1.4.6) 

leading to thc following solutinn for thc vch>City licld: 
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- u (l.) + 1? llp Í(!.) - ( l.)2
1 

\h 21<0 L l Ir \¡, j' (l.4.7) 

where the two contributions of the di(ferent driving foo:cs. U and !Jp!L. are clearly separated 

duelo the linearity of lhe problem. The volume flow rate Q for plates of width W is 

Q - .!.w11u + w113 llp 
2 12110 L 

l.4.2 Laminar Flow in a Circular Tube 

(l.4.8) 

As in Fig. 1.2. a newtonian íluid ílows through an infinite circular tube of radius 

R dueto an extemnl constant prcssure grndicnt -dp/d2 ..,. /yJI L acting along the tube 

z 

ó.p 
T 

Figure 1.2. Pressur~-drlven Potseu1\le flow in a circular cylinder of radlus R. 
The drivlng rorce is a homogeneous pressure gradlent - 4' !di.:.. bplL actlng 
along the z axis 

Duc to thc symmctry of thc problcm wc pos.tulatc thc following solution in 

cylindrical coordinatcs : 

u, ~ u,(p), (1.4.9) 

u,. ~ º· (l.4.IO) 

Uy a 0. (l.4.l l) 

Thc conlinuity cquation is ídcntically satisficd, whcrcas the z component of the cquadon of 

motion adopts the fonn 
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---:··. 

which. '!1ust h! scllved suhject to thc follnwing boundary com.litinns : 

"z = O at p = R, 

"z = finitc at p = O. 

Thc solution is givcn by the following velocity ami pre..~'ture fields : 

llz 

p = - x A /1 + const. 
L 

from which thc volume llow r.ite is found tn he 

Q= 
l!.p rr R4 

L XJ/o 

(I.4:12) 

(L4.13) 

(I.Ú4) 

(I.4.15a) 

(l.4.15b) 

(I.4.16) 

This is thc famous Hagen-Poiscuillc rcsult (G. Hagen 1839; J. L. Poiseuillc 1840,1841). 

1.4.3 Source and Sink Problems. 

A simple sourcc rcprescnts a pnint from which lluid llows out uniformly in all 

directions (scc figure I.3). Thc total vnlurnctric t1ux at any closcd surfacc cnclosing the 

sourcc is callc<l thc strcngth Q of the snurcc. Snurccs of ncgativt!. .~trength (Q <O) are called 

sinks. Thc vclocity ficld is dctcrmincd hy thc kinematícal condition of incompressibility 

and l"Jdial symmetry. 

•. 
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Figure (3 A source is a point from which fluid ílows out unifonnly in ali 
directions. The total flmt across any closed surface cnclosing the source is 
called the strength Q. Sources of negative strcngth are called sinks. 

Placing the origin of a sphcrical coordinatc system at the location ofthe sourcc, 

thc velocity field has only a radial component and is isotropic : 

u(r) a e,u,(r) (1.4.17) 

whcrc r is the distance from thc source and is a unit vector in thc radial direction. 

Since the fluid is incompressible, the total volumetric ílow ratc Q across any 

closcd suñace is the samc. This condition is cnough to dctennine the functional dcpcndencc 

of the velocity. Taking conccntric sphercs ccntercd at the location of thc sourcc, thc 

condition of total flux conslant translates into the condition thal the velocity should decrease 

in the same amount that the suñace aren of the sphere increases. The total flux at any 

sphere is proportional to the suñace arca of the sph\!re and the velocity of the fluid 

evaluated at the suñace (which is constant over the suñace due to the r.:tdial symmetry). 

The surface arca of the spheres incrcases like r 2 nnd thereforc the vclocity field must 

decreasc like J/ r 2 in arder to maintain the flux constant. This functiona1 depcndence can 

A a1so be easily obtained by solving the continuity cquation. 

V·u-Qó(r) (1.4.18) 

which bccomes. in sphcrical coordinatcs, 
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~>llcrl .. .' .. ~:r (~~-~f) ·.~ .. -43r ... r~~,'· .•. 

Dircct ifllcgr_ation gi".es the vel~ity ~cid • 

. . - .Q . 
u,(r) - . 4.irri • 

(1.4.19) 

(1.4.20) 

which is independent of the viscosity. The pressurc is detcrmined by the momcntum 

equation. 

Dueto tite simplicity of thc problcm is possiblc to considcr thc fult steady-statc 

Navicr-Stokes cquation : 

(1.4.21) 

Substitution of thc radial vclocity assumption leads to thc cquation 

(1.4.22) 

Thus, using thc vclocity licld (1.4.20), which holds irrcspcctivc of thc Rcynolds numbcr, 

thc abovc bccomcs 

(1.4.23) 

which cnn be dircctly integratcd to givc the prcssure field 

p(r) - p., + p J~ fi di' 
J B.irr6 (1.4.24) 

r 

PJ {f 
• pr:x; - 32Jrr4 

(1.4.25) 

whcre pr;r') is thc constant pressure ficld at infinity. 

1.4.4 lnfinitc circular cylindcr rotating with constant angular 

vclocily ahout its symmctry axis. 

An infinitcly long circular cylindcrof radius R. immcrscd in a latcrnlly unboundcd 

Ncwtonian fluid rotales with constant an~ulnr vclocity !J about its symm~lry axis. Thc z 

1\ 
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axis of a cylindric:il c.:oordinate s)'stem is takcn to coincide with the cylinder symmctry nxis, 

· j.as shown·in tiguro 1.4. 

z 

2R 

Constant tmgular 
Q velocity 

p 

Figure 1.4. lntinite cylindcr uf r.idius R rotaling with constanl angular vclocity !l in an 
unboundcd Ncwtunian tluid. Duc to the symmctry of tho hmmdary condhion~ thcre is only 
onc componcnt of thc vclocily fich.I, namcly 11 "1· 

Since thc circular cylinder is inlinitcly long,only onc non~vanii;hing componcm of 

thc vclocity lield cxisL'i. namcly : 

(l.4.26) 

whit.:h sati.~tic.'i thc mlnncnlum cquatil1n 



130 Aj1pt!11tli.r:.l 

..... J;·_·,· ·'' .'· .i·'<· ,:~::~::· ,. '. ":· -·.·. (' .. 

µ0 [~,;~k"~): ;?] .·~·o · .. (l.4.27) 

nnd the houn!-larr conditions 

,,, odnk. ·atp:;_R, Vi., 

"~-+ () as p-> oo~· Vl. (l.4.28) 

The prcssure is a constant throughout the fluid as rcquircd hy the equations of 

motion. Thc vclocity ficld is found to he 

f2R2 
ll~(p) = p 

and thc torquc pcr unit lcngth rcquircd to maintain thc rnotion is 

1.4.5 Rotating Sphere in n Viscous Liquid. 

(l.4.29) 

(l.4.30) 

A sphcre of mdius R immcrscd in an unboumJcd newtonian fluid at rest nt infinily 

is rotating about an uxis through its ccntcr with constanl angular vclocity n. A sphericnl 

coordinatc sy.stcm is placed wilh iL~ migin coinci~iÍlg with thc sphcrc's ccntcr and thc z~ 

axis is choscn to tic along thc axis of mtation. Thc geamctry is shown in figure 1.5. 
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z 
Constant 
tmgu/11r 
ve/ocity 

y 

¿_ Symmetry axis 

Figure 1.5. A sphcre of mdius R is rmating with constant angulatr velocity n. 
The z axis uf a cylindrical coordinalc systcm coincides with the axis of rotlltion. 

Dueto thc symmctry of lhe problcm only the t/Jcomponcnt of the vclocity fietd is 

diffcrcnt from zcro : 

(L4.31) 

Thc cquation of mntion is to he solvcd suhjcct to the following houndary conditions: 

u = ñ X r = ílcz X r e~ nrsin9 at r=A, (1.4.32) 

lul --> ll as r --> (1.4.33) 

f' , p_=const as r ~ (1.4.34) 

Thc continuity cquatinn is il.Jcntically satislicd, whilc thc momcntum cquation adopts the 

fonn 

V¡1 (1.4.35) 
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This lcads to the conclution that thc prcssure i~ a constant throughout the fluid, so. ·that ttic:·.· 
t/J velocity C..'<lmponcnt satLo;ties the equation 

1 ~(,.zº"<>) + 1 L(sinaº"<>)- "4' 
7iar iJr r 2 sin29 iJll iJfJ r2sin2 9 º· (1.4.36) 

The solution of this cquation satisíying the boundary conditions is 

"4' = n(¡.) 3 sinfJ. (1.4.37) 

Thc torque required to maintain the motion is found to be 

(1.4.38) 

1.4.6 Flow around a Translating Sphere. 

Flow arounll a translating srhcm is an important problcm in classical t1uid 

dynamics. Them is no exact closcd analytical solution of tite full Navier·Stokes equation 

ror this problcm. In what fnllllws, we proscnt the solution for uro Reynolds number or 

"crecping ílow", in which the inertial terms are ncglcctcd. 

Considcr a stationary sphere of r.idius R with iLo;; ccnter at lhe origin of a spherical 

coordinate systcm. (r, 6,4J). Fluid streams past the sphcre with vt.!lncity U in the z direction. 

Thu rcsulting tlow is axisymmctric. conscqucntly. thc <P component of thc velocity 

vanishcs. 

Thc r ami B cumpnncnL..; of th!! crccping cquations of motion aru 

ª'' [l iJ
2
(2) 1 iJ (· ª"')] -

0 
= ¡10 -o-:;-¡ r 11, + - 2-.--

0 
smll -

0 
, 

r r-Or 1· sm6 8 8 
(1.4.39) 

! iJp =µu[ 1 ~(,.2º"e) + 2-L(-1-L(sinfJ11ol) + ~ º"'], (1.4.40) 
r a 9 ;r iJ /' iJ r ,.2 iJ 9 sin 9 iJ fJ ,.2 iJ 9 

1mhject to thc houndary com.litions 

as r ~ oo, 
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:- oo. 

u,• O; at .r-:-.R, 

p - P=•const •· as r- co. (1.4.41) 

Thc stream function mclhod is a poweñul technique for axisymmetrical problems. -. 

In terms of the strcam function IJI, the two non~vanishing components of the velocity field 

can be expressed as 

u,. - -

Uo • -.'-ªt/J • 
rsmO ar 

(1.4.42) 

(1.4.43) 

The continuity equation is identically satisíied by using thc stream function, whereupon the 

equation of motion tums out to be 

~1/J - o. (1.4.44) 

where Jt' • If- If-, in which E2- is the operntor given by the expression 

E- • .i:.._ + sino _!!_(_I _ _!!_) 
ar2 r2 ªº sin8 .!º . (1.4.46) 

The boundary conditions are expresscd in terms of the strean function bccomc 

as r - oa, (1.4.47) 

and ~•O ar nt r - R. (f.4.48) 

A trial solution of thc fonn 

~' (r) - sin1 
O F(r), (1.4.49) 
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. . .: .. , · .. ·,., ., .·· . 
is suggested by lhe boundary condilions. Applying lhe operator. E' _we obtain, 

gi'i' - sin
2 o(r - ?: J) - o. 

In ordcr to satisfy this cquation it is requircd that 

which is satisfied by 

J"-~J-0, 
r 

j(r) • Ar2 + !}_. · 
r 

Subslilulion inlo (1.4.50) lcads lo lhe cquntion 

F''- ~F-J!? +!l, 
r r 

whose solution is 

F(r)•_!!.r4 _)_Br+Cr2 + !2. 
10 2 , r 

Applying the boundmy conditions. wc obt:Hin thc strcam íunvtion 

1 , . , Í 1 ( R) 3 
3 R l 

v1(r) - - ur-sm-o l- - - -- + 1 J 
2 2 r 2 r 

'¡_·-

(1.4.50) 

(1.4.51) 

(1.4.52) 

(1.4.53) 

(1.4.54) 

(1.4.55) 

(1.4.56) 
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TRANSVERSELY -ISOTROPIC FLUIDS 

Transversely isotropic matcrials are charactcrizcd by hav;ng onc symmctry ax.is 

(S. G. Lekhnitskii, 1981). A pcriodically laycn:d material is an cxamplc of a lmnsvcrsely 

isotropic material, with the symmctry axis normal to lhc laycrs. This rcprcsents a spccial 

dircction in space which is different fmm thc othcr two indcpcndent din..~tions. 

Thc constitutivu equation for a transvcrscJy isotropic Ncwtonian fluid can be 

ohtüned as follows. A tranwersely isotro(1ic fourth-ranlc tensor can he constructcd {Syngc 

& Schild, 1949) by using comhinalions of Kroncckcr deltas and products of lhe spccial 

direction unil vector n ·= e~. Por a fourth-rank tensor satisfying thc symmetries set forth 

in chaptcr 1. thcrc cxist hut fivc such possibfo comhinations which are aJso transverscly 

isotropic, namely 

µiu e ºif ºJJ . 
µ~kl e 0 ;t º11 + o;¡ ºJk • 

tt&t1 = ºv ºt3 813 + 0¡3 ó13 ºt1 • 

tt~u e ó;:i 0¡3 ºJk + 0;:1St:i0¡1 + óp 0¡3 o¡k + op Ót3 o;¡. 

µ~kl = 0¡3 ºJ3 ºB 0¡3 • (11.1) 

and scalar multirles thereof. 

Thc most general trnni;ver!>l!ly-isotropic fourth rank tensor satisfying the 

symmctrfos S[k!cilfod in chaplt!r 1 is 
5 

µ = L. e,,µ~ª 
:: rr=l -

(Il.2) 

whcrn thc Ca are arhitrary scalar cocffidenl'>. Thc viscous stress tensor associatcd with 

this tr.msvcrsl.!ly Lo,;otropic material is 

! =!!,:[V'u +(V'u¡+] = f e,, e,": [vu + (Vul+] = 
a=\ -

... ,. __ .. ;,.,. •·'1 



(11.3) 

Thc stress tensor is lracclcss for hoth shcar and shenr~frcc ílows (Bird, 

Annstrong and Hassugcr, 1987). This condition requires that 

1r(!.) = !! : !. = !! : fa: [vu + (Vu¡+J} = O. (li.4) 

In tcrms of thc material phenomenological constants this is cquivaJent to 

As this conc.Jition must he satisficd in all circumstancc.s thc following two relations mu~t 

hold: 

6c¡ + 4cz + 2c3 = O • 

6 c3 + Rq + 2c5 = O . 

Fonning the.divcrugcnc"' of tite stress tensor leadi; to 

v . .,.= 2czV2 u +2c3V(~)+ - ax3 

+ 2c 4 [(ª2~) + v(!!..!2) + e3V
2

u3]+ 2c5e3(ª
2"l). 

a~ a~ a~ 

(ll.6) 

(ll.7) 
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