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INTROOUCCION . 

Sea k un campo algebraicamente cerrado y A una.· k-áigebra : di;:. di 

mensión finita. uno de los propósitos de Úi. teoría d¡;;·.:i::e;presenta-
:·., . :_·>- -~ .. -.. _ ' 

cienes es la de describir la categoría modA de A.:.módul.ós· izquier-

dos de dimensión finita. 

El teorema de Krull-Schmidt nos asegura que cualquier A~módulo 

de dimensión finita se puede descomponer en suma directa finita de 

A-módulos inescindibles y esta descomposición es única hasta isa-

morfismo, salvo permutaciones de los factores. En modA existe sólo 

un número finito de A-módulos simples. 

En este trabajo las álgebras serán básicas e indescomponibles. 

Si A es una de estas álgebras, existe un carcaj finito y conexo Q 

con n vértices (donde n es el número de A-módulos simples) , de fo~ 

ma que A=k(Q]/I, con I un ideal admisible del álgebra de caminos 

k[Q]. La categoría modA es equivalente a la categría de represent2 

cienes de Q que satisfacen las relaciones impuestas por I. A cada 

A-módulo M le corresponde una representación de Q y dimM, el ygQ-

tor dimensión de M, es el vector de forma que a cada vértice de Q, 

le asocia la dimensión del espacio vectorial correspondiente a la 

representación de M en Q. 

A lo largo de este trabajo no distinguiremos entre un módulo y 

su representación asociada. 

lino de los problemas importantes de la teoría de representaciQ 

nes es clasificar los A-módulos inescindibles de una dimensión fi-

ja. Para las álgebras hereditarias de tipo de representación fini­

to (en modA existe sólo un número finito de módulos inescindibles 
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hasta isoniorfia), este problema fué.resueltCÍ a 
·.· .. · '. -. 

travésde:las raí-

fia de módulos inescindibles), se dividen en dos 'clases -~{5j~~1:~s:· 
mansas y salvajes. Informalmente hablando, las álgebras mansas son 

aquellas que para cada dimensión z las clases de isomorfismo de rnQ 

dulas inescindibles se pueden pararnetrizar a través de un número 

finito de familias de un parámetro en esa dimensión . Un álgebra 

es salvaje si sus representaciones incluyen a las del álgebra li-

bre asociativa en dos variables k<x,y>. 

Para las álgebras hereditarias mansas y otros casos, por ejem-

plo las álgebras tubulares, mediante la forma cuadrática podernos 

determinar los vectores dimensión de los inescindibles y estable-

cer si para esos vectores dimensión existe un número finito o infi 

nito de A-módulos inescindibles (hasta isomorfia). 

Otra de las técnicas usadas en teoria de representaciones de 

álgebras ( de hecho una de las más usadas), es el estudio del car-

caj de Auslander-Reiten. 

En [CB] Crawley-Boevey probó que si A es un álgebra mansa y z 

es cualquier vector dimensión para A, casi todo A-módulo inescindi 

ble X de dimensión z satisface x~cx y X está en un tubo homogéneo 

del carcaj de Auslander-Reiten de A, rA. Por lo tanto, para álge-

bras mansas, un problema interesante es conocer los vectores dimen 
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:·- . . .· ... 

sión de módlllos en las bo'~~s de ~sos ti:i~os y s~.l:>er. s~. existen fariii 
, .. __ . . ~ .. ': . . ' : 

uas infrnitás., ~e .. túbcis tales. 51ut;0 .. los !llóduios' en sus . bRdª~ t,ienen 

el mismove~tbrC1illl~ris".1.~.º.·~ .• r1 •.. :·' · :;y:::<:\', \!:\, .. ·•.H'.-,;, •. ,))r ·, 
•• '"" f. ~.- ' •.. ,,!,;_,-· ·:.«~· .";'.) . .:.:.: ... _,:. ·.- -; 

••

1

c:. d3~A)·· •. :.{?~!~l~J~~~~~?.!~!~!!~z!f l~ti~tt~iJ~~!~l~~~~l~~i ' '(H ·,; <'.~: .. ·· 

. Ek·~~-~~ab~:io intenta determinar. a través .de. con~:ÜcioB~i"g:.;;c;;n¡¡,; 
·. :_,, ·-

. t:ricas ·sobre' las variedades de módulos, vectores ciimensióh ~'vt.~1~~\. 
• , • -~ :~ .. • • ' [, ; '.: ,·~·: • : - ", -,_ 

qué modA (z) contenga módulos inescindibles que pertenezcan- á :tubos' 

establ.es homogéneos de r A, cuando A es un álgebra mansa, .; c:uand'ó 

· 1os módulos en los tubos de r A no pertenecen a ciclos infinito"s 

del álgebra. 

Para establecer estas condiciones geométricas (se logra en ca­

sos particulares), es muy importante el estudio de la descomposi­

ción genérica y de las dimensiones del Hom y Ext sobre las varieds 

des de módulos con dimensión fija. El concepto de descomposición 

genérica fué introducido por I<ac en [I<l) y [!<2) para álgebras herg 

ditarias. En [P1) J.A. de la Pefia generaliza este concepto para 

componentes irreducibles de las variedades de módulos sobre álge-

bras no hereditarias y prueba interesantes propiedades de la des-

composición genérica para álgebras mansas. Informalmente hablando, 

la descomposición genérica de un vector z determina las dimensio­

nes de los sumandos directos inescindibles de módulos en abiertos 

de la variedad. 

Para determinar los vectores dimensión de módulos en las bocas 

de tubos debemos conocer los vectores dimensión cuya descomposi­

ción genérica es inescindible en alguna componente irreducible de 
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dimensión maximal (esdeóir; ~n un abie~to de dicha co;nponente i-

rreducible•t~~b's. lo~ rnedu16d so~· ineS.:ci:J'léi.il:Íiesi. ..··.· :: ·< <. 

Én este · t~abaj~ gene~aiiiiÍ~Ó~'{ '·'' <" , - ' . [Pl.·T y 

los -us~rnos para probar pro~i~J~cl~~;i ' ;' . 
; : . : ~ ~ 

te: supóngamos que A 

ferencia dimG(z)-dim modA(z). 

genérica de z es inescindible en una 

mensión maximal de modA (z) si y sólo si exiSte .un'a:;fainiHá 'infinh 
:. ·: ~.~ "·'·'···.·:,·: · ... ~ ·/:·.,:.·~-:.'::.-.. ·.···~·:·· 

ta de A-módulos no isomorfos dos a dos .. con· vector-':d~mensiÓn z ¡)que · 

están en bocas de tubos homogéneos de rA y que,;tÍ~nen .anlllo· de en 

dornorfismos trivial. 

Observemos que la condición E(z)=O se satisface para raices i-

sotrópicas de qA' la forma de Tits del álgebra A. En este trabajo 

probamos que, para tubos homogéneos cuyos módulos no pertenecen a 

ciclos finitos, los módulos en la boca determinan ralees isotrópi-

cas de qA. 

supongamos que para un álgebra A y un vector dimensión z de A 

existe una familia infinita de tubos homogéneos cuyos módulos en 

la boca tienen dimensión z. Es natural preguntarse bajo qué condi­

ciones esta familia tubular es estándar. Aqul probamos que si los 

módulos en los tubos no pertenecen a ciclos infinitos, la familia 

tubular es estándar. Probamos también, cuando A es de ciclos fini 

tos, que las ralees isotrópicas con descomposición genérica princi 

pal inescindible nos proporcionan familias tubulares infinitas 

estándar. 

Este trabajo está organizado en la siguiente forma: 
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El primer c~piiu1o, q~é.comprendela~rime~~.~eccié>~; ~onÚen~ 
' ;.,, :.;, ;·:·:.'. \ _, •. _ ....... ·,,::,:·, _:,,_._ 

las definiciones, notaciones e hipóte'sis· que cs~7á,n, u~~das, ·a lo la:i;: 

::s~•s::~:j~;¡·t:~::;::::::·;~~~~;!~'.i~~~~l~)~[l~~!~tt~~~~:;:·· 
propi~¡iaáefi;. ;se d~iin~n las variedact~s de moduloséccon,vector dimen · ·· 

sión ~ijd ~ d~n6eptos ligad~s a éstas. P~e~ed~~~~::;'.-fi;}f~~~~~;;~é'.•<ii= 
.. ·. ;·.· . '·:_.·_:: ·:.·-;·;::.·,. __ '::-:_.;~-.;~:3 .. -(:,:.(J{!./.~~-'..~-/-~:·,.~'.~-;:.>:~:, 

. g~rt~s:.~osibles componentes del carcaj de Ausláríder-'Réiten:cde,:.un•· · 

álgeb~·~, en especial los tubos y las familias fobul~res;:z~J~~;~~~~:~s · 
. En· el último apartado de este capitulo se introéluc~ri · 1;,;;,· far.:.:. 

.·. -.-,:.,_· ·.·;. 

mas bilirieales asociadas a un álgebra (forma de Eurer y form~ ele 
Tits); se distinguen las distintas posibles formas, y recordamos 

algunas de sus propiedades. 

El segundo capitulo se concentra en propiedades geométricas de 

las variedades de módulos y comprende las secciones dos y tres. gn 

la sección dos probamos la semicontinuidad de las dimensiones del 

Hom y Ext sobre las variedades de módulos de dimensión fija. Estos 

resultados han sido probados para los esquemas de módulos [Sel), 

pero para este trabajo la versión presentada aquí es suficiente. 

En la sección tres se desarrolla el tema de la descomposición 

genérica cuando el álgebra es hereditaria. Presentamos los resultª 

dos de Kac en [Kl) y [K2], así como las generalizaciones de éstos 

por Schofield en (Sc2]. 

El tercer capitulo recoge consecuencias del capitulo anterior 

para el caso especial de álgebras mansas y dimensiones de módulos 

en las bocas de tubos. Esto agrupa las secciones cuatro a seis. En 

la sección cuatro probamos un teorema que establece propiedades sQ 
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bre la!> ·de~Composicióne~. g~~é~ic.as·~~iricip~les en ·~~g~~€~i;:mél~sa~, 

.::· ~;;~;:~t;~::~::.;:z•,¡rj11;)~~tt~~i~~~~~~{~~~~X~~f ~:n:· . 
álgeI:ra~fn\'a.i'iias iie' d.in{ensiÓn · global dos. •; Reco.rdamos<:la :Aemóstra'.'" •. ·.· · 

. :~·:f ~I;:".:::~~::d:.d:" J:::.:::0:~:.:· .:~d~:i~~f f 2~~~~~~~E[~~f .••····· ·· 
En la sección cinco establecemos condiciones' p~ta 'qu~. ll'il' . .;J!iq"'; • 

tor dimensión de un álgebra mansa tenga alguna descom~Ósi~ión g~il_g 
• • •' •• • • .; ·\".:•. ,,• • j""'r 

rica .. princ:ipal inescindible. Estudiamos el comportciníi~flt:¿ ~~7ia 
descomposició.n genérica inescindible para raíces de ·St:l1l1/~,;;:·~lge­
bras. mánsas. 

.. . ·. 
En ·:1a sección seis se demuestra que para cada vector-'dimensión 

z de un .. ::á.lge.bra mansa, las siguientes condiciones son equivalen-

tes: 

(á) ·E(z)=O y z tiene alguna descomposición genérica principal ine2 

cindible. 

(b) Existe una familia infinita de tubos homogéneos (Ti)ieI con m.Q 

dulas inescindibles Mi en la boca de Ti con vector dimensión z 

y anillo de endomorf ismos trivial 

El capítulo cuatro que contiene las secciones siete a nueve, 

estudia el comportamiento de los vectores dimensión de módulos en 

tubos cuyos módulos no pertenecen a ciclos infinitos del álgebra. 

La sección siete contiene las notaciones, definiciones y pro-

piedades que usaremos en el resto del trabajo. En esta sección re­

cordamos las propiedades de las componentes estándar generalizadas 

y sus relaciones con componentes cuyos módulos no están en ciclos 

infinitos del álgebra. Así mismo damos ejemplos de álgebras de ci-
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', ··:. .··. -.· 

eles finitos y Úgebras .que su ca~caj• de AUsiander:.:.Ri3it.,;n contl~-

ne tubos. que · sús: liióCÍul.ós no está;.; en· ~iclÓs; .Í.~fiJ,i,.t~~),' 
. En la sección '.cicho se ·. ~rt.ieban propie~~cl~};' ·:~R~f.::~:~.º.~ 'móa;ifós 

que yacen' en la b()C:a de tubos que sus módulo~ :'l1<:l per.1:7enec.;,~ a 01:... 

el.os infinitos en el álgebra. Por ejemplo se '. m~~~~ra. ;qu~: e~tos,·m.Q 
dulos no tienen segundas extensiones consigo .mismos. se muestra 

también que estos tubos deben ser estándar y convexos y que una 

familia tubular estándar separante está formada por tubos que sus 

módulos no pertenecen a ciclos cortos infinitos del álgebra. 

Finalmente en la sección 9 se establecen condiciones para la 

existencia de familias tubulares estándar infinitas para álgebras 

sin ciclos infinitos. 

Este trabajo pretende dar al lector las herramientas necesa-

rías para su lectura, asi como las referencias consideradas como 

las más accesibles. Es por eso que los primeros dos capitulas con-

tienen en su mayoría, resultados de [K1], (K2], [Sc2] y algunos rg 

sultados sobre descomposición genérica de [P1]. El capítulo tres 

está basado en los resultados publicados en [B], algunos de ellos 

se presentan en versiones más generales y se obtienen algunas con-

secuencias no incluidas ahí; la demostración del teorema principal 

es la misma. Para la realización de [B], usamos los resultados de 

J.A.la Peña en [P1] de forma importante. El capitulo cuatro inte-

gra resultados de J.A. de la Peña en [P2] y de A. Skowronski en 

[Sk1] y [Sk2] que son usados para los resultados del capítulo. 
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CAPITULO 1 

NOTACIONES Y CONCEPTOS BASICOS 

Este capitulo consta de una sección en la cual se .exponen las 

definiciones, notaciones e hipótesis que usaremo·s a lo largo de 

este trabajo. También presentamos y probamos algunas propiedades 

elementales de estos conceptos. En la parte final de esta sección 

hacemos un breve estudio sobre las formas cuadráticas. 

SECCION 1 NOTACIONES 

1.1 Algebras y carcajes 

Durante todo este trabajo k denotará un campo algebraicamente 

cerrado y A una k-álgebra de dimensión finita básica e indescompo­

nible. Por modA denotamos la categoria de A-módulos izquierdos de 

dimensión finita. Sabemos que dada cualquier k-álgebra B de dimen­

sión finita existen k-álgebras Ai de dimensión finita básicas e in 

descomponibles de modo que modA1 x ... x modAs y modB son categorías 

equivalentes y entonces A1x ... xAs y n son Merita equvalentes. Por 

lo tanto podemos suponer que A es básica e indescomponihle. 

Existe Q carcaj finito y conexo tal que A=k(QJ/I donde I es un 

ideal admisible del álgebra de caminos k[Q]. Para mayor informa­

ción acerca de estos resultados básicos, remitimos al lector a 

(Gl]. Una exposición elemental puede consultarse en [CLS]. 

Denotamos por Q0 el conjunto de vértices de Q y por Q1 el con 

junto de flechas de un carcaj Q, si I es ideal admisible de k[Q], 

I(x,y) representará al conjunto de combinaciones lineales de cami­

nos que inician en x y terminan en y, pertenecientes al ideal I. 
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Si cxeQ1 , _con i (':') indicaremo~ al vértice ii1icial· de ex y f (ex) será 

el vértice final. 

1.2 Representaciones 

sabemos que modA es equivalente;~,~~ -'l~ categoria" de· :~·presenta-
ciones de Q que satisfacen las r~la·bÜÜ~s:;;lm~?;~~~~:;'.;ti~ '.i:'.;o~ i:oÍ'~- · 
ma que no distinguiremos entre:~~{ TI;é)~Ji,~ :Mel!ÍÓélA!'y,lsu'·;:;\d~iesenta~ 
tación. Por indA indicaremos al córiju~tó ~e< mélcl:~X¡;~-)~;dspindiblés 
de modA. 

. :-. - .. ' :·-~~- :·:·:_._·,_: .. ::--:.:-·: 
. <;· 

./' ·::: :::··.····:·~·'.:·. 

Si MemodA, y xeQ0 denotaremos por M(x) ~i, espáC::iO -v_ectorial a-

sociado a la representación M en el vértice_· x. J;;{\/ector dimensión· 

de M se define por dimM=(dimkM(x))xeQ · 
o 

un vector dimensión de A. 

A1gunos módulos importantes de modA 

Q 
un vector ze~ 0 se llama 

son los siguientes: Pv es 

el módulo proyectivo inescindible asociado al vértice VeQ0 • IV es 

el módulo inyectivo inescindible asociado al vértice VeQ0 . sv es 

el módulo simple asociado al vértice veQ0 • 

Dados X,YemodA, HomA(X,Y) nos indicará al grupo cociente de 

HomA(X,Y) módulo el subgrupo de morfismos de HomA(X,Y) que se fac­

torizan a través de módu1os proyectivos. Dualmente HomA(X,Y) será 

el grupo cociente de HomA{X,Y) módulo el subgrupo de morfismos de 

HomA{X,Y) que se factorizan a través de módulos inyectivos. 

radA es el ideal bilateral de la categoría modA, tal que para 

dos módulos inescindibles X,Y el radical de los morfismos de Xª y 

que denotamos radA(X,Y) es el k-subespacio de HomA(X,Y) formado 

por todos los morfismos no invertibles. 

10 
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Xi' Y j oindA , rad A (X, Y) ;e def ihO co~?>>rª.°'A(~i· ~ j) '. Ademáo, 

rad~+1 (X,Y)=~radA(z 1.X)raci~(X,z).' ;/,, ,·. 

El radical infinito, se def,ine e~~º ~~~4_cg.ti>~~.5i~~(~;~):· 
rád~+1 cx;y¡ es un EndA(Y)-EndA(x)-stibb.imódU:~ci·;a~,1fºlnXCXíY). 

1.3 La variedad de módulos 

En lo que sigue estudiaremos la categoria de módulos modll. de§. 

de el punto de vista geométrico. Para ello introduciremos las .va-. 

ºº riedades de módulos con dimensión zelN , modA(z) siguiendo~ [G2] 

y [Pel]. 

Observamos que en algunos trabajos [Bo2], [G2], [Ge] [PeSk] se 

usa el esquema de módulos modA(z) de dimensión z, de forma que los 

puntos racionales de modA(z) forman la variedad modA(z). En este 

trabajo sólo consideraremos las variedades modA(z). 

Denotaremos por klxn al k-espacio vectorial de las matrices de 

ºº tamaño lxn con coeficientes en Je. Sea zelN , modA (z) indicará la 

variedad de A-módulos QQil vector dimensión z, es decir, el subcon-

junto cerrado del espacio afin rr kz(f(a))xz(i(a)) formado por fª 
aeQ

1 

milias de matrices M=(M(a)) Q , satisfaciendo que si peI(x,y), ae 1 

s i i 
p= E A.a ..... a. 1 entonces, la matriz 

i=l l. Jl. J 

5 i i M(p)= [ A.M(a.
1

) ... M(a .. ) es 
i=l l. J Jl. 

la z(x)xz(y)-matriz cero. 

Si XemodA(z), denotaremos por dimxmodA(z) al max{dimG/XeG} don 

de las G corren sobre las componentes irreducibles de modA(z). 

11 



Denotamos;' po~ ~,(_!?;) . al: g:rupo algebraico afin .· i1 G~z (x) (k) donde 

;;;~f ~i~~~l~Í1~1~~~::,~f~f i;;:~;,err:~lif ;¡;~~{lt~~::~ 
:::::~:;:~~=:~:: ~d::::~~:~::,:::::::::::::~:~7tdJ{~;,l~iill~t 

Denotaremos por E(z) a la diferencia dimG(zJ~aiin;;~i~~·(:~~t-~0W~~--
observación que será de utilidad en los capi tulos tre's, y\b4~~f.O; es > 

;-,·:, 

la siguiente: 

LEMA: Si A es le-álgebra de dimensión finita, para todo z vector di 

mensión de A, y para todo XemodA(z), dimEndA(X)~E(z). 

En·efecto, si XemodA(z) entonces dim modA(z)~dimG(z)X=dimG(z)­

dim EndA(X), de donde dimEndA(X)~dimG(z)-dim modA(z)=E(z)• 

indA(z) denotará al subconjunto de A-módulos inescindibles de 

modA(z). Este subconjunto es constructible. En efecto, si pes la 

proyección natural p:modA(z)x n kz(x)xZ(X)----7 modA(Z) y N el con 
xeQ

0 

junto N={(M,p)/peEndA(M), p idempotente, p~o, p~l}, N es construc-

tible { de hecho localmente cerrado ) y por teorema de Chevalley 

(Ha), p(N) es constructible. Tenemos que indA{z)=modA(z)\p(N), por 

lo tanto indA(z) es constructiblea 
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1.4 Morfismos entre variedades 

Sean V, W dos variedades afines. Un :mape? x_:V.~W. es .. regular . 

si es continuo en la topologia: de· zarisk.i';Y para;,t:(;d_¿,;f;;{ihc~·njunto ·- ._., 

~füi;~::::~~:):ii:~~~:f f ~~5i~~f f lííl{(lf ¡ir~1:E 
· ReciOrdemos también que si VSk y WSk som·k-;-'J'an~dadei!"i' afines; 

::, ~~~::::,::~~~ ~; ::u::: :«:,-~::;~;:.ff ~~~~¡~~l;!:~!\'~-~~~·· 
xeV. Para un tratamiento elemental de este tero~. Jer (~~~]; 

1.5 Espacios tangentes y teorema de Voigt. 

Sea V una variedad afin. Sea xev un punto de V. Por Tx(V) deng 

tamos al espacio tangente a la variedad V en el punto x. Observe­

mos que siempre se tiene dimTx(V)~dimxV. 

Un punto xeV es suave (g .!1Q singular), si dirnTx(V)=dimxv. 

Observemos que si XemodA(z) es un punto suave de modA(z), en­

tonces'es un punto no singular de G(z)x. En particular, 

dim TX(G(z)X)=dimG(z)X. Un teorema importante que relaciona la di­

mensión de estos espacios tangentes y que usamos en las pruebas de 

resultados importantes en este trabajo es el siguiente: 

TEOREMA DE VOIGT: Hay un morfismo inyectivo de espacios vectoria-

OBSERVACION: Esta versión del teorema de D.Voigt[Vo, pg 260] es un 

poco diferente, pues en el trabajo original se consideran esque-
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mas. Otra versión de este teorema puede verse en [ G2] _. 

1.6 Tipos de representación 

uno de los principales objetivos de la teoría de re~r~sentaciQ­
nes es la de conocer la categoría modA. Para ésto, se_ ·d'istükr'11e 

entre las álgebras de tioo de representación finito que· son aqúg-· 

_llas que tienen sólo un número finito de clases de isomorfia de-m.Q 

dulos inescindibles y las de tipo de representación infinito que 

son lás·que tienen un número infinito de estas clases • 
.- ' 

, En, (·Dr) _Drozd probó que las álgebras de tipo de representación 

infin'ri:o, están divididas en dos clases disjuntas: ~ y salva-

j_g§. Un álgebra A es ~ si para cualquier vector dimensión z 

existe una familia finita de A-k[t]-bimódulos Mi que son libres CQ 

mo k[t]-.módulos derechos y tal que cualquier XeindA (z) es isomorfo 

a M. 0 S para algún k[t]-rnódulo simple S. 
1 k[t] 

Un álgebra A es salvaje si existe un A-k<x,y>-bimódulo M que 

es libre y finitamente generado como k<x,y>-módulo derecho tal que 

el funtor Mek<x, y> - : modk<x, y>-->modA preserva inescindibles y cla­

ses de isomorfía. 

El lema a continuación nos será de utilidad en el capitulo 4. 

LEMA Sea B un álgebra de dimensión finita. Si existe un funtor adi 

tivo F:modB~modA que es exacto derecho y preserva inescindi­

bles entonces F es fiel. 

prueba: sean X,YeindB y sea feHom8 (X,Y), f~O, sin pérdida de gene­

ralidad podemos suponer que f es suprayectiva, entonces tenemos en 

rnodA una sucesión exacta O ----7K------7X ~Y ----70. Corno F es exaf; 

to derecho el morfismo FfeHomA(FX,FY) es suprayectivo. Si Ff=O, en 
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tonces FY=O lo cual e~ u,na CClnt~ac:liccJ.'ón, .~ó~ ~~nto: Ff;tOa, 

PROPOSICION···[LRSfSi·.Á es áig~l:íra sa_ivií:j~;' 'entonces pii\ra cualquier' 

álgebr:' .. B 'd.~, d¡ln~~·sión ,fl~i¿, ··~~~~ie un< }¿~~~~;;~::·~01B;,,,,; ' ~odA . 

fiel· y :~l~ri~~:> '.··.:,:; .; ,:·" ·-·"ir ·,.;. 

:::::~~::,:.:::.:;::::· ::·,:::::c::=~::J{{~~:r~j~!~ti[:: 
k<x, y>-rnódulo derecho, tal que el funtor M ®~<j;y~-':, mÓ~~<:x)~,;,~ 

modA es una inmersión plena. 

1.7 Algebras hereditarias 

A es hereditaria si todo submódulo de un A-módulo proyectivo 

es proyectivo. Lo que significa que la dimensión global de A es 

menor o igual que uno. Es bien conocido el hecho de que si el álgg 

bra A es hereditaria, I=O y Q es un carcaj sin ciclos dirigidos. 

Existen listas de los posibles carcajes Q para álgebras A heredi-

tarias de tipo de representación finito o hereditarias mansas. Los 

carcajes de la primera lista se conocen por Diagramas de Dynlcin, y 

los de la segunda como, Diagramas de Dynkin Extendidos, para un 

tratamiento de ellos ver (GR]. 

Una noción importante en la teoría de representaciones es la 

siguiente: 

1.8 El carcaj de Auslander-Reiten 

El carcaj de Auslander-Reiten de un álgebra A se define de la 

siguiente forma: Los vértices del carcaj son las clases de isomor­

fía de los A-módulos inescindibles. Ponemos tantas flechas 

[M]----)(N] como la dimensión del radA(M,N). Un morfismo feHomA(M,N) 
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es irreducible si feradA (M,N) y cuan'"\o lig~f. e1:rtonce.s .g es una seo-

ción o h es retracción. 
'• : -, ' ·,.e_ C .: .'," ,' :••••. ' 

bra A, lo denotamos .Por. rA. Haciendo :abuso·: de.'nótaci'ón:'·identifica-

rernos a cada .'módulo : ... ·.·,i··· .. n.· ~~:~•i,~~~t~'~';;~;j_~,;·~~-'}9.~~~;t···.·.:_;.:····.·,'.·e···:··.······.·.·.'.·q·'.··;·_:_~ .. :~~1/i:~J%:f #~.:~~:~d~ ·. 
en r A. •· ::. ! . . S;: , ., .. ;'.·i~:;•f' . ·' ; :·· . . . ... 

de Moa[:_:] :.:.e. r,1. t~~-·~~.11f;~j~~t&~t'~~,'~f •~,C~~i~d~~g ,·~· ).J~~~:a,~-~·f :~,; .. ' 
.. ···: .. ·--.. ~ ·,;: .. '".i'i.,<·>·,'.~·: ::~·-.·,·~ .·· .. - .. ' ·:.:::.::·;:." ~-~-_:;~:,;~:'.:. :--·<· 

DEFINICION .. un ~¡o¡#I~~-x6;:'_'·~~.::.·.:,,\ : ...• ~s·de rA • .is:~;:-.;~T6~ii'.si· 
~i~1:xi;¡,2 ~~r~ ci~·L~.~~2. 

1. 9 Caro.ajes de Traslación 

Un carcaj de traslación r=(r0 ,r1 ,i) está formado por un carcaj 

localmente finito r 0 , con un conjunto de flechas r 
1 

y un mapeo 
, , 

inyectivo i::r 0 -----tr 0 definido sobre un subconjunto r 0 de r 0 tal 

que para cualesquiera xer 0 y zer~ el número de flechas desde 

x hasta z es igual al número de flechas de i;z a x. Los vértices de 
, 

r 0 \r0 se llaman proyectivos, los que no están en la imágen de i; se 

llaman inyectivos. Una i;-órbita sin vértices proyectivos o inyecti 

vos se llama estable. En caso de que todas las i;-órbitas de r sean 

estables, se dice que r es estable. El carcaj de Auslander-Reiten 

de un álgebra A es un carcaj de traslación, con i; la traslación de 

Auslander-Reiten y r~ los vértices que no pertenecen a la clase de 

isomorfia de módulos proyectivos. 

Estamos interesados en las diferentes componentes del carcaj 

de Auslander-Reiten del álgebra A. Damos a continuación las defini 

cienes de diversos tipos de componentes que usaremos en este trabª 

jo. 
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1.10 Component~s de rA 

Una cómponente conexa r;" de r A es regular si no contiene: ' módulos· 

proyectivos ni inyectivos. 

Una componente conexa r;- es 

de modA formada por todos los módulos de r;- es eq~i,r~~.~r§fil ,'.~ '.1r 
categoria malla k(G) de G ver por ejemplo [Ri]) ;· ""·''}\,'"~;:•.e;:,:<,••,:·; r~':'/;; .··· 

Una componente conexa G es convexa si cuando ~xiÉl~4,~~J~{·i~a:J~:]'.': ·,• 
:~·..-;-:. ,.?-"'~-.~~-~· ~:!'.~.<-,:'.'•' 

na de morfismos x0 ~x1~x2 ••• ~xs con x0 ,x~eG, X,l~i~~XX,~·;:~~ 
.. : ::~:- •. ;; ' ': :·; ~~ ~ ~. ' ' ' ; ...... ··.·.··,·····.: 

·. ·,:; ~:. 
.~ . . -;· _. 

Una componente t; de r A es postproyectiva si no con~~~1.e>c~9:t?.s .· 

dirigidos y cualquier i:-órbi ta contiene un módulo proyectivo·;>· · 

Una componente G de r A es preinyectiva si no contfen~ ·_ci~~os: 
dirigidos, tiene sólo un número finito de i:-órbitas· y c·úalquier 

i:-órbita contiene un módulo inyectivo. 

En [Ri] está probado que si A es hereditaria f'A tiene una com­

ponente preinyectiva y una componente postproyectiva y estas compQ 

nentes coinciden si y sólo si A es de tipo de representación fini­

to. Dlab y Ringel probaron que en el caso manso hereditario, los 

restantes módulos inescindibles forman una categoria Abeliana ~. 

1.11 Tubos 

La noción de tubo fué introducida por d'Este y Ringel en [ERJ. 

Un carcaj de traslación sin flechas múltiples se llama un tubo 

si ¡r¡~s1x~~. donde s 1 es el circulo unitario, ~~ es el conjunto 

de números reales no negativos y ¡r¡ es la realización geométrica 

del complejo simplicial bi-dimensional asociado ar, ver [Ri]. 

Una componente c,onexa G de r A se llama un tubo si r (e) , el 

carcaj de traslación correspondiente a r;- es un tubo. r;- es estable 
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. . . ' ' . .~ ' . 

si r('G)es estable. si I' es'un.é:ónj~nto~ considerakos una familia 
•. . -\,.,,.«••· .. ,_ .. ,'' ! . 

de tubos de rA T(p), 
·, 

~ generada por todos 

rametrizada nru;: I, o 

derados en este trabajo. son . principalm~rite' cU:ana6:"r\es:i'a'.:rec1=;a 

proyectiva 1?1.k sobre k. Por supu~sto una I-faniiÜa ~l1B'.~i·~i:.~s)es~a 
·';-'"' .. 

ble si y sólo si cada uno de los tubos T (p) , peI es ·~i;i~<lbie:' cómo 
. ·. ~ ¡ 

consecuencia ~ no contiene módulos proyectivos ni· inyectivos.· · .. ·. -. 

una !-familia· tubular ~ en modA es separante, si ·los A~.módulos 
inescindibles restantes se dividen en dos clases 'P ·e 9, .de .. forma 

que las siguientes condiciones se satisfacen: 

(a) ~ es estándar 

(b) HomA(9,'P)=HomA(J,~)=HomA(~,'P)=O 

(c) Dado cualquier mapeo de 'P a 9 y cualquier peI, este .mapeo se 

puede factorizar a través de T(p). 

1.12 Formas cuadráticas 

Una herramienta que ha resultado de suma utilidad para determi 

nar los vectores dimensión asociados a módulos inescindibles y en 

algunos casos el tipo de representación del álgebra, es la forma 

cuadrática. 

supongamos que A=k[Q]/I, con Q sin ciclos orientados. La forma 

de Euler de A, x/I. es la 

ºº manera: xA:7l. ---'>7!., 

forma cuadrática definida de la siguiente 

A X/l.(z) también lo denotaremos como <z,z>. Esta forma cuadrática 

nos induce una forma bilineal simétrica, que denotamos por (-,-), 

.Qo ºº (-,-):7!. x7l. ---'>7!., con (z,v)=xA(z+v)-XA(z)-x/l.(v). 
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si Q no ti~ne ciclos o:í:-ientados, ia. forma de Ti ts de. 

finida ·en:.~~·· ~igui;¿rit~''·i~r~'3.:· qX:7l?0 .••.•. 7J., .. 2:·· {. ·· ·•.··•·• 
. . .. ·:.·::, F;.-:. ·.·.·-:_.·::·. , ·.· 

qA(zJ :~~6i{~r~~S~~Q{,c~~.t~,i ¡z Cf,CaJ··J: +i7j~~~\t{~(tt.;;;<[.>~[h}¿~~\~., r.Ci,j , ... 

denota la '.c:i~·~airiai.idad de Rf'liij, para R ·un :si~t;ah\a ;,d~ · .. r~~~ciones 
.... ,_ .. , 

cienes para I (es decir un subconjunto de uiJ:j¡ ';~¿~ Jenera I como 
1 .. • J.e~ 0 ·.~ · · ·· · 

ideal bilateral, pero ningún subconjunto propi'o.' de •.fl.•10 hace. 

Bongartz prueba en [Bol] que los números,. r(i;j) son indepen­

dientes del conjunto R elegido. 

Bongartz probó que 'X.A y qA coinciden cuaridc:i.: A es de diinensiÓn 

global menor o igual a dos. De hecho, 

E z(i(a))z(f(a))=dim Ext~(Si(a)'sf(a)l 
aeQ

1 

y. además E r(i,j)z(i)z(j) 
i,jeQ

0 

=dim Ext~(si(a)'sf(a)). 

Daremos ahora las definiciones de diferentes tipos de formas 

usaremos en los capitules dos y tres. cuadráticas que 

ºº Sea qA:7l ~~~~7l la forma cuadrática de Tits del álgebra A. 
Q 

(a) Se dice que qA es positiva si qA(z)>O para todo O*ze7l o 
Q 

(b) qA es débilmente positiva si qA(z)>O para O*ze~ O 

(c) qA es no negativa si gA(z)~O para todo ze7l ºº 

(d) gA es débilmente !!Q negativa si qA(z)~O para todo ZE~ ºº 

Q 
(e) gA es indefinida si existe un vector ze7l o tal que gA(z)<O. 

Si qA:7lº 0 ~7l, denotamos por gÁj) la restricción de qA al con 

junto 
ºº \ {j} Q 

7l • Llamamos a qA:7l º~7l una forma cuadrática critica, 
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si todas las re~tr.Ú::cion~s qÁj): scin débiline~te. posi~ivás pe.ro qll. 

:·::'.:<.:· .:.:;:· :~·.<: .. , : ,> <<> . 
no leí es. . .. , .. ·· ,. '· 00 <:,:«··.'_ ::'!:< ·.:,: •. ,3¡/:,; · .:.•: .. 

q' ,_ ~=~::%~;0f Ac'S~:: · :~~f J~~~~~~j,~~íi~~~~Ít;,f ¡+~~f.~)( . 
. Por [ ov] , si qA es cr i ticá Y,) ~A 1:1~11~.· ~á,s . d~;>r~~,,Vé~h ~;¡e.ª~ en 

tonces qA es no negativa y existe. un vector·· ·sincero. zeJN.... tal que 

1Dz=radq11.={velDQO/q11.(v,-)=O}. Llamamos a z un vectoi critico.de ·qi\. 

ze7lQO con z(~j).,,;O y z(~x) = Si v es un vector critico de ·q(j) · sea ¡\ , . 
•,• 

v(ex) para xeQ0 \{j}. 

critico de qll.. 

Por extensión llamamos también· a ·.z' un·. yectcir 

El lema a continuación nos dá una condición necesari~· para que 

qJ\ sea no negativa: 

LEMA S~a qll. débilmente no negativa, si existe ze!NQO sincero tal 

que qll.(z)=O entonces qi\ es no negativa. 

demostración: probaremos primero que (z, ex)"º \lxeQ0 • supongamos 

que (z,ex)<O, entonces qll.(2z+ex)=1+2(z,ex)<O. una coz1tradicción. 

Pero qll.(z)=O= [ (z,ex)z(x). Corno z(x)>O \lxeQ0 , entonces (z,ex)=O. 
XEQ 

ºº Ahora bien, sea ve7l Como z es sincero, existe ne7l tal que 

ºº v+nze!N Además o~qA(v+nz)=qJ\(v)+(v,z)=qA(v). Por tanto qll. es no 

negativa• 

La siguiente proposición establece una relación entre los ce-

ros de una forma cuadrática débilmente no negativa y los vectores 

criticos de esa forma. 

PROPOSiCION[P2] Sea qA débilmente no negativa. Entonces existe una 
Qo 

familia z 1 , •.. ,zs de vectores criticos de qi\ tal que \lve7l , con 
s 

qi\(v)=O, existen µ 1 , .•. ,µselD+, de forma que v= [ µ.z .. 
i=1 1 1 
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CJ\PITULO 2 

SEMICONTINUIDAD Y DESCOMPOSICION GENERICA 

Este capítulo está dividido en dos secciones. En la primerc se 

prueba la semicontinuidad de las dimensiones del Hom y Ext, ara 

el caso en que el álgebra y los vectores dimensión sobre ésta son 

fijos. Estos resultados están probados en versiones más gen ra­

les en [Sc1]. Sin embargo para este trabajo las versiones pres ntª 

das aquí son suficientes, y las demostraciones hacen uso de á ge-

bra elemental. En la segunda sección estudiamos la descomposi ión 

genérica de las variedades de módulos con dimensión fija, aso ia-

das a las álgebras de dimensión finita. Se exponen los resulta os 

de Kac en [K1] y [K2], empero el enfoque y algunas de las demos[rª 

ciones se hacen a través del trabajo de Schofield en [Sc2] y de 

Kraft y Riedtmann en [KR]. Este último generaliza algunos resul a-

dos de Kac. 

SECCION 2 SEMICONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES HOM Y EXT 

Como veremos en la próxima sección, conocer cuáles son las o-

sibles dimensiones del anillo de Endomorfismos de los módulos y 

los morfismos de un módulo con otro en la misma variedad de mó u-

los o incluso con módulos de diferente dimensión, así como ext n-

siones de un módulo consigo mismo y con otros módulos, es de vi al 

importancia para conocer las posibles descomposiciones genéri as 

en una variedad. Los resultados que se presentan en esta seco ón 

nos ayudan a controlar esas dimensiones en algunos casos y fue on 
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usados en las pruebas de·• resul ta:dcis impcírta~tes para éste trabaj 6. 

una función f:U-,---+7l para u·-variedad ·algebraica 'es s'emióont.i'· 

nua superiormente, si {X/f (X) 2:t} es Un subconjunto cerrado de:., U;, 

para toda te7l. 

2.1 El Hom 

TEOREMA: Sea A k-álgebra de dimensión finita y z,w V:¡;;~t_~Q:~ aÍ~én.,.. 
sión para A. Entonces la función q.¡:modA (w) xmociA(zJ,,:· .. '.'< 'i.' ):.ai que 

q.>(X,Y)~dim HomA(X,Y) es semicontinua superior. 

demostración: 

Un módulo MemodA(w) está identificado con .el conjunto de rnatr.i 

ces (M(o:))o:eQ con M(o:) matriz de tamaño w(i(o:))xw(Í'(o:)). Un módu-
1 

lo NemodA(z) puede ser identificado con un conjunto de matrices 

(N(o:)) Q con N(o:) matriz de tamaño z(i(a))xz(f(a)). Un morfismo 
o:e 1 

feHomA(M,N) es un conjunto de matrices D=(D(v)) Q, con D(v) ma­ve 
0 

triz de tamaño z(v)xw(v) tales que N(o:)D(i(o:))=D(f(o:))M(o:). Estas 

ecuaciones que debe satisfacer D son equivalentes a un sistema li-

neal homogéneo cuyos coeficientes dependen linealmente de las cooh 

denadas (M,N), que deben satisfacer las entradas de D. Si llamamos 

p al rango de la matriz L de este sistema de ecuaciones, tenemos 

que dim HomA(M,N)= E z(v)xw(v)-p. 
veQ0 

Entonces si re7l, dim HomA(X,Y)2:t si y sólo pss= E z(v)xw(v)-t, lo 
veQ0 

cual ocurre si y sólo si todos los menores sxs de L se anulan, pe-

ro esta es una condición cerrada sobre las entradas de L, como és-

tas se obtienen linealmente de las coordenadas de (M,N), es una 

condición cerrada sobre modA(w)xmodA(z)• 
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2.2 El ·Exti 
. . 

T!WREMA: sea A k-álgebra de dimensión finita y z,w vectores. dimen-. 

sión para A. Entonces la función ~:rnodA (w)xrnodA(z) ~7l tal que 

~(X,Y)=dirn Exti(X,Y) es sernicontinua superior. 

demostración: 

Para cualquier MernodA(w) tenernos la resolución libre.canónica 

0 2 °1 ºo ••. ---tA®kA® /\®kM ~A®kA®kM ~A® M ~M ---,>O 

Aplicando'HornA(-,N) obtenernos el complejo 

* * *· 0 1 ª2 . 0 3 
0-HornA (A®kM,N)--"'-)HornA (AekA<\M,N)-=-rnornA (AekAekA<\M,N) ~ ••.. 

* . * * con 7 i= (o i'N). Tenernos que Ext~ (M,N)=ker7 i/Irno i-i · Para probar la 

sernicorttinuidad de dirn Ext~(M,N), basta probar que dimker0~ es se­

micontinua superior, y entonces tenemos que -dimlm0~ es serniconti­

nua superior. 

. * si Tekerºi' entonces M T=O. Donde M es la matriz asociada 
ºi ºi 

al morfisrno ºi" Entonces T es la solución de un sistema lineal ho-

mogéneo de ecuaciones sobre las coordenadas de la matriz M
0 

.• Si N 
l. 

es la matriz de coeficientes de este sistema homogéneo de ecuacio-

nes, dimkero~~s si y sólo si 
l. 

rango N~rs, que como en la proposi-

ción anterior nos dá una condición cerrada sobre rnodA(w)xrnodA(z)• 

Un.concepto que usaremos con frecuencia en la siguiente sec­

ción es el siguiente: 

DEFINICION: Sean z y w vectores dimensión de A. Sea e 1 componente 

irreducible de rnod11 (w) y ~2 componente irreducible de modA(z). De­

i cimos que ExtA es genéricamente cero fil1 e 1 xe2 si existen Ree1 y 
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se~2 tal que Ext!(R,S)=O. Decimos que .HomA. es genéricamente gm;:g 

en ~1x~2 si existen abiertos U y V de ~·1 y ~2 respectivamente, tal 

que HomA(R,S)=O para toda Re~1 y Se~2 •. ~i .A:es hereditaria, y z,11 

son vectores dimensión para A, decimos que Ext!(z,11) es genérica-
:··. i 

mente cero si existen RemodA(z) y SemodA(11) tal ·que ExtA(R,S)=O. 

OBSERVACION: como la función Ext!(-,-) es seinicontinua: superior, 

si existen tales R y S, entonces existen abiertos U de ~1 y u'cte 

~2 tal que Ext!(M,N)=O para todo MeU y Neu'. 

El siguiente lema nos dá una útil relación entre Hom y Ext. 

LEHA(Happel y Ringel) [HR] Sea A k-álgebra hereditaria. Sean R,S 

A-módulos inescindibles, si Ext~(R,S)=O entonces cualquier morfi2 

mo de s a R será inyectivo o suprayectivo. 

SECCION 3 LA DESCOMPOSICION GENERICA 

El concepto de la descomposición genérica fué introducido por 

Kac en [K1], donde describia las posibles clases de vectores di­

mensión de módulos inescindibles para álgebras hereditarias. Este 

concepto ha resultado de utilidad, pues nos permite ver de manera 

geométrica, los módulos de una dimensión fija y al mismo tiempo se 

conserva una fuerte relación con la forma cuadrática y la estrug 

tura de los módulos. Los resultados de [K1] fueron completados y 

mejorados en [K2]. H.Kraft y Ch.Riedtmann en [KrR] escriben estos 

resultados de forma más accesible, razón por la cual hacemos refe­

rencia a este último. El concepto de descomposición genérica fué 

generalizado para las componentes irreducibles en una variedad de 

módulos por J.A. de la Pefia en [P1]. 
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3.1 Definición y ejemplos 
. . - , · .. Qc) . 

DEFINICION: sea zelN vector dimensión para. A y, sea: r: .componente 

frredÚ~ible de modA (z). una descomposi.cfón~~~~F~>'..f?'~- eÍ. ~fr'.Qfili • 
composición genérica de z en rg si {Xet;Íx,;,xJ.m • ~.·-~f.~_!}~.l~·.f.rit~~t) }' 
contiene un subconjunto abierto y denso de rg. Dedffu·;;~-;~~~~'/ia deis~\ 
composición genérica es principal si rg es de dimeri~i~n', ~~,¿{~;·¡. i.'i,¡;; -

descomposición genérica es inescindible si s=1. 

La existencia y unicidad de la descomposición genérica ha sido_ 

probada en [KrR] para el caso hereditario y en [P1] en generai. 

si A=k[Q], es decir, si A es k-álgebra hereditaria, modA(z) 

es una variedad irreducible y por tanto la descomposición genérica 

es única. 

Daremos ahora algunos ejemplos de descomposiciones genéricas. 

Eiemplo 1: Este ejemplo fué tomado de [I<rR] y nos muestra que la 

descomposición genérica depende de la orientación de Q. 

Sea Q el carcaj 
b .. 
y~ 

e D a ?f c 

ºº y zelN con z(a)=1, z(b)=2, z(c)= 1, se puede ver que cualquier 

módulo está en la cerradura de la órbita de un módulo MA con 

MA(a)=[~J =MA(~), MA(a)=A. Por tanto la descomposición gen~rica es 
1 

z=w1+~2 donde w1 es el vector constante_ con valor 1 y w2= O o. 

Si Q es el carcaj y z es como antes entonces la 

/·~ 
• • 
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desc;omposición genérica es inescindible~ 

~/:~~~~>, ~:_:,·:. '~ '.· 
Sea A .vere,-

mes 

.;·. :. : ....... ,·. ~-
.~, i' .··.:·~.:.: · •. 

M C/3) =,[: 1J .,Y ki~;~,c~·~~ &-iT, ~~4t:¡;ne:·es ·· ;;;,,;13 1a 1+/3 2a 2 .. o Y' :anáro9amerite ~i 

""'~t:iJt~'.~~,it&;Ni~~~;j entOncec ""''"'"'">'º· M ec iiomor<o a> 

A-:módui:· s con ~(/3)·~p], s (ó) =[X->] y s (a)=( 1, O) =S <_•> . . El isomor-: 

·• . ' :: ,,. .. [A -l<X x-l<X ] 
. . l 2 fismo está dado por geG(z) con g(a)= _1 
'" . . -(3 2 13 l l 

( aqui estam_os sy 

poniendo sin pérdida de generalidad que 13 1~0 y ó 1~o), g(b)=g(c)= 

A-1 y g(d)=[A-
1
º1_:-

1
º 2]. Es claro que s~s 1ms 2ms 3 , con SieindA(wi) 

-ó2ól 1 

1sisJ, donde s 2 y s 3 son los A-módulos simples asociados a los vé~ 

tices a y d respectivamente y s 1 es el A-módulo de dimensión w
1

, 

-1 con s1 ((3)=S1 (a)=S1 (0 )=1 y s 1 (a)=X µ. Los módulos que satisfacen 

estas condiciones forman un abierto no vacio de modA(z). Por tanto 

la descomposición genérica de z es w
1

+w2 +w
3

• 

Ejemplo 2 

2 
Si A está dada por el carcaj y z=l 1 , la descom 

2 
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1 '1 
posición gen~rica .de z es z 1+z2 dÓndE! z1c=~ O: ~ ': 2; 2';'o 1 ., En 

'' ' 1 :1 '. 

efecto, ,si;z.!~~ocl/.'(~).;~s ~~1'd~~: si ·'' ,., ' 
..... :·.-·>.·.'·' 

.. , :::_~.:·~~ . ._;_ 

'~~do po~ 

La descomposición de s en inescindibles es s=s10s2 dimS 1=z 1 , 

dims2=z2 con s 1 (~)=S1 (o)=1, s1 (a)=S1 (r)=O, S2 (~)=S2 (o)=O, s 2 (a)= 

s 2 (r)=1. Los módulos que satisfacen las condiciones anteriores fo~ 

man un abierto no vacio de modA(z), por tanto la descomposición gg 

nérica de z es z 1+z2 . Esto nos muestra que la descomposición gené­

rica depende de la orientación. 

Eiemplo 3 Sea Q el carcaj 

b e 

sea I el ideal generado por {a~r, a~µ, ocµ, ocr} ºº y sea ze!N el 

vector constante con valor 1. 

Sea C(a,o)={XemodA(z)/X(a)=X(o)=O}. De igual forma definimos 

C(~,c), C(r,µ), C(a,c), C(a,µ), c(~,o), e(~,µ), C(r,o) y C(r,c). 

Estas son componentes irreducibles de modA(z) con dimensión maxi­

mal. La descomposición genérica de z en C(a,o) es z=w1+w2 con 
1 1 o o 

w1=0 1 y w2=1 O 
1 1 o o 
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La desccimposici6n·9.enérica de z. en:.,C(~,µ) es 
1 o o· 1- ,. o o 

wl=l 1 1 O ' w2~0 O·? O yc~\l~~~O: .. ;=Q,::·.°-; ... ; i'':· 
. ··. -; .: ' ~·. ·~~·,.~:: ~ .. :\~;;~~·_<>·· '.:::~ , ... -

g
Eeienmepraldoo 4{~(3Se} ª'.··. SQe·a···· .. e.: .. ·~~.-.::--_········.·.:·;·:·:·c2'.1.;·,·'.·r·:.:_-.:.:.'._c .. ;_l·iª_¡·'..·.J.·.··.':··; .. _·l~·.!.·.·.,_ .. •.•.·.· .. ~.·.:.··.:.:s:é_J.~.:: .. ~.:-:.·;,,:v', .• ~i.'.;:s •. ' .... ·.·.·u:)n:{3ª' .. { y ; sea I e:1. i:é~ l. ~ ' . ' . . rep~es~nta~.~6n}~~1·.~~;~. '• .·· 

carcaj , entonces; ~;c~t~~r~~t\~}f .! mOdA e• l tiene ~6s ~M~*~~~,J{ts > 
irreducibles,: C(a) Y::<?.rn?f.<::~r.i.:pccx)={XemodA (z) /X(a)=O} y/·' y 
e ((3) ={XemodA(~)li·(f3),S:o;::/:~i! ;~d(a). se .. tiene que ·V(a) =0,;~:'.·7:i~}0Fi'~~/~. 

[
ºo] . "': ......... ', . . , ... 

. 1 ' ' . ,,· 
k 2------. k~k y· en: bien V es isomorfa a la representación 

caso su descomposición en inescindibles es MmNmN donde 

M=O~k~k y N=k~O~O, o bien V es la representación 

2 [~] o 
k ~k___,,k. Por lo tanto tenenemos que C(c<)=G(z) (MmNmN), es 

decir, la cerradura de la órbita del módulo MmN. De aqui que 

dimC(c<)=l y la descomposición genérica en C(a) es z=w1+w2+w 2 donde 

"'1 = 1 1 1 y "'2 = 1 o o. 

si.VeC({3), V({3)=0, entonces o bien V(c<)~O y V es isomorfa a la 

representación 
2 [~] o 

k -----)k--------7k cuya descomposición en inescindi-

bles es LmSmT con L=k~k~O, S=lc~O~O y T=O~O~k, 

o bien V(c<)=O y V es la 
2 [~] o 

representación k ---~k--------7lc. Por lo tan 
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to C(/3)=G(z) (LmSmT). Tenemos entonc~s que.dimC(/3)=2 y en C(/3) la 

desco~posición genérica es z=w1+w2+w3 donde w1 = 1 1 o, w2 "."' 1.0 o,· 

w
3 

= O O. l. 

3.2 Algunas propiedades de la descomposición genérica 

En este apartado queremos enunciar algunas propiedades de la 

descomposición genérica que usaremos frecuentemente. 

ºº LEMA (P1] Sea ze~ vector dimensión para A y sea ~ una componente 

irreducible de modA(z), entonces existe una única descomposición 

genérica en~. z=w
1

+ .•. + ws. Además existen componentes irreduci-

bles ~i de modA(wi) tal que la descomposición genérica en ~i es 

inescindible y la siguiente desigualdad se cumple: 

s 
dimG(z)-dim~ ~ ¿ (dimG(w.)-dim~.) 

i=l l. l. 

Del teorema de Voigt(l.5) se obtiene el siguiente útil corola-

ria: 

COROLARIO(P1]: Existe un subconjunto abierto denso u de modA(z) tal 

que para todo XeU, la siguiente desigualdad se cumple: 

dimG(z)-dimxmodA(z)~ dimEndA(X)-dimExt~(X,X). 

Haremos ahora algunas observaciones que manejaremos en los si-

guientes apartados. 

Observaciones: Sea A hereditaria 

(1) <z,z>=dimG(z)-dimmodA(z) (Esto nos dice que se da la igualdad 

en el corolario 3.2 en el caso hereditario) 

(2) <z,z>=dimEndAM-dimExt1 (M,M) para MemodA(z). 

La siguiente observación se satisface para A no necesariamente 

hereditaria. 
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( 3) (Happel) Si 
''.1 '., ," ' 

Ext (M1 ,M2 )=0. 

MemodA(z), dimG(z)M es maximal y 

3.3 La descomposición genérica en el caso hereditario 

En esta sección casi todos los resultados son para álgebras 

bras hereditarias, es decir, A=k[QJ. Obsérvese que en este tipo de 

álgebras la variedad modA(z) es irreducible para todo zewºo, por 

tanto existe una única descomposición genérica. En este caso hay 

resultados que caracterizan en forma aritmética y homológica la 

descomposición genérica de un vector dimensión. 

Una pregunta natural es, si conocer la descomposición genérica 

de un vector dimensión es condición suficiente para conocer la de2 

composición genérica de todos sus múltiplos. Para álgebras here-

ditarias se dá respuesta a esa pregunta. 

Incluiremos algunas pruebas, se escogieron aquellas relaciona-

das con las técnicas usadas para obtener los principales resulta-

dos de este trabajo, y que nos mostrarán cúal es el problema para 

obtener éstos en el caso no hereditario. 

Hemos subdividido este apartado para facilitar su desarrollo. 

3.3.1 Raíces de Schur. 

ºº DEFINICION ze~ es una raíz de Schur si existe RemodA(z) tal que 

EndAR=k. 

Como veremos aquí, si conocemos cuáles son las raíces de Schur 

para el álgebra hereditaria A, podremos determinar los vectores di 

mensión de los A-módulos inescindibles. 

ºº LEMA 1: Sea A=k[Q]/I, si ze~ es raíz de Schur, entonces la des-

composición genérica de z es inescindible para alguna componente 

irreducible de modA(z). 
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prueba: Como z es raíz de Schur entonces existe Remo?J..CzJ ·tal que 

dimEndAR=1. Pero la función dimEndA (-) es selilicont'i·nua superiormen 

te, por tanto el conjunto S={XemodA (z) /dimEndAX;.,1.} ·es abierto no 

vacío. Entonces existe r;;" componente irreducible . de modA (z) con 

G(z)S denso en r;;-. Pero todo punto de G(z)S es inescindible. En con 

secuencia en r;;-, la descomposición genérica de z es inescindiblea 

COROLARIO: si A es hereditaria y z es raiz de Schur, la descomposi 

ción genérica de z es inescindible. 

Las raíces de Schur se dividen según la forma de Euler en· : 

ºº DEFINICION Sea ze!N decimos que z es una raiz real si <Z/Z>;.l, z · 

es una raiz imaginaria si <z, z>sO, z es isotrópica si <z, z>=O.-

3.3.2 El teorema de Kac. 

Uno de los teoremas importantes de los trabajos de Kac, que 

mencionamos al principio de esta sección y que nos dá un amplio Ps 

norama sobre la descomposición genérica en el caso hereditario es 

el siguiente: 

ºº TEOREMA[Kl] Sea A k-álgebra hereditaria. Sea ze!N , z=w1+ •.. +ws es 

la descomposición genérica de z si y sólo si wi es raiz de Schur y 

Además 

<wi,wj>"' o. 

Kac sugirió que podia valer el converso de la parte combinato-

ria del teorema anterior es decir, si sabemos que z=w1 + ... +ws y 

cada wi es una raiz de Schur y <wi,wj>"' o, entonces ¿ se dá la 

descomposición genérica de z?, el siguiente es un contraejemplo de 

Schofield [Sc2) a esa conjetura. 
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sea Q el c~rcaj .. 

)· .. c.~ ;_._}_ i&{0[_ •. ', :?•sf<ier~m~s ~l r·u:ieht;; vOdtOr 
·:,:. 

1 1 1· ·: i : o o 

3 2 3 2 2 2 +··: 1: O'O + se .. puede ver que ésta es .. 
1 1 1 •1 o o o 

la descomposición genéri.ca de 'z, sin embargo la descomposición a 

continuación satisface las hipótesis de la conjetura también 

1 1 1 1 o o 
3 2 3 212 + 111 

1 1 1 1 o o 

En muchos casos, la única descomposición que satisface las im­

plicaciones del teorema de Kac es la descomposición genérica, el 

siguiente es un ejemplo: 

2 
Sea A el álgebra dada por el carcaj z=1 1. La 

2 

descomposición genérica de z es w1 +w2 +w3 
1 1 o 

con w1=1 1, w2=o o, w3=o o, como vimos en 3.1. comprobemos que es-
1 o 1 

ta descomposición satisface las implicaciones del teorema de Kac. 

Usando que w1=dirnP
0

-dirnPb, w2=dirnPa-dirnPb y w
3

=dirnPd-dirnPb tenernos 

que <w1 ,w2 >=1 y <w1 ,w3 >=0=<w2 ,w1 >=<w2 ,w3>=<w3 ,w1 >=<w 3 ,w2>. w1 es 

raiz isotrópica de Schur, w2 y w
3 

son rafees reales de Schur. En 

este caso puede verse que cualquier otra descomposición de z no sª 

tisfac~ las implicaciones del teorema de Kac. 

Haciendo uso del teorema de Kac y del lema de Happel y Ringel, 
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Schofield prueba la siguiente; 

PROPOSICION[Sc2) Sea A k-álgebra herei:i:Í.t~~.ia.; si. :Z:,;w¡+,'. .<+ws es .la· 

descomposición genérica de z entonces pa~a ~7j/:;~;',b,t~,~~.~~+~.: y,;, ~i 
es una raíz real o bien wi.-wj Y <wi,wj>1wj~.ilij,iº:;'';;}·.%¿\./.,'>i'. :J<: 
demostración Sea R una representación en 'el· abi·e:r.:t.ó:'d~~?~.~~;:déscom7 

posición genérica de z, entonces R= i!i R1 co~· ~ifi;~~:~;r·~f'f/::~~~~~~~~s. 
de1 teorema de 1<ac tenemos que w i es rafa ?.e s~~~~;, :~·-:i~t~·{á'¡/Rj >,..; · 

1 
Ext11 (Rj,Ri)=O. 

Si w.=w., i;oj entonces existe U abierto denso de mod.(w.) tal l.J ' ,.1, 

que End11X=k para toda XeU y existe V abierto denso de mod
11

(wj) de 

forma que Ext~(Y,Y)=O para toda YeV. Como wi=wj, VnU .. 0. Además, Ps 

ra XeVnU <dimX,dimX>=1, por tanto wi=wj son raíces reales. 

3.3.3 Raíces reales e isotrópicas de Schur. 

Si z es una raíz real o isotrópica de Schur, de un álgebra herg 

ditaria, la descomposición genérica de nz para ne~ está determina-

da. 

LEMA [Sc2] Si A es hereditaria y z es raíz real o isotrópica de 

Schur, Ext~(z,z) es genéricamente cero. 

TEOREMA [Sc2]. Sea z una raíz real o isotrópica de Schur, de un ái 

gebra hereditaria A, entonces z + ... + z (n veces) es la descompos1 

ción genérica de nz. 
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demostración Si z es raiz real Ó isotrópica de Schur, ·Ext}(z,z) 
. . . : - . . . . . . 

es genéricamente cero, por teorem~ ~e-K~c cC'lnclúfmos11 

3.3.4 Raices imaginarias de Schur. 

La descomposición genérica de nz para z. ra.{z imaginaria :·no 'isg. 

trópica de Schur es diferente a la de las otras raices de sdrnr. 

TEOREMA [Sc2] Sea z una raiz imaginaria de Schur no isotrópicia, d_e 

un álgebra hereditaria A. Entonces nz es una raiz de Schur imagin2 

ria para ne!N. Por lo tanto su descomposición genérica es inescindi 

ble. 

3.3.5 La descomposición genérica de nz 

El · siguiente teorema contesta a una de las preguntas que -nos: 

hacíamos al principio de esta sección. 

TEOREMA [Sc2] Sea z=w1 + ... +ws la descomposición genérica de z. En 

tonces la descomposición genérica de nz está dada por: 

nz=(nw1¡+ ••. +(nws) donde (nwi)=nwi para wi raiz imaginaria no iso­

trópica y (nwi)= wi + •.. + wi (n veces) para wi real o isotfópica. 

1 demostración si wi es raiz real o isotrópica, ExtA(wi,wi) es geng 

ricamente cero. si wi es raíz imaginaria no isotrópica nwi es raíz 

1 imaginaria, de Schur. Como ExtA(wi,wj) 
1 mente cero, tenemos que ExtA(nwi,wj) y 

1 
y ExtA(wj,wi) son genérica-

1 ExtA(wj,nwi) son genérica-

mente cero. Por [Sc2) a lo más una wi es imaginaria no isotrópica, 

por Teorema de Kac, concluimosa 

3.3.6 La descomposición genérica y la forma cuadrática. 

El siguiente teorema nos muestra la estrecha relación que 

existe entre estos dos conceptos en el caso hereditario. 
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TEOREMA(Sc2] Sea z;='w1 -f:~,,+·¡:,s donde cada wi es una raiz de Schur. 

Esta es ia. d~Sc~mp~siciÓn •. genéric; de_ z. si y sol~ ~i ~wt~w:j~~o y 

<wi,wj><wj,w1 >=o, i*j. Además ExtA(wi,wj)_ es gen:~~c~m·~-~te cero 

cuando «wi,wj>=O. ::-.'.:·)·>·:.':--

un ejemplo de las aplicaciones de ~~~_t:;;:~~:6~~Fa~ de esta se_g 

ción es el siguiente: Sea A=k(Q] con .Q='_,-~;_:.. ~- ' se· puede ver 

fácilmente que el vector dimensión. z=(l·;})C~k -~~a raiz isotrópica 
. ,. .''···'·'··'· 

de Schur cuyos módulos en el abierto de ládescomposición genéri­
A 

l 
ca son isomorfos a MA = k __ l_->k para algún ;tek, o bien M.,, = O k 

para ;t .. µ. Calcular la descomposición genérica de w=(n,n) para cuai 

quier ne~ no es tan fácil, sin embargo de los teoremas anteriores 

sabemos que la descomposición genérica de w es z+ ... +z (n veces). 

3.3.7 Salvajismo y descomposición genérica. 

concluimos esta sección con un interesante resultado de Kac¡ 

que nos dá algunas condiciones para que la descomposición genérica 

sea inescindible. Para ésto hacemos uso de los siguientes concep-

tos. 
Qo 

DEFINICION Sea ze~ el sopo;-te gg z denotado sopz es e] conjunto 

{xeQ0 /z(x)*O}. Usaremos también sopz para denotar el subcarcaj 

pleno de Q con vértices {xeQ0/z(X)*O}, sin hacer distinción alguna 

DEFINICION Sea Q un carcaj, el QQ!!Q fundamental FQ está definido 

ºº como {ze~ /<z,ei>~O, sopz conexo}. 

TEOREMA (KrR] Si zeFQ y sopz no es manso, la descomposición genér~ 

ca de z es inescindible. 
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CAPITULO 3 

DESCOMPOSICIONES GENERICAS PRINCIPALES INESCINDIBLES Y RAJCES DE 

SCHUR PARA ALGEBRAS MANSAS 

En 1987 crawley-Boevey probó que si A es una le-álgebra mansa, 

para cada vector qimensión z casi todo A-m·ódulo inescindible X 

con dimX=z, satisface la condición x~•X y X pertenece a un tubo hQ 

mogéneo de rA. Es decir, que en cada dimensión existe solo un númg 

ro finito de A-módulos inescindibles (hasta isomorf ia) que no es-

tán en tubos homogéneos. 

Un problema interesante es determinar los vectores dimensión 

de los módulos en la boca de esos tubos. En este capitulo usando 

métodos geométricos, logramos caracterizar esos vectores dimensión 

para casos particulares. 

Este capitulo está dividido en tres secciones. En la primera 

se estudia la descomposición genérica para las álgebras mansas. Hª 

ciendo uso de esta descomposición, estudiamos las relaciones entre 

E(z)=dimG(z)-dim modA(z), qA(z) y el tipo de representación. Probs 

mas también algunas propiedades de la descomposición genérica para 

rafees isotrópicas de la forma cuadrática, en el caso de álgebras 

A con dimensión global a lo más dos. Obtendremos algunas propieda-

des de la descomposición genérica para vectores dimensión z con 

2 ExtA(z,z) genéricamente cero en alguna componente irreducible de 

dimensión maximal. 

En la segunda sección se establece una condición necesaria pa-
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ra que. una descomposición . geriérióa_'. pi¡i11óiJ~1. sea inei;é:ii:ic:Ii~ie.: 

Finalmente en la .... últ~ma: ·~.~;cf \~?i~t;.},~:f .gj!•~c~?~~j_bt:~·~·~.~;,;P~~i.' ·.1ª ••... ·. 
existencia de familias de ·:.tubos· homogéneos':'con,;niódúl'os•::·en.,·la<boca • • · 

~~~:~:::::::: c~::~::::::o:::::::r::~~~=2~i~i~¡~~~~;l~~~;t.; ... 
,.~:\;:::·· _«·~~:,;.:~~~·:. ~: '.~/.i-.·· 

.. - - •;:,: 
SECCION 4 LA DESCOMPOSICION GENERICA EN ALGEBRAS MANSAS e• ... -\~: :>t~':';:•" ,' 

Usando los resultados expuestos en 3. 2, obtenemos la" sii~;;¡j'.:~.'¡.;~~·,.' 
.·,., .. 

proposición que es una generalización de [P1, 8.2]. 

4. 1 TEOREMA : Sea A una k-álgebra mansa de dimensión finita'.·· Sea z · 

un vector dimensión para A. Sea 1',;' componente irreducible de dim.en­

sión maximal de modA(z), con descomposición genérica z;,,w1 + •. ;+ws. 

Entonces, existe un subconjunto abierto denso U de l',;' tal que las 

siguientes condiciones se satisfacen: 

(a) Para todo XeU, existe una descomposición X=X10 ... 0Xs' donde 

xieindA(wi), con xi~"xi o bien, G(wi)Xi es una órbita abierta 

de modA(wi). Además Ext~(Xi,Xj)=O para i~j. 

(b) Para todo XeU, dimEndA(X) es constante y es minimal en~. ade­

más, ssdimEndA(X)ss+E(z). 

(c) Para todo XeUnl',;', se tiene dimEndA(X)-dimExt~(X,X)sE(z). 

demostración: 

Como en [Pl], existen componentes irreducibles 1',;'i de modA(wi) 

de forma que wi tiene descomposición genérica inescindible en l',;'i y 

s s 
el mapeo regular l:,;:G(z)x TI l',;'.~~ tal que l:,;[(g,(X.).)]=( e x.)g 

i=l J. J. ], i=l J. 
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está bien definido y es dominante;: 

A es mansa, por lo tanto .e~Úiten. M1 , •• •; ,M ·.·.· ~7]c[t]..:.bimódulos 

libres como k[t]-módulos ·:?ere6h~~ty:~~Pji;f J:{:~, .. :~{~;:S.i~i ~on- .. · 

de 
fi p.)=Mik~t~7' con s7' el;.it,@]~~~d~~º.s.·.•.•·.i(·mh·.·.··p,::Y!··.e)··········· •. :a~Y.~.: •. : .. ;·i·eª.•.·.:ds·.·.·tº.··á:.:n~,· ..•... ·~•.· •. ·.(ie:•fof 
que los mapeos F. :G (w~) ximfi' > ri. í bi~n C!<il'fi 

]. ]. '.. ]. .'. • .. l.. 
ma 

nidos y son dominantes. Entonces ImF i es un subconjunto ··con.strÚ:cti 

s 
ble de ~1 •• Además, la restricción C:G(z)x TI Imf. ~~de~, está 

i=l. ]. 

bien definida y es dominante. sea U el subconjunto no vacio de ImC 

formado por puntos no singulares de modA(z), de forma que si XeU 

s 
dimC-1 (X)=dimG(z)+ ¿ dimimf .-dim~ ~ E(z)+s. Entonces U es un sub-

i=l ]. 

conjunto abierto y denso de G. 

s 
Sea X= ex. con XieindA(wi). Por [CB] sabemos que existe sólo 

' i=l. ]. 

un número finito de puntos (hasta isomorfia) 

tal que si Weimfi/{X1 i, •.. ,Xti}' W"'i:W. Por lo tanto si dimimfi=l, 

podemos suponer que xisi:xi. Si dimimfi=O, entonces G(wi)Xi es den-

so en ~i y en ese caso G(wi)Xi es una órbita abierta de modA(wi). 

Para cualquier te~, sea Ut={XeG:dimEndA(X)~t} Usando la semi­

continuidad del Hom(-,-) tenemos que UtnG es abierto en G. Sea s
0

= 

. t usº so 
min{te~:U ~0}, entonces es abierto y denso en~- sea u 0=U nU. 

Este es el conjunto buscado. 

a) La primera afirmación se sigue por construcción 
s 

sea X= ex., X
1
.eindA(wi) y XeU 0 . 

i=l. ]. 
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para alguna i,.j. con~ideremo~ una sucesión exacta no eisci1'dible 

M(a:) 

]"'Y(a:). 

una contradicción. 

b) ,c) Como u está formado por puntos no singulares de modJ\ (z), 

entonces para cada XeU, E(z)=dimG(z)-dim~l!:dimEndAX-dimExt*(X,X). 
s 

d) Observemos que si E(z)=O, como E(z)"' E E(w.) (lema 3.2) y como 
i=l l. 

A es mansa E(wi)"'º• 1siss, entonces E(wi)=O. Por tanto dimimfi=1, 

de donde dimEndA(X)=s, en consecuencia dimHomA(Xi,Xj)=~ij" Además, 

O=E(wi)"'dimEndA(Xi)-dimExt*(Xi,Xil"'º· Entonces dimExt*(Xi,Xi)=l• 

OBSERVACION: Si en las hipótesis del teorema anterior G es campo-

nente irreducible, no necesariamente de dimensión maximal, sin hª 

cer cambios en la demostración, (a) y (b) continúan siendo válidos 

y (e) quedaria como V Xeu~~. ssdim End xss+dimG(z)-dim~. 

Como un corolario del teorema anterior podemos obtener la pro-

posición 8.1 de [PlJ. 

PROPOSICION Sea A un álgebra mansa y z es un vector dimensión 

A tal que E(z)=O. Si z=w1+ ••. +ws es la descomposición genérica de 

zen una componente irreducible G de dimensión maximal de modA(z), 

39 

¡ 
i. 



entonces existe un sul:icanjunt;, abierto ui cie nloaAc~¡ t~r c;iue 
. . . ' •' . ,. ··. ' · .. :;> : - . - •,.''• ' .,· . 

(a) v xeu~, x==x1© •• ~ 0Xs ~··~~··· .· di~~f],''\.{/:;~~\~;~·~() .. {·}~{.t{/·.·< ~} 
dimkHom.r.cx. ,X.) ,,=ó •• =dimkEx~11 (Xj_'l.X] l.r) c;lor1de,.;;ó';'j//i~np~a"l~ .~E?l;..' 

~:, •:! :;:;·:::. t:aa :'y X, -~~:.~%~i .. :.1.:. il,~~l."_'.! .•.•.•• _.;l .. ~.' ....•.. _ •.. _~.b.i.:.ª,_.c.:.;··.~.!.!~*~~h~O . 
"' ~ ·;;~:.: . - . ~ .. ;:·::~;: :!r~·-·.: .: -

COROLARIO: si A es mansa con gldim~~;, ~ ~J ~~ ~~Onj~u~to'·~~-i~rto d.'iii 

1<1 componente irreducible ~, coino en el · teorema 4 • i. . Entoricé~ .· p~.:_ 

ra cualquier XeU, dimExt~(X,X)~q11 (z)-E(z). 
demostración: como gldimAs2, entonces para cualquier XeU, tenemos 

q11 (z)=dimEnd11 (X)-dimExt~(X,X)+dimExt~(X,X), entonces 

dimExt~(X,X)l!:qA(z)-E(z) pues E(Z)l!:dimEndA(X)-dimExt~(X,X)• 

PROPOSICION[Pl] Si A es mansa, entonces q11 (z)l!:E(Z)l!:O para todo z 

vector dimensión de A. 

demostración: Por el teorema generalizado de ideales principales 

de Krull, sabemos que si ~ es cualquier componente irreducible de 

mod11 (z), dim~l!: E z(i(a))z(j(a)l-.E~(i,j)z(i)z(j). Tenemos entonces 
aeQ1 J.,JeQ0 

que dim mod11 (z)"= E z(i(a))z(j(a)J-.I:.r(i,j)z(i)z(j). Por lo tanto 
aeQ1 l. 1 JeQ0 

E(z)sq11 (z). Usando el lema 3.2 es suficiente probar que dimG(z)-

dim~"'º para componentes irreducibles~ de mod11 (z), donde la descom 

posición genérica de z sea inescindible. 

Si U es el abierto de la descomposición genérica en ~ y 3 XeU 

con XecX, entonces, dimG(z)-dim~l!:dimEnd11X-dimExt~(X,X)l!:O. En caso 

contrario, existe una órbita abierta en ~. por tanto E(z)>O• 

EJEMPLOS: 
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a) Sean A y z como en el ej~mplo 4 de. 3, 1, • entonces .i;JJ\. (z) =5 y 

E (z) =dimG (z) -dim modA (z) =6-2=4. .·Por lo ;;~~~to: l~s .. de~'i<Jual~ad~s de 

~~~~~p:~~~:~:~~~~:~~·~~:;~~:~~·~!!~i~~~!~!if [~¡l~t~;~;:> 
do z vector dimensión de A, tampoco~s:condidiórisuficientecde'.man• 

:·,,,.-.', 

sedumbre. 

sea A=k[Q]/I donde Q es el carcaj 

salvaje. En efecto, existe una inclusión de la categoria de módu-

los modr en modA, 

con r el álgebra dada por el carcaj * Q = . La inclusión 

está dada en la forma canónica, es decir a Memodr le asociamos M' 

* I en modA con M'(v)=M(v) para todo veQ0=Q0 , M'(a)=O y M (µ)=M(µ) pª 

* ra µeQ 1=Q1 \{<X}. res salvaje pues su carcaj contiene propiamente 

un diagrama 54 . 

Probaremos ahora que qA es débilmente no negativa. Sea A el ál 

gebra A=k[Q]/J, donde J=<a~-ó~>. qA es débilmente no negativa pues 

A=B[MJ con B mansa hereditaria, M=radPw y M es un B-módulo regular 

en la boca de un tubo de rango 2. Entonces A es tubular doméstica 
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de tipo (2,2,3)~ 

)¡. 2 E ( z) y el tipo de representación 

PROPOSICION[Pl] si A es un álgebra estrictame~t'e sályaie, entonces, 

E(z)<O para un número infinito de vectores din;~nS,,.i.~J1;:Z;i,', > ,> 
:.:.':,', '.' .·.;' · .. · ... :~:. ·::.:.:<:· ·.··-,:-_ ¡ 

EJEMPLOS: ;> ,;:,:.< -·,_. ¡ ." .:.~-...... ~, . :· ,· 

verso de ésta proposición 

Q= ~y2:\ 
y J es el ideal generado por las flechas. Para cualquier m, estas 

álgebras no son estrictamente salvajes. De la Peña prueba que para 

n par, dim modA (n)=(m+l)n2 y dim modA (n)=(!!l±l)(n2
-1) sin es im-

m 4 m 4 

par. si m=4 entonces dim modA (n)>n2 para n~2, es decir, E(n)<O pª 
4 

ra n~2. En el caso m=3, entonces E(n)=n2-n2=o, sin embargo A no es 

mansa, lo cual prueba que E(z)~O para todo z vector dimensión de A 

no es condición suficiente de mansedumbre. 

b) Daremos ahora un ejemplo que nos muestra que en el caso de 

algebras salvajes no podemos esperar una descripción más precisa 

dels::m:o~::':::
0

e:ec:~::;("~~·· con'""'• donde J es el i-

deal generado por todas las'l:fecnas. Usando los cálculos de dimen-

sienes de las variedades de módulos para el álgebra ti.3 del ejemplo 

anterior, sabemos que si n es par, dim modA3 (n)=n 2 . Entonces si 

z=(n,n) tenemos que dim modA(z)<2n 2 Por tanto E(z)>2n2-2n2=o. Si 

z=(n,o) para n impar , entonces mod (n)=n2 -l=dim modA(z). De don­
A3 
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de E(z)=l.. 

E(z) toma valores positivos tan 

para z=(1,n), dim modA(z)=n. Entonces 

grandes cierno· se quiera, .pues 
·. ·. 2 . . .· ·.,· •._·: 

E(z)=n +1-n"n para·n"r •.. E(z) 
. . ' 

toma valores negativos para infinitos vectores dimensión. En: ·afee~ 
. .· 2 . . ·.. .• . ·. 

to, sea z=(n,1) con n par, n>2. Como dim modA (n)=n , y.para cada 
3 . 

módulo en MemodA (n) podemos construir módulos 
3 

siguiente forma: Ms(a)=Ms(~)=Ms(~) y Ms(5)e{M(a)s,M(~)s,M(o)s} don 

de As denota el s-ésimo renglón de la matriz A. Si MemodA (n) está 
3 

en el abierto 0*{MemodA (n)/M(a)*AM(~)*µM(~) para todo A,µek}, en-
3 

tonces dim{M(a)s 1 M(~)s,M(0 )s}"2, de donde dim modA(z)an2+2. Por lo 

tanto ~(z)sn2+1-n2 -2=-1. 

Christof Gei~ prueba en [Ge] una interesante caracterización 

de álgebras mansas. Presentamos aqui sólo una parte de ella, que 

está relacionada con nuestro trabajo. 

TEOREMA: A es k-álgebra mansa si y sólo si para todo vector dimen-

sión z, y para te~1, .• ,¿z(v) 2 ~, dimmodA(z,t)s Ez(v)+ Ez(v) 2-t. Don 
VEQO VEQO VEQO 

de modA(z,t)={XemodA(z)/ dimEndAMst}. Obsérvese que de la semicon-

tinuidad de la función Hom(-,-) se deduce que modA(z,t) es un sub-

conjunto cerrado de modA(z). 

1 4.3 ExtA(X,X) 

Una implicación del trabajo de crawley-Boevey[CB], es que ha2 

ta isomorfia, casi todo módulo X de una dimensión dada satisface 
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. .. . . -.-.---. -----.-. -. ..,_.,.. __ --~.=-~·--'-'-·-~·-·---·'"--·-'"·" ·--: ... -----·- " ... - -----··-· 
. . ,·. '-._' . ·· .. ·.. : ·. ,· 

en to:::: ::::~~;:: '.::::~:r:;2;:01~>cI )~im' Í~l,'9A( z ), . ·.Por tanto 
::_, >~ :. ·,~ : ' ... 

1.~/ciri~i- ~r_li;ba· ..... . 
•: i •. ;: ;' _.,, '.· " • •• .. •• ~ ~·;,-. 

dim 

(b). Corno en la proposición 4 .1, · si' 
, ·-<~,, ~ ·:;·'~;:~~:::.~ ~:::;:-~ > .;~I· ~~: ": ·::•: ~·,: 

ble de modA (z) , 

=dirn rnodA (z) i.dirnV por lo tanto (Ku) . ·rn~~j\(z)>7f!~~un_a :interseccion 

complet;.a• 

LEMA Sea A mansa con gldirnAs2, si qA(z)=O, entonces 

genéricamente cero en toda componente irreducible de dimensión ma-

ximal de modA(z). 

demostración: Sea~ componente irreducible de modA(z), sea U el a­

bierto definido como en 4.1. si XeU,entonces 

dimEndAX-dimExt*(X,X)i.O=qA(z)=dimEndAX-dimExt*(X,X)+dimExt~(X,X), 

De donde Ext~(X,X)=O para toda XeU• 

COROLARIO: si A es un álgebra mansa y E(z)=O, entonces existe una 

descomposición z=w1 + ... +ws tal que para cada i existe una familia 

{XAi} de módulos en las bocas de tubos homogéneos con 

dimkHomA(XAi'xµj)=8ij8Aµ=dimkExt*(XAi'xµj>· 

Si además qA(z)=O y gldimAs2, entonces los tubos son estándar. 

demostración: la primera afirmación se sigue de la proposición 4.1 

ahora bien, qA(z)=O y gldimAs2, entonces por 4.4 

Ext~(XAi'XAi)=O. Por [Ri sección 3) los tubos son estándar. 

Un resultado relacionado con los anteriores es el siguiente: 

TEOREMA (GP) Sea A k-álgebra de dimensión finita. Sea XemodA(z) 
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tal que Ext~{X,X)=O. Entonces X es un phnt()~ súave,de,, Y/.:en 
o.,, ¡i '·, .••.... <·.'.: 

el teorema de voigt tenemos que Tx/Tx7,Ext11 {X,X). ·;· .. ·;:>.·. 

COROLARIO Sea XemodA {z) tal que Ext;fü.;;~f/~·~.:;[:,~;;;~'.~~~~~~xf~ '~igui~n.-' 
te igualdad: dimG (z) -dirnxmod11 (z) ~di!11?1}~X<.~~;::~}H,~E,~~¡,:.cx.;,xr: · 

demostración: . , ';{_:: ,, :}< .·' 
como X es un punto suave, dimTx=:c1irii~rii~Cí~\zjy dimT~=dimG(z)X. 

Usando el teorema anterior, dimEx~kcx,~)=áimTx:-dimT~=dimxmod11 (z)­
dimG(z)+dimEnd11{X)• 

SECCION 5 FAMILIAS DE MOOULOS Y LA DESCOMPOSICION GENERICA 

5.1 PROPOSICION: Sea /\ un álgebra mansa. Sea z vector dimensión de 

/\.supongamos que existe una familia infinita (Mi)ieI de módulos 

inescindibles de mod11 (z) no isomorfos dos a dos, tal que para toda 

ieI, dimEnd/\(Mi)SE(z)+l. 

Entonces z tiene descomposición genérica inescindible en algu-

na componente irreducible de dimensión maximal. 

demostración: como/\ es mansa, existe f:k~mod11 (z) mapeo regular 

tal que Imf intersecta las G(z)-órbitas de un número infinito de 

módulos de la familia (Mi)ieI" Consideremos el mapeo regular: 

F:G(z)xk~mod11 (z), (g,.:\.} ~f(.:\.)g 

Existe un conjunto abierto y denso U de ImF· tal que para cual­

quier YeU, dimF-1 (Y)=dimG(z)+1-dimimF. Eligiendo XeU y en la fami­

lia (Mi)ieI se tiene que dimEnd11 (X)sE(z)+l. 

El conjunto {.:\.ek/f(.:\.)eX} es finito. Si no, {.:\.ek/f(.:\.)eX} es un 

conjunto constructible y cof inito de k lo que contradice la elec­

ción de f. 

46 



, '. ' ' . 

gi :f(;\i) ---->'~i es' u~ isomorfismo. Tenemo,suna biyecciéin regular 

n . -1 . 
rp: .u (AutA (X)~{il:i}) ~F (X), <p(h,il:i)"'.(gih,;\'i)., Obten.emes enton 

l.=li•''' .,·":.•.-· ... ·.·:· ,.,-. ",.:.,.:::.: .. ··>.,· .. ·' ." ., 
ces' .. que. dlmF-1'(x)~=diiliAÚt~(X) :SE(z> +i. Por. lb .taritO,· dimiinF~di~_i:; (z) + 
l-dimF"".1 (X).,dimG(z)-E(z)=dim modA(z). ' 

Sea 1:5' componente irreducible de modA (z) tal que .t12ImF, enton:.C· 

ces dim~=dim modA(z). como ImF está formada por módulos inescindi­

bles la descomposición genérica de z es inescindible• 

COROLARIO: Sea A k-álgebra mansa y z vector dimensión para A. Su­

pongamos que z es raiz de Schur, entonces pueden ocurrir tres 

casos: 

(a)E(z)=l, la descomposición genérica de z es inescindible en al­

guna componente irreducible~ de dimensión maximal de modA(z) y~ 

es la cerradura de una órbita abierta. 

(b)E(z)=O, la descomposición genérica de z es inescindible en al­

guna componente irreducible~ de dimensión maximal de modA(z) y el 

abierto de la descomposición genérica de t1 contiene infinitos módy 

los no·isomorfos dos a dos. 

(c)E(z)=O, la descomposición genérica de z es inescindible en algy 

na componente irreducible 1:5' de modA(z) con dim~=dim modA(z)-1 y 1:5' 

es la cerradura de una órbita abierta. 

demostración: Sabemos que E(Z)l!:O. Como vimos en 3.3.1 existe~ com 

ponente irreducible de modA(z) con descomposición genérica ines­

cindible y dimEndAX=l para toda XeU, U el abierto de la descomposi 

ción genérica de ~. Del lema 1.3 sabemos que E{z)sl. 

Supongamos que E{z)=l. Para YeU, tenemos que dim~l!:dimG(z)Y= 

dimG(z)-l=dim modA(z). Por lo tanto~ tiene dimensión maximal y 

dimG(z)Y=dim~. Entonces G(z)Y=~ y G(z)Y es abierta en ~. 
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supongamos ahora que E(z)=O, si en el abierto de.Útdesi::ompo­

sición genérica de ~ hay infinitos módulós inesi::ind.Í.ble~ ~o Ís~~o_i;: 
fos dos a dos, estos módulos tienen anillo de· endomorfismos tri­

vial. Esta componente irreducible debe tener dimensión maxiinai .• 

El caso que nos resta considerar es cuando' E(z) =O y en el a·­

bierto de la descomposición genérica de & existen sólo finitos mó­

dulos no isomorfos con anillo de endomorfismos el campo. En este 

caso, G=G(z)Y para YeU, y entonces dim&=dimG(z)-1=dim modA(z)~1• 

COROLARIO: Sea A mansa y supongamos que en modA (z) hay infinitos 

inescindibles X con EndA(XJ trivial, entonces E(z)=O. 

demostración: 

como z es raiz de Schur, por el corolarió anterior o:SE(z).:s1. 

El caso E(z)=1 se descarta• 

Un converso parcial a la proposición 5.1 es el siguiente lema. 

LEMA: sea A k-álgebra mansa de dimensión finita. Si E(z)~o y la 

descomposición genérica de z es inescindible en alguna componente 

irreducible &, de dimensión maximal, entonces 

(a)Existe (hasta isomorfía) en el abierto de la descomposición ge-

nérica de G, sólo un número finito de módulos inescindibles, y tig 

enen anillo de endomorfismos de dimensión E(z), o bien, 

(c)El ~bierto de la descomposición genérica de ~ tiene un número 

infinito de módulos inescindibles, no isomorfos dos a dos y los m2 

dulas tienen anillo de endomorfismos con dimensión E(z)+1. 

demostración: Si el abierto de la descomposición genérica de G ti~ 

ne sólo un nümero finito de módulos no isomorfos, ~=G(z)Y para al­

gún Ye~, de donde dimEndA(Y)=dimG(z)-dim modA(z)=E(z). 

Si en el abierto de la descomposición genérica de ~, existen 
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infinitos módulos inescindibles no ·isomorfos dC>s, a .dbs, .· ~i. YeÍJ; : u, 

como en 4.1, dimG(z)Y<dim~=dim niodA(z); Er1tc)i;i.9,es;di~::~nc1xk;~(z). 

Por (b) del teorema 4. 1 dimEndA Y=E (z)+i•t: ·.'. · '.;)\e · ; i · 
.·. ::·.,::.:.:.·,._. 

OBSERVACION: El lema 5. 1 sigue siendo válict'b:,,:·f;LI~ ·•'no ~~'\ie ·td~~h:., · 
sión maximal, pero debemos cambiar E (z) · ~b·l:"' ~¡~~\~i~~{~~j fa·•demÓ,s; 

tración es análoga. 

5. 2 Ejemplo p J. 

( 1) Sea A el á~gebra con carcaj Q e~ 'J y relaciones o: 2={3 2=D= 

o:{3={3a. Sea ze~ O con z(a)=2. Como en [Pl,2.2] podemos probar que 

dimmodA(z)=J. Para Aek, el módulo VAemodA(z), dado por VA(a)=[~ ~] 

y VA (/3)_=[~ ~] es inescindible y está en la be.ca de un tubo homogg 

neo. Además, dimEndA(VA)=2=dimG(z)-dimmodA(z)+l, si AEk. 

Los módulos en la familia (VA)Aek son no isomorfos dos a dos. 

Por la proposición 5.1 la descomposción genérica principal de z es 

inescindible. 

El siguiente teorema nos dá un criterio geométrico para carac-

ter izar, en ciertos casos, los vectores dimensión de módulos en 

las bocas de una familia de tubos de rA cuando A es álgebra mansa. 

SECCION 6 VECTORES DIMENSION EN FAMILIAS DE TUBOS HOMOGENEOS 

Usando esta proposición y los resultados de la sección 5 obte-

nemes el siguiente: 

TEOREMA Sea A álgebra mansa. Sea z vector dimensión de A. Entonces 
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E (z) =o y la. desc?.mposic.Í.ón genérica de z es inescindible en algrina. 

componente irreduciblé dé1dirnen~i6n ma)Cimal de modA (z),. si .. y:sólo .. 

si existe una familia i\"l~iTl{~a; d.~ tubos homogéneos (Til i~:i:, con m.Q 

inescindibl~s M.{~~:~a:i:i6ca de Ti con vecto~,ai~~nsión z y dulos 

dimEndA (Mi)=1. 

demostración: Si existe la familia infinita de tubos homogéneos 

con la~ condiciones del teorema, por proposición 5.1 la descomposi 

ción genérica de z es inescindible en alguna componente irreduci-

ble de dimensión maximal de modA(z), del corolario 5.1 E(z)=O. 

Supongamos ahora que z tiene descomposición genérica inescindi 

ble en una componente irreducible~ de modA(z) con dimensión maxi­

mal. Por teorema 4.1 existe un subconjunto abierto denso U de~. 

dimU=dim modA(z), tal que si XeU, X es inescindible, XeTX y 

dimEndA (X) =1. 

Para demostrar el teorema basta probar que U contiene infini-

tos módulos no isomorfos dos a dos y que están en la boca de tubos 

homogéneos. 

Si U contiene un número finito de 

Entonces existen, x 1 , ... xs e U, tal que 

s 

módulos( hasta isomorfía), 
s 

U~ UG(z)X .• Por lo tanto 
i=1 ]_ 

~~ UG(z)x .. Como~ es irreducible, 3j, 1sjss tal que 
i=1 ]_ 

~=G(z)X .. De 
J 

donde dim~=dimG(z)Xj=dimG(z)-dimEndA(Xj)<dimG(z)=dim modA (z). 

Por lo tanto U contiene una familia infinita de módulos no isg 

morfos dos a dos (Mi)ieI de la misma dimensión. Como Mi~"Mi' podg 

mes suponer que cada Mi está en un tubo homogéneo Ti. 

Si Mi no estuviera en la boca de Ti' entonces dimEndAMi>1. Una 

contradicción• 

• 
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CAPITULO 4 

LOS· VECTORES DIMENSJON DE MOOULOS EN TUBOS FINITOS. 

En este cap.itulo estudiaremos el comportamiento de l!=JS vecto­

res dimensión de módulos en las bocas de tubos del carcaj rA' en 

el caso de que los A-módulos en los tubos no pertenezcan a ciclos 

infinitos de modA. En el teorema principal se establecen condicio­

nes para que, conociendo la existencia de una familia infinita de 

tubos en rA, ésta sea estándar y los módulos en la boca de los tu­

bos tengan un mismo vector dimensión que sea un cero de la forma 

cuadrática. 

Dividimos el capitulo en tres secciones. En la primera se desa­

rrollan los conceptos que usaremos y se dan ejemplos. La segunda 

sección estudia las propiedades de los tubos que sus módulos no 

pertenecen a ciclos finitos, que llamaremos tubos de ciclos f ini­

tos del álgebra y los tubos estándar generalizados (ver 7.2), se 

dan algunas equivalencias de estas propiedades y se establecen con 

diciones bajo las cuales estos conceptos son equivalentes. 

En la sección final nos enfocamos a condiciones sobre los vea·· 

tares dimensión para que existan familias infinitas de tubos 

finitos estándar. Se prueba que para el caso de álgebras de ciclos 

finitos el teorema 6 nos proporciona una familia tubular estándar. 

SECCION 7 CONCEPTOS 

52 



7.1 El radical infinito 

El radical infinito fué :deÚni_dci en L'2, daremos .ahora 
. ,.. :. ) ' •,: ,. '; '' ",: :- ' '. ~-

elJ.' remapd/\10( xs :, X) =End/\ (X) \Aut/\•·cx>' .,• · xe:n~·~{ .• ;· < \.·.···.. <Y.:: ·•' '. 
- -. . - ·. > ·... . : . ·:.·:< -... "~:/. ·,~:.> -,·:> -

2 . sabemos de [Aus J /\ es .. de Ú~b ~~:':t-~p~~5'.e'nt.iciÓriff :Í.riif'i\i.•t;,;i.;Úr ·.sólo.· . . ; , ~ ... >~ ·:··.-
si rad~(mod/\)=O. 

3. si x; Yeind/\ y O>'feHom/\ (X, Y) \rad~ (X,Y), 

misma componente conexa de r/\ . 

demostración de (3) 

entonces X, Y es,tán. en· la 

Si fll!rad/\(X,Y), entonces xsY. Supongamos que ferad/\(X,Y), como 

fll!rad~ (X, Y) exite nelN, ·tal que fErad~ (X, Y) pero f<i!radn~l (X, Y). Prg 

baremos por inducción sobre n que X e Y están en la misma comp~nen 

te conexa de r/\. Si n=l, f es irreducible y X e Y están en la mis­

ma componente. Si n=2, f=I'.gifi con fiErad/\(X,Zi)' gierad11 (Zi,Y). 

Existe j tal que gj y fj son irreducibles, pues f<i!rad~(X,Y). Por 

lo tanto zj, Y y X están en la misma componente conexa. Supongamos 

por hipótesis de inducción que para toda m<n, y cualquier Memod/\, 

si fer~d~{X,M) pero f<i!radm~l(X,M), entonces X y M pertenecen a la 

misma componente conexa de r/\. si fErad~+1 {X,Y)\radm~2 (X,Y), exis-

m ten fierad/\(X,Zi) y gierad/\(Zi,Y) l~i~s tal 
m+l 

fll!radm~2 (X,Y), 3j tal que fi<i!rad/\ (X,Zj) y 

que f=[gifi. Como 
2 

gj<i!rad/\(Zj 1 Y). Por hi-

pótesis de inducción X,Zj e Y pertenecen a la misma componente cg 

nexa de r /\• 
El concepto que desarrollaremos a continuación es el de compo­

nente estándar generalizada que ha sido de utilidad para describir 

el comportamiento de las componentes regulares de r/\, para A álgg 

bra artiniana. 
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bra artiniana. 

7.2 componentes estándar generalizadas 

DEFINICION: Sea A una k-álgebra de dimensión finita y ~ una compo­

nente conexa de rA. Decirnos que~ es estándar generalizada si para 

X,Ye~, rad~(X,Y)=O. 

EJEMPLOS: 

1.Las componentes postproyectivas, preinyectivas y las componentes 

de conexión de cualquier álgebra artiniana de tilteo son estándar 

generalizadas[Ri]. 

2.[Sk1] si~ es una componente regular de rA que contiene un módu­

lo dirigido, entonces ~ es estándar generalizada. 

En [Li], s. Liu prueba el siguiente teorema: 

TEOREMA: sea A k-álgebra de dimensión finita. Si ~ es una componen 

te estándar de rA' entonces ~ es estándar generalizada. 

una observación es que no toda componente estándar generaliza­

da es estándar. A lo largo de este capitulo daremos condiciones bª 

jo las cuales estas componentes son estándar. 

Existen interesantes resultados de Skowronski acerca de las 

componentes estándar generalizadas que nos describen cómo son es­

tas componentes en los casos de álgebras mansas y salvajes, enun­

ciaremos uno de ellos, que está relacionado con este trabajo. 

PROPOSICION [Sk1] Supongamos que A no es estrictamente salvaje, en 

tonces toda componente regular estándar generalizada es un tubo e2 

table. 

Un concepto ligado directamente al de componentes estándar ge­

neralizadas que es fundamental en este capitulo es el de: 
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7.3 Ciclos infinitos 

DEFINICION: un ciclo en modJ\ es. una ;síÍceslórl de:~~r~.ismos nO cero 

y no isomorfismos M0~M1 ~~<'..l '.t+:%~~~CÍ ~~:1;, dcm~e·Mi es, 

inescindible para toda i. Si ts2, se· llama·.: un. ,·cicló :•,co:~~O. Un 

ciclo es infinito si 3i tal que fierad~(Mi-l'Mi). E~ Otrci c~so_, .•se 

dice que el ciclo es finito. 

Un álgebra A se dice de ciclos finitos si cualquier ciclo de 
·, .. ·" .· .. '' -. ' 

modJ\ es finito, de ciclos~ finitos si cualquier ciclo· corto 

de modJ\ es finito. 

EJEMPLOS: 

(1) Si A=k(Q]/I con Q= e I=J2 con J el ideal generado 

por las flechas, entonces A no es de ciclos finitos, pues contiene 

el siguiente ciclo infinito: 
f 00 

Pc--)Sc~Ic~sb~Ib---,>Sa---,>Pc' feradJ\(Sb,Ib). 

Las componentes de rA son estándar generalizadas, pues rA se 

obtiene de identificar se y sd en rA, con A' el álgebra dada por 

el carcaj ~ ~~ ~ r, ~t} y rad 2 A=O. Ahora bien, r A, tiene 

la siguiente forma: 

Para el álgebra de Kronecker las componentes son estándar generali 

zadas. Por tanto las componentes de rA son estándar generalizadas. 

(2) Si J\ es de tipo de representación finito, entonces A es de ci­

clos cortos finitos. 

(J) si J\ es álgebra tal que rA consiste de una componente postprQ 

yectiva ~, una componente preinyectiva 9 y una familia tubular se-
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parante, entonces A es de ciclos cortos finitos. 

En efecto, 'P, 9 son estándar generalizadas, 'J es estánd~r geng 

ralizada, pues ':! es estándar. sea X~M~X un cici'o .. ~nrii~dA, 
- .. , .· ·:· .· 

como ':! es separante, X y M deben estar en la misma componente ·.cong 

xa de rA y por tanto el ciclo es finito. 

como casos especiales de (3) tenemos que: 

(4) El álgebra de Kronecker, A=k[QJ, Q=o~ (-' 
es de ciclos 

cortos finitos. 

(5) Sea A el álgebra A=k[QJ con Q, la gráfica subyacente de Q, don 

de Q es un Dynkin extendido y con orientación de forma que no haya 

ciclos orientados. A es de ciclos cortos finitos [Ri]. 

(6) Las álgebras ocultas mansas son de ciclos cortos finitos. 

(7) Las álgebras tubulares iteradas son de ciclos finitos [PeT]. 

(8) Como un caso especial de las álgebras tubulares iteradas, De 

la Peña dá el siguiente ejemplo en [P2]. Si A=k[Q)/I con Q el 

el siguiente carcaj e I generado por {<r~a, x0(3, vc-0 w, µo- 0 A}. 
c 

aj 
r, 

f3j 
~<-3L~~! 

cj v a-j µ jo 

·~·~· J e g 
jx 
d 

entonces A es de ciclos finitos. 

(9) Sea A=k[Q]/I con Q= ~~~~º'--~,ge I=<a2 ,a(3>. A no es de ci-

clos cortos finitos. En efecto sea XEmodA, con dimX=(l,l), X(a)=O= 

X((3), X(¡y)=l. X es sumando directo del radPa. X está en un tubo 

estable de rA. como X es sumando directo de radP1 y X es sincero, 

tenemos un ciclo corto infinito xLP1~x donde f es irreduci-
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7.4 Algebras de ciclos cortos finitos y tipos de representación 

El siguiente lema técnico fué probado en [AS] para el caso de 

ciclos finitos. La pueba presentada ahi funciona también en el, 

caso de ciclos cortos finitos. 

LEMA Sea A una k-álgebra de ciclos cortos finitos y B una subcatg 

goria plena de A. Entonces B es de ciclos cortos finitos. 

prueba: supongamos que B tiene ciclos cortos infinitos, entonces 

existe M~N~M tal que fe rad;(M,N). sea E:modA~modB 

el funtor restricción asociado a la inclusión plena B~ A y 

denotemos por E1 :modB~modA un adjunto izquierdo de E tal que 

EE1~1modB" Entonces E1 (M) y E1 (N) son A-módulos inescindibles y la 

sucesión E1 (M) ~E1 (N) E(g) E1 (M) es un ciclo corto infinito 

de modA. En efecto, E(f)erad~(E(M),E(N)), pues para cada t>O, f 

puede ser escrito como una combinación lineal de t morf ismos no cg 

ro y no isomorfismos entre inescindibles en modB. como E1 es un 

funtor k-lineal, E1 (f) puede ser escrito como una combinación li­

neal de composiciones de t morfismos no cero y no isomorfismos en-

tre inescindibles en modA. una contradicción • 

PROPOSICION Sea A un álgebra de ciclos cortos finitos, entonces A 

es un álgebra mansa. 

demostración: 

Supongamos que A es álgebra salvaje. Sea B como en el ejemplo 

8 de 7.3. Bes k-álgebra con ciclos cortos infinitos. Sabemos que 

existen funtores F y G, de forma que G:modB ~modk<t,s> es fiel 

y pleno, y F:modk<t,s>~modA que preserva clases de isomorfia 
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e inescindibles y es exacto) derecho~ :Pol;"'.tantci';,~.•es'.fiel\' ·· 

Sea XeindB como .en el ej ~m~lo; Y:=P {;' •Erit~rices' e~l~tE!ri' ll\o'rfis­

mos ferad~(Y,X) y geHomB(Y,X) gii'O. Sea H.;,FG, H es fiE!_1·; 1-ÍX; HY son 

A-módulos inescindibles no cero y Hferad~(HX,HY)·;···Hg;00.·· :P'c;~:.tantci 
en A existen ciclos cortos infinitos. Una contradicción• 

7.5 Estándar generalizada vs ciclos infinitos 

LEMA. sea A una k-álgebra de dimensión finita y ~ una componente 

convexa estándar generalizada del carcaj rA' entonces los módulos 

de ~ no pertenecen a ciclos infinitos. 

demostración: supongamos que existe algún ciclo. infinito 

h1 h2 h3 hs 
X----) y1~ y2 ---)Y3 ~. • •. "ys ---)X 

con Xe~ y hierad~(Yi_1 ,Yi), para alguna i, con Y0=X=Ys+i· como~ 

es convexo, Yie~ para toda i. Pero~ es estándar generalizado, una 

contradicción• 

SECCION 8 LOS TUBOS ESTABLES Y LOS CICLOS INFINITOS 

8.1 Los tubos estables estándar generalizados 

PROPOSICION [Sk2]: Sea~ tubo estable de rA. ~es estándar genera­

lizado si y sólo si rad~(Z,Z)=O para cualquier módulo Ze~. 

demostración: Supongamos que Q;<ferad~(X,Y) para X,Ye~. Podemos su­

poner que X~Y. Sea a camino seccional en ~, del infinito a X, sea 

u camino secciona! de Y al infinito. Sea Z un módulo en la inter-

sección de o y u. Entonces, existe un camino de epimorfismos irre-

. g1 g2 gr 
ducibles Z=X0 ~x1 ~ ... ~Xr=X y un camino de monomorfismos i-

h1 h2 h 
rreducibles Y=Y0 --)Y1 ---) •.• ~Ys=Z. Por lo tanto el morfismo 

O*h1 ... hsfg1 •.• grerad~(Z,Z). La otra implicación es clara• 
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' '· . ·.-.. _, __ .. : 

COROLARIO sea A una k-álgebra finito;dimerisi~n~i' y,.:,-,:~ri :tubo esta-. 
' ·•: • J •• - - -~·-.; ••• ; :··· •• , .... 

ble de r A que sus módulos no perteneciíni a·. C::tc:iios; ~ort'(;'S.;;:i.ri:fini :t:ós; . 
.. '..:'·1·.•<;·., ~~,_~·-· ;'.·'. ~-,·:--,~,:~.: :; . .. ,,_,,··.·--.,. /;'~ . .-·.-:-.~·~:'::'·· ····' 

entonces ':! es estándar generalizad'o~; y·/., '.\<';·(~·:·,;~~('''i,f':_;:) · / '•. .· .. 
La siguiente equivalencia para'ttil:ici~ ~stables, 'füé ~i:d.ba~a};'i;ar 

Skowronski en [Skl]. 

TEOREMA sea A k-álgebra de dimensión finita. Sea ':! un tub~ ést~B'ie'. 
de rA, las siguientes condiciones son equivalentes 

(a) ':! es estándar generalizado. 

(b) Los módulos en la boca de ':! son ortogonales dos a dos ,:y tienen 

anillo de endomorfismos trivial. 

(c) Cada lazo M---7M en modA con Me':! es finito. 

8.2 Los módulos de tubos estables homogéneos cortos finitos 

Por simplicidad llamaremos tubos finitos(cortos finitos) a los 

tubos cuyos módulos no pertenezcan a ciclos infinitos(cicios cor-

tos infinitos) del álgebra. 

LEMA sea M módulo inescindible sincero en un tubo estable corto 

finito de rA, entonces HomA(X,M)=HomA(X,M) y HQIDA(M,X)=HomA(M,X) 

para cualquier A-módulo X. 

prueba: Supongamos que f=O para algún morfismo.no cero feHomA(X,M) 

entonces f s7 factoriza a través de un A-módulo inyectivo y existe 

un A-módulo inyectivo inescindible I tal que HomA(I,M)~O. Como M 

es sincero, HomA(M,I)~O. Lo cual nos produce un ciclo corto de mo~ 

fismos no cero y no isomorfismos M-)I -)M en modA. Como el ci-

clo debe ser finito, I y M deben estar en la misma componente de 

rA. Una contradicción al hecho de que M pertenece a un tubo esta­

ble. La otra afirmación se prueba en forma similar• 
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LEMA Sea M módulo inescindible en un . tubo· est.~.ble .f ifil to '!! de • 1A; 

entonces Hom¡.(X,i:X)=HoniA(X,i:X).~· · /;:·'·· .. :·: .. ·.· ..... ;.• 

:::º::::::;:: ,~~ ::::.::::A:';'::.::~,t:J;f f i~;s:if ~tf f ,~rr;ie, 
Tenemos entonces un ciclo i:X -E' ---->X ---->I~ix,:;;/,d?nde E; 

es un sumando inescindible del término del medio de.l~\~~6e~.i.6~·de 
A-R que termina en X. Como el ciclo debe ser finito Ie'!I, .una con­

tradicción• 

PROPOSICION Sea A una k-álgebra de dimensión finita y '!! tubo esta-

ble homogéneo corto finito de rA. Entonces, si Mes un módulo en'!! 

Ext~(M,M)=O. Si'!! es tubo sincero, entonces idimMs1 y pdimMs1. 

demostración: Supongamos que Ext~(M,M)~O, entonces existe una sucg 

sión exacta (*) O~K~P0~M~O con Ext~(K,M)~o y P 0 la 

cubierta proyectiva de M. Aplicando el funtor Hom(M,-) a (*) tene-

mos una sucesión exacta, 0---->HomA (M,K)~HomA (M,P0)~HomA (M,M) 
1 -1 . 

~ ....... Ahora bien, O~Ext¡.(K,M)"'DHomA(i: M,K)"'DHomA(M,I<). Por 

tanto HomA(M,K)~O, de donde HomA(M,P0 )~0. Entonces existe Pv pro­

yectivo inescindible y sumando directo de P 0 , con HomA(M,Pv)~O. 

Pero P0 es la cubierta proyectiva de M, entonces HomA(Pv,M)~o. 

Lo cual nos proporciona un ciclo M~Pv~M con ferad~(Pv,M), 

pues M y Pv pertenecen a diferentes componentes conexas d~ rA' da­

do que '!! es estable. contradicción. 

supongamos que '!! es sincero y pdimM>1, entonces existe veQ0 y 

O~feHom¡.(Iv,i:M). Como Mes sincero, existe o~geHom¡.(M,Iv). El iso­

morfismo, M8'i:M nos induce un ciclo corto finito IV ---->M ~IV, 

como '!! es corto finito, Ive'!I, contradicción. De manera análoga po­

demos probar que idimMs1• 
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COROLARIO 1: si '!! es un tubo estable homogéneo corto finito, enton 

ces '!! es estándar. 

demostración: Como '!! es corto finito; enton<;:es: '!! '~s>~s'Ú~d·a~ gene-: 

ralizado, por teorema a .1 el niódul~- ~11)·,~ :'.'.1:>~,6~'-de i>t:f~ne ciniÜo. · 

::::::::º::::::::::::~, ::r ::::::~~~·~Jl~~if~~~~~~~~f zi:,~r# •·· 
COROLARIO 2 : sea A una k-álgebra de d:i~e~s{~i>n~ita' y iJ f~IJ6 ~s­
table homogéneo sincero corto finito de rA. -E~~onces, si ~--~~- ~Ód~ 
lo en'!!, xA(dimM)=O. 

demostración: pdimM:S1, entonces XA(dimM)=dimEndA(M)-dimExt~(M',M)= 

dimEndA(M)-dimHomA(M,•M), usando el lema 8.2 xA(sliJ:!!M)=dimEndA(M)­

dimHomA(M,•M)=O• 

8.3 Los módulos de tubos estables finitos. 

Para tubos finitos no homogeneos se puede probar un resultado 

similar a la proposición anterior. 

PROPOSICION Sea A k-álgebra de dimensión finita y '!! un tubo esta­

ble finito de rA' entonces Ext~(M,N)=O para M,N en'!!. Si'!! es sin-

cero, entonces idimM:Sl y pdimM:Sl para Me'!!. 

demostración: Supongamos que Ext~(M,N)*O para M y N en la boca de 

'!!. Entonces existe una sucesión exacta (*) O~K------'>P0~M---->O 

con Ext~(K,N)*O y P0 la cubierta proyectiva de M. como O*EXt~(K,N) 
-1 sDHomA(• N,K), entonces existe K' sumando directo inescindible de 

K tal que HomA(•-1N,K')*O· De (*) tenemos que existe veQ0 tal que 

Pv es sumando directo de P 0 con HomA(Pv 1 M)*O y HomA(K',Pv)*O. Como 

N y M están en la boca de '!!, existe r tal que .-rMe•-1N. Tenemos 
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entonces un ciclo 

p V -)M -)Ro ~1: -_1M ->R1 ~i:-2M -~- ••• 1:~-~Msi:.71N ; _ .••••.•. ~'_ •...• -.--._- P.~ 
con R. el término del medio de: la 'sucesión ·de :·.ri:~R. que< domi~l1'za':én · 

1 - - ---- • - • •·:;.?·>;·/).\·:.\ •/•· 
i:-iM. como':! es finito, Pve'Y, lo que contradice'.el:,Jí.ecl'io:de'{que ':! 

es estable. Si M,N no están en la boca de ':! Y E~~f Í~~M~~.~;?:.1ri~~ri~ 
ces tenemos un ciclo '.: ::: .(:: i' --.•_ -· :- ·-

-1 - -2 r-r 1 " < ' -: ·-
Pv -)M -)Ro ~1: M ->Rl--41: M --) •••. i;\, M ~sl .~s2 ~ 

-1 
••. ~Sl----,)N~L~i: N~I(' ~pv 

donde s 1 --+S
2 
---+ .... --4"s1 ~N es uri camino en ':!, apun­

tando a N y L es término del medio de la sucesión de A-R que empig 

za en i:-1 N. Como ':J es finito, Pve'Y, lo que contradice el hecho de 

que ~ es estable. 

Supongamos que~ es sincero y pdimM>l para Me'Y, entonces exis­

te veQ
0 

y O*feHomA(Iv,i:M). Si el ses el rango de~ •• -s+lMsi:M. CQ 

mo ~ es sincero, existe O*geHomA(i:-s+lM,Iv) y existe una cadena de 

morfismos irreducibles de i:M en i:-s+lM, produciendo un ciclo: 

-1 -s+l 
Iv--'>1:M~R_1 ~M-)R0--4i: M-)Rl --) ••.. ~i: Msi:M->Iv 

donde los Ri son términos del medio de la sucesión de A-R que co­
-i mienza en i: M. Como ':! es finito, Ive~, lo que contradice que ':! es 

estable• 

COROLARIO 1: Si ~ es tubo estable finito entonces ~ es estándar. 

demostración: ':! es estándar generalizado entonces por teorema a.1, 

los módulos en la boca de ':! tienen anillo de endomorfismos trivial 

y son ortogonales dos a dos. De la proposición anterior para M,N 

en la boca de 'Y, Ext~(M,N)=O, entonces~ es estándar• 

COROLARIO 2 si ~ es tubo estable sincero finito de rango p y Me':!, 
p-1 . 

entonces XA( L dimi: 1 M)=O. Si p=l, entonces 'XA(dimM)=O. 
i=O 
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entonces un ciclo 
-1 . -2 -r -1 . · 

pv_M_Ro -71: .. M-R1""7---n; M-•••. i; Msi; N-K'. -7Pv 

· con Ri el término del medio de·· la _sucesión de A-R que_ comieriza en 

.-iM. como':! es finito, P-e;,. ·.l.~cque. contradice el hecho de que':! 
. V' . 

es estable. Si M,N no están~ri la boca de':! y Ext~(M,N):;.o, eriton.:.: 

ces tenemos un ciclo 
-f " . - -2 <-r -\ 

pv_M_Ro----->• M-R.¡->• M----t ••. ·•' M~Sl -7S2 -7 
' -1 

••• -S1-7N~L-7i: N-7K'----->Pv, 

donde s
1 
~s2 ----'» •••• ~s1 ~N es un camino en ':l, apun­

tando a N y L es término del medio de la sucesión de A-R que empig 

za en .-1 N. Como':! es finito, Pve':l, lo que contradice el hecho de 

que ':! es estable. 

Supongamos que':! es sincero y pdimM>l para Me':!, entonces exis­

-s+l te veQ
0 

y O~feHomA(Iv,i:M). Si el ses el rango de~. i; Msi;M. CQ 

. . · -s+1 -mo ~ es sincero, existe o~geHomA(i; M,Iv) y existe una cadena de 

morfismos irreducibles de i:M en .-s+lM, produciendo un ciclo: 

-1 -s+l Iv---->,i:M-7R_1 -7M--+R0->i: M--+R1 ---? •••• ~i; Msi;M-Iv 

donde los Ri son términos del medio de la sucesión de A-R que co­

mienza en i;-iM. Como':! es finito, Ive':l, lo que contradice que':! es 

estable• 

COROLARIO 1: Si ':! es tubo estable finito entonces ':! es estándar. 

demostración: ':! es estándar generalizado entonces por teorema a.1, 

los módulos en la boca de ':! tienen anillo de endomorfismos trivial 

y son ortogonales dos a dos. De la proposición anterior para M,N 

en la boca de':!, Ext~(M,N)=O, entonces':! es estándar• 

COROLARIO 2 Si ':! es tubo estable sincero finito de rango p y Me':!, 
p-1 . 

entonces x;A ( ,L: dimi;iM)=O. Si p=l, entonces xA (_dimM)=O. 
i=O 
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8.4 Una equivalencia para tubos finitos 

TEOREMA Sea A k-álgebra de dimensión.finita. Sea':! un tubo estable: 

de r A' las siguientes condiciones son equivale,ntes 

(a) ':! es estándar y convexo 

(b) ':! es tubo finito. 

demostración: 

(a)q(b) se sigue directamente del lema 7.5 

(b)q(a) del corolario 1 de la proposición 1 de 8.2. se sigue que ':! 

f1 f2 fs , 
es estándar. Mostraremos que ':! es convexo. Sea x 0 -x1 -'-7 ••• -xs, 

con x 0 , Xse ':!. Tenemos en ':! un camino Xs ~ .••• ~x0 , lo cual 

f1 f2 fs 
nos produce un ciclo x0 -x1 - .•• -xs ~ •.•• ~x0 . Este ciclo 

debe ser finito, entonces Q$fieHomA(Xi_1 ,Xi)\rad~(Xi_1 ,Xi)' por el 

ejemplo 5 de 7.1, Xie':T para toda i, por lo tanto ':! es convexo• 

En el caso de tubos homogéneos cortos finitos, no se satisface 

que sean convexos, sin embargo se cumple una propiedad de convexi-

dad "en los morfismos", que definimos a continuación: 

DEFINICION: Sea ~una componente conexa de rA' decimos que~ es dé 

bilmente convexa, si para todo O~feHomA(X,Y) con X,Y en':!, si f=gh 

con heHom (X,Z), geHom (Z,Y), entonces Ze':J. 

PROPOSICION Sea A k-álgebra de dimensión finita y ':! un tubo esta-

ble homogéneo corto finito de rA, entonces ':! es estándar y débil­

mente convexo. 

demostración: del corolario 1 de la proposición 8.2, ':!es estándar. 

Probaremos ahora que':! es débilmente convexo. Si Q$feHomA(X,Y) con 

2 X,Ye':J y f=gh, heHomA(X,Z), geHomA(Z,Y) y Z~':J entonces feradA(X,Y). 
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Tenemos el diagrama 

'· ., 

.. " ..... z ... 
'.· g_i) ; ~--·ig. ·.,,. t. '.'."" ',. ·, •',. 

O~'t'Y~. <1> ii~Y~O 
i=l . " . '• ·• ... · . ·". 

t ··. 3 . . 
Entonces f=¿ p.g.h. y fErad11 (X,Y). 

i=l J. J. 
Continuamos este 

·,.· ,' ... 

proceso 

ahora con los Y i y obte_nemos los siguientes diagramas co~mtitat.Í. vos 

z 
ti 

(g .. ) / lgi g.= ¿p .. g .. 
JJ.,,... J. j=l J J. J l. 

ti / 
,.,. 

él (Pji) 
o 't'Y· jl1?,1Yji ) yi o 

t ti 
por tanto f= ¿ ¿p.p .. g .. h, 

i=lj=l J. )J. )l. 

4 y ferad11 (X,Y). como Z~~. podemos con-

tinuar este proceso, obteniendo que ferad~(X,Y). Entonces ~no es 

estándar generalizado, una contradicción• 

COROLARIO: Sea 11 k-álgebra de dimensión finita. si ~ es una fami-

lia tubular estable separante, entonces ~ está formada por tubos 

convexos. 

La siguiente proposición fué probada en [P2] para el caso 

en que 11 es de ciclos finitos. La pueba que presentamos aqui es 

esencialmente la misma. 

PROPOSICION Sea 11 k-álgebra de dimensión finita y ~ tubo estable 

homogéneo finito en r 11 • Sea M módulo de~, entonces, 

(a) sopM es convexo en Q y genera una subcategoria convexa A de 11 

con gldimA:s2. 

{b) q11 (dimM)=O. 

demostración: 
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(a) que sopM .:es Convexo en Q se sigue de un argumento de BongartZ 

en [Bol]. Sea.~ sumando directo :l.nescindible de Éi A-~ód~J,C>pr¿yeg 
tivo-:inescindible. Probaremos que pdimAR:Sl. Si no¡ existe.un m_or'" 

fismo.~no~. cero J.j -i:AR' donde J.j es A-módulo inyectivo · .Lnes'éindi­

ble. Como M es A-sincero, obtenemos un ciclo en modA 

M~J.j-i:AR~E~R~Ri ~M, con E el término de en medio 

de la sucesión que casi se divide de R. Entonces Eie~, lo que 

contradice el hecho de que ~ es estable, pues ~ sigue siendo una 

componente estable de rA. Por tanto pdimA:Sl y gldimA:S2. 

(b) Como A es convexo en Q, qA(dimX)=qA(dimX). Como dimx es since­

ro en A, del corolario 2 de 8.3 XA(dimX)=O, como gldimAs2, entonces 

qA(dimX)=O. 

En lo que resta del capitulo desarrollaremos las propiedades 

de las familias infinitas de tubos estables cortos finitos, los 

vectores dimensión los módulos en la boca de los tubos, y su rela­

ción con la forma cuadrática. 

SECCION 9 FAMILIAS TUBULARES 

9.1 Tubos ortogonales 

LEMA Sea ~ una familia infinita de tubos estables finitos, ortogo­

nales dos a dos. Entonces casi todos los tubos en ~ son homogéneos 

demostración: Sea ~=(T ) . I y sea XJ.. módulo en la boca de T con 
ºi 1E ºi 

1 -T0 . no homogéneo. Entonces ExtA(Xi,Xi)=DHomA(Xi,i:Xi) como los módg 
1 

los en T
1

. no están en ciclos infinitos HomA(Xi 1 i:Xi)=O. Los tubos 
1 

son ortogonales dos a dos, entonces Ext~(Xi,Xj)=O para i~j. Por lo 

tanto X= e X. (donde T es un tubo no homogeneo para ieI1 ) es un 
ieI 1 1 i 1 
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módulo parcial de Tilteo, de aquiqlle.¡i1L:Siq0 1~ 
', .. ·,--.· ' 

9,2 Familias de tubos finitos y vectores .. dimehslÓn 
-·:,·-

TEOREMA sea A una k-álgebra finito dimensic:i·naJ.·;.c:c)n k ·campo no. nume. 

rable y sea ~ una familia parametri~ada inf iJ"l1,ºf~ji~r ~µbes estable: 

finitos del carcaj r A. Entonces '.:.',·~:.~,;::':, •. (:. , 

(a) Existe una subfamilia infinita estándar, ·.~.~;'.::§~~~~{f,1,~'~;~f,¡~~jf~~q 
de forma que los módulos en la boca de los tubos'· '·ti·enefr 'dimensión· 

' .- ¡ ;··, '."• • ,. ': .~ :-' \ ·: ; ,. 

igual, que denotaremos por z. 

(b) (z,ex)=O, para todo xesopz, donde ex es el vector dl.~erisÍ.ón d.él 

módulo simple Sx. 

demostración: 

(a) Sea 0 :~~K0 (A) con o(T)=Qi.mM y M módulo en la boca de T. CQ 

mo k es no numerable y K0 (A) numerable, existen zeK0 (A) e infini­

tos y no numerables T0e~ con M
0 

en la boca de ~ tal que dimM
0
=z. 

Denotemos por (T
0

)
0
eI a esta subfamilia. Por teorema 8.4 cada uno 

de estos tubos.es estándar y convexo. Por lema 9.1 podemos suponer 

que los tubos de (T0 )
0
eI son homogeneos, por [Skl] son ortogonales 

dos a dos. Por tanto la familia es estándar. 

(b) Sea M módulo en la boca de ~. y ~. tubo que no contiene al 

módulo simple sx, xesopM. sea A la subcategoria convexa de A gene­

rada por sopM. Entonces gldimA:s2, por tanto <z,e >A=dimHomA(S ,M)-
1 X X 

dimExti(sx 1 M). <ex,z>A=dimHomA(M,Sx)-dimExtA(M,Sx). Entonces 

(z,ex)A=<ex,z>A+<z,ex>A~o. En efecto, si HomA(M,Sx)=O=HomA(Sx,Ml, 

entonces (z,ex)A=<ex,z>A+<z,ex>A=O. Si HomA(M,Sx)*O, como en T
0 

no 

hay ciclos cortos infinitos HomA(S ,M)=O. 
1 X 

Pero ExtA(M,Sx)eDHomA(M,Sx)· De forma análoga tenemos que 

Exticsx,M)~DHomA(M,Sx)· De aqui (z,ex)A=dimHomA(M,Sx)-dimHomA(M,Sxl 

67 



y entonces cz1 ex>A;,;o. 'como A:e~ convexa¡ ,e~,'.e:x:>'A"'.C~reX.), )cesopM• .. 

oe la ~rop~¿~j_ó~ a; 3• <IAcailíiM')~o~c~;z)~)fs~~#:> ci,a~~=O••i Pero 

z (x) >O, entonces· (z ¡ex) =O,. para• xiisopM• ·• · 

COROLARIO 1: si k es no numerable y 'fl es una familia::; !f;'i'~i~ifa /de 
. Qº". ".. . ', ' " . 

tubos estables finitos, entonces 3 Q,ozelN tal que.q~.(z)'.;;;ci'. 

COROLARIO 2: si 'fl es familia sincera, entOnces : z e:s . si~~e'r()·; •· 

COROLARIO 3 Si A es mansa y 'fl es familia sincera entonces qA es no 

negativa. 

demostración: corno A es mansa, por [Pl] qA es débilmente no negati 

va, por corolario 2 existe z sincero con qA(z)=O, por 1.12 

no negativa. 

9.3 Algebras de ciclos finitos y familias tubulares 

es 

Para el caso en que A es de ciclos finitos el teorema 9.2 nos 

dá un teorema equivalente al de la sección 6 1 pero en este caso 

los tubos son estándar. 

TEOREMA Sea A un álgebra de ciclos finitos y z vector dimensión pª 

ra A. Son equivalentes 

(a)E(z)=O y la descomposición genérica de z es inescindible en 

alguna componente irreducible de dimensión rnaximal de modA(z). 

(b)Existe una familia infinita estándar ~ de tubos estables hornogg 

neos, de forma que los módulos en la boca de esos tubos tienen veg 

tor dimensión z. 

demostración 

(b)q(a) Por teorema 9.2 (z,z)=O=qA(z)=O y por tanto E(z)=O. Como 

los tubos son estándar, si M es un módulo en la boca de uno de los 

tubos, dirnEndAM=l. Usando el teorema 6, la descomposición genérica 
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de z es inescindible. 

ESTA 
SALIR 

r.m OEBE 
iiUOTEGii 

(a)~(b). Por teorema 6 existe una familia infinita de tubos homo­

géneos, que tienen como módulo en la boca, un módulo de dimensión 

z y anillo de endomorfismos trivial. Por (Skl] estos tubos son or­

togonales y por proposicion 9.1 esta familia es estándar• 

OBSERVACION En las hipótesis del teorema anterior, si A=A(sopz), 

entonces A es oculta mansa o tubular. 

prueba: como A es un álgebra de ciclos finitos y contiene un tubo 

estable sincero, por [Sk3] A es oculta mansa o tubular. 

• 
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