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' iNTRODUCCION :

mensién flnlta. Uno de los propésitos de la tecria [st

ciones es la de describir la categoria modA de A-méd@lcsiiéquier—4

dos de dimensién finita. .

El teorema de Krull-Schmidt nos asegura que cualquler A—modulo
de dimensién finita se puede descomponer en suma directa flnlta deﬂ
A-médulos inescindibles y esta descomposicién es Gnica hasta iso-
morfismo, salvo permutaciones de los factores. En modA existe sélo
un ntmero finito de A-médulos sinples.

En este trabajo las Algebras ser&n bAsicas e indescomponiblés.
éi A es una de estas Algebras, existe un carcaj finito y conexo Q
con n vértices (donde n es el nGmero de A-médulos simples), de for
ma que =k([Q)/I, con I un ideal admisible del Algebra de caminos
k[Q]. La categoria modA es equivalente a la categria de representa
ciones de Q que satisfacen las relaciones impuestas por I. A cada
A-médulo M le corresponde una representacién de Q y dimM, el vec-~
tor dimensién de M, es el vector de forma que a cada vértice de q,
le asocia la dimensién del espacio vectorial correspondiente a la
representacién de M en Q.

A lo largo de este trabajo no distinguiremos entre un médulo y
su representacidén asociada.

Uno de los problemas importantes de la teoria de representacic
nes es clasificar los A-médulos inescindibles de una dimensién fi-
ja. Para las &lgebras hereditarias de tipo de representacién fini-

to (en modA existe s6lo un niimero finito de mdédulos inescindibles



‘hasta isémbrfia); éste problema fué: resuelto:a

‘eidn in 1n1to ( en modA ex1ste un nﬁmero 1nf1n1t

~fia de ‘médulos 1nesc1nd1b1es), se dividen en dos clases‘dls]untas

mansas y salvajes. Informalmente hablando, las &lgebras mansas son'“

" aquellas que para cada dimensién z las clases de isomorfismo,de méf'
dulos inescindibles se pueden parametrizar a través de dn ntmero -
finito de familias de un parémetro en esa dimensién . Un dlgebra
es salvaje si sus representaciones incluyen a las del &lgebra li-
bre asociativa en dos variables k<x,y>.

Para las algebras hereditarias mansas y otros casos, por ejem—

pPlo las &lgebras tubulares, mediante la forma cuadréatica podemos Kf B

determinar los vectores dimensidn de los inescindibles y estable-

cer si para esos vectores dimensién existe un nimero finito o infi
nito de A-médulos inescindibles (hasta isomorfia).

Otra de las técnicas usadas en teoria de representaciones de
dlgebras ( de hecho una de las m&s usadas), es el estudio del car-
caj de Auslander-Reiten.

En [CB] Crawley-Boevey probdé que si A es un &lgebra mansa y z
es cualquier vector dimensidn para A, casi todo A-médulo inescindi
ble X de dimensién z satisface X=tX y X estd en un tubo homogéneo
del carcaj de Auslander-Reiten de A, FA. Por lo tanto, para &lge-

bras mansas, un problema interesante es conocer los vectores dimen



‘que mod'(z) contenga mdédulos inescindibles que pertenezcan,a‘t bo

'estables homogéneos de FA, cuando A es un &algebra mansa, o cuandOu

‘flb#;médulos en los tubos de I'y no pertenecen a ciclos‘infinltos‘”

“del dlgebra.
Para establecer estas condiciones geométricas (se logra en ca-
sos particulares), es muy importante el estudio de la descomposi-

cidén genérica y de las dimensiones del Hom y Ext sobre las varieda

des de médulos con dimensién fija. El concepto de descomposicién

‘genérica fué introducido por Kac en [K1)] y [K2] para &lgebras here
ditarias. En (P1] J.A. de la Pefia generaliza este concepto para
componentes irreducibles de las variedades de médulos sobre &lge-
bras no hereditarias y prueba interesantes propiedades de la des-
composicién genérica para algebras mansas. Informalmente hablando,
la deséomposicién genérica de un vector z determina las dimensio-
nes de los sumandos directos inescindibles de mdédulos en abiertos
de la variedad.

Para determinar los vectores dimensidn de médulos en las bocas
de tubos debemos conocer los vectores dimensién cuya desconposi-

cidén genérica es inescindible en alguna componente irreducible de




en’ algebras mansas. Un ejgmp}okd,_
}te:jsuﬁbngamos gque A es un élgébra mansa

féerencia dimG(z)~dim mod, (Z) . Eﬁfqgces E(2)

estdn en bocas de tubos homcegéneos de’ FA y que tlenen anlllo de en—%

domor £ismos trivial.

Observemos gque la condicién E(z)=0 se satisface para raices~i;
sotrdpicas de dpr la forma de Tits del algebra A. En este trabajo
probames gque, para tubos homogéneos cuyos médulos no pertenecen a
ciclos finitos, los mdédulos en la boca determinan raices isotrépi-
cas de Gy -

Supongamos gue para un &lgebra A y un vector dimensidn z de A
existe una familia infinita de tubos homagéneos cuyos médulos en
la boca tienen dimensidn z. Es natural preguntafse bajo gué condi-
ciones esta familia tubular es estandar. Aqui probames que si los
médulos en los tubos no pertenecen a ciclos infinitos, la familia
tubular es esté&ndar. Probamos también, cuando A es de cicles fini
tos, que las raices isotrdpicas con descomposicion genérica princi
pal inescindible nos proporcionan familias tubulares infinitas
estandar.

Este trabajo estd organizado en la siguiente forma:




go de-este

' sas, :salvajes

carcaj de' Auslande

Enfél‘ﬁltlmo apartado de este capitulo se 1ntroducen_l
'»fmasﬂbiliﬁeales asociadas a un &algebra (forma de Euler Y form
fiﬁé)} se distinguen las distintas posibles formas, y recordamosk

algunas de sus propiedades.

" El sequndo capitule se concentra en propiedades geométricas de

las variedades de mdédulos y comprende las secciones dos y tres. En
ia seccidén dos probamos la semicontinuidad de las dimensiones del
Hom y Ext sobre las variedades de mddulos de dimensién fija. Estos
resultados han sido probados para los esquemas de médulos [Scl],
pero para este trabajo la versidn presentada aqui es suficiente.
En la seccidn tres se desarrolla el tema de la descomposicién -

genérica cuando el &lgebra es hereditaria. Presentamos los resulta
dos de Kac en [K1l] y [K2], asi como las generalizaciones dé éstos

por Schofield en [Sc2].

El tercer capitulo recoge consecuencias del capitulo anterior
para el caso especial de dlgebras mansas y dimensiones de médulos
en las bocas de tubos. Esto agrupa las secciones cuatro a seis. En

la seccién cuatro probamos un teorema que establece propiedades so



ﬁEn la seccidn cinco establecemos cond1c1ones.pa a:q

rlcaMprlncipal inescindible. Estudiamos el'compqrtqm;,nt

bras mansasﬂ

a: secc1on seis se demuestra que para cada vector dlmenslon

félgebra mansa, las siguientes cond1c1ones son” equlvalen-

‘(a) E(z)~0 ¥y 'z tiene alguna descomposicidn qenerlca pr1n01pal ines
c1nd1b1e.

(b)-Exlste una familia infinita de tubos homogéneos (Ti)iEI con md

dulos inescindibles M; en la boca de '1‘i con vector dimensién z

y'anillo de endomorfismos trivial

El gcapitulo cuatro que contiene las secciones siete a nueve,
estudia el comportamiento de los vectores dimensién de mdédulos en
tubos cuyos mdédulos no pertenecen a ciclos infinitos del &algebra.

La seccidn siete contiene las notaciones, definiciones y pro-
‘piedades que usaremos en el resto del trabajo. En esta seccién re-
cordamos las propiedades de las componentes est&ndar generalizadas
y sus relaciones con componentes cuyos mddulos no estén en ciclos

infinitos del &algebra. Asi mismo damos ejemplos de dlgebras de ci-



clos finitos

»ne £ubos‘qué'

sefpfuébaﬁqprpbiedéd

que yacen -en e tubos que sus -médulos

‘clos iqfiﬂitps'en elvéigebra. Por ejéhplé‘Sé::mge§tfaéqge:egfoéﬂmg,:”
dulos no tienen segundas extensiones conéiqoi[miSméé}ifse muestra ©
tambié&n que estos tubos deben ser esténdar:y qéﬁvexos Yy gue dna
familia tubular esténdar separante esta forﬁada por tubos gue sus
médulos no pertenecen a ciclos cortes infinitos del &lgebra.
Finalmente en la seccidn 9 se establecen condiciones para la

existencia de familias tubulares estandar infinitas para &lgebras

sin ciclos infinitos.

Este trabajo pretende dar al lector las herramientas necesa-
rias para su lectura, asi como las referencias consideradas como
las mds accesibles. Es por eso que los primeros dos capitulos con-
tienen.en su mayoria, resultados de [K1], [K2], [Sc2] y algunos re
sultados sobre descomposicién genérica de [P1l]. El capitulo tres
estd basado en los resultados publicados en [B], algunos de ellos
se presentan en versiones mis generales y se obtienen algunas con-
secuencias no incluidas ahi; la demostracién del teorema principal
es la misma. Para la realizacidén de [B], usamos los resultados de
J.A.la Pefia en [P1] de forma importante. ElL capitulo cuatroc inte-
gra resultados de J.A. de la Pefia en [P2] y de A. Skowronski en

[S8k1l] ¥y [Sk2] que son usados para los resultados del capitulo.
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CAPITULO 1

NOTACIONES Y CONCEPTOS BASICOS

“Esté’capitulo consta de una seccifén en la cuéi seje§p§néﬁ'1§é
'definiciones, notaciones e hipbtesis que uséreﬁ&sba lo ;argo dé
éste trabajo. También presentamos y probamos algunas propiedades
elementales de estos conceptos. En la parte final de esta seccién:
ﬁacemos un breve estudio sobre las formas cuadraticas.
SECCION 1 NOTACIONES
1.1 Algebras y carcajes
Durante todo este trabajo k denotari un campo algebraicamente
cerrado y A una k-&algebra de dimensiédn finita bdsica e indescompo-
nible. Por modA denotamos la categoria de A~mdédulos izquierdos de
dimensién finita. Sabemos que dada cualquier k-dlgebra B de dimen-
sidén finita existen k-algebras Ai de dimensidn finita bédsicas e in
descomponibles de modo que modAl XeooX modAs y modB son categorias
eguivalentes y entonces Alx...xAS y B son Morita equvalentes. Por
lo tanto podemos suponer que A es basica e indescomponible.
Existe Q carcaj finito y conexo tal que A=k[Q]/I donde I es un
ideal admisible del &lgebra de caminos k[Q]. Para mayor informa-
cibén acerca de estos resultados b&asicos, remitimos al lector a
[Gl]. Una exposicidén elemental puede consultarse en [CLS].
Denotamos por Q4 el conjunto de vértices de Q y por Ql el con
junto de flechas de un carcaj @. Si I es ideal admisible de k[Q],
I(x;y) representaréd al conjunto de combinaciones lineales de cami-

nos que inician en x y terminan en y, pertenecientes al ideal I.



»Si:degl,:coh‘i(d)vindicafembé>al;VérEiéé1ihiéiai‘aé;d?Yff(a) ‘sera .

el vértice final.

1.2 Representaciones

Sabemos que modA es'éQunglept
éiones de Q que satisfaceﬁflé;» elai
ma gue no distinguiremos-enﬁretgﬁ.m:
tacién. Por indA indicaremos al éoﬁjuntp
de modA. o

Si MemodA, y erO denotaremos por M(x)'a

sociado a la representacidn M en el vértice

O R S T o S
de M se define por dimM=(dimkM(x)) Un .vector zelN O se 1llama e

sto
un vector dimensién de A.
Algunos médulos importantes de modA son los siguientes: P, es
el médulo proyectivo inescindible asociado al vértice vely. I, es

el médulo inyectivo inescindible asociado al vértice veQ,. S, es
el mbédulo simple asociado al vértice veQ,.

Dados X, YemodA, ggmA(X,Y) nos indicara al . grupo cociente de
HomA(X,Y) m&dulo el subgrupo de morfismos de HomA(X,Y) que se fac-
torizan a través de mddulos proyectivos. Dualmente HSEA(X,Y) sera
el grupo cociente de HomA(X;Y) mddulo el subgrupo de morfismos de

HomA(X,Y) que se factorizan a través de médulos inyectivos.

radA es el ideal bilateral de la categoria modA, tal gue para

dos médulos inescindibles X,Y el radical de los morfismos de X a Y

gque denotamos radA(X,Y) es el Kk-subespacio de HomA(x,Y) formadoi
s t

por todos los morfismos no invertibles. Si X= o Xi’ Y= o Yj donde
i=1 j=1 ‘

10



Lily

X.,YjeindA', rad, (X Y) se deflne ‘como:
rad’[f“(x ¥y ):rad (2, Y)radA(X Z)

El radlcal 1nf1n1to, se deflne como:rad, (X

'ré (X Y) es un End (Y) End (x)—subblmodulo de: Hom

' 1 3 La variedad de mddulos E ‘

En lo que sigue estudiaremos la categoria de modulos modA des;

3 de el punto de vista geométrico. Para ello 1ntroduc1remos ;as_vaj;

rledades de médulos con dimensidn zemQO, mod,, (2) siguiénéo:q [sz‘«'

'y [éel]. ‘ '
Observamos que en algunos trabajos [Bo2], [G2], [Ge] [Pesk] sé'

usa el esquema de mdédulos modA(z) de dimensidén =z, de forma que los

puntos racionales de modA(z) forman la variedad modA(z). En_ este

trabajo sdlo consideraremos las variedades modA(z).
Denotaremos por klxn al k—espacio vectorial de las matrices de
Q .
tamafio lxn con coeficientes en k. Sea zeN 0, modA(z) indicara 1la

variedad de A-médulos con vector dimensién z, es decir, el subcon-

junto cerrado del espacio afin 7] k2 (E(@))x2(i(®)) £orpago por fa

olEQl
milias de matrices IVI-——(M(oc))o‘eQ , satisfaciendo que si pel(x,y),
1
= i i 2 i i
=i£lhiaji...aj1 entonces, la matriz M(p)=i£lAiM(ajl)...M(aji) es

la z(x)xz(y)-matriz cero.
Si XemodA(z), denotaremos por dimxmodA(z) al max{dim€/XeG} don

de las & corren sobre las componentes irreducibles de modA(z).

11




_  Se tlene que dos médulos son. 1somorfos s
 ‘1a misma érbita. :

Denotaremos por E(z) a la diferenciﬁ,dimG(z);qi
_observacidén que serad de utilidad en los capitﬁlagitré'
la siguiente: e
LEMA: Si A es k-~algebra de dimensidén finita, para todé'? yécfo}kﬁi,
mensién de A, yvpara todo XemodA(z), dimEndA(X)aE(z). k .

En -efecto, si XsmodA(z) entonces dim modA(z)adimG(Z)X=dimG(z)—

dim EndA(x), de donde dimEndA(X)tdimG(z)—dim modA(z)=E(z)-
indA(z) denotard al subconijunto de A-méduleos inescindibles de
modA(z). Este subconjunto es constructible. En efecto, si p es la

proyeccidn natural p:modA(z)x i kz(x)xz(x) modA(z) y N el con

XEQO
junto N;{(M,p)/peEndA(M), p idempotente, pz0, p#1l}, N es construc-
‘tible { de hecho localmente cerrado } ¥y por teorema de Chevalley
{Ha), p(N) es constructible. Tenemos que indA(2)=modA(z)\p(N), por

i

lo tanto indA(z) es constructibles

12




1.4 Morfismos entre variedades

Sean V,W dos variedades_qﬁihés,lul‘

si es continuo en la topolog;a?ﬁe'zé:isk

abierto U de W. con xfl(U)$a'

2f50 (z—l(U)) Donde oy ‘(resp 0,

regulares de N (resp.~de W).

‘ x(V)

con'x(V) la cerradura de x(V)

Rec rdemos también que si Vsk y Wsk

‘un,morflsmo %:V—-W es regular si y solo s

YP2""'P ek[xl,...,x ] tal que x(%)= (P (x),

ger. Para un tratamiento elemental de este tema{vef,[Kg

i;s Espacios tangentes y teorema de Veigt,

Sea V una variedad atin. Sea xeV un punto de V.VPor TX(V)‘déng .
tamos al espacio tangente a la variedad V en el punto x. Observe- cood
mos que siempre se tiene dimT,(V)zdim V. f_ _: {%.

Un punto xeV es guave (¢ ne singular}, si dime(V)=dimxv. Co - é

Observemos dque si XemodA(z) es un punto suave de modA(z), en- ?

tonces es un punto no singular de G(z)X. En particular,

dim TX(G(z)X)=dimG(z)x. Un teorema importante que relaciona la di-

mensidn de estos espacios tangentes y que usamos en las pruebas de

resultados importantes en este trabajo es el siguiente:

TEOREMA DE VOIGT: Hay un morfismo inyectivo de espacios vectoria-

les Ty (mod, (z)) /Ty (G(2)X) ———-——-)Extk(x,)() )

OBSERVACION: Esta versidn del teorema de D.Voigt[Vo, pg 260] es un

poco diferente, pues en el trabajo original se consideran esque-

i3 -



mas. Otra versién de este teorema puede verse en [G2]. - ’ S

1.6 Tipos de representacién

Uno de los principales objetivos de la teoria de repre:
nes es la de conocer la categoria modA. Para es@o, se dlstlngue
entfe las &dlgebras de tipo de representacién finito que son’ aq
Alas que tienen sélo un ntmero finito de clases de 1somorfia de'mO"”

dulos~ 1ne501nd1b1es y las de tipo de representacién 1nf1n1to que

o son 1as que tlenen un nimero infinito de estas clases. . . : i

“r] Drozd probdé gque las &dlgebras de tipo de representac10ﬁ

estan divididas en dos clases disjuntas: mansas y salva-

.jés.v“Un aigebra’A es mansa si para cualquier vector dimensién z
existe una familia finita de A=k{t]=-bimddulos Mi gue son libres: co

mo kf{t]-mddulos derechos y tal que cualgquier XeindA(z) es  isomorfo

a M e S para algtn k[t]-m&duloc simple S.
Tkt : o
Un &lgebra A es salvaje si existe un A~k<x,y>-bimédulo M que :

es libre y finitamente generadoc como k<x,y>-médulo derecho tal que

el‘funtor M@“xy)—: modk<x,y>——modA preserva inescindibles y cla-

ses de isomorfia.

El lema a continuacidén nos sera de utilidad en el capitulo 4.

LEMA Sea B un algebra de dimensién finita. Si existe un funtor adi
tivo FimodB————modA gue es exacto derecho y preserva inescindi-
bles entonces F es fiel.

prueba: sean X,YeindB y sea feHomB(x,Y), £20, sin pérdida de gene-
ralidad podemos suponer que £ es suprayectiva, entonces tenemos en

modA una sucesidén exacta 0 »K X £ »Y 0. Como F es exac

to derecho el morfismo FfeHomA(FX,FY) es suprayectivo. Si Ff=0, en

14



;k€x1y>;m6dulb derecho, tal que el funtor?im;bk

—k<x,y>—b1modulo M que es libre yi f;n;.

modA es una inmersién plena.

1.7 Algebras hereditarias

A es hereditaria si todo submdédulo de un A-médulo proyectiyq
es proyectivo. Lo que significa gue la dimensién global de A es
menor o igual que uno. Es bien conocido el hecho de gue si el dlge
bra A es hareditaria, I=0 y Q es un carcaj sin ciclos dirigidos.
Existen listas de los posibles carcajes Q para algebras A heredi-
tarias de tipo de representacién finito o hereditarias mansas. Los
carcajes de la primera lista se conocen por Diagramas de Dynkin, vy
los de la segunda como, Diagramas de Dynkin Extendidgos, para un
tratamiento de ellos ver [GR].

Una nocién importante en la teoria de representaciones es la

siguiente:

1.8 El carcaj de Auslander-Reiten

El carcaj de Auslander-Reiten de un dlgebra A se define de la
siguiente forma: Los vértices del carcaj son las clases de isomor-
fia de los A-mSdulos inescindibles. Ponemos tantas flechas

[M]—([N] como la dimensidén del radA(M,N). Un morfismo szomA(M,N)

15




es’ irreducible si.feradA(M,N)ny‘cuéhdo;ﬁg%ff

cién o h es retraccién.: A

bra A, lo denotamﬁs;por.rA

remos a cada médul

i.éjcaféajéé‘de Traslacién

Un cércaj de traslacién I'=(r,,T;,T) estd formado pof:§h carﬁéi
lbéalmenté finito Fo, con un. conjunto de flechas Fl Yy un mapec'
inyectivo r:Fé————aFo definido sobre un subconjunto Fé de ry, tal
que para cualesguiera xeFO \'s zeFé el namero de flechas desde
¥ hasta z es igual al numero de flechas de Ttz a x. Los vértices de
Fo\Fé se llaman proyectivos, los que no estdn en la imagen de T se
llaman inyectivos. Una t~6rbita sin vértices proyectivos o inyecti
vos se llama estable. En caso de que todas las tT-6rbitas de I' sean
estables, se dice que I' es gstable. El carcaj de Auslander-Reiten
de un dlgebra A es un carcaj de traslacién, con T la traslacidén de
Auslander-Reiten y Fé los vértices que no pertenecen a la clase de
isomorfia de mdédulos proyectivos.

Estamos interesados en las diferentes componentes del carcaj
de Auslander-Reiten del &lgebra A. Damos a continuacién las defini
ciones de diversos tipos de componentes gue usaremos en este traba

jo.

16



1.10 campbnenteé de FA

- Una componente conexa & 'de F es regular si no-contiens médulos:

proyectlvos ni 1nyect1vos.

categoria malla k(€) de € ( ver por ejemplo [Rl])

Una componente conexa & es gonvexa si cuando,

: £ f £
'na’ de morfismos XO——gexl——laxz...————ex con xo,x ‘€
toda i, o=f, erad (Xl 1,x.), entonces XiGG para O=i=s.

Una componente & de FA es postproyectiva si noléanflen
dlrlgldos y cualqguier t-6rbita contiene un médulo proyéct‘

Una. componente € de FA es preinyvectiva si no rcontlene clclostg
dlrlgldOS, tiene s6lo un nimero finito de t—orbltas y c aléuler 3
t-6rbita contiene un médulo inyectivo. ‘

En [Ri] est& probado que si A es hereditaria Fy tiéne:una com~
ponente preinyectiva y una componente postproyectiﬁa y estas cémpg
nentes coinciden si y s6lo si A es de tipo de representaciéon fini-
to. Dlab y Ringel probaron gue en el caso manso hereditario, los

restantes médulos inescindibles forman una categoria Abeliana 7.

1.11 Tubos
La nocidn de tubo fué introducida por d’Este y Ringel en [ER].
Un carcaj de traslacién sin flechas miltiples se llama un tubo

1

si |F|—S xR', donde Sl es el circulo unitario, m; es el conjunto

o'
de nlimeros reales no negatives y |I'| es la realizacién geométrica
del complejo simplicial bi-dimensional asociado a I', ver [Ri].

Una componente conexa & de FA se llama un tubo si I'(€), el

carcaj de traslacién correspondiente a § es un tubo. 6 es estable
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derados en este trabajo son prlnclpalmente

ble si y s8lo si cada uno de los tubos T(p}, peI'e“

consecuencia 9 no contiene médulos proyectivos nl 1nyect1vos

Una I-familia- tubular J en modA es geparante, s;ml s,_lmodulos
inescindibles restantes se dividen en dos clasessfjéxy de forma
gue las siguientes condiciones se satisfacen: IR

(a) 9 es estandar

(b) Hom, (#,P)=Hom, (¥,9)=Hom, (9,P)=0

(c) Dado cualquier mapeo de P a § y cualquier “peigiééﬁé.mapeo se

puede factorizar a través de T(p).

1.12 Formas cuadrdticas

Una herramienta que ha resultado de suma utilidad para determi
nar los vectores dimensidén asociados a mdédulos inescindibles y en
algunos casos el tipo de representacidén del &lgebra, es la forma
cuadratica.

Supongamos gque A=k[Q]}/I, con Q sin ciclos orientados. La forma

de Euler de A, X, es la forma cuadratica definida de la siguiente
Qg o
manera: xA:Z —_—, xA(z)— x Y (-1) dlmExt (S Ssyz(iyz(3) .
s=0 l,jEQ J

A xA(z) también lo denotaremos como <Z,zZ>. Esta forma cuadratica

nos induce una forma bilineal simétrica, que denotamos pér (G et I
.Q Q ' o
(=1=):Z 02 0 ——2, con (z,v)=x, (z+v)-x,(2) %, (V) -

18



ideal bilateral, pero ninglin subconjunto propioide R 1o hace.:: -

Bongartz prueba en [Bol] que los nameros

dientes del conjunto R elegido.

Bongartz probd que Xy ¥ q, coincidenfcuandépAves‘dé'dimeﬁsiéﬁQL

global menor o igual a dos. De hecho, ’

xe€Q, N i, 3eQq

I Z(i(x))2(f(@))=din Ext}(Sy o /Sp(y)) V. ademds ‘z‘r(i,j)z(i)z(j) 

=dim Egti(s ) 158 (ay) +

i(a
Daremos ahora las definiciones de diferentes tipos de formas

cuadraticas que usaremos en los capitulos dos y tres.

2

Sea g,:Z "~ ——Z la forma cuadrdtica de Tits del algebra A.

Q
(a) Se dice que q, es positiva si qA(z)>o para todo O#zeZ 0.
c Q
(b) q, es débilmente positiva si qA(z)>O para 0zzelN 0

Q
(c) d, es no negativa si qA(z)zo para todo zeZ 0.

Q
(d) q, es débilmente no negativa si qA(z)zo para todo =zelN 0,

Q
(e) q, es indefinida si existe un vector zeZ 0
; a0 (3) '
Si qA:Z —Z, denotamos por qp la restriccién de =7 al con

. QO\{j) Qq
junto Z « Llamamos a q,:Z "——Z una forma cuadratica critica,

tal que qA(z)<0.

19
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tonces q, es no negatiVa'yfexiété‘ 

Q B o T S . . B %
0z=radq,={veD O/qA(v,-)=0}._“Llamamos a z-un:vector

S C Qa7
Si v es un vector critico de'qgl); sea]zel'o,con‘z(e

v(ex) para ero\{j}. Por extensién';léﬁ;moé témﬁ;g. z gﬁ;?é¢#o% '
critico de dp- ‘ . g v_ L -

El lema a continuacidén nos da una conaiéi56 ﬁeée§éfiéﬂpafé'qué
4, sea no negativa: ‘ e 7 '
LEMA Sea s débilmente no negativa, si existg VZEWQO ;ihéero tal
que qA(z)=0 entonces q, es no negativa.
demostracidén: probaremos primero gue (z,ex)zo VXeQ,. Supongamos
gue (z,ex)<o, entonces qA(2z+ex)=1+2(z,ex)<0. Una contradiccién.

Pero qA(z)=0= ¥ (z,ex)z(x). Como =z (xX}>0 Vero, entonces'(z,ex)=0.
Xe

Ahora bien, sea veZQO. Como z es sincero, existe neZ tal que
v+nzer0. Ademés Oqu(v+nz)=qA(v)+(v,z)=qA(v). Por tantoe qA es no
negativams

La siguiente proposicién establece una relacién entre los ce-
ros de una forma cuadréatica débilmente no negativa y los vectoreé

criticos de esa forma.

PROPOSICION[P2] Sea q, débilmente no negativa. Entonces existe una
' 0
familia Zaseee g de vectores  criticos de qp tal que vveZ 0, con
s

= : + -
qA(v)—O, existen ul,...,usem , de forma que v—igluizi.

20



CAPITULO 2

SEMICONTINUIDAD Y DESCOMPOSICION GENERICA

Este capitulo esta dividido en dos secciones. En la primersg
pfueba la semicontinuidad de las dimensiones del Hom y Ext, p
el caso en que el dlgebra y los vectores dimensién sobre ésta
fijos. Estos resultados estén probados en versiones mis gene
les en [Scl]. Sin embargo para este trabajo las versiones prese
das équi son suficientes, y las demostraciones hacen uso de &l
bra elemental. En la segunda seccién estudiamos la descomposid
genérica de las variedades de médulos con dimensién fija, asocd
das a las algebras de dimensién finita. Se exponen los resulta
de Kac en [Kl1] y [K2], emperco el enfoque y algunas de las demos
ciones se hacen a través del trabajo de Schofield en [Sc2] vy
Kraft Y Riedtmann en [KR]. Este tltimo generaliza algunos resul

dos de Kac.

SECCION 2 SEMICONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES HOM Y EXT

Como veremos en la préxima seccidn, conocer cudles son las
sibles dimensiones del anillo de Endomorfismos de 1§s nédulos
los morfismos de un médulo con otro en la misma variedad de md

los o incluso con mddulos de diferente dimensién, asi como ext

se 
ara
son
ra-
nta
ge-
ion
ia-
dos
tra
de

ta=-

po—
Y
iu-

3 ¢ g

siones de un médulo consigo mismo y con otros moédulos, es de vital

importancia para conocer las posibles descomposiciones genéricas

en una variedad. Los resultados que se presentan en esta seccién

nos ayudan a controlar esas dimensiones en algunos casos y fueron

21




usados en las pruebas de resultado' portantes para este trabajo{

‘Una funcién £: U—m——az para U”Variedad algebralca ‘es

nua superlormente, si {x/f(x)zt} es ‘un’ subconjunto c

para toda teZ.

2.1 El Hom .
TEOREMA: Sea A k—-dlgebra de Qimensién flnlta y & W ivector
sién para A. Entonces la funcién ¢: modA(w)xmcd ("
p(X,Y)fdim Hom (X,¥) es semicontinua superlorﬂx
demostracidn: ‘ :

Un médulo Memoa, (w) estd identificado conféif@onjﬁﬁéo de matri

ces (M(oz))o‘EQ con M(x) matriz de tamafio w(i(a))xﬁ(fkd)). Un médu-
N f
lo NemodA(z) puede ser identificado con un conjunto de matrices

(N(oc))mEQ con N(x) matriz de tamafio z(i(a))xz(f(x)). Un morfismo
1 .
feHom, (M,N) es un conjunto de matrices D=(D(Vv)) , con D(v) ma-—
A veQq,

triz de tamafio z(v)xw(v) tales que N(a)D(i(a))=D(f(a))M(x). Estas
ecuaciones que debe satisfacer D son equivalentes a un sistema li-
neal homogéneo cuyos coeficientes dependen linealmente de las coor
denadas (M,N), gque deben satisfacer las entradas de D. Si llamamos
p al rango de la matriz L de este sistema de ecuaciones, tenemos

que dim HomA(M,N)= T z(vixw(v)-p.
ver

Entonces si rezZ, dim Hom (X,Y)zt si y sdlo pss= T z(Vv)xw(v)-t, lo
veQ
o]

cual ocurre si y s6lo si todos los menores sxs de L se anulan, pe-
ro esta es una condicidén cerrada sobre las entradas de L, como és-—
tas se obtienen linealmente de las coordenadas de (M,N), es una

condicién cerrada sobre modA(w)xmodA(z)-
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2.2 E1° Ext:l

TROREMA: Sea A k-&lgebra de dimensién flnlta y z w. vectores dlmen-:

sidén para A. Entonces la funcién p:mod (w)xmodA(z)————a

p(X,Y)=dim Ext (X,Y) es semicontinua superlor.

demostracién:

Para cualquier Memod,(w) tenemos la resolucién libte,éahéhie&g' 

72 73
e ———-—)A@kA@kA@kM ,AekAakM A@kM M
Aplicando'HomA(—,N) obtenemos el complejo
* *
0-—--->HomA (A@kM ,N) --—-—-~>HomA (A@kAekM ,N) ——-—)HomA (A@kAekAekM IN) —=,

. . : e
con 7;= (wi,N). Tenemos que ExtX(M,N)=kerwi/Imy;_1.'Para probar: la.
éemicontinuidad de dim Exti(M,N), basta probar que dimketvi es se-~

. s . . * . .
micontinua superior, y entonces tenemos que —dlmImTi es semiconti-
nua superior.

. * . .
Si Tekervi, entonces M? T=0, Donde Mar es la matriz asociada
i i

al morfismo Ty Entonces T es la solucidn de un sistema lineal ho-

mogéneo de ecuaciones sobre las coordenadas de la matriz Mvi. Si N

es la matriz de coeficientes de este sistema homogéneo de ecuacio-

nes, dinﬂcerw;zs si y sélo si rango N=r_, que como en la proposi-

cién anterior nos d& una condicién cerrada sobre mod, (w)xmod, (z}m
Un concepto que usaremos conh frecuencia en la siguiente sec~

cién es el siguiente:

DEFINICION: Sean z y w vectores dimensién de A. Sea Gl componente

irreducible de mbdA(w) Yy Gz componente irreducible de modA(z). De~

cimos que Exti es denéricamente cero en B, 6, si existen ReB, y
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SE@z'tal que:Extk(R,s)=o. ,Decimogque-ﬂbmA‘eé genéricamente cero
en €1x€2 si existen abiertos U y V~dé3€i:yf$21respectivamente, tal
que Hom,(R,S)=0 para toda Ref, y sEtsé

,éij@?és hereditaria, y z,w
son vectores dimensidn para A, deciméé éﬁéi Eéﬁi(z,w) es—genérica?
mente cero si existen RemodA(z) y SemodA(w)Ttgl'éuefExﬁi(R,S)=Q._i
OBSERVACION: Como la funcién Exti(—,-) és'seﬁfcohfinué* sgp§piof,
si existen tales R y 8, entonces existen ‘abieftos:U de €i y-U}de/
&, tal que Extji\(M,N)=0 para todo MeU y NeU . ’

El siguiente lema nos d& una (Gtil relacidn entre Hom y Ext.

LEMA (Happel y Ringel) [HR] Sea A k-dlgebra hereditaria. Sean R,S
A-médulos inescindibles, si Extk(R,S)=O entonces cualquier morfis

mo de S a R seri inyectivo o suprayectivo.

SECCION 3 LA DESCGOMPOSICION GENERICA

El concepto de la descomposicidn genérica fué introducido por
Kac en [K1], donde describia las posibles clases de vectores di-
mensién de mdédulos inescindibles para dlgebras hereditarias. Este
concepto ha resultado de utilidad, pues nos permite ver de manera
geométrica, los médulos de una dimensidén fija y al mismo tiempo se
conserva una fuerte relacidén con la forma cuadrdtica y la estrug
tura de los mddulos. Los resultados de [K1] fueron completados y
mejorados en [K2)]. H.Kraft y Ch.Riedtmann en [KrR] escriben estos
resultados de forma m&s accesible, razén por la cual hacemos refe-
rencia a este Gltimo. El concepto de descomposicién genérica fué
generalizado para las componentes irreducibles en una variedad de

médulos por J.A. de la Pefia en [Pl}.

24



3.1“b¢fiﬁiciéﬁzyrgﬁemﬁlos‘

' 'SeéfiEW‘q Vectdr'dimeﬁsiéh ‘para A

. ‘(dé‘hodA(z).vUnavdeSCompo icis

cdhgésiéién genérica de z en 6 si {XéG ¢

‘Gontiene un subconjunto abierto y denso de'®

composicién genérica es principal si € es de dimensién: maxXimal

descomposicién genérica es inescindible si s=1.

La existencia y unicidad de la descomposicién qenéfica;hé §idpfv
probadé en [KrR] para el caso hereditario y en [P1] eﬁ'generéi; .
‘v Si A=k[Q], es decir, si A es k-dlgebra hereditaria, ﬁOdA(i)h
. es . una variedad irreducible y por tanto la descomposicién genérica
es,ﬁﬁica.

"Daremos ahora algunos ejemplos de descomposiciones genéricas.

Ejemplo 1: Este ejemplo fué tomado de [KrR] y nos muestra que la
des’cbmposicién genérica depende de la orientacién de Q.

Sea Q el carcaj

o N
. 2 7 &
Q
v zelN 0 con z(a)=1l, z(b)=2, z(c)= 1, se puede ver gue cualguier

médulo estd en la cerradura de la érbita de un mddulo Ml con

MA(“)=[2] =MA(B)' Mh(7)=l. Por tanto la descomposicidén genérica es
1

S Z=W, W, donde v, es el vector constante con valor 1 y W= o} 0.

Si Q es el carcaj . Y z es como antes entonces la

N

¢ ——0



_descomposicién’genérica es-inescindible, '’

ﬂleﬁtbncesuu=6iuij' ~=b.‘M_éégi$bﬁbrf95:

i 1 _ LT i
A-m .U;0~s'c9nvS(B);[o],'S(G)é[ g } Yy 8(a)=(1,0)=8(7). El isomor=-

il PR W 2 , A_lal ’\"—laz . N ) S R
fismo est&a dado: por geG(z) con g(a)= -1 ) (aqui estamos su’
271 ’

pqniendoisin pérdida de generalidad que ﬁ1=0 Yy slxo), g(b)=g(c}=

-1 -1
71 A 3‘2
-1
251
1si=%3, donde 32 y 83 son los A-mbdulos simples asociados a los Vvér

' A
CA 1 Yy g(d)=[ J. Es claro que 3531952@53, con SieindA(wi)

-8 1

tices a y d respectivamente y S1 es el A-médulo de dimensién Wi

con'Sl(B)ﬁsl(a)=Sl(7)=1 Y Sl(a)=h~lu. Loes mddulos gque satisfacen

estas condiciones forman un abierto no vacio de modA(z). Por tanto

la descomposicidn genérica de z es Wy tW .
Ejemplo 2
- 3
} {I3/ac¥ _ 2 )
‘Si. A estd dada por el carcaj Q=a&3\ /%B y z=1 1 , la descom
9 .
a
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P 3,
' La.descomposicién de S en inescindibles es s=5, 08 ins,=z,,

2] S g(b)=g(c)=1""

: 2
- dimS,=z, con  §,(B)=5,(8)=1, §,(a)=S,(r)=0, S,(B)=5,(5)=0, S, (a)=
Sz(v)=1. Los mddulos que satisfacen las condiciones anteriores for
man un abierto no vacio ge modA(z), por tanto la descomposicién ge
nérica de z es z,+%,. Esto nos muestra que la descomposicidén gené- -
rica depende de la orientacién.

Ejemplo 3 Sea Q el carcaj

b e
o © B/.
°
a |
N (> N

[ ]
C

?

Q0
sea I el ideal generado por {u«By, «fig, Scu, ey} y sea zeN el
vector constante con valor 1.

Sea C(a,B)={XemodA(z)/X(a)=x(6)=0}. De igual forma definimos
C(B,e), C(v,u), C(ax,£E), Cla,u), C(B,8), C(BR,ML), C(y,8) y C(¥,c).
Estas son componentes irreducibles de modA(z) con dimensidn maxi-

mal. La descomposicién genérica de z en C(«,8) es Z=w +w, con
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n; Z_C(w,xi) es - z=w_ v

e 1"V

La descomposicién ‘genérica.-de
LI « AN 4

3

eC(a) ‘se.tiene. que V(e

5

bién'v"es_ isomorfa . a la representacié'n k2~—~—-—-—~—-—)k_j_’__‘_;’yk‘. yea

“‘caso su descomposicién en inescindibles es MeNeN donde

M=0—-9———)k~—14—->k Yy N=k———9->0 ~—0—~>0, o bien V es la representacién ;
0
o 0

kz—-————ak-————-yk. Por lo tanto tenenemos que C(x)=G(z) (MeNeN), es

decir, la cerradura de la 6rbita del médulo MeN. De aqui que
dimC(x)=1 y la descomposicién genérica en C{a) es Z=W, W, donde
w;=1 11 yw,=1 0 0.

5i.VeCc(B), V(B)=0, entonces o bien V{(o)#0 y V es isomorfa a la

I

. 2 s sz s . :
representacidén Kk“———k———k cuya descomposicién en inescindi-

0 0 0 . 0

bles es LeSeT con Lek—i—sk: 50, S=k-230-% 0 y T=0-2 50- 0k,
0
2 0 0
o bien V(a)=0 y V es la representacién x“—-—k——-k. Por lo tan
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to C(ﬁ)ég(i)(LmSmT). Ténemos‘ entdnégé‘due)diﬁc(ﬁ)=g'yﬁénﬁc(h)fi;

' descomposicion genérica es z=w,+w,+w, donde w; =1 1.0, w, = 100, -

-2

W, = 0 0 1.

3.27A1§unas propiedades de la descomposicidn geﬁérica"

En este aparta?o queremos enunciar algunas propiedades de la
descomposicién genérica que usaremos frecuentemente.
LEMA [(P1] Sea zeNQO vector dimensidén para A y sea & una componente

irreducible de modA(z), entonces existe una Gnica descomposicién

genérica en 8, ZEW bt W Ademés existen componentes irreduci-

bles Gi de modA(wi) tal que la descomposicién genérica en €i es

inescindible y la siguiente desigualdad se cumple:
s
dimG(z) -ding = ¥ (dimG(w;)-dimg,)
i=1

Del teorema de Voigt(l.5) se obtiene el siguiente Gtil corola- -

rio:
COROLARIO[P1]: Existe un subconjunto abierto denso U de mod, (z) tal
gque para todo XeU, la siguiente desigualdad se cumple:
ainG(z)-dimymod, (z)> dimEnd, (X)-dinExt) (X,X) .

Haremos ahora algunas observaciones gque manejaremos en los si-
guientes apartados.
Observaciones: Sea A hereditaria
(1) <z,z>=dimG(z)-dimmodA(z)(Esto nos dice gque se da la igualdad
en el corolario 3.2 en el caso hereditario)

(2) <z,z>=dimEnd M—dimExtl(M,M) para MemodA(z).

A
La siguiente observacidén se satisface para A no necesariamente

hereditaria.
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(3)(55pp¢1jfsi{ MemodA(zi,fdimG(z)M“es»magimal‘y\ MéMlgmzﬂéntonces”ﬁv‘“

Ext’ (M, M) =0.

5;3 La'descoﬁposicién genérica en el caso hereditario

En esta seccidén casi todos los resultados son para &lgebras
bras hereditarias,';s decir, A=k[Q]. Obsérvese que en este tipo de
algebras la variedad modA(z) es irreducible para todo zero, por
tanto existe una Gnica descomposicidn genérica. En este caso hay
resultados que caracterizan en forma aritmética y homolégica la
descomposicidén genérica de un vector dimensidn.

Una pregunta natural es, si conocer la descomposicidén genérica
de un vector dimensién es condicidén suficiente para conocer la des
composicién genérica de todos sus miltiplos. Para adlgebras here-
ditarias se di respuesta a esa pregunta.

' Incluiremos algunas pruebas, se escogleron aguellas relaciona-
das con las técnicas usadas para obtener los principales resulta-
dos de este trabajo, y que nos mostrarin cial es el problema para
obtener éstos en el caso no hereditario.

Hemos subdividido este apartado para facilitar su desarrollo.
3.3.1 Rafces de Schur.

Q
DEFINICION zeN 0 es una raiz de Schur si existe RemodA(z) tal que

EndAR=k.

Como veremos aqui, si conocemos cudles son las raices de Schur-
para el &algebra hereditaria A, podremos determinar los vectores di

mensién de los A-mdédulos inescindibles.

Q
LEMA 1: Sea A=K[Q]/I, si zZelN O es raiz de Schur, entonces la des-
composicidn genérica de z es inescindible para alguna componente

irreducible de modA(z).
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3

prueba: Como 2z es raiz de Schur entonceé existe R:modA(z) tal que;'

dimEndAR=1. Pero la funcién dimL‘nd (=) es semlcontlnua superlormen.i.
te, por tanto el conjunto S~{Xemod (z)/dlmEnd X—l} es ablerto no
vacio. Entonces existe € componente 1rreduclb1e de mod (2) ‘con

G(z)S denso en 6. Pero todo punto de G(z)s es 1nesc1nd1ble. En con._

f;z

secuencia en 8, la descomposicién genérica de z es 1nesc1nd1b1en

COROLARIO: Si A es hereditaria y z es raiz de Schur, la déscomposi‘
cién genérica de z es inescindible. ‘
Las raices de Schur se dividen segidn la forma de Euler-en“:

Q RENC
DEFINICION Sea zeN ° decimos que z es una raiz real si <zyz>=1,v_,;

es. una raiz imaginaria si <z,z>s0, z es isotrépica si <z,z>=0.7 "

3.3.2 El teorema de Kac. ' rbik" o :

Uno de los teoremas importantes de los trabajos de Kac, gue i
mencionamos al principio de esta seccién y que nos da un anmplio pa
norama sobre la descomposicién genérica en el caso hereditario es
el siguiente: »

. TEOREMA[X1] Sea A k~algebra hereditaria. Sea zeNQO, z=w,+. ..tV es
la descomposicién genérica de z si y s6lo si v, es raiz de Schur y
EXtK(wi'"') es genéricamente cero para toda 1si,j=s, izj. Adenés
<wl,wj>z 0.

Kac sugirié que podia valer el converso de la parte combinato-

ria del teorema anterior es decir, si sabemos que ZEW, t. LW Y

cada w; es una raiz de Schur y <wi,wj>z 0, entonces ¢ se da la
descomposicién genérica de z?, el siguiente es un contraejemplo de

Schofield [Sc2] a esa conjetura.
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Sea Q’é;1éérdajgi'_

consideremos: e

iguiente vector

e .puede ver  gque ésta es

la descomposicién générica de 'z, sin embargo la descomposicién a -

' cohtinﬁaciéhisaﬁisface las hipdtesis de la conjetura también

En muchos casos, la Gnica descomposicidén que satisface las im-
‘plicaciones del teorema de Kac es la descomposiciédn genérica, el.

Siguiente es un ejemplo:

L 3
[3/1a o 2
Sea A el Algebra dada por el carcaj s gy =z=1 1. La:
c -
N, 7T 2
\\Na

descomposicién genérica de z es Wy W,

1 1 4]
=11, w,=0 0, w,=0 0, como vimos en 3.1l. Comprobemos que es-—
1 0 1

ta descomposicidn satisface las implicaciones del teorema de Kac.

COn Wl

Usando gue w =d1mPc-d1me, w2=d1mPa—d1me v w3=g1de—d1me tenemos

1

>l Yy <W.,W,>=0=<w

1’72 1’73 2’71
raiz isotrépica de Schur, W, Y W, son raices reales de Schur. En

w w

que <w >=QW, W >=CW,, W >SS, Wo>. Wy es

este caso puede verse que cualquier otra descomposicidn de z no sa
tisface las implicaciones del teorema de Kac.

Haciendo uso del teorema de Kac y del lema de Happel y Ringel,
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Ly

es una rafz real o bien Wiy Y <Wi WG

s .
posicidn genérica de =z, entonces R= @ Ry
i=1-

del teorema de Kac tenemos que w; es raiz

1 =
EXtA(Rj,Ri)"O' . : : ) .

si v = i=j entonces existe U abierto:denso de médA(wi) tal -
que End,X=k para toda XeU y existe V abierto denso de mod, (W) de
forma gue Exti(Y,Y)=0 para toda YeV. Como wi=wj, VnUze. Ademas, pa

ra XeVnU <dimX,dimX>=1, por tanto wi=wj son raices reales.

Supongamos wi¢wj, por el lema 2.2, HomA(Ri,Rj)=0, en cuye caso

j>=0, o bien ya que HomA(Ri,Rj)=0, entonces HomA(Rj,Ri)=O. En

este caso <wj,wi>=o. Por tanto tenemos que <wi,wj><wj,wi>=o-

< W

3.3.3 Raices reales e isotrépicas de Schur.
Si 2 es una raiz real o isotrépica de Schur, de un &lgebra here

ditaria, la descomposicidn genérica de nz para neN esti determina-

da.

LEMA {Sc2)] Si A es hereditaria y z es raiz real o isotrépica de

Schur, Extk(z,z) es genéricamente cero.

TEOREMA [Sc2). Sea z una raiz real o isotrdpica de Schur, de un &l
gebra hereditaria A, entonces z +...+ z (n veces) es la descomposi

<idén genérica de nz.
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demostracidén Si z es raiz real o isotroplca de Sﬁhur‘;Eprk;p;)fof

3.3.4 Ralces imaginarias de Schur;'f”

La descomp051016n generlca de ‘nz para Z. raiz 1maglnar1a no lso,.]_f

trépica de Schur es diferente a la ‘de las otras raices de Schur.

TEOREMA. [Sc2) Sea z una raiz imaginaria de Schur no iSotrépica, deb;
un dlgebra hereditaria A. Entonces nz es una raiz de Schur 1maglna;

rla-para nelN. Por lo tanto su descomposicidén genérica es 1nesc1ndi,:.‘

ble.

3.3.5 La descomposicidn genérica de nz

El'siQUiente teorema contesta a una de las preguntas qué-nos‘-

- haciamos al principio de esta seccién.

TEOREMA [Sc2] Sea z=v, +...+wS la descomposicidén genérica de 2z. En
tonces la descomposicidn genérica de nz estia dada por:

nz=(nwl)+...+(nws) donde (nwi)=nwi
(n veces) para W real o isotfépica.

para v, raiz imaginaria no iso-
trépica y (nwi)= v, AEEEE
demostracién si v; es raiz real o isotrépica, Extk(wi,wi) es geng
ricamente cero. Si w; es raiz imaginaria no isotrépica nw; es raiz
imaginaria, de Schur. Como Exti(wi,wj) vy Exti(wj,wi) son genérica-
mente cero, tenemos que Exti(nwi,wj) Y Exti(wj,nwi) son genérica-

mente cero. Por [Sc2] a lo mds una v, es imaginaria no isotrédpica,

por Teorema de Kac, concluimosa

3.3.6 La descomposicidn genérica y la forma cuadratica.
El siguiente teorema nos muestra la estrecha relacién gque

existe entre estos dos conceptos en el caso hereditario.
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TEOREMA[Sczj Sea +‘ﬁ dondé cada wi.es una raiz de SChur,'

Esta es la descom9051c10n generlca de z si y"

><
"J "J

0, 1#].‘ Ademas Ext (w-,w
cuando <w.,wj>—0. '

Un- ejemplo de las aplicacibngs;d
cién es el siguiente: Sea A=k[Q] con’

facilmente que el vector dimensién”z= 1,1) raiz 1sotroplca

de Schur cuyos médulos en el ablerto de l, descomposlc;on generl-
A : :
1
. _— P . - s - —F—
ca son isomorfos a MA‘ k 1 k»para alg&n'Aek, o bien Mm 3] k

= S § =
ademas EndAMA—k para Aek. HomA(MA,M“)—O para Azy y ExtA(MA,Mu)—O,

para A#u. Calcular la descomposicidn genérica de w=(n,n) para cual

quier nelN no es tan f&cil, sin embargo de los teoremas anteriores
sabemos que la descomposicidn genérica de w es z+...+z (n veces).
3.3.7 Salvajisme y descomposicién genérica.

Concluinos esta seccidén con un interesante resultado de Kacg,
que nos da algunas condiciones para que la descomposicién genérica

sea inescindible. Para ésto hacemos uso de los siguientes concep-

tos.
2
DEFINICION Sea =zelN el sopcryte de z denotado sopz es el conjunto
{ero /Z(x)=0}. Usaremos también sopz para denotar el subcarcaij
pleno de Q con vértices {ero/z(x)¢0}, sin hacer distincidén alguna
DEFINICION Sea Q un carcaj, el cono fundamental FQ estd definido
Q
como {2eN 0/<z,ei>so, sopz conexo}.

TEOREMA [KrR] Si zeF, y sopz no es manso, la descomposicién genéri

Q
ca de z es inescindible.
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CAPITULO 3

DESCOMPOSICIONES GENERICAS PRINCIPALES INESCINDIBLES Y RAICES DE
SCHUR PARA ALGEBRAS MANSAS o

En 1987 Crawley-Boevey probd que si A es una k-algebra mansa,
para cada vector dimensién z casi todo A-médulo inesciﬁdible X
con dimX=z, satisface la condicidn X=tX y X pertenece a un tﬁbo'hg
mogéneo de FA. Es decir, gue en cada dimensidn existe solo un nime
ro finito de A-médulos inescindibles (hasta isomorfia) que no-es-
tan en tubos homogéneos.

Un problema interesante es determinar los vectores dimensién
de los m6dulos en la boca de esos tubos. En este capitulo usando
métodos geométricos, logramos caracterizar esos vectores dimensién
para casos particulares.

Este capitulo estd dividido en tres secciones. En la primera
se estudia la descomposicién genérica para las &lgebras mansas. Ha
ciendo uso de esta descomposicidn, estudiamos las relaciones entre
E(z)=dimG(z)~dim modA(z), qA(z) y el tipo de representacidn. Proba
mos también algunas propiedades de la descomposicidén genérica para
raices isotrépicas de la forma cuadrédtica, en el caso de &lgebras
A con dimensién global a lo md8s dos. Obtendremos algunas propieda-
des de la descomposicién genérica para vectores dimensidn z con
Exti(z,z) genéricamente cero en alguna componente irreducible de
dimensién maximal.

En la segunda seccidén se establece una condicién necesaria pa-
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ra gue:una descomposicidn: ge
Finalmente en,la;ﬁ;tima

existencia de familias ‘de‘tu

de esos tubos con dimensién. igual.

restricciones) las raices de Schur 'no

homogéneos que tienen médulos en la boca'cpnﬁv
raiz.

SECCION 4 LA DESCOMPOSICION GENERICA EN ALGEBRAS MANsAS -

Usando los resultados expuestos en 3,2, obtenemos la

proposicién que es una generalizacidén de [P1l, 8.2].

4.1 TEOREMA : Sea A una k-algebra mansa de dimensién»fiﬁi?@liSéa:é* o
un vector dimensién para A. Sea € componente irreducibie deﬁﬁimép% i
sidén maximal de modA(z), con descomposicién genérica'zéwi+[gz+ws.
Entonces, existe un subconjuntc abiertoc denso U de € tal que ias
siguientes condiciones se satisfacen: L

(a) Para todo XeU, existe una descomposicién X=X1®...®XS, donde

XieindA(wi), con Xiztxi o bien, G(wi)xi es una o6rbita abierta
1 s

de modA(wi). Ademés ExtA(Xi,Xj)=O para i=j.

(b) Para todo XeU, dimEndA(X) es constante y es minimal en &, ade-
mas, SSdimEndA(x)SS+E(z).

(c) Para todo XeUn, se tiene dimEndA(X)—dimExti(x,x)SE(z).

demostracién:

Como en [Pl], existen componentes irreducibles €, de mod, (w;)
de forma gque v, tiene descomposicién genérica inescindible en Gi y

s s
el mapeo regular £:G(z)x |] Gi————aeﬁ tal que g[(g,(xi)i)}=( @ Xi)g
i=1 i=1
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esté‘bien definido y es déminante: -

con S, e

de fi(h)=Mi ® 8 2

k[t] :
. ma que los mapeos Fi:G(w

A

nidos y son dominantes. Entonces ImFi‘es'unvéubconjuntgfcbnstrubti'>

ble de 6. Ademas, la restriccién [:G(z)x 1] Imfi¢—4——+€ de £, esta
i=1 e
bien definida y es dominante. Sea U el subconjunto no vacio'dé mg

formado por puntos no singulares de modA(z), de forma que si XeU

s
dimc—l(x)=dimG(z)+ ¥ dimImfi—dimQ = E(z)+s. Entonces U es un sub-
. i=1 :
conjunto abierto y denso de 8.
=
Sea X= @ xi con XieindA(wi). Por (CB] sabemos que existe sélo
i=1
un nimero finito de puntos (hasta isomorfia) Xli""'xti en Imfi

tal que si WEImfi/{xli""'xti}’ W=tW. Por lo tanto si dlmImfi=1,

podemos suponer due XiEtXi. si dimImfi=0, entonces G(wi)xi es den-
S0 en Gi Y en ese caso G(wi)xi es una 6rbita abierta de modA(wi).

Para cualquier telN, sea Ut={Xe€:dimEndA(X)St} Usando la semi-

continuidad del Hom(-,-) tenemos que u*n& es abierto en §. Sea sg=

S

s
min{tem:Utzz}, entonces U 0 es abierto y denso en €. Sea UO=U OnU.

Este es el conjunto buscado.

a) La primera afirmacién se sigue por construccién
S

i=1

_ ; ot L .
Sea X= o Xi, XielndA(wi) y XeUO. Supongamos que ExtA(Xi,Xj)¢0
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paraialguhaiiﬁﬁ,':éénéider

un mapeo regularfe

nlendo que XsG(z)Y

[} X (a) M(a)“
t=i a

o x'i'(ai)"

_e1 ,ﬁ6§ﬁ1o;¥ ()

. Hacemos . E(X) =Y;
Por tanto G(z)Y¥nU#e. Para MeG(i)YnU;;'diz'ilEn’d‘AM=dvimEndAY<dimEriﬁ
una contradiccidn.

b),c) Como U estéd formado por puntos no singulares de mod (z),

entonces para cada XeU, E(z)—dimG(z)-dlmEZdLmEndAx dLmExt (X,X).

d) Observemos gue si E(z)=0, como E(z)= E E(w ) {lema 3.2) y como

A es mansa E(wi)zo, l1=i=s, entonces E(wi)=0. Por tanto dlmImf1=
de donde dimEndA(x)=s, en consecuencia dimﬂomA(Xi,xj)=aij. Ademéas,
= =413 -1 1 1 1 =

O—E(wi)-dlmEndA(Xi) dlmExtA(Xi,xi)ZO. Entonces dlmExtA(Xi,Xi) im
OBSERVACION: Si en las hipétesis del teorema anterior 8 es compo-
nente irreducible, no necesariamente de dimensién maximal, sin ha
cer cambios en la demostracidn, (a) y (b) continGan siendo vdlidos
¥ (c¢) quedaria como V XeUnt, s=dim End Xss+dimG(2)-din€.

Como un corolario del teorema anterior podemos obtener la pro-
posicidén 8.1 de [P1].
PROPOSICION Sea A un &lgebra mansa y 2z es un vector dimensién
A tal gue B(z)=0. Si Z=W, et es la descomposicién genérica de

z en una componente irreducible § de dimensidn maximal de modA(z),
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‘¥?XI~
dlmkHom (X x )—a

v(a) v XEU B

ta de Kronecker. ‘ i
‘(b) X #TXy para toda ibylk
de.FA. ;
COROLARIO: Si A es mansa con gldlmAsz, y U _lvf
la componente irreducible €, como en’ el teorema 4 1-m
ra cualguier XeU, dimExti(X,x)_qA(z)—E(z). ‘
demostracién: como gldimAs2, entonces para cualquier XéU, ténémbs
qA(z)=dimEndA(x)—dimExtk(X,X)+dimExti(x,X), entonces

dimExti(x,x)EqA(z)-E(z) pues E(z)zdimEndA(X)—dimExti(X,X)-

PROPOSICION[P1l] Si A es mansa, entonces qA(z)eE(z)aO para todo z
vector dimensién de A.
demostracién: Por el teorema generalizado de ideales principales

de Krull, sabemos que si & es cualquier componente irreducible de

modA(z), dimé= ¥, z(i(a))z(j(ax)) - Zr(i,j)z(l)z(J) Tenemos entonces
aEQl J EQO
que dim mod, (z)= Y z(i(a))z(j(a))~ ¥ r(i,j)z(i)=(j). Por lo tanto
C!EQl i [ jEQo

E(z)qu(z). Usando el lema 3.2 es suficiente probar gue dimG(z)~
dimBz0 para componentes irreducibles 6 de modA(z), donde la descom

posicién genérica de z sea inescindible.
Si U es el abierto de la descomposicidén genérica en § y 3 Xeﬁ
con X=tX, entonces, dimG(z)—dim@zdimEndAx-dimExti(X,X)ao. En caso

contrario, existe una érbita abierta en €, por tanto E(z)>0m

EJEMPLOS:
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sedumbre.

Sea A=K[Q]/I donde Q es el carcaj ~~ e - e ‘e I=<af>, Aes

salvaje. En efecto, existe una inclusidn de la categoria de médu-

los modIl en modA,

5 o

ey
Nt
.‘/\.

estd dada en la forma canénica, es decir a Memodl le asociamos M’

con I' el algebra dada por el carcaj Q* . La inclusién

en modA con M’ (v)=M(v) para todo veQO=Q;, M/ (¢)=0-y M'(u)=M(u) ra
ra ueQI=Q1\{a}. I' es salvaje pues su carcaj contiene propiamente
un diagrama 54.

Probaremos ahora dque g, es débilmente no negativa. Sea A ei al
gebra A=k[Q]/J, donde J=<af-87>. d, es débilmente no negativa pues
A=B[M] con B mansa hereditaria, M=radP  y M es un B-médulo regular

en la boca de un tubo de rango 2. Entonces A es tubular doméstica
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de tipo (2;2,3).

4. 2 E(z) y el tipo de representacidn .

PROPOSICION[Pl] Si A es un algebra estrlctamente salva
E(z)<0 para un nimero infinito de ye;tqh
EJEMPLOS: !
‘é)-En [Pl], De la Pefia da un.ejém”
verso de esta proposicidn es falso.
LT e oy
e Q

B odm

¥y T es el ideal generado por las flechas. Para cualquier m, estas

Sea

dlgebras no son estrictamente salvajes. De la Pefia prueba que para

n par, dim mod (n)=(m—;1)n2 y dim mod (n)=(m:1)(n2—l) si n es im-
m ™

par. Si m=4 entonces dim modA (n)>n2 para n=2, es decir, E(n)<0 pa
4

ra nz2., En el caso m=3, entonces E(n)=n2—n2=0, sin embargo A no es

mansa, lo cual prueba que E(z)z0 para todo z vector dimensidén de A
no es condicién suficiente de mansedumbre.

b) Daremos ahora un ejemplo que nos muestra que en el caso de
algebras salvajes no podemos esperar una descripcidn més precisa
del comportamiento de E(z).

Sea A dada por el carcaj ® ——e, Con I=J2, donde J es el i-
deal generado por todas lasc;%:chas. Usando los c&lculos de dimen-
siones de las variedades de médulos para el &lgebra A, del ejemplo

2 Entonces si

2=(n,n) tenemos gue dim modA(z)<2n2. Por tanto E(z)>2n2—2n2=0. Si

anterior, sabemos que si n es par, dim modAa(n)=n

2=(n,0) para n impar , entonces modA (n)=n2—1=dim mod, (2) . De don-
3
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de E(z)=1.

-E(z) toma valores positivos téhf'graﬁd35[cdm055e Quié?at

para z=(1,n), dim modA(z)=h. Entoncés‘E(é)=n2¥1%ﬁ;hfpafétn:

toma valores negativos para infinitos vectores dimensién:

to, sea z=(n,1) con n par, n>2. Como dim mod (n)=h;,7y;péfafcédab'
g E ol =
nédulo en MemodA (n) podemos construir médulos MsemddA(z)-de la
3

siguiente forma: M_(a)=M_(B)=M_(7) ¥ M_(8)e{M(a)_ ,M(B) ,M(¥) } don

de A denota el s-&simo renglén de la matriz A. Si Memod (n) esta
' 3
en el abierto z¢{MemodA (n) /M(a)=aM(B)+*uM(y) para todo A, ,uek}, en-
3

tonces dim{M(a)s,M(B)S,M(v)s}zz, de donde dim modA(z)2n2+2. Por lo

tanto E(z)Sn2+1—n2—2=—1.

Christof Geifd prueba en ([Ge] una interesante caracterizacién
de A4lgebras mansas. Presentamos agqui sélo una parte de ella, que

esti relacionada con nuestro trabajo.
TEOREMA: A es K-Algebra mansa si y s6lo si para todo vector dimen-

sién z, y para te{l,..,zz(v)z}, dimmodA(z,t)s Tz (v)+ Zz(v)z—t. Don
veQ, veQ, veQq,

de modA(z,t)={XemodA(z)/ dimEndAMSt}. Obsérvese que de la semicon-
tinuidad de la funcién Hom(-,-) se deduce gue mod, (z,t) es un sub-

conjunto cerrado de modA(z).
1
4.3 Exty(X,X)

Una implicacién del trabajo de Crawley-Boevey[CB], es que has

ta isomorfia, casi todo médule X de una dimensién dada satisface
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]

:[Cbmo'E(é),

dim ﬁoaA(z)é_zféfi(&);z(f
S eeQp

ble de mod,(z), entonces dimDe ¥z (1(a))
v Olte‘

=dim mod, (z)zdimD por lo tanto [Ku]
completas

LEMA Sea A mansa con gldimAs2, si qA(z)=0, éhtbnces vExtifz,z) es
genéricamente cero en toda componente irreducible de dimensisdn ma-
ximal de mod,(2). . .
demostracién: Sea & componente irreducible de modA(z), sea U el a-
bierto definido como en 4.1. Si XeU,entonces

dimEndAx—dimExtll\ (X, X)=0=q, (z) =dimEndAX—dimExt1]§ (X, X) +dimBExt} (X,X),
De donde Exti(x,x)=0 para toda XeUm

COROLARIO: Si A es un &lgebra mansa y E(z)=0, entonces existe una
descomposicidn 2=, t et tal que para cada i existe una familia

{X de médulos en las bocas de tubos homogéneos con

i’xuj)’
Si ademas qA(z)=0 vy gldimAs2, entonces los tubos son estédndar.

ailt
: Cass s 1
dlmkﬂomA(XAi,Xuj)—éljﬁlu—dlmkExtA(XA

demostracidn: la primera afirmacién se sigue de la proposiciéh 4.1
ahora bien, qA(z)=0 y gldimAs2, entonces por 4.4

EXti(Xhi'XAi)=0‘ Por [Ri seccidn 3] los tubos son estandar.

Un resultado relacionado con los anteriores es el siguiente:

TEOREMA [GP) Sea A k-~&lgebra de dimensién finita. Sea XemodA(z)
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’fél que Extz(x X)=0. Entonces‘x éé~uh pﬁ to
el teorema de Voigt tenemos’ gue. T /‘ ‘
COROLARIO Sea XemodA(z) tal-. que’E
te igualdad: dlmG(z)-dlmxmodA(z
demostracidn: ;

como X es un punto suave,

Usando el teorema anterior, dlmExt (X X)—dlmT ~d1mT —dlm mod (z)~-

dimG (z) +dimEnd, (X)=

SECCION 5 FAMILIAS DE MODULOS Y LA DESCOMPOSICION GENERICA
5.1 PROPOSICION: Sea A un dlgebra mansa. Sea Z vector dimensién de

A. Supongamos que existe una familia infinita (M, )lEI de médulos
inescindibles de modA(z) no isomorfos dos a dos, tal que para toda
ieI, dimEndA(Mi)sE(z)+1.

Entonces 2 tiene descomposicién genérica inescindible en algu-
na componente irreducible de dimensidn maximal.

demostracién: Como A es mansa, existe f:k———amodA(z) mapeo regular
tal gque Imf intersecta las G(z)-b6rbitas de un nimero infinito de
médulos de la familia (M. )151 Consideremos el mapeo regular:,
F:G(2)xk ———mod, (2), (g,2) st (a)9

Existe un conjunto abierto y denso U de ImF tal que para cual-
quier YeU, AimF 1 (¥)=dimG(z)+l-dimImF. Eligiendo XeU y en la fami-
lia (M. i) ier S© tiene que dimEndA(x)SE(z)+1.

El conjunto {Aek/f(A)=X} es finito. Si no, {aek/f(a)=X} es un
conjunéo constructible y cofinito de k lo que contradice la elec-
cién de f.

Sea {Aj,-.-,A }={ack/F(A)=k} ¥ elijamos g;<G(z) de forma que
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a1

somorfismo...Tenemos una:biyeccién regular "'

1'—aimF (X)adlmc(z)-n(z)—dlm mod (z) ;

Sea & componente 1rreduc1b1e de mod (z) tal que GaImF entoné

ces dimG=aim mod (z). Como ImF est& formada por modulos 1nesc1nd1-f  1§"

bles la descomposicién genérica de z es inescindiblem

COROLARIO: Sea A k-adlgebra mansa y z vector dimensidén para A. Su4

pongamos que =z es.raiz de Schur, entonces pueden ocurrir tres.’ °

casos:
(a)E(z)=1, la descomposicidn genérica de z es inescindible eh»al-
guna componente irreducible & de dimensién maximal de modA(z) y‘@-
es la cerradura de una 6rbita abierta.
(b)E(z)=0, la descomposicidn genérica de z es inescindible en al-
guna componente irreducible € de dimensién maximal de mod, (z) y el
abierto de la descomposicién genérica de 6 contiene infinitos médu
los no-isomorfos dos a dos.
(c)E(z)=0, la descomposicibdn genérica de z es inescindible en algu
na componente irreducible € de modA(z) con dimE=dim modA(z)—l y €
es la cerradura de una 6rbita abierta.
demostracién: Sabemos que E(z)z0. Como vimos en 3.3.1 existe €& com
ponente irreducible de modA(z) con descomposicidn genérica ines-
cindible y dimEndAx=1 para toda XeU, U el abierto de la descomposi,
cidén genérica de €. Del lema 1.3 sabemos que E(z)sl.

Supongamos que E(z)=1. Para YeU, tenemos gue dim€zdimG(z)Y¥Y=
4AimG (z) ~1=dim mod, (z). Por lo tanto & tiene dimensién maximal y

AimG(z)¥=dimE. Entonces G(z)¥=8 y G(z)Y es abierta en ©.
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si en el ablertoide la-descompo-wrh

Supongamos ahora que E(z)=0,

sicisn genérica de § hay infinitos modulos lnesc'ndibles no 1somor

fos dos a dos, estos mbdulos tlenen anlllo de »endomorflsmos trl—'"u“

vial. Esta componente irreducible debe tener dlmen51on max1ma1,.

El caso gue nos resta considerar es cuahdo’ E(z)=0 y en el a—'
.blerto de la descomposicién genérica de € existen sélo finitos- mé-

dulos no isomorfos con anilio de endomorfismos el campo.: En-este

_caso, 6=CG(zZ)Y para YeU, y entonces dimg=dimG(z)-1l=dim modA(z):1- '
COROLARIO: Sea A mansa y supongamos que en modA(z) héy inﬁihiﬁos
inescindibles X con EndA(x) trivial, entonces E(z)=d. o k
demostracion: '

como z es raiz de Schur, por el cofolarié antefior‘OSE(z)sl.
El caso E{z)=1 se descartam ‘

Un converso parcial a la proposicitn 5.1 es el siguiente lema.
LEMA: Sea A k~-dlgebra mansa de dimensioén finita. Si E(z)=0 y la
descomposicidén genérica de z es inescindible en alguna componente
irreducible €, de dimensién maximal, entonces
(a)Existe (hasta isomorfia) en el abierto de la descomposicién ge-
nérica de &, s8loc un ntmero finito de médulos inescindibles, y tig
enen anillo de endomorfismos de dimensidén E(z), o bien,

(c)El abierto de la descomposicidén genérica de & tiene un nilimerc
infinito de mdédulos inescindibles, no isomorfos dos a dos y los nd
dulos tienen anillo de endomorfismos con dimensidén E(z)+1.
demostracidén: Si el abierto de la descomposicidn genérica de € tie
ne sdlo un nGmero finito de médulos no isomorfos, €=G(zZ)¥Y para al-
gin Ye&, de donde dimEndA(Y)=dimG(z)—dim modA(z)=E(z).

Si en el abierto de la descomposicién genérica de €, existen

48



OBSERVACION: El lema 5.1 sigue siendc
sién maximal, pero debemos cambiar E(;}‘por:d

tracién es andloga.

5.2 Ejemplo b

o] 2
af3i=Ra. Sea zelN 0 con z(a)=2. Como en [Pl,2.2] podemos probar que

: «®
(1) Sea A el Algebra con carcaj Q (:jﬁai;> y relaciones “2=ﬁ2=0=;

' Q-0
dimmodA(z)=3. Para A€k, el médulo VAemodA(z), dado por VA(a)=[A 0]

. 0 0
y VA(B)=[1 0] es inescindible y est& en la boca de un tubo homogé
neo. Ademas, dimEndA(VA)=2=dimG(z)-dimmodA(z)+1, si Aek.
Los médulos en la familia (VA)Aek son no isomorfos dos a dos.
Por la proposicidn 5.1 la descomposcién genérica principal de z es
inescindible.
El siguiente teorema nos d&4 un criterio geométrico para carac-
terizar, en ciertos casos, los vectores dimensién de médulos en

las bocas de una familia de tubos de I'y cuando A es dlgebra mansa.

SECCION 6 VECTORES DIMENSION EN FAMILIAS DE TUBOS HOMOGENEOS

Usando esta proposicién y los resultados de la seccién 5 obte-

nemos el siguiente:

TEOREMA Sea A 4lgebra mansa. Sea z vector dimensién de A. Entonces
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dlmEndA(Mi)-l.

demostracién: Si existe la familia infinita de tubos homogéneos

con las condiciones del teorema, por proposicién 5.1 la descomposi

cién genérica de z es inescindible en alguna componente irreduci-
ble de dimensidén maximal de modA(z), del corolario 5.1 E(z)=0.

Supongamos ahora gue z tiene descomposicidén genérica inescindi
ble en una componente irreducible 6 de modA(z) con dimensién maxi-
mal. Por teorema 4.1 existe un subconjunto abierto denso U de G,
dimU=dim modA(z), tal que si XeU, X es inescindible, X=tX ¥y
dimEnd, (X)=1.

Para demostrar el teorema basta probar gue U contiene infini-
tos médulos no isomorfos dos a dos y que est&n en la boca de tubos

homogéneos.

Si U contiene un nuimero finito de médulos( hasta isomorfia),

Entonces existen, X,,...X_ € U, tal que Us UG(z)x Por lo tanto

i=1
=)

@sigffiTﬁi. Como € es irreducible, 3j, 1=j=s tal que €=ET§TY; . De
donde dimG=dimG(z)Xj=dimG(z)-dimEndA(Xj)<dimG(z)=dim modA(z).

Por lo tanto U contiene una familia infinita de médulos no isg
morfos dos a dos (Mi)iEI de la misma dimensién. Como MiEtMi, podea
mos suponer que cada Mi esta en un tubo homogéneo Ti.

Si Mi no estuviera en la boca de Ti’ entonces dimEndAMi>1. Una
contradicciéne
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CAPITULO 4

' LOS'VECTORES DIMENSION DE MODULOS EN TUBOS FINITOS -

En este capitulo estudiaremos el comportamiento.de los vecto- -

res dimensién de médulos en las bocas de tubos del carcaj 'y, en.

el caso de que los A-mddulos en los tubos no pertenezcan a éiclqs
infinitos de modA. En el teorema principal se establecen condicio-
nes para gque, conociendo la existencia de una familia infinita de
tubos en TA, ésta sea estdndar y los mddulos en la boca de los tu-
bos tengan un mismo vector dimensién que sea un cero de la forma
cuadréatica.

Dividimos el capitulo en tres secciones. En la primera se desa-
rrollan los conceptos que usaremos y se dan ejemplos. La segunda
seccién estudia las propiedades de los tubos que sus médulos no
pertenecen a ciclos finitos, que llamaremos tubos de «ciclos fini-
tos del Algebra y los tubos estandar generalizados (ver 7.2), se
dan algunas equivalencias de estas propiedades y se establecen con
diciones bajo las cuales estos conceptos son equivalentes.

En la seccidn final nos enfocamos a condiciones sobre los vec-
tores dimensidén para que existan familias infinitas de tubos
finitos esténdar. Se prueba que para el caso de &lgebras de ciclos

finitos el teorema 6 nos proporciona una familia tubular estéandar.

SECCION 7 CONCEPTOS
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7.1 El radxcal lnfxnito

El radlcal 1nf1n1tolfue
-ejemplos'
1.rad, (X, X)=End, (X) \AutA(X)
2.Sabemos de [Aus] Aes dejtlpo

si rad (modA)=0.

3.8i X,YeindA y 0=feHomA(X Y)\rad (X Y), entonces X Y estan
misma componente conexa de-l“A . o
demostracidn de (3)

si feradA(X,Y), entonces X=Y., Supongamos due ferad (X,¥), como

n+1

feradR(x,Y) exite neN, -tal que feradX(x,Y) pero ferad (X,Y). Pro

baremos por induccién sobre n que X e Y estdn en la misma componen

te conexa de Ty si n=1, f es irreducible y X e Y esta&n en la mis-
ma componente. Si n=2, f=):gifi con fierad,(X,%;), g erad,(z;,¥).

Existe 3 tal gque g. y fj son irreducibles, pues feradi(X,Y). Por

3
lo tanto Zj’ ¥ ¥y X estén en la misma componente conexa. Supongamos

por hipétesis de induccidn que para toda m<n, y cualguier MemodA,

si ferad (X,M) pero f¢radmzl(x M), entonces X y M pertenecen a la

m+2

misma componente conexa de I’ si feradm+1(x ¥)\rad It (X,Y), exis-—

A
m i e £=
ten fieradA(x,Zi) y gieradA(Zi,Y) 1=i=s tal que —Zgifi. Como

42 . m+l 2 .
ferad A (X,¥), 3j tal que ficeradA (X,Zj) Y q.eradA(Zj,Y). Por hi-

J
pétesis de induccién X,Zj e Y pertenecen a la misma componente co
nexa de FA-
El concepto gue desarrollaremos a continuacién es el de compo-
nente estandar deneralizada que ha sido de utilidad para describir

el comportamiento de las componentes regulares de FA' para A dlge

bra artiniana.
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bra artiniana.

7.2 componentes estandar generalizadas
DEFINICION: Sea A una k-&ilgebra de dimensién finita y € una compo-

nente conexa de FA. Decimos que € es estédndar generalizada si para

X,Ye€, radjy(X,Y)=0.

EJEMPLOS:

1.Las componentes postproyectivas, preinyectivas y las componentes
de conexidn de cualquier algebra artiniana de tilteo son estandar
generalizadas(Ri].

2.[Sk1] Si € es una componente regular de FA que contiene un médu-
lo dirigido, entonces § es esténdar generalizada.

En [Li), S. Liu prueba el siguiente teorema:

TEOREMA: Sea A k-dlgebra de dimensién finita. Si 6 es una componen
te estandar de FA, entonces 6 es esté&ndar generalizada.

Una observacién es que no toda componente esté&ndar generaliza-
da es estdndar. A lo largo de este capitulo daremos condiciones ba
jo las cuales estas componentes son esténdar.

Existen interesantes resultados de Skowronski acerca de las
componentes estdndar generalizadas gue nos describen comec son es~
tas componentes en los casos de &lgebras mansas y salvajes, enun-

ciaremos uno de ellos, gue est& relacionado con este trabajo.

PROPOSICION [Skl] Supongamos gque A no es estrictamente salvaje, en
tonces toda componente regular estdndar generalizada es un tubo eg
table.

Un concepto ligado directamente al de componentes estandar ge-

neralizadas que es fundamental en este capitulo es el de:
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7.3 Ciclos infinitos

. DEFINICION: Un giclo en modA es.una
£y £y
y no isomorfismos Mo————aml—————}

inescindible para toda i. Si t52,fs¢:_

ciclo es infinito si 3i tal que fieréaxtml+1'M1‘p;-v:

dice que el ciclo es finito.

Un &lgebra A se dice de giclos finitos si,f¢u51§u;ét;qié}o de.

modA es finito, de giclog gortos finitos si cuaiqﬁ;ef;ciclo“”cortb
de modA es finito. ' RS

EJEMPLOS:

c -
(1) Si A=k[Q])/I con Q= a B >b e I=J2 con ’Jl,el_ideaL generado

por las flechas, entonces A no es de ciclos finitos, pues contiene

el siguiente ciclo infinito:

P S Ic ‘Sb Ib Sa Pc,

2]
< - feradA(Sb,Ib).

Las componentes de FA son estéandar generalizadas, pues FA se
obtiene de identificar S,y 84 en Ty, con A’ el dlgebra dada por
a .

el carcaj a-—z—ag B B~——§—aa y rad®A=0. Bhora bien, PA, tiene

la siguiente forma:

Para el algebra de Kronecker las componentes son esténdar general;‘
zadas. Por tanto las componentes de FA sonh estandar generalizadas.
(2) Si A es de tipo de representaciédn finito, entonces A es de ci-

clos cortosg finitos.

(3) Si A es algebra tal que FA consiste de una componente postpro

yectiva P, una componente preinyectiva ¢ y una familia tubular se-
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parante, entonces A es de ciclos cortos finltos.r

En efecto, P, ¢ son estdndar generalizadas, 7 es estandar*genef"flf

ralizada, pues 7 es esta&ndar. Sea X——g—aM-——g—ex un clcl

como 7 es separante, X y M deben estar en la mlsma‘componeﬁtg

xa de FA y por tanto el ciclo es finito.
Come casos especiales de (3) tenemos que:
(4) El1 algebra de Kronecker, A=k[Q], =0 e, es de qiclos

cortos finitos.

(5) Sea A el &lgebra A=k[Q] con Q, la gr&fica subyacente de @, don

de Q es un Dynkin extendido y con orientacién de forma que no haya

ciclos orientados. A es de ciclos cortos finitos (Ri].

(6) Las &algebras ocultas mansas son de ciclos cortos finitos.

(7) Las &lgebras tubulares iteradas son de ciclos finitos [PeT].

(8) Como un caso especial de las &lgebras tubulares  iteradas, De
la Pefia d& el siguiente ejemplo en [P2). Si A=k{Q]/I con Q el

el siguiente carcaj e I generado por {¥Bwa, X¥R, Ve—wi¥, HS~¥A}.
c

of

J g
Tx
d
entonces A es de ciclos finitos.
[51
{9) Sea A=k[Q]/I con Q= q(}g 7 35 e I=<a?,aB>. A no es de ci-

clos cortos finitos. En efecto sea XemodA, conh dimX=(1,1), X(a$=0=
X(B), X(¥)=1. X es sumando directo del radPa. X estd en un  tubo
estable de I’ Como X es sumando directo de radP1 y X es sincero,

A
tenemos un ciclo corto infinito X—EaPl—E—ax donde f es irreduci-
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Cw
ble y,heradA(Pa,X).

7.4 Algebras de ciclos cortos finitos y tipos de representacién

El siguiente lema técnico fué probado en [AS] para el caso:dé

ciclos finitos. La pueba presentada ahi funciona tambiénf‘eﬁ  ¢1]; 'Q

caso de ciclos cortos finites.

LEMA Sea A una k-4lgebra de ciclos cortos finitos y B una subdatg
goria plena de A. Entonces B es de ciclos cortos finitos.-
prueba: Supongamos que B tiene ciclos cortos infinitos, entonces

existe M——g—eN—Ji—aM tal que fe radg(M,N). Sea E:modA ———modB

el funtor restriceciédn asociado a la inclusién plena B—m— A y
denotemos por E;:modB-———modA un adjunto izgquierdo de E tal que

EElsl Entonces El(M) v El(N) son A-médulos inescindibles y la

modB *

sucesisn B, () ~ZEhE (n) 2(9) ;5 (M) es un ciclo corto infinito
de modA. En efecto, E(f)eradX(E(M),E(N)), pues para cada t>0, f
puede ser escrito como una combinacién lineal de t morfismos no ce
ro Y no isomorfismos entre inescindibles en modB. Como El es un
funtor k-lineal, El(f) puede ser escrito como una combinacién 1i-
neal de composiciones de t morfismos no cero y no isomorfismos en-

tre inescindibles en modA. Una contradiccién =

PROPOSICION Sea A un algebra de ciclos cortos finitos, entonces A
es un &lgebra mansa.
demostracién:

Supongamos que A es &lgebra salvaje. Sea B como en el éjémplo
8 de 7.3. B es k-adlgebra con ciclos cortos infinitos‘ Sabemos gque
existen funtores F y G, de forma que G:modB -——-modk<t,s> es fiel

y pleno, y F:imodk<t,s> ——modA que preserva clases de isomorfia
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e inescindibles .y’ es exacto d'recho.

Sea XelndB como en ‘e
mos ferad (Y, x) y geHomB(Y X) g¢0_ _ ‘
A-mddulos 1nesc1nd1bles no cero y erradA(Hx HY), Hg=

en A existen ciclos cortos infinitos. Una contradlcc;

7.5 Estdndar generalizada vs ciclos infinitos.

LEMA. Sea A una k-dlgebra de dimensién finita 'y 6 una componente
convexa estandar generalizada del carcaj FA’- entonces -los médulos
de & no pertenecen a ciclos infinitos.

demostracién: Supongamos que existe algn.ciclo infinito

h h h . n

X Y, 2 ¥,

g, —E oy

- . R :
con Xe€ y hieradA(Yi_l,Yi), para algunavl,,con Y0~X—Y Como‘G

s+1°-
es convexo, Yieﬁ para toda i. Pero 6 es estandar generalizado, una

contradicciéne

SECCION 8 LOS TUBOS ESTABLES Y LOS CICLOS INFINITOS
8.1 Los tubos estables estiandar generalizados

PROPOSICION [Sk2]: Sea 7 tubo estable de I 7 es estandar genera-

A
lizado si y s6lo si radX(Z,Z):O para cualquier médulo 2e9.

demostracidn: Supongamos que O:feradX(x,Y) para X,Y¥eJ. Podemos su-
poner gque X2Y¥. Sea d camino seccional en 7, del infinito a X, éea

o camino seccional de Y al infinito. Sea Z un médulo en la inter-

seccidén de 8§ y o. Entonces, existe un camino de epimorfismos irre-

: gl g2 gr .
ducibles Z=X0 ,xl - SR xr=x y un camino de menomorfismos i-
‘ h1 h2 hs k
rreducibles Y=Y0 )Yl———+...—-—+ys=z. Por lo tanto el wmorfismo

O#hl.;.hsfql...grsradX(Z,Z). La otra implicacién es clarae
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COROLARIO Sea A una k-flgebra finito

ble de I', que sus médulos no perten

A

entonces 7 es estandar generalizadb
La siguiente equivalencia para’-tubo

Skowronski en [Sk1].

TEOREMA Sea A k-&lgebra de dimensién- finita. Sea17 ﬁn:tqhk

de I' las siguientes condiciones son equivalentes :

AI
(a) 7 es estédndar generalizado.
(b) Los médulos en la boca de 7 son ortogonales dos a dp;

anillo de endomorfismos trivial.

(c} Cada lazo M——M en modA con Me? es finito.

8.2 Los médulos de tubos estables homogéneos cortos finitos

Por simplicidad llamaremos tubos finitos(cortos‘finitos)’a‘los
tubos cuyos médulos no pertenezcan a ciclos infinitos(ciclos cor-

tos infinitos) del &lgebra.

LEMA Sea M médulo inescindible sincero en un tubo estable corto
finito de FA, entonces HBEA(X,M)=HomA(X,M) v HgmA(M,X)=HomA(M,X)V
para cualquier A-mdédulo X.

prueba: Supongamos que f=0 para algin morfismo‘no cero feHomA(x,M)
entonces f se factoriza a través de un A-médule inyectivo y existe
un A=-mdéddulo inyectivo inescindible I tal que HomA(I,M)¢0. Como M
es sincero, HomA(M,I)=O. Lo cual nos produce un ciclo corto de mor
fismos no cero y no isomorfismoes M——I ——M en modA. Como el ci-
clo debe ser finito, I y M deben estar -en la misma componente de

r Una contradiccién al hecho de que M pertenece a un tubo esta-

A"
ble. La otra afirmacidén se prueba en forma similarm
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LEMA Sea M mddulo inescindiblérénJUn*fubd:éétablevfinito "\“A; :

entonces HBEA(X rx)=HoﬁA(x fx)

demostracidn: Si ex1ste feHomA(X X
con heHomA(X 1), geHomA(I rX) eI A—médulo

Tenemos entonces un ciclo tX——eE’———aX———aI

es un sumando inescindible del término del nedio dé;la‘
A-R que termina en X. Como el ciclo debe ser finito Ieﬂ una cdn-,

tradicciéne

PROPOSICION Sea A una k-algebra de dimensiodon finita y 9 tubo esta-
ble homogéneo corto finito de FA. Entonces, si M es un médulo en 7
Exti(M,M)=o. S8i 9 es tubo sincero, entonces idimM=1l y pdimMs=1. ‘

demostracidn: Supongamos que Exti(M,M)xo, entonces existe una suce

sién exacta (*) O SK \PO M 0 con Extk(K,M):o vy P0 la
cubierta proyectiva de M. Aplicandoc el funtor Hom(M,-) a (*) tene-
mos una sucesién exacta, 0~uuaHomA(M,K)———eHomA(M,Po)———eHomA(M,M)
——...... Rhora bien, O=Extj (K,M)=DHom, (T 'M,K)=DHom,(M,K). Por
tanto HomA(M,K)to, de donde HomA(M,PO):O. Entonces existe Pv pro-

yectivo inescindible y sumando directo de Py, con HomA(M,Pv)xo.

Pero P, es la cubierta proyectiva de M, entonces HomA(Pv,M)¢0.

0

Lo cual nos proporciona un ciclo M-—E—an-—E—AM con feradX(Pv,M),

pués My PV pertenecen a diferentes componentes conexas ad FA, da-
do que 7 es estable. Centradiccién.

Supongamos que 7 es sincero y pdimM>1, entonces existe ver Yy
o:feHomA(Iv,tM). Como M es sincero, existe O¢geHomA(M,IV). El iso-
morfismo, M=tM nos induce un cicle corto finito Iv-——am-———aIv,
como J es corto finito, IVGH, contradiccidn. De manera andloga po-

demos probar que idimM=<1lm
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COROLARIO 1: Si 7 es un tubo estable homogéneo corto finito, enton

ces 7 es estandar.

demostracidn: Como 7 es corto fi' €
ralizado, por teorema 8.1 el modulo
de endomorfismos trlvial y son ‘or

posicién anterior, si M es ellmq
entonces 7 es esténdar, ver [Rilm

COROLARIO 2 : Sea A una k—élgebra;dé:dimégs
table homogéneo sincero corto finito.déhfx
lo en 7, xA(g;mM)=0- . ‘
demostracién: pdimMsl, entonces xA(gimM)=dimEndA(M)—dimExti(M;M)=':
dimEndA(M)—dimﬂaﬁA(M,tM), usando el lema 8.2 xA(glmM)=dimEndA(M)?

dimHomA(M,rM)=0-

8.3 Los modulos de tubos estables finitos,
Para tubos finitos no homogeneos se puede probar un resultado

similar a la proposicién anterior.

PROPOSICION Sea A k-dlgebra de dimensién finita y 7 un tubo esta-

ble finito de FA, entonces Exti(M,N)=0 para M,N en 7. Si J es sin-

cero, entonces idimMsl y pdimMsl para Me7.

demostracién: Subongamos que Exti(M,N)#O para My N en la boca de
J. Entonces existe una sucesién exacta (*) 0—K P, M o]
o la cubierta proyectiva de M. Como 0¢ExtA(K N}

con Exty(K,N)=0 y P
EDHomA(t N,K), entonces existe K’ sumando directo inescindible de
K tal que HomA(t—lN,K')¢o. De (*) tenemos que existe veQO tal que
P es suﬁando directo de P, con HomA(Pv,M)$O y Hom, (K’,P_)*0. Como

v o
r. -1

N y M estan en la boca de 9, existe r tal que T “Met “N. Tenemos
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- entonces un-cicle )
S s L _2 SR
. Pv ~—~—M ——-)Ro T M- "R, - 71'"'! M,_, AN

- con Ry el término del medio de’la Sucesién de
+"'M. como 7 es finito, Pvéﬁ, io'qﬁeﬂ;cbntr§d;ce e
es estable. 8i M,N no estén en la boéa”dé”?

ces tenemos un ciclo

- R - L »_"\..1 2 L R T
Pv———eM———eRo————et 1M-——aR1~——+t 2M-——4....f\?Me+e9 FffT?ssz—;?

.o —————esl————aNT———eL-———et_lN—-——aK'————APV .

~

donde S S 3en. S N es un camino-en-J, apun-

1 2 1 ;
tando a N vy L es término del medio de la sucesidén de A-R que empie

za en T IN. Como 7 es finito, Pveﬂ, lo gue contradice el hecho de

que 7 es estable.
Supongamos que 7 es sincero y pdimM>1 para Me7, entonces exis-~

te ver Y o:feHomA(Iv,tM). Si el s es el rango de 7, t-S+1MEtM. Co

mo ¥ es sincero, existe O:geHomA(t—s+1M,Iv) vy existe una cadena de

s+l

morfismos irreducibles de TM en T M, produciendo un ciclo:

1 s+1

n T 3 - - :
I,—tM R_, >M Ry 3T "M SRy —. 000 —>T STM —— I,

donde los Ri son términos del medio de la sucesidn de A-~R gue co-
mienza en t M. Como 7 es finito, I,¢7, lo que contradice que 7 es

establen

COROLARIO 1: Si J es tubo estable finito entonces 7 es estandar.
demostracidn: 7 es estindar generalizado entonces por teorema 8.1,
los moédulos en la boca de T tienen anillo de endomorfismos trivial
Yy son ortogonales dos a dos. De la proposicién anterior para M,N
en la boca de 7, Extﬁ(M,N)=O, entonces 7 es esténdars

COROLARIO 2 Si 7 es tubo estable sincero finito de rango p y Me9,

p-1 .
entonces xA( T dimrlM)=0. Si p=1, entonces xA(dimM)=o.
i=0 )
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entonces un ciclo T S
P —--—)M-——-)Ro———rc 1M—-—>R ——-)'C 2M——-->...._1: M=='c 1N——>K' -———)P

- con R el término del medlo de la suc951on de A-R que comlenza en

T iM. Como 7 es flnlto, P e? lo que _contradice el hechoide que 7

es estable. Si M,N_noggsté

ces tenemos un c1clo : )
-1y o -2

P, ——M——R, T M g SR =T M. o T M 8] 8, —
i N N N ‘ R | X N )

>S N — L TN P, .

donde S, ———5, Penen §Sl-——i—4N es un camino en 7, apun-

tando a N y L es término del medio de la sucesidn de A-R que empie
za en r_lN. Ccomo 7 es finito, Pve7, lo que contradice el hecho de
que 7 es estable.

Supongamos que J es sinhcero Yy pdimM>1 para MeJ, entonces exis-

te veQ, ¥ 0¢feHomA(Iv,tM). Si el s es el rango de 7, S  yary. Co

mo 7 es sincero, existe 0¢geHomA(t—s+lM,Iv) y existe una cadena de

=S+l

morfismos irreducibles de TM en T M, produciendo un ciclo:

Iv——AtM——~—aR~1————eM———»RO———at-lM-——+Rl———a....—»t—s+1Mer-——aIv
donde los Ri son términos del medio de la sucesién de A-R que co-~
mienza en Tt 'M. Como 7 es finito, Iveﬂ, lo gue contradice gque 7 es

establen

COROLARIO 1: Si T es tubo estable finito entonces 7 es estdndar.
demostracidn: 7 es estdndar generalizado entonces por teorema 8.1,
los médulos en la boca de 7 tienen anillo de endomorfismos trivial
y son ortogonales dos a dos. De la proposicidn anterior para M,N
en la boca de 7, Extz(M N)=0, entonces 7 es estandarws

COROLARIO 2 Si 7 es tubo estable sincero finito de rango p y Me?
entonces xA(?ZZ__mt M)=0. Si p=1, entonces xA(g;mM)~0.

1=
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8.4 Una equivalencia para tubos finites

TEOREMA Sea A k-&lgebra de dimensién}finita.‘éga\ﬂtthtubp7esté§iél‘ ”"

de '), las siguientes condiciones son equivalentés :';'

(a) 7 es esténdar y convexo

(b) 7 es tubo finito.

demostracién:

(a)=»(b) se sique directamente del lema 7.5

(b)s(a) del corolario 1 de la proposicién 1 de 8.2. se sigue que . '
1 L fy o
es estandar. Mostraremos que J es convexo. Sea Xo——axl——+...-axs,

con X X 7. Tenemos en J un camino xs———e....-———exo, lo cual

£ £ f
nos produce un ciclo Xo—laxl-ge...—Eaxs-mna....~———axo. Este ciclo

o’

debe ser finito, entonces OﬁfieHomA(Xi_l,Xi)\radX(xi_l,xi), por el
ejemplo 5 de 7.1, xieﬂ para toda i, por lo tanto 7 es convexom

En el caso de tubos homogéneos cortos finitos, no se satisface
gue sean convexos, sin embargo se cumple una propiedad de convexi-
dad "en los morfismos", que definimos a continuacidn:
DEFINICION: Sea © una componente conexa de FA, decimos ¢ue € es dé
bilmente convexa, si para todo OafeHomA(X,Y) con X,Y en 9, si f£=gh

con heHom (X,Z), geHom (Z,Y), entonces Ze7.

PROPOSICION Sea A k~dlgebra de dimensién finita y 9§ un tubo esta-
ble homogéneo corto finito de FA, entonces ¥ es esténdar y débil~
mente convexo.

demostracién: del corolario 1 de la proposicidén 8.2, 7 es estandar.

Probaremos ahora que 7 es débilmente convexo. Si O=feHomA(X,Y) con

X,Yed y f£=gh, heHomA(x,Z), geHomA(Z,Y) Y Z¢7 entonces feradi(X,Y).
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Entonces f— Z Plgl . ??ferédi(x,yy;',Cdntinuémos‘estéf,pr6Cé56’-1*“

ahora con los Y; y obtenemos los siguientes diagramas conmutativos

.z ;
i
(gjl 4 9;=.2 P3395i
: J—l
. L tl"./
‘ SR, N Pyi) R
°,. ?Y ,’jglyji Y o]
‘ t t
por tanto f=3 T PPy 95 .h, v ferad (X,Y¥). Como Ze¥, podemos con-
iS1551 Jigyi A
tinuar este proceso, obteniendo gque feradX(X,Y). Entonces 7 no es

estandar generalizado, una contradiccidns

COROLARIO: Sea A k~dlgebra de dimensién finita. Si 9 es una fami-
lia tubular estable separante, entonces 7 est& formada por tubos
convexos.

La siguiente proposicidén fué probada en [P2] para el caso
en que A es de ciclos finitos. La pueba gue presentamos aqui es
esencialmente la misma.
PROPOSICION Sea A k-algebra de dimensibén finita y ¥ tubo estable
homogéneo finito en FA. Sea M mdédulo de 7, entonces,
(a) sopM es convexo en Q y genera una subcategoria convexa A de A
con gldima=2.
(b} q, (dinM)=0.

demostracion:
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thO 1nesc1nd1b1e. Probaremos que pdlmAR51. si no, ex1ste un

.flsmo no'cero Ij——»tAR,»donde lj es A-mbédulo inyectlvo  1nesc1ndi%

blg.vComo M es A-sincero, obtenemos un ciclo en modA

 ,M}f¥ﬁIj——erAR———eE-——aR—~—QBi———»M, con E el término dé,én me&ip
dé la sucesién que casi se divide de R. Entonces gieﬂ, lo qué'
chntradice el hecho de que 7 es estable, pues J sigue siendo kuna
componente estable de ry. Por tanto pdim,=1 y gldimA=2.
" (b). Como A es convexo en Q, qA(g;mX)=qA(glmx). Como dimX es since-
bfo‘en A, del corolario 2 de 8.3 xA(QQEX)=0, como gldimA=s2, entonces
'qA(dimx)=0.
:'En lo que resta del capitulo desarrollaremos las propiedades
de las‘familias infinitas de tubos estables cortos finitos, los
Qectores dimensidén los médulos en la boca de los tubos, y su rela-

cién con la forma cuadréitica.

SECCION S FAMILIAS TUBULARES

9.1 Tubos ortogonales

LEMA Sea ¥ una familia infinita de tubos estables finitos, ortogo-
nales dos a dos. Entonces casi todos los tubos en ¥ son homogéneos

demostracidn: Sea g=(T1.)ieI y sea Xi médulo en la boca de Tv con
i i
T no homogéneo. Entonces EXtK(xi'xi)EDHEEA(Xi'tXi) como los médu

LE]

los en T?- no estédn en ciclos infinitos HomA(X.,tx )=0. Los tubos
i
son ortogonales dos a dos, entonces Exti(xi,xj)=0 para izj. Por 1lo

tanto X= e x. (donde TV es un tubo no homogeneo para ieIl) es un
i .

lGIl
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rable y sea 7 una familia parametrlzaQa
finitos del carcaj r,. Entonces ‘ ‘»
(a) Existe una subfamilia infinita estanda
de forma gque los médulos en la boca de los tubos
igual, gue denctaremos por z. e »
(b)(z,ex)=0, para todo xesopz, donde e, es elkyéétcrvdimenSiéﬁ”délﬂ
médulo simple Sx'

demostracion:

(a) Sea 7:7————»K0(A) con ¥(T)=dimM y M mdéddulo en la boca de T. Co
mo kX es no numerable y KD(A) numerable, existen zeKO(A) e infini-

tos y no numerables Tvsﬂ con MV en la boca debﬁ tal que gimM1=z.

Denotemos por (Tw)wex a esta subfamilia. Por teorema 8.4 cada uno

de estos tubos es estandar y convexo. Por lema 9.1 podemos suponer

que los tubos de (Tv) son homogeneos, por [Skl] son ortogonales

vel
dos a dos. Por tanto la familia es estéandar.

(b) Sea M médulo en la boca de 57 y 91 tubo que no contiene al
mddulo simple Sx, XesopM. Sea A la subcategoria convexa de A gene~

X>A=d1mHomA(sx,M)—

rada por sopM. Entonces gldimAs2, por tanto <z,e
1

‘2 1 . .

dlmExtA(Sx,M). <ex,z>A=d1mHomA(M,Sx)-dlmExtA(M,Sx). Entonces

(z,ex)A=<ex,z>A+<z,ex>A=o. En efecto, si Hom, (M, S, )=0=Hom, (S, ,M),

entonces (z,ex)A=<ex,z> +<z,e_>.=0. Si HomA(M,Sx):o, como en Tw no

A x A

hay ciclos cortos infinitos HomA(Sx,M)=0.
1
Pero ExtA(M,sx)EDHomA(M,SX). De forma an&loga tehemos que

1 P d . . — .
ExtA(Sx,M)=DHomA(M,Sx). De aqui (z,ex)A=d1mHomA(M,Sx)-dlmnomA(M,Sx)
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"COROLARIO 1: Si k es no numerable y'& é53§ngff m
tuﬁos estables finitos, entonces 3 Oagéﬂgoﬁtg
COROLARIO 2: Si 7 es familia sincera, ent&hcéé}ézés;éin‘e;
COROLARIO 3 Si A es mansa y 9 es familia,sinééfa'épéoﬁﬁés{dA{eésno:
negativa. RN ‘
demostracidén: como A es mansa, por [Pl] g, es débilmeﬁte.no negat;"
va, por corolario 2 existe z sincero con qA(z)=0, por 1.12 d, es

no negativa.

9.3 Algebras de ciclos finitos y familias tubulares

Para el caso en que A es de cicloz finitos el teorema 9.2 nos
d4d un teorema equivalente al de la seccidn 6, pero en este caso
los tubos son esténdar.
TEOREMA Sea A un Algebra de ciclos finitos y z vector dimensidén pa
ra A. Son equivalentes
(a)E(2)=0 y la descomposicién genérica de z es inescindible en
‘alguna compcnente irreducible de dimensidn maximal de modA(z).
(b)Existe una familia infinita esféndar ¥ de tubos estables homodgé
neos, de forma que los médulos en la boca de esos tubos tienen veg
tor dimensidén z.
demostracidn
{b)=*(a) Por teorema 9.2 (z,z)=0=qA(z)=0 y por tanto E(z)=0. Como
los tubos son esté&ndar, si M es un médulc en la boca de uno de los

tubos, dimEndAM=1. Usando el teorema 6, la descomposicién genérica
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(2a)=(b). Por teorema 6 existe una familia infinita de tubos homo- '

de z es inescindible.

géneos, que tienen como médulo en la boca, un mddulo de dihensién"

Zz y anillo de endomorfismos trivial. Por [Skl] estos tubos son of§‘¢f 
togonales y por proposicion 9.1 esta familia es estandarms _’ ”
OBSERVACION En las hipétesis del teorema anterior, si A=A(éopz);l-
entonces A es oculta mansa o tubular. A
prueba: Como A es un &lgebra de ciclos finitos y contiene un :tubd_

estable sincero, por [S8k3] A es oculta mansa o tubular.
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