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Introducción 

La obra Analyse des inflniment petils pour l 'intelligence des /ignes 
courbes del Marqués de !'Hospital fue el primer libro de texto sobre 
análisis infinitesimal. Se publicó en 1696, durante el periodo en que 
se exploraba y desarrollaba la nueva rama de las matemáticas llamada 
cálculo diferencial e integral. Con este texto se fonnaron los primeros 
matemáticos en la geometría infinitesimal siguiendo la tradición leib
niciana. Durante algún tiempo se convirtió en el único camino accesi
ble al cálculo diferencial que era una 'especie de misterio' ·o una 
'ciencia cabalfstica'. 

El objetivo de este trabajo es resaltar la importancia del texto 
Analyse des inj/niment petits desde los puntos de vista histórico y 
pedagógico. Por lo tanto es indispensable tener una idea clara de 
los antecedentes inmediatos del descubrimiento del cálculo. Este tema 
se trata en el primer capitulo de esta tesis; en él se explica lo que 
debe entenderse por análisis infinitesimal, se incluyen las dos ge
neralizaciones más sobresalientes de la resolución del problema del 
trazado de tangentes a curvas: la de Fermat y la de Descartes. Aunque 
el texto de !'Hospital no trata sobre cálculo integral, se ha incluido 
parte del 'Tratado de los senos de un cuadrante de circulo' de Pascal, 
soslayado por algunos autores de libros sobre historia del cálculo 
(v. gr. González Urbaneja 1992), dada la trascendencia que tuvo este 
manuscrito para Leibniz -según lo seilaló él mismo- en la inven
ción de su cálculo. · 

En el segundo capitulo se presenta un breve resumen de las in
vestigaciones de Leibniz que lo condujeron al descubrimiento de esta 
nueva. rama de las matemáticas. 

ix 
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El tercer capitulo trata sobre el contexto en el que !'Hospital decidió 
revelar en un libro de texto los secretos del análisis infinitesimal. 

El cuarto capitulo presenta la estructura del célebre texto Análisis 
de los infinitamente pequeños para el estudio de las líneas curvas, 
los conceptos básicos y los resultados más notables que contiene. 

Para finaliz.ar el relato histórico de este periodo de descubrimiento 
y primeros pasos en el desarrollo y exploración del cálculo, en el 
capitulo S se explica en qué consistió el fuerte y acalorado debate 
que se dio de 1700 a 1706 entre dos grupos de matemáticos, miem
bros de la Académic des Sciences de París, sobre la admisibilidad 
lógica del cálculo leibniciano. Fue central en este debate el texto 
del Marqués de !'Hospital no sólo porque quienes tomaron parte ha
blan aprendido en él el nuevo algoritmo, sino porque las discusiones 
giraron en tomo a la manera en que !'Hospital habla dado a coricicer 
la estructura de este nuevo conocimiento y las bases sobre.lás~que · 
se apoyaba. 



( ... ] análisis es un método de tomar aquello que se busca como si faera 
admitido y de pasar de ello a través de sus consecuencias a algo que se 
admite como un 1esullado de la slntesls,· pues en análisis suponemos 
aquello que se busca como que ya esld hecho e Investigamos qué es 
aquello de lo que resulta, y nuevamente cudl es la causa antecedente de 
esto, y as( hasta que, retomando nuestros pasos, alumbramos algo )Yl 

conocido o con el rango de primer principio,· y a tal método llamamos 
análisis, como 1ma solución hacia atrás (J>appus 1939, 597 ss.). 

Capítulo 1 

Análisis infinitesimal 

§1.l Introducción 

·Las técnicas griegas de descubrimiento de resultados matemáticos, 
desafortunadamente, se hablan perdido para cuando los europeos del 
siglo XVI se preocuparon por empezar a investigarlas. La única obra 
disponible que contenla algunos indicios sobre ello era la Col/ectio 
Mathematica de Pappo (/1. 300). Durante el siglo XVII, en los esfuer
zos por redescubrir tales métodos, los más destacados eruditos fueron 
Pierre de Feimat ( 1601-1665) y René Descartes ( 1596-1650). · 

Feimrit tuvo como proyecto reconstruir la obra de Apolonio Plane 
loci a partir.de~las.anotacio

0

nes.y lemas de Pappo; En Bordeaux, 
Fermat se habla familiariiadó con las nuevas ideas de simbolización 
algebraica y con el programa de Fran~ois Viete (1540-1603)de des~ 
cubrir y éntendérºel análisis secreto de los matemáticos griegos, con 
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los estudiantes de éste. Viete creó el llamado análisis especioso, que 
consiste en un cálculo sobre slmbolos o especies que representaban 
magnitudes geométricas o aritméticas cualesquiera; intentó identificar 
el análisis griego con la nueva álgebra, la cual trató de mostrar con 
claridad y simplicidad. 

El término análisis (~v&~ucn~) significa "distinción y separación 
de las partes de un todo hasta llegar a conocer sus principios o ele
mentos" (Real Academia Espatiola 1992, 134). Analilico proviene 
del griego analytikos que se deriva del verbo analyein y quiere decir 
"separar, descomponer, resolver en sus partes" [Reese 1991, 13]. 
Con mayor precisión, se dice que la estrategia de resolución de pro
blemas que los griegos llamaron análisis se deriva de árnapalin lysin 
que significa "solución hacia atrás" [Grabiner 1995, 85). Asf, esta es
trategia consiste en diseccionar un problema en las partes que lo cons
tituyen; se parte de la suposición de que el problema bajo estudio ya 
está resuelto, y se procede a determinar las condiciones que han con
ducido a la solución supuesta; se estudian las partes que hacen posible 
la hipótesis de que el problema está resuelto. 

En su obra In Artem Analylicem Isagoge (1591), Viete comenta 
acerca de los métodos analfticos usados por los antiguos griegos para 
descubrir. teoremas: 

Existe cierto camino para investigar la verdad en matemáticas que se 
dice fue Platón el primero en haberlo descubierto. Tcón lo llamó análi
. sis, el cual él definió como suponiendo que lo que se busca estuviera 
admitido (y trabajando) a través de las consecuencias [de la suposi
ción) a lo que se admite como verdadero, en oposición a la slntesis, 
que es suponiendo lo que [ya) está admitido (y trabajando) a través de 
las consecuencias (de esa suposición) para llegar a eso que se busca y 
entenderlo: 

·Aunque los antiguos propusieron sólo dos tipos de análisis, zetélica 
y porlstica, a los que mejor se aplica la definición de Teón, he añadido 
un tercero que puede ser llamado rética o exegética. Es propiamente 
zetética por el que se establece una ecuación o proporción entre un 
término que se tiene que encontrar y los términos dados; 1 porlstica 
por el que se verifica la verdad de un teorema establecido por medio 

l. Transformación de un problema en una ecuación que relaciona a la incógnita con 
los varios elemen1os conocidos. 
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de una ecuación o proporción,' y exegética por el que se detennina 
el valor del ténnino desconocido en una ecuación o proporción dada.' 
Por Jo tanlo, todo el arte analltico, suponiendo esla triple función suya, 
puede ser llamado la ciencia del descubrimiento correcto en mate· 
máticas [Vi~le 1983, 11-12). 

§1.2 Análisis lnnnitesimal 

En el siglo XVII, se le da por antonomasia el nombre de análisis al 
proceso de diseccionar un todo en sus partes, que son consideradas 
como infinitamente pequeftas e infinitas en cantidad, para luego sinte
tizar o reconstruir ese todo a partir de las partes. A estas partes consti
tuyentes se les denominó, en distintos momentos de su evolución 
histórica, indivisibles, infinitésimos, diferencias, diferenciales, ele. En un 
problema de áreas, por ejemplo, un indivisible es una línea, algo sin área; 
mientras que un infinitésimo se concibe como una tira infinitamente 
exigua con cierta área, aunque infinitamente pequefta [Fauvel y Gray 
1988, 375). El uso de indivisibles e intinitésimos tiene sus rafees en 
las matemáticas griegas clásicas. Bonaventura Cavalieri ( 1598-164 7) 
desarrolló con detalle el método de indivisibles, quien consideraba 
que un objeto geométrico estaba fonnado por objetos de una dimen
sión menor: las regiones planas por lineas y las figuras sólidas por su
perficies, por ejemplo. Johann Kepler (1571-1630) usó el método de 
intinitésimos, y consideraba que una figura estaba formada por figu· 
ras 'muy pequeftas' (infinitesimales) de la misma dimensión [Katz 
1993, 436]. Entonces, los ténninos 'indivisible', 'infinitésimo', 'dife· 
rencia', 'diferencial': (estos dos últimos se explican más adelante) no 
deben tomarse cómo"sinónimos. Asf, este análisis recibió el calificati-
vo de infinitesimal. : · "~ ·· 

La rama de las'matemáticásUamad~aná/isis infinitesimal se formó 
principalmente ·a partiÍ' dé d~s vertientes de métodos de resolución 
de problemas;' ahora 'cono~idos' cómo métodos integrales y la de los 
métodos. diferenCiales:•. Los. U~itiados • métódos integrales se usaron 

2. Exploración de la. verdaddeÚn 1'c~rcm.• propucslo, por medio de la manipulación 
simbólica apropiada.· • . · • · · . . . · 

J. Es el 'arte· de·· ttañSrOimar. 1~ eCull~iÓn e'1c~rltrndn por medio de la zctética para 
dclenninar un valor de ta lncógnila. 
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para calcular áreas, volúmenes, centros de gravedad y longitud de 
curvas, principalmente. Desde la antigüedad griega se hablan resuello 
este tipo de problemas enmarcados ahora en el cálculo integral. 

Los métodos que propiciaron la evolución del concepto de de· 
rivada se usaban para resolver problemas de traz.ado de lineas recias 
tangentes a curvas. Los antiguos griegos se basaban en la propiedad 
de que la tangente debe tocar a la curva en un único punto. De
terminaron tangentes a las secciones cónicas (circulo, parábola, elipse 
e hipérbola) y a la espiral de Arquímedes [Struik 1969, 222). 

Tres tipos de problemas que corresponden ahora al cálculo di· 
ferencial fUeron atacados durante el siglo XVII: 

1. Determinación de las langentes a curvas; 

2. Búsqueda de máximos y mínimos de una curva, y 

3. Búsqueda de las condiciones de existencia de ralees múltiples de 
las ecuaciones algebraicas [Rlbnikov 1987, 182). 

Esto corresponde a la etapa de uso de las cuatro que ha distinguido 
Grabiner [1983, 195) de la evolución histórica del actual concepto de 
derivada.' 

Las ai)onaciones de Fermat y de Descartes, bajo el enfoque ana· 
lítico, a las primeras general iz.aciones en la resolución del problema 
del traz.ado de tangentes a curvas, enmarcado ahora en el cálculo 
diferencial, corresponden a dicha etapa. 

§1.J Método de la sublangenle de Pierre de Fermal 

Fermal desarrolló métodos generales para la determinación de máxi· 
mos y mínimos. Su memoria Methodus ad disquirendam maximam et 
minimam el de langentibus linearum curvarum la preparó entre 1629 
y 1636 y la envió a Mario Mersenne (1588-1648) en 1637. 

A continuación transcribo Integra esta memoria, a panir de la ver· 
sión en inglés presentada por Struik: 

4. Las etapas que ha seftalad~ Grabiner s~n, en or~en crnnológico: ;) us~; 2) des· 
cubrimiento; 3) exploración y desarrollo, y 4) definición .. 
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nes: be - 2oe +e'. Al dividir todos los tém;inos entre e: b - 2a + e. Al 
eliminar e: b = 2a. Para resolver el problema debemos tomar por con
siguiente la mitad de b. 

Dillcilmente podemos esperar un método más' general. 

SOBRE LAS TANGENTES DE CURVAS 

Usemos el método precedente para encontrar la tangente en un punto 
dado de una curva 

Consideremos, por ejemplo, la parábola BDN (Fi1. 1.2) con vértice 
D y diámetro DC; sea 8 un punto sobre ella en el cual se tiene que tra· 
zar la linea BE tangente a la parábola y que intersecta al dilltnetro en E. 

Escogemos sobre el segmento BE un punto O en el cual trazamos la 
ordenada 01; también construimos la ordenada BC del punto B. Tenc· 
mos entonces: 

CD>BC 2 

DI 01 2 ' 

dado que el punto O es exterior a la parábola. Pero 

BC 2 _CE 2 

Oi'-w· 
en vista de la semejanza de triángulos. Por lo tanto, 

Fig.1.2 
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Ahora, como el punto B está dado, consiguientemente la ordenada 
BC, y por consiguiente el punto C, y por lo twito también CD. Sea 
CD = d esta cwitidad dada~ Póngase CE.= a y C/ =e; obtenemos 

d a' 
. d-e >·a1+e:-2ae

0 

Al eliminar ias fracciones: ·da'+ de' -2dae >da' - a'e. 
Adecuaremos entonces, siguiendo el método precedente; al eli

minar los términos comunes encontramos: de' • 2dae - - a'e, o, Jo 
cual es lo mismo, de'+ a'e - 2dae. Dividamos todos los términos en
tre e: de +a' - 2da. Al eliminar de, queda a' = 2da y por consiguiente 
a=2d. 

·As!, hemos probado que CE es el doble de CD, el cual es el resultado. 
Este método nunca falla y se podría extender a un número de pro· 

blemas hermosos; con su nuxilio, hemos cncontrndo los centros de grn
vedad de figuras acotadas por fincas recias o curvas, así como los de 
sólidos, y un número de otros resultados que podemos tratar en otra 
parle si tenemos tiempo para ello. 

Previnmente he discutido ampliamente con el scnor de Robervnl 
In cuadratura de áreas acotndas por curvas y líneas rectas así como 
In razón que Jos sólidos que generan tienen con Jos conos de In misma 
base y In misma altura [Slruik 1969, 223-224]. 

Una pregunta obvia sobre este método es: ¿cómo se puede dividir 
entre e y después eliminar lo que queda multiplicado por e? Fermat 
no da explicación adicional sobre esto; no llamó a e 'infinitamente 
pequeño', no dijo que se 'desvanecla' y mucho menos habló de 'li
mites'. Todo lo que comentó sobre esto es el penúltimo párrafo de 
su escrito sobre las tangentes. Según él mismo: 

Mientras meditaba sobe el método de la sfncrisis y de la wiástrofe de 
.Vit!te y exploraba cuidadosamente su uso en el descubrimiento de la 
estructuro de ec~aciones correlativas, me vino a Ja mente un nuevo mé· 
todo que se podía derivar de aquél para encontrnr máximos y mínimos 
por medio del cual se pueden eliminar fácilmente algunas dudas que 
tienen que ver con los diarismos que tanta dificultad han causado a Ja 
geometría antigua y a Ja moderna [citado en Mahoney 1994, 148]. 

As[ que las fuentes que estimularon a Fermat para la creación 
de su algoritmo fUeron la teoría de ecuaciones de Viete y el antiguo 
problema de los diarismos. 
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Vic!te habla mostrado que, en la ecuación. bx - x'. = e; que re
presenta el problema de dividir un segmento h eri dos partes de modo 
que su producto sea e, si sus rafces'son'x,·y'xi; · · 

bx, - x1
2 = bx, - ~.''a"· bx,<:6x, = ;,• - x,', 

y por lo tanto h = Xo + Xt Esto es, hÍ suma de las rafees dá h, y por 
Euclides se sabia que el máximo.valor posible de e es h' ¡4; Entonces, 
Jo que Fermat pensaba, a partir de la situación geométrica, era que la 
ecuación siempre tenla dos soluciónes, incluso para el valor máximo, 
cuando las dos tienen el mismo valor.• Inicialmente, en lugar de 
usar e, Fermat trabajó directamente con x, - x, y la modificación la 
hizo para cuando resultara muy complicado dividir un polinomio 
entre x1 - x,. No sintió él que estuviera dividiento entre cero, pues 
consideraba que aunque x1 - x, fuera igual a cero, ambas ralees eran 
distinguibles. 

§1.4 Método del circulo de René Descartes 

Poco antes de que se conociera el trabajo de Fermat que se acaba de 
exponer, René Descartes habla publicado el mismo ailo (163 7) su 
obra Discours de la Mé1hode en la que inclufa como una especie de 
apéndice la Géomélrie, formada por tres libros. En el segundó libro, 
sobre la naturaleza de las lineas curvas, aparece el llamado 'niétodo 
del circulo' o 'método de la subnormal' de Descartes para determinar 
la tangente a una linea curva, construyendo previamente'Jarecta· nor
mal. A continuación transcribo las porciones en las qüe sé explicúste . 
método, el cual es aplicable sólo a curvas cuya naturaleza esié expre
sada por un polinomio. Manifestó Descartes en esíe.· escrito.su justo 
inmenso orgullo por el descubrimiento de este método. s.egúrícorres:: 
pondencia de Descartes, confesó que el método 'de Fermafera· más 
sencillo que el suyo en múltiples aplicaciones:[Citado 'eír !'Hospital 
1988, vili-lx]. -~: :·:_\,_, · :.,-.~-~.> · · '.;><" 

Finalmente, y en relación con todas las otras piopi6~~d',is ~;~Í~ui~lcs~ a 
las lineas curvas, no dependen sino de los ~~gº.'.?s que est~i5urvns for-

6. Johann Kepler habla escritó en su Nov~ StereoieÍrl~ Do//~~;, Vi~~;lo;11;n Cl¿I;),. 
que ••cerca de un máximo, los dec:remcntás en ambos Indos sOn Inicialmente Im
perceptibles" (cilado. en KÍl!z 1993, 430]. · 
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men con otras lineas. Pero, cuando puedan trazarse lineas rectas 
que las corten formando ángulos rectos, en los puntos en que hay 
intersección formaJa por aquéllas con las que forman ángulos que 
se desean medir, o, lo que estimo como lo mismo, en que cortan sus 
contingentes, la dimensión de los ángulos no es más dificil de co-

. nacer que si se formasen entre o por dos lineas rectas. Por ello esti
mo haber expuesto cuanto se requiere en un estudio introductorio 
para realizar el análisis de las curvas, cuando haya desarrollado el 
procedimiento para trazar líneas rectas que formen ángulos rectos 
sobre cualesquiera de los puntos de aquellas que se elijan. Me atre
vo a afirmar que éste es el problema cuyo conocimiento es más 1itil 
y no sólo el más general que yo cono:co, sino también el que más 
he deseado llegar a conocer (énfasis anadido]. 

Procedimiento general para hallar lineas recias que corten las curvas 
dadas o sus tangentes, formando ángulos recios 

Sea CE la línea curva y que sea preciso trazar por el punto Cuna linea rec
ta que fonne ángulos rectos. Supongo solucionado el problema y que 
tal linea es CP, la cual prolongo hasta el punto P en el cual alcanza 
la linea recta GA con la que supongo que se relacionan todos los 
puntos de la linea CE. De modo que siendo MA o CB =y, CM o BA = x, 
puedo establecer una ecuación que indica la relación entre x e y. Se esta· 
blece que l'C = s, PA = v, por lo que l'M = v - y; pero en virtud de que 
el triángulo PMC es un triángulo rectángulo, tenemos que s', el cuadra
do de la hipotenusa, es igual u.<'+ v' - 2ry +y', la suma de los cuadra
dos de los dos lados. Es decir, que: 

x = ../s2 _ v2 +. 2iy-/.o también que y= v+ ..Js2 -i· 

~ 
F A.lllP G 

Fig. l.J 

9 
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Medianle esta ecuación puedo eliminar una de las dos cantidades indeler· 
minadas, x o y, de la olnl ecwu:ión, de aquella que expresa la relación de Jos 
puntos de Ja linea cwvaCEcon los de JnreciaGA[°'9:anes 1987,315-317). 

G • \f A 

Fig. 1.4 

Hallada !al ecuación no debe ulilizarse para determinar.<, y o:, que 
son dadas, puesto que el punto c ha sido dado, sino que debe utilizarse 
para hallar v o s, que determinan el punto exigido, P. A tal efecto, es 
preciso considerar que si este punto P cumple las condiciones exigidas, el 
círculo con centro en P y que pasa por C, tocará pero no conará la cur· 
va CE; pero si el punto P se encuentra u mayor o menor distancia de A 
de Jo que debe estar, este circulo cortará la curva no sólo en C, sino 
también y necesariamente en algún otro punto. Asimismo, es preciso 
considerar que si este circulo corta fa linea curva CE, la ecuación 
por fa que se halla el valor de x e y o cualquiera otra, suponiendo que 
conozcamos PA y PC, debe tener necesariamente dos rafees diferen· 
tes. Supóngase, por ejemplo, que el circulo cona la curva en los puntos 
C y E; trácese EQ paralela a CM; por otra pane vemos que x e y con· 
vienen por igual a EQ y a QA del mismo modo que a CM y MA, ya 
que PE es igual a /'C, pues son dos radios. Si buscamos EQ y QA, 
suponiendo dadas /'E y PA, tendremos la misma ecuación que si hu· 
biésemos buscado CM y MA, suponiendo que PC y PA sean dados. 

•. M 
Fig. l.S 
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. Se deduce de ello que el valor de .r, de y o de cualquier otra cantidad 
súpuesta debe ser doble, es decir, la ecuación tendrá dos ralees dis-. 
tintas entre si; si deseamos conocer el valor de .<, una de estas rafees 
será CM y la otra EQ; si se desea conocer y, una ralz será MA y 
In otra QA. Es verdad que si E no se encuentra en el mismo lado 
de la curva que C, entonces solamente una de ellas será fa rafz ver
dadera y la otra deberá ser opuesta o menor que cero; asimismo, cuan
to más próximos se encuentren estos dos puntos, C y E, menor será 
In diferencia entre estas dos rafees; cuando ambos puntos coincidan 
serán iguales. Este serla el caso en que el circulo trnzndo por C toen 
In curva CE sin llegar a cortarla [Descartes 1987, 319-320). 

11 

Para la mejor comprensión de este método, usando un sistema 
coordenado rectangular, determinemos la subnormal a la parábola 
y2 = kx en un punto C(xu'. Yu) sobre ella: 

• -:'4 • sutmormal 

- ' ,-_' ', :-:.- ,; ·.: 

La ecuación de la circu~ferencia con cen~ro enP(v, O) y radios es 

(x - v)' + )?:.. i o Xu2 22;.,; v'+:V2.+ kx,, - s' = O. 

Rescribiénd~ra·c~:}:f¡;¡ts~~:ei~·~~o~gf.fº:e.~x,,· 
la cual te~drá susd~s rar::es igu~l~s ~e ' 

'.-· - .'.":· .. •.'. . -
a.= (k - 2v)2 

7 4(v', .• s2) O 

yserán ' 

2v-k .·· ... 1 · 
x,=--2- o ¡, - x,, = ik, 
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valor de la subnonnal. Nótese que la subnonnal a una parábola en 
cualquiera de sus puntos es constante: la mitad del parámetro. 

Con el trabajo de Descartes finalmente fue posible identificar a 
las curvas geométricas con ecuaciones algebraicas. la Géométrie es 
el texto más antiguo que se puede leer sin dificultad para entender 
el empleo matemático de los signos tal como hoy se hace (excepto 
que en lugar de '=' usaba ' ' y en lugar de la segunda potencia, 
'x2', usaba 'xx'). 

§1.5 Blalse Pascal y los infinitesimales 

El breve lratado de Blaise Pascal (1623-1662), Traité des sinus du 
quart de cercle ( 1659), porciones del cual se presentan enseguida, fue 
trascendenlal en la invención del cálculo de Gottfried Wilhelm Leib
niz (1646-1716). Éste fue conducido a estudiar los escritos de Pascal 
por el holandés Christiaan Huygens (1629-1695). Particulannente, el 
diagrama ~e la Fig. 1.7 atrajo la alención de Leibniz y fue fundamen
tal en sus esclarecimientos (véase §2.4). 

SOBRE LOS SENOS DE UN CUADRANTE DE CIRCULO 

Sea ABC (Fig. 1.7) un cuadrante de un circulo cuyo radio AB se consi
dere cuma eje y el radio perpendicular ,1c como base; sea D cualquier 
punto en el arco del cual se trace el seno DI sobre el radio AC, y sea 
DE la tangente sobre la cual se tomen donde se quiera los puntos E, a 
partir de los cuales se tracen las perpendiculares ER sobre el radio AC. 

Afirmo que el rectángulo formado por el seno DI y la tangente 
EE es igual al rectángulo formado por la porción de la base (com
prendida entre las paralelas) y el radio AB [Pascal 1963, 155).' 

Esta afinnación puede considerarse un lema cuya demostración es in
mediata y brevemente la da Pascal: 

Pues el radio AD es al seno DI como EE es a RR, o a EK, lo cual es 
evidente debido a la semejanza de los triángulos rectángulos D/A y 
EKE, siendo el ángulo EEK o EDI igual al ángulo DA/, 

7. Pascal, Ouvres completes, édilion du' Seuil, 1963 [citado en Leibniz i989, 17]. 



Análisis infinileslmal 

Proposición I 

L~ sum~ de .. los s~nos de cu~lquier arco de un cuadrante es igunl a la 
porción de la base entre los senos extremos, multiplicados por el radio 
[Struik 1969-~ 239]. 

13 

En esta primera proposición Pascal considera que la 'suma de los 
senos' es. la suma de los rectángulos infinitesimales uno de cuyos 
lados es cada seno DI y el otro el arco infinitesimal representado 
por la tangente EE. Pascal generaliza este resultado de manera in
mediata y presenta otras tres proposiciones para obtener las sumas 
de potencias de los senos DI, esto es, DI'. DI 1, etc., y afirma al 
final de la cuarta proposición: 'y asf hasta infinito'. 

e 

Preparación para la demostración 

Divldnse cualquier arco BP en un número infinito de partes por los 
puntos D (Fig. 1.8) n partir de los cuales trazamos los senos DO, DI, 
etcétera. [ ... ]; tomemos en el otro cuadrante del circulo el segmento 
AQ, igual a AO (el cual mide la distancia entre los senos extremos del 
arco, BA y PO); divídase AQ en un número infinito de partes iguales 
por los puntos H, en los que se trazarán las ordenadas llL [/bid., 240). 

Demostración de la Proposición / 

Afinno que la suma de los senos DI (cada uno multiplicado, por su
puesto, por uno de los pequeños arcos iguales DD) es igual al segnicn: 
to AO multiplicado por el radio AB. . · :: ,. ,·· 

De hecho, dibujemos en todos los puntos D las tangentes DE (Flg. 
1. 7), cada una de las cuales intersecta a su vecina en los puntos E; si 
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bajamos las perpendiculares ER es evidente que cada seno DI multipli· 
cado por la tangente EE es igual a cada distancia RR multiplicada por 
el rodio AB. Por lo tanto, EE es Igual a cada distancia RR mulliplicadn 
por el radio AB, Por lo tanto, todos los cuadriláteros formados por los 
senos DI y sus tangentes EE (las cuales son todas iguales una a la otra) 
son iguales a todos los cuadriláteros formados por todas las porciones 
RR con el radio AB; es decir (dudo qtie una de las tangentes EE multi
plica a cada uno de los senos, y dado que el radio AB multiplica a cada 
una de las distancias), la suma de los senos DI, cada uno de ellos mul
tiplicado por AB. Pero cada tangente EE es igual a cada uno de los ar· 
cos Iguales DD. Por lo twito la suma de los senos multilicada por uno 
de los pequeílos arcos iguales es igual a la distancia AO (Fig. 1.8) mul
tiplicada por el radio. 

8 

Flg. 1.8 

Nota. No debe causar sorpresa cuando afirmo que todas las distancias 
RR son iguales a AO y análogamente que cada tangente EE es igual a 
cada uno de los pequeílos arcos DD, dado que es bien sabido que, aun
que esta igualdad no es verdadera cuando el número de los senos es fi. 
nito, sin embnrgo la igualdad es verdadera cuando el número es 
infinito; porque entonces la suma de todas las tangentes iguales EE di
fiere del arco completo BD, o de la suma de todos los arcos iguales 
DD, en menos de cualquier cantidad dada: similarmente la suma de los 
RR de A O completa [/bid., 241). 

El triángulo EKE (Fig. 1.7) fue llamado por Leibniz 'lriángulo 
caracterfstico' y a partir de él vio la relación inversa entre el problema 
de cuadraturas y el de tangentes~. Debido a que Pascal no se interesó 
en los métodos de trazado de tangentes, no descubrió tal relación 
(no encontró lo que no buscaba [c.f. Lorenzo 1987, XXXVII]). 
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La gran mayoría de autores de libros de texto de historia de las ma· 
temáticas y, en particu,lar, de hlstoriadel.cálculo presentan y comentan 
tanto el. méiodo dé, la subtangenté de: Fermat como el del circulo de 
Descartes recurriendo a los conceptos y notación del cálculo actual. 
Decid! no resistir al deseo de'ser anacrónico respecto al método pre-
cedente dé. Pascal. <·'. /,: , . J ' . . · . 

La longitud s de un arco,de.c1rcunferenc1a de radio r está dada por 
s = rtp, donde ip es el ángulo ce.ntral. medido en radianes que abarca a 
dicho arco (Figi 1;9f~sf, ds. ".' rdqi. Como, 

. DI,;:,,.·:·: .. :::>;,_: t:• .. ,_.::'·:• :'<;:. . · . Al . 
sen <p =-:-¡- 7 D/=, r .sen <p y cos <p := -¡:-+Al '= r cos <p, 

al considerai'~E = DD = d;(Flgs. 1.7 y 1.8), EE = rd<p. Por lo 
tanto, 

DI X EE = r sen <p X rd<p = r sen <p d<p. 

~l 
~ 

Fig.1.9 

A partir de la Fig. 1.10, la Proposición 1, anieridr es' eq~ivalente a 
nuestra fórmula ·· · · .. ' 

.,- .- ... ·, ' .. 

f'DI X EE "'. f'r s~/1 <p )( r d<p =, rf sen <p d<p = .. .. - . . ; . ' .. -
-- ': 

, r (cos<p, - cos<p,) = r (rcoscp,' - 'icos<p,) 

r(AI, • . Al,) = ri,I, .= AB x 11/ 1, 



Es una perogrullada profundamente errónea, repetida por todos los 11· 
hros copiados y por gente eml11ente c11ando hacen discursos, que debe
r/amos cultivar el hábito de pensar en lo que estamos haciendo. 
Préc/samenle lo opuesto es el caso. La cii•lf/zación avan:a extendiendo 
el número de operaciones Importantes que podemos llevar a cabo sin 
pensar en ellas. Las operaciones del pensamiento son como las embesti
das de la cabal/crfa en una batalla: estdn estrictamente limitadas en nú
mero, requieren de caballos llenos de vigor, y solamente deben 
rea/Izarse en momentos decisivos (Whilehead 1948, 41-421. 

Capítulo 2 

El cálculo de Leibniz 

§2.1 Introducción 

Gottfried Wilhelm Leibniz nació el Iº de julio de 1646 en Leipzig y 
murió el 14 de noviembre de 1716 en Hannover. En sus esludios uni· 
versilarios dio énfasis a la filosotla, a la lógica y al derecho. A los 17 
ailos se graduó en In Universidad de su pueblo nalal (en 1663) y en fe· 
brero de 1664 obtuvo el grado de maestro en tllosotla; recibió por 
unanimidad el grado de doclor en la Facultad de Derecho de la Uni· 
versidad de Altdorf, en Nuremberg, el 22 de febrero de 1667. En mar
zo de 1672 saliÓ.de Mainz (donde trabajaba para el arzobispo-elector) 
hacia París. Pémianeció ahf hasta f 676. Conoció al famoso científico 
holandés.Christiaan Huygens, quien lo guió en sus estudios de las ma
temáticas modernas de la época. Le recomendó leer la Arithmetica in· 
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finitorum de John Wallis (1616-1703), la Opus geometricum de. Gré
goire de Saint-Vincent (1584-1667), y le obsequió una copia de su 
Horologium Oscillatorium; también estudió Leibniz' la edición de 
Frans van Schooten (1615-1660) de La Géométrié de: Descartes, los 
manuscritos de Pascal, y las obras. de Honoratus FabÍf(l607~1688), 
James Gregory (1638-1675) y René Fran~óis de Sluse (1622-1685), 
entre otros. .· . . ·.. .. <".•' •.:; , .· · 

Durante su estancia en Parls, a fines: de octubrefprincipios de 
noviembre de 1675, escribió las principales· citractedsiicas y la no
tación que habla desarrollado de la invención·, de ·su ·'cálcilló; · 

Las ideas de mayor intluenciaen la creación del cálculo de Leibniz 
fueron: (1) su vehemente deseo por inventar un· alfabeto ,de pensa
miento humano (alphabetum cogitationum humanorum);( 2) el es
tudio de las sucesiones fonnadas por diferencias de términos 
consecutivos de otra sucesión, y (3) el uso del 'triángulo caracte
rlstico',· que. utilizó ·Pascal en sus investigaciones sobre el circulo 
(§ 1.5);. en las transfonnaciones de. cuadraturas. 

§2.2 . La C/1araclerls1/ca u11/versalls 

· Lasid~lisi~iciales del proyecto de Leibniz de crear un álgebra de pen
samiento, /ingua phi/osophica o Characteristica universa/is, se en
cuentran en su Dissertatio de arte combinatoria ( 1666). En ésta habla 
bosquejado un cálculo de conceptos al que llamó lógica inventiva y 
discutió la posibilidad de transformar reglas de inferencia en reglas 
deductivas esquemáticas. La Characteristica universa/is que buscó 
durante toda su vida serla una manera de representar simbólicamente 
los conceptos fundamentales y un método para combinarlos y crear 
pensamientos más complejos; permitirla a toda persona instruida ma
nejar de manera estándar y mecánica todos los procesos de pensa
miento humano racional para obtener verdades en cualquier campo. 
Se llegarla a conclusiones inequívocas economizando el uso de la 
mente y la imaginación por medio de la expresión simbólica de la ar
gumentación. Con su creación de la simbología que· hasta nuestros 
dlas seguimos utilizando en el cálculo diferencial e integral, logró par
cialmente su obsesivo deseo. Esta idea fue central no sólo en sus apor
taciones matemáticas, sino en todas las demás áreas del conocimiento 
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a las que dedicó sus esfuerzos: lógica, politica., filosofia, teologla, 
geologla, minerla, etcétera. 

§2.J La combinatoria •-• · . · . . : · · . :· 

Los resultados que Leibniz obtuvo en p~(; ·~~ sÜs' e~tudio~ d~ s~ce
siones numéricas fueron sus primeros _éxitos mátemáticos;• En su pri~ 
mer encuentro con Huygens le comuniéó sÚ-méÍodo•general pára 
detenninar la suma de los ténninos de sucesioiiés numéricas:· 

Por medio de un silogismo demuestra' el )eorema de que 

el todo cde es mayo~ que fa p¡,;té de. ; · 

d e 

- Fig. 2.1 

La premisa mayor es_ una definiciÓn,-la premisa menor uná proposi-
ción de identidad y illconclusió~, el teorema anierior: · 
Premisa may~~ {d~fl~i~iÓn): d~ d~;-¿~~rPo~.-é;"m~y~~ aquel cuya par

te es igual al todo del otro.-·- - ;•.< .:~,'. .::• , _ _---- ·- · ,,,_ 
PremÍs~ men~r (pr~p~sicÍó~ de ideniidad): la parte de del todo cde es 

igual al todo de (es dei:ir, as! mismo):;,•,,_ · _,_. __ 

Conclusión: por tánto:• ~j todricd~~s mayor q~~ !~parte de [véa8e Ai-
ton 1992, 72]. ·: · ._, · - -, · ···· · · · ' 

As!, a Panirde qll~ ~ .,;•;;o;_A::'AS o'.'.s~tiene q~e 
A • ';\ :(B O:o :+· C,~ e;+' O ·'¿o ;f- E-~ E' __ ;,, O. 

Si A - o =Lo :·e =M; e- ~~N,D~ E.,,''o;ie tiene que 

A - L ·~ M ~ N - o ~ ii lo y ~;+ M +_N + ci ,;,, A - E. 
\.,·., 

Y resulta que 

fa suma d~ las diferencias' es ¡-g~¡,¡ ¡, ¡¡, dlferc~cia del primer 
térÍnino menos el último. 
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Por ejemplo, para la sucesión finita de los cubos de los números 
naturales del O al 5, ' · · 

o, 1, 8, ·27, . 125, 

la sucesión de las diferencias de términos ¿Clnsecíitivos ~s . 
' ., L''X':.· '··d'.i .. : 

o - 1, 1 - 8, 8 - 27,; ;\) 21 _:'6.,4, ;64:- 125 

o -1, -7, ~~19:;' ;: ,· -37, :·. < ~61' 
y asl, ' ,; ; '.\'., ; .. ,· ,, 

O - (O - 1) - (1 - 8) - (8 .~,'27) : (27 ~ ~).~ (6:f" 125)- 125 = 

º + 1 '+1+\? r~;,~ ¡;; ~,125'~ 
1+7'+19'+'37;+761;='.125~'.o:,;; 125.> 

. ' '!, .. '···' . -,,, -:·-.. ·.<: ••. · 

El ejempl~' qu'e· LeibÍÍi~ ~itó ~on fre~uenciá' fue ei d~ la ~urna d~ nú- . 
meros impares consecutivos, escritó cada inio de ellós como diferen-
cia de~uadf¡¡~~s::\;),~. :.··,,;,'. ,.···•.'········ ·.·. 

Cuando mostró estos. resuhados a Huygens, en eI otoilo de 1672, 
ésié le planteo iin ~robh:ma qúe él 'mismo ya habla resuelto: encontrar 
la suma de .lá sucesión' de' los rec[prócos ilé lós.nÍínieriís triaiiguláies'. 

·La pÓsibilidiid de sul11iÜ- ú'n número infinito .de'téíTnirÍos surge cuando 
el término. géneral, va. dismilluyendci a. cero;· qUé/ para. el· problémn 
qUe pro¡i'tiso' Huygens; ésie es ·el cn5o. ;: 

As!, sé trataba 'de' su~ar la serie> 
·;. ''· ;.¡/;¡.:;<¡" 1 ' .. 

. T +3-f:;<; +Tii + TS + ... 

Los términos de l·a sucesión que se toma como inicial son 
. , .'t 

2 
y las diferencias, 2 · 
Entonces, se tiene, 

}· 

o 

de donde, 
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- 1-': 1 ···I .' 1 ,. 
1 -:2-t-.6,-t-12+20+ ... 

y, por lo tanto, la suma requ~;idá ~s . 
. :;''.( 1'•''1" 1' "1 ' 
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2 7 l .. +. J +.i)+ 11i + 15 ;!" ·:· • 

A partir de estos ,resultlldo1 f~~Óel ~iálí~ul~ annó~ico, que.es 
simétrico ·al triángulo aritméticó de Pascal: En.el.siguiente diagrama 
se confrontan ambos arreglos numéricos; 'el triáriguló a la izquierda' 
es el aritmético de Pascal y 'et que 'está a la derechá,' el armónico 
de Leibniz. ·· . ' 

1 
4 5 

4 
1 
3 

1 1 
2 12 10 3 

1 · 
6 6 2 

1 1 
2 12 'º 3 

1' 
3 4 

1 
4 5 

1 
5 

1 
20 

1 
6 

1 
30 

'.1 
60 

1 
JO 

1 
60 

1 
20 

1 
30 

1 
5 

1 
6 

Trilngulo orllmlllco de Pascal Trlhgulo 1rm6nico de l.elbnlz 
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Las filas oblicuas exteriores del triángulo aritmético están for· 
madas por 'unos'. En el triángulo annónico la primera fila, de iz· 
qulerda a derecha y de abajo hacia arriba, sé forma con los recfprocos 
de los ténninos de la segunda fila 'del aritmético, 1, 2,: 3; ... ; vista 
de derecha a izquierda y; de abajo hada arriba; : ' ' 

En el triángulo aritmético, cada término que· se_ va'; escribiendo 
a la_ izquierda se obtiene sumando los dos ténninos -inmediatos·¡¡ su 
derecha, como se indica con las flechas; en' e 1 annónico»éáda término 
se obtiene restando los dos términos iiimediátos sú'periores;' como se 
indica con las _flechas. · - , ::· ·_ '> ~ / , , 

Dado que_ en el triángulo armónico_ cada, nueva_ fila oblicua se 
fonna con las diferencias de_ los témíincis de la anterior,' la ·suma 
de' los elementos de cada fila -hasta determinado término es' igual -
a la diferencia del primero y último términos deJa precedente. Por 
ejemplo, · · · - · - · · --

, 1 1 1> 1:' l't ' 
__ -, 3-+:12;30;6ii~F3ü • 

(la s~ma de los de la t~rcer~'fi1a'tbtic~a).'·A~i,' ¿ualq~i~~ té111lin~ es 
igual á la sumade''todos los té_nnhÍos a su derecha de la sigiiiénte fila: 
En el aritmético, cual~Úier término es igÚal ala diferenCia de los deis 
términos debajo de él en la_ filá siguiente. y sumando todos los térmi
nos de cualquier fila en el 'armónico~ 'se obtiene, dado é¡ue el tém1ino -
general tieridé a c~ro e'ri ta'preccderité; > - ----- -

~ + i + .g+:.Jsfio;/.::c~:1 ··-
I 1 -t'·· t ;:;_ = .!_ 
3+j2+30+(iii+: .. ; .2 

{ + io +'io f ... }J 
:.» 

Al multiplicar la prim~ra'~uma por 2, se obtiene la suma de los recf-
procos de los números triangulares: - -

1 +f+i+N~i+ ... __ r_·-+ ... = 2 
.. - - - ' ' '' 11(11+'1)/2 

'· " ' .. ·. ,",.. ., .. • . .. . ,. '·, < 

y multiplicando _la segunda por 3, la de Íos reciprocas de los números 
piramidales:_ · · · · -
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1 1 1 3 1 +¡+10+20+ ... =2· 

Obsérvese también que cada fila oblicua del triángulo armónico 
se puede fonnar dividiendo los ténninos de su primera fila entre Jos 
de la tila correspondiente del aritmético. Por ejemplo, los de la cuarta 
tila, 

1 1 1 
4' 20' 60' ... t 

se pueden obtener dividiento 
1 1 

1, 2' J• .... 

respectivamente entre 4, IO, 20, ... que son los de la cuarta fila del ar
timético. 

§2.4 Método de lransmulación 

Los resultados obtenidos por Leibniz, en los que las sucesiones de di
ferencias le permiten encontrar sumas y esta5 deis operaciones apare
cen como inversas una de la otra, adquirieron relevancia cuando 
pensó en la posibilidad de aplicarlos a la géomefrla, es decir, transferir 
estos resultados del ámbito discreto de his.síu:esiones a ·un contexto 

continuo. . . .'< ;, , ·, ..... .,. . . . 
El tratamiento geométrico de .estasJdeas';de Leibniz estuvieron 

basadas en el lriangulum characterisiicum;· como él lo. llamó, y que 
en varias ocasiones afirmó haberló enclintrado'cúaiído·estudió el Trai
té des sinus du quartdecerc/ede'Pascal (v;gr.,'en una carta a 
Ehrenfried Walther, Grafvon Tschimhauss (1651-1708). Dic:J 679; 
véase Walker 1932, 17). · . · . .·.· . > ". .•. · 

En el diagrama de Ja Fig.' 2.2 ~parece ~I trÍ~gúl~ 'ái, ~ partir 
del cÜal, como. ya·· vimos (§ 1.5), .. estableció Pascal·· Ji suma de, los 
productos' de los senos por Jos pequeilos.elémentós'de 'ci~cu~fe~ 
rencia (esto es, el momento total del cuadraniéde circiuiferencia con 
respecto al eje de abscisas)' considerando. el. segmentó EE tángente 
a la circunferencia en el punto E. Lc:ibniz utilizó en ·s,us investigaciones 

l. El momento de una partfculn con respecto n un C:Je e's f~~al ·~ producto de su 
peso por su distancia perpendicular al eje. · ., · 
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el triángulo EDM, al que llamó triángulo caracteristlco. Tomaba el 
segmento ED como una cuerda o un lado recto infinitamente pequeño 
de los que. forman la circunferencia. 

E(E') B 

Leibniz generalizó el uso de las propiedades del triángulo carne"• 
terlstico a todas las curvas (Fig. 2.3), al remplazar el radio del círculo 
pór la normal n a la curva en el punto D. Sin cmtiárgó; 'está gené- : 
ralización no era nueva: Huygens yn la habla utilizado 'por ejemplo' 
para calcúl_ar la superficie de un paraboloide dÓévolucióri · [Baron' 
1987, 275; Aitiin 1992, 81]. f>ero LeibÍiiÍ ºavanzó más'. Eri lugar 

0

de' 
tómar los· elementos. trapezoidales ERRE (Fi·g. 2.2); éxplciró ei úso 
de elementos;triangulares OP~' (Fig. ·2.4),:: ·' · · 

Fig.2.3 Fig.2.4 
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Una aplicación Importante del triángulo caracterfstico fue la crea
ción de Leibniz del método de metamorfosis o de transmutación, o 
proceso de la cuadratriz que a continuación se describe. 

Sea dada la curva OPP'Q (Flg. 2.5) y sea PDP' el triángulo ca
racteristico en un punto P de ella. La cuadratura de esta curva es 
igual a la suma de los elementos trapezoidales APP 'A '; también es 
igual al área del triángulo OBQ 

<fonxBQ) 

más la suma de los elementos triangulares OPP'. Al considerar que 
PP' es un segmento de recia infinitamente pequeño de los que fonnan 
la curva OPP.'Q, la Unea. recta .tengente por el punto P será la prolon
gación de PP'. y C()Í1ará al eje vertical en .T. Trácese OS perpendicular 
a• PT., Resultá· que. el iriángü!opT.S' asf .construido es semejante al 
triángulo PP'D (am!Íos'son triáÍÍgulÓs rectángulos y el ángulo PP 'D 
es iguát aráñgÜ.!o STO,púes.J>'D es paralela a TO) y porto tanto . . 

• • • - • '·· • - • ,• r 1 ;; • ~ , -• ' • • • ",•• " ~ • ' - - : •• : • 

· · , OS '· PD :. , · 
,.rro':"pp•,º OSxPP =TOXPD. 

Obsérvese qu~ OS (altufu) por.Í'P' '(base) es el doble del área del 
triáilgulo OPP" . .. . 

A 

Fig. 2.5 
• 
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Para cada punto P sobre OPP 'Q se detennina un punto R al trazar 
la tangente PTy tomando AR = OT. De esta· manera se éonstruyé otra 
curva, ORR 'C. La cuadratura de esta nueva curva es iguala' la suma 
de los elementos trapezoidales ARR'A, cada uno de los cuale.s tiene 
como áreaRA xAA' = TOxPD. Pero osx PP' = TOxPD¡esto es,,· 
el doble del área de cada triángulo infinitesimal OPP: es' igual al áféa 
de su correspondiente 'rectángulo' infinitesimalARR'Á, Entonces,.la 
cuadratura del sector OPP 'Q por encima de la linea recta' OQ es igual 
a la mitad de la cuadratura de la curva ORR 'C. 

Por lo tanto, 

El rasgo más sobresaliente del método de ir~n~~~taciÓn es que 
relaciona el trazado de tangentes con la detemiiríáción de cuadraturas: 
para detenninar la nueva curva ORR 'C cuya· cuadratura debe ser más 
fácil obtener que la de la original OPP 'Q, -es necesario trazar las 
tangentes PT por cada punto P de ésta. Asl mostró y utilizó Leibniz 
su conclusión de que la detenn inación de cuadraturas y el trazado 
de tangentes son 'operaciones' inversas una de la otra. 

Pascal no llegó a este último resultado. Y es que, respecto a la ac
tividad matemática, ocurrió lo siguiente, según Pannentier [1989, 18]: 

Pascal no vislumbró el alcance general de su método porque se preocupa
ba de un resultado detenninado. Habla prevalecido el esplrilu geométrico 
sobre el esplrilu de Invención. [ ... ] Leibniz debe su descubrimiento al he
cho de que al recorrer los diversos horizontes matemáticos se preguntaba 
por los métodos. 

Fue de esta manera como el triángulo caracterfstico pennitió a Leib
niz explorar sus resultados con sucesiones numéricas en un contexto 
geométrico. Sobre esta idea escribió a John Wallis (1616-1703) en 
1697: 

La consideración de diferencins y sumns en sucesiones numéricas me 
habla proporci_onado d primer i:sclarrcimien_to [primam /ucem J al dar-
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me cuenta que las diferencias corresponden a tangentes y las sumas a 
cuadraturas [Bos 1974-75, 13]. 

27 

Consideró en el estudio de las curvas una sucesión de ordenadas y, 
equidistantes (Fig. 2.6), y si la distancia entre ellas se toma infinita
mente pequeña (despreciable al compararla con cantidades finitas, 
pero diferente de cero), la suma de las ordenadas dará la cuadratura de 
la curva, y la diferencia entre dos ordenadas consecutivas dará el va
lor de la pendiente de la recta tangente correspondienle. 

Sobre el prlmam lucem .de Leibniz también ha opiiiado. Pamieritier 
(1989, 17]:. " ., ., •/:. ,. 

[ ... ] estees~l~~~i,mié~t'o repenÚÜ0°[iJ~i~r¡s~Üdal~e] [.i: .. ¡ ~;~~i;mente 
hablando no es: el fmto de alguna,investignción ni de algún esfuerw; 
basta, con la. simple inspección de tin resultado yn establecido, ver algo 
nuevo, que en ~n. s.~~t}do; salta ii,Jn :v.i~ta [saútait a1Lt ye1txJ.) ;'.; 

Este prin;~~ t~o;~nif irdgo~~¿t~,·de·\i;g~~·n¡~~i~'.·i~finlt~simal,· el 
método de transmutación,· Le.ibniz' lá comuniCó a Huygens en el ve
rano de 1674 y la_ demostración detallada a 'otros en 1675 [Aiton 
1992, 81] ... ·· ., ' .. ... . · ... '' ' ' 
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§2.5 Notaci6n del cálculo de Leibniz 

Leibniz lleg6 a conjeturar que d(xy) = dxdy y que 

X cfx 
d(yl=¡¡;· 

En las investigaciones para la creación de su cáléulo, propiam'ente di
cho, el testimonio más detallado son sus manuscritos del 25 de octu
bre al 11 de noviembre de 1675; en estos establéCió la· relación 
simbólica de los problemas directos e inversos de taógentes.' · 

En un diagrama análogo al de la Fig. 2. 7, éonsideróuriií sucesión 
de ordenadas y equidistantes e infinitamente cercanas:· Las'diferencias 
entre ordenadas sucesivas las representó con/ y consideró' los mo-
mentos xi de estas diferenCias con respecto al eje·. OD.'' . 

. . . ,,':.D' . 

. ··' .. : '·~,. . ' 

La suma de l~s ~oment~~ xl:~acl á~ea de la región OCD y la 
suma de lás ordenadas y, la de OCB.' .Usó la abreviatura omn. de 
la palabra latina omnia (todos) para indicar.'una suma'; 11/1. x significa 
el 11/tim11s (úhimo) x;· esto es, OB; una barra horizontal sobrepuesta 
equivale a nuestros paréntesis, y el símbolo para Ja igualdad era íl. 

2. Los manuscritos malemálicos de Goufrled Wilhelm Leibniz de 1675 donde apa· 
recen sus ideas acerca de lo que será el cálculo fueron editados por primera vez 
cnlre 1849 y 1864: G. W. Leibniz, 1849·1864. Mathemaliscl1e Scliriftcn (7 vols., 
ed. C. t. Qerhantl. Berlln y Halle= 1961·1962, Hildesheim) (Cilado en Grallan· 
Guinness t 984]. 
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Se tiene entonces que .'los momentos de las diferencias con res
pecto a una linea recta perpendicular al eje son iguales al comple
mento de la sumá'deJos térininos [y)'; con esta notación: 

. . .. ...... óin~.:áh~í~.~· ~mn 1. - omn.y. 
Como las ~rde~~d~;~,~~~·¡~,,~~'¿~~lÓ~ de las sumas de las diferencias 
/,se tiene queom/~.)¡ ;.;.'Omn:·om~'.l".iárea (OCB) y por lo tanto . 

. · oiiilí.XÍ.fl ~Ú.x ~~1~./ ~ omn. omn.I, 
'. "'' '·''"-,:J.: -·.:,\_ .. ; .. ·'.··~ .~~;·.~~-'.····J·{.:"':.:,(;·.•.:-• .;,-:'io''<·: :."';~:,-: ·,·_ ': ; . ·,. ; ·, 

'los momentos de)os téiminós:CIJ son iguales al complemento de la 
suma de las sumas' ;o: ·~;~·: :· ;;:: ¡r• '> ~ ·¿.:. .• · :·.·.. ... . . 

:. Bajo argumentos.· geo.métricos habla ( establ~cido el: teorema 

. :. . x;::··;'{,f~~¡(.S,0m~.,~~~;'~ r .. ~~u: . ·. 
y escribió: .'.'será iiiil escribir I en lugár.dé omn!, dé manera que· fl ".' 
oniii.1,-·o la·s'üitúí .. de' lils /,;;Asf~-: ·", ,_ 

·~2 =Jf7~ Y Jxl=xf lffJlc"'.~ 
[BMont992; 284; Bos 1984, 92-93; Burton 1988; 389]. En sus ma-
riuscritos del 29 de octubre dice: · . :~ 

'· - ·-
Dada I y su relación con x, hallar f /.Está se tiéne que obt.cner del 
cálculo inverso, es decir, supóngase que f I =ya: Sea é(· · ·h:·· .. 

I =E;' · ...... . 
. d •.· .... ., ... 

enlonces, asl como I incrementará dimensiones, d las disminuirá. Pero 
f significa una suma, y d.unu diferencia.,A partir de lay dada, siempre 
se puede encontrar .. · · · · · 

. . ~ ó 1, ·. . 
esto es, la diferenciide las y [Burton 1988, 389]. 

Parit ·Leibniz toiti~r una diferencia era disminuir una dimensión 
y ·por· eso.el símbolo d lo usa como denominador (por analogía con 
el proceso de división) . 

. Tres díasdespúés, el lºde noviembre, remplazó al'. pordy, avan
zando más en sus abstracciones al no preocuparse mfl'l por la preser
vación de la homogeneidad dimensional. 
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Respecto al sfmbolo f, Leibniz vio por primera vez el ténnino 
'integral' en un articulo de Jacques Bemoulli (1654-1705) en 1690; 
lo habla acuilado el hennano de éste, Jean ( 1667-1748): "el ténnino 
se me ocurrió al considerar la diferencial como la parte infinite-' 
simal de un todo o integral", explicó a Leibniz en 1695 [citado 
en Bos 1974-75, 22). Leibniz habla intentado persuadirlos de' que. 
usaran el ténnino 'sumación'. Prevaleció el término .'.integral'} con 
la notación de Leibniz. · · < ·>':> .. 

Pero no sólo los ténninos eran diferentes, también los conceptos: 
en ténninos de sumación, para Leibniz la fónnÜla .. · .. · .. 

fydx=Q 
,· .. '.,< -;,·:~:_'.~ :~-

,y\ ·~ -
·;}···· ··.::::·.:-:,-::: 

significaba que Ja suma de los rectángulos)icú Ínti~li~mentepeqll~nos 
es igual a Q; para los Bemoulli, la reciprocida~ dé Jos opéradores d y f 
les sugirió, introducir el símbolo fcomo el inverso·:de'd, Para ellos la 
fónnula anterior cjueriá decir que Q és iiriá' éáñtidad cuya diferencial 
esycú,. • .. .' :'.é: .\:, / r ::)'.~~;·~~~:·<~':;:~~y :')'.·:<. 

Por otra parte,'ftie hasta el 21 'de·noviembre·de:l675queLeibniz 
detérmirió correctám.ente hÍ regla'j)ara'obtéííer)a dif'érencia del pro
ducto de. dos caniidades y .en'julio'de:l677,enunció la regla del. co
ciente (véa5e§4.2}!:En:IÓs•E/emeÍltade Leibniz publicados .en el 

· siglo_ x1x;: e5cribió: ·- ' ·· 

d(xy) CS lo'mismo que la diferencia entre dos xy adyacentes, de las CU8• · 

les sea unaxyy la otra (:i+ dx)(y + dy). Entonces 
. _ . d(xy) = (x + dx)(y + dy) • xy o xdy + ydx + dxdy, 

y esto será igual a xdy + ydx si la cantidad dxdy se omite, la cual es in· 
finitamente pequeña en relación con las cantidades que quedan, dado 
que dx y dy se supone que son infinitamente pequeñas (es decir, si el 
término de la sucesión representa lineas que crecen o decrecen conti· 
nuamente por mlnimos) [citado en Bos 1974-75, t6). 

Con todo esto, es digno de hacer notar lo siguiente respecto al 
método de tránsmutación de Leibniz (§2.4). Cuando él descubrió este 
importante teorema, aún no habla forjado su notación y las reglas 
para manipularla. A continuación se reproduce el mismo diagrama 
de la Fig. 2.5 con esta simbologla (Fig. 2.8). 

La ordenada z de la cuadratriz ORR' es igual a y - PR. Por Ja 
semejanza de triángulos en la construcción, 
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, :R=!ffx ~PR~x!ffx 
dy 

y por lo tanto z =y- x"C&·, Asf, • "'··-. . . _ . 
. -.·J /.' '1 ' 
.J ydx = 2fzdx + 2xy; 

al sustituir a~ p0rF~~~fr.-~-r~+ ;·;~) 
1 f ydx;; 2/ <Y-: x-¡¡; )dx + 2-.Y 

; í />' 1 ;' -, 

'= 2 f y~ -:::2/ ~dy t 2l'Y· 

Esto es, f ydx+ f xdy~zyci f y~i:iy=¡ f~dy:/ 

Jt 

¡El teorema geométrico'; del ~;o~e~o de ;J¡~¡~~rf o sis ~s nuestra 
actual técnica de integración por partes( Peró estó no es lomás im
portante que quiero señalai-:';a.-partir'de laréciprocidad de' los ope~ 

~· d, ¡. ~ "=í~~~j:~;:r.·. ',.·. 
En el método de i~s~~i~~fÓ~-de L~ib~iz ~~7a~~ impllcita la regla 
para obtener la diferencia del producil> ile dos cantidades. ¿Por qué no 
la vio Leibniz? ¿Simple!11~nte porque carec!adel simbolismo adecua-
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do? ¿O se le puede acusar de parecer haber tenido una venda en los 
ojos, como decfa él mismo acerca de Pascal? (Véase: Lorenzo 
1989,111). 

§2.6 El "Nova Methodus" 

A principios de 1682 se inició en Leipzig la publicación de .la pri
mera revista literaria y científica en Alemania, Acta. Eruditorum. 
La fundó, con la ayuda de Leibniz, el profesor Otto Mencke ( 1644-
1707) y su hijo Johann Burkhard ( 1674-1732) lo sucedió como edi
tor de la misma. Se publicaba en latfn y a partir de 1732 se llamó 
Nova Acta Eruditorum; fue descontinuada 'en 1782. El primer arti
culo de Leibniz en esta revista apareció en febrero de 1682 y conti
nuó publicando constantemente. Firmaba sus colabÓraciones con 
las iniciales latinas G. G. L. 

En octubre .de 1684, después de haber guardado en secreto su 
método de las diferencias durante casi nueve ailos, bajo el titulo 
"Nova methodus pro maximis et minimis"i publicó Leibniz en las 
Acta Eruditorum un articulo de seis páginas. Esta primera publicación 
donde se dan las reglas elementales del cálculo diferencial -sin de
mostración-, además de contener errores de imprenta, era oscuro, 
y solamente dos lectores lograron comprenderlo: Jean y Jacques Ber
noulli. Éstos calificaron el contenido del articulo como "un enigma 
más que una explicación" [Boyer 1959, 207). En 1686 publicó Leib
niz, también en las Acta Er11ditor11m, otro articulo breve en el que 
presentó su cálculo integral [véase Leibniz 1987). 

3. El titulo .completo es: ''Novu mcthodus pro ma."'imis et minimis, itcmqm: tangen
tibus, quae nec fractas ncc irratinalcs quantitatcs moratur et singularc pro illis calculi 
gcnus". Algunas traducciones a otros idiomas (citndas en Leibniz 1989, 104) son: 
al francés (1884), ni nlcm4n (1908), al inglés (1715), al italiano (1927) y al mso 
(1948). En 1987 npareció una traducción ni espmlol, "Un nuevo método para los 
m:iximos y los mfnimos, asl como para las tangentes, que no se detiene ante las 
cantidades fraccionarim o irracionales, y es un singular género de cálculo para 
estos problemas" [Leibniz 1987, 3-15], nunque se sabe de otra publicnda de 197H 
(citada en Robles t993, 386-387]. 



[ ... ] /'Hospital pose/a una personal/dad atractiva, siendo, entre otras 
cosas, modesto y generoso, dos cualidades que no estaban extendidas 
entre los matémdticosde su época [Roblnson 1973, JOS]. 

Capítulo 3 

El Marqués de l'Hospital 

§3. I Introducción 

Guillaume-Fran~ois-Antoine de l'Hospital, 1 Marquis de Sainte
Meme, Comte d'Entremonl, Seigneur d'Orques, etc., nació en París 
en 1661 en el seno de una familia aristocrática. Sus padres fueron 
Anne-Alexandre de !'Hospital y Elizabeth Gobelin. Durante su ju
ventud fue oficial del ejército; tuvo que abandonar la carrera mili
tar debido a su vista defectuosa. Se casó con Marie-Charlotte de 
Romilley de la Chesnelaye, y tuvieron un hijo y tres hijas. Murió en. 
París el 2 de febrero de 1704. · · · ' 

El nombre 'Marqués de !'Hospital' es conoCido ÍUnpllamenie 'en 
el medio matemático por una regla que lleva su· nombre, la. cual, 
de acuerdo a la organización formal rigurosa del análisis matemático 
actual, sir.ve para obtener el limite de un coéiente de dos funciones 

l. La familia acostumbraba escribir Lhospital (véase pe 37) y después, en francés 
moderno, l 'Hopital. · · 
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que toman simultáneamente el valor cero en por lo menos un valor 
de su dominio común.2 

Robinson [1973, 304] afirma que está reportado que !'Hospital 
mostró talento matemático a muy temprana edad, siendo que a los 
quince ailos resolvió un problema sobre cicloides propuesto por Pas
cal. Publicó varios artfculos con los cuales contribuyó a la evolución 
del cálculo infinitesimal cuando éste estaba en proceso de formación; 
en uno de ellos aparece la solución al problema de la braquistocrona 
propuesto por Jean Bernoulli en 1697, el cual también fue resuelto 
por Newton, Leibniz y Jacques Bernoulli, además del mismo Jean. 

§3.2 L'Hospital y Jean Bernoulli 

Los hermanos Bernoulli fueron los primeros en contribuir al .desa
rrollo del cálculo creado por Leibniz, sosteniendo fructffera corres
pondencia con él. Muestra de su dominio de los conceptos y del 
manejo simbólico' de esta materia es que para 1690 empezaron a 
publicar en el Acta Emditorum [véase §2.6] sus propios logros. Al
rededor de 1700, Leibniz y los Bernoulli ya hablan creado, casi en 
su totalidad, lo que se conoce actualmente como cálculo diferencial e in
tegral elemental, a la vez que iniciaron el desarrollo de las ecuaciones di
ferenciales ordinarias y el cálculo de variaciones, nuevas ramas surgidas 
del análisis infinitesimal. 

Jacques Bemoulli se convirtió en profesor de matemáticas en la 
Universidad de Basilea, Suiza (de donde eran originarios) en 1687 
y Jean en la de Groningen, en los Pa!ses Bajos (The Netherlands) 
en 1695; a la muerte del hermano, Jean lo sustituyó en Basilea y 
permaneció ah! por el resto· de su vida. 

Jean Bemoulli llegó a Par[s a finales del otOilo de 1691 y tuvo 
oportunidad de visitar al sacerdote Nicolas Malebranche (1638-1715), 
de la Congregación de Já Oratoria, y de conocer al grupo de in
telectuales que pululabruí a sualrededor y a quienes, virtuosamente, 
mostró su constrúci:ión de la- catenaria. Aceptado en ese c[rculo de· 

2. Con mieS1ra nolaclón ncl~nl: / 1 m l.!&= l:.J!!l, si j(u) = g(u) = O y g '(a) ~ o. 
. x-+a g(x) g'(a) 

J. Cajori [1925, 418-429) prescnln ~blns de los slmbolos usados en los mwmscrilos 
y nrllculos de Leibniz, incluyendo los de su e:llculo inflnilesirnnl. 
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eruditos, en la segunda ocasión en que se reunió con ellos conoció 
a quien ha pasado a la historia como el Marqués de !'Hospital. 

Fig. J.I Guillaume-Fran~ois-Antoine de !'Hospital 

Fauvel y Gray ofrecen una versión en inglés de .una carta enviada 
por Jean Bemoulli4 en 1718 a Pierre-Rémond de Montmort ( 1678-
1719) y en la cual relata lo siguiente: 

4. J. Bemoulll 1718. leller to Montmort. En O. Spiess (ed.). 19SS. Der Briefwe
chse/von Jean Bernoul/i, l. Birkhauser. Pp. 136-137. Versión en inglés de J. J. 
Gray [citado en Fauvel y Gray 1988, 613]. 
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A partir de fa conversación que sostuve con el señor Marqués, supe in· 
mediatamente que él era un buen geómetra, lo cual ya se sabia, pero 
que no tenla conocimiento alguno del cálculo diferencial, del cual ape· 
nas si conocía el nombre, y mucho menos habla escuchado hablar del 

' cálculo integral que apenas estaba siendo creado; lo poco que habla de 
este cálculo en las Acta de Leipzig aún no habla llegado a él debido a 
la guerra. ( ... ) pero suficientemente pronto vio que yo no era ni un 
aventurero ni el pretensioso que él creía que yo quería aparentar. 

La conversación finalmente llegó al tema de la curva desenrrollada 
(evoluta) o círculo osculador, para el estudio del cual se sentía orgullo· 
so de una regla totalmente particular obtenida del método de máximos 
y mlnimos del señor Fermat. Para ponerlo a prueba, le propuse un 
ejemplo de una curva algebraica (ya que esta regla, supuestamente ge· 
neral, solamente funcionaba para curvas algebraicas y únicamente 
daba el radio en el máximo). 

El seftor !'Hospital tomó papel y tinta y empezó a calcular. Después 
de haber consumido cerca de una hora en estar garrapateando en varias 
hojas de papel, encontró finalmente el valor correcto del radio en el 
máximo de la curva [Fauvel y Gray 1988, 441]. 

Jean procedió entonces a proponer una curva para la que podla deter
minar el radio de curvatura usando una fórmula que en pocos minutos 
conduela al valor buscado de cualquier curva en cualquier punto de 
ella; según palabras de Truesdell [ 1958, 60]: "Bemoulli dramática~ 
mente mostró su arma secreta no publicada, la fórmula general para el 
radio de curvatura de una curva", El relato de Bemoulli continúa, ha
ciendo referencia a tal método: "[ ... ] lo sorprendió tan de pronto [a I'· 
Hospital] que a partir de ese momento se llegó a encantar con el 
nuevo análisis de lo infinitamente pequeño y se emocionó con el de
seo de aprenderlo de mi" [Fauvel y Gray 1988, 441 ]. 

Fue entonces que !'Hospital contrató a Bemoulli para que le ex
plicara el nuevo cálculo. El compromiso inclula tener que entregarle 
por escrito una lección en cada una de las cuatro ocasiones que tenlan 
que verse por semana, y que en general consistla en lo que Bemoulli 
hubiese escrito la noche previa. Dice Bemoulli en la misma carta: 
"[ ... ] uno de mis amigos de Basilea, quien se hospedaba conmigo, 
tuvo la gentileza de copiar cada uno de los artlculos que tenla que 
llevarle al señor Marqués de !'Hospital, de tal manera que Jos he 
conservado todos" [!bid.]. 
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Jean Bemoulli fue muestro de !'Hospital. en Parls desde finales 
del afio de 1691 hasta julio de 1692.'ycontinuó instruyéndolo en 
la finca de éste en Orques, a cambio ·de un· buen salario. 

; (.> ·:-: ·~'. ¡•:_:':;; 

No vacilé en dar al seftor !'Hospital nuevas memorias escritas siempre 
por mi propia mano cuando enconlraba material adecuado, y él mismo 
hizo arreglos para tener Ja oportunidad de plantearme todo tipo de pre· 
guntas [/bid.]. 

Después de que Bemoulli abandonó Paris, para ser profesor en 
la Universidad. de Groningen, tomó el compromiso de seguir ins
truyendo por carta a l'Hospilal, a cambio de un salario mensual con· 
siderable. Seguirla enviando a !'Hospital material sobre cálculo, 
siempre y cuando éste cumpliera con el compromiso de no divulgar 
los· nuevos descubrimientos matemáticos que le presentara. Muestra 
de la generosidad con que estaba dispuesto a pagar el Marqués de 
!'Hospital es una carta enviada el 17 de marzo de 1694 a Jean Ber
noulli, parte de la cual dice [citada en Struik 1963, 258; y en Trues· 
dell 1958, 61]: 

Con placer te daré una pensión de trescientas libras, Ja cual empezará 
el primero de enero del presente ailo, y enviaré doscientas libras por Ja 
primera mitad del ailo debido a Jos artlculos [joumals] que usted ha en· 
viado, y serán ciento cincuenta libras por Ja otra mitad del afto, y asl 
sucesivamente en el futuro. Promelo Incrementar pronto esta pensión, 
dado que sé que es muy mesurada, y Jo haré tan pronto y como mis 
asuntos sean un poco menos confusos. [ ... ] No soy tan irrazonable 
como para requerir a cambio todo su tiempo, sino sólo le solicitaré que 
de vez en cuando me dedique algunas horas de su tiempo para lrabajar 
en Jo que Je preguntaré y también que me comunique sus descubri· 
mientos, pidiéndole a Ja vez que no muestre ninguno de ellos a 
otros. Le suplico incluso que no envle aquf copias de Jos escritos 
que ha dejado conmigo ni al seftor Varignon ni a otros; pues no me 
agradará que sean publicados. Envíeme su respuesta a todo esto y 
créame, 

Monsieur tout a vous 
le M. de Lhospital 

En 1695 !'Hospital opinó acerca de Jean Bemoulli, escribién
dole a éste: "[t]engo plena certeza de que existe apenas un geó· 
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metra en el mundo que pueda ser comparado con usted" [Truesdell 
1958, 62). 

§3.3 El primer texto de cálculo diferencial 

Literalmente, puede decirse que el cálculo infinitesimal inventado 
por Leibniz, y a cuyo desarrollo contribuyeron prominentemente 
los hermanos Bemoulli, fue vendido al Marqués de ('Hospital por 
Jean Bemoulli, incluyendo los nuevos logros de éste en la materia. 

En 1742 Jean Bernoulli publicó la segunda parte de su Curso 
sobre Cálculo Diferencial e lnlegral; fue hasta 1922 que Schafüeitlin 
encontró en la Biblioteca Pública de Basilea la primera parte de este 
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curso que habla impartido a l'Hospital en París. A partir de esta 
evidencia, y de la existencia de cartas entre estos dos personajes, 
dadas a conocer al público general por primera vez en 1958 ~n 
1947 Spiess presentó también al público general una idea impar
cial del contenido de tal correspondencia [Truesdell 1958, 60) y en 
1955 publicó la correspondencia inicial de Bemoulli [Struik 1963, 
258)-, se concluye que la versión del Marqués de !'Hospital del 
cálculo diferencial, el texto A nalyse des infiniment petils pour 
/ 'intel/igence des /ignes courbes, está basada en las enseilanzas 
que recibió de Jean Bemoulli. Fue en 1696 cuando !'Hospital, al do
minar ya el cálculo diferencial, anónimamente publicó 
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este texto' y, dado que habla pagado bastante bien por el trabl\jO de Jean 
Bemoulli, dignamente dio el siguiente reconocimiento escueto: 

Por lo demás, reconozco estar en deuda con los trabajos luminarias 
de los seftores Bcmoulli, sobre todo con los del joven quien actual
mente es profesor en Groningen. Me he servido sin cumplidos de sus 
descubrimientos y de los del scftor Leibniz. Es por ello que consiento en 
que ellos reivindiquen todo lo que gusten; yo me conformo con lo que 
tengan a bien dejarme.' 

En todo el texto no vuelve a mencionar 'al joven profesor de Gronin
gen'.7 La respuesta de Bemoulli a la carta del 17 de marzo de·1694 
(véase p. 37 anterior) está perdida; por los documentos existentes se 
sabe que inmediatamente aceptó el compromiso, el cual finalizó por 
muy tarde al ser publicado el Analyse des infiniment petits. En 1691, 
cuando empezó a instruir a !'Hospital sobre el nuevo .cálculo, Jean 
Bemoulli era un joven de 24 años de edad y sin empleo; en 1694 esta
ba recién casado y aún no tenla trabajo. Hasta el año siguiente obtuvo 
el puesto de Profesor en Groningen. 

El suceso que a continuación se relata da una idea clara del grado 
del contrato entre Bemoulli y !'Hospital: en 1695, Bemoulli obe
dientemente revisó y tradujo al latín la solución de !'Hospital a un 
problema. Sin embargo, generalizó el problema dando su propio an.á
lisis y agregó una nota al escrito de !'Hospital que fue publicado 
en Leipzig. Cuando ('Hospital lo reprimió recordándole que tenla que. 
enviarle sólo a él todos sus trabajos y no publicarlos, le contestó 
con la siguiente promesa: "sólo tiene que hacerme saber sus deseos 
categóricos -si ya no tengo que publicar nada en mi vida-, los 

5. En la segunda edición (1715(, si aparece el nombre del autor: Mr. le Marquis 
de l'Hospilal. 

6. Au reste je rcconnois dcvoir bcaucoup nux lumi~rcs de Mrs Bernoul/i, sur tout 
A cclles du jeune prescntcmcnt ProtlCsscur a Groninguc. Je me suis servi sans 
fa¡on de leurs découvertes & de cellcs de M. leibnis. Cest-pourquoy je consens 
quils en rcvendlqucnt tout ce quil leur plairn, me contentant de ce quils voudront 
bien me laisser [l'lfospital 1988, xiv]. 

7. En el último párrafo de la Sección IX, cuando se publicó la segunda edición (véase 
n. 5 anterior; recuérdese que el Marqués de 1'1-lospital murió en 1704) se agregó 
lo siguiente: "& que la portian ~e courbe DMF satisfait nu ProblCmc propasé 
par M. Bernoul/i dans le Tome second des Supplemens des Acles de Leipsic, page · 
291" (!'Hospital 1715, 163]. 
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seguiré con precisión y ya nada de mi autorfa será visto" [Truesdell 
1958, 61). '•, ' ' 

El siguiente capitulo de este trabajo contiene lo esencial del texto 
Análisis de /os iflfini/amente pequeflos para el estudio de las lfneas 
curvas: Además de éste y del trabajo póstumo de !'Hospital publicado 
en Parfs en 1720; el· Traité analytiq11e des sections coniques et 'de 
/eur 'usage pour'!a resolution des équations dans les problemes iant ' 
déterminés q11 'indéterminés, publicó alrededor de veinticinco notas 
breves sobre problemas especiales. · 
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¡ ... ] el nombre en Ira primerra páginas de ·un libr~ de tex10 casi nunca 
representa al única autor, · sino.' que , tal · nombre representa una 
'colectividad' de au/ares (Schubring 1992, 283). 

Capítulo 4 

El A11alyse des i11flniment petits 

§4. l Introducción 

El primer libro de texto de cálculo diferencial fue publicado en 1696: 
el célebre Analyse des infiniment pctits pour /'intel/igence des lignes 
co11rbes [Andlisis de los inftnitamenle pequeños para el estudio de las 
líneas curvas] de l'Hospital. 1 Apareció doce ailos después de la 
creación de esta rama de las matemáticas (demasiado pronto para la 
época: apenas en 1684 se habla publicado por primera vez el algo
ritmo del cálculo diferencial (véase §2.6)). 

Probablemente el texto de !'Hospital adquirió su mayor celebridad 
por el resultado más importante que en él se publicó por primera 
vez, el cual conocemos como 'regla de !'Hospital' (§3. l y 4.3.2). 
El texto era una introducción a esta nueva rama de las matemáticas, 
'la geometrla de los infinitamente pequeilos', como la.llamaban al-

l. Una versión en castellano del libro de texto completo de l'l!ospital, prep;Ílda. 
por el autor de esta tesis, será publicada próximamente por la UNAM (Facullad 
de Ciencias, colección Matlrema). 
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gunos estudiosos, la cual "no era más que una especie de misterio 
y, por asl decirlo, una ciencia cabaHstica hermetizada entre cinco 
o seis personas" [Fontenelle; citado en Macosu 1989, 225]. 

Desde luego que este texto jamás perderá importancia histórica, 
y siempre será trascendental pedagógicamente, dado que se elaboró 
en los momentos mismos en que se establecfa el análisis infinitesimal. 
Por ejemplo, es digno de hacer notar que en 1988 Underwood Dud
ley, al resel'lar uno de tantos textos de cálculo publicados en Estados 
Unidos con el titulo Calcu/us with Ana/ytic Geomelry, el de George 
F. Simmons (y como es la costumbre actual de los estadunidenses, 
de casi 1000 páginas), resalta varias virtudes de esta obra de !'Hos
pital contrastándola con otros textos de cálculo de los que se han 
publicado desde los 1850 hasta nuestros dlas [véase Dudley . J 988]. 

El Analyse des infinimenl petits fue publicado nuevamente en Parls 
en 1715, 1720 y 1781. En 1768 apareció una edición en Avignon. 
En 1730 Edmund Stone publicó una versión ·en inglés en Londres 
con el titulo The method o/ jluxions' bolh direct and inverse, en cuyo 
prefacio' escribió: · 

[ ..• ] el Calcu/us Dijferentialis, publicado primero por el señor Leibnitz, 
en el año 1684, habiendo sido seguido desde entonces por casi todos 
los extranjeros, quienes representan el primer incremento, o diferencial 
(como lo llaman ellos) con la letra d, el segundo con dd, el tercero con 
ddd, etc., usando el término integral para las fluentes o cantidades que 
fluyen. Pero d.ndo que este método en la práctica de lo mismo, no dilie
re del de las fluxiones, y un incrmento o diferencial se puede tomnr 
como una fluxión, por respeto a Sir Isaac Newton, quien inventó lo 
mismo antes del año 1669, he alterado In notación de nuestro autor, y 
en lugar de d, dd, d '. cte., he puesto su notación [In de Newton], v. 
gr • .t, :t, :t, etc., o algunas otras de las últimas letras del alfabeto, asl 
punteadas, y he llamado al incremento inlinitamente pequeño o dife
rencial de una magnitud, la fluxión de ésta [citado en Fauvel y Gray 
1988, 445). 

En 1725, bajo el titulo Ec/aircissemens sur l'Analyse des infini
ment pelits, se publicaron en Parfs (póstumamente) las notas del senor 
Varignon sobre el texto de !'Hospital que, según la advertencia del 
editor al lector: 
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Les he puesto el titulo de Eclaircissemens, porque me pareció el más 
natural y el más sencillo que se les pueda dar. Por lo tanto no son 
simples aclaraciones, ni sólo explicaciones de los lugares oscuros o difici· 
les del análisis que facilitan la comprensión de quienes se inician. Se en· 
contranln · adicionL-S considerables, proposiciones nuevas, problemas 
ailadidos a los del seftor Marqués de l'Hopital, reglas, construcciones, mé· 

·todos diferentes encontrados por el serlor Varignon (Varignon l 988, v-vi). 
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En 1988, se reimprimió en Parls, en facsímile, este escrito de Va
rignon junto con la primera edición del Analyse de 1' Hospital, en 
un mismo volumen. 

§4.2 Conceptos y resultados básicos 

El texto Analyse des inflniment petits está compuesto por diez seccio· 
nes que tratan los siguientes temas: la primera sección presenta los 
principios del 'cálculo de las diferencias'; en la segunda se aplica este 
cálculo para determinar las tangentes de cualqueir tipo de curvas; en 
la tercera se usa para resolver problemas de máximos y mínimos; en 
la cuarta para determinar los puntos de inflexión y de retomo y, en la 
quinta, las evolutas de las curvas. La sexta y la séptima secciones 
tratan sobre las cáusticas por reflexión y por refracción respecti· 
vamente; la octava sobre la determinación de los puntos de las líneas 
curvas que tocan una infinidad de líneas rectas o curvas de posición 
dada; en la novena se resuelven diversos problemas usando los resul· 
tados de las secciones anteriores y, finalmente, en la décima, se de· 
duce el método de Descartes y Hudde. 

Este primer texto de cálculo diferencial no presenta ejercicios o 
problemas para que el lector los resuelva: todos los ejemplos que 
contiene están resueltos. Sigue el estilo clásico de presentación de 
Euclides (y de Arquímedes) iniciando con dos definiciones y dos 
postulados. Sobre éstos, al final del 'Prefacio' anotó !'Hospital: 

[ ... ] los dos requerimientos o suposiciones que he enunciado al co
mienzo de este tratado, y sobre Jos cuales, solos, se apoya, me parecen 

. tan ev.idenles <¡uc no creo que pudieran dejar ninguna duda en la menle 
de los lectores atentos. Yo mismo los habrla podido demostrar fácil· 
mente a la manera de los nnliguos, si no me hubiese propuesto ser brc-
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ve sobre las cosas que ya son conocidas, y dedicanne principalmente a 
las que son novedosas [!'Hospital 1988, xv-xvi]. 

En lo que sigue de este capitulo, se incluyen las partes más im· 
portantes del cálculo leibniciano en la versión que publicó !'Hospital. 
Me he basado en la primera y segunda ediciones del Analyse des 
infinimenl petits [!'Hospital 1696 y 1715, respectivamente]. 

4.2.1 El cálculo de las diferencias 

Definición 1 

Se llaman cantidades variables aquellas que aumentan o disminuyen 
continuamente; y por lo contrario, cantidades constantes las que per· 
manccen siendo las mismas mientras las otras cambian. De esta mane· 
ra, en una parábola las ordenadas y las abscisas' son cantidades 
variables mientras que el parámetro es una cantidad constante. 

Asf, se estudian relaciones -entre cantidades geométricas- que 
expresan la naturaleza de una curva. Por 'continuamente' se entendfa 
que las diversas cantidades geométricas incorporadas en la curva bajo 
estudio no tienen saltos en su variación (non per sa/tum; véase Va
rignon 1988, 1 ). 

Definición 11 

La parte infinitamente pequena en In que una cantidad variable aumen· 
ta o disminuye continuamente, es llamada la diferencia.' SeaAMB, por 
ejemplo, una linea curva cualquiera que tiene como eje o diámetro a In 
linea AC y como uno de sus ordenadas a la recta PM (Flg. 4.1), y sea 
pm otra ordenada infinitamente cercana a la primera. Admitido eso, si 
se trazan MR paralela a AC y las cuerdas AM y Am, y luego se descri
be, con centro en A y radio [intervallc] AM, el pequeno arco de circulo 

2. App/iquée y coupé, respectivamente. en el original. Twnbién se usaban ordonée 
y fléche. Las ordenadas y abscisas no eran distancias medidas sobre los ejes de 
un sistema coordenado a pW1ir del origen; a cada segmento sobre el eje horizontal 
o dil\Jnetro (único que se consideraba) a partir del origen, en su punto nnnl se 
le hacia corresponder o se le aplicaba otro segmento perpendicular, la ordenada 
(appllcat~ perpendiculares, en lálln). 

3. Se ha traducido el ténnino 'différcnce' como 'diferencia' (véase §5.1 mlis adelante). 
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MS Pp será la diferencia de AP; Rm la de PM; Sm la de AM, y Mm la 
del' arco AM. Análogamente, el pequefto triángulo MA m que tiene 
como base al arco Mm será la diferencia del segmenlo AM, y el peque
fto espacio MPpm será la diferencia del espacio comprendido por las 
rectas AP y PM, y por el arco AM. 

Flg.4.1 
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Enseguida advierte que se hará uso de la letra d para denotar la 
diferencia: si AP se denota como x, su diferencia Pp será dx; la de 
PM = y, Rm, será czy; etcétera. 

l. Requerimiento o suposición (postulado) 

2. Se pide que se puedan lomar indiferentemenle una por la otra a dos 
cantidades que no difieran entre si más que por una canlidad infinita· 
mente pcquefta, o (lo cual es lo mismo) que una cantidad que no se 
incremente ni se haga disminuir más que por otra canlidad inlinitamcn· 
te menor que ella, pueda considerarse como que permanece si.'!ldo la 
misma. Se requiere, por ejemplo, que se pueda tomar a Ap por AP; pm por 
PM; el espacio Apm por el espacio APM; el pequefto espacio MPpm 
por el pequefto rectángulo MPpR; el pequefto seclor AMm por el pe
quefto lriánguloAMS; el ángulo pAm por el ángulo PAM; elcétera. 

Según la advertencia previa, al afirmarse en este postulado que 
Ap = AP, al pasar del contexto geométrico al algebraico, como 
AP = x, Pp = dx y Ap = AP + Pp, se tiene que x +. dx = x, y 
análogamente con las demás cantidades. 
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11. Requerimiento o suposición (postulado) 

J. Se pide que una lfnea curva pueda ser considerada como el en
samblaje de una infinidad de lineas rectas, cada una infinitamente 
pequefta, o (lo cual es lo mismo) como una poligonal' de un número 
infinito de lados, cada uno infinitamente pequefto, los cuales deter
minan, por los ángulos que forman entre si, la curvatura de la linea. 
Se requiere, por ejemplo, que la porción de curva Mm y el arco de 
circulo MS se puedan considerar como lfneas recias debido a su pe
qucftcz infinita, de modo que el pequefto triángulo mSM pueda ser 
supuesto rectillneo.' 

Son estos los dos únicos postulados en los• que I' Hospital basó 
todo el edificio del cálculo diferencial. Enseguida se presentan las 
reglas básicas del algoritmo de .,las ,diferencla5. : 

Proposición 1 . 

Próblem'a: 
, . 

4. Tomár l~diferitle;ide tJria/c~~íi~~dc~·~¡,~~d~sJw11'1s o ~ustrat-
das unas de otras. · '' · · ~· · · . . · 

Sea éladaa + x +y··:; cuya diferencia se 'requiere tomar. Si 
se supone que x es aumen.tada eri una pori:ión infinitamente pe-' 
quena, es decir que se vuelve x · + dr; y se volverá y + dy, y :, 
z + dz; la constante a (Art. l),6 pcnnanecerá siendo la misma a; 

4. En el original aparccepo/igóne. No se ha traducido como 'pollgono' porqúe este 
tém1ino se refiere B uno superficie plana limitada por lineas rectns; en cambio, 
'poligonal' quiere decir simplemente que tiene muchos ángulos, y se refiere a la 
Ogura misma (oqul, a curvas, la gron mayorln de ellas abiertas). 

S. Sobre esta concepción de una curva como una poligonal, comentó en el Prefacio: 
"Las poligonales inscritns o circunscritas u las curvas, que por Ja multiplicación 
infinita de sus lados se confunden finalmente con ellas, han sic.Jo siempre tomac.Jas 
como las curvas mismas. Pero hasta nhf se avanzó: fue a partir del descubrimiento 
del onálisls que aqul se trata que se advirtió el alconce y la fecundidad de esta 
idea" [l'llospital 1988, iv-v; ef., Leibniz 1989, 111 (véase §S.I mds adclonte)). 

6. Enseguida de las dos definiciones y los dos postulados anteriores, presentó el si
guiente Corolario: 

l. Es evidente que la diferencia de una cantidad constante es nula o cero, o (lo 
cual es lo mismo) que las cantidades constantes no tienen diferencia. 
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de modo que 'ª· canÍidad pr~pu'esta á .¡. x +y - z. se volverá a + 
x + dx. +y + ·dY ~ z ·~ dz, y su diferencia,. que se encontrará al restarla 
de esta última, Será Íix. +. dy • dz. y asl ocurre con' las demás; lo 
cual da esta regla: · · · 

Re11l• I· 

p{U~ I~ Qdición o sustracción de cantidades 

Se tomará la diferencia de cada ténnino de la cantidad propuesta y,. 
conservando los mismos signos, se compondrá otra cantidad que será 
la diferencia buscada. 

Proposición 11 

Problema 

S, Tomar la diferencia de u11 producto formado por varias cantidades 
multiplicadas entre sí. 

1°. La diferencia dexy esydx +xdy. 

Pues y se vuelve y + dy cuando x se vuelve x + dx y, por lo tanto, 
xy se vuelve entonces xy + ydx + xdy + dxdy, que es el producto de 
x + dx por y + dy, y su diferencia será yen + xdy + dxdy, es decir, 
ydx + xdy (Art. 2), dado que dxdy es una cantidad infinitamente pe·· 
quefta en relación con los otros términos ydx y xdy [ ... ] [C.f., §2.5, 
pp. 28 y 30 anteriores]. 
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Argumenta la validez de la nfinnación anlerior ni considerar que 
si las cantidades ydx y drdy se dividen entre dx, se obtienen como 
cocientes y y dy respectivamente, esto es, la cantidad finita y y su 
diferencia dy, infinitamente pequeila. 

Es interesante hacer notar que aunque alude al postulado 1 (Art. 
2), proporciona este argumento algebraico para justificar la elimi
nación del ténnino dxdy. Asf, realmente está evitando recurrir al pos
tulado 1 en la deducción de las reglas para obtener diferencias (será 
hasta el Art. 22, de la segunda sección, donde vuelve a aludir a este 
postulado, usándolo geométricamente, pero no algebraicamente) .. Si 
se usa explfcitamente el postulado 1, la proposición 11 se puede de
mostrar de la siguiente manera: 
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<(xy) = ydx + xdy + dxdy = ycú + (x +. dx)dy, 

y como x + tÚ =X, por el postulado 1 (Art, 2); se tiene 

<(xy) = ;dx,} ;'!>',, . ; 
En el 2º punto obtiene la'difer~nciá:del'producto,cle tres cari~ 

tidades, xyz, considerando. a xy como' Úná'sola:_cantidad y usando 
el resultado anterior (lº);·en él 3°,'obtiené'ladiferencia dexyzu; con
siderando a .rvz como una sola cantidad y usando_:e1 2° punto, Luego 
afirma: •y~¡ cicurre con otros hastaº el infinitó;'lle' donde se.forma 
esta regla:' · · · ··.e:/·,· 

.- ./'.-,·. 
Regla U· 

Para las can1ÍJJJ.; ¡,;~l;fplicada; 
La dif~rencia del prod~cto de ~~)IJ.li c;;riiid~dd~ muÍllplicadas entre si 
es igual a la suma de los productos de la diferencia de cada una de es
tas cantidades por el producto de las otras. : 

- -. ·. '. ·:'· ~ ., >·":'. ' 

6. Tomar la difer.enc/a ·de unafracéión cualquiera. 

Ln diferencia de:! es 
y 

ydx-xdy, -y-.-. 
Pues suponiendo ~ = :, 

7. Al igual que Descartes en 1637 [véase §t.4, p. t4 anlerior], l'Hospllal en su texto 
también usa »' para la segunda polencia y para las slguienlcs si usa suprnlndices 
(y

1,y", cte.). La práctica de usar .u para Ja segunda polencia la prefirieron algunos 
escritores, parece ser que b~ándose en que no ocupaba más espacio que x2. 
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se tendrá x = yz y, como las dos .cantid~des .. variables x y y:: de
ben siempre ser Iguales entre' si,' Y.ª sea ·que aumenlen o disminu
yan,· se sigue que :su diferencia,. es: decir,: sus incrementos o 
decrementos, serán también iglÍales'entrcsl por lo tanto se ten-
drá (Art, 5) dx = ydz. '!'_ · 

yc1x.;.~c1y· 
~· 

Lo que se necesitaba, Y.d~ dondesc,forma.la siguiente regla: 

Regla 111 

Para las cantidades divididfJ!. o~ar~ icd fracciones 
~- "º. ,·, .:\-: ,, 

La diferencia de únafracciÓn cualquiera e~ igual al produéto de la dife
rencia del numerador por el denominador, menos el producto de la di
ferencia del denominador pór el numerador, el total dividido. entre el 
cuadrado d~I dcno~l~~dor. ::; ::~. ;[;:."e;:·, .. ·,, : .. '. :: 

SI 

Haciendo 'Jsó t~mbién 'del : ;~~t~l~d~: 1, ;e pu;de d~~ostrar esta 
regla de la siguienté ma~era:'siri. recurrir á la reglá:-aríterior: 

d(~),;;x:+.'d;Lt·&~~¡¿~~xdY~id.t~idJi 
Y ·y+tiy'.'Y y(Y+dy) -y(Y+'!>')' 

y como y+ dy =y (Art; 2), 

d·(x)~ydx-~dy. y ---y--:· 
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Propo1icl6n IV 

Problema 

· 7, Tomar la diferencia de una potencia cualquiera, perfecta o imper
fecta,' de una canlidad variable. 

La regla IV correspondiente a esta proposición la obtiene de la 
siguiente manera. Dada la progresión geométrica 

y la progresión aritmética• 

O, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, : ... ' . 

continúa la aritmética 'por debajo del cer~;: .-1, -Í/-3/ ... Estos ténni
nos corresponden a los exponentes de la geométrica 'continuada por· 
debajo del I ': 

1 
X' ;¡• ;• 

Mediante. un proceso de interpolación agrega nuev~~ tÚminos a am~ 
bas. Se pueden interpolar nuevos términos entre dos términos conse
cutivos de una progresión geométrica (aritméticá) dada, de' modo que . 
con con éstos también estén en progresión geomética' {aritniética). 
Para interpolar medios geométricos (aritméticos) se requiere"detemii
nar la razón (la diferencia) de la nueva progresión:• As!, si 'erifre los 
términos x y x' de una progresión geométrica se requiere interpolar 
otros dos, se tendrá: · · 

8. 'Potencia pc:rfectn' es la que tiene exponente entero y •potencia impcrtCcta'. la 
que tiene exponente racional no entero, es decir, de la fonna 

~ I! Z; m, n e Z, y " ~ O. 

9. Una 'progresión geométlca' es una sucesión de números cada uno de los cuales 
se detennina mullipllcnndo el anterior por un número constante, al que se denomina 
•razón' de la progresión; una 'progresión aritmética' es una sucesión de números 
cada uno de los cuaJcs se determina sumando ni anterior un número constante, 
ni que se denominn 'diferencia' (resta) de la progresión. 
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. _:·~ ) 

x• rx, ?x, r'x = :t, de donde r = fi. 
•-. ,. ;-'••_ :.,-.' . .''';)-·,:, •. •:. •:·'·',.···~ • .- v~' ',• 

y, por lo tanto, los nuevos ténninos seránx.-yX"',Si entre los térmi
nos 1 y 2 de una. prógresión aritmética se requiere inter¡iolar otros 
dos, se tendrá: 1;:1. + d, 1+2d/1'+3d=); de donde d;;, ! y por lo 
tanto los riuevós términos 'séi'áii. ! y !. Asl, por ejemplo, codio · 

·, _:.. \ ~' ·:. ;·.l" .; ._·, :::: - . ' . ' 

.!. correspo~de a x•n, 
- :_o:2 ::·. ', 

afirma que 

y deduce, po~)as propiedadeitd~ arilbá-~ pro'gresiones, las leyes d~ 
los exponentes (la aritmética .está formada por !Os exponentes de la 
geométrica): •·· · - · , · · · · · · 

L~~o .ip11ii qo;~:'~) ~t~f $;~~.;; "'')- 4.>m, 
'y corno asl sucede'éón: las demás 'poteíici~ hasta infinito',·si m 
es un número-entero positivó;' 1a· diferéncia 'de x"' seTá d(x"' ) = mx"''dx. 

. ·', :·. : 1 ·:·•, .. ·.: :: ,, ·'.:i:•- .. cc•·•··/iiV .:',.-< •:.»•< ·_ .. .- :. •,••• .. - : 
Para x"'.' .. =o -;;¡. ~ usando :et Art. 6,'' Óbtiene' quii' --.... . 

. ~ . X;: ·>.:',~:·_ <, ... '/:_..· <·A·:· ' ... · .. _;: '.': -- ':/'-<- ' ;;, - '.· 
·. :·L_~:~, 

Para los éxporierítés fraéciOliarios: .' 

•y al elevar éada ·m:i~~bro a'la poÍenéia /1 se tendrá x"' = =" " de 
donde, al.tomar las· diferencias segúnse'ácabá de explicar en el primer 
caso; se encontrará .. ' ... " · · · 

al despejar dz, 

·_ d(x') = ';n~·dx ~<d(A = nZ"'.dz; 

mx"'"'dx 
dz = -;¡;;:-r- = niX"º'dx 

n(x""") •·•' 
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sustituyendo a z por X""'. Asl, 

c(x"") = t;x·-·-·~dt=.~x~-·Jr=~dx 11

../X--', 

Para x ...... , obtiene que 

Finalmente, enuncia la siguiente reglá general: 

Para lcis polencias perfec/as o imi>erfeclas 

La diferencia de uná potencia.~ualqulcra,'pérfecta o Imperfecta, de 
una cantidad variable es igual al producto del exponente de esta po- · 
tencia por esta misma cantidad elevada. a una potencia menor en -
una unidad, y muhiplicada por su diferencia:; . ;'. · .. 

De este modo, si se supone' que' ni represénta'cuaiquier número 
entero o quebrado, positivo o negativo, y x es'- una·. caÍltidad .variable · 
cualquiera, la diferencia de x"', siempre será ·mx'"1dt. 

Enseguida obtiene la dif~ren~ia'd~ I~; si~íií~rites.cantidádes: 

(ay ~ x')'; "X y+ y 2 O : (.ry '.¡. J;.) 1~; . .. ,- ' . ,_ ,_ :,_,_ ~-"::, ' 

y, finalmente, la diferencia de·. 

;ra?+?-'' 
../xy+y' • 
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uswido la última regla y la de las fracciones, 

adx+2xdx vxy+y'+(-ydx-xdy-2ydy) 'vax+x' 
3J.../{ax+x 1

) 1 2Vxy+y' 
xy+y' 

adxi-2xdx (-xdv -vdx-2ydy)'../ax+x' 
--====,.--;::::==+ . 
3 '../ ( ax+x') 1 

../ xy+ y 1 2 ../ { xy+ y')' 

4.2.2 Tangentes a curvas, máximos y mlnimos 

4.2.2.1 Determinación de tangentes a lineas curvas 

Bajo ia··concepción de una curva como una poligonal, la definición 
que se da de linea recta twigente a una curva en uno de sus puntos es 
la siguiente: 

Definición 

Si se prolonga uno de los pequeftos lados Mm de la poligonal (Fig. 
4.2) que compone a una linea cúrva (Art. 3), este pequefto lado, asl 
prolongado, será llamad~ la tangente de la curva en el punto M o m. 

Fig.4.2 

Esto es, la concepción leibniciana (cf. §S. I siguiente). de tan
gente es estática, y no dinámica como estamos· acostumbrados a 



S6 Analy:re ... de !'Hospital 

concebirla siguiendo el enfoque newtoniano, definiéndola como el 
limite de secantes que pasan por dos puntos M y m conforme m se 
acerca a M. 

Proposlci6n 1 

Problema 

9. Sea AM una línea curva (Figs, 4.3 y 4.4) tal que la relación de la 
abscisa AP con la ordenada PM esté expresada por una ecuación 
cualquiera: se requiere trazar la tangente MT por el punto M dado 
sobre esta curva. 

Fig.4.3 

Habiendo trazado In ordenada MP, y suponiendo que In recta MT 
que intersccta ni diámetro en el punto. T sea la tangente buscada, se 
concebirá otra ordenada mp infinitamente ·cercana a la primera, con 
una peque~a recta MR paralela a AP .. Y al denominar a AP, x, y a 
PM, y, que están dadas (luego, Pp = MR ·;. dx y Rm · = d>•), los trián· 
gulos semejantes mRM y /\IPT.d'aión · · · ·, -

Esto es, 

,_;:., -;-· ,-_ ''. 

mR ·:Mf' dy. y 
RM =P'f o ;¡;= Pr 

PT=~. 
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Luego, por medio de Ja diferencia de la ecuación dada, se encontrará 
un valor de dx en términos que eslarán afeclados todos por dy, el cual 
al ser muhiplicado por y y dividido enlre dy dará un valor de Ja sublan· 
gente PT, en lérminos complelamenle conocidos y libres de diferen· 
cias, el cual servirá para !razar Ja 1angenle buscada MT. 
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El problema en si no es el poder tralllr la tangenle. Se supone que 
la tangente MI' ya está trazada y se procede a analizar qué elementos 
y de qué manera inteivienen en la detenninación de la tangente. Se hace 
uso del triángulo característico MRm concibiéndolo (dado que es infini
tamente pequeño) semejante al fonnado por la ordenada PM, el segmenlo 
de recia de la tangente comprendido entre el punto de tangencia M y 
el de intersección T de la tangente con el dián1etro AP, y la subtangente'º 
PT. Así, el estudio de las características de una cuiva se hará a través 
del estudio de la variación de la subtangente (véase 4 .2.2.2 siguiente). 

Debe compararse este análisis con el procedimiento de Fennat visto 

en § 1.3. Además (aunque ya se habrá nolado), ~ se está utiliz.ando 

como el cociente de dos cantidades infinitesimales, las diferencias 
dx y dy; el concepto de derivada aún no se forjaba. 

A p T 

Fig.4.4 

to. La distancia Pr, entre el pie P de la ordenado perpendicular PM correspondiente 
nJ punto de tangenein M y et punto T de intersección de la tangente J.ff con et 
diámetro AP, se llamo 'sublangcnte'. 
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Algunas curvas para las que a continuación se determina el tnw1do 
de Ja tangente MT por el punto · M, obteniendo el valor de la sub
tangente PT, son las expresaaas ··por las siguientes relaciones: 

aX =y; _,/2 xy; Y- = x; 

x(a-x) · a x' (a-x)' a 
.'y. ;==b; -y-=b; 

Y de manera gener~1,:· 

~ix-c~ -;~>··y ~ = X'(a + x)'. 

4.2.2.2 Deterlllinación de las ordenadas mayores 

y d; la~ _menores 

Para resolver problemas de máximos y mfnimos, que en la definición 
11 de la sección 11 explica en qúé consisten; !'Hospital no proporcionó 
ningún método o criterio para distinguir un máximo de un mfnimo: 
las condiciones del problema hacen evidente la naturaleza del extremo 
de que se trate. 

Definición 1 

Sea MDM una linea curva cuyas ordenadas PM, ED y PM seun pa· 
ralelas entre si (Figs. 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8), y tal que al incrementarse 
continuamente la abscisa AP, la ordenada J>M crezca también hasta 
cierto punto E después del cual disminuya; o al contrario, que dis· 
minuyn hasta cierto punto E después del cual crezca, Supuesto eso, 
la linea ED será denominada la mayor o la menor ordenada. 

T T 

Fig.4.5 
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Definición 11 

Se propone una cantidad PM la cual eslé compuesta de una o de varias 
indetenninadas AP, de modo que ni crecer AP continuamente, esta can· 
tidnd PM también crezca hasta cieno punto E, después del cual dismi· 
nuye -<> al contrario- y se requiere encontrar para AP un valor A E 
tal que In cantidad ED a la cual compone, sen mayor o menor que cual· 
quier otra cantidad PM fonnnda análogamente por AP. Eso se llama un 
problema De mátimos y mínimos (De maximis & minimi.r). 

Fig. 4.6 

Proposición general 

46. Dada la naturaleza de la lfnea cun>a MDM, enco/l/rar para AP un 
valor AE la/ que la ordenada ED sea la mayor o la menor de todas las 
PM análogas. 

SI al crecer Al'. /',\( también crece, es evidente que su dili:rcncia 
Rm será positiva con relación a la de ,//'; y que por lo contrario, 
cuando PM disminuya, al crecer siempre la abscisa AP, su diferencia 
será negativa. Luego, toda cantidad que crezca o disminuya conti· 
nuarnente no puede convenirse de positiva en negativa si no pnsn 
por infinito o por cero; a saber, por cero cuando primero vn dismi· 
nuyendo, y ror infinito cuando rrimero va incrementándose. De donde 
se sigue que la diferencia de una cantidad que expresa un mátimo 
!Plus gra11á) o un mlnimo [moindreJ debe ser igual n cero o u infinito. 
Luego, dada la nnturnlezu de la curva MDM, se encontrará un valor 
de Rm, el cual, al igualarse primero a cero y después a inl1nito, servirá 
para descubrir el valor buscado de AE en una o en In otra de estas 
suposiciones. 
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Observación 

47. La tangente en D es paralela al eje AB (Figs. 4.5 y 4.6) cuando la 
diferencia Rm se vuelve nula en este punto; pero cuando se vuelve infi· 

· ni ta (Flgs. 4. 7 y 4.8), la tangente se confunde con la ordenada ED. De 
donde se ve que la razón de mR a RM, que expresa la de la ordenada a 
la subtangente, es nula o infinita bajo el punto D. 

A • 
Fig.4.7 

.A._, 
.. ~. 

p p E p p 

Fig. 4.8 

Fácilmente se concibe que una caritidad, la cual disminuya con
tinuamente, no puede cambiar de positiva a negativa sin pasar por 
cero; pero no se ve con la misma evidencia que cuando aumenta deba 
pasar por infinito. Es por ello que, para ayudar a la imaginación, con· 
clbanse las tangentes en los puntos M, D y M (Flgs. 4.5 y 4.6); es 
claro que en las curvas donde la tangente en D es paralela al eje 
AB, la subtangente PTaumenta continuamente a medida que los puntos 
M y P se acercan a los puntos D y E; y que al caer el punto M 
en D se vuelve infinita y, por último, que cuando AP sobrepasa a 
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AE, la·subtangente Pr se vuelve negativa (§.10) de positiva que era, 
o al contrario. 

Dos de Jos ejemplos que resuelve son los siguientes: 

x' + y' = my y y - z = a'"(a - x)"'. 
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4.2.3 Direrencias de órdenes superiores: puntos de inflexión 
y de retorno 

Es hasta la página 55, sección IV, donde define las diferencias 
segundas, terceras, etc. Antes (véase 4.2.1, Art. 5, p. 49 anterior), 
había comparado las cantidades ydx y dxdy, concluyendo por un ar
gumento algebraico que la segunda es infinitamente pequena con res
pecto a la primera. Las diferencias de órdenes superiores que ahora 
define a partir de Ja interpretación geométrica son de otra naturaleza. 

Dado que en lo que sigue se hará uso de las diferencias segundas, ter
ceras, etc., es necesario dar una idea de ellas antes de continuar. 

Definición 1 

La porción Infinitamente peque~a por la cual aumenta o disminuye 
continuamente la diferencia de una cantidad variable es llamada la 
diferenci.a de la diferencia de esta cantidad, o bien su diferencia se· 
gunda. De este modo, si se concibe una tercera ordenada 11q Infini
tamente cercana a la segunda mp (Fig. 4.9) y si se trazan mS 
paralela a AB y mil paralela a RS, se llamará. a Hn la diferencia de 
la diferencia llm, o bien la diferencia segunda de PM. 

H .. L D 

¡ ·;;.::11·::;1y 
M .. , ... ti\_ ; ¡ ¡ l ¡ 46. 

'; i l 
t. l f 

. : ¡ ~ 

! I 
P f 'I B 

Fig. 4.9 
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lgualmenle, si se concibe una cuarta ordenada o/infinitamente cercana 
de la tercera nq, y si se Jrazan nT paralela a AB y nl paralela a ST, 
se llamará a la diferencia de las pequeilas recias Hn y lo la diferencia 
de la segunda diferencia, o bien la diferencia tercera de PM. Y as( 

. sucesivamente. 

Advierte que se hará uso de Ja letra d para expresar el 'orden' 
o el 'género' de la diferencia de que se trate: si PM se denota como 
y, su diferencia Rm será dy, su diferencia segunda, Hn, será ddy; Ja 
diferencia tercera, lo - Hn, será dddy; etc. En cambio, di representará 
a dydy, el cuadrado de dy; dy', el cubo de dy; ddj, el cuadrado 
de ddy; etcétera. 

Corolario 1 

62. Si se llama x a cada una de las abscisas AP, Ap, Aq y Af, y a cada 
una de las ordenadas PM, pm, qn y fo; y 11 a cada una de las porciones 
curvas AM, Am, An y Ao, es claro que dx expresará las diferencias Pp, 
pq y qf de las abscisas; dy las diferencias Rm, Sn y To de las ordena· 
das; y du las diferencias Mm, mn y no de las porciones de la curva 
AMD. Ahora bien, con el fin de tomar, por ejemplo, la diferencia se· 
gunda Hn de la variable PM, es necesario concebir sobre el eje dos 
panes j>cqueilas Pp y pq, y sobre la curva olras dos JI.In y mn para tener 
las dos diferencias Rm y Sn; y por lo twito, si se supone que las peque
ilas partes Pp y pq sewi iguales entre sf, es claro que dx será conslante 
con relación a dy y a du, puesto que cuwido Pp se vuelve pq, permwie· 
ce siendo la misma, mientras que Rm, que se vuelve Sn, y Mm, que se 
vuelve mn, varfwi. Se podrfa suponer que las pequeilas partes de In 
curva Mm y mn fueran iguales entre sf, y entonces d11 serla constan· 
te con relación a dx y a dy; y en fin, si se supusiera que Rm y Sn 
fueran iguales, dy serla constante con relación a c/x y a d11 y su difc· 
rencia, Hn = ddy, serla nula. 

Igualmente, para tomar la diferencia tercera de PM, o la diferencia 
de la diferencia segunda /In, es necesario concebir sobre el eje tres 
pequeilas panes, Pp, pq y qfi sobre la curva otras tres, Mm, mn y 
no; y sobre las ordenadas también otras tres, Rm, Sn y To, y entonces 
se tendrá a dx o a du o a dy por constante, según se suponga que 
las pequeilas partes Pp, pq y qf. o Mm, mn y no, o Rm, Sn y To, 
sean iguales entre sf. Y ocurre lo mismo con las diferencias cuartas, 
quintas, etcétera. 
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Observación 

63. Se debe observar bien (Fig. 4.9), 

1 º. Que· hay diferentes órdenes de infinitamente pequenos: que Rm, por 
ejemplo, es infinitamente pequeno con relación a PM, e infinitamente 
grande con relación a Hn; lo mismo que el espacio MPpm es infinita· 
mente·pequeno con relación al espacio APM, e infinitamente grande 
con relación al triángulo MRm. 

2º. Que la diferencia integra P/es también infinitamente pequena con 
relación a Ap, puesto que toda cantidad que es la suma de un número 
finito de cantidades infinitamente pequeilas, tales como Pp, pq y qf. 
con relación a otra AP, permanece siempre infinitamente pequcna con 
relación a esta misma cantidad: y que con el fin de que se vuelva del 
mismo orden, es necesario que el número de cantidades de orden infe· 
rior que la componen sea infinito. 

Corolario 11 

64. De este modo, se pueden senalar las diferencias segundas en todas 
las suposiciones posibles. 

Fig. 4.IO 

Iº. En las curvas donde las ordenadas mR y nS (Figs. 4.10 y 4.11) 
son paralelas entre si, se prolongará In pequc1)a recta Mm luista H 
donde intersectn a la ordenada Sn; y al haber descrito con c'entro en 
m y con radio mn el arco nk, se trazarán las pequcnas rectas 11/, /i y . 
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lu:g paralelas a mS y a Sn. Supuesto eso, si se quiere que dx sea 
constanle, es decir que MR sea igual a mS, es claro que el triángulo 
mSH es semejante e igual al triángulo MRm, y que de este modo Hn 
es ddy, es decir, la diferencia de Rm y Sn, y Hk es igual a ddu. Pero 
si se supone que du sea constante, es decir que Mm sea igual a mn o 
a mk, es evidente entonces que el triángulo mgk es semejante e 
igual al lriángulo MRm, y que asl kc = ddy, y Sg = en = ddx. Por 
último, si se toma a dy por constante, es decir mR = nS, se sigue 
que el triángulo 'mil es igual y semejante al triángulo MRm, y que 
de este modo iS = ni = ddx y lk = ddu. 

Fig. 4.11 

Proposición 1 

Problema 

65. Determinar la diferencia de 11na cantidad compuesta de dijeren· 
cías cualesquiera. 

Se tomará como constante a la diferencia que se quiera y, tratando 
a las otras como cantidades variables, se hará uso de las reglas pres· 
critas en la Primera Sección [véase 4.2.1 anteriorj. 

Dos de los ejemplos que resuelve son los siguientes: 

La diferencia de '::;. al tomar a dx como coostante, será 

dy' + yddy dxdy' - ydyddx -""--.y ' "" 
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al tomar a dy como constante. 

La de dw,'+.i.', ' 
. . ""· . 

ni tomar a dx como constante, será.' 

el total dividido entre c1x; es de~ir, 

•. ~dx' li~¡)~:tQr/dy .. 
.. ; dddx1 + d/ . • . 

y al tomar a dYi:Ómo c~~siánt~'.será • •· 

d:dx ..Jc1x• + dy' ~· :dx' diÍx + :ddx ..Jc1x• + ciy', 
·' ..Jc1x'+dy' 

el total .dividido ~ntrc cix'. es· decir, 

d:dx' + d:d<d/ - :t!y' ddx 

dx' ..Jdx' + dy' . 

Definición 11 

Cuando una Unen curvaAFK es en parte cóncava (Figs. 4.12 y 4.13) y 
en parte convexo sobre uno linea recta AB ( ... ], el punto F que separa a 
In parte cóncavo de la convexa, y que por consiguiente es el íln de una 
y el comienzo de In otra, es llamado punlo de inflexión cuando la cur
va, habiendo llegado a F continúa su camino sobre el mismo lado, y 
punto de retorno, cuando regresa al mismo lado de su origen. 

Proposición 11 

Problema general 

66. Estando dada la naturaleza de la linea curva AFK, detenninar el 
punto de inflexión o de retorno F. 
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Supóngase en primer lugar que la linea curva AFK (Flgs. 4.12 y 4.13) 
tenga por diámetro una linea recta AB, y que sus ordenadas PM, EF, 
etc., sean todas paralelas entre si. Si se traza por el punto F la ordenada 
FE con la tangente Fl. y por un punto cualquiera M de la parte AF una 
ordenada MP con una tangente MT, es claro que: 

IC 

p • • Fig. 4.12 

1°. En las curvas que tengan un punto de inflexión, cuya abscisa AP 
crezca continuamente, la parte A T del diámetro, comprendida entre el 
origen de las x y la intersección con la tangente, crecerá también hasta 
que el punto/' caiga en E, después del cual irá disminuyendo; de don
de se ve que AT, siendo ordenada en P, debe volverse un máximo Al 
cuando el punto P caiga sobre el punto buscado E. 

2°. En aquéllas que tengan un punto de retomo, cuya parte 111' crezca 
continuamente, la abscisa crecerá también hasta que el punto T caiga 
en l, después del cual irá disminuyendo; de donde se ve que Al', 
siendo ordenada en T. debe volverse un má.timo AE cuando T cnlga 
~~ . 

Luego, si se denominan a AE, X, y a EF, y. se tendrá 

Al= V~• .t 
. dy ' 

cuya diferencia, que es 

. dy'dx-ydxddy -dx 
.dy' 

(al suponer a dx constante), 
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ni ser dividfda entre clr, difercnci~ cÍe Af:: debe ser nuÍ~ o i~finita (Art. 
47); Jo cual da .. ·' 

-;;dy =· Oo igual a i~tinitoi 

de suerte que, al multiplicarla por dy, y dividiéndola entre -y, se 
llega a que ddy = O o a infinito; Jo cual servirá en Jo que sigue 
como fórmula general para encontrar el punto de inílexión o de re· 
torno F. Pues estando dada Ja naturaleza de In curva AFK, se tendrá 
un valor de dy en términos de dx y, ni tomar In diferencia de este va; 
lar, suponiendo a dx constante, se encontrará un valor de ddy en térmi· 
nos de dr', el cual, ni ser igualado primero a cero y enseguida a 
infinito, servirá en una o en In otra de estas suposiciones para encontrar 
un valor para AE tal que Ja ordenada EF llegue a cortar a Ja curva 1IFK 
en el punto de lnílexión o de retorno F. 

• 
Fig.4.13 

El origen A de las .r puede estar situado de tal manera que 

dr dx 
1tl = .r ·y~, en lugar de y~ • . r, 

y que Al o AE sea 1mmfnímo en lugar d~ ser un~clxi,,;o; pero como In 
consecuencia es siempre In misma; y eso no puede constituir dificultad 
alguna, no me detendré en ello. 
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. ' ·;· 

También se puede' encontrar Jo mismo de esto ótro manero. Es cloro 
que al tomar a cú corno·coristante (Figs. 4.10 y:4.ll), y suponiendo 
que Ja ordenadayauméllte,-Sn será.menor.que Sil o que Rm en Jo 
porte cóncava,''y · máyor _.en Ja"corivexll.' Dé. donde se ve que el valor 
de Hn .. = ddy 'debe cambiar de positivo a negativo debajo del punto 

·de inflexión o'de'.retómó'F."y'por líí'ianto (Art. 47) nlll debe ser 
o nulo o infinita. i ·'" · 

Corolario 
\· e • 

67. Cuando ddy = O (Fig. 4.12), es claro que la diferencia de AL debe 
ser nula con relación a la de AE, y, por lo tanto, que las dos tangentes 
infinitamente cercanas FL y jL deben caer una sobre la otra, no llegan
do o ser sino una sola linea rectajFL. Pero cuando ddy es igual a infi
nito (Flg. 4.13), la diferencio de AL debe ser infinitamente grande con 
relación a la de AE, o (lo cual es lo mismo) In diferencia de AE es infi
nitamente pequefta con relación a la de Al, y por consiguiente se pue
den trazar por el mismo punto F dos tangentes, FL y FI, las cuales 
forman entre si un ángulo infinitamente pcquefto, LFI. 

§4.J Problemas notables 

Para finalizar este bosquejo, breve, del contenido del texto de !'Hospi
tal, se presenta a continuación la resolución de cuatro problemas que, 
en la exposición misma, se verá, son sobresalientes. 

4.3.1 La logarftmica 

Cuando se publicó el Analyse des it¡/iniment petits (1696), Leibniz 
y los Bemoulli hablan iniciado ya el estudio de curvas trascendentes. 
El primer texto de cálculo diferencial se caracteriza por tratar (casi) 
exclusivamente con curvas algebraicas. Sin embargo, en el ejemplo 
11 del problema planteado en la proposición XII de la sección 11, 
brevemente presenta lii curva logarftimica: 

Proposición XII 

Problema 

37. Sean BN y FQ dos /lneas cualesquiera (Flg. 4.14) q;1e téi1ga;; 
como ejes.a las rectas BC y ED que se intersecten en ángulos rectos 
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en el punto A, y sea LM una /(nea curva tal que, habiendo sido traza
das a partir de uno cualquiera de sus puntos M las recias MGQ y 
MPN, para/e/as a AB y AE, la relación de los espacios EGQI' (el pun
to E es un punlof¡jo dado sobre la recia AEy la linea EF es para/e/a 
a AC) y APND, y de las rectas AP, PM, PN y GQ, esté expresada por 
una ecuación cualquiera. Se /rata de /razar la tangen/e MT a partir de 
1111 punto dado M sobre la curva LM. 

N 

Flg. 4.14 

Habiendo denominado a los elementos dados y variables AP o GM, x; 
PM o AG, y; PN, u; GQ, z; al espacio EGQF, s; al espacio ;IPND, t, y 
las subtangentes dadas Pll, a, y a GK, b, se tendrá : 

·: ' ··::>_::).''.·-.... · .. · '·: 

Pp =NS= MR = dx; Gg,=Jm= OQ = -dy y 

~11'=,:duz~ u~.,'. 

po·r los triángulos scinCján~fs' J 1-PN. y NSn;··;·· 

Oq ;. dz = - !!1¡., NPp~ = di = udx, y QGgq = ds = -zdy; 

donde debe obse~Ílrse que ,los v~loresde Rm y Sn-son negativos, por
que al crecer AP = .r, PM =y y PN =u disminuyen. Supuesto eso, se 
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tomará la diferencia de la eeuación dada, en la cual se sustituirá a dt, 
ds, du y dz por sus vaJo,res u~.:~<(y, 

' - ·.~ ·;' - .:!/!- ': 
'·,:,, . - . 

lo cual dará una n~~~a ~cu~~i~n ~Je ~xprésará la razón buscada de dy 
adxo deMPa PT. ,- · 

L 

Flg. 4.IS 

Ejemplo U_ 

39. Seas = 1; entonces ds = d1; es decir -::dy = tidx; y por fo tanlo 

P,~; =·~L~~. 
Luego, como es~ cantidad ~s ncgaÍi~a, se sigue qué se débc lom~'el 
punto T del lado opuesto ar punto A; origen de las .r;1 Si se supone que 
la linea FQ (Fi1. '4,15)1

,
1
, sea una hipérbola que tenga· pór áslntotas a las 

rectasAC y AE, de ~odo q~; 1 .• :,·, : . ,: 1 

'• ,. ·.:.,· 
··.·. c2. 

GQ.=,: =y•' 

11. Esta figura sólo se d~scribC·~~ ele]e,;,plo: no e~¡; l~cluida en el tc.io de l'Hospital. 
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y que la linea BND sea un~ rccm p~leÍa a AB, de manera que PN = u 
sea siempre igual a la recta· dada· e,· es ·claro· que la curva LM tiene 
como aslntota a la recta AD, y.que su subtangente . 

,.,- ,,·.' "·:;._;. ,.··: /•{, 

. • . .. . " :,.y. ~T ~.>~ = -~; 
es decir que siempre permanece Igual. 

71 

· En este caso· la 'curva 'LM ·es llamada logarítmica. 
, --, .· ,';f .. ~.·---~·'': . 

· Anteriormenté se vio que la parábola tiene subnormal constante 
(§ 1,4; p; 11 aniérior); ahora se ha presentado aqul la curva que tiene 
subtangente coíistánte, 

4.J.2 · Evolutas · 

Delinlclón 

Si se concibe que una linea curva cualquiera BDF (Fig. 4.16) cóncava 
hacia el mismo Indo; esté envuelta o rodeada por un hiloABDF, una de 
cuyas extremidades esté ftia en F y la otra se tienda a lo largo de la 
tangente BA, y que se haga mover la extremidad A manteniéndola 
siempre tendida y al desenrrollar continuamente la curva BDF, es claro 
que la extremidad A de este hilo describirá en este movimiento una li
nea curva AllK. 

Supuesto eso, la curva BDF será denominada la evo/uta de la curva 
.AllK. . 

Las partes rectas AB, /ID, KF del hilo ABDF serán denominadas 
los radios de la evo/uta. 

Corolario 1 

75. Del hecho que la longitud del hilo ABDF siempre es la misma, se 
sigue que la parte de curva BD es igual a la diferencia de los radios 
DIJ, BA que parten de sus extremidades; análogamente la parte DF 
será igual a la diferencia de los radios FK, DIJ; y la curva completa 
BDF a la diferencia de los radios FK, BA. De donde se ve que si el ra· 
dio BA de la curva fuera nulo, es decir que si la extremidad A del hilo 
cayera sobre el origen B de la curva IJDF, entonces los radios de la 
evoluta DI/, FK serían iguales a las partes BD, BDF de la curva BDF. 
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Corolario 11 

76. Si se considera a la curva BDF como una poligonal (Fig. 4.17) 
BCDEF de una infinidad de lados, es claro que la extremidad A del 

· hilo ABCDEF describe el pequeño arco AG que tiene por centro al 
punto C, hasta que el radio CG no forma sino una linea recta con el pe
queño lado CD vecino de CB; y anólogarnente describe el pequeño 
arco GH que tiene por centro al punto D, hasta que el radio Dlf no for
ma sino una recta con el pequeño lado DE; y asf sucesivamente hasta 
que fa curva BCDEF esté totalmente desplegada. La curva A//K se 
puede considerar entonces como el ensamblaje de una infinidad de pe
queños arcos de círculo AG, Gil, 111, IK, etc. que tienen por centro a 
los puntos C, D. E, F. etcétera. · 

Fig.4.16 
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Proposición 1 

Problema 11eneral 

77. Estando dada fa naturaleza de fa //nea curva AMD (Fig. 4.18) con 
una de sus perpendiculares cualquiera MC, determinar la fongil11d del 
radio MC de su evo/uta: es decir, el punto C de concurrencia de las 
perpendiculares infinitamente cercanas MC, mC. 

Supóngase en primer lugar que la linea curva AMD tenga por eje a 
la lfnea recta AB sobre la cual las ordenadas PM sean perpendiculares. 
Se imaginará otra ordenada mp, que será inílnitamente cercana a MP, 
dado que el punto m se supone infinitamente cercano a M. Se trazará 
por el punto de concurrencia Cuna paralela CE al eje AB, la cual inter
scclard a las ordcnadus MP, mp en los punlos E, e. Por úllimo, trazan
do MR paralela a AB, se formarán los triángulos rectángulos 
semejantes MRm, MEC; pues siendo los ángulos EMR, CMm rectos, y 
el ángulo CMR común, el ángulo EMC será igual al ángulo RMm. 

Si entonces se dcnomin~ a los elementos d~dos AP, ;; a PM, y; a la 
incógnita ME, z, se tendrá Ee = Pp = .MR = dx, Rm = dy·= d:, 

MR _ ÚEkf:.::~~tdyJ: . z 

];{íñ:-:7i1C ·::,vc1x2.+d/ ;-::=~· 
. .. . .... ···'· .. ···· .·. , ax, .. · . 

Luego, siendo el punto C el centro del pequc~o· arco· Mm, su'radio CM 
que se vuelve Cft1 mientras EM aumcnla en. su diferencia .Rm, sigue 
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siendo el mismo. Su diferencia será entonces nula: lo cual da (al supo
ner dx constante) 

de donde se obtiene .; 

al sustituir a dz pór su valor dy/ 

}'.' c~¡.~,~~10 1 •.· 
i. )'·')~" • 

1s: Debido~ qu~ l~s triáiig~Íosre~1~'.g~losMRm y MEC son semejan-
tes (Fig, 4.18), se tendrá[,;,¡ · 

~ . . 

MC = ic1:hcJi>fu .. 
. ~dxddy 

.·•· Ob~¡;;;,;~lón ~ 
",, :·.~' 

79. Hay también v~~i~ ~1r;J; ;.,;.r'a;; de crÍco~trn; lo~ radios de la 
evolutn. Pondré aquf una pnite; con el fin de dár. diferentes propuestas 
a quienes no dominan este cálculo:, ·· 

Primer c~so: para Ías cÜrvas cuyas ordenadas son 
. .. perpendiculareilal eje ·. 

Tercera manera. T~do la,;· laiigeu't~~ i~linitamenle cercanas MT y 
mt, se tendrá · ·· · · 

cuya diferencia da · 

ydi 
·. Pr - AP = Ar= -¡¡¡; - X, 

ri=-ydxddy; 
dy2 
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y describiendo c~n centro m el p~quefio a~co TH; se forman\ el triángu
lo rectángulo HTt semejante a RmM, pues los lu1gulos HtT y RMm o 
PTM son iguales, no difiriendo entre si .mds que por el óngulo Tmt que 
es infinitamente peq~efto; lo éual<la '-,; ;o '· .· t 

-<~> ·<;~:- ~. Ydxddy 
Mm Tt .vdl+dll-··-:;~ 
mR = Tlf 

0 
· ,., dY e. ~ .. :-:::Tíf ' 

de donde 

. TI~ = .:·. :\d,id°,zy .. 
.. Mdx2+d/ 

Luego, los sectores T;,,H y MC"1 "son semej.;ntes, pues el ángulo 
Tmt + MmC equivale a uno recto, y el óngulo MmC: + MCm equiva· · 
len· también· a uno recto· debido. a c¡ue el triángulo .CMm se considera: 
como rectángulo en M: Ento?ces,: . · 

de donde 

·rH Tm .·rfl .. TM 
Mm= MC, o·,\fm = MC o 

- ydtddy Jl'ld7+dl 
dyVd<"+ctv2 dy 
vdx'+dy' = MC 

MC = (d<
2 

+ t1y'>..fd7+d7. 
-d<ddy 

4.3.3 Regla de l'Hospilal 

Proposición 1 

Problema 

163. Sea AMO una línea curva (Ar= x, PM =y, AO = a) tal que el 
valor de la ordenada y esté expresado por una fracción, en la cual el 
numerador y el denominador se vuelvan cada uno cero cuando x = a; 
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es decir, cuando el punto P caiga sobre el punto dado B (Fig. 4.19). Se 
pide cuál debe ser entonces el valor de la ordenada BD. · 

, '·;~ ·L·~ , , : 

. Siendo ANBy Coo:dos,H~~~ c~rvns c~nocidns que· tienen n In· 
linea AB .. como: eje ;común;:·y~ tales,' qué Ja "ordenadá PN. exprese el 
numerador y In .ordenadá /'.O el denominador deJri fráeción general; 
que conviénen· n todos' lns,PM ;'de. modo .que,· •,-,,, 

:.dtf ~€i;: ... :, :':. ·•·•·· .... Es claro que estas dos éurvns ·se interscctiifán· en· el pu~to B, .da'do qúe, 
por la suposición, PN.Y PO se .. vuelven codo Úna cero cuando el punto 
P cae én B. Planteado eso,-si se concibe ·una 'ordenada bd inílnitamente 
cercana de BD y que intersecta n las lineas curvos ANB y COB en los 
puntos/y g, se tendrá 

bd=ABxbf 
bg • 

In cual no diílere de BD (Art. 2). Entonces el problema consiste en 
encontrar la rozón entre bg y b/. Ahora bien, es claro que ni volver
se AB la abscisa AP, las ordenados PN y PO se vuelven nulas y que 
al volverse Ab la abscisa AP, se vuelven bfy bg. De donde se sigue 
que estos ordenadas, los mismas bfy bg, hacen la diferencia de las 
ordenadas en By ben relación a las curvas ANB y COB, y por lo 
tanto, si se toma la diferencia del numemdor, y se divide entre la dife
rencia del denominador, después de haber hecho x = a =Ah = 118, se 
tendrá el valor buscado de la ordenada bd o BD. Lo cual se requerin 
encontrar. 
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Los ejemplos que 'presenta !'Hospital para esta proposición son 
los siguientes: · - . - - -

~····.';_a'../ClX 
l. 'a'.;;; •..raxr :' ' y 

Es la resolución de este problema de lá proposición 1 de la 
sección IX lo que se considera más sobresaliellte de todo el con
tenido del texto de !'Hospital. Se le conoce precisamente como 
'regla de !'Hospital' (véase §3.1, p. 34 anterior, 11. 2). Sin embargo, 
quien la descubrió fue .Jean Bemoulli. De la correspondencia entre 
estos dos geómetras (véase §3.3, p. 39 anterior) publicada en 1958, 
Ja carta del 22 de julio de J694 que envió Bemoulli a !'Hospital 
contiene este resultado y Jos dos ejemplos siguientes: 

~ -a'.[(l'X 
l. a - •..[QXí ' Y 

a{a;-:< 
2. --:r.::::-· a-..,ax 

ambos para x =a [Struik 1963, 259]. 

4.3.4 Folium· de.· Descartes 

En el ejemplol d~ ;a ~~~ciÓn lli se est~dia la curvá cuya naturaleza 
está expresada por Ja'.· ecuación' x' + y' = axy: 

Ejemplo! 

48. Supóngase que 

3 '] . . ·-
)( +y = axy (AP = x, PM =y y AB = a) 
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expresa la naturaleza de Ja curva MDM (Fi11. 4.20). Se tendrá, al 
tomar las diferencias, 

por Jo tanto, 

3x2dx + 3/<ó' = axdy + aydx, 

Fi.4.20 

•• ,_ aydx-3x'dx 
0 w.r- 3/-ax 

cuando el punto P caiga sobre el punto buscado E. De donde se obtie
ne que 

3x' 
y=-

ª 
y, al sustituir ay por este.valor en Ja ecúación 

:; < 
x1.r+ l =-·azy; 

se e~cuentra para AE Ün valor,) 

. x=t'n. 
< - ••• ·-:; 

tal que Ja ord~nada ED será. la.111ayor de todas las PM análogas. 
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En la figura que aparece en el texto de !'Hospital sólo está di
bujada parcialmente la curva bajo estudio. Un bosquejo más completo 
es el de la Fig; 4.21. Se conoce como Folium de Descartes. Si ha
cemos el trabajo que se ahorró I' Hospital, obJenemos los siguientes 
resúltados. al igualar 

a infinito, o lo que es lo mismo, 3y-'ax',;, O, ~btenemos . 

X";'J( 

Sustituyendo este valor en'
0

la ecuac.ión dada, 
;···" ·:.1· :·-: ,·: e:» 1 +·y ,;, a(3:'>y. 

se obti~ne 
' 27y6 ' :27/ ' :· ·.. ' 27 6 ' 
-,- + ;".;= 3y o--,· 2/ o y3 (~ - 2)= O; 

a · -· ·=. a· · a· 

"· J. ij 3"2 a . 
3..f4 a 

y= 0 y X =0, O y= '°V7'- =--;-y x = --;-• 

Asl, se tienen los puntos . 
J J --) - J 

M ( ..f2a ..f4 ª¡ N ( ..f4 a ../2 ª¡ -,. -, y -,. ---.-
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simétricos respecto a la linea recta y = x. Esto es, en M h·ay una· li
nea recta tangente horizontal, y en N, ¡una linea recta tangente ver
tical! Además, no consideró el caso en que x =·O y ,y'= O,que es 
cuando dy = O (también se obtiene y = O y x = O. cuando dy es igual· 
a· infinito). A partir de la gráfica, es claro que en ·e:1punto0(0/0) hay· 
dos lineas rectas tangentes: el eje horizontal y. el eje vertical: ¿Cómo 
determinarlas anallticamente? CalculelJlos el v'alor de la'·siibtangente . · 
PT en O, considerando como eje o diámeiro sobre el que sé trazan las . 
ordenadas perpendiculares al eje horizcíntal.'As( i .· .. > ' · · · 

PT = 4. = yey'_::~)'~·)~·-~:·,·• .. ~··· . 
dy ay-3x ¡;·'''.' ay.-.3x ;. ,. 

Evaluando directamente se indet~rihiA"~;¿~· ~~· i~~rcirimi. o/o. Por lo 
tanto, se puede aplicar la regla de l'Hos¡ÍiÍal (é¡ue'co01ovimos (4.3.3), 
apaerece hasta la Sección IX), con lo cual se' obtiene: . . 

•,.:,,,. ··!. ·--- --·_,,-

9y'dy ;_ ;;dy :i.d),dx. . . 

ady;;.6xrfx 
OY;;•·.•,. 

que evaluada en (O, O) da •·--=O. 
é" .· ..,-adx •.•e~· 

y por lo tanto la subtangenÍe PT,;.,O (lo cual significa que¡~ linea rec
ta tangente en (O, O) es. vertical). Análogamente, si se toma como diá
metro o eje de la curva al eje. vertical, se· obtiene· quí: la subtangente 
correspondiente · · 

. PT. = x;Z ~ O. 

Hasta aqul se conluye el breve bosquejo del contenido del primer 
texto de cálculo diferencial. Nada de. las secciones VI,' VII; VIII y 
X se ha incluido; no son indispensables para .los objetivos del presente 
trabajo. Únicamente agrego a continuación dos apéndicés a este ca: 
pltulo: en el apéndice A se presenta lo básico sobre cómo determinar 
las diferencias de curvas cuyas ordenadas se trazan a partir de un 
punto fijo, y no perpendiculares a un eje de abscisas; y- en el apéndice 
B, sólo las definiciones de lo que son· 1as cáusticas por reflexión 
y por refración. " . 
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§4.4 Apéndice A. Diferencias de las curvas cuyas ordenadas 
parten de un punto Ojo 
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Después de definir las diferencias de órdenes superiores ( 4.2.3, pp. 
61 y 62 anteriores), da la interpretación geométrica de estas diferen
cias, como parte final del corolario 1 (Art. 62) de la sección IV, para 
las curvas que se forman trazando sus ordenadas a partir de un punto fijo: 

Todo esto se debe también entender acerca de las curvas AMD (Fig. 
4.22), cuyas ordenadas BM, Bm y Bn partan todas de un punto fijo D; 
pues para tener, por ejemplo, In segunda diferencia de BM, es necesa· 
rio concebir otras dos ordenadas Bm y Bn que formen los ángulos 
MBm y mBn, infinitamente pequenos; y al haber descrito con centro en 
B los pequc1los arcos de cfrculo MR y mS, la diferencia de las peque· 
nas rectas Rm y S11 será la diferencia segunda de BM; y se podrá tomar 
por constantes a los pequeftos urcos MR y mS, o las pequeftas partes de 
la curva Mm y mn, o en fin, las pequeftas rectas Rm y Sn. Y lo mismo 
pasa para las diferencias terceras, cuartas, etc., de la ordenada BM. 

D 

B 

Fig. 4.22 

Luego, en el 2° punto del corolario 11 (Art. 64) de la misma sec
ción, explica: 

2°. En las curvas cuyas ordenadas BM, Bm y 811 parten de un mismo 
punto B (Figs, 4.23 y 4.24), se describirán con centro en B los arcos 
MR y ms, que se considerardn como pcrqueftas rectas perpendiculares 
sobre Bm y 811 (Art. 3, Postulado 11); y habiendo prolongado Mm en E, 
y descrito con centro en m y radio mn el pequeno arco 11kE, se formará 
el ángulo EmH = m8n, y se trazarán las pequeHas rectas ni, //y kcg pa· 
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mielas a mS y a Sn. Supuesto eso, debido a que el triángulo BSm es 
rectángulo en S, el ángulo BmS + mBn o BmS +. Em/f equivale a un 
recto; y por Jo tantii el.ánguJo'BniEequivale a un recio másSmlf;,equi
\'ale también al recto Mrm + RMm dado que es externo al triángulo 
RMm. Entonces el ángulo Sm/f = RMm. . . 
. De esto se _sigue; J_º. Que si se quiere qúe dX sea constante, es 

decir qúe. Jos pequeHos arcos MR y mS sean iguales entre sf, el 
. triángulo'SmH será semejante e igual al triángulo RMm; y que asl 

Hn =· ddy, y Hk = ddu. 2°. Que si se lomn a du como conslanle, 
CI triángulo gmk 'scñl scmejanle e igual al lriángulo RMm; y que asl 
kc expresará a de/y, y Sg o en, a ddt. Por úllimo, 3°, Que si se loma 
a dy como 'conslante, los lriángulos iml y RMm serán iguales y se
mcjanles; y que asf iS o In = dclx, y /k = ddu. 

1 

Fig. 4.23 

Fig. 4.24 
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§4.S Apéndice B. Cáusticas por reOexlón y por refracción 

Definición 

Si se concibe una infinidad de rayos BA, BM, BD, ... (Flgs. 4.25 y 
4.26) que partan de un punto luminoso B, reflejándose en Ja intersec
ción de una Jfnea curvaAMD, de tal modo que Jos ángulos de reflexión 
sean iguales a los ángulos de incidencia, la linea llFN, que tocan los 
rayos reflejados o sus prolongaciones Al/, MF, DN, ... es llamada 
cáustica por reflexión. 

Flg.4.25 

Fig. 4.26 
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Definición 

Si se concibe que una infinidad de rayos BA, BM, BD, ... que parten 
de un mismo punto luminoso B (Fig, 4.27) se rompen al encontrar 
una linea curva A MD al acercarse o alejarse de sus perpendiculares 
MC, de modo que los senos CE de los ángulos de incidencia CME 
sean siempre a los senos de los ángulos de refracción CMG en la 
misma razón dada de m a n, la linea curva Fl/N que tocan todos los 
rayos que se rompen o sus prolongaciones Ali, MF, DN, ... se llama 
cáustica por refracción (Fig, 4.28). 

Fig. 4.27 

Fig. 4.28 



( ... ) el sistema leibnltc/ano no obstante su ·apariencia ·de pUrame_nte 
apr:iximativo, es tan superior al de los /Imites y ·al de las derWa_das por. 
lafaci//dad con que se prestad las ápllcac/ones [ ... ¡ (Dlaz Covarrubias 
1873, 66]. . ' .. 

en el caso de Jos números rac·l~nQ1es o ;éa1;s:· .~/ C~n~~/int~~Ío 
completo q1Je poseemos respect~ ·(¡ e/l~, . ~áce; demó~t~abl~ '?a· ~o 
existencia de leftnlteslmale.r: [ ... ] P,or. lo tanto· iodo mimero real 
distinto de cero es ama clase que. con~l~11e raclonalei. ·y lodos los 
racionales son finitos: por consiguiente tocio número real es finito. 
Consecuentemente, si fuera posible, en cualquier sentido, hablar de 
nUmeros infinitesimales, tendrla 'que ser en algún sentido radicalmente 
nuevo [Russcll 1938, 335]. 

Capítulo 5 

El análisis infinitesimal en la 
Academia de Ciencias de París de 

1700 a 1706 

§5.1 Introducción 

En el capitulo 4 se explicó la estructura axiomática del texto de !'Hos
pital, la cual fue un intento por formalizar el concepto intuitivo de 
cantidades infinitesimales y las operaciones que reglan su uso. En las 
primeras exposiciones públicas que hizo Leibniz de su cálculo evitó 
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referirse a tales cantidades. En su 'Nova Methodus' (1684; véase §2.6 
anterior) definió (véase Fig. 5.J): "Llamamos ahora dx a un segmento 
de recta escogido arbitrariamente, y dv [ ••. ], es decir diferenciá de v, 
[ ... ]un segmento que sea a dx como v [ ... ] a XB [ .. :r· [Leibniz 1989, 
104-105].1 Usa el sustantivo 'diferencia' y no 'diferencial'; el término 
di.fferentialis lo usaba sólo como adjetivo. Además, el uso de estos 
términos refleja los origenes de su nuevo cálculo (§2.3)[c.f. Leibniz 
1989, 105, n. 37]. Esta elección consciente de definir as! la diferencia 
en la primera publicación del cálculo diferencial_ seguramente la hizo 
Leibniz para evitar tener que dar explicaciones sobre qué son las can
tidades infinitesimales [c.f. Bos 1974-75, 63].2 Sin embargo, confrón
tese esta definición con lo que _comentó más adelante; 

Con experiencia será fácil demostrar todo cs10' a partir de esta única 
observación, la cual no ha recibido la importancia debida hasta ahora: 
se puede considerar a dx, dy, dv, dw, d: como proporcionales a las di
ferencias, crecimientos· o· decrecimienlos elementales (respectivamen
te) dex,y, v, w;z [Leibniz 1989, 110]. 

[ ... ].~~~ni~ 1~f~ni~,;,. consiste en trazar una rectn que una dos pun
tos de la curva infinitamente cc;cnnos, es decir, prolongar el Indo de un 
pollgono lnjinitangu/ar que para mi, equivale a la curva.' Luego; siem· 
pre se puede' representar esta distancia infinitamente pequei'la por una 

· 1. En la versión fran;,:.s~· de donde se toma esta cita estJ!n corregidos los errores 
de notación que aparecieron en !684; no asl en la versión castellana de 1987 (Leib
nlz 1987]. 

2. Isaac Newton (1642-1727) tampoco explicitó consideraciones infinitesimales en su 
Principia (1687). en el que aparece por primera ve1. públicnme"te su cálculo. En 
el cálculo que inventó, formuló sus métodos en términos nlgebraicos, recurrió a 
los Infinitesimales pnra la Interpretación geométrica y los abandonó a favor de 
la tcorfa de las fluxiones; ésta descansó linalmcntc en la doctrina de tas razones 
(cocientes) últimas. Cada uno de estos enfoques pcrscgula distintos fines: en la 
teorla de las fluxiones subyaclan los métodos heurlsticos de su cálculo, tales mé
todos fueron justificados por la tcorla de las razones últimas y la tcorla de los 
infinitesimales abreviarla la demostración rigurosa [véase Kitchcr ¡q73 para un 
estudio de las distintas facetas del cálculo de Newton]. 

3. Se refiere tanto a las reglas que da sin demostración de su cfilculo, como a la 
obtención de máximos y mfnimos, tangentes, etcétera. 

4. CJ §4.2, Postulado 11. 
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diferencial conocida dv, o por una relación en la que aparezca, es decir, 
por una tangente conocida (Leibniz 1989, 111 ). 

87 

Muy pronto surgió un fuerte debate en la Academia de Ciencias 
de París sobre la validez de los métodos infinitesimales basados en 
estos conceptos, acerca de los cuales Leibniz no habla hecho públicas 
sus opiniones. Los participantes en el debate se basaron en la versión 
del cálculo leibniciano que habla publicado !'Hospital. 

Fig.S.I 

· §S.2 Debate en la Academia de Ciencias de Parls, 1700-1706 

Se ha divulgado ampliamente la oposición ( 1734) del obispo George 
Berkeley (1685-1753) al cálculo de Newton; menos conocida es la 
oposición previa (1694) de Bemard Nieuwentijdt (1654·1~18fal de 
Leibniz .;.;_y también al de Newton-. En cambio, la controversia in; 
tensamente acalorada que prevaleció de 1700 a 1706 en la Académie 
des Sciences de Parls, sobre la admisibilidad lógica del nuevá cálculó, 
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es casi desconocida. Prácticamente ningún texto de historia de las 
matemáticas se refiere a ella, y muy poco se dice en los que hay sobre 
historia del cálculo, si acaso la mencionan.' 

Aunque Jean Bemoulli fue maestro particular de !'Hospital, tam
bién inició a otros en el estudio de la nueva rama de las matemáticas. 
Dentro del circulo de eruditos alrededor de Nicolas Malebranche, 
quienes estudiaron las nuevas técnicas infinitesimales fueron Pierre 
Varignon, Pierre-Rémond de Montmort y Charles Reyneau (1656-
1728), entre otros; bajo la gula de !'Hospital y Varignon también 
destacaron Carré, Joseph Saurin (1659-1737) y Guisnée, entre otros. 

Sin embargo, surgió un grupo de académicos que se opusieron 
al nuevo cálculo: Michel Rolle (1652-1719), Philippe de la Hire 
(1640-1718) y Galloys (1632-1707), entre los más destacados. Éstos 
se oponfan a que el cálculo leibniciano, que conoclan según la versión 
de !'Hospital, recibiera estatus riguroso como una materia más dentro 
de las matemáticas. Rolle fue el lfder de este grupo y, por parte de 
los lnfinitesimalistas, Varignon tomó el liderazgo en la defensa del 
nuevo cálculo contra los ataques anti-infinitesimalistas. 

S.2.1 Primera etapa del debate, 170_0-1701 

El debate inició en julio 0de i"700;"su'priniera etapa no se hizo 
pública e incluso: se prohibió a los miembro~ de la Académie des 
Sciences divÚlgarlii. Duró tía5ia finesdé.1701 .. Los aíaques de Rolle 
se resumen en los siguientes tres puntos: (1) ~I cálculo no es riguroso; 
(2) conduce a errores,' y (3) noha producido ninguna verdad nueva. 
sus objéciones prinéipales fueron: ' ··· ·· · · 

l. El cálculo diÍe~¿néial p~st~la u~aj~r~rqufa de órdenes de infini
tos arbitrariamente· grandes y péqueilos (véase 4.2.3;Art. 63, p. 
63 anterior); ·' · 

; >. .:_ :·' -- ~ ·.-.--

s. En menos de. siete rengiónes se· informa de esta disputa en un lib;o de Boyer · 
(1959, 241) y en un estudio amplio y demllado sobre el cálculo leibniciano se 
haoe referencia a ella en una nota a pie de página (Bos 1974-75, SS, n. 89f. 
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2. Una cantidad más(+) o menos H sü diferencia se hace igual a la 
cantidad misma; lo cual es .lo mismo que decir que la parte es igual 
al todo (véase 4.2. I; Art. 2,p;~7 ani.erior);'y:;\; .':. · > . ' 

3. A v~cés las diferencias s~ ~i~n ~o~ó.i~ntÍdades que iÍo son ceros y 
a veces como ceros'absolutos:· .cc>·.,~·,c:•'.•·:•,'l''/i': · 
En cuanto a la prime~"obj;ciÓri,• R~lle r~cÍ~mó que no se habla 

dado álguna deÍnostracióri dé la existencia de los diferentes órdenes 
o géneros de los infinitos (~éru;é ('J:46 aíiforfor), y' planteó lo siguiente: 
al obtener la diferericiadéj :.,, m,"se: iiene 2ydy = adx. Ahora, su
poniendo que (x + <Ú", y + dy) pertenezca a la parábola, se tendrá 

(y ~ dy)2 = á(x \ dr) Ó ~+ 'ád.c. = y' + 2ydy + dy'. 
Luego, considerando ~(-sistema· · . . ·. . < .. y'=m·· 

at' ra¡2¿Y ~./tdy t dy', 
sustituyendo ~j vai~r-adx de la segunda ecu~ciÓn en la tercera, 

ar + 2ydy =y' +. 2ydy + dy' o at" = / + dy', 
y,· susiituyendo el,. valor. de áx ·de la primera ecuación en esta 
última; y'= y'+ dy', y por lo tanto dy2 =O o dy =O. Asl, a partir de la 
segunda, 2ydy = adx, como dy =O, también dx =O. 

De esto concluyó Rolle que los infinitesimales son ceros ab
solutos. Nótese que consideraba que las reglas algebraicas para 
cantidades finitas se podlan aplicar de la misma manera en la ma
nipulación de cantidades infinitesimales. Si asf fuera, a partir de 
que x + dr = x (Postulado 1, p. 47 anterior), se tendrla dr = O 
de inmediato. 

L 'Hospital, en su texto, no previno explfcitamente a los lectores 
de que precisamente el Postulado 1 está ampliando la concepción 
de igualdad y que por lo tanto no son las mismas leyes algebraicas 
que rigen la manipulación de las cantidades finitas las que se deblan 
aplicar a las relaciones que involucran cantidades infinitesimales. Jac
ques Bemoulli si habla advertido que en este caso no se siguieran 
leyes tales como 'si de iguales se restan iguales, los resultados son 
iguales'; pero esta advertencia no fue aceptada. 

En una publicación· de 1703, escribió Rolle: 
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En primer lugar, se ve que todos' e~os i~tinÚos de primer género tales 
como dx o dy, no teniendo' 'algún alcance real, todos los Infinitos de los 
olros géneros serán también ceros absolutos en el cálculo, Todos eslos · 
siguienles inlinilos .·de inlinilos," que hacen el sistema,. serán 'nadas' 

· que se supone eslán infinilnmente comprendidas en olrns 'nadas'.' . , 

Asl, en la primer!l objeción .:_y ta'mbién en la segunda--;- se negaba 
la existencia de cántidades que no satisficieran el axioma arquime~ 
diario7 y no se aceptaba la negación de la noción común S~de, Los 
Elementos' de. Euclides (ji. 300 a. C.).' En la tercera objeción no 
se aceptaba la manipulación de los infinitesimales aparentetrienlli''de .. 
manera arbitraria'. · 

Hasta 1734, los británicos daban por hecho que el cálculo in
ventado por Newton era el mismo que el de Leibniz y llamaban 
'fluxiones' a las 'diferencias' de Leibniz, usando la notación de New
ton (véase, v. gr., p. 44 anterior, donde se cita a Edmund Stone).9 

Algo parecido ocurrió con Varignon: daba por hecho que ambos cál
culos eran equivalentes pero, además, que el de Newton si erá ri
guroso. Y asl, para responder a las tres objeciones anteriores de Rolle, 
se apoyó en Newton. Por ejemplo, citó el Escolio al Lema XI del 
Libro l. de Principia Mathematica, parte del cual dice: 

[ ... ] si· en lo sucesivo considerase las cancidades como formadas por 
partfculas constantes o usara pequeHas curvas como recias, no debe en
cenderse que me refiero a indivisibles, sino a divisibles evanescentes, 
ni a ,las sumas y razones de partes delerminadns, sino siempre a los 11-

. miles dC sumas y ra.zones; [Ncwlon 1982, 267]. 

6.- Rolle, M. 1703. "Du nouveau sysu~me de l'intini". llistoire et Afémoires de 
l'Académ/e Roya/e des Sciences, p. 324 [citodo en Moncosu 1989, 231 ]. 

7. Arqulmedes (ca. 287-212 a. C.), en el prefnclo a la Cuadratura de la parábola 
(carta a Dcsileo) )contenido en Fnuvel y Gray 1988, 153), supuso el siguiente 
lema: ") ... ) el exceso por el que In mayor de [dos] áreas desiguales excede a 
la menor puede. al ser ai\adido a sf mismo, hacerse que exceda a cualquier área 
finita dada" (cf. An. 63, p. 63 anlerior). 

8. "El lodo es mayor que Ja parte". 
9. Para detalles sobre los británicos ·que escribieron acerca del cálculo y no com· 

prendieron los conceplos de Newlon durante esla época, véase Cajori 1917. 
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Todos Jos irifinitesimalistas franceses creían en la existencia de 
cantidades ·infinitamente pequeilas. Varignon trató de probarlo. In
terpretó la dx leibn.iciana como un proceso, esto es, dx es el instante 
en que x se hace cúo .. De esta. manera, durante las manipulaciones 
algebraicas,. las' diferencias se consideraban al borde de ser cero, lo 
cual Ócurrla sólo al final. Era ésta la respuesta a la tercera objeción 
de Rolle. Sin embargo, según se vió en el capitulo 4, dx se tomaba 
comó ·Una· constante. numérica. 

En cuanto a que el cálculo conduela a errores y no habla producido 
alguna . verdad ·nueva, los ejemplos de Rolle fueron desafortunados. 
He aqul unó de 'ellos: habla determinado que para la curva 

. . a112 (y - b) ,;, (x2 - 2<U + a2 - b')m 

con el cálculo diferencial sólo se obten la un máximo en x =a al tomar 
dy;,, O y por otro método habla encontrado dos mínimos, en x =a± b. 
No habla aplicado córreciamente el algoritmo: con dx =O (o dy = infi
nito) se obtienen en x =a± b dos puntos donde la linea recta tangente 
es vertical (véase Art. 4 7, p. 60 anterior). 

5.2.2 Las opiniones de Leibniz 

Según Javier de Lorenzo [1985, 119], en 1695 Leibniz habla dado 
los siguientes cuatro argumentos; sobre el cálÍ:ÚIÓ, a la critica del 
holandés Nieuwentijdt de que los. infinitésimos difierende cero, se 
opera con ellos, pueden dar una sum~ difer,Cl~t.c:.de cero, Y.a ~eces 
desvanecerse: ·,·., '>'·,·.• ... ····<:/;.';:.·. :,·:· .:··:-. · · 
1. Es un método de invención rnás que de cl~~dstra~ión;. , 

2. No difiere del de Arqulmede~ nÍás q'u~ ~~·1i1;;i~ne!11 d~ ll~blar; ·. 
3. El error que se comete al tomar el cálculo de diferencias() de indi

visibles es menor que cualquier número dado.y, > ·.. .. , . 

4. Se pueden tomar en el mismo s~ritiÍI~ conel qÜe Jds alg~brisias rna~ 

~~j~~ 1;ei!;!llar1tdio1.'i~~~1~ ~~~·ri~~·;~~ibniL :u· .. 
~· .« --~"'--·.;se --- ~:'-i,-/c~.> ,·.:o-~: "·-;'.;";•_ "r;c. -.,.--,-"+~--'-.-. 

no se tiene necesidad de iolliár ·~qui el ¡~finito e~ ;éntido estricto; sino 
sólo como cuando· se dice en óptica 'que.los rayos'dcl Sol vienen de un 
punto infinitámente alejado y se estiman 'de esta manera paralelos. Y 
cuando hay ,vario,s grados de infinito;. ·o infinitamente pcquc11o, es 
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como cuando el globo de la Tierra se estima como un punto respecto a 
la distancia de las fijas (estrellas), y una bola que mwiipulamos es twn· 
bién un punto en comparación con el semidiámetro del globo de la Tie
rna. De modo que la distancia de las fijas es un infinitamente infinito o 
infinito del Infinito con relación al diámetro de In bola. Porque en lugar 
del infinito o del infinitamente pequeifo, se tomwi cantidades tan gran· 
des y tan pequeñas como se requiera para que el error sea menor que el 
error dado, de manera que uno difiere del estilo de Arqulmedes sólo en 
las expresiones que son más directas en nuestro método y más confor· 
mes al arte de inventar [citado en Robinson 1973, 261·262). 

Váfignon habla pedido a Leibniz el 28 de noviembre de 1701: 

Los enemigos de vuestro cálculo siguen triunfando, y la difunden [la 
opinión citada antes] como una declaración clara y precisa de vuestro 
punto de vista sobre esta materia. Le suplico entonces, señor, tenga a 
bien enviarnos lo más pronto posible tal declaración categórica y preci· 
sa de su opinión [citado en Mancosu 1989, 236). 

La respuesta de Leibniz fue escrita el 2 de febrero de 1702 y 
se resume su contenido en los siguientes tres puntos [Mancosu 1989, 
236]: 

l. No hay n~cesidad de basar el análisis matemático en suposiciones 
-metafisiCas; · 

2. s·inembargo, podemos admitir a las cantidades infinitesimales, si 
no como reales, como entes ficticios bien fundados, como se hace 
en álgebra con las ralees cuadradas de números negativos, y 

3. Se podrlan organizar las demostraciones de modo que el error 
siempre sea menor que cualquier error asignado. 

· Y en junio de 1702 escribió Leibniz: 

De los nuestros, creo que el señor Fontenelle, quien posee una mente 
despierta y audaz, se quiso burlar cuando dijo que qucrfa hacer unos 
elementos mctafisicos de nuestro cálculo. Para decir la verdad, yo mis· 
mo no estoy muy convencido de que se requiera cosidcrar a nuestros 
infinitos e infinitamente pequeños de otra manera que como cosas 
ideales y como ficciones bien fundadas. Creo que no hay creatum que 
no esté formada por una infinidad de crentums; sin embargo, no creo 
que haya ni pueda haber infinitamente pequeñas, y esto creo poder de· 
mostrarlo [citado en Robinson 1973, 262-263). 
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Asl, para Leibniz el problema era asegurar el uso confiable de 
las cantidades infinitesimales, y no su existencia. En septiembre de 
1716, ·poco antes de morir, escribió lo siguiente: 

En cuanto al cálculo de los infinitesimales( ... ] (c)uando (nuestros olros 
amigos) se dispulaban en Francia con el Abad Gallois, el Padre Gouge, 
y otros, les manifesté que yo no crefa que hubiera magnitudes verdade
ramente infinitas ni verdaderamenle infinitesimales: que sólo eran fic· 
ciones, pero ficciones útiles para abreviar y hablar universalmente( ... ]. 
Pero como el senor Marqués de !'Hospital crela que por ello yo traicio
naba la causa, me rogaron que no dijera nada, •parte de lo que habla 
dicho en un lugar de las Actas de Leipzig; con placer accedl a su ruego 
(cilada en Robinson 1973, 263]. 

S.2.3 Segunda etapa del debate: triunfo de los infinitesimallstas 

Finalmente. se decidió hacer público el debate, y el 3 de abril 
de 1702 apareció :Un articulo de Rolle en el Journal de Sr;avans. 
Reclamó que los métodÓs del análisis infinitesimal eran insuficientes 
para determinar: las tangentes a una curva cuando hay más· de una 
tangente . en alguno· 'de 1 sus' puntos: Propuso como claro reto a los 
inflnitesimalistas la .curva · 

y;;. 2.+ fu +-../4+2x 
que al el.iminar los radicales se convierte en 

y 4 ~·8/-12xy2 ,+ 4Í!xy + 4x' - 64x + 16,v' =O. 
Quien se encargó de;dar~espuesta fue sáurin, y se tuvo éxito al apli

. car la regla 'de 1'.Hospital: Y era precisamente que el cálculo infinitesi
mal se.· estaba aceptando' como un método riguroso 'por el éxito en la 
obtención . de' 'resultados': correctos, que Rolle cuestionaba con sus 
ejemplos desáfcirtunados, llegándose a calificarlo de ignorante, 

Según las opiniones citadas de Leibniz (véase S.2.2), particular
mente la que dio.en 1716, tenla plena certeza de la imposibilidad 
de demostrar la existencia de cantidades infinitesimales. Rolle no sólo 
cuesiionaba los fundamentos del nuevo cálculo sino también los re
sultados .. Sus cuestionamientos impulsaron el avance de las inves· 
tigaciones en el análisis infinitesimal. 

El debate tomó. otros rumbos, de indole político y de control del 
· poder dentro de la Academia. Por ejemplo, siendo uno de los editores 
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Gouye, el articulo aludido de Rolle fue publicado Integro, mientras 
que la respuesta de Saurin fue recortada para su publicación. Durante 
1703 y 1704 continuaron los cuestionamientos de Rolle. El secretario 
perpetuo de la Academia, Fontenelle, al leer el elogio a !'Hospital 
el 2 de abril de 1704, tomó partido abiertamente a favor de los in
finitesimalistas y trató de callar a la oposición alabando el texto de 
!'Hospital por la aceptación tan amplia de que goz.aba. Sin embargo, 
soslayó las criticas sobre los fundamentos del nuevo algoritmo. 

He aqul dos párrafos del elogio de Fontenelle a !'Hospital: 

El señor !'Hospital decidió comunicar sin reserva Jos secretos ocultos 
de Ja nueva geomctrfa, y fo hizo en el famosos libro A11a/yse des infi11i
men1 pelits, que publicó en 1696. En él, fueron revelados todos fas se
cretos del infinito geométrico, y del infinito del infinito; en una 
palabra, de todos estos diferentes órdenes de infinitos, que se levantan 
los unos encima de los otros, y fonnan el edificio más asombroso y 
más audaz que Ja mente humana jamás se haya atrevido a imaginar [ci
tado en Mancosu 1989, 240 J. 

Por fo que estn obra ha sido recibida con un aplauso universal: pues el 
aplauso es universal cuando muy fácilmente se pueden contar en toda 
Europa los sufragios que faltan, y siempre deben faltar algunos en las 
cosas nuevas y originales, sobre todo cuando requieren ser bien enten
didas. Quienes 'eñafan los acontecimientos de fa historia de fas cien· 
cias, saben con qué avidez ha sido acogida fa obra Analyse des 
infinimenl pelils por todos los geómetras nacientes, a quienes el méto· 
do antiguo y el nuevo fes son indiferentes, y que no tienen otro interés 
que el de ser instruidos. Como el propósito del autor habla sido princi· 
pafmentc fonnar matemáticos, y sembrar en fas mentes las simientes 
de la geomctrfa superior, tuvo el placer de verlas fructificar todos los 
dfas, y los problemas antes reservados a quienes hablan envejecido en 
fas espinas de fas matemáticas, llegaron a ser los primeros intentos de 
los jóvenes. Aparentemente fa revolución será también mayor, y se en
contrará con el tiempo tantos discfpufos como ha habido matemáticos 
[citadocnMancosu 1989,2411. 

Prácticamente, a fines de 1705, era Rolle un opositor solitario y 
aislado del resto de los matemáticos dentro de la Académie des Scien
ces de Parls, aunque el único que le contestaba era Saurin. La Aca
demia tuvo que tomar una ~ecisión sobre este debate y hacerla 
pública. Se.dio a conocer en· enero de 1706. A fines de 1705 se 
habla formado una comisión para ello, que incluyó al Abad Bignon, 
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la Hire, Galloys, Fontenelle y Cassini. Se hizo la paz: Rolle se con
virtió (obviamente por cuestiones de estabilidad como miembro de 
la Academia, ya que no se logró mostrar la solidez matemática de 
los métodos infinitesimales), siguiendo las recomendaciones de esta 
comisión. Otro de los iniciadores de la oposición, Galloys, murió 
en 1707 y ésta desapareció. 
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Reflexiones finales 

La historia de las matemáticas posee una atracción inherente como 
parte de nuestra cultura. En esta tesis he presentado algunas reflexio
nes en tomo a los inicios de la evolución de nuestro actual concepto 
de derivada. He sido impulsado a incursionar en este tema motivado 
por intereses pedagógicos. Si bien no se tiene una teorla sobre las re
laciones existentes entre la historia y la pedagogla de las matemáticas, 
en diversas partes del mundo hay profesores, matemáticos, historiado
res, entre otros profesionales, interesados en esta lfnea de investiga
ción: exploran las similitudes entre el proceso histórico y el de 
aprendiz:aje. Se dice que la historia puede ayudar al maestro a entender 
las dificultades intrlnsecas de determinados conceptos y a motivar a 
sus estudiantes mostrándoles cómo surgió una idea matemática. Real
mente no hay un común acuerdo sobre la utilidad del uso de la historia de 
las matemáticas en la ensenanza de éstas; sin embargo, la tendencia es 
construir una teorla o un marco teórico para relacionarlas. 

Una de las diversas dificultades, tanto para el profesor como 
para los alumnos, subyacentes al proceso de ensenanza y apren
dizaje del cálculo, radica en el conflicto entre la organización de 
este" saber como conocimiento cientlfico bajo los actuales están
dares de rigor lógico alcanzado y la evolución que han experi
mentado sus conceptos. El desarrollo histórico de los conceptos 
del cálculo no está ampliamente difundido entre los profesores. 
La estructura de los textos que existen en el mercado se basa en 
los requerimientos actuales de rigor lógico y generalmente son las 
únicas fuentes a las que tienen acceso los profesores para la pre
paración de los cursos que imparten. 
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Prácticamente todos los autores de libros de texto de cálculo se
ñalan a Newton y a Leibniz como Jos inventores· del •cálculo dife
rencial e integral. Sin embargo, posiblemente incluso . varios de los 
autores mismos no comprendan el alcance de esta afirmación (señalan 
como único punto imponante el descubrimiento del ahora llamado 
'teorema fundamental del cálculo'), y los lectorespueden obtener 
Ja impresión de que el cálculo expuesto en tales textos es el. que 
inventaron esos dos grandes cientlficos. ·-

Se ha explicado en este trabajo que se seilala a Leibniz como 
uno de los inventores del cálculo porque: (l) abarcó todos los mé
todos paniculares para cuadraturas y trazado de tangentes de sus an
tecesores, al generalizarlos y unificarlos, en sólodos conceptos que 
ahora conocemos como 'integral' y 'derivada'; (2} desarrÓlló una ·nó
tación adecuada para estos dos conceptos y las reglas' para mani
pularla, creando así un algoritmo que permite de manera mecánica 
llegar a resultados, y (3) reconoció la relación inversa entre, los pro-
cesos de integración y derivación. . . _ , ... 

- Además, los textos de cálculo actuales en nin'gún momeritó ha
cen -notar que esta rama de las matemáticas ha evolucionado si
guiendo distintos enfoques (como, si lo discutió, por ejemplo, 
Francisco Díaz Covarrubias [ 1873, cap. V]): aparte 'del leibniciano 
y del newtoniano, -sobresale el trabajó desarrollado por Joseph 
LouisLagrange (1736-1813) dura~te la segunda mitad del siglo 
XVIII, quien. trató de. convenir al cálculo en páne del análisis al
gebraico motivado precisamente por Jós problemas de fundamenta
ción. Aún. peor. es 'que los autores de libros de texto de cálculo hoy 
en'día, sin'darse cuentii, mezclan estas tres tradiciones en cuanto 
a 'notación;,conceptos, términos, etc., y los desarrollos posteriores. 
Lo hacén · porqúe carecen de una información sólida sobre la historia 
del· cálculo. · · 

, Esta iesk se centró en la linea de investigación iniciada por Leib
niz y sólo en los· primeros pasos de Ja exploración y el desarrollo 
del_ cálCulo .• diferenéial. Se ha discutido la manera en que se des
cubrieron vario.s resultados importantes -como las reglas básicas de 
derivación..;;:, 'c¡úe en la enseilanza actual sólo se demuestran. Los 
prófésorés 'de cálculo-que lean esta tesis podrán conocer una pane 
de l_a faceta histórica de su objeto de enseñanza; recuperarán la ri
queza geométrica y heurlstica de Ja primera elaboración del análisis 
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111tlnitesimal, lo cual, en el campo de la ensenanza, ha sido soslayado 
a favor de los fundamentos y el rigor matemáticos. 

En el texto Analyse des injinimenl pelits se dieron a conocer por 
primera vez muchos de los descubrimientos hechos con el recién crea
do análisis infinitesimal y a partir de él continuaron las investiga
ciones de esta rama de las matemáticas. Las discusiones de fndole 
metafisico no impidieron encontrar nuevos resultados. 

Por lo anterior, a pesar de que se han editado en el mundo gran 
cantidad de libros de cálculo desde el siglo XVIII hasta nuestros dfas, 
el texto de !'Hospital, a pocos dfas del tercer centenario de su primera 
edición, sigue teniendo vigencia pedagógica y debe difundirse su con
tenido principalmente entre quienes están involucrados en la ense
ilanza del cálculo. 
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