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Introduccion

La obra Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes
courbes del Marqués de I’Hospital fue el primer libro de texto sobre
andlisis infinitesimal, Se publicé en 1696, durante ¢l periodo en que
se exploraba y desarrollaba la nueva rama de las mateméticas llamada
calculo diferencial e integral. Con este texto se formaron los primeros
matematicos en la geometria infinitesimal siguiendo la tradicién leib-
niciana. Durante algin tiempo se convirtié en el Ginico camino accesi-
ble al célculo diferencial que era una especxe de misterio’-o una
‘ciencia cabalistica’.

El objetivo de este trabajo es resaltar la |mportancm del texto
Analyse des infiniment petits desde los puntos de vista histérico y
pedagégico. Por lo tanto es indispensable tener una idea clara de
los antecedentes inmediatos del descubrimiento del cilculo. Este tema
se trata en el primer capitulo de esta tesis; en él se explica lo que
debe entenderse por andlisis infinitesimal, se incluyen las dos ge-
neralizaciones mds sobresalientes de la resolucién del problema del
trazado de tangentes a curvas: la de Fermat y la de Descartes. Aunque
el texto de I"'Hospital no trata sobre céleulo integral, se ha incluido
parte del *Tratado de los senos de un cuadrante de circulo’ de Pascal,
soslayado por algunos autores de libros sobre historia del calculo
(v. gr. Gonzilez Urbaneja 1992), dada la trascendencia que tuvo este
manuscrito para Leibniz —segiin lo sefialé él mismo— en la i inven-
cion de: su’ célculo.

En el segundo capitulo se presenta un breve resumen de las in-

. vestigaciones de’ Leibniz que lo condujeron al descubrlmlento de esta
nueva rama de. Ias matematlcas

<X



x Analyse .., de 'Hospital

El tercer capitulo trata sobre el contexto en el que I'Hospital decidio
revelar en un libro de texto los secretos del andlisis infinitesimal.

E! cuarto capitulo presenta la estructura del célebre texto Andlisis
de los infinitamente pequefios para el estudio de las lineas curvas,
los conceptos bésicos y los resultados mds notables que contiene.

Para finalizar el relato historico de este periodo de descubrimicnto
y primeros pasos en el desarrollo y exploracién del calculo, en el
capitulo 5 sc explica en qué consistié el fuerte y acalorado debate
que se dio de 1700 a 1706 entre dos grupos de matematicos, miem-
bros de la Académie des Sciences de Paris, sobre la admisibilidad
logica del cdlculo leibniciano. Fue central en este debate el texto
del Marqués de I'Hospital no sélo porque quienes tomaron parte ha-
bfan aprendido en él el nuevo algoritmo, sino porque las dlscuslones :
giraron en tomo a la manera en que [’Hospital habia dado ‘a conocer. -
la estructura de este nuevo conocnmlemo y las bases sobre las’ que',’
se apoyaba. :




[..] andlisis es un método de tomar aquello que se busca como si fuera
admitido y de pasar de ello a través de sus consecuencias a algo que se
admite como un resultado de la sintesis; pues en andlisis suponemos
aquello que se busca como que ya esid hecho e investigamos qué es
aquello de lo que resulta, y nuevamente cudl es la causa antecedente de
esto, y ast hasta que, retomando nuestros pasos, alumbramos algo ya
conocido o con el rango de primer principio; y a tal método llamamos
andlisis, como una solucidn hacia atrds [Pappus 1939, 597 5s.).

Capitulo 1

Analisis infinitesimal

§1.1 Introduccién

‘Las técnicas griegas de descubrimiento de resultados matematicos,
desafortunadamente, se habian perdido para cuando los europeos del
siglo XVI se preocuparon por empezar a investigarlas. La tnica obra
disponible que contenfa algunos indicios sobre ello era la Collectio
Mathematica de Pappo (f1. 300). Durante el siglo XVII, en los esfuer-
zos por redescubrir tales métodos, los mds destacados eruditos fueron
Pierre de Fennat (1601-1665) y René Descartes (1596-1650). ’
l‘ermat tuvo como proyecto reconstruir la obra deApolonio Plane
Loci a pamr ‘delas’ anotaclones .y:lemas de Pappo. EnBordeaux,
Fermat se hab(n famnllarlzado con las nuevas ideas de simbolizacion
algebmlca y con'el’ programa de Francons Viéte (1540 1603) ‘de des-
cubrir y entender el ana/ls:s secreto de los malem:‘mcos grlegos, con’
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los estudiantes de éste. Viéte creé ¢l llamado andlisis especioso, que
consiste en un calculo sobre simbolos o especies que representaban
magnitudes geométricas o aritméticas cualesquiera; intentd identificar
el andlisis griego con la nueva dlgebra, la cual traté de mostrar con
claridad y slmphcxdad

El término andlisis (avakumg) significa ‘‘distincién Y separacxén
de las partes de un todo hasta llegar a conocer sus principios o ele-
mentos” {Real Academia Espaiiola 1992, 134). Analitico proviene
del griego analytikos que se deriva del verbo analyein y quiere decir
‘“‘separar, descomponer, resolver en sus partes’ [Reese 1991, 13].
Con mayor precision, se dice que la estrategia de resolucion de pro-
blemas que los griegos llamaron andlisis se deriva de drnapalin lysin
que significa ‘*solucion hacia atras’’ [Grabiner 1995, 85). Asi, esta es-
trategia consiste en diseccionar un problema en las partes que lo cons-
tituyen; se parte de la suposicién de que el problema bajo estudio ya
estd resuelto, y se procede a determinar las condiciones que han con-
ducido a la solucién supuesta; se estudian las partes que hacen posible
la hipétesis de que el problema esta resuelto.

En su obra /n Artem Analyticem Isagoge (1591), Viéte comenta
acerca de los métodos analiticos usados por los antiguos griegos para
descubrir_teoremas:

Existe cierto camino para investigar la verdad en matemdticas que se
dice fue Platén el primero en haberlo descubierto. Teén lo llamé anali-
sis, ¢l cual ¢l definié como suponiendo que lo que se busca estuviera
admitido [y trabajando) a través dc las consecuencias [de la suposi-
cién} a lo que se admite como verdadero, en oposicién a la sintesis,
que es supomendo lo que [ya] estd admitido [y trabajando] a través de
las [de esa suposicion] para llegar a eso que se busca y
. entendcrlo

Aunquc los’ anuguos propusneron sélo dos tipos de andlisis, zetética

y poristica, a los que mejor se aplica la definicién de Tedn, he afiadido
“un tercero que puede ser llamado rética o exegética. Es propmmentc
zetética’ por el que se establece una ecuacién o proporcmn entre un
término que se tiene que encontrar y los términos dados;' poristica
por el que se verifica la verdad de un teorema establecido por medio

n 1

‘1. Transfc on de un probl en una que jiona ala i
los varios clementos conocidos. -

con
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de una ecuacién o proporcién,’ y exegética por el que se determina

el valor del término d ido en una ién o proporcion dada,’
Por lo tanto, todo ¢l arte analitico, suponiendo esta triple funcién suya,
puede ser llamado la ciencia del descubrimiento correcto en mate-

miticas [Vitte 1983, 11-12].

§1.2 Anilisis infinitesimal

En el siglo XVII, se le da por antonomasia el nombre de andlisis al
proceso de diseccionar un todo en sus partes, que son consideradas
como infinitamente pequeiias e infinitas en cantidad, para luego sinte-
tizar o reconstruir ese todo a partir de las partes. A estas partes consti-
tuyentes se les denominé, en distintos momentos de su evolucién
histérica, indivisibles, infinitésimos, diferencias, diferenciales, etc, En un
problema de dreas, por ejemplo, un indivisible es una linea, algo sin area;
mientras que un infinitésimo se concibe como una tira infinitamente
exigua con cierta &rea, aunque infinitamente pequeita {Fauvel y Gray
1988, 375). El uso de indivisibles e infinitésimos tiene sus raices en
las matemdticas griegas cldsicas. Bonaventura Cavalieri (1598-1647)
desarrollé con detalle €l método de indivisibles, quien consideraba
que un objeto geométrico estaba formado por objetos de una dimen-
sién menor: las regiones planas por lineas y las figuras sélidas por su-
perficies, por ejemplo. Johann Kepler (1571-1630) usé el método de
infi nltéSlmOS, y.consideraba que una figura estaba formada por figu-
ras ‘muy pequefias’’ (infinitesimales) de la misma dimensién {Katz
1993, 436] Entonces, los términos ‘indivisibie’, ‘infinitésimo’, ‘dife-
rencia’, ‘dlf‘erenclal’ (estos dos altimos se explican mas adelante) no
deben tomarse como sindnimos. Asf, este anzihsls recnblé el calificati-
vo de infinitesimal ;

* Larama de las’ matematicas llamad anall.rrs infinitesimal se formé6
principalmente ‘a’ pam ' ientes*de métodos de resolucién
de problemas, ahora ‘conocidos ¢ como métodos integrales y la de los
métodos dxferéncmles dos‘métodos integrales se usaron

2 Explomclon de la verda

slmb6hcn upropla_da - P

3. Es el ‘ante’ de’ transfi Ia i6 4 por mcdio dn. la zuéncn para
determinar un vnlo; de [a incégnita, "

J rcma propm.sto, por medio de la manipulacion
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para calcular dreas, volimenes, centros de gravedad y longitud de
curvas, principalmente. Desde la antigliedad griega se habian resuelto
este tipo de problemas enmarcados ahora en el calculo integral.
Los métodos que propiciaron la evolucion del concepto de de-
rivada se usaban para resolver problemas de trazado de lineas rectas
tangentes a curvas. Los antiguos griegos se basaban en la propiedad
de que la tangente debe focar a la curva en un dnico punto. De-
terminaron tangentes a las secciones cénicas (circulo, parabola, elipse
e hipérbola) y a la espiral de Arquimedes [Struik 1969, 222].
Tres tipos de problemas que corresponden ahora al célculo di-
ferencial fueron atacados durante el siglo xvii:
1. Determinacion de las tangentes a curvas;
2, Busqueda de maximos y minimos de una curva, y

3. Busqueda de las condiciones de existencia de raices multlples de

las ecuaciones algebraicas [Ribnikov 1987, 182). o
Esto corresponde a la etapa de uso de las cuatro que ha distinguido:
Grabiner [1983, 195] de la evolucién histérica del actual concepto de
derivada.’

Las aportaciones de Fermat y de Descartes, bajo el enfoque ana-
litico, a las primeras generalizaciones en la resolucién del problema
del trazado de tangentes a curvas, enmarcado ahora en el célculo
diferencial, corresponden a dicha etapa.

§1.3 Método de la subtangente de Pierre de Fermat

Fermat desarrollé métodos generales para la determinacién de maxi-
mos y minimos. Su memoria Methodus ad disquirendam maximam et
minimam et de tangentibus linearum curvarum la preparé entre 1629
y 1636 y la envi6 a Marin Mersenne (1588-1648) en 1637.

A continuacién transcribo integra esta memoria, a pamr de la ver-
sién en inglés presentada por “Struik: ;

4, Las ctapus que hu scﬂnlado Grubmer son, en orden cronoléglco l) usu, 2) des-
3) ploracién 'y d lto,’y '4) d e AR
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i - Analyse .. de l'Hospiﬁl

nes: be ~ 2ae + ¢, Al dividir todos los términos entre e & ~2a + e. Al -

eliminar e: b = 2a. Para resolver el problema debemos tomar por c con-

siguiente lamitadde 5. - Lo
Dificiimente podemos esperar un mélodo més gencml

SOBRE LAS TANGENTES DE CURVAS

Usemos ¢! método preced: para ta en un punto
dado de una curva, .
id s, por ¢jemplo, 1a parabola BDN (Fig. l.2) con vértice

Dy didgmetro DC; sea B un punto sobre clla en e} cual se tiene que tra-
zar| la linea BE tangente a la pardbola y que intersecta al didmetro en E.

sobre el » BE un punto O en el cual trazamos ja
ordenada Ol también construimos la ordenada BC def punto B, Tene-
mos entonces:

CD _ BC?
—_— =ra!
Dl or?
dado que el punto O es exterior a la parabola, Pero
BC® CE?
or* IET
en vista de la semejanza de tridngulos. Por o tanto,
CD CE?
DI TET

Fig. 1.2
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Ahora, como el bunto Bb'esté dé&o; consiguient la or
BC, .y por consiguiente ¢l punto C,' y por lo tanto también CD, Sea
CD =desta cnntldnd dada, angnsc CE = ay CI = e; obtencmos

2

d-e n’+e ~2qe’

Al ehmmar lns n'acclones‘ ‘dd* +de’ - 2dae > da' - d'e.

Adecuaremos entonces, siguiendo ¢l método preced, al eli-
minar. los términos comunes encontramos; de’ - 2dae ~ - a e, o, lo
cual es lo mlsmo dé’ + d'e ~ 2dae, D1V|dnmos todos los términos en-

trc'e: de + a® ~ 2da. Al eliminar de, queda a® = 2da y por consiguiente
“a=2d
- Asl, hemos pmbndo que CE es el doble de CD, el cual es el resultado,
. Este método nunca falla y se podria extender a un ndmero de pro-
blemas hermosos; con su auxilio, hemos encontrado los centros de gra-
vedad de figuras acotadas por lincas rectas o curvas, asf como los de
sélidos, y un nimero de otros resultados que podemos tratar en otra
parte si tenemos tiempo para ello,

Previamente he discutido ampliamente con el sefior de Roberval
la cuadratura de dreas acotadas por curvas y lineas rectas asi como
la razén que los s6lidos que generan tienen con los conos de la misma
base y la misma altura [Struik 1969, 223-224).

Una pregunta obvia sobre este método es: ;cémo se puede dividir-
entre e y despuds eliminar lo que queda muitiplicado por e? Fermat
no da explicacién adicional sobre esto; no llamé a e ‘infinitamente
pequefio’, no dijo que se ‘desvanecia’ y mucho menos hablé de ‘li-
mites’.’ Todo lo que comenté sobre esto es el pemiltimo parrafo de
su escrito sobre las tangentes. Segin él mismo: :

Mientras meditaba sobe el método de la sincrisis y de la andstrofe de
Vitte y exploraba cuidadosamente su uso en ¢l descubrimiento de la
estructura de ecuaciones correlativas, me vino a Ia mente un nucvo mé-
todo que se podia derivar de aquél para encontrar méximos y minimos
por medio del cual se pueden eliminar ficilmente algunas dudas que
tienen que ver con los diorismos que tanta dificultad han causado a la
geometria antigua y a la moderna [citado en Mahoney 1994, 148].

Asl que las fuentes que estimularon a Fermat para la creacién
de su algoritmo fueron la teoria de ecuaciones de Viéte y el antiguo
problema de los diorismos.
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Viéte habfa mostrado que, en: ln ecuaclén bx <t = ¢, que re-
presenta el problema de dividir un segmemo b en dos panes de modo
que su producto sea c, si sus raice iy .

bxy - x* = bx) - xz
y por lotanto b =x, +x; Esto »la’'suma de las raices'da &, Y. por
Euclides se sabfa que el méxlmo valor posible de c es 4° /4. Entonces,
lo que Fermat pensaba, a partir 'de la situacion’ geométrica, era que la’
ecuaci6n siempre tenfa dos solucmnes, incluso para el valor méximo, -
cuando las dos tienen el mismo valor.® Inicialmente, en lugar de
usar e, Fermat trabajé directamente con x, - x; y la modificacion la
hizo para cuando resultara muy complicado dividir un polinomio
entre x, - x;. No sintié €] que estuviera dividiento entre cero, pues
consideraba que aunque x, - x; fuera igual a cero, ambas raices eran
distinguibles.

§1.4 Método del circulo de René Descartes

Poco antes de que se conociera el trabajo de Fermat que se acaba de
exponer, René Descartes habfa publicado el mismo afio (1637) su
obra Discours de la Méthode en la que incluia como una especie de
apéndice La Géométrie, formada por tres libros. En el segundo libro,
sobre la naturaleza de las lineas curvas, aparece el llamado método

del circulo’ o ‘método de la subnormal’ de Descartes pnra determmar i

la tangente a una linea curva, construyendo prevmmente ‘la recta’ nor-
mal. A continuacion transcribo las porciones en las que se expllca esle .
método, el cual es aplicable sélo a curvas cuya naturaleza esté expre
szlda por un polinomio. Mamfeslé Descartes en este’ escnto su JUS(O

1988, viii-ix].

Finalmente, y en relacidn con todas las otras ﬁiopiéd
lns Mncns curvas. no dcpcndcn sino de los éngulos que ¢

6. Johann Kepler habfa escrito en su Nova Stareamr.’lr/a Doaliorum Vinartorum (1615)
que *‘cerca de un miximo, los decrementos en ambos lndos son inlcinlmcnlc im- i
pcrccpubles" [cuado en kntz 1993 430] ;
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men con otras lineas. Pero, cuando puedan trazarse lineas rectas
que las corten formando dngulos rectos, en los puntos en ‘que hay
interseccién formada por aquéllas con las que forman dngulos que’
se descan medir, o, lo que estimo como lo mismo, en que cortan sus
contingentes, la dimension de los dngulos no es mas dificil de co-
" nocer que si se formasen entre o por dos lineas rectas. Por ello esti- .
mo haber expuesto cuanto se requiere en un cstudio introductorio -~
para realizar el andlisis de las curvas, cuando haya desarrollado el
procedimiento para trazar lineas rectas que formen dngulos rectos™

sobre cualesquiera de los puntos de aquellas que se elijan, Me atre- .

vo a afirmar que éste es el problema cuyo ¢ to es mds iitil
¥ no s6lo el mds general que yo conozco, sino también el que mds' ..
he deseado legar a conocer [énfasis afadido). -

Procedimiento general para hallar lineas rectas que corten las curvas
dadas o sus tangentes, formando dngulos rectos

Sea CE Ia linea curva y que sea preciso trazar por ¢l punto C una linea rec-
ta que forme dngulos rectos. Supongo solucionado el problema y que
tal linea ¢s CP, la cual prolongo hasta ¢l punto P en el cual alcanza
la linea recta GA4 con la que supongo que se relacionan todos los

- puntos de ln linea CE, De modo que sicndo MA 0 CB =y, CM 0 BA =x,
puedo establecer una ecuacion que indica la relacion entre x e p. Se esta-
blece que PC =5, PA = v, por lo que PM = v - y; pero en vxnud de que
el tridingulo PMC es un tridngulo rzct.’mgulo. temmos que s*, el cuadra-
do de la hipotenusa, es igual a x* + v - 2vy + ), la suma de los cuadra-
dos de los dos lados. Es decir, que:

x=VZ 37 3 2yp— 7, 0 también quey =v+ V2 _ 7.
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Mediante esta ecuacion puedo eliminar una de las dos cantidades indeter-
minadas, x o y, de la otra ecuacitn, de aquella que expresa la relacion de fos
puntos de la linea curva CE con los de Ia recta G4 [Descartes 1987, 315-317],

Fig. 1.4

- Hallada tal ecuacidn no debe utilizarse para determinar x, y o 2, que
son dadas, puesto que el punto C ha sido dado, sino que debe utilizarse
para hallar v o s, que determinan el punto cxigido, P, A tal cfecto, es
preciso considerar que si este punto P cumple las condiciones exigidas, el
circulo con centro en Py que pasa por C, tocard pero no cortard la cur-
va CE; pero si el punto P se encuentra 4 mayor o menor distancia de 4
de lo que debe estar, este circulo cortard la curva no sélo en C, sino
también y necesariamente en algin otro punto. Asimismo, es preciso
considerar que si este circulo corta la linea curva CE, la ccuacion
por la que se halla el valor de x e y o cualquiera otra, suponiendo que
conozcamos PA y PC, debe tener necesariamente dos raices diferen-
tes. Supongase, por ejemplo, que ¢l circulo corta la curva en los puntos
C'y £; tricese EQ paralela a CAf; por otra parte vemos que x ¢ y con~
viencn por jgual a EQ y a @A del mismo modo que a CM y MA, ya
que PE esigual a PC, pues son dos radios. Si buscamos £Q y Od,
suponiendo dadas PE y PA, tendremos la misma ecuacién que si hu-
biésemos buscado CAf y A{A, suponiendo que PCy PA sean dados,

-Fig. 1.5
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. Se deduce de cllo que el valor de x, de y o de cualquier otra cantidad
supuesta debe ser doble, es decir, la ecuacién tendrd dos raices dis-:
tintas entre si; si deseamos conocer ¢l valor de ¥, una de cstas rajces
serd CM y la otra £Q; si se desen conacer y, una rafz serd MA y

“la otra QA. Es verdad que si £ no se encuentra en ¢l mismo lado
de la curva que C, entonces solamente una de ellas serd la ralz ver-

“dadera y la otra deberd ser opuesta 0 menor que cero; asimismo, cuan-
to més préximos se encuentren estos dos puntos, C y £, menor serd
la diferencia entre estas dos raices; cuando ambos puntos coincidan
serdn iguales. Este serfa el caso en que el circulo trazado por C toca
la curva CE sin llegar a cortarla [Descartes 1987, 319-320].

Para la mejor comprension de este método, usando un sistema
coordenado rectangular, determinemos la subnormal a la pardbola
»*'= ke en un punto Clx, yu) sobre ellu'
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valor de la subnormal. Nétese que la subnormal a una pardbola en
cualquiera de sus puntos es constante: }a mitad del pardmetro.

Con el trabajo de Descartes finaimente fue posible identificar a
las curvas geométricas con ecuaciones algebraicas. La Géométrie es
el texto mis antiguo que se puede leer sin dificultad para entender
el empleo matemético de los signos tal como hoy se hace (excepto
que en lugar de ‘=" usaba * 'y en lugar de la segunda potencia,

621

'x*', usaba ‘xx’).

§1.5 Blaise Pascal y los infinitesimales

El breve tratado de Blaise Pascal (1623-1662), Traité des sinus du
quart de cercle (1659), porciones del cual se presentan enseguida, fue
trascendental en la invencién del cilculo de Gottfried Withelm Leib-
niz (1646-1716), Este fue conducido a estudiar los escritos de Pascal
por el holandés Christiaan Huygens (1629-1695). Pamculannente, el
diagrama de la Fig, 1.7 atrajo la atencién de Leibniz y fue fundamen- -
tal en sus esclarecimientos (véase §2.4).

' SOBRE LOS SENOS DE UN CUADRANTE DE CIRCULO

Sea ABC (Fig. 1.7) un cuadrante de un circulo cuyo radio 48 se consi-
dere como eje y el radio perpendicular AC como base; sea D cualquier
punto cn el arco det cual se trace ¢l seno DI sobre ¢l radio AC, y sea
DE la tangente sobre la cual se tomen donde se quiera los puntos £, a
partir de los cuales se tracen las perpendiculares £R sobre el radio AC,
Afirmo que el rectingulo formado por el seno D/ y la tangente
EE ¢s igual al rectdngulo formado por la porcidn de la base (com-
prendida entre las paralelas) y ¢! radio AB [Pascal 1963, 155}’

Esta afirmacion puede considerarse un lema cuya demostracién es in-
mediata y brevemente la da Pascal:

Pues el radio AD es al seno DI como EE es a RR, o a EK, lo cual ¢s
evidente debido a la semcjanza de los trifngulos rectangulos D/4 y
EKE, siendo el éngulo EEK o EDI lgunl al ungulo DAL .

7. Pascal, Ouvres compléle.r, édition duﬁScui‘l, 1963 '[;:imdb en Lcibniz 1989, 17).
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Prapos:ctdn !

Ln suma de los senos dc cualquncr arco de un cuadrante es igual a la
porcién de la base entre los senos extremos, multiplicados por cl radio
[Struik 1969,239).

En‘esta primera proposicién Pascal considera que la ‘suma de los
senos’ es la suma de los rectangulos infinitesimales uno de cuyos
lados es cada seno D/ y el otro el arco infinitesimal representado
por la tangente £E. Pascal generaliza este resultado de manera in-
medijata y presenta otras tres proposiciones para obtener las sumas
de potencias de los senos DI, esto es, DI?, DI?, etc., y afirma al
final de la cuarta proposicién: ‘y asf hasta infinito’.

cllr I _[R®Y A
Fig. 1.7

Preparacién para la demastracién

Dividase cualquier arco BP en un nimero infinito de partes por los .
puntos D (Fig.-1.8) a partir de los cuales trazamos los senos DO, DI,
etcétera. [...]; tomemos en el otro cuadrante del circulo el segmento -
AQ, igual a A0 (el cual mide la distancia entre los senos extremos del
arco, BA y PO); dividase AQ en un nimero infinito de partes iguales
por los puntos H, en los que sc trazardn las ordenadas F/L [/bid.’, 240} ¢

Demostracion de la Proposicion 1

Afirmo que la suma de los senos D/ (cada uno multiplicado, por su- -
_puesto, por uno de los pequedios arcos iguales DD) es |gual | seg
to 4O multiplicado por el radio AB.
De hecho, dibujemos en todos los puntos D las lnngcntes DE (Fig.‘
1.7), cada una de las cuales intersecta a su vecina en los puntos £; si
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bajamos las perpendiculares £R es evidente que cada seno D/ multipli-
cado por la tangente EE es igual a cada distancia RR multiplicada por
el radio AB. Por lo tanto, EE es igual a cada distancia RR multiplicada -
por el radio A8, Por lo tanto, todos los cuadrildteros formados por los
senos D/ y sus tangentes EE (las cuales son todas iguales una a la otra)
- son iguales a todos los cuadrildteros formados por todas las porciones
RR con ¢l radio AB; es decir (dudo que una de las tangentes EE multi-
plica a cada uno de los senos, y dado que el radio AB multiplica a cada
una de las distancias), la suma de los senos D/, cada uno de ellos mul-
tiplicado por AB. Pcro cada tangente EE ¢s igual a cada uno de los ar-
cos iguales DD. Por lo tanto [a suma de los senos multilicada por uno
de los pequeiios arcos igualcs es igual a la distancia AQ (Fig. 1.8) mul-
_ tiplicada por el radio.

Nota, No debe causar sorpresa cuando afirmo que todus las distancias
RR son iguales a A0 y andl que cada tang; EE ¢sigual a
cada uno de los pequedios arcos DD, dado que es bien sabido que, aun-
que csta igualdad no es verdadera cuando ¢l niimero de los senos es fi-
nito, sin embargo la igualdad ¢s verdadera cuando el namero cs
infinito; porque entonces la suma de todas las tangentes iguales EE di-
fiere del arco completo BD, o de la suma de todos los arcos iguales
DD, en menos de cualquier cantidad dada: similarmente la sumu de los
RR de¢ 4O completa [/bid., 241).

El tridngulo EKE (Fig. 1.7) fue llamado por Leibniz ‘tridngulo
caracteristico’ y a partir de é] vio la relacion inversa entre el problema
de cuadraturas y el de tangentes, Debido a que Pascal no se interesé
en los métodos de trazado de-tangentes, no descubrié tal relacion
(no encontré lo que ‘no buscaba [cf.: Lorenzo 1987, XXxvii]).
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La gran mayoria de autores de tibros de texto de historia de las ma-
temiticas y, en particular, de historia” ‘del cdlculo presentan y comentan
tanto el método de;la subtangeme de’ ‘Fermat ‘como el del circulo de

* Descartes recurriendo ‘a’ los” conceptos y notacién del calculo actual,
Decidi no resistir al, dese “de ser an: rémco respecto al método pre-
cedente” de’ Pascal :

“La longitud s d ] ferencia de radio  esté dada por
s = rg, donde ¢ es'el angulo niral medido en radianes que abarca a
dlcho arco (Figi1.9). Asl, ds = rdp, Como

“sen (p = 's"‘q) =-A—I- 1Al ='r cos g,
-al consnderar E : DD ds (Figs. ! 1.7 y 1. 8), EE

= rd(p.'f Por lo
,tanlo, R

D]xEE=rsen(px rdg

.
AN

Fig. 1.9

A partir de la Fig. 1.10, la Propos:cl
nuestra formula

rDI X EE Irse}l(p'V“rd(p r’jsen(pdq) =

r’(cos(p. - costp,) r(rcos(p. cosq:,)r=

r(AI. Al,) = lel. = AB X l,l.



Es una perogrullada profundamente errdnea, repetida por todos los li-
bros copiados y por gente emi) cuando hacen discursos, que debe-
riamos cultivar el hdbito de pensar en lo que estamos haciendo.
Precisamente lo opuesto es ¢l caso. La civilizacidn avanza extendiendo
el niimero de operaciones importantes que podemos llevar a cabo sin
pensar en ellas. Las operaciones del pensamiento son como las embesti-

- - das de la caballeria en una batalla; estdn estrictamente limitadas en ni-
rm!m, requieren de caballos llenos de vigor, y solamente deben
realizarse en decisivos [Whitehead 1948, 41-42).

Capitulo 2

El calculo de Leibniz

§2.1 Introduccién

Gottfried Wilhelm Leibniz nacié6 el 1° de julio de 1646 en Leipzig y
murié el 14 de noviembre de 1716 en Hannover. En sus estudios uni-
versitarios dio énfasis a la filosofla, a la l6gica y al derecho. A tos 17
aflos se gradud en la Universidad de su pueblo natal (en 1663) y en fe-
brero de 1664 obtuvo el grado de maestro en filosofia; recibié por
unanimidad el grado de doctor en la Facultad de Derecho de la Uni-
versidad de Altdorf, en Nuremberg, el 22 de febrero de 1667. En mar-
. zo de 1672 sahé de Mainz (donde trabajaba para el arzobispo-elector)
hacia Paris. Permanecit ahi hasta 1676, Conocié al famoso cientifico
holandés Christinan Huygens, quien lo gui6 en sus estudios de fas ma-
teméticas modernas de la época. Le recomendé leer la Arithmetica in-

/é
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Sinitorum de John Wallis (1616- I703), la Opus geometricum de Gré- -
goire de Saint-Vincent (1584-1667), y. le obsequid una copia "de su -
Horologium Oscillatorium; también estudié Leibniz'la edicion ‘de .
Frans van Schooten (1615-1660) de La Géométrie, de Descartes, los ©

manuscritos de Pascal, y las obras de Honoratis Fabn‘(1607-l688), o

James Gregory (1638- l675) y René Frzmqms ‘de Sl
entre otros. ‘
Durante su estancia en Paris, a fines de octub
noviembre de 1675, escribié las principales’ caracterl‘stlcas' y la no-
tacién que habla desarrollado de ‘fa”invencién’ de su: ‘calculo;
Las ideas de mayor influencia en la creacion'del calculo de Leibniz
fueron: (1) su vehemente deseo por inventar.un’ alfabeto de pensa-
miento humano (alphabetum cog/tanonum humanorum)( 2) el es-
tudio de: las :sucesiones : formadas ~por diferencias “de * términos
consecullvos de otra sucesuén, y.(3) el uso del ‘triangulo caracte-
ristico’,” que utiliz6‘ Pascal ‘en sus’ mvestlgacnones sobre el circulo
g (§l 5),-en las transt‘onnaclones de- cuadmturas g

1622 1’68,5_), ;

a Clmraclerlsllca universalis

. Las |deas mlcnales del proyecto de Leibniz de crear un dlgebra de pen-
- samnento, ‘lingua philosophica o Characteristica universalis, se en-
" cuentran en su Dissertatio de arte combinatoria (1666), En ésta habia
-bosquejado un célculo de conceptos al que llamé /dgica inventiva y
discutié Ia posibilidad de transformar reglas de inferencia en reglas
deductivas esquemdticas. La Characteristica universalis que buscé
durante toda su vida serfa una manera de representar simbélicamente
los conceptos fundamentales y un método para combinarlos y crear
pensamientos més complejos; permitirfa a toda persona instruida ma-
nejar de manera estindar y mecdnica todos los procesos de pensa-
miento humano racional para obtener verdades en cualquier campo.
Se liegaria a conclusiones inequivocas economizando el uso de la
mente y la imaginacién por medio de |a expresién simbélica de la ar-
gumentacién. Con su creacién de la simbologfa que: hasta nuestros
dias seguimos utilizando en el célculo diferencial e integral, logrd par-
cialmente su obsesivo deseo. Esta idea fue central no sélo en sus apor-
taciones matematicas, sino en todas las demas areas del conocimiento
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a las que dedicé sus esfuerzos: léglca, polmca, f losoﬂa, (eologia,
geologfa, mineria, etcétera. : ; ek

§2.3 La combinatoria

{.0s resultados que Leibniz obtuvo en Parfs en sus estudlos de suce-
siones numéricas fueron sus primeros ¢ éxnos mateméncos ’

La premisa mayor es una defini
cién de ldenudad y la conclus ion

rmmo menas eI ulnmo i
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Por ejemplo, para la sucesuSn f mta de Ios cubos de los numeros
naturales del 0 a! 5, :

: de dovnde; ‘
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N8 :
simétrico al tridngitio zmtménco ‘de Pascal; En el sngulente dmgrama_
sé confrontan ambos arrcglos numéncos' el méngulo a la izquierda i
es el aritmético de’ Pascal” y ‘el que esté ala derecha, el armémco ]

de Lexbmz

' 5
' 3

- 1y
4 1 % %

0 3 1 ; % % : %
6 2 v %" 316
o g

s . % 3L0
1 .;.

, T

Trigngulo aritmético de Pascal Trikngulo arménico de Leibniz
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Las filas oblicuas extenores del méngulo antméuco estén for-
madas por ‘unos’, En el tridngulo annénlco la’ prlmem fila, de iz-
quierda a derecha y de abajo hacia arriba, se forma con Ios recipfocos
de los términos de la segunda fila del 'aritmético, 3
de derecha a izquierda y-de abajo- hacia_ arrib L

En el tridngulo aritmético, cada término que va escnblendo B
ala lzqulerda se obnene sumando los’ dos términos’ mmedlatos asu’’

derecha, como se mdlca con las flechas; en'el an'némco “Cada’ térmmo R

se obtiene restando’ los dos ténnmos mmedmtos sup
lndlca con’ las flechas. - : :
".Dado queen el tridngulo annémco cada ‘nueva ﬁla bhcua se!
forma“con las diferencias de los.términos’de la’ antenor. la suma
de-los ¢lementos’ de cada’ fila hasta’ determmado térmmo es’ xgual
~ala diferencia’ dcl pnmero ¥ ultlmo términos de’la’ precedente Por
e]emplo, S

iores,’ como se o

y muluphcando la segunda por 3,la'de los reciprocos de los numcros
plramldaleS‘ e .
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| ) i 3
|+—+l—0+20+...—i.

Obsérvese también que cadauﬁlg oblicua del tridngulo arménico
se puede formar dividiendo los términos de su primera fila entre los
de la fila correspondiente del aritmético. Por ejemplo, los de la cuarta
fila,

LIRS

*200 600 T

PN

se pueden obtener dividiento
11
L3 o3 ‘
respectivamente entre 4, 10, 20, ... que son los de la cuarta fila del ar-
timético. . :

§2.4 Método de transmutacién

Los resultados obtenidos por Leibniz, en los que las sucesnones de di-
ferencias le permiten encontrar sumas y estas dos operaciones apare-
cen como inversas una de la otra, adqumeron ‘relevancia cuando
pensé en la posibilidad de aplicarios a la ge ‘ps decir, transferir.
estos resultados del ambito dlscreto de las’sticesiones a“un contex!o
continuo. ’
El tratamiento geomsétrico de’ estas ideas’de Lelbnlz ‘estuvieron
basadas en el triangulum’ characlerlsncum, como él lo llamé, y que
en varias ocasiones afirmé haberl 'encontrado : an o estudld el Trai-
1¢ des sinus du quart. ‘de. cerc/ ‘de: Pascal s gr., ‘en una ‘carta a’
Ehrenfried Walther, Graf
véase : Walker 1932 17).

rcunferencna con -,
ento’ EE tangente k

rencia (esto es, ¢l momento total del cuadrante e
respecto al eje de abscisas)' considerando el ‘se
" a la circunferencia en el punto E. Lq;bnl; u_tlhzd en’

1. El de una la con , ‘a un cje. es lgual al produclo dc su
peso por su distancia perpendicular al eje. g i

i vestlgacnones



24 Analyse .., de 1'Hospital

el tridngulo EDM, al que llamo tridngulo caracteristico. Tomaba el
segmento £D como una cuerda o un lado recto infinitamente pequefio *
de los que forman la circunferencia,

E(E) B
D,

E K
™

clir 1 {r®y A
Fig. 2.2

Leibniz generalizo el uso de las propiedades del_ktris’:hg'u\lﬁica'rrac-':_,: =
teristico a todas las curvas (Fig. 2.3), al remplazar el radio del cfrculo
‘por la'normal i a la curva en el punto D. Sin embargo, esta gen

ralizacién no ‘éra nueva: Huygens ya la habla utilizado por ejemplo’ "
para calcular la superficie de un paraboloide de;revolicién’ [Baron®
1987, 275;" Aiton°1992, 81]. Pero Leibniz avanzé 'mas. En’ lugar'de -
tomar. Jos elementos_ trapezoidales’ ERRE (Fi plord el uso -
“*"de ‘elementos :triangulares OPP" (Fig. 2.4 G
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Una aplicacion importante del tridngulo caracteristico fue la crea-
cién de Leibniz del método de metamorfosis o de transmutacién, o
proceso de la cuadratriz que a continuacion se describe,

Sea dada la curva OPP'Q (Fig. 2.5) y sea PDP’ el tridngulo ca-
racteristico en un punto P de ella. La cuadratura de esta curva es
igual a la suma de los elementos trapezoidales APP'A’; también es
igual al area del tridngulo OBQ

‘(%oaxag)

mas la suma de los elementos triangulares OPP’, Al considerar que
PP’ es un segmento de recta infi nitamente pequefio de los que forman
la curva OPP/'Q, la linea recta !engeme por el punto P ser4 la prolon-
gacién de PP! 'y cormr{s | eJe vemcal en7, Trécese oS perpendlcular

. tnéngulo OPP'

-,

\-’<-_-

=¥
;
Y
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Para cada punto P sobre orPP Q se determlna un punto R al trazar
la tangente PTy tomando AR = OT. De esta manera sé construye otra.
curva, ORR'C. La cuadratura de esta nueva curva es igual'a ‘la’'suma )
de los elementos trapezoidales ARR'A;’ cada uno de’los’ cuales nene?
como drea RA X AA* = TO x PD, Pero OS X PP\ = TOxPD ‘st

el doble del 4rea de cada trigngulo infinitesimal OPI" es lgual ‘al 4r a e

de su correspondiente ‘rectangulo’. infinitesimal ARR ‘A Entonces,' la’s

cuadratura del sector OPP'Q por encima de la linea recta’ OQ es lgual I

a la mitad de la cuadratura de la curva ORR C,
Por lo tanto,

cuadratura de OI’P ‘0 =

El rasgo mas sobresaliente del método e transmutacnén es que
relaciona el trazado de tangentes con la determmac:én ‘de cuadraturas:
para determinar la nueva curva ORR 'C cuya cuadratura debe ser mas
facil obtener que la de la original OPP'Q, es necesario trazar las
tangentes /T por cada punto P de ésta. 'As{ mostr6 y.utilizé Leibniz
su conclusion de que la determinacion- de cuadraturas y el trazado
de tangentes son ‘operaciones’ inversas una de la otra.

Pascal no llegd a este Gitimo resultado. Y es que, respecto a la ac-
tividad matemitica, ocurri6 lo siguiente, segitn Parmentier [1989, 18]:

Pascal no vistumbré cl alcance general de su método porque se preocupa-
ba de un resultado determinado. Habia prevalecido el espiritu geométrico
sobre el espiritu de Invencién, [...] Leibniz debe su descubrimiento al he-
cho de que al recorrer los diversos harizontes matematicos se preguntaba
por los métodos. .

Fue de esta manera como el tridngulo caracterfstico permitié a Leib-

niz explorar sus resultados con sucesiones numéricas en un contexto

geométnco. Sobre esta idea escnblé a John Walhs ( 1616- l703) en
~1697: :

La consideracitn de difcfcncins y sumas en succsiones numéricas me
_habla propercionado el primer esclarecimiento [primam fucem) al dar-



El cdleuto de Leibniz - T 27

me cuenta quc las diferencias corresponden a tangentes y las sumas a
cuadraturus [Bos 1974-75, 13].

Consideré en el estudio de las curvas una sucesion de ordenadas y, -
equidistantes (Fig. 2.6), y si la distancia entre ellas se toma infinita-
mente pequefia (despreciable al compararla con cantidades finitas,
pero diferente de cero), la suma de las ordenadas dard la cuadratura de
la curva, y la diferencia entre dos ordenadas consecutivas dard el va-
lor de 1a pendiente de la recta tangente correspondiente.

Yy

] éte clarecimicnto repen 115 p
: hublﬂndo no es’el fruto de alguna: mvesugnc:én ni de algin esfuerzo,
basta, con la s:mple c ‘nﬁn de unr ltado ya establ
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§2.5 Notacién del cilculo de Leibniz
Leibniz llegé a conjeturar que d(xy) = dxdy y que

(—) = dy

En las investigaciones para la creacion de su célculo, proplamente di-"
cho, el testimonio mds detallado son sus manuscritos def 25 de octu- .
bre al 11 de noviembre de 1675; en éstos establecié’ la relaclén
simbélica de los problemas directos e inversos de tangemes. ’

En un diagrama andlogo al de la Fig. 2.7, cons:derd una suce5|én ;
de ordenadas y equldlstames ¢ infinitamente cercana Las’ dlferencms :
entre ‘ordenadas sucesnvas Ius represemé conf bA consnde'é los mo-

La suma de Ios mo|

. suma de las ordenadas », la'd LOCB Uso la abreviatura: omn. -de
la palabm latina omnia (todos) para indicar ‘una suma’; u/t. x significa
el ultimus (ultimo) X, esto es, OB ‘una barra horizontal sobrepuesta

i equivale a nuestros parenlesns 'y'el sfmbolo para la igualdad era [1.

2, Los manuscritos matemticos de Gottfricd Wilhelm Leibniz de 1675 donde apa-
recen sus ideas acerca de lo que serd el cdlculo fucron editados por primera vez
cnire 1849 y 1864: G, W. Leibniz, 1849-1864. Mathematische Schriften (7 vols.,
ed. C. I. Gerhardt, Berlin y Halle = 19611962, Hildesheim) [Citado en Grattan-
Gutinness 1984).
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Se tiene entonccs que “los momentos de las diferencias con res-
pec!o a una Ifnea recta perpendlcular al eje son iguales al comple-
mento de. la suma S |'y]" con esta notacion:

de las sumas de las diferencias
rea (OCE) y por lo tanto

Dadn / y su relucndn con x, hallar [ /. Esto se tiene

e obiphél; del”
) cdlculo inverso, es declr, supéngnsc quejl yaiSea i L A

X enlonces, asf como] increments sk dlas disminuird, Pero ;
- [ significa una suma, y d una dlferencm “A partir de lay dada, smmpre e
se pucde encomrnr = ;

._.!ol

cslo es, ln dll‘erencm dc lasy [Bunon 1938 389]

: Para Lelbmz tomar una dnferenc:a era dlsmmmr una dimensién
Y. por ‘eso’ el simbolo d 1o usa como denominador (por analogia con
el _proceso de: dms:én)
" i.Tres dias después, el 1° de noviembre, remplazé a 2, por dy, avan-
zando mds en sus abstracciones al no preocupasse mas por la preser-
vacion’ de 1a homogeneidad dimensional. i
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Respecto al simbolo j, Leibniz vio por primera vez el témino
‘integral’ en un articulo de Jacques Bernoulli (1654-1705) en 1690; .
lo habia acufiado el hermano de éste, Jean (1667-1748): ‘‘el término
se me ocurrid al considerar la diferencial como la parte’ infinite--
simal de un todo o integral’, explicé a Leibniz en 1695 [cntndo
en Bos 197475, 22]. Leibniz habia intentado persuadlrlos de’que
usaran el término ‘sumacion’. Prevalecio el térmlno, )
la notacién de Leibniz. B

Pero no sélo los términos eran diferentes, mmblén los conceptos L
en términos de sumacion, para Lelbmz la fén‘n b

fydx Q

o 5|glo XIX,” escribio:

; d(xy) es lo mismo que la dlfercncla c.n!rc dosxy ndyncenu.s, dc lus cua- -
~ les sea una xy y la otra (x"+ dx)(y + dy). Entonces
‘ 1) = (x + de)y + &) - xy 0 xdy + ydv + dudy,
y esto serd igual a xdy + ydx si la cantidad dxd) se omite, la cual es in-
finitamente pequefia cn relacidn con las cantidades que quedan, dado
que dx y dy se supone que son infinitamente pequeias (es decir, si el
término de a sucesion representa lincas que crecen o decrecen conti-
nuamente por minimos) [citado en Bos 1974-75, 16).

Con todo esto, es digno de hacer notar lo siguiente respecto al

método de transmutacién de Leibniz (§2.4). Cuando &l descubri6 este 7 o

lmportame teorema, aiin no habia forjado su notacién y las reglas -
para_manipularla. A continuacién se reproduce el mismo dmgrama :
de la“Fig. 2.5 con esta 51mbologin (Fig. 2.8). Cd

" 'La ordenada z de la cuadratriz ORR’ es igual a y -'PR. Por la'ﬂ o
.scmejanza de tridngulos en la construccion, )
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do? ;O se le pliedé acusar de parecer haber tenido una venda en los
0jos, como - decia” él mismo acerca de Pascal? (Véase: Lorenzo
1989,111).

§2.6 El *Nova Methodus”

A principios de 1682 se inicié en Leipzig la publicacion de la pri-

mera revista literaria y cientifica en Alemania, Adcta: Eruduorum. S
La fundé, con la ayuda de Leibniz, el profesor Otto Mencke (1644-‘ o

1707) y su huo Johann Burkhard (1674-1732) lo sucedié como edi-
tor de la misma. Se publicaba en latin y a partir de' 1732 se’ llamé

Nova Acta Eruditorum; fue descontinuada en'1782, El’ pnmer artf--

culo de Leibniz en esta revista aparecio6 en febrero de 1682 y conti-
nué publicando constantemente. Firmaba sus colaboracnones con
las iniciales latinas G. G. L. :

En octubre de 1684, después de haber guardado en secreto su
método de las diferencias durante casi nueve afios, bajo el titulo
*“‘Nova methodus pro maximis et minimis’*> publicé Leibniz en las
Acta Eruditorum un articulo de seis paginas. Esta primera publicacién
donde se dan las reglas elementales del calculo diferencial —sin de- °
mostracion—, ademés de contener errores de imprenta, era oscuro,
y solamente dos lectores lograron comprenderlo: Jean y Jacques Ber-
noulli, Estos calificaron el contenido del articulo como *‘un enigma .
mas que una explicacion’* [Boyer 1959, 207]. En 1686 publicé Leib-
niz, también en las Acta Eruditorum, otro articulo breve en el que
presentd su célculo integral [véase Leibniz 1987].

3. El titulo completo es: **Nova methodus pro imis et minimis, itemque tangen-
tibus, quae nec fractas nec irratinales quantitates moratur et singulare pro illis caleuti
genus'', Algunas traducciones a otros idiomas (citadas en Leibniz 1989, 104) son:
al francés (1884), ol alemdn (1908), al inglés (1715), al italiano (1927) y al ruso
(1948). En 1987 aparecio una traduccion al espafiol, **Un nuevo método para los
maxnmos y Ios mlmmos. as( como para fas tangentes, que no se detiene ante las

ias o irracionales, y es un singular género de cilculo para
estos problemas® [Leibniz 1987, 3-15], aunque se sabe de otra publicada de 1978
[citada cn Robles 1993, 386-387}.




[] IHa.vatal pa.rela una per:onalldad atractiva, siendo, entre olra:
cosas, modesto y generoso, dos cualidades que no estab
- entre Ias_malemdlica: de su época [Robinson 1973, 305).

Capitulo 3
El Marqués de PHospital

§3.1 Introduccién

Guillaume-Frangois-Antoine de I'Hospital,’ Marquis de Sainte-
Meme, Comte d'Entremont, Seigneur d'Orques, etc., nacié en Parfs
en 1661 en el seno de una familia aristocrdtica. Sus padres fueron
Anne-Alexandre de I'Hospital y Elizabeth Gobelin, Durante su ju-
ventud fue oficial del ejército; tuvo que abandonar la carrera mili-
tar debido a su vista defectuosa. Se casé con Marie-Charlotte de’
Romilley de la Chesnelaye, y tuvieron un huo y tres huas. Muné en,
Parfs el 2 de febrero de 1704, :
El nombre ‘Marqués de I'Hospital’ es conocndo ampllamente en[
el medio matemdtico por una regla que leva su nombre, la cual,
- de acuerdo a la organizacién formal rigurosa del anlisis’ matemdtico
actual, sirve para obtener el Iimite de un cociente de dos funciones °

1. La familia braba escribir Lhospital (vézL{c p.'ﬁ) y‘ despuds, en francés
modemo, |'Hdpital. ST R
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que toman slmulténeameme el valor cero en por lo menos un valor
de su dominio comiin.? .

Robinson [1973, 304} afirma que estd reponado que l Hospltal'
mostré talento matemdtico a muy temprana edad, siendo que a los
quince atos resolvié un problema sobre cicloides propuesto por Pas-
cal. Publicé varios articulos con los cuales contribuy6 a la evolucién
del célculo infinitesimal cuando éste estaba en proceso de formacién; .
en uno de ellos aparece la solucién al problema de la braguistocrona
propuesto por Jean Bernoulli en 1697, el cual también fue resuelto
por Newton, Leibniz y Jacques Bernoulli, ademds del mismo Jean,- -

§3.2 L'Hospital y Jean Bernoulli

Los hermanos Bernoulli fueron los primeros en contnbuxr al desa- N
rrollo de! calculo creado por Leibniz, sosteniendo fructifera corres-
pondencia con él. Muestra de su dominio de.los conceptos'y: del
manejo simbélico’ de esta materia es que para 1690 empezaron a
publicar en el Acta Eruditorum [véase §2.6] sus propios logros. Al
rededor de 1700, Leibniz y los Bernoulli ya habian creado, casi en
su totalidad, lo que se conoce actualmente como célculo diferencial e in-
tegral elemental, a la vez que iniciaron el desarrollo de las ecuaciones di-
ferenciales ordinarias y el cilculo de vanacnones, nuevas ramas surgldas
del andlisis infinitesimal.

Jacques Bernoulli se convirtié en profesor. de matematicas en la
Universidad de Basilea, Suiza (de donde eran’originarios) en 1687
y Jean en la de Groningen, en los Pafses Bajos (The Netherlands)
en 1695; a la muerte del hermano, Jean lo sustituy6 en Basilea y -
permanecié ahi por el resto de’su: vida,”

Jean Bernoulli llegé a:Paris a finales del otofio de 1691 y tuvo
oportunidad de visitar al sacerdote Nicolas Malebranche (1638-1715),
de la Congregacién’de_la’ Ormona, y de conocer al grupo de in--
telectuales que pululaban a'su alrededor y a quienes, virtuosamente,-
mostrd su construccxén de Ia catennrla Aceptado en ese circulo de’

! lm [(x L@ p
2. Con nuestra nomcibn nclunl , 8f fla) = = Y # 0.
a5 g @ Jta) = ga) ygl
3. Cajori [1925 418-429] prescnln lnblus de los simbolos usados en los manuscritos
y mlpulos de Leibniz,: incluyendo los de su cilculo infinitesimal,
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eruditos, en la segunda ocasion en que se reunid con ellos conocid
a quien ha pasado a la historia como el Marqués de I'Hospital.

Fig. 3.1 Guillaume-Francois-Antoine de I’Hospital

Fauvel y Gray ofrecen una version en inglés de una carta enviada
por Jean Bernoulli* en 1718 a Pierre-Rémond de Montmort (1678-
1719) y en la cual relata lo siguiente:

4. 1. Bernoulli (718, Letter to Monimort. En O. Spiess (ed.). 1955, Der Emjw-
chselvon Jean Bernoulli,- 1. Birkhauser. Pp. 136-137. Versién en mglés de J. ).
Gray [cntndo en l‘nuvcl y Gray 1988, 613].
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A partir de Ia conversacién que sostuve con el seflor Marqués, supe in-
mediatamente que ¢l era un buen gedmetra, lo cual ya se sabla, pero
que no tenia conocimiento alguno del célculo diferencial, del cual ape-

- 'nas si conocia’el nombre, y mucho menos habia escuchado hablar del

¢ cdlculo integral que apenas estaba sicndo creado; lo poco que habia de

este cdlculo en las Acta de Leipzig ain no habia llegado a él debido a

la guerra. [...] pero suficientemente pronto vio que yo no era ni un
o ni el pr joso que ¢l creia que yo querfa aparentar,

" La conversacién finalmente llegd al tema de la curva desenrrollada
[evoluta] o circulo osculador, para el estudio del cual se sentfa orgullo-
so de una regla totalmente particular obtenida del método de méximos
y minimos del seffor Fermat. Para ponerlo a prucba, le propuse un
ejemplo de una curva algebraica (ya que csta regla, supuestamente ge-
neral, solamente funcionaba para curvas algebraicas y dnicamente
daba ¢l radio en el maximo).

El sefor I’Hospital tomd papel y tinta y empez6 a caleular, Después
de haber consumido cerca de una hora en estar garrapatcando en varias
hojas de papel, encontré finalmente el valor correcto del radio en el
maximo de la curva (Fauvel y Gray 1988, 441}. - )

Jean procedié entonces a proponer una curva para la que podia deter-
minar el radio de curvatura usando una férmula que en pocos minutos
conducia al valor buscado de cualquier curva en cualquier punto de
ella; segin palabras de Truesdell [1958, 60}: ‘‘Bernoulli dramitica-
mente mostrd su arma secreta no publicada, la férmula general para el
radio de curvatura de una curva’’, El relato de Bernoulli continiia, ha-
ciendo referencia a tal método: *‘{...] lo sorprendié tan de pronto {a I'-
Hospital] que a partir de ese momento se llegé a encantar con el
nuevo andlisis de lo infinitamente pequefio y se emocion6 con el de-
seo de aprenderlo de mi** [Fauvel y Gray 1988, 441].

Fue entonces que I'Hospital contraté a Bemoulli para que le ex-
plicara el nuevo cdleulo, El compromiso inclufa tener que entregarle
por escrito una leccién en cada una de las cuatro ocasiones que tenfan
que verse por semana, y que en general consistia en lo que Bemoulli
hubiese escrito la noche previa, Dice Bemnoulli en la misma carta;
*{...) uno de mis amigos de Basilea, quien se hospedaba conmigo,
tuvo la gentileza de copiar cada uno de los articulos que tenfa que
llevarle al sefior Marqués de I’Hospital, de tal manera que los he
conservado todos'’ [/bid.].
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Jean Bemoulli fue maestro de IHospmll en Paris desde finales
del afio de 1691 hasta julio de 1692 'y: contmué instruyéndolo en
la finca de éste en Orques, a cambio evun “buen salario,

No vacilé en dar al sefor I’Hosplml nuévas memorias escritas sxcmprc
por mi propia mano cuando encontraba material adecuado, y ¢l mismo
hizo arreglos para tencr la oportumdad de plnnlcannc todo tipo de pre-
guntas [/bid.). B

Después de que Bernoulli abandoné Paris, para ser profesor en
la Universidad de Groningen, tomé el compromiso de seguir ins-
truyendo por carta a I'Hospital, a cambio de un salario mensual con-
siderable, Seguirfa enviando a I'Hospital material sobre calculo,
siempre y cuando éste cumpliera con el compromiso de no divulgar
los nuevos descubrimientos matemdticos que le presentara. Muestra
de la generosidad con que estaba dispuesto a pagar el Marqués de
I'Hospital es una carta enviada el 17 de marzo de 1694 a Jean Ber-
noulli, parte de la cual dice [citada en Struik 1963, 258; y en Trues-
dell 1958, 61}

Con placer le daré una pensién de trescientas libras, la cual empezard
el primero de encro del presente aflo, y enviaré doscientas libras por la
primera mitad del afo debido a los asticulos [journals] que usted ha en-
viado, y serdn ciento cincuenta libras por la otra mitad del ado, y asl
sucesivamente en el futuro. Prometo Incrementar pronto esta pension,
dado que sé que es muy mesurada, y lo haré tan pronto y como mis
A5unt0s sean un poco menos confusos. [...] No soy tan irrazonable
como para requerir a cambio todo su tiempo, sino s6lo le solicitaré que
de vez ¢n cuando me dcdlque algunas horas de su tlempo para trabajar
en lo que le preg ¢ y tambidn que me ique sus descubri-
mientos, pidiéndole a la vez que no muestre ninguno de cllos a
otros. Le suplico incluso que no cnvie aqui copias de los escritos
que ha dejado conmigo ni al sefior Varignon ni a otros; pues no me
agradard que sean publicados, Envieme su respuesta a todo esto y
créame,

Monsieur tout a vous
le M. de Lhospital,

En 1695 1'Hospital opin6 acerca de Jean Bernoulli, escribién-
dole a éste; “[t]engo plena certeza de que existe apenas un geo-
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metra en el mundo que pueda ser comparado con usted’’ [Truesdell
1958, 62].

§3.3 E) primer texto de cilculo diferencial

Literalmente, puede decirse que el cdlculo infinitesimal inventado
por Leibniz, y a cuyo desarrollo contribuyeron prominentemente
los hermanos Bernoulli, fue vendido al Marqués de 1'Hospital por
Jean Bemoulli, incluyendo los nuevos logros de éste en la materia.

En 1742 Jean Bernoulli publicé la segunda parte de su Curso
sobre Cdlculo Diferencial e Integral; fue hasta 1922 que Schafheitlin
encontré en la Biblioteca Publica de Basilea la primera parte de este

ANALYSE

DES
INFINIMENT PETITS,

Pour linteBigence des lignes conrbes.

A PARIS,
DE L'IMPRIMERIE ROYALE

M. DC. XCVL

Fig. 3.2 Portada del Analyse des infiniment petits
(1696) : :
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curso que habfa impartido a I'Hospital en Paris. A partir de esta
evidencia, y de la existencia de cartas entre estos dos personajes,
dadas a conocer al pablico general por primera vez en 1958 —en
1947 Spiess presenté también al publico general una idea impar-
cial del contenido de tal correspondencia [Truesdell 1958, 60] y en
1955 publicé la correspondencia inicial de Bernoulli [Struik 1963,
258)—, se concluye que la version del Marqués de 1'Hospital del
cileulo diferencial, el texto Analyse des infiniment petits pour
I’intelligence des lignes courbes, esta basada en las ensefanzas
que recibi¢ de Jean Bernoulli. Fue en 1696 cuando 1'Hospital, al do-
minar ya el cdlculo diferencial, anénimamente publicé

ANALTYSE

DES
INFINIMENT PETITS,

rova
L'INTELLIGENCE DES LIGNES COURBES,
Por M e Margeis Dt L'Hosrtzar
SECONDE EDITION.

A PARNILS,

Ca Faangoie Nounu".Qnyd-M.d‘-.
MDccxv
AVEC APPROBATION LIPRIVILECE DY ROY:
“

Fig. 3.3 Portada del Analyse des infiniment petits
(2a. ed. 1715)
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este texto® y, dado que habia pagado bastante bien por el trabajo de Jean
Bemoulli, dignamente dio el siguiente reconocimiento escueto:

Por 1o demas, reconozco estar en deuda con los trabajos luminarios
de los seftores Bernoulli, sobre todo con los del joven quien actual-
mente es profesor en Groningen. Me he servido sin cumplidos de sus
descubrimientos y de los del seior Leibniz. Es por ello que consiento en
que ellos rclvmdlqucn todo lo que gusten; yo me conformo con lo que
tengan a bien dejarme.’

En todo el texto no vuelve a mencionar ‘al joven profesor de Gronin-
gen’.” La respuesta de Bernoulli a la carta del 17 de marzo de 1694 -
(véase p. 37 anterior) esta perdida; por los documentos existentes se

sabe que inmediatamente acepté el compromiso, el cual finalizé por
muy tarde al ser publicado el Analyse des infiniment petits. En 1691,
cuando empezd a instruir a I'Hospital sobre el nuevo_célculo; Jean:
Bemoulli era un joven de 24 afios de edad y sin empleo; en' 1694 esta-

ba recién casado y alin no tenia trabajo. Hasta el aﬁo snguxente obtuvo S

el puesto de Profesor en Groningen.

El suceso que a continuacién se relata da una idea clara del grado n

del contrato entre Bernoulli y I'Hospital: en 1695, Bernoulli. obe-
dientemente revisé y tradujo al latin la solucién de I'Hospital a un
problema. Sin embargo, generalizé el problema dando su propio ana- -
lisis ¥ agreg6é una nota al ‘escrito de 1'Hospital que fie publicado ..
en Leipzig. Cuando I'Hospital lo reprimié recordandole que tenfa que
" enviarle sélo a ¢l todos sus trabajos y no publicarlos, le contest6 -
con la siguiente promesa: *‘sélo tiene que hacerme saber sus deseos
categéricos —si ya no tengo que publicar nada en mi vida—, los

5. En la segunda edicién [1715), sl aparcce ¢l nombre del autor: Mr. le Marquis

de I"'Hospital.

6. Au reste je is devoir b p aux lumitres de AMrs Bernoulli, sur tout
& celles du jeune presentement Professeur & Groningue. Je me suis servi sans
fagon de leurs découvertes & de celles de M. Leibnis. Cest-pourquoy je consens
quils en revendiguent tout ce quil leur plaira, me contentant de ce quils voudront
bien me laisser [I'Hospital 1988, xiv].

. En el altimo pérrafo de fa Seccién IX, cuando s¢ publicé la segunda edicidn (véase
n. 5 anterior; recuérdese que ¢l Marqués de "Hospital murié en 1704) se agregd
lo siguiente: “‘& que la portion de courbe DMF satisfait au Probléme proposé -
par M. Bernoulli dans le Tome second dcs Supplémens des Actes de Leipsic, page
291" [I’'Hospital 1715, 163).

~
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seguxré con prec:sldn y ya nada de mi autoria serd vnsto" [Truesdell
1958, 61]. -

El sxguxente capftulo de este trabajo contiene lo esencial del texto -
Andlisis de los infinitamente pequefios para el estudio de las lineas™
curvas, Ademids de’ éste y del trabajo péstumo de I’ Hospital publlcado b
en_Paris en 1720, el.Traité analptique des sections coniques etde’
leur ‘usage pourla resolution des équations dans les probléme.r tant

déterminés qu'indéterminés, public alrededor de vemncmco notas
breves sobre problemas especiales.
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{. ] el nombre en Ia.t pnmeras pdglna.r de un I{bro de texto casi nunca
* representa’ al “dinica autor,’ sino_ que " tal - nombre - representa una
‘colectividad® de autares (Schubnng 1992, 283},

Capitulo 4

El Analyse des infiniment petits

§4.1 Introduccién

E! primer libro de texto de calculo diferencial fue publicado en 1696:
el célebre Analyse des infiniment petits pour l'intelligence des lignes
courbes {Andlisis de los infinitamente pequerios para el estudio de las
lineas curvas) de I'Hospital.! Aparecid doce aflos despuds de la
creacidn de esta rama de las matematicas (demasiado pronto para la
época; apenas en [684 se habia publicado por primera vez el algo-
ritmo del calculo diferencial (véase §2.6)).

Probablemente e! texto de 1'Hospital adquirié su mayor celebridad
por. el resultado mas importante que en €| se publicd por primera
vez, el cual conocemos como ‘regla de 1'Hospital' (§3.1 y 4.3.2).
El texto era una introduccitn a esta nueva rama de las matemdticas,
‘la geometria de los infinitamente pequefios’, como la llamaban al-

{. Una versidn en castellano del libso de texto campleto de IHuspunl prcpnmdn
por el autor de esta tesis, serd publicada proximamente por 1a UNAM (Fncunad
de Cienclas, coleccion Mathema). :
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gunos estudiosos, la cual ‘‘no era mis que una especie de misterio
y, por asi decirlo, una ciencia cabalistica hermetizada entre cinco
o seis personas” [Fontenelle; citado en Macosu 1989, 225].

Desde luego que este texto jamas perderd importancia histérica,
y siempre sera trascendental pedagégicamente, dado que se elaboréd
en los momentos mismos en que se establecia el andlisis infinitesimal.
Por ejemplo, es digno de hacer notar que en 1988 Underwood Dud-
ley, al resefiar uno de tantos textos de céiculo publicados en Estados
Unidos con el titulo Calculus with Analytic Geometry, el de George
F. Simmons (y como es la costumbre actual de los estadunidenses,
de casi 1000 péginas), resalta varias virtudes de esta obra de |'Hos-
pital contrastindola con otros textos de cdlculo de los que se han
publicado desde los 1850 hasta nuestros dias [véase Dudley-1988].

El Analyse des infiniment petits fue publicado nuevamente en Parfs .

en 1715, 1720y 1781.-En" 1768 aparecié una edicién en ‘Avignon,

En 1730 Edmund Stone publicé una versién en” inglés en Londres "

con el titulo The method of fluxions' balh direct and i mverse, en cuyo
prefacio escribi6:

{...] ¢l Calculus Differentialis, publicado primero por el seitor Leibnitz.
en cl afo 1684, habiendo sido scguido desde entonces por casi todos
los extranjeros, quicnes representan el primer incremento, o diferencial
(como lo Naman cllos) con la letra d, el segundo con dd, el tercero con
ddd, ctc., usando € término integral para las fluentes o cantidades que
fluyen. Pero dado que esic método en la prictica de lo mismo, no difie-
re del de las fluxiones, y un incrmento o diferencial se puede tomar
como una fluxién, por respeto a Sir Isaac Newton, quicn inventd lo
mismo antes del ailo l669 he alterado 1a notacion de nuestro autor, y
en lugar de d, dd, d °, eic., he puesto su notacién {la de Newton], v.
gr.x %%, elc, o algunas otras de las Gltimas letras del alfabeto, asi
punteadas, y he tlamado al incremento infinitamente pequefio o dife-
rencial de una magnitud, la fluxién de ésta {citado en Fauvel y Gray
1988, 445).

En 1725, bajo el titulo Eclaircissemens sur I'Analyse des infini-
ment petits, se publicaron en Parfs (péstumamente) las notas del sefior
Varignon sobre el texto de l Hospntal que, segun la advertencia del
ednor al lector: :
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Les he puesto ¢l titulo de Eclaircissemens, porque me parecié el mas
natural y. el mds sencillo que sc les pueda dar. Por lo tanto no son
- simples aclaraciones, ni solo explicaciones de los lugares oscuros o difici-
les del andlisis que facilitan la comprensién de quiencs se inician. Se en-
"“contrardn” adicioncs ‘considerables, proposiciones nucvas, problemas
anadidos a los del sefior Marqués de I’ Hopital, reglas, construcciones, mé-
" todos diferentes encontrados por el sefior Varignon [Varignon 1988, v-vi).

. En l§88, se reimprimié en Paris, en facsimile, este escrito de Va-
rignon junto con la primera edicion del Analyse de 1'Hospital, en
un mismo volumen.

§4.2 Conceptos y resultados bdsicos

El texto Analyse des infiniment petits esta compuesto por diez seccio-
nes que tratan los siguientes temas: la primera seccién presenta los
principios de! ‘célculo de las diferencias’; en la segunda se aplica este
célculo para determinar las tangentes de cualqueir tipo de curvas; en
la tercera se usa para resolver problemas de maximos y minimos; en
la cuarta para determinar los puntos de inflexién y de retorno y, en la
quinta, las evolutas de las curvas. La sexta y la séptima secciones
tratan sobre las cdusticas por reflexion y por refraccién respecti-
vamente; la octava sobre la determinacién de los puntos de las lineas
curvas que tocan una infinidad de lineas rectas o curvas de posicién
dada; en la novena se resuelven diversos problemas usando los resul-
tados de las secciones anteriores y, finalmente, en la décima, se de-
duce el método de Descartes y Hudde.

Este primer texto de célculo diferencial no presenta ejercicios o
problemas para que el lector los resuelva: todos los ejemplos que
contiene estin resueltos, Sigue el estilo clisico de presentacion. de
Euclides (y-de Arquimedes) iniciando con dos definiciones y dos
postulados. Sobre éstos, al final del ‘Prefacio’ anoté I'Hespital:

)

{..] los dos requerimientos o suposiciones que he al co-
mienzo de este tratado, y sobre los cuales, solos, se apoya, me parecen
-_tan evidentes que no creo que pudieran dejar ninguna duda en la mente
. de los lectores atentos. Yo mismo los habria podido demostrar facil-
mente a la manera de los antiguos, si no me hubiese propucsto ser bre-
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ve sobre las cosas que ya son conocidas, y dedicarme prmcnpalmente a
las que son novedosas {I’Hospital 1988, xv-xvi].

En lo que sigue de este capitulo, se incluyen las partes mds im-
portantes del calculo leibniciano en la versién que publicé 1'Hospital.
Me he basado en la primera y segunda ediciones del Analyse des
infiniment petits [I'Hospital 1696 y 1715, respectivamente].

4.2.1 El calculo de las diferencias
Definicion |

Se Haman cantidades variables aquellas que aumentan o disminuyen
continuamente; y por lo contrario, cantidades constantes las que per-
manecen sicndo las mismas mientras las otras cambian, De esta mane-
ra, en una pardbola las ordenadas y las abscisas’ son cantidades
variables mientras que el pardmetro es una cantidad constante. '

Asl, se estudian relaciones —entre cantidades geométricas— que
expresan la naturaleza de una curva. Por ‘continuamente’ se entendia
que las dlversas cantidades geométricas incorporadas en la curva bajo
estudio ‘no tienen sallos en su variacién (non per sallum, véase Va-
ngnon 1988 )3 - :

Definicién 11

Ln parte lnﬁnunmcnlc pequeiia en fa que una cantidad varmble aumen- -
- ta o disminuye continuamente, ¢s llamada la dj ferencm. Sea AMB, por
ejemplo, una linca curva cualquicra que tiene como eje o didmetro a la
linea AC' y como una de sus ordenadas a la recta PM (Fig, 4.1), y sea
pm otra ordenada infinitamente cercana a la primera. Admitido eso, si
se trazan MR paralela a AC y las cucrdas AM y Am, y luego se descri-
be, con centro en A y radio [intervalle] AM, el pequefio arco de circulo

2. Appliquée y coupé, rcspt.cuvamcnlc en ¢l original. También se usaban ordonde
y fléche. Las ord y isas no cran di i lidas sobre los cjes de
un sistema coordenado a partir de! origen; a cada segmento sobre ¢l eje horizontal
o diimetro (tnico que se consideraba) a partir del origen, en su punto final se
le hacia pander o se e aplicaba otro perpendicular, 1a ordenada
(applicate perpendiculares, en latin).

3. Se ha traducido ¢l término *différence’ como *diferencia’ (véase §5.1 més adelante).




El Analyse des infiniment pelits 47

MS, Pp seré la diferencia de AP, Rm la de PM; Sm la de AM, y Mm la
del arco AM. Andl el flo trifngulo MAm que ticne
como base al arco Mm serd la diferenci del segmento AM, Y el peque-
fio espacio MPpm sera la difcrencia del esp prendido por las
rectas AP y PM, y por el arco AM.

Enseguida advierte que se hard uso de la letra 4 para denotar la
diferencia: si AP se denota como x, su diferencia Pp serd dx; la de
PM =y, Rm, serd dy, etcétera.

1. Requerimiento o suposicitn (postulado)

2, Se pide que se pucdan tomar indiferentemente una por la otra a dos
cantidades que no dificran entre si mas que por una cantidad infinita-
mente pequeda, o (lo cual es lo mismo) que una cantidad que no se
incremente ni se haga disminuir mas que por otra cantidad infinitamen-
te menor que clla, pueda considerarse como que permancce siendo la
- misma. Se requiere, por gjemplo, que se pueda tomar a Ap por AP; pm por
PM, el espacio Apm por el espacio APM; el pequedio espacio MPpm
por el pequeflo rectdngulo A{/PpR; el pequeiio sector AMm por el pe-
queidlo tridngulo AMS; ¢l dngulo pAm por el dngulo PAA, etcétera.

Seguin la advertencia previa, a! afirmarse en este postulado que
‘Ap = AP, al pasar del contexto geométrico al algebraico, como
AP =x, Pp = dc y Ap = AP + Pp, se tiene quex+ dc =x,y
analogamente con las demids canudades.k
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1L Requerimiento o suposicién (postulado)

3. Se pide que una linea curva pueda ser considerada como el en-

~ samblaje de una infinidad de lineas rectas, cada una infinitamente

pequeda, o (lo cual es lo mismo) como una poligonal® de un nimero
infinito de lados, cada uno infinitamente pequedo, los cuales deter-
minan, por los 4ngulos que forman entre si, la curvatura de la linea.
Se requiere, por ejemplo, que la porcidn de curva Mm y el arco de
circulo MS se puedan considerar como lineas rectas debido a su pe-
quedez infinita, de modo que el pequuﬂo triangulo mSM pueda ser
supuesto rccnlineo.

Son estos los dos Unicos postulados en Ios que'l’ Hospltal basé

todo ¢l edificio del célculo diferencial. Enseguxda se presentan las

reglas bzisncas del algontmo de’ las dlferencias.

‘4, Tolh'ar la diferenci

. l’roposicldn i

Problema

de varias cantidades sumadas juma.r 0 .’susirizl-’

das unas de’ otras.

‘Sea dndu a + ¥ -z, cuya dlfercncw -se requnerc tomar Sll:'

~5¢ suponc que x es aumentada en una porcién infinitamente pe-
. quena,-es dcclr que se.vuelve x'+ dx, y se'volverd y + dy, y 2,
Tzt a'z; ln constante a (Art. 1),° permaneceré siendo la misma“a;

ry

. En el original aparece poligone. No se ha traducido como *poligono® porque cste

- término sc reficre a una superficie plana limitada por lineas rectas; en cambio,

w

‘poligonal’ quiere decir simplemente que tiene muchos dngulos, y se reficre a la
figura misma (aqui, a curvas, la gran mayorin de ellas abiertas).

. Sobre esta concepcién de una curva como una poligonal, comenté en el Prefacio:

**Las poligonales inscritas o circunscritas a las curvas, que por la multiplicacién
infinita de sus lados se confunden finalinente con cllas, han sido siempre tomadas
como las curvas mismas, Pero hasta ahf se avanzé: fue a partir del descubrimiento
del andlisls que aqui se trata que se advirti6 el alcance y la fecundidad de esta
idea” [I’Hospital 1988, iv-v; ¢f, Leibniz 1989, 111 {véase §5.1 més adelante)).
Enseguida de las dos definici y los dos postulados anteriores, presentd el si-
guicnte Corolario;

1. Es evidente que la diferencia de una cantidad constante es nula o cero, o (fo
cual ¢s lo mismo) que as cantidades constantes no tienen diferencia,
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de modo que la cuntldnd propuesla a + x +y< z se volverd a +
x+dety+dy-z-dz, y su dlfercncm. “que se encontmré al restarla
de esta Gltima, serd” : asl ocurre con las demésx lo
cual da esta regla: ! :

ara Ia admdn o suslraccmn de cantidades

. Se tomarﬂ Ia dlt‘erencm de cada término de la cantidad propuesta y,> .
* conservando los mi. signos, se I 4 otra cantidad que serd
ladiferencia buscada. : :

Proposicién Il
Problema

S, Tomar /a dj ferem:la de un producto formado por varias camldade:
mulnphcadas entre i, .

I La di rgncxa dexy es ydx + xdy,

Pucs y se vuelve y + dy cuando x se vuclve x + dx y, por lo tanto,
xy 'se vuelve entonces xy + ydx + xdy + dxdy, que es ¢l producto de
x + dx por'y +dy, y su diferencia serd ydx + xdy + dxdy, es decir,
ydx + xdy (Art, 2), dado que dxdy es una cantidad infinitamente pe-
quedta en relacion con los otros términos ydx y xdy [...]1 [Cf, §2.5,
pp. 28 y 30 antcriores].

Argumenta la validez de la afirmacién anterior al considerar que
si las cantidades ydx y dvdy se dividen entre dx, se obtienen como
cocientes y y dy respectivamente, esto es, la cantidad fi nna yysu

. diferencia dy, infinitamente pequefia.

Es interesante hacer notar que aunque alude al postulado (An.
2), proporciona este argumento algebraico para justificar la-elimi-.
nacién del término dxdy. Asl, realmente estd evitando recurrir al pos-
tulado I en la deduccién de las reglas para obtener diferencias (sera
hasta el Art, 22, de la segunda seccion, donde vuelve a aludir a’este
postulado, usdndolo geométricamente, pero no algebraicamente). Si..

“se usa explicitamente el postulado I, la proposicién If se puede’ de-»
mostrar de la siguiente manera: )
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dog) = yds + xdy + dudy =y + (¢ + deiay,
y como x + div = x, por el postuladol(Art 2) se tlene e

esla regla"

Para las cantidades multiplicadas

La dlfcrcncm del producto de varias cantidades multiphcndns entre sf
es igual a 1a suma de los productos de la diferencia de cnda una de cs-
tas cantidades por el produclo de las ofras;

6. Tomar la dj ﬁzrencla a'e una fra

Ln dlfcn.ncla dcy es

Pues suponienda Iz

‘cl

7. Al igual que Descartes en 1637 [véasc §1.4, p. 14 anterior], I'Hospital en su texto
mmbu.n usa 3 para la scgunda polencia y para las siguientes sf usa supraindices
0", etc). La prictica de usar xx para la segunda potencia la pn.l'm:mn algunos
escritores, parece ser que basdndose en que no ocupaba mis espacio que
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se tendrd x = 2 'y, ‘como las dos cantld s,vnrmblcs x yyz ‘de-
ben su.mprc ser lgunlcs entre'si ' ya sea quc numenlen o disminu-
yan,” se sigue que:su’ diferencia, ¢s *decir, sus’ incrementos ‘o
decrem«.ntos, serdn lambu.n iguales’entre’sl 'y por lo mnlo se ten-

nglé sigulente fegla; :

La dlferencm de una fraccién cialquiera es igual al produc(o dc ln dlt‘e- ;

».rencia del numerador por el denominador, menos ¢l produclo de la di- -

. ferencia del denommndor por.el d 1 | di idldo entre el
[ d
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Proposicién IV
Problema

"1, Tamar la diferencia de una potencia cualquiera, perfecta o imper-
Jecta,' de una cantidad variable.

La regla IV correspondiente a esta proposicion la obuene de Ia
siguiente manera. Dada la progresion geomémca :

Lox XX ¥ X Al

y la progresion aritmética’

0.1,2,345

debajo del 1"

Mediante un proceso de mterpolacwn agrega nuevos términos a ‘am-:-
bas, Se pueden interpolar nuevos términos entre dos términos conse-
cutivos de una progresién geométrica (antmétlca) dada, de’ modo que -
con con éstos también estén en progresién geométlca (antmétlca) R
Para interpolar medios geométricos (aritméticos) se requiere “determi- ¢
nar la razén (la diferencia) de la nueva progres:én. Asi, si entre los -
“términos x y x* de una progresién geométrica se reqmerev' mterpolar .
otros dos, se tendra: :

. ‘Potencia perfecta’ es la que tiene exponente entero y pozencm Impcrtcclu
quc tiene exponente racional no entero, es decir, de la forma = oo

-',',—'!Z;m,neZ.yn#O.

9. Una ‘progresidn geomética® es una sucesién de nimeros cada uno de los cuales
s¢ determina multiplicando ¢l nnlt.rior por un numuo  constanic, al que se dcnnminn
‘razén’ de la i6n; una ‘progr aritmética’ ¢s una ion de
cada uno de los cuales se determina sumando al anterior un niimero constante,
al que se denomina ‘diferencia’ (resta) de la progresion,
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y deduce, por.las propi da
los exponen s( ari
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sustituyendo a z por ¥, Asf,

™) = —x"‘"”;dx=% : dx Vo,

Para x™", obtiene que

2w .

Para Ia.r palenc:a.r perﬁmas 0 impeiﬁ’cta.r

La diferenci de una'p ualquicra, pcrf‘eclao imperfecla de’

una cantidad variable es igual al produc(o del exponente de esta po-*
tencia por csta'misma cantidad elevada 'a’una potcncm menor en,,
una unldad y mulupllcuda por su dlfcrencm ;
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usando la ﬁltima regla' y la de las fracciones,

adx+2xdx ‘/———— ( ydx xdy-2ydy) , \/-——
——— xy+ + ax+x
"J(ax+x’)’ y 2‘ny+y —

g xy+y a

Tadx+2xdx +( xdy—ydx—Zyd))‘Jax-t-x
3’*1(‘axfx’)’~lx){+y’ 2¥(xy+yy

422 Tnﬁgentes a curvas, miximos y minimos

"4.2.2.1‘ Determinacién de tangentes a lineas curvas
Bajo’ la"conéépcién de una curva como una poligonal, la definicién
- que se da de linea recta tangente a una curva en uno de sus puntos es
la sngulente. S

. Def‘ nitién

Si se prolongn uno de Ios pcqueﬂos lndos Mm_de la poligonal (Fig.
"4.2) que compone a una’linea cirva (Art,3), este pequedio lado, asf
prolongado, qerﬁ Ilamndo la tangente de Ia curva en el punto M on.

2.

Fig. 4.2

. Esto es, la concepeion leibniciana (cf. §5.1 snguxente) de tan-
gente es. estdtica, y no dlnamlca como estamos acostumbrados a’
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concebirla siguiendo el enfoque newtoniano, definiéndola como el
limite de secantes que pasan por dos puntos M y m conforme m se
acerca a M.

Proposicién |
Problema
9. Sea AM una linea curva (Figs, 4.3 y 4.4) tal que la relacion de la
abscisa AP con la ordenada PM esté expresada por una ecuacion

cualquiera; se requiere trazar la tangente MT por el punto M dado
sobre esta curva,

Fig. 4.3

Habiendo trazado la ordenuda MP, y suponicndo que la recta M7~ -
que intersecta al dismetro en el punto T.sea la tangente buscadn, se
concebird otra ordenada mp infinitamente cercana a’'la primera, con
una pequefla recta MR paralela a AP Y al denominar a' AP, x,’y a
PM, y, que estin dadas (luego, Pp = MR =dx Y Rm= dy). los tridn-
gulos sz.mqanlcs mRM y ‘MPT (m :

Esto es,
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. Luego, por medio de la diferencia de la ion dada, se |
un valor de dx en témminos que estardn afectados todos por dy, el cual
al ser multiplicado por y y dividido entre dy dard un valor de la subtan-
gente PT, en términos completamente conocidos y libres de diferen-
cias, el cual servird para trazar la tangente buscada AT,

El problema en si no es el poder trazar la tangente. Se supone que
la tangente MT ya estd trazada y se procede a analizar qué elementos
y de qué manera intervienen en la determinacion de la tangente. Se hace
uso del tridngulo caracteristico MRm concibiéndolo (dado que es infini-
tamente pequefio) semejante al formado por la ordenada PM, el segmento
de recta de la tangente comprendido entre el punto de tangencia Af y
el de interseccién 7" de la tangente con el didgmetro AP, y Ia subtangente'®
PT. Asl, el estudio de las caracteristicas de una curva se hard a través
del estudio de la variacién de la subtangente (véase 4.22.2 siguiente).

Debe compararse este andlisis con el procedimiento de Fermat visto

en §1.3. Ademds (aunque ya se habrd notado), % se estd utilizando

como el cociente de dos cantidades infinitesimales, las diferencias
dr y dy; el concepto de derivada atin no se forjaba.

el

A Pp T
Fig. 4.4
10. La distancia P7, entre el pie P de a ordenada pespendicul PM

al punto de tangencin Af y el punte 7 de mluscccldn de la mngcmc MT con el
didmetro AP, sc [lama ‘subtangente’, v
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Algunas curvas para las que a continuacion se determina el trazado
de la tangente MT por ¢l punto M, obteniendo el valor de la sub-
tangente PT, son- las expresadas* or. las siguientes relaciones:

Para resolver problemas de ‘méximos y mimmos, que en la definicién
11 de 1a seccién Il explica en qué consisten, I’Hospital no proporcioné - -
ningiin método o criterio para dlslmgulr un méaximo de un mfnimo;
las condiciones del problema hacen ewdente la naturaleza del extremo :
de que se trate, s

Definicion 1

Sca MDAM una linea curva cuyas ordenadas PM, ED y PM sean pa-
ralelas entre si (Figs. 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8), y tal quc al incrementarse
continuamente la abscisa AP, la ordenada PAf crezea también hasta
cierto punto E después del cual disminuya; o al contrario, que dis-
minuya hasta cierto punto £ después del cual crezea, Supuesto eso,
la iinea ED serd denominada la mayor o la menor ordenada.

Fig. 4.5
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Definicién I1

- Se proponc una cantidad PA{ la cual csté compuesta de una o de varias
indeterminadas 4P, de modo que al crecer AP continuamente, ¢sta can-
tidad PM también crezca hasta cierto punto £, después del cual dismi-
nuye —o al contrario—— y se requiere encontrar para AP un valor AE
tal que la cantidad £D a la cual compone, sea mayor 0 menor que cual-
quier otra cantidad M formada andtogamente por AP. Eso se llama un
problema De mdximos y minimos [De maximis & minimis}).

Fig. 4.6

Proposicién general

46. Dada la naturaleza de la linea curva MDM, encontrar para AP un
valor AE tal que la ordenada ED sea la mayor o la menor de todas las
PM andlogas.

Si al crecer AP, PAf también crece, es evidente que su dilerencia
Rm serd positiva con refacidén a la de 4P; y que por lo contrario,

59

cuando PAf disminuya, al crecer siempre la abscisa AP, su diferencia -
serd negativa. Luego, toda cantidad que crezea o disminuya conti-

nuamente no puede convertirse de positiva en negativa si no pasa

por infinito o por cero; a saber, por cero cuando primero va dismi- -
nuyendo, y por infinito cuando primero va incrementdndose. De donde”

se siguc que la diferencia de una cantidad que expresa un mdvimo

|plus grand} o un minimo {moindre) debe ser igual a cero o a infinito.
Luego, dada la naturaleza de la curva MDM, se encontrara un valor

de Rm, ¢l cual, al igualarse primero a cero y despuds a infinito, servird

para descubrir el valor buscado de 4E ¢n una o en Ja otra de estas

suposiciones. - '
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Observacién

47, La tangentc en D es paralela al eje A3 (Figs. 4.5 y 4.6) cuando la
diferencia Rm se vuelve nula en este punto; pero cuando se vuelve infi-
" nita'(Figs. 4.7y 4.8), la tangente sc confunde con 1a ordenada £D. De
donde se ve que la razén de mR a RM, que expresa la de la ordenada a
1a subtangente, cs nula o infinita bajo el punto D,

F ]

7]
1
|
1
i
i
[}
i
|
]
4

Fig. 4.8

_ Fécilmente se concibe que una cantidad, la cual disminuya con-
tinuamente, no puede cambiar de positiva a negativa sin pasar por
cero; pero no se ve con la misma evidencia que cuando aumenta deba
pasar por infinito. Es por cllo que, para ayudar a la imaginacion, con-
cibanse las tangentes en los puntos M, D y M (Figs. 4.5 y 4.6); ¢s
claro que en las curvas donde la tangente en D es paralela al ¢je
AB, 1a sublangente PT aumenta continuamente a medida que los puntos
M y P se acercan a los puntos D y E; y que al caer el punto M
en D se vuelve infinita y, por ltimo, que cuando AP sobrepasa a
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AE, la’ sub!a.ngcntc PT se vuelve negntlvu (9!0) de posmvn que cra,
o al conlrano

Dos de Ios ejemplos que resuclve son los s:gulentes‘

X+y=ayyy-z=aa-x)"

4.2.3 Diferencias de 6rdenes superiores: puntos de inflexién
y de retorno

Es hasta la pdgina 55, seccion IV, donde define las diferencias
segundas, terceras, etc. Antes (véase 4.2.1, Art. 5, p. 49 anterior),
habia comparado las cantidades ydx y dvdy, concluyendo por un ar-
gumento algebraico que la segunda es infinitamente pequefia con res-
pecto a la primera. Las diferencias de drdenes superiores que ahora
define a partir de la interpretacién geométrica son de otra naturaleza,

Dado que en lo que sigue se hard uso de las diferencias segundas, ter- .
ceras, etc., ¢s necesario dar una idea de ellas antes de continuar,

Definicién 1.

La porcién infinitamente pequena por la cual aumenta o disminuye
continuamente la diferencia de una cantidad variable es Hamada la
diferencia de la diferencia de esta cantidad, o bicn su diferencia se-
gunda, De esle modo, si se concibe una tercera ordenada ng infini-
tamente cercana a la segunda' mp (Fig. 4.9) y’'si s¢ trazan mS
paralcla a AB y mH paralela a RS, se llamard a Hn la diferencia de
la diferencia Rm, o bien la diferencia segunda de PM,
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Igualmente, si se concibe una cuarta ordenada of infinitamente cercana
de la tercera ng, y si se trazan nT paralela a AB y nl paralela a ST,
se llamar4 a la diferencia de las pequeiias rectas Hn y Lo la diferencia
de la segunda diferencia, o bien la diferencia tercera de PM, Y asl

. sucesivamente.

Advierte que se hard uso de la letra o para expresar el ‘orden’

o el ‘género’ de la diferencia de que se trate; si PM se denota como

»

su diferencia Rm serd dy;, su diferencia segunda, Hn, serd ddy; la

diferencia tercera, Lo - Hn, serd dddy; etc. En cambio, dj? representara
a dydy, el cuadrado de dy; @', el cubo de dy; dd?, el cuadrado
de ddy; etcétera,

Corolario |

62. Si se llama x a cada una de las abscisas AP, Ap, Aq y Af, y a cada
una de las ordenadas PM, pm, qn 'y fo; y 1 a cada una de las porciones
curvas AM, Am, An'y Ao, es claro que dx expresard las diferencias Pp,
pq y qf de las abscisas; dy las dif ias Rm, Sn y To de las ordena-
das; y du las diferencias Mm, mn y no de las porciones de la curva
AMD, Ahora bien, con el fin de tomar, por ejemplo, la diferencia se-
gunda Hn de la variable PM, es necesario concebir sobre ¢l eje dos
partes pequedias Pp y pg, y sobre la curva otras dos Mn y mn para tener
las dos diferencias Rm y Sn; y por lo tanto, si se supone que las peque-
flas partes Pp y pq sean iguales entre si, es claro que dx serd constante
con relacién a dy y a du, puesto que cuando Pp se vuclve pg, permane-
ce siendo la misma, mientras que Rm, que se¢ vuelve Sn, y Mm, que s¢
vuclve mn, varfan, Se podria suponer que las pequedas partes de la
curva Mm y mn fueran iguales entre si, y entonces du serfa constan-
te con relacidn a dx y a dy; y en fin, si se supusiera que Rm y Sn
fueran iguales, dy seria constunte con relacién a dx y a du y su dife-
rencia, Hn = ddy, serfa nula,

Igualmente, para tomar la diferencia tercera de PM, o la diferencia
de la diferencia segunda /4n, s necesario concebir sobre el eje tres
pequenas partes, Pp, pg y qfi sobre la curva otras tres, Mm, mn y
no; y sobre las ordenadas también otras tres, Rm, Sny To, y entonces
se tendrd a dx 0 a du 0 a dy por constante, segin se suponga que
las pequedas partes Pp, pg y qf, 0 Mm, mn y no, o Rm, Sn y To,
sean iguales entre sf. Y ocurre o mismo con las dlfcn.ncins cuartas,
quintas, c(cétera S S
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Observacién

: 63 Se debe observur blcn (Fig. 4.9),

l“ Que hny dnferemes 6rdcnes de infinitamente pequedios: que Rm, por
jemplo, es infini quedio con relacién a PM, ¢ infinitamente
‘grande con relacién a Hn; "lo mismo que el espacio MPpm es infinita-
mente pequefio con relacién al espacio APM, ¢ infinitamente grande
con relacion al tridngulo MRm,

2°, Que la diferencia integra Pf es también infinitamente pequeiia con
relacién a Ap, puesto que toda cantidad que es la suma de un nimero
finito de cantidades infinitamente pequedas, tales como Pp, pg y qf,
con relacién a otra AP, permanece siempre infinitamente pequeda con
relacién a esta misma cantidad: y que con el fin de que se vuclva del
mismo orden, es necesario que el nimero de cantidades de orden infe-
rior que la componcen sea infinito.

Corolario 11
64, De este modo, se pueden seialar las difcrencias scgundas en todas

las suposiciones posibles. _

H

Fig. 4.10

63

"1°, En las curvas donde las ordenadas mR y nS (Figs. 4. IO y 4 ll) :

son parnlclas entre si, se prolongard la pequeda recta’ Mm' hasta H
“donde intersecta a la ordenada S»; y al haber descrito con centro en

m y con radio mn el arco nk, se trazardn las pequefias rectas nl, li y
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kcg paralelas a mS y a Sn. Supuesto eso, si se quiere que dx sea
constante, es decir que MR sea igual a mS, es claro que el tridngulo
mSH es semejante ¢ igual al tridgngulo MRm, y que de este modo Hn
es ddy, es decir, la diferencia de Rm y Sn, y Hk es igual a ddu. Pero
si se supone que du sea constante, es decir que Mm sca igual amn o

" a mk, es evidente entonces que ¢l tridngulo mgk es semejante e
igual al tridngulo MRm, y que asf k¢ = ddy, y Sg = cn = ddx. Por
Gltimo, si se toma a dy por constante, cs decir mR = nS, se sigue
que el tridngulo mil es igual y semejante al tridngulo MRm, y que
de este modo iS =nl = ddx y Ik = ddu.

R
Fig. 4.11

Proposicién |
Problema

65. Determinar la diferencia de una cantidad compuesta de dj iferen-
cias cualesquiera. :

Se tomar4 como constante a la diferencia que se quiera y, lrntando -
a las otras como cantidades variables, se hard uso de las reglas prcs-
critas en la Primera Seccion [véase 4.2.1 anterior].

Dos de los ejemplos que resuelve son los siguientes:

- La diferencia dc al tomar a dx como constante,. scrd -

b
de”

&' +yddy  drdy’ ~ ydydds
Ly

. a5 ;
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al tomar a dy como constante. "

La tde,‘:*_b;[:dr i

al tomar a dx como constante, scrd

of total dividido entre ¢, es decir,

U e ¥ ey’ s e
AN+

Definicion 11

Cuando una linea curva AFK es en parte concava (Figs. 4.12 y 4.13) y
en pare convexa sobre una linea recta A8 [...], el punto F que separa a
la parte céncava de la convexa, y que por consiguiente es ¢l fin de una
y el comienzo de la otra, es llamado punto de inflexién cuando la cur-
va, habiendo llegado a F continta su camino sobre el mismo lado, y
punto de retorno, cuando regresa al mismo lado de su origen.

Proposicién 11
Problema general

66. Estando dada la naturaleza de la linea curva AFK, determinar el
punto de inflexién o de retorno F.
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Supéngase en primer lugar que la linea curva AFK (Figs. 4.12 y 4.13)
tenga por didmetro una linea recta AB, y que sus ordenadas PM, EF,
¢lc., sean todas paralelas entre si. Si se traza por el punto F la ordenada
FE con la tangente FL, y por un punto cualquicra M de la parte AF una
ordenada MP con una tangente M7, es claro que:

L T A P Eo °
Fig. 4.12

1° En las curvas que tengan un punto de inflexion, cuya abscisa AP
crezca continuamente, la parte AT del didmetro, comprendida entre el
origen de las x y la intersecei6n con la tangente, crecerd también hasta
que el punto P caiga en £, despuds del cual ird disminuyendo; de don-
de se ve que A7, siendo ordenada en P, debe volverse un mdximo AL
cuando el punto P caiga sobre ef punto buscado £,

2° En aquéllas que tengan un punto de retorno, cuya parte A7 crezca
continuamente, la abscisa crecerd también hasta que el punto 7 caiga
en L, después del cual ird disminuyendo; de donde se ve que AP,
sicndo ordenada en 7, debe volverse un mdvimo AE cuando T caiga
en L. - sl B

Lucgo, si se denominan a AE; x, y a EF, y, se tendra
Azvg:s
cuya difcrcﬁ;in, 'q‘uc es
o 'QT,"“

(al suponer a dx constante),
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ul ser leldldﬂ cmrc dr, d:(‘crencm e AE d c ser nula o mf‘ mtn (An.
47). locualda ' :

. dedy
dy‘

de suerte que, al multiplicnrln por dy’, y dividiéndola entre -y, se
flega a que ddy =00 a infinito; lo cual servird en lo que sigue
como férmula general para encontrar ¢l punto de inflexién o de re-
torno F. Pucs estando dada la naturaleza de la curva 4FK, sc tendrd
un valor de dy en términos de dx y, al tomar la difercncia de este va-~
lor, supomendo a dx constante, se encontrard un valor de ddy en térmi-
nos de ¥, el cual, al ser igualado primero a cero y enscguida a
infinito, servird en una o en la otra de estas suposiciones para encontrar
un valor pura AE tal que la ordenada £F llegue a cortar a la curva AFK
en el punto de inflexién o de retorno F.

0 [} lguul a mhmlo,

1 L TAUP € [}

Fig. 4.13

El origen A dc las x puede estar situado de tal manera. que

Al = x -y%-;. en lugnr de yadf- - X

y que AL o AE sca un minimo en lugnr de serun ma.mno. pcro como la
consecuencia s siempre la misma; y eso no puede consmunr difi cultad
ulguna, no me dv.lc.ndré en cllo. .
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Tamblén se puedc cnconlrar lo mlsmo dc csln otra ‘manera. Es claro
que al tomar a dx como, ‘constante’ (Figs. 4.10 y.4.11), y suponicndo .
que la ordenada’y’ uumente, “Sn serd. ‘menor. que S/ o que Rm ¢n la
donde se ve que el valor
negativo ‘debajo del punto

de Hn' = ddy debe cambiar de posmvo

“de mﬂcxnén o de’ retomo Fiy! por Io mn(o (An 47) atll debe ser

‘67,

Corolario

uando ddy 0 (th. 4 12), es cluro que la dlfcn.ncm de AL debe
ser nula con relacién a la de AE, y, por lo tanto, que las dos tangentes
infinitamente cercanas FL y fL deben caer una sobre la otra, no llegun-
do a ser sino una sola linea recta fFL, Pero cuando ddy es igual a infi-
nito (Fig. 4.13), la diferencia de AL debe ser infinitamente grande con
relacién a la de AE, o (lo cual es lo mismo) la diferencia de AE es infi-
nitamente pequefia con relacién a la de AL, y por consiguiente se puc-
den trazar por el mismo punto F dos tangentes, FL y Fi, las cuales
forman entre sf un angulo infinitamente pequedio, LFY,

§4.3 Problemas notables

Para finalizar este bosquejo, breve, del contenido del texto de I'Hospi-
tal, se presenta a continuacién la resolucién de cuatro problemas que, "~ -
en la exposicién misma, se vera, son sobresalientes. . -

4.3.1 La logaritmica

Cuando se publicé el Analyse des infiniment petits (1696), Leibniz

y los Bernoulli habfan iniciado ya el estudio de curvas trascendentes.
El primer texto de cdlculo diferencial se caracteriza por tratar (casi)
exclusivamente con curvas algebraicas, Sin embargo, en el ejemplo

n

del problema planteado enla’proposicién X1l de la secclén 11,

brevemente presenta la curva: logarlumlca

Proposnclén X

I’roblcma

37, Sean BN ¥y FQ dos IInEas cualesqumra (F Ig. 4, M) que Iengan'.
como ¢jes a las rectas BC y ED que se infersecten en dngulos reclos
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en el punto A, y sea LM una linea curva tal que, habiendo sido traza-
das a partir de uno cualquiera de sus puntos M las rectas MGQ y
MPN, paralelas a AB y AE, la relacidn de los espacios EGQF (el pun-
to E es un punto fijo dado sobre la recta AE y la linea EF es paralela
a AC) y APND, y de las rectas AP, PM, PN y GQ, esté expresada por
una ecuacion cualquiera. Se irata de trazar la tangente MT a partir de
un punto dado M sobre la curva LM. . R

N

Habiendo denominado a fos clemen dédosyvé.rxablesAPoGMm
I'M 0 AG, y; PN, u; GQ, z; 8l cspacio EGQOF, sy al espacxo APND 4y
las sub(angenu.s dndus PH, q, GK; b, 'se (cndrd .

=ds = -dy.

: V‘donde dcbl. obscrvarsc que los valores de Rmy Sn son ncgzm vos, por-
que al erecer AP =x PM y y PN =u d:smmuyen bupucsto €50, se

69
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tomard la dxferencm de Ia ec amén dada. en Ia cual se sustntumi a dt.
) dr duydz porsus valores dx, -2

Fig. 4.15

Ejemplo ll

39.Seas =1 cntp'nc‘cs‘d.r =des dccnr dy = udx y por lo tnnlo

5 ;
punlo 7 del lado opuesto al punto A, ongcn de las x: Sisc supone que ¥
* la linea FQ (Fig. 4.15)” sea una hipérbola que tenga por uslnlolas a las

11. Esta figura s6lo s dcsprlbé encl cJempio: no estd Incluida en el t;:xlo_ de I’Hospital,
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y que Ia linéa BND sea una'rcctn pmlela a AB de manera que PN u
sea siempre.igual a la récta dada ¢, es claro que la curva LM ucne
como uslnlotn alarectadB,’y que su subumgeutc !

es dec:rque siempre permancce iguul
En este _caso Ia curva LM es llnmadn Iogammlca

Anterlonnente se .vio que la parébola tiene subnormal - constante
] terlor), ahora’se ha presentado aqui la curva que tiene
subtangente constante, >’

432 ’qull"llaVs"*

Definicién

- Si se concibe que una linea curva cualquiera BDF (Fig. 4.16) céncava
hacia el mismo lado, esté envuclta o rodeada por un hilo 4BDF, una de
cuyas extremidades esté fija en Fy la otra se tienda a lo largo de la
tangente BA,.y que sc haga mover la extremidad 4 manteniéndola
siempre tendida y al desenrrollar continuamente la curva BDF, es claro

“que la extremidad A de este hilo describini cn este movimiento una li-
nea curva AHK. ’

Supucsto cso, la curva BDF serd dcnommndu la evoluta de la curva

[AHK.

Los partes rectas 48, HD, KF del hilo ABDF serdn denominadas
los radios de la evoluta,

Corolario 1

75. Del hecho que Ia longitud del hilo 4BDF siempre es la misma, se
sigue que la parte de curva BD cs igual a la diferencia de los radios
DH, BA que parten de sus extremidades; analogamente la parte DF
serd igual a la diferencia de los radios FX, DH; y la curva completa
BDF a la diferencia de los radios K, BA, De donde se ve que si el ra-
dio B4 de la curva fuera nulo, es decir que si [a extremidad 4 del hilo
caycra sobre ¢l origen B de la curva BDF, entonces los radios de la
evoluta D/, FK serian iguales a las partes BD, BDF de la curva BDF, -
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Corolario 11
76. Si se considera a la curva BDF como una poligonal (Fig. 4.17)
BCDEF de una infinidad de lados, es claro que la extremidad A del

" hilo ABCDEF describe el pequeilo arco AG que tiene por centro al

punto C, hasta que el radio CG no forma sino una linea recta con el pe-
quedo lado CD vecino de CB; y anilogamente describe el pequefio
arco GH que tiene por centro al punto D, hasta que el radio DH no for-
ma sino una recta con el pequeiio lado DE; y asi sucesivamente hasta
que la curva BCDEF esté totalmente desplegada, La curva AHK se
puede considerar entonces como el ensamblaje de una infinidad de pe-

queilos arcos de circulo AG, GH, HI, IK, ctc. que tienen por ccnlro a- '

los puntos C, D, E, F, cteétera,

Fig. 4.16

Fig. 4.17
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Proposicién I
Problema general

77, Estando dada Ia natura/eza de Ia linea curva AMD (Fig. 4.18) con

una de sus perp es a MC, determinar la longitud del
radio MC de su evolula es dec:r. el punto C de concurrencia de las
perpendi es ] cercanas MC, mC.

Supdngase en pnmcr lugar que la linea curva AMD tenga por cje a

-la linea recta AB sobre la cual las ordenadas PM scan perpendiculares.

Se imaginara otra ordenada mp, que serd infinitamente cercana a MP,

dado que el punto m se supone infinitamente cercano a Af. Se trazard

por el punto de concurrencia C una paralcla CE al eje A8, la cual inter-

.. sectard a las ordenadas A/P, mp ¢n los puntos E, e. Por Ultimo, trazan-

do" MR paralcla a AB, se formarin los tridngulos rectingulos

- semejantes MRm, MEC; pucs siendo los dngulos EMR, CMm rectos, y
el dngulo CMR comun, cl dngulo EMC serd igual al dngulo RMm,

el

Si entonces sc dcnommu a Ios celementos dudos AP x. 2 PM »a ln

incégnita ME, I, se tcndrﬁ Ee

Luego, s1cndo el punto Cel cent

e pequieo arco M, su' radio CM -

.- que se vuclvc Cm mientras EM aumenta en su dlfercncm ‘Rm, sigue .
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siendo ¢l mismo. Su dlfercncm scrﬁ enlonccs nula: lo cunl da (al supo-
ner dx constante) :

dzdx2+d:dy'+zd o

de doﬁae se obtiene

79. Hay también varias vtras mancras de encontrar los radios de la -
cvolutu Pondré nquf una parte, con el fin de dnr dlferentcs pmpuestas
al

cuya diferenciada *
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y déscribiendo con centro m ¢l pequeno arco TH, s¢ formara el ridngu-
lo rectdngulo M7t semejante a RmM, pues los &ugulos HIT 'y RMm o
PTM son iguales, no difiriendo entre sl mis que por el ﬁngulo Tml que
es mﬁmtnmcntc pequeno, lo cun!

dé donde

Lucgo los seclores TmH -y MCm .on sem 3] s pues el éngulo S
Tmt + MmC equlvnle a uno rcclu, y el dnguto MmC i+ MCm equiva-*
len"también-a uno recto debido a que el tmingulo CMm se consldera
como rectd en M.E

f H’
R MC Mm MC

L Ay

= d)"rd;z+dv
Nar & MC ’

de donde

Mo = A+ PNy 7
~ dxddy ’
4.3.3 Regla de VHospital

Proposicién 1
Problema
163. Sea AMD una linea curva (AP = x, PM =y, AB = a) tal que ¢l

valor de la ordenada y esté expresado por una fraccion, en la cual el
numerador y el denominador se vuelvan cada une cero cuando x = u;
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es decir, cuando el punto P caiga sobre cl punlo dado B (Fig 4.19). Se
puie cual debe ser emances el valor de la rdenad B v

. Siendo ‘A‘NB:y (C}'O"Q‘gido
linca 4B _como eje comd

“Es cluro que ¢stas’do.
- por la suposicion, PN y PO sc vuclven cada una cero cu:mdo cl punto
P cae ¢én B, Planteado eso, si'se ibe una ordenada bd infini
cercana de BD y_que intersecta a las lincas curvas ANB y COB en los
punlos j' Yy g. se tcndm i ‘

ABXbf

bd e
la cual no dificre de BD (Art. 2). Entonces ¢l problema consiste en
encontrar la razén entre bg y 4/ Ahora bien, cs claro que al volver-
se AB Ia abscisa AP, las ordenadas PN y PO se vuelven nulas y que
al volverse Ab la abscisa AP, se vuclven &fy bg. De donde se sigue
que estas ordenadas, las mismas &'y bg, hacen la diferencia de las
ordenadas en B y b cn relacion a las curvas ANB y COB, y por lo
tanto, si se toma la diferencia del numerador, y se divide entre la dife-
rencia del denominador, después de haber hecho x = a = 4b = A8, s¢
tendra el valor buscado de la ordenada bd 0 BD. Lo cual se requeria
encontrar,
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Los ejemplos que presenta r Hospnal para esta proposncxén son
los mgmentes :

Es-la resolucién de “este:problema de la proposicion I de la
seccién 1X lo que se considera mas sobresaliente de todo el con-
tenido del texto de I’Hospital, Se le conoce precisamente como
‘regla de 1’Hospital' (véase §3.1, p. 34 anterior, n, 2). Sin embargo,
quien la descubri6 fue.Jean Bernoulli, De la correspondencia entre
estos dos gedmetras (véase §3.3, p. 39 anterior) publicada en 1958,

la carta del 22 de julio de 1694 que envié Bemoulli a I"'Hospital - R

contiene este resultade y los dos ejemplos siguientes:

| V2ax-x - aWdx v
T e

a\/_ X
Ca-ax
nmbos parax =q [Slrulk 1963 259]

434, Folium de Descartes. S

“En'el ejemplo 1 de 1 seccién lll s' estudla Ia curva cuya naturaleza
- estd expresada or la‘ecuacion x’ﬁ+. Y="any; '

_‘li:jembm i
48, Supdngase que | ‘ ‘

2+ )}3 ='axy'(Al’ ="x, PM =yy dB = a)
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exprcsn In nuturnlcza de ln curva MDM (Flg. 4.20). Se tendr4, al
tomar Ias dlferencms. ] :

3x’dx+3ydy axdy + aydx,

por lo tanto,

aydx = 3x'dx _

3 0
3y -ax

dy=

cuando el punto P caiga sobre el punlo buscndo E, De donde sc obtie- -
ne que ) ; :

tal quela p;d}c_ng‘xd:‘er“Dr sert In mayor de todas las PM andlogas.
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En la figura que aparece en el texto de I'Hospital sélo estd di-
_ bujada parcialmente la curva bajo estudio. Un bosquejo mas completo
es el de la Fig. 4.21, Se conoce como Folium de Descartes.-Si ha-
cemos el trabajo_que se ahorré r Hospltal obtenemos los s:gulentes i
resul(ados al lgualar K . T

‘ iy
—ny~00y—V \/_" ‘x=‘_;__"._f
Asf, se tienen_ los’ puntos o
3 .
M 28 \E.a ‘f—a N(—-\/;—a .jz'a)
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simétricos respecto a la linea recta y = x, Esto es, en M hay una li-
nea recta tangente horizontal, y en N, juna linea recta tangente ver-’
tical! Ademés, no considerd el caso en que x =0yy=0quees;
cuando dy = 0 (también se obtieney =0y x =0 cuando dyes igual’
a-infinito). A partir de la gréfca, ¢s claro que en el punto 'O(0, 0) hay"

dos lineas rectas tangentes: el eje horizontal y.el eje vertical“4Como - -

determinarlas anal(tlcamente? Calculemos el valor de

(lo cual sngmf ca que la llneu rec-
élogameme. 51 se toma como dia-:

Hasta aquf se conluye eI breve bosquejo del conlemdo del primer k
- texto de clculo diferencial, Nada de las ‘secciones-VL,-VII;-VIIl y
X se ha incluido; no son mdlspensables para los objeuvos del presente

subtangente A

- trabajo. Unicamente agrego a continuacién dos apéndlces aeste ca-- -

_pitulo: en el apéndice A se presenta lo basico sobre cémo determinar -
las diferencias de curvas cuyas ordenadas se trazan a partir.de un’
punto fijo, y no perpendlculares aun eje de abscisas; y en el apéndice
B, sélo las definiciones de lo que son las causticas por reflexidn
y por refracion,
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§4.4 Apéndice A. Diferencias de las curvas cuyas ordenadas
parten de un punto fijo

Después de definir las diferencias de érdenes superiores (4.2.3, pp.
61 y 62 anteriores), da la interpretacién geométrica de estas diferen-
cias, como parte final de! corolario 1 (Art. 62) de la seccién 1V, para
las curvas que se forman trazando sus ordenadas a partir de un punto fijo:

Tado esto se debe también entender acerca de las curvas AMD (Fig,
4.22), cuyas ordenadas BM, Bm y Bn partan todas de un punto fijo B;
pues para tener, por cjemplo, la segunda diferencia de BM, es necesa-
rio concebir otras dos ordenadas Bm y Bn que formen los dngulos
MBm y mBn, infinitamente pequedios; y al haber descrito con centro cn
B tos pequeitos arcos de circulo MR y mS, a diferencia de las peque-
fas rectas Rm y Sn serd fa diferencia segunda de BM; y se podrd tomar
por constantes a los pequedios arcos MR y mS, o las pequeiias partes de
la curva Mm y mn, o en fin, las pequedias rectas Rm y Su, Y lo mismo
pasa para las diferencias terceras, cuartas, ete., de {a ordenada BAf.

" Fig. 4.22

. Luego, en el 2° punto del ‘corolario If (Art, 64) de la misma sec-
cidn, explica; - ’

2° En las curvas cuyas ordenadas BM, Bm y Bn parten de un mismo
punto B (Figs. 4.23 y 4.24), sc describirdn con centro en B los arcos
MR y ms, que se considerardn como perquedias rectas perpendiculares
" sobre Bm y Bn (Art. 3, Postulado I1); y habiendo profongade Mm en E,
y descrito con centro en m y radio mn el pequefio arco nkE, se formarg
¢l dngulo EmHf = mBn, y se trazaran las pequedas rectas nl, i y keg pa-



82

Analyse . de I'Hospital -

- ralelas a mS'y a Sn. Supﬁe‘éto eso, debido a que ¢l tnéngulo BS‘m es
. recténgulo ‘en S, ¢l dngulo BmS + mBn’o BmS + Eml{ equivale a un -

recto; y por lo tanto el dngulo’ BmE ¢équivile a un recto mis SmH; equi-

< vale también al recto Mrm + RMm dado quees’ cxtcmo nl tmingulo
RMm, Entonces el dngulo SmH = RMm, - i

:De eslo se’ sxgue, 1°:Que’si 'se quiere que dx sed constuntc, es

- decir ‘que:los pequefios arcos' MR y mS sesn iguales cntre si, el
L trid gul "SmH serd jante ¢ lgual al tridngulo RMm; y que asi
“Hn''="ddy, y Hk.= ddu. 2°. Que si s¢ toma a du como constante,

‘el trldngulo gmk ‘serd semejante ¢ igual al tridngulo RAMfm; y que asf

ke expresard a ddy, y Sg o cn, a ddx. Por Gltimo, 3° Que si s¢ toma

. @ dy como constante, los tridngulos im/ y RMm serdn iguales y se-

mejantes; y que ast iS o In = ddx, y Ik = ddu,

Fig. 423’

- Fig. 4.24
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§4.5 Apéndice B. Ciusticas por reflexién y por refraccién
Definicién

Si se concibe una infinidad de rayos BA, BM, BD, ... (Figs. 428 y
4.26) que partan de un punto luminoso B, reflejindose en la intersec-
cidn de una linea curva AMD, de tal modo que los dngulos de reflexién
sean iguales a los angulos de incidencia, la linea HFN, que tocan los
rayos reflejados o sus prolongaciones All MF, DN, ... es llamada
caustica por reflexion,

Fig. 4.25

Fig. 4.26
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.- Definicién

Si se concibe que una infinidad de rayos 84, BM, BD, ... que parten
de un mismo punto luminoso B (Fig. 4.27) se rompen al encontrar
una linea curva AMD al acercarse o alejarse de sus perpendiculares
MC, de modo que los senos CE de los dngulos de incidencia CME
sean siempre a los senos de los dngulos de refraccion CMG en la
misma razén dada'de m a n, la linca curva FI/N que tocan todos los
rayos que s¢ rompen o sus prolongaciones A, MF, DN, ... se llama
cdustica por refraccion (Fig. 4.28),

Fig. 4.27

112,

Y % —N

Fig. 4.28



. [} ¢l sistema leibnitciano no obstante su aparlencia _de puramente
apraximativo, es tan superior al de los limites y al de las derivadas por..:
la facilidad con que sepre.ua d las aplicaci [} [Dlaz C bias -
873,66}, - . - :

En el caso de Ios mimeros raclonale: o, reales; el onoclmlenlo,' .
complela que poseemos respecto “a ellos, hace; dema.rlrab)e la no

de les; {..} Porilo’ tanto ' todo " reimero’ real <
distinto de tera es una clase que. contiene racionales,y todos los
racionales son finitos; por consiguiente todo nimero real es finito,
Consecuentemente, si fuera posible,’ en cualquier sentido, hablar de
niimeros infinitesimales, tendria que ser en algin sentido radicalmente
nuevo [Russcil 1938, 335}

Capitulo §

El analisis infinitesimal en la
Academia de Ciencias de Paris de
1700 a 1706

§5.1 Introduccién

En el capitulo 4 se explicd la estructura axiomatica del texto de ’Hos-
pital, la cual fue un intento por formalizar el concepto intuitivo de
cantidades infinitesimales y las operaciones que regfan su uso. En las
primeras exposiciones publicas que hizo Leibniz de su célculo evitd
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referirse a tales cantidades. En su ‘Nova Methodus’ (1684; véase §2.6
anterior) defini6 (véase Fig, 5.1): ‘‘Llamamos ahora dr a un segmento
de recta escogido arbitrariamente, y v [...], es decir diferencia de v,
[.Jun segmento quesea adxcomov[.]aXB[.]} [Leibniz 1989,
104-105)." Usa el sustantivo ‘diferencia’ y no_ ‘diferencial’; el término
differentialis 1o usaba s6lo como adjetivo. Ademés, el ‘uso de estos -
términos refleja los origenes de su nuevo céleulo (§2. 3) [¢f. Leibniz
1989, 105, n. 37). Esta eleccion consciente de definir as{ la diferencia
en la primera publicacién del cdlculo dlferencm[ seguramente la hizo -
Leibniz para evitar tener que dar explicaciones sobre qué son las can-
tidades infinitesimales [¢f; Bos:1974-75, 63} Sin embargo, confrén-
tese esta definicion con lo que comenté mas adelante:

Con experiencia serd fécil demostrar todo esto’ a partir de esta tinica
observacion, fa cual no ha recibido la importancia debida hasta shora:
se puede considerar a dx, dy dv, dw, dz como proporcionales a las di-
, Cr o decr tales (respectivamen-
te) de'x, ¥, v, 'w, z [Leibniz 1989, 110].

i

en trazar una recta que una dos pun-
- tos de la curva infinitamente cercanos, es decir, prolongur el lado de un

“poligono inj‘mlangular que pam mi, cqulvnlc a Ia curva.’ Luego, siem-
i pre se pucde r infini pequefia por una

JEn'la’ version’ francesa” de donde s¢ toma esta cita estén carregidos los errores
. de notacién que aparecicron en 1684; no asl en la version castellana de 1987 [Leib-
oniz 1987) 0

2. Isnac Newton (1642-1727) tamp licito ideraciones infinitesimales en su
Principla (1687), en el que aparcce por pnmcrn vez, piiblicamente su cdlculo. En
¢l cilculo que inventd, f sus en térmi; algebraicos, recurrié a
los infinitesimales para la interp i6n g étrica y los abandond a favor de
Ia teoria de las fluxi ésta d 6 final en la doctrina de las razores
(cocientes) ultimas. Cada uno de estos enfoques perscguia distintos fines: en la
teorla de las fluxi byaclan los métodos heuristicos de su calculo, tales mé-

todos fueron justificados por 1a teorfa de las razones ultimas y la teorfa de los
infinitesimales abreviarfa 1a demostracién rigurosa [véase Kitcher 1973 para un
estudio de las distitas facetas de) céleulo de Newton).

Se rcﬁere tanto a fas rcglns que da sin demostracion de su cileulo, como a la
b de mé y £ cteétera,

Cf. §4.2, Postulado 11.

W

Eod



Academia de Cienclas de Parls ... 1700 a 1706 87

diferencial conocida dv, o por una relacién en la que aparezca, es decir,
por una tangente conocida [Leibniz 1989, 111].

Muy pronto surgié un fuerte debate en la Academia de Ciencias
de Paris sobre la validez de los métodos infinitesimales basados en
estos conceptos, acerca de los cuales Leibniz no habia hecho piblicas
sus opiniones. Los participantes en el debate se basaron en la versién
del cdlculo leibniciano que habfa publicado I'Hospital.

9B

Fig. 5.1

- §5.2 Ueﬁgte en la-Academia de Ciencias de Parfs,'l700§|7b_6
Se ha divulgado amﬁliamente la oposicién (1734) del obispd Cedfge

Berkeley (1685-1753) al calculo de Newton; menos conocida es la i

oposncnén previa (1694) de Bernard Nieuwentijdt (1654- 1718) al de. -
Leibniz ~y también al de Newton~—, En cambio, la controversia in-
tensamente acalorada que prevalecio de 1700 a 1706 en \a‘Académie

des Sciences de Parls, sobre la admisibilidad logica del nuevo calculo,
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es casi desconocida. Practicamente ningtn texto de historia de las
matemdticas se reflere a ella, y muy poco se dice en los que hay sobre
historia del calculo, si acaso la mencionan.’

Aunque Jean Bemoulli fue maestro pasticular de i'Hospital, tam-
bién inicié a otros en el estudio de la nueva rama de las matemiticas.
Dentro del circulo de eruditos alrededor de Nicolas Malebranche,
quienes estudiaron las nuevas técnicas infinitesimales fueron Pierre
Varignon, Pierre-Rémond de Montmort y Charles Reyneau (1656-
1728), entre otros; bajo la gufa de I'Hospital y Varignon también
destacaron Carvé, Joseph Saurin (1659-1737) y Guisnée, entre otros.

Sin embargo, surgié un grupo de académicos que se opusieron
al nuevo cilculo: Michel Rolle (1652-1719), Philippe de la Hire
(1640-1718) y Galloys (1632-1707), entre los més destacados. Estos
se oponfan a que el cdlculo leibniciano, que conocian segun la versién
de I’Hospital, recibiera estatus riguroso como una materia mds dentro
de las matematicas. Rolle fue el lider de este grupo y, por parte de
los infinitesimalistas, -Varignon tomé el liderazgo en la defensa del
nuevo célculo contra los ataques anu mf mtesnmahstas

5.2.1 Prlmera etapa del debale, I700-l70|

‘Bl debate mlcné en’ Juho e l700 u’ prlmera etapa no'se-hizo

. publica e incluso’se: prohlb lembros “de’la ‘dcadémie des
Sciences dlvulgarlo Duré hasta f' ines de 1701, Los ntaques de Rolle
se resumen en los’ sngunemes tres puntos; (1) el cﬁlculo no es riguroso;
(2) conduce a errores,’y (3) no ha p c'do nm una verdad nueva.
Sus objecmnes principales’ fueron

El célculo diferencial postula una jerarquia de 6rdenes de infini-
‘tos arbltranamente grandes'y. pequeﬂos (véase 4 2. 3 “Art, 63 p.
- 63 anterlor), 5 ;

5.-En menos de siete rcnglones S¢ Informa de esta dlspum en un hbro de Boycrji'
[1959,-241] ¥ en un estudio amplio y ‘detallado sobre el calculo Ieibniciano se -
hace referencia a ella en una nota a pic de phgina [Bos 1974.75, S5, n, 89].
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2. Una canudad mis (+) ] menos ( ). su dlferencm se hace igual ala
cantidad misma, lo cual'es lo mismo. ‘que deci la parte es lgunl
al todo (véase 4.2, 17A;2,

3. A veces las’ dlferen as se usan como

: aveces como ceros absoluto:

En cuamo a la prlmera”bjeclé

que l’l0 son ceros y

Ile eclamd_que no ‘'se_habfa
ia'de los diferentes érdenes
al erlor), y planteé lo siguiente:
x,"se tiene 2ydy = adx, Ahora, su-
rtenezca ala pnrébola, se tendrd

y’+2ydy+dy’

susmuyendo el valor adx dela segunda ecuacion en la tercera,
':-at+2yd.v y’+2ya'y+05”°ax S+,

Y, sustltuyendo el valor de ax de'la- primera“ecuacién en esta

ltima, y* =y*+ &, y por Iotantody2 0ody=0. Asi, apamrde la

segunda, 2ydy = ady, como dy =0, también de =0, .

De esto concluyé Rolle que los infinitesimales son’ ceros ab-
solutos. Nétese que consideraba que-las reglas- algebraicas para
cantidades finitas se podfan aplicar de la misma manera en la ma-
nipulacién de cantidades infinitesimales. Si as{ fuera, a partir de
que x + dx = x (Postulado I, p. 47 anterior), se tendria d¢ =
de inmediato.

_L'Hospital, en su texto, no previno explicitamente a los lectores
de que precisamente el Postulado 1 estd ampliando la concepcién
" de igualdad y que por lo tanto no son las mismas leyes algebraicas
que rigen la manipUlnéién de las cantidades finitas las que se debfan
aplicar a las relaciones que involucran cantidades infinitesimales. Jac-
ques Bernoulli'si habia advertido que en este caso no se siguieran
leyes tales como ‘si de iguales se restan iguales, los resultados son
iguales’; pero ‘esta advertencia no fue aceptada,

En una publicacién de 1703, escribié Rolle: -
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En primer lugar, se ve que todos es(os mf' nitos de pnmer géncro mles

como dx o dy, no teniendo algfin alcance real, todos los infinitos de los

otros g serdn tamblén ceros absolutos ¢n'el célculo, Todos estos

srgulcmcs infinitos 'de infinitos; que hacen cl sistema,-serdn nndas-
! que se snponc esu‘m mf‘ rulamentu  comprendidas en otras ‘nodes’.’ ..

la exlstenua de cantidades ‘que no satisficieran el axioma arquime~ -
diano” 'y no se aceptaba la’ negacn’m de la nocién comiin §'de Los -
Elementos’ de Euclides (. 300 a. C.).* En ia tercem obJeclén no:
s¢ aceptaba’la manipulacién de los infinitesimales aparentememe “de
manera arbitraria’." :
Hasta 1734, los britanicos daban por hecho que el célculo in-:
ventado por Newton era el mismo que el de Leibniz y {lamaban
‘fluxiones’ a las ‘diferencias’ de Leibniz, usando la notacién de New-
ton (véase, v. gr., p. 44 anterior, donde se cita a Edmund Stone).’
Algo parecido ocurrié con Varignon: daba por hecho que ambos cal-
culos eran equivalentes pero, ademds, que el de Newton si era ri-
guroso.-Y asf, para responder a las tres objeciones anteriores de Rolle,
se apoyd en Newton, Por ejemplo, citd el Escolio al Lema XI del
: lero 3 de I’rlnclpm Malhemanca, parte del cual dice:

el sien lo steesivo considerase las cantidades como formadas por
particulas constantes o usara pequefias curvas como rectas, no debe en-
 tenderse que me refiero & indivisibles, sino a divisibles evanescentes,
ni a las sumas y razones de partes determinadas, sino siempre a los li-
: mlles de sumas y razones; [Newton 1982, 267].

=3

.“ Rolle, M, 1703, “Du nouveau sysiéme dec I'infini*’. Histoire et Mémoires de
'dcadé Royale des Sci W p. 324 [citado en Mancosu 1989, 231].

Arquimedes (ca. 287-212 a. C.), en ¢l prefacio a la Cuadratura de la pardbola
(carta a Dositeo) {contenido cn Fauvel y Gray 1988, 153, supuso ¢l siguiente
lema: “'{...) el exceso por el que la mayor de {dos] dreas desiguales excede a
la menor puede, al ser anadido a sf mismo, hacerse que exceda a cualquicr drcn
finita dada’’ (cf. Ant. 63, p. 63-anterior).
*‘El todo es mayor que la paste”.
Para detalles sobre los britanicos que escribicron acerca del calculo y no coms
prendieron los conceptos de Newton durante esta época, véase Cajori 1917,

~

o g
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Tedos los infinitesimalistas franceses crefan en la existencia de
cantidades ‘infinitamente pequefas.’ Varignon traté de probarlo. In-
terpret6 la dx leibniciana como un proceso, esto es, dx es el instante
en que x se hace cero. De esta manera, durante las manipulaciones
algebralcas. las’ diferencias se consideraban al borde de ser cero, lo
__cual ‘ocurrfa sélo al final. Era ésta la respuesta a la tercera objecién
de Rolle. Sin embargo, segun se vio en el capitulo 4, dx se tomaba
* como’ una’ constante: numérica. .

" En'cuanto’a que el calculo conducia a errores y no habfa producido
-alguna. verdad nueva, los ejemplos de Rolle fueron desafortunados.
';\He aquf uno de ellos~khabfa determinado que para la curva
5 ”’(v b) = (- 2ax + & - BY”
“con el célculo dlferenmal s6lo se obtenfa un méximo en x = a al tomar
dy‘,= 0y por otro método habla encontrado dos minimos, en x = a % b.
" No habla aphcado corre¢tamente el algoritmo: con dx =0 (o dy = infi-
nito) se obtienen enx =a + b dos puntos donde la linea rccla tnngente
es vemcal (véase Art, 47 p. 60 antenor) :

522 Las opmloncs de Leibniz .

Segun Javier de Lorenzo [1985 1 19], en 1695 Lelbmz habia dado :
“los siguientes cuatro argumentos, sobre el “céleulo,’ a ‘la crﬂlca del
holandés Nieuwentijdt de que.los infi mtésnmos difi eren de’ cero, se -
opera con ellos, pueden’ dar una
desvanccerse.

© 4,Se pueden tomar en'e mls Y
nejan los lma[,mano

1o se uenc m.ccsndad de tomar aqui el infinito en sentido t.SlrlCtO, sino
5610’ como cuando se dice en dpucn que. ‘los rayos dt.l Sol vienen de un
* punto infinitamente alejado 'y se estiman de esta manera ‘paralelos. Y
cunndo hay varios gmdos de’ mf mto, o mﬁnnnmcntc pcqucﬂo. es
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como cuando el globo de la Tierra se estima como un punto respecto a
la distancia de tas fijas [estrellas], y una boln que manipulamos es tam+
bién un punto en paracion con cl idmetro del globo de la Tie-
rrra. De modo que la distancia de las fijas ¢s un infinitamente infinito o
infinito de! infinito con relacion al didmetro de la bola, Porque en lugar

+ del infinito o del infinitamente pequeiio, se toman cantidades tan gran-
des y tan pequefias como se requicra para que el error sca menor que ¢l
error dado, de manera que uno difiere del estilo de Arquimedes s6lo en
las expresiones que son mis dircctas en nuestro método y mis confor-
mes al arte de inventar [citado ¢n Robinson 1973, 261-262).

Varignon habia pedido a Leibniz el 28 de noviembre de 1701:

Los encmigos de vuestro célculo siguen triunfando, y la difunden (la
opinién citada antes] como una declaracidn clara y precisa de vuestro
punto de vista sobre esta materia. Le suplico entonces, sefior, tenga a
bien enviarnos lo mis pronto posible tal declaracion categdrica y preci-
sa dc su opinién [cnndo en Mancosu 1989, 236},

La respuesta de Leibniz fue escrita el 2 de febrero de 1702 y
se resume su contenido en los siguientes tres puntos [Mancosu 1989,
236):

L No hay necesndnd de basar el anﬁhsls mutemétlco en suposiciones
U metafisicas; "

©2.:8in’ embargo, podemos admitir a las cantidades infi mtesnmales, si
" “no como reales, como entes ficticios bien fundados, como se hace
'en dlgebra con las raices cuadradas de niimeros negauvos, y

3. Se_podrian organizar las demostraciones' de modo que el error
siempre sea menor que cualquier error asignado.

’,'Y en junio de 1702 escribié Leibniz:

De los nuestros, creo que el seftor Fontenelle, quien posce una mente
despicrta y audaz, se quiso burlar cuando dijo que queria hacer unos

- elementos metafisicos de nuestro cdlculo. Para decir la verdad, yo mis-
mo no estoy muy convencido de que se requiera cosiderar a nuestros
infinitos ¢ infinitamente pequeiios de otra manera que como cosas
ideales y como ficciones bien fundadas. Creo que no hay creatura que
no esté formada por una infinidad de creaturas; sin embargo, no creo
que haya ni pueda haber infinitamente pequedas, y esto creo poder de-
mostrarlo [citado en Robinson 1973, 262-263].
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Asl, para Leibniz el problema era asegurar el uso confiable de
las cantidades - infinitesimales, y no su existencia. En septiembre de
1716, poco antes-de morir, escribié lo siguiente:

En cuanto al célculo de los infinitesimales [...] {cJuando [nuestros otros
amigos) se disputaban en Francia con ¢l Abad Gallois, ¢l Padre Gouge,
y otros, les manifesté que yo no crefa que hubicra magnitudes verdade-
ramente infinitas ni verdaderamente infinitesimales: que s6lo eran fic-
ciones, pero ficciones ttiles para abreviar y hablar universalmente [...),
Pero como el sefior Marqués de I'Hospital crefa que por ello yo traicio-
naba la causa, me rogaron que no dijera nada, aparte de lo que habia
dicho en un lugar de las Actas de Leipzig; con placer accedi a su ruego
[citada en Robinson 1973, 263,

523 Segu}lda etapa del debate: triunfo de los inﬂnitesimalls(as
Fmalmente se deudlé hacer pubhco el debate, y el 3 de abnl

de 1702° apareclé un‘articulo ‘de Rolle en el Journal de Sgavans.
Reclamé que los métodos del anilisis infinitesimal eran msuﬂcnentes :

AQulen se encargé de’ ‘dar respuesta fue Saurm‘ y se mvo éxﬂo al aph-
Ccarlareglade I’ 'Hospital. Y era preCIsamente que el célculo infinitesi-
mal se ‘estaba aceptando como un método nguroso por el éxitoen la

: eJemplos desafortunados llegéndose a califi carlo de ignorante, .’
o Segun las’ opmlones citadas de Leibniz (véase 5.2.2), pamcular-
 mente la que dio.en 1716, tenfa plena certeza de la |mpos|b|l|dad
“de demostrar a existencia de cantidades infinitesimales. Rolle no sélo
- cuestionaba-los: fundamentos del nuevo calculo sino también los re-
sultados,: Sus cuesuonamlentos impulsaron el avance de las mves-
tigaciones ‘en el “an4lisis  infinitesimal.
- El debate tomoé otros rumbos, de indole politico y de contral del
poder dentro de la Academla. Por ejemplo, siendo uno de los edltores
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Gouye, el articulo aludido de Rolle fue publicado integro, mientras
que la respuesta de Saurin fue recortada para su publicaciéon, Durante
1703 y 1704 continuaron los cuestionamientos de Rolle. El secretario
perpetuo de la Academia, Fontenelle, al leer el elogio a I'Hospital
el 2 de abril de 1704, tomé partido abiertamente a favor de los in-
finitesimalistas y traté de callar a la oposicién alabando el texto de
I’Hospital por la aceptacién tan amplia de que gozaba. Sin embargo,
soslayé las criticas sobre los fundamentos del nuevo algoritmo,
He aqui dos pérrafos del elogio de Fontenelle a I'Hospital:

El seior I'Hospital decidié comunicar sin reserva los secretos ocultos
de la nueva peomctria, y Io hizo en el famosos libro Analyse des infini-
ment petits, que publico en 1696. En ¢l, fueron revelados todos los se-
cretos del infinito geométrico, y del infinito del infinito; en una
palabra, de todos estos diferentes érdenes de infinitos, que se levantan
los unos encima de los otros, y forman ¢l edificio més asombroso y
mis audaz que la mente humana jamds se haya atrevido a imaginar [ci-
tado en Mancosu 1989, 240].

Por lo que esta obra ha sido recibida con un aplauso universal: pues el
aplauso es universal cuando muy facilmente se pucden contar en toda
Europa los sufragios que faltan, y siempre deben faltar algunos en las
cosas nuevas y originales, sobre todo cuando requicren ser bien enten-
didas. Quienes sedalan los acontecimientos de la historia de las cien-
cias, saben con qué avidez ha sido acogida la obra Analyse des
infiniment petits por todos los geémetras nacientes, a quienes el méto-
do antiguo y el nuevo les son indiferentes, y que no tienen otro interés
que el de ser instruidos. Como cl propésito del autor habia sido princi-

| formar t dticos, y sembrar en las mentes las simientes
de la geometria superior, tuvo cl placer de verlas fructificar todos los
dias, y los problemas antes reservados a quienes habfan cnvejecido en
las espinas de las aticas, llegaron a ser los primeros intentos de
los jévenes. Aparentemente la revolucién scra también mayor, y se en-
contrard con ¢l tienpo tantos discipulos como ha habido matematicos
[citado ¢n Mancosu 1989, 241].

Pricticamente, a fines de 1705, era Rolle un opositor solitario y
aislado del resto de los mateméticos dentro de la Académie des Scien-
ces de Parfs, aunque el Gnico que le contestaba era Saurin, La Aca-
demia tuvo que tomar una decision sobre este debate y hacerla
piblica. Se'dio a conocer en’enero de 1706, A fines de 1705 se
habfa formado una comisién para ello, que incluyé al Abad Bignon,
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la Hire, Galloys, Fontenelle y Cassini. Se hizo la paz: Rolle se con-
virtié (obviamente por cuestiones de estabilidad como miembro de
la Academia, ya que no se logré mostrar la solidez matemdtica de
los métodos infinitesimales), siguiendo las recomendaciones de esta
comisién. Otro de los iniciadores de la oposicion, Galloys, murié
en 1707 y ésta desaparecio.
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Reflexiones finales

La historia de las matemdticas posee una atraccion inherente como
parte de nuestra cultura. En esta tesis he presentado algunas reflexio-
nes en torno a los inicios de la evolucién de nuestro actual concepto
de derivada. He sido impulsado a incursionar en este tema motivado
por intereses pedagdgicos. Si bien no se tiene una teoria sobre las re-
laciones existentes entre la historia y la pedagogia de las matemdticas,
en diversas partes del mundo hay profesores, matemiticos, historiado-
res, entre otros profesionales, interesados en esta Ifnea de investiga-
cidn: exploran las similitudes entre el proceso histérico y el de
aprendizaje. Se dice que la historia puede ayudar al maestro a entender
las dificultades intrinsecas de determinados conceptos y a motivar a
sus estudiantes mostrandoles cémo surgié una idea matemdtica. Real-
mente no hay un comiin acuerdo sobre la utilidad del uso de la historia de
las matemadticas en la ensefianza de éstas; sin embargo, la tendencia es
construir una teorfa o0 un marco teérico para relacionarlas.

Una de las diversas dificultades, tanto para el profesor como
parajos*,alumhos, subyacentes al proceso de enseflanza y apren-
dizaje del célculo, radica en el conflicto entre la organizacién de
este 'saber como conocimiento cientifico bajo los actuales estdn-
dares de rigor légico alcanzado y Ia evolucién que han experi-
mentado sus conceptos. El desarrollo histérico de los conceptos
del célculo no estd ampliamente difundido entre los profesores.
La estructura de los textos que existen en el mercado se basa en
los requerimientos actuales de rigor l6gico y generalmente son las
inicas fuentes a las que tienen acceso los profesores para la pre-
paracién de los cursos que imparten.
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Practicamente todos los autores de libros de texto de célculo se-
fialan a Newton y a Leibniz como los inventores del ‘calculo dife-
rencial e integral. Sin embargo, posiblemente ‘incluso varios de los
autores mismos no comprendan el alcance de esta afirmacidn (sefialan
como tnico punto importante el descubrimiento’ del ahora llamado
‘teorema fundamental de calculo’), y los lectores’ pueden obtener
la impresion de que el calculo expuesto en tales textos es el que :
inventaron esos dos grandes cientfficos. CEa

Se ha explicado en este trabajo que se seﬁala a Lelbmz como )
uno de los inventores de} calculo porque: (1) abarcé todos los mé-’
todos particulares para cuadraturas y trazado de tangentes de sus an- -
tecesores, al generalizarlos y unificarlos, en sélo dos conceptos que .

ahora conocemos como ‘integral’ y ‘derivada’; (2) desarrofl6 una no- i

tacién ‘adecuada para estos dos conceptos y las reglas’ para mani- . -
pularia, creando asi un algoritmo que permite de manera mecamca
llegar a resultados, y (3) reconocid la relacién i inversa entre los pro- ;
cesos de’ integracién y derivacion. )

Ademﬁs, los textos de calculo actuales’ en nmgun momento ha-,
cen notar ‘que esta rama de las. matematicas-ha evolucxonado si-
guiendo distintos “enfoques (como s( lo - discutié, . por ‘ejemplo,
Francxsco Diaz Covarrubias [1873; cap. VI aparte del leibniciano
y_del newtoniano,-sobresale: el trabajo "desarrollado - por Joseph
Louis Lagrange (1736-1813) durante ' la’ segunda mitad del siglo
xviy qulen tratd ‘de’ convemr al calculo en’ ‘parte del analisis al-
gebraico’ mouvado precnsamente por los problemas’ de fundamenta-
cién Atin _peores que los autores de’ lxbros de texto de céleulo hoy
en’ d(a, sin” darse cuenta, mezclan ‘estas tres tradiciones en cuanto
‘a’ notacndn, conceptos, térmmos, ete,; y los desarrolios posteriores.
Lo hacen porque carecen de una mfonnacxén sdlida sobre la historia
del “ealeulo,

‘Esta tesis’ se “centrd en la ]Inea de investigacion lmcmdn por Leib-
“niz y:sélo en los primeros pasos de la exploracién y el desarrollo
del célculo .diferencial. Se”ha discutido la manera en que se des-
cubrieron vanos resultados importantes —como las reglas basicas de
) denvacndn— que en_la ‘enseflanza actual sélo se demuestran. Los

profesores ‘de’ calculo” que’ lean esta tesis podrin conocer una parte
- de,la faceta histérica de su objeto de ensefianza; recuperarén fa ri-
queza geométrica y heurlstica de la primera etaboracion del andlisis
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nfinitesimal, lo cual, en el campo de ia ensefianza, ha sido soslayado
a favor de los fundamentos y el rigor matemdticos.

En el texto Analyse des infiniment petits se dieron a conocer por
primera vez muchos de los descubrimientos hechos con el recién crea-
do analisis infinitesimal y a partir de é] continuaron las investiga-
ciones de esta rama de las matematicas, Las discusiones de indole
metafisico no impidieron encontrar nuevos resultados.

Por lo anterior, a pesar de que se han editado en el mundo gran
cantidad de libros de calculo desde el siglo Xviil hasta nuestros dias,
el texto de I’'Hospital, a pocos dias del tercer centenario de su primera
edicion, sigue teniendo vigencia pedagdgica y debe difundirse su con-
tenido principalmente entre quienes estin involucrados en la ense-
fianza del calculo.
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