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Introducciéon

4 Nada d

La teorfa cldsica de espacios de Hardy en el disco
la primera mitad de este siglo, podria ser considerada como una parte especial, aunque

fundamental, de la teoria de funci de variabl pleja y en estrecha relacién con el
andlisis de Fourier., Estd basada en factorizaci de funci analiticas debidas a F.
-Riesz y Smirnov, de las cuales, no hay andlogos satisfactorios para funci arménicas en

o 32 t1aral

por métodos de iable real.
Para ser més precisos, fueron la mayorizacién arménica, asf como las técnicas de variable

R". Sin embargo, la teoria tiene una

seal que se centran alrededor de la teorfa de Calderén-Zygmund, las h H bési
que permitieron el desarrollo de la teorfa a R* y que lalib de su depend de los
métodos complejos.
Stein y Weiss [19) introd la nocién de si conjugado de funciones arménicas
como unag lizaci6 1 del concepto de funcién holomorfa. Ellos definen H” R.’.;,“)
1. Cy o

p conjugados de fi
armdnijcas y extienden a este contexto la teorfa bisica de F. Riesz sobre comportamiento -
frontera. .

Es el teorema de Burkholder, Gundy y Silverstein [4] que en la situacién clisica
entre la propiedad F € HP,

l no tangencial de u pert a

para p > 2=l como un son

cuyos

de una funcién analitica F = u + v establece la equi

0 < p < o0 y la propiedad de que la fi
L», quien proporciona la manera de definir H?(R'}*!) directamente como un espacio de
funciones arménicas sin apelar a alguna nocién de conj ién. Este t plantes en su

UG

época la siguiente interrogante: ;Cudl es el papel del nicleo de Poisson?

a esta

Fueron Fefferman y Stein [8] qui dieron

1

P PIEE

<o dad.

ia de las sigui prop para una distribucién temperada f :

1a equi

L f= 'l_i‘la u(-, 1), u € HP.



2. :i;g 1f ¢ @u(z)| € L? donde p € S, p(z) = t"p(z/)y fp=1.

3. sup |f+py)l € LP para ¢ como antes.
i<t

Easte ¢ 6 cl te que el nicleo de Poisson no jugaba ningin rol
' significativo y que podia ser lazado por cualquier identidad aproximada razonable.

Para desarrollar este trabajo de tesis se ha retomado, bisicamente, la idea so-
bre la independencia de la identidad aproximada usada para definir los espacios de Hardy

arménicos, cuando son vistos como cierta clase de distribuci fi La preg
que se plantes inicialmente fue: ;Serd posible obt los espacios de Hardy arménicos,

vistos como distribuciones frontera, a partir de una condicién de pertenencia uniforme a
L?, pero id do funci de temp a, de las cuales sabemos que el niicleo de
Gauss-Wei ituye una solucién fund tal? M4s ain, ;Serd posible definir
de parejas “conjugadas” de funci de temperatura que satisfagan una condicién

J DJug:

P

de pertenencia uniforme a LP y que vistos como distribuciones frontera coincidan con las
distribuciones frontera de los espacios HP de funciones holomorfas? En ambos casos, la
respuesta fue afirmativa.

En el caso holomorfo, 1as ecuaciones de Cauchy-Riemann

du _ Ov u v

9z ~ 8y y E‘"E

das como una “d icién” de la ién de Laplace

i)

- Fw | Pw
. ey + -0_11—’ =0.
Ademds, e] par de soluci de las i de Cauchy-Riemann est& relacionado por
medio de la transformada de Hilbert para una clase amplia de funciones.
En caso, el planteami es ; Qué nocién de conjugacién introducir, o més

precisamente, qué nocién de “holomorffa” habrd que utilizar para que el par de ecuaciones

diferenciales que describan esta nocién puedan ser ideradas como una “d posicién”
de la ecuacién de calor
Pw _ o =07
8z2 a9t
En este contexto, surge también la sigui preg; iEs también la transformada

de Hilbert quien establece para cada tiempo fijo Ia relacidn entre una y otra componente?



fii

La respuesta a la primera cuestién nos remite al pto de derivada fraccionari

de Weyl [15]. Dada la forma especifica de la ecuacién de calor, se necesita introducir
un operador de derivacién fraccionaria, en este caso, de orden 1 respecto a t. La forma

que adquieren las ecuaciones bajo esta nueva nocién de “holomorfia” es la que proponen
Kochneff y Sagher en [13):
g. = _'. II’v

B2y = g-,

Ademsis, una pareja (u,v) que verifique estas i tendra la propiedad de que cada

p te es de temperatura, esto es, satisface la ecuacién de calor {13]. Con respecto a

1a segund i6n, la respuesta es afirmativa, tal y como ocurre en el caso holomorfo. El

espiritu de este trabajolo ituye, preci el conj de todas las ideas anteriores,
La tesis consta de dos capitulos y estd organizada del modo siguiente:

En el Capftulo 1 se introd dela usual los espacios de Hardy H? (R})

de funciones escalares de temp a definidas en el ipl superior. Se examina cuida-

dosamente el crecimiento de dichas funciones lo cual permite, posteriormente, dar sentido
ala nocién de “holomorfia” utilizada para definir nuestros espacios de Hardy H? (R3) de

parejas conjugadas de p a en R1. Se demuestra que la transformada de Hilbert,
como en el caso hol rfo, es el operador integral singular que p ite establ para
cada tiempo fijo la relacién entre ambas p tes. Esta misma herramienta nos per-
mite obt el Itado principal del capftulo, a saber, que las distribuciones frontera de
los espacios de Hardy de parej jugadas de temp , coinciden con las distrit
frontera de los espacios de Hardy de funciones holomorfas. Se concluye este capitulo estable-
ciendo una caracterizacién atémica de los espacios de distribuci ReHP para0<p<1.
Sobre este punto es preciso aclarar que sélo h una itulacién en

P

de 1a caracterizacién atémica para el caso arménico (ver [6]).

En el Capftulo 2 trabajamos la misma nocién de conjugacién que en el capitulo
anterior, considerando espacios de Hardy H?(Q,, X) de parejas conjugadas de funciones
de temperatura definidas en Qo = (0,1) % (0,00) y con val en un espacio de B h X.
Primero analizamos el caso escalar y en este contexto damos una caracterizacién de ciertos
espacios de Hardy con dici de fi bastante agradables, a saber, los espacios
H}(Qoo: C). Posteriormente, abordamos una situacién més general: el caso de funciones con
valores vectoriales. Nuevamente se pone de manifiesto la relacidn entre el caso holomorfo y

tro caso: 1a equivalencia entrela exi ia de l{mites en 1a fi c.t.p. parafi




hat

rfas en los esp de Hardy les HY.(D), 1 < p < o0, propiedad conocida como
(ARNP) (una formulacién equival de esta propiedad se establece en [11): un espacio de
'Banach complejo tiene (ARNP) si toda medida analitica 4 € My (51), esto es, i(n) =0
para cada n < 0, es rep table) y la exi ia de limites en la frontera c.t.p. para
funci jugadas de en H}(Qo,X), propiedad que hemos denominado

AJUR P

(AHRNP). La equivalencia de estas propiedades es el resultado principal de este capftulo.
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Capitulo 1

Espacios de Hardy de funciones de

temperatura en RZ

En este capftulo estudiamos espacios de Hardy de funciones de temperatura definidas
en el semiplavo superior. En la primera seccién hacemos un estudio especffico del caso es-
calar, analizando bisicamente que tipo de crecimiento tienen nuestras funciones en dichos
espacios de Hardy. También, se abordan algunos resultados que son de interés pues estable-
cen un paralelismo con el caso ar ico. Ea la segund i6n defini el pto de

conjugadas de funci de temperatura intraduciendo cierta nocién de holomorffa,

la cual adquiere sentido en virtud de las estimaciones hechas para el caso escalar. Aquf

- se demuestra que las distribuciones frontera de nuestros espacios de Hardy de parejas de
temperatura coinciden con las distribuciones frontera de los espacios de Hardy de funciones
holomorfas {9, cap. III}.

1.1 Espacios de Hardy de funciones escalares de

temperatura

Como 5 usual, utilizaremos la siguiente notacién:
R} = {(z,¢):¢ > 0},

H(RL) = {u € CUR2): %:_"2. - %},



L i RN R

P (R}) = {u € H(R3): jullys < o’o}b, 0<r< oo

donde
. - 3 K
llwll sz = sup [ / lu(z, )i 'it] s5i0<p<oo
o | J

)|y =  sup Ju(z,t)].
Thull g (:.c)enzl (z,2)]
Cuando no haya lugar a confusién, denotaremos los conjuntos anteriores por H y

Hr, ti te, A losel tos de H les 1! funci de atura.

P p

Empezaremos dando una caracterizacién debida a Rosenbloom y Widder [17, def.
8.1] de ciertos subconjuntos de H que gozan de la propiedad de Huygens.

Definicién 1.1.1 Se dice que u(z,t) € H® en una banda a < t < b, i satisface la ecuacion
de cdar%?: %’: y ademnds tiene la propiedad de Huygens en dicha banda, esto es,

uz )= [ K- y,e~ O)ul,t)dy

para todo par t,t' tal que a < t! < t < b, donde K(z,) es el nicleo de calor

K(z,t) = ﬁc_é.
Rosenbloom y Widder [17, teo. 10.2] también d an la siguiente proposicis

Proposicién 1.1.2 u(z,t) € H"en a < t < b 8i y sdlo i satisface la ecuaciin de calor en
dicha banda y ademds

o0
/ ju(z, )] K(z, ¥ = t)dz
-00
es uniformemente acotada en o' < t < ¥, pora cada par o', ¥ tal quea < a' < ¥ < b.
Estamos en condiciones de probar la siguiente:

Proposicién 1.1.3 Sil < p< oo entonces H» C H* en la banda 0 < t < oo.
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Demostracién. Sean o', tales que 0 < @’ < ¥ <co yseana' <t <¥,1<p< o0, :
111 =1. Entonces :

=-= = bre L
/ ju(z, )1 K(z,b — )z < [/ lu(z,t)l’dz] [/ I{(z,b’—t)'dz]
-0 00 Nl

M [_7 K(z,b - t)'dz]' »

Mq"‘L

oo H
= d .
M fgg [., lu(z, t)IF dz

El caso p = oo es mucho m£s sencillo y lo omitimos O

IA

7Y

donde

Hirschman y Widder (12, cap. VIII] demuestran el siguiente resultado:
Proposicién 1.1.4 Paracada1<p< oo
(a) Las condiciones:
1. u(z,t) € H enla banda ~00 < 2 < 00, 0 < t < ¢ < 00,
2. 8, £ 1 < co.
oﬂggcllu( )l S M <00, 1<p< oo

s0n necesarias y suficientes para que
o
uzt)= [ K@-v00()dy
-0
donde —00 < z < 00, 0 <t < ¢ yp € L*(R) satisface ||p||, < M.
(b) Las condiciones: '

1. u(z,t) € H enla banda —~00 <z < 00,0 <t < ¢ <00,

2. sup [ju(-,t)); £ M < oo.
1 G0l ,



son necesarias y suficientes para que
u(z,) = /°° K(z —,9da(y)

donde ~0 < £<00,0<t<c y

a0
[ 1dato < a1.
-00
Puesto que toda medida de variacién finita en R esté det da por una funcié
] de variacién acotada en R y recfp te, toda funcién de variacién acotada en R de-

termina una medida de variacidn finita, podemos substituir la funcién a que aparece en la
representacién de u en (1.1.4) (b) por una medida s, de variacién finita en R.

Con base en el resultado anterior damos una caracterizacién de H?(R3) para
1 £ p < oo. Posteriormente, abordaremos el caso 0 < p< 1.

Teorema 1.1.5 u € HA?(R}), 1 < p < 0o, 8i y sdlo si
u(z,t) = K(-,t) ¢ p(z)
donde ¢ € LP(R) y ~00 < z < 00, 0 < ¢ < 00.

D tracié Supong; que u € AP, 1 < p < oo. Entonces u € H* en la banda
0<t<ooyasl

wzt)= [ Ka-nt- ey

para toda pareja ¢,¢' talque 0< ¥ <t<ocoyz€R.
Tomemos cualquier c tal que ¢ < c < t.
Puesto que tepemos la representacidn

-3
uz,9)= [ Kz-wa)eludy
—o0
para cierta ¢ € LP(R) en la banda —o00 < z < o0, 0 < 8 < ¢, podemos escribir

u(z,t)

/ K(z = y,t~ )K(, ) + p(u)dy

K(ot= )+ K(f) o p(e)
K(-+8)+ p(2)




'y esta representacidn es vdlida en la banda -0 < z < 00, 0 < ¢ < 00.
Supongamos ahora que es vélida la representacién para u. Es claro que s € H y
ademés -
W0l € [ K@= nokidy
—~00
i

= e :
[/ K(z =) le)P dy] [/ K(z-, z)dy]

i
’

IA

[ [ KE-w lm)l’du]

Por consiguiente, para cada t > 0

7|u(=.t)|'dz < 7 7 K(z ~y,t) le(y)IP dydz
= f K(z-v.z)dzflm)l'du
= 7 le(w)IP dy

"y de aquf concluimos que u € HP.
El caso p = 0o es muy sencillo y lo omitimoes O

El examen del caso p = 1 serd un poco distinto.

Teorema 1.1.86 u € H'(RY) si y sdlo si
uzt)= [ K- 9,040

donde ;1 pertenece al espacio M(R) de medidas de variacién acotada en R..

D tracié Supong que u € H1. Sea (1,)%2.; una sucesién de nimeros positivos
tal que ¢, T 00. Para cada n € N tendremos una funcién a, de variacién acotada en R tal

que o
u(z,t) = / K(z - v, t)dan(y)

¥ esta representacin es vilida en la banda —00 < 2 < 00,0 <t < ¢y,



Sea s, la medida en M(R) jada a an. Por el teorema 1.1.4 (b) para cada
n € N tenemos que - )

_/ dan(s)l < Ma < o:ggm_i u(z,t)ldz = M < o,

donde

< .
0:‘:5-_‘0/0 [u(z,t)|dz < M, < o0

Asdf,la ion de medidas (4 )., se dentro de una bola cerrada en el .
espacio M(R) = Co(R)* y por el teorema de Banach-Alaoglu tal bola es débil* compacta.

bl,

Siendo Co(R.) separable, entonces dicha bola es metri en la topologfa débil*, Luego,
podemos encontrar una subsucesién de (2, )22, (que por simplicidad denot. del mi

modo) y una medida 4 € M(R) tal que u,, — p en la topologfa débil* de M(R), esto es,

/ 9(v)dpn(y) — [ 9(v)dn(y)

para cada g € Co(R). En particular, para cualquier ¢ > 0 y para —00 < 2 < 00 tendremos
oo oo
J K@= .0dm0) ~ [ Kz -y 0)du)-
- bl -
Asf, dado ¢ > 0 elegimos n, € N tal que 0 < ¢ < t, para toda n > n, y por tanto
o0
wzt) = [ Kz~ niduy),
00

:epreeen.tadén vdlida en la banda —00 < z < 00, 0 < t < o0,
Reciprocamente, es claro que 4 € H y como en el teorema anterior, puede verifi-
carse ficilmente que paracada t >0

[ iz < [amiey <wa

Como cia de este itado obt el sigui

Corolario 1.1.7 HY(R2) C H*.



Demostracién. En [17, teo. 8.1, pg. 241} se prueba que si

u(z,t) = / K(z - y,t)da(y)

y la integral converge absol. para 0 < t < ¢ < oo, entonces u(z,t) € H® en esa
franja. Asf, si u€ H! entonces u€ H* O

(Mds adelante, daremos otra prueba de esta afirmacidn).

Ahora, obtendr g Itados relativos a HP(R})paral <p< oo, | »

Si escribimos K,(z) = K(z,t), puede verificarse ficilmente que (K¢)>0 €8 una »
identidad aproximada, lo cual seré utilizado en el siguiente:

Teorema 1.1.8 Para f € ﬁx LP(R), sea
=

Uzt = Kis f@) = [ K@ - 0,00)y
donde 0 < t < 00, —a0 < z < 0o. Entonces

1. Si f € LP(R) para algiin 1 < p < oo, se tiene que u(+,t) — f en LP cuando t — 0.

2. Si f es contis y acotada ent u(-,t) — f unifor te en subconjuntos com-
_ pactos de R cuando t — 0.

8. Sif es unifor £ tinua y acotada ent u(,t) = f uniformementeen R
cuando t — 0.

4. Si f € L™(R) entonces u(-,t) = f en la topologsa débil* de L™ cuando t — 0.

5. Sip € M(R) yu(z,t) = K »pu(z) entoncesu(.,t) — p' en la topologia débil de M(R)
cuando t — 0.

D tracié Es exact te igual a la del caso arménico [9, teo. 4.1, cap. I}, pues
solo depende del hecho de que (K¢)i»o es una identidad aproximada O

Corolario 1.1.9 5i f es Lt v tad 1] la fu

y

u(u)={ Keo f(z) si t>0,
f(z) s t=0,

es conlinua cnﬁ y de temperatura en R3.




' Demostracién.  Es una consecuencia inmediata de la parte 2 del teorema 1.1.8 o
Propoaicién 1.1.10 Para f € ’gl LP(R) y u(z,t) = K¢ » f(z) se verifica

fiu(0ll, < 1/1l, para 0<t <oco.
Demostracidn. Para 1 < p < oo se verifica la siguiente designaldad:

UKe s fll, < WAL, K, = WA, ©

Ahora obtendremos la siguiente representacidn para cierta clase de funciones de

temperatura.

)

Teorema 1.1.11 Sea u(z,t) una funcidn continua en .R_.f, de p enR% y
Entonces se tiene que

u(z,8) = 7 Kz~ y, t)u(y,0)dy
donde —o00 <z < 00, 0 <2< 00, -
Demostracién.  Por la proposicién 1.1.3, v € H* en R} y asf
u(z,t) = 7 K(z -y, t— )u(y, t')dy
para cada pareja t, ¢/ con 0 < ¥ < ¢ < 0o. Bastaré demostrar que
7 K(z - y,t - t)u(y,t)dy — 7 K(z — y,t)u(y,0)dy sit’ — 0.
S oo
Pero
|K(z ~ 5.t~ )u(y, )| < [(..f)"&g Iu(v,t)ll K(z—y,t-¢),
K(z -yt~ )u(y,t') — K(=z - »u(y,0) ¥y

7K(z-y.t)dy=l
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por lo que la Tusidn se sigue ficilmente del t de convergencia dominada de
Lebesgue O :
Ahora, p d ainvestig Y de crecimi para u(z,£) y Deu(z, £) =

£ cvando u € HP(R3), 0 < p < 0, con ¢l fin de considerar las derivadas fraccionarias

D}”u(z,t) que serdn usadas y definidas en la siguient 36
Inici tarea analizando pri elcaso 1 < p< oo,
Sea u € HP. Ent t 1a rep id

u(z,b) = / K(z - v.0f(y)dy donde f € 7.

Dou(s,a+ )= [ Dik(z~yra+ 0 (r)y

¥y como
1D (z — a4 )] < Cmin{ e } [13, lema 3)
entonces
-
Dtz a+ < ¢ [min{ ghr o iy buwldn
~oa
Ahora d p la integral del 1ado derecho en las sigui integral
n= [ ee{ g oy Juene
trleP<(ererty

n= [ wie{ghy o by Joonaw
te~sit>teen)
por consiguiente

Al 1))
I <
h+h < / Can? dy + / e ﬂ,d
(rt:—rl'«nmh rle—>tetah)

(ot lf ( % !(v)
-+l) _/U(V)lX(”‘_M.q'“)h(y)dy + /If(’)] m’-' >'+ 4 dy

(v)
T Pty + Illll,l I

TIA



n
1

_ Iy & dy '
= wE2ie+y +l|!ll,[ / ,,_zla.]

_:|>(.+g)’

Y
sy gt | [ s ]

..|>(m)!
y asf obtenemos

1 1 1
L+DL< [1 + B 1)#] 24|\, PR =

donde ! + 1 =1 (denotaremos con C a diferentes constantes).

por lo que

Por lo tanto

1Dz, t)|<C"I" c'l{'!L )

Puede verificarse que la desigualdad (1 1) también es vilida para funciones
u € H°(R?) (usamos la desigualdad de Holder para p= 00, ¢=1).
Examinemos el crecimiento de u € H?, 1 < p < oo.

Se tiene la representacién
: oo
Wzt = [ K- 0 0f)dy
-0

donde f € L7,
Por consiguiente

A

oo

00 t o0 4}
[u(z,2)] < [ j K(z -y, !)dv] [ K(z -y 0) [/ (W)l dv]
* i

[ K@=v,1) If(v)l’dv] ’
<1l

IA

ya que

|K(z,t)] < ‘/__.




Por tanto

Ccifli ‘
fu(z, )} < —‘;x'rl (1.2)
Como una ia de la desigualdad (1.2) t

Siu € HP(R}) pare algiin 1 < p < o0 ent u(z,t) es acotada en cada sub-
semiplano propio {(z,t) e R : ¢ > 1, > 0}.

Abora, i el p i de u € HP(R}) para 0 < p < 1. Para
ello, i d trar el siguiente lema, que es una adaptacién del caso arménico para
cfreulos (cf [9, cap. 2, lema 4.6]). Antes de establ el lema, i los sigui
conceptos que aparecerdu en la prueba de este resnitado.

TN

Para 0 < T < o0, sean
Qr =(0,1)x (0,T),
I'r =T Ul UTs
donde
Ty = {0} x[0,T), Tz = {1} x {0,T), T3 =(0,1) x {0}
¥ A la medida de Lebesgue lineal en I'r; I'z se denomina frontera parabdlica de Q7.
Para t > 0 sean

8(z,t) = i K(z+2n,1)

p(z,t) = :-Sz(ty t)

y para t < 0 sean K = 0 = ¢ = 0. Consideremos los niicleos X; en I';, i = 1,2,3 dados por

Ki(z,4;0,7) = o(z,t-71), o<r<t
Ki(z,81,7) (1-z,t-71), 0<r<t
Ks(z,;£,0) = 8(z—€0)-8(z+£,2), 0<E<],
Definimos el nicleo de calor K(z,t;£,7) en @r X I'r como 1a unién de K3, K3 y
Ks. °
En {20, pg. 130] se prueba que si u es una funcién de temperaturaen Qr y continua
en Q7, entonces se tiene la siguiente representacién para u en (0, 1) %0, T)

Wzt = [ K bt6rue G,
rr
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Las coordenadas parabélicas en Q1 se definen del modo siguieate (ver [2, pg. 832)):
Coasideremacs Ia familia de pardibolas {F; : # € R} dadas por la ecuacién

o=5T‘_L, t<T.
—t

Para # € R, (1,0) son las coordenadas parabélicas del énico punto de interseccida
de I'r y Ps; (1,00) y (1,~00) som las coordenadas de (0,T) y (1,T), respectivamente.
Defiaimos Ia funcidm 73(z,8) = (%1, f,) donde

z = rztl3t
t, = l‘"+(l—f’)1'.

T, deja invariante a Py, ademés Qr = {7.(1,0): # € R, 0 < r < 1}. Daremas’
coordenadas parabdlicas (p,0) a T,(1,6).
Lema 1.1.12 Ses u une funcion de temperaiura en un recidéngulo (con lados paralelos a los
ejes coordenados) R C R} y continue en K. Si (20, 1.) es el centro de la frontera superior
de R, entonces para cualguier 0 < p < 1 se verifics la siguicnie desigualdad

fszest )P < c,l—"" J[ stz 0p s
R

donde |R] es el dres del rectingslo R y C, es wna constanie que sélo depende de p.

D ot racid No bay pérdida de g Lidad en que

R=Qr yaue [z, 0P dret=1Qs.
Qr

Esto se debe a lo siguiente:
Supongamos que R es e rectingulo

R = (a,b)x (e, d).

Consid la sk ion biyectiva ¥ : Qr — R definida asf
()= ((s—.)e“. (‘;°)r+e).
Si w es de temp en R ent uo® es de temp ea Qr siempre que (d—¢)/T

= (8~ &)? (ver [20, pg. 12]), esto es, siempre que T = (d — c)/(b— a)2. Por consiguiente, si



probamos el para funcionc de temperatura definidas ea Qr, entonces para ef caso
en el que u esté definida ea R apli d a de bio de variable y ob

(@D < Gy // Is (9 (6P dedr
= G ]/ (s (® (6P Pidear
C,*/jrll(:, )P dzdt,

A

Izer o)V < Gy [ 1o (o0 dede.
R

Demos coordenadas parabdlicas a Qr. Observamos que si « es de temperatura en
Qr (y por consigui en cualquier subrectingulo de Q) ent uoT, es de temperatura
ea Q7 para 0 < r < 1, puesto que

0= (r(s-3)+3€=-D+7),

esto s, 7, es la composicién de una traslacidn, seguida de una transf ién afin del tipo
r)r— (' v"r):
guida de otra traslacién, y sab que estas transfc i p con una
funcién de temperatura siguen siendo de temperatura ([20, pg. 12)).
Con ¢l fin de facilitar Ia lectura, dividi la d ién en 5 pasos.

Paso 1. Definimos para r > 0
L
my(r) = [,«—},—) I_j (TP @)
donde A es ]a medida de Lebesgue lineal u:bre Ir,y
Mec(r) = sup {Iu(T:(1, )] : 0 € R}.

Podemos suponer que my,(r) > 1 para todo r € (0,1), ya que si existiera algin
7o € (0,1) tal que my,(r,) < 1 tendrf; por &l Principio del Méximo para funciones de
P en un rectiagulo {20, pg. 20]

ll( T)l < Mo(re) < 1



- i B
y aaf . 1 :
[ud. T < @ {[ [u(z, )P dzdt.

1dad

En este paso, prob 1a siguiente desig »
mi(r) S mealr)Pm(r) a3y
Basta observar que '
m(r) = g / [5(T(1,0))] dM(6)
w / T 1, )P I8 0, )P 4360

A

mm(')"'"‘;(')’
. esto es,
ma(r) € moo(r)~Pmy(e)". ,
Paso 2. Demostraremos que para 0 < s < r < 1 y para (z,l) € Q&-
[ ] % [(1— 8?)T, 7] se verifica
' luz 01 < M (1= 87 [ W0, o)A an
rr ‘
donde M es una constante positiva.
Sabemos que para (z,?) € (0,1) x (0,T)

Wz = / K(z, 6 7)u(E, T)aNET)
/ K (26 1,¢)u(L, £)dA(p).

Ahora nos fijamos en I‘g).la frontera parabélica del recténgulo Qg) = [ 35 1% ]x
[(1 - #)T, T]. Asf, se tiene que T(I'r) = I,

Sea

fi(z,t) = w(T,(2,1)), (z,t)€[0,1]x[0,T)
entonces @(1, ) = u(T,(1,¥)). Si (z,1) € (0,1) x (0,T') tendremos que # admite la repre-
seatacién .
WTz, ) =z ) = [ Kz, LoWu(T(L p)dA(p).
rr



Como T,(2,t) = (2, ty), entonces para (z,t) € Q;‘:) tendremos

Wz = [ K@ 0L, 0D,
e

‘;.yv,'yll.‘que T, 0Ty = Teyy 81 (Tt) € Q(;) conl0<as<r

(2,0 = [ KT 2001, 0)u(T(1,0)dNE).
rr

Puesto que T;-1(z,t) € Qr cuando (z,t) € Q;f), basta inar el p

16

de:K(Tg(z, t)) cuando (z,t) €Qr,0< s < 1.
Sobre I'; tenemos para0 <7 < ¢
Ki(z1,t2;0,7) = p(z2,ts — 7).
EnT; tenemos para0 < r <t

Kiza,te; )= p(l ~zeyta = 7).

y sobre I'; tenemos para 0 < £ < 1

: ‘ger!(vifi);en(nry).

Nl < 2§:¢—n7:’[p=¢+(l—p’)1']

n=1

Zg AT
} [
FO-"
.’b’ (- F)_’ '

oA

1A A
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esto es, N
[Ka(za,8a:6,0)] < Fa-97
Para estimar K3, observamoe primero que
8K 9K
w(z,t) = —2—0;-(3, )+ §°—2-8_2(= + 2n,t).
) Nos interesa estimar @(pz + (1-p)5,p% + (1 —pIT —r) donde 0 < 2 < 1,
0<t<T,0<1T<T,0<p <l Puesto que

£ .
_2%(2,‘)= £K(z,t) si t>0
dz 0 si <0

tendremos que e} primer do de ¢ estd mayorado por

ey 2 )
prilze R T T o )
C(”H'(I—P’)T—r) ¢ = T<Pz‘+(l et
0 si. T2 p¥ 4 (1-pT
iz ~
c ookt
=y
Cad

A

{1a primera desigualdad se debe a que i}e"’? < C'W, t>0,8>0,z€R).
Si llamamos U(z,t) al segundo sumando de ¢, vemos que U es no singular y

ademis est acotada por una constante C, por lo que
U(z,8) < C < C(1~p)2.
As{
|k ts0, ) <c 1~ 0.
Por siltimo, haremos 1a estimacidn de K2. Como antes, nos interesa estimar
Pl=(pz+(1=p)p?t+ (1~ T —7) = 2881~ (pz+(1~p)1)p%t+ (1~ )T — 7}
+U(1 - (pz+ (1= p)1), 2t + (1~ 3T - 7.

que el segund do estd acotado,

Como en el caso de K, pod Jui

asf que solo basta inar e} primer
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Igual que antes, mostramos que

22K~ (e + (1= Dot (1T - 7)<

(debido a que 1 — (pz + 132) > 1 — 12 = 12¢),

Por consiguiente, tendremos que -
le(zl,h,] r)| <sCc(1- ‘)_' L

De todas las estimaciones anteriores para Ky, K3 | y Ka podemos concluxr que para
cualquier (z,t) € Q ) con 0 < & < r se verifica

Ju(z, 0l < M (1= £)~? f lu(T.(lm))ldA(v)

donde M es una constante positiva.
Paso 3. Probaremos que paraa > 1

1 1 . 1o : ’
: dr . d drv o,
flosmoo(r“)-; SCat(1- P)/losmm(r)f + p/!{jsnjg(r)'% o (18),
! -1 B .
donde C, es una constante que sélo depende de a.
La desigualdad (1.4) del paso 2 implica que : . .
Mioa(s) < M (1= )7 m(r) ey
Eligiendo s = r® con a > 1 obtenemos de (1.3) del paso 1 y de (1.6): ‘ ‘
moo(r®) < M (1- r“-‘)-2 m(rys M (1=~ .-"")'2 Moo(r)EPmy(r)P.

Tomando logaritmos, multiplicando por 1 y después integrando con respecto de r ‘
sobre (1, 1) obtenemos:

1 1 1
ay 9 d
jlogmw(r )_rt <Co+(1 —p)/log mw(r)Tr +ﬂ/logm,(r)i::
H H EIE
donde C, es la siguiente constante real:

C.—/logM +2/log(l --')-1""
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. yYaqueparaa>0

1 ' 1
R AY. du
—_ = =1 -y)—
;‘jlos(l-ﬂ')_‘r ’a/log(l “)u
P s,»
; ) _f logz
= =1 —B,
- @ l—za
°
,logz
= C/l_zdz,
8 =1~ L,y por consiguiente
‘ 1 8
1 di c
}/Ilog (l —r") —;Sm!‘llo‘?ldf(&.

Paso 4. Aqui mostraremos que existe una constante C = C(p) tal que

1
P/losmp(f)g,,—' <c L7)
H

En efecto, dado que

1 R
1= q[ (e, 0P dedt = 3 4/ lu(z, )P dzdt,

donde @1, Q3, Q3 son las regiones que se indican en el siguiente dibujo:
T

Q]_:" | ) 0

0\ | txe2)Ee(TeeyaT

7:0,1x (0,7 — G,
T(r,0) = (15,770 + (1 - )T).



Su jacobiano es

8(z,t) _ -4 6)__1,
“"‘)—det[ 2’.’(‘_1') "] =-3r
Por consiguiente
1T
{j eopdeas = [ urr o) | S22 anar
' LT
=1 r? |u(T(r,0)) dédr
]
= 1 [ [ e 1u(z(1, 0P dr@)dr.
} o/ .~/
Ahora id lat fi ié

§:[0,1]x[0,T] — Q2
5(r,8) = (4,78 + (1 - P)T)

Y como antes

Fy
Por iltimo, id lat i6

W] x[0,1] — Qs
W(b,r) = (r0+ I55,(1 - 2)T)

y asi

11
//ju(z,t)l’dzdl 2T n/ ../ 2 |u(W (8, 7))}’ dédr

Qs

o :
Por consiguiente, de (1.8), (1.9) y (1.10) se sigue que

1
0 < /r’m,,(r)’dr
°

1
- a/ {ﬁr{ {a(T:(1,8)) d»\(o)} ridr

4 [ lu(a, )P dedt = 3 ufl [ ]u(‘T;(I{O)?I’JA(O)?r;‘

1
27 / / ¥ [W(T.(1,0))P dA(B)dr.

20
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1
c / / 2 [u(T3(1, )P dA(B)dr

c;;l:// [u(z, )P dzdt
Qr

= C,

IA

A

por lo due

} d
» { logmy(r)5

A
—,
2
4
=
[

]
w\_w
.'h)
i
3
5
)|

A

1
8 [ rPmy(r)rdr
.,/ )
C.
Paso 5. Ahora hacemos el cambio de variable u = r* en la integral del lado
izquierdo de la desigualdad (1.5) del paso 3 y do la desigualdad (1.7) que tramos
en el paso 4, obtenemos:

IA

1 1
1 dr dr
7 [ 108 meatr) S < Clap) + (1~ p) [1ogmentr)
> H
donde C(a, p) es una constante que depende de a y de p. Puesto que a > 1 y moo(r) 2 1 se
sigue que

#r

1 1
1 dr | d
7 [1oema(nF <Ct 1= p) [logman) S
+
a
a > 1 sufici te cercade 1 de tal modo que} > 1—p,obtenemos

© Si

1
j log m,,,(r)"r—' <G,
P

dénde Cy s una ¢

que sélo depende de p. Por consiguiente, existe r, € [51.-. l] tal

que Me(r,) < exp [l—f;;] = M, una c e que s6lo depende de p, esto es,

Moo(re) S My
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y el Principio del M&ximo nos asegura que

1

|uh 1| < M, = M, [m—‘ﬂ f |u(z.:)|'dm] .
Qr

La tacidn anterior bién es vilida dop=10D

Del lema anterior se desprende el sj

Teorema 1.1.13 Sea u una funcién de lemperotura en R% gue estd uniformemente en
LP(R) pora algin 0 < p £ 1, esto es,

o0
sup / |u(z, )P dz = MP < oo.
>0 J

A, 7

Ent eriste una C que dep

te de p tal que

[u(z,8)| € CMt™% para toda (z,t) € RL.

En particular, u(x,t) es acotada en cada subsemiplano propio {(z,t)€ R} :t2 8, > 0) G
De hecho, se verifica la siguiente propiedad mds fuerte: u(z,t) — 0 si (z,1) — oo en cada;

subsemiplano propio. R

Demostracion.  Sea (z.,t,) € R} y R, el recténgulo R, = (2, — i2,z, + ‘g)x (’-;, ). :
Por el lema 1.1.12 tenemos que T LT

Wzt < Copdy [f Iula, )P daat
Ra

A

CA ] / "z, P dzdt

<
18 fe-sol<tp
< G

Con ésto queda demostrada la primera parte del teorema. Para demostrar la dltima parte,
fijemos ¢, > 0. Dado el crecimiento de u, para £ > 0 existe 2; > ¢, tal que

|u(z,t)| < ¢ paratodat > t;.

Nos falta mostrar que para ¢, < ¢t < #; se verifica la desigualdad anterior, siempre que

|z| sea suficientemente grande. Procediendo como en la primera parte de la demostracién



B fy‘emos' que para {zf > y parat, <t <

t
w@or < G&[ [ luwardus

!l v-sl<f
<caf [ wwordaw
2 w>l=l-%
y esta integral tiende a 0 si [z] — o0 O
Como ia del anterior obt el sigui

Corolario 1.1.14 Si0 < p < 1 entonces H?(R1) C H*.

Demostracién. Sea u € HP. Por el teorema 1.1.13 se tiene que para cualquier par a,b
tal que 0 < @ < b < 0o y para todo ¢ € [a,b)

/ lu(z, )] K (z,b— )dz < CM1~5 / K(z,b- t)dz
- < CMa_’-:.m ‘

Se sigue de la proposicién 1.1.2 que u € H* O

Con los resultados anteriores pod Jizar el crecimi de la funcid

Dyu(z,t) para u€ H?, 0<p<1.
Sea t > 0. Por el teorema 1.1.13 se tiene que
—1
Ju(z, )] < Cllullgye t7%

donde z € R y C es una constante.
Tomemos £, > 0 fija, tal que £ <t, <t
Por el coralario 1.1.14 tenemoe

uzt) = [ K-yt t)ulv,t)dy
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¥ por consiguiente

Dol s Cllta® [ min{-—_‘,—,x.“—_j_-);}dv

_ _ﬂ'.__ dy
= Clulmts* wep ¥ / (=t
_,|'>(H.)§ tr-sP<(e-ta)}

c-ﬂ-llur.

(t~ta)'*7

A

Ahora, si hacemos que ¢, — £ obtenemos
1Dz, ) < C——”—"':'l i @an
H

Hasta aquf, hemoe completado el andlisis sobre el crecimiento de u y Dyu, para
u€ HP(R}), 0 < p < 00, tidn que ret enlap

PRy oy

Siu € HP(R%), 1 < p < oo, los teoremas 1.1.5, 1.1.6 y 1.1.8 implican que las
funciones u,(z) = u(z,t) convergen a una funcién f € LP(R) en la norma de L* cuando
t—0,enel caso 1 < p < 00; en los casos p = o0 y p = 1, 1, converge a una funcién
f € L=(R) en la topologfa débil* de L°(R) y a una medida x € M(R) en la topologia
débil* de M(R), respectivamente.

Por consiguiente si u € HP(R%), 1 < p < o, la familia (t4;),0 convergesi ¢t — 0
en el sentido de distribuciones temperadas. Ahora bien, si w € H?(R}), 0 < p < 1,
entonces por el teorema 1.1.13 vemos que cada u; es una funcién acotada y por tanto, una
distribucién temperada. De hecho, la familia (t)¢>0 converge cuando ¢ — 0 en el sentido
de distribuciones temperadas, lo cual se prueba en el siguiente teorema.

Teorema 1,1.18 Sea u € HP(R1), donde 0 < p < co. Enfonces eziste lim = fenel
sentido de distribuciones temperadas.

D tracié Ya prob el teorema en el caso 1 < p < <o. Supongamos que
0<p<l.
Para (z,t) € R} y 6 > 0 definamos

us(z,?) = u(z,t + 6).



Cada us es de temperatura en R} y ademis sabemos que
[u(z,0)| < CMEF

donde C es una constante y M es como en el teorema 1.1.13. Asf, pars cada § > 0,e

teorema 1.1.11 nos la siguiente rep i6

us(z,t) = K(- t)s us(z).

Abhora, si 7 > § > 0 tenemos que
Un(2) = ugl(z, 0 6) = K(,n— 6) » us(2)

Si tomamos transformadas de Fourier obtenemos

() = K(&,n - 8)a@5(6)
.y como
K(E,8) = et
‘tendremos que .
' HE)A " = B 95650

Lo anterior nos permite definir la funcidn
) =W(E)CS £eR, §>0.

Ahora, puesto que para cualquier t > 0

YO = a6 = [ uiweinitrdy

-0

obtenemos la estimacién

[e(ere-ver|

A

/ {u(y, t)idy

Chm-G-»
Cct-N

AN

dondeN=}—l>0.
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Asf,
(€ < Ciof -Netre]
= CnKPN.

.+ De lo anterior, se sigue que ¥ es una funcién lent t ? y por tauto, una dis-
tribucién temperada. Por otra parte, si denot por § el espacio de funci de pmeb.a
definidas en R, sab que la fc da de Fourier establece un isomorfismo del espa-
cio vectorial topalégico S’ formado por las distribuci peradas, sobre si mismo; por

consigujente, existe una tinica f € &' tal que ¥ = f
Veamos ahora que 4, — f en 8’ si t — 0, esto es, debemos mostrar que

vees f u(z, )8(z)dz —> (£, ) sit— 0.

Denotemos por F(f) = f. Usando la transformada de Fourier vemos que

[ wz08@us = [ weniia@u
= 7'(6)5"’"'5""(6)46

y el iltimo miembro de la igualdad tiende a

[ r@rte@u= [ for s =9 st-oo

-00

4. tahl

Como una ia del t ior p 1a s

5

Proposicién 1.1.18 Seau € H?,0<p<ooy f = !i_%u(-,a) en §'. Entonces para cada
t>0
u(8)=Ken f.

Adsv, la distribucion f determina a u de manera tnica.

Demostracién.  Para cada § > 0 tenemos la representacién

u(z,2 +8) = K(-, 1) » us(z)
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Si dej fijsaty Hmite do § — 0 en &' obtenemos

u(,t)= K(-,t)ef 0

Finalmente, abord V| p Jacionados con 1a convergencia pun-
tual de las convoluciones (K¢ » f)>0 para f € LP(R), 1 < p < oo.

En {9, teo. 4.13, cap. 1] se demuestra que para ¥ > 0, radial, decreciente en [z] e
integrable en R se verifica:

() ()<CI¥IMI(z), fe | L(R), z€R,
1598

o0

con C una constante,
¥ (f)=z)= sup 19cs f(2)l, ®o(z)=t""9(t"2)
y M f(z) es 1a funcién maximal de f en z,.mto es,

1
Mf(z)=mp i o/ If)ldy

donde Q es un intervalo que contiene a z y |Q| esh longitud de Q.
Tomando
¥(z) = K(z,1), zeR

¥ do la identidad 4 4

Ki(z) = K(z,t), t>0

Proposicién 1.1.17 Eziste una constante C tal que para cuslquier f € L?, 1 < p< oo, .~ o

K*(f)(z) < CM{(z).

Con esta p

i6n, establ el sigui

P

Teorema 1.1.18 Si f € L'(R:) para alguna 1 < p < o0, entonces
Kes f(z) — f(z) sit—0

para casi toda = € R.
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Demostracién. K* es un operador acotado de L? en L? para 1 < p < oo y de tipo débil
(1,1). El resto de la prueba es exactamente igual que en el caso arménico [9, teo. 4.12, cap.

ma
Proposicién 1.1.19 Seau € H?, 1 < p < 0o. Entonces
lllye = 111,

donde
u(z,t) = Ke» f(2), f€LP(R).

Por tanto, la funcién u+ [ es un isomorfismo isométrico.

D tracié Por el 1.1.18, se tiene que para casi todaz € R

u(z,1) — f(z) sit—0

y aplicando el lemma de Fatou obtenemos

oo
U < lmiaf [ juz, 0P ds
~00

A

Nz -

La proposicién 1.1.10 nos garantiza la desigualdad opuesta O
El siguiente lema nos serd de utilidad, pt?uteriormente.
Lema 1.1.20 Sea f € &' y ¥ la funcidn definida en R} del modo siguiente
¥(z,t) = Ky« f(z).

Entonces, ¥ es de temperatura en R}. Si ademds, para 0 < p < oo se verifica gque
sup |[K¢ » f| € LP entonces ¥ € HP.
>0

Demostracién. La primera parte se deduce de lo siguiente:

2 8 & 8
(5:—,—5)'=(5=—3-—§)th]=0.

La segunda parte del lema es obvia O
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1.2 Espacios de Hardy de parejas conjugadas de funciones
de temperatura -

[ esta i6n introduciendo alg de los ptos que req
para definir pacios de parejas conjugad
Para una funcién f sufici te regular, Ia integral fracci ia de Weyl de

orden a > 0 se define del modo siguiente:
D=2f(t) = 75 [ 10w -0~ tdu
t

'y Ia derivada fraccionaria de orden a > 0 se define como

ira 7 -~
D™ f(e) = i__ n) - gy
0= {55 ! £ (w)(u - F1du
donde @ = n — @, n s un entero positivoy 0 <@ < 1.
Esta versién de la derivada fraccionaria de Weyl fue propuesta por M. Riesz en {15].

Al{ se muestra que para funci f sufici te regul se verifican las propiedades

DeDAf = DoHif g %D“f:].

Estamos en condiciones de formular la siguiente definicién, introducida original-
mente por Kochneff y Sagher en [13].

Definicién 1.2.1 Sean u(z,t), v(z,t) funciones reales definidas en R3, y de clase C1. Di- -
remos gue la pareja u + iv € AH si y solo si se verifican las siguientes condiciones:

1. Las derivadas fraccionarias D}/, D}/? ezisten en todo R3.
2. Se satisface el par de ecuaciones

Dew(z,t)
I'D,'/ u(z, 1)

~iD} (2, 1)
D,v(z,t).

En (13] se muestran los siguientes resultados:

Propoaicién 1.2.2 Siu+iv € AH entonces u,v € H(RL).
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Proposicidn 1.3.3 Si K(x,t) e el nucleo de calor en R entonces K +iNK € AH donde
HK es la transformades de Hilbert de K(z,t) con respecto o la primera variable.
‘Recordamos que para f € LP(R), 1 < p < oo, Ia transformada de Hilbert de f

estd definida asf: « .
HY(e) = op.k / ;’i_%a.

Proposicidn 1.2.4 Sige€ L*(R), 1 < p < o0, entoncesg ¢ K +iH(g» K) € AH.

Ahora, introduci pacios de parej
Definicién 1.2.8 Para cada 0 < p < oo defini el sigui 7

o
H(RL) = {F=u+iveA8:aug/|F(=+u‘t)]’dz<oo}.
[ >3
~-a0

Fro " 10 denot a este junto simple te por HP.

Cuando u € HP(R}), 1 < p < 00, 1a estimacidn (1.1) de Ia seccié i p

que
o

[piuiz,0] < © / lD,u(z,a+ O)s~tds

_. o,
"T!':‘./ a +,)i a‘i
= %”;%E(l 1-4)
donde B es la funcién beu y u{z,t) = Ky f(z), § € I*. Por tanto
|Di =) < .-"-’;“'_z ' (1.12)
Sieec H(R:),0<p<1,laesti dn (1.11) obtenida en la i6 teri;
implica que

/ 1Dz 0+ s~ ¥ds < Clpullps j(a+z)-'-%s~§d.
[}

c%;(;, }+1),

i
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esto es,
|pi*u(z, 1) < L8l (119)
o+
Como ia de las estimaci (1.12) y (1.13) vemos que

Para cualguier u € HP(R3),0 < p < 00, tiene sentido considerar las derivadas fraccionarias
D"/’u(z, i). Ademds si u, v € HP(R}) y satisfacen (2) de la definicidn 1.2.1, entonces
u + iv € HY(R}).

Si F = u+ iv € H/(R?) definimos para0 < p < o0
oo H
IFlzze = sup [L IF= + -'Ql'dz] :
Puede mostrarse ficilmente que si 1 < p < 0o entonces la funcién

F v ||Flig,

es una norma en H? y 5i 0 < p < 1, [|(|f;, es una p-norma.
Usaremos la transformada de Hilbert para dar una descripcién de H”. Deb

3

hacer énfasis en €l hecho de que si id dolat formada de Hilbert

con respecto a la variable espacial.
Teorema 1.2.8 Si 1 < p < 0o entonces
HA(R3) = {u+iHu:u e HY(R)}.

Demostraclén.  Si u+4 iHu estd en el conjunto del lado ¢ h t porel
1.1.5 y la proposicién 1.2.4, u + iHu € AH. Ademés como H es un operador acotado de
LP en L? para 1 < p < o0, entonces existe una constante C tal que para cada ¢ > 0 se tiene

f?u(- O, < Cllu(-2)ll,

y de aquf es claro que u + iHu € HF.
Reciprocamente, sea F = u + iv € H?. Entonces, %,v € H? y satisfacen (2) de la
definicién 1.2.1, Deb trar que

v(z,t) = Hu(z,t)
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donde
u(z, t) = K(- 1) » f(z), para alguna f € L*.

En efecto, por la proposicién 1.2.3 y en virtud de que H(K(-,2)) ¢ f(z) = H(K( t) . ])(z)

tenemos

D,v(z,1)

Deu(z,8+ t)s~ id.)

( j DiK(z -y 2+ l)f(v)dv) a‘*da)
(fo.x(z -wat z)s-hu) mm)

DK (z - 9,01 (v)dy

n
o

'\-8 °\3°\3

(%,
J»

= . / D,MK(z ~ y, )/ (y)dy

= D, / MHK(z -y, ) f(y)dy

= Dy(M(K(-, )+ ))(=).

3

El intercambio en el orden de i que ap enla igualdad estd

justificado por lo siguiente:

Zlo.x(: e szln {F—‘-’F' m} otds

N

o (=-y)
B/min{Ff;F,(.—;ﬂ-}rm —-'FF/ stds+ j (‘H)* ]
< F‘Z;Vﬂ;i“ / (a+t)!]

<
R =y

y también

A

/ (a + t)f
Lt

lZomin {'—'—_‘;Iy, (T::ﬁ-} odds



por lo que

!]D:K(z ~wo+2)s74|ds < Cmin {B_—IW’%}
v asf
Junfeimiivone = [ Yy, [ Mo,
s (y-=)<t {y-=)2>t v

IA

xi .x[,-.lm’ F')
y=—x

Histly Ex{""'" <d}(!ﬂ)l + {1l
. [

s

< oo

]

" Asimismo, 1a derivacién respecto a z bajo la integral en la sexta ignaldad, esté justificada
porel hechodeque fe Py

DMK (2, 1)} < Cmin {;‘; %} [13, lema 3],

Por lo tanto
v(z,t) = Hu(z,t) + C(t)
donde C(t) sdlo depende de ¢, y como v € H” entonces C(t) = 0 para toda £ > 0, esto ee

v(z,t) = Hu(z,t) O

Abora i el probl, dela ! de HP con la norma |}-jjg, si
1< p < ooy con la pnorma ||y, %i 0 < p < 1. Para ello, i de los sigui
resultados.

Proposicién 1.2.7 Par 0 < p < 00 se verifican las siguientes relaciones:

1. Erist, tantes positivas Cy, C; tales que pars cualguier 1 < p < o0 y cualguier
F=u+ive HP

Caffiullus + llollzs) < (Fllns < Cifllullye + lolys]-

2, FEristen constantes positivas Dy, D, tales que para cualguier 0 < p < 1 y cualquier
F=u+ive H?

Daliulifer + Nlifes] < WFlEr, < Di{llwlifs + et
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Demostracién. Parala prucba de (1) simplemente aplicamos la desigualdad de Minkowski

y obtenemos
IFllegs < Nullzgs + lollers»

pero también es inmediato que
Ilzzn + lollgr < 20F ez -
Para probar (2) obeervamos primero que
{w(=z,8) + iv(z, ) < (2,0 + v(z, )P
y as{
‘ IFi}y, < liultErs + ol -

También es claro que
HullZes + livlizs < 21IF(ly, O

. Proposicién 1.2.8 Paro cada F € H?, 0 < p < 0o, eziste una constante C = C(p) tal gue

para cualguier (2,t) € R}
[F(z,8)| < C|IFllg, =%

donde
anf2 fi1<p<om,
1 s 0<p<l.

Demostracién. Sea F=wu+ive€ H’, 1 <p < oo. Ent , por la desigualdad (1.2)

se tiene que

1F(z,8)]| I(=,8)| + [e(=,2)|
c ity +iistt,) %
donde u(-,t) = K;+ f, v(,t}= K9, f,9€ LP(R)y C es una constante.

Asf, en virtud de las proposiciones 1.1.19 y 1.2.7 (1) se tiene que

IF@.0l < Co®(liullg + o]
< cr¥|Flg,.

<
<

Ahora supongamos que 0 < p < 1. Porel t 1.1.13 y la propoeicién 1.2.7 (2)

tenemos
IF(z,0 < Ct} || Fily, O



Corolario 1.2.9 S5i0 < p < 1 entonces
| B (R2) € {u+ imu:w e 7 (R2)}.
Demostracién. Sea F = w + iv € H?. Para cada ¢, > 0 fijo, se tiene que
w2, t) = wz, t+ ) = Koo w2, ),
v (2, t) = v(z, 14 t,) = K¢ # v(2,85).
En virtud de la proposicién 1.2.8 tenemos que
(), vt} e LPNL®C LY, Vg>1,
y por ¢l teorema 1.2.6 concluimos que

o(:,1,) = Hu(-,5,) O

Ahora, est en dici de la letez de HP.

Teorema 1.2.10 HP es completo para todo 0 < p < oo.

Demostracién.  Sea (F,)3; una sucesién de Cauchy en H?, Fp = uy + iva Por Ia

Py P

prop que ~

(ttn — tm) (22 )} < I(Fa = Fn) (2,8)] < CC% [|Fa = Fnllias

donde
.e { 18 0<p<l,
2 s 1<p<oo.
Por consiguiente, (s )7 , (va)32; convergen uniformemente en cada subconjunto compacto
de R} y asf las funciones

u(z,t) = Jim, un(z,t)
e,t) = Jlim va(z,1)

resultan ser continuas en R3.
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Si logramos probar que uy v son de clase C! en R} y satisf; (2) de la definicié

1

1.2.1, hab inado, pues iendo F' = u + iv y tomando £ > 0 obtenemos

7 |Fa(z + i)~ Fz +it)fPdz < lim inf / |Fa(z + it) — Fu(z + i) dz

< lim inf[|F, - Fallfy,
< £

siempre que n sea suficientemente grande, por lo que F, —+ F en H.

); ahora fi

De las estimaciones (1.1) y (1.11) se tiene:

Clitn = wmllgp %™ & 1<p<oo,
D, —um)(z,8)| < 1.14
1De(tn )0l { Clltn —tmllgs 5" & 0<ps< 1
Asf, (D¢wa )22, converge unifor te en subconjunt pactos de R y por consi-

guiente para todo (z,¢) € R},
‘l_i.la Dywn(z,t) = Dyu(z,t),

luego, D¢u es continua.
Abora, sea (z,t) € R%, sea K un compacto de R} tal que (z,£) € K y sea Q un
ingul: d ido en R tal que K C Q°. Como u,, es de temperatura en Q se

tiene la representacién

unlz )= [ Bz, 60)um(dN0) (115)
Te

donde K(z,;{) e algin niicleo apropiad T'q es la frontera parabélicade Q@ y dA(() es 1a
medida de Lebesgue lineal en I'g.

Si tomamos limite cuando 1 — oo en la ién (1.15) obt

“z.9= [ Rz 60000 (116)
g

Ademds, de (1.15) se tiene que
Devn(z,) = [ DRzt un(c1dA(C)

Te
— [ DR 6 0mOD(C)
Te
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‘esto es,
Dytin(z,t) — D u(z,t) si n— oo.
Puesto que (Dr-,)32, converge uniformemente en compactos, se sigue que
Distin ~—+ Dgpu 2i 1 — 00,

en particular, D,,wu es continua.

Taus e 1 a

De lo aaterior, se concluye que u es de temp uraen q g

de R, por tanto, es de temperatura en R?; andlogamente, v es de temperatura en R3.
Resta ver que u, v satisfacen (2) de la definicién 1.2.1, Se sabe que para todo (z,t) € Rz,
yparatodan €N

Dotn(z,8) = —iD}3uu(z,t)

iD}un(z,8) = Deva(z,t)
por consiguiente

Dyu(z,t) = —ilim D}f%u,(2,1)

Dyo(z,t) = ilim D}?uy(z,).

Tenemos que mostrar que
lim D}un(z,8) = D}*u(z,1)
Jlim D}/ va(z,1) = D}/?u(z,1).
Ser4 suficiente probar la primera igualdad. Usando las estimaci (1.14) ob para
todan

C'(s+ t)"‘i"s“* si 1< p<oo,
Ca+ty 3%t s 0<pgl.
donde C’ = Caup {[lun|lzs, : n € N} es una constante independiente de n. Pero

lD‘u,.(z,a + i)a"§| < {

©0
=51 ddp=—1 _p(1,141
!(aﬂ) 514 %da_‘#*a(,.,n,)
T 1.1 . 1
a/(’“) Bl abdes oen (34 +1)-
Se sigue del t de ia dominada de Lebesgue que paratodo (z,t) € R}

j Dun(z,8+ 1)~ tds — / Deu(z, 8+ t)s~bds
° °
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que era lo que desedbamos mostrar O

Ahora, proced a teri t pacios HP(R1).
Necesi introducir los sigui pacios, de los cuales se han hecho ya estu-
dios exhaustivos. Uni se i 4n los resultados m4ds importantes sobre ellos.

Para més detalles, puede verse [9, cap. ITl] y [8].
Denotaremos por

o«
HE,.(R}) = {F = u+iv: F es holomorfa en R} y sup / |F(z +it)|Pdz < oo}
€0
—a0
con la p-norma
o0
| I NP g
File = u‘:g_.[n [F(z +it)Pdz si 0 <p<l
y la norma .
o ;
F = F| it)|P dz si 1< .
1F . [ﬂ;g_él =+ i) ] Sp<o
También, denotaremoe por
B3 m(R3) = {u: R} — R | wes arménica en R} y |jullgy,_, < o0}

donde {jullyp, _ es definido de modo andlogy
Para 1 < p < o0, en {9, cap. III, pg. 235] se establece el sigui h rfismo:

(B oms Hlezz,,.) = ({5 + S : £ € ReL#} A, +HA1,) -
En virtud de los teoremas 1.2.6, 1.1.5 y 1.1.8 y debido a la continuidad de
H:I?— I’ paral<p< oo
se sigue que
(5, Hlp) & (B2, Mily,,.) 8 1< P < oo,

Asf, y» terizados a t pacios (H”, ||-||g,) cuando 1 < p < 00.
Ahora, nos restringimos al caso 0 < p < 1.
E! teorema 1.1.15 nos permite introducir la sigui ién:
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Denotamos por ReHP al espacio fc do por las distribuciones fi ReF(z)
co! di & las funci F ¢ H” con la p-notma - ’

ReF(z) — |IFlif, -

En el caso holomorfo, de acuerdo a [9, cap. HI, pg. 236], denotamos por ReH2,,,
al io de distribuci frontera ReF(z) pondientes a las funci F € HS,,»

P

con la p-norma
ReF(z) — ||F||’!',,."_ .

En virtud del corolario 1.2.9, para d inar la naturaleza de st p
HP?, bastard l1a naturaleza de t: pacios ReHP, tal y como ocurre en el caso
holomorfo.

Por otra parte, de acuerdo a [9, cap. 11}, ai una funcién F € H2,, (R3), digamos

que F = u + iv entonces para cada ¢, > 0 fijo tenemos

v(+ 80) = Mu(-,t5),

y reciprocamente, si para cada ¢, > 0 fijo consideramos la funcién
F(z,ta) = u-, t)(=) + iHu(-, £)(2)
donde u € H3,,,, entonces F € H2,,,. De hecho,
H : ReHS,,, — ReH?},,.

es un operador acotado. . )
Lo anterior, significa que el espacio HZ,, (R3) real queda d inado por

la primera componente de cada elemento de F € H2,,.(R%) tal y como ocurre con los
espacios H?(R3).

Abusando un poco de la notacién, podemos pensar que
Him C Hlpy

siendo esta inclusién propia, en virtud de las observaciones anteriores.

Los siguientes resultados sobre los espacios HZ,,, (ver [8), [18]) serdn cruciales en
nuestro anflisis. De hecho, el siguiente ¢ probado por Fefferman y Stein {8, teo. 11,
pg. 183 es el resultado mis importante que caracteriza a los espacios H2,,, :




Teorema 1.2.11 Dada f € 5, los siguicnt iados son equival
(i) Parap € S tal que -

[ etz =1,

—00

se verifica
@) = sup e ¢ f(=er

donde py(z) = t~1p (z/t).
(ii) Para @ como en (i)
w(z)= sup |p e f(y)l€L”.
ly-=|<¢
(iii) La distribucidn f surge como
f= ‘l_i‘t& u(,t) en S’
donde u € HE,,,
De hecho,
liulg, . ~ Butly ~ e,

donde el simbolo ~ entre dos ezpresiones significa que el miembro izguierdo es menor o
igual que una constante (independiente de u) veces el miembro derecho y

Otro teorema importante en el estudio de loe espacios HZ,,, lo tituye el si-
guiente resultado [18, prop. 3, pg. 123]:

Teorema 1.2.13 Si f es una distribucidn restringida en infinito, entonces f € HY,,. si y
solo a1 se verifica la siguiente condicidn: )

sup {If + w3+ IMf » wilis} < ©

donde p € S, [ ¢(z)dz =1y C es una constanie independiente de f.
—oo
Sobre este , €8 i 1 dos ptos: el de distribucidn res-

roim st e m ey

gida en yedesu formada de Hilbert. Vayamos a ello.
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Se dice que una distribucién f estd restringida en infinito, si para todo r < oo
suficientemente grande se verifica la condicién

fepe L'(R) Vo€ S.

En particular, si f es una distribucidn que ademis es una funcién en LY con
¢ > 1, automdti te ob una distribucién f restringida en infinito ya que si
podemos elegir 2 > 1 de tal modo que

1 1
ete!

y como ¢ € L?, en virtud de la desigualdad de Young tend que

1
r

£+ lle < £l Ny < 0o.

Cuando f € AL, Y ¥ € S,1a funcién fe € L" para r >p,enoes.toda
f € HE,_, ea una distribucién restringida en infinito [18, pg. 100].

Nos resta aclarar como se define la transformada de Hilbert de la distribucién
J € HZ,,, (ver [18, pg. 123]).

Denotemos por & al nicleo de distribucién de 7. Puesto que la convolucién de dos

distribuciones, en general, no estd bien definida, deben explot; las p! piedades de f y
" de k. Para ello, se fija ¢ € C2° tal que @{z) = 0 cuando {z| > 1 y ¢(z) = 1 para |z| < 1/2.
Escribimos
k = ky
koo = k(1-¢)

con Jo cual obtenemos
k=ko+ ko

Puesto que k, tiene soporte compacto, f » k, es una distribucién bien definida. Por otra
parte, ko, es una funcién acotada que es O (Izl") si |2| — 0o y asf, podemos definir

(f vkoo ¥} = (f e B50c)
donde ¥ € S,
¥Wz) = ¥(-z)
kal2) = keol-2),
definicién que se justifica en virtud de que f+ ¢ € L*, koo € L", 1/r4 1/ =1,r 2 P
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Ahora, retornamos al andlisis de nuestros espacios H*, 0 <p < 1.

Pyl .
| 4

que
ReH? C ReH}, ..
En efecto, si f € ReHP entonces existe  + v € HP tal que
f= !i_:gu(-,t) en §'.
Para cada t, > 0 fijo, se tiene en virtud del corolario 1.2.9 que
vz, to) = Hu(z, 1),
U, (,t) = Ko v w(z,t,)
v,(z,t) = K¢ ¢ Hu(z,t,),

y ademis
sup {1 +uC-, 85 + 1Ks » Hu(-, 15} < o0

y siendo u(:,%,) una funcién en L?, ¢ > 1y por tanto, una distribucién restringida en
infinito, se sigue del teorema 1.2.12 que

"('v ‘a) € H:rm'
También, por el teorema 1.2.11 se tiene que
NEGCuC-r )} ~ s to)llFg, . (17

donde
K$(u(t))(z) = W 1K e u(- )W)

Por otra parte, si definimos la funcién
Fi (z,8) = Py« u(z,8,) + iH (Pe s u(z,8,))

obtenemos una funcién en H2,,, (pues 7 : HZ,,, — HI,,. es un operador acotado [18, teo.
4, pg. 115]) que satisface

Fe,(z,1) — u(z,t,) + iHu(z, L) = w(z,t,) + iv(z,L,)



: ;:umdo t — 0% para cai toda = € R, por lo que [9, cap. I, cor. 1.2}

1 Feallfez, ., ~ lHu(eit0) + so(-ta)lf} -

Por consiguiente

Nt )i, < Feallfr, . < C luC-rt0) + s0 M2 < € Ml

Ahora bien, combinando (1.17) y (1.18) se obtiene

BES(u(-s o)} < C lluly2)liyy . < C lifllpemss »
¥ como
K5() = im Ky (u(-,t.)) edp.

aplicando el lema de Fatou obtenemos

UKD < C Wl gepts »
esto es,
Al iz, m < € WfllRemrs

con lo cual hemos mostrado que
f € ReHS, ...

Ahora veamos que
ReHE,,, C ReH”..

Sea f € ReHS,,,, entonces existe 4 + iv € HE,,, tal que
f=}i_%u(’vt) en &',
de hecho,
£ =limu(, t) en ReHE, .
Asf,
feBl, y Wt)— f en H,,,.

Del teorema 1.2.12 se tiene que

sup {Uf o« Kllp + IS s Kill}} SC < o0

43

(1.18)
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por consiguiente, 1a funcién

wy(z,t) = Ko s f(x)

es una funcién de temperatura en R} con la propiedad de que
a0
sup / loa(z,t)Pdz < C < o0
0 4

esto es, w; € HP. Ahora bien, para cada t > 0 y para cada t, > 0

wy(z,t+1,) = Ke # wa(2, )

wu(t)e IPNL® C L% Vg>1
entoncesd,
Huy (- 8) € L
por lo que Ia funcién
waz, 8+ 1) = Ke s Hun(2,t,)

es de p en R, y ademés por la proposicién 1.2.4, 1a pareja
(w1(z,t +1.), wa(z,t + 8,)) € AH.
Puesto que
wy(z, t+t,) = KesHwy(z,t) = KesH(Ke,+ f)(z)
= KisKe,sHf(z) = K, s HSf(2)

se sigue que wy € HP.
Asi, (w3, w3) € H?. Por el teorema 1.1.15 sabemos que w;(, ) converge a una
distribuciéa en ReHP, pero por otro lado

wi(t)— f enS s t—0

con lo cual podemos concluir que
f € RelP".

Como consecuencia de lo anterior y del corolario 1.2.9 hemos mostrado que

B =H{m 0<ps<l.

En el sigui , most que como espacios p-normados completos, son
equivalentes.



" Demostrs

Teorema

equivalentes.
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1.z.ia H” yH?,,.,0 < p < 1, s0n espacios p-normados complet poldgi

Demostracién. En los pirrafos anteriores, vimos que la transformacién

T : HF — H2,n
F = utiv — [=!|l-‘|,u(,,t) en §'

es biyectiva. Ademis, es acotada puesto que

WTFlike . = IRz,
£ Clflrmr
= C|Fil,
y siendo H? y HS,,, espacios p- d pletos, se sigue del teorema de la transfor-

" macién abj

erta que 7' es un homeomorfismo O

hid, a 1 o 6

Teorema

1.2.14 Para0<p <, F=u+ivcHr yf=}i_|‘%u(-,t) en §' se verifica
Hf = limo(,1) enS'.
acion, Paracadat>0

u(,t)€ H® > HE,,,

y ademds
H: Hl'm b Ea'nn
es acotada. Pero hemos visto antes que
v(+,t) = Hu(:,8)
y asf
v(+yt) — Mf en HY,,.

sit—00 .

Coneluj esta i6n dando una terizacién de ReH?, 0 < p < 1, usando
étomos. l;to serd una ia i diata de los Itados que se tienen para el caso

FanY

(para un dio detallado de éstos, puede consultarse [9, cap. I, sec. 3yle).
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Introducimos de manera breve los ptos que it

Sea 0<p<L. '
Mnieﬁn 1.3.15 Diremos gue una funcién a : R —+ R con soporte contenido en un
intervalo I es un (p, 00)-dtomo si satisface las wigus: dici

(i) Si |I| denota la longitud del intervalo I entonces
-1
llallo < M™%

(ii) Para todo entero k = 0,1,..., [}] — 1, donde [}] denota la parte entera de 1, los
momentos de orden k de a son cero, es decir,

7 a(z)z*dz = 0.

En [9, cap. III, teo. 3.4] se d ol sigui

Teorema 1.2.16 Si a es un (p, 00)-dtomo entonces a € ReHY,,, ¥ llallp.nz,. < C, donde
C esuna stante gue sslo depende de p y no del dtomo particular a. '

De hecho, se tiene el siguiente resultado [9, cap. III, teo. 3.8 y teo. 3.9]:

Teorema 1.2.17 Sea f € ReHS,p. Ent eciste una ién de (p, 00)-di (a;)521
¥ wna sucesidn de némeros reales (.\;);‘;, tales que

a0
2P < Clifipenz,,.
i=1

¥
00
£ =" Ajaj en ReHZ,, (portanto, en S').
=t
Reciprocamente, si f cs wna distribucién temperada tal que
o0
F=Y Aja; enS'
=1
donde la serie o
‘ Yl <o
=1

¥ a; es un (p,00)-dtomo para toda j, entonces f € ReHE,,, y

1 retts,, SC YA
j=1



a7

Ahora, podemos proceder del modo siguiente:
Sabemos que si f € ReHS,,, entonces existe ¥ € H” tal que

«(4t) — f en & si t—0F.

De hecho, para cadat > 0
wt) = Ky e f.
Puesto que f € ReHZ,,, el teorema 1.2.17 nos garantiza la descomposicién
o
f= 24\,1!,- en s

i=1
donde (a;)2, es una sucesién de (p, o0)-&tomos y (A;)72, es una sucesién de nimeros reales
tal que

]
3N < Cliflirenz, . < C I lRams -
=t

Por tanto, para cada t > 0

) = f;A;-;(-. Heas

donde
%j(t) = K¢ a; paratoda j.
Recip te, una d posicién con tales cteristicas induce una dis-
tribucién f € ReHP.
0 imos lo anterior en el sigai

Teorema 1.3.18 Sea f € &'. Entonces { € ReHP, 0 < p < 1, si y soo si existe u € HP -
talqlcu(‘,t)—.fen's'ypamuda¢>0

l(~,l) = i;\jlj(-,l) ms’,
=1

donde

%i(-,t) = Ky+a; para toda j,
(a;)j2, es una icn de (p, 00)-dt ¥ (A)32, es una sucesidn de nimeroa reales tal
que

S P <Clfllpens -

i=l
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| Capitulo 2

Espacios de Hardy de funciones de

temperatura en Qo

En este capitulo, estudiamos espacios de Hardy de parejas conjugedas (u,v) de
fand de peratura definidas en (0,1) x (0, 00) ¥ con val en un espacio de B h
complejo X. Primero abordamos el caso escalar, lo cual nos permite generalizar al caso

ial, précti sin ninguna modificacién, siempre que supongamos que X tiene la
pmpieda.d (ARNP) (ver [3]). Definimos una nueva propiedad, que lamamos (AHRNP),

1a cual ita ser equival ala propi dad (ARNP). Este es, precisamente, el resnltado

més importante de este capitul

2.1 La propiedad (AHRNP)

Damos inicio a esta seccién, introduciendo 1a sigui tacié

. Xd 4 un espacio de Banach real o complejo.

Si I es un intervalo compacto de R, Mx(J) denotar£ el upldo de medidas
o-aditivas de variscidn acotada en I y con valores en X.

L%(I), 1 < p < oo, seré el espacio de funciones f (mod[)]) definidas en I'y con
valores en X tales que

i, = [ fung .u] T <
I

donde A es )a medida de Lebesgue en 1.



®
LR(I) ser4 el espacio de funciones f (mod [A}) tales que

Ifllo = supes||filx < co.

En alg i a fin de enfatizar que una funcién real f definida en 7,
pertenece a L*, escribiremos f € L (7).

Si 0 es cualquier regién del plano, H (2, X) serd el espacio de todas las funciones
definidas en f2 con valores en X que satisfacen la ecuacién de calor en la topologia de la
norma de X. Resultan ser equivalentes:

(») w€ H(@,X).
(b) (z*,%(-)) € H(Qr,C) Vz* € X*, donde Qr = (0,1)x (0,T), 0 < T < oo.

Para 1 € p < oo, defini los sig nj

1
H*(Qoo,X) = {' € H(Qw,X): k':‘gmojuu(zv‘)"*d‘ < N} ’
H%(Qo0r X) = {t € H(Qoo,X) : u es acotada} y

1@ %) = {4 € B'@,): i, )= lim, ) =0 Ve> 0.

Ahora, definiremos espacios de Hardy de parejas de funci de temp con
V] en un espacio de B h. Antes de ésto, i hacer alg P
Sea E un espacio de Banach real y X su complejificaci6n, esto es,

X=FE+iE.

Definicién 2.1.1 Sean 4, v: Qoo — E, 4, v € C¥(Qoo, E) en sentido fuerte (ie.,u y v
estdn definidas en Q ., toman valores en E y tienen segundas derivadas parcicles continuas
respecto a la topologéa de la norma en E). Diremos que u+iv € AH(Q.o, X) 51 se verifican

(a) D:/ 2y, D,‘/ %y existen en Qoo



"‘(b) Se satisface el par de ecuaciones
’ Dou(z,f) = —iDM(z,1)
iD}I Yu(z,t) = Dyv(z,t).
R Como lo hemos dicho antew, las derivadas D,, D, se coneideran respecto a la
- topologfa de la norma en F y las derivadas fi i D,’",uttn definidas asf:

DM u(z,1) =‘% / Deulz, s+ 1)s~¥ds,
o

Y

donde la integral del lado d , €8 una jintegs

en (0, 00).
El siguiente resultado serd utilizado frecuentemente.

1 de Boch pecto a la medida s~1/2ds

Proposicién 2.1.2 Si ¥, v € C¥Q e, E) en sentido fuerte y esisten D}*«, DMy, en-
tonces:
u+ iv € AH(Qu, X) <= {u(-),") + i {t(-),"} € AH{Qou, C) Ve* € E°.

D tracid S que u +iv € AH(Qu,X). Entonces

P

=D ()N (zt) = & 71),1, {(he(z,a+ 1)~ tds
[

* 7(0..:(-), e} (z,84 $)a~ 4 ds
o
<*/D‘v(z,a+ t)a’?da,e')

(~iD (e, )%
{Deu(z, t), %)
e (u(-), e} (,8)
y de modo andlogo se prueba la otra ecuacién.
Para la reciproca, basta observar que las hip6tesis «, v € C3(Q o, E) fuertemente

]

it

L

y
~iD? (o(),6%) (2,0) = Dx (u(),e") (2,8) Ve* € E*
jmplican
~iD}?o(z,t) = D.u(z, t).
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Andl se obtiene la otra ién O

) Es conveniente observar que las derivadas fi
en F gozan de 1a propiedad
DDy = Dthy,
Esto se debe a que para todo e* € E*
DD (w,e"))() = D" {u,e") (),
¥ puesto que €* es continuo, el miembro izquierdo es (D’D‘s(-), e’) mientras que el miem-
bro derecho es (D"ﬂ’u(-), e’) .
-

Proposicién 2.1.3 Si u + iv € AH(Qo, X) entonces 4,v € H(Qw, E).

Demostracién. Para cualquier e® € E*

(Dou(-)re%) (z,8) = De(u(-),e%)(z.t)
DD (u(),e) (%, 0)
=iD}?D, (o(-), ") (z,1)
~iD_ D} (v(+),e%) (z, 1)
= Di {u(-), ") (z,1),

1]

esto es,
' ) Dew(z, t) = D2u(z,1).
De similar se p de con v O ’
Est yaen dici de introduci 3 pacioe de Hardy de parejas
conjugadas. '

Deflnicién 2.1.4 Para 1 < p < oo definimos

1
HP(Qoo, X) = {F': u +iv € AH(Qw, X) :o::?mo/"F(:")",xd: < m} ’
H*(Qeo,X) = {F = u+iv € AH(Qw,X): F es lljix -acotada} y

HY(Qw X) = {F =w+iv € B (Qu, X): '_l_ig‘)n(q) = '_ljalq wg)=0 Ve > o} .
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Una ia inmediata de la proposicion 2.1.3 es que si F =.u +iv € -
HP(Qoo, X) entonces 4, v € HP(Qco, E). De hecho:

Prbpo-icidn 2.1.8 Para1 < p < oo se verifica

H?(Qo0, X) C H*(Q oo, X).
Demostracién. Si F =+ iv € HP(Qu, X) entonces u, v € HP(Qo, E) y por tanto,
u+iv € A7(Q, X) O

Para una nueva propiedad analitica de Radon-
Nikodym que relaci mds adel con la antigua propiedad I(tica de Radon-
Nikodym.

Deflnicién 2.1.8 Sea X = E+iE como antes. Diremos que X tiene la propiedad (AHRNP)
lo cual denotaremos por X € AHRNP si y solo si toda F € H)(Qoo, X) tiene himites
laterales e.t.p.

Recordamos que [3, def. 1.1] un espacio de Banach complejo X tiene la propiedad
analftica de Radon-Nikodym, lo cual denot como la propiedad (ARNP) o bien,
X € ARNP, si toda medida u en Mx(S!) con fi(n) = 0 para toda n < O es representable
por una funcién f € L (S"), esto es, para todo A € 5(S?), la familia de borelianos de S,
se verifica

way= [ rdre),
A

donde S'={z€ C:|z| =1}.

2.2 El caso escalar

Enesta nos restringi al andlisis del

£ gt L egs L (.

pacio H}(Qoo, C). Usando argu-

¢ Lo aate ad
pre que teng; p das), retor

a la situacién general en la tercera seccién.
Sea 4 € H}(Qoo)R). De acuerdo a [5], podemos extender para cada ¢ > 0 fijo
¢ = u(-,t) como funcién impar a [—1,0] y después a toedo R como funcién 2-periédica,

L eniend - " .
la sig p en Qoo

u(z,8) = i a,.(t)c"‘"".scn(ntz) (21)
n=1



~ 'donde N
an(t) = 2 [ (g, ysennre)de.
1]

Ahora, recordamos la nocién de serie conjugada [21], la cual serd muy imponanie

en nuestro andlisis.

Definicion 2.2.1 Sea ¢ tna funcion continua definida en R de periodo 2, digamos

w(z) = zc,,e""".
neZ
Su funcid yugada $ estd definida del modo siguient

@#z) = 3-(~i)agn(n)ene™,
. n€Z

En realidad, ¢ puede p como una funcién continua definida en
8§ = [-1,1] /{-1,1} y ~ como un operador actuando en C(S*). .
Si denotamos por U; = U(-,t) la extensidn de u¢ a [—1,1] tenemos la representacicn

U(z,8) = ia,.(t)e"‘""un(ntz), z€f-1,1], s>0 (2.2)
n=1 °
por lo que .
Uz,8) = Y ene™™, z€[-1,1], >0 . (23)
n€Z
donde

n = El':agu(n)aw(t)e"‘"", ngZ.

Por consiguiente

00 B
Uz,s) = — 2 aa(t)e~™"* cos(nxz), z € [-1,1], 0<s< oo (24) .-
n=1 -
Denotando por #(z,s) = I7,|“ (223} obt ol sigui reaq

Proposicién 2.2.2 Para cadat > 0

g + §6; € AH(Qoo, C).



D atracié Te que probar
Fu(z,0) = ~ifla(z,9),
iﬁa'?u‘(z,a) = ﬁﬁ.(z,a).
Veamos:
~i24(z,8) = Jo [ 5oz, 4 r)rhar

[

8

:;?; [ f:a,.(t)e"‘"’("") mn(mrz)] v‘-‘;‘dr
a1

a—
&- [’g: (u’t’) an(t)e=m P (e40) cos(lnrz)] r-4dr
1

* i (n*%2) an(t)e="*** cos(nxz) [Ze"‘""r‘*dr]
= 2 (nx) an()e=""""* cos(nxz)
- Futmo.

Fl intercambio que se hizo de la suma con la integral en la cuarta igualdad se debe a que
la serie

5\80'\80'\8

i nix2a,(8)e="" " (¢+7) cog(nxz)r—
=1

tat 1a sigui e s8

Cnle~ne*rr—}
cnt
C ;&-r"

‘n’r’u,.(t)e"‘"'(‘*" coa(ntz)r‘*l

A IA

y también

Cnlc—"=e~}
ont
cirt

lvi’r’a,.(t)e"‘"’('“) coe(mrz)r‘*l

IAIA A

(C depende de s y t), por lo que

c i Ar-t
n=1

cy ;&r“f

3 n?xla,(t)e=n " (e} cos(mrz)r‘%l <
n=1



y asi

/

[

dr < C‘/l[‘g%]r'idr-{-(}],[ng;l;]r“dr

< oo,

— 1
3 nixta, (t)e=" " +) cos(nxz)r=3
A=t

De manera andloga se prueba la otra parte O

Ahora abord: el probl de izar los el de HY(Q o, C).

. Sea F = u+iv € HY(Qoo, C), asf v + iv € AH(Qw,C), u € H}(Qw,R),
v € HY(Qoo, R). Sabemos que [5, pg. 44] para cada ¢ > 0 fijo

1
w(z,8) = u(z,t+3) = [ 6z — € 0)— 8(z + £, ) (€, ),
'

esto es, . ]
w(z,8) = [ Kalz 5:6)u(6, 006, (2,8)€ Qun @5)
] :

donde
K3(z,8,€)=0(z - £,8)— 0(z 4+ &, 3).

Sea (fy)n2, una sucesién tal que 2, | 0. La sucesién (u(-,2s))na, €8 UDa sucesién
acotada en L} ([0,1]) — Mg([0,1]) = C([0,1))° ¥ por el teorema de Banach-Alaoglu,
posee una sub i6n (que por simplicidad d de! mismo modo) que converge en
Ia topologia débil* a una medida s € Mg ([0,1)]). Siendo K3(z,s;-) una funcién continua
en {0,1], se sigue que

1
wz,9) = lim wa(z,0) = lim [ Ka(z,0;€)u(6t)de,
(]
esto es, . .
wz,0)= [ Kz, 80)d8), (22) € Qun @8
o

donde u € My ([0, 1]), o equivalentemente, dado que

Ks3(z,8:)=2 i e“‘""un(ntz)a.en(nxe),
n=l



u(z,s) = ia,,e"‘""oen(ntz) - L ’ (27) T B

donde . : ]
o =2 [ sen(nr)du(@), n21.
[

Por otra parte, puesto q\ie

g20,0 = %00
= —;}:738‘-15(0.a+t)n"5‘dc
= 0 °
= -;}:7%.(1..“).-!4;
= -‘!;,ﬂ:(l.t)
= f(11)
se sigue que [5, pg. 63] para cada t > 0 fjo
vy(z,8) = o(z,t48) = gb.(l)e""" cos(nxz), (2,) € Qo (28)
donde . .
8u(0) =2 f cos(nag)e(, )i,
.10-, 1 ) . .
w(s,0) = [Rate, s ov(e )i + 242 )
°
. com

Ks(z,8;6)=1+2 i e coa(nxz) coo(nxt) = Kz + £,¢) + Kz - €, t).
nml

Debido a que v € H(Qoc, R), 8 (12)3%, ¢ una ién que d a0, ent:
" 1a sucesién (v(.,ta))an; s¢ encuentra en una bola en Mp ([0,1]) = C([0,1))* y argumen-
-tando igual que aates, existe una medida v € Mg ([0, 1]) tal que

1
o(z0) = [Ralzsid€)+ 32, (2,9) € Qoo (2.10)
0 . .



vu decir, - B PN
v(z,8) = 3 bne~"""* cos(nrz), (7,8) € Qo (1) -
.- con 1
b =2 [ cos(nx€)du(€), n20.
o
Sea 11 la extensién impar de u a [—1, 1], esto es,

m(A)=p(A0[0,1)) - u(-AN[0,1)) para 4 € B([-1,1]).

Entonces .
) = [ rtdm(e)
-1
1 1
= [etrtaue - [emtaue)
[ ()
R |
= (-2i) [ sen(nre)du(e)
0
= _i‘uv

- por tanto,
: fii(n) =0 Yn <0.
Se sigue del teorema de los hermanos Riess [9, teo. 3.10, cap. I] que existe
S € L ([-1,1]) tal que
dui(§) = fu(€)dE,

a2

ds, f1 es una funciém impar.
Sillmm[:[.bmmqu

du(€) = J(€)dE com £ € L (10,1]) (212)
Si abora consideramos La extensién par de » a [1, 1], esto es, ‘
n(A) = (AN, 1) 4 4(~AN[0,1]) para A€ B(-1,1))
tendremos que

#i(m)

1
/ e~inrtdy, (€)
-1

1

Jetan© + ] i ()
o
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1
2 / cos(nx€)dv(£)
= bny

_esto es,
#(n)=0 Vn<0

y asf existe g € L}, ({1, 1)) tal que

dvy(§) = g1(£)d€, o1 una funcién par.

sil 9= Sijy b que ‘
' du(€) = 9(§)d¢ con g € Lk ((0,1]) (213)
Asf, podemos escribir (2.6) y (2.10) del modo siguiente:
#(z,8) = jl Ks(z,6:)/(6)d¢, f € Lk ([0,1]) (2.14) ‘_
, , °
oz t) = °/ Ral= 000+ 3 g€ LR (0,1) @15)

Usaremos la informacién w+iv € AH(Qo,, C) para determinar la forma de v(z,t). -
De (2.14) ve tiene que .

wz,8) = in.e"""un(nl:)
=l
, 1
o =2 [ sen(nrt) f(E)dE.
°
Deo(z,t) = iD}x(z,1)
= —*/D.n(z,c-{-l)a"/’dl
o
= —*i (~n?2?) a.e"""un(ntz)/:"‘""a'*da
n=] 0

= 3 (e uen(ara),

n=l
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lo cual impli;: que -
v(z,t)= — E ane™™ "¢ cos(nxz) + C(t).
n=1
Por consiguiente
v(z,t) = ¥(z,t) + C(t)

donde ~ se toma respecto a la variable espacial y C(t) es una funcién de ¢.
Por otra parte, como

DY?y(z,t) = iD.u(z,t) = i f: (n¥) ane="""" cos (nxz),
tenemos que -
Dy(z,t) = ii(nr)a,.cou(nr:)D:/’e"‘""
= i‘i::l(nt)n.m(ntz)*f(—n’t’) e.'“"’(‘*")a‘h;( )
= J :

= i (n?x3) e cos(n¥z)
nxl

= Dgi(s,t).

Asf
v(z,t) = i(z,t) 4+ D(z),
donde D(z) es una funciéa de z.
De lo aaterior se sigue que D(x) = C(t) = C, una constante, y por tanto
v(2,t) = ¥(z,8)+C B (2.18)

Ahora, probaremos que u(-,t) — fsi t — 0% c.t.p. sobre [0,1] y en L1,y también
que v(-,8) — g si t — 0% c.t.p. sobre [0,1] y en L1,
Sabemos que

1
wz,t) = / K(z,8 E)f(E)E,
o

donde f € Lk ([0,1]).
De acuerdo a 10, teo. XII]

9=z, ) — f(z) si t— 0¥,



para casi toda z € [0,1].

Ahora, observamos que K;(z,.t;c) > 0 [20, pg. 92] y siendo K3 continuo, debe
integrar positivo.

De hecho

0 < Ks(z,t;£)dE

O

{ i K(z—E-‘+-2n,t)—K(z+€+2n,t)}d£

n=—0o

w [1 1
= 3 [/K(z—E+2n,l)d£—/l{(z+€+2n,t)d€] ,

¥ notando que ¥Yn € Z

z+2n—-1 < z-€4+2n < z+2ny
z+2m < z4€+2n < z+2n+1,

vemos que tal suma no puede exceder ¢l valor

7k(g,:)¢¢-=1,_

1
0< [ Ky(2,t;€6)dE< 1.
[* |

Como Ky(s,t;£) = Ks(€,¢;z) entonces
1 1

0< [Ka(etieMe = [Ko(s, ;006 <.
[} o

Por consiguiente, para cada t > 0
: 1

] Isz0lee < [ ] Ks(e, 6€)£(6)| dede
o 0

0
1

sl [ Ko, ti€)ds
]

Al

IA

e decir,

e, Ot < Nfily Ve >0,



y ésto implica que
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Jim sup [, )l < Il -

Perosabemos que u(-, t) — fcuandot — 0 c.t.p.,y aplicando el lema de Fatou obtenemos

Por lo tanto

. asf que

11l < lim, inf o, Ol -

Jim, flu( Ol = 1/

u(-.t).——’[ en L.

También, se tiene que para cierta gy € Lk ([-1,1)), g1 par, Gty = O

o(z,t)- b

L R )

fon

Me e

PR NERgE N

Ka(x, 4 €)9(6)dE
{0(z + £,8) + ¥z — £,0)} g(€)dE
K(z+&+2mt)+ K(z—-€+ 2-.')} #(€)dE

[}
K(z =&+ 200060 + [ K(z - € +2n, og.(-e)de}
-1 .

[t T

) [
K(s -+ 2m, 0904 + [ K(z-¢+ 2n.t)n(€)‘£}
<

o0 1 .
Y [KE-e+amon@a
3

——

K(z - &) (€)d¢

~8

y al igual que en {10, pg. 394] se tendré que

v(z,8) — q(z) + % para casi toda z € [-1,1]. -(5.17) -

o(t) — g + "? ct.p. sobre [0,1).
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Anilogamente, Ky(z,t;£) = &z +£,8) + &(z — £, 1) > 0 y siendo continuo, integra

positivo.
Mis ain:
1
0 < [ Ks(z,8;€)d€
°j, >
= /{ b K(z+e+2u,t)+lr(=-e+2u,t)}dg
o Lte ,
=3 /x(=+e+z-.-)de+/lr(=—c+zu.t)d£]
n=~00 °
= [ ke
= .lm
‘ puesVR€Z

z+28 < z+E+M < =+ +1
z+Mm~1 < z-€+28 < =z+2n

Tambiéa, como Ky(z,1;£) = K3(€, t; z), se sigue que

1 1
/r3(3-‘;6)“=/?:(3.1;‘)‘:= 1.
L4 o

Por tanto, pars cada £ > 0
1 1
/I"('v‘)“‘ < L/F;(z'“c)d‘] "'"l + , ,
°
= Mgl +4,
asi

b
Jim, wap -, Ol < sl + -
Como v(-,t) —+ g+ 5,/2 c.t.p. en [0,1], el lema de Fatou implica

Jim, lloC, ), = lally + -

. Por otra parte, si denot por T el operador definido para ¢ € L} ([0,1]) por

£4) -ane (55

1
Te(z) = o.p.O/ [cott (



tenemos que, para cada ¢ > 0 fijo

o o (259 -ome (25 e

Tu(-t)(2) =
' z z = -t
= v:oj [eott (—-;—‘ ' —cotw (T‘)] [‘ga.e- "‘un(n:()] '3
= S fon [ otr (£4) -aatr (259)] etore}
= =3 ane M cou(nre)
= i("‘;;(’)
(ver [1, pg. 252]). Por consiguiente .
Tu(-, t){z) = (- t)(z) c.t.p. sobre {0,1) (2.18)

La expresiéu (2.18) nos permite usar el hecho de que ~ es un operador de tipo
débil (1, 1) [9, teo. 5.9, cap. I). Con &to, determinaremos que forma tiene g.
‘ Sea (£4)3%; una sucesién que decrece a 0. Puesto que w(-,t,) — fsin + 0 en -
L entonces
(8} =51 8) +C — F4+C s n—'00
en LL, el espacio L' débil, ya que ~ es de tipo débil (1,1). Por consiguieate, existe una
subsucesién (que por simplicidad denotaremos del mismo modo) tal que

o(ytn) — 4+ C si n— 00 ct.p.en [0,1].

Pero tambiéa sabemos que v(-,t,) — g+ §,/2 c.t.p. en [0,1], por lo tanto

y=f+c—% (2.19)
donde C es una constante real.
Hemos obtenido ent: Las sigui p ci parAat y para v :
1 .
uz )= [ Kazt€)0(EME (220)
°

1
v(z,t) = / Ra(z, 6 0)(6)dE+ C (221)
0



“,

donde £, € Lk (-1,1]), f = !‘In.ll' /i es impar tal que f; € Lh([_l) 1]) y C es una -

constante real. .
Todo lo anterior puede resumirse en ¢l sigui t

Teorema 3.2.3 F = u + iv € HY(Qo>, C) #i y solo si
1 1
Flz,0) = [ Koz, 0000+ i [ Rz 6@ +iC
o o

donde C es una constante real, fi es una funcidn impar en Lk ([-1,1)) tal que -
felh (-1 y fypy =1

D stracié Una implicacién ya se hizo. Supongamos ahora que F' tiene una ex-

presién como la dada, entonces

oo 1
Wz, 1) = 3 ane™" tacn(nrz), con ap =2 / sen(nx)f(E)dE
=1 4

oo 1 )
o(z,t)=Y B " cos(nxz) + b5, con by = 2/00-(»:()7(6)4(
A=l °

donde b, es una constante real. Puesto que ¥n € N (ver [21, teo. 8.7, pg. 158])

ba

1
2 f con(ame)fiE)e
o

1
-2 [ coulmn)s ()
[}

1
-2 [ sen(ar)()d¢
0

= =Gy,
tendremos que -
v(z,t) =~ 2 P ] cos(nxz) + bo.

Como en la proposicién 2.2.2, se d. ficilmente que F € AH(Q,C). Ademis, para
cadat>0

1
J1Feoraz < e i+ §7,] < oo
']

¥ w(z, 1) satisface w(0,¢) = u(1,1) = 0 para toda ¢ > 0, esto es, F € H}(Qoo, C) O



o
| Corolario 2.3.4 Siu+iv € H}(Qu, C) entonces v satisface las condiciones de Neumann
;—""(o.:) = %(1,:) =0.

Corolario 2.2.8 F € HY(Qo, C) # y s0lo #i
F(2,8) = ~i f;l ape~Vitdiney 4 o

donde C es wna consiante real y —ia,, n € Z son los coeficientes de Fourier de una funcién
impar fy € L ([-1,1)) tal que i € Lk (I-1,1]).

D tracid Porel terior, F € H}(Qoo) C) st y solo si existe una funcién
impar fi € Lh ((-1,1]) con Ji € L} ((-1,1}) tal que

F(z,t) = i ane™ " " en(nrz) — i i 8ue~" " cos(nwz) + iC
ne=l =l
donde .
an =2 [sen(nrE)f()E, nEN, ¥ f=fy,.
0

Claramente

Tim) = fe™tne

0
et ede + [ et (- 1(-€))dg
-1

]
O O

1
eminmt g(gde — [ e e
[}

1
= ~2i [ sen(nne)f(E)dE
0

= —tan,
y también es claro que

00
F(z,t) = —i E ape~" P tHinTE 4 i0 O
n=1



2.3 El caso vectorial

En esta ién, ret a la situacién g \|
Sea E un espacio de Banach real y sea X su complejificacién, esto es, X = E+iE.
Nuestro objetivo es d 1a equivalencia de las propiedades (ARNP) y (AHRNP).

Primero mostraremos que ARNP C AHRNP. Para la prueba de esta contencién
requerimos el siguiente lema:

Lema 2.3.1 Sea Y un espacio de Banach real tal que E C Y. Si p € My (S) y tiene la
propiedad de que Vn € Z

Jsenx©)dute), [ contnrerauce) €
st s

entonces s € Mg (SY).

Demostracién. (Cf[11, pg. 90]) Sea P lafamilia de todos los polinomjos trig étri
de la forma
3 arsen(kx€) + 3 b cos(ix€).
* 7

La hip6tesis implica que para todop e P
[roame e
s
¥ puesto que P es denso en L}, (S, |ul) , el espacio de funciones |uj-integrables en S con

valores en R, entonces

. [reuece
st

para toda f € L (51, |ul) .
En particular, si A € B(S") tendremos que para f = x4

)= [xa@dm©O e Eo
5

Abora, ret a probl

Supongamos que X € ARNP.
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‘Asf, sea F = u 4 iv € H}(Qoo) X). Entonces, para todo e* € E* se verifica
{w(-),e) +i{v(-)se") € AH(Q,C)

y de. hecho,
(), ) +i(o(-),e") € H(Qe) ©) . .

ya que para todo ¢ > 0 y para todo e* € E*

A

1 1
Juseends < [l oilsds
0 o

1
el f flutz, )l dz
o

y andlogamente . .
[z < el f etz Ol de.
o [

Ademds, para todo ¢t > 0 y para todo e* € E*

lim u(q),c') =0=lim (u(g),e*).

lim (u(q),e®) = (1)

—=(01) <c-(°.')
Por el caso escalar, sabemos que para cada ¢t > 0 fijo y para todo ¢* € E*

. v
(wlmape) = [ Kolzme) w60 e) de
o

1
[ Kotz 59060, e
o

( j Ks(z, 8 E)u(é, t)de, e‘) )

1
w(zi0) = [ Koo, €)ult, )de.
[

Si (ta)2; decrece a 0, 1a sucesién (u(:,2,))2, es una sucesién acotada en
LE([0,1)) C Lk.. ([0,1]) € Mg.([0,1)) = C([0,1],E°)" y por el teorema de Banach-
Alaoglu posee una sub jidn (que d del mi modo) que converge en la topologfa
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débil* a un elemento € Mg« ([0,1)). Por 1a continuidad del niicleo K3 tendremos la re-

" presentacién .
wz1) = [ Koz, 5 €)du(€) con s € Mien (0,1])
]
Andlogamente, para cada t > 0 y cada e* € E*
1 1
(i) ) = [ Rolz, s0) o€, eyde + f (ole, 0,7 de
o o
y argumentando igual que antes, existe una medida v € Mg.. ([0,1]) tal que
1 1
o(zt) = [ Rz, t: () + [ du(e)
o [

Demostraremos que i y # toman sus valores en E. De do a la rep

(2.22)

(2.23)

(2.22) tenemos -
wz,8) = Y ane~" " sen(nrz) € E
. =t
donde )
aa =2 [ sen(nre)du(6).
°

d:d

Por consiguiente, a, € E para todo n € N. D por si; la impar d

£

ida en

B((-1,1]) por
. #(4)=p(An[0,1])) - p(-AN[0,1]).

Esta medida satisface '
[ eostr)dm @ =0 E,
-1

1 1
/ sen (nx€) dpsy (€) = 2 / sen(nx€)du(6) € B
-1 o

para todo n € Z y por el lema 2.3.1 concluimos que 11 € Mg ([~1,1]), luego,
5 € Mg ([0, 1]).

Ademis, como jij(n) = —sa, = 0Vn < 0y E tiene la propiedad (ARNP), existe

A € Lk ([-1,1)), f impar, tal que

dm(€) = L(§)dE.



Por tanto, & f = fy, . entonces f € Lk ([-1,1) y du(§) = J(£)d¢ por lo que

) e
“=,0)= [ K@ 6011 1€ LE(0,1) B CZT E
° . R 7

Abora, consideramos la expresién (2.23) y obtenemos

w(z,2) = 30 bae=" " cos(nrz) € E
n=0

1 1
ba =2 [ cos(ar)d(6), neN, %= [du(o).
[ o
De aquf, se sigue que b, € E. Sea vy Ia medida par definida en B([~1, 1]) por
v(4)=v(An[0,1)) +v(-AN[0,1]).

Puesto que Yn € Z

1 1
[ eonna€)ann (© =2 f costurg)avi) € £,
-1 [

1
[ sentmreran©) =o€k,
-1

se sigue del lqna 2.3.1 que 4 € Mg ([-1,1]) y por tanto » € Mg ([0,1]) . Como también
Pi(n) = 8o = 0 Vn < 0, existe ¢y € Lk ({-1,1]), 91 par, tal que

() = a(€)ds.

5ig=gy,, entonces g € LE({0,1]) y dv(¢) = g(£)dg. Por tanto

1
o) = [Ral2t00@de + %, g€ b0 (229)
]
H btenido la rep i6n para F = u + iv € H}(Qoo, X) del modo si-
guiente:
1 1
Pzt = [ Ko(=,60f©de +i [ Rale,t:)a(E)dE +i%2 (226)
(] ]

donde f, g € Lk ([0,1)) y 8,/2 € E.



70

Mostremos que F tiene limites laterales c.t.p. (Véase [14, teo. 2.2])
Debido a la representacién (2.24), al igual que en [14] puede probarse que u tiene
lmites laterales c.t.p. De hecho,

Jm, u(g) = '_13(!;1_0 u(g)=0
'l_i.l‘!’l' u(z,t) = f(z) ct.p.en [0,1] (2.27)
Por otra parte, debido a la representacidn (2.25) y dado que 8(,t) es continna
para cada t > 0, se sigue que existen
lim v(z,t) y 'E.I}I_ v(z,t).
Falta ver que existe
‘Ei‘l‘l‘gP v(z,t) ct.p.,

pero observando que g € L} ([0,1]) con g = Fajguyr 91 € Lk([-1,1]), g1 par, podemos
proceder como en el caso escalar (ver el arg: to de la pégina 61) y obt.

‘l_i‘l‘lrl' v(z,t) = g(z) ct.p.en [0,1] (2.28)
Por lo tanto, toda F € H.(Qco, X) tiene limites laterales c.t.p., asf
X € AHRNP.
Ahora, demostremos que AHRNP C ARNP,

En este caso, también req del sj lema

&

Py

Lema 2.3.2 Sea p € Mx (S") tal que ji(n) = 0 para toda n < 0, s = 1 + iz donde g,
12 € Mg(S™). Si par, pisz son las partes impar y par de py, respectivamente, para k = 1,2,
eslo es,
1
i (4) = 5[ (A) - u(=4))

¥y
wiaA) = 3 1s(4) + m(-)],
entonces
~7i(n) = ifi3(n)
v

—Fi(n) = ifiz3(n)
para toda n € N.



D tracid Nuestra hipétesis sobre i implica que para todan < 0

Bi(n) = —ifia(n)

Asf, en virtud de (2.29) tendremos

mi(n) =

}[@(n) — Ga(—n)]

= L[a(n) - ifm(~n)],

por lo que
- Zpa(n) =

De manera totalmente andloga, se

Fiai(—n)
O]
1 [@) + EiC=m)]

= L@(-n)+im(n)

i [ (n) + Fi(-n)]
ifiza(n).

la otra ig

ldad O

Supongamos ahora que X € AHRNP.
Sea p1 € Mx (S?) tal que fi(n) = O para toda n < 0, digamos que s = gy + ipg,

1, B2 € Mg (5') . Méds aiin,

8 = (p11 +ipaa) + i(pan — ipaa),

donde g4, pixa, k = 1,2, son las partes impar y par de p;, respectivamente.

Definamos las siguientes f

en Qoo

1 1
Fat) = [ K@ 6 0daipgo) O i [ Balz:tduzajag ) (O
o o

1 1
G(z,t) = /K:l(’y 4 f)dI‘np(‘o_")«) - i/FQ(zv t f)dl‘uls(‘,.")(f)-
0 o

Probaremos que F, G € H} (Qoo, X). Para ello, observemos que

. 1
F(z,t) = Y (Z/un (nxf) d""|5(ln.xl)(0) e *tsen (nxz)

n=

o 1 .
-y (2 [ contore) dp,,|.(.._,,,(e)) "t cou (nrz)
[:]

7n

(229
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y en virtud de que uy) es impar y 22 es par en B([-1,1]) tendremos que

F(z,t) = i ifGi(n)e>"""tsen (nxz) ~ i f: Fiai(n)e~"""*¢ cos (nxz)
= :2::, t) + iv(z,1), -
donde o
%(z,t) = Y ifqi(n)e~"""tsen(nxz) € E,
v(z,t) = i::l—ﬁﬁ(n)c"‘""un (nxz) € E.
Serd suficiente demoatr: ;ne

@) Ver € lE' (u(-)re*) +i{v(-),e*) € AH(Qo,C),
@) sup o/ 1F(z,tllx dz < oo ¥
(m)'_h.'aq u(g) = ,E('i'..) uw(g) =0Vt >0.

En efecto, en virtud del lema 2.3.2 tenemos que

#ai(n) = ifii(n) VneN
y por consiguiente, para cada e® € E* y para todo (2,¢) € Qoo
(0(), %) (2,8) = (&) '} (2, 0),

¥ de Ia proposicién (2.2.2) concluimoa (i).
Para probar (ii) basta observar que para toda t > 0

141 11
/ ﬂ / Ka(t.l;E)dﬂ.,W[,,,,)(f)ﬂ dz < [ [ K@ tidbailage, ©d
o %o B oo

0 .
[/ K3(z,4; f)"‘] 'l‘ll'ls(p'") (f0,1])
]

Il‘ll'la(p_,]) ({0, 1D
< oo,

A

y andlogamente

191
=:g!ﬂ!Ea(z, l?f)dﬂgzla(p_u)(f)uﬁdz < o0.
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La pa..rte (iii) puede verse fécilmente & partir de la expresién para ¥(z,1).
De manera totalmente andloga, se muestra que

G(z,t) = f: imi(n)e="""tsen (nxz) ~ § f: Fias(n)e—""" cos (n¥z)
n=1 n=l
= u(z, 1)+ iv(z,¢)
pertenece a H} (@, X). )
Puesto que X € AHRNP, i funci

590 S 91:[0,1]—E
tales que
Jlim w=t) = f(=)
Jim, v(z,() s(=),
Jim, w(z,1) hi(z),
Jlm, vi(=,2) (=)

e.t.p. sobre [0,1].
Primero, demostraremos que N R representable por f, para lo cual habrd
que mostrar que V

Je k(o) ¥
s () = [ f(e)dz.
A

Ean efecto, como % € H1(Q.,, E), entonces para toda £ > 0

lte(-+ O)llzg,goap < IMllan(Qu,z) < @

¥ puesto que

u(-,t) — f & t—-0* ctp.en (0,1},
se sigue del t de convergencia dominada para integrales de Bochner (ver [7, teo. 3,
Pg- 45]) que

f e Lg({o,1)).

id la ién de medid (u(z, ,)dz)5; . Entonces

Ahora,seat, [0y

u(Z,2)dz — pn 8i 1> 00



|2

en la topologla débil* de Mge. ([0, 1]), y» que para cualquier ¢ € C({0,1], E°)

o]l wz,ta)p(zdz = j L K (2,40 ) dBina o) ({)] Plz)dz
= f L K:(E-'u.z)w(z)dz] ey (6)
- / P iy ) (€) 8 n— o0
debido a que ’

/ Ks (6 tmi)plelds — (€) o n—s oo

[X t .p. en [0,1] (ver argumento de 1a pégina 70).
Ademis, como f € LE([0,1]) y u(z,t.) — f(z) c.t.p., se sigue que

j e(2) f(2)dz = / @ (@) iy ) (2)-
Siendo C ([0, 1}, E*) denso en L}, ({0,1]), tendremos que para tods ¢ € L}, ([0,1])
oj' p(=) S}z = j © (@) dpyfsgy, ) ()
Asf, para p = x4 con A € B([0,1]) concluimos que
4/ @)z = g g ()

Como g1 es una medida impar en B ([—1,1]) entonces ;1 queda representanda
por la extensién impar de f a {—1,1].

De manera andloga, se prueba que fiz; estd rep da por la extensién par de
—g, p1 estd rep da por la extensién impar de f; y p13 por la extensién par de —g;.
Por tanto, gt estd rep da por una funcién en Ll (§') y asf concluimos final-

mente que
X € ARNP.

R i lo anterior en el sigui t




%

Teorema 2.3.3 Sea E un espacio de Banach real y X =E+iE su complejificacidn. En-
tonces . )
X € ARNP si y solo #i X € AHRNP.

Con este teorema se pone de manifiesto la relacién entre el caso holomorfo y
caso: la equivalencia entre la existencia de Ifmites en la frontera c.t.p. para funci
holomorfas en los espacios de Hardy Hy (D), 1 < p < oo (propiedad equivalente a (ARNP),
ver {11] y [3]) y Ia existencia de lfmites en la frontera c.t.p. para funci njugadas de
t tura en t ios de Hardy H! (@0, X).-

P P
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