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Introducción 

La teoría cláoica de espacioo de Hardy en el disco unitario, deaanollada durante 

la primera mitad de este siglo, podría ser considerada como una parte .. pedal, aunque 

fundamental, de la teoría de funciones de variable compleja y en eotrecha relaclón con el 

análisis de Fourier. Está basada en factorizacioneo de funciones anallticas debidas a F. 

Riesz y Smirnov, de las cuales, no hay an'1ogoo satÜlfactorioo para f\mcioneo armónicas en 

Rn. Sin embargo, la teon"a tiene una continuación natural por métodoe de variable realª 
Para ser más preciBOO, fueron la mayorización armónica, así como las técnicas de variable 

real que se centran alrededor de la teoría de Calderón-Zygmund, las herramientas básicas 

que permitieron el desarrollo de Ja teoría a ft• y que Ja liberaron de IU dependencia de loo 

métodos complejos. 

Stein y Weiss (19] introducen la noción de sistema conjugado de funciones armónicas 

como una generalización natural del concepto de función holomorfa. Elloo definen H• ( R++l) 
para p > ~ como un espacio cuyos elementos son úatemas conjugadoe de fundones 

armónicas y extienden a este contexto la teoría básica de F. Riesz sobre comportamiento · 

frontera. 

Ea el teorema de Burkholder, Gundy y Silventein (4] que en la situación clásica 

de una función analltica F = u+ iv establece la equivalencia entre la propiedad F E HP, 

O < p < oo y la propiedad de que la función maximal no tangencial de u pertenezca a 

V, quien proporciona la manera de definir H•(a++l) directamente como un espacio de 

funciones armónicas sin apelar a alguna nocl6o de conjupcl6n. Este teorema planteó en su 

época la •iguiente interrogante: ¿Cu'1 es el papel del n6cleo de PoissonT 

Fueron Fefferman y Stein [8] quienes dieron respuesta a esta pregunta mostrando 

la equivalencia de Ju siguientes propiedadea para una distribución temperada f : 

¡, /= 1~u(·,l),uEHP. 



2. lllP I/ • <pc(s)I e V donde <pe S, <pc(s) = r•<p(s/t) y J <p = 1. 
l>O 

3. 1up I/ • v:>t(ll)I e V para <p romo anlel. 
ls-11<• 

u 

Eale leorema mootr6 claramenle que el núcleo de Poisaon no jugaba ningún rol 

significativo y que podía ser reemplazado por cualquier identidad aproximada razonable. 

Para deoarroUar este trabajo de t .. is se ha retomado, básicamente, la idea so­

bre la independencia de la identidad aproximada usada para definir los espacioo de Hardy 

armónicos, cuando son vistos como cierta clase de diatribucione1 frontera. La pregunta 

que se planteó inicialmente fue: ¿Será. posible obtener los espacios de Hardy armónicos, 

viatoa como distribuciones írontera, a par&ir de una condición de pertenencia uniforme a 

V, pero considerando funciones de temperatura., de Ju cuales sabemos que el núcleo de 

Gauss-Weierstra.. ronatituye una solución fundamental? Más aún, ¿Será pooible definir 

espacios de parejas "conjugadas" de funciones de temperatura que satisfagan una condición 

de pertenencia uniforme a V y que vistoe como distribuciones frontera coincidan con laa 

distribuciones frontera de los espacios HP de funciones holomoñaa? En ambos ca&o81 la 

respuesta fue afirmativa. 

En el caso bolomorfo, las ecuaciones de Caucby-Riemann 

lJu lJv lJu lJv 
o; = 811 y iiV = -o; 

pueden ser consideradas como una "descompoaición" de la ecuación de Lap.lace 

lJ2w lJ2w 
lJz• + lJu• =o. 

Además, el par de soluciones de las ecuaciones de Cauchy-Wemann está relacionado por 

medio de la transformada de Hilbert para una clase amplia de funciones. 

En nuestro caso, el planteamiento es ¿Qué noción de conjugación introducir, o máa 

precisamente, qué noción de "holomorffa" habrá que utilizar para que el par de ecuaciones 

difürencialea que describan esta noción puedan ser consideradas como una "descomposición" 

de la ecuación de calor 
lJ'w _ lJw -O• 
lJz2 lJt - • 

En este contexto, surge también la siguiente pregunta ¿Es también la transformada 

de Hilbert quien establece para cada tiempo fijo la relación entre una y otra componente? 
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La respuesta a la primera cuestión nao remite al concepto de derivada fraccionaria 

de Weyl (15]. Dada la forma especifica de la ecuación de calor, se necesita Introducir 

un operador de derhación fraccionaria, en este c:alO, de orden l respecto a t. La forma 

que adquieren las ecuaciones bajo esta nueva noción de "holomoñia" es la que proponen 

Kochneff y Sagher en [13]: 

1: = -i~o 

·~· t, 
Ademú, una pareja (u,v) que verifique estas ecuaciones tendrá la propiedad de que cada 

componente es de temperatura, esto es, aatieíace la ecuación de calor (13]. Con respecto a 

la segunda cuestión, la respuesta es afirmativa, tal y como acune en el cuo holomoño. El 

espíritu de eate trabajo lo constituye, precisamente, el conjunto de todas las ideas anteriores. 

La tesis consta de dos capítuloo y eetá organizada del modo siguiente: 

En el Capítulo 1 se introducen de la manera usual loe eepacioe de Hardy H• (R~) 

de funciones escalares de temperatura definidas en el semiplano superior. Se examina cuida­

dosamente el crecimiento de dichas funciones lo cual permite, posteriormente, dar sentido 

a la noción de "bolomorffa" utilizada para definir nuestros espacios de Hardy H• (iti) de 

parejas conjugadas de temperatura en Rl. Se demuestra que la transformada de IDlbert, 

como en el caso holomorfo, es el operador integral singular que permite establecer para 

cada tiempo fijo la relación entre ambas componentes. F.eta misma herramienta noa per· 

mite obtener el resultado principal del capítulo, a saber, que lu distribuciones frontera de 

loe espacios de Hardy de parejas conjugadas de temperatura, coinciden con las distribuciones 

frontera de loa espacios de Hardy de funciones bolomoñu. Se concluye eete capítulo estable­

ciendo una caracterización atómica de los espacioo de distribuciones ReH• para O< p :5 !. 

Sobre eate punto es preciso aclarar que s61o hacemoe una recapitulación en nuestro contexto 

de la caracterización atómica pa.ra el caso armónico (ver (6)). 

En el Capítulo 2 trabajarnos la misma noción de conjugación que en el capítulo 

anterior, considerando espacios de Ha.rdy B•(Q00 , X) de parejas conjugadas de Cuucionea 

de temperatura definidas en Q00 = (O, 1) x (O, oo) y con valores en un espacio de Banacb X. 

Primero analizamoa el caso escalar y en este contexto damos una caracterización de ciertOI 

espacios de Hardy con condiciones de frontera bastante agradables, a saber, los espacios 

H!(Q00 , C). Poateriormente, abordamoa unasituaci6n más general: el caso de funciones con 

va.lores vectoriales. Nuevamente se pone de manifiesto la relación entre el cuo holomoño y 

nuestro caso: la equivalencia entre la existencia de limites en la frontera c.t.p. para funciones 
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holomoñu en loe eapacios de Hardy usuales Hk(D), 1 S p < oo, propiedad conocida como 

. (ARNP) (una formulación ei¡uivalente de eeta propiedad se establece en (11): un espacio de 

Banach complejo tiene (ARNP) si toda medida analíticaµ e Mx (51), esto es, jl(n) =O 

para cada n < O, es representable) y la existencia de lfmites en la frontera c.t.p. para 

funcionee conjugadu de temperatura en H!(Q00 , X), propiedad que hemos denominado 

(AHRNP). La equivalencia de estas propiedades es el resultado principal de este capítulo. 
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Capítulo 1 

Espacios de Hardy de funciones de 

temperatura en R~ 

En este capítulo estudiamos espacios de Hardy de funciones de temperatura definidas 

en el semiplaoo superior. En la primera sección hacemos un estudio específico del caso es­

calar, analizando búicamente que tipo de crecimiento tienen nuestras funclonet en dichos 

espacioo de Hardy. También, se abordan algunos resultados que son de inten!o pues estable­

cen un paralelismo c.on el caao armónico. En Ja segunda secci6n defiIDmos el concepto de 

parejas conjugadas de funciones de temperatura introduciendo cierta noción de holomoñla, 

la cual adquiere sentido en virtud de las eslimaciooea hechas para el caso escalar. Aquí 

se demuestra que las distribucionm frontera de nuestros espacios de Hardy de parejas de 

temperatura coinciden con las ffistribuciones írontera de loe espacios de Hardy de funciones 

holomoñas [9, cap. Ill]. 

1.1 Espacios de Hardy de funciones escalares de 

temperatura 

Como e8 usual, utilizaremos la siguiente notaci6n: 

Rl = {(z,I): t >O}, 

H(Rl) = {u E C2(Rl) : ::~ = :-} , 



donde 

y 

H•(R~) ={u E H(R~): JfulJH• < cio}, O <PS oo 

IJulJH- = sup ju( z, l)j. 
(z,C}eB.i 
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Cuando no haya lugar a confusi6o, denotaremos loe conjuntos anteriores por H y 

H•, respectivamente. A los elementos de H les Uamaremoo funciones de temperaturL 

Empezaremos dando una caracterización debida a Rosenbloom y Widder (17, def. 

8.1) de ciertos subconjuntos de H que gozan de la propiedad de Huygens. 

Definición 1.1.1 Se dice que u(z,I) EH' en una banda a< 1 < b, •i aalÜ/ace lo ecuación 

de color ~ = $'t 11 ademáa liene lo propiedad de Hurgena en dicha banda, ealo u, 

u(z,l)=_l K(z-,,1-1')u(r,1')dr 

para lodo par 1,11 lalquea<11 < t </>,donde K(z,t) ea el núcleo de calor 

K(z,I)= ~e-~. 
v41'1 

Rooenbloom y Widder (17, teo. 10.2) también demuestran la. siguiente propoaición: 

Proposición 1.1.2 u(z, 1) E H'en a < 1 < b ri '11 aólo ai aalü/ace la ecuación de calor en 

dicha banda 11 además 

_l lu(z,1)1 K(z,V- l)dz 

ea uni/onnemenle acolada en a' < 1 < b', para cada par ti, b' lal que a < a' < V < 6. 

Estamos en condiciones de probar la sigujeD.te: 

Propoaición 1.1.3 Si 1 < p S oo entonce• H• e H' en lo banda O < 1 < oo. 
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Demoatración. Sean a',6' tales que O< a'< 6' < oo y sea.u a'< 1<6',1 < p <'oo, 

~ + ! = l. Entonces 

_z lu(:i:,t)IK(:i:,6'-l)dz s ll lu(z,t)l"dzy ll K(:i:,6'-1)•dzr 

s M ll K(z,b'-l)'dzf 

S Mq-fi 

donde 

M = ~~g [l lu(:i:,t)i'd:i:] l;. 

El cuo p = oo es mucho más sencillo y lo omitimoo Cl 

Hirschman y Widder [12, cap. VIII) demuestran el siguiente resultado: 

Propoaici6n 1.1.4 Paro cada 1 S p S oo 

(a) Laa condiciones: 

l. u(:i:, I) E H en la banda -oo < :i: < oo, O< 1 <e< oo. 

2 • • ~~~e llu(·,1)11, S M <oc, 1 < P S OO. 

son necesarias 11 suficientu paro que 

u(z, 1) = _l K(z -11, t)'P(11)d11 

donde -oo < " < oo, O < 1 < e 11 <p e L•(R) aalis/ace ll'Pll, S M. 

(b) Laa condü:ionea: 

l. u(z,1) EH en la banda -oo < :i: < oo, O< 1 <e< oo. 

2. sup llu( ·, 1)111 S M < oc. 
D<t<c 



aon riecesaria.s 11 sujicientea paro que 

donde -oo < :r: < oo, O < t < e 11 l lclo(11)I S M. 

Puesto que toda medida de nriación finita en R está determinada por una función 

de variación acotada en R y recíprocamente, toda función de variación acotada en R de­

termina una medida de variación finita, podemoa sub1titu.ir Ja (unción o que aparece en la 

representación de u en (1.1.4) (b) por una medida /Ja de variación finita en R. 

Con base en el ""'ultado anterior damOI una caracteñza.ción de HP(R~) para 

1 $, p ~ oo. Posteriormente, abordaremos el cuo O < p < l. 

Teorema 1.1.5 u E H•(R~), 1 < p S oo, ri 11 aólo ai 

donde V' E V(R) 11 -oo < z < oo, O < t < oo. 

Demootración. Supongamos que u E H', 1 < p < oo. Entonces u e H• en la banda 

O<l<ooyas{ 

u(z,t) = j K(z-11,t-t')u(11,t')d11 
-oo 

para toda pareja t,t' tal que O< t' < t < oo y z E R. 

Tomemos cualquier e tal que i' < e ~ e. 
Puesto que te~emos la representación 

u(z,•) = j K(z-11,•)V'(11)d11 
-oo 

para cierta V' E V(R) en la banda -oo < z < oo, O< • < e, podemoo escribir 

u(z,t) j K(z -11,t - t')K(·,t') • V'(11)d11 
-oo 

K(·,t-t')•K(·,t')•V'(z). 

K(·,t) • V'(z) 
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·y esta representación es válida en la banda -oo < "' < oo, O < t < oo. 

Supongamoa ahora que es válida la rep"'""ntaclcSn para u. Es claro que u e H y 

ademú 

lu(z,t)I $ j K(z-11,t) l'PMld11 
-oo 

s ll K(z-11,t)lcp(11)1"d11r ll K(z-11.t)d11f 

ll K(z-11,t)lcp(,)1"d11r 

Por consiguiente, para cada t > O 

llu(z,t)l'dz s 11 K(z-11,t)lcp(11)l'd11dz 

j K(z-11,t)dz j lcp(11)l'd11 
-oo -oo 

llcp(11)l'd11 

y de aquí concluimos que u e H•. 

El caso p = oo es muy senciUo y lo omitimos o 

El ex&men del caso p = 1 será un poco distinto. 

Teorema 1.1.11 u e H1(R~) ri 11 a6/o •i 

u(z, I) = j K(z-11,t)dµ(11) 
-oo 

donde µ pemnece al espacio M(R) de medidas de variación acotada en R. 

Demostración. Supongamos que u E H 1• Sea (tn)~1 una sucesión de números positivos 

tal que In t oo. Para cada n EN tendremos una función <>n de variación acotada en R tal 

que 

u(z, t) = j K(z -11, t)dan(ll) 
-oo 

y esta representación es válida en la banda -oo < :>: < oo, O< t < tn. 
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Sea µ,. la medida en M(R) asociada a º•· Por el teorema 1.1.4 (b) para Cada 

n e N tenemos que 

¡~ ldon(ll)I S M. S sup j~ lu(a:,t)ldz = M < oo, 
O<l<oo 

-oo -~ 

donde 

aup j~ lu(z,t)lfk S M. < oo. 
D<l<••-oo 

Así, la sucesión de medidas (µ,.);:"=• se encuentra dentro de una. bola cerrada en el. 

eap~io M(R) = Co(R)º y por el teorema de Banach-Alaoglu tal bola es débilº compacta. 

Siendo C0(R) separable, entonces dicha bola ea metrizable en la topología débil•. Luego, 

podemos encontrar una subsucesión de (Pn)~1 (que por simplicidad denotaremoe del mismo 

modo) yº?ª medidaµ E M(R) tal que /Jn - µen la topología débilº de M(R), esto""• 

j g(11)dµ.(11)- j g(11)dµ(11) 
-~ 

para cada g E Co(R). En particular, para cualquier t >O y para -oo < z < oo tendremos 

_l K(z-y,t)dµ.(11) - _l K(a:-11,t)dµ(11). 

As{, dado t > O elegimos R0 E N tal que O < t < fn para toda R ;:: Ro y por tanto 

u(z, t) = j K(a: -11, l)dµ(11), 
-~ 

Iepresentaci6n válida en la banda -oo < z < oo, O < t < oo. 

Recíprocamente, es claro que u E H y como en el teorema &;nterior, puede verifi­

carse fácilmente que para cada t > O 

j lu(z,t)llk S j dlµl(y) < oo a 
-~ 

Como consecuencia. de este resultado obtenemos el siguiente: 

Corolario 1.1.T n•cai) e a•. 
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Dem.,.tración. En (17, teo. 8.1, pg. 241) se prueba que 11 

u(:r, I) = _l K(:r - p, l)clo(11) 

y la integral converge abso\Jtamenle para O < 1 < e :5 oo, entonces u(:r,I) E H• en ea 

franja. AJ(, si u E H 1 entonces u E H• a 
(Más adelante, daremos otra prueba de eota afirmación). 

Ahora, obtendremos algunos resultados relativos a H•(Ri) para 1 :5 p :5 oo. 

Si eacribimoe K1(:r) = K(:r, I), puede verificarse fácilmente que (K1)1>D ea una 

identidad aproximada, lo cual será utilizado en el siguiente: 

Teorema 1.1.8 Paro f E Ü L•(R), •ea 
p=l 

u(:r, t) = K, • /(:r) = j K(:r -11, 1)/(11)d11 
-~ 

donde O < t < oo, -oo < :r < oo. Entoncu 

1. Si f E V(R) para algún 1 :5 p < oo, "" liene que u(., 1)-+ f en V cuando 1-+ O. 

l. Si f u canlinua 11 acolada entoncea u(·, I)-+ f uniformemente en auboonjuntos com­

pacto• de R cuando 1-+ O. 

9. Si f •• uniformemente canlinua 11 acolada entoncea u(·, I) -+ f uniformemente en R 

cuando t -+ O. 

4. Sí f E L~(R) entoncea u(·,f)-+ /en la topologsá dll>il' de L~ cuando t-+ O. 

5. Síµ E M(R) 11 u(z,I) = K1•µ(:r) enlancuu(•,1)-+ ,.·en la topología débil" de M(R) 

cuando t -+ O. 

Demoatración. Es exactamente igual a la del caso armónico (9, teo. 4.1, cap. 11], pues 

solo depende del hecho de que (K1)1>• es una identidad aproximada a 

Corolario 1.1.9 Si f es continua 11 acolada, entoncea la función 

u(:r,I)= { K1•/(:r) si 1>0, 
/(:r) ri 1=0, 

ea continua en ai '11 tk temperatura en ai. 



Demostración. Ea una consecuenda Inmediata de la parte 2 del teorema 1.1.8 a 

Propoaición 1.1.10 Para/ E Ü V(R) 11 u(z,t) = K, • /(z) 1e verifica ..... 
IM" t)lf, 5 11111, para o < t < oo. 

Demoatración. Para 1 5 p $ oc se verifica la aigulente deaig1111ldad: 

llK1 • /11, 5 lllll. llK1ll1 = 11111. a 

9 

Ahora obtendmmos la siguiente representación para cierta clase de funciones de 

tetnperatura. 

Teorema 1.1.11 Sea u(z,t) una/unción continua en R~, de lemperuluru en R~ 11 acolada. 

Entancea ae lienc que 

u{z,1) = i K(z -11, 1)u(11,0)d11 
-oo 

donde-oo < z < oo, O< t < oo. 

Demostración. Por la proposición 1.1.3, u e Hº en R~ y aa{ 

u(z,t)= j K(z-11,t-t')u(11,t')d11 
-oo 

para cada pareja t, I' con O< I' < 1 < oo. Bastar& demostrar que 

i K(z-11,t-t')u(11,t')d11-> j K(z-11,t)u(11,0)d11 sil'-+O. 
-~ -~ 

Pero 

IK(z-11,t -t')u(11,t')l S [ sup Ju(11,t)I] K(z-11,1:... t'), 
(•.•l•ªl 

K(z-11,t- l')u(11,t')-> K{z-11,l)u(11,0) y 

_l K(z-y,t)d11= 1 
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por lo que la. conc1u1ión se sigue fácilmente del teorema de convergencia dominada. de 

Lebesgue CJ 

Ahora, procederemoe a investigar condiciones de crecimiento para u( z, t) y D,u( :r:, t) = 
-$f cuando u E H•(R~), O < p :!:: oo, con el fin de considerar las derivadas fraccionarias 

D!12u(z, t) que serán uaadaa y definldaa en la siguiente sección. 

y como 

eo:toucea 

Iniciaremos nuestra. tarea analizando primero el caso 1 < p < oo. 

Sea .. e HP. Entonces tenemos 1 .. ..,presentación 

u(z, t) = _l K(z - 11. t)/(11)d11 donde Je L•. 

D1u(z,., + t) = _l D1K(z - 11, • + t)J(r)dr 

ID1K(:r:-11,a+l)f$Cmin{ ~ , 
1
,¡,1¡} (13,lema.3} 

10,u(z,a+1>1sc_Z mio{~ • <•+~it }11(11)fd11. 

Ahora descomponemos la integral del lado derecho en las siguientes integrales 

l1 = j mio { R • (•+~¡t } f/(v)I d11 

{r.l&-rl' «•+<) t} 

T, = j min { R , (Jrit } f/(r)fd11, 

b,1~-.r·>(-+•1•1 



1o:1)t 11111,2;(. + t)f< + 11111, l f 11, ~~1 .. ]; 
-si>(•+•)• 

2; 11/11, (•+1)\-f. + JI/JI, [ f 1:~]; 
•l>(o+1)t 

y aa{ obtenemoa 

[ 
1 ] 1 1 1, + 12 s 1 + ---. 2• 11111, ,_ .... 

(3q-l)• (a+I) •• 

por lo que 

JD1u(.,,a+t)J SC ll/Jlf ;\ 
(•+t) -

donde~+~= 1 (denotaremos con e a diferentes constanteo). 

Por lo tanto 

lo u(., 1)1 < cJ!&.. = c.!!fl!t.. • ' - ,t-t¡ i•+s'; 
Puede verificarse que la deslgualdad (1.1) tambaa,. válida para funcion,. 

u E H 00(Ri) (usamoe la desigualdad de Holder para p = oo, 9 = 1). 

Examinemoa el crecimiento de u e H'P, 1 < p < OO. 

Se tiene la representaci6n 

u(z,1)= j K(.,-11,l)/(11)d11 
-oo 

donde/E V. 

Por consiguiente 

ya que 
1 

JK(.,,l)J S v'ii'i' 

11 

(1.1) 



12 

Por tt.nto 

lu(z,t)I S Cl~ll, 
t p 

(J.2) 

Como una consecuencia de la desigualdad ( J .2) lenemoe: 

Si u E H•(R'I.) pal'G algún 1 < p S oo entoncu u(z,t) u acolada en cada aub­

aemiplana propio {(z,t) E R~: t;?: ta> O}. 

Ahora, ex&nUnaremos el comportamiento de u E H•(R~) para O < p S 1. Para 

ello, necesitamos demOBtrar el siguiente lema, que es una adapt&cl6n del caao armónico para 

círculos ( cf (9, cap. 2, lema 4.6]). Antee de establecer el lema, lntroducimoe loe siguientes 

conceptos que aparecerá.o en la prueba de este resnltado. 

donde 

Para OS T < oo, sean 

QT = (O,l)x (O,T), 

rT = r, ur,ur3 

r, ={O} X (O,T), r. = {1} X [O,T), r3=(O,1) X {O} 

y )> Ja medida de Lebesgue lineal en rT; rT se denomina frontera parabólica de QT• 

Parat>Osean 

l(z,t) 

<p(z,t) 

E K(z+2n,t) 

-2i!(z,t) 

y para t SO sean K = I = 'P =O. Cona.ideremoo loo núcleoo K; en r;, i = 1,2,3 dadoo por 

K3. 

K1(z,t;O,r) 

K,(z, t; 1, r) 

K,(z,t;(,O) 

<p(z,t- r), 

'P(l-z,t-r), os .. <t 

B(z-(,t)-B(z +(,t), O< (<l. 

Definimoo el núcleo de calor K(z,t;(,r) en QT X rr como la unión de K., K, y 

En [20, pg. 130) se prueba que si u es una función de temperatura en QT y continua 

en QT, entonces se llene Ja siguiente representación para u en (O, 1) X (O, T} 

u(z,t) = j K(z,t;(,,.)u({,r}dA({,r). 
rr 
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LM UIOld edv penboSUcM a Qr.., delas del modo llig1úeale (ver (2, pg. 832)): 

C..lil-lefamiliade puibcJIM {P1 :1 E K} dadu por laet11ed6a 

I="*'· l<T. 
Peral e B., (1,1)-lea~ penh6licv del úicopulo ele ia~ 

de rr 7 J\; (l,oo) 7 (1,-oo) - lea mordeudu ele (O,T) 7 (1,T). ,..pedhamale. 

Delalmm le mcida T.(z,I) = (z.,I.) .to.de 

:trr = ra+l¡:E-
1. = r2t+ (1- ... )T. 

T. deja üaTañeale a P1, ademú Qr = {T.(1,1): I E R, O < r < I}. n-· 
UIOldaadu panb6licu (p,I) a T,(1,1). 

Lema 1.1.11 Sa • •naforw:ión •~,.en •n _.....,.,.. (-. W... ,,.Nldol a loa 

e;e. ..,.,..,,..,, R e a~ ' .....,..... en R. Si (s., l.) u d _,,,,, • la /ronUN ..,,mor 

• R, ----'Pier o<,, :s; 1 lle ........ la~ .re.;,..w..r 

1-Cz.,t.)1" :s; c.1!1ff1-Cz,t)l"u" 
R 

ne-&rac:ióa. No hay pérdida de gaaenlidad ea 111,._ q.e 

R=Qr 7q11e //1-Cz,l)l"dz"=IQrl. 
Qr 

F.ato .., debe a lo lipjale: 

Sapongamm q11e R.,. el rec:túgalo 

R = (a,•)x (e,~. 

Couicleremo9 le trauformaá6n biyeetiva 9 : Qr --+ R defhúda ul 

9((,r)= (<•-•)Ha, (cl;c:>r+c:). 

Si • .. de temperatua ea R •Ion..,. •º 9 .,. de lemperatara a Qr aiempre qae (ti- c:)/T 
= (6-a)' (ver (20, pg. 12)}, .. 1o .,., liempre que T = (cl-c)/(6- •)'.Por couoiglÚenle, ai 
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probunoe el .__,.para fuc:ioa• de temperatara clehidu • QT, •toa- pu& el cuo 

en el qae • eolé dellaida .. R !lplic:amoe el ~de cambio de ....iable y obtenemoo 

I• (• (l.r))r s c,Jll¡:¡ JJ l•<•<e,r))f".t(.rr 
Qr 

c,Jll¡:¡ JJ ,. <• ((, r))f" ~.t(dr 

c,-./fr•<s,t)l'llzrll, 
R --· r-<"'··'·>I" s c.,!,¡¡ r·<··'>f"ürll. 

R 

Demm mordenadu parabólic:u a QT. Oblmftmm que li • • de temperatura en 

QT (y por amliguieate, eu cualquier nbrec:lúgulo de QT) entonces u o T. • de temperatura 

• QT para O< r < 1, paeoto que 

g~Q=~G-D+i,.,P-~+~. 
•to""• T • .,. la compmición de UD& truladóu, oeguida de una trauaformaclón ali'a del tipo 

((,r).-. (r(,r'r). 

oeguida de otra truladón, y ll&bemoe que .. tu traaaformacloaM compueotu COll UD& 

f111u:i6n de temperatura ligaen lieado de temperatara ((20, pg. 12)). 

Con el fin de facilitar la lectura, cllvicllrem .. la dem .. traclóa en & p-.. 

P- l. Definlmm para r > O 

m.(r) = [ A(~T>Í Jll(T.(1,•))rdA(•f 

donde A eo la medida de Lebeegae lineal sobre rr, y 

m.,.(r) = aup{J•(Tr(l,I))(: I E R}. 

Podem .. suponer que "'oo(r) !!: 1 para todo r E (0, 1), ya que li exiatiera .lgún 

ro E (0, 1) tal que m.,.(r.) < 1 tendñamoa por el Principio del Múimo para fancioaea de 

temperatura • UD rectángulo (20, pg. 20) 

Hl,T)I S "'oo(ro) < 1 
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y así 

juct,T>r s l~rl fL l•(z,1¡¡•11z111. 

En este paso, probaremoe l& siguiente desigualdad: 

(1.3) 

Basta observar que 

m1(r) xr/g j iu(T,(l,l))ldA(I) 
r,. 

xr/g j ju(T,(1,1))1" ju(T,(1,1))11-P dA(I) 
r,. 

S m.,,(r)1-•mp(r)P, 

. esto e11 

m1(r) S moa(r)1-•111p(r)". 

Pa.o 2. Demootraremoa que para O < a < r < 1 y p&r& (z,I) E Q~l = · 
(1j<,lpj X ((1- a2)T,T] se verifica 

iu(z,1)1 S M (1- ~¡-• j iu(T,(1,<p))ldA(<p) (1.4) 
r,. 

donde M es una constante positiva. 

Sabemos que para (z, l) E (O, 1) x (O, T) 

u(z,I) j K(z,l;{,r)u({,r)llA({,r) 
rr 
j K(z,1;1,<p)u(l,<p)llA(<p). 

r,. 

Ahora nos fijamos en r~>, la frontera parabólica del rectángulo Q~) = [.ir, It2'] x 
((1 - r 2)T, T] . Así, se tiene que T,(rr) = r~>. 

Sea 

ü(z,I) = u(T,(z,I)), (z,I) E (0, 1) X (O,T) 

entonces ü(l, <p) = v(T,(l, <p)). Si (z, 1) e (O, 1) X (O, T) tendremm que ¡¡ admite la repre-

sentación 

u(T,(z,t)) = ü(z,I) = j K(z,I; 1,<p)u(T,(1,<p)dA(<p). 
rr 



·como T,(z,t) = (z.,1,), entonces para (z,1) E Q~) tendremos 

u(z,I) = j K(T;1(Z', I); l,<p)u(T,(1,<p))dA(<p), 
r,. 

y ya que T, o·T. = T,., si (Z', t) E Q~) con O<• < r 

u(z,I) = j K(T~(T.-'(.,,t)); l,<p)u(T,(1,<p))dA(<p). 
r,. 
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Puesto que T;-1(z, I) E QT cuando (Z',t) E Q~l, basta examinar el comportamiento 

de.K(T~(z,t)) cuando (Z',I) E QT, O<•< r. 

Sobre r 1 tenemOB para 0 :5 T < f 

En r 2 tenemos para o :5 T < t 

y sobre r, tenemos para o < { < 1 

K,(Z'a,ta;{,O) = B(Z'• .:_{,b)-B(¿+{;t~). " ,. " . ,. ·::, ".'. ··_ "· 
,. ·:.:•. '• 

Primero haremos una estimación de K3 • Pues.to _que·· 

''"'·'>=~+t.c·~jr~t~ .·· .. 
tenemos que 

B(z- y,t)-B(z +11,I) ,,;2~:L~ .. ;~en(~n)aen(n.-11). 
· ,., '"<n=l_·.,.. ·. 

Por tanto, para O < p < 1 

2 f: .-n'_.[ ... 1+(1-... )T) 

n=l 

:5 2 E tp>1+(1-!>)TJn'•' 
n=I 

![~] 
:5 * (1 - p•)-1 
:5 :}r(l -p¡-2, 
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esto ea, 

IK3(:r~,,~;~.o>I s 3~ (1-w2
• 

Para estimar K1, observamos primero que 

8K IJK 
<p(:r,tl = -2-8 <"·'>+ E-2..-<" + 2n,1). 

Z ftflO «iZ 

Noo interesa. estimar 'Pf.p:r + (i - p) J,p2t + (1 - p2lT - r} donde O < " < 1, 

O< t < T, O S r < T, O< p < l. Puesto que 

IJK( ) { ~K(:i:,t) si t >O 
-

28Z "'· t = o si t s o 

tendremoe que el primer sumando de <p está mayorado por 

(la primera desigualdad se debe a que ?e-,} S CW, t >O, {J >O," E R). 

Si llamamos U(z, t) al segundo sumando de IP• vemoo que U es no singular y 

además esU. acotada por una constante C, por lo que 

ucz,1) ses cc1-pr2 • 

Así 

IK1(z~,t~;O, r)I se (1- :r•. 
Por último, baremos Ja estimación de K2. Como antes, nos interesa estimar 

'1'(1- (p:z + (1-p) !),p21 + (1- p2)T- r) = -2~(1- (p:z+ (1-p)l),p2t + (1- p2lT- r} 

+U(l - (pz + (1- PH),p2t + (1-p2}T- r. 

Como en el caso de K1, podemoo concluir que el segundo sumando está acotado, 

así que solo basta examinar el primer sumando. 
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Igual que antes, mostramos que 

l-2~! (1-(p:o+ (1-p)!),p2t+ (1-p')T- r)I :S (l -(p:oc+~))ª ·s (l~p)ª 
' : ,·'. 2 ..... . ·. ·' .. •' - '_ .. 

(debido a que 1- (pz + -'Tl> 1-~ = 1Tl· 
Por c:onaigo.iente, tendremos que 

!Ka('":•':; 1,r>I se (1- :¡-2
• 

De todas las estimaciones anteriores para K1t Kz "y Ka podemos concluir que para 

cualquier (:o,t) e Q~) con O<•< r se verifica 

Ju(z,t)J :S M (1- :¡-• J Ju(T,(1,cp))Jd~(cp) 
rr 

donde M es una constante positiva. 

Puo S. Probaremos que para a > 1 

1
1 

dr · ¡' dr ¡' dr logm00(r")-;- $Ca+ (1 - p) logm00(r)-;-+ p logm,(r)_-;-

t t t 
donde c. es una constante que s61o depende de a. 

La desigualdad (1.4) del paso 2 Implica que 

moo(•) $ M (1- :¡-• m1(r) 

Eligiendo• = r• con a > 1 obtenemos de (1.3) del paso 1 y de (1.6) 

m00(rª) $ M (1- r•-1f' m1 (r) $ M (1- r•-•r' m00(r)1-•m,(r)'. 

(1.5) 

(1.6) 

Tomando logaritmos, multiplicando por ~ y después integrando con respecto de r 

sobre ( l• 1) obteoem06: 

¡' dr ¡' dr ¡' dr logm .. (rª)-;- $c.+ (1-p) logm00(r)-;-+ p logm,(r)-¡:-

t ! t 
donde e,,, es la siguiente constante real: 

1 1 

C.= f logM~+2 j log(l - r•-1 ¡-1~ E R 
L L . ' 



ya que para a > O 

l 

/
1 e-· 1 ·)~ og 1-,.a r 

t 

l d 
-!-J log(l - ·>~ 
• 

_J. 'f 1ogz dz 
ª 1-z 

o 
/J cj logzdz 
1-z ' 

o 

/l = 1 - f.;, y Por consiguiente 

·¡ ( 1 )Id e fJ j log r=-¡:;; -f $ 1 _ /J j jlogzjdz < oo. 
t o 

Puo 4. Aquí mostraremos que existe una conataote C = C(p) tal que 

1 

f dr 
P logmp(•)-;:- se 

t 
En efecto, dado que 

1 = wrff iu(:z:,t)l'd:z:dt = 1d 1 tJJ iu(z,t)fdzdt, 
TQr T 1=lg, 

donde Q1, Q., Q• son las regiones que se indican en el siguiente dibujo: 

T 

(x-1/2) 2=(T-t)/4T 

0.2 ·. 0.4 lit • 0.6 º·' 
cOn~ideramOs Ja ifansfo~,aclón 

T: (0,1] X (0,TJ-+ Q1 

T(r,I) = (1r,r21+(1-r')T). 

19 

(1.7) 



Su jacoblano eo 

Por consiguiente 

8(z, 1) = det (-i ,º• ] = __ 21 r•. 
8(r,I) 2r(l-T) 

jj lu(z,l)l'da:dl 
Q1 

i /1u(T(r,l))f'1:~::!lldldr 
1 T 

l j j r3 Ju(T(r,l))J" dldr 
o o 

1 

l j j r• Ju(T,(1,1))1' dÁ(l)dr. 
o r, 

Ahora consideramos la traosíonoaclóo 

S :(0,1] X (O,TJ-Q3 

S(r,9) = (11'-, r'9 + (1 - r'JT) 

y como antes 

y aa{ 

1 

j j Ju(z, t)J'dzdl = ~ j j r 2 Ju(T,(1,l))l'dÁ(9)dr. 
Qa ora , 

Por último, consideramos Ja transíormaci6n 

W :(0,1) X (O,l)-Q3 

W(l,r) = (r9+ -'jt,(1- r 2JT) 

1 1 

jj:Ju(z,t)l'dzdl 
Qa 

2T j j r 2 Ju(W(9,r))l'dldr 
o o 

1 

2T j j r 2 Ju(T,(l,l))l"dÁ(l)dr. 
o r, 

Por consiguiente, de (1.8), (1.9) y (1.10) se sigue que 

1 

O !> j r2m,(r)"dr 
o 

j {Á(~T) f Ju(T,(1,9))J" dÁ(I)} r'dr 
o rr 

20 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 



por lo que 

1 

$ C j j r' lu(T,(1,l))r dA(l)dr 
0 rT 

=:; a~jjlu(z,t)radt 
Qr 

a, 

1 d 
p j Jogm,.(r)-f $ 

1 d J m,.(rY'-f 
t l 

1 

J r'm,,(r)"~ 
t 

1 

s 8 J r•m,(r)'dr 
o 

s a. 
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Puo 5. Ahora hacem08 el cambio de variable u = r• en la integral del lado 

izquierdo de Ja desigualdad (1.5) del paso 3 y usando la desigualdad (1.7) que mostramos 

en el paso 4, obtenemoe: 

1 ¡' dr ¡' dr ;; logm00(rJ-;:- $ C(a,p) + (1-p) logmoo(r)-;:-

• t 
donde C(a,p) es una constante que depende de a y de p. Puesto que a> 1 y m00(r) ~ 1 se 

sigue que 

1¡' • ¡' . * ;; logm00(r)-;:- $C.+ (1-p) logm00(r)-;:-• 

• • 
Si escogemos a> 1suficientementecercade1 de tal modo que! > t-p,obtenem<>1 

1 

J dr 
logmoo(r)-;:- <e, 

• 
d0nde Cp es una constante que sólo depende de p. Por consiguiente, existe r0 E [/'., t] tal 

~ue m00(r0 ) ~ exp [4] = Mp, una constante que sólo depende de p, esto es, 
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y el Principia del Máximo nos asegura que 

La argumentación anterior también es válida cuando p = 1 a 

Del lema anterior se desprende el siguiente: 

Teorema 1.t.13 Sea u una función de lemperoturo en a; que está uniformemente en 

V(R) poro algún O< p S 1, ••lo ••, 

sup ¡"" lu(:r:, t)I' dz = M' < oo. 
t>0 _

00 

Entoncea eziate una constante C que depende aolamente de p tal que 

lu(:r:,t)I S CMC~ poro toda (:r:,t) e ai. 

En porlicular, u(z, 1) e• ll4!olada en cada svbsemiplano propio {(z, 1) E ai : t ~ lo > O}. 

De hecho, se verifica la siguiente propiedad máa fuerte: u(:r:, 1)-+ O si (:r:, t) -+ oo en cada. 

•ubaemiplano propio. 

Demodración. Sea (z 0 ,t0 ) E Ri y R0 el rectángulo R.= (z0 -1f,z0 + 'f) x (1f;t0). 

Por el lema 1.1.12 tenemos que 

lu(z.,t.)I' S C,rk¡ J J lu(:r:,t)I' d:r:dt 
11. .. 

S Cpl! J J lu(z,t)l'd:r:dl 

lf lz-eol< 'f 
:5 c,l!f!-. 

Con ésto queda demostrada la primera parte del teorema. Para demostrar la última parte, 

fijemos t0 > O. Dado el crecimiento de u, para e > O existe t1 > t0 tal que 

lu(:r:,t)I S t para toda t ~ t1 • 

Nos falta mostrar que para lo S t S 11 se verifica la desigualdad anterior, siempre que 

lzl sea suficientemente grande. Procediendo como en la primera parte de la demostración 



vemos que para lzl > 11 y par& to $ t $ h 

• 
lu(z,t)I' $ C,¡\- j j lu(11,•)1"d11da 

t l•-•l<f 

$ C,¡\-J j lu(11,•)l'd11da 

't M>l•l-'t 

y esta integral tiende a O si lzl -+ oo a 

Como consecuencia del teorema anterior obtenemoa el siguiente: 

Corolario 1.1.14 Si O< p $ 1 entonces H•(Rp e H•. 

23 

Demoliración. Sea u E HP. Por el teorema 1.1.13 se tiene que para cualquier par a, 6 

tal que o< a< b < 00 y para todo te [a,6) 

l lu(z,t)IK(z,b-t)dz $ CMC'>_l K(:J!,b-t)dz 

$ CMa-'>. 
Se sigue de la proposición 1.1.2 que u e H• a 

Con los resultadoo anteriores podemoo analizar el crecimiento de la función 

D1u(z,t) para ueH•, 0<p$1. 

Sea t >O. Por el teorema 1.1.13 se tiene que 

donde z e R y C es una constante. 

Tomemos t 0 > O lija, tal que ~ < t 0 < t. 
Por el corolario 1.1.14 tenem06 

u(z,t)= l K(z-y,t-t0)~(11,t0)d11 
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y por collliguJeute 

ID1u(.,,1)1 S Cllullu•I;;~ j min{~'(i-!.)t }d11 

Cllullu•l;;~-l"" J 111 ~11.,¡• + J (l~~.)t] 
-•l'>C•-•·>t hr-•l'<!•-•·lt -· cti..u,,.~.~ 

\i'=r.;r 

se~. 
{t-to)1+,. 

Ahora, ai hacemOB que t0 - ! obtenemoa 

ID u(z 1)1 < cllullu. 
t , - ,1+~ (1.11) 

Huta aquí, hemos completado el análisis aohre el crecimiento de u y D,u, para 

u e HP(R'\.), O < p < oo, cuestión que retomaremoo en la próxima sec:ción. 

Si u e H•(R'\.), 1 S p S oc, los teoremas 1.1.5, 1.1.6 y 1.1.8 implican que las 

funciones u1(z) = u(:r, 1) convergen a una función / e V(R) en la norma de V cuando 

t -t O, en el caso 1 < p < oo¡ en los casos p = oo y p = 1, "' converge a una función 

f e L00 (R) en la topolog{a débil• de L 00 (R) y a una medidaµ e M(R) en la topolog{a 

débil" de M(R), respectivamente. 

Por consigulente si u e HP(R'\.), 1 S p S oo, la familia (u,)1>0 converge si 1-+ O 

en el sentido de distribuciones temperadas. Ahora bien, si • e H•(R'\.), O < p < 1, 

entonces por el teorema 1.1.13 vemos que cada u, es una función acotada y por tanto, una 

distribución temperada. De hecllo, la familia (u,)1>0 converge cuando 1 - O en el sentido 

de diatribuciones temperadas, Jo cual se prueba en el siguiente teorema. 

Teorema 1.1.15 Sea u e H•(R'\.), donde O< p :s; oo. Enloncea ez:iale ~u,= f en el 

senlido de distribucionea temperadaa. 

DemoatnacMSn. 

o< p< l. 

Ya probamos el teorema en el caso 1 :s; p :S oc. Supongamos que 

Para(.,,1) e R'\. y 6 >O definamoo 

u5(z,I) e v(.,,1+ 6). 



Cada Uf es de tempera\ura. en ai y además o6emoo que 

lu(z,l)i S CMd 

donde C es una. cons\an\e y M es c:omo en el \eorema. 1.1.13. Aú, pa.ra. cada. 6 > O, el 

\eorema. 1.1.11 nos aaegura la. siguiente representación: 

uo(z,I) = K(·,I)• us(z). 

Ahora, si '1 > 6 > O tenemos que 

u.,(z) = u,(z, '1- 6) = K(·, '1- 6) • us(z) 

Si tomamos transforma.das de Fourier obtenemos 

u;;m = í?({,.,-6)Ui({) 

y como 

tendremos que 

Lo anterior noe permite definir la. función 

Ahora, puesto que para cualquier i > O 

•({Je-•w2('• =U.({)= j ... c,>e-•nc .• .,, 

obtenemos la. estima.ci6n 

dondeN=~-1>0. 

-oo 

l•m·-• .. ('•I s j 1uc11.1Jld11 

S C00

M1-<}-t) 

:$ C1-N 
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A1í, 

l•WI S c¡~!1-Ne• .. (1
•) 

= CNf{l2N • 

De lo anterior, se sigue que • es una función lentamente creciente y por tanto, una d.111-

tribución temperada. Por otra parte, oi denotamoo por S el •plldo de Cuncionee de prueba 

dellnidu en R, aabemoo que Ja transformada de Fourier eetablece un isomorll1mo del esp• 

do vectorial topológico S' formado por lu distribucionee temperadas, sobre si mismo; por 

consigujente, existe una única / E S' tal que 9 = J. 
Veamos ahora que u, -+ /en S' si t -+ O, esto ee, debem01 mostrar que 

Denotemos por F(/) "' J. Usando la tr&nsform&da de Fourier vemoo que 

j u({,tJF-i•w~ 
-oo 

j •({)e-c .. (••r-1•Wd€ 
-oo 

y el último miembro de la igualdad tiende a 

Como una consecuencia del teorema anterior podemm establecer la siguiente: 

Propmición 1.1.18 Sea u EH", O< p < oo 11/=~..'!/;11(·,a) en S'. Entonce• para cada 

t >o 
v(·,t) = K 1 • f· 

Aaí, la di.tri6ución / detennina a u de manera tlnica. 

Demostración. Para cada 6 > O tenemos la represeutacicSn 

u(z,t +6) = K(-,t)• U¡(z) 
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Si dejamos fija a 1 y tomamoo llmile cuando 6 -+ O en $' oblenemm 

u(·,I)= K(·,I)•/ a 

Finalmente, abordaremos algunos aspectos relacionados con la convergencia pun· 

tual de las convoluciones (K, • /)t>O para/ E V(R), 1 S p S oo. 

En (9, teo. 4.13, cap. 11] se demuestra que para• :!: O, radial, decrecienle en lzl e 

integrable en R se verifica: 

•º(/)(:i:) S Cll•llt M/(z), f E LJ V(R), z E R, 
l~lfSoo 

con e una co1111tante, 

•º(/)(z) = aup I•• • /(z)I, 9,(z) = r'•(r1z) 
•><> 

y M/(z) ea la función maximal de/ en z, esto es, 

M/(z) = ::g l~l' l/(r)l4r 

donde Q es un intervalo que contiene a z y IQ 1 es la longitud de Q. 
Tomando 

•(z) = K(z,l), z E R 

y considerando la identidad aproximada 

Kt(z) = K(z, t), 1 >O 

podemos establecer la siguiente: 

Proposición 1.1.17 Erisle una constante C tal que poro cualqui<or f E V, 1 S p S oo, ' 

K'(/)(z) S CM/(z). 

Con esta proposición, establecemos el siguiente teorema. 

Teorema 1.1.11 Si/ e V(R) poro alguna 1 S p:;; oo, enloncu 

K, • /(z) - f(z) ri 1-+ O 

poro cari lada z e R. 
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Demootraci6o, K• ea un operador acolado de V en V para 1 < p < oo y de lipo débil 

(1, 1). El realo de la prueba ea exaclamenle igual que en el caao armónico (9, leo. 4.12, cap. 

n¡a 

Propmlci6n 1.1.111 Sea u E H', 1 < p S oo. Entancea 

llulln• = 11111, 

donde 

u(:t, 1) = K, • /(:t), /e L•(R). 

Por tanto, la funci6n u >-+ / u un üomorfiamo iaomitrico. 

Demmtración. Por el teorema 1. l .18, se tiene que para casi toda z E R 

u(:t,1)-+ /{:t) si 1-+ O 

y aplicando el lema de Fatou obtenemos 

11/11: S l!!'.\inf j lu(:t,l)l'd:t 
-oo 

La proposición 1.1.10 DOS garaolizala desigualdad opuesta a 

El siguiente lema noa será de utilidad, posteriormente. 

Lema 1.1.ZO Sea/ ES' 111f la función definida en Rl de/ modo aiguienle 

it(z,I) = K, • /(:t). 

Entancu, 1f .,, de temperatura en Rl. Si ademáa, paro O < p < oo ae verifica que 

oup IKr • /I E V enloncea 1f E H>. 
•>• 
Demostración. La primera parte se deduce de lo siguiente: 

La segunda parte del lema eo obvia a 



1.2 Espacios de Hardy de parejas cortjugadas de funciones 

de temperatura 

Inlciunoa esta sección introduciendo algunoe de loe conceptOI que requerirema. 

para definir au.,.troo e1pacioo de pareju conjugadu .• 

Para una fuaci6a f suficientemente regular, la integral &accionaria de Weyl de 

orden a > O oe define del modo aiguienle: 

0-0 /(t)= ;;:J1(u)(u-1r1du 

• 
·y la derivada fraccionaña de orden o > O se define como 

Dª f(t) = :~~ j ¡<Rl(u)(u- t)0- 1du 

• 
donde o = n - a, n es un en'6o positivo y O < O S 1. 

E.la versión de la derivada &accionaria de Weyl fue propuesta por M. Rieaz en (15). 

Ahí se muestra que para funciones f suficientemente regula.fta se verifican las propiedades 

Esta.moa en condiciones de formular la siguiente definición, introducida original­

mente por Kochneff y Sagher en (13]. 

Deilniclón 1.2.1 Sean u(:r,t), t1(:r,t) /uncionee ttalea definida. en Ri 11 de claae e•. Di· 

remo• que la pareja u+ iv e AH •i 1J aolo ai ae verijkon loa aiguientu condicionea: 

!. Se Hlia/ace el par de ecuaciones 

D.u(:r,t) 

iD:l•u(:r, t) 
-iD: ,.,,<.,. '> 

D.t1(:r,t). 

En (13) ae mu.,.lran loo aiguientea reaultadoa: 

P<opo.lc:lón 1.2.2 Si u+ iv e AH entonces u," e H(Ri)· 
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Propo1lclda 1.s.1 Si K(:i:,t) u el núcleo de clllorenai ellloncu K +i?tK e AH donde 

1'K u la lrouformado de Hilbert de K(z,t) con rupedo a la primero t1Grio61e. 

B.ecordo.m .. qae para / e P(R), 1 :S p < "'" la tnn1rormada de Hilbert de / 

•t' deftnlda ul: 

Propoolc:l4a •• , ... Si ge V(R), 1 :SJ>< º'" .-..,. K+m(1• K)e AH. 

Ahora, lntroducimoo naealroo espaci .. de pareju. 

Deflaiei6n 1.1.s Paro ""4a O < p < oo definimoo el aiguknú conjunlo 

Jl"(Ri) = { F = u+iu E AH: ~~~z JF(:i: + it)J'd:i: < oo}. 

lhocuentemente denoloremo6 a ute conjunCo airnpkmente por H•. 

Cuando u e H•(ai), 1 < p < oo, laestimaci6n (t.1) de luecd6n anterior implica 

(1.12) 

Si " e H•(Ri), O < p :S 1, la eatimaci6n (1.11) obtenida en la 1eeci6n anterior 
Implica que 

jJD,u(:z,a+ t)l•-ida :S 
o 

e IJullm i<• + t)-·-~.-t11a 
o 

C~B(!,!+~), 



esto es, 

lo'''u(:i: t)j <e~ ' ' - ,t+~ 
Como conaecuencia de Jaa estimaciones (1.12) y (1.13) vemos que 
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(1.13) 

Para cualqukr u E H•(Rl), O < p < oo, lkne sentido conaiderar laa derivadao ,frot:cionariaa 

o:l•u(:i:,i). Ademda •i u, V e H•(Rl) 11 •alia/acen (2) de la definición 1.2.1, entoncea 

u+ iv e H•(Rl)· 

Si F = u+ iv E H•(Rl) definimos para O < p < oo 

l~ ]~ 
llFllH• =~~ l IF(:i:+it)l'd:t: 

Puede mostrarse fácilmente que si 1 :S p < oo entonces la función 

es una norma en H• y si O< p < 1, llllli. es una p-nannL 

Usaremos Ja transformada de Hilbert para dar una deacripci6n de H•. Debemoo 

hacer énfasis en el hecho de que siempre ealaremoe considerando la lranafarmada de Hllbert 

con respecta a Ja variable espacial. 

Teorema 1.2.8 Si 1 < p < oo entonces 

H•(Rl) = {u+ i"ltu : u e H•(Rl)} . 

Demonraclón. Si u+i?tu eat' en el conjunto del lado derecho, entonces por el teorema 

1.1.5 y Ja proposición 1.2.4, u+ i?tu e AH. Ademú como 1t es un operador acolado de 

V en V para 1 < p < oo, entonces existe una con1tante C tal que para cada t > O se tiene 

ll?tu(·, 1)11, :S e llu(·, 1)11, 

y de aqw ea claro que u + i?tu e HP. 

Reclprocamenle, sea F = u+ iv e H•. Enton..,., •, v E H• y aatiñacen (2) de la 

definición 1.2.1. Debernoo mostrar que 

v(:i:,I) = ?tu(:i:,t) 



32 

donde 

u(z,l)=K(-,t)•/(z), pvaalguaa /EU. 

Ea efecto, por la propoeicl6a 1.2.3 y ea virtud de c¡ue 1t(K(-, t)) • /(z) = 1t(K(., t) • /)(s) · 

tenemm 

i ( j; i D,u(z,1 + t)dd.t) 

i ( j; i (l D1K(z-11,•+t)/(r}dr) .-•.,..) 

i ( j; _l (i D,K(z -11,• +1)a-lc1.t) /(r)dr) 

il ol''K(z-r,1)/(11)d11 

· j D.1tK(:r: - 11, 1)/(11)d11 
-oo 

D._z 1tK(z-r,l)/(11)d11 

Dz(1t(K(.,t) • /))(z). 

El intercambio en el orden de integración c¡ue apa.rec:e ea la tercera igaoldad eot' 

julificado por lo 1iguiente: 

j¡o,K(z-11,a+t)dlda :SC j mln{~'l-+~)t}•-lda 
o o 

pero 

1
00 

mln {;::'--, -1-..} ,-ldl 
0 

¡,.-rl" (•H)t 

f 

(•-rl' 00 -· ] :$ --'--- 1 .-l di + 1 _. __ .,. 
r.-•r º . I•-•>' (• + c)t 

00 

di ] s ~+A f <•+i>t 
(•-rl' 

s R 
y también 

loo m1n{~•t.1;;r}•-lda :$ 
o .-• (•+•) 1

00 ,-l 
--da 

0 (•+ c)t 
B(l,l}t 
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por lo que 

yul 

j mln { ¡ • ..!.¡1. t} 1/(11 )1 dr 
-oo 

J 11(11)1 ,, + f .ll00Lc1, 
t (z-11)2 

(w-•)'<• (•-•)2>t 

1 1 ~ "{ L}MI ~i.-•1>•7 

S f 11/11, X { >'l>-•l<ti} (11) 
1 
+ 11/ilp (•-•I' 

1 

.~111;; [1 + -1......-] 
• (at-1)t 

< co. 

· Asimismo, la derivación 191peclo a z bajo la integral en la sexta Igualdad, .. tá ju1tiftcada 

11<tt el hecho de que / e V y 

ID.1tK(z,t)I SCmin{f...n (J3,lema3J. 

Por lo tanto 

o(z, t) = 1tll{.:, t) + C(t) 

donde C(t) sólo depende de t, y como" e HP entou .... C(t) 5 o para toda t >O, .. to .. 

o(z,I) = 1ttl(z,t) a 

Ahora exanüuaremoo el problema de la completes de H• con la norma IHl11> llÍ 

1 S p < oo y con la p-norma ll·Ur.. si O < p < l. Para ello, ne<:eaitamoa de loo 1iguleutee 

noultadoo. 

Proposieión 1.2. T Para O < p < oo u verifican * ripienlu relacionu: 

l. ~n conalonlu poailitl06 C., Co lalu que para cualquier 1 < p < oo 11 cualquier 

F= u+ive H• 

l. Erioten conatonlu paailiV<ll D., Do falu IJUC para cualquier O < p S 1 f cualquier 

F=u+iveB• 



D~moál'llci6n. Parala prueba de (1) simplemente aplicamoa ladesigualdad de Mlnkowski 

y obtenemoa 

pero también ea inmediato que 

yul 

Para probar (2) oboenamoa primero qae 

fu(z,t)+i11(z,1)r s lll{z,1)r+ll>{z,1)r 

llFllri. S lluflr,, + IMfr,, · 
También. ea claro que 

lfulfr,, + lfl>lfr,, S 2 llFllf¡,. a 

Propoeici6n 1.2.8 p..,.,, cada FE HP, O< p < oo, uüte una cona!Gnte C = C(p) tal fll<' 

para cuca/quier(z,I) E ai 

donde 

Q = { 2 ri 1 < p < oo, 
1 ri O<pSl. 

Demodl'llci6n. Se& F = • + iv E H', 1 < p < oo. EntonC<ll, por la desigualdad (1.2) 

11e tiene que 

IF(z,t)I S lll{z,1)1 + fl>(z,l)f 

s e [11/llp + llillp) 1-$ 
donde u(·,I) = K, •/, v(•,1)= K1 •g, /,g E V(R) y Cea anaconotante. 

Aof, en virtud de las proposiciones 1.1.19 y 1.2.7 (1) se tiene que 

IF(z, 1)1 s ci-fi (llulln· + f111flnpl 

S ci-$ llFllu.. 
Ahora suponga.moa que O < p S l. Por el teorema 1.1.13 y la propooición 1.2.7 (2) 

tenemm 

fF(z,1)1 S cd llFlla, a 
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Corolario 1.:Z.11 Si O < p $ 1 enloncu 

Demodracl6n. Sea F = • + iv e B•. Para cada 10 > O lljo, ae tiene que 

.... (:r, 1) = tl(:r, t + 10 ) = K, • tl(:r, 1.), 

vt.(z, t) = v(:r, t +t.)= K, • v(:r, 1.). 

En virtud de la proposición 1.2.8 tenemm qne 

u(·,t.), v(·,t.) e i• n L 00 e L•, Vt > 1, 

y por el teorema 1.2.6 concluimoe que 

v(·,t.) = 1'-(·,10 ) e 

Ahora., e.tamos en condicionu de mostrar la completa de HP. 

Teorema 1.:z.10 e• •• completo para lodo o < p < ao. 

Demootracl6n. Sea (F0)~1 una suceoión de Cauchy en B•, F0 =u..+ iv0 .- Por la 

propolici6n anterior tenemoe que 

l(u. -u..)(z,t)I S l(F. - F,.)(:r,t)I $ ccfi llF. -F,.llu. 

donde 
o= { 1 si 0<p$1, 

2 si l<p<ao. 

Por consiguiente, ( Un):°=t , ( v..):!:1 convergen unüormemente en cada subconjunto compacto 

de Rl y u{ laa funciones 

u(:r:,t) .1!.."!,U.(:r,t) 

v(:r:,t) .1!.~ ll'n(z,t) 

resultan ser continuas en Rl. 
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Si logra.muo probar que ti y" llOD de clue e• en R~ y satiafacen (2) de la definición 

1.2.1, habremoo terminado, pu .. eocribiendo F = 11 +fo y tomando e > O obtenemoo 

j ¡F,.(:i: + il) - F(:i: + it)I' dz S Um inf j
00 

¡F,.(z + il)- F,,.(:i: + il)I' dz: ,.._.., 
-oo -oo 

s .. u.!" .. inf UF .. - F .. ur.,. 
< e 

lliempre que n eea auficlentemente grande, por lo que F,. --+ Fea IP. 

Probemoe ahora aueatra &firm&ción. 

De Ju eotimacioaes (1.1) y (1.11) 11e tiene: 

1 <p< oo, 

o< pS l. 
(1.14) 

Aol', (D1-.>::.,1 converge uniformemente en subconjuntoo compactoe de Rt y por comi­

gaiente para todo (:i:, I) E Rt, 

~ D,..,.(:i:,1) = D1u(:i:,1), 

luego, D,u ea continua. 

Ahora, sea (:i:,I) E Rt, sea K un compacto de Rt tal que {:i:,I) e K y sea Q un 

rectúgulo cerrado contenido en ai tal que K e Qº. Como "" es de temperatura en Q se 

tiene la representación 

11,.(:i:,1) = j K(z,l;()u,.(()d>.(() (1.15) 
rq 

donde K(z,I;() .. algún núcleo apropiado, rq es la úoutera parabólica de Q y d>.(() es la 

medida de Lebesgue lineal en rq. 
Si tomunoo Umite cuando n ..... oo en la expresión {1.15) obtenemos 

u(z, I) = j'K(z, I; C)u(()d>.(C) (1.16) 
rq 

Ademú, de (1.15) se tiene que 

Dau,.(z,I) j D.K(:i:,l;C)..,.(C)d>.(C) 
rq 
-+ j D.K(z,l;()tl{()<U(() 

rq 
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esto ea, 

D.u,.(:i:,t)- D.u(z,t) al n- oo. 

Pu .. to que (D •• u,.)~1 converge uniformemente en compacloo,.., algue que 

en particular. n ... ea continua. 

De lo anterior, se concluye que u es de temperatura en cualquier rectángulo cenado 

de ai, por tanto, ea de temperatura en R1.; an'1ogamente, "es de temperatura en ai. 
Reela ver que u," saliofacen (2) de la definicl6n 1.2.1. Se sabe que para todo (:i:, t) e ai 
y para toda ne N 

D.a,,(z,t) 

m:'2u,,(z, t) 

-m:'"v..(z, t) 

D.v..(z,t) 

por consiguiente 
Ds•(z,t) 

D.v(z,t) 

Tenemoe que moatrar que 

-i lim D:l•v.(Z',I) 

i • .;z-D¡J3 u,.(z, t). 

.J!.~D:'2u..(z,I) = Dl'2u(z,t) 

.l!_~D!f2v,.(z,I) = Dl'"v(z,I). 

Será suficlenle probar la primera igualdad. Usando las estimaciones (1.14) obtenemoo para 

todan 

I
D ( ) _1 1 { C'(• + 1¡-t.-1.-l si 1 < p < oo, 

,u,, "'•ª + t • • S C'(• + 1¡-~-1.-l si O< p S l. 

donde C' = C aup {IJ-.IJ8 , : n e N} ea una constante independiente de n. Pero 

i<•+t¡-$-•.-ida= tt.~iB(\,l+~) 
o 

. y 

i<•+i>+'.-lda= t~~ls(M+~)· 
o 

Se ligue del teo?ellla de convergencia dominada de Le1-gue que para· lodo (z,I) E ai 

j D1-.(z,a+t)a-lJ..- j D1u(z,a+t)a-lda 
o o 
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c¡ue era lo c¡ue deaábamoe moetrar O 

Ahora, procederemoe a caraderizar nuestroe eopacioe H•(Ri). 

Neceoltamoe iutroducir loe oigulentea t!8pacioo, de loe cuales se han hecho ya eotu­

dloo exhau1tivoe. Unicamente oe mencionarán loa resultadoe más importantes oobre elloo. 

Para mú detalles, puede vene [9, cap. W) y [8) . 

. Denota.remm por 

U:rm(~) = { F =u+¡.,: F .. holomorfaen ai y ~~g_z IF(:r: + it)i'dz < 00} 
con la ~norm& 

llFllÜ• = aup /

00 

)F(z + it)i' dz ai O < p < 1 
•"" t>O _oo 

y Ja norma 

llFllH=..., = r~~ _l JF(:r: + it)i' dz] ~ al 1 S p < oo. 

También, denotaremos por 

nr ... cai) = {u: ai .... R I •ea armónica en ai y llullHf- < 00} 
donde llullH?- ea definido de modo análogo. 

Para 1 < p < oo, en [9, cap. JU, pg. 235) se establece el aiguiente homeomorfi1mo: 

(u~ .... ll·llH:~) !!!! ( {/ + i1tf : JE ReL•} .11111, + ll'H./11,). 

En virtud de loa teoremas 1.2.6, 1.1.5 y 1.1.8 y debido a la continuidad de 

'H.:V--+V paral<p<oo 

se sigue que 

(H',JHle.)e! (u~ .... 11·118 =...,) 1i 1 <p<oo. 

Así, ya tenemoo caracterizadoe a nuestroo espacios (H•,JJ-1)8 .) cuando 1 < p < oo. 

Ahora, nos reatringimoo al caso O < p $ l. 

El teorema 1.1.15 noo permite introducir la aiguiente noción: 
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Denotamos por Reff P al eopacio formado por lu diatribucion• frontera &F( :r) 

correspondientm a lu funciones F e ff P con la p-nonna 

ReF(:r) >-+ JIFJIÜ,. • 

En el caso holomorfo, de acuerdo a [9, cap. ID, pg. 236), denotamos por &H:.,,. 
al espacio de diatribucionEB frontera &F(:r) correspondiente& a las funcioa"" F e u: .... , 
con la p--norma 

ReF(:r) ,__. IJFflú:.,.. 

En virtud del corolario 1.2.9, para determinar la naturaleza de nuenros eopacioa 

H', bastará conocer la naturaleza de nueatroe espacios Jl.eR', tal y coD:to ocurre en el cuo 

holomorfo. 

Por otra parte, de acuerdo a [9, cap. lll], li una función Fe n:.,.cai), digamo0 

que F = u+ iv entonces para cada 10 > O fijo tenem .. 

v(•,10 ) = 1tta(·,l0 ), 

y redprocamente, ai para cada 10 > O fijo couideramoa la función 

donde u e Hf,.,., entonces Fe B~nn· De hecho, 

eo un operador acotado. 

Lo anterior, significa que el EBpacio H:.,.cai) realmente queda determinado por 

la primera componente de cada elemento de F e JP..,.(Ri) tal y como ocurre con IDI 

""Pacioo IP(Ri). 
Abuaando un poco de la notación, podem01 pea- que 

siendo mta indulión propia, en virtud de laa oboervaclonm anleriorm. 

Loe lriguienl"8 -ultadoa sobre loa mpacioa Hf.,. (ver [8), [18)) oerúa crucial"" en 

nuestro an'1iala. O.. hecho, el liguiente teorema probado por Felf'ennan y Steln [8, teo. 11, 

pg. 183) ee el ..,.ultado mú importaote que caracteriza a loa eopaci .. Hr ... : 



Teorema 1.2.11 Dada /e S', loo riguienlu enunciacloa .oon equivalente.: 

(l) Para rp e S cal que 

donde rp,(z) = C-1rp(z/I). 

(ü) Paro rp como en {i) 

1 rp(z)dz = 1,. 

u+(z) = 1up l'P• • /(:o)l e V 
l>O 

uº(:o) = aup lrp, • /(t)I e V. 
lr-•I<• 

(fil) La clillribución / nrve como 

J = .~ u(.,1) en s• 

cloncle u E Hg..,.. 

De ltuho, 
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ciando el aímllolo ~ entre cla• UJlf'l'.'ionu aignijü:a que el miembro izquierdo ea menor o 

igual que una conalonte (inclepencliente ele u) veoea el miembro clerecho 11 vice""""· 

Otro teorema importante en el estudio de loa eepacioe Hf"" lo con1t.ituye el 11-

guiente resultado [18, prop. 3, pg. 123): 

Teorema 1.2.12 Si/ ., una clulribución rulringicia en infinilo, en1onc .. ¡ e Hl..,. .; 11 

1olo ai •e ,,.,.;jü:a la •iguicnte conclición: 

aup { 11/ • .,,;11~ + 117!/ • 'P1ll~} s e 
l>O 

ciando rp e S, _L, rp(:r)cl:o = 1 11 C ., uno conalante inclepencliente ele/. 

Sobre este teorema, es necesario aclarar dos conceptos: el de dlatribucl6n ,... 

tringida en infinito y el de su transformada de Hilbert. Vayamos & ello. 
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Se dice que una distribución / está restringida en Infinito, 11 para todo r < oo 
suficientemente grande 1e verifica la condición 

/•v>E L'(R) V<peS. 

En particular, IÍ / .. una diatribución que ademú .. una fondón en L• con 

9 > 1, automáticamente obtenemm una cliatribud6n /restringida en Infinito ya que siempre 

podemm elegir a > 1 de tal modo que 

!=!+!-1 
r 9 • 

y como <p E L", en virtud de la desigualdad de Young tendremCM que 

111 • "'"· s "'"· llv>ll. < oo. 

Cuando / E Hf,.,. y <p E S, la función / • <p E L• para r ?: p, esto es, toda 

/ E Hf.,. .. una di1tribución reatringlda en infinito [18, pg. 100). 

Noo reota aclarar como se define la traalformada de ffilbert de la distribución 

/E Hf.,. (ver [18, pg. 123)). 

Denotemos por k al núcleo de distribución de 'H. Pueoto que la convolución de doo 

distribuciones, en general, no está bien definida, deben exp!otaroe laa propiedadeo de / y 

de k. Para ello, se fija <p E Cg" tal que 'l'(z) =O cuando lzl?: 1y'l'(z)=1 para lzl S 1/2. 

Escribimos 

"º ""' koo k(l - <p) 

con Jo cual obtenemoe 

k = k 0 +k00 • 

PuNto que ka tiene ooporte compacto, / • 1:0 .. una dl1tribuci6n bien definida. Por otra 

parte, koo eo una función acotada que ee O (lzl-1) IÍ lzl -+ oo y uf, podemm delinlr 

donde"' es, 

(/. k.,., Y,) = (1 • i.1:.,.} 

Y,(-z) 

1:.,.(-:r), 

definición que 1e jwtifica en virtud de que/•~ E L', k; e L•', 1/r + 1/r' = 1, r ~p. 



Ahora, relomamoe al adll1is de nueotros espacloo H•, O < p S 1. 

Primeramente, moe&raremoa que 

&ll"c R•JP..,.. 

En efecto, 1i / E R.eH• entonces exi1te " +in E H• tal que 

Para cada t0 > O fijo, se tiene en virtud del corolario 1.2.9 que 

u{ 

yademú 

t1(z,t0 ) = 'lt•(z,t0 ), 

..._(z,t) = Ko•ti(z,10 ) 

t1j0 (z,t) = K, • ?tu(z,10 ), 

aup{llKo•u(-,1.)ll~+llKo •?tu(·,t.)11:} < oo •>• 
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y liendo u(., 10 ) una función en L•, 9 > 1 y por tanto, una diatrlbución reotrlngida en 

lnfinllo, oe algue del teorema 1.2.12 que 

donde 

u(-,1.)eH:, ... 

También, por el teorema 1.2.11 se tiene que 

Kv(u(·,1.))(z) = ••P IK, •u(·,l.)(r)I. 
lr-•l<C 

Por otra parte, al definim08 la ínnción 

Fo.(z,I) = P, • u(z,10 ) + i1t(P0 • u(z,10 )) 

(1.17) 

obtenem01 nna función en IP. .... (pues 1t : Hl,... -+ Hr.,. .. un operador acotado (18, tea. 

4, pg. 115)) que aalilíace 

F,,(z,t)-+ 11(z,t0 ) + i'ltu(z,t0 )"' u(z,t0 ) +iv{z,t0 ) 
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cuando t - o+ para cu1 toda 111 E R, por lo que [9, cap. fil, cor. 1.2) 

Por conaiguiente 

llu(·,t.)l~r- S llF..llá=... S Cllv(·,t.) + i•(·,t.)11: Se 11/11,..a. (1.18) 

Ahora bien, combinando (1.17) y (1.18).., obtiene 

y como 

Kv(/)= limKV(v(.,t.)) c.t.p. 
fo!O 

aplicando el lema de Fatou obtenen;ioe 

esto es, 

con lo cual hemos moetrado que 

Ahora veam01 que 

&O:..,. e &11" •. 

Sea I e ReHCrmt entonces existe u+ itJ E BCrm tal que 

!=p~vC·,t) en.s', 

de hecho, 

Así, 

feB:...., y v(·,t)-/ enH:.,.. 

Del teorema 1.2.12 se tiene que 

aup { 11/ • K1ll: + llH/ • K1ll;} S C < oo •>• 



por consigu.iente, l~ función 

ta1(.,,I) = K, • /("') 

es una función de temperatura en &¡ con la propiedad de que 

oup J00 

lta1( .. ,1)j'b se< 00 

•>0-00 

esto es, "'• e HP. Ahora bien, para cada 1 > O y para cada lo > O 

w1(.,,1+10 ) = K1•1D1(.,,10 ) 

y 

entoncea, 

por lo que la función 

w,(z,1+1.) s K1•1ttD1(.,,1.) 

.. de temperatura en ai. y ademú por la propooiclón 1.2.4, la pareja 

(t01(.,,I + 1.),w,(.,,1+10 )) E AR. 

Pueeto q~e 

w,(z,1+1.) 

""aigue que w, EH•. 

K1•1tw1(z,1.) 

K, • K 1• • 1t/("') 

Kr • 1t(K10 • /)(z) 

K1+1. o 1t/(z) 

44 

Aol, (wi. w.J e R•. Por el teorema 1.1.15 sabemos que w1(·, 1) couverge a una 

di&tribucl6n en ReffP, pero por otro lado 

tD1(·,I)-/ enS' Bi 1-+0 

con lo cual podemOI concluir que 

I E ReffP. 

Como consecuencia de lo anterior y del corolario 1.2.9 hemoo mootrado que 

u• = w...... o <,. s 1. 

En el siguiente teorema, mostramoo que como espacios p-normadoo completos, son 

equivalentes. 
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Teorema ~.z.ia H• rH=""' O< p S 1, oon upacio1p-normadoa compktoa topológic:amente 

equioolen'f. 

Demoaiilci6n. En looT párraloo anteriores, vlmoo que Ja tranaformaci6n 

HP H~"" 

F = •+ iv ,...... f = P.!'Av(.,I) en S' 

ea biyecti 

11 

Ademáa, ea acotad;;;;h:~ue ll/ll~HC... 

S Cllfli&u. 
CllFllS, 

y oiendo H• y u~ ... eapacios p-normadoo completoo, ae sigue del teorema de la tranofor­

ma.ción ab1erta que T ea un homeomorfi1mo a 

~ambWn, podemoa obtener el liguiente 

Teorema 11.z.14 Para O < p S 1, F = u+ iv e H• r f = P.!'A u(·, t) en S' oe verifico 

1 1'/ = P.!'A v(., t) en S'. 

DemoatJci6n. Para cada t > O 

1 11(.,t) e H' !!!! H:,,. 

y ademú 1 

1 1t. : Hl"" -+ Hlr,,. 

•1,_,,,_,,_b~:.,<)=M•(·,<) 

v(•,t)-. ?tf en Hl..,. 
yuí 

1 oi 
1 

- O nclulremoa eata aecci6n dando una caracleriz.clón de ReH•, O < p S 1, uaando 

'tomoa. 
1 

lo aer' una conaecuencia inmediata de loa resultadoo que ae ti.enen para el cuo 

armcSnico (para un eatudio detallado de btoo, puede conaultarae (9, cap. m, aec. 3) y (6)). 



Inttoduclmoe de manera breve loe conceptee que necesitamos. 

Sea o< p:S l. 
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Dellaid6n 1.2.111 Diremo• pe una función a : R __. R con MlpOIU contenido en un 

intervalo I u un (p, oo )-átomo .; ulil/ace ta. riguienw condicione., 

(i) Si 111 denota la longilud del intervalo / entoncu 

Hall.., s 111-~ . 

(li) Para lodo entero A: = 0, 1, ... , l!J - 1, donde [!] clenalo la parle entera de !• to. 
mome..W. de orden A: ele a aan """'• u decir, 

j a(:r):r'á =o. 
_.., 

Ea (9, cap. fil, teo. 3.4) le demueatr& el aigujente teoremL 

Teorema 1.2.111 Si a., un (p,oo)...UOmo mtoncu a e &JI?.., r llalla.llb, :S C, donde 

e .. tina con.Cante que .&lo lkpm¡ü de I' 11 na ""' átomo parlicular a. 

De hecho, "" tiene el siguiente resultado (9, cap. m, teo. 3.8 y teo. 3.9): 

Teorema 1.2.11 Sea/ e ReJI?._. Enloncuaille una aucui6n lk (p,oo)-álomol(a;),i:1 

runa ltlCUidn de nllme..,. mite. (A;)j:1 lalu que 

, 
f IA;I' s e 11/lla.8 :... 
j=t 

I = Í: A;a; en &JI?.., (por lonlo, en S'). 
jml 

Reáprocomenle, .; / ., •na dillribación temperada tal pe 

/ = Í: A;a; enS' 
jal 

EIA;I'< 00 
j=I 

r a; u un (p, oo )...UOmo para lodo;, enloncu / e ReH~.,. 11 

11111&&~- s e E IA;f". 
i=l 
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Ahora, pode- proceder del modo oigaiente: 

Sabem08 que si / e ReB=..,. entones exl.te • e B• tal qae 

•(·,I)---+ I en S' oi 1 ..... o+. 

De hecho, para cada 1 > O 

-C·,l)=K1•/. 

Puesto qne I e ReH~ ..... el teorema 1.2.17 n08 garantiza la descomposición 

/ = E>.;a; en S' 
j=I 

donde (a;);_1 eo unasuceiión de (p,oo)-,tomos y (J.;)~1 es nna nceol6n de números realeo 

tal que 

f 1>.;1• s Cll/11,..ec.,. s Cll/11,..RP· 
i•l 

Por tanto, para cada I > O 

-C·,I) = f >.;•;(·,1) en S' 
j•I 

donde 

•;(•,1) = K1 •a; para &odaj. 

lled'proeamente, una deoc:omposici6n con ta!N carader(eticu indac:e una dia­

tribaci6n / e ReR•. 

llesamlmos lo anterior en el oigaiente teorema. 

or-rema 1.2.1a Sa / e S'. Entoneu /e ReR•, o<,, s 1, ri •Mio ri aiale ve H• 
IGI pe v(·,1)-+ / en.$1 •paracodia1 >o 

-C·,1) = f >.;•;(·,1) ... S', 
j•I 

v;(-,1) = K1 •a; para lada;, 
(a;)j:.1 u ,.,,.. hCerión de (p, oo)-óto,..... • (>.;)~1 u ,.,,.. n<:Uión de nú,...,...,. realu l4l 

E l>.;r s e lllll&e.. 
i=d 
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Capítulo 2 

Espacios de 1-Iardy de funciones de 

temperatura en Qoo 

En eote capítulo, .. tucllamoo e9pacioo de Hardy de pueju conjugo<lu (u, v) de 

fanclonoo de temperatura defuúdu en (O, l) x (O, oo) y con valoreo en UD espacio de Banach 

complejo X. Primeto abordamoo el ca.o eocalar, lo cual nos permite gen enlizar al cuo 

vectorial, pñcUcamente llin ninguna moditicaci6n, lliempre que 1up0ngamoo que X tiene la 

propiedad (ARNP) (ver (3)). Detinimoo una. nueva propiedad, que llamamoo (AHRNP), 

la cual reaulta eer equivalente & la propiedad (ARNP). Elte ""• precil&mente, el resultado 

mú Importante de eote capflulo. 

2.1 La propiedad (AHRNP) 

Damoo Inicio & eot& -cl6n, introduciendo la lligulente nolaclón: 

. X denotari un eopa.cio de Ba.n&eh rol o complejo. 

Si 1 es UD intervalo compacto de R, Jlx(I) denot&ri el eopado de medidu 

C1·adltivu de variación acotada en I y con valOlel en X. 

~(I), 1 :S p <oc, oerá el espacio de funcloneo f (mod(.\]) defuúdu en I y con 

valoreo en X taleo que 

11111, = [/ llJll'it d.\]~ < 00 

donde .\ eo la medida de Lebesgue en I. 



49 

Li(I) será el espacio de funciones / (mod [.\)) talea que 

11/1100 = supe• 11/llx < oo. 

En algunas oc:aaioneo, a fin de enfatizar que una función real / definida en I, 

pertenece a V, eocribimnoe /E Lr._(J). 

Si O ea cualqnier reglón del plano, H(O, X) será el eapaclo de todu lu funcioaea 

definidas en O con valorea en X que satisfacen la ecuación de calor en la topología de la 

norma de X. Reoaltan ser eqnivalentea: 

(a) 11 e H(O,X). 

(b) (z•, 11(·)) E H(QT, C) Vz' E X•, donde fJT =(O, l) X (O, T), O< T $ oo. 

Para 1 :s; p < oo, dellnimm loo aigulentea conjuntoo: 

H!{Q .. ,X) ={·E H 1(Q..:..x): lim 11(1) = lim 11(41) =o VI> o}. 
1-(0,1) •-<•~) 

Aho~a, definiremos eapacim de Hudy de parejas de funcionea de temperatura coa 

valorea en un eopacio de Banach. Antea de ésto, neceait&m08 hacer algunas preciaionea. 

Sea E un eapacio de Banach real y X su complejiflcaci6n, .. to .. , 

X=E+iE. 

Dellaiclóa 2.1.1 Sean 11, u: Q .. --+E, 11," E C2(Q .. , E) en sentido fue<*- (i.e., u 11 e 

ut4n M/inida en Q .. , toman 1>0lorea en E y tienen..,,..~ <krivadas parclaka continuas 

rupecto a la topolog(a M la nonna en E). Diremaa que u+iu E AH(Q00,X) si u eerifican 

las ripienlU conflicionu: 



· (b) Se aalu/ace el par tk ecuacionu 

D.u(.1',I) 

;o:'•..i,., 1) 

-iD!'2v(:r, 1) 
o.v(:r,1). 

50. 

Como lo hemoo dicho antes, lu derivadu D., 0 1 oe conoideran respecto a la 

topología de la norma en E y lu deriva.Ju fraccio11ariaa D!'2 eot"1 delinidu a.o{: 

o:l•u(z,t) = Jr j 0 111(.l',•+l)a-itLt, 
o 

donde Ja integral del lado derecho, es una integral de Bochner respecto a la medida .-112.D 

en (O,oo). 

El aiguíente reoultado aerá utilizado frecuentemente. 

Prop«Mición 2.1.2 Si 11, " e c•(Q.,.,E) en aentUlo /uerle 11 uialen »:'ª•, 0:1•.,, en­

loncu: 

u+ iv E AH(Q.,.,X)- (u{·),•")+ i(v(-),e') E AH{Q.,,,C) Ve' E E'. 

Demoetración. Supongamos que u+ iv E AH(Q..,,X). Entoncea 

-m:'2 (v(-),<")(z,1) j: j D1t>((-),e')(:r,a+t)a-lda 
o 

j: jco,a(-),e')( ... ,•+t)•-•da 
o 

( j: i D1v(.I',•+ 1).-ló,e') 

(-ml'2v(z,t),e') 

(D.u(:r,t),e') 

Dr (u(-),e•)(:r,I) 

y de modo análogo ae prueba la otra ecuación. 

Para la reciproca, baata observar que lu híp6teois "•"E C•(Q00 , E) fuertemente 

y 

-iDl'2 M·),e')(z,I): D.(u(-),e')(z,C) Ve' E E' 

implican 

-w:1•.,cz, t) = D.u(z, t). 
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Análogamente se obtiene la otra. ecuación a 

Ea conveniente observv que lu derivadu frac:donariaa de fucionee con va!Oft!ll 

en E gozan de la propiedad 

Esto se debe a que para lodo e• E E• 

D"(DI' (u, eº))(-)= D"+t' (u,eº)(·), 

y puesto que e• es continuo, el miembro izquierdo"" (naDPt<(·),e"} mieutru que el miem­

bro derecho .. ( na+lfu(. }, •• > . 
¡-

Proposición 2.1.3 Si u+ fo E AH(Qoo,X) entonces u, ve H(Q.,.,E). 

Demoeiración. Para cualquier e• E Eº 

(D1u(-), e•)(z, 1) 

esto es, 

D1 (u(·),eº) {z,I) 
n:l•n:I• (u(·),e") (z, 1) 

-W:'"Dz (v(·),eº) (z,I) 

-WcD!'" (v(•),e•) (z,I) 
D? (u(·),eº}(z,I), 

D1u(z,I) = D!u(z,I). 

De manera oimilar ee pr0<ede con v a 

Eatamoo ya en condiciones de introducir nueatro1 espacioo de Hardy de pareju 

conjugadu. 

Deftnición 2.1.4 Para 1 $ p < oo lk}inimo• 

H•(Qoo,X)={F=u+foeAH(Qoo,X): aup jUF(:o,l)llxlh<oo}, 
O<•<ooo 

H 00(Q .. , X)= {F =u+;., E AH{Q..,, X): F .. llllx -acolada} 11 

H!(Q .. ,X)={F=u+iveB1(Q.,.,X): lim u(9)= lim u('l)=O Vl>O}. 
•-10,1) 1-11,11 



Una consecuencia Inmediata de I& propoBición 2.1.3 es que si F 

H•(Q00,X) entonces u, v E H•(Q00 ,E). De hecho: 

P~poeición 2.1.11 Paro 1 :s; p :s; oo ae 'IH!riMa 
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u+ iv E 

Dem<N1traci6n. Si F =u+ iv E H•(Q00 ,X) entonces u," E H•(Q00 ,E) y por tanto, 

u+ iv E H•(Q00,X) a 

Para concluir esta sec:cl6n, definiremos una nueva propiedad anal!tica de Radon· 

Nikodym que relacionaremos más adelante con la antigua propiedad analítica de Radon­

Nikodym. 

Definición 2.1.11 Sea X= E+iE como anlu. Diremo•qu• X tiene la propiedad(AHRNP) 

lo cual denotaremoo por X E AHRNP •i JI oolo oi toJa F E H!(Q00 , X) tiene 11°milea 

latero/u c.t.p. 

Recordamos qne [3, def. 1.1) nn espacio de Banach complejo X tiene la propiedad 

analítica de lladon-Nikodym, lo cual denotaremos como la propiedad (ARNP) o bien, 

X E ARNP, si toda medidaµ en Mx(S1) con ¡¡(n) = O para toda n < O ea repreeentable 

por nna fnnclón JE LJc(S1), esto es, para todo A E 8(81 ), la familia de borelianoo de S 1, 

se verifica 

donde S 1 = {ze C: jzj = !}. 

2.2 El caso escalar 

µ(A)= j f(t)d>.(t), 
A 

En esta sección, nos restringiremos aI análisis del espacio H!(Q00 , C). Usando argu. 

mentos prM:Ucamente idéntic.os {siempre que tengamoe hipótesis adecuadas), retomaremoe 

a la situación general en Ja tercera sección. 

Sea u E HJ(Qoo,R). De &CUerdo a [5), podemos extender para cada 1 > O fijo 

u, = u(·,I) como función impar a [-1,0) y deapué& a todo R como función 2·peri6dica, 

obteniendo la siguiente repreeentac16n en Q 00 : 

u,(z,•) = f: a,,(l)e-"2 
.. •aen(n .. z) 

=• 
(2.1) 



'donde 
1 

a,.(t) = 2 j to({,t)aen(nr{)d{. 
o 

Ahora, recordamos la noción de serie conjugada (21), la cual será muy Importante 

en nuestro análisis. 

Definición 2.z.1 Sea 'f' una función continua definida en R de peñodt> 2, digamoa 

'f'(z) = L c,,e¡"""· 
neZ 

Su función conjugada ip ~tá definiJa del modo #iguienle: 

ip(z) = L(-i)agn(n)c,,e¡•"" • 
• ez 

En realidad, 'f' puede pensarse como una función continua definida en 

s• = (-1, 11/{-l, l} y - como UD operador actuando en C(S1). 

Si denotamos por U, = U(., t) la extensión de u1 a(-1,1) tenemos Ja representación 

por Jo que 

donde 

U,(z,a) =E a,,(t)e-•
2 
.. •aen(nrz), "e [-1,1), a> O 

n=l 

U,(z,•)= ¿c,,é•"", ze(-1,1), •>O 
nEZ 

Por consiguiente 

(2.2) 

(2.3) 

ü,c..,.•> = -f a..<t>·-·· .. ·coscn....,> • .., e c-1,11. º <. <"" c2.4) 
•=• 

Denotando por ü1(z,a) = ü,¡
1
,,,

1 
(z,•) obtenemos el siguiente resultado: 

Prop011icl6n 2.2.2 Para cada t > O 

ut + iii¡ E AH(Q00,C). 



Demo.tración. Tenemoo que probar 

Veamoo: 

-i~ü,(:z:,•) 

/¡;u,(:z:, •) 

i~u,(:z:,a) 
-i~iic(z1 a) 1 

¡f;ü,(:z:,•). 

* j §;ü,(:z:,a + r)r-ldr 

º={J[ ~ ] * j ¡;; - Ea..(l)e-•'r(•+•looa(nr:z:) r-ldr 
o n=1 * ir.t. (n .. ·2) a,.(t)e-•'r(•+•>coa(n .. :z:)] r-ldr 

*E (n2,,.•) a,.(t)e-•"""coo(n .. :z:) [i .-•2
r•r-ldr] 

E (nlr)a,.(t)e-•'r• coo(nr:z:) 
n=l 

/;u1(:z:,a). 

El Intercambio que oe hizo de la nma con la integral en la cuarta igualdad oe debe a que 

la serie 

E n21'2a,.(l)e-•'r(o+r) coe(nl'z)r-l 
-=• 

satllface la aigalente eotimaclón: 

Y 1&mbién 

ln .. ·2a,.(t)e-•'r(o+rlcoo(n1':z:)r-ll $ On•e-•2,.,•r-l 

s on;S. 
O;o\r-t, 

ln• .. •a,.(t)e-••r(o+rlcoe(nl'z)r-ll $ On•e-•'r•r-l 

s oo;B­
s o;,i.r-l 

(O depende de • y t), por lo que 



y así 

il~ n2
ir

2a,,(l)e-n' .. (•+<leo1(nrz)r-tldr S C i [t.;;.] r-ldr+C irt. ;.J ddr 

< oc. 

De manera análoga se prueba la otra parle D 

Ahora abordaremoo el problema d• caracterizar loo elementos de H!(Q..,,C). 

Sea F =u+ iv E H!(Q..,,C), uf u+ i11 E AH(Q..,,C), u E H!(Q..,,R), 

"e H'(Q..,,R). Sabemos que [5, pg. 44) para cada t >O fijo 

e.to ea, 

donde 

1 

u,(.,,a) =u(.,, I +a)= j [8("' - e,•) - 8("' + f,a))u(f, l)d{, 
o 

1 

u,(.,,a) = J K3(z,a;f)u(f,l)df, (.,,•)E Q.., 
o 

K3(.,,•;e> = 8(., - e.•>- 8(., +e.•>· 

(2.5) 

Sea (t..):01 una sucesión tal que In l O. Lo. aucesión (u(-.ln)):., .. una •uceolón 

acotada en Lit ([0, 1)) ._. Ma. ([0, 1)) = C ([0, 1))º y por el ceorema de Banech-Alaosla, 

posee una nbnaeión (que por 1impllcidad denot&n!moo del mismo modo) que converge en 

la topología débilº a una medidaµ e Ma ([0, 1)). Siendo K3 (.,,•; .¡ una función continna 

en (0, 1), se ligue que 

1 

u(.,,•)= lim u,.(z,a) = lim /x•(.,,a;e)u(f,ln)df, 
"-00 ..-oo 

o 

e.toes, 
1 

u(z,•) = J K.(.,,•;f)dµ(f), (:r,a) e Q.., 
o 

dondeµ E Ma ([0, 1)), o equivalentemente, dado que 

K3(z,a;f) = 2 E e-"' .. 'aen(nir:r)aen(n .. f), .... 

(2.6) 



donde 

00 

u(z,a) = I: a,,e-"' .. •aen(nr:r) 
n=1 

1 

a,,= 2 j aen(nr()dp((), n O!: 1. 
o 

Por otra parte, paeato que 

tco,1) i~ll(O,I) 
00 8 

--j: j ¡¡ll(O,a + l)a-lü 
o 

o 

--j: j ~11(1,•+l)a-lü 
o 

i~ll(l,1) 

tc1,1> 

. le 11pe q• (5, PI· 63) para cada t > O ... 
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(2.7) 

..,(s,•) = o(s,1+ •) = E6,.(1)e-"1 
.. •c:oo(nr:r), (s,•) E Q.., (2.8) 

doade 

-·· 

.... 
1 

6,.(1) = 2 j c:oo(ar()o((,t)lfe, 

• 
1 

.. c ... •>= /1la(s,•;()o(f,•)lfe + ~ 
o 

7la(s,t¡() = 1+2f e..,.._.1c:oo(ars)COI( ... () = l(s+(,t) + l(s -(,t). -· 
(2.1) 

Debido a que" E B 1(Q00,R),al (1,.l:.1 ea ananc:eal6a que d..,._aO,entoa­

la 1aceal6a (0(.,1,.))::,1 ae encuentra en un bola en .lla((O,ID = C((0,1))º 1 arpmea­
tuado lgul que uatea, exilte ua medida 11 e Ma ([0, 1)) tal que 

1 

o(z,•) = j 7la(.,,•;()411(J)+ ~· (z,•) E Q00, 
o 

(2.10) 



es decir, 

con 

v(.,,a) = f 6,.e-"' .. •coa(nr.,), (.,, .. ¡E Q .. ...., 
1 

6,. = 2 j coa(nrt)dv((), n <:O. 
o 

Sea µ1 la exlenaión impar de p a (-1, 1), eoto eo, 

En ton ceo 

. portuto, 

1'1(A) = p(An (0, 1))-p(-A n [0, 1)) para A E 8((-1,1)). 

íii(n) 
1 f e-•-c.,,.1m 

-1 
1 1 

j e-"'-C""'t) - j e"'of""'f) 
o o 

1 

= (-2i) j aell(nrfl""(f) 
o 

-M., 

iii(•) =o .... so. 
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(2.11) 

Se oigo del - ele loo .......... lliea (1, ""'- uo, ..... Q - ailte 
/1 E L)t((-1,1)) tü flM 

""1(f) = /1(f}llf, 

admnú, /1 • ua mdcln Impar. 

Si 0--/=/ir.,.q --

""<f) = /(f}llf ,_ I E Lit ((O, l)) 

Si alaorammideruam laateiui611parele11 a (-1, l), eotoeo, 

Va(A) =11(An(o,1))+11(-An(o,1)) para AeB((-1,l)) 

teadtemmque 
1 

iíi(•) j e-•of.,.,,(f) 
-1 

1 1 ¡ e--"'""'m + ¡ e .. -c.,,,,m 
o o 

(2.12) 



: ... , .. ' 

.esto ea, 

1 

2 j coo( n .. ()dv({) 
o 

6,., 

Vi(n)=O Vn <0 

y uf existe 61 E LJt ((-1, 1)) tal que 

.W,(() = 111(e)d(, 111 una función pu. 

Si Jlam&mOl 11 = 11ifie.•I \enemoo que 

d1'(() = 11({)"€ con ge Lii.((0,1)) 

MI, podemoo escribir (2.6) y (2.10) del modo ligulente: 

1 

tl{z,I) = j K3(z,l;()/(()d(, f E L}L((0,1)) 
o 

y 
l 

58 

(2.13) 

(2.14) 

t>(z,I) = j°K3(z,l;{)g(()d(+ ~' 11 E L)t ((0,1)) (2.15) 
o 

Uouem01laialormaci6n •+it> E AH(Q00,C)pwa determinar Ja forma de e(z,1). 

De .(2.14) ee tl•e que 

con 

Pero 
D.t>(:r,I) 

tl{z,1)= f ..,.e-•' .. 'aen(nrz) ..... 
1 

""= 2 j aen(nr()/(()"€. 
o 

iD:t•tl(:r,I) 

--j: j D19(z,a+l)a-•l•u 
o 

--j: f (-n2r 2)..,.e-•1 .. 1Mn(n .. :z:) je-•' .. •a-lü 

-· o 00 

~ (nr)a.e-•",.•aen(nrz), 
•=l 



lo cual implica que 

"(z,t)= -Ea..•-•'_.'coo(nrz)+C(t). 
R=l 

Por consiguiente 

v(z,I) = ii(z,l)+C(t) 

donde ~se toma respecto a la variable espacial y C(t) es una función de t. 
Por otra parte, como 

tenemmque 

D:'2 .,(z,t) = iD.,u(z,t) = i E (nr)a,,e-•'_.'coo(nrz), -· 
D1v(z,t) if (nr)a,,coo(nn) n:t•.,-..... 

-=• 
iE(nr)a,,coo(nrz)j; j (-n2r 2)e-•' .. (l+~),-icü 
.... o 

E (n•r•) ._.,-••_., coe(nrz) .... 
D,9(1:,1). 

v(z,t) = ü(s,I) + D(s), 

donde D(s) es nna función de s. 

De lo anteri• se ligue que D(z) = C(I) a C, nna coulante, y por tanto 

t1(s,t) = i(z,t) +e 
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(2.18) 

Ahora,probaremm qaetl{-,t)-/ol t -o+ c.t.p.oobre[O,l)yen L',y tamblá 

que v(·,t)- gol t -o+ c.l.p. oobre [0, 1) y en L'. 

Sabemmque 

donde / E LJ.. ([0, 1)). 

l 

u(z,I) = j K3(z,l;{)/({)4(, 
o 

De acuerdo a (10, tea. XII] 

u(z,t)-/(z) si t-o+, 
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para cui &oda"' e (0, 1). 

Ahora, observamDI que K,(o:,t;f) >O (20, pg. 92) y siendo K3 continuo, debe 

integrar pmitivo. 

De hecho 
l 

O < j K,(z,t;f)d( 
o i L~ .. K(z-f+2n,t)-K(z+f+2n,t)}d( 

='f);oo [i K(z-f+2n,t)4(-i K(z+H2n,t)d(] 

y notando que 't'n e z 

z+2n-1 < z-f+2n < z+2n y 

z+2n < z+f +2n < z+2n+ 1, 

vemoo que tal ll1UDa llo puede excecler el Ylllm 

1K(f,t)<I(=1, 

l 

O< j K,(z,t;f)<I( :S l. 
o 

Como K,(z,t;f) = K3(f,f;z) atollee1 

l l 

O< j K,(z,t;f)ü = j K,(z,t;f}d( :S l. 
o o 

Por c:omigaiate, para cada f > O 

1 l 

j j K,(z, t;f) l/(f)( d(á 
o o 

l 

IJ/IJ, j K,(z,t;f)á 
o 

:S "'"· • •decir, 

1111( •• t)IJ, :S 11111, 't't > º· 
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y éato implica que 

,!i!l'. snp llu(•, t)111 S 11/111• 

Pero sabemos que u(·, t) ~ /cuando t -+ o+ c.l.p., y aplicando el lema de Fatou obtenem .. 

11/llt S 1~ lof 1111(·,1)111 • 

Por lo tanto 

.~ llu(·, 1)11, = 11111,' 

aaí que 

u(·,t)--+/ en L1• 

TambM!o, se tiene que para cierta 11 E Lft ((-1, 1)), 11 par, '•lto.•I = g, 

v(z,t)- 't 
1 

jll.(z,l;()g({)cl{ 
o 

1 

j {l(z H, t)+ l(z - (, t)}g(()cl{ 
o . i {J;_ K(zH+2n,C)+K(z-(+2n,c)}1(()cl{ · 

... { 1 o } -~- ¡ K(z-(+2n,1)11(()cl{+ !. K(z-(+211,C)11(-(}4( 

j;_ U K(~ -(+ 2n,C)gt(()cl{ + l K(z -(+ 2n,c)11(()cl{} 

... 1 

E j K(z-{+2n,c)11(()d(. ---1 
j K(z -(,C)11(()cl{ 

_.., 

y ü iguü que en (10, PI• 394) oe tend,.¡ qae 

v(z,t)--+ f11(z) + ~ para casi toda z E (-1,1). (2.17) 

A.al, 

( ) 
6. . 

v ·, t --+ g + 2 c.t.p. BObre [O, 1). 
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Análoeamente, 'K3(s,t¡() = l(s+(,t)+l( .. -(,t) >O y liendocontinuo, integra 

polilivo. 

Mú aún: 

pw .. v11ez 

1 

O < j K,(,.,t¡()d( 
o i Lt .. K(z+H2n,t)+K(z-(+2n,t)}d( 

t-.. U K(z+(+211,t)d(+ i K(s-(+211,t)d(] 

_l K((,t}d( 

s+211 < s+(+211 < •+2•+1 
s+211-l < s-(+211 < •+2•. 

Tambl&, como 7l,(s,t¡() = r.ce.t:s), 111 liglle c¡WI 

1 1 

Jr.cs,t;f)d(= Jr.cs,t;()b= 1. 
o o 

Por tanto, para cada t > O 

i loCz,t)lú s u'K.(z,t¡()ú] U•U1 +\a 

111111+~. 

llm np!lv(·,t)!11S116111 + !..2• • ........ 
Como v(·, t) -+ 1 + 6o/2 c.t.p. en (O; l], el lema de FatoR implica 

llm !lv(·, t)!l1 = 116111 + !..2• • ,_... 
. Por otra parte, IÍ denotam .. por T el operador definido para V' E LJi. ([0, 1]) por 

1 

T<p(:IO} = v.p. j [cotr ("' ~e)-cotr ("';e))V'Ce)d( 
o 
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tenemos que, para cada t > O &jo 

l . 

v.p. j [mtr (."'!')-mtll' ("';')) to((,t)cf( 
o 

Tto(·,t)(s) 

v.p. i [cotr ("' !')- rotr (";')) (t.a..•-•'_.1..,n(nr()] 11( 

Ea..•-•'"'' {v.p.j [cotr (" !')-rotr (" ;')) aen(nr()cf(} 
..... o 

- Ea..•-"'"''eoo(nr"') ..... 
i(•,t)(z) 

(ver (1, pg. 252)). Por maaigaleate 

Tto(·,t)(z) = i(·,t)(z) c.t.p. eobftl (0, 1) (2.18) 

La expreácllt (2.18) - permite ,,_ el llecllo de qae - • 1lll operador de tipo 

dAil (1, 1) (9, teo. 5.11, cap. Q. Coa 6oto, delermluremoe qae forma llena f· 

Sea (i,.)::¡.1 llll& 1acmi6a qae decrece a O. Paeato qae to(•, t.) - / ai • ..+ ao • 

L• ea&ollcea 

v(·.t..)=i(·,t..)+c-l+c al n-ao 

• L~, el eapacio L' débil, 7a qae - ea de tipo débil (1, 1). Por couigaleate, mdate llll& 

nbnceaióa (qae por almplic:idad denolanmtm del minio modo) tal qae 

v(·,t..)-J+c ai •-oo c.t.p.en [0,1). 

Pero tambWll aabaDoa qae v(·,t.)-+ 1+6./2 c.t.p. ea (0,1), por lo luto 

1 = l+c- ~ (2.19) 

donde e .. ana coutute real. 

Hemm obtenido entones lu ligaientea repreaentadoaea para u y para " : 

l 

*·'>= J x.(..,,t;()/(e)cl( 
o 

l 

v(s,t) = j7l,(z,t;()/(()d(+C 
o 

(2.20) 

(2.21) 



donde /1 E Lft ((-1, l)), I = f1Lo,11 • /1 .. Impar tal que K E Lft ([-1, l)) y e .. tina 

connante real. 

Todo lo anterior puede nsumine en el ligulente teorema: 

Teorema 2.2.a F =a+ io E B!(Q..,,C) n r aolo n 
1 1 

F(.,,t) = j K 3(.,,t;()/(()d(+ i j"Ko(.,,t;()/(J)'( + iC 
o o 

donde C u""" corutante real, /t u""" /llnción irnpar en Lft ((-1, 1)) tal q11e 

K E Lft ((-1, l)) , l11i •.•• = /. 

Demod1acl6n. Una implicación ya se hizo. Supongamoe ahora que F tiene una ex· 

preeión como la dada, enton ... 
1 

11(.,, t) = E a,.e-•' .. 'un(nn), con a. = 2 j un(nr()/(()d( 
-1 o 

'1 
1 

o(.,,t) =E t,.e-•'_.• coo(nn) + 60 , con t,. = 2 j coo(nr()j{()d( 
.... 1 o 

donde 60 .. una mutante real. Pneslo que Vn E N (ver (21, teo. 8.7, pg. 158)) 

tendremoe que 

1 

6,. = 2 j coo(nr()/(()d( 
o 

1 

-2 J coo(tar()/(()d( 
o 

1 

-2 j aen(nr()/(()d( 
o 

-a.. 

o(.,,t)= -Ea.e-•2 
.. 'coo(nr .. )+60 • 

ft=I 

Como en Ja propooición 2.2.2, se demuestra fácilmente que FE AB(Q .. ,C). Ademú, para 

cadat>O 
1 

j IF( .. ,t)lda: S C [111111 + li)1j < oo 
o 

y 11(.,,t) oa&mace 11{0,t) = a(l,t) =O para toda t >O, .. to .. , Fe B!(Q .. ,C) a 



Córolario 2.2.o& Si•+¡., e R!(Q,., C) •nloncu" ..W.ftu:e Lu condicionu • Neumann 

"" 8v ¡;{O, t) = Dz {I, t) = O. 

Corolario 2.2.1 FE R!(Q .. ,C) oi J .lo oi 

F(.,,t) = -if ..,.e-•'_.,..., .. +iC -· donlk C u •"" co...tante real 11 -ia,., n e Z ...,. to. coe.{it:ientu • Fourier • una /rlnl:ión 
impar / 1 eLk_((-1,1]) tal""' T. e L)t<(-1, 1)). 

Dema.tnei6a. Por el teonma anterior, FE R!(Q00, C) 1i y oolo li exi1le ana funci61l 

impar / 1 eLk_((-1,1)) con/, e LL_{(-1, 1)) tal que 

doade 

Claramente 

F(.,, t) = f; a.e-•' .. 'aen(nr.,)- i f; a.e-•'_.• cos(nr%) + iC 
.-1 .... 

1 

a.= 2 j aen(nr{)/Wlle, n EN, Y I = f1(io,i¡ • 
o 

1 

/.(n) j .-;•-<fa((~ 
-· 1 o 
f.-;•-</( ()lle + f .--< ( -1( -())lle 

o -· l 1 

f.---</((~ - f ... -</((~ 
o • 

1 

-2i j aen(nr()/((~ 
• 

-ia.t. 
y tambio!a • claro que 

ao 
F(.,1 t) = -i E._.-•'_.<+ .... + ;e a 

-=• 
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2.3 El caso vectorial 

En esta aecci6n, relomamoo a la oiluacl6n general. 

Sea E un Mpaclo de Banach real y - X 10 complejiflcaclón, esto eo, X = E+ iE. 
Nuealro objetivo es demoolrar la equivalencia de lu propied&deo (ARNP) y (AHRNP). 

Primero moolraremoo que ARNP e AHRNP. Para la prueha de eola conlenc16n 

Mqnerimoo el siguiente lema: 

Lema 2.a.1 Sea Y un upada tle Banach re4l tal que E C Y. Si µ E Mv (S1) 11 tiene la 

propieJad tle que Vn E Z 

J ..en(n .. {)ciµ({), j coo(n .. {)ciµ({) E E 
$1 SI 

entonce.µ E Ms {S1) • 

Dem...traclón. (Cf [11, pg. 901) Sea P la familia de todoo los polinomios trlgonomélriC09 

dela forma 

Ea•..en(h{)+ E61cos{1 .. o. 
• 1 

La hlp6teoil implica que pva todo p E P 

f 1'(0ciµ({) E E 
s• 

y pueoto que Pes denso en LL, {S1, (µI), el espacio de funcionM Jµj·inlegrahlea en S' con 

valores en R, entoncea 

j f({)dµU)EE 
SI 

para toda /E Llr, (S1, jµJ) • 

En pvticulv. •i A E B ( s•) tendremoa que pva I = XA 

µ(A)= j XA({)dµ({) E E O 
$1 

Ahora, retomemos a nuestro problema. 

Supongamos que X E ARNP. 



Aol, sea F = t1 + iv E B!(Q..,,X). Enlonaio, para lodo e• E E• oe verifica 

(ti(·),eº) + i(v(·),eº) E AB(Q..,,C) 

y de hecho, 

(u(·), eº)+ i(v(·),eº) E B!(Q..,,C) 

ya que para lodo 1 > O y para lodo e• E Eº 

l 

jl(u(z,l),eº)l<k 
o 

l 

~ /ll•ºllllu(z,l)llsik 
o 

l 

11•º11 j llu(z,l)llsik 
o 

y análogamente 
l l 

j l(v(z,"1),eº)lú ~ 11•º11 j Uv(z,l)Jlsú. 
o o 

Además, para todo 1 > O y para lodo e• E Eº 

lim (u(9),eº) = ( lim u(9),e•) =O= lim (u(9),eº). 
•-(o,t) 9-(0,f) · 1-(t,c) 

Por el caoo eecolar, aahemoe que para cada 1 > O fijo y para todo e• E Eº 

1 

(u1(z,a),e") = J Ka(z,a;{)(uU,t),eº)tle 

•, 
J (Ka(z,•;{)u({,l),e') de 
o (i Ka(z,~;{)u({,l)de,e')• 
l 

11t(z,a) = j Ka(z,a;{)u({,l)de. 
o 
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Si (1,,)::0.,1 decrece a O, la sucesión (u(·, 1,.))::0.,1 es una sucesión acotada en 

L1.((0,1]) e Lf;:,,((0,1]) e Ms .. ((0,1]) = C((0,1),Eº)' y por el teorema de Baoach­

Alaogln poeee nnunbsnceoión (que denotamos del mismo modo) que converge en la topología 
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débil• •un elementoµ E ME-• ([O, J)). Por la contlnnid&d del ndcleo K3 lendrem01 la re-

prMentad6n 
1 

u(:o,t) = j K3(:0,a¡()dp(() con µE Ms•• ([O, 1)) (2.22) 
o 

An'1ogamente, pan c&da t > O y c&da e• E Eº 

1 1 

(t11(z,a),eº) = jx.(z,•;E)(v(E,1),•º)de+ j (t1(E,1),eº)lle 
o o 

y argumentando igual que antes, existe una medida 11 E Ms•• ((O, 1)) tal que 

1 1 

t1(:0,t) = f K3(:0,t;()dv(E) + f dv(E) (2.23) 
o o 

Demoetraremoa queµ y v toman 1us valores en E. De acuerdo a la representación 

(2.22) tenem01 

donde 

u(z,I) =E o,.e-n' .. 'aen(nrz) E E 

""' 
1 

o,.= 2 j aen(nr()dµ((). 
o 

Por consigtüenle, fin E E para todo n E N. Denolemoo porµ, la medida impar definida en 

8((-1,1]) por 

Esta medid• satiaf'ace 

µ1(A) =µ(A n [O, 11) - µ(-A n (O, JI). 

1 

j coe(nr()dµ1 (()=O E E, 
-1 

1 1 

j aen(nr()dµ1(E)=2 j ••n(nrE)dµ(() E E 
-1 o 

par& todo n E Z y por el lema 2.3.I concluimos que µ 1 e Ms ((-1, 1]), luego, 

µE Ms([O, 1]). 

Ademú, como i'i(n) = -io,. =O \In $O y E tiene la propied&d (ARNP), exi1le 

/1 E Ll: ((-1, J]), /1 impar, tal que 



Por tanlo, si / = /1 l!O~J enlonceo /e L}: ([-1, 1)) y clµW = /(()d( por lo que 

con 

1 

tl(s,1) = j Ko(s,l;e>f(e)d(, /e Ll:([O,l)) 
o 

Ahora, consideramoe la expresión (2.23) y obtenemoe 

v(z,1)= E6-·-·· .. •-cn.-z)e E 
n=O 

1 1 

6,, = 2 j oos(nr€)dv({), ne N, ~ = j dv(e). 
o o 

De aquí, oe sigue que 6. e E. Sea "1 la medida par definida en B([-1,1)) por 

Pueslo que Vn e Z 

"1(A) = 11(.An[O,l)) +11(-An (0,1]). 

1 1 

j cos(n.-0""1(()=2 j cos(nr€)d11(€) e E, 
-1 o 

1 

j aen(nr€)dlli(€) =O e E, 
-1 
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(2.24) 

11e sigue del lema 2.3.1 que.., e Ms([-1, 1)) y por lanlo 11 e Ms([0,1]). Como tamb~ 

í)l(n) = 6,, =O Vn <O, existe 111eL}:([-l,l)),111 par, tal que 

SI g = llilre.•J entonces 11eL}:([0,1)) y dll(€) = g(e)d(. Por tanto 

guiente: 

1 

v(s,I) = j"'Ko(z,1;€)11(€)11(+ ~· 11eL}:([O,1]) 
o 

(2.25) 

Hemoe obtenido la rep.-ntad6n para F = u+ iv e H!(Q00,X) del modo si-

1 1 

F(s,1) = j Ko(o:,1;e)l(e)d( +i Jx.(z,1;e)11(€)d( + ¡~ (2.26) 
o o 

donde/, 11 e L}: ((0, 1)) y 6./2 e E. 
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M .. tremoo que F lieue lfmites laterales c,t.p. (Véase (14, leo. 2.2]) 

Debido a la repr.entaclón (2.24), al igual que en (14) puede probarse que" tiene 

lfmlles laterales c.t.p. De becbo, 

lim u(q) = lim u(q) =O 
•-(o,t) •-(t,t) 

y 

,'!:Jt+ u(.,,I) = /(.,) c.l.p. en (O, 1) (2.27) 

Por otra parte, debido a la representación (2.25) y dado que 6(0 ,t) es continua 

para cada t > O, le sigue que existen 

lim v(.,,1) y lim v(.,,t). 
c-.o+ ·-·-

Falta ver que exiale 

,'!:Jt+ v(.,,t) c.t.p., 

pero oboervaado que g E L}; ((O, l)) con g = ••Ji•.•J' g1 E L}; ((-1, 11), g1 par, podemoo 

proceder como eu el c:aao escalar (ver el argumento de la página 61) y obtener 

,'!:Jt+ v(.,,t) = g(.,) c.t.p. eu (O, 1) (2.28) 

Por lo tanto, toda FE H!(Q00,X) tiene límiteo lalerales c.t.p., uí 

XeAHRNP. 

Ahora, demoolremoo que AHRNP e ARNP. 

En eate caso, también nquerimos del siguiente Jema técnico. 

Lema 2.3.2 s.,.µ. E Mx (S') lal que jl(n) =O para toda n <O,µ.= µ.1 + iµ.2 dolllk µ1, 

"'2 E Ms(S'). Siµu, P."2 ""'l4a parla impar 11 par deµ.,, ruJl""li..,mente, para A:= t,2, 
uta u, 

11 

entoncu 

-¡ii¡(n) = ijij2(n) 

11 
-jij¡(n) = i;lii(n) 

para lodo n EN. 



Demoa&racl6a. N11eslra bipó&eoia 10bre µ implica que para &oda n < O 

ilt(n) = -iP,(n) 

Asf, en virtud de (2.29) tendrem08 

ilii(n) 

por lo que 
-í.i21(n) 

l [Pi(n) - Pi(-n)] 

l !Jii(n) - iilt(-n)], 

ilii(-n) 

P21(n) 

l [P.Cn)+iilt(-n)j 

l !Jii(-n) + iilt(n)] 

il (¡¡¡(n) + ilt(-n)] 

ijíj2(n). 

De manera totalmente análoga, se demueatra la otra igualdad o 

Supongamos abara que X e AHRNP. 
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(2.29) 

Seaµ e Mx (S1) tal qne ¡l(n) = O para toda n < O, digamoo que µ = µ, + iµ2, 

µ,, 1'2 e ME (S1). Mú aún, 

donde µu, µ1r2, k = 1, 2, son las partes impar y par de µ10 respectivamente. 

Definamoo las siguientes funciones en Q00 

1 1 

F(.,, 1) = j K.(.,, t; {)dµ11¡s(¡o,iJ) ({) - i j K3(z, t; {)d"2>lll(¡o,J) ({), 
o o 

1 1 

G(.,,t) = f K.(:r,t;{)dµ 21¡11(¡o,,11({)-i f K.(z,t;{)dµ12¡11(1,,,11 ({). 
o o 

Probaremos que F, Ge H! (Q00 ,X). Para ello, observem0& que 

F(.,,t) = !t (2 i aen(nr{)dµ 11¡1111,,,11 (e)) e-n•r•aen(nn) 

-it. (2 i coa(nr{ldP22¡11(io.11l({)) .-.. •r•coa(n.-.:) 



y en virtud de que pn eo impar y l'H eo par en B([-1, l]) &endrem,. que 

donde 

.. .. 
F(:r,t) = E ijij'j(n)e-•2 

.. 'aen(nr:r)- i E iiii(n)e-•2 
.. • coo(nr:r) 

..-1 -1 = u(:r,t)+iv(:r,1), 

11(:r,I)= f ijij'j(n)e-•' .. •1en(nr:r)e E, -· v(z:,1) = f-iiii(n)e-•2 
.. •aen(nr:r) e E. -· Será nlicienle demootrar que 

(i) Ve• e E• (11(·),e") + i (v(•),e") e AR(Q00,C), 
1 

(ü) oup j llF(:r,l)llxfk < oo Y 
•>00 

(iü) ..!!m,l u(9) = .Etir,,1 u(q) =O VI> O. 
En efecto, en virtud del lema 2.3.2 tenem,. que 

iiii(n) = ijij'j(n) Vn e N 

y por mnalguiente, para cada e• e E• y para &ocio (:r,1) e Q00 

(v(·),eº)(:r,I) = (11(·),eº)(:r,t), 

y de la prop-.iclón (2.2.2) concluimoa (i). 

Para probar (ii) basta obaervar que para toda 1 > O 

1 1 

j j K,(z:,t;()djµulisc¡o,•Jl (e)a 
o o • 

[i K.(z:,t;()d:r] ll'ul1scio .. il([o,1]) 

:5 ll'ul1scro.11l ([0, 1]) 
< oo, 

y análogamente 

~~dfjK'.(z:,t;{)dµ.,,sc .... 11wll ""< °"· 
o O ~E 
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La parte (ill) puede vel'le fKilmente a partir de la exprulón para ll(o:,t). 

De manera totalmente an'1oga, oe mueotra que 

G(z,t) f ijíij(n)e-"2 
.. 'aen(nrz)- i f jiji(n)e-"2

_., coe(nrz) 
tt=l ..-1 

a •1(0:,t)+ i11t(z,t) 

pertenece a JfA(Q00,X). 
Puesto que X E ABRNP, entonces exiaten fundOllN 

/, 11, /., 111 :(O,IJ-E 

tal .. que 

0~1'(z,t) = /(z), 

.~*·'> = 11(z), 

.~•1(0:,t) = /1(0:), 

,~"1(z,t) = 111(z) 

e.t.p. 10bre [O, IJ. 
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Pñmero, demmtr....mm que l'nl8<1<.iJI .. reprmentable por /,para lo e11al Jiabr4 
que moetrar que 

/ E L}d[0, 1)) y 

l'11llJ(1u1l (A)= J f(z)tk. 
A 

Ea efecto, como u E H 1 (Q00 , E), entonces pu& tocia t >O 

llu( '• t)llt.j,([o,tJl S liMllH•(Q~,B) < 00 

y puesto que 

u(-,t)--. ¡ lli t .... o+ c.t.p. en (0, 1], 

se sigue del teorema de convergencia dominada para integrales de Bochner (ver (7, too. 3, 

pg. 45)) que 

/EL};([O,J]), 

Ahora, sea t,. l O y conaidel1!mos la sucesión de medidas (u(o:, t,,}dz):::.,1 • Entonces 

u(o:,t,.)dz--. 1'11 si n-> oo 



en la topolcg(adébll• de M8 .. ((0, 1)), ya que para cualquier V' e C((0, 1],E•) 

debido a que 
1 

i 1/ K,(:r,1.;()dpnllllio,1JI (Ó] V'(:r)ds 

i 1/ K,((,t,,;:r)V'(:r)u] dµ 11¡111¡0,,11 (() 

1 

- f V'(() dpnllllio.111 (() •i n -+ oo 
o 

j K3 ((,t,,;~)<p(s)ds - \O(() ai n-+ oo 
o 

e.l.p. en (0, 1) (ver argumento de la p'«ina 70). 

Ademú, como/ e L);,((O, 1)) y u(:r,1.)- /(:r) e.C.p.,se aigue que 

1 1 J 'P(z)/(:r)d:r = J \O(z)dµnl8{it.11I (:r). 
o o 

Siendo e ((0, 1], E•) deUIO eo L);,. ((0, 1)). tendremOI que para toda ... e L}¡. ([0, 1)) 

1 1 

j \O(:o)/(z)ds= j <p(z)dµnl8"'.11I (:.). 
o o 

Aal, para <p = XA con A E B([0, 1)) concluimoe que 

f /(z)ds = l'nls<to.11) (A). 
A 
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Como 1'11 ea una medida impar en B((-1,1)) entoncea 1'11 queda repreaentanda 

por la extensión impar de / a (-1, 1) . 

De manera análoga, se prueba que JJ22 está representada por la. extensión par de 

-g, JJ21 está representada por la extensión impar de /1 y µu: por la extensi6n par de -ga. 

Por tanto,µ está. representada por una función en Lk (51) y as{ concluimoa final­

mente que 

XeARNP. 

Resumimos lo anterior en el siguiente teorema: 



TeOrema 2.s.s Sea E un upacio de Bcmach real r X =E+iE n complejificación. En­

tancu 

X E ARNP ri r aolo ri X E ABRNP. 

Con """' teorema oe pone de manlfi•to la relación entre el. cuo holomoño y 

nue1lro cuo: la equivalencia entre la existencia de Umllel en la frontera c.l.p. para funciont!I 

holomoñuenl01espacioldeHardyUX(D), 1 S p :S oo (propiedadequlvalenlea(ARNP), 

ver (11) y (3)) y la existencia de Umiles en la lionten. c.l.p. para funcion .. coojagadu de 

temperatura en nae1troo espaciOI de Hardy B!(Q00,X). 
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