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11 1 NTROD UCC!ÓN. u 

El est11dio di! siste11ws co/oidc1/cs ha tenido un gran auge en el mundo cientlflco y 
tecnológico en las últimas décadas, debido a que el desarrollo industria/ ha requerido de 
diversos prod11ctos y sustancias cuya composición contiene partículas coloidales, como por 
ejemplo papel, plástico, pinturas, caucho, prod11ctos cilime11ticios, telas, etc. La forma coloidal 
más sencilla tratada teóricamente es la esjerica y muchos sistemas coloidales las contienen, 
como son em11/siones, látexes, dispersión de materiales poliméricos como caucho, goma y 
plásticos en ag11a, algunas moléculas de proteína, etc. Los estudios realizados en este trabajo 
de investigación son basados en esta forma, por la simplicidad en cuanto a manipulación que 
esta representa. 

En estos sistemas existen uno o mas componentes cuya dimensión aproximada es de 
lnm 1 ·a 1 µm 2 de diámetro, lo que quiere de~ir que el .1:istema contiene grandes moléculas y 
partlculas individuales. La superficie de .... esas . esferas está ·generalmente cargada 
electrostáticamente y, cuando hay un so/v~nte)onizador, lafuerza de atracción de Van der 
Wals 3 es insuficiente a /a.fuerza de repul.1:ión lilectrostái(cá; eníoizces/as esferas se mantienen 
alejadas unas de otras sin que sea posible que·~:c pcguc1Í. Pero en el ca:m contrario se produce 
e/fenómeno en que las partículas se piwden jJegar con'zina probabilidad p; a esto se le llama 
agregación. Además las partlcu/a~· G;o/oidak~ ~·e encuentran en movimiento debido a la 
colisión aleatoria con las mo/r!cula,1; 1;/el iiíédi~ eli su.1pensión, con otras partiéulas y con las 
paredes del recipiente. que· las contiene. Debido a. esio su. dirección·. está.· constantemente 
cambiando, describiendo 1111atráyectoriá é11 zig - 'zag; a este movimiimto aleatorio se le conoce 
como movimiento Browniano. · · . · · 

; ~ ,• . 

El recJé11t~.i11terése1i'este.fe11Ónw110 Iza sido dirigido hacia dos tipo;~ de/Jrob/ema.r; la 
agregación páÍ'.IÍcula>:éigrcgado Ji la:agi·egación agregado - agregado. El priméro, de 'éstos es 
descrito por iil iizode/oiflailiado Agrcga~ión Li111ilc1da por Di.fusión (D.L.A), ·en donde el único 
cúmulo formado érdée a,é;pcnsa.1· de. las part lezdas que se dijimden y se pegan a. su contorno.· Al 
segundo lo dé~:~~:iq~' C,{'11.z'odeio de' Agregación Coloidal Limitada por Di.fusión (D:i,. C.A.), 
tambié1i c~nocido comoAgi;egación Czím11/o - Cúmulo, en donde las partic1Uásy cúmúlos dél 

.. 
l l ,;a11ó1Írniro (;11iv = d • lo ;9 m 
2 ·1 micrónwlro (¡~11)'=)~10 '.6111 ··.. . . . .. . 
3 lafuc~Ú ~e.a~raccÚí~I cl,c VcÍ.11 c(~r lf'~/s .es /afiwrza J'l'OVellicmte e/e /as atraccipnes entre /as mÜ/écu/as,t¡llé· 

componen los cO/oides. ' · · · 



/!STUDJOS DI! AGll/iG1ICJÓN C0/.01/Jill. ViA SJMU/.l!C/ÓN /'0/l COM/'UTll/JO/ul. 

sistema se difimdrm si11111ltáneamente y se pegan al contacto. Estos dos modelos generan 
agregados cuyas formas .~on .conocidas· como objetos fraG·talc:.1· y en los c11ales se calcula la 
dimensiónfi'actal. fü·ta medida da infoiwación sobrela distrib11ción de la masa del objeto en el 
espacio e11c/idiano de dimensión d. 

Por lo tanto, la hipótesis que en esta tesis se pretende comprobar, se en11ncia como un 
supuesto a contin11ación: ·· 

"Las parllculas co/oidalc.1· s11Jren 11n movimiento Browniano, ·el c11al es una caminata 
aleatoria en e/espacio.; Es(as part/c11las individuales al chocar. se pegan formando cúmulos, 
los cuales a s11.vez efectúan caminatas alc:atorias y se pegan con otros cúmulos .. '' 

l'ordcmsig11iente, el objetivo de este trabafo deinvesligación eselde lntr;duéir ,¡n 
algoritmo,. cuyo jimcioiwmiento sea basado én la hipótesis antárior, • que describa la 
Agregación· Coloidal vla simulación poi: cám¡mtadorá, y q11e.proporcionen /afi'acta/idad de 
los cúmulos formados, así coino' la descripción• cinética de laformación de los niúmos. 
Mediante el cual será posible comparar lo.1· re.rnltados obtenido.1'.de élC01i.los 'dela 1.·ea/idad, 
para as/ establecer /a cl!rteia o falsedad de esa suposición.· · · 

Para ello, se hace u.1·0 de la técnica de simulación, como una altcmativa para 
resolver el problema quesurg'e de éste estudio; poi: ,;·er una forma m1mérica para conducir el 
e:i:periment~·por inediode 1ina compuiadoradigital considerando.modelos que describen el 
comportamiento .dClsistÍnna en'lln periodo ele tiempo. :De e.1·1a manei·a, se lograrán sim11lar y 
controlar las condiciones. experimeniales. Al misino tiempo .l·e podrán cOmprimir largos 
periodos de tiempo y ~;e ¡~odÍ·á experiÍnentar sin expo1íerse a los errores en el múndo real. 

Es por eso que en el desarrollo de este trabajo, primero se estudiarán .caminatas 
aleatorias. En seguida pasamos a modelos de. agregación 110 tan complicados como. son la 
Agregación Limitada por Difi1sión, para Jinali~a;. con zin modelo de agregación más 
complicado, pero muy apegadO a la recÍ/idad, como es el Modelo de Agregación CúnÍúlo -
Cúmulo. · 
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Este trabajo de investigación ha sido ~structurado en cuatro partes. En el Capitulo 1 
se estudiará el concepto de ji-acta/, Jos tipos de ji·ai·tale.1· uxi.1·t1.mt11.1', la dime111sión fractal y los 
métodos para determinar/a, projimdizando sólo en ;aquellos temas que sean necesarios para Ja 
comprensión de es/~ trabajo.· /'asando al Capitulo //, sobre· Teorla y Simulación de Caminatas 
Aleatoi·iaS que :~·e pre~:e1ítanen el proceso de diji1sión de las part/cula.1· coloidales, se 
estudiarán las caminatas vía sim11/aciónpor comimtadora y se realizará paralelamente una 
comparaciÓ1i cor1 la teoria: l'osíeriorniente ·en· el· Capítulo /// es· estudiado el Modelo de 
Agregación Limitada por diji1.i·ión (DLA), también conocido como agregación particula -
cúmulo, qiu/ies ;un·;prÍmer pa~·o·para'entender la .agregación coloidal; se p1·oporcionan 
algoritmos:qúe dé.i>cÍ·ibcii1.dic/1op1;oceso en redes bi y tridimensionales, así como en el espacio 
co11tinzw en d?s'diÚÍe1Ú'iones. 'l'arajiiializar se estudiará el modelo de Agregación Coloidal 
Liniitada • pc;r Difu:1:ióii :•· (DLCA). o ÁgÍ;egacicín Coloidal Cúmu/o-Czím11/o, tratado en el 
Ca¡Jitulo IV.: En ambo.1' 'i/1ódelú.\· se proporcirma la dimensión ji-acta/ de Jos cú/maosformados 
por las simulacioiws realizadas ··· · · · · · · 

• Ei1 · segz~ida se presentan· /~~· conc/11sioncs .ª 1~)~~11c's~'· l1eg~roli 'd~~'Pués de la 
investigación y ,i·ealizaéión de lo~ algoritmos, Clcie111á:i·' .\·e inéluyeuí1 aiiáo,qzle contÍene ocho 
algoritmos .. · Los .·cu~Íro p,:i meros, cólitlenen los progranuú de: la~· sím11/acioi1e.~ 'f'de•• éainlnatas 
aleatorié,en redes ·biy iridiiiiensio1udiú y en ele.(1Jacio' cÓntf m1ó~di/dii:~/tres di1ize~sicme.~; el 
q11into, ·. séxto ·y 'sclptimo'JJ1;e~·entan ·"la 'codijicacÍói1' de . las .. ~i11~1'1iéicione:{tde/. nÍode/o .. de 
Agregación• Lillzitada porJ)f.lit:vión (DLÁ)'cn 1;edá.1: de"di;,¡ .. y .trés dÍme1iSÍoi1el a.vi écmw en el 
espacio continuo, bfdiménsiona/, '. ,;especúvaíiléntc;' poÍ:.zíÍtfmo, el octav~ é~liiiiiné'reljJrograma 
de la simulación• de '/a Awegai:ión Coloidal Limitada poi· ái}iisióii'en 'red d?dd!i; dimensiones 
(DLCA). · ,_. - .~~·--, 

Estos algoritmos .• son ~odijicad'!s en lengiú:ij~ FORTRAN por .sei· un lenguaje 
compilador de alto nivel que. se 11/i/iza especialmimtépara lci progrcinlación cientijica, ya que 
es el que más se.asinizejaalá/gcbra .. E/equipo cin clquejiierón co1iipi/adÓs.ycÓrridos son 
estaciones de trabajo DEC y Silicon Graphics, del Instituto de Física, U.N.A.M. · 

Finalmente ·se enumera la Bibliografla correspondiente, que· fiie utilizada como 
consulta para Ja elaboración de esta tesis. 
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CAPÍTULO. l. 

DIMENSIÓN FRACTALDE UN CONJUNTO 
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1 . DIMENSIÓN FRACTAL DE UN CON.JUNTO. 11 

1.1 DEFINICIÓN DE FRACTAL. 

En la. naturaleza existen gran: variedad de formas irregulares o .fragmentadas a tal 
extremo que rcsultadifieily a veces imposible describirlas en el espacioeuclidiano; Tal.es el caso 
de las .lineas de la costiúló.uiia isla oceánica:)'ª q\ic llÓ puede dcéirse que es éiréularo eliptica; 
tampoco puede ser Utilizada alguna curva ll:Íra rcpresei1tarla debido a Stlt~ayectoria .BrO\vniana. 
A este. tipo/de ob]etos seli:s dcn~mina fradal¡:s,del.látíi1 <fráctus que significa\ fracción, 
fragmento; y es cÍnplcada '¡Jara' i11C!Icarirregt1iai·idad o frágmentadó1í; Por'Iéí .. faíltcí;•éicsdc el ·puhto 
de vista cualitativo, u11 .. fractál .'iis·.un ,objcto i}ugcisor fragmentado,· .. de f oríiía :'frrcgu lar,· con 
constal}tes disgrcgaciol1cdiiítcrnipcÍonés o coÍ1 cavidades ú hoyos de divcrsos:tmÍíaño; .. 

' . --. '- _\,~'~':'..,:;v.•··:::·:··~··;;.>'_'.-.;:.·. _:; ,"<;J .<·.:'' 

';·'·,···,>' ~;~f· .. :~_i{ .:.~::\•~;~{- f,o• >:'... •' ~'< 
·,:,. 1·.·. ;>:::;·:-- ;::··.-· •;. 

. ¡'·>· 

Aunque· el ténúino f ra~iaF há sidó' conm:ido' ¡ior los.1i1at~i11áticos · 'é!cscl~ haéé · ;nuchó 
tiempo, no .fue s.iÍÍo. hasta;los· aiios setentas cl1 qtiei 13~11oii Ma11dclbrot;inirodÍÍjo :el· ~onccpío de 
fractal·. füico,. <lcn~6sfrai{C!o •·la :gra1i ,'vari.cdaÜ ;:de forn1ás ~gcion1étri~ri~ ''ciuc'' prcse1\tan ·éstas 
estructurás •. :po(ejc'ni11io las •.c~1;1inijtas 'aleátorias/ los. agreg~diís,' i'C:tc:cy'prcs'i:ni'ó .. i111pÓrtantes 
investigáéiones sobrc.·c1 ··tciÍ1<l°éí1• s~s;, librós editados .eíí··· )95}; · ¡977,y¿l 9,82; •'.Sus-: aportaciones, 
esenciahnentc basaciiis ci1 MoliiC:tíia; íücron áccpiac1as )i,uülizaélas é1~ ú1iichas área~ éic la ciencia,· 
entre ellas laQuíii1lca, FÍsici1, Maten;áticas,;~cdicil;a,:etc.(". · ·~ ~ :· ,,. ~'";;:;; ;;.. , .. 

~7 '·:·~~· -·;~~:·--~- ;·=-/.:.c:o-:·:~-~~-=~o: ~.'1.·, ;-¡_-:;::.; ..o:··~:::'T:'} : ;-:,-~ .-·-,:: '.t'"·,,<·.: ·' -.. -,"\,"> ;~,,' C."'- --- ,_-~, 

~' ;- :.' ·• ~ '.· 

Como .• caráct~;í~ti cri,. de 'estos Ób]cito~• ni¿l1cioná~C:11;~s • (~·~1;t6~imilarid~ci;~~~· tj~iere .clecir 
que la estructun1 'es invariable a éanibiof dc cséalá; esto s.ig1lifica'quc si 'és :iómrid¡{y'aislada uná 
porción del lÍÍism'o, ésia ¡Írcsentará lás n;fs11í'as 'garactcrísticás

0

quc las del órigÍiia1): Po,r. ejemplo, 
si observamos ·una. rotografiá< td1ímda. d.csélé úri acropla1ió .de !á'costa de. Brciaña; se observan 
curvas cuya aparie1Íciaserá inúy'siiílilar~aótr¿. foto'.cleJa 'n1is11ia playa t'oniada'aotrií.altura. 
Análogamc1ite, un rama presentará uiia.• for111ara1Í\ificada;.col1 ; lÍO)>Ós'de diversos támaiios;· ál 
igual que la silueta del. árbol . del·. que fue exfraidá. visto. a distancia> De · nianera general la 
autosimilaridad se defü~e de lá siguiente maliera; mostrando primero el concépto de similaridad. 
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En el· espacio euclidiano. RE, una razón real r>O determina_ una transformación de 
similaridad, sfcsta transforma al llUnto x= (.r 1 , ... , Xc5 , ... , XJY en el liunto rx= (rx 1 ,. .. , rxo , ... , 

rx1!), y por lo tanto un conjunto Ses transformado a r(S). 

. . 

Un'co1Íju;~to_a'.c~{ado csautosiii~Úa: ébn rcsp~cÚ~ una razón r y unc11tcro N, cuando S 
es_ la unión dc~N.si1!Íco1tjuntós no trasla11adós/cada •-uno• de los cuales . es·- congruente a r{.\'). 
Congruente significa;idéi1~ico, cxccjitopórdcsplazamicnto )~/o rotación. Por cjcmplolajui1ta de 
Sierpinski que se ilustra\Í1i lá figura) ,3, en la qtié r~. Y, y N= 3, En ella puede observarse que un 
subtriángulo_órcsi:nta las n{is1Íms características que todos .los demás subtriáligulÓs éonténidos en 
el original . . · · · · · · - · 

Para co1tjuntos no acotados, 
conjunto r(~/ es ccingnicntc a S. -

r, cuando el 

En seguida se muestran los diferentes tipos de fractales, los cuales son clasificados por su 
forma y construcción. 

1.2 TIPOS DE FRACTALES 

- ·-· -· - ·-

En f~rma ,amplia ,p~dc1~1os dÍvidir a los frrict~lcs endes grupos: de volumen y de 
supcrfié:ic. Los. fractales,. de volúmcn. cons.idcrnii 'a todos• los clémc11tcis que cónípolicn al ·objeto, 
mientras que lo's de siijierlicic sólÓ contenlplan aquéllos elementos que se sitúa1í eri lá frontera del 
mismo.-- · · · .· · · ... : ;; ·-· "' •_;::;.:;c.',:-··- -·c- ·- · -C:~:_.:¡ __ ' · ·~.·-.:¿• .. - "••.:.,c,•.•c'• ~·- · -·-_.-b- ,_,,_ ---

Por, otra p~rtc, dCbido ·¡¡ l~ gr~n va&dad ci6 fonims • gcométric~~ que :fesultan de una 
amplia variedad de procésos de forn\ación~ es necesario clasificarlas en los siguic1Ítes tipos: -. 

• . .. ··' .,,,. ·, ... ·!·:· '" .·. ,• .. ·' ' . -
. ' - : . 

1.2.1 .. Fractales. oé:iClnni:islico~. • . 
1.2.2. Fraethíes Alcatol-ios. ·. 
1.2.3. Fractales Autóafincs . . 
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A continuación nos enfocaremos a la· construcción de los mismos, por ser un rasgo 
importante en su geometría, y de esta forma se estableccnin caractcristicas y di fcrencias entre los 
tipos mencionados. anteriormente. 

1.2.1. Fractalcs·Dctcrminísticos. 

Los fractales · dctcnninísti¿Ós, también conocid~s : como fractales matemáticos, son 
construidos bajo rígidás, reglas que se. establecen al inicio de 'un proceso -iterativo infinito, 
exhibiendo ferinas reglilarcsdgurosmncí1tc autosi11íilárcs 'q1ic no se encucntrancn_cl mundo real.· 

Inicfalmcntc · anaÚza~cmos .la formación de •fractales ·.1~iatcn1áticos ·.· ~n · •. crecimiento y 
postcrionncntc en dccrccilí1ici110: · 

. . 
En general, cuando es construido un fractal mateniático en crecimiento, inicialmente se 

dispone de una particula .sc1i1iHadc ·tamaño á y lma configuración dada, (en .esta se plantea la 
manera en qÚc deben ser colocadás las partículas.en cadiictapa del proccsó).',Duránte clprimcr 
periodo, k°= 1, n- l_ .copias (le csii scniiUa sorl su111adas. a. la origimÍl •y colocadas de; tal ·forma, que 
cumplancon · 1a configuraéióncsÍáblecid~, así que el tamaño Iinéal_ dd obJctorcsultai1té será La, 
siendo L el 1iúméiro dcijc~cs qúc'cabc la se111illa·a lo largo dci'Úiia lÚÍca recta arbitraria dibujada 
sobre el obj¿to frÚctaL En el jiérfoéió''k=2, el conjmÚo de l)ártícúfos d~l periodo k~ Les sumádÓ a 
si mismo síg'uicndoJa ú1isnía~co1!,forÍÍmci.ón; pies ta i~era~lóíí .'el 11úiimo:dc.'1)árlí¿tÍ

0

las e~ 112 y el -
tamaño linca.1. de.la cstil{él'li'rasc~á-'Í)-a."cEn'cl k-¿simó': pcriodó-·liiii1lsi1!:Crcglaéc'(apÑ~ada; cada 
cmtjunto de 1mrtículasf_obtcnida •en¡~ él 1)criodo,:(k" l)~Ósií11~. éiér•:o!JJctot•uitcrio'r es. súínada •.así 
mismo, dé tal forma qüc'cl'k~ésiiiio obJetci'csía forn1adÓ; de'n k uÍ;idadcs idél1Ücas: ~· ;. · .. ·.•' . 

. :·. · . -: ;~\.> .. , ·;.. . ·· .. v .. ··. · t ~?:;:e .. ,. 
::;~·~:~·: i .~-(.):'.'.:· ; . ;·'.::·::'.:;~ -~:\:< .':/·· . :~_;,e : \,;._;;:.,·: ;/ 

Un caso parti~ula~}s·~¡ ~j~¡;,¡;io'prescntáao"cn· la Í1gurh• 1 '. l,:~n.d~1idc laparticuia.i1i°icial 
es de tamiiñó'la únidad'y laconfigÚracióil. a 'seguir; consiste 611 sumar a'eJáir~ 'dé'íaspartículas 
del periodo. anterior Cll .cuatro pLÍÍ1tos de clla'111is1ÍÍa CJc. la .~igúi~nté tÍ~aiÍcra: .d~s ¿11 la. parte 
superior, una cargada a la'd~recliay otra_ a la izquierda; las otras dos én la 1íartc"infcri6r tánto a 
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la derecha como a la izquicrdá, tal como.se muestra en el periodo k=I. Como puede observarse 
en k=l, el número de partículas es n= 5 y el tamaño lineal es /,=3; mientras que para k=2, n=25 
y L= 9, así sucesivamente hasta el infinito; Observe que la estructura crece en cada etapa. 

En otras palabras, cuaÍ1do hacemos el (k+ /)~ésimo paso, las /1 subunidades de la k-ésima 
configura'ción que 'corresponden a la suma de la estructura· obtenida en la (k-/)-ésima 
configuración en ella misma, son. sumadas a sí misma. Entonces cuá¡1dok -> 'a:i tenemos como 
resultado un fractal 111atcmáticci dctcrminístico en crecimiento perfectamente autosimilar. 

:·: 

k=O k= 1 

:-: ... :.: ...... ...... 
k=2 

FIGURA 1.1 

k=3 ... 

Se pucdeÍ1 generar gran variedad de configuraciones con ésta técnica; el fractal ilustrado 
en la figura 1. !'presenta 'iüm estructura de brazos abiertos y resulta se111cjantc a algunos procesos 
de crecimiento. A cstéJfractal se.le considera de volumen, si lo toiuarnos completo; pero si sólo es 
el contorno tcndrci1ios'uii'fractal de sii1ícr!icie. Los fractales matemátii:os. son geÍ1crados por un 
infinito nú1ÍJcro dc'iteraci6i1es. > . . . . 

La construccÍÓn de fracíalés détcr111inisticos originadospor la~ clin1inaciói1. de. continuas 
divisiones (dccrccimicnio)'sé realiza ~de iíiai1cra áí1áloga al procesó :1;;térior. . . 

0 •' "•C•-'' • . . 

En el periodo ; inicf~¡ k; O, •el. objeto tiene un tá1i1año lineal iniciaLL.~ 1 .. ·Durante la 
itcraciónk=l, Óste és divfdidÓ'o .fragincntado en mpartcs iguaks, ci~ Iás.cuales mi' ciertÓ número 
V de CSaS divisiones scrÓ.;' Óliminado : en . UJÜ ordéiJ especifico, (es· decir; ciúuplirá . COll una 
configuración dada. aÍ~ ini~io); ,obtci1imjdó;asi Í1~111~v .'.fraifo;entos, ·.por• lo, qtic cáda'porción 
resultante es uná versión 'rbdúdda de.la cstrudu~áo1:igíl1al, 6on•el 111isú1cifacior.·l/ /11 y tan1año 
lineal l. En el periodo k~2. los fragnicnios resultantes del objetó obtenidó de la itdraeión anterior 
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son divididos con la configuración dada en el paso k=l., por lo tanto se contarán con n' 
subunidades, cada una contendrá un factor (llm)' y tan1año lineal/'. Para el k-ésimo periodo, los 
fragmentos resultantes del objeto alcanzado en el (k-1)-ésimo periodo, son reemplazados por el 
objeto obtenido en k= 1, siguiendo la configuración dada; con lo que obtendremos un objeto con 
nk subunidades, cada una con un factor (llm)k y tamaño lineal l k . 

k=O 

._. . .. 
--~,,. . 
•,¡a• • ••• •••• 

k=2 

FIGURA l. 2 

k= 1 

:-: .. ~ =-= ... :-: .:-... . ... . 
:-:. ···... ....-· :-: . .... . 

••• -,¡a· .. . . . . .. . . .. . . . ···v·· ···:-:·.,, 
:-:· ·:-: :-: ·:·: 

k=3 ••• 

En el ejemplo de la figura 1.2, la construcción del objeto fractal se basa en la división de 
la estructura original en nueve partes iguales, de las .cuales cuatro son eliminadas (como se 
muestra en el periodo k= l), por lo tanto se tié:nen n=5. sub unidades, cadaúnadc las cuales tendrá 
el mismo factor 1/9 y 1=113. En las,itcracionés slgl1ic11tcs cada porción• sombreada. es 
reemplazada por la configuraCión aplicada en le étajni k=. 1 :•Para el periodo k=2, 11=2s, el factor 
de cada porciónes de 1/81 y el tamafio:liÍÍeill es dC/= l/9, así sucesivan{ei1tC .. En este caso 
cuando k-:-+ co, la fig1Jratici1de.a novcr~é··ma:s··y'a1íAreÍ1t~111entedesai;arecc. 

-L-~~>; ·~-~~¡ ¿-,e--.~-~º-~-

En los.· anteriores ejemplos, se. pilbde ,obscir~ar· la c~r~6t~~isti~a de··autosimilaridad, en el 
que no importa la es.cala en la que se observe el fractal/la estructura .es iiwariablc. 

'- ' ,, ·' ' 

Como ejemplo de· fractales dctcnninisticos ;cnemos la junta de Sierpin~ki presentada en 
la figura 1.3. · · · · 
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k=O k= 1 k= 2 ... 

FIGURA l. J 

Esta es una estructura fractal dcterminística en dos dimensiones y es considerada como el 
prototipo de redes fractales con una infinidad de subdivisiones. Para el periodo k=:J la 
construcción consiste en fraécionar un triángulo equilátero de tamaño L, el cú,al ;es dividido por 
un triángulo menor. de color claro; cuyos· vértices corrcsp()ndcn al p~nt() niCdi(). d~ l~s .. tres lados 
que confonilan :al cirigiimt'. Postcriorméiitc;•cada Uiici dé lcis 'triángulos som~rcados son divididos 
coi1 lá cmifigur~ci61Yolitciiidá';é11 k;;; {. E~tépr~~csC>.cs-in'til1iio: · ...... ~ \ U .... · • . . 

;~_, ·.\~- -<;· 

Coino ~p}dÓ'r3~scry:frsc; .·.lós'' fr~~tal&s '.;n16~ci~nado~.f.1;l,~s~1t~;i.'Jrif cr~~i111icnto . o 
dccrcciri1icñto. constante cií todas las 'dircccio11cs. · Pcró ci.ialído se tiene 'el cásri\lc 'qUc él factor de 
réduccióri 1 / iíi'1io es idéiitiéo '1)itra todas lasn c~pias; quiere decir q

0

Úc 'se ti~~é ui1 factor llm¡, 
donde m¡ > 1; con i=:I; 2,;;,, n, 1mracada ;ma de; las· subdivisiones resultantes dcl•periÓdo 
anterior o Un factor oc crecimiento· diferente pára cada co1iia; éílioíiécs se iratá a6 objetos 
fractales. no unifo.rmcs: · · ·· · · · · · · · · ·· · 

Por'cjc1i1plo,'c11 laflgura !Ase muestra la construcción de un fractal matemático que 
presenta dos caraéterísticmi:. crccimicí1to y no uniformidad. Para la formación de este objeto se 
parte de ta seiíim:Vcuyu, configuración es una linea horizontal de tamaño 2b, cortada en et centro -
por otra linea vérübiac longitud 21, en donde 1 > b >o. Para el periodo k=l~ la parte que será 
añadida en• las .cú'atro púí'lt~s .·de la• semilla,. es ella misma menos la parte inferior a. partir .de . la 
intcrs.cccióni pará;tas ptúitas vcrticáles esta sólo será rotada, pero para las horizontales además 
de rotárla se,rcduc_irá_:'..a/ui~'.fador··b/2 .. Para el periodo k=2, ·la .•• figurá,rcsultantc cn';ct.paso 
anterior· es '..sú1ii~da ·a• Ias, .. cuatro puntas de si misma, menos el. palo¡ inferior,' .rotánd?la 'en· lás 
posiéioncs :vérticales; cuando·· lós brazos . sean colocados horizontahncnte, además (de rotarlos, 
serán reducidos' Kí.uí fact~rb/2. Así sucesivamente hasta el in~nito. ~ótesc'qtic'Clobjclo crece 
más. rápidaii1c1iie vertic~Ímcntc que. horizÓ1Ú.almei1te debido a qúc l > ·,;; de. ~qui 'que scá no 
uniforme. <. • · · ,. 
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ri 
... 1h1 

• bJ 

K=O K=l K=2 ... 

FIGURA 1. 4. 

Resumiendo las características que presentan los fractales dctcrminístícos, se tiene que 
son perfectamente autosimilares, su formación es iterativa e infinita, algunos prcsciitan hoyos de 
diversos tamaños y no se cncúentran ·en form'á natural. en el universo.:·· 

En seguida ·nos concentraremos en' el estudio del crecimiento de fractal~s aleatorios en 
procesos fisicos. Primero se establecerá la forma de generar fractales estocásticos simples en una 
forma análoga a los procesos anteriores. 

1.2.2. Fractales aleatorios. 

Las fluctuaciones aleatorias presentadas en los procesos fisicos g6ncrahncnte no crean 
estructuras de simetría perfecta, pero lós fráctalcs fisicos son más omcnos alc.atorios.cOn un alto 
nivel de simetría. Por ésto, ~os enfocaremos a la íiwestigacíón. sobre ¡.{ consfriicción ,dc los 
mismos, ya que el rcsúltado de dicha ~onstrúcción impone rasgos importantes cri su geometría. 
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Considérese el ejemplo visto en la figura 1.2 con la siguiente modificación. El cuadrado 
es dividido en nueve partes de las cuales cuatro de ellas, elegidas aleatoriamente, son eliminadas. 
Así, a cada parte sombreada se aplica la misma configuración. En la figura 1.5 se muestra la 
estructura resultante después de tres iteraciones; como puede observarse la apariencia geométrica 
de las figuras 1.2 y 1.5 son complctmnentc diferentes. Esta construcción representa solamente 
una simple versión de un posible fractal aleatorio. - . • .r . 

.r:.! 
FIGURA t. 5 

La autosimilaridad puede ser observada clirectamcntc en un fractal determinístico, pero 
en el caso de estructuras aleatorias sólo podemos decir que son aproximadamente autosimilarcs. 
A diferencia de los fractales matemáticos; los fractales fisicos son finitos y se encuentran en la 
naturaleza, como por ejemplo 1:1 costa de:una isla:.oceánica con constantes fallas, la tierra 
erosionada que. p~esenta ·grietas ele div.érsós' tamaños .y. formas, algunas. colonias de bacterias 
exhiben forn1as fractales; lo,s objetos ííorosós.eoi11o esponjas y el queso suizo quci coniicncÍl hoyos 
de varios tamafiÓs, cte. · · · .· · 

También, el movin1icnto aleatori~ de uimpartieula rcprescnt~ ·' ejc¡11li16'.de ~;i proceso 
cstoeásticoqué eo1]duce.arcrcci111ie1iio de ~.struét1iras fractales {lá iraypctoria:qtié ésta desc;ibe 

es el , típico eje1nplo dé·. frac tafos.· de .. linea). A , este. fenóménó támbiÓn · •. s·e •·le ·. llmí1a nÍo~imiento. 
Browniano o. difusivo.: 'Otro 'ejemplo de.' frái:tales. rileátorios smi lás fornías q1Íe 'presentan· los 
cúmulos fonnados p~r Ios 'modelos D.LA y D.L.C.A., que se . cstudiárán en capítulos 
posteriores. 

Resumiendo las características de los fractales fisicos tenemos que, su formación no 
sigue ningún patrón,.durante este proceso interviene el factor de aleatoriedad, la autosimilaridad 
no es cumplida con exactitud y son objetos finitos. 
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1.2.3. Fractales Autoafincs. 

La autosimilariclad de ui1 objeto es equivalente a las propiedades geométricas invariables 
bajo una escala isofrópica4 de longitüd, pero en mus;hos casos el crecimiento ofommció~ de éstos 
resulta ser anisotrópiéo, es decir desbal.anccado. A tales objetos se les 'conoce como fraétalcs 
autoafines. '·· , . · . . · .· · 

En el espacio ~gli~i~no; d~ cli1ne,~siÓ1; >fé, ·~n' ~c~t~rde raz~ncsr~aÍes positivas 
r= (r¡ ..... r0 ..... l·FJ determiliaí1 u11a afinidad, si cada'p~ínÍo'cle .\:".'. (1:}' •::" xJ ; ... ; X¡;;J es 

transfonnado eti . . . > 

, -·~ ·:'. - :. ·. " :· ~-;~ - ' ,"' .. -. . . ; : ~- .• . ,·.. '.' ·.. . . 

Entonces, un conjunto acota.do S csat1toáfln, con rcspécto al vector de razones r y un 
entero N, cu~íído S es la unión de. N sllbco1ijuntos no traslapados, éada. uno de los cuales es 
congruente ar(S). . . . . . . . 

Un conjunto no ácotaclo S es autoafin con respecto al vector. de razones r cuando el 
conjunto r(S) és cÓngruenté a S. . 

La fig~ra 1.6 ilustra.una·e~tructurÚutciaf11! e11 crccill1ic;;to,'~n~l c{ué: la configuración de 
la semilla es anisoir6piea. Laestruct~ra autoafin esproduci<la en c11íí1iiiek~·;,,,. • · · 

. '·: ;.:: ( "'• ;: ·.> i' '·e'.- ·. t.•; · ... · .. ' ,' 

i.,-
···. ·--<· . >.· ·:"·- ·-·"-i-~· ·:.\·- . ·-.-: 

4 El término isotróplc~s~ 'r~lierc ;i los' cÍJe~~;s ~uyas propiedades CTsicas soÍ1 idénticas en Íodas las 
direcciones. AnisÓtrópicci es · 10 opuesto a isotrópico. 

13 



l!'S1'UD/OS /)/{ 1/0ll/:'(;,,1c1i'JN COl.01/J,//. nA .\'/,\/(l/.•/(.'/ÓN /'011 C<J.\ll'l/1:.//)0/1¡/. 

llÍGURAi. 6 

En la teoría. general sobre fraciai6s ·. 6~¡;odiblc obt~ncr. una cantidad no entera, que 
proporcione '·ª n1cdida aproxiJi1adá dél. asiicctorugoso o fragmentado del objeto fractal, llamada . 
dimensión fractal. Tal iricdida será tri1tada a continuación: 

l. 3 DIMENSIÓN FRACTAL. 

Otra ¡iropicdad d~Ios h·actalcs es la rcl.ativa a su volumcn5 con respecto a su tamaño 
lineal. Para analizárla se introduce la. notación necesaria dcnOtando a la dimci1sión del espacio 
cuclidianó (donde sccstabléccd fractal) con d Y.al volumen conV(/). Para obicncr el volumen 
V(/) de estos 'objetos' se utilizan bolas 'de dimensión d y radio I con las cuales serán cubiertos, y 
utilizaÍ1do la cxpré~ión •.. · · 

V(/)= N(I) l d (1.1) 

se obtiene el volmncncstimado; en donde N(/).rcprcscnta el númcr() de bolas de. radio l necesarias 
(requerimiento mínimo) para cubrir alobjcto coniplctánlcntc, I es menor que el taínaño lineal L de 
la cstructúm completa. EL objeto· sé considcr~ cubi,cito coníplctamc1Í\e si.1~ región :ocúpada por 
las bolas lo induyé tdáhlicntc;'<rara .objclós Órdinaiios;•V(I) .eslm valor cOnstantc fácilmente de 
obtener,•• micrÍt~as.;;qu'~·.· para\,fract:Ílcs•V(/)~> OcÍÍandor-> q.·. U1Íaalt~mati~a pará:dctcrminar,a 
N(l) es considcrar'mía· .. réd hipcrcúbicádc dimcn~iólid, .éil. la que se cstabkicé' cÍ objeto,·•. yen 

En esta sccéió1{;c1i6n~in~'volu111c1;'s~,reli~rca l·a 11i~di~a de la magni.tud o tnm;uio del cuerpo en el 
dimensiones. · ·· · · · · 
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donde el tamaño de cada. celda es l; entonces el número de caja-celdas que se encuentran 
ocupados con el objeto puede ser usado para definir el valor de V(/). A esta aproximación se le 
llama "cálculo por caja". ' 

Como se observó anteriormente, el vol~uncn de los fractales obtenido. en una dimensión d 
del espacio euclidiano lleva a la conclusión de que: son objetos. que no. tienen una dimensión 
entera, lo 'que se asumc··como dimensión fractal y que será designada por un número D, ·no 
entero. 

Para el caso del crecimiento de fractales, considérese un objeto en la dimensión d de 
tamaño lincalL y dcvolumcn V(L), fommdo de unidades de tamaño a; Cuando .se determina 
V(L), la cstructuracséubicrta pÓr bolas ócaj'as de tanmfio unidad (iior lÓ que se supone que l = 
a= I); por consiguic1lic'l':'(L)=N(L}. ' .· ·· · ·· . • 

. ' ' 

Para fractales dcmdc Les fijo, D se dcfiÍ1c a través de N(/)con~Ó unafünción de 
decrecimiento/. 

El hecho de que un objeto es un fractal matemático significaquc N(L) yN(l) divergen 
cuando L~ao y. 1-:XJ, 'respectivamente; de acuerdo a un exponente no entero. 
Corrcspondicnicmcntc, · 

N(L) !.:.LD (1.2), 

despejando a D y aplicando el límitcL ~ oo 

D= lim 
L~ao 

1/1 N(f.) (1.3). 
· 111 (L) 

Esto para el caso . de_ crccmucnto, : donde / = l. Aquí el símbolo - significa 
proporcionalidad y (1.3) es indcpclidicntc de /, Para fractales, cuya composición parte de un 
tamaño finito y que a través dél proceso se fornían ramificaciones o fragmentos infinitamente más 
pequeños, tenemos que 

N(I) "". t-D (1.4) 
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despejando a D y aplicando el límite l -> O 

D= lim 
/->{) 

lnNOI 

In ( lll) 
(1.5) 

Obviamente, que para objetos 
euclidiana d, pero para los é¡uc si lo son· 

el valor de D coincide con la dimensión 

. . . 

. ", ' ' : . ·. 

Como ejemplo, ~alcufarcmos la dimcl1sión de lós objetos préscntados en la figura 1.1, 1.2 
y 1.3, del periodo k= 1 (para los demás pcriÓdos la lJ es la misma): Para el caso de crecimiento, 
tenemos 

N(L)= 5k con L= 3k, 

en donde k es el ~~mcr_o de itcracionc~ complctadas.UtÚizando (1.2) tcn~;uos q~c 
··:. ,'' . \ ' 

·D= f,1Í{J) / 1~{3) =l. 4.65 ... ;. 

tal número esta entre d= 1 y d= 2 tal como se esperaba. Análogamente para el fractal presentado 
en la figura· 1.2 · 

N(l) = 5 con l = 1/3 

y por lo tanto D tendrá el mismo valor. 

Para la junta de Sicrpinski, figura.1.3, · N(l) = 3 con l = 1/2, por lo tanto 

lJ = ln(3) / ln(2) = 1.5849 ... 
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Los objetos fractales considerados en la naturaleza tienen un tamaño mínimo (se refiere 
a la unidad mas pequeña que confomm al objeto, en· este. caso una partícula) y un~ máximo 
(referido al tamaño dé la lOngitud·· n1ásJarga ocupada por.el mismo;:la!cual se· considera el 
tamaño de toda. la estructura). El. tamaño finito (L · < oo) de fractales fisicos hace posible tratar a 
todos los casos fisicos rólevantcs uii.lizado una cantidad adimcnsional · 

(l.6), 

la cual es el tamaÍio.de bolas para el recubrimiento total n~rmaliz;do •de la ~strÚctura completa. 
En el caso de crcciínicnto fráctal, cuand.o la dimcÚsión fractal· es investigada, I se mantiene 
constante y L. crece,. mientras; que· para fractales generados; por ,divisiones subsecuentes,. L ·se 
mantiene constante y I decrece. Por lo tanto, ( l .2)y ( 1.4). . en térniinOs de ~ son conjuntados .en 

.. N(é).;, ... .: -D (1.7), 

en donde E << '¡, N( .:) es el nún1cro de bolas de radio f=L en la dimensión el necesarias para 
cubrir el objeto fractal y/J es la dimensión fractal. 

Por lo tanto,· losfractales ordinarios están definidos como objetos para los cuales la 
dimensión fractal esta determinada por la ecuación ( 1. 7), la cual es menor que la dimensión del 
espacio d. · · . 

Para el caso de fractales autoafincs, la figura 1.6 muestra unobjcto multifractal 6, 7, 

Debido a que la semilla· es anisotrópica, la• dimensión fractal· para· los brazos horizontales es 
diferente a la de los vc.rticalcs; lo que inípliÓaría tci1er más de una D; Este tipo de objetos-no será 
tratado en este trabajo. 

Una vez establecido el concepto de dimensión fractal, presentaremos· los diferentes 
métodos para determinarla, no sólo para fractales matemáticos, sino también fis icos. 

Vicsck, Tamás. Fra'Ctnl Gro\vth Phcnomcna, segunda edición, edil. World Scicntific, pag. 48. 
R. Jullicn, R.Botct. Agrcgation nncl Fractal Agrcgation, World Scicntific, Singapur 1987, pag. 29-3 l. 
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1.4. MÉTODOS PARA DETERMINAR LA DIMENSIÓN 
FRACTAL. 

Cuando tratamos de determinar la dimensión fractal de las estructuras en estudio, durante 
la práctica, nos damos. cuenta que·. la~ aplicación directa' para . éálcula/ ·a D '1)odría )esultar 
inefectiva. En su lugar,. se· utilizanalgunos métodos·. basado.s: en: la· teoría. m1térior ·para· poder 
calcularla, tales como c1· métodocxperiÍncntal, cl'm6tcído lJor co1úputad9.ra (esté:· se refiere a la 
evaluación de los datos n'Uiuéiricos 111édiai1tc equipo º9.mput~Ciónal) y cltcórico. 

:~:. '·.~·;h'..- ·(:,·:: ;:, :·.·:\: "· 

El métod.o cxpcrim~nt'ar c;lc~la· ~ /) ;11cdi~nlc los resultados obtenidos en forma 
experimental y rcprcsci1ta la niáncra cstáiicÍar de, c~alninar el. fcnó1i1cno en muchos campos de la 
fisica. Estc.méiodoj~cga_'imliá1)Cl:im1i'óríanté c1i_d.tcma concerniente a fractales en proceso de 
formación::~ Por•. otra.~ parte/· en • el . fcnóiiici1o :, fisico ·•de fractales en crecimiento, muchas 
invcstigaci~ncs están basadas c1i simulriCiiíncs 1)cir cómputadora debido a las ventajas mecánicas 
que ofrece, como smi, el rápido 'proccsamié1Ítci de grandes cantidades de datos y a la exactitud de 
los resulta.deis: obtenidos> El método teórico es aplicable a un rango amplio de procesos de 
crecimiento y pani cl/,o es utilizado el gnipo de ~cnormalización. 

Los 1~1étodos a qui n1cncionados no serán explicados con profundidad, ya que no son 
necesarios para la cOmpl'ensión de este trabajo ni para el eumplimientode objÓtivos. (de hecho el 
método teórico no será est.udiado en',cist¡¡' Ícsis), ex~e¡)io ~l 1!1étodo de evaluación numérica, en el 
cual es basado el. cálétilo de la dimcí1sión ·fractal ·dé. l~s agregados obteilidós en las diferentes 
simulaciones aquí expuestas. Para una mayor ií1formación sobre. el tema; se rccomÍcnda la 
bibliografia de' Mandclbrot citada al final de esta tesis. . · 

1.4.1 Cálculo de la dimensión fractal con datos obtenidos mediante 
experimentos. 

Un gran número de técnicas experimentales han sido utilizadas para medir la dimÓrisión 
fractal de estructuras en crecimiento. Los métodos más aplicados son: el procedimiento de 
digitalización de imágenes en dos dimensiones, la dispersión experimental para medir fractales de 
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volumen, el recubrimiento de estructuras con monocapas y medida directa para calcular a D de 
fractales de superficie. 

La digitalización de imágenes para un objeto fractal bidimcnsimml es la forma modelo para 
obtener datos cualitativos y cuantitativos. La infonÚ~cióncs obtenida medi.á11tc un scanner o una 
cámara de video ordinaria y transmitida a la. memoria de la co1Íiputadora (usuahnentcun,a PC). 
Los datos son alniaccnados en fornia de un arreglo bidimensional dé' pixclcs, los cuales son 
designados por un número diferente de cero si .la región esta ocupada por alguna páÍti~uh1:. Pero 
si la región esta vacia; entonces se dcsign'a con cero. Así, por medio de la· computadora; los datos 
pueden ser evaluados y se podrá calculara D. · .. . · 

La dispersión experimental es ~n método poderoso para medir la dimensión fractal de 
estructuras micr°'scópicas. Dcpci1dicndo •de lascaractel·ísticas de )a escala asociada al 'objeto 
estudiado, pueden utilizarse la dispcrsió;1 de rayos x, de i1cutroncs o de. luz para rc\•clar las 
propiedades de· los. fractales.' Cón esto puede' obténcrsé inforínación de·· varios·. agregados en 
crecimiento en un ticnipo t; o utilizar el rayo de dispersión para una fractal de superficie; etc; 

- - _. --. ;-·. __ ,_ - - ,_- f -- - . ,. , __ . " .. ' '·' -: >,· . ·- -

Medir.a D mediantc'cl' rccúbrimle1Hoclé la 6structura cbndsfcr~~· clb}~clio~Í:e~i11i;idea 
directanicntc. relacioii~da·a la•• dcflniciÓ1Í' de, D discu\ida' en;l~ sécciÓni h3 i;AI Ülevar: a~aoo una 
investigación' ele csic:iilio'sc requiere de niatcrialcs, los cuales solí'absÓrbi&~~"po~;Ia"Slirérfici~ del 
objeto fractal cm '.cstü'~ioi.{L~:dil;iC:nsió;1 fractal es entonces• obt~Íida: por Ja 'relación n( r=):.; ~· ~D, 
que equivale:~ ( 1 :i)} doÍ!dé :;;¡ti) n~~les/g. ~s el 'iiúiíícro ele. li1óléculas 'absorbida~ fo miando una 
moncicap.lcnla.s'U'¡)c~ficiC~Estc.1í1éto'élo ~stá,li1i1itado a ~1cdií-: las' pro¡Jiédadcs.supcrficiálcs; dado 
que las rcgio11csivacfás ~~ni~o de un objeto .. fiact~l nÓ son accesibles á las moléculas. ·.Una 
variaciónsimplc d~ esfo 11iéto'd.o es que el tamaño de las moléculas es mantenido constante y R, el 
radia de 1.as pártíCulas;au.mcnta. • • · · · · · · · 

La medidac:Hr~~t~~dc las propiedades físicas de los objetos fractales ¡jucde ser. usada para 
la determinación expcrhnental de D. Un gran número. de métodos ha si.do sugerido, y. ~arios de 
ellos están basádos,,en laspropiédadcs eléctricas, en las que se considera la can.tidad de corriente, 
y la potcnCia: ~leitroJÍ¡~gnética; . <::n cuanto a' su . disipación• y. freciicíieia• en•· dependencia eón la 
impedancia 8 c?1npleja de la interfacc'fractal..Este método propOrciona una estimación indirecta 
de D y es 1nenos utilizado'qu'éi .los niétodósantcriciÍ-cs. . . . 

8 Impedancia es la resistencia apare~tc de un circuito a una corriente alterna. 

19 



ESTUDIOS /JI': 1IGJU:G1IC:/ÓN C0/.01/)11/, l'i1I S/AIUl.ACIÓN !'011 COMl'UTAIJO/IA. 

1.4.2 Método de Evaluación de Datos Numéricos. 

En la sección 1.4 .1 se vieron, en forma resumida, varias técnicas con las que es posible 
obtener infon11ación de una estructura fractal. Análogamente, existe el métod.o de evaluación 
numérica, que es laforma más siniplc de obtener aD, basándose en la. definición ( 1 ;2) y (I .4). 

E.stc consiste en cOiisidcrar un' número. máximo de. partículas '.(ninax) qüe. puede contener 
un· objeto, Duríui~é; la for1nació1Í del mís1iio; fo ad a ¡ÍartiparÜculas; sé obtcíidrá :el •radio de giro 
(Rgi), '.don.de :part}es{ün:valor entero dado;porc el' investigador;' dc•acucrdoi a. lai cantidad de 
partículas (juc'-cl ''deseé .sé obtcnga·;Rgi;''piir.·.1oquc' cada'itMi·í~j~Íí¡ibri~scr~"obtciiiéio .(donC!c 
j= 1 ;2;3, ·.:.n,·conl;".'• ní1laX!part).' Co11 lo que sé'tc1idrá1í'n liarc]as de' dátos o c'éíordci1adás,' a las 
cuales se Ics sacará logaritmo 1iátural. En. s~guida estas' s011 localizad¡¡s en un' plaiíO} cuyo. eje 
horizontal' lo :rórnia el k lii(n¡}á[t}(y aI .cjc'ycrticál' él¿ 111(R~i); ~ÍJtoilccs;; D)pu~dcfscr ol:ifonida 
mediante regresión D1ical!útilicc;i1os· l11híiil1os\:uadrados'~ará·aJus.t::ir una línea recta; en la que la 
disfanCía de cada ¡)'il11téí a:'ía recta ~ca Í;1ínima; 'de la siguici1td Jtla\Ícrai •. ,· ' ' " • ' ' ' 

··;:t' ,'::: :::'-:· 
' ~ :· ·: ', '.: '. ; .. 

. ';·~' ,::\·- :·. 

· .. Dadas .• la :coordcÍ1adas (x¡ •.; Y¡ )E (' '!1. 11pa;1, Í11. IÍ~i) de··. c~da •.etapa del··· ~grcgado, ·se 
calcula la diferencia cntn: y¡ (valor cibsérvado) y'y =' mx + b •(valor esperado): Como· sólo nos 
interesa la magnitud de est~ discrcpm1cia lá elevamos al c:uadr~do y !asumamos: • . 

d; =y¡ .. :. (111x;. b) 

d¡2 = )1¡2 C; ••. 

La suma sde l~s cuadrados dcIIs d¿~viacim1cs, j = i ~Í¡2. debe ser un míni~10, y como 
depende de m y b/dclié cuinplir,sc éit1c dsd: (iil ó11i) dm• + (a.· / éb),,db, ds= o en el 
mínimo, pero JÍ¡ y b spn índcpcndióntcs, entonces: (G:.;/ ¿fo)=.d y(li;/ w)"= o .simÚltáncamcnte. 
Obteniendo las derivadas parciales y rcso.lviCJldo · el sistema de ecuaciones cnn1 y b 'se tiene 
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111 = -11....ll¡ J!..¡ - (LX i )_{lJ!_¡ L 
· 11( Ex¡ L) - (Ex¡ )2 

b = ill; 2 .liIJ!_' Ul:±_; Lf.1);_¡ J!...;L 
1¡( Ex¡ 2) - (Ex¡ )2 

. : . 

en donde n es el número de puntbs a'gr~qca;, 
. . ~. . - . 

(1.8) 

(1.9) 

Entoncés, la dimcn~ió~Tr~ctal se obti~nc por medio de la línea recta, ya qlle D se define 
como la irivérsa de la pél1diéntc, D,;, / im. . . . . . . 

El' radio ele giro/de cada cierto número de pa11iculas (/lgi (npari)), si: obtiene élc la 
siguiente fornía. · · · · .· · · · · · 

~ - - , .. -. -. -

Considérese el vector r¡ = {.t¡ , y¡) con i=; 1,2, .. .,.npart, que representa la posición de 
la i-ésima partícula. El centro de masa 9 se delitíe como el promedio de los r¡ 

y el radio de giro como 

Despejando U llgi se tiene que 

"cm=.~¡ 
npart 

llgi(npart)2 0.~¡ :J:cmJ2 
· ,npart · 

llgi(npart)= ·.J(E (r¡- rc111 )2 / npal'I) 

(l.10) 

(1.11) 

(1.12). 

9. El centro de masa .o ce~Íro:de grm'cdad esci punto clonde se concentra toda la masa de la materia. 
Este no necesariamente debe estar en 'el cuerpo. 

21 



l!'S7'UD/0.I' DI! Aa111:G1IC/ÓN COWIDAI. vi .. 1 SJMUl.1ICIÓN /'011 COMl'U1'ADOllA. 

Luego, haciendo uso de ( 1.2), se tiene que 

npart -Rgi(npart) D ( 1.13). 

Despejando a D, tenemos que 

D= In npart (1.14). 
b1 • Rgi(npart) 

Por lo tanto, • ya es posible 6btcner a D graficando. el In npart contra In llgi y obtener a 
m. Esta ccuacióÍ1 corrcspoiidc a hÍ aceptación dci que en el régimen asilitótico In Rgi es 
linealmente proporcionalal logaritmo del.radio tot~~ del agregado. · 

-. -~'"·. 
-----:..-;-o - ~.¡-::_,.~~: -~--, 

Para Óbt~ncr;cl ~rr6g1ci Cj~c cBritidJc I~s ~do;clen~da~ corrcspotidientc~ a las posicio~es de 
las partículas que constiiuyer1 ál fraCiál,'usualincrltc se requiere de' procedimientos numéricos que 
depcndén del proccsó'fisiéo particlllarcnir1vcstigacióii'; por cjémlilo; las observaciones generadas 
por la simulación cncoii1putadora'C!é fractales en crécimicnto.< ':,_ ' . . . 

-· :.- ,._,_ ¡-_,·,· , .. :, >'·:.·1'· 

_;~ .. _'.:/LY: );:.-: 
,;'.~" -~~:~;; . -.- . ,x: . '" ;_,:;,.~{.:·-~'.. 

Para -l~s si~iulricioné·; éStoc~sii~~s/Íaalcatoíicdad es introducida con la. ayuda de un 
generador de núnicros pscudóali.iatorios dlstÍ-Íbui.dos lllllfor11icmc'11tc, ·.·cuidando q1Íc el.· mctodo 110 

falle a' Jo Iárgo de :la sccuci!da; porqúc pJcdcfíJroduéir ;í,1úiíicros aleatorios ·cor~cliicionados 
estadísticamente. ··,Este 'probléiiúi: puede ( SUJJcrársc '·in<ízclando'• dos. gci1cradorcs .• · e.le; números 
aleatorios.· '<'" ··• · · ·••·· · · . · .>· ·"· 

·:.:~~-~~:_:._~Ji_ , __ , , ;':,_.,.-~_:_ - . ' 

Un factor . i~portaríic• Ón .·la• fo~n{aciÓn de., ~úmulos.:fractalcs, . es el. fenómeno de 
movimiento Brownianó; ya qúc unapártí~ula prescrita una carnirmta Úlcatoria, dé N pasos, :antes 
de quedar pcgáda al agrcg~do: L~ distancia entre clpunto <le partidá a)mpunto de llegada se 
denota por. <R2(N)> •. ~llámada',,distanciá; extremo •a extremo cuadrática nlcdia. Tal .tema será 
analizado en el capítulo siguiente.: · · · · · 
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CAPÍTULO 2 

TEORÍA Y SIMULACIÓN DE CAMINATAS 

ALEATORIAS. 
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11 2. TEORÍA Y SIMULACIÓN DE CAMINATAS ALEATORIAS 

2.1. TEORÍA DE CAMINATAS ALEATORIAS. 

En este capitulo se trata.rá d nmvimiénto aleatorio. de partículas dispersas en un medio 
líquido, el cual es un eje111plo siinpIC·dcun pi·ciceso cstoeástico.:ral fcnómc1io 'resulta ser un 
factor necesario en la:forinadón'dc'.cstructuras fractales· en crecimiento; como'_cs el caso de los 
cúmulos o agregados; por éUÓ sé le í;a dado üi1 iÍÍ_terés especial iil estt1dio y anáHsis del n1ismo, el 
cual es tratado a· continuación: ' . . . ' 

- . --

Una con~bcúenc~Ü ft;ndamental de la temía· cinética , es que en ausencia de fuerzas 
cxternas,iOdas)as 'partículas ei1 suspensión, independientemente· de, su tamafio ,s_Üfren _un 
movhniento; '-cÚya'1 dirécció1i es_ í:onthm•umiÍlte ;cail1biada '·.al'. azar, Esto, comóf resultado de·. la 
colisión afoatoria cÓl1 las 'inol,écuÍas del 1i1eéiio en suspensión, coÍ1 otras•- partículas y las. paredes 
del recipiente que Ias coiÍÍiene; pada partícula sigue üna trayectoria co1nplicada)i frregúlár; a éste 
movimien~o. iilc:ató:rio,.sc ,le co:tioCc~ c~.111() n10,v(micÍ1t9: Bro\v11ia1i?: E_si_e ~~111brc sd ·le di.o eri ,honor_ 
al botánico Ilrci\vri;-quien·obs~rvó_1)6r pd1i1era vez cFfmióménocon graiíos de polei1' suspc1ididos 
en agua. "< ; -'-· .. · ._ .... _.: · ' ... ,. . .,~ ;· '.· . -

- ~<::~-/;.:._~-~:.;~e~: 

Comóejen\pio,' prcscntrin1os '..en ,la ~figllra. 2.1 l_á trayectoria de_. U~la camhiata aleatoria 
obtenida en UlÍ cxperim~n!Ó, el cú'al ~CllÍsistiÓ ClÍ observar a'un~ particÚla coloidal de radio _0,53 
µm, mcidiantc'ií1i'~iic~Óscopio,'.d1\rmité 3Ó,scgÍuiao~.Lassuc~sivas 1)osiCio~~és (¡úe_•ocupó durante 
ese lapso de tieri1po fü'ción n1ar~adás'c!es~e el pú'ilto' dé:partida l~¡¡_~ta el pÚnto de llegada a cáda. 
paso: . Este fcnéimcrio'; rcprcs'cnta u;{ . cjc:í1íjifo ¡;~inÍÍilc< de un .;¡Jroces\'Í estocásti¡;o que.· puede 
encontrarse elÍ "csfructuras fraetalés C0

Íl crcéiÍ1iic1Íto. . . . . . . ' 

Por lo tanto,' tcl!Cl~O~ ¡;l)~sci dcuniipaitici1lá que ¡;xperinienta una caminata aleatoria, 
haciendo pasos 'de -longitlld;Í que ,'se, distribuye tlC acuerdo a -ui1a . Gaussianá, en direcciones . 
aleatorias. TaL prócésci''pu'éde _.- s~i<''clesérito . c1í,. tcirminos 'de 'la,·. distancia cxtrbmo a _extremo 
cuadrática. media' R2 .= <R2, (t) :> rcializadá por las' parÚculas durantc,im intervalo de tiempo t 
dado, En la siguiente sección ~st.o será analiZado. , . . . 
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FIGURA 2. l. 

2.1.1. Distancia extremo a extremo cuadrática media. 

La , santidad• usada'. para' ia caractcd~aciÓí] • .. d~ • ;{caini1iata ~lcat.oria. es.· su distancia 
extremo a extremo cuadr~tiéa.iiicdia, qué cs. la'disiancfa del púiit~ ii1ici:Íl de partida d.c un cuerpo 
en movimiento, .al cxtnilüo •ti1ial . de llégadái En iC'stá; parte,: '.se, ii\1pone que'. él' cu~rpo. es , una . 
partíc~la en difusiói1 (¡üé'rcaliza'Ull:paso 'de ta111a~~ ( en U;l intciValo de 'tic1iipo:íÍnitári\J.Por lo. 
tanto, el ;1Ílmcrci'• de N' paso~.' ~s. igual:~··. Íit d.uración 't' d~ lá, caú~i;iata; la -~~~l presenta,· una 
configuración propia: · · · '· · · · · · · ·. · · · .· · 
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Considérese una caminata aleatoria de N pasos, cada uno de ellos de longitud /, los cuales 
pueden tomar cualquier dirección. 

Sea Rcouf la distancia extremo a extremo para una caminata dada: 

->. ->'. -> 
1 RN - Ro 1 = 1 RN 1 (2.1), 

-> -> 
donde RN es la p~siéióíi final dcsp~Íés'éle Np~so~ y Ro= o; por ser el punto de partida. La 
distancia extremo a'Cxtrenío ciiadráiica: 'médfa 'se define co1i10' 

~:::·r ,.~/::·· !--:~~ .. ,--·" 

\ 2' >• 
<.R con/ (2.2), 

en donde < R 2 coii¡> indica Ú~1 p,roiricdi~-~olí~~ tódas las coúfiguracicines. Pero 

-'->' . ~> 

Jl~(ii!r(= }) ( (2.3), 

-> 
en donde { es un vcctordci-tamañb / e ¡;, 1, . .';;N, por lo que 

'- ·-

{ '27/ > : < .E 1/f> 

+ !¿I¡ +, .. + !¿IN + ... + IN IN > 

Ji'. = <R 2 CO/i• 

Ji?.·= ~ l¡l¡+'í;t]~ 

R2 = ... ,. 2 . . ··.+ · ... · "1·.·.2 <. ,. ·o· 
¿,, ¿,, CO.I' ij (2.4). 

Dado que · <ca:1· O U ;;..Ó, cnt~;1~¡:s I~ distancia cxtrc1;10 a extremo cuadrática media se 
obtiene como 

(2.5). 

Queda por demostrar que la distancia cxt.rcmo a extremo de la caminata aleatoria sigue 
una distribución Gaussiana. · 
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2.1.2 Distribución de la Distancia Extremo a Exti·emo Cuadr:ítica Media, 
en dos Dimensiones. 

Teóricamente la distancia extremo a extremo cuadrática media se distribuye como una 
Gaussiana, independientemente de la dimensión en que se encuentre. Para demostrarlo en dos 
dimensiones, supondremos que el número de clemci1tos o pasos es muy grande (N>> 1) y 
consideraremos la proyección de cada paso a lo largo de un eje arbitrario, en este caso el eje y. 

Sea N+ cnnúnicro de pasos con pro);cééión positiva y N_ el número de pasos con 
proyección negativa. Eí1tonces; si N í:is ·par,··· · 

(2.6), 

(2.7), 

donde n es la desviación ccinrcspccto al p;()i11cdio, con lnl ~< N/2, en casitodas las ocasiones. 

. . . ·.. .. < •·••··· :. . •.•· . . .. ·.· .· 
Si P(N+) c~•.la probabiliddd. de que ocurra lln núm~ro N+. de proyecciones positivas, 

entonces se distribuye como 'u1íá· biÍ1cni1ial; Cém'p= 1/2 yporlo tanto 
- . . • l 

Utilizando la Aproximación 'de Stirling: 
-· - - - i~; 

·In xi=(.\:+ Vi) li1 x - x -1: V, ln2rc (2:9) 

parax»l, en (2:8). Se ticné que 

In P(N.1) = (N + Vi) lnN - (N+ + Vi) In N 1• - (N_ + V:) In N_ - N In 2 - V, In 2rc (2.10). 
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Sustituyendo ai1ora la ecuación (2.6) y (2. 7) en (2 .. 1 O) llegamos a que 

lnP(n) = (N + 'I:) In Ne (N/2 + V,+. n) * ln/'(N/2) * (1 + (211 / N))} -

- (Ni2 :1· Vi ~ n) *In( (Nl2) *(1 ··~ (2n lN))f ~Nin 2 - Vi In 27í. 

... ·. : ~: 

In P(n)= v,•¡,¡ (2 /.;rN/~(N~2 +,'l:+n} .': ¡,¡ (1 +(2n!N)) -

- riv12 + ~·-11J */n (i~ r211 lfv;; 

< -." •• : • • .... :·\ 

In l'(n) =' f:ln (2/;rN)~ (N/2 + V, + ~) * (2n / N - 2n2 / N2) -

- (N/2 +V: ~n)~(-2n )¡y_ 2ii2 / N2) 

In P(n)= V, In (2/mV)~ 2n2/ N 

Habiendo despreciado 2112 '¡ N2. compar~do con 21i2 / N, se tiene que 

P(~)= (J./;rN)'I: * c¿(~2n2/ N), ' 
. >_(: ._ -:'," .. - - - -:~o ;--·: ; .- :.- ,_ - ' ' 

;, .-

(2.11). 

(2.12). 

(2.13), 

que es cierta para m1 número discreto de pasos. P~~o para el cont¡nuose ~.stablccc la ecuación en 
términos. de. distrib~ción. ~or lo tanto:·. vamos a s~poncr ahora que• la rcladón ·· a.nterior es válida 
para valores continuos de n,. tal que l'(n) dn .i1os: da la pioliabilidad de ci1cmitrar~ un valor de /1 

entren y 11. + dn; Por lo tanto · · · ·· '"· · ... , : -- · · · 

P(n) dn= (21~)~ *ixX 2J;2)~}dn'.J 
>,·:.-,:'.· 

(2.14). 

La proyección sobre el ejcydc un paso daclo es ly= 1 cos O, Por l~ tanto 

<ly>= O, 

28 



ESTUDIOS /J/i AGJUiGACIÓN COI.O/DA/, l•i1I S/MU1-1C/ÓN /'011 CO.ll/'U7ilDOllA. 

pero 
<(/ )~2>= ¡2 <cos 2 O>= /212 (2. 15), 

por lo que 

(2.16). 

Si N+ y N_ son muy grandes, laproyccción de la distancia extremo a extremo sobre el 
eje y toma entonces el valor . . 

Ry = (lf+ - N~) * (l/ -./l) = 2 in 1-./2 (2.17), 
por lo que 

dRy 7: (2 I /../2)~111 (2.18). 

Sea.l'(Ry) .. dRy.la probabilicl~d de c:;1c~ntrar.un valor de·laproyección y de la distancia 
extremo a extremo cntreRy.y RÚI· dlly,por lo queP(RJ~ dRy'= 1'(11) dn, dado que a un valor de 
lly correspoi1de un valor de n. Eiítoiiccs · · 

' . <' ,::: - -~~- ,· 

l'(Jly}= (~2l21)D;(n) ~ ( l/ ;r/2 N)V: • exp(- Jly2 / ¡2 N) (2.19), 

análogamente· 

P(Rx) (~·f"2) 21) * 1'(,1) = ( 1 / ;r /2 N) V: • exp(-Rx2 ! ¡2 N) (2.20). 

Entonces, si R2 "'.' )0;2 + !ly2 , t~11emos • . 

··. ( . P(JI) dW""' JYlfr)*J>(Ry)aÚ.x dRy 

. . 

1'(11) dll ,;, ( 1 / rr ¡2 N) • exp(- R2 / ¡2 N) dRx dRy (2.21) 

paraN >> 1 y R <<N l. 

Por esto, una caminata aleatoria tiene una distribución Gaussiana. 
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Dado que dRxdRy = 2 ¡r R dR, entonces la probabilidad l'(R) dR de que la distancia 
extremo a extremo este entre R y R + dR es · 

l'(R) dR = 2¡r *( 1 / ¡r /2 N) • exp(- R2 /¡2 N) R dR (2.22), 

válida cuando N>> 1 y R<<N l. • 

2.1.3 Distribución de la distancia extremo a extremo cuadrática media, 
en tres dimensiones. 

El procedimiento para demostrar que la distancia extremo a extremo cuadrática media en 
tres dimensiones se distribuye como una Gaussiana es análogo al anterior. Y por ello partiremos 
de la ecuación (2.14). · · · · · · · · 

l'(n) dn = (2 / lrN) V,··· * axp(- 2n2 / N) dn. 

En este caso, serán utilizadas tres variables, así que la proyección sobre el eje z de un 
paso dado es /z= I cos O. Por lo tanto· 

<I z> =O 

pero 
<(/ z)2 >= /2 <cos 2 O>= /213 (2.23), 
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despejando a v<(/ z)2 > 

v<(l z)2 > = / ;V] (2.24). 

Si N+ y N_ son muy grandes, la proyección de la distancia extremo a extremo sobre el 
eje z toma entonces el valor 

Rz =(N1: -N~.) * (td"i) = 2/nlVJ (2.25), 

por lo que 

.dRz = (21.l~J) d11 (2.26). 

Sea P(Rz) dRz la probabHi~~d'dccncon~rar úlr valor de la proyección zde ·la distancia 
extremo a extremo ~litre Rz ~f Jiz'l-,c(I¡~; iior lo qiie P(Rz) f.!Rz"'. J'(n) dn; dado qúeaun yalór de 
Rz corresponde im yalo~ de n, entonc~s . ' . . . . ·. . 

l'(Rz) = (--./3 121) *)'(n) = ( 3/2,r/2 N /!: • exp(- 3Rz2 / 2 ¡2 N) . (2.27), 

análogamente 

l'(llx) = (VJ / 21) * l'(n) = ( 3 / 2n J2 N /h • exp(- 3/tc2 / 212 N) (2.28). 

l'(Ry) = (vJ/ 21) .. P(n) = ( 3/21'12 N /h • exp(- 3Ry2 / 212 N) (2.29). 

Entonces, si · R2 = Rx2 · + Ry2 + Rz2 , tenemos 
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l'(R.) dll = l'{llx) * l'(lly) · · *P(llz) dio'. dRy dRz 

l'(R.) dll ';' ( 3 l 21r ¡2 N;312 • cxp(- 3112 / 2/2 N) dJO: dlly dRz (2.30), 

para N >> 1 y 1 << N l. 

Por cst[, una caminata aleatoria en tres dimensiones tiene una distribución Gaussiana. 

Dado q e dllx dlly dllz= 112 dll sen O drfl, entonces la probabilidad P{ll) dll de que la 
distancia cxtrc1~0 a extremo esté entre /1 y /1 + d/I, en el espacio tridimci1sional, es . 

l'tdR =f nn OdO rd¡ (3;2n1'NJ"'• ~p(-JR'l21' NJR'dR 

T; dR = 4n '(3 / 2 ni' N¡m • «p(- JR' 121' N) R' dR 

válida cuando N>> 1 y ll<<N l.• 

(2.31), 

Ya realizadas las demostraciones procederemos a obtener la dimensión fractal de una 
caminata alcato ia. 
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2.L4 Dimensión fractal de una Caminata Aleatoria. 

La trayectoria .. del . movimiento: 13rowniano es una·.· curva de ... dimensión . topológica 
(dimensión en el cspado·Euclidiano) igual .a··.1. S.in cmbarg'o, ésta es dé dimcnsióii fractal igual a· 
2 indcpendiéntcmcntc dela dimcl1sión del espacio; lo. cual es demostrado a: conti1\uación~ 

.· .. : . !\ {:' . ¿ . . ··· ..... ·.· .... 

. Un caso 1Íi~;:~~ttidiaC!b·c~,cnccI ~uc 111ia iiartiC:ula en movimiento l3r~\,1ii~n~, realiza· 
pasos distdbuidós como.u1laGaussia;Ía c;1direceio1Ícs aléatoria.s. Tal.proceso puede ser descrito 
en ténninos de la disiáncia dtrclno a cxtrcí110' eiÍadrática 1íi'cdia R2 ;:<R2 ( t )> realizada por las 
partículas i durante• un'intéi-válÓ idc}ii~l]1pÓ '/ ;dadoO" Para caminatas aleatorias ·R~ .:- t, 
indepcndic~té1~1cnic del cspacÍ? 'ciíéÍidi~no'd. CÓntabilizmído la cantidad de ltÍgarcs .visitados por 
la partícul~ rcalizaildo' /'pasos'<:' N(JV -r >, c1itÓlic~s In exprésión es cquivalcnic a N(R) - R2 · y 
comparando eón lii dcfinició;!'dc diíi1cllsión fractal, N(L) -iJJ, se tiene que JJ;: 2 para todo d, y 
que D<d si el:> i• · · · . · · . . · . . 

·, . . . ::.:,:': '·' ;;,·~. . ' 

sea Rrcm = .YR2 =·.y N./2: := ·N'lz !, dondcRrcm ·os la distancia extremo a extremo 
cuadrática media y · 1. es unitario. Lu~go se define.id exponente v co1;10 · 

(2.32). 

Se sigue que el exponente v de una caÍninataalcatoria es Yi , y que la dimensión fractal 
de una caminata aleatoria se define como el inverso de· v, es decir D= 11 v. 
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2.2 Simulación de caminatas aleatorias. 

Una vez terminada la teoría sobre:· caminatas aleatorias, · contamos ya con .las 
herramientas necesarias para la elaboración de simÍdacioni:s que describan el comportamiento de 
este fenómeno, así como la verifieaCió1i de .1a· inisma en la práctica. Tales algoritmos serán 
realizados en dos y tres dimensiones, en red y én· el 'espacio continuo; tratando de describir a este 
hecho lo más apegado a la realidad, · · 

2.2.1 Simulación de Cami11atas Aleatorias ell réd bidimensional. 

En esta sección es descrito el movumcnto Browniano, que. presenta una partícula en 
difusión, mediante la técnica de simulación porcomputadora. Este es el caso más sencillo, c¡uc 
nos servirá de introducción a los algoritmos poco más. complicados. · 

' ' 

., . ' . 
Inicialmente se considera una partícula situada en el centro de una red bidimensional, la 

cual se moverá un núri1cro dctcniiinado de pasos, cada uno en ,dirección al azar en cuatro 
posibilidades (V cr figura 2 .2 ). · . · · · 

Para simular CI sci1tido,i\íciltÓi:io'que ió1na. u'n;· parÍic~la ~onmovimicnto Browniano, se 
divide en CUatr~ subi;Ítcr~alos 'ai intervalo'> [ 0 ;e J ]; SC elige ~I~ número •xk:; al, azar y SC 
establecen. las. siguicntc\'cóÍ{dibiánés:•~i O~ik .$: 0;~5 •: sigliifica· ,qucháy-ui1 ~novimicúto •sobre 
el eje de . las • Órdcniidás~ cí1Tsci{ií1o • í;'osiÜvof . 11cr~ :·si: 0;25 · <·xk ~···.··. $ o .5: cnÍÓnccs: habrá ... un 
dcsplazamicntosobrdcicjc de lásábscisas'cil'cl lnisfüó ~'e11iid~fo si s~'ccdé ~lic'CJ.5~ ik,··~ 0.75 
entonces' ocurrlrá,un 'mcivimicntci s~tirc' el :cjc:déilas,ordeimdas>p'cro>é11'seíiiido negativo y por 
último si. se tiel'lcé¡u~'CJ.75, <xk.~ ·!~O.el dcspla~a;\iicíÍto scra~ncÍi11isÍno'sc~tidÓ;¡jcrosobrc el 
eje de las absci~as. Estas' éondicioi1cs se csiablcccran par~ cada" paso' dUrant~ tócla' lá fraycctÓria. 
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que realice la partícula en movimiento. La figura 
simulación de una caminata aleatoria de 38 paso. 

2.3 muestra un ejemplo gráfico de una 

y y 

I• ... 

,, X 
X 

Lus úuicus posibles direcciones que se presentan 
en unu red de dos dimensiones son: norlc, sur, 
este y oeste. 

Simulución de unu cnminuta nlcutoriu de 38 pnsos, 
cuyo tanmfio de puso es lu unidad. 

FIGURA 2. 2 

Como pudo óbscrvd;sé cxislc1isólÓ ~cuatro posibles dil'e~~ioncs:Y el tamaiio de páso es 
constante, débido a I~ red en doí1'dc se sitúa Ja•pártícuJá; L.a longitud dc'pasó de Ja'partícula, es 
de tamaño la unidad, o sea el taÍ1miio de ui1a celda:: ... . '> ;·: .· . . . . . . . 

.-::-·:' :_ 
·, 

En seguida de que cáda ¡Ía~Hcula con~luya con sti cáminata, se cakula lá distancia del 
origen al punto de Hegitda d~spués de ií' jJascjs;;mcdi~1Ítc ~. · ·· · ·· ·· · • · 

.distancia=((i;x¡) 2, ;» (.EJ1iJ2) Vi; 

con lo que se obtendr~ l~ frecten~ia de ;as: distdngia/,\' cin un hi'stogr~1ria: Se grafican · estos 
puntos junto con la función dé distribución Gaussianacn dos .dinicnsiónes pará háccr mas .visible 
el grado de ajuste que cixistccnÍrc an1bos.:, . . • . .. c.·=·.·· . 

. -''7-'.;:_···:t~·~-----':-;,~-----'--- ---·-;,-:::;-.~~-- ·f:-=: ,. 
... i .... .. '. < .•·... ··.· j 

En las sÍniulil.~i~ncs ~qJí pr~sc~iad~s;:sc. r~aH~~¡i{~OO OCJO tdCl 'ca~1inatas con N= · 100 
y N=. 1O1 •paséis). Séconsidcra1!· cstas''dcis~itlíacioi1és'..para ·. sabc(J~i'distribuCió1(quc to1~1a•·Ja 
camitiaia al finalizar .cci11'lo5,''N p~sos · ~~tabiccYdos? Para· cnei· obscrycn;·c;5.Jás·gráfi~~s i 1, donde 
N es par, y 2.2\con,N) itlÍpár? (los ;Í'o1ithos·; dispÓrso{;soÍ1 ; los\datos; árrojacÍos;por 1iucstra 
simulación, micnt~as qüc la curva punieadli'lcprcscntála'fünción de distribució1{ Gáussiatia:) .• En 
ellas se establece 9uc el aj~ste con respecto a .Ia fürición dé disfribuci61i Gaussia1ia' es mala; ya 
que cuando . el núíncro de pasos es •• par, en 'Üna. red, puede 'succdcrquc la última posición 
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de la partícula en el N-ésimo paso nunca tome ciertas posiciones, las cuales solo son ocupadas 
cuando el número de pasos es impar::Estc error: puede, suavizarse, si sumamos los resultados 
obtenidos en ambos casos y los graficiun6s, ver gráfica 2.3. Entonces tendremos iui ajuste más 
acercado al deseado, aí1Íl c¡uc no lo obtc'ndrcm6s perfecto debido a la red qucsc utiliza. 

·«·-·.···-·= . . -

Aquí, sólo SC il~strg Jna si~mláciCÍ1i de un millón de.· cmi1iimtas, pero· en reaÚdad, se 
hicieron 20,' ~on sus respectivas gráficas, que present'ai1 .las tres situaciones establecidas 
anteriormente; mi las 'cuales se observó el mismo fenómeno. El programa puede ser analizado en 
el Anexo A~t .. ·. . . . 

100000 
Caminat1i Alcatoriac.nn:d 2dim.(100 PASOS) 

80000 

"' 'ü 
e: 

"' :::1 
u 

"' ~ ·40000. 

20000 

O. 
o 5 10 15 20 25 30 35 

distancia 

GRÁFICA2.1 
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CAMINATA ALEATORIA EN RED 2 DIM (IOI PASOS) 

120000 

100000 

80000 

60000 

40000 

20000 

CAMINATA ALEATORIA EN.RED 2DIM (SUM 100,101) 
180000 o o .. . . . .. 

;.-.. ,,e 
o ,.· . • .. o 

l' \\ 
i ~ 

/. \ .. ~. 
iº \~ 

J \ 
: •-q. 

160000: 

140000 

120000 

.100000 

80000 

60000 

40000 

20000 ~·~ . ..... 
o ~~~~~~~~~~~~~·~--~~~~--.................... ~ 

o 5 10 15 20 25 30 35 
úislanda 

GHÁFICA 2.3 
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2.2.2. Simulación de caminata aleatoria en red tridimensional. 

En el caso de una red tridimensional, es el mismo proceso que se realizó anterionnente, 
con la diferencia de que se utilizaran tres variables. 

Esto ocasiona que en lugar de tener cuatro opcio11es ·de dirección para el desplazamiento, 
ahora .se •cuenta.con .···.seis, ypor lo. t~ntod·., intervalo. [ º. •, · .. 1 1· debe ,scrdivÍd,ido -en seis 
subintervalos, r~sultando las siguiente condiciones: si o ::; xk::; '0.16 enioncésél :nlovimiento es 
uná unidad s.obre el éje x en sentido positivo; o si0.16. < xk::; 0.3.3. el desplazruniento es s'obrc el 
eje. y en el.ini~mo, s~~tido,pero csi 0.33 < xk::; 0.49 entonces'se mueve sóbfoel* _zen 
sentido positivo/o'puedé sucéderquc~ o:49 <xk::; 0.66 fo que implicaíia'qüé~cl fl1ovimiénfo es 
sobre el éjé x.en sentido ~egativo, o si 0.66 < xk 5. 0.83 el desplaza¡¡:{iento es sohre el eje y, pero 
en sentido negativo; finalmenté si' 0.83 < xk ~ 1.00 entonces e1'inovin1iento es sobre el eje zen 
el mismo sentido·. ' ' ' 

Una vez liberada la partícula. en d centro de la red, cómienza a difundirse en el espacio, 
dando pasos' de 'longitud unitaria, cuya dirección está dada' por las condiciones establecidas 
anterionnente ¡ Despuésdc X número de ~aminatas; se obtiene la frecuencia de las distancias, las 
cuales sori graficadas junto. conla fum::ión de distribución Gaussiana en tres dimensiones. En las 
gráficas 2.4 )~ 25, se muestran los puntos que son resultado de una simulación de 1000 000 de 
caminatas, taÍlÍo para:N=IOCí conío paraN='lOI respectivamente (recordar que los rombos 
dispersos son; los datos' arrojados por: nuestra' simulación, mientras que la curva punteada 
rep)'esentala funciónde distribución Gaussiana) . Los resultados de la suma de ambos casos son 
ilustrados en la gráfica 2.6. · · · · · 

En ellas se observa; nuevamente, como los puntos diseonexos presentan el desajuste 
cuando el número de pasos es paroimpar, por motivos Y'.1 niencionádos.Entonces son sumados 
ambos resultados, y al grafiearlos el ajuste se acerca más a la régión cié la curva, lo que implica 
que en red en tres dimensiones· las caminatas aleatorias se distribuyen aproximadamente como 
una Gaussiana. · · · ·· ' '·. 
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En este caso se desarrollaron 20 simulaciones de l 000 000 de caminatas, con el número 
de pasos par, impar y la suma de ambos, con ellas se pudo comprobar,· que. efectivamente se 
distribuye como una Gaussiana aproximadamente. El programa se encuentra en el Anexo A-II, 
para su análisis. 

120000 
Caminata Aleatoria en Red 3 Dim.(100 p:L~os) 

·distancia 

GRÁFICA2.4 

31) 



Caminata Aleatoria en Red 3 Dim. (101 pasos) 

o ,-· .... . 

l ..... \. 
1 • • 

'·l \ 
<r o\ 

I \ .. 
t O'\ i \~ 

,• \ 

o1 " 
¡.~- ~ 

l ~. 

¡ ~ 
.. o. .. 

O o/º °"-..:. 

o 5 ''º. 30 35 

Cun;inata Aleatoriae1~ Red 3Dim. (Sum. 100 y 101) 

25 30 35 
distancia 

GR1Í.FICA 2. 6 
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2.2.3 Simulación de caminata aleatoria en el continuo bidimensional. 

, . . ; --·- . - , .. :, 

En esta ocasión s.c. realizará la simulación que describa·. la caminata aleatoria de una 
partícula, conN=IOOpasos, en el espacio continuo en. dos din~énsioncs. 

Este caso se representa de 1nancra siinilar a• las siiniilaéi?ncs de ca111inata aleatoria en 
red, con la diferencia éle qt1c 6li1ú11Ícro de dircccim1cscs ií11i1iito por tener Ui1 rángo de o a 2it 
sobre una circmÍfcrci1cia· (Ver Figura 2Aa y 2.4 b, ). · 

·o 

2'ÍI: 

En el espacio continuo, lus direcciones que puede 
lomar una partícula, en cada prisa, es infinito (Esle 
caso se apega mMa la realidad) .. 

(a) 

l 

¡=V)····· .. 

~ 
. . 

Esle ejemplo nmeslra la truyecloria, de 31 pasos, que 
presentó ·una parlicula en difusión. El lamm1o de paso 
/, se mai1ticnc consltÍnlc. ' 

(b) 

FIGURA 2. 4 

Para elegir i~ dÍ;ecciÓ1~~-clii c;dtp~sC>, -se propC>réi~1ia u~. nú~Ícro aleatorio. (distribuido 
uniformemente) que se multiplica por 2it;, 6.2832.:.; y se asig;iáa la vari~blc ihet~. En seguida se 
calcula mediante · · · · - · · ·- · - · . · ·· 

;.: _ _, 

. . - . , :." ._:·_ - : '<· . ~ .. - ' . . ' 

Estas funciones nos prcipordonaránlas coordenadas de la nueva posición, después de un 
paso, en el plano euclidiano bidimensional dé cada : paso. En. una variable "x" se llevará el 
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incremento de las abscisas y en una variable "yº I~ suma . de las ordenadas. Al finalizar con el 
N-ésimo paso, se calcula la distanCia de la posición final ali:cntro dond.e fue' liberada. Ésta 
deber ser dada en cada paso, de cada una dé las 1 000 ooo·dc·caminatas ·que se simularon, 
considerando ·un tan1año de paso igimla la unid~d. · . 

Se g(aficií1i; las •. diitan~ias! c~1ii~a iu frccuencia,;j~nto c?n • la, funcÍiil de distribución 
Gaussiam1, cn'dós'.din1e11~Í0Íiés; yse'.yefi !iCa daramciítc cmno esos lÍuíitos'. se ajüstaÍ1 ~ éon. mu'ch6 
mayÓr. exactitud·.;, Ia~fúiíci~n, quc;loS:íim;tosi'()t)tcnidos d,c si!niílaé:i~nc{cn\rcd!i Como pu~dc 
observarse, en élcspaci? col1tii1üo,'la!sÍlili1laciÓn de las'eaminatas'alcatórias•yano prcsénia el 
problema'···. de, qúc el i1ún~ciB~ dc'paséis sGá liar 'o iiiipar, dcbidéi a ·que atíorii .·las 'dfrccCióncs son 
tomadas C;l fofiÚa alcatciria:· éot1: [Ó QÚC tendremos llll número hÍfüÍitÓ ·de p¡)sibiJidadcs• para cada 
paso; a difcre11eia dciá red eí1' la qÍ1c sóÍÓhabia cuatro y:scis di~cccioncs•en:dos .y tres 

'"~·;'"" "''°º"""'~"· ' . . . . . . r,FJ .. 
En· Ja gráfica.· 2. 7 5¿·111úcstfacl rcsltl lado. dé uí1á dc. lás siI11.ulaci01ies\ (recordar . que Jos 

rombos dispersos sÓn Jo~ datÓS imojados por nuestra SÍl)1ulaciéii, illÍcntras'qu~_Ía'curya punteada 
representa la ruííción .de ;distíibueión.ciaussiana):.rara estU,·sccció1l;•sC'rcá1izarcm,20 c.orrictas. del 
programa prcsc1ítado en.el Ai1cxo ¡\~HI; y ¡)udÓ observarse el bu'Ó1úÍjuslc d~Ja'élistribuéión de las 
caminatas aleatorias énct•. cspáciocontinuó en.dos dinÍc1isiÓncs;obtc11idaS'dé)a simulación; con 
Ja Gaussimía:· · '' !.•" •.<" · · .. · · :: : ."-•.•; 

5 10 15 20 25 30 35 
dislancia 

GRÁFICA2.7 
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2.2.4 Simulación de caminata aleatoria e.n el continuo tridimensional. 

Por últin}o s~ presenta I~ simula~ión de cai;1inata alc;torfa en el cspácio continuo tres 
dimensiones. En é~te caso interviene tres vadablcs )' por lo tanio la dirección en cádapaso se 
distribuye cnüna esfera:; . . . ·,.. . . . . . . . . . .. ' 

Dado un}sist61íia c()~~dci¡acl~ csféd~6;. ve~ figur~. 2.4(a), Ó~iste un plano aci~Üt~l.y un 
eje perpc11dicÚiar a'di1JÍ1~ ÓhÍiiÓ:<lJn ]m11tó sc. Iócaliza:por niédio'. de tres Ílú;ucms; cuya 
repreSIJlltació1; ~l;.'~ooidc;J:Ídas csférieas CS. f'(p, Ó,~); COÍldC po= 1 OJ' 1 ; 0 CS Ja n1cdÍCJa' C;l radiaÚCS 
no negativa del. á~gulo niá~ 116quciio .1hcciiuo desde el. lado posiii\•ó'. del eje /!tia recta oP y ~es 1a 
medida en radian.es' del ángulo polar de' fa proycccióÍ1 de l'cn, el pÍano íiolar.' :Vcan1os la' figura 
2.4(b). El origen tiencla represe11táción en coordci1adas esféricas (p,O,~)).do1Í'dc O.y~ pueden 
tener cualesquiera valores:Si el pÚnto i'(p,O,~) no es el origen; entonces p >o yo .::;·.o::; 7t, donde· 
O= O si !' esta en el lado positivo del eje z y O =7t si ¡i csia en el ládó negativo dercjc i .. 

z 
z 

...... 
........ p (x,y;z) = p(p, {}, f) 

y 

y 
; 

/ 

X 
X 

(a) ( b) 
FIGURA 2. 4 · 

Colocando juntos un sistema .coordcriado esférico y un sistema coordenado cartesiano, 
como se muestra en la figura 2.4(b), obtenemos las relaciones entre las coordenadas esféricas y 
las coordenadas cartesi.anas de un puntó P. coii1á. .. . . 

X=IOQjcos~ 'Y=:olOQI sanl 

'·' 

Ya que 1 OQ 1 = p sen O y 1 Ql' 1 = p dos ··o, · éstas ccuaci~ncs se transforman en 
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x= psen O cos rp y= pscn O sen rp z=pcos O, 

en donde p es citamaño de paso igual a la unidad .. Coi1 ésto tendremos la dirección en cada paso 
para cada una de las 1000 000 de caminatas, cada una de' IDO 'pasos ... 

,, ·,, .. :,; .. · . -··-

-- -.- ., . - . . . -

·.En primcriinstmicia,:sc gc;1~a;ia'cnutilizarcdi;cctan1cnlc. ax,. j,, Z, c;lc~l~dás; ar.riba, 
para encontrar la posición'dé la'pariicilla ciiínov.i1!1ic1Íto; fol comó'sc'hizCÍ cí1 la sé.cciónantcrior. 

~~~cN~~:~;~];q(~~h~i.~:¡%t!.f ~J'~fJ,i~t;;J,~;n~b~1~1~;~~irif~~~l~~i~¿:í1~~~{~;~~1:f~~61qJc 
SU COÍlccntra~ión CS iiuÍcho ÍllU)iOr •• en los JlÓlos c¡Úc 'en d CCÚador,'• por lo fanfo siJ' disfribución no 
es uniforme.~ El1toí1ccs 'surgl1 cljirobfonia dc.obtci1ci- 'i1Í11Ílcros: aleatorios cÍÍ)·a~clistribUción se 
ajuste a nuestras 1iécésldadé:s. '. : . , . . . . , . ..: . J , .. • . . 

Para tal efecto considérese la diforc1'\cfalclc área cl~ur1a cinta clc l~; SlllJCrfi~ic de la esfera, 
comprendida entre O y O+dO:: · ' .. · .. ' ,, . .·. . ·. · 

(2.33). 
;··. , 

La· integral ·dé,'dicÍ1a'dA c11frcO;, 6 y;o,; 7T'i1o~·da cl·.~rca ··de Ia esfera, 41r R2 ·. ·.La 
diferencial clcl .áréa ltóniial izada ¡¡ l~ unicÍad,d~4 íÍ ,• será entonces , 

(2.34). 

Para obtcnc~ véCtorcsdisi~Íbuidos unifürmcmcntc en la superficie de la esfera, debemos 
tomar un númcroál aza~ para q y: hacer \' ·., , 

Resolviendo a la integral, se tiene 

Entonces 

,':· f7c,;~~-~· -._ 
•l dA 11 =:. Númazarl, 
,o 

cos( O azar),;,, 1 - 2NIÍ111azarl 

Y como san2 O + cos2 O= 1, luego entonces 
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sen O CIZCll' = .--/ __ 1- cos2 {O azm) (2.38), 
y 

(2.39). 

Después de obtener. los rcsultiíd¿s d6 la sim~ldciónporcomputadora, se grafican las 
distancias contra sus·• frccueíiCias,. jtintó cóÍ1 .. 1:\ . fÚnció1Í de -distíibuéió1i • Gaussiana. en tres 
dimensiones yse observa como-claju~te es casi: perfecto y•con esto. se visualiza que las 
caminátas aleatorias sedistribuycn como Gaussiana. · - · 

A continuación se presenta la gráfica 2.8, como resultado de la simulación realizada 
(recordar que los rombos dispersos son los datos -arrojados por nuestra simÜláción, i11iei1tras que 
la curva punteada représ~;1la la función de distribución Gii:ussimia): ·rn programa se localiza en el 
AnexoA-lV. · - ·. ·· ·. ·· ·- - · 

80000 

"' 'ü 60000 <= 
-~ 

u 

"' .::: 
40000. 

20000 

O. 
o .5 10 30 

•. GiiÁFICA.2. s .. 

Una vez· planteada' 1a' téoría de cai~linatas · .. aleatorias, realizado las· simulaciones· de las 
mismas y de haber j hecho ia comparación eí1trc ambas, se aflnná c1ue la eaíilimita aleatoria se 
distribúyc cmno una Gaussiana.- ya qucsu ajuste es~pn:íximado. en el casó de redes, y casi 
perfecto en el caso cmitinuo. En seguida se analizará el 'ínodelo de· Agregación Limitada por 
Difusión. 
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CAPÍTULO 3. 

AGREGACIÓN LIMITADA POR DIFUSIÓN 

(D. L. A.) 
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3. AGREGACIÓN LIMITADA POR DIFUSIÓN. 

El fenómeno en el que una partícula individual o un conjunto de partículas se afiadc a un 
cúmulo o agregado, haciéndolo crecer· conforme transcurre el tiempo, se le conoce como 
agregación. En este caso se supone que esa unión es irreversible, es decir, una vez pegados no 
podrán ser separados porningmia.fücrza cxte'rna. 

La cinética de laagrcg~ciCÍ11. dcpcqucfias partículas formando grandes cúmulos ocurre 
en diversos fc1íó1Ílcnos de la úatu'ralcza tales como formación dc. lnurn:i. y hollii1, crecimiento de 
aerosoles, nuclcación·), érécimiéi1to)•iisi 'co111~ floculació1i yagregaciói1 coloidal, cfo. El n1odelo 
de agregación sinlplc é¡uri en este ca1Íitülo traiarcí1ios es el modelo de Agrcgació1I Limitado por 
Difusión o modelo OLA; el cual ftie introducido lior Wittcn' y Sandcr mi 1981:,, 

·.~-~-·~;' .-·-~-~- -
:: __ ~· ·_ .. ~ . ' 

''o_:.~-- -- "-::: ;·:·· -<-• 
.. • . ·-~ '_ ' .. 

1··-

~-· .;·.\,. ' 

, .. El modclopLÁ c,bnsisiccl1 el crccihíie;1to dcÍ agr~gadri cn'E~í1ció11'.'dc '.una' p~rÜcu'la fija,' 
a la cual le son pcgadas:oiras particuJ¡¡s;'quc están en. difusión:';. EsfprcCiso;isc~alar: que; las 
partículas cn'iuoviíui~ñto;. que'· Hcgílén :.·a ··aÍguila iJ6:si~Íó11,;céina':ccrcan~fo1t'cú1i~uléí,•· tendrán 
tendencia a pegarse• cií lás puntás.1;iempc.i des¡Íués dc'ha~cr~'i1Íidadci el iíróé:'cso, el agregado. 
presentará brazos de : diferentes' lm1gitliclcs, dá1i'dolc. ui1a: ápai{cí1Cia dc1Ídrítica .··con: hoyos '. de 
diversos tamafios.; Es'tc efecto e cualitatiyo c~pli~aiporé¡'uc'' los.'. agregado Witiél1 y· .. Siíndcr son 
objetos fractales. El carácter fractal de estos' agregados· es establecido ¡)or la dii1ícnsión fractal, 
mediante el radio de giro en funció11 del· número de piíriiCulas: · ·' ··. · · · · ' · 

. ,_ ··. . ·.-_ .. ··, , .... 

(3.1) 

en donde N es el número de partículas, Rgi el radio de giro y D la dimensión fractal. Despejando 
aD se tiene · 

D = In N /In Rgi (3.2). 
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En (3.2), el radio de giro es calculado mediante la ecuación 1.12, del Capítulo 1; para 
cada cierto número npart de partículas como yn se había establecido. Pero para fines de 
programación tenemos que desglosarlo de la siguiente manera. 

Sea 

-> 
r¡ = {.t¡ , y¡) donde i = 1, 2, ... , npart y 

-> -> 
rcm = .LL¡_ = Lb;.¡__,_J!¡.L= ( ll¡ • l:_y_¡ )-= (xcm ' Ycm) 

npart npart · npart npart 

por tanto, el radio de giro toma .la fornm 

Como xc111 = il; =:::, Ix¡=xc111 (npart)y J;y¡= Ycm(l;p~;1),c1itonccsscticnc 
npar{ · .. · '. · - ·" 

Despejando a Rgi se tiene que 

Rgi=.-./ [J; (.~/+y/) - npart x2c111 - npart y2cm ]/ nparl (3.3). 
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Luego entonces se hace uso de la ecuación ( 1.2) .del Capitulo 1, 

D=. ln nparl( /J1Rgf (3.4). 

Se grafiea .· clln npárl contra el • 1nÚgi. E~ ésta ~e obserxaráun conjunto de puntos, por 
los cuales se ha de pasar'üi1a tí1iea recta qucininimicc las distmícias de todos los pímt~s a la recta 
(método de minimos'cuadradós);' ta. pcndici1ic m··dc• elfa debe. ser. igiiat ala .inversa ·de la 
dimensión. fractal D,;. ll1il; ccí1iio se vió ilnteíiorinei1ic. i 

En. base ~métodos cxp~ri~1m1tal~s y di~er~;~ ~l111uladm~cs h~cÍms. en diferentes espacios 
de dimc1Ísióndmcnor o 'igual a 6; fue posible obtci1ér la tabtáh .1, que presenta la dimensión 
fractal para el modelo DLA. Támbién podemos observar que D aumenta al mismo tiempo que d 
y que D.< d.• Est().S d_atos··scrán utilizados para verificar los resultados que obtengamos de las 
simulaciones preseiliadas. · .· 

Dimensión fractal /J, en espacio Euclidiano ti 
Modelo D.L.A. 

d 2 3 4 5 6 

D l. 7 2.5 3.3 4.2 5.3 

TABLA 3.1. 

Una interesante extensión de este modelo consiste en introducir una probabilidad· de 
pegamiento, p . Esto significa que cuando la partícula en difusión alcanza un sitio vecino cercano 
al agregado, ésta tiene solamente una probabilidad p de quedar pegada. Sin embargo,. ha sido 
encontrado que la dimensión fractal no depende de p, pero cuando ésta es muy·. peq'ucña; el· 
agregado es aparentemente más compacto. Cuando el límite de p tiende a cero· sc,incurrc' en el 
modelo EdcnlO, ya que ta partícula visita a casi todos los sitios de la froillcra élcf ct'.úimlcÍ antes . 

. ' - ' ·- - - ''' ; - . - '-· .. ' . --:»' .,. ', ..• "·--~ ' 

1 O En 1961; Jicle~,' propuso ~n. Ín~d~·í() d~ cf~cimi~nto i:~Julnr pu;~ explie~~ 11ril1dpah11cni~J~ ivol~ción de 
tumo~~s. El Cu?~ con~is~C: --Cli '. .. ratJ~~r __ U '.~Unli: pilrú.~ulil·,··.~c -¡.,~siC_¡'~_ncs -~\~c~i1l~s~:c~rcrin~s{~c. ~lig~~ruml! .de" ~~las· 
alcntorinmcnlc y Se ·dcsig1,1U .co.~no. ocupadii, m~c.vmí1.c~1tc.·. Se _'c~tablCccn Jmsic~m.1cs,' v~Cii1U~ '.:':a· 1_1ln?aS,~ .. sC cJigc C?lra 
posición pum considerurlu ·ocupada, El proceso es iterativo, hasfo alcmizar cúmulos co1i1pactcis de .cierto número de 
particulns, ciiy.í superficie es im fractal. Para muyor iÍ1fonnáción consºuttar In bibliógrul1a duda ar linul de este 
trabajo. · · 
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de quedar pegada, y esa probabilidad es uniforme en todos los hoyos de la superficie. Este es un 
típico paso de enlace entre dos. rcgímei1es gobernados por diferentes condiciones. 

Anterionncritc. fu~ admitido que los ag;egados Wittcn-Sanderfucron fractales aleatorios, 
autosimilarcs;. cuya dili1ensión. fractal era imlcpc1ldiclitc •. dé la . red, . dependiendo sólo de .. la 
dimensión del. espació. Pero las simulaciones en dÓs diniénsioi1cs fueron realizadas. en .varias 
redes y sotanicntc .la más' redcntc a ··gran. cséala; (más de, 100 000; partículas),: presentó una 
pequeña pero impéirtaritc'depcndcnciá de la dimci1sión fra'cial con• Ct Íipo .de red usada. Este 
resultado junto con Iás ·propiedades anisotrópicas y las rccic1itcs investigaciones analíticas 
cstablcceÍ1 el carácter no u1iiversal del modelo Wittcn-Sander 11 . · 

3.1. Agregación Limitada ¡rnr Difusión en una Red Bidimensional 

A continuación será descrita la. vcrs1on original del modelo, en una red en dos 
dimensiones, estableeiendó paso a paso el proceso de formación de agregados del modelo OLA, 
en el que fue basada la simulación de agregació1i que se proporciona en este trabajo. 

En gcncr~l, el mode.lo OLA consiste.de una partícula iniéial denotada como semilla del 
agregado, sittlad¡¡ en el. centro clel espacio. Una partícula. es liberada á mia distancia d,ctcnninada 
en un punto alcátorió. Luego co1nicnza una· cámiíiata .alcatofiri hastaquc~ar pégada aJa'séníilla, 
en posición támbién. al azar/ E1}. seguida se libera oÚá p'árlicula. qÍ1c sigue el .111is'11ío procéso que 
la anterior hasta qúedar'íicgadá al agregado. 'Asi sucesi~aineílte liasta alca1;zar un ~úmulo con un 
número N determiriadci dópártíclilas'. . . . . .. 

' .. ;):.,·' .·.··,. ,. 

,. 

Para fines.de;p.ro~frimació1Í, c~nsidérese· .. una iÓ<l d~adrlldabldime1:~ional ei1 fonna·de 
tablero e,uadriciíl~do; ·· rnmedi~iaínéntc • se : posiciona.· Ulla pártieula; en . el écntfo . de·. ésta con 

11 R. Jullicn; R. Bolct. Ag~cgalim; m;ct fr~ci;,t n'rcgÚcs, ~~t; World 's~icnlilic,SiIÍgu¡mrc l 98~, pag 6 i. 
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coordenadas (0,0), la cual representa el origen y es llamada semilla del agregado. A ésta posición 
se le asigna un valor de 1 para señalar que está ocupada, las celdas que la rodean son denotadas 
con -1 para indicar que son posiciones vecinas cercanas, y con O en cualquier otro caso. Ver 
figura 3.1. 

o o o o o u o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o -1 o o o o o o o 
o o o o o o -1 1 -1 o o o o o o 
o o o o o o o -1 o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o fJ o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 

Estructura lisica inicial de la simulación del modelo D.L.A. 
1: Indica lugar ocupado por la partícula, en este caso la semilla. 

-1: Designa posición vecina cercana al agregado o cúmulo. 
O: En cualquier otro caso. 

FIGURAJ.I 

Se establecen dos limites .de espacio, uno para saber en dónde se liberarán la_s partículas 
y el otro para, saber cuándo. una partíéula cs. dcs¡)rcciablc, es dccfr, cuando ésta. se aleja 
demasiado de la semilla o agrcgado,,c11toi'1ccs:sc prefiere dcsccluu'la y liberar Ótra ·partícula, ya 
que la probÚbiiidad-dc qí:te regrese csnii1!iiluí o sii11j1lemcntc •. n'unca IÓ haga·. y puede· provocar· 
largos. tiempos d.c.cjc.cuéiÓÍ](i'ji¡cl\Ísivc pucdé í)ro\~c~r:quécl• progranmnu1ica.témii11c:(Para c.l 
primer caso .. sc cstablccc\foá 'Circu11fcrencia dcrádi0Rj1; 'Cíúc debe scr'.iíliiyor que cI.brazo .. más. 
largo del.· ágregado:Pára fa simul~éió!J"céí1]s.idé~cii1os •ª llp~r/¡1ax f3,'.éi1 d()ridc rmax~iil,dica •.. la 
distandá.dcl ;, ccntrc{~dCI ~"agrcgadó.°?a • lai;rÚÍ11a 7'n~5,;íarga~Cada1vcz:qmi'sc'cum'pla. que 'hnax 
cambie dc··valor;•c11toncés·. sc''aclt1aliza· a'Rpíincrcmciitán"dolc\tíC:s Ú1!idadcs:f Para\ la~srigllnda 
opción,. se denota•• cori '11i: .·· ¡{:1;•éifcui1rcrcin'CiU<lc'C!iiuiíciro':íúayéir;yi süé tiiíí\~iiO'cst~ éi~C!o:, por 

n-vccesRp, c11estc éaso~?~~1r•1iíí: :r~: . ···~·.~ .. ::,~·7 .. :/ .. '.'. : : .. ·'<· ''.: .. 
,·:·::· .. ,, .. ._., 

Una vez deli~~adoel bsp;cÍo,sb ~ro~cde.a.libÓra~ ~na•phrtfcul~ c•n rdrn1a ~l~~tor'ia sobre 
la circunferencia Rp; se saca el cl1tcro nÍás ccfcano,:)·ii.CÍ1ic sé éstá.ÍÍ!ancjiindo un red finita y 
entera, obtcnici1do una nue~ii posición en' cóo~dc;Íadas sobré la. red. hi1i1céliata~1cnÍc comienza 

. ) ' . ,., .· . ·.· .. .,•, ,,. ·. . . 
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una caminata aleatoria en la red, que indica difusión de la particula (las únicas direcciones que 
puede tomar en cada paso son: derecha, izquierda, arriba y abajo; debido a la red en la que se 
desplaza). Si en su camino se encuci1tra· i111a. posición adyacente a la scmillá, la. partícula se 
detiene y queda irremediablemente í>egada; ahora el agregado cuenta con dos partículas. 

Se dei!otan ni1e\•amentc posiciones'vccinas cereánascon respecto a las dos partículas que 
conforman· a¡agregado; sc>ilclv({al .liberar. ci.Íra partícula sobre la circunfcrenéia Ri1; vuelve a 
obtenerse· .. el! enteró·.' 1!1'á.s ccréano y.'co111ichza su•· di fusión a través . de la•· red. hásta akrinzar Ull 
vecino cerca~Ó enCI quc·~·c dcte1iga}~uedc pegado; ahora el agregado'iie1íe)rcs ¡):írticúlas. El 
proceso se repite hasiii:~lcai1z'ar t1Ú'Íiú111ciro)\r deseado, de. jiiirticulas qúe co1ifóri1iciieiagrcgrido; ci 
hasta q1lci;lmi ~~al1l'ificaciiiÍÍcs1:ciefi1!iisííÍo' rebasen' las•· frontéras• de[ la red;'.'cu.)'as 'din1ensiones 
dependen dc(¡á :e:a·pacidad?'dc~·¡¡1cnioria · del equipo computacional qué. se· 'iítilice:.•. Pcréi, si· ... la 
partíCula eiiaifusión'iío·toéii:i1i11gi111a posición vecina cercana y se aleja del centro de.talfcinna 
que rcbasa•el.radio'Rg, cnto11ccs se descarta y se libera nuevamente otra particula sobre la 
eir~m1fcrenCiá/lp.siguicndo él luismo proceso iterativo. En la figura 3.2 se presenta un cúmulo 
en réd en forma de arreglo bidimensional. 

o o o o o u o -1 o o o o o o o 
o o o o o o -1 l -t o o o o o o 
o o o o o -1 .t .1 -1 o o -1 o o o 
o o o -1 -1 o -1 1 1 -1 -1 1 -J o o 
o o _¡ 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 ·¡ -1 o o 
o o o -1 1 1 1.• 1 -1 o 
o o o o -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 l -1 o 
o o o o -1 1 1 -1 1 1 ICI -1 -1 o o 
o o o -1 (]) 1 1 -1 -1 -1 'l -1 o o o 
o o -1 rt 1 -1 -1 o o o _¡ o o o o 
o o o -1 -1 o o o o o o o o o o 
o o o o o o o o o o o o o o o 

Estrnctura !isica de la Simulación del modelo D.L.A., 
después de un tiempo transcurrido

1
el cúmulo tiene 35 part. 

FIGURAJ.2. 

En la Tabla 3.2 A y 3.2 B se muestran.los resultados d,e 10 simulaciones con 1000 
partículas y 1 O simulaciones con 2000 partículas respectivament~, en ellas: sé obs'crva que la 
dimensión fractal promedio para .la primera es de 1. 739 ± 0.033, y para ia scgm1da, es de 1.696 
±. 0.03?· Cantidad.es que se ajustan de manera muy aproximada a. la.de la Tabla 3.1

1 
para 2 

dnnens1ones. · 
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SIMULACIÓN DE AGREGACIÓN LIMITADA POR DIFUSIÓN, 
EN RED DE DOS DIMENSIONES (IODO PARTÍCULAS C/U). 

Núm. Desviación 
Simula. Semilla Dim. Frac. Standard 

1 976321450 1.65 0.018 
2 456321700 1.65 0.007 
3 234567890 1.71 0.007 
4 567920145 1.71 0.016 
5 987645321 1.71 0.013 
6 338565898 .1.76 0.029 
7 456789321 '1:77 0.011 
8 342156789 <1.78 0.01 
9 783520981 '.;<1.78 0.031 
10 543275945·. '•c'.{1.87. 0.021 

Promedio :o .:••/•.i.1 :739 : .. 0.0163 
.. 

SIMULACIÓN DE AGR~ci~c1Ó~;LI~IITADA POR DIFUSIÓN, 
EN RED DE DOS DÍ~1ENSIONES

0

(2000 PARTÍCULAS C/U). 

Núm. Desviación 
Simula: Semilla Dim. Frac. Standard 

1 451983654 1.62 0.033 
2 123098789 1.63 0.03 
3 345190745 1.64 0.028 
4 976321450 1.68 0.015 
5 345678901 1.68 0.012 
6 397802100 1.78 0.019 
7 445465898 1.67 0.014 
8 544862812 1.71 0.01 
9 234127856 1.8 0.007 
10 678345120 1.75 0.017 

Promedio= 1.696 0.0185 

TABLA J. 2 B 

La gráfica 3.1, es producto de la simulación 5 para dos mil partículas. En ella se ve cómo 
son graficados el vector que contienen el logaritmo natural del radio de giro y del número de 
partículas. Con ellos y mediante mínimos cuadrados se obtuvo la pendiente de la recta, cuya 
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distancia a los puntos es. mínima; con la que ·fue· posible obtener la dimensión fractal de los 
cúmulos formados. El programa se cncucntmcn'cl Anexo A-V 

.4 

3.5 

3 

2.5 

2 

1.5 
4.5 

Agrcgacion D.L.A. en dos dimensiones (2000part). 

......... ······ 

df;. L68 
2 dcsv. stand.= o.o:i 

5· 5.5 7.5 8 

GRÁFICA3. 1 

Una vez entendido el procedimiento del modelo D.L.A. en red. bidimensional, ahora lo 
pasaremos a una red tridimensional y en seguida al espacio continuo bidimensional. 
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3.2 Simulación de Ag1·egación Limitada por Difusión en Red 
Tridimensional. 

Para la simulación del modelo DLA en red en tres diii1cnsio~cs, se requiere de una red 
cúbica simulada con un arreglo tridimcnsiona.1 K de /*/*/, c1i donde cada celda. cúbica se 
inicializa con cero. Postcriom1cntc se establece la partícula scmiÍla con coordenadas (0,0,0) y 
valcir de 1. Como ya se había establecido, cáda celda ócupadá porúná párticula tc1idrá valor de 
1, las posiciones vecinas cercanas con ~ 1. y. cero en ci1alquicr <;>tro caso: · · . ·· · .. 

.. 

Ahora c1~ lugar (¡~ cal¿ular el radio. pcqücño y clradi~ g;aJldc ele ~:d~ ~i;~u;1f~rcncia,. se. 
proporciona el radió de la csféra pcquéña y el de la csfcrá grande, por'é1ico11tramos .en el espacio 
tridimcnsicinal.:~ · c. " 

Só ul .2 "'"'"" iobra lrnfura '"'"''' too>Md~ ori oóoota q¡, ,,.,,,.fü.clóo 
debe ser igÚaFéntodos)9sángúlos 'dc.lacsfcira. Para cllo·scconsidcrala·tcoría·vistacn la 
simulación de ciamiiiaía aleatoria c11 el continuo de. tres diii1cnsióncs. • · 

Tan pronto como cs. Íibcrh~a, la ·~~rticula ~~n1icnza ~ná. camin~ta aleatoria· en la red 
tridimensional; se cal.culaia' distancia . del ccnfro al • último punto de llegada en cada paso. 
Finalmente, se cJicéa qüc succdai1' cualql1icra de las tres situaciones siguientes: 

1. Que la pmtícula cncucntÍ'e una posición vecina ccrc¡ma y quede pegada al agregado .. Si 
llegase a SlJCCdc,r, cJ11ú111cro d,cpaítículas ddagrcgadosc,incrcmenta en uno; la posidón ocupada 
se designa con 1 y se cstablcécii iníÍÍcdiatan1cntc los vecinos córéiií1Ós; E1t c~ta parte se calcula el 
radio de giro cada 50 partículas pcgad~s al agregado:' Esios daÍos sérán: 1icccsarios para calcular 
la dimensión fractal de cúmulo 'coniplcto, des pues· de finaliZ.1r el· proceso. · .·· 

"'. . "· ... • :,, 

2. O, puede suceder que la distancia sea mayor que el radio de la esfera grande. Entonces 
se desecha, y se dispone a liberar otra particula . · · • .· 
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3. De otra forma, se continua con la caminata aleatoria y se prosigue a verificar cuál de 
las situaciones anteriores sÚccdc, 

Este procc:o itcrá6vo finaliiará, ~a sea porque cÍi1úincro de particula,~cl .cúmulo es 
mayor o igual.· al. número máxillío de parÜéulas 1i~11ax.que el. i1Ívc'sdgado(déséa, 'o qué.él brazo.· 
mas largo del. agregado' sé~ ma);6r o .igtlal: q&c los •. lri11ites: de la caja:'~ára'. llcva~.el éÓntrol. del 
brazo o rmí1a friás largoi,se cstabÍcc.é' 1a cciJÍdié'ión de qúc si o la' dista1lda es ií1'ayor qí1c ~JÍÍax; que 
es la variablé qúc'.'cciniiCné 'el. úii{iaño' de ia rainii iiias larga' d~rante) todd él i)rciccso;··cníémcés. 
rmax es igual ~a la''Ciista1;cia'y se prosigÚc a rccal~ular el rádiÓ péqu~fio'y el :radi~"gráíídc de la 
esfera corn::spmÍdichte.3 ' · · · · ' i · · · ' 

A conti:1l1;6ió1ii~ ~rescntan las tablas 3.3A y 3.38, que contienen los resultados de 10 
simulacio~es realizadas 1'Jiira agregados de l 000 y 2000 partículas rcspcctivameí1te. ·En la gráfica 
3 .2, obscnie como· !Os puntos son ajustados a una linea recta, cuyá pendiente es utilizada para 
calcular aD.El programa se encuentra en el Anexo A-VI. 

SIMULACIÓN DE AGREGACIÓN LIMITADA POR DIFUSIÓN, 
EN RED DE TRES DIMENSIONES (1000 PARTÍCULAS C/U). 

Núm. Desviación 
Simula. Semilla Dim. Frac. Standard 

1 207482908 2.55 0.009 
2 591434042 2.58 0.008 
3 432718263 2.42 0.009 
4 131691801 2.43 0.012 
5 732723258 2.41 0.012 
6 634285258 2.5 0.009 
7 356379201 2.60 0.023 
8 451989257 2.55 0.012 
9 400293644 2.43 0.017 
10 325987250 2.5 0.008 

Promedio= 2.497 0.011 

TABLA J. 3 A 

Para las 10 simulaciones de 1000 partículas, la dimensión fractal promedio fue de 
2.497 :l: 0.022, y para las 1 O simulaciones de 2000 partículas fue de 2.481 :l: 0.027; las cuales 
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son muy cercanas a D=2.5, paratrcs dimensiones .. La gráfica 3.2muestra la distribución de los 
puntos obtenidos de la simulación 4 para 2000 partículas ; localizados en la gráfica In-In, por los 
cuales se hizo pasar una rcctá mediante mínimos cu::iarados y cu);ª pendiente es utilizada para 
obtener aD. · · 

'C ... ·¡;¡¡ 
al ..::, 
.5 

SIMULACIÓN.DEAGIIBbAdóN'ÚMITADAPÓR I>iFUSIÓN, 
EN RED DE TRES DIMENSIONES" czooo'rAnTícuLAs ciu): 

, --_ :{- · ~<'. ~ ·:. :,~:-L t ~ ;:::~: ,,~;-:.1'.~? ·:~0-,~·~:--'.-¡2.:;~: ~.:f:.!:-~~.-: :?~i'.!' :.!t::-; .. -_:; .:):.;:~;-.:'.:¡-.~--~;;-:t.'( .-1-

2.8 

2.7 

2.6 

2.5 

2.4 

2.3 

2.2 

2.1 

2 

1.9 

l.8 

.-,1 >.;:e ·•·.-123839273 ,;,,. ·2 42•••" 
·2 n91293fr' ·'·: :2:5 " 
3. . 2983413632. ( 2:31 

-~ •/:~::;~~~¿~, . ;;:~ 
•\ ;~~~~;~~!'. ' . ;:;: 

438475876. . 2.5 
384781762 •• ~ 2.66 

;: 679789242 • i '· 2.62 

Promedio = ·· · 2.481 

TAllLAJ.3 B 

0.015 
0.011 
0.008 
0.01 
0.013 
0.012 
0.014 
0.016 
0.021 
0.013 

0.0133 

Agrcgacion D.L.A. en tres dimensiones (2000 partieulas) 

5.5 6 

df= 2.53 

2 desv. stand.= 0.02 

6.5 7 
ln(particulas) 

GUAFICA 3. 2 
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3.3 Simulación de Agregación Limitada por Difusión en Continuo 
de dos dimensiones. 

Para ésta simulación se hace uso de, una red bidimensional, representada mediante un 
arreglo K de nxn,. necesaria para llevar el· contÍoLsobre. lás 'partículas que van constituyendo al 
agregado conforme transcurre el tiempo; el tanmiici de pasci seráel diámetro de cada partícula que 
se considera de --12, siendo éste igual que la diagonal de una celda de tamaño la unidad. Se estima 
esa cantidad porque con ello se garantiza con plena confianza de que dadas dos partículas, sus 
centros no ocupen la misma celda. Para ilustrar esto, ver la figura 3.4. 

.... ,r-., 
:r. \. 1\.. ..J~ 

..... \.U 

(a) (b) 

En la figurn (a) , el diiunetro de las partículas es menor que V2, y por lo tanto puede 
suceder que el cenlro de dos de cllns ocupen la misma ccldn, situnción que no es 
válida por motivos de programación. Esto se solucionn, considerando el diámetro 
mayor o igual n V2, como se muestra en la figura (h), con esto se garauti7JI que 
cnda centro ocupará una celda diferente. 

l<'IGURA3.4 

Luego, se establecen los limites· máximos .y mínimos del• arreglo bidimensional, que 
representa a la red. 

Posterionncnte se~?loca las~11iilI~en'el c6ntro dela red co1~coordc1{ad~~ (o;o),scrodca 
de' posiciones • vecinas, cercanas • ( dcsignadás' 'con ~ 1 ); como se' iúucstra en i la' figura: 3. 5' 'y' se lé 
designa coh 1 (cií'éstC ca.so' las partículas agregadas tci~drán ~nníuÍ1crci diferente a.las, otras; el 
cuál es design~dodc acuerdo~ª. conio se' van pégaiido, ésto para:difcrei!éiartes de. la( de;1iás). ·.En 
ella pui:de,obsen'a.rse que cada partícúla·se, rodea.de veinte posfoióiics vccin'as'écrca1ms'~);¡i que 
aliora,·.la: partiéula en difusión, puede llc'gar.c1icualquiér dircéción ); trasla1i'arsq o rozar' contorno 
con contorno COll alguna 'otrapartíéula' del agregado, En éstas dos situaciones la' pa~tíéula puede 
quedar pegada. · · · · 
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Represen!Hción de la red, utilizada en la simulación del modelo 
D.L.A. en el espacio continuo bidimensional. En este caso se 
consideran 20 posiciones vecinas cercana, para garantizar que si 
existe el menor roce entre partículas, estas qucdanín pegadas. 

FIGURA 3. 5 

En seguidasmí, cal;ul;das • Jas ci~cui1Ícrencias · coi1céntri~ás, :Íani~ la~dc radio. pequeño 
como la del .grande: Se) ibera una•partíéÜlii ·s~bre~ la)rinler~¡la. cual~i11mcdiatamcnte con1ienza 
una caminata :alcátor.iá éii. eFcol1tinllo b.idii11Cnsiolml.' Eri!cada~1i.lo1!1e1ifo' en que ésta' realiza un 
paso se mide ia clista11cia del ¡;inliodÓi1de se sitiÍa á\ c~nlro deÍéÍín'íúlo: .Si esa IÓngitud llega a ser 
mayor que la.del 'rádiÓ 'grá11dc/ el1tonces seciC'scchay se' !Íbera otra·l;iíc'Va 'particulá; prosiguie1ido 
con el proceso; pe'ro~sf,es1i,ie'nor,la partícúl_a sigucdifu1~diéiidose en el espacio.·.· . . 

'" ,' ''·<; ·' ., .. 

Si en .. ,s~ rc:~rricl~ ~c~;1c~~ntr{~()l1u1;a·. pos1~1011 y~ci1~a cercana, •se cues,tiona ,si· Ja 
partículaeslá dei1trode Ía zoi1a d,c posible triisla1)e: Para sabcrÍo,• es néces'ariÓ "peiI1ar'' · Ía regiÓn 
en tomo a ella níisn1a; si resulta quc\ihá o más de esas posiciones sondifcréi1ies ª·o y~ 1, quiere 
decir .. que está ; ¡)osiblé[¡1eí1tc'enci1iiaC!á, : por•• 10 que . es necesario •. é:?1üabi1izár ré1 .·.número de 
partículas cmllas qtlc J1a}"lín posible fraslape (11pc) y guardar el niímero que corrcspoÍ1de a esas 
partículas en-un vector (intí);' ' ' . ' ' . 

·: .. -.. "" ~.r~:·-·\."·>·i~~~-: __ ., . . ' 

El siguie~tc~as~res scp~rar a la partícula de todas aquellas con las que posiblemente se 
encuentra trasla¡)adaj cstl) se hace de la ·siguiente· fornia: se. verifica si la distancia entre la 
partícula en m~vlmicíito y las pa~tkulas COIÍ .las que se creé se traslapó, és 1Í1c1ior qué "2: En 
caso afinmúivO, podemos estar seguros de la existencia de-un traslape, perlo ·tanto se procede a 

'.·.· '·· ·-' - ·. ' . ' . ' 
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separarlas. Esto se logra, cuando la partícula en 111ovímicnto es desplazada en la. dirección 
opuesta a la que llegó, con una razón r de dcsplaza111íento entre O y 1, dada por lo siguiente. 

(x,y) 

(a) (b) 

Lu ligurn (n) muestra el lruslnpc entre dos partfculns, en fa ligurn (b) ya han sido separadas. 

FlGURAJ.6 

Considere a (.1:,y) ·.como las ~o~rdct1ad~~ dc:ia' • pos1c101; ~rigit1~l. de · 1a partícula en 
movimiento, a (xp , Yp) cmu~ la posició11 dc)an1isnm , pC.roén un paso á;1tcrior, y a (xc , Ye) 
como las coordenadas. de la partícula; que confor111a ·a la frontera del cúnmlo, .con la que hay 
superposición. Co1110 se observa cíi la figura 3'.6, lá"rclaciÓ11:c1~tre (.{.y)•); (.tp ,J;p) está dadnpor 

- • - - - º"' - ,,-,.,~ ·.--.'? ·---~- - ---,.· .'·· . ' 

de donde 

di= [1: + x¡;(r-1), y+ Yp (r-1)] (3.5); 

por lo tanto la distancia cntre.(x,y)y (xc:Yc).cs~2)icst~"dada co1úosigu-c 

(3.6). 

, Se procede a encontrar a ·r a partir de (3.6). D~spués de hacer las operaciones algcbráicas 
necesarias, se llegó a • · 
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la cual es una ecuación de segundo grado,. que para fines de programación se desglosa de In 
siguiente manera. 

por lo tanto, la solución a In ecuación es 

a~(.>:/+yp') 

hx=(.i:0 + Xp-x) 

by= 61
0 + fp-Y) 

h= ~2(.i:1;bx + Yphy), 

e=: bx' + b)1: - 2; 

,./1. ( -h + ../ h -4ac )/2a 

r2=J ~h -../ h -4((c )12a 

(3.7), 

(3.8). 

Para saber cual r tomar .de (3.7) y (3.8), se elige.In menor. Luego entonces las 
coordenadas de la nueva posición de Iá partícula en movimiento, después de In separación, esta 
dada por . .. ' · · · 

y el paso anterior estará dado por 

x= x+ xp (r-1) 

y= y~: Yp (r-1) 

. xp=xp * r 

Yp= Yp * r 

De esta. manera se gar~i1tiza que la frm;icrn de ambas partículas coincide entre sí. Una 
vez despegada, se concidcra este 1mcvo centro para verificar si se ci1cima con Ótras pnrticulns, 
siguichdo el procedimiento ;mtcrior, · · · · · 
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Después. de separar a .1a partícula en. mÓvimiénto de cualquier otÍa, cntmiccs quedará 
pegada al agregado, 'contorno éoncontori10 a alguna de las pártículas que lo constituyen. Por lo 
tanto el tamaño de éste a~méntará en u1ia'ünidad;'.cn.scguidasc aé,tualiza a (xc·Y~) con la de la 
partiCuia agregada: A la íiucva celda ci~u 1)adá; C!e la rcd;·sCie éicsigna el número. de partículas que 
se han pegado. (nco1ÍI) );·se vüclycn i;¡ desigimr 8on .-'J a;Ias posícfoncs \•ccinas cercánas coi1 

. respecto a lanucvá partículái\Cadá ycz:que .una 1mrticual se suma al.'cúmulo;sc .é!ebc verificar 
si su brazo más; Iárgo es iliáyór:qúc la circurifcré1ida dé radió pequeño, en caso áfinimtivo se 
deben actuálizár:a rp;d rliíax+3 •y ·rg;,. 4 hJ. · · 

. " . ·.>·: ;:; ,,•,. .. -·.-, --

. . - ' 
. . - . 

Si el taÜiáño:d~I· cÍl111ulo no excede·. a. la r.cd o el maxnno de partículas que debe 
confommral. cúmUio no es rebasado; se procede a liberar a otra partícula y se le aplica el mismo 
tratamiento antes ;cJcsctitá:'.Encaso cmiira.rio se finalizará con el proceso. 

Cada cin~UCltlla partlcul~;:;p6~~d~~ .• s~;chk:uI~ clraclio dC: giro.· yfoF_ ~is1~0, tiempo• se 
actualizan lmi variabi.és de íílfi1ii11os cuadr~dos) necesarias íiara qui: postcrionm)ntc se éaléulc la 
dimcnsió11 fr¡ictaldcÍ~gr~gad~'./> ::c.::/.:?. y ·• ; .\·· ('?<· · ... · · '· .·. 

La tabl~.3.4 proporciona los rcsult:ldos'dc vcii1tc ·simulaciones cada. una. c~n 1 o 000 
partículas'. Las co1Üri11m~ que' la cÓmponcíisoii: el Í1úmcro de simulación, la semilla para generar 
los números iisciidoalcátorios';. Ja dimensión fractal,. Iá desviación cstándard y el tiempo máquina 
de ejecución en nÍinu.tos ·: El programa es· ínostrado en el Anexo A-VII. 

Como se · observa la dimensión fractal promedio, de todas la simulaciones, es de 
1.7155 ± 0.026 desviación estándar, que cncomparación con la de la ta~ia::u, para dos 
dimensiones,. es muy. ccrcanáy por lo. tanio puede decirse que el programá arroja datós certeros. 
El tiempo promedio de .proceso en éOrridá· cs,de.43 .. miniitos:. La gráfica 3.3. corrcspond~ a la 
simulaciónnúmcro 1, en dlasc observa C:omo los puntos dispersos scajiistaÍ1 a úna linea recta 
cuya pendiente es utilizada. para calcular a }) . 
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SIMULACIÓN DE AGREGACIÓN LIMITADA POR DIFUSIÓN, 
EN EL ESPACIO CONTINUO DE DOS DIMENSIONES. 

(to 000 PARTÍCULAS C/U) 

Núm. Semilla Dim. Frac. Desviación Tiempo (min. 
Simula. Standard 

172618346 1.72 0.008 47 

2 472864522 1.74 0.021 45 

3 763715532 1.7 0.017 38 

4 625315432 1.71 0.004 23 

5 381354362 1.75 0.021 31 
6 483737333 1.71 0.018 26 

7 665748242 L71 0.013 32 

8 201910102 1.64 0.005 58 

9 938463553 1;72 0.006 62 
10 848484732 1.69 0.013 61 

11 486740232 ··1.s'· .0.009 45 

12 575757423 1.68 . .·0.028 49 

13 436183564 . l.71 0.012 37 

14 609053843 0.009 49 

15 648573642 '1.72 0.025 63 
16 443563863 'L75 .· 0.01. 81 
17 483737333 1.71· 0.018 26 

18 372832377 1.71 0.012 30 

19 400289374 '1:68 0.006 37 
20 899867364 . 1.7 0.007 31 

Promedio= 1.7155 0.0131 43.55 

TABLA 3.4 
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Agrcgacion D.L.A. en el continuo bklimcnsional (10000 partículas) 

4.5 

4 

O' 3.5 ·= 

5 . '· 

/ 
/ 

............. // 

ºº 'C 

"' b 3 .5 

2.5 

'tlf= 1.72 
2 2 dcsv. stantl. = 0.02 

1.5 
4 5 6 7 -

ln(paniculás) · · 

GRÁJ1ICA3. 3 

' ' 
' . ' ' 

La figura 3.6 es In visualización _de un cÍJmulo obtcúido de In simulación realizada en este 
trabajo. En cHn se presenta. lit fonnn dendrítica ·que presenta cLcúniulo en crecimiento .. Cada 
cierto número de partículas :1dhcridas.al agregado prcscntán color diferente, esto cs>parnycrifiéar 
que las partículas tiene In tendencia de pegarse en _las ¡)mí tas de las ramificacio1!cs, esto prÓvoca 
que queden hoyos'"dc .divc"rsos tan1iiños, . que es Ió que éáractériz:i a los agregados del 1¡1odclo 
D.L.A. como objetos fractales. · 
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CAPÍTULO 4. 

AGREGACIÓN COLOIDAL CÚMULO-CÚMULO 

(D. L. C. A.) 

.. 
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114. AGREGACIÓN COLOIDAL LIMITADA POR DIFUSIÓN (D.L.C.A.).11 

El modelo Witten-Sander fue el primer modelo simple capaz de describir el proceso de 
crecimiento irreversible aleatorio y generar estructuras fractales. A través de los tiempos se le ha 
encontrado un gran número de aplicaciones experimentales, como es la clcctrodcposición, fluidos 
en movimiento, cte., más no fue posible que describiera el proceso regular de agregación 
encontrado, tanto, en· coloides como e11 aerosoles. 

•. '.'"·' ,.:·-.. · .'<'··-·.' 

,· 

El inc~nJcnicnt6'cs~i1~i;!6nc,csté ,igcid~ es qüc .existe una situación asimétrica en la que 
una partícula individualllega' a'i)cgarsca u'11'sólo agregado o cúmulo; situación que no siempre 
sucede en la rcálidád,con1ocs é1:casodc-Íosc'éol.oidcs y aerosoles, en que los cúmulos se mueven 
en el espacio y son éapab°cs dé pégárscuiios1 con ~tros;·Pcro este fenómeno es contemplado por el 
modelo de Agrégaéión ColoÍdal!Liiliiiadil por Difusión (D.L.C.A.) o también conocido como 
Agregación Cúmuío.~CtinÍuiC>~Eirl!Í83;.dos áiios dcspués_dc la introducción del modelo DLA, el 
estudio del DLCA se extendió sfoit1liá1íé.aí11e1ite en Francia y Estados Unidos. . 

_,-. 
' 

El p~occso itcrailvo,qu~ p~~p~n~ el rmod~lo de agregación Cúmulo-Cúmulo, .consiste ~n 
elegir alé~atoria111cntc uii; agrégado~ di:. uil· cciiijúilto de ellos, c1í .el que cádá lllio ·presenta, un 
movimiento Browniimo lin1itado 'por C! csí1acio. Cumido Cll su recorrido dos cúmulos llégan a una 
posició1í vcéiná'. éeri:ána,'.cs decir, cúiindo'uÍía () más'..particulas ¡élc tl1í.agrcgado'Cl'ci1pan algui1a 
posición. vecina imnijdiata dé,ófro, .süccdé' la'unióil irrévcrsiblcdé ¡¡1líbos;•·rorí1iándo' uli cúmú10 
más grande con níovimiéntci 'á1caforió' 1íiá';, lc1itó y crní la' í1róliabÚid_iid de 'quédar'.:¡)cgado .. a. ciíro 
agregado. Po~ lo tanto, cuandolá éolisi.ón. ocÚrrc el .'i1ÜÍncro de agrcgádcis;décrcc1{cn··úno; en. tal 
medida que al finalizárcl procesa' se cóniárá cém iíno· s~IÓ el ciial contcndr:\: a tbdós IÓ~ demás. 

;· /.~ .·J · ._:;. L' ·' .;~~:~~' ~; · -:c.2: ~~-.,.~• {JL ··•· 
. ~ - - ~'.:<.< j" "'> Jr·~. 

En el modelo de agrégaéiÓ~ ~:L.c .A/dbiidc yaricis' agrcgado's se difunden ,én cicspacio, 
las características. del il10\liiúicnto. Brc)wnÍ•mo. csÍ~n dadas por,dos situ~cioncs posibles: •ya sea 
que el tamaño· dcpaso . .''a'\sca\:c:81i'stanic'fc1ÍÜ1!)iii:'iíÍpo(cÍ~dó/y clnúrílcr~.dé\íiásos N sea 
proporcional a uÍ1 coÍ:ficiÓntc'dci dirll.sió11y;, 'es decir; el tai1la~cí .dc.1i'aso es rijo le! ;iúilicro 'cié 
ellos auÍ11cnta. E1; la ~ii~úl~~Íó1r'prc~c;1t~da en '¿~!¿trabajo;' se consid~~á,cstc caso, JlO~quc. el 
tamaño d~paso' é¡uc rcalizan' los;'cúi11tllos ~01{ de lii lo;igilud de una de las'célcÍas de la red, y por 
lo tanto queda fijo. La otra situació11 es, qtic para un 1v fijo, el fon{áñci dc.-püso a variá en el 
tiempo t, invcrsaníci1tc con el. ta111año del agregado.. . . . . 
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En este proceso el tiempo t y d número de pasos N son proporcionales, 1 - N, y el 
coeficiente de difusión JJ es tal que, utilizando 

JJ =(Na') I t 

llamada constante de proporcionalidad {por I~ tanto 

1 ··,;,•(»a~!¡¡•· 

(4. 1), 

(4.2) . 

. '··.- '·":· '" ' ·-'~. . .. ". '.. :_: , 

Cabe señalar que si JJ es m~y~r ei 'cím;ulo es más difusiblc, caso de los agregados más 
pequeños: Pero si es menor, ·su. difÍrnión será 111~s Iénta: 

' •.. . . . •. J ¡; :~· )/ ' : ' ·.·... . ,·. . . . 
El cocfii:icnt~ de difJsió\~ ~i~1;~ de Iá rcl~éión de Stokcs - Einstein 

(4.3), 
:'·,·· . 

en donde Kb (es ,la· con~t~ntc'dc BoltznÍan), 1'(cs • Jii· tcn1peratura), . 1r, ·•.1]c (es.el ccicficicntc de 
viscosidad) son constm1tes y Rgi varia. para cada agregado. Sé hace uso dé. la siguiente razón 

(4.4), 

en donde ..fmai es el coefki~Í;tc de difusiónn;Aximo, que ~orrcsp~nde ~¡ cúmulo más pequeño y 
Rgima.1; es el radio de giro del cúmlllo másgrandé. Alliaccr uso de esa relación se tiene que 

..t- (1 / Rgi) (4.5), 
pero 

(4.6), 

donde S¡ es el número de partícuÍas dclcú1)ml~i; Des la dimensión fractal. Sustituyendo 4.6 en 
4.5, se tiene que el coeficiente de difu.sióncsta dado por · 

.1f- S¡-1/D (4.7). 
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Esta forma será de gran utilidad para la programación de nuestra simulación. 

Otro factor. i111portante que no .debe olvidarse, es el cmltco del tiempo físico /, que es el 
tiempo en qu·é tarda c11 forniarsc los agrcgi1<los en. la realidad .. Considerando un intervalo de 
tiempo D. 1 para u~ cúlíjulo'dc I; scticnc cjuc · ·. · ··· 

(4.8). 

-. - ., ,.- ... 

• . . . _\ . • ~ • e 

P.ero para cúmulos mayorcssc.tiene que 

(4.9), 

en donde N es el nÓmc;o efectivo d~ cí1111~1iós y J'max es el coeficiente dcdifusión máximo. No se 
olvide que el tiempo se incrementa independientemente de si d cúmulo se mueve o no. 

Así, la versión básica del modelo Cúmulo-Cúmulo, que exliibc agregados con 
propiedades fractales, fue numéricamente estudiada y se obtuvo la dimensión fractal en 2, 3, 4, 5 
y 6 dimensiones del espacio Euclidiano. Los valores son presentados en la tabla 4.1. 

Dimensión fractal en diferentes dimensiones del .espacio Euclidiano d. 

d 2 3 4 5 6 

D 1.44 1.78 2.05 2.27 2.26 

TAHLA·4, l 

Los agregados obtenidos por clmodclo.I>LCA exhiben formas completamente diferentes 
a las del modelo OLA. Los cúmulos · W.ittcii-S.m1élcrcstán organizados aleatoriamente alrededor 
de un origen, mientras que ene! caso de los agregados Cúmulo - Cúmulo están formados por la 
unión entre ellos mismos. A continuació1isc cstablcéc.la mctodologia a seguir para la realización 
de la Simulación. del modelo Cúmulo~ .Cú11mlo en red bidimensional. . 
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4.1. Simulación de Agregación Coloidal Cúmulo-Cúmulo en red 
bidimensional. 

Para el estudio de las estructuras de lo.s agregados y la dinámica de su formación 
obtenidas mediante el modelo D.L.c.Á·., se•: utilizará una red .bidimensional cu.adrada de L 
renglones por L columnas y .se dispondrá . de N·pa.rticúlas;libcrada·s.alc~torimi1enic sobre la 
retícula. Además se dirá. que se tiene iii1a reacción de agregados cuando súécda una colisión entre 
ellos y queden pegados irrc\'crsiblcmcnlc, co1Ísidcrando que cada .agregado contiene por lo menos 
una partícula. · · 

El algoritmo debe iniciarse con la dcclaraciónde las variables necesarias, tales como el 
arreglo fa// de L x L, qÚc representa la red c1! dos di111cÍ1siÓncs.· Debe csiiecificarsc el núm.cro de 
partículas N; hay que establecer la probabilidad stkprb 12 .para que ocurra una uniói1; indicar el 
tamafio del cúmulo más grande (max). y el del ~nás pcqucfio (min} durante todo el proceso, 
inicializar el vector kquc contenga atodos los cúmulos fantasma (el término fantas1Ím sc.rcficrc, 
a qué los agregados ya no existen en clsistc11ia, pcroqiic algunos vectores contienen información 
sobre éllos, y duraí1ié el íiroccso )•a nó deben ser considerados), establecer dos vectores que 
contengan las coordcilndas (x,)f de los centros.-. gco1í1étricos de cada. cún~ulo. Xc; Ye, 
rcspcctivamci1tc. Para llevar ·c1 c01ítrol de donde inicia cada cúmulo en los vectores d~ndc se 
requiera,. se. utiliza el vector fo;•. el arreglo .• clus contiene los centros de cada partícula. que 
confori11a á'cada a'árcgadci'/NO' débc olvicÍar~c c01\sidcrar. dos variables qtíc bontabiliccn ·.el 
núincródc c,úmulos/nc, qucco1Íiénga a cúmulos fantasmas y.vivos, y a nefc_qúc llcvacLéontco 
de cúmulos 'solan1cíúc vivos'oófcctivos;co1Ísidcrar clnúmcro de partículas de cada cúmÚlo en el 
vector n, y ótras variables q~c se rCquicrai1.ci1 cl·programa. . .. 

.... -.. ; 

.En: scgJíd~:(~~jilJC:f~nl;s. p~rtic:t1lasalcatoriamcntc · sob;c ta• red, cuidando que alguna 
partículanose ciic.ucnfrcºéiípo~lció11ad);UCClite aotra,al,início·dcl proceso. Cada celda ocupada 
por el dnnulii cs'dcsig1Íada'í1or ~Íl. í1únícró iíatl1ral consccúti~o; para quc.éadacúinulo cuente con 
un núméro•difcrciitci y3·asi'.s.ca 11osiÍÍlc\Ídc1ÍÜficarlo de' los• dcniás .. Se. obtic1;c d. éocfiéicntc de 
difusión.·parah'.Pªrlicilfüs,~cn•.d?Í{dc •{'i'=·· íf2/3,•;;.,.1ljJai:1;c1 cual. sciobticncdcl.númcro•dc 
partícúlas;' is, i:lcvildo a'ta c(t!dj), deíl1éic4f~s ladin1cnsióí1 fraci~L /, >: ·) ·... . 
12 . . CU°anddiCI stk¡1;:b'."I ;' • iÍnpliéa que, todo. choque enlre{parlrcu

0

las )' Ílg~¿gados ~Ónllcva, a· 1a 
formacióíi de, una unión ci1trc éllo_s; a cst<: procéso scic llanía D:L.c:A: Pero sisÍkj1rb'< l/i¡úiérc decir. 
que sólo existe una ·probabilidad ínenor que u1í0 que sc.cstablczé:a·dicha unióli; cíltonccs se le rcnoiubra R.L:C.A. ·. .. . .. ' . . . ................ . 
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Otro factor importante, cis considc1:ar las condiciones de frontera periódica con las que se 
libran los efectos de borde y nos permite trabajar en el bulto sin fronteras. Esto se refiere a que 
cuando una partícüla o cúmulo, ~urantc su movimiento difüsívo, sobrepasa la frontera de _la_ red, 
ésta se traslade hacia el lado,oímcsto al del que se salió; así por ejemplo si la partícula o cúmulo 
sale por arriba, las posiciones de las mismas se trasladan abajo y viceversa si s_alc_ Pºf. abajo. Sí 
sale por la derecha; las pa~ículas"c¡uc queden fuera se posicionarún en el lado íiquicrd~,-~c la red; 
de igual fonna si :sale po(t:Qzq1Íicr~a entraría por la derecha. Si saliese por. alguna :sq~ina el 
cúmulo o partícula . cnfraría por)á esquina opuesta de ella misma. Estas condiciones no deben 
olvidarse cada_ vóz que el cúiiiulo} _se niucva o se pegue. .··.• _; _· ... • · 

··.'. 

~ ... 
·.~~: 

·;.--' 

Se prosíg~c-d ~l~gir,~11¡:~1rcgado al azar, y 
contiene, las coordenadas. dc;ca~a ¡)articula que lo 

se checa: el inúníero :cici,parÜcul~s. que 

geométrico ysu cocfi.cic1ífo dódifusiém: 
como.; las :¿élc .su :centro 

. En seguid~ sc'.1íbcra911 í1Ílmc~o_alcatorio )(:y:;rx}j¿ C.t 11i~~), ;mto~é~~_cléúih.ulo no .· .. 
se mueve, se. elige ~ Óir~ )• 5;:"Í1Ícré~;~c1ita~I li~'i11¡)ó' fisÍc~:'._ Está· condlción' se c~nÍiJÍir~ é co1Í ~ás 
frecuencia párn 'cúniulos. gr:i11d~s ¡j§r s_er_nicíío~.dif1Ísiyos. e .. ' > ? 

•• ' 1 ;. ,., ; :.~-·/ 

. ·~· ~~-;- ,JU-:,_·.,·: .. -, ,,. >! 
.:: ~. ~ ._.;-, -· - ·- .:;_•-.·~~---·.··,__~---.··_: _· --~- - ~:~ . 

Parael caso. en q~·e se cúhtpfaque X < c)l ·~nax), cléÓn1ul~ ~e tl,ifü;ide; y se obtiene la 
nueva. pÓsició1!: desptcs cÍc üri_.¡;a~o\se: vcrificall'dós siluacio;1cs; ,pí-i;n6ro que se cumplan las 
condicicirics f de frontcrn;'iierÍódiéiis;. J)ai·a _qilc c11' dct0ri1íií1rido : Íií'o1~1cí1toi'de\quc la )articula 
designada coii10 éént~Ógcoí11étÍ'ico salga de lós líii1ítcs .de la red clprogrmna río: fracase; y que én 
cuanto _a1gúpa º variasP'ar!ícu1~s'dét/cúinu1ó. ciégidéí ;sooici;áiicii)os; 1í1üiiésHésía'io óstás -sean 
trasladadas aliado .. oj)ucsió;'c61;10 ya iic. había. cstablecido/L.a<otra sitúai::iói1 cs~vcr si existe 
traslape córialgui1 ótróc61nufó. ' ... .. ..• • . . ;J . . 

;:,.-, 

···•Si. suc6éÜ~sc' lo ~~g~iiC!o, el ~úmllfo ci6gido regre~aa~u ·posi6iÓÍ1 origi1~aly.sc.vÚifica si 
hay. contacto; es~·dcCir,·~5uá'11tas 'yicuátcS ¡iartícútps •del, cúnuilo ·.· s~•- ci1cucii'trari en ,posición 
adyacente a otro' é6111ulo:• y' si t1ay,rcácéió'11 (indic~ ','pcga1tlicnfo'') :.rii~a ello 's'é ian~a: iln íiúmero 
al azrir sikprb> que clc~e i ser'. ~rimi~r-o igual n:¡; ~cgú\¡ se designe al i11icio; por lo tanto. hay que 
distinguir.qué"partic'ulá~:so11'.\,ccin'ás•'.ccrcalías y. élíalés •. están 'pegadas/Si 'súéécl~ que SÓ. pegaron 
entonces • ios\dos\agrcgadosipasaii ¡ afor;11á~. ~n' sólo 'cú1i~ulo'icondcido'••cmi1ofoú'mulo vivo, 
desigmindolc iiri ;;úincro"nat'Jra(diferehté át 'di:. Íos' dcÍÍ1ás;· y los otros' dos'' éiín;ul~s. pasa~ a. ser 
fantasmas; psi el 'riúmcro cÍe lós cú~m-ios vivo~· dísinit~uirá' en unó.''1'io'oividar á'ctualizar todos los 
vectores. quc~inv0Iucíe11 ri c~tos tres cú1Ímlos. En' seguida se:procecÍé'a'· clegiÍ: otro cúinulo. del 
sistema, se incrementa· eltícni1)ó 'y-se prosigue co11 el proéeso miterior: ' ' · · ·.: . · 

: ::: : · .. , -- ... - ·. . : .. -

71 



l!lffUDIOS f)g AG/l/iGilCIÓ.V COl.OllJAI. l•i.-1 S/MUl .• ACIÓN /'011 CO,\ll'U1'tl/JO/ul. 

En caso de no haber reacción,_ la posición_ inicial de la que partió el agregado al ser 
elegido, se dcsignacon cero y se actualiza' a /al/ con la nueva posición que ocupan todas las 
partículas del 111ismo: Se procede a elegir otro agregado .. 

En caso de no haber traslap~ sólo se actualiza la nueva posición del cúmulo y se designa 
con ceros lá poslcióna1~tcrio~: Se incrementa el ticnipo lisico y se procede al clcgirotro agregado, 
siguiendo el procedimiento éstablécidó. Así siicesivamentc hasta alcanzar Ún nÍímero dctcnninado 
de cú111ulos o hasta tener unsólo agregado: · 

'·- ;'.'''"•; . . ,,: ,- ' 

Al trans~ur~;d·tic111po,!cl sistema estará formado de cúmulos cada vez más grm1dcs; el 
númcrodc ellos disn1,imiÍrá, '}; su illinaño füciliúcnte excederá la fro1itcra dé_ lared: Ento1iccs; para 
evitar situacioncscii' la que.la smna de sus diámetros sea mayor que las din1cíísioncs de la caja, 
durante la" unión'cnlrc cúmúlos gigantes se debe conicmplar la condición de que la su1na de sus 
diánictros·.sca· n{cn61-;,quc /a11;••é1i caso contrario se_ finalizará. coii •el_ proceso. Esto •debe_ ser 
contemplado' ya qu'c;: la: sin1uladón •,funciona para climulós. cuy~ diánÍctr6 'sea· 1í1cí'Íor que las 
dimensiones_ de lá red: \<· -·· · · · 

?-:.~-. ··>- ':: . . .· ' ~ 

Debido;.~ l~,'.111d111~ri~ finita con que se cuenta, existe el _hecho de tener vc_etorcs cuyo 
tamaño de memoria exceda al establecido por la comput~dora. Así que debe encontrarse la forma 
de ac_tualizár esos vccto'rcs ;cad¡¡ ,vez que sea nccesiirio. En esta: parte los :Cí11ÍÍÚlos: fai1tásmas 
dcsaparcccr~ndc todos IÓ. vectores que pu.dieran COlltcner información sobre ellos,'• A esta acción 
le llamaremos co1npacía'ción de arreglos.•{• . . . .. ·.. . .. '.. .. . . ' 

En este algoritnici se hacc:i1e'~csfü·io Óbtcncr el núi1iero prom.cdio de particulas por cada 
cúmulo, paraéllo ~e hacc.usó'del pronícdiO pesado que es el qúc sc'utHiza éí1 p0Hn1cros y en estos 
casos. Considérese él promcdio;iúiéial s;;é (que. se refiere al proii1cdio pesado antes· de que . 
sucedaunpcgan1iento)de-lasigüicl1fo:rónua;> --- · · --- - ,- · ···· · · ·. ·.· · 

s,,,=· .;{!/!'SS~;:;. ·.,~ÓIF.d:,. "'ln/1;' . 
m(l) 1+ n~·(2}2 +:·>:l'1~s(i)i :I' ... ;¡: ns(n) n · 

.. . : . ' . . . 

= !1!!!M 
· dcns 

Se crea un cúmulo de i parti~ulas después de un peg~miento, y se tiene 
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S¡;11= ns(})/'+ ... +(11s(i/-JW+ ... +(ns(k)-/Jk' + ... +(ns(i}+/Ji' + ... + 11s(nl11' 
11s(l} J + 11s(2) 2 + ... +(11s(i)+l) i + ... + 11s(11) 11 

Para filies de prog~~maeión; se tiene que 

11¡' = k' eliíún~IClnJ. 
112' = j' el cúiímlo i1 y . .·· ·• 
nf = i~ C1'.i1üévoeún1úl6 resultante de la unión n ¡y 112 

(4.11), 

y seaj + k = i que indicaque la unión de los cúmulos 11¡ y 112 da como resultado el cúmulo 113. 
Entonces ~fin se define conio . .. 

(4.12); 

.' -··: . '.. . 

elevando 11f = (11¡+112)' y sustituycrido en (4:'l2)sc ti~nc que ~lprmncdio pesado 
, __ •. _¿ __ ·, ;,_._; .;.'.'. _,._: - - '.. 

(4.13), 

donde nums. y de11s inicialmente ~oi1 ig~al:alnúmcr~ ele p~rUéulas .liberadas en el sistema; el 
primero varia conform~ se pog~n d.~fcúmulosj el segundo. s~ tnaillienc constante durante todo_ el 
proceso. 

Ciiando. los cúmulos ~;Úsfagm( un~'ci6'rta:¿antidad ~rní1;ink dci · partí6Üi~~?p~cfijada al• 
inicio• de la sitnulaeiÓn;' se .obtiene el logaritmo dd. rádio de gi~o y.'del número de partículas de, los 
mismos, los cu.alcs sÓrig1iardadÓs cÍ1uii archivo:. Dcs¡)tiés decom'plctaricl proc~so, .Y n1edíante 
mínimos cüádrados,; esos 'dafos son' utilizados para obtener a• 1a. diti1ciisión. fractal 'del cúmulo 
formado al final dcun.ciertotiCi1Íp61 

. . 

Muchos de los procesos ré:aics de agreg~ción Cúmulo-CIÍinulo son más complejos que la 
simulación mostrada eri este trabajo. Aquí sólo.se presciita la tmmera.de iteración potencial de la 
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fonnación de agregados, en un rango de tiempo corto, entre dos cúmulos los cuales dctem1inan la 
naturaleza estática y dinámica del D.L.C.A. 

A continuación se presentan algunos resultados nu,méricos obtenidos de la simulación, y 
cuyo programá es presentado en el Anexo A- VIII. , 

Simulación de Agregación Coloidal Limitada por Difusión. 
(Resultados de 20 simulación, cada una con 10 000 partículas). 

Núm. Desviación Tiempo 
Simula. Semilla Stknrb Dim. Frac. Standard. (minutos) 

1 627283383 1 1.49 0.015 25 
2 473682223 1 1.43 0.0133 32 
3 112363440 1 1.41 0.0131 19 
4 211112363 1 l.46 0.0143 20 
5 300218232 1 1.42 0.0134 35 
6 787446352 1 1.43 0.014 22 
7 584753342 1 1.45 '0.0149 33 
8 195864586 ·-· 1 l.4F, ,~0.0141 26 
9 588889832 1 L5 "0.014 60 
10 877832641 1 1.44 '0.014 26 
11 341892663 1 J.43/ Ó.0145 41 

~.'.. . . "'' . 
12 498162531 1 1.48 ' 0.0141 51 
13 328276425 1: 1.4 . o.0144 47 
14 983745253 1 f:43. : 0.0154 29 
15 783752734 1 1.43 0.0149 34 
16 283741827 1 1.43 , o.0J41 23 
17 128374934 1 1.44 0.0138 42 
18 873478888 1 1.48 0.0138 49 
19 984668455 1 1.45 0.0141 66 
20 999857352 1 1.51 0.0143 25 

Promedio 1.446 0.014175 35.25 

TABLA4.2 
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La dimensión fractal promedio~ de las simulaciones realizadas; es de 1 :446_± 0.028; que 
en comparación co1i los resultados de la tabla 4.1 es muy aproxinmda, El ticínpo maquimi. de 
proceso promedio es dc35 minutos. La siguiente gráfica es rcsulla~o de una de. las simulaciones 
y nos da el número dc.cúíuulos de.tamaños que 'hay en el.sistema, a_cadaticmpo., En ella se 
observa. coíno_-_ la cantidad de '.,cúnÍiilos l;cqucños va disminuyc1ido; lnil:útras 'q[íc Iosagrcgados 
mas grandes aúm~1ifa a través del iiciiipo de 1)rocéso:~ Los ticti1pos 'para lós qué se graficó; en 
logaritmoÍÍatur~l;·fücroi1a= 4.0, b=: <i.25, c=4.5,d'-=4:75,c;:,:S.o; f,;;5.25; gk5,5i·h.;;,5,75; ¡;=6.0, 
j=6:2s, k=6.5~ l= 6.75, m=7.00, n='l.25, o;;,7.5, p,,;7,75; q=;s.oo> ... · '. 

V :~:,.· •• '• 

. . . . 

Agrcgúcion Cúnfolo~Cumulo, Rcú 2 Dim.(I 0000 pariiculas) 

o 
() 0.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 

In (s) 

GHÁFICA 4.1 

. . . 

En la _figura 4.1,_sc muestra .4ctapas .• _dcl_.·proccso .. En· Ja·.primcra, _se observa una 
dispersión de puntoso cúmulos fonnados por una, dos o. n1ás partículas; dcs1'iués. de tr~nscurrir el 
tiempo, en las siguié1.1tcs' dos; el Í1ún1cro' oc ciunulos ,l1a disminuido y el, taíila,ño de' los nüsmos ha 
aumentado. Fiíialmcnt,c;"cn 1¡¡,úÚimá figÚra; sÓlo'sc cxhib'cl1 l2 cúíÍ1~fós que cÓnticnciÍ 'a todas las 
partículas qu,c• iíiiciahncntc se 'Íibc~aron,,· Estás\i1nágcncs fÜéro1; Óbté:úidas de .fa· visualizáción 
contemplada en lá sii11ula.ció~1.dcIAhcxoA-Vll!, que ~n cstclr~bajo iiC,rcaÍizó: . . 
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En seguida se realizará una comparac1on de los 'rcsültudos .· obtenidos de nuestra 
simulación con algunos experimentos, para saber.en qué medida se ajmita1i a la realidad. 

Uno de los pasos más comunes para el cstudio·d¿ agrcg~~ió11;.Cúl11ul~;c'6muicr Hrilitado 
por'difüsión;.'ci1 dos dimensiones, es el uso de la intcrfaccflÍiido2ai~c;·ci1':do11dé:las partículas 
coloidales son atrapadas en la supcrfiéic lÍoÍ: la tcnsión,;Eii d):isC~; a '?ósiof:} HorKin j Bán 
presentaron un cxpcrimcnto·dc agrcga7i~Í1\d~ i)ariidí1~"J dé':C:arbóh"suspciididas énagua; C:n 
1988 13 •. El cual, consistió en. liberar parÜciiias:'(Jc\carl:Íón,''dc/apro~iilíad;{méíitc ó:s ;mm dé 
diámetro, sobre una· supcrfici9 ·acuosa, .iiinícd.iatam'cí;tci,Ios!'cfccfos~;·dc';l,a··i~11sióíí;·5upcrficial 
dominaron el ·proceso provocando 'q\ié'.;'.:)os'.' éí1í,ii11lós ·.~omc1ízariu1 /á· ··;í1ovcrsc;·,• dcscribié1ido 
trayectorias Brownianas, con Ia posibilidad di: pcg~~rsé''a otros. é(I11Ú1los/El (1'roc~so de agregación 
fue seguido 1Ílcdia1Hc obscr\;áció1Í óji'tic!;'.~. fravés'C!cí ii1iéroscopici, y 'fue '!1osilil(obfoncr fotos 
con las cualés y. mcd_im1tc crproccso .de. digitalización de imágenes 'fue •. liosibic ciliiéíicr las 
imágenes presentadas, c.n. Ia ·figura 4 .5 ;• las cuales ilustran cuatro etapas del. pl:oécfo>: 

\ 

FIGURA4.S 

...;\,: ~ 

~p 
\ ~ " 

~---· 
13 Vicsck, Tamás. Fr'1c1i;!Gmív1h Phcilomcnn, scgunda~dició;1, edil. World Scicnlilic; pag. 255. 

80 



l\S'/'UJJIOS JJ/i llGll/iG1ICIUN COl.01/Jil/. VÍil S/MUl.'ICIÓN /'011 COAll'IJ'/ilJJOIVI. 

Si. comparamos estas imágenes con las visualizaciones obtenidas de nuestra simulación, 
presentadas las·. figuras 4:1, 4.2, 4:3; 4.5. Observaremos que ,son . semejantes; y~ que· en las 
primeras ctapás se observa la dispernión de partículas ); confoni1e ¡1vai1za el proceso se muestran 
estructuras .· rríás grandes que incluyen· a Jas mismas.• Esto indica qitc .ta' simulación por 
computadora es un rciflcjo'de.la realidad:' . ' '.' ' ' ' ' ' ' ' 

'<.---'O,"-

Otro cxpcrin16nto rcaliz;~ci por, sfaLtO~) en'J9s7· 14,· d.'c1mt.,consis~ióc1~ confinar y 
comprimir .entre dos !>latos de c~istal, a .esferas.de policstirc1~~ d~ diáÍnctro 4f itm,' y observar 
mediante un niicroscoj>io et. fcnónÍcno de 'itgrcgación. De ésto se obt1Ívo utÍ estructura fractal de 
dimensión' fractal• o• =i ,1.49 ,'' ~~)'.º ,;alor 'se. aéerca al •. obtcni'do, •. cn • ¡;ro1Í1cdio,••por' nuestra 
simulación. 

Así, como estos dos ejemplo, nuestra simulación presenta resultados y visualizaciones 
muy acercados a los fcnóí11c1ios de agregación suscitados en la naturaleza.' Por ello, debe tenerse 
la seguridad de qúc elalgoritÍno'runciona'de inancra a¡Ícgada a la'rcalidad, sin olvidar que está 
fundamentado en la hipótesis planteada en el inicio de esta tesis. 

14 Vicsck, Tamás. Fractal Growth Phcnomcna, segunda edición, edil. World Scicntific, pag. 257. 
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82 



h~WUJJ/OS /JI; 1iUU/iUAC/CiN COl.OllJ11l. l'i1l S/,\/IJ/,K'IÓN l'Oll COM/'ll'l:•l/JU//11. 

CONCLUSIONES. 

Al inicio de esta invcsligación se estableció el supuesto de que las part/culas coloidales 
se encuentran en constante movimiento, debido al choque aleatorio que éstas tienen con las 
moléculas del 11Íedio en .rn:ipcnsión, con la.\' paredes de/recipiente que las contie1w o con otras 
part/cu/as; a_ es/e movimiento aleatorio se le llamó movimiento Brmvniano: Ademá.Í', durante 
ese movimiento dijitsivo existe la jJÍ"<ibabilidacl de que al roce o choque con o/ras partículas u 
czínmlos. quede1Í pegados, fimnando as/ agregados más grandes, los cuales a· su· vez efectúan 
caminatas aleatorias.y se pegan con otros cúmulos. 

En· base a esto, fltcron analizados. dos modelos,_· que describe1í el· fenómenode 
agregación .. Unó á el• modelo 'Ágrégación .Limftada por Diji1sión. (D.L.'A.);' qiie es· tratádo. 
como un primer paso para entender la agregación coloidal; el cual prese1íia un_ inconveniente 
esencial, ya _que; existe._ una• si litación asimétrÍéa,: qué• consiste en -que~dc1da ut¡á paríicula 
individual_ en diji1si6niléga á¡~cgar.rea• lií1_agi·e'gaclo.fijo,. sit1Íació17 qííe nosiempre-·sucede. El 
segundo es el modelo Ag1;égació11 Coloidal Liíúitada jJprDiji1'.vión (D.LC.Á;) o Agregación· 
Czímulo~Czímulo, ·• qiie. cis el 4;¡e 111Cí.1· .w apega a lq. re~t!Í'1ady saiÚJace las características 
planieadas C!li. nue.ú~~1 .~i11!o~i·ición:~•E1·íe sii b~1.sa ún 'la .teoría de_ qiÍe czí11illlo.1; y part/cula.i· del 
siste1i1a sé. dijimclen.1·imü/Ía1wdímmte; cóÍ1 kt j}robabilidad de .·qíti:daÍ;pegados cÍL conltwto._de 
unos con•otnis,''poí· to'ículto.cl llzilúero•deczi11111/o~··de1 .. lis1ema'ddáece en Ímo:por cada 
"pegamienlo '.' _que. ocurra: ;Ig1Íalmen1e• pi11o (ib'.1:ervm-:i-e ·_ qiw míibo'.1·. níode/os. generan 
estructuras frc1i::tale~',· Jia ql~ :las fm•ii1a.1· qué pre~·e1ita ;son irregulares con: hoyos de varios 
ta111años:_.Asi1Í1i~'.'110._se ·J¡izo~uso de·lá._dimensión fl'Gctal,~para·obteíwr: una calitidad m;mérica 
q11e nos dierc1 información s'abre la distribución de la masa del objeto, en el espacio E11clidiano 
de dimensión d. · · · ·· 

-- ·. _-. . -: 
'-· . - . .· . -- ' :/: ·'; ·- : -- -

- . - " ' .· ' ' : . -
Para ambosmodelos S(!_ ¡:ea/izaron sim1t1a.ciones por computádora, de lás cuale~· no 

sólo se presen1aron í·esuUados nwitc!ricos. ~1:inó también• visualizacioiws. · Al . caniparár .·tos 
res11ltados de la simÚlaCión basada c1l'e1./íioclelo D.L:C.A. con;los expeí·i11w11tafos; sé ob~·~rvó 
gran semejaÍiza, qú~ por iá~·JfocÚi~cioné.v alecitorias .. (qzúi' es normal én'!G' naÍz;rale~a) .•no·. ~s 
idéntica,. peró _si.mzi.)l.'siúne/ante: LO. c¡ii{i1l1J?Uca'q1Í<i · t~.simuÍación ·de~:¿í·ibe /~ dinamica de 
formación de los cígregaclos de tina !manera 1imyiapega¡la. a la realidác()' ·si1.i: •re:rnltados 
numéricos so_n confiable!s para óbtenér la di1l1e11.1:iÓ11 ji·ai::tál de IO:i· cú11ÍÍtlo.i'/ormado.;., 

' ....... ,,· .-. ·· .. ··: . .<.··· ; ·.-.. '.·.·- , .. ·._ .'.;, .. 
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Una vez analizada la· teoriá. ex¡mc.1·ta en• ésta. tesis, comparando los resultados de 
nuestra sim11/ación.con los e.'o:perimeÍita/cs, y cómo la mistím está basada en el s11p11esto teórico 
expuesto al inicio, pode1110:1: de~ir que la l1ipúte.Í·i.1· de la'q11c se11artici es 1ierdadera. 

--.- ,,_., > -··-·-·._ 

-~. 1-'' -

•....•.... · ... · .. · ....•... ' ·<······. > \.. ' .. ·.·······.• ... ' ·, .··.· .. • 
Los aliorilnws 1·cali~ado.1· .~dn e'.~t~ trc1bajo, describen def01wa art!ficfal, mediante 

equipo com¡mtacioi'iei!/el}o1il/1óí:iaáíiento re(¡/ 'de, lÓs sisteÍi1as colrJidahÚ im 'creciÍniento: 'E,1·tos 
algori11ilos serán de'éarCz1tiUéiácipáí'á·aq11~//ós'i11véstigado1'c:i· iníl!,:esados en C/ tema,•ya. q11e 
además• de, desdibir'.,elfandi1íenó/deli/. Clgl·egació1i ·. /e\pódi't1 ·. ~xpcrfme/Jtár· sobre ellos, 
adicionando lci.~va1·icÍb/c'.1·'necesa1·ia:1·'cjuc cuniplmíco1; sús ,:ciqlÍerimientos, además de hacer 
los cambios perlinei1te.1·.'sobré d p;:o'.~ra1ila. , ' · · · · 

,', 

' ' 

)i,'.)<' · ... ·.· '', ''•' .. ·· . ,, ' ',, ' 
Las ventaj¿s'q11'e oji:~cl!n.cstos~algorÍtmo son: .se·.podrán controlarfácilmente las 

condiciones experim~nta1é:1· as(co1iio co11l¡n·i111-ií· lm:gos periodos de tieÍnpo,' además 110 se 
expondrá a erÍ-ores Cll,·e/ IÍlU/Ído real, ni aga~·tos' C!XCeSiVo.i· O ineceS(/~·fos. . 

' E/·principid 'teó1'ico.'zltilizadO: ene~·Ía, inv~sti;adión, parYdeiéí;ibir.,e'.fenómeno de 
agregación es la ,mmÍerá ,má.~ sencilla\ de· 'c<Jiicebti·/d:y ¡)Ucde ¡ser aplicada 'é/.• sistemas. más 
complejos, en 'donde laforiiia de /a.v pai·tiéli!a~ 'no necesariml1elite '.~ea ~sférica, sino irregular 
(caso de. los asfá.Jteno.í"."íds ~iíáies(.í·onciia.l·ticíllas1nii:róscópiccÍsdefol·ma ¡,;regular, que se 
encuentran Cin Í1l peÚ;Óleó}.'pe/:o·ci1yO co/11p()/;iániienfcJ '.1·ca similar. ··. . ' ·; . . • . 

'. ··~· '._ e,~;" _ __ .. , _ · '- _e''- ·· •. ".'-~·. ~ • • •. }",'.::,•. ·- ... O • '. "· _ e-··-•. •e ' '.· 

Con esio y con Jácomprobació1icie la hipótesi~· hemos cumplido con los objetivo~· 
establecidos enun principio; y por lo tanto se da por concluida esta investigación. 
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ANEXO A. 
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ANEXO A. 

En este apartado se mucst~a la codificación de los siguientes algoritmos : 

A l. Simulación de c;11;1inata alcaioriUcn r6ci dedos dimcnsion~s. 

A n. Sinúilació11dc c~~1i1iata;~i~atori~ ~n.r6d de t;c; dimc;1sioncs. 
\'~ ·,. ~·: .. · . ·'·':• 

A III. Simul~éión 'de C:~~1Í~ai~ alC:~tori¿ c1~ el ··¿~~1ti~~o bicli;ncnsi,onal . 
. :.-·. >7;-.: ·;:._~"-. ',-.._"'. ~-'2._: .-,·; ____ : .}:,:> -~ .. ~,---~·~. 

A IV. Sini~l~C:iÓ1; :tic ¡:;¡~iri~t~ ~l~dt()ri~ cnd c~11tÍ1i~otridi111c~sional . 
--- -- , .. -. ~:·~ ~'~--·:-;;: ;·-~, ·o,--'" -;_~.-.-

A V. Simulación d~l liiodclo'o.L:Adí; red ele cl~s din1cin~ioncs; 

- '"• - .· ~ 

Cada uno de. ellos, dcs~rib~1!, su.·ris~cctivo . procedimiento con sus propias conclicioncs, 
tratando clc optinúzar lo 11iás j)osiblc el tiéíupo dep.roceso y la cantidad de niemoria disponible. Esto 
no quiere decir, que ,'se les haya heélÍo ;una prué:ba de oj>tinÍalidad, o qÜe estos algoritmos sean 
insuperables;- pero si se apega1í lo más posible a la reÚlidad, tratandode minimizar la duración del 
proceso y la memoria. . · · · · 

~ .- - - .-. . . . ... 

Los progrmnas c.stán en ldnguaJe FORTRAN, compilados y corridos enestacioncs de trabajo 
DEC (Digital Equittúe11t Corporation) y SiHecii1 Griiphics del Instituto de Física' dé la U.N.A.M,. Las 
características de estos dos equipós soú: ·.·.La SiHcoi1 Gra!)hics cueúta COll Ui1 pro~csador R4000, de 
100 Mhz., 64 Mb. dcmen1oria RAM y 1 JGB endisco;su sistema 01Íeriitivo es IRIX: El DEC 3100 
cuenta con 8 Mb. de me111oria RA.M, dos discosde'370 MbyuÍiliza el Q,S. ULTRIXDEC. 
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Al. ALGOIUTMO DE LA SIMULACIÓN DE CAMINATA 
ALEATORIA EN RED DOS DIMENSIONES. 

CAMINATA ALllATORIA J¡N UNA Rfü) 
DOS DJMJ;NSIONJlS 

n! representa el nl1mcro de pasos de cada caminilt:I 
nfunc: vector 11uc contiene la." frccucnci;is de las distancias. 
distancia: distancia del origen ni tiltinm paso, después de 11. 

sccd: semilla para el gcncrndor de núm. pscudualcntorios. 
dclx: indica movimiento sobre el eje X. 
del y: indica movimiento sobre el eje Y. 
ix: contabiliza la."> direcciones sobre el eje X. 
iy: contnbili1.n las direcciones sobre el eje Y 

•••• Declaración de paránu:tros y varinhlc.o; •••• 
parameter (n= J 00) 
intcgcr nfunc(n) 
intcgcr sccd 
intcgcr dclx, dcly 

open (unitu}, filc=-'rcsulOO\ status='ncw') 

seed=J94845899 
cpscsl,c·6 

•••• Jnicinlizando arreglo nlUnc ++•• 
do 2 i=l,n -

níunc(i)=O 
continuc 

do 10 i=l,1000000 
ix""O 
iy;O. 
•••• Ca-minatn alcát-orin den 'pnSos ••• • 

do Sj=l,n .- · 
xk=ran(seed) 
if(xk .Je, '25) then 

deJx=O 
deJy~I 

cJseif(xk ,Je: .50) tl1en 
delx=I 
dcJy=O 

eJseif(xk .Je, .75) tl1en 
deJx=O 
dely=-1 

clsc 
deJx=-1 
deJy=O 

cndif 
ix.,,ix l·dclx 
iy=iy+deJy 

continuc--
.. 

•••• Cnlculándo la distancia_ del punto de partida•••• 
... ~al pun~~ de llcgn:dn'al final de los·n pasos.•••• 
distaneia~sqrt(reaJ((ix~'2)<-(iy'.'2))) 
idislMciac•fot(distancia·cps)~l. __ . 
nfune(idistnncia)"'nf Unc(idistancia) r 1 

1 O continuc ·~ ., ' · · , 
:··. · .. :_ ·;;:;: . .. :- : ' :,--:_ <:. 

~itc(t,•f1Simllt~ci~l1 d~ C~mi·,¡~t~ Alcatori~' 
writc(l,•) 1 cO Red Uidimcnsionnl' 
\~~t.c(l,•) 1 ~-·. ·; ~:rccUcncin' 

do IS i=l 1n 
x=reaJ(i)-.5. 
\Yrilc ( J, *) x,nfunc(i) 

1 S continuc .· 
stop 
end 
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Ali. ALGORITMO DE LA SIMULACIÓN DE CAMINATA 
ALEATORIA EN RED TRES DIMENSIONES. 

CAMINATAALfü\TOIUA IiN UNA Rim 'nrns J)J~füNSIONtis 

n: rcprc.o;cnta el 'número de pmm5 de cada cm;iinnlÚ, 
nfunc: vcclor t¡uc contiene las frecuencias de lns di1>tancins. 
dislnncia: distancia del origen al ültiri10 paso1 dc:;puCs den. 
sccd: semilla p~n el gcncrudor de núm. pscmhmlcatOrios, · 
dclx: indica movimiento sobre el eje X . 

. . dcly: indica movimiento sobre el eje Y. 
dclz: indica movimiento sobre el eje z. 
he: contabiliza lns direccione¡¡ snbrc el eje X. 
iy: contabiliza las dircccionl!S sobre el eje Y. 
iz: contabiliza la.o; dircccionl!s subrc el eje Z. 

•••• Dcclarnndo prámctrus y variables • • • • 
paramctcr (11"" 1O1) 
intcgcr nfunc(n) 
intcgcr sccd 
intcgcr dclx, dcly, dcl1. 

open (unit= 1, filc='rc 1 O J ', status='ncw') 

sccd=574627272 
cpscI.c·6 

.... Jnicinliiando arreglo nfunc •••• 
do2 jz:l,n ·_ ' 

nlimc(i)=O 
continuc 

•••• Sinml~ción para 1000000 de caminat~-s •••• 
do 10 i=l,1000000 , 

ix=O 
iy•O 
iz=O 

•••• CnnlinaÍ~~·:alcaloria ·~¡~· n P'asos • • • • 
doSJ=:l,n -"<· 

xk•ran(sccd)':' ,' ., , 
if(xk .le •• 166666) lhei1, 

dcb:=l 
dcly•O 
delz=O, , 

clscif(xk .le •• 333332) then 
dclx=O · , " , · 

dely=I 
dclz=O, 

elscif(xk .te: .499998) tlÍen 
dclx=O 
dély=O 
delz=l 

elscif(xk .le •. 666d64) lhcn 
dclx=-1 ' 
del)~O 

delz=O 
clscif(xk .Je. :833330) lhcn 

dclx=O 
dely•-1 
delz=O 

cli-c 
dclx=O 
dely=O 
dclz=-1 

cndif · 
ix=ix+dclx 
iy=iy+dely 
iz=iz+dclt. 

continuc 
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•••• Calculando la distnnch1 de ltt pnrtlcul11 dcMlc el ••• • 
•••• punto de partida ul punlo de llegada dc.o;p(1cs den pmms •••• 
distancia=sqrt(rcal((ix''2) 1(iy''2)1 (i•''2))) 
idistancin=inl(distnncia-cps) 1 1 
nfunc(idistancia)"'nli.mc(idistnncia) 1· l 

10 continui: 

writc (t,•)"Cnminala Aleatoria en Red J Dim." 
writc (J,•)" Distancia 1:rccucncia" 
do 15 i=l,n 

x•rcal(i)-.S 
writc (J,•) x,nfunc(i) 

IS continuc 
stop 
cnd 
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AIII. ALGORITMO DE LA SIMULACIÓN DE CAMINATA 
ALEATORIA EN EL CONTINUO DOS DIMENSIONES 

CAMINATA ALllATORIA EN fü, CONTINUO 
DOS DIMENSIONl\S 

n: rcprcscntn el número de pasos de cada cnminnln 
nfunc: vector que conlicnc las frccucncia.'i de Jm¡ distancias. 
distancia: distancia del origen ni i11limo pmm, t.lcspués den. 
sccd: semilla pnrn el ccncrndor de núm. pscudonlcnlorins. 
thctn: 2n •Núm. nlcntorio. 
ddx, dcly: coordenadas de In nueva posición. 
x,y: contabilizan n debe y dcly rci>pcctiv:uncntc 

paramctcr (n= 100) 

intcgcr nfunc(n) 
intcgcr sccd 

open (unit=l, filc='co22'i stnluso::>'ncw') 

sccd=347S73263 

do2i=l,n 
nfunc(i)=O 

2 continuc 

do 10 i=i,1000000 · 
x=O, 
y=O. 

do S j=l,n 
U1cta=6.2832'(rnn(sccd)) 
,dclx=cos(thcta) 
dcly=sin(thcta) 
x=x+dchc 
y=y·ldcly 

continuc --- . ,,, . 
distancia~·sqrt(x••2+y••2) 
idistancia=-int(distancia}t-1 

, nfunc(idistancia)~nfünc(idistancia) l· 1 
10 continuc · ' · ' 

.. ''. ; , ., '. ':" -·:,;: 
\\Tite .(1, ')'CAMINATA AÚATORIA EN EL CONTINUO' 
writc (1, •)'DOS l)IMENSIONES' 
writc (l_,_')'Dl_ST¡\NCIA ._ FRECUl!NCIA' 

do IS i=l:0'' 
x=rcal(i)·.S 
write ( 1, •) x,nfunc(i) 

1.5 continuc 

stop 
cnd 
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AIV. ALGORITMO DE LA SIMULACIÓN DE CAMINATA 
ALEATORIA EN EL CONTINUO TRES DIMENSIONES 

e CAMINATA ALEATORIA EN EL 
e CONTINUO TRIDIMENSIONAL 

n~ representa el numero de pmms de cad;1 cnminatil 
nfunc: vector c¡uc contiene las frecuencias de Ja.o; di:-;tancias. 
distancia: distancia del origen al (1ltimo paso, dcspuCs den. 
sccd: semilla parn el generador de núm. pseudoaleatorios. 
thcta: 2n •Núm. aleatorio. 
debe, dcly, dclz: coordenadas de In nueva posicil'm. 
x,y, z: contabili7.nn n dclx, dcly, >' Jcl1. rcspcctivmm:nlc 

pnrnmclcr (11= 100) 

inlcgcr nfunc(n) 
inlcgcr sccd 

open (unil=I, lilc='con31 ', slalus='new') 

sccd=l84627562 

do2 i=l,n --
nfunc(i)=O 

2 conlinuc ·. · · · - . 
••.•coníicnza el con leo de 1ººº·000 de cmninnlus de ll pnsos .••• 
do 10 i=1,1000000 · 

10 

x=O." 
y=O. 
z=O.· 

do 5j=l,n : < .. ".· ·. :' 
•••gcnCracióit dci VCctOrCS .con distribución unifonuc••• 
phi=G.2832.*ran(sccd) • y · · ·· · ' 

cósU1clu=Í.-2. 'ran(sccd) . 
sinU1cln=sqrt( 1.-coslhcla • .•2) 
dclx=sinU1cln'cÓs(phi) 
dcly=sinlhela'sin(phi). · 
dclz=cosU1cln · · · 
x=x+dclx 
y=y+dcly 
z=z+dclz 

continuc 

dislancin=sqrt(~••Úy•*2+z•*2) 
idislnnciu=inl( dislnn'cia)+ 1 
nfunc(idislanciu)=1ífünc( i_disl1111cin )+ 1 

continuc · :-

wrilc (l,')'CAMINA'fAALEÁ-i·omA EN EL CONTINUO' 
Wrilc (l,')'TRESDIMENSIONES':' · .. 
wrilc (l ,*)'IJISTANCIA FRECUENCIA' 

do 15 io;l,n 
x=rcnl(i)-'.5 
wrilc ( 1, *) x,nfunc(i) 

15 conlinuc 

slop 
cnd 
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AV. ALGORITMO DE LA SIMULACIÓN DEL MODELO 
D.L;A; EN RED BIDIMENSIONAL. 

SIMULACION DE AGREGAC!ON 
EN RED DOS DIMENSIONES. 

: ... ···,·-· 

k(n'n): tmnrul~ d~ la~cd k(1umj\ · ·· · · 
m: cada m-vcCcs partlcUlas sC obtiéné.rgi, · · 
rgi: radio.de gi~o .. :<~!~'>;: :<' ~:: '.; 
sccd: semilla para 'el g~ncrndor dc'inim. pscudonlcittorios. 
nmax: nó.mcro mñximo dé (>nrticúlas pa~a· el clm~ulo 
distancia: dis_la~~Ía d~l-OTÍUCll 'nJ ú,l,1~1110 ~~lS~,' tfospués di! 11, 
rmax: rama más ~iií-gn del c~mulo .. · . ·. 0 ·._. :.· 

ncont:cu~ntn las part: cOnfom1c se_ vml Pecando. 
vccti:.\•cctor"quc conticnc'-ct ln(npart) 
npart: n~~cro_ ~~ pa~f~ulas ~cgn~as ni cúmulo 

partunclcr(n';'250) 
parmnclcr(in=SO) . 
inlcgcr sccd '.: . '. :: 
intcgcr k(-n:n;-n:n) 
rcnl rgi(300L · 
real vccl(300) 

e ••••• b1icl~llzundovri~i~bl~s .que contabilizan el tiempo ••••• 
e • • • • • máQuina de p'r.occso ~ .• ~ •. • · · 

rcnl cthnc, ll: 12;tc!Úpscd, larruy(2) 
cxlcmnl ctillté , .· · · 
u =climc(tarrnyJ 

. ' ... - · .. 

• •••.•Jnicializnndo variables para minimos cnadrndos .... 
nrad=O ·· · · · 
sumxi=O 
sumyi=O 
sumxi2=0. 
sumxiyi=O 

icm=O 
jcm=O 
icm2=0 
jcm2=0 

nmax=!OOOO 
sccd=5448628!2 

wrilc( 1, •ysIMULACION DE AGREGAC!ON EN RED l31D!MENS!ONAL' 
wrilc(l .. )' RADIO DE GIRO' . 
wrilc (l, °}' scéd:· ·. '; sccd ,. 

. . ·. '' ·'.;; 

.¡ ••Li~nitC~·:m~xÍínci_s. Y minitl~os del arreglo~*••. 
ixmux=O .··' .. '. · · · ·.: 
ixrtlin=O 
iymox=O 
iymin=O 

nnax=O. 
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••••Inicinlizn el arreglo k, simula In rc<l bidimcnsionut•••• 
do 1 i=-11,11 

do lj=-11,11 
k(ij)=O 

continuc 

••••Posicion de In particulu semilla•••• 
k(0,0)=1 . 
k(O, l)=~l 
k(l,0)=-1 
k(0,-1)=-l 
k(-1,0)=-l 
ncont=l 

e • .. •Cnlculw1do ,el radio p~quc110 (rp) y mdio grande (rg)"••• 
2 rp=nnnx+ 3. 

rg=4.•rp 

e 
3 

e 
4 

• • ••Lib~ni-" Pa'rlicuÍ~ S~brc rudi? pcqucno• • • • 
uleat=iim(sced) · · . · 
lheta=JGO. •áleat '· 
x=rp•cos(théta) :· · 
y=rp•sin(U1eta) •. 
nx=11int(x) · · · · 
ny=11inl(y). 

••••simuJn canlinata alcntoria••••. 
xk=rmi(sced) , , . 
if (xk .le. 0.25) then 

nx=nx+f · 
elseif(xk .Je: _0.5) the11: 

ny=ny+l ·· · ·· .· 
clscif (xk .le, O. 75) thc11 

11x=nx-l ·· 
clse 
ny=ny-1 

e11dif ... · .• ..•.. 
dislancia=sqrl(renl((11x••2)+(ny••2))) 

. ,.<·; -:·:-.· ·. ;·:;:: 

if (distancia '.ge. ~g) gola 3 

if (11x .gl. ii) gota 4 
if (ny .gl. 11) gÓlo 4 
if (11x .lt. -n) gota' 4 
if (ny .lt. ~n) goto'1 · 

.... CmÍdici~n que v~ritica si lu particula se pego ul agregado• 
if (k(nx,ny) .eq. "1) U.en 

k(nx,ny)=l .• , · .. · . 
if (k(nx,11y+ 1) .ne. 1) k(úx,ny+ 1 >=-1 
if (k(11x,11y'. I) · .ue. 1) k(11x,ny-l )=-1 
if(k(nx+l,ny) .1ié. 1) k(rix+l,ny)=:1 
if (k(nx-1,ny) .ne. 1) k(nx-.l ,ny)=;-1 
ncon!=nconl+ 1 ' · · 

. ·.'· . . ··.· , -. :-. :. : . .. . :_ - ', '~ 

•••• Act~UÍ~~'~Ü~~~;~rinbi.~s paru 1~¿~iinos cuadrudos •• 
icm::=icm+nx ,_· · 
jcm= jem + ny' :•.. , 
icm2= icm2'-t 11x .. 2 
jcm2=jcm2 + 11y••2 

ix 
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.... Calculnndo el radio de giro cndu 50 particulns• • .. 
• •••pcgudus nl ngrcgudo, utili1i111do minimos cuudrm1os• • • • 
if (mod(nconl,m) .cq. O) titen 

xcm= rcnl(icm)/renl(ncont) 
ycm= rcal(jcm)/rcnl(ucoul) 
rnd=(rcnl (icm2+jcm2)- rcnl(nconl)'{xcm••2 + ycm .. 2))/nconl 
rndgi=sqrt(rnd) ·· 
sub=ncont/m 
rgi(sub)=log(radgi) 
vecl(sub)=log(renl(ncont)) 
nrnd=nrad+ 1 

sumxi=sumxi+vcct(sub) 
sumyi=sumyi+rgi(sub) 
sumxi2=sumxi2+(vecl{sub)**2) 
sumxiyi=sumxiyi+(vecl(sub)*rgi(sub)) 

cndif 

if (ncont .ge. nmax) goto 1 O 
if(nx .gt. ixmax) ixmnx=nx 
if (ny .gl. iymnx) iymnx=1iy 
if(nx .ll. ixmin) ixmin=nx 
if(ny .lt. iy¡nin) iymin=ny 
if(ixmax .ge. n) golo 10 
if (iy¡nnx .ge. n) goto 1 O 
if(ixmin .le. -n) goto 10 
if(iymin .le. -n) golo 10 
if(distnncin .gl. nnnx) U1en 

nnnx=dislnncia 
goto 2 

clse 
galo 3 

cndif 
elsc 

goto4 
endif 

write (6,*) 'npnrt= ',ncont 

a=(nrad*sumxiyi-swmd•sumyi)/(nrnd*sumxi2-sumxi••2) 
b=( sumxi2 •sumyi:sumxiyi •.sumxi)/(nrnd • sumxi2-sumxi • *2) 

.... Ln dimension frnctnl es iguul uno entre la pendiente••''. 
df=l/n · 

sumdi2=o· 

do 11 i=J ,nrnd , . , . , . ··.·. · 
di2= ((rgi(i))''2)-2*(a•vecl{i)+b)'rgi(i)+(u''2)'(vecl(i)''2) 

+2*b*a~vccl{i)+(b**2);. ' · · 
sumdi2=suindi2+di2 · · · 

continuc 
' ,., ~.·. :· ·~ . ,. 

•• • CnlcíIIJ;,~o 111 des~inCiÓn siandard •• 

sy= sqrt(sU1ndi2/(nrad:2))· .. · :- ·~·· . 
sm=sy•(1iracU(1irad ~suznxi2'sunixi ~.'2 )) .. 
sb=sy*(swnxi2/(nrad•~unúd2;su1úxi••2)) 

.... Lo sig~ieÍ1tc'sc UÍUi1.8 'pa~a calcular el tiempo•••• 
••••mnqnhia'de proceso del programa•• .. 
l2=elime(tnrrny) · · 

X 
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lclupscd=t2-l l 

wrilc(6 1*) 'n= ',n,' b::=,'.b. 
wrilc(6, *) 'df= ',df 
writc(6 1*) 'sy= 1,Sy,1 sm= ',sm~' sb= t,sb 
.writc(6,*) 'tiinc= ', lclnp5Cd, ~ n= 1

1 n 

wrilc( l, *) 'l~OG (NCONT) . LOG(lW)GI)' 

do 12 i=l,nrnd/·; .: . 
wrilc(l,*) véét(i),rgi(i) 

12 conlinuc · · ·· · 
,'• ' :-·::':.·:· ·.. . 

writC ( l ;•) ' ¡~·pa·rt= ¡:· nc~ii~~, ·~1= ', ii, ' b= ', b, ' <lt= '. <lf 
writc (1, ~) '. sm=.·~ sm~' Sb~ \sb,1

. sy=.',sy 
writc (1, *) .1 til1lC= ',: tclaps_Cd, ~.n= ', n 

stop 
cnd 

xi 

..... 
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AVI. ALGORITMO DE LA SIMULACIÓN DEL MODELO 
. D.L:Á. EN RED TRIDIMENSIONAL. 

SIMULACION DE AGREGACION 
EN RED TRES DIMENSIONES 
(RADIO DE GlllO) 

k(n•n•n): tamailo de la red k(nxnxn). 
m: cada m-vcccs partCcula.'i se obtiene rgi. 
rgi: radio de giro. 
sccd: semilla para el generador di? nú 111. pscudoalc1llorios. 
nnuuc: número máximo de partículas para el Clunulo 
distancia: distancia del origen al Ultimo puso, después de n. 
nnax: rama más larga del cúmulo. 
ncont:cucnta Ja.o; pnrt. confonnc se van pegando. 
vccti: vector 1¡uc contiene el ln(npart) 
upart: número de partfculas pcgmJa.c; ni cü111ulo 

parrunclcr (n= 100) 
pnrnmclcr (m=50) 
paramelcr (lm=IOOOO) 

integcr k(-n:n,-n:n,-11:11) 
inlcger secd 
real rgi(lm) 
real vect(lm) 

. . . 
e ••••• IniCiali?iii1diivürinbles que contubiliimn el tiempo ••••• 
e ·~··• mú9ui1in 'dc.·pfo~cso ·~~·.• 

real ctimc, ll~:12, tclnpscd, tarruy(2) 
cxtcmnl étimc ·.. · . · 

e 

ll =ctimc(titrray) 

opcn(unit~I ,· nlc'.';rgi', ~tut~1~='11c\V) ·· 
nrnd=O 

.... lnicinlizn;tdo vn~inbl~s ¡ínrn minimos cu~drudos•• • • 
sumxi=O. · · 
sumyi=O. 
sumxi2=0. 
sumxiyi,;O, 

icm=O 
jcm=O 
kcm=O 
icm2=0 
jcm2=0 
kcm2=0 

mnnx=IOOOO 
sccd=533345 l 30 

write( 1, •ySIMULACION DE AGREGACION EN RED' 
writc( 1, •y TRIDIMENSIONAL (RADIO DE. GIRO)' 
writc(I,•)" · ·· ·· 
writc( 1, •)'sccd= ',sccd 

xii 
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wrilc(J,.)" 

e ••••Limites muxi1!~os y mittÍÍnOs~<lcl arr!.!glo tridimcnsimm1•••• 

e 
2 

e 
4 

ixmnx=O · 
ixmin=O 
iymnx=O 
iymin=O 
izinnx=O 
izmin=O 

mmx=O. 

• • • •111icinlizu.ndo el arreglo k, simula la red tridimensional•• 
do 1 i=;n,n 

do 1 j= -n,u 
do'! l=-n,u 

k(ij,l)=O 
coÍllilíue 

••••PosiCion <le la particuJÜ semilla•••• 
k(0,0,0)=1 
k(O,O,l)=-1 
k(O, l ,0)=-1 < 
k(l,0,0);,,-1. 
k(0,0;-1 )=-1 
k(O,-l,0):;1 
k(-1,0,0)=;1 
nconl=.l 

.... Cnlculm1d6'elrudi~ peiíueno(rp) y elrudio grnnde(rg)••• 

~~~~Y> . 
••••Libero p;i~iculll sobre r~dio pcqueuo•••• 
nlenll =ran(secd) 
nlcnl2=rán(secd). 
phi=360. ~nleáll · •. _ , 
coslhcln= l ,'; 2. •aleitti 
sinlhcln=sqrl( 1.-coslhetu• •2) 

x=rp•siudi~la;~~J(~hi). 
y=rp•sintheta•sin(phi) 
z=rp•costhcla. •· 
nx=uiul(x) · 
uy=uinl(y) 
tlZ".'ninl(z). 

••••si~=Uin c~~1inlltn ulcntoria•••• 
xk=rnn(seed) 
if (xk .le. o, 1666667) lhcn 

nx='1ix+ I : · . . : . 
clscif(xk Je. oj33:JJ33) thcu 

ny=ny+J. · ·· 
elseif(xk .le. o.5) thcn 

nz=1iz+l . :.- .• ·· 
clscif (Xk ]c. 0.6666667) U1cn 

nx=tix-1 ' · 
elscif(xk .le. 0.8333333) thcu 

uy=uy-1 
el se 

nz=nz-1 
endif 

xiii 

.. 
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distn11cia=sqrl( real(( 11x• •2)+(11y• •2 )+(nz • • 2))) 
ir(disluncin .ge. rg) golo 3 

if (11x .gl. 1\) golo 4 
if (11y .gl. n) golo 4 
if(nz .gl. n) golo 4 
if(úx .lt: -11) golo 4 
if (ny .ll. -n) golo 4 
if(nz .ll. -n) golo 4 

••~•Cond"i~ion que Verifica. si In partícula se pcgu al ngrcgatlo* 
if(k(mi,11y,nz) .eq. -1) titen 1 
k(nx,ny,nz)=l 
if(k(11x,ny,nz+l) .ne. 1) k(nx,ny,nz+I )=-1 · 
if (k(nx,ny+ l ,nz) .ne. 1) k(nx,ny+ l ,nz)=-1 1 

if(k(nx+l,ny,nz) .ne. 1) k(nx+l,ny,nz)=-1 1 

if (k(nx,ny,nz-1) .ne. 1) k(nx,ny,nz-1 )=-1 
if (k(nx,11y-l ,11z) .í1e. 1) k(nx,11y-l ,nz)=-t 
if(k(nx-l,11y,nz) .ne. 1) k(nx-l,11y,nz)=-t 
11co11l=nconl+ 1 

icm=icm+nx 
jcm=jcm +· ny 
kcm=kc1Íl + nz 
icm2=icm2 + 11x••2 
jcm2;,,jcm2 +i1y•~2 
kcm2=kcm2 + nz••2 

••••calculado dradio de giro cada 50 parliculus•••. 
•·~·~.·p~gñdáS,i'~tilizllnd~ m~nimos cum.Irados* ~~ • 
ir (mod(ué0í11;ín) :ccf O) uíc11 

xcm=' real(icm)/re'ál(ncmit). 
ycm= rcÍll(jc!1i)/real(11conl) 
zcm~ real(kc111)/real(1ico11l) 
rnd=(reul(icm2+jcm2+kcin2)-rcal(nconl)•(xcm••2+ 
ycm••2+zc111••2))/real(ncont) 
radgi= sqrt(rad) · 
sub=nco11Vm 
rgi(sub)=log(rudgi) 
vecl(sub)= log(real(uconl)) 
nrnd=11rnd+ 1 

sumxi=sumxi+vecl(sub) 
swnyi=sumyi+rgi(sub) 
sumxi2=sumxi2+(vecl(sub)*•2) _ 
sw11xiyi= swnxiyi+(vcct(sub)*rgi(sub)) 

e11dif 

if (n~o11l .ge. ruímx) golo 1 O 
if (nx .gl.· ixmnx) ix111nx=11x 
if (ny .gl. iymnx) iymax=11y 
if (nz .gl. izmux) izmax=nz 
if (nx .!t. ixmin) ixmin=nx 
if(ny .lt. iy111i11) iymin=ny 
if(nz .!l. izmi11) izmin=11z 

if (ixmnx .ge. 11) goto to 
if(iymax .ge. n) gola 10 
if(i1max .ge. n) golo 10 
if (ixmi11 .le. -11) golo to 
if (iymin .le. -n) goto 1 O 

xiv 
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if(izmin .le. -11) goto JO 

if(distancia .gt. nnax) thcn 
nnnx=distnncin 
goto2 , 

clse 
goto3 

endif 
else 

goto4 
endif 

••• Calculando Ja Dhi1. Fractal. • • • 
n=(nracl•smnxiyi-siunxi•sumyiY(nrnd'sumxi2-sumxi''2) 
b=(sumxi2 •sumyi-sumxiyi •sumxi )/(nrud •sumxi2-sumxi • •2) 
df=J/n ' 

' ' 

c ••• CulcÚJnndo la desviación' estundard. •• • 
sumdi2=0 , , , 

dolli=J,nrnd, .·' ,,·· 
di2=(rgi(i)' .'2 )-(2 '(a• vcct(i)+b )'rgi(i))'~( u• •2 )'( vcct(i) • '2) 

e +2'b'n'.vect(i)+(b*'2) 
sumdi2=suriidi2+di2 , • 

11 coulinue 

'" CnlculandÓ l~dcs~iución standurci" 
sy=sqrt(sumdi2/(imid-2)). · _ .. · .. -
sm=sy•sqrt(1Írnd/(11rad'suinxi2~sumxi''2)), 
sb=sy•sqrt(stimxi2/(nr1Íd*sumxi2~smitxi''2)} 

""Lo siguiente se utiHza purn'calcular cÍticntpo"' 
••••de proceso del programa•*•• ,_ 
l2=climc(turrny) 
lelnpsed=l2-t l 

write(6, ') 'npnrt= ',nconl 
mitc(6, *) 'a= .', a,' ·. b= .t, b 
\\Titc(6,')' df= ',df 

writc(6,8) sy,sm,sb 

\vritc( l, ')' LOG(NCONT) LOG(RADGI)' 
do 12 i=l,nrad " · ,: , 

m-itc(I, ') vcct(i), rgi(i) 
12 conlinuc ' 

wrilc(l,')'scmilla=;';s~cd;~ •••. - -
writc( 1 ') 'npaít= i 1icont' m=' a ' b=' b' df= ' df 
wrilc(l:~).'sy=:= 1,Sy1~;··sin~ 1,snl,: 

1

sh-= 1:sb 1 

8 fonuat('sy= ',l'J.6,'. sm= ',fl.J.6,', sb=',l'J.G) 

stop 
cnd 

XV 
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AVII. ALGORITMO DE LA SIMULACIÓN DEL MODELO 
D.L.A. EN EL CONTINUO BIDIMENSIONAL. 

SIMULAC!ON DE i\GREGAC!ON EN 
e EL CON'I1NUO DOS DIMENSIONES 

k(n'n): tamallo de la red k(nxn). 
m: cada m-vcccs part(culas se obtiene rci: 
rgi: radio de giro. 
sccd: semilla para el generador de nl1m. pi<icudoalcntorios. 
nmnx: número máximo de pnrtkulas para el clnnuto 
nf: número de posiciones vecinas. 
distancia: distancia del origen ni Ullh110 paso, dc.~pués den. 
(xc,yc): centro de las partlculns pegadas ni c(mmlo. 
(x1y): posición de In partícula después de un paso. 
(xp,yp): posición de la partfcula en movimiento en un 

paso anterior. 
nnax: rama má.'\ larga del cúmulo. 
npc: nl1mcro de traslapes. 
inti: vector c¡uc contiene el número de las pnrticulas 

con las que hay trnsliipc. 
ncont: cuenta J:i.o; part. confonnc se van pegando. 
veeti: vector c¡uc contiene el ln(n¡mrt) 
npart: níunero de particulns pcgndns al cúnmln 

pnrnmelcr(nmax=J 000) 
parnmclcr(n=200) 
parumelcr(m=50) 
parnmeler(ní=20) 
inleger jx(nt)jy(nt) 
inleger inli(nt) 
inleger iprovik(nt) 
inlcgcr sccú, si~- sub 
inleger k(:11:11,-11:n) · 
real xc(nmnx) · 
real yc(nnmx)' 
real rgi(nmnx/m) 
real vect(mnnx/m) 

••• lnicinÍizai!da' vnriab,lcs q11~ co;1lal;iliza11 el *•• 
••• licmP~ múcíuinn!<lc.procc·So 4'.~• 
real elimc, ll; 12, telnpscd; forra);(2) 
exlemal elime :: · 
ti =étime(larruy) · 

open (unil=I, GJc=:'rgi', ~lalus'."'new') 

e • ••-.••rnicinlilandO_·vn~inblc~ par~i minimos cun<lru<los. • •••• • 
eps=I. c-6 
nrnd=O 
sumxi=O. 
sumyi=O. 
sumxi2=0. 
sumxiyi,;,O, 

xicm=O. 
yjcm=O. 
xicm2=0. 
yjcm2=0. 

sccd=927645237 
write( l, *)' SlMULi\ClON DE AGREGACION EN EL CONTINUO' 
wrile(l,*)' DOS DIMENSIONES (RADIO DE GIRO)' 

xvi 
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wrile(l,•)' ' 
wrile(l,.)' seed: ', see<l 
wrile(l,.)' ' 

e •• •• •1nicinliznndo ,vector que contiene_ lus 20 posiciones••••• 
e •••••vccinnS i:crcnuns (zona de ¡1osiblc truslupc)•• ... 

do5 i=l,3' 
jx(i)=i-2 
jy(i);,2 

5 conlinne 
do 20 i=l ,5 
jx(i+3)=i-3 
jy(i+3)=1 

20 conlinue 
do 30 i=l ,2 
jx(i+8)=i~3 
jy(i+S)=O 

30 conlinue 
do40 i=l,2 
jx(i+lO)=i 
jy(i+IO)=O 

40 conlinue 
do 50 i=l ,5 

jx(i+l2)=i-3 
jy(i+l2)=-l 

50 conlinue 
do 60 i=l ,3 

jx(i+ l 7)=i-2 
jy(i+ 17)=-2 

60 conlinue 

·~··•Limites mnxiinos y minimos del arreglo k .... 
xmnx=O, 
xmin=O, 
ymax=O, 
ymin=O, 

nnnx=O, 

e ..... Inicialiwndo ~1 nrregl~ k, simula la red .... 
do 1 i= -n,n · 
do· 1 j= -n,n 

k(ij)=O 
conthiue 

e ..... Representa pnrticula seinilín.cn el cel1to de In red ...... 
k(0,0)=1 . 
xc(l)=O,', 
yc(l)=O. 
do 70 in=l,20 ·. 

k(jx(in)jy(in))=-1 • · 
70 conlinue 

ncont=l 

e ••• Calculando el rádio pequeílo y el radio grande. • • • 
2 rp=nnax+3. 

rg2=16. "(rp .. 2) 

C •••••Genera particulu sobre radio pe<iúeno .. 0 .. 
3 Uieta=6.2832"(rand(seed)) 

:\'Vii 
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x=rp•cos(Utetu) 
y=rp•sin(U1elu) 

do 8 i=I,nf 
iprovik(i)=O 

conlinuc 

C • •• • • Caminata nlcntoria • •• •• • 
4 Uteta2=; 6.2832• (nin (seed)) 

xp=I .4142 I • cos (U1cta2) 
yp=I.41421 • sin (thetu2) 
x=x+x¡i 
y=y+yp 
distanciu2=(x••2)+(y••2) 

mb=O 
if(distancia2 .ge. rg2) golo 3 
np=O 

75 continue 
nx=nint(x) 
ny=nint(y) 

if (nx .gt. n) goto 4 
if (ny .gl. n) gol o 4 
if (nx .lt. -n) gol o 4 
if (ny .It>n) gato 4 

do78j=I,nf-
inti(j)=O 

78 conlinue 

e ... •co~dl~ion qti~ve;in~a si itna.¡mrticul~ esta'"'' 
e •••• dentro de la zona' de posible trnslnpc•u• 

if (k(nx,tiy) .ne: O) then · · 
nrc=o . . ·" · · 
do 80 i=l,nC . : '> .. < 

if((k(nx+jx(i),ny+jy(i)):nc,O).and.(k(nx+jx(i),ny+jy(i)) 
e .ne. -1)) then · ? : .: :,:.< .. · :·:: ·:: 

e ··~· s~ ·cncüCnlfá·Cii ¡lOsicióO'VCcinn ccfCUim ~··• 
si=o .:.:::. __ ,"·.:~~:~;_, '{~ -:/~: , 
if (mb.cq.O) goto 7. . :" 

do 61=1,mb : .·· . , 
if(k(nx+jx(i),ny+jy(i)),cq.iprovik(I)) si=I 

6 continue :: , " :, ·. · 
7 if(si.eq.O) liten . 
e ~".si huy,truslape•_• ... · 

npc=npc+ 1 ·;é · " 

inti(1ipc)=k(nx+jx(i),11y+jy(i)) 
endif · · 

endif 
80 continue 

if(npc.eq.0) galo 95 
do90j=l,npc · 

id=inti(j) 
d2=(xc(id)-x) .. 2 + (yc(id)-y) .. 2 

e "'si la distanciá es menor que sqr\(2), implica que huy '"' 
e "' traslape con algmm parllculu .... 

if(d2.lt.2.-cps) ihcn · · 

e ''"Separando lus pnrticulns traslupadns'"" 

:wiii 



f.STUDIOS Vli AGJU!GdC/(j,V COJ.0//)11/. Vitl S/AIU/ ACIÓN 1'0/1 CO,\ll'IJ1;1/J()Jltl. 

a= (xp• •2) + (yp .. 2) 
bx=xc(id) + xp - x 
by=yc(id) + yp - y 
b= -2 •(xp•bx+yp•by) 
e= bx••2 +by•_•2-2· _ 
rl =(-b+sqrt(b••2-4 •n•c))/(2 •u) 
r2=(-b-sqrl(b•. •2-4 •a •e ))/(2 •n) 

if(rl .ll. l.) titen 
r=rl 

clsc 
r=r2 

cndif 

x=x+xp•(r-1.) 
y=y+yp•(r-1.) 
xp=xp•r 
yp=yp•r 
np=l 
mb=mb+l 
iprovik(mb )=id 
goto 75 

cndif 
90 conlinuc 
95 if(np.cq.O) goto4 

ncont"tlcont+ l ' 
xc(ncont) = x 
yc(ncoitt) =y 
nx=ninl(x) · 
ny=ninl(y) 
k(nx,ny)=ncont · 

. ' 
C ••••~En scgiiida. sC' vuélycn 'iúlcsignar Iris posiciones••• 
e ••••.•vccirins- é:crcminS con·.1 ••.•• · 

d~ 120 ¡;.1;20. ·. .• '·. \, 
mx=i1x + jx(i) : · .. ·.:·:. .. . · 
my=ny+ fr(i) · '· '' ; ·: 
if (k(mx,my).éq.O) k(nlx,111)•)=-1 

120 conlinuc. ·· · · ·· · · ·' ' 

··••calcul~ndo ~l r~dio~~ gi~j para ciula so· part;culus•••. 
e ·~~•pcgadast ulili1.nitlIO lninimos Cuadrn<los••••• · 

xicm= xiéfri'+ X,,.-·. : -·: ·~ · 
yjcm= yjé1n +y.. . . 
xicm2= xicín2 + x .. 2 .· 
yjcm2= yjc1ii2 + y~•2 . 

if(mod(;1co;;t,1~).~q.o) titen,--
xcm= xicm/rcnl(ncoi1t) , ·· . · · 
ycm= yjc111/rcul(ncó1ít) .: .·. .·. · . · 
rad= ((xicm2+yjcm2)'. rcul(ncont)•(xc111••2 :f- yc111••2))/ncont 
radgi=sqrt(rád) ':' ·. ~;- : ·· · 
sub=ncont/111 ·:·e . · "::' 
rgi(sub)=lÓg(rádgi) . . ., 
vccl(sub);,log(riial(ncmit)) 
nrad;,nrad+l · · 

. . .· ' .· . 

su~~i=sti1~~i;v~cl(sub) 
sumyi=sumyi+rgi(sub) 
sumxi2=sumxi2+(vccl(sub)••2) 
sumxiyi=sumxiyi+(vcct( sub)" rgi( sub)) 

cndif · 

xix 

..... 
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distunciu=sqrt(disluncin2) 
if (nconl .ge. nmax) gola 1 O 
if (nx .gl. ixmnx) ixmnx=nx 
if (ny .gl. iynmx) iymux=ny 
if (nx .Jt. ixmin) ixmin=nx 
if(ny .ll. iymin) iymin=ny 
if (ixmnx .ge. n) gola 10 
if (i)111ux .ge. n) gato 1 O 
if(ixmin .le. -n) galo JO 
if(i)1nin .le. -n) galo 10 
if(dislanciu.gt. nnux) then 

minx=distuncin 
ga102 

clsc 
galo 3 

cndif 
clsc 
goto4 

cndif 

10 writc (6, *)'upar!= ',nconl 

••• Cnlculnndo In dimensión fractal • •. • 
a=(nnid*sumxiyi-sumxi*sumyi)/(nrud*sumxi2-sumxi'*2) 
b=(sumxi2 •sumyi-sumxiyi •sumxi)/(nrud • sumxi2-sumxi • •2) 
dl'=J/n 

sumdi2=0 
do 11 i=J,nrad . 

di2=. ((rgi(i ))*~2 )-2 '( n. vecl(i)+b )'rgi( i)+( a. *2)'( vccl( i). •2) 
e +2*b*n*vccl(i)+(b~*2) · · 

sumdi2'=suiü<li2+di2 .•' -· 
11 conlinuc" 

"* calculmid~ la ~csvi~ci~1;'~1;1i1durd .~ • 
sy= sqrt(sum<li~/(nriid-2)) f\·: .. > 

sm=sy'(nrád/(nrad •smnxi2~sínnxi • •2 )) : . 
sb=sy*(sÍnÍlxi2/(nrad*sumxi2'sumxi'.*2)) · · 

' '·. :;./ 

12=ctimc(turr°~y) 
lelapscd=(12-11 )/60: -.. ·. , __ '" -·. 

'• . ·,._. : .-.. 
wrilc(6 1 ~) •u= \U,' r: b'= \b 
wrilc(6, *) .'df7 ';df. . . , 
wrilc(6 *) 'sy= ' sy' : sm'= ' sm ' sb=' sb 
\vrit~C_?;~} 't~~!i~~ •!'_i~~ap~~~,'~-~~~ ~, __ ;~ , . 

. - > .·- ... :.--:· ,._._- :·,·;·;;_ 

wrilc(l,')' LOG(NCONT) LOG(RADGI)' 
do 12 i=l ,nrrid · -. · . 

wrilc( l, *) vccl(i),rgi(i) 
12 conlinuc : · 

wrilc(J,~)' ' 
writc _(1, •) 1 nPU_ít= 1

1 nCoril~ 1 m= ', n, • b= •, b, 1 <lf= t, <lf 
\\Tit_c,(1,*)' sm~ •; sm,1 St)= '., Sb,' sy= ', sy -
\vritc (1, *) 1 lime=', lclupscd,' n= \ n 

slop 
cnd 

XX 
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AVIH. ALGORITMO DE LA SIMULACIÓN DEL MODELO 
D.L.C.A. EN RED BIDIMl<:NSIONAL. 

SIMULACION DE AGRÉGACION 
CUMULO - CUMULO 
EN RED 131DIMENSIONAL 

pnrmnclcr(l=IDOO) .. 
pnrmncler(1Íp1Írt,;, I 0000) 
pnrnmeter(nclus=G*npurt) 
parnmetcr(nic=2 •npart) 
párnmcter(stkprb= 1.0) 
pnrameter(tiiinrg=32) 
pnrumeler(1miux= 1000) 
pnrnmcler(lmnxlog=I 000) 
pnrmneler(nren= 10000) 
purnmcter(dlgtime= 0.25) 
pnrmncler(xlgtimcO= 2.0) 

inlcgcr lull(l,I) 
inlcgcr clus(nclus) 
inlcgcr n(nic) 
intcgcr k(nic) 
inlegcr ic(nic) 
inlcger xc(nic) 
inlcgcr yc(nic) 
integcr xmux(nic) 
integcr xmin(nic) 
iúlegcr yinnx(nic) 
inlcgcr ymin(nic) 
inli:gcr index(npnrt) 
inlcgcr indcxr(nic) 
inlcger ns(nparl) 
intCgcr 'ncfc, ne, numS, max, min, sub 

- . 
real rgi(npurt),npnrti(nparl) 
rea_I dcms, s, dfmxií1 · 

inlegci iseed - . , . 
integernreac(2,nrca) --' , . •. 
inlegerxl. yl. xél; ycl. xc3, yc3, xci, yci 
inleger clusxi'clusy~ clusxl, clusyl 
real diftnpnrt) ... · •.;. ;~ _: : 
real lglimc,- lgs, lgnefc; __ -.•. 
real lgnsi; lgi :, •• ,. 

- .. ,_ .. / ,·'·. ~-

double precisión rand 
. :'. :·-: ;_ .: >_·:·~-·: :_."-:: 

common /igti;11e/ lglimc . · 
~-- .· :, 

.-~~:*• ii.d~~~\i~~ciuin~~dc proceso••••• 
real ti, 12; lelripsed; tarray(2) 
realclime .... ··- · 
u =elirríe(tarÍ'ayJ 

··~•nef.;: it;dica¡el num~ro efectivo de cunmlos •••• 
ncfc= nparl -
•••• ne: tlumcro de cumulos _•••• 
ne=npnrt 

xxi 
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xlgtimc=xlgtimcO 
time=l ./(real(neíc)) 

sub=O 

•• vector dif: contiene los coelicicntcs de difusion de .. 
e •• CumuloS co1l is numero <lc.partiéulns ••••• 

df= 1.4400 
expon= ·( l.ldl) 
do 5 is= l ,npnrt 

dif(is)= (real(is)) .. cxpon 
5 continue 

mnx= 1 
min= 1 

e • .. ns: numero de cumulas de tamnuo s • • • 
ns(l)=nparl 
do 8 i= 2, npart 

ns(i)=O 
8 continuc 

nums=ns(l) 
dens=real(ns( 1 )) 
s=l. 

iseed=348270489 
- '····' 

call srw1d(isced) 
e •• Inicinlir.nudo el ~rrcglo lnll, simula la red. ••• • 

dolOi=l,l .··. 
do lOj=l,l· 
Intt(j,i)=O· · 

JO continue . . . 
. '. ' . ' 

.• ~ Libcrnn<lo purticulus alcutoriumcnlc en la red,••• 
e ·~- cvitando;<1u~ <lo~-·~íuúulos queden ci1 posiciones vecinas** 

do 20 i= 1 (npúrt · ·· · · · · 
15 x= rund() · 

y=ríuid() <. 
ix=. 2•int(x•(l/2)+1.) 
iy= 2•int(y•(1J2)+L) .• 
if (lnll(ix,iy).nc,O) goto 15 
lnu(ix,iy)=i · 
xc(i)= ix · 
yc(i)=iy 

20 conlinüc 

e •• inicialiwndo n: numero de pnrticulas de e/cumulo• .. • 
do 30 i=l ,npart 

n(i)=l 
30 contiuue 

c •inicializando clus: contiene centros de c/parliculn • • • • 
e •que confonnan n cada cumulo •••• 

do 40 i=l,2•npnrl-l,2 
clus(i)= O 
clus(i+ 1 )= O 

40 couliuue 

c *iuicinliznudo ic: que indica donde inicia e/cumulo .. ••• 
do 50 i= l ,npart 

xxii 
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ic(i)=2•i-1 
50 conlinuc 

e ••••inicialií'.nndo indcx e iiÍdcxr. •••••• 
do 55 i=l ,npnrt 

indcx(i)= i · 
indexr(i)= i 

55 continúe 

•• iniciulizun<lo k:conticnc cumulas \'.i vos y fontasmas .. 
do .70 i= l ,npiirl 

k(i)= 1 
70 conlinuc. 

do 80 i=l,npnrt 
xmax(i)=O 
ymnx(i)=O 
xmin(i)=O 
ymin(i)=O 

80 conlinuc 

90 
dlinxin=I. 
dcllimc=dfmxin/nefc 

92 lglimc=log(limc) 
if(lglinic .ge. xlglime) lhcn 

lgncfc= log(rcnl(ncfc)) 
lgs= log(s) .• , · .· · 
open (m~it~lt fi.lc='<ln_tul', Stntus='nnknown', 

·uccéss='npi1c11tl') 
open (unit~2 1 lilc~'dutn2', status.='unk1tm\r11', 

e acccss='uppénd') .· . 
open (unit=3, file='dnlu3', slalus='nnknO\m', 

e acccss=•uppc.nd') · ·· · 

wrile( 1,98) lgti1úc,lgncfc 
wrile(2,98) lglin1c,lgs. 
wrile(J,99) lgtime 
do 95 i= miti,mnx. ·., 

if(ns(i) .'éq. O) golci95 
lgi= log(rcal(i)) · .. ·. 
lgnsi:= log(rcul(ns(i))) 
. wrilc(J,98) lgi,lgnsi ·· 

95 conlinuc · 
98 fonnal (3x,f9.6,6~,l'J.6) 
99 fornlul (10x,f9.6) ' 

closc(I) 
cfose(2) ·· 
close(3) 
xlgtime= xlglimc+dlglime 

endif · · 

e •• • se elige un agrégndo nlcatoriamcntc y se difunde••• 
x=rand() .· · · 
ind 1 =inl(l.+x•nefc) 
icll = index(ind 1) • 
time= lime+ dellime 
ni= n(icll) 
difnl= dif(nl) 
pe= difn 1 • dlinxin 
x=mndO 

xxiii 



1::sr11mos /)}! 110/lliG;IC/ÓN COWll>.11. Vi1: ,\'/.11111.ACIÓN /'OU COM/'111:•1/)U/IA. 

if(x .gt. pe) galo 92 

C •• • • Cumi1lutu ulcutoriu •• • •• • 
x= rnnd() · · 
if(x .ll. 0.25) lhcn 

ndx= 1 
ndy=O 

clscif (x .lt. 0.5) Utcn 
ndx= -1 
ndy=O 

clseif(x .lt. 0.75) lhcn 
ndx=O 
ndy= 1 

else 
ndx=O 
ndy=-1 

endif. 
e •••• Nueva posieion del cumulo dcspues de un paso *** • 

xi= xc(icll) + ndx · · · 
yl= yc(icll) + ndy 

e 
e 

•••• Condicionésd~ frÓ~lcmÍ>criodiéll ¡mru librnr •••• 
•••• cfcctoS de bordC ··~· · ' 

ir ex 1 .gi. J) lhcn . . .·. 
xl=xl-1 ::·.-.• . ·· : 

elseif(xl'.ll.I) thcn -
xi= xl+I ~-· - -

endif · ... ·· 
if(yl .gt. I) Utcn 

yl=yl-1 -, ·. : 
elsCif(yl Jl, 1) then 

yJ=yJ+I 
cndif 

.•••• vefilicmido si huy lruslape • • ••• 
icl = ic(icl 1 )-
m l= O 
do 110 i=l,nl 

i2= icl +2*i 
clusx= xi+ clus(i2-2) 
elusy= yl + clus(i2'.I) 
if(clusx :gt. 1) lhen 

clusx;, clusx--1 
elseif (chisx .lt. 1) llicn 

clusx= clusx + 1 
e1ídif . . _ · 
if(clusy .gt. l) U1c.n 

clusy= clusy -1 
elseif (clusy .lt. 1) then 

elusy= elusy ~~ l 
e1idif _. · · 
iel2= lnU(clusx,clusy) 
if((icl2 :uc: O) .nnd. (icl2 .ne. icll)) lhen 

e :••hu~~: traslÓp~,~··:~ 
ml=I . . 

eruy ••ta instru~eion de abajo se comci11a en la crny•• 
gola 120 

endir· 
110 conlinue 
120 if(ml .cq. 1) lhcn 

xi= xc(icll) 
yl= yc(icll) 

xxiv 

..... 
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cndif 

e •••• vcrilicn si hay contuclo y rcaccion •••• 
ncontn=O 

e 

nrcnct=O 
do 130 i=l,nl 

i2=icl+2•¡-
clusx= xi + clus(i2-2) 
clusy= yl + clus(i2-l) 
if(clusx :gt. 1) U1cn 

clusx= clusx - 1 
clscif(clusx .lt. 1) U1cn 

clusx= clusx+ 1 
cndif 
if(clusy .gl. 1) thcn 

clusy= dusy - 1 
clscif(clusy.lt. 1) thcn 

clusy= clusy + 1 
cndif 

clusxl= ch1sx - 1 
if(clusxl .gt. 1) thcn 

clusxl= chisxJ·-1 
clscif(clusxl .lt. 1) lhcn 

clusxl;,, clusxl + 1-
cndif 
icl2= lntt(clusx l ,clusy) 

if((icl2 .uc. O) .uud. (icl2 .uc. icll)} thcn 
•••• hubo un contuclo •• • + • ' 
ncontn= ncontn + 1 .,_ 
x= rnnd() • ~ 
if(x .lt. stkprbÍ thcn - ._ 
•.••••.Jiubo:unll fCuCCion ·~··•• 

nrcnct= tifcaét+ 1 
nrcnc( l ,1rrcnct)=d11sx 1 
nrcnc(2,nrcnct}= clusy. 

cndif · 
cndif · 

clusxl= clusx + 1 
if(clusxl .gt. 1) Utcn 

clusxl= clusxr-1 
clscif (clusxl •.lt:¡} tlÍcn 

clusxl= clusxl + 1 ··· 
cndif . 
_ icl2=laÚ(clusxl,clusy) _ _ 

if ((icl2 .ne. O} .nnd. (icl2 .ne. icl 1 )} thcn 
e • • • • hubo' un Contacto • • • • • 

ncontn= nconta + 1 
x=rnnd() 
if(x .lt. stkprb} thcn 
••••• hubo una rcaccion •••••• 

nrcuct= nrcacl+ 1 
nrcac( l ,nrcact)= clusx 1 
nrcnc(2,nrcact)= clusy 

cndif 
cndif 

clusyl= clusy- 1 
if(clusyl .gl. 1) thcn 
clusyl= clusyl -1 

XXV 
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elscif(clusyl .ll. 1) liten 
clusyl= clusyl + 1 

endif. . . . __ 
icl2= lnlt(clusx,cltisyl) · 
if ((ii:12 .ne. O) .und. (icl2 .ne. icl 1 )) liten 

e '!••'!hubo un col1focto •••••. 
nconln= 1Ícontn +.1. -
x=rnnd(). ·:.--•. •:. 
if(x .lt. slkp~b) titen 

e 

••••~hubo un·a rcuccion· ••••••. 
nr~aci= nrcncl+ 1 • . . 
nrenc(l :nréiu:l),;, clusx 
nreuc(2,nrencl)= clusyl 

endif · "' · 
endif 

elusyl= clu~y +1 . , 
if(cltisyl ;gt. 1) thcii 

clusyl = clusyl- 1 
elseif(clúsyl .lt. IÍ t11en 

clúsyl'= clusyl + 1 
endif· . ·" • :... :· .. _ 
icl2= 1áú(i:1usx,clusy1) 

if((icl2 .ne; O) ~·und; (icl2°:ne. icll )) liten 
•·~·-hubo Ui1 contacto**!** 

ncoitlii=. iiéóiitn + 1 
x= rÍIÍtd() -... · ,. - .. 
if(x :11. slkprb)Uicn 
··~·· hubo una Tcuccion •••••• 

nreucl=.n.reucl+ 1. _ . 
nreuc( 1,nreuct)= cltisx 

_ nrenc(2,nrcact)'= clúsyl 
endif 

endif 
130 conlinue 

e • si no hubo rcaccion ni trnslu¡)c1 Ju posicion nntcrior•••.• 
e •• se designa Con 'Cero y se nctunlizn lntt con In m1cva •• •• 

• •. posiciotf. '- ~.• •. • •. · 
if (nreitcLeq. O) liten 

if (m 1 .eq. 1) tl1cn 
gotO 92 -

elsc 
xcl=xc(icll) 
ycl=yc(icll) 
do 140 i='l,ill 

i2= ié1+2•i-
elusx= xcl + clus(i2-2) 
clusy-:' ye 1 .+ clus(i2-1) · 
if(clusx ;gt. 1) llteii 

elusx'= clusx: 1 
elseif(cliisx .ll., 1) then 

clusx'='clusx + l. 
endir.•- ·,·--, 
if(clúsy .gt. l)füen 
· '_• elusy= clusi ~ 1 
élseif(elusy .lt. l)thcn 

eltisy= clusy + 1 
ei1dif. 

lalt(clusx,clusy)= O 
140 conlinue - · 

xxvi 
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do 150 i= l,nl 
i2= ic1+2•i 
clusx= xi + clus(i2-2) 
clusy= yl + clus(i2-1) 
if(clusx .gl. 1) then 
·· chisx= clusx ·~ 1 

elscif(clnsx Jl. 1) thcn 
clnsx= clusx ·+ 1 

endif. · .:. ·:':: 
if(clu~y .gl; l)U1cn. 
·, clusy= clusy ~.1: 

elseif (clusy .!!.' 1) thén 
. · chísy= clusy + 1 

ciidir·· ·· · .... ··> . 
lall(cti1sx.~h1sy),; icl 1 

conlimie , · · · 
xc(icll):,;xl · 
yc(icl 1 )=y! 
goto92 

endif. ··. ·. 
••En el caso de qÜe si 'tinbo reaccion (se pegu) ••••• 
clse · ·. : , · · · 

ií(m 1 .eq. O) lhen · 
XC 1 = Xc(icll) ' 
yct=yc(icll) 
do 160 i=l ,nl 

i2=ic1+2•¡ .'·.·' 
cliisx;;xcI iciú~(ii-2) 
clusy=yi:I +clus(i2-1) 
if(clusx .gl. 1) then 

clusé clusx - 1 · 
clseif(clusx .ILI) thcn ' 

-clusx='clusx+ 1 -
endif ·•·. '·· .. •·.•.•·· 
if(cln~y :gt. Í) then 

clusy= clusy e 1 
elscif(clusy .ll.' 1) lhcn 
< dusy= clusy+ 1 

endif ''·' .:: .·'.'. 
lall(cliisx,clusy)= o 

conlinue• 
xc(icll)=xt 
yc(icl 1 )=y! 

cndif. .. 
do 170 i= 1,nreact 

clusx:- nreac( l ,i) 
clusy= nreac(2,i) 
ict2= látt(ctúsx~clüsy) 
if(k(icl2) .eq>O) lhen 

goto 170 
eÍ1dif 
ind2= indexr(icl2) 
iclJ=nc+.1 
ndx 1=xmax(icl1)-xmin(icl1)+1 
ndx2=xmux(icl2)-xmin(icl2)+ 1 
ndyl =ymax(icl 1)-ymin(icl1)+1 
ndy2=ymax(icl2)-ymin(icl2)+ 1 
ií((ndxl+ndx2 .ge. l-2).or,(ndyl+ndy2 .ge. 1-2)) lhcn 

wrilc(6, •)'Suma de diamelros mayor que 1-2' 
golo 500 

endif 

xwii 

...... 
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cnll mcrgc(l,np:irt,nclus,nic,icl l ,icl2,icl3,ind 1, 
ind2 111c,11cfc,cJus,u,k,ic,xc,yc,xnmx,ymux,xmin,ymin, 
indcx,imicxr,m;,rgi,nparti,suh,min,nmx,s 1dlit1xin, 
nums,dcns,cxpon,x l ,yl ,minrg) 

icll= icl3 
ind 1 = indcxr(icl3) 

170 continuc 

200 

cndif 

n3= n(icl3) 
ic3= ic(icl3) 
xc3=xc(icl3) 
yc3=yc(icl3) 
do 200 i=l,n3 

i2= ic3 + 2•; 
clusx= xc3 + clus(i2-2) 
clusy= yc3 + clus(i2-1) 
if(clusx .gt. 1) thcn 

clnsx= clusx - 1 
elseif(clusx .ll. 1) thcn 

clusx=· i:lusx + 1 
cndif ·. . 
if(elusy .gt. 1) then 

clusy=, clusy -1 
elscif(clusy .lt. l)thiin -

clusy= chisy + 1 
endif· << --:·, · ·-;· 
lutl(clusx,clusy);,, ¡¿¡3 

conlinuC· 

e ••* •compnclnciori de arreglos; parn cl'itur desborde de los••• 
e ·~_!•mismóS~•-•:··~- _ .. :_: ' 

imaxi=iéJ+2*n:l -· 
if(imnxi .ge~ 4*n¡Ínrl) lhci1 

nfnn=O 
ncfcls=O 
nfncls=O · 
do 220 ¡.; l ,nc 

ni='n(i} 
if (k(i).cq. 1) thcn 

k(i-itfan)=k(i} 
n(i-nfnn)=n(i) 
xc(i-nfnn)=xc(i) 
yc(i-nfnn)=yc(i) 
xmax(i-nfnn)=xmax(i) 
xmin(i-nfnn)=xmin(i) 
ymnx(i-nfun)=ymnx(i) 
ymin(i-nfnn)=ymin(i) 
ic(i-nfnn)=nefcls+ 1 
do 210 j=l ,2*ni 

clus(ncfcls+j)=clus(ncfcls+nfucls+j) 
210 conlinue 

ncfcls=nefcls+2 •ni 
ind=indcxr(i) 
index(ind)=i-nfnn 
indexr(i-nfun)=ind 

elsc 
nfmi=nfnn+ 1 
nfncls=nfucls+2 •ni 

endif 
220 conlinue 

xxviii 

..... 
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nc=ncfc 

do 240 i=J ,ne 
ni=n(i) 
xci=xc(i) 
yci=yc(i) 
ici=ic(i) 
do 230 j=J ,ni 

j2=ici+2•j 
clusx=xci+clus(j2-2) 
clusy=yi:i+élus(j2-1) 
if (clusx :gt. 1) tltcn 

clúsx=clusx-1 
clscif(Clusx .lt. 1) thcn 

clusx='clusx+l 
cndif.. .· 
if(chisy .gtl) llícn 

clus}'=í:hisy-1. 
clscif(clusy .lt..1) thcn 

clusY=clnsy+I 
cndif · 
lnll(clnsx,dusy);,i 

230 . conlinuc · 
240 conlinuc 

cndif 

if (mnx .gt. mnux) thcn 
\vrilc(6, •y Ínnx mnyor qnc nmnx' 
galo 500' · 

cndif 
gota 90 

- : - - --·,- . . ,- ~ ·, 

500 l2= dimc(lurrny) 
lclupscd= (l2-t 1 )/60. 
open (nnit=4, filc='dutn4', slalus='ncw') 

·sumxi=O. 
sumyi=O .. 
sumxi2=o: 
sumxiyi=o: 

do 520 i=J,sub 
writc(4, •) npnrti(i); rgi(i) 
sumxi=sumxi+npnrti(i) 
sumyi=sumyi+rgi(i) 
smnxi2=snmxi2+(nparli(i)•.•2) 

· sumxiyi=sumxiyi+(njinrti(i)•rgi(i)) 
520 continuc · · 

•••. Calculando la dimensión fructnl ••• 
n=(sub,•sumxiyi-súmxi•suinyi)/(sub*sumxi2-sumxi**2) 
b=(sumxi2 • sumyi-sumxiyi • sumxi )/( sub*smí1xi2'.sumxi • •2) 
df=J/n · · · · 

sumdi2=o·, 
do 530 i=J,sub. · 

di2= ((rgi(i))* •2 )-2 •e a •nparti( i)+b )*rgi(i)+( u• •2 )*(npurti(i)• •2) 
+2•b•n•npnrti(i)+(b••2) 
sumdi2=sumdi2+di2 · 

530 conlinuc 

xxix 

..... 
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•• • cnlculun<lo la <lcsviuciim Sitm<lar<l • •• 
sy= sqrl{sumdi2/real(sub-2)) 
sm=sy*(sub I (sub*sumxi2-smmd**2)) 
sb=sy*(sumxi2 / (sub'sumxi2-sumxi**2)) 

writc(4, *)'sccd= 1,isccU 
wrile(4,*)' slkprb= ',slkprb 

\\Tilc(4,*)'limc= ',lelapscd 
wrilc{4, *)' <lf= ',<ll' 

writc(4, *)'m= 1
,11 1 ' b= ',b, 

\\Tilc(4,600) sy, sm, sb 
600 fomml('sy= ',flJ.7,' sm= ',llJ.7,' sh= ',19.7) 

close (4) 

stop 
cnd 

SUBRUTINA MERGE • 

subrouline merge(l,npnrt,nclus,nic,icl 1,icl2,icl3,iud1, 
e inci2,nc,ncfc,cluS,11 1k,ic1Xc,yc~xmnx 1ymnx1xmin,ymi11 1 
e iildcx,indcXr,1ls~i'gi,i1parti 1sub1111in,nmx,s1dlinxin 1 
e nums,dcnS','CxpOn,x l ,yl ,iuiúrg) 

. -,.- '.· --

inlcgcr clus«ncltis),n(nic),k(nic),ic(nic) 
inlcger xc(nic),yc(nic),xmnx(nic),ymax(nic) 
inlcger x1nin(nic),ymin(nic),in<lcx(uparl).indcxr(nic) 
integer ns(nparl) · · 
integer xép3, ycp3, clusx, clusy, clusx2, clusy2 
inlegcr sub; xi, y! . 

reul rgi(npart),nparti(nparl) 

reul lglime .· , ... · 
conm1on /lgtimc/ lgtimc · 
ic3= ic(nc) t 2*n(nc) 

••••••obt~riicndo las rntlios <le' cada cumulo• ••• 
urx i 'C (xmax(icl 1) - xmin(icl 1)+1.)/2 
nrx2= (xmnx(icl2) - xmin(icl2)-1-1 )/2 
nryl = (ymnx(icll) - ymin(icll )+ 1 )/2 
nry2= (ymax(icl2) - ymin(icl2)+ 1 )/2 

*Annli~~1n<lo que lns <lisluncias.<le los centros gcomelricos• 
••senn menores que la suma <le los ru<lios de e/cumulo'•••• 
if(nhs(xc(ic11)-xc(icl2)) .ll. nrxl+nrx2+2) llien 

ix=xc(icl2)-xc(icl 1) 
el se 

if (xc(icl 1) .ll. xc(icl2)) thcn 
ix= xc(icl2)-xc(icl 1 )-1 

clse 
ix= xc(icl2)-xc(icl 1 )+1 

cndif 
cndif 

.. ·. 



c 
c 
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if (ubs(yc(icl 1 )-yc(icl2)) .ll. nryl +nry2+2) titen 
iy=yc(icl2)-yc(icll) 

clsc 
if(yc(icll) .ll. yc(icl2)) thcn 

iy= yc(icl2)-yc(icl 1 )-1 
else .·. 

iy= yc(icl2)-yc(icl 1 )+l 
cndif 

cndif 

•••• nctunli1..umlo cl-in11ximo 'y nÍinimo del nuevo ••••• 
•••• cumulo que resulto de In unioí1 de dos cunmlos, • •• 
•• lodo con respecto ni centro del cumulo icll elegido .. 
if (xmax(icll) .gl. xmnx(icl2)+ix) lliei1 · 

xmnx(icl3)= ¡¡max(icl 1) 
clsc 

l(Olllx(icl3)= xmnx(icl2) + ix 
cndif 
il'(}1nn¡¡(icll) .gl: ymux(icl2) + iy) then 

ymÍl¡¡(icl3)= ymnx(icl 1) 
clsc · 

ymnx(icl3)= ymux(icl2)+iy 
cndif 
if(xmin(icll) .ll. xmin(icl2)+ix) liten 

xmin(icl3)= xinin(icl 1) 
clsc 

xmin(icl3)= xmin(ii:l2)+ix 
cndif · ..... 
if (ymin(icll) .ll. ymin(icl2)+iy) lhcn 

ymin(icl3)= ymin(icl 1) 
clse 

ymin(icl3)= ymin(icl2)+iy 
cndif 

c • para establecer el centro gcomctrico del cumulo icl3 ... 
c • definido con respecto n In posicion del cumulo icl 1 •• •• 

xép3= (xmux(icl3)+xmin(icl3))/2 
ycp3= (ymnx(icl3)+ymin(icl3))/2 
xmnx(icl3)= xmax(icl3)-xcp3 
ymax(icl3)= ymnx(icl3)-ycp3 
xmin(icl3)= xmin(icl3 )-xcp3 
ymin(icl3)= ymin(icl3)-ycp3 
xc(icl3)= xc(icl 1 )+xcp3 
yc(icl3)= yc(icll )+ycp3 
if(xc(icl3).gt.l) U1cn 

xc(icl3)=xc(icl3)-I 
clscif (xc(icl3).lt.l) thcn 

xc(icl3)= xc(icl3)+1 
cndif 
if(yc(icl3).gl.I) thcn 

yc(icl3)= yc(icl3)-I 
clscif (yc(icl3).ll. I) thcn 

yc(icl3)= yc(icl3)+1 
cndif · · 

c • actuafü.nndo el .vector n: nunicro de pnrticulus que ••••• 
e t: conforman ul nuevo ugrCgado ••••• 

ni= n(icll) · ·· 
n2=. n(icl2) 
n(icl3)= nl+n2 
n3= n(icl3) 

xxxi 

...... 
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• uctualiznndo el \'cclor k, en donde los <los cmnulos ••••• 
• que se pegaron pasan u ser fontmmm(O} y el cumulo • • • • • 
• rcsullnnlc de esa union para a ser vivo ( 1) •.••• 
k(icll)= O 
k(icl2)= O 
k(icl3)= 1 

icl= ic(icll) 
ic2= ic(icl2) 
ic(icl3)= ic(nc) + 2•n(nc) 
ic3= ic(icl3) 

ncfc= ncfc-1 
ne= ne+! 

do300j= !,ni 
j3= ic3 + 2•j 
ji= icl + 2•j 
cliis(j3:i)= clus(j 1-2)-xcp3 
clus(j3-1 )= clus(j 1-1 )-ycp3 

300 conlinuc · 

310 

do310j=1;112: 
j3= ic3+2*(nl+j) 
j2:' ic2+2 •j . . · · .. . 
clus(j3-2)= clus(j2-2)+ix-xcp3 
clus(j3-1 )= i:lus(j2~1 )+iy-ycp3 · · 

conlinuc-·" · · · · 
. -i ... ··-··.'..,.:-.'. -' 

·~***.aétuuliznridci .el ~·celar it~dcx e indcxr***** 
if(indl ·.11. ind2) thcn .· 

indcx(ind 1 )= ic13 
indcxr(icl3)~ indl 
indcfc='indcx(ncfc) :· · 
indcx(ind2),; indcfc 
indcxr(ilidcfc)= ilid2 

clsc 
indcx(inÍ:l2)= icl3 
indcxr(icl3)= ind2 
indcfc= indcx(ncfc) 
indcx(ind 1 )= indcfc 
indcxr(ii1dcfc)= iridl 

cndif 

e • ••• cnlculnn<l~ nidio de giro • •• 
if (n3 ~ge. minrg) thcn 

clusx=Q __ · · 
clusy=O 
clusx2=0 
clusy2,;,0 
do315 i=l,n3 

i2,; ic3+2•i 
ix= chis(i2:2) · 
iy= clus(i2-1) 
clusx= clusx + ix 
clusY= chisy +. iy 
clusx2= clúsX2 + ix .. 2 
clusy2;. clusy2 + iy .. 2 

315 continuc 

xcm= (rcal(clnsx))/(rcal(n3)) 
ycm= (rcnl(clusy))/(rcnl(n3)) 

xxxii 

·· .. 
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rg=sqrl((rcnl(clusx2+clusy2)-rcal(n3)*(xcm••2+ 
ycm **2))/rcnl(n3)) 
sub= sub+l 
rgi(sub)=log(rg) 
npnrti(sub)= log(rcnl(n3)) 

cndif 

if (n3 .gt. mnx) mux= n3 
••• uchmliznn<lo ns • • 
ns(n 1 )= ns(n I )-1 
ns(n2)= ns(n2)-1 
ns(n3)= ns(n3)+1 
if(ns(min).cq.O) thcn 

do 320 i= min+ 1, mnx 
if(ns(i) .ne. O) thcn 

min=i 

cndif 

dlinxin= min**(cxpon) 
goto 390 

320 continuc 
cndif 

e ••• calculnndo.el promedio pesado de los cumulos•., 
390 nums= nuins+2 'n l 'n2 

s=(real(ninns))/dcns e 

ncfc=ncfc-1 --
nc=nc+l 

rclun1 
cnd 

xxxiii 
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