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Introducción. 

Los empresarios toman decisiones casi permanentemente. Tienen que dar soluciones y 

respuestas al desarrollo de todas las áreas de la empresa. Es claro que es necesario tener 

objetivos claros y precisos para poder orientar la toma de decisiones y la planeación 

empresarial correctamente y de esta forma planear toda una política empresarial y una 

estrategia competitiva óptima. 

En algunos casos esta labor es relativamente sencilla , pero en muchos otros requiere de 

análisis y estudios complejos. La empresa en este sentido debe ser asumida como un todo 

integral. Aunque tiene numerosas áreas, éstas se encuentran relacionadas entre si por 

diversas interacciones que es necesario precisar . Todas estas áreas deben en este sentido 

estar armonizadas de tal forma que logren el objetivo de la empresa que en el mundo real 

(salvo algunas exepciones) es la generacion de utilidades y rendimientos máximos tomando 

en consideración, ciertas restricciones técnicas o de mercado, pudiendo medir este objetivo 

de diferentes formas , siendo los más usados, los ingresos o utilidades brutas, la Tasa 

Interna de Retomo, el valor presente; o el valor de la empresa. 

~.·:~·-.;_:::_: '-
.·, •' 

Por otra parte el conte.xto en que se. ~ridüé~tr~· Ja empresa puede ser bastante complejo y 
: .,::-. '·.' \. -~: 

seguramente algunas simplificadone! .en _tl~t.e sentido· pueden traer graves consecuencias a 

largo plazo por lo que la necesida.cl :de ··~n .a.nálisis profundo que entienda las relaciones 
·,- ', .. 

dinámicas y cambiantes del mercado, .·del' entorno socioeconómico, de los portafolios de 

inve~sión, de la evolución de la empresa etc:· se hace en muchos casos indispensable. 



Así mismo es claro que no existen modelos de desarrollo comunes para todas Ja empresas; 

Estas difieren en muchos ambitos, por lo que Ja política empresarial que determine cada una 

es prácticamente exclusiva y tendrá que contemplar los cambios en las variables 

empresariales que Ja realidad dinámica exige e incluso cambiar de política empresarial 

cuando las expectativas y los supuestos se transforman inesperadamente y convierten las 

anteriores políticas y planeaciones obsoletas. 

Una vez que se ha desarrollado una estrategia competitiva integral que responda a Jos 

objetivos de Ja empresa, es necesario darles operatividad por Jo que tendrán que 

desarrollarse objetivos o metas particulares para cada una de la áreas de Ja empresa a fin de 

que los diferentes recursos de esta se encuent.ren óptimamente aplicados. 

Es evidente advertir también el grado de dificultad de esta tarea en muchos casos. Los 

recursos son limitados y no todos tienen la misma imporancia; unos son imprescindibles; 

otros en cambio sobran. Además la empresa tiene capacidad de generarlos por Jo que no se 

pueden considerar como constantes, y en muchas circunstancias es indispensable asumirlos 

de esta forma. 

Como se puede observar Ja palabra "óptimo" se ha repetido constantemente y es que en 

Ja gestión de empresas, es este es un concepto fudamental. Existen puntos óptimos en 

todas las áreas y variables de Ja empresa que maximizan. las utilidades ~ ei rendimiento de 

una empresa. · · 



De esta fonna, se puede decir que desde el punto de vista de la Ingeniería podríamos 

afinnar que el objeto de la dirección empresarial es tomar las mejores decisiones que 

optimicen el fin de la empresa con la información y restricciones existentes. 

Ante esta complejidad y variabilidad se han desarrollado desde hace tiempo diferentes 

criterios y estilos de dirección que han dado respuesta ha diferentes ·circunstancias, 

muchos de ellos válidos pero otros, en cambio simples modas que simplifican de manera 

inadecuada la realidad y obtienen soluciones absolutas y generales que podrán tener 

aplicación en otros contextos, pero que . en ' un caso concreto convendría aplicarse 

únicamente en forma parcial o. en su caso ser desechados en su totalidad. 

Es evidente que la .·. 1:b~~ ~~ir¿'~¡/~a(~~ ~l h~~lm en muchos casos en forma eficiente 
• ' . - ·,¡~- . ' .. ,, 

usando la experiencia :;;~·1a i~tu'i'~ióri \ir'rl~~é~íb::: a~nque me parece peligroso, en un 
Ó' ··!<. 

entorno tan creciente;ne~.té .c.~mplejo ·.como' he 'mencionado, no fundamentarlas en un 
·:;-" 

estudio profundof serié; capá{ dé a·rrojar resultados cuantitativos y óptimos en la gestión 

de la empresa.· Nos~ tr~t~:d~~~stit.uir la experiencia y la intuición en la toma de decisiones 

por argumentaci.ónes frias y'técnÍCas, sino de utilizar herramientas capaces de dar elementos 

para que éstas sean mejo~e~. ' 

.. ·., 

Así. mismo es frécueitte .en la literatura y textos sobre el tema, el uso de conceptos como 

"justo a tiempo",. "calidad toÍal",. "modernización tecnológica" , "el cliente es primero" etc. 

IO 



Siguiendo los conceptos mencionados anteriomente se trata d~ un probema de óptimos: en 

una emp~esa bien determinada en un contexto dado y con ciertas expectativas, existen 

niveles óptimos de posesionamiento estratégi~o •. ,de· inveniarios, de lot~~ de producción , 

de calidad, de modernización, de servicio al cliente: ~te.:; ,Y que ésí.os ·en su mayoria no son 
. ·:': .-. 

constantes en el tiempo sino son de éa~áter dinámico'. · 

A este tipo de problemas la presente tesis b~sca dar una h~~~ie~ta, El ~bjeto de este 

estudio es conocer el método de optirniiación interiémporal del "MÁximo de Pontryagin" 

para la resolución d'e problemas de ingenieria industrial de tipo dinámico donde los 

métodos computacionales son limitados para tal efecto. En ese sentido los problemas de 

planeación estratégica para la determinación de politicas empresariales constituyen un área 

en la que al ser analizados y resueltos por este método matemático, pueden arrojar 

conclusiones intersantes para la toma de decisiones ya que por su naturaleza temporal asl 

como por su carácter integrador de muchas áreas de la empresa hacen que este método, así 

como algunas variantes que se indicarán del mismo, particularmente útil y poderoso 

planeación y la gestión de empresas, como se verá más adelante. 

El objeto de este trabajo es por lo tanto, poder tener una base matemática y dinámica en 

el tiempo para realizar decisiones en la empresa, por lo que el desarrollo de la .tesis 

empieza haciendo un análisis introductorio de algunos aspectos de la ernpresa y el . 

mercado orientados a la identificación y establecimiento de políticas empresariales óptimas · 
• ·:-._, ··'C 

enumerando algunas estrategias competitivas de carácter genérico e identificando · las· 

variables competitivas más significativas para ser uAdas para su posterior modelación.·· 

11 



Posterionnente se realizará una explicación del método del Máximo de Pontryagin como 

herramienta matemática en la detcnninación de una política general de inversión y 

contratación de personal óptima con y sin posibilid de endeudamiento, estableciendo 

criterios y una metodología sencilla para poder ser puestas en práctica en una empresa 

concreta. 

12 



l. La planeación estratégica y el uso de herramientas de decisión dinámica. 

A continuación se plantearán algunas técnicas de análisis de la empresa, sector industrial y 

mercado asi como estrategias competitivas genéricas para el establecimento de una política 

empresarial. También se manifestará la necesidad de tener información y elementos 

cuantitativos para que la planeac~ón de la misma sea lo más acertada posible. 

1.1. Necesidad de una polltica empresarial como respuesta operativa a sus objetivos. 

Se puede afirmar que toda empresa que compite tiene su forma particular de hacer las 

cosas e interactuar con el mercado según su propia cultura empresarial, y ubicación en el 

mercado, lo que determina polfticas empresariales para alcanzar determinadas metas y 

establecer, de esta forma, · es!Tategi.as coinp~titivas p·ropias, por lo que el problema que se 

rorn'i~''efiéi~rite ~ los objetivos globales de la empresa. 

' ! -,:, : . ; ,.:.-e:c'_· .~.·: ... :" ,(-« .' •. 

Muchas de la veces éstas se realizan en forma' implícita, tomando en ·cuenta la expe_riencia, 

orientación profesicinál. y. moÍiváci~·~~s 1d'~ lós ~tiípresiri~s;::: resóÍviendo,. ~uchas veces 
' . · ... ·· ·. .., •' .. " .,, . '. •'·". ·-· .. • 

exitosament~, los ~r~biema; que s~ pr~s~nt~n. l~~ éu~less~~le~ ser ~e~cillos y evidentes: 

13 



Otras veces se usan métodos explícitos de planeación estratégica par~ la determinación de 

una estrategia competitiva que podríamos definir como el desarrollo de un criterio acerca de 

cómo va a competir la empresa, cuáles deberán ser sus objetivos particulares y qué políticas 

serán nencesarias para alcanzar dichos objetivos . 

. ·. 
En mi opinión la necesidad de desarrollar una planeación estratégica explícita y con 

objetivos cuantitativos es más necesaria cuanto más se satisfagan los siguientes aspectos: 

~estrechos rangos de maniobra en el mercado. 

- márgenes de ganancia pequeños. 

- la respuesta del merc.adÓ es aÍÍamente sensible a las diversas 

' '•," -, ,· 

acciones de la empresa.': 
- '· '· '..>,<-:::-:.~·:_. ' 

- el grado de ~omplejidad del coínportámiemto del mercado sea 

eonsidérable ... · 

Si bien es cierto que podrán existir muchos.más criterios, ine parece impórtant~ ei que l~s 
directivos reflexionen sobre su . importancia d~sde el contexio aciual:'de . sú empresa, 

tomando en consideración que cualquier proceso de. planeación. e~tratégicii explicita así 

t4 



como su implementación, tienen necesariamente un costo, ya que puede hacerse necesaria 

la creación de departamentos adicionales, la contratación de personal administrativo y la 

sofisticación de los procesos administrativos que harán más burocrático el trabajo 

empresarial que si éste se realizara en forma implícita por lo que los directivos tendrán que 

discernir sobre su utilidad real. 

1.2. Análisis de la empresa e identificación del comportamiento de variables clave. 

Un aspecto que es indispensable para una correcta planeación estratégica as( como para el 

óptimo desarrollo de politicas empresariales, es el tener información precisa acerca del 

funcionamiento de la empresa y de su entorno, la identificación de las variables clave saber 

con la mayor exactitud la relación entre ellas; respondiendo además a las preguntas, ¿cuáles 

de estas relaciones están cambiando? ; ¿a qué .vel~cidad? ; ¿de qúe depende su cambio?. 

Para la respuesta a· estas preguntas y. otras más relacionadas con el tema, existe varias 

técnicas y herramientas que convendrá señalar y que deberán acercar a una visión integral 

y completa de la empresa y de su entorno. 

Un primer paso en este sentido seria el deteminar las diferentes áreas funcionales de la 

empresa estén o no determinadas en forma explícita en el organigrama. En este caso lo que 

cu~nta es el que existan en la práctica como unidades de decisión a aspectos concretos de la 

IS 



empresa,. aún en el caso que varias de estas funciones sean hechas por una misma persona o 

departamento. 

En la mayoria de la empresas éstas son: 

- producción. 

- comercialización. 

-ventas 

- distribución. 

- recursos humanos. 

- compras. 

- investigación y desarrollo . 

- finanzas y control. 

En este sentido la estrategia competitiva se puede definir más formálmente como la 

combinación de los fines de todas las área asi como de los medios para alcanzarlas (políticas 

empresariales). 

En el análisis de la empresa es importante el ~er a ést~ con relaciones muy estre¿has con el 

entorno que suponemos competitivo y que es ~e;~rminante. ~n el establ~~miento. de 

prácticamente cualquier tipo de politica empresárial, ~~itando ver a la em~re~ como una 

16 



unidad independiente y aislada del mercado y el entorno· cada vez más competitivo, por lo 

que paralelamente es necesaricuntender el contexto en el cual se está desarrollando la 

estrategia competitiva, que en forma genérica Ín~olu~ra 4 factores que pueden determinar 
. +:-· 

de cierta forma los alcan~es de la e~'pl"esa,;qüilseión· M.E. Poner son: 
'·.·, . . .: '<' 

.· ... \_::·~· 
.. ·:.'-~:-~'.-, ·>). 

-1;~:_j~: -.·· :· -.· . 

--~>,..: . {;::>\·-~-
!- Fuerzas y debilidades d.~ la ~-~t~~; ~;? rel~~ión"eon Jos competidores . 

. '~:,;._:;~.,_, ~: .. > 

J - Oportunidades y riesgos ~íel' s~C:tór Índ~strial.: 
, . ·.: ,. ~- ... •. 

, ·--.·:._;:"t'\-:-'·:,,'.·i. 

4- Expectativas socialesy~fº-~~Fícas· 
_._,. 

,-¡,-

Como se ve, los primeros 2 p:untos ºdet~rmiiian sit~llcion~s internas de la empresa que 

delimitan de alguna manera los llmiÍe~ · internbs de la icisma y los 2 últimos puntos. 

determinan Jos factores externos de Ja misma que establ~cen : lás reglas del juego de la 

empresa que el entorno le establece, por lo que la empre~ deberá establecer pollticas 

empresariales en ambos niveles . 

El siguiente paso es el de determinar los objetivos de cada área. Realizar una prueba de 

consistencia analizando si éstos son mutuamente alcanzables o si se interfieren unos a otros. 

Si van orientados a alcanzar el objetivo general . de la empresa o si algún área busca 

objetivos que vistos en forma integral no nos acercan al objetivo general. 

t7 



De esta forma a continuación analizaremos diversas técnicas genéricas de análisis 

empresarial para de esta forma, conocer el componamiento de las variables e>cternas e 

internas clave, para después mencionar algunas políticas y estrategias competitivas 

generales. 

1.2.1. Análisis estructural del entorno competitivo. 

La forma en que compite una empresa varia mucho dependiendo el sector industrial en el 

que se envuelva, entendido éste, como el grupo de empresas que genera productos 

similares y que por tal razón es de esperar tengan también un similar componamiento de 

las variables empresariales, pudiendo también existir diferencias significativas entre 

empresas del mismo sector por varias razones que se irán mencionando posteriomente . 

A continuación se analizarán las principales fuerzas competitivas que en general se manejan 

en los libros sobre el tema, tratando de hacer énfasis en el contexto real de la empresa en 

México. 

1.2.1.1. Amenaza de ingreso de nuevos competidores. 

18 



Este es un punto denninante en el establecimieto de políticas empresariales. Como se verá, 

éstas serán más altas en la medida que los rendimientos del sector industrial, sean altas , en 

relación con los llamados rendimientos competitivos del mercado lo que incentivará la 

entrada de nuevos competidores . 

En general existen diversas circunstancias que hacen que estas barreras sean más o menos 

significativas las cuales podrán ser analizas como barreras de elltrada , que serán aquéllas 

que dificulten el establecimiento de nuevas empresas en el sector industrial. 

Las eco11omlas de escala que hacen que los costos promedios se reduzcan en la medida 

que aumenta la inversión en la planta, impiden que un rango amplio de empresas más 

pequeñas no estén en condiciones de competir , por lo que restringe la entrada a sólo 

empresas con una gran inversón inicial. 

Existen en la práctica ciertos sectores industriales, en los que sucede el fenómeno de las 

economlas de escala, como son el de productos con alto grado de tecnología, asi como el 

del papel entre otros. 

La difere11ciació11 de productos consiste en que aunque en realidad el producto manejado 

en el sector industrialp~eda ;er: muy parecido, . los consumidores le aprecian ciertas 

cualidades intagibies que · ptir~ efe~ios. de ;Jiercado lo hacen especial, permitiendo a las 
•. r·· ' '. .. _> ', ,,·:~ ' • 

empresas operar con ciertó grado .monopollstico," ya que los consumidores son fieles a su 

marca lo cual es bastante común en nuest~a co~suml~ta sociedad. 

19 



El acceso a canales de dis1rib11ció11 , dificulta también la entrada de nuevas empresas al 

tener que hacer gastos adicionales para desarrollar sus propios canales o para persuadir a 

los dueños de los ya existentes lo que involucra además un tiempo de introducción que 

puede ser derrninante en la rentabilidad de la empresa, ya que retrasa el tiempo de 

recuperación de la inversión. 

En general las barreras de entrada encarecen de alguna manera el inicio de un competidor, 

afectando algunas más directamente el costo de producción como las economías de escala 

as! como otras que se plantean a continuación : 

La tecno/ogla de producto pa1e11tado, disminuye los costos perrnitie~dÓ ~a I~ emp;esa que 

la posea, tener un periodo de goce exclusivo dependiendo con ley d~Íl~~~;:.lci cuai'en 

México puede ser fácilmente violada, especialmente. en· aqu~llos pr~dZ~o{relativwi:ete 
., ,-., '.-·.•;•e'¡•"'• ., 

fácil de ser imitados generando una importantísima competencia aé p~ocÍu~Í~s upir~ta~;', que 

seguramente en otros paises es menos importante, y que debe se~ to~~·cla· ~~rlamé~te· ~n 
cuenta. 

El acceso favorable a la materias primas y cercan/a a los cell/ro.s.de consumo pueden. 

hacer la diferencia en la competencia ya que son características naturales que algunas 

empresas del sector pueden tener. 

20 



La experiencia indudablemete es capaz de reducir costos de operacióm, ya que en general 

los procesos tienen una curva de experiencia más o menos grande, haciendo en algunos 

casos a las empresas nuevas demasiado costosas, por lo que frecuentemente recurren a 

contratación de personal con experiencia o "pirateando " personal de otras empresas, que 

de cualquier forma también requiere un costo. 

Una barrera de entrada que parece especialmente importante es la que tiene que ver con las 

acciones gubernamentales, que pueden ser apegadas a la ley como restricciones legales, 

subsidios etc. o incluso violatorias a la misma, las que tienen en México mucha importancia 

desgraciadamente. 

Generalmente en México la inmensa cantidad de reglamentación industrial en todos 

sentidos, asl como la excesiva discrecionalidad en hacerla cumplir por parte de las 

autoridades y la forma arbitraria en que es estableCida, hace que el empresario medio esté a 

merced de un ejército de inspectores, quienes, dado lo casi imposible de estar 

completamente en regla, extorsionan a los empresarios con cantidades que pueden llegar a 

ser muy considerables. 

Asl mismo es muy común que las compras hechas por el gobierno estén previamente 

asignadas por relaciones personales entre los funcionarios y algunos empresarios, por lo que 

aunque pudiera existir un concurso, éste no opera realmente, lo que constituye un factor 

determinante, en aquellos sectores industriales donde el principal cliente es el gobierno, 

como es es el caso de la Industria de la Construcción. 
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Para concluir esta sección se dirá que el efecto general'de las barreras de entrada es el de 

añadir un costo extra a los posibles nuevos competidores, que se suman a los ya existentes, 

por lo que desincentiva su entrada al mercado. 

1.2.1.2. Intensidad de la competencia. 

Aunque el grado de competencia es ciertamente dificil de medir, es evidente que no· es: 

igual en cada sector industrial, en cada lugar y en cada momento, siendo además 

probablemente el factor externo más importante en la determinación de politicas 

empresariales. 

Aunque podemos inferir que la competencia en general es cada vez mayor en nuestro país, 

(la existencia del TLC ha influido considerablemente en ello), existen lugares generalmente 

chicos, donde ésta es sensiblemente menor, ya que el volumen de mercado en esos lugares 

puede no ser atractivo para las grandes empresas competitivas y donde además los hábitos 

de consumo no aceptan cambios, siendo los consumidores fieles a determinados productos 

vendidos y producidos por determinados vendederes y. productores , acreditados de la 

región. 
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También es importante mencionar que muchas veces existen en esos lugares una estrecha 

relación natural entre los consumidores y productores, ya sea por razones de amistad o 

parentezco, dado lo pequeño del lugar, lo que provoca que la competencia entre los 

productores pueda ser casi nula. 

En general el análisis del grado de competencia, es necesario ampliarlo del estrecho rango 

de análisis de sector industrial, que únicamente debe ser tomado como base, para poder 

pasar a un análisis mucho más particular dado la gran cantidad de factores 

"extraestructurales" que operan para determinar la "intensidad de la competencia". 

De cualquier forma podremos decir que el nivel de competencia depende directamnete del 

número de competidores así como de la homogeneidad de los mismos, ya que en la medida 

que las diferencias entre las empresas sea mayor, las más eficientes tendrán menor 

competencia relativa que si éstas fueran igualmente eficientes. 

Es importante mencionar que la rivalidad entre las empresas es cambiante ya sea por 

factores mismos del mercado, cuando el producto llega a su madurez, por la introducción 

de nuevas variantes en el producto, o por acciones de los mismos empresarios.tendientes a 

coludirse con lo los competidores para· formar carteles u oligopolios, por lo que esta 

última opción podrá ser un;; est/~tegia·c~~petitiva interesante que convendria analizar. 
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1.2.1.3. Presión de productos sutitutos. 

Generalmente el efecto económico de los productos sustitutos, es de bajar el precio de los 

productos, lo que incluso podría llevar a algunos productos a ser inviables, en la medida en 

que los sustitutos tengan cualidades superiores apreciadas por los consumidores y menores 

costos. 

Este fenómeno es bastante frecuente en la historia empresarial de la civilización occidental 

capitalista, y en cierta forma es una medida de su "progreso", por lo que es sumamente 

importante para el empresario, el ritmo de sustitución de sus productos, ya que esto 

determinará las políticas de inversión en tecnología para la producción de nuevos productos, 

la política de segmentación en búsqueda de nichos de mercado entre otras. 

1.2.1.4. Poder negociador de los compradores. 

Existen varios factores que detennínan el que un grupo de compradores (lfoales o no }, 

tenga un alto poder negociador por lo que únicamente se mencionarán las que se consideran 

más importantes . 

- el número de compradores está altamente concentrado; en· relación a las· ventas del 

proveedor 
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- los productos vendidos son demasiado estándares o poco diferenciados, enfrentando bajos 

costos para cambiar de proveedor. 

-los compradores fiícilmente pueden integrarse hacia atrás. 

- el comprador tiene buena información de la dema.nda del producto. 

En general el efecto de un al!~ .podernegociador hace que los precios tiendan a bajar, 

disminuyendo el mercado en casos en que los compradores decidan integrarse hacia atrás. 

1.2.1.5. Poder negociador de los proveedores. 

En general este caso es análogo al anterior con la diferencia de que ahora. la empresa es 

cliente, por lo que tendrá poder negociador sobre los prove~dores en · los casos _que se . 

mencionaron ya que un alto poder negociador de· los clientes, involucra un bajo_ poder 

negociador de los productores y viceversa; 

. . ,.· _·, 

De esta forma los mismos casos anali,,;¡do~ en el. inciso c.· son. vÍilidos en este caso también, 

por lo que el empresario tiene el doblé trabajo .de analizar ~robos· p~d~~es negociadores, que 

en la práctica pueden ser sumamente diferentes . 
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1.2.2. Análisis interno de la empresa. 

El hecho de haber analizado primero el entorno de la empresa, no fue casual ya que ~e 

alguna manera la organización interna de la empresa debe estar determinada por las 

necesidades que el entorno imponga, siendo de hecho estas ·las determinantes de las 

políticas empresariles. 

Es importante conocer Ja empresa como un todo, integrando sus áreas en aspectos 

materiales cuantitativos y aspectos intangibles más cualitativos, antes de poder hacer una 

elección óptima de políticas, al confrontar la empresa con el entorno y de estrategia 

competitiva, al hacerlo con sus objetivos. 

En muchos caso es ·posible, si~plificar este análisis pen~ando ·que '1os diferentes recursos 

productiv~s c~n Joi qu~ cúenta la e~presa (en sentido ~in1>Hii) sujetos a ser cuantificables, 

producen cierto nivel de rlqueza ··también- cÜiintiflc~ble según las• reglas del juego que el 

entorno competitivo impone y en •fun.ción d~:·~iertas caracteristicas y aptitudes cualitativas 

que hacen que un mismo recurso sea redituable de manera diferente en diferentes empresas 

por ejemplo. 
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Las aptitudes que influyen en el mayor rendimiento de los recursos, que se consideran más 

importantes son: 

- motivación del personal en general. 

- sensibilidad de lo directivos para darse cuenta de los cambios del entorno; 

- capacidad de la empresa para responder ráp.idamente. 

- habilidad para adaptarse al cambio. 

- capacidad de los empresarios para resistir y sacrificar ganancias. 

- valores de los ejecutivos clave. 

Todas estas ~ptitÚdes establecen relaciones. con los recursos que pueden ser dificiles de 

obtener, y que deben ser usadas de la mejor forma en estabÍecer e;trategi~~ competitivas, 

que acerquen en lo mejor posible a la empresa a cumplir sus¿bletivos.:·· 

1.2.3. Estrategias competitivas genéricas y su relación con las políticas de inversión y 

de personal. 

Con la información del entorno competitivo y de la empresa obtenida en los 2 puntos 

anteriores, es posible ya pensar en determinar. una estrategia competitiva óptima, 
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.·.-·: -· ;• ' ··. '. '. 

dctcnninando también para ello diversas políticas empresariales. O,e esia forma, el objeto de 

la presente sección es introducirse en la disc~éión: acerca de ias polític~ empr~s~riales más 

convenientes y la conveniencia de ser ~odel~das para su opÍimi:.S~ió~:', 
;;· 

·¿< ' .· 
, .. · 

Es importante mencionar que la politÍ~~· ~Ó~~~titiv~d~ ~h~ ~~~~~s~ es la combinación 
.~f.' ,. ::-'i . '\'' 

de todas la políticas empresarialés orientadas a ~Úmp~r ciertos fi~~s q'u~ como sé ~encionó 

es el de maximizar las utilidad.es en casi todos los 'éásos; co!lstitú;e~d~;:;:n conjunto. la . . - . . •' -., . . . . - - .. ,_. " -~- ... ' ·' --· :. - . , . ' 

Estrategia Competitiva, pudiendo decir entonces qÜe existe u'n~ é~í~at~gf~ c~Ítipetltiva y 
-!.,,"'..' .•.. ,,.,¡ ' 

un conjunto único también de políticas empresariales adecuados para 'cada émpresa: De ahí 
...... · ·.·--. ,. _.; ;'_::··.:,_..--/-.·_.·::;·>;:··~/-·~-- "'·-·:·~~ ·. . . 

que las estrategias genéricas que se mencionarán deberán se_restudiadas :,'para.énco~irar la 

propia óptima, las cuales son : 

A. liderazgo general en costos 

B. diferenciación de productos. 

C. alta segmentación. 

1.2.3.1. Liderazgo general en costos. 

El objeto de esta estrategia es el de tener un nivel general de. costos menor que el de la 

competencia para de esta fonna tener mayo;es má;geri~~ de 'utilidad, 'poder ser más 

resistentes a altibajos del mercado tantó de productos como d~ 'materias pri~~s y a la 

fuerte competencia . 
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Para establecer esta estrategia es importante tener entre otras cosas una elevada 

participación en el mercado, generalmente una fuerte inversión de capital inicial, para contar 

con maquinaria de la mayor tecnología y eficiencia y poder manejar un volumen de 

producción considerable con el objeto de poder manejar economías de escala, entonces se 

puede inferir que esta estrategia es más adecuada en épocas económicas expansivas, en 

mercado que fácilmente pueden consumir altos niveles de producción, a precios relativamete 

bajos. 

1.2.J.2. Diferenciación de productos. 

A diferencia de la estrategia de liderazgo en costos, esta estrategia coloca el nivel de 

costos en segundo término, ya que la idea es establecer un mercado particular, hasta cierto 

punto monopolístico sobre un muy particular producto diferenciado. 

De esta forma la empresa está en condición de manejar un precio mayor que será pagado sin 
•' ··. ,.-,_, ._ . 

disminuir el volumenn de ventas en. la medida en que los· con~umidores sean menos 

sensibles al precio (demanda inelástica ). ya que como se vió. ariierio;n~~te en eI~nálisis del · 

entdmo competitivo, Jos consumidores podrán apreciar cara.ct~ri~iica~ "ú~i~-ª~;, illhere~ies al 

producto, lo que por otra parte réduci~á la particip~ción d~ la industri~'. eri ei mercado del 

sector industrial. 

29 



El uso de esta estrategia competitiva, requiere por lo general, un alto gasto en publicidad, 

así como el uso de maquinaria especializada, {que por otra parte generará barreras de salida 

alias), sin tener que buscar las economías de escala, así como personal capacitado 

generalmente con un costo mayor que el promedio del mercado. 

1.2.J,3, Alta segmentación. 

Consiste en enfocarse sobre un grupo de clientes en particular , determinado por regiones , 

nivel socieconómico, edad , sexo, raza etcétera, . a fin. de satisfacer más exactamente las 

preferencias del consumidor , perdiendo por consiguine.te mercado en el resto de los grupos 

de consumidores. 

El objeto de esta estregia, es el de aumentar su rendimiento por arriba del promedio de las 

empresas del mismo sector, sin impl.icar nécesariámente un liderazgo en costos. 

,... .. . 

Este tipo de estrategia es llluy ~mpli~ y resul.ta diflcil establecer criterios comune.s acerca del 

capital y los empleados, yaqu'e: en ocasio~es requerirá alta inver~ión (aunque seguramente 

menor que en liderazgo en.cóstos) y especialización de personal. 
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1.2.3.4. Posicionamiento a la mitad . 

En este momento nos .encontramos con el problema de determinar qué grado de estrategia 

competitiva será más adecuada . En algunos casos éstas estrategias son excluyentes y en 

otros casos no, aunque se puede pensar que las 3 anteriores no pueden ser aplicadas al 

mismo tiempo en forma radical. 

Para resolver este problema en forma óptima, será necesario saber entre otras cosas, el 

grado en que los consumidores están dispuestos a pagar por un bien diferenciado asi como 

el costo que tendría para la empresa el hacerlo así. En muchos casos este costo requiere ser 

pagado en un detenninado periodo de tiempo en el que los consumidores aprenden las 

cualidades especiales del producto, pod~ que los empresarios tendrán que tomar en cuenta 

una tasa de descuento para poder decidir s'obre su conveniencia, convirtiendo de esta forma 

el problema en dinámico. 

Otro elemento importante de ser c?nocido es el saber cómo se pierde o ganan diferentes 

sectores de mercado, en la medida que las empresas posicionadas a la mitad, se desplazan 

hacia alguna de las estrategias genérica, pudiendo pensar que en la mayorfa de los casos 

estos cambios de mercado son más que proporcionales en la medida que la empresa se 

acerca a una estrategia competitiva genérica determinada. 
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Es evidente que cada estrategia competitiva general, involucra muy diferentes< políticas 

empresariales para cada una de las áreas de la misma, ya que los costos de operación, 

requerimiento de recursos en general, tiempo de maduración del producto, gastos y tipo de 

publicidad , etcétera, son diferentes, planteando incluso en algunos casos la necesidad de ir 

transformando ésta estrategia en el tiempo ya sea por efecto de una planeación deliberada, o 

por cambios en el entorno empresarial, para de esta forma tener resultados óptimos. 

Es en este contexto, una vez que ha sido adecuadamente modelado, donde la optimización 

intertemporal puede ser de utilidad y podrá arrojar respuestas interesantes. 
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2. La optimización inlertemporal. 

El objeto de este capitulo es el de notar la utilidad de un método de optiinización dinámico 

para la determinación de politicas empresariales, una vez ·que. se hayan dete~~ado 
claramente y en forma cuantitativa los objetivos.: de la .empres~ y de. iiis: áreas que la 

,>' 

constituyen para de esta forma poder tener una estra!eSia : competitiva Óptima: 

• "·':::.; ·e ···:.,•' :: ,.•, ,:/'• 

. ~ . -

En consecuencia, en este capitul~ a~ttizaré ~l·~~o'dél iñé;~do ~:~~;~i~ció.:I del Prlncipio 
.. .,>. . :-J, :~." •. ,:~ ' ; •. ··;. ,,,__·,:.-"" '" . '.,.- :.- .,,~ ·~ .- ... -_,-, ': ,,,.- ·'· • ..• :·-.·- - ·; '· 

del Máximo de Pontryagin estableéieiídosus carái:Íeristeiéas, formas '.·Y restricciones de uso, . 

haciendo resaltar sus prinCi¡Í~~s cualidides' y. su ~~J~dad e~ ·~oÍriparacÍ¿~: c~n: otros 
- . .. , . . • ' .·, -~-; -~'.,' - - : :_,·- ~- - '·1 - -

métodos de optimizáción; . para la resolución de problemas de I~ge~ieria Industiiái, por lo . '. ' ,._ .. - .. -· .-. ,, •' .·.-· ... 
que antes de su estudio, ·. me r~ferÍré . brevemente a o¡ros n1éiodos ·de .;¡ai¡lllÍzació~ niás 

comunes. 
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2.1. Diversos mctodos de optimización. 

2. 1.1. l.as condiciones de primer orden. El criterio de la segunda derivada. 

Este mctodo usado para n¡a:<lrnizar funciones no lirieales, parte de principios básicos de 

c:iculo Jili:rcnécialx pu~de'~er conside~ado como un principio bá.•ico para otros métodos 

m:is sofisticados .de ~>ptimi~dón. · 

El princiPio básico' es el que una füncÍÓn f (X),• ( donde X .es un vector de un tamaño fijo 

de variables de laídnn'a_'(xt; x2 ... ~) ), tiene llJI ~punto crítico" donde: 

d f(X) 

f'(X) =O 

dX 

es decir, donde la pendiente de la función con cada variable es igual a cero. 

Par~ poder determinar si este punto critico Xo, es un máximo, un mínimo o un "punto silla", 

diferenciamos f '(X ) estableciendo de esta fonna, la siguiente matriz A. 



¡; f(X)il\x26xn 

1' f(X)lllxn 8'cl . 1\ f (X)llim BÍC2 ¿; f (X)/Bxn Bxn 

Si A es positiva definida se tendrá que Xo es un punto mínimo. Si es negativa definida Xo 

es un punto maxirno. 

Este método es muy útil para encontrar puntos (estáticos) máximos o mínimos para 

funciones no restringidas, de ahí su principal limitación, ya que en la realidad los problemas 

tienen restricciones de diversos tipos que generalmente son derminantes en la solución de un 

problema. 

2. t.2. F.I Método Slmpleic de programación lineal. 

Este es un método muy útil y sencillo de usar para la solución de problemas de 

m:i.ximi1.ación estáticos. dado lo rclativamete fácil de programar por computadora. además 

de la existencia de paquetes cspccificos como el UNDO. 
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El planteamiento general del problema es de maximizar una función lineal Z = f (X) llamada 

Función Objetivo, en base a número dererminado de restricciones también lineales de la 

siguiente forma : 

g(X) =< A 

Para los casos de minimización,· se deberá tener en mente que minimizar Z es equivalente a 

maximizar -Z con lo cual ·~~~mas aplicar también el Simplex para problemas de 

minimización usuando este artificio también para los métodos que se verán posteriormente 

El método determina Jos puntos esquina . para de esa forma determinar las solucuiones 

factibles y de ahi evaluar· la solución que .. maximice Z, estableciendo además las 

restricciones que efectivamente operan para poder ·~~teilninar .el "precio sombra" de cada 

restricción , es decir lo que podría aumentarse z,: si ~e a~pliara I~ restricción en una unidad. 

La principal limitación de este método es que tanto la función objetivo Z, como las 

restricciones deben ser lineales restringiendo Ja gama de problemas estáticos que pueden ser. 

resueltos por el mismo, pues ·es común tener problemas donde del entorno involucr.a 
,,: 

restricciones con variables no lineales, aunque esto no evita que sea en la práctica uno de 

los métodos de optimización usados más importantes de la Investigación de Operaciones. 
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2.1.J. El Mélodo de los multiplicadores de Lagrange. Las condiciones de Kuhn -

Tucker. 

Esle mélodo de oplimización estático acaba con las restricciones del Simplex, ya que 

incorpora la posibilidad de que tanto la función objelivo como las reslricciones sean no 

lineales. 

El problema ganeral es el de maKimizar una función objetivo Z = f (X ), bajo un número 

n de reslricciones: 

gi(X) >= Ai 

análogamente que en el Mélodo Simplex. , 

Ahora se define el Lagrangiario L de(sislema de.la siguienle forma: ; .' . < '. -· ~ . . ·. . .· ., . . 
L = Z +\t Cgl-AI)+ ... +An(gn-An) 

Donde A J. .. i:n, son. los multiplicadores de Lagrange, que son los precios sombras del 

problema: 

ll L/ ll gi = Ai , para toda i. 

Teniendo las siguinles condiciones de maximización para cada i, que se suman .a las 

reslricciones es1ablecidas anteriormente : 
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lil/llxi=<O ----(! 

(ól /lixi) xi =O ---(II 

Las condiciones 11 son llamadas las condiciones de Kuhn - Tucker, que tienen como 

lilosofia, que los puntos maximizadores de Z, o están· en 'un punto que cumpla las 

Condiciones de Primer Orden o están en el límite dado por una ~estricciÓn . 

La mayor limitación de este método de optimización e~tátíoo· es q~e la solución para 

encontrar todo el vector de variables óptimo x~ puede.'ser ú~a labor .dificil especialmete 

cuando existen muchas restricciones y muchas' vari~bl~s ya q~é: ad~más existe también 

dificultad para resolver el sistema por computadora en comparación con el Simplex que 

tiene una metodología de solución mucho más estandarizada. 

2.1.4. La Programación Dinámica. 

La progamación dinámica más que ser un método matemático es· una .estrategia o enfoque 

para atacar ciertos problemas en los que es posible esiablece~ ciertas etapas en las que 

pueden asociarse un número determinado de. estados en cada una. 
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- . - -

El criterio de soludón es el de ir estábleciendo asociaciones óptimas para cada estad~ 

empezando por la última et~pa hastaU~gar a la ~rime~a para que .de es; fo~a se tenga una 

estrategia óptima con el conjunto de estados Óptimos para cada etapa ~·' 
,'> . > .. -.'-:_;':._-:.;.:,, ''<···,-_-;·.';;: ', 

.-}'-., ' '.}:·; 

Quizá la aportación 

,. ~,:":'; . ;. , .. ·.::'.: .:~ 

más importante de la Progamació~'h¡~ini'é~'~s ~l hecho que introduce 
' . :· ' . ~ . - '. :;: ·. . -.-, 

el tiempo de alguna manera a diferencia de los métodos men~ion~C!o's anteriomente, por lo .. •.-.;·. '··· .. 
que posibilita la maximización de problemas que tengan ciertas etapas manejando de cierta 

forma ,un concepto de tiempo discreto, lo cual es una novedad hasta ahora, siendo llamada 

programación dinámica determinística, cuando el estado de la etapa siguiente está 

completamente determinada por el estado de la etapa anterior, y probabillstica, cuando 

el estado de la etapa siguiente , no queda completamente determinado por el estado de la 

etapa anterior. 

Una limitación importante de la Programación Dinámica, es que sólo puede ser usado en la 

maximización de aquellos tipos de problemas que puedan ser. vistos como encontrar una 

ruta óptima, en ciertas etapas definidas y con un número determinadci y fijo de estados, 

evitando soluciones intermedias o involucrando diferentes números de. etapas, que en. un 

problema concreto pudieran ser viables también. 
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2.2. El principio del máximo de Pontryagin. 

Este principio fue desarrollado en 1962 por el matemático soviético L.S. Pontryagin, 

quien junto con V.G. Boltyanskii y R. V. Gamkrelidze y E. F. Mishchenko, lo inventó 

publicándolo en el libro "La teoría matemática del procedimiento óptimo " (traducido al 

inglés por K.N. Trirogoff ) , por·eJ cual ganaron el Premio Lenin de Ciencia y Tecnología", 

el mismo año. 

Para poder desarrollar y comprender mejor este método es necesario explicar algunos 

conceptos previamente. 

2.2.1. La ecuación de estado. 

Supongamos un vector de variables Y(t), al que llamaremos véctor de. eslcrdo del ;istema, 

el cual evoluciona en el tiempo deterrnirÍ~d~ ~na traye~to;ia de e;tad~. Supondré ahora 

que esta evolución puede regularse. a t~~vés.d~ úna variable :de/0;1/;~1;'. V ; ieJ c~ál 
también es un vector de dimensió~ m, (no ílecesariarneñte ig~al ~(1aCÍi;;;~risíÓ~ d~· Y) que 

1 .,-. '-._ ,_,. - ,'- •••• • __ •• .,. -., • , ••• 

constituye las variables sobre las qÜe se tÍ~ne ~~~trbl :~ ~~bre l~s q~e ~¿ .;;ruclÍrtii~~A como 
' ', .; i ,· ··,;"' • ' ... . 

veremos más adelante. 
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Genéricamente se usarán letras en negrillas para designar vectores, por lo que las 

ecuaciones vectoriales que se desarrollarán son en realidad sistemas de ecuaciones. 

Para la resolución del tipo de problema que se abordará, la ecuación de trayectoria , no se 

conoce directamente, sino que se encuentra planteada por medio de un vector de 

ecuaciones diferenciales de primer orden en t , a la que llamaré ecuación de estado , que 

tendrá la siguiente forma: 

dY/dt = f(Y,U,t) ---- { 1 

complementada por las condiciones iniciales Y(to) =Yo. 

. . . 

·.. ~·.:·:-: .... y :' . - ~ . . . 

Dada esta condidón: la e~~~ción d~ ~~ta~o pu~de resolverse de niánera única , {ya que l~ 
ec~ación es de pri111er oñÍ~~). dand()' c6m~ re~ultado, la correspondinete tray~ctoria de 

estado Y = Y(t). 
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l.2.2. La optimización lntertemporal: El problema del má1imo de Pontryagln. 

Se cu<iJcrnrn ahora. una canridaJ J. <tUe incluye la inrcgral de rrayecroria (una inrcgral 

JiliniJa .;nn rc>pcclo .a r . se encuentra detinda en función de úifercnrcs variables }Í 

timciones del tiempo) de forma general: 

T. 

J= f F(Y;U.t)dt 

ro 

por lo que como se aprecia,'. ·:·J· ·piicde ser considerada de alguna forma como un nujo 

total, y en donde F -es una función dada de la lrayectira de eslado Y = Y {t), la cual es a su 

vc7. generada por el vector de Control U(t) vía ta ecuación de esrado , y T el tiempo tina! 

dado , en el cual rennina la rrayectoria de estado. 

Ya que se considera que U{t) se encuentra dado . rcncmos que con esla información es 

posible resolver el sistema de ecuaciones diferenciales pudiendo conocer la lrayecloria de 

""lado Y. y el flujo rotal J. 

Como se puede ver; el valar dc.J ··depende enloces de los diferentes valores que se den en el 

riempo del \'CCloi u; ;r '1d. '~uc la pregunta que aparece a continuación para el 

ma:<lmi7.ador, es qué \'Cctor. de control U , hace que J lome su valor óptimo, por ejemplo su 



valor máximo, lo cual constituye el llamado problema dd :\lá1imo de Ponlryagln que 

licnc por 1anto, la fonna.siguienle: 

T 

:\(a.X J f F(Y, U,t) dt 

u to 

sujeto a: 

dYI dt = f(Y, U, t), 

con Y(to) =_Yo 

2.2.3. Procedimiento varlaclonal para la resolución del problema del m•1tmo de 

Pontryagln. 

Dado el problema de maximización descrito anteriormente, se puede temporamhnente acudir 

a una peculiar fonna de multiplicadores de Lagrange, introduciendo el Lagrangiano 

definido como: 

T 

l = J ( F- >.. ( •i Y Id t - f)) dt --- (2 

to 



Siendo :l. ~ :l.(t),. el vector de multiplicadores de Lagrangc de la misma dimensión que \'. 

Sfllc"'c lamhiCn 4ue la ·rc~lri..:ci<irl que es din~imica operando -3 ~:u.fa instante ,~~ i~t.cgrada 

1.1mhii.!n. 

. . 
,u1ituir la cxprcsiiin de J uhlcnkndo y desarrollando la· ~ipresión : 

T T 

J ( F .,. Ar Jdt : f ( ~ ¡¡Y I o t) dt -- (3 

to to 

definiendo: 

--- ( 4 

de modo que es posible ( 4 en (3 y defiendo dY / dt = Y~ usando genéricamente para 

simplificar la notación el subíndice t para designar la derivada de t. 

T T 

l = J f./ dt - JA Yt dt -(5 

to to 

Lo segunda integral en el miembro dcÍ'ccho de (5 , puede integrarse por partes, haciendo 
,· ·.: ' 

notar que d(:I. \'J. dt ~ :l. y, At v\ie ~~ que: 

A y,= d (A Y J" dt - A• Y 



por consiguicnlc susliluyendo en (5 : 

T T 

l ~ J 1/ di fcsc:i.Y¡- :i.Y¡dt 

to to 

T 

J ( 1/ + ;l.1 ~ ) dt. • ;l. r Yr + A• Y• -(6 

10 

Siendo :i.r = ;l.(TJ y :i.. = ;l.(0), los valores iniciales y finales de :i., lerúcndo Y, 

ünicamcnte valor inicial quedando su valor final determinado por s~ ~aycctoria. 

En csle momenlo es necesario analizar el comportarnicnlo de l '. · para poder determinar las 

condiciones de ma.ximización. Para cUo haremos una variación funcioÍlal al vector de 

conlrol lT, la variable principal de tal fonna que a su valor se le sume una diferencial: 

l'. (t) -> U(t) + ó U(I) 

y en consecuencia análogamente con Y : 
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\'(!)-+ \'(t) •· e' Y{t) 

.\unquc se <lchc lcncr en m~nt~ qu~ ,.;y¡t¡ depinde d~ .~F{t) ~or la ecuaci<ín de estado, no 

c'S nccci;ario .:onoc~r cxplici~~~t~' ~i~h~ ~cl~ciÓ~ ya: que el objeto de acudir a los 

mulliplicaJores de ¿gran~;;; ~.~¡ ~: ~,it:r tr~h:Íj~r ~on dicha ecua~ión ~xplicitamentc. 

En caso de Mt), la variación. t5u(t)n!> lo afecta. ya que es una variable independiente. 

Estas variaciones hacen. que cambie J y l ;· qÚe. c5 ia·variable de interés en este momento. 

Como s~bemos qu~ el punto Wcial ile Y; Y~ ,im .. carnbia, 'su .. diferencial es cero, aunque Yr 

si lo hace por lo que (6 queda de lasiguientc foíma;'difeÍ'enciando en ambos lados de la 

mbma: 

T 

o l = J (o¡.¡ + At oY ) dt • Ar 6\'r --( 7 

to 

AJi como ¡.¡ = f (Y ,U, ! , A) tenemos que : 

13 f./ = (6 ¡.¡ / 6 V) dY + (6 ¡.¡ I o U) d U --(8 



Por lo 4uc sus!ilu~·cndo (8 en ci lcncmos 4uc cslahlccicndo las condiciones .de primer 

orden dnnde : 

6L=O 

lcncmos; 

T 

j ( ( 611 115Y - Á1) ¡;y • (Ol/ 16U) &F)) di - A.r 15Yr () --(9 

to 

Donde se debe hacer notar que la.'l variaciones funcionales dU(t), dY(t) . y dYr , no 

arbitrarias, ya awiqe Ja única variación independiente es d U(t) , de. la cual dependen las 

demás, por Jo que es posible por facilidad imponer Ja condición: 

A•= ·151fll5Y ---- (10 

complementándola con Ja condición inicial: 

A(T)=O ----- ( 11 

1-" llamada Condición de Transversalidad que generalmente requerirá de condiciones iniciales 

y finales de Y, puede ser dificil de satisfacer. 



Teniendo de esta fonna que la variación d l se reduce a : 

.T 

S l = f ((ll lf 11'V ¡ 1:1lT ¡ dt o ----(12 

to 

y ya que d U(t) es arbitraria la ecuación anterior sólo podrá cumplin;e si : 

&/IBU ~o ---(13 

Para cuando las soluciones de U, sean ~1.criorcs, es decir :•.e encuentren denlro de la región 

factihle de valores en el, problema, lo que' reduce la' ma:wniZación del problema, a la 

ma.Wni1.ación de ff. lo cual es puede ser' especialme~le ÍJlil. ver el problema desde esta 

perspectiva en muchos casos , 

Y fmalmenlc la ecuación de restricción: 

--( 14 



Siendo A , el precio sombra similanncnlc .¡uc en el mélodo de los multipli~adorcs de 

f .ag.range. de manera 4ue : 

----(15 

2.2.4. Consideraciones adicionales. 

Las condiciones establecidas anteriormente pueden ser consideradas como principios de 

maximi7.ación general. ya que este mélodo no tiene en realidad una solución estanda1i7.ada 

general, ya que es relativamente nuevo. De ahí que la solción de wt problema real deberá 

tomar en cuenl.1 los principios mencionados anrerionnenle, lratando de enlender su 

significado en el problema, siendo necesario en l3gU11os casos añadir condiciones adicionales 

o simplemente rcinterprerar las anlcriorcs. 

Cuando los problemas de optimización no tienen un horizonte finito ( T-• oc), la condición 

de rransversalidad, detenninada por la ecuacion ( l l , es una cuestión que actualmente no 

tiene consenso entre los matemáticos, siendo una condición dificil de manlener en este caso 

y a menudo es su.•tilllida por : 

--(16 
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Otra consideración importante es el establecimiento de condiciones límite para las ecuación 

de estado y/o las variables de control, ya que cuando H es lineal con respecto a ellas la 

condición (13 , no se cumple, teniendo en este caso soluciones límite óptimas, (donde la 

variable toma el valor máximo o mínimo factible). 

Para incorporar restricciones al problema que no puedan ser establecidas en forma de la 

ecuación de estado, (la cual es un sistema de ecuaciones diferenciales de primer grado), se 

han desarrollado métodos que son capaces de incorporar restricciones del tipo: 

fl (Y,U, t) = Cl 

ó f2 (Y,U,t) = < C2 

donde C 1 y C2 son constantes cualquiera. 

Los cuales más bien son criterios que siguen la lógica, de las condiciones de.Kuhn -Tucker 

mencionadas antes, por lo que generalmente cuando éstas (. f1 y f2 f son simples, es más 

fücil en la practica , resolver normalmente, teniendo encuenta_-Jas restricciones que.sé 

tengan eliminando de la solución los Íllngos Íle las vj¡f¡~bl~s qu~ ~ola~· Ía r~siriceión, como 

se hará en los problemas modelo que se ~~~~iv~rá~post~riorriente: 

so 



3. Aplicación del Principio del Máximo de Pontryagin en la determinación de una 

polltka de reinvenión y contratación de personal óp!imas. 

3.l. Las políticas de inversión y contratación de personal. La función de producción. 

En toda empresa, es posible agrupar los recursos productivos de la misma en 2 grandes 

bloques : recursos materiales y recursos humanos. 

Se entenderá por recursos materiales. todos los bienes (tangibles o no), necesarios para 

llevar a cabo la actividad productiva: máquinas, herrramientas, el espacio fisico, las 

instalaciones y edificios (tamailo. de planta), así como los requerimentos de publicidad y 

propaganda. En general, todos los recursos materiales al servicio de la empresa, sin 

importar si son propios o son ajenos, se designarán como el factor capital (K). 

Por otra parte, todas las personas que laboran en cualquier área de la empresa constituyen 

los recursos humanos y se desiganarán como el factor trabajo ( L y no t para no confundir 

con el tiempo). 

Desde este punto de vista, todas la politicas empresariales de la empresa tienen que ver en 

forma general con alguno de estos factores,. por lci. que el establecimiento de óptimas 

SI 



políticas de reinversión y de contratación de personal pueden servir de base para el 

establecimiento de políticas más particulares para el conjunto de áreas de Ja empresa. 

Para tal efecto es necesario el conocer la f1111ció11 de prod11cc/ó11 de Ja empresa que es la 

combinación de los factores capital (K) y trabajo (L) que producen diferentes niveles de 

producción (Q}, es decir, conocer Q = f (K, L). En el caso que desarrollo 

posterionnente, entenderemos por Q como la producdón fabricada y vendida en el 

mercado en una unidad de tiempo determinada. 

Asf mismo es importante decir . que para l·o~ casós qu~ se analizarán, tanto L como K son 

funciones del tiempo por lo qu~·Q c~~blará ~n el tiempo. Más explicitamente tendremos: 
- <-~- ' -,'•'. • 

. Q = f( K(t), L(t)). 

suponiendo además por simplicidad, que la función de produción no depende directamente 

del tiempo, (Q = f (K(t}, L(t),'l) .sino sólamente vla capital y trabajadores por lo que se 

evitarán los caso en los que de aiguna manera la "constitución" de la función de producción 

cambie en el tiempo ~n la medida que las relaciones de los factores lo hagan. 

Como se menci~nará posteriormente, esto implica que Q depende de los valores de K y de 

L al tiempo ¡ ~i~ existir por lo tanto "tiempos de maduraciÓn~ de los recursos,. ~s dec'ir que 

en la medida ~n que p;~ ~¡ ti~m~o la reniabiÍidad ;d~ una nli~~a ~rtldad de :ecurso puede 

ir cambiando enel tiempo, Jo cual ocurre con Írecue~cia. en la realidad- cuando, por 
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ejemplo, la inversión de una planta K, no hace que la empresa empiece a vender sus 

productos en el mercado Q, sino hasta que !Ja pasado cieno tiempo en el que el producto es 

promovido en el mercado y ha sido aceptado por los clientes estableciendo que los recurso 

materiales de la empresa han llegado a su maduerez ya que están generalndo recursos a 

plena capacidad y en forma estable. En el caso de los recursos humanos análogamente, 

existe un tiempo considerable de aprendizaje de los trabajadores para llegar a un punto en el 

que son más productivos. 

Intuitivan1ente se podrá inferir que este fenómeno es más mareado en las empresas que 

empiezan o en los proyectos de inversión nuevos, ya que como es lógico tienen que 

aprender a operar eficazmente y tendrán que ganar una reputación en el mercado, para 

poder competir con aquellas empresas, ya establecidas, que unicamente cambian sus niveles 

de recursos, y en las que la respuesta del mercado a dicha variación es más rápida. 

Por otra parte, muchas veces construir la función de producción, no es un trabajo fácil; 

generalmente es necesario recurrir a análisis técnicos de producción y de veritas, asl como 

procesar información histórica y estadistica de la propia empresa y de empresas similares 

del mismo sector industrial, para de esa forma determinar el comportamiento de las 

principales variables empresariales y poder determinar la función . 

. . . .. 

Es importante mencionar que en muchos casos no es necesario conocer la función de 

producción completa, sino unicamente la porción que nos interesa que ge~enÍl~ent~ es el 

final de la misma ya que como veremos mas adelante, con ~a i~foÍmación podrá ser · 
, '. .. , .. ,., ', . 

suficiente para deteminar ·políticas de inversión yde co~tratación. de ·p~rson8l óptimas. 
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. \sí mi~mo ..:n otras ocasiones únicamente puede ser necesario l.!onoccr' la función- de 

prnJucci<'>n.Jc di:tcrminada :irc~ dcníro d~la empres~. :ir~~ a ;a'quc.sc llar110rá · ,_.,,,·1e111<1. que 

puede ser an;l¡;.ado en forma ~obal ... in~ependi~níc~c~t~. del ~esÍo de 1á. c,;,presa .• aunque . 
. . . ' . . . . . . . . . . . . . ' 

con rclacio~es,C.;n cll~ ·¡,¡~n>idc~tiflcadas; El sistema puede ser ~a dMsión Jisic:Í de. la 

empresa ~· bie'n la l~~fi~~d <f/ I~ ~Ísm~ en un lapso determinado de tie~~ así domo una . - .. , . . .• 

purciÓn del tamaflo:d.c la,IÍli;ma corno mencionarnos anteriormente. 

Dado que los casos que analizaremos tendrán como objeto el establecimiento de políticas 

gcner.'.l!es de inversión y contratación de personal se trabajará con una función de 

producción irnplicita, por lo que bastará con conocer los signos de las siguientes derivada.•: 

d2 o CK. Ll 

dK2 
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Las 2 primeras expresiones detenninan Jos rendimientos marginales de capital y trabajo 

respectivamente que en ténninos generales son siempre positivas (ver figuras 1 y 3 ). Esto 

significa que entre más capital y trabajadores, se empleen en una empresa, su producción 

vendida será mayor. 

En cambio, las últimas 2 derivadas pueden ser positivas, iguales a cero o negativas. Esto 

determinaría si la empresa en cuestión tiene rendimientos crecientes, constantes, o 

decrecientes a escala respectivamente tanto de capital como de trabajo. 

Este dato es particulannente importante para una empresa maximizadora de beneficios, ya 

que nos expresa que Jos rendimientos marginales pueden cambiar y de hecho cambian en casi 

todas las empresas lo que nos lleva a Ja conclusión que no todas las unidades de capital o 

trabajo, reditúan lo mismo a la empresa sino que el rendimiento marginal varía generalmente 

en función del nivel de capital y trabajo en que se encuentre, lo que es detenninante para la 

detenninacón de una política de crecimiento de capital y personal óptima, se verá 

posteriormente. 

Para los problemas que se resolverán posteriomentc, se considerarán rendimientos 

decrecientes a escala, Jos cuales son los más comunes en Ja realidad, lo que significa que si 

mantenemos el resto de Jos recursos constllllies; ei rendimiento marginal, tanto del trabajo, 

como del capital van disminuyendo.en l~·rnedlda.en que se incrementan, como muestra la 

figura 2 y4. 
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Q(K, L) 

Fig. 1 

El comportamiento del capital 
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Q(K,L) 

Fig. 2 

El comportamlneto del trabajo. 

La pregunta que es interante responder en este sentido, es qué nivel de capital y trabajo . 

convendrá tener para cada momento y poder detemtinar las pollticasde inv~rsión y 

contratación de personal óptimas cuando el contexto de' la empresa está cambiando, 

especialmente el salario y la tasa de interés . 
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3.2. El valor presente. 

Como se mencionó anterionnente, el objetivo de la empresa capitalista es la generación de 

utilidadades máximas. Existen variantes de este objetivo: se dice que es generar utilidades 

en el presente y futuro; también existen diferentes fonnas de medir esto: las utilidades 

brutas, el rendimiento de capital, el flujo de caja, etcétera. 

Para el problema que será resuelto , se usará el concepto de valor presente con una tasa de 

descuento p sujeto a ciertas restricciones de comportamiento. 

El valor presente es una medida de los flujos de dinero (entradas y salidas) que se tendrán 

en el futuro, y se "traen" al presente a una ta5!1, de descuento p por medio de la eual es 

posible comparar y sumar cantidades que se obtienen en diferentes puntos en el tiempo, 

ya que como es lógico, no es lo mismo un peso en este momento que dentro de un áño por 

ejemplo. 

De esta fonna se tiene una medida que pennite evaluar la conveniencia de sacrificar 

utilidades en el presente para ganarlas en el futuro, por lo que se pu~de -afi~arq~e el 

objetivo de todas la políticas empresariales de una de empresa determinada, :~sel. inaximaa'r 

conjuntamente su valor presente, y digo conjuntaritente,-porque como se mencionó las 

políticas empresariales .deben ser establ~cidas asumi~ndo integ.ralmente a la empresa, 

evitando de esta forma, establecer objetivos y políticas particulares aisladas. 

58 



Para dio. supondremos un valor de ¡) como la Tasa : de Retorno l\línirna Aceptada 

(TRF.:'\I.·\) que es rcndimiemo mínirno de dinero. qUe el .émpresaiio iiene o que podrá tener 

en orra imwsii1ÍÍ., (<¡u~ podrá i;ér ·el b..;;i:u¡:por' loº:·quc iin_: hhminos generales p será 
, .. 

c4ui\'alcnie. ·a I~ '"'ª de itÍti:res,hancaiia ;au~~~e tambi¿~ podrá· ser <!~terminada por el 

imcn;ionisra arb.it~aria~~~t~:-,:• /} . 

. ~ ;,_:r:-, ·~··, 

<~:~'..' ·:·/' ~·¡~> 
' •• t .... :' " _, • ~ •• -~. ~ 

IJc esta manera i:'s posible valuar.para 'un inversionista detenninado la eqivalencia entre un 
. ··'·.· ":' ,.~''\"' 

peso ahora y p_eso en_ obté~dO"fnún,period~ de.tiempo determinado: 

Sl e;; un periodo .~)l·i-p) (SI ~h~ra) 
··' 

do~~e p, e~ b tas:ide ~ndimiento en el periodo del inversionista 

"- ·. ' ; 

. .. ·:. ', .· 
.\si definiremos que el valor ~rese~te (VP) de_un.peso en u~ periodo de tiempo es: 

1 

VP= 

(1 + p) 

.-\si mi.•mo, generalizando, si se quisiera calcular el Valor Presente de una cantidad G al 

cabo de n periodos de tiempo se lendria la siguiente expresión_: 

;o 



,¡ 

\'P• 

(1 ... p) 

Como 13'l variables 4ue usaré.en el ;nodelo son fu~~iones eontiiiuas en el tiempo .convendrá 

tener una "lasa dedé.~c~enfo irt~rarit.in~a", e~\lccJ la lasa que es funciÓn del tiempo y que 

iguala a la lasa dé pefÍOdo~~do ~ sub11Mdá el. "!ism~.' ~linÍÍo n~c~~de veces. 

Por ejemplo si suponerno'; ~hora que 'p es .la rasa dé interés de descuento anual, y queremos 
- . . ' - - ' •,j" . ' ' ~ . ' ": ' 

enconb'ar Ja eqli;valciúe s~esti'al s :' 
tenemos: 

(l+:S)(l+.r) = (l+p) 

donde fácibncnlc podemos despejar .r ; 

Si ahora hacemos un número de subdh.isiones g , de un solo periodo; se tiene: 

n = 1 g 

donde 1 es tiempo medido en este caso en número de años. 

De esta fonna se tiene la siguiente aproximación: 
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•• 
( l - 11/g) (1 f. p) 

t~p)l(lpla 

(1. pg) 

Si se hace que g lienda a infinito 

lonemos que: 

.. lp 

(l r p/ g) e 

Por lo que: 

.... 
VP G C 

De esta fonna tenemos una expresión contínua en el tiémpo que permite calcular el Valor 

Presente de G en cualquier púnto de liempo, Jo cual será de gran utilidad para el problema 

que rcsoh-ere postcrionnente. 

Es irnportanle que la unidades de tiempo que se usen para t sean compatibles con la ta.•a p, 

para 4uc el rcsultaJo que obtengamos sea correcto. 
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J.J. La polilica de reinversii1n y conlratación de personal, sin posibilidad de 

t•t11ll•11c.lamil'nto 

J.J. l. l.a función objelivo. Planleamiento del problema 

El prohlcma que resolveré a continuación es el de determinar politicas generales de inversión 

y de contratación de personal en una empresa maximi7.adora de bcnenficios. suponiendo en 

la primera que •olamente se pueden invertir los recursos generados por la empresa por·'º 

ljUC la jimc1Ón rmje//WJ del mismo será Ja siguiente: 

·pi 

~la.x V J' J g ( Q • w L) C dt 

•• L 

·~jeto a las siguiente restricción dinámica : 

dK/dl (l· g) (Q-w L) 

donde: Q = Q( K, L ) 

g = g( !) 

ó2 

• la fun~lón de producción 

• la proporéión de las utilidades que 

son extraídas 



L =L( r) - factor trabajo 

K= K( tJ - factor capital 

w=w(t) - salario real 

Como ,·cmos lajimo-icin uhjetivo esta expresada· cor~~ una integral, así como Ja restricción 

es una derivada· con rcspc~Í~ det;ie~~~ ( e~wción de estado ) por lo que el planteamiento 

es congÍuente con el método del :.Iáximo de· Pon ti)· a gin pudiendo ser resucito por el mismo. 

La función objetivo como vemos ma.ximi?.a las "utilidades c.xtraida," de Ja empresa <¡Ue 

dependen de las utilidades de Ja empresa que a su vez se encuentran determinadas en este 

caso por los ingresos (venta• neta,¡, menos Jos egresos, (salario por número de trabajadores) 

multilplicadas pur Ja proporción de extracción _de ganancias g, reinvirtiendo el resto de las 

ganancias ( la proporción 1- g) , como lo indica Ja única ecuación de estado. 

Aunque es posible plantear que los ingresos o egresos dependan de otras variables más 

especificas, o Jos flujos de dinero sean planteados en otra forma. Jo importante es que esta 

función objetivo, es en términos generales la fünción objetivo . <¡Ue toda empresa 

maximazadora de beneficios debe optimizar, por Jo que esta expresión es "5peciahnente útil 

para el palnteamicnto de problemas de politica empresarial. 

De esta forma se tiene que L y g son las variables ele control respectivamente. que como su 

nombre indica son en las que el empresario determina; K es Ja 1·ari.,h/e de estado en Ja que 
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su cambio depende de las ant•7iores. úctcnninando toda:~ ellas el resto de. las variablés de la 

1.;n1pn .. · ... 1 . 

. \unque no se ha puesto restricciones fonnales a los valores Je g y K. .se pondrá· en este 

caso especial· atención úni_camente en los valores· de·. g entre O y 1 por· s~r esta una 
' ' ' 

proporción, y d~ K lllayores de o. 

Es importante mciicionar que se supone que la empresa produce un solo tipo de bien 

estándar, .!oque no hnpide que en realidad se produzcan más ya que es posible obtener 

equivalenéia. del rc!ilo de los bienes producidos al bien estándar, comereiándolo además a 

un precio f¡jo cstandari2;;do en l. De esta fonna, el salario real w, se encuentra referido al 

precio de la siguiente forma: 

w 
w= 

p 

donde W y P '"'" el salario y precio nominales respectivamente, por lo que w e.xpresa las . .. . -. . 
urúdades del bien Q qué sé .pueden ·comprar con el .salario W al preéio de venta P, el cual .. ' ' - . 

.:orno se ve, es un d.ito suflciente para resolvc·~ este problema. 

Así mismo, con•iene hacer notar que las unidades de ·'ª función de producción Q{K,L), 

son (urúdades de producto I unidad de tiempo ) por I~ que ~i sk.- multiplicados por g y 

por el exponente se conservan las unidades, que al ser intcgradás nos dan un escalar que es 

el Valor Presente de todos los ingresos y egresos de la empresa desde el momento t = o, 



·. . . . - -· . 

hasla 1 " -<, para el problema que rcs_ol\·orá: ya q~c se piensa eri polilicas. d~ Íai'go plazo. 

suponiendo una empresa que eslara mucho licmp;> en .J niercadÓ,. aun.<IUe eso no implica que 

sea posible poner ·un limile superior ; la intégrat siendo elltonccs necesario tener 

condiciones tin:1lcs p<1ra las varial>lcs. 

Trunbién es necesario tener cuidado que todas las variables y parámetros del problema, 

esrén e.~presadas en la misma unidad de tiempo, renicndo de esra forma que las variable 

jlUjo, Q esté en unidades de producto I tiempo , y que las variables acervo, K, L esten en 

unidades de capital y de trabajo respeclivamenre . 

J.J.2. Las Condiciones de Primer Orden. 

Se planfea el Hamiltoniano H del problema: 

•pi 

H = g{ Q -wLJe 1'. (1 - g)( Q - w L) 

Para e.;tar el exponencial, es conveniente defüúr 

pi 

He He 

pi 

m ;.e 
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IJondc .1hora m es el \'alor del precio somhra en cada momento t • y no su valor presente 

como es A.· por fo que ! le queda e.~prcsado de la siguiente fonma ya sin el exponencial 

e.xplicirn: 

He ~ g ( Q - w L) ~ m (1- g ) (() - wL) 

factoriUU!do (Q - IV L) 

lle ; (Q - w L)(g • m g + m ) 

Ahora "" posihle plantear la.q c.o.ndicioncii de ·primer orden, suponiendo soluciones 

interiores: 

d Hct dg ·- o 

(Q - w f. ) • m (Q ~ w L ) O 

{Q-wL)( l~m) o --· (l 

(g~ mg .+ m) ( Ot:-w) o ---(JI 

<londc Q1. ·" dQI <lL 

dKldt .stic1 om 
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K1= (1-g)(Q-wL) ----e m 

donde K1, d Kd 1 

4ue es la ccuai:ión de cslado . 

-IH!lliK 

pi.:ro como 

·PI ·pi 

A.1 =me - pme 

'dondeA.1= dA.ldt y m1 ·"dm/dt 

Usando la definición de He se tiene : 

- pi 

-SH/SK = - 5Hc/5Hce 

obteniendo de así una expresión para· llll : 

1t1t - SHci SK t- pm 

m1·= -Qi<(g-mg+m) + pm ----(IV 
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Las ~ ecuaciones. que se han P.lanteaúo anteriormente, son condiciones que lenúrán que 

cumplirse en tcido momento para asegurar que estamos maximi7.ando. La.• primera.• 2 

ecuaciones ópcr.an siempre que Ja solución a lomar úc g y L respectivamente son soluciones 

inh:riorcs d-~; .· J ¡,,(; /~f~1 · prohlcm~. por lo c1ue t:s necesario analizar 4uc ~éan. i.¡oluciones 

maximi~.aúorás par~ luego ú~ftnir condiciones generales para poder determinar el valor de 

his voriables.· 

derivondo Ja ecuación 1 con respento g: 

élHc/og =o 

De donde se supone que el valor maximizador. de g es un valor ünúte, dependiendo el valor 

Je la ecuación 1' o bien un "punto silla", donde g seria· un punto interior. 

Derivando la ecuación 11 respecto a L: 

élHc/ élL (g-mg ... m)Qu. -- V 

donde Qu. = o Q 1 oL 
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4uc se había supuesto ~'S menor que- cero ( rcdimientos decrecientes), úé Jo contrario el 

t>linto /1p1i~o sc.:ria cuando l. - •.1 • 

1 le esta fonna wmos 4ue 13 ce ilación V es menor 4uc ~ero d1ando g: m g - rn ->·o . lo 

cual como veré ¡iostericirmcnte siempre se cumplirá' por _lo que s_e a.<egura que la ecuación 

ll, es cfüctivamentc una condición de maXini?.ación. 

J.J.J, Solución e interpretación económica. 

Tanto la ecuación 1 como la ecuación II son una multiplicación d_e 2 factores que dan 
- -

cero, por lo que ~_ecesariam~nte alguno de los 2 factores de cada ecuación debe ser cero. por 

lo que es necesário anali= cada caso. 

'',:: ' ' ,' .,,_ ·. 

Como (Q~ w L- ~, o}, ~s Wi s~pucsio d!IM!'dc ~i¡,,tlr permanentemente ya que eso 

cquiv:ildria a de~iÍ' q~e '~n~ ~ondÍdÓ~ Ópnm~: ~s ~ui: Ja ~mpresa genere utilidades iguales a 

c•w en codo niomentó,-cl.iaw que se suponga' que para que 13 ecuación 1 se cumpla: 

l ·m =O 
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.. ' -, -

de donde se concluye que es una condición necesaria para. que la ecuación l sea verdadera, 
' ' .·,. ; 

es decir para que g sea una solu~ión interior .. En ~asó que. g sea una solución límite es 

decir que la proporción de ganadas 'extráfdas Henda 'a a: o bien a . -a: suponiendo por el 

momento que depende de los vai'ores inici~ldé:K y L ló qué se 'analÍzará posteriormente y se ·. •.' ... -,_ ., ' . . .·-

profundizará en ello en el caso en que existe la po~Íbilidad de. endeudarse. 

:'. ·:·:'<;:.·-_-._ , "-:. . ' 

Ahora sólo queda analizar las 2 opcione~ . ~u~ ia. ecuació~· ll plantea, la cual se sabe se 

cumple necesariamente ya que L no es lineal con re8pecto ·He, por.Jo que L es una 

solución interior siempre. 

™2J. (1 -m) =O; (g-mg+m¡=o; 

Entonces: 

m=I 

para todo momento, por lo que : 

ll1l =O 

por lo que:· 

g-g+J=O 

1 = o 
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lo cual es falso,. lo ·que significa que este caso no es posible; Por lo que si se tiene una 

solución interior' de g, siempre que Q - w L <>O, QL = w .. Y si QL< > w, Q -w L =O. 

- ' . . . . . -. . . 

De esta fonna solo· queda analizar el caso donde· QL - \\/ = 0. 

~ m=I; QL-w=O; 

QL=W -------- (V 

y como . m = 1, se tiene que 

n1t= O 

por lo que: 

- QK (g - mg - m) + p m = O 

(VI 

.. . 
·-. .-- - -·. -

De esta forma se tienen :Í condicl~nes. ~~ ~p;ima~idad para cu~do 8 es . una solución 

interior, que significa que el rii~él ~ptinio de'· 'éliplt~l y trab~JCÍ.~u~ ~~a··e~pr~sa debe tener 
-· .. ' ,. - -l. . 

es donde su rendimento marginal sea iguÍd a su costcien eí.inercado p y w 'respectivamente. 

Como se supone qué w está éarríbi~ndo, y cómci : Qi; depe~de 'tai;tci J~ K ~~ino de L, 

entonces los 2 factores cambiarán en el tieinpo. 
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En este sentido es importante mencionar que L es una variable de control, por lo 

suponemos que puede cambiar abruptamente, es decir como función del tiempo puede tener 

una discontinuidad, a diferencia del K en el que su cambio en el tiempo está determinado 

por la ecuación Ill, por lo que sólo cambia en función de g y no puede tener 

discontinuidades, por lo que es importante el valor inicial de K el cual en caso de ser tal 

que las condiciones de optimalidad no se cumplan, deteminará el límite de g . 

Con esta infonnación ya es posible determinar el válÓr áe:Íodas 1'as ~ariables para cualquier 

función de producción ya que esta más las condici~\ies ;dl. ó~f¡;;;~fd~d ~presadas por las 

ecuaciones V y VI dan 3 ecuaciones para detenninar 3 .variables: K, L y g. 

Cuando g es una solución limite, se tiene(que la ek~aciÓn~I no es cierta, por lo que 

BHc/ 8g <>O, 

De esta fonna, se observa que si se supone que la empresa tiene siempre ganadas positivas, 

es decir Q - w L > O, la pendiente de la ecuación 1 depende del valor de m: 

Cuando m > 1 aHc/ 8g <O, perlo que el valor, de_ g _que maximiza !íc y el problema es 

su límite inferior . 
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Como se vió anteriormente, m es el "precio sombra " de la restricción de capital, por lo 

que en este caso· se está en un punto donde un cambio positivo de esta, genera un cambio 

positivo mayor en la ganancias en el mismo momento, por lo que la empresa se encuentra 

en un punto donde es altamente productiva conviniendo invertir en ella todo lo que sea 

posible, más que las propias ganacias. En este caso seria de utilidad ver la posibilidad de 

endeudarse, que se analizará en el siguiente inciso, ya que se supone un empresario 

m•zador de beneficios, y por tanto no tiene recursos líquidos (por definición, todos sus 

recursos deberán estar invertidos en empresas con rendimiento marginal mayor o igual a p), 

de lo que se concluye que el limite inferior de ges O . 

Cuando m < 1 aHc/ ag > O, por lo que el valor ·de g que maximiza He, es su limite 

superior. 

En este momento la empresa es poco eficiente ya que _una _unidad adicional de capital genera 

menos de una unidad de ganadas por lo que convlente desinvertir, es decir, extraer más 

utilidades que las ganancias que genera la empresa, hasta llegar a su punto más eficiente, 

donde m= l. 

. - ,. . 

A diferencia que el caso-ánteriór'donde convienen invertir más que las ganacias, _en este 

caso es posible desinvertir un~ ~rci~orció~·indetenili~ada.de las ganadas por lo que el limite 

superior de g depende de cada empresa .f' : 

Ahora si Q - w L < O, los valores maximizadores de g.son inversos: 
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.fil.n:L2:_L la solución óptima de g es el límite supencir, por lo que convendría desinvertir 

para llegar a un punto donde .QK · sea·.mayor.yse i~nga~· g~r\acia~ positivas y por tanto 

donde se tendría una discontinuidad en . g ' ¡~ iüi1 ~ri'd;~ nÓ ocurnr p~~ lo que se llegaría a 
~· .. '·,~ . L ~ 

un punto línúte donde K = O, es decirla émpresá n,O ~s yiable en ningún punto. 

·,·/·.,:.: .. }://.)<<- ··-.:~/;'-··.;_:~ .. ·· > •.. -. 

fil..m..:Ll., la solución óptima' de g es el limite inferior el cual en nuestro problema general 

nunca sucederá ya que se supo~~ ~endi~i~~tos decre~ientes de capital, y capital positivo 

por lo que esta solución carece de sentido econónúco. 

3.4. La política de inversión con posibildad de endeudamiento. 

En este caso se analizará el caso de una empresa en la que su crecinúento. puede ser 

financiado con recursos propios con un costo de oportunidad con tasa p y con recursos 

prestados a una tasa r . 

Ya que la politica de personal 6pti01a. quedó plenamente resuelt~ e~.·el c~ anterior, en 

este momento pW-a simplificar eí i>~ob1émá;>soto se analizará el >fiiC:iór ~apita!' por 1o;que 

ahora la fün~iónde Pr~d~~ciód,·s~rA fii~ció~ ~~l~~plt~'i~ni~~m~~ie (; Q .,;,Q(K) .· ),· 
.·-,.-{ 

suponiendo rendimientos decrecientes de escala al igualqüe el caso anterior. y q~edando 
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todos los demás factores referidos al mismo. por lo 4uc Q (K) scr;i Jiforcnle a simpkmentc 

eliminar 1. del caso anterior Jonde esislia cxplicitantc el factor trallajo. 

De •'Sta fonna la función objetivo es: 

... 
max VP J u e di 

d.G 

sujeto a: 

SK/lit Q(KJ - r D - G + d 

f\D/Ot - J 

Donde K, O, d, G, son funciones d~I tielll~o siendo i:Ís 2 primeras variables de estado con 

valores iniciales dados y con cambios· en el tiempo ·continuas ( variables predeterminadas ), 

teniendo además 2 re11tricci~nes diruimicas (ecuaciones 'de estado) en vez de una, ya que se 

ha incorporado un acervo mas: D. 

Ahora las variables Je control son G y d, _las cuales pueJon cambiar discontuametc en el 

tiempo, ajustándose inmediatamele ( variables no predctenninadas). 
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G, son liis g.macias extraidas de la empresa y no d porcentaje· de los recursos generados por 

la empresa cxlraídos. como en d !=aso anterior. 

d. es la canlidad 4ue se pide prestada ~uando es mayor 4uc cero, o 4ue se abona ª·la deuda 

cuando ce; negativa. 

D, es el monto total de la deuda que genera intereses a una tasa r. Para el problema 4ue se 

resolverá. únicamenle interesaran los valores de D mayores a cero. Asi mismo se deberá 

añadir una condición más de lran.'1iersalidad : 

Como se puede apreciar la función objetivo es esencialmente la misma que en el caso 

anterior ya que además .de englobar todos los recurso de la empresa en K como se 

mencionó anteriormente, incorpora la posibilidad de tener deuda que genera intereses que 

tendrán que ser amortizados por los recursos generados por la •mpresa sacrificando 

ganancias, por recursos prestados o por ambos como los expresa la pnrner ecuación de 

estado. 

J.4.1. 1.11.~ condiciones de primer orden 



Análogamente con el caso anterior se plantea el hamiltoniano He simpliñcando el 

exponencial. 

He= G+ml (Q • rD-G+d) +m2 (d) 

Se plantean las condiciones de prjmer orden del hamiltoniano, usando la misma notación que 

en el caso anterior. 

liHc/lid = O 

ml +m2 =O ·-(A 

liHc/SG=O 

1-ml =O ---·- (B 

liK/lit =liHc/liml 

K1 = Q· rD-G+d ·-- (C 

liD / lit=li He/ li in2 

Dt =d -(D 

liml/O!= -liHc/5K + pml 

'inh ;,-mi Qr. -Í-pml --(E 

lim2/ lit =-liHc/ liD+ p m2 
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m21 =mir + p m2 --··· (F 

3.4.2. Solución e interpretación económica. 

Como se ve las ecuaciones (A y (B son condiciones para cuando d y G son soluciones 

interiores respectivamente, por lo que a continuación se resolverá el sistema en forma 

general para cada uno de Jos casos en los que efectivamente sean soluciones interiores y para 

cuando sean soluciones limite. 

· ~ .cllfill...1... d y g son soluciones interiores. 

En este caso todas las ecuaciones se cumplen: 

De (A: 

mi= - m2 -···(A' 

De (B: 

mi=! ·····( B' 

m2=-1 

Como mh = m21 =O, se tiene: 

p=r -···· ( G 
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Lo cual es una condición que no tiene que. ser. cierta ya que ambos· valores son fijados 

arbitrariamente suponiendo además en este caso que r > p , ·por Jo que se descarta Ja 

posibilidad de que este caso. sea cierto. 

~ G solución interior, d solución limite. 

En este caso Ja ecuación (A no se cumple, pero Ja primera parte ( mi + m2) determina, Ja 

pendiente del hamiltoniano con respecto a d . 

De (B: 

mi=! ----- ( B' 

De (E comomli =O 

--(H 

y ya que p es constante y Q es únicamente función de K : 

. Kt =O ---- ( I 

De Ja ecuación. (F : . 

cS m2/( r+p m2) =cS t ----- (] 

Ja cual es una ecuación diferenéial de variables separables: 

79 ESTA TESIS 
SAUI IE lA 

NI Df6E 
B!BLIOfEC~ 



J J /( r i" i' m2) .~ m2 · j ,< t 

llí• In (r + p m2 ) ~ t • e 

tomando Ja exponencial en ambos miembros <le la ccuacicin : 

"' 
r•pml~cc 

PI 

m2 =e e - r'p ----- < r 

por lo que a t = O , y <lado que r > p se: tiene que: 

6Hcl lid.< O 

. ' . . . : . ~ ., . 

por lo que <l "5 solución liinitc irÍferior ' '10 que si&nifica . que todas las ganancias deberán 

ser 11•a<las. p~~ abonar D ~n·ca'.,~q~~~ea Ínáy~~ a éero. 

En caso que D = O se '¡~~~~,~~e 'éf!iliiítflnt~rim· -de el es cero ya que de no ser asi 

signilicari~ qu~ ,¡J¡~~i~~e·~·'b ~u"C:'(¡;i~~;@ay~/~~~dhnlento que Ja empresa pero para 

nuestro problema no. tiene sentido que º .. sea menor a eer~ por lo que en ·este caso se tendria 

que: 

so 



G=Q ---- ( K 

Concluyend~ este caso: una.vez ~ue la empresa se encuentra en el punto donde QK = p , 

no conviene invertir 'en la empresa ya que la siguiente unidad de capital invertida en en la 

empresa tiene menos ren_dimiento que. · p , la tasa mínima, por lo que los recursos 

generados,.deberán usarse e~ pagar d~uda si exi~te (que como se analizará más adelante este 

caso no será lógico) y si"no• en eKtraerlos íntegramente como gananacias, cumpliendo la 

ecuación (K. 

rutl d solucióninterior, o solución límite. 

En este caso, la ~é~aciÓ~ (B:no sclcu~pie, deterininando la primera parte·(! - mi), la 
- ,,_ ... ·.,,,_,:.'. ---· -·- --

pendiente d~ He s~b;.~_ G, p~r.l~ qu~ G ~erá una .solución IÍmite superior cuando m 1 < 1 

y será u~a sÓlu~ión llÍnil~ inferior cuando mi > l. 

Así mismo de la ecuación (A 

mi =-m2' ---- (A' 

por lo que derivando ambas partes respecto al ti~mpo, se tiene: 

mio =-m21 ---( L 
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sustituyendo (E y (F en (L : 

-mi QK+pml =-mir -pm2 

sustituyendo m2 por - m 1. y s.implificando: 

Qi.: = r ---(M 

La cual es una condición de maximización, que al igual que el caso anterior implica que el 

capital K no varia; Por tal razón se tiene: 

G = Q - rD + d ---- ( N 

Como se mencionó· anteriormente la solución limite de G será superior cuando Ja 
. .-: ,. ·-. " 

rentabilidad marginal del caipital de Ja e.mpresa sea menos redituable que el mínimo 

rendimiento aceptado por. el empresario, es decir : 

·ml<J 

que significa que todos los· recursos generados por la empresa Q, deberán ser extraídos 

además de extraer re~u.rscis prestados d. 
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Ya que se está partiendo del supuesto que r >. p, y dadci que QK = r , se tiene que este 

caso no tiene sentido económico para el problema que se está resolviendo por lo que para 

nuestros fines, siempre que QK= r, se deb~ te~er m >1,; p~Í-1?.q~e '.QK > ~: 

En este caso, se tendrá una solu~ión lf~iÍe'inferl~r~~ d·po/1~ ·~~~ remiténdose a la 

ecuación (N , se observa que si s~ su~orie'~~J¡~¡~ irif"~~o;~~ b i~aÍ ~ cero, es decir el 

empresario no tiene recursos extr~ i~féidi,sp~:.Sto~~or la.em~ie.sa,'~ntonces : 

De esta forma, todos los recursos g~i1eraclos por lá empresa después de pagar intereses 

deberán ser usuados para abonar deud~.·:_ 

. . 

La intuición económica de este resÚlta~o se pi~de inclus~ apreciar en el siguiente esquema 

estático: 

aunque la empresa sigue siendo atractiva a la inversón por lo arguinentado anteriomente, en 
' . ·: ,'. . . : 

este punto no conviene invertir.en·ena ya que como.se tienen ádeudos ·(o> oj y como se 

suponen rendimientos decre~ici~ires~e ~~~it~l. l~siguiente uni~ad inve~lda en la e~presa, es 

menos redituable que r, la tasa qué genera f~ déÚda D.~ por lo queintuiti."'.ariiente es más-· 
redituable "invertir;, en disníi~'úir:o que hacer!~ en la ~l11presa con reritabild~d marginal 

menor, cumpliéndose de esta fo-f"llla 1.a ecuación (Ji/ .. 
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üna vez que se haya pagado toda la deuda, (D = O), y ya que 

D>=O 

en todo momento, los recursos generados, Q, deberán ser invertidos en la empresa ya que 

como se verá posteriormente la opción restante de extraerlos como ganancias no es 

conveniente. 

~ G solución límite, d solución límite. 

En este caso, tanto la ecuación JA como la (B, no se cumplen, determinando la primera 

parte el signo de la la pendi~ete d~ liiic1!ld y llHc/óG respectivamente, por lo que 

análogamente a los casos anieri~res se an~izará los casos que se present,;n ahora . 

a) G y d soluciones limite superior; esto implicaria que por d de (A : 

ml+m2 >O 

ml >·m2 

lo cual implica que QK> r. 

y por G de(B: 

ml<J 



lo que implica que Qx < p lo cual significa que p > r lo que como se determinó 

ante1iormcnte este caso carece de sentido. 

b) Ges solución límite superior, d es solución limite inferi.or; 

Esto significa que m 1 < 1 , como se mencionó anteriormente y entonces la empresa se se 

encuentra en un punto donde parte de su capital invenido es menos redituable que el 

mínimo aceptado por el empresario p , por lo que conviene desinvenir ( Kt < Q ) utilizando 

estos recursos adicionales a pagar deuda si existe (d solución inferior) o para· extraerse en 

forma de ganancia G en caso de que D =O. 

e) Ges solución limite inferior, d es solución límite superior. 

Ahora, m l > 1 ,. lá empresa·. tiene rendimiento marginal mayor a p por lo se debe 

incrementar el cápital.de la_ émpresa ( Kt >o). Asi mismo se supone que: 

· mi.> -rn2 

ya que es solución limite superior por lo que tenemos que : 

QK>r 
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lo que significa que es conveniente incrementar el capital con recursos propios (G = Q-rD) 

asi como con recursos prestados d, hasta el punto donde m2 = 1 ( QK = r) ubicándonos en 

el caso 3 ya estudiado, donde d es una solución interior y Kt = O • 

d) Ges solución límite inferior, d es solución limite inferior. 

En este caso, mi > 1 por lo que conviene invertir en la empresa pero como mi < • m2 se 

sabe que es conveniente incrementar el capital sacrificando ganancias pero sin hacer uso de 

recursos prestados por lo que d = O en caso que D = O, 6 d < O en caso que D > O, ya 

que estos son prestados a una tasa mayor que el rendimiento marginal de la empresa. 

Como se ve el caso 4 es el único en el que es posible modificar el acervo de capital K de la 

empresa, dependiendo su signo de cambio en el tiempo, así como la forma de 

financiamiento del mismo, de las condiciones iniciales de capital K y deuda D y de los 

valores dados de la tasas de préstamo r y la tasa minima de rendimiento de la inversión p. 

3.5. Las políticas de invenión y contratación óptimas. 

Me parece que los resultados obtenidos anteriormente; son_una sólida base para establecer 

políticas de inversión y de contratación óptimas de carácter genéral;asi como también · 

pueden arrojar criterios igualmente válidos pará el. establ~cimle~to -de . políticas 

empresariales más concretas dado el carácter integrador de la funciÓIJ de producción. 
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Como se ha visto, la infonnación que es necesario tener es : la función de producción, 

nivel inicial de trabajadores, nivel de capital invertido en la empresa, y monto del 

endeudamiento inicial, para poder ubicar de esta forma, la situación de la empresa en 

relación con las variables cxógenas para ella que en los casos que analizamos, son el salario, 

y las tasas de interés activa y pasiva del mercado 

Quizá la información más dificil de obtener con exactitud es la función de producción, la 

cual es fundamental para el poder detenninar los rendimientos marginales de los recursos. 

Como se mencionó anteriomente (ver 3.1.), en algunos casos no es necesario la función de 

toda la empresa, ya que en ocasiones concretas.sólo nos podría interesar una parte de ella 

(sistema) ya sea fisica, o de un nivel de recursos para adelante por ejemplo. 

Pero ahora, además se está en condiciónes de entender que tampoco es necesario en 

ciertos casos, el tener una función de producción implícita matemáticamente no obstante que 

el desarrollo matemático, se realizó en fonna funcional y sugeriría el manejo de 

expresiones matemáticas concretas para poder ser aplicado . 

Esto es porque los resultados obtenidos, podrán fácilmente ser usados únicamente como 

criterios para la planeación de politicas de crecimiento, dejando el nivel de comprensión 
.. . . -

empirica sobre el comportamient~ integral de las variables de la empresa, a. los pro~ios · ... 

empresarios o expertos en la misma, lo cÜ~I parci:~' ~s I~ p~rte más dificil dádo su 
'•"': .. ·,, . . 

carácter intuitivo y subjetivo, que en mÚchos casos es. sólo producto de la experiencia, 
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pudiendo ser una tarea demasiado complicada el expresarlo matemáticamente, corriendo el 

riesgo adicional de hacer simplificaciones peligrosas, o de llegar a expresiones limitadas 

incapaces de determinar la complejidad de las relaciones entre las variables empresariales. 

Esto no siginífica, que no sea siempre útil el uso de información estadística, ni que no se 

tenga que utilizar a cierto nivel, datos concretos acerca de las variables empresariales, si no 

que mi intención es únicamente dejar claro que existe un conocimiento empírico y cualitativo 

fundamental sobre la función de producción, aunque ésta no pueda ser detenninada 

expllcitamente, y que en ese nivel de pensamiento, las conclusiones obtenidas puedes ser 

igualmente útiles. 

3.5.l. Condiciones óptimas para cada recurso productivo, como metas. 

. ' . ·. 

La solución del sistema, arrojó condiciones de.optimalidad para cada· recurso que en el. caso 

que se analizó se simplificaron en recur~os ·~um~t;os L, y ieéursos mat~ríal~s K, de tal 

forma que: 

--·-(a 

y ·-(b 
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lo cual genéricamente significa que el nivel óptimo de cada uno, es en el cual su 

rendimiento marginal, es decir el rendimiento de la siguiente unidad "invertida", es igual a 

su costo en el mercado, lo cual es intuitivamente correcto ya que si tenemos un recurso que 

tiene rendimientos marginal superior a su costo, significa que es redituable aumentarlo, y en 

caso que se encuentre en un punto de rendimiento marginal menor a su costo, lo más 

acertado seria disminuir el acervo de dicho recurso, hasta un nivel en el que se cumplan las 

condiciones dadas. 

Con esta argumentación obtenida en la sección 3.3 , es posible hacer conclusiones más 

particulares para cualquier recurso de la empresa, englobadas en L o K, por lo que 

tendremos en forma general igual número de condiciones de equilibrio como recursos 

empresariales estemos analizando en una empresa. 

Es importante advertir que el hecho que exista una condición de equilbrio maximizadora 

por cada recurso, no significa que cada uno de ellos pueda optimizarse en forma 

independiente. 

Ya que cada condición involucra todas la demás variables o recursos, por el carácter 

integrador que como se estableció, deberá tener la función de producción, cada condición 

de equilibrio depende de todos los recursos, por lo que se tendrán un número de variables 

igual al número de ecuaciones con lo que se podrán determinar los niveles óptimos 'para 

cada uno de los recursos. 
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De esta manera se tendrá que en el problema que se resolvió: 

QK = f ( K(t), L(t}) 

QL = f( K(t), L(t)) 

Una primera impresión de Jos resultados obtenidos, podría ser el que pase desapercibido su 

carácter dinámico, ya que las condiciones de optimalidad son de alguna manera estáticas. 

Lo cierto es que Jos resultados de optimalidad obtenidos son en general compatibles con Ja 

"intuición estática", pudiéndose incluso determinar por métodos de optimización estáticos 

mucho más simples pero incapaces de determinar la forma óptima para llegar a ellos cuando 

incluso las condiciones económicas del entorno estén cambiando 

De ahí Ja utilidad del Método del Máximo de Pontryagin ya que permite resolver 

problemas, donde las condiciones óplimas, son equilibrios a los que se tendrá que llegar 

para maximizar beneficios, determinando además Ja forma óptima en el tiempo para llegar a 

ellos, siendo esto último, la más importante aportación de este método, ya que en general 

las empresas no se encuéntran en equilibrio óptimo estátic() encCllda uno de sus recursos. 

,, ' ¡ ':) ,~ 

... : ,._':''• .. .·. ,:-.. : . , -":/~:·;. 

Aunque es cierto que aigti_nos de ~116s -~-~ pJe~en. llju~!~r i~s!~~t~eamente, o muy rápido, 

eKisten otros que necesitan irs~ ac~m~Ia~do; por un~ pr~ceso; ;~e velocidad limitada por una 



serie de restricciones dinámicas que generalmente dependen de otros recursos, por lo que en 

muchos casos el aumento del acervo de un recurso involucra un cambio en otro(s) , 

haciendo el problema más dificil de entender intuitivamente e imposible de resolver en un 

esquema estático. 

En el primer problema que se estudió, se manejaron el trabajo L y el capital K como 2 

únicos recursos, suponiendo el trabajo como variable de control, la cual se ajusta 

inmediatamente (variable no predeterminada) y el capital que se modifica en función de la 

cantidad invertida que a su vez depende del acervo del resto de los recurso, incluido el 

propio capital, asi como de g la proporción de ganancias extrafdas. 

El supuesto que L se ajusta inmediatamente, puede ser incluso dificil de cumplir en la 

realidad, si pensamos que en muchas ocasiones es dificil despedir personal lo que además 

involucra el gasto de indemnización. También en general la contratación de personal tarda 

tiempo principalmente en un esquema de poco desempleo, implicando además tiempo y 

costo de capacitación. 

No obstante esto, pueden existir diversas formas de disminuir la cantidad real de 

trabajadores asalariados en un sistema empresarial ya sea mediante la disminución de tumos 

y/o jornadas de trabajo, anticipando vacaciones o bien trasladando trabajadores a otras 

áreas, paros técnicos etc. 
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propios generados por la misma empresa, por lo que es en este caso son especialmente. 

interesantes los criterios obtenidos. 

3.S.2. Pensar en rendimientos marginales. 

En general la teoria de Evaluación de Proyectos Industrialés, obliené sus conclusiones L"tl 

base al rendimiento medio considerando de cierta. forma que los reetinios de la. empresa son 

igualmente productivos para cualquier niwl de acervo. 

El proccdimienlo general del mismo tiene como objeto el averiguar la renl.'.lbildad de 

dcK"l1llinado proyecto económico que e~ forma genérica seria: 

Q 

Rm 

K 

Donde Rm es la rcnlabilidad media. 



Qk(K,L) 

Fig. 3 

Los rendimientos marginales de capital 
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QL( ,L) 

Fig. 4 

Los rendimientos marginales del trabajo 
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Qk(K,L) 

p 

K* 

Fig. 5 

La condición de oplimalidad de K. 

Para ello se hace un estudio de mercado, donde se determina la cantÍdad de produ~tos 

vendida a un precio dadci. así; .como info.:mación illteres~~Í~ ace~ca del mis~o. 
Posterionnente se realiza un esi~di¿ i~~ico donde se deterntlÜanlos . recursos necesarios 

para operar en el mercado. 

Una vez que se obtiéne infonn~~i6ri~~6breJ~, ,~~t~~ ;~breelm°'~ÍodeJ~ inversión a 

distintos puntos de tiempo se pufde ~etcrmimii finalmente la •'rentabilidad dé la empresa 
-.. ,. • •• • •• • > ' • 
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calculando el valor presente por ejemplo con una tasa mínima de retomo, el cual si es mayor 

que cero significará que el proyecto de inversión es redituable llevarlo a cabo. 

Así mismo Ja rentabilidad Rm es mayor que la tasa de interés a que se presta en el mercado, 

conviene financiar el proyecto con recursos prestados 

En este sentido el trabajo desarrollado en esta tesis puede ser de utilidad, ya que establece Ja 

idea de que el rendimiento de los recursos no es constante como se aprecia en las figuras 2 

y 4 . Generalmente los recursos tienen rendimientos decrecientes a escala como se 

argumentó anteriormente por Jo que las primeras unidades de recurso invertidas, son més 

redituables, Jo cual es un dato fundamental para el establecimiento de politicas óptimas de 

cambio de recursos . 

De esta forma es posible pensar que el hecho que un determinado proyecto de inversión, sea 

rentable, no implica que a otros niveles de inversión podría serlo más y análogamente, que 

el que sea poco rentable no significa que no Jo pueda ser en otros niveles de recursos. 

En consecuencia el primer paso para la· pla11eació11 de una pol//ica de inversión y 

contratación de perso11a/, es el determinar los niveles ópimos de L y K resolviendo las 2 

ecuaciones determinadas por las condiciones de equilibrio maximizadoras, dadas por (a y 

(b. 
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QL(K,L) 

w(t 

L 
L* 

Flg.6 

La condición de optimaldad para L. 

Estos puntos de equilibrio que se consideran. como meta; no son estáticos, varían en el 

tiempo ya que se supone qÚe w ' está c~biimdo, p~r l~ ~ue la canÍid~d tanto de L, eomo 
·' . •"". ",:-;;··· .. . . 

de K varian también en el equilibrio, fo'~ual 'queda determinado en el desarrollo de la 

sección Cal poder llegar a expresiones concretas de K= f(t) y L= f(t) . 
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Intuitivamente se puede pensar que si w(t) cae, ( dw/ dt < O ) suponiendo que p 

constante, la relación L •fK• debe aumentar en el equilibrio, ya que el costo de L es 

menor por lo que conviene producir usando más intensivamente el factor trabajo. 

Análogamente si w(t) aumenta en relación a p, la relación de eqilibrio L*/K* deberá 

ahora disminuir , conviniendo en consecuencia producir más intensivamente en capital que 

en trabajo. 
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Qk2(K) 

p 

K*1 K*2 

Fig. 7 

Las condiciones de optimalidad para K 

con posibildad de endeudamiento. 

Si pensamos el contexto actual de la empresa en México: salarios_ reales bajos y cayendo y 

tasas de interés altas y constantes, los resultados obtenidos dicen que es más adecuado 

elaborar productos manufacturados con alío contenici'~ de inano de obra siendo el nivel de 
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inversión material en planta óptimo, sensiblemente menor que en, periodos de tasas de· 

interés bajas. 

Así mismo es importante tomar en cuenta los cambios que podrá tener la funcion de 

producción que aunque como mencioné anteriormente, ·· no · ~on to~~~os en cuenta· 

directamente en el presente modelo, pueden ser determinantes en la s~IÜciÓ~.·, ya que c~mo 
se dijo en el capítulo 111 sección B, para efectos d~ est~ tesis, Q :i~; la ;r~dJ~clÓn ~tie 

l' ....•• 

además de ser producida es vendida, por Jo que es posible •·que la cú~~.Q(K(t); L(T)) se 

halla desplazado de su lugar original, además de simpleni~t~·;.;rn~~~~seº~ "s~bie ~u~;'. 

En épocas de crisis económica como la presente, las produC:tiVidades margin8Jes de capital 

generalmente disminuyen en la mayor parte de los sectores.industrial~~;"ya·~~~ clxiste.~na 
contracción de la demanda debida a una disminución del ingrésO' r~a{del "áu~ento de 

precios y por si fuera poco del desafortunado aumento diIVAi por 1ci q~e la ~~..V~ de 
. ,':'< .. :, . 

productividad marginal del capital (fig. 2 ) se contrae: 

No obstante lo anterior, es posible. que en de~o 
~"' ': ,•e_:,. 

generamente de bajo precio, la relación ~aiginal del capiial aumente en épocas de crisis, • al 

ser más demandados sus productos y JáfacHid~d e de :~bici;Jo~ ;~ ;, ,~erc~d~ ~~mente 
también, aunque en términos generales s~ pu~ pe%~~r ~~~'e;;~iásÓ es Í~ Rle~os usual. .. 

- " ' .. :.:~:·¡·,:·-... o '. "·' - ',·. ·, ,. • "-~ '· . • • 

Sin embargo aunque " Ja constitución " de Ja función de producción carnbie, las condiciones 

(a y (b siguen siendo válidas lo que no evita que in.volucren diferentes niveles óptimos de 
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recurso K y L en cada momento por las causas mencionadas, por que se dirá, que mientras 

los cambios de las condiciones de equilibrio se deban a cambios del entorno (w{t) y p ) 

estos estarán determinados en el modelo y cuando éstos se deban a cambios de la función 

de producción el modelo deberá ser corrido otra vez con el nuevo supuesto, sabiendo de 

antemano que las condiciones son las mismas, pcr lo que es necesario estar pendientes a este 

tipo de cambios para la planeación de política~ adecuadas. 

3,5,3, Diferentes politices para diferentes condiciones iniciales. 

Tomando como referencia las figuras S y 6 , en el momento de realizar la planeación, la 

empresa podrá estar en los casos en que Ka> K•, ó Ko < K• y que Lo> L• ó 

Lo < L • donde como se ve K• y L • son los niveles de equHbrio que. cumplen las ecuaciones 

(a y (b, que son considerados como meta, dode Ka y :Lo 5on los,n.ivéles iniciales de capital y 

trabajadores respectivamente . 

El problema a continuación será determinar la fornu(ópÍima para disminuir el nivel de K 

y Len caso que su valor inicial sea,ma;orqu~:~·u Óptimo o en aumentarlo en el caso de que 

sus valores iniciales sean menores, lo cual se podrá pensar es el caso más común. 
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Como se mencionó, en el caso del factor trabajo L, el problema es menos complejo ya que 

es relativamente fiícil ajustar este recurso a diferentes niveles deseados en forma rápida y 

con costos relativamente bajos. 

En el caso de los recursos materiales K, el problema es más complejo ya que el proc.eso de 

ajuste es necesariamente paulatino, especialmente cuando el cambio.: es· positivo 

(incremento), ya que este debe ser financiado por recursos que .se; generlln'- en la· misma 

empresa a una cierta velocidad, cuando en caso de que d~b~ dis~Í~~ii ~sí~~: dcli~ián ser 
' ' , . ""-'.... ,,.,_ .-- ·'·- -~ ' -· ,__ - ' 

vendidos extrayéndolos como ganancias lo cual generalamerÍté es·,;,A-~'~ápid~·;·~vide~te .. 

El criterio óptimo para determinar una política de inversión, es º,qué lo~;é~~Úós en los 

acervos de capital deberán realizarse en la forma más rápida posible', el cual es un 

resultado dinámico dificil de ver en un esquema estático. 

En el caso del capital en caso que Ko < K• , Cónv~~dría. Incrementrarlo a costa de 

sacrificar todas las ganadas generadas (g es solución' límite inferior),·· siendo lo óptimo no· 
¡ ' ' . ~ ,. -

empezar a extrer ga1u111c/as de lá empresa hasta, que -~/la esté en sU nfrel de i11vers/ó11 de . 

equilibrio. 

. ·. . - . 

Esto significa que ya que est~mos maximizando eÍValor Presente de ~na empresa, los flujos· 

de dinero que extraer~inos en el futuro: Íina ~ei \ue hayamos llegado al punto de 

equilibrio comp~n~a~A~ ( aunll iasa d~ d~scu~nt~); ;;I~ privación " de recursos en el 

presente. 
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Esta conclusión, podrá ser dificil de apreciar intuitivamente, especialmente cuando la tasa 

de descuento p es relativamente alta, ya que el empresario podrá pensar que las ganancias 

que deba sacrificar durante cierto tiempo, dificilmente podrán compensar los altos 

rendimientos que puede obtener inmediatamente a la tasa p. 

Aunque la demostración formal, de que incluso en este caso es conveniente no e><traer 

ganancias , puede ser compleja ( ver sección 3.3.3 ); se podrá en este momento 

simplemente decir que en caso de que p sea alta, K* ·es baja (ver llg. 5), por lo que la 

distancia K• - Ko es relativmente pequeña lo que significa q~e en este caso el tiempo de 

"sacrificio" es tambfen pequeño lo cuaf es compatible con la intuición estática:· 

En cambio si p es pequeña, la distancia K*- Ko es mayor, as! como el tiempo de 

sacrificio en e[ que el empresario está inviertiendo. 

Además en ambos casos se tiene que dado Jos.rendimientos d~c;eclelltes'~ escala, todas las 
-:,. -;. 

unidades de capital individualmente Vistas, que sé han fovcrtido 'anteriormente, son más 
. -- . . , \. ~ . 

redituables que p, por lo que el rendimiento medio e~ rriayéir t~;;;biéii, iricÍuso en cantidades 
, . - -· ' •'. ')~~/ ~·· . . . . 

de inversión cercanas a K*, Jo que es compatibfe co.n el resÚIÍado de que el sacrificio de 

utilidades es conveniente porque éstas serán usadas para invertir en unidades de capital que 

son más productivas que el rendimiento mínimo aceptable para el empresario 

!03 



3.5.4. El efeclo del endeudamienlo. 

Ahora se tienen 2 tasas de interés: la tasa de interés pasiva .. r y la TREMA, p .; por lo . . , 

que se tienen ahora 2 condiciones de equilibrio, (en las c~ales K no. vari~ ) para el capital . 

.,-,,¡ "<,:. 

Aunque en términos generales r > p; si sepie~~~ pÓ;ej~ri;p1b';jue p'esÍáce~e~~a a'Íá tasa 
..... :···,-=· .. , ,.·:.-----::.'~-?L:.: :.\.,~\>~·-~'-.-,.:-: ·. :, -. :· - ·: __ 

de rendimienlo bancaria, en caso que no fuera': asf, lo que se tendria es 'que laernpresa 

estarla siempre en el nivel de capital ~As ;~-~;a~i~J~~·~~~~.?~~:fli,q~.~ ~t~;e¿i~ie~to con 

deuda completamente en caso que.K~ .<¡¿,o,' ya_q_~'e el P.~n't'b'~1.; dbnd~ Q~ ;,.¡. se 

encuentra fuera de las posibilidades de inve~sión,'pagru;:dd la d~Úd~ I~ inAs · rApido posible 

antes de pensar en extraer ganacias corno se. llnalizará·cori mayor 'detalle posieriomente, 

Analizado el caso más común en que r > p, se sigue considerando que QK = p 

correspondiente para un nivel de.inversión 1<2• (ver figura 7 ), es el equilibrio meta de la 

empresa, con la variante que ·la 'distancia K>• - Ko podrá ser cubierta ahora por deuda en 

caso que esta distancia sea positiv~. 

En este caso, la po'líti~a ~~,i~~e~sión ó¡iima dependerá también de las condiciones iniciales,. 

por lo que ubicá~donos ~~-¡~figura 7, se tiene que si Ko < K1.•, los.rendimentos. 

marginales d~l c~pital' de la em~resa son m~yore5 que la tasa a la se presta r por I~ que 

conviene financiar ~~te cr~ini~ntoc~n ~e~da, 
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Una. vez estando el/ K1 •, ·se llega a un equilibrio donde QK = r, y donde antes de pensar 

en invertir más e1da empresa o en ex/raer ganancias, es necesario pagar el /Ola/ de fa 

deuda, ya que··como se mencionó antes, en caso de invertir, las siguientes unidades de 

capital invertidas, serán menos rentables que r por lo que lo mejor es disminuir la deuda, y 

en caso de extraerlas, la deuda estarla generando intereses a una tasa mayor que la de 

disfrute del dinero p además de que la empresa tiene también, rendimientos marginales 

mayores a p por lo que esta opción es desechada por completo . 

Esto significa que la política de pago de deuda óptima , es el tener montos y plazos de 

pago, que coincidan con los recursos generados por la empresa ( d solución límite 

inferior), pagando de esta forma, la deuda lo más pronto posible. 

Una vez pagada la deuda, abandonando el supuesto de equilibrio anterior. y ··se. einpieza · 

a elevar el monto de la inversión usando igualmete todos los recur~os'que ~e· g~ner~n e~ la·. 

empresa ( G solución límite inferior) para tal efecto, hasta n~gS; .lal~ sÚeta de c~pit~ 1<2• 
donde Qk = p y todos los recursos generados sean ext;aid~s ·como g~~~cfa G ya q~e 
como se analizó anteriomente, no es conveniente invertir: · 

En caso que el nivel de inversión inicial Ko, se encuentre entre los pU~tos. K1• y K 2• , la 

empresa está en el caso en el que su rendimieJ1toniarginal es ~ayor que el mínimo aéeptable 

por el empresario p, pero m~nor que la'taSá ... pasiva,. r; por ió que no:es'conveniente 
.. • • ... . • '<' ; -'...:-· ___ ,,,-- :.- '- .-. ·-··,'··. > • ' 

financiar el crecimento corideuda, aúneneicaso ~~~!que ~I r~~dimiel1to glÓbal medlo ~¡'10 

sea, ubicándonos de esta f~ffiia en el' caso est~~i~do ant~riórincnte donde no existía 
~ . - -·; . - .. 

posibilidad de endeudamiento pero· cÓnvi~ne crecer. ·. 
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Igualmente, si Ko es mayor que 1<2• , Jo más conveniente es disminuir la inversión, 

vendiendo parte de la empresa hasta ubicarse en el punto de equilibrio a niveles de 

inversión 1<2* donde Qi: =p. 

3.5.5. Una forma fácil de aplicar las políticas concluidas • 

La forma de hacer operativas las conclusiones teóricas hechas anteriormente deben en Ja 

práctica tomar en cuenta todos los elementos que operan en el mundo real y que no han 

sido supuestos en la resolución matemática. 

. . . 
·· .. :·'.·,,. . .. ' . 

Aunque como se puede apreciar, Ja solución exaéta del problema requiere _de un trabajo 

matemático muchas veces .. complicado,- hi apJi~acaión ~~ las politicás de in~~~siÓ~ y 

contratación de personal desarroliadas, :·. pued~ ser rel~tlvaniente senciÚa erÍ ~uclÍ~s caios ··-· ....... -. ·'· ·. . . .. . . . . 

donde la actividad directi~a ~~~¡¡¡¿~ fe~ s~flci~~te · dado lo simple y general . de _las 

condiciones óptimas de ~quili~~b f~~ci~Ída~. .·· 

:>: 

De alguna manera las políti~a ~~ in~~~sóri y' d~'~on't'rataciÓn de personal, se pueden definir a 

través de ver a la e~presa co~~: u~:Jroy~cio d;;i~~ersión, en el que se analiza su viabilidad 

a cada momento tomándoieta~bién,· ac~i~nes·c~ncretas permanentemente. 
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Desde esa perspectiva, supongamos que se evalúa la viabilidad de un proyecto de inversión. 

El empresario debe pensar en varias opciones acerca del tamaño de inversión en cada 

recurso del proyec10. 

Lo importante es conocer el rendimienlo de las dili:rcncia~ del tamaño para tener una idea 

sobre los rendinúentos marginales, por lo que se empieza por el análisis del capital K, en 

forma simple podrá ser calculado mediante la siguiente expresión:· 

JU.= ---- (CL 

Kn - K.-1 

Donde JU. es ef RcndiÍnientó del enc.simo incremenío · de capital, Qn y . Qn·• los rc:Cursos 

generados a los 'i truiiaños de ~~cisióll dé capital Kn y Kn-1 respectivamente , por lo . '. . '. ·:.·,.. ..,, .. ::· .... _. -· 

que esta expresión será 'una ine{i~ aproxirna~iÓn al r~nd~Cnlo marginal en la medida que 

¡~,decir el empresario p~dd ~;np~~~n~li7.ando el °Casci~dc menodnversión comparando la 

renrabilidad del rrÍlllei' ~cr~~'ento Ri; ci~j ~i~mo, cons~ . Tasa de Retomo Mínima . .· .. -- .. • . 
~ 

Acoplada definida como p y con la tas~ pasiva de présramo r . 

107 



En caso que la rentabilidad Rh del proyecto a ese nivel ·sea mayor que p, : se concluirá que 

el proyecto a ese nivel de inversión es con~eniente y .si adémás ~s mayor: que r, ·convendrá 

además ser financiado con recursos prestados. 

De esta forma, podemos pasar ahora al siguiente nivel de inversión tratando que este 

incremento K, - K2 sea lo más pequeilo posible, analizando la rentabilidad de este 

incremento de capital Rfa, comparándolo de nuevo con r , y asi sucesivamente hasta llegar 

a un punto donde este rendimiento sea los más cercano a r a fin de encontrar con 

mayor exactitud el valor que correspondería a K1 • de la figura 7. 

Para ello, convendría ir haciendo los incrementos lo más pequeilo posible, haciendo una 

interpolación final si es necesario, para enc?ntrar una mejor aproximación a K1 • usando 

los 2 niveles de inversión, n y n-1, en los que Rin·l • > r > Rin . 

Una vez determinado este punto, se debe seguir,un procedimiento análogo hasta llegar al 

punto donde la rentabilidad del último periodo a~alizado sea igu'á¡ a p, lo que determinaría 

el valor máximo de inversión ·rentable deÍ pr6yecto' ( la meta ·~· de la figura 7 ) al que se 

deberá llegar éon r~cursos gener~dos po~··¡~ propia' empr~sa d~spués de haber liquidado la 

deuda D. 

Es importante mencionar qúe aunque és deseable : que el empresario tenga información 

acerca de los rendimient~s de ~c:iiueilos incrementos de 
0

i~ve~siÓn, .· ta~ pequeilos co~o sea 
. ~ :· ., '. . ,_:' '.'. ·, . . <·::· . ·: "; ._, ·: . . . . 

posible a fin de tenér .la. mayor precisión, esto no significa que el proyecto tenga que 
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desarrollarse a esa velocidad y con esos incrementos para llegar a resultados óptimos, ya 

que estos incrnmentos son hechos teóricamente para ser analizados únicamente . 

En caso que desde el primer incremento analizado se tenga que su rendimiento sea menor 

que p, se tendrá que la empresa o el proyencto de inversión tiene por lo menos un nivel 

menos. redituable que el mínimo aceptable por lo que seguramente convendria desinvertir 

haciendo el mismo procedimfonto que el anterior pero ahora con decrementos de capital 

hasta llegar al punto donde el Rendimiento del decremento sea igual a - p. 

En el caso del factor. trabajo L , el número de trabajadores óptimo podrá ser determinado 

empíricamente en forma análoga ni de inversión: 

Ahora el incremento inás peq'~~ño~d~ r~curso L es un trabajador, por lo que podemos usar 

la expresión (ex, te~end~:~I denomin~dordel segundo término en este caso un valor de 1, 

siendo Qn y Qn-1 · 1a~ producciones de los.niveles de trabajadores Ln y Ln-1 respectivamente. 

Se deberá contratar un siguiente trabajador en una empresa, si el hacerlo incrementa Q más 

que lo que el salario que se paga (w) , por lo que se deberá tener información lo más 

precisa posible acerca de las diferentes producciones Q para los diferentes número de 

trabajadores (igual que se hizo con el capital) , para de esta forma tener una idea del 

rendimiento marginal del mismo y poder llegar al nivel donde el rendimento del último 

trabajador sea lo más cercano a w lo que significaría que ese es el nivel de trabajadores 

óptimo L •, lo cual como se vió, no significa que sea precisamente el último trabajador el que 
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sea menos productivo si no que la producÍÍvidad. marginal "conjunta" de los trabajadores va 

disminuyendo en la medida que se incrementa L. 

Así mismo, como ya se vió con el capital, si el rendimento del primer incremento Rit es 

menor que w, se tendrá que existen demasiados trabajadores por lo que el número total de 

trabajadores deberá disminuir, haciendo igualmente el mismo análisis pero con decrementos 

de L hasta llegar al nivel donde la rentabilidad del último es igual a - w. 

Es importante advenir el hecho que el análisis de los incrementos de K y L deberá hacerse 

suponiendo que el otro recurso es constante • ·por lo que podria ser más sencillo empezar 

con K que es el factor al que es más fiícil referir L, para después hacerlo. co.n los L, los 

trabajadores, aunque también sea posible en. algunos. casos hacer el análisis·, IJledi~te 
. . ·-· .. ' 

incrementos combinados de los 2 factores, simultáneamente .. -
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4. Virtudes y limitaciones de la optimización intertemporal. Conclusiones. 

4.1. Recapitulación final. 

En el primer capitulo, se introdujo al análisis del entorno competitivo y de la empresa, con 

lo que queda claro la complejidad del mismo, dado el gran número de variables en 

diferentes circunstancias. 

La idea fundamental de este trabajo, es eI mostrar que ese entorno y esas circunstancias son 

objeto de ser modeladas en un esquema ma;emático,-par~c·poder encontrar las politicas . . . . . -

adecuadas que lleven a la empresa a c~mplir su obfetivo, establéciendo de esta fonna, una 

estrategia competitiva completa, que· de:alg1ma mane·;a·'oscilará .entre alguna de las 

estrategias genéricas mencionadas en el mis_mo .. 

De t>ta forma se desarrolló en la tercera parte un.modelo para determinar políticas de 

inversión y contratación de personal ÓpÍlma~ de ~iiracter general, _donde. se obtuvieron e~ 
base a ciertos supuestos_ relllliv~ente sencillos, : politicas_· claras rnenciónado algunos 

criterios metodológic~~. para pode~ ser establecidos mediante m~didas más particulares en 

una empresa cualquiera 
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En general se puede pensar que el método de optimización intertemporal del Máximo de 

Pontryagin, sirve fundamentalmente para indicar las mejores formas para llegar a ciertos 

puntos óptimos de equilibrio que cambian en la medida que las condiciones del entorno 

cambian también 

4.2. La realidad es más compleja que cualquier modelo. 

En el mundo real existe un gran número de circunstancias que hacen que el trabajo de la 

planeación estratégica sea poco exacta y que además halla una serie de fenómenos dificiles 

de prever que son muy dificiles de modelar matemáticamente. 

LO importante es tener'prés.ente lós. supuesiOs. que sé hacen en el modelo para poder 

determinar sus:U~ita~i~ri~s/porldqu~ lici:~-Jl~~~ed~cir qu~ el método pueda ser erróneo 

sino que~ usarse '~o s~io~~_;/én·~~ent~ ,d~;~i-qJ~ ~eton:.en m~didas equivocadas. 

:::>;:.:': •>:" ·.·~:.<_ .. ..,.,.,. :·=,<·:· ;·.~: :' :::;'~~<~·:,~·«· 
•• ,;, ~.' •e ' :: L j 

, -., ~ .· : ,,.,,:. . . ·:·i:~-~ ~: ~~· ',' 

El problema resUeito en el c~píttilo\ ~n esé ~ntido, ti~ne simplificacicines que pueden ser 

graves, quizá la más releva~tées ~,~,~~;~~ ¡¡¡¡ei; refererí~ia ii' los}aciores cualitativos de la 

empresa, ya que supone'que·una·ullidád de eapital invertida ·es.iglialmente redituable 

independientemente de 1: forma. y el lugar en qué se invirtió y a~á~ogllihente para ~I 
personal de la empresa, lo cual deberá tomar en cuenta el empres~rio que .haga :uso· dél 

método siendo necesario en muchos casos , el hacer más particular lo~ re:cu;sd~ an~rlzad~s 
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(K y L) o suponer un rendimiento por unidad esperado, haciendo más complejo el análisis y 

suponiendo quizá mayores comportamientos, pero que permiten hacer políticas 

empresariales mucho más particulares. 

Así mismo como se ha estado insistiendo, es dificil poder encontrar una función de 

producción Q, capaz de reflejar las condiciones complejas del entorno competitivo, por lo 

que en Ja práctica para h~cer operativas las políticas concluidas, sería prudente tener 

diferentes funciones para diferentes escenarios posibles, teniendo de antemano políticas 

claras que se establecieron en la resolución general del caso. 

Existen otro tipo de factores del ént~rno que de alguna manera dificl!lta el establecimieto de · 

políticas de invesión y de contrata
0

ción~~·~rsonal ·~c1eriiils de hace~ Ja gestió~ de la empresa 

más riesgosa. 

,<.: ' 

Si pensamos que en elmo~el~ de~~rrollado ~1~ia,rio w, y l~s t~s
1

deint~~~s r .y p, son 

además de Q. las v8riabl~s que el• enÍomo. detér~i;a en ~I mC>~elo que se. resolvió~ podemos 

::::::,'.:~;~r~.~f.1~~~f j~~~~~t: ,,-. 
teóricos cuantitativos para •. Sab~r Cómo es qué 'esto's cambios' impréVisibles 8reétan las . 

·- ., ,_. '~--: ~: 

variables y los puntos óptim~s de Ía ~mp~e~ y poder .tener el.ementos ieóricos para• 

decidir los cambios p.ertinentes. 
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