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INTRODUCCION 

El objetivo primordial de la teoría del crecimiento consiste en explicar 
los determinantes de las tasas de crecimiento de un país y las razones de 
las diferencias cutre el ingrrso pcr cápita de los distintos países. 

Específicamente definimos l'i crecimiento económico como la expansión 
de la producción nacional potencial (o PND poteudal). 

Existen dos aproximaciones básicas para explicar el crecimiento crouó
mico. La primera aproximación, realizada por Solow y Swau cu 1956, pre•
seuta un cambio técnico exógeuo como fuente clr crecimiento. La segunda 
aproximación, la cual ha recibido mayor atención recientemente, permite a 
las fuentes de crecimiento económico ser c•uclógeuameut.e determinadas, y en 
este sentido, formaliza la relarieín existcutr entre la asignación o clistribnción 
de las fuentes ele prculuceión elt· bienes , la produeción ele couodmicuto y la 
inversión en medios ele prodnccieíu. Consrrucntcmcntc cxisteu algunos estu
dios que earact.erizau la estructura y funciouruuirnto ele los factores e¡ue ge
neran el crecimiento económico. Por ejemplo, en los trabajos publieaelos por 
Paul Romer cu 1986 y 1989, se considera al conocimiento como un insumo 
de la producción con productividad margiual creciente tomando en cuenta 
cambios tecnológicos endógruos. Acleuuís, ofr<•ce evidencias empíricas a 
largo plazo que n111cstran un crccin1iflnt o nrn.-.; ni.pido l'Il países con economías 
gl'1111des que aquellos cou economías pcq11cl/11.•. 

E11 l!J88 fiolwrt LHcas consiclcra y compara t.res modelos: HU modelo 
l011fathm la acumulación de capital físico y el rnmhio tecnológico, otro carac·
t.eriza la acumulación de capital humano a través de HU sistema cscolarizac/o 
y otro modelo rufat.iza la acumHlación de capital humano, e•spccializado por 
medio del aprendizaje originado por la experiencia. 

Eu 1990 A[\hion y Howitt encontraron que la tasa rle crecimiento ele
pcuclr tanto ele• la an11u11lae-icín endógena de capital humano especializaclo 
con10 dt1 la t<'c11ología <lC'sarroUada en Ja producdúu de~ hirues. 

Estos esl Helios hau inidaclo HU a111ilisis formal cu lnL'e a las proposi
cionrs dl' Adam Smir h <'n 1 iiG. ,v Allyn Youug en l!J28, cu la:; cuales un 
incT<'lllC'nto cn la división ele•! trahajo originado por rl progreso tecnológico 



creará crecimiento económico. Siu embargo, <le acuerdo a los trabajos pu
blicados recientemente, la división del trabajo no sólo está basada 
sobre una expansi6n y mejoramiento de los factores de producci6n 
a través de un cambio técnico, sino también sobre el nivel de 
especializaci6n de los individuos. 

En el presente trabajo, basándonos principalmente en las investiga
ciones realizadas por J eff Borland y Xiaokai Yang estudiaremos estos dos 
aspectos de la división del trabajo y analizaremos su relación con el cre
cimiento económico. 

En el morlelo a considerar, cada persona es un consumidor-productor, y 
en !'onsecuencia, el crecimiento en la división del trabajo está representado 
como un incremento en la proporción de la producción de cada individuo 
que es vendida a otra gente, y simultáneamente como un incremento en la 
proporción del consumo de cada individuo que es comprado a otra gente. 

Asumimos que cada individuo tiene una función de producción Cobb
Douglas la cual no es transferible y exhibe rendimientos crecientes con 
respecto a la especialización o experiencia adquiridas. Por otra parte, el 
consumo de bienes de cada persona puede efectuarse mediante su propia 
producción o comprando a otros individuos, pero si éstos son comprados, 
se incurre en un costo de transacción. 

La decisión más importante para cada individuo dentro del modelo 
es elegir su nivel de especialización. El conjunto de tales decisiones indi
viduales es cndógenamente determinado por la división del trabajo en la 
ecouonúa. 

Con la estructura de mercado y el nivel de especialización endógeno, 
el número <le productores de ca<la bien varía a través del tiempo. En éste 
modelo la econonúa evoluciona desde una situación de autosuficiencia por 
parte de cada individuo hasta un estado en el cual existe un alto grado de 
división del trabajo. 

Durante este proceso, los efectos de la especialización y la experiencia 
originada por la práctica, incrementan el intercambio comercial individual, y 
consecuentemente, tal e\'olución amplía la extensión del mercado y aumenta 
la drpendencia comercial. De la misma manera, dependiendo del grado <le 
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evolución de la división del trabajo, la tasa de crecimiento del ingreso ¡H'r 
cápita crece conforme transcurre el tiempo. 

A medida que la división del trabajo evoluciona, existen mayores posi
bilidades de crear en el mercado situaciones que podrían caracterizar a un 
monopolio como consecuencia del aprendizaje y especialización en la pro
ducción de un determinado bien en el mercado, sin embargo, estas situa
ciones no surgirán debido al supuesto de operar en t = O la totalidad del 
comercio en un mercado fut11ro, es decir, se establecen contratos que no 
pueden ser renegociados posteriormente. 

Dado que todas las decisiones son efectuadas al tiempo t = O, todos 
los individuos son inicialmente idénticos, y en el momento en el cual los 
precios de equilibrio de los bienes son determinados no existen factores que 
propicien la aparición de un monopolio. 

Con base en las investigaciones publicadas anteriormente, el presente 
trabajo trata de explicar y facilitar la comprensión de la teoría del cre
cimiento económico en términos de la división del trabajo, considerando que 
frecuentemente existe dificultad en analizar o comprender dichos conceptos 
cuando se consultan estudios en un nivel de investigación. 

Por otra parte, el estudio de la división del trabajo ha sido tratado pre
viamente en diferentes contextos. En 1988 James Baumgardner y Sunwoong 
Kim respectivamente, desarrollaron diferentes explicaciones sobre el grado 
de· división del trabajo en distintos mercados. A partir de dos diferentes 
formas de organización de los trabajadores, coopcrnció11 y no cooperación, 
Sl' producen rPsultados divergentes. Por ejemplo, el nivel dP especialización 
se incrementa junto con el UIÍmero de productores bajo cooperación o bien 
cuendo existe nn comportamiento maximizador del ingreso pcr cápita por 
parte de los individuos en ronjunto, o cu caso contrario puede decrecer bajo 
condiciones de no cooperación, es decir, cuando se asume que cada traba
jador intenta maximizar su ingreso individual independientemente de las 
decisiones de producción de los demás individuos. 

Adicionalmente sus trabajos prcsrutan morir.Jos analíticos sobre la cs
prcialización en el trabajo, en los cuales, dados los rcc¡ucrimientos por di
\'rrsos emplros de las empresas, los trabajadorrs rlrdrlcn invert.ir nuL' en su 
especialización y 111ruos en la Pxteusióu o taruaiio dl• su nwrnulo de trabajo. 
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Los anteriores estudios han cn<logc1wiza<lo el uivel de especialización en 
una ccononúa en equilibrio estático, sin embargo, d uivcl <le especializarión 
clPntro de un modelo dinámico de equilibrio general 110 ha sido considerado. 

Por lo tanto, el objetivo central de este trabajo es presentar un modelo 
dinámico de equilibrio general en el cual el crecimiento económico es expli
cado por la evolución de la división del trabajo cousiclerando uu nivel de 
especialización endógeno. 

Para lograr este objetivo, el trabajo está dividido de la siguiente forma: 
En el capítulo 1 se presenta el modelo, se estudian las decisiones de los in
dividuos con respecto a su nivel óptimo de especialización, y se analizan 
las características del equilibrio dinánúco. En el capítulo 2, de acuerdo a 
un punto de vista personal, interpreto algunas ele las propiedades e impli
caciones que el modelo proporciona, y de la misma manera, hago notar 
algunas de la~ limitaciones del mismo. Finalmente, se sintetizan las prin
cipales conclusiones <le! trabajo y se describe brevemente su relación con 
algunos trabajos previos. 

.¡ 



CAPITULO 1 

l. Planteamiento principal 

Consideremos una econonúa con m consumidores y, con la finalidad 
ele simplificar el análisis, supongamos 111 bienes ele consumo. Dt•tinimos .Cit 

como la cantidad del bien i con qur se provee cada individuo al tiempo t; 
an{1logamente con x¡, y xf1 represrutamos las cant.iclades Yl'!Hli<l1L• y com
pradas para cada tiempo t. 

De acuerdo a lo anterior, asumimos que la fracción 1 -1\1 represrutn uu 
co,to de transacci6n rl cual c!Ppendr de el n1ímero de socios comerciales, es 
drcir n1 -1, considerando que carla individuo vendl' 1111 hirn, compra 11 1 - 1 
hirnes y 11 1 representa el mhnero de bienrs comercializados. La cantidad 
del bien i para consumo está determinado por Xit + I\1x¡i1• Eu base a eHto, 
la función de utilidad al tiempo t para cada individuo es la siguiente 

m 

u,= II (:rit + J(,xt,J (1) 
i=l 

la cual caracteriza una función de utilidad Cobb-Douglas con parámetros 
a¡= l. para i = 1 ... m. 

Es preciso notar que si el niYel de consumo de un drterminaclo bien i 
es nulo, tambiru lo será el nivel de utilidad de dicha p<'rsona, originando 
la ueC'esiclad de poseer una detenninada cantidad ele cada bien. Por otra 
parte, como consecuencia de la igualdad en los parámetros a;, cada bien 
tiene la misma participación en la utilidad de cada individuo. Con respecto 
a la posible transferencia de la fondón de utilidad clr una persona a otra, 
es factible asignar a cada indivicluo una función rspecífica debido a qm• la 
decisión mas importante para cada individuo drntro ele! mndrlo <'S elegir su 
nivel de especialización. 
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Con la finalidad de analizar el nivel de eficiencia de las transacciones 
supongamos que la distancia Jllcdia rutrl' cada persona y sus socios co
mrrciales srrá una función creciente de el número de sus socios comerciall's 
y de la distancia cutre sus vecinos. Si el costo de transacción 1 - Kt se 
incrrmenta conforme aumenta la distancia media <'ntrc una persona y sus 
socios comerciales entonces !(1 es una función decreciente cid número dr 
bienes a COlllercializar n t. Específicamente definilllos 

k 
I\1=

n1 
con o< k < 1, 

en donde k caracteriza la eficiencia de las transacciones, esto es, la fracción 
disponible en cualquier compra decrece en menor proporción que con la que 
crece<'! número de bienes 111• 

Además, es necesario especificar que todas las transacciones cu ésta 
economía se establecen a través de contratos firmados en éste momento 
(t=O) para futuras negociaciones. Asumimos también que dichos contratos 
no pueden ser reuegociados en periodos posteriores y que tanto el horizonte 
del mercado como el horizonte de posibles decisiones de cada individuo son 
infinitos. 

Considerando lo anterior, esprcificrunos la función objetivo para rl 
problema de decisión correspondiente a cada inclh·iduo colllo: 

(2) 

donde r representa una tasa de descuento subjetiva. Esta función !'aracte
riza la preferencia por diversas opcionl'S de consumo en el futuro. 

La producción correspondiente a cada individuo implica un apren
dizaje originado por la práctica l'l cual se incrementa conforme transcurre 
el tiempo: · 

a> 1, (3) 
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donde 

(4) 

además 

"' 
Ll¡¡=l C'Oil 0$1¡,$1 i= l ... m. (5) 
i=l 

La cantidad x;1 + x¡, representa el nivel de producción del bien i al tiempo 
t; si 1;1 representa el trabajo invertido cu producir el bien i al tiempo t 
entoncPs L;1 es el trabajo acumulado en la actividad i hasta el tiempo t. 
De ¡1quí qnr L;1 represente el nivel de experiencia, conocimil'lltO, o capital 
humano acumulado en producir el bien i hasta el tiempo t. 

Considerando la primera igualdad, y como consecuencia ele la condición 
a > 1, obtrncmos un nivel de producción crrcirnte conforme se incrementa 
el nivel de experiencia o conocimiento, es decir, en el largo plazo el nivel 
de eX¡ll'rienda origina un mayor incremento t•n el nivel de producción t•n 
comparación con el nivel de experimcia acumulado en nn corto plazo. 

Es pn•ciso observar que la constante a no dcpt•nde del tiempo t ya 
que d<' lo contrario no rxistiría un 1ínico parametro de referencia qur nos 
permita apreciar el iucrenwnto en el apr<'ndizaje originado por la práctica 
a lo largo del tiempo. 

Por otra parte, la n·stricción ( 5) Psp<'cifíca que proporción dPntro tll'l 
trabajo total invertido es destinarla a la producción de cada bkn. ad<'n11ís 
es igual a uno en rualquicr tiPmpo t como consecncucia dr la imposibilidad 
de transferir parte del trabajo invertido a la producción qm• corrrspo1ul<• a 
otro iudiviclno. 
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11. Decisiones individuales y equilibrio 
económico 

En esta sección comenzaremos a argumentar el supuesto referente a 
que la totalidad del comercio está determinado en un mercado (futuro) 
que opera al tiempo t = O, suficiente para asegurar el comportamiento de 
toma de precios por parte de cada individuo. De aquí, el equilibrio dinámico 
scréÍ caracterizado por un conjunto de concliciotu•s para establecer que tclllos 
los productos del mercado son vendidos, y por otra parte, la exist<'ncia de 
rcstriccioucs para igualar la utilidad obtenida por rnda individuo. 

Inicialmente el Lema 1 establece una estructura óptima de consumo, 
proclncdón y comercio para cada individuo. Este resultado permit.e ma
ximizar la función de utilidad correspondiente a cada individuo. El lema 
2 caractC'riza la estructura óptima del coniercio para la economía, en la 
cual. los problemas de dc•cisián clP tocios los individuos son simétricos. Con
sidPrawlo los resultados anteriores, el Lema 3 implica que el 111ín11•ro c]p 

bienes comercializados por cada individuo es el mismo bajo un estado di' 
ec¡uilibrio. 

Al tirmpo t = O, todos los individuos se encucutrau en situación se
UlC'jante en cuanto a sus expectativas para producir cada hirn, esto es, <'Il 
f =O 11ingí111 individuo tiene cxpcrirncia en actividades de producción, así, 
S<' establece una competencia por los derechos para producir un bien <'11 
el futuro, y a su vez propicia una difercuciaeión entre expertos y nouatos. 
Como la totaliclad del comercio C'stá comp]etruuentc determinada drntro de 
un mercaclo futuro que opera en t = O, !'s posihl<> que a travrs riel tirmpo 
clet.ermiuados productores obtengan fuerza monopólica como consecuencia 
del conodrnicnto acunmlado o expcrirnda, es decir, ser los tinkos posce
dorrs de algún factor productivo, pero en el momento en el que los contratos 
son firinaclos, dicho podl'r para cstablccPr un n1011upolio un PXistP. 

EspPd!icauu.•nf<•. 1111 uua cconmnía clr este tipo (•xistc u11 constante iu
trrcatnhio d1• productos bajo un sistPJUa de prC'cios dado, t'll PI cual cada 
inrli\'i<l110 hn~ca maxi1nizar :o.ns utilidadPs sujpto a una rc!'1tricdón fH"PStlJ>ll('S
taria. qtw nrnnticnf' la oferta iAttal a la tlt•1nauda co1no condición necesaria 

8 



para establecer el ec¡nilibrio. 

Dentro del modrlo dcsrrito cu la s1•cció11 imtcrior, <'Xiste 1111 número 
definido de productores para cada hi<.·n co111ercializado de aquí <rnc la es
tructura del mercado sea internamente drterminada. Dado c¡m• h"' coucli
ciones de competencia se estahlrcen en gran medida por la l'struct.urn cid 
mercado, asunúmos qu<' en didia estructura Pxiste tanto homogenPidad en 
los productos como indcpcndf'ncia t'll las d<'dsioncs t.ornacla.c.; por cada indi
viduo. 

Por otra part<'. dado que podemos diferPnciar rntrc J¡"' canti<lailes el<• 
bietws a con1c>rcializar J';1. J:jl' y J:j11 para cada uno de los 111 individuos, 
existen 2ª"' posibles con1bi11adoul'H para las cuah.•s dichas variahlPs tm11a11 
el valor cpro o un valor positivo. ttn posible mHodo de solución r¡neda d<•
termina1lo mediante la aplicación del T1•on•ma de Knhn-T11ck1•r <'n t•l cnal 
el objrtívo es maxiinizar una función auxiliar o de Lagrmtgc snjl'ta a det.Pr
minadas restricciones. Debido a c¡ne la aplicación de este trorcnm implica 
la utilización o desarrollo <l<> prograiuas cmnpulacionales, no nos on1pan•
ru11s de Pstl' aspecto ya que no rf'presPnta d objet.ivo dPI prPsentr t.rahajo. 
Sin cndmrgo, n1cdiaute rl signiPutP l('llHL pode1uos l'aracterizar el c·ompor
tatniPnto de estas variables, es decir. dPscribir el patrón ápthno de t·o11s11n10. 

producción e intercambio para cualc¡nirr individuo: 

LEMA l. Un individuo no compra ni produce el mismo hi<•n. El mismo 
se provl'e de un bien. y lo vende, (><'ro uo vende llHL' 1le uu bien. 

Demostración. Supongamos <¡lll' tanto la canti1lad comprada dd bien 
i corno la cantidad \'l'Udida dPl tniMno son positiva.~ rn cnalquicr t.iPrnpo 
t. Entonces podPn10s r<'ctuplazar las cautidadPs positivas :rj11 y .xf, 1'11 

la restricción clr presupuesto Ei p;,.i·1,=L¡¡ ]J;,.r¡,, con i = l. .... m, la 
cual especifica que la cantidad ohtrnida por la venta d<' los bit•1ies 1lrbe 
ser igual a la cantidad invertida en la compra de otros dado uu V!'C'tor 
de prrcios P1 = (1111 •••• ,p,,, 1) > ii y uu nivel produCt'ión dctl'n11iua1lo 
(L 1)" = ( (L 11 )",. •• ,(L.,.,)") > ii para rada hi1•11 i. 

En basl' a lo antrrinr. ,\" cousiclrrando Jos \"Pctores .Y, = (.r 1,. ••••• r"'t) . 
. \"¡, = (J"it• • • • ,X~11 t) Y .\""r = (J'1t· ... ,.t 1

,'11 ,) p)nUt<'ttllHIS <•) si~t1Í<'Utr J>ro 
blrurn. d(' optin1izaritlu: 



m 

max U1 = II (x;, + K1xf1) 
i=l 

sujeto a: 

(6) 

m n1 

Lp¡ixft = L:vux1, (7) 
i=l i=l 

Para probar que la función de utilidad U1 alcanza su máximo sobre la región 
definida por (6) y (7) veamos que los conjuntos 

A= {(x¡i,xf,) 1 X¡¡ +xf1 =(Lit)°} 

y 

son compactos, es decir son cerrados y acotados en Rm x Rm = R2"'. 

A partir de la igualdad x;1 + xf1 - (Lit))º= O podemos afirmar que 
i1 es cerrado por ser la imagen inversa del conjunto cerrado {O} bajo una 
función continua. También A es acotado ya que para cualquier bien i y t 
fijo, el nivel de producción (L; 1)" = x;1 + xf1 es acotado. 

Análogamente, B es c!'rrado por scr la imagen inversa del conjunto 
cerrado {O} bajo la función continua L¡Pi1xf1- L,¡ p;1x11• Para mostrar que 
B es acotado, probaremos la existencia de M > O tal que 11 ( xf1, xf1) 11 :5 M. 

Como la cantidad de los biPncs x;, PS acotada en el conjunto A, xf1
2 :5 a¡2 

Vi i = 1, .. .,m, de aquí c¡ne llXtll2 =L,:'.:, 1 (.rf1)
2

::; ¿;;:, 1 a¡ 2 = N. 
Por otra parte, denotamos.!'¡; = s11p{xj1} para cualquier t, de esta manera 
obtcnetnos que }:¡ PitJ'i11 = E1 J'it·rf, ~ ¿'.¡ p¡,xit. Considerando ,.¡ i-ésirno 
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término de la primera suma y dado que cada precio es mayor que cero 
obtenemos 

o bien 

donde 

x· < x'it
5

l:;Pit 11 _ 
Pit 

IJXflJ $ foM' [(, 

/(- {~} - max Po y M'= max{x1t} 

es decir, la norma del vector (i·f1,x11) es acotada. 

Por consiguiente, representamos a los vectores óptimos del planteamiento 
anterior como sigue 

X,= (Xu,X2r,··· ,Xru) 

¿Y:= (Xi,, x2,, ... , x~l,) 
Xt = (xt,,xgtt···,x~1 ,) 

(8) 

Ahora supongamos que existe un bien i0 tal que i:/01 > O y x1, 1 > O, 
entonces elegimos un número positivo e tal que O< e< min(i:1, 1 ,i:¡~ 1 ). A 
continuación probaremos que el punto 

(9) 

d l .X\ ,, + . '~. ,,. ,;,¡ ,-,d 1 once , .. \.t .=c,0 , .. \, = .. \. 1 - €C¡0 , .. \., = .. 1. 1 - éC¡0 y e¡0 e 
vector estandar en R"', representa una mejor solución en comparación con 
la anterior, lo cual nos lleva a una contradicción. 

Inicialmente es necesario comprobar que la solución (.Y,, .Y¡', Xf) perte
nece al conjunto definido por las restricciones (G) y (7) 

.Y1 + .'(; = .Y1 + 2e;. +.Y; - ec;. = .Y1 + .Yt = (L11)" 
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• ttl • m 

p,.ff = L1'11xf, = l'i0 1(;1:f.1 - é) + L }1;1x1, = P1X1- Pi.té 
i=l i=I 

i~to 

• '" • m 
p,.V:f = LP;ixt, = Pi 0 1(xi_, - é) + L p;1x·1, = p,Xf - Pi0 1é. 

i=I i=I 
i~io 

Análoga.mente, evaluando la función U, en el punto (,Y,, it ,Xf) obtenemos 

U,(,Y,, X~)= (xi.1 + f(1xf. 1) IT (x~, + [(,xf,) 
i=I 
i~io 

"' 
= (xi.1 + é + [(,(xf. 1 - é)) TI (xi,+ K,xt,) 

m 

= ((xi.1 + [(,x1_.) + é(l - Ki)) TI (xi1 + K1xt,) 
•=• i~io 

Como 1(1 = k/n1 < 1 para O < k < 1, entonces é{l - [(1) > O, de aquí 

[(xi.1+l(1x1.,)+é(l-[(,)] IT (xi1+[(,xt,) > ii(xi1+l(,xt,) = U1(X1,Xf) 
1=1 i=J 
i~i 0 

Por tanto, la cantidad comprada y vendida de un mismo bien no pueden 
ser simultáneamente posiHvas en el punto óptimo, es decir: 

si xf, >O, (10) 

o bien 
si xi, >O, Vi i = 1, ... ,ni. {11) 
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Considrrando que .rf1 > O implica .r1, =O 'Vi y da<la la n•stricc<Íll de utilidad 
positiva U,= I1?~ 1 (J"¡1 + K 1.rf1) >O (U1 =O= .r;1 = .rf, =O) eutonn•s 
.1·¡1 >O.1lP aquí 

X¡¡> 0 xf1 =O si .r¡1 >O. (12) 

Ahora, sin pérdida de generalidad supongamos J:í 1• x51 > O y x¡1 = O 'Vi 
(i ,¡, 1, 2), es decir podemos vender dos bienes distintos al mismo tiempo. 
Debemos mostrar que este supuesto no cumple con la condición de segundo 
orden para un máximo en U1 ( es decir, ipa.~ U1 (xj 1 ,x~ 1 ) ). De acuerdo 

. .rJl'.rl, 

con ( 11) ~· ( 12), :r11 = xg, = O si xj 1, a·:?1 > O. Usando esta información y 
sustituyendo la cantidad del bien i x;1 por la expresión (Lit¡« - xf1 en (3), 
para i = 1, 2 obtenemos 

"' 
U1 = IJ(x;1 +K,xf1) 

i=l 
m 

':" IJ ((Lit)" - J."f1 + Il1xf1) 

i=l 
2 m 

= IJ((Lit)ª - xf,) II((L;,)ª + K1xi1) 

i=l i=J 

Derivando 

de aquí, 

si 

análogamente 
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si .r¡, = (L11)" VI 

considerando que el producto IT:'.'..3 ((L;i)" + K,,·11) = IT:'.'..:i (.r;, + l\,J:1,) 
no se anula debido a la restrición clr utilidad pnsitiYa. 

De esta forma el punto crítico y• = ((L 11 )ª, (L2,)ª) cumple con la.~ cmuli
ciones de primer orden 

Por otra parte, las condiciones de segundo orden necesarias para un 
máximo local son las siguientes 

fJ2U1(x") < 
0 

O(.r.~,)2 - , 

DET(H(Utl) ;::: O, 

donde H( U1) es la matriz Hcssiana de U1• Derivando nucYalll<'ntr ohtl'll<'lllOS 

Por tanto 

éJ2U( •¡ '" 
f) • '

0
x .. = I1 ((L11)ª + K,J·1,) >o VI 

Xll "21 i=:I 

1 

a'U,\r;) 

DET(H(U,)) = En:;:1 
7t 11 



De aquí, hi.' coruliciones ele segundo orden no se cumplen, es dPcir, la canti
dad a co111prar del hi<'n 11110, J:1 1, y del bien dos, .r~1 , no pueden ser positivas 
simult;í111•a111eut<' <'ll d punto óptimo. 

Si111ilarnwnt<' podemos probar lo ant<'rior para cualesquiera dos vari-
ahlcs x'J1 y J'~t para i, 1· = 1, . .. , 111 con i :/; r. (13) 

De esta manera, las expresiones (10), (11) y (12) constituyen el lema l. 

• 
El anterior lema implica que para un individuo quien vende el bien i y 

comercia con n 1 bienes al tiempo t (111 ~ m), 

x'/1 =0, (14) 

Xrt = x:, :::::: ltr =O, x~1 > O, para los n1 - 1 bimes comercializados, 

Xj1,/j1 > 0, xj1 = x1, = O, para los ni - n1 bienes no c·ou1erdalizaclot-i, 

donde 1· E R, representa el conjunto de todos los bienes comprados, y j E ,J 
el conjunto de los bienes no comercializados. El conjunto R consiste ele 
n1 - 1 elementos, mientras que el conjunto J consiste ele m - n1 bienes o 
elementos. 

En el caso particular 11 1 = 1 ó 11 1 - 1 = O, el número de bienes com
prados es cero, es decir, cacla individuo se provee de los bienes que él quiere 
originando que cada individuo sea autosuficiente. 

Intuitivamente en el Lema 1, las variables X¡¡, xj1, y x~1 son canti
clad<'s di'! 

0

mis1110 bien, pero la cantidad comprada x~1 implica un costo de 
transacción. De aquí qn<' i:¡, > O implka .r¡1 > O y xf1 = O ya que si 
mm ¡wrsona v1•mle 1111 bien, mtouces ésta tiene que producirlo; además 110 
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es factible comprar el bien por que la adquisición involucra un costo de 
transacción. 

Si en el punto óptimo la cantidad comprada es positiva, xf1 > O, en
tonces Xrt = x~, = O porque el consumidor-productor puede concentrar su 
trabajo en producir el bien que él vende y así obtener mayores ingresos que 
le permitan adquirir mayores cantidades del bien x~1 • Por otra parte, como 
consecuencia de éste lema no es factible vender dos bienes. 

El conjunto de condiciones en la expresión ( 14) significa que ésta per
sona produce y vende un bien i, compra otros n1 - 1 bienes, y se provee (o 
posee una dotación inicial) de los m - n1 bienes no comercializados. 

Considerando lo anterior, obtenemos las siguientes igualdades: 

m 

U;i = II (xil + K1xf1) 

i=l 

fi (xr1 + K1x~1 ) 
rER 

=Xi! n (K1x~1 ) n Xj1 

rER iEJ 

n (xj1 + K1x1') 
jEJ 

Xjt = (L;t)ª,paraj E J 

además 
/¡¡+ ¿1.,+ ¿1jl = 1 

rER jEJ 

l'itXÍt = LPrtX~t 
rER 

donde Put es el precio del bien y al tiempo t (y = i, r, con r E R) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

Sean u¡¡ y U;, la utilidad de una persona quien vende el bien i y su 
función objetivo respectivamente. Entonces el problema de decisión para 
dicho individuo es 
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max (19) 

sujeto a: 

u;¡ = xu IJ (Kix~1 ) IJ Xjt (F\tnción de utilidad al tiempo t), 
rER jEJ 

x;i+x11 = (Lu)°,Xj1 = (Lu)°,j E J (F\tnción de producción), 

1;1+ ¿1j1=1 
jEJ 

(Restricción sobre la cantidad disponible de trabajo), 

y 

k 
!(1 = - (Coeficiente de transacción), 

n1 

p¡¡Xj1 = LPr1x~1 (Restricción presupuestaria), 
rER 

l _ dLui 
yl - dt • o:$'•' ::;; 1 

(Condición de frontera), 

(Ecuación de estado). 

Implícitamente asumimos que cada individuo no presta dinero o ahorra, a 
pesar <le que las decisiones para comerciar se realizan en el tiempo t = O. 
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Con respecto al plantamiento anterior, éste reperesenta un problema 
de optimización dirnímica, específicamente un problema de Teoría del Con
trol, en el cual el objetivo es elegir trayectorias óptimas (sobre un intervalo 
de tiempo) para determinadas variables llamadas variables de control. 
Esta elección implica el plantamiento y resolución de un sistema de ecua
ciones diferenciales o ecuaciones de movimiento así como la definición 
de un conjunto de trayectorias para las variables que describen el sistema, 
llamadas variables de estado. 

Las trayectorias de las variables de control son elegidas para maximizar 
una función objetivo, la cual depende tanto de las variables de control como 
de las variables de estado. 

Con Ja finalidad de desarrollar formalmente un método general de 
solución para su posterior aplicación, consideremos el siguiente sistema de 
ecuaciones diferenciales de primer orden 

±¡(t) = /;[x(t), u(t), t], i= 1, ... ,n (20) 

donde x(t) = [x1 (t), X2(t), ... , Xn(t)] y u(t) = [u1(t), u2(t), ... , Ur(t)] tienen 
dominio real. A su vez, las condiciones de frontera para (20) están dadas 
de la siguiente forma 

x;(to) = xf, i = 1,2, .. .,11. (21) 

Por otra parte, mediante el siguiente teorema podemos afirmar que 
existe (localmente), y es 1ínica la solución del sistema anterior, es decir asu
miendo Jo anterior podemos especificar completamente Ja trayectoria óptima 
pam el problema de control. 

TEOREMA (Cauchy-Peano). Sea ±(t) = f[x(t), u{l), t] un sistema 
de ecuaciones diferenciales de primer orden, con f una función real sobre 
X x R" x I [X es un subconjunto de Rn e I = (11 , 12) e RJ. Supongamos 
que las siguientes condiciones se satisfacen: 

(1-a) La función ( es contimta sobre X x Rn. 
(1-b) La derivada parcial{} f¡/8x i existe y es continua sobre X x R" x I 

para toda i y j = l, ... ,11. 
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(1-c) La función u(t) es co11tinua poi• parles, esto es, continua sobre 
el intervalo I excepto cu una cantidad finita ele puntos en l. 

{1-d) (xº, tº) E X x l. 

Entonces existe una función cf>(t) definida desde un intervalo (t 1 , t 2 ) que 
contiene a tº tal que 

i) 
La función cf>(t) es continua sobre (t 1 , !2 ) y cf>(tº) E X. 

ii) 
cf>(tº) = xº. 

iii) 
cf>(t) = f[cf>(t),u(t),t] (esto es, tf¡(t) es una solución del sistema). 

iv) 
Si !/J(t) satisface los indsos (i),(ii) y (iii) anteriores sobre un intervalo 

(s 1,s2 ), entonces !/J(t) = cf¡(t) sobre (t 1,t2)n(s1,s2 ) (esto es, la solución que 
satisface las condiciones iniciales es tínica). 

Observación. No se ª'ume tanto la existencia como la continuidad de las 
derivadas parciales 8f¡/8uk. 

Observación. En el sistema lineal :i:(t) = A(t)x(t) + u(t) (donde A(t) = 
(a;j] pueden ser constantes) los supuestos (I-a) y (I-b) son satisfechos clara
mente. Si u(t) es continua y (xº, tº) es un punto en Xxl podemos demostrar 
que la única solución que satisface las condiciones iniciales es tal que (t 1 , t 2 ) 

(del m1terior teorema) puede ser sustituido por todo el dominio de t, es 
decir, l.. En otras palabras, para el caso lineal, el teorema de existencia 
garantiza un resultado global. 

En la Teoría del Control, no especificamos las variables u(t) apriori, 
éstas son elegidas de un conjunto de funciones U tales que maximicen una 
determinada función objetivo. En este sentido, el vector de funciones u ( t) es 
llamado un control, y consecuentemente las variables uk(t), k = 1,2,. .. ,r, 
son llamadas variables de control. 

El rango de las variables u(t) en U es denotado por Ü. La región Ü 
es llamada región de control y U es llamado conjunto de variables 
admisibles de control. En este caso a•umimos que la regibn de control 
Ü es independiente de las variables de estado x(t) y del tiempo t, de igual 



1mu1era suponemos que U es restringido al conjunto donde u( t) es continua 
por partes. 

Por otra parte, asumirnos que las funciones fis son continuas en cada 
x;, Uk, y t, y posee derivad<•' parciales contimms con respecto a cada x; 
y t. El rango el<' x(t) es denotado por X, el cual suponemos c¡ue es un 
subconjunto abierto y conexo de Rn. El punto frontera (xº, t0 ) debe ser tal 
que xº E X y t 0 E (t 1 , t 2). Amílogamente se requiere que las variables x(t) 
sean continuas y tengan derivadas continuas. 

En seguida definirnos la función objetivo como: 

n 

S = L c;x;(T), (22) 
i=l 

donde T E ( t1 , t2 ) es una constante fija. De aquí, considerarnos el problema 
de elegir las variables u(t) E U como sigue 

Maximizar: S 

Sujeto a: 
±;(t) = f;(x(t), u(t), t], 

x;(O) = x?, para i = 1, 2, ... , u 

Una vez que las funciones de control denotadas por ü( t) son encontradas, es 
posible determinar las funciones correspondientes x( t) como una solución 
del sistema de ecuaciones diferenciales (20). Las variables x;(t), i = 1, ... , n, 
las cuales suponemos continuas sobre el tiempo t son llamadas las variables 
de estado. Es importante notar que la derivada de cada variable de estado 
se encueutra en las restricciones pero ninguua de las derivadas de las va
ria;bles de control están involucradas tanto en la función objetivo. como en 
las restricciones. Esto algunas vec<'s es utilizado para distinguir las variables 
de estado de las variables de control. 

De acnerclo al problema anterior rstableccmos el siguiente teorema. 
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TEOREMA. Bajo las especificaciones del problema anterior, si i1{t) re
presenta una solución del problema anterior con la correspondiente variable 
de estado X(t )1 es necesario que exista un vector <le funriuurs continuas 
p(t) = [p¡(t),J12(t), .. .,pn(I)] tal C[lll' 

(i) p(t) junto con ii(I) y x(t) rr•snclven el sigui .. nt.e SistPllla Hamil
toniano: 

. ah 
X¡= 8p¡' 

donde H esta definida por 

. ah 
p¡=--, 

ax; 

" 

i = 1,2, ... ,n 

H(x(t), u(t), t,p(t)] = LP;(t)f;(x(t), u(t), tJ 
i=l 

(el cual es llamado Hamiltoniano), y j¡ = H[x(t), ü(t), t] 

(23) 

{24) 

(ii) H(x(t), ti(t), t,p(t)J ~ H[x(t), u(t), t,p(t)] para toda u(t) E U, 
esto es, la función hamiltoniana H se maximiza con respecto a las variables 
tt(t). 

(iii)p;(T) =c; para i := 1,2, ... ,n. 

Observación. En la expresión p¡ = -DH /Dx;, con H = (x(t), ii(t), t,¡i(t)J 
significa que la derivada parcial aH/Dx; está evaluada en (x(t), ii(t), t,p(t)]. 
Esto es, aj¡ ¡ax; no es la derivada parcial de H con respecto ax;. 

Observación. Es importante notar que en la anterior formulación <le! pro
blema, la constante T es conocida inicialmente mientras que los valores 
x(T) son desconocidos. Podemos determinar las variables x(t) mediante 
la ecuación diferencial x(t) = J(x(t), u(t), t], una vez que las variables de 
control han sido l'specificadas, y <le esta manera obtenemos x(T) a partir 
<le x(t). Por otra parte, existe una similitud entre el problema anterior y la 
teoría referente a Programación no lineal, las variables p¡ rmT<•spondcn u 
los multiplicadores <le Lagrange, y H corrcsponrlc a la función Lagrangiana. 
La rnaxhnización de dicha función es cq1tival"11tr a la clcl Han1iltouia110. Lns 
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variables auxiliares p¡(t) sou también llamadas multiplicadores o varia
bles de costo. 

Observación. Cada una de las igualdades :i:; = 8ÍI /8p¡, i = 1, 2, ... , n, es 
reducida a las restricciones de la ecuación (20), esto es, :i:; = f;[:i:(t), íl(t), t], 
i = 1,2, ... ,n,. Las ecuaciones ¡j¡ = -8h/Ox¡, para i = 1,2, ... ,n, 
explícitamente se expresan como: · 

. ~ Dj; 
Pi= - L.,Pr¡¡-:• 

i=I X, 
i = 1, ... ,n. 

donde i; denota J;[:i:(t), ii(t), t]. En otras palabras, el anterior teorema 
origina 211 ecuaciones diferenciales de primer orden con 2n condiciones de 
frontera x;(tº) = xº y p¡(T) = e¡, i = 1, ... , 11; por tanto la solución <l<'l 
problema anterior se reduce a resolver un sistema de ecuaciones diferen
ciales. Claramente este sistema no puede ser resucito a menos que las 
variables u(t) sean especificadas. La elección de las variables de control 
u(t) depende de la condición (ii) (esto es, la maximización de H). 

Observación. Note que la función objetivo descrita en (22) es mas general 
de lo que esta aparenta ya que incluye la siguiente función objetivo: 

l = 1T f 0 [:r(t), u(t), t]dt 

Para apreciar esto, definimos x0 (t) por i·0 (t) = J0 [.r(t), u(t)~t] ron 
a:0 (0) = O. Entonces l = x 0 (T), d cual es claramente un '"'-"' especial 
dr (22). De aquí que el problema de maximizar l sujeto a (20) y (21) puede 
ser convertido a un problema simple de x 0 (T) sujeto a las conclicioues (20) 
y (21), acliciouando las igualdacl<>s j·0 = f 0 [x(t), u(t), t] y x0 (0) =O. 

Observación. En la formulachíu anterior dctinimos la función objetivo ro
mo S = I:i=l c¡.1·;(T). En la obsrn·adón anterior considPramos una integral 
t!t• la forma 
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LT f 0 [x(t), ll(I), t]dt 

la cual puede ser convertida a la forma de la función S. El inverso también 
es cierto. En otras palabras, la función objetivo S puede ser convertida a 
una integral de la forma anterior. Para ver esto, basta notar que 

n T n n 

S = L c;x;(T) = L Le; i:;(t)dt + L c;x;(O) 
i=l o i=l i=l 

De aquí, si las x;(O)' s son lijas, la maximización de S "" equivalente a la 
maximización de la integral 

T n 

J = 1 L:c;i:;(t) dt 
o i=l 

De esta manera la maximización de S sujeta a 

x;(O) =xi, i:; = f;(x(t), u(t), t], i = 1,2, ... ,n, 

es reformulada de la siguiente manera: 

Maximizar: [T J0 [x(t), 11(t), t] dt 
u{I) Jo 

Sujeto a: 

i:; = f;[x(t), u(t), t] 

x;(O) = xf, i = 1.2, .... ,,. 

n 

f 0 (x(I), 11(1), t] = L c¡f;(x(t), 11{1). I] 
i=I 
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Observaci6n. Si ü(t) se encuentra en el interior de la región de control Ü 
y si cada función f¡ es continuamente diferenciable en Ü (H continuamente 
diferenciable en Ü), entonces la condición (ii) implica 

k = 1,2, ... ,r 

y ü(t) permanece en el interior de Ü(t) si Ü(t) es un conjunto abierto. 
Inversamente, si H es una función concava en las variables de control u(t), 
entonces las ecuaciones aj¡ /8uk = O para toda k implican la condición 
(ii). Es importante notar, sin embargo, que la condición (ii) no restringe al 
conjunto Ü para ser abierto, en efecto, Ü puede ser cerrado. Por ejemplo, 
si uk(t) es restringido por O $ Uk(t) $ 1 para toda k, entonces Ü es un 
intervalo cerrado el cual es un conjunto cerrado. Como uk(t) puede ser una 
función con una cantidad finita de discontinuidades, ük(t) puede ser tal que 
para cada k 

ftk(t) =O 

ftk(t) = 1 

para t0 $ t < t 
para t $ t $ t1 

Tal soluci6n, es llamada soluci6n bang-bang y es obtenida frecuentemente 
en aplicaciones prácticas. 

Observaci6n. Si definimos M por 

M[x(t), t,p(t)] = sup H(x(t), u(t),p(t)J 
u(l)EU 

entonces la condición ( ii) puede ser escrita como 

H(x(t), il(t), t,p(t)J = M(x(t), t,p(t)J 

Demostraci6n. Dado que la demostración para el caso general es muy 
complicada probaremos solo un caso especial. En particular, consideramos 
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el caso en el cual las funciones f¡, i = 1, 2, ... , n, toman la siguiente forma 
especial: 

n 

f;[x(t),u(t),t] = ¿a;;(t)x;(t) +</J[u(t),t],i = 1,2, ... ,n (25) 
i=l 

En otras palabras, las funciones /¡ son lineales en las variables de estado, y 
las variables de control son separables de las variables de estado. Por tanto, 
se simplifica significativamente la resolución del siguiente problema: 

n 

Maximizar: S = L c;x;(T), 
u(t) i=I 

donde T es fijo 
Sujeto a: 

x; = f;[x(t), u(t), t], i=l,2, ... ,n 

x;(O) = x'/(/ijo), i = 1, 2, ... , n, 

y 
u(t) E U 

donde x(t) = [x1(t),x2(t), ... ,xn(t)] y u(t) = [u1(t), ... , ur(t)]. 

(26) 

(27) 

(28) 

Primero definimos las variables auxiliares p;(t), i = 1, 2, ... , n por 

p¡(t) = - t p;(t) ~i;, p;(T) =e¡, i = 1, 2, ... , n {29) 
j=l x. 

Aquí 8/;/8x; denota8/ /8x; evaluada en [x(t), u(t), t]. Definimos la función 
H por 

" H[x(t), u(t), f,p(t)] = LP;(t)f;[x(t), u(t), t] (30) 
i=l 
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donde p(t) = (p1(t), ... ,pn(t)]¡ es claro por la definición de p;(t) que 

. ( l ail 
p¡ t =--ª ' X¡ 

donde H = H[x(t), u(t),p(t)] (31) 

Si suponemos que el vector óptimo de control ti(t) ha sido encontrado, 
denotamos por x(t) el correspondiente vector ele estado óptimo. De acuerdo 
a lo anterior nos interesa caracterizar al vector óptimo (x(t), u(t)]. Con
sideremos la variación 6u(t) en el vector de control óptimo u(t) tal que 
u(t) + 6u(t) E U, y sea 6x(t) el resultado total en el correspondiente 
vector de estado u(t). Entonces por (26), tenemos 

n n 

LP;6x; = LPi [f;(x + 6x, ti+ 6u, t) - f¡(x, ti, t)] (32) 
i=l i=l 

De aquí obtenemos 

T n LT n L LP1 Ll.x; dt = LPi [f;(x + 6x, u+ 6u, t) - f(x, ti, t)] dt (33) 
o i=l o i=l 

Integrando por partes llegamos a la siguiente ecuación 

{T n n IT ¡T n 
Ío f;p;6x; dt = f;p¡Ó.1'¡ 

0 

- fo t;p¡6x; dt (34) 

Entonces, reescribiendo el segundo término de la ecuación anterior y uti
lizando las expresiones (29), (32) y (33), obtenemos 

{T n n aj. 
Ín LLP;(t)a-1"6x; dt 

O i=l j=l XJ 

(35) 
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{T n 

+ Jn LP;[/;(x+t.x,ti+t.u,t) - f;(x,ü,t)]dt 
o i=l 

Como el vector de estado inicial x(O) se supone que es fijo, entonces 
t.x(O) = O. Por otra parte, en la expresión {29) hemos elegido las va 
riables p¡(t) de tal menera que p¡(T) =e¡. De aquí tenemos 

(36) 

donde t.S representa la variación total de la función objetivo S. 
Considerando el último término de la expresión (35), expendemos cada 

función f¡ en Serie de Taylor alrededor del punto (x, u+ t.u, t). De esta 
manera obtenemos 

f;(x+t.x,u+t.u,t) - f;(x,u,t) = f;(x,u+t.u,t) - f;(x,u,t) (37) 

donde O :5 ~ :5 l. Aquí asumimos que tanto la primera como la segunda 
derivarlas parciales de f existen. De las expresiones (35), (36), y (37) te
nemos 

1
T n 

t.S = LP;[f;(x, u+ t.u, t) - f;(x, ti, t)] dt 
o i=l 

(38) 

+ 1T f,f:p;(t){ 8~.f;(x,u+t.u,t)- 8~,i;(x,ti,t)}t.x; dt 
o i=l j=l J J 
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Cousiderando que las funciones /¡ tieuen específicamente la forma de la 
expresión (25), los ultimas dos términos de (38) se anulan, de aquí, la 
variación AS se convierte en 

7' 

AS = 1 (H(x, it + Au, t) - H(:i:, it, t)]dt (39) 

Una condición suficiente para un máximo de la función S en (:i:, ü, t) 
es claramente AS < O, y una condición suficiente para AS < O es obtenida 
de (39) como · · 

H(:i:,ü+Au,t) - H(:i:,ü,t) < O (40) 

para todo O :::; t :::; T. 

Para obtener una condición necesaria para un máximo de S, definimos 
una condición especial sobre el vector de control de la siguiente manera 

Au= (O, ... ,O,Au;,0, ... ,0) (41) 

y Au¡ =O excepto en el intervalo (t¡, t 2 ), donde t¡ < t 2 • Si ü(t) es solución 
del problema, entonces para cualquier variación Au tal que ü + Au E U 
tenemos AS :::; O. 

Ahora, supongamos la siguiente desigualdad 

H(:i:,ü+ Au,t) - H(x,ü,t) >o (42) 

para algún intervalo (r¡,r2) e (O,T]. En particular consideremos las varia
ciones hk(t) definidas como 

{
º (O, O, .•. , Au1(t), ... ,0,0) 

hk(t) = Au(t) 
bº' O, •.• , Au2 (t), ... ,0,0) 
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si Ü :5 t :5 T¡ - 1/k 
si T¡ - 1/k :5 t :5 T¡ 

si T¡ :5 t :5 T2 

si r2:5t:::;r2 +1/k 
si r2 + 1/ k :5 t :::; T 



donde Áu¡(t) = ilu(r1 )k[t - rt) + l/k es la recta que une los puntos (r1 -

l/k,O), (r1,llu(r1)), y Au2(t) = Au(r2 }k[r2 - t] + uu(r2 ) es la recta que 
va de (r2 , Au 2 (r2)) a ( r2 + 1/k, O} de acuerdo a la siguiente grlÍfica. 

AuctJ 

Au(t) 

tu(r 
u(< 

o T 
t 

De aquí, las siguientes desigualdades nos llevan a una contradicción 

r1+f 

O~llkS= j [H(x,ü+hk,t)-H(.i,ü,t)Jdt 

r1-f 

= ] [H(x, ü + hk, t) - H(x, ti, t)Jdt 

r1-f ,., 
+ j1n(x,ü+hk,t)-H(x,1i,t)Jdt 

r1 
r2+f 

+ j [H(x,ü+hk,t)-H(x,ü,t))dt 
,., 

por otra parte, tomando el liuúte, obtenemos 
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lim~ks = [H(i, ü + h\t)- H(x,u,t)]dt >o 1
,, 

k-oc. r, 

Por tanto, a partir de la negación de la ecuación ( 40) obtenemos la 
siguiente condición necesaria 

H(x,,; + óu, t) - H(x, u, t) ::; o (43) 

En otras palabras, el máximo de la función S en (i, ti, t) implica que H 
alcanza su máximo en (i, u, t) con respecto al vector de control u. De esta 
manera, la condición (ii) del teorema es probada. Las condiciones (i) y (ii) 
son claras de acuerdo a la elección <le las variables p; en la ecuación (29) . 

• 
Regresando al planteamiento hecho en (19) y considerando sus restric

ciones, reemplazamos las cantidades x;, y x ji en la función objetivo U; con 
sus equivalentes en la función de producción, y la cantidad comprada del 
bien r, x~1 (r E R), con su equivalente en la restricción presupuestaria 

max U; =fo"° u¡1e-'1dt 

sujeto a: 

=fo"° [(L;,)"- xi,] IT ( ~x~1 ) TI (L;1)ªe-r1dt 
o rER 111 jEJ 

l¡¡+ ¿1j1 =l, 
jEJ 

I _ dLu1 
u•- dt ' 
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donde 

d l[p·' ~ d¡ Xrt = - itX¡t - L.,¡ Pr1 tXr't 
Prt 

De aquí, a partir de las restricciones, podemos identificar al nivel de expe
riencia Lu1 (Y = i,j, donde j E J). y a las cantidades x¡1 y x~1 (r E R) 
como variables de estado, y al trabajo iuvertido en la producción del hien 
y, ly1, como variables de control. 

Por otra parte, el valor óptimo del ní1mero de bienes comercializados, 
n,, así como el nivel de experiencia Ly1 y las cantidades vendidas y com
pradas x¡1, x~1 , dependen de los precios de los bienes (p¡ 1 , Prt) a través 
del tiempo, es decir, sustituyendo los valores óptimos para x71 y xf1 1•n la 
función de utilidad U; podemos expresar la utilidad total en términos ele 
los precios relativos a los bienes, constituyendo así una función de utilidad 
indirecta. 

Por tanto, antes de calcular las cantidades óptimas x¡,, xf1 y Ly1 es necr
sario determinar. los precios ele equilibrio. El equilibrio en el mercado rNtá 
caracterizado por un conjunto ele condiciones éste, y otro conjunto de coudi
ciones que establecen una igunlclacl con respecto a las utiliclacles obtenid;c' 
por cada individuo. Las conclidonrs sobre el mercado están basadas en las 
ofertas y demandas (di111ímin"'J derivadas ele los problemas de decisión cor
respondientes a cada individuo, y las condiciones acerca de la igualdad de 
utilidades estnn basadas rn las funciones ele utilidad indirecta. 

Si definimos a /vf¡ corno el mímcro de personas quienes vendru el bien 
i, entonces podemos d1•scribir la estructura del mercado en terminos ele 
cada grupo ele personns M; consiclrrnndo qur el tamaiio de la pohlacióu 
m = Í:; M; está dado. 

Suponiendo que todos los bienes son vendidos en cada ti .. mpo t, es drcir, 
si no cxiRte aln1aceuanúc11to de hirnes, las condicioues sohrc t•I 111ercaclo al 
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tiempo t son las siguientes 

m 

MrX~t = L M¡xtrt' 
i=l 
i¡i!r 

r= 1, ... ,m (45) 

donde Mrx:1 representa la oferta agregada del bien r, y x1ri es la demanda 
de una persona que vende el bien i y compra el bien r al tiempo t. 

Por consiguiente, la expresión L¡ M;xfri es la demanda agregada del 
bien r. Posteriormente, probaremos que la cantidad xf r, es idéntica para 
toda i, i = 1, 2, ... , m, excepto para el bien r. Por tanto, la demanda xfr, 
es la misma que la cantidad comprada del bien r, x~1 • 

El comportamiento para maximizar la utilidad por parte de cada indi
viduo asegurará que la función de utilidad indirecta sea aproximadamente 
igual entre cada persona a través del tiempo, esto es 

U1 = U2 = ... = Um (46) 

Esta ecuación consiste de m - 1 ecuaciones, la cual conjuntamente con la 
condición (45) determinan los precios relativos p¡¡, además, como veremos 
posteriormente, tanto los m - 1 grupos (111;) de personas que venden los 
diferentes bienes como la estructura del mercado permiten un equilibrio 
dinámico en el sentido de conservar la igualdad entre la oferta y la demanda 
a través del tiempo. 

Antes de calcular específicamente los valores ele los precios y el mímero 
de personas que integra cada grupo de personas, discutiremos algunos as
pectos acerca de la estrucrura óptima de comercio en el mercado. 

En un posible equilibrio, cada persona intercambia pocos bienes en 
los primeros periodos, pero progresivamente, el número de bienes a comer
cializar aumenta conforme transcurre el tiempo. Por otra parte, en tales 
periodos existe una gran variedad de posibles estructuras de mercado. Una 
de ellas, la cual identificamos por A, es tal que toda la gente comercia con 
el mismo paquete de bienes. Como el número de bienes comercializados 
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por cada persona se incrementa sobre el tiempo, el número de vendedores 
(exclusivos) de cada bien previamente involucrados en el comercio decrece, 
y algunas personas cambian su profesión para producir los nuevos bienes 
a comercializar. 

Otra estructura de mercado, representada por P, es tal que existe 
un solo vendedor por cada bien. Los individuos comercian con diferentes 
paquetes de bienes, pero con el mismo número de bienes por cada persona. 
Como el número de bienes comercializados por cada persona aumenta a 
lo largo del tiempo, cada persona compra mas bienes y vende mas de uu 
bien a un grupo mas grande de personas, pero ésta persona no cambiará su 
profesión. 

Para ilustrar esta situación, consideremos el ejemplo para m = 4 des 
crito en la figura l. La estructura de mercado A es mostrada en la figura 

la y la est.ruct.ura del mercado P en la figura lb. 

(a) (b) 

~~3 
4 2~ 

FIG. l. Diferentes estructuras del mercado. (a), mercado A: dos bieuc•s 
comercializados, (b), mercado P: cuatro bienes comercializados. 
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L!L' lineas gruesas indican el flujo <le! comercio, y las lineas delgadas repre
sentan el flujo de los bienes con los que él mismo se provee o produce. Las 
flechas indican la dirección del flujo de los bienes. Los números junto a las 
lineas significan los bienes involucrados. Un círculo con el número i significa 
una persona vendiendo el bien i. En el mercado A cada persona comercia 
con los bienes 1 y 2 y cada una se provee de los bienes 3 y 4. El número de 
bienes comercializados por cada persona para la ecouonúa es también dos. 
En el mercado ·P, la persona 1 vende el bien 1 a la persona 2, quien vende 
el bien 2 a la persona 3, quien a su vez vende el bien 3 a la persona 4, así 
mismo, la persona 4 vende el bien 4 a la persona l. Cada persona comercia 
con dos bienes, pero cuatro bienes son comercializados en la economía. 

No es difícil ver que si todos los bienes son eventualmente comercializa
dos en la ecouonúa, entonces el mercado P es superior en el sentido de 
Pnreto con respecto al mercado A, es decir, cualquier redistribución o re
direccionamieuto en el flujo del comercio efectuado con la finalidad de be
neficiar a una persona, necesariamente perjudica a otra. Además, podemos 
mencionar específica.mente dos razones: 

(1) Por la simetría del modelo, la organización del comercio no tiene 
efecto sobre el bienestar de las personas en los primeros periodos; 
solo el número de bienes con los que comercia cada persona im
porta. De esta manera, el bienestar individual en los primeros 
periodos es el mismo cu ambas estructuras de mercado. 

(2) El bienestar individual es mayor en periodos posteriores en el mer
cado P que en el A debido a que una mayor experiencia en pro
ducir los bienes 3 y 4 ha sido acumulada en el mercado P desde el 
principio. Adieionalmeute, en el mercado A tal experiencia no es 
acumulada en los primeros periodos. 

También es posible demostrar que el mercado A no tiene una estructura en 
equilibrio. La razón principal es la existencia de una ganancia inexplotada 
en el mercado, en la cual algunas personas siempre tendrán un incentivo 
para desviarse de esta estructura de mercado. 

Supongamos que en el mercado A lru; condiciones de oferta igual a demanda 
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son satisfechas. En los primeros periodos algunos individuos venden el bien 
1 y otros venden el bien 2, y para periodos posteriores, todos los hirmes son 
comercializados. 

Consideremos la siguiente desviación en la estructura del mercado A: 

Si en los primeros periodos algún individuo comienza a vender el bien 3 
a un precio equivalente a los bienes 1 y 2 (esto es factible por las propiedades 
simétricas del modelo), y en situaciones o periodos posteriores vende el bien 
3 a un precio marginalmente mas bajo que en el mercado A (es factible como 
consecuencia del aprendizaje o experiencia adquirida en la producción del 
bien 3 ). Con esta desviación, tanto el vendedor como los compradores 
del bien 3 obtendran una utilidad mayor que en el mercado A. Por consi
guiente, cada individuo en el mercado A tendría un incentivo para producir 
el bien 3 en vez de producir el bien 1 ó 2 en los primeros periodos. Por 
éste argumento, el mercado A no puede constituir un mercado con una 
estructura dinámica en equilibrio. 

En base a razonamientos similares podemos establecer que otras es
tructuras de mercado son menos eficientes que el mercado P, además de la 
inexistencia de dicho equilibrio dinámico para cualquier estructura aparte 
de esta. Por consiguiente establecemos el siguiente lema. 

LEMA 2. Para n 1 ~ 2, la estructura de mercado en equilibrio es P, en 
el cual existe un único vendedor por cada bien; m bienes son comercializa
dos en la econonúa, aunque el número de bienes comprados por cualquier 
persona, n1 - 1, se incrementa desde cero hasta m - l. 

En la estructura de mercado descrita en el lema 2 los problemas de 
decisión individual son simétricos. Combinados con Ja restricción de oferta 
igual a demanda agregada ( 45) y la restricción presupuestaria para cada 
individuo, obtenemos 
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PttXÍt E *.'v11xí11 ~xf1(m-M1) EPrtX~¡ 
r;•!i ,,..¡ 

]Jo,uX~t E 4k-vui:~, f,;-x~1 (m - M2) ¿p,.,x~, 
.... 2 2 .... 2 (47) 

P:ntx:,., ~ ~PrntX'!nt ~x~1(m-Mm) E PrtX~t 
r"'m r:¡lm 

suponiendo que el número de personas que vende el bien i, A1;, es mayor 
que cero, para i = 1, 2, •.. , m. 

Sumando las últimas 2 columnas del lado derecho en (47), obtenemos 

L ~1 .x~1 (m - M,) = (m - 1) LPrtX~t• 
r r r 

r = 1,2, ... ,m. 

De aquí 

m,L(~ -l}PrtX~1 =0, paracadabienr, r=l,2, ... ,m 
r r 

Dado que posteriormente probaremos que la cantidad comprada x~1 es la 
misma y mayor que e.ero pam cualquier bien r, el factor { * -1) es iguai 
a cero para cualquier bien r, es decir 

M¡ = 1 para todo bien i, i= 1,2, ... ,m. (48) 

Considerando que existe un solo vendrdor por cada bien i, en las últimas 
dos columnas de la expresión (47) obtenemos las siguienlcs igualdades 

1'11xf,(m -1) = LPrtX~t 
r"'I 
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PmtX~¡(m -1} = L PrtX~¡, 
r;'m 

suponiendo hasta el momento que las cantidades a comprar óptimas, x~1 , 
son las mismas para cualquier bien r E R tenemos 

(m-l)=LPrt 
r;'I Pll 

(m -1) = ¿ E!:!.., 
r;,!mPmt 

igualando 

o bien 

m 
~ Pmt ~ 
~Prt-+Pmt = ~Prt 
r;'I Pll r=I 

por tanto para el bien 2 

P21[l + L Prt] =Pm1[l + L Prl),con Prl >O Yr 
r;'I Pll r;'I Pll 
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de aquí 

P2t = />mh auálogatllC'JltC Pit = l'mt i=:l, ... ,111-I. 

Por tanto, la razón de precios entre cualesquiera dos bicues debe permanecer 
igual en cualquier periodo t. 

Sustituyendo la expresión (49) en la rest.rkcióu de presu¡mcsto para 
cada individuo dada en (19), y suponiendo hasta f.'! momento que la canti<lad 
comprada al tiempo t, x~1 , es la misma para todo bien 1· <'ll el ronjnnto de 
bienes R tenemos 

xi1 = (nt - l)x~,. para rnalc¡nirr bien r E R. (úO) 

Por otra parte, sustituyendo la cantidad a comprar, x~1 , dada en (50), 
en la función de utilidad para cada imlh·iduo, uu, dada en (44), obtenemos 

De acuerdo a lo anterior, las condiciones de primer orden para maxi
mizar la utilidad 11; 1 con respecto a la cantidad vendida, x¡,, implican 

es decir 

.• _ (llt - !) (L. )" 
X¡,---- d • 

llt 
(51) 
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Uti!izando nuevamente la restricción de presupuesto, para cada persona 

d (Lit)" b. . ( ) 
Xrt = --- para todo 1en r E R, t = 1, ... , m. 52 

n, 

De esta manera, las variables que representan la compra y venta corrcspon
dient~ a cada individuo, x11 y x~1 , respectivamente, están determinadas en 
función del número de bienes a comercializar, ,,,, y el nivel de producción, 
(L;1)ª, el cual se encuentra directamente rclaciouado con el nivel de expe
riencia o aprendizaje, L;1• 

Cuando la cantidad vendida del bien i, x¡1, en (51), y la cantidad 
comprada del bien r, x~1 , en (52), son sustituidas en la expresión (l!J), 
las condiciones de oferta igual a demanda agregada en el mercado, y la 
restricción de igualdad en las utilidades implican el siguiente lema. 

LEMA 3. La cantidad comprada x~1 es la misma para cualquier bien 1·, 

r = 1, 2, ... , m; análogameut<', el nivel de experiencia y trabajo invrrtido en 
producir el bien i. L;1 y /;1 , junto con el mímcro ele bienes comercializados, 
n1, son idénticos pam cualquier persona. 

Consideremos nuevamente el plantcamient,o hecho en (44). 
Sustituyendo en la función de utilidad, u;,, las expresiones desarrolladas en 
(51) y (52) para las cantidades x¡1 y x~,, obtenemos 

(k) n,-1( )1-2n1 (L )ª"• rr (L )ª u¡1 =u,= · llt it it , i = 1,2, .. .,m. (53) 
jEJ 

Entonces, reescribimos el planteamiento ( 44) como 

max U;=U1 (54) 

= fo00 

u1e-r1dt 
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= ¡oo (k)"'-1(n1)1-2n, (L¡¡)""' TI (L;ct e-rldt 
Jo jEJ 

sujeto a: 

/¡¡+¿1;1 =l, 
jEJ 

11= i,j, 
•e;,, ..:: 
E:=;¡-

~ ..... -;::,. 
f:3 :::;¡ 

De acuerdo al procedimiento desarrollado anteriormente, es equivalente = 
maximizar la funci6n hamiltoniana 

H; = H(Luh lui. "Yuh >.1) 

= ·uc +>.e (1 -1;1 - L 1;1) + L ")';11;1 + ")';1/;i, Vi, i = 1, ... , m, (55) 
jEJ jEJ 

en donde hemos adicionado al problema, m - n1 + 1 variables de costo "Yuh 
11 = i,j, y multiplicadores dinámicos >.1 para cada t E [O,oo). 

Por consiguiente, para conocer el nivel 6ptimo de experiencia o preparaci6n 
en producir el bien 11(11 = i,j), Lui. así como el número de bienes comercia
lizados al tiempo t, ni. necesitamos resolver simultáneamente los siguientes 
planteamientos 

Maximizar:H(Lui. lui."Yul• >.1), para todo tiempo t E [O, oo), (56) 

'·· 
sujeto a: 

.J.O 



y 

dado 

BH dLu1 

Bru1 = dt' 

/¡1+¿1;1=1, 
jEJ 

y= i,j, j E J, 

(57) 

lu1E[O,1) 

(58) 

Inicialmente consideraremos el problema de maximizar la función ha
miltoniana H con respecto al trabajo invertido en la producción del bien y, 

'•" (11 = i,j). 

Reescribiendo la función hamiltoniana y el sistema de ecuaciones diferen
ciales, dados en (55) y (57) respectivamente, obtenemos 

H(Lu,,lu1t'Yu1t>.1) = u1+>.1+lil(')'il-.\1)+L1;1(')';1->.1), y= i,j, j E J 
iEJ 

l dLu1 yl=dl· y=i,j, jeJ, (59) 

an1u1 • 
~=-7¡,, 
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Como la función hamiltoniana a maximizar, ll, es lineal con respecto 
a hL' variables que representan el trabajo en el bien y, ly1 (variables de con
trol), podemos diferenciar tres easos para los cuales ll alcanza su máximo: 

'•' = 1 si 
"¡yt > "" 

lyt E [O, lJ si 'Yvt =.X,, (60) 

si 'Yyt < A¡, para y= i,j, j E J, 

Por otra parte, considerando los resultados del lema 1, para un indi
viduo quien vende el bien i y comercia con n1 bienes al tiempo t (n1 $ m), 
las cantidades x¡1 y x11 con las que él mismo se provee y vende respectiva
mente, son positivas, igualmente ocurre con la cantidad de trabajo invertido, 
/¡¡, siempre y cuando no se realicen compras del mismo bien i 

x¡,,x;,,lu >O, x11 =O. 

Análogamente, para el conjunto de los m-n1 bienes no comercializados, 
~·por el lema 1 

De aquí, el nivel de trabajo invertido lut• para y = i,j,j, E J, siempre es 
mayor que cero. Combinado con la restricción 

lit+ ¿1;1 =l 
jEJ 

afirmamos que las cantidades que representan el trabajo invertido, /¡1 y 1;1 
(para j E J), están entre cero y uno cuando O < n 1 < m, es decir, cuando 
el conjunto de los m - 11 1 bienes no comercializados, .J, no es vado. 
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De acuerdo a lo anterior, y consirlerauclo los casos dados en (GO) para 
los cuales se maximiza la utilidad, obtenemos 

í'it=/'jt=-'1, lyt E (O, 1], y= i,j, j E J, (61) 

es decir, en cada tiempo t, las m - n 1 + 1 variables de costo "fyt son equi
valentes a les multiplicadores dinámicos,>.,. 

Como consecuencia de la dependencia existente entre el problema de 
control rlescrito en (56) y el problema de programación entera en (58), antes 
de deducir explícitamente el valor de las variables de estado, Lyt, daremos la 
siguiente aproximación para determinar la trayectoria óptima de la variable 
que representa el número de bienes a comercializar, 11;, suponiendo hasta 
el momento que la función hamiltoniana, H, es concava sobre llll dominio 
continuo de las variables n 1 y los demás parámetros son dados 

8
8

H =O, para cualquier tiempo t, con t E [O, oo), 
n, 

8H Du, 
8n1 = 8n1 

donde 

= [(k)"'-1ln(k)]n, 1-
2
"' (Lit)""' IJ (L;t)ª 

iEJ 

+ (111)
1

-
2
"' [-2(/n(nt) + 1) + .!..¡ (k)"'-1 {L¡¡)ª"' IJ (Lj1)ª 

111 ieJ 

+ [{L;,)""'a ln(L;1)] (k)"'- 1
(111)

1
-

2
"' II {Lj1)" 

=tt1Bt 

=Ü 

iEJ 

B1 = lu(k)-2(/n(n, •)+1]+...!....+a ln(Lit), O< ¡,. < 1, a> !, lit >O. (62) 
n1• 
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Aquí, 11 1• rcprcscuta una aproximación para el número óptimo de bienes 
n,. 

En base a lo anterior, analizaremos el comportamiento de Ja expresión, 
B 1, cu términos de la constante que caracteriza la eficiencia en las tran
sacciones, k, y el exponente a relacionado con el nivel de experiencia o 
aprendizaje. 

Para el ca•o en el que la constante de transacción, k, tienda a éero, y 
el exponente a converga a uno, es decir, para k y a tales que 

ln(k) +a ln(L¡¡) < 2[ln(nt) + 1)- .!..,implica B 1 <O n1 $ m, 
n1 

la expresión B1, particularmente ln(k), decrece indefinidamente conforme 
disminuye el valor ele la constante de transacción k, cousidcranclo q1w el 
nivel de experiencia o aprendizaje, L;1 , y las demás <'Xpresioncs, siempre 
está.u acotaclas en cada tiempo t 

L;1 =fo' l¡r dr $ t, ya que O$/¡¡ $ 1 'r/t, 

.!._ $ 1, 
llt 

-2[1n(nt) + lj $ -2, n1 EN, 

de aquí, 8H/8n1 es negativa para todo 11 1• En base a la condición de frontera 
dada en {58) 

111EN (63) 

y como consecuencia del decrecimiento de la función bamiltouiaua, H, 
111 = 1 representa la cantidad !1ptima 1le bienes a comercializar cu cualc¡1tiPr 
tiempo l. 
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Análogamente, si el coeficiente de transacción, k, y el exponente a son 
suficientemente grandes, es decir si 

1 
ln(k) +a ln(L;i) > 2[/n(n,) + l] - -, entonces D1 >O, 11 1 ::;; m, 

11¡ 

por tanto, la razón de cambio da la utilidad H con respecto al número de 
bienes a comercializar, n1, 8H/8ni. es positiva. 

Nuevamente, combinando la condición de frontera (63) y la desigualdad 
8H/8n 1 > O, deducimos que n1 = m representa el número de bienes óptimo 
en este caso. 

Si las constantes k y a no son demasiado grandes ni muy pequelias, es 
decir, si existe i E [O, oo) tal que 

B 1 < O para O < t < i, y n, > o ' para i < t, 

podemos probar que a lo largo de la trayectoria óptima, el número de bienes 
a comercializar, ni, se incrementará a través del tie1npo. 

A partir de la última igualdad en la expresión (62), sobre la trayectoria 
óptima tenemos 

·~·. 

B 1 =O, o bien O= ln(k) - 2/n(n1) - 2 + _!_ + aln(L;¡), 
n, 

(64) 

derivando con respecto a t y considera1Hlo qne la función logaritmo es 
monótona creciente, el signo de la derivada no cambia y la variable n1 
se incrementa confonnc transcurre el tiempo 

O - -20_ - .!!!._+a~ 
- n1 n1

2 Lit' 

tl(/11(11,)) n, 1 
--

1
-- = - = up;(2 +-)>O para m > 111, 

l f Ht llt 



donde 

. dn 1 lit 
n1 = dt' p; = L;i. 

Utilizando nuevamente la expresión (64) deducimos el valor óptimo 1le 
las variables de estndo, Ly1 

B1 =0, implica 

esto es 

(6411) 

además, combinando las expresiones (59) y (61) 

o bien 

(64b) 

Como es de esperarse, para cada individuo, la cantidad de trabajo invertido 
en producir los bienes que no compra ni vende, 1;1, tiende a cero conforme 
se incrementa el número de bienes a comercializar, n 1 

l·i = dLit 
J dt 

= k.:;i.e12-;/¡-J(_1_ + _1_) 
3-2 4-.2 , 

n, • n, " 
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por consiguiente cada individuo deja de proveerse por sí mismo de estos 
bienes a través del tiempo y paulatinamente comienza a comprar otros 
bienes. 

En hase a lo anterior, si combinamos las restricciones del planteamieuto 
hecho en (54), podemos expresar la raz1í11 de cambio o crecimiento del 
nínuero de hienes, n 1, en términos del coeficiente de transacción, k 

(64c) 

de aquí, la raz6n de cambio del número de bienes a comercializar se incre
mentajunto con la constante que representa la eficiencia en las transacciones 

dn1 • an~-2/•ki/•el/ano-2/• 
--=n1= · >0, 
dt m(2n1 + 1) - an1(m - n1) 

sin1 <m. 

De esta manera concluimos que al analizar el comportamiento de la 
variable que represcuta el número de bienes a comercializar, 11,, a partir de 

.la eficiencia en las transaccioues, k, y la constante que. describe el beneficio 
por especialización o aprendi1.aje, a1 diferenciamos tres posibles situaciones 

,¡, 1 
p,, = - = ap¡(2 + -) > O para m > n 1 n, n, 

(65a) 

si k y u no son demasiado grandes ni muy pequeños, y p¡ = ~ 
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{)H < O '</n 1 si ~' y n son suficicntcmP1llc P'"tu<·1ios, an, 

DH > O '</n1 si k y n son suficicntenwntt• grandl's, 
Dn1 

dn 1 dt se incrementa junto con k, si 11 1 < m. 

(G5b) 

(65c) 

. {GG) 

Las expresiones (65a) y (65b) implican que 11 1' = 1 representa la cantidad 
óptima de bienes a comercializar desde el tiempo t = O si k y a son suficicn· 
temente pequeñas. Dajo estas condiciones, existe un beneficio relativamente 
bajo por la especialización o aprendizaje, originando una falta ele planifi
cación o aprendizaje para producir otros bienes, adc1nás, co1no consecuencia 
de la baja efectividad en las transacciones, el equilibrio será caracterizado 
por la autosuficiencia ele cada persona, es decir, cada individuo continua
mente se provee de todos los bienes que él necesita. 

En el otro extremo, si suponernos un alto beneficio por especialización, 
a, y un nivel ele eficiencia, k, cercano a uno, el número de bienes a comer
cializar 11 1 • toma el valor m. Por consiguiente propicia una completa espe
cialización por parte ele cada individuo desde el tiempo t = O, suirnniendo 
así, una mayor procluctiviclad, la cual compensa el alto costo ele transacción 
(1 - [(¡) en que incurre cada persona al comprar otros bienes di' consnmo 
necesarios. 

Para valores intermedios de a y k, el valor presente <le los beneficios pol' 
especialización disminuye debido a la pérdida de utilidad originada por el 
costo de transacción, es decir, los beneficios por especialización serán bajos. 
Sin embargo, conforme transcurre el tiempo, la experiencia o aprendizaje 
originados por la pn\ctica en la producción contribuyen a incrementar el 
grado de especialización, y de la misma manera, el nivel de producción. En 
éste sentido, la experiencia o el aprendizaje representan un factor fundamen
tal en el crecimiento ya que en situaciones donde el nivel <le especialización 
permanece invariante a través del tiempo, se mantiene constante el nivel ele 
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producción, el cual a su vez, impide un beneficio económico y origina que 
la especialización n11nca sea ader1mda. 

Algunos resultados derivados ele las cx¡m•sioncs (G5) y (GG) son analizados 
en la siguiente proposición. 

Proposición l. El equilibrio dinámico <'S caracterizado iniciahuente por 
una autosuficiencia si la eficiencia en las transacciones y los beneficios por 
la especialización son bajos, por otra parte, existe permanentemente una 
completa especialización ron respecto a cada individuo si tanto la eficiencia 
en las transacciones como los beneficios que obtiene cada p<'rona por su 
especialización son suficientemente grandes. La división del trabajo evolu
cionará gradualmente hasta que el número ele bienes comercializados, ni, 
sea igual al número total de bienes, m, si la eficiencia en las transacciones 
y el nivel de beneficios no son muy grandes ni demasiado pcl¡ueüos. 

Es necesario observar que la fuente de crecimiento económico no es el 
producto de un crecimiento en el tamaño de la población o un cambio en las 
condiciones de las transacciones o de producción. Mas bien, el crecimiento 
es generado por la evolución en la división del trabajo. Un ejemplo de tal 
evolución es descrito en la figura 2 para el caso en el cual tanto el número 
total de bienes como de individuos es 4 (m = 4) 

1P' 'CÍP, 
4 4 
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4 2 

FIG.2. Evolución de la división del trabajo. 

En l~· parte a, cada persona se provee de todos los bienes que ella necesita. 
En b, cada persona vende un bien, compra un bien, y produce tres bienes 
(el número de bienes a comercializar, n11 es dos). En el inciso e, cada 
persona vende un bien, compra dos bienes, y se provee cada una de dos 
bienes (nt = 3). En d, cada persona vende y produce un bien, compra tres 
bienes y comercia con cuatro bienes (n 1 = 4). 

Los círculos, lineas y números en la figura 2 tienen la misma intcr
pret.ación que en la figura 1, consecuentemente, el equilibrio descrito en la 
figura 2 es también óptimo en el sentido de Pareto, y además, conserva la 
igualdad oferta-demanda que caracteriza el equilibrio económico. 

En base a la diferenciación de la función de utilidad u, es posible exa
minar el crecimiento económico en equilibrio, el cual se traduce, en un in
cremento en las utilidades obtenidas por cada individuo a través del tiempo: 
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d(ln(n1)} 
Pu=--d-t-

= n1(1n(k) - 21n(n1) + _!. - 2 + aln(L;1)] + an1 Ll;¡ 
n, it 

"'"'"' +a L.J í.,. , . 
jEJ ,¡ 

empleando las expresiones (64a), (64b) y (64c) obtenemos 

(67) 

Para analizar el crecimiento de las utilidades en función del número de 
. bienes existentes en la economía utilizamos nuevamente la expresión (67) 

_ ( d{ln(L¡¡)) '°' d{ln(L;1)}) 
Pu - a n1 dt + L. dt ' 

jEJ 

Derivando 

(( 2rit ñ,) ri1) Pu=a -+-2 m-(m-n1)- , 
ant an, n, 

(
2mn1+m-an1(m-n1)). 0 =a 2 n1 >, 

an1 

= acm\1-2/a)kl/•el/•(;/;-2) 
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<londe 

2mn1 + m - an1(m - n1) 
a= 2 an, 

Por tanto, las utilidades se incrementan conforme transcurre el tiempo 
siempre y cuando el número total <le bienes m sea suficientemente grande, y 
además, el número de bienes a comercializar n1 se encuentre suficientemente 
cerca de m, es decir 

2mn1 + m > an,(m - n,), en cualquier tiempo t, 

o bien 

limp,. = a(2m2 + m)m1-!k*e~h\;-2l >O 
n1-m 

De acuerdo a lo anterior, si el potencial para la evolución de la división 
del trabajo es significante (m grande) y la división del trabajo está sufi
cientemente avanzada (n1 cerca de m), la tasa de crecimiento económico, 
p., crecerá sobre el tiempo. Posteriormente, la tasa de crecimiento se man
tendrá constante a través del tiempo después de que el número de bienes a 
comercializar, ni, alcance el número total de bienes, m 

dp,. =o 
dt ' 

en n1 = m. 

Por otra parte, el conjunto de bienes sin comercializar, J, llega a ser 
vacío, y simultáneamente, la proporción que representa el trabajo invertido 
en producir el bien i, l;c, es uno, ocacionando que al concentrar su trabajo 
en el bien i, el nivel de experiencia L;1 se incremente a través del tiempo. 

Un caso especial de crecimiento económico se establece cuando el equi
librio es consecuencia de la autosuficiencia de cada individuo. En tal situa
ción, permanentemente cada individuo distribuye su trabajo en las m dife
rentes actividades de producción. De esta manera 1/m representa el trabajo 
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invertido en producir cada bien, es decir, el nivel de experiencia o apren
dizaje acumulado durante la producción de un bien está dado por 

J. t 1 t 
L1 = - dt= -, 

0 m m 

de aquí, el nivel de producción al tiempo t, (Li)ª, determina la función de 
utilidad en t 

m 

U1 = II (L1}° (68) 
i=l 

Consecuentemente, la tasa de crecimiento económico está determinada 
por 

d(ln(U1)) am 
Pu= __ d_t_ = ¡· {69) 

Por consiguiente, la economía crecerá lentamente bajo condiciones de 
autosuficiencia a través del tiempo. Dicho crecimiento es originado princi
palmente por el aprendizaje o experiencia adquirida a pesar de la falta de 
división en el trabajo, sin embargo, la tasa de crecimiento correspondiente 
a los ingresos de cada persona deerece monótonamente. 

A partir de las expresiones (68) y {69) establecemos la siguiente proposición. 

Proposición 2. La evolución en la división del trabajo genera crecimiento 
en el ingreso percápita. La tasa de crecimiento de los ingresos se incrementa 
si el grado de evolución del trabajo es alto. Por otra parte, ésta tasa de
crece monótonamente ya sea por la autosuficiencia de cada persona o por 
la finalización en la evolución de la división del trabajo. 
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De acuerdo a lo anterior, debemos considerar algunas implicaciones 
adicionales del equilibrio que involucra la división del trabajo. 

Definimos a E como la extensión del mercado, específicamente como 
el volumen total de bienes comercializados por cada persona. Por tanto, a 
partir <le las expresiones (51) (52) expresan1os la extensión E en terminos 
de las cantidades totales compradas y vendidas x11 y x¡1 

E= (n1 - l)x~1 + xi1 

= 2(n1 -1) (Lu)º, 
lit 

donde (L;1}
0 representa el nivel de producción del bien i que vende cada 

individuo, y (n~:l) es la parte del bien que es vendida. 

Diferenciando la extensión E con respecto a t obtenemos 

E 
PE= E 

d(lnE) 
=dt 

ñ1 i1, . l;, =--+-+a-
n¡ -1 n 1 L;1 

. p 
=~1 +ap;>O. ll¡-

(70) 

Aquí, Pn/(n1 - 1) indica la contribución de la evolución en la división del 
trabajo, y ap; representa la contribución del aprendizaje o experiencia ori
ginadas por la práctica. Por consiguiente, el mercado tiende a extenderse 
conforme se incrementa tanto el número <le bienes a comercializar como el 
nivel de experiencia adquirido. Si el potencial para la evolución del trabajo 
ha sido agotado (n1 = m), el primer término tiende a cero y por tanto, a 
partir de ese momento, la tasa de crecimiento de la extensión del mercado 
depende únicamente de la experiencia acumulada. 
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Por otra parte, asumimos que la dependencia comercial de cada indi
viduo con respecto al mercado, R, está representada por la proporción entre 
el m'imero de bienes comercializados y el mímero de bie1ws total 

para cualquier tiempo t. 

De esta· manera la tasa de crecimiento de la dependencia comercial es 

R 
PR = R = p,,. (71) 

Al igual que la tasa para el número de bienes a comercializar p,,, esta 
tasa de crecimiento es positiva mientras no se alcance el número máximo 
de bienes a comercializar, es decir, para n 1 < m la dependencia comercial 
de cada individuo con respecto a las demás personas aumenta como con
secuencia de un mayor intercambio comercial con un núnreftl~ 
socios. '-

La ventaja comparativa de un productor es caracterizada por la dife
rencia entre la producción percápita del vendedor de un bien y la producción 
percápita de cualquier otro comprador de ese bien. Denotando esta dife
rencia por D, obtenemos D = [<L~•>"] - G, donde G representa el nivel 
de producción de los n 1 - 1 compradores de ese bien y es constante debido 
a que el proceso de acumulación de experiencia en cada comprador para 
producir ese bien se ha detenido. Si derivarnos esta diferencia, apartir de la 
expresión (64a) es inmediato que 

d(lnD) 
PD =--¡¡¡-

ÍJ =n 
= ñ,(2. + ..2,.i >o 

n1. n 1
2 
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Bajo estas circunstancias, la ventaja comparativa de un experto sobrr 
un novato en la producción de un determinado bien se incrementa ronforme 
evoluciona la división del trabajo, es decir, cuando aumenta el número ele 
bienes a comercializar n1• 

La participación del costo de transacción dentro de los ingresos de 
cada persona, S, es representada por la proporción entre el costo de los 
bienes comprados que se pierden durante las transacciones y los ingresos 
totales. Puesto que el costo de los bienes comprados PrtX~1 es el mismo 
para cualquier bien r en el conjunto R, la cantidad {1 - k1)(111 - l)PrtX~t 
representa el costo de ·transacción en las negociaciones mientras que la 
cantidad (n 1 - l)PrtX~t = Prix:, caracteriza el ingreso percápita al tiempo 
t de acuerdo a la restricción de presupuesto. De aquí 

S = {1 - !(,)(ni - l)PrtX~t = l _ }i_ 
(ni - l)PrtX~t ni 

(73n) 

mide el grado de participación que tiene el costo de transacción con 
respecto al ingreso de cada individuo. Es decir, podemos afirmar que mien
tras mas grande sea el costo de transacción en las negociaciones mayor será 
su afectación en los ingresos de cada persona. Por otra parte, para aprrciar 
su comportamiento en relación a la evolución en la división del trabajo, 
derivamos la expresión anterior con respecto a la variable que representa el 
número de bienes a comercializar, n 1 

as k 
-=l+-
8nt 11, 2 si u1 < m (73b) 

Por consiguiente la participación de el costo de transacción en el in
greso se incrementa a medida que evoluciona la división del trabajo, es
pecíficamente cuando el mímero de bienes 11 1 se acerca al total m. Como el 
costo de transacción (1 - Kt) puede ser visto como costos no productivos, 
la condición (20b) implica que el ingreso de cada individuo creer ronforme 
la división del trabajo evoluciona. 

Los resultados obtenidos en las expresiones (70)·(i3) sou sintetizadas 
en la siguientr proposkión. 
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Proposición 3. La extensión del mercado, la dependencirr comercial, la 
ventaja comparativa de un experto en relación a un novato, y la parti
cipación de el costo de transacción en el ingreso se incrementan conforme 
evoluciona la división del trabajo a través del tiempo. 

Es evidente que la eficiencia en las transacciones tiene un importante 
efecto en la evolución de la división del trabajo y consecuentemente en el 
crecimiento económico, en la extensión del mercado, y la velocidad en la 
acumulación del capital humano. Dado que las políticas gubernamentales, 
los acuerdos institucionales, y In urbanización afectan la eficiencia en las 
transacciones de manera importante, sus efectos sobre la evolución en In 
división del trabajo y el crecimiento económico son determinantes. 
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CAPITULO 2 

Interpretación Personal 

A partir del planteamiento y desarrollo descrit.o en el capítulo anterior 
podemos caracterizar en primera instancia, las propiedades escenciales del 
modelo, y posteriormente, las implicaciones que el modrlo proporciona. 

Particularmente, el modelo desarrollado permite formalizar la relación 
existente entre la estructura del mercado, la división de•I tralmjo y <') nivel 
de especialización de cada persona, cu est" aspecto, una de las princi
pales aportaciones <le este trabajo es concluir que la tasa de ingreso per 
cápita, o bien, el crecimiento económico, dependen íminunente de <los fac
tores o variables exógenas (k y a). La primera caracteriza la eficiencia e•n 
hL' transacciones indnyendo cambios trcnológicos o mejoramiento de• los 
medios de producción, y la segunrla representa los be1wficios c¡ue ohtfonc 
cada persona por su nivel de especialización. 

Es necesario aclarar que tall's hcneficioH t•str'tu <letcriuiuados cu l'Placi<ín 
al incremento de la productividad de carla individuo (la cual est"í e·a.ractc•
rizada por la expresión x11 + x1, = (L 11 )") considl'ran<lo c¡ne la <º<J/l.,lautc 
a > 1 representa los rendimientos crecientes que obtiene cada l"'rsoua por 
su especialización. 

Aunque existen relativamente poc1L' variahlc·s d<'ntro de•! modl'lo, es 
uec<'sario asociar en una sola variablc> (m) tanto el mÍinero d<' bi<'nt•s co1110 

C'! número de individuos ya qtw de lo contrario habrían individuos pro
duciendo más de un bien, o en el otro ca-'º• existirían bienes producidos por 
dos o más personas originando de <'Sta ntanera distintos niveles de csp<'chtw 
lización o experiencia así como diferente•s niveles ele cl<•pcudt•ncia comrrcinl 
de los individuos con respecto al mercado. En este sentido d modelo propor
ciona una estructura en equilibrio qur propicia principalmente condicione; 
de igualdad l'Il tPrminos económieos, y al niismo tiC"lllJ>n, :-;uponP un 1nb1110 
nivel de biruestar rn cada indivicl110. 
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Como consecuencia de las propiedades simétricas del modelo, las deci
siones de cada individuo proporcionan un mismo nivel de utilidad, el cual 
lo podemos asociar (dentro del modelo) con 1111 mismo nivel de ingreso. 

De esta manera podemos apreciar desde otro punto de vista la aparente 
relación que existe entre la distribución del ingreso y el crecirn.iento económi
co, es decir: Si se tiene una mejor distribución del ingreso, se obtendrá un 
ma11or crecimiento económico. 

Por otra parte, tanto el nivel de especialización que adquiere cada per
sona como el aprendizaje acumulado con la práctica son las principales 
fuentes de incremento en la producción ya que circunstancias en las que pro
gresivamente cada persona concentra su trabajo en una actividad específica 
existe mayor efectividad no solo en la productividad total sino en la calidad 
de los bienes. En este contexto, los beneficios por la especialización que 
obtiene cada persona, crean a través del tiempo una ventaja comparativa 
al convertirse en los únicos productores ele un determinado bien, y por otro 
lado, originan una mayor dependencia comercial con respecto a los demás 
individuos ya que su conswno depende en mayor proporción de compras 
realiza.das a otros productores. 

De acuerdo a lo anterior, podría pensarse que no existe diferenciación 
en el grado de dificultad o proceso de producción de los bienes, y en éste .1 

caso, el modelo restringe a todos los individuos en adquirir al mismo ritmo el • 
nivel de práctica o especialización necesarios para la producción. Bajo estas 
circunstancias en las que cada individuo es el único productor de un detenni
nado bien, no existen posibilidades de propiciar la formación de monopolios 
partiendo del supuesto en el que la totalidad de las decisiones comerciales 
son efectuadas en el tiempo t = O y asumiendo de la misma manera que 
inicialmente todos los individuos presentan similares condiciones y expec
tativas económicas. 

Con la estructura del mercado y el nivel de especialización endógeno, 
el número de productores de cada bien varía conforme transcurre el tiempo. 
Esta característica representa una ventaja sobre los demás modelos en los 
cuales el grado de división del trabajo está asociado con el número de bienes. 
En consecuencia, si hay permanentemente al menos un productor por cada 
bien, y consideramos que existen tantos bienes como individuos, entonces 
podemos esperar un nivel constante de empleo acompañado de un nivel de 
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especialización y experiencia creciente en cada persona. 

Dadas las condiciones iniciales, el modelo no considera en el largo plazo 
la entrada o salida de individuos ya que esto implica necesariamente el in
greso o salida del mismo número de bienes a producir, es decir, el ingreso 
de un nuevo consumidor-productor origina la aparición de un nuevo pro
ducto, o inversamente si un individuo desea salir del mercado. Todo esto 
con la finalidad de mantener el nivel de ccimpetencia por la producción de 
bienes, y de esta forma propiciar que cada persona concentre su trabajo en 
la producción de un solo bien. 

Independientemente de las variaciones en el número de horas traba
jadas por los individuos, es claro que una reducción o incremento en la jor
nada de trabajo origina variaciones en la producción final de bienes, sin em
bargo, dada la relación entre el nivel de producción, (Lu)ª, y la proporción 
de trabajo invertido en la producción de cada bien, 
/¡1 + 'Ej ljc = 1, la tasa de crecimiento Pu continuará siendo creciente a 
través del tiempo. 

Durante el planteamiento de cualquier modelo de crecimiento eco
nómico es importante considerar su capacidad para predecir tasas de cre
cimiento a través del tiempo, y en este aspecto, el modelo en este trabajo 
predice éstas tasas de crecimiento dependiendo particularmente del país del 
que se trate y de sus respectivas variables que representan la eficiencia en 
las transacciones, k, y los beneficios que obtiene cada persona por su espe
cialización, a, ya que estas variables determinan a partir de cual periodo 
comenzará la evolución en la división del trabajo. 

Es importante observar que tiene un caracter subjetivo el tratar de 
determinar las variables exógenas a y k ya que estas dependen de multiples 
factores que van desde politicas gubernamentales y cambios tecnológicos 
hasta las condiciones de trabajo existentes que propicien e incentiven a 
cada individuo a incrementar su productividad. De ésta situación se 
desprende que dada la dificultad para estimar estos parámetros, no es posi
ble obtener una aplicación práctica del modelo, mas bien, se presenta una 
serie de supuestos que nos permiten establecer concluciones acerca de al
gunos aspectos económicos acerca de la teoría del crecimiento independien
temente de su posible aplicación. 
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Otro enfoque alternativo que nos permite examinar las fuentes de cre
cimiento es conocido como la contabilidad del crecimiento, el cual no con
siste en un balance de la situaciación existente o de las cuentas naciouales, 
sino mas bien, en la contabilización exhaustiva de los factores que generan 
las tendencias observadas en el crecimiento. 

Considerando lo anterior, la razón principal por la cual el modelo no 
relaciona o analiza directamente la influencia del dinero es debido a que 
se trata de una economía de intercambio, en la cual todos Jos individuos 
inicialmente son iguales y Jos precios relativos se mantienen constantes a 
través 'del tiempo. 

Usualmente se diferencian tres principales factores o fuentes de cre
cimiento: el crecimiento del trabajo, el crecimiento del capital, y el per
feccionamiento de la eficiencia técnica, específicamente, en éste trabajo exa
minamos el crecimiento del trabajo en términos de los beneficios que obtiene 
cada persona por su especialización (a partir del parámetro a) y la división 
del trabajo, y por otra parte, el perfeccionamiento técnico en base a la efi
ciencia en las transacciones (desde un punto de vista tecnológico por medio 
del parámetro k). 

Análogamente, el modelo no analiza el intercambio comercial con otros 
mercados externos o paises, todo el proceso de crecimiento es determinado 
endógenamente. 

Si tratáramos de establecer algunas medidas que ea:ógenamente fo
menten el crecimiento nos encontraríamos con objetivos tales como: elevar 
los gastos de investigación y desarrollo civil, elevar la tasa nacional de in
versión y ahorro, reducir la tasa de desempleo, o bien, eliminar todas las 
huelgas, los cuales representan medidas extremadamente difíciles de lle
var a la práctica. Por consiguiente el trabajo aq\Ú desarrollado trata el 
crecimiento desde un punto de vista endógeno, es decir, incrementar con
tinuamente la producción a partir de las decisiones de cada individuo . 

. Si consideramos la contribución de cada fuente de crecimiento a la 
producción encontramos que alrededor de un tercio de la producción se 
atribuye a:l crecimiento del trabajo y del capital. Los dos tercios restantes 
son un residuo que se puede atribuir a la educación, la innovación, los 
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avances científicos y otros factores. De igual manera podemos destacar que 
uno de los factores que interviene en el crecimiento de la productividad 
proviene de una mejor asignación de recursos. A este respecto, podemos 
pensar el las personas que abandonan empleos mal remunerndos o áreas 
de ingreso baja, y se trasladan a áreas mas prósperas o consiguen empleos 
mejores, contribuyendo de esta manera a incrementar el crecimiento de la 
producción o del ingreso. Un elemento importante son los traslndos del 
campo a la ciudad. 

Particularmente un menor crecimiento significa un aumento mas lento 
del nivel de bienestar. Existen casos el los cuales es difícil determinar la 
causa exacta de tal desaceleración del crecimiento, pero generalmente se 
atribuyen a un empeoramiento de la combinación edad-especialización de la 
población activa, una desaceleración del ritmo de innovaciones o un aumento 
de la regulación estatal. 

En términos generales, podemos establecer que el desarrollo económico 
tiene lugar cuando el bienestar de la población de un país crece a lo largo 
de un periodo prolongado. Esto implica que el estado de desarrollo puede 
ser medido en función de varios indicadores económicos, incluyendo sobre 
todo el PNB per cápita, pero también otros como la salud, la educación y 
la longevidad. 
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CONCLUSIONES 

Considerando las tres principales fuentes de crecimiento, analizamos el 
crecimiento del trabajo en función de la división del trabajo y el 
perfeccionamiento de la eficiencia técnica en términos <le la eficiencia en 
las transacciones. El último factor referente al crecimiento del capital no 
es analizado debido a que no interviene directamente en la evolución de la 
división del trabajo. 

Además de los cambios técnicos a través del tiempo, los incremen
tos de la eficiencia productiva son consecuencia de las variaciones en el 
conocimiento, incluyendo el aprendizaje en el puesto de trabajo, ya que los 
individuos aprenden, mediante la experiencia, a realizar mejor las tareas a 
las que se dedican habitualmente. 

Este· trabajo ha desarrollado formalmente un modelo que permite 
describir las interaccciones entre los efectos de la acumulación de expe
riencia y la especialización sobre la productividad y los efectos de el costo 
de transacción que pueden generar crecimiento económico en base a la 
evolución de la división del trabajo. 

De acuerdo a la importancia que representa el apredizaje originado con 
la práctica en el nivel de especialización, el modelo desarrollado forma parte 
de la teoría ya existente que asocia crecimiento económico con acumulación 
endógena. Lo que düerencfa éste modelo de los trabajos previos es su ca
pacidad para determinar endógenamente el nivel de especialización de cada 
persona. Este hecho establece un análisis formal acerca de la proposición 
hecha por Adam Smith: No solo la división del trabajo depende de la ex· 
tensión de el mercado, sino también la extensión del mercado depende de la 
división del trabajo. 

En este sentido, la proposición 2 demuestra que conforme la división 
del trabajo evoluciona, la extensión del mercado (el volumen comercializado 
per cápita) se incrementa. 
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De acuerdo con la teoría neoclásica, el comercio puede basarse en la 
separaci6n de productores puros y consumidores puros, y a este respecto, 
ésta teoría afirma que cada individuo obtiene ganancias aún si no existen 
ventajas comparativas entre los individuos o rendimientos crecientes en la 
economía. 
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