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1.1. VARIABLES ALEATORIAS. 

1.1.1. Definicion 

Lae técnicas actuarialee convencionales ee basan en lae 
frecuencias y promedios del monto de reclamoe. Por ejemplo, ei un 
áeegurador tiene una c&:rtera de U ~lizb.B de cualquier rieego y 
ei el promedio eeperado del número de reclrunoe q y el promedio 

esperado del coeto por reclamo ee m, entoncea la cantidad total 
del dinero reclnmado debido a loe oinieetros oucedidoe ea Nqm. 

Pero, la cantidb.d real difiere de eet.~ fisurb. y fluctuar~ 

alrededor de eeta, y ee nota que el fenóme:no de 11.1 fluotuación no 

ee coneider&. Se toma l& co.ntido.d Nqm como un valor 
determinl etico y no ¡..rrJb&tJill etico. Loe eetuc.lioe de l'-'Cl 

diferent.eB claeeo de fluctuacionea que 13.Iiarecen en una cartera do 

eeguroe conut.ituycn ol rrunr.,.1 c.lf.:: lo.e mo.totr.;1ticao o.ctuarial':!e 
determinada como Teorla del Rieeso. Por ello oc debe conaiderar 
ea.l namero y tamano (cocto) de 18B reclamacioneo, a61 como otras 
cantidadea, como variables al~atoriae. 

Una variable ea.loatoria, o ~u proriiaml'3nte, una función 
alestoria, S ea unn función definida en un eapacio mueatral QUe 
tranaformll loe reeulto.doB del eepacio mueatrr.il n en puntoe eobre 
la recta de lo& realea. Kota vea.riable aleatoria tiene b.Bociada 
una función de distribución acumulativa F5 (e) definida como la 
probabilide&.d de quo la v~ritible aleatori~ S toma un valor 
n\~rico real, menor o igual que B, que oe encuentra en el 
espacio mueatrul n. 

Fs(e) = P [S <= eJ 

Se tomhran en consideración doa tipoe de dietribuc16n: 
fJ.) funoii.:.neo de d1atr1buc6n dtccretae: 

'l Dietrlb~oion b1nom1al 
"l D1etr1buc1Cn poieeon 
iii) Dletrlbuc16n binomial nesetiva 

iv) DiatribuciOn loaaritmica 



b) funcionee de distribución con funcionee de·deneidad 
i) Distribución normel 
íi) Dietribuai6n los-normal 
í,;') Dietribuc 16n sb.l!UDa 

ív) Distribución beta 
u) Diatribua16n Cauchy 

ut:) Distribución P&reto 

I.1.2. VALORES ESPERADOS 

El concepto de valor eeperado, eeperanza o promedio de 
una variable ale~torifi ea muy Otil, coma ee nota en el caeo del 
reaseguro. Por medio de est~ valor se dar~ una idea de cuanto 
eer~ el monto total de ln reclamación gue ocurre provocado por un 
sinieatro. En el CbBO del refieeguro. noa ayudfi parfi eaber el 
número de reclamos que deber~ retener la Cia. de seguro~ para no 
tener una t='érdido cataatróf lca debido a lo cantidad exagerada de 
rieesos que retuvo. 

Se define al valor esperado o eepcranza o promedio como 
eiaue: 

8 [S(6)] 

Interpretación intuitiva de valor eeperado. 

Tómece en cuenta la variable aleatoria S, que 
repreeenta la cant.1dad de- p4rdlda en unidad.ea monetar1ae, que ec 
produce :por gue se llev6 ~cabo un einieetro, como eon loe deJ"ios 
caueadoa & un edificio por fuego. Sea g(e) el pago del reclamo 
que ee debe hacer por un monto de p6rdida de S y eea F5 (a) una 
función de dietr1bucion diecreta. entoncee: 

E [S(6ll = I s!kl ~ 
k: s 

~ 
n 

n 
donde pk = Prob [e = kl - ~ 

numero de reclnmoe de tipo k 
numero total de reclamoe 
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Por lo t&nto: 

E' [s(s)) 
Pnao do reolnmon tgtnlnn del tipo k 

numero total de roclamos 

paso promedio por reclamo 

Apl1cac16n prActica en reaecsuro 

Sea S~ el monto perdido y eea g(B) la parte del r~clamo 

cubierto por cu~nta de la aseguradora (retenciOn). Diforentee 

tipos de a(e) pueden repre~entar dietintoB ti~e de reaaesuroe. 

por e;le1nPlo: 

S(B) = a 5 (O:Sa:Sl) Reaaesuro proporcional con uno cuota 
retenido. de a; 

{ 

5 par" S 5 H 
S(e) = 

Reaaeauro ¡ior cxcooo do ~rdida. con 

M para S > H primer rieaso M 

En cualquier caeo: 

B [g(e)] = reclamoe eeperadoa dentro de la retención 
B CS - aCe)] = recl!llDOe oeperadoe en rca.BeKUro 

Propiedades fundamentalee del valor esperado 
reaeeauro. 

E,) E [a SJ = a E CSJ 

empleadas en 

En p~labraa: El valor esperado dentro del monto de retención es 

"o." ver.:ee e 1 total ee;perado en ~rdidaB. 

s.i s cace>J +ses - 11<.,>J =E csJ 

En palabrae: Loe reclamos eeperadoa retenidoe máe loe reclamoe 
eisperadoe reaeeguradoe ea igual a loe recl~moe 

eeperadoe totalee. 

3 



E
0

) Como Q(IS)·.s S entonces E (S(ell s 11 [SJ 

Bn palabras: Loe reclamos esperados retenidos son menores o 

iguales a loe reclmnoe totales eaperadoe. 

1.1.3.CARACTERISTICAS Y FUNCIONES AUXILIARES DE UNA 
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD. 

a) Caraoterleticae: 

<) E rs"J = µk: k-éBimo momento no central de Fs(B) 
Caeo especial: µ

1 
= µ. Valor eeperRdo de F5(a). 

ii) E [(S - µ)kJ = ak: k-ó61mo momento ce~trsl ~e F5 (u). 
Caeo eepecial: a

2 
= E ((S - µ) J = o :varianza 

cr :decv. etd. 

En adición a ectaa medidas: 

El valor eeperado, eaperanza o promedio mide el centro 
de sravedad de la distribución. Aná.log1.J.IDente le vari~nza ee 
ooneiderl!l como unfl medida do d1Bperoi6n CJ deBvirJ.C16n m~dia 

cuadrática del v~lor eeP4'3rado. La ~eimetrl~ mide l~ extenci6n a 
la cual la ma~a de la d1etribuc16n de probl!lbilidadee e~ extiende 

a la izquierda (oeimetr1a negativa) o fi la derech~ 

p<Je~tiva) del valor eeperado. 

b) Funcionea bUXiliar~c. 

í) función generatriz de momentos 

"' 
ti(t.) 

.. 
E (e l 1 e'· dF5(s); L G tR 

4 
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Si la ~unci~n aeneratriz de momentoe eet.:l definida para 
la ~unción de dietribución, entonces la Bisuiente relación ea 
v.\lida: 

H'"'coi = R cx"i 

La relación entre func!On generatriz de 
función de distribución eo una a una y por lo 

momentoe y la 
tanto ee puede 

describir una función de dictribuo16n ueando la función aux111~r. 

I.2. SUCESIONES DE VARIABLES ALEATORIAS 

1.2.1. Diatribución de vorio.a variableo y funcionoB auxilio.rea. 

La.a diotribuclonea de vo.riee voriableo oe pueden 

emplear dentro de la teorla del rioego en lae reproduccionee de 
monto de reclamoc de un miamo rieogo. ya que cu6ndo eo habla de 
ri&eso no eolamente ce pionaa do un eólo conductor de una 
e.utottPv11 quien ee oBogura contra reclamoo por reeponco.bllidB.d 
civil o de un colo 6e~gurado b~jo una p011za contra accidentee. 
Se puede incluir eatoa rieesoB eencilloe en el sentido uBUal de 
la p~labra b~jo ol conc~pto gonoral de r1enso. Un grupo de 
p611zna de aesuro o un completo trato por reacesuro puede eer 
igu,.J.lmt:?nte bien referido como un aolo rieeso. Lt:i ceparación 
trndiclonal de rleasoa individualee de loa colectivoa no ea 

neceaari&. po.rl.1 la teor! . .,, matetrQticn. y en reo.lido.d ce confueo, 
por lo tanto r;e ha.blo:ra de ricegoa oin d1etinc.16n. 

Lila leyea d~ probabilidad residor&e de lo.e eruceaionea 
de variableo aleatoriaa x., ~, . . . . ~, ... eon deecri tae por 
funcionec de diatribución de varias v&riablea: 

que ee igual a la probabilidad de que todo.e las condiciones 

5>,:S e,. ( k = l. 2, •••• nl ae cumplen eimult.!neament.e. 

5 



Lae funoionee de distribución k-dimensionalee Fe (e) 

( k = 1, 2, ••• , m; m < n) ae pued6n obtener 6 

func:i6n de dietribucion de varia.a variables Gs, (Si) 

••• , n) por medio de la eiauien~e relacion: 

F5>c (e) = 0
51

•
62

, ••• ,Sn (is1 =co, a3 =oo, ••• •f\=e, 

Otra relación de importancia 

Si los primeros momentos de S
1

, 

entonces: 

Las funoionee auxiliares como;_ 

a) Función seneratriz de momentoe: 

e• • I ' .. 
-<O 

' .. 
tn) = E [e 

1 
:1 

~. 

partir de 

c. 1, 

la 

'2, 

también se aeocian con las funciones de dietribución de variae 

variable a G
51 

•..• , 5n (s .. , • . . • Dn) en una manera '1n1ca. 

1.3. Probabilidad y Eaperanza Condicional. 

La probabilidad condicional de un evento A dado el 
valor de una Vbriable aleatoria S. P [A 1 S = a], tiene un papel 
importante dentro de la Teoría do Proceooe liatocáetiooe y eatoe a 

BU vez aon impartantea en la Teoría del Rieaeo, tal ce el caeo de 
laa Series de Tiempo. 

La. función de dietribución condicional de una variable 
aleatoria T, dado (el valor de) una variable aleatoria S: 

FT¡s <tlel = P [ T ~ tiS = e) 

6 



y la eeperanza condicional de una variable aleatoria T.- dado (el 
valor de) una variable aleatoria S: 

E [ TI S=e J 
deeempe~an un rol importante dentro de la teorJá de procesos 
eetoo.\aticoe. 

La probabilidad condicional P [ AIB 

dado el evento B ee~ definida como ei¡¡ue: 
del evento A. 

p [ AIB J = ~ P [BJ > O 

Hn base a lo anterior ee puede definir P [ Al S=eJ, la 
probabilid&d condicional de un evento A. dado el evento [ S=e 
de que el valor observado do la variable aleatoria S ee igual a 
e. como sigue: 

P [ AIS=eJ 
P A ocurre y S::::o 

P [S=a l P [S=el > O 

Por medio de la definición b!a.eica anterior. ee da lo 
siguiente: 

a) Para funciones de d1etribuc10n continu&e, teniendo funcionee 
de densidad: 

8 (8,t) 
m.T 

8 (B,t) 
G,T 

~Is <tlel 

El valor eeperado condicional para cualquier función 
h!xl: 

1l [h(TJIS=e) = J h(w) f
71

., (wl8) dw 

Por analogta ee definen lao probabilidadoa y esperanzas 
oondicionalee para d18tribuc1onee dieoretae. 

Lae eiguientee doB propiodadee eon im.portantea: 
P [T=kl = J P [T=k 1 S = e) dF5 (e) en el caeo de una 

dietribuc10n discretb 

con P [TI S]: 

7 



en el caeo de una 
Dietr. condicional con 
funciOn de denBided 

fTI• 

Propiedad •. fU.:.d~T.t.i1:é!., fa e15POx'anze..condicional. 
--- -"~~=:-~-"'"-~:=-·;:< ~-1¿~ ~~-:_c- --,. 

fE [hCt)fs=,;jl dF~(.,j;,; Íf[hCtll =E {E [h(tliSJ) 

L4. Ind.,pendencia. 

Se define "' 
51, 52, ••• ' sn ••.• 

como una euceelón de variables aleatoriee independientes el todae 
lne dlotribuoionea de variae variables relacionadas, eon de la 
forma producto, 1.e. el: 

La 1ndef.lf:ndenc1a se puede definir tam.bien por medio de 
funcionea auxiliarea d~ veriae v&riablee. 

Criterio: Para la 1nd~pendenc1b de S,• 
eiauientes condicionee scm equtve.1'.:intes: 

a) 

b) 

El inoieo b) ae refiere a lae funcionee genera~ricee de 
momentos. 

B 



Propiedadee !undamentalee de variablee independientes 

a) E [S(S) h(T)] = E [S(S)] E [h(TJ] 
b) Cov (S,T) = E [(5-E [5)) (T-E [TJ J] O (Covarianza de S y TJ 
C) 

d) 

e) 

Var (5+TJ = Var(5J + Var (TJ 
H (v) = H (v) H (v) 
~"'' s ,. 

F••T(e) = J F.,(e-v) dFT(v) = J FT(e-v) dF.,(vJ 

Este Oltimo inoieo ee llama la convolución de S y T, 
frecuentemente denotado. por el B.lmbolo *· (S*T>. 

I.4.1. Covarianza y correlaciOn. 

Para variablee aleatoriae 1ndepend1entee S v T ee 

Cov (5,TJ = E [STJ - E [5J E [T] = O 

La dceisualdad de Schwarz oiempre ee cumple para 
variables aleetoriae dependlentee: 

!Cov (5,TJI ,; /E [ (S - E [SJJ' ] E [ (T - E [TJJ' J 

-( Var (SJ Var (TJ = e>(Sl o(T) 

El ci:ieo Cr.iv 

dependenoia lineal. Esto 

medida de dependencia: 

(S,T) ~ a(S) a(T) caracteriza la 
da lugar a introducir la eiguiente 

a •eta raz6n ee conoce como coeficiente de 

correlación de S y T. 

Lae eiguientee propiedades ee 

coeficiente de oorrelaciOn: 

cumplen para el 

Si S y T eon independientee, entonoee p(S,T) = O. (Lo invereo 
no ee cumple) . 

+ 
S y T eon linealmente depcndientee ei y solo ei p (5,TJ = - 1 
-1 S p(S,TJ S 1 

9 



Beta 'ley ee refiere Oón el comportamiento aeint6tico 
' -·· 

del promedio de "n" .vari8.blee aleatorias. 

Sean s •....• Sn una euoeeión de variablee aleatoriae: 

n 

X 
X,.,= ';{1 = 

L~s 5' 

n 

La definición de conversenoia en probabilidad ee: 
Xn converse en probabilidad a cero ei: 

P <1Xn1 >" } ->O 
para cualquier & > O, lo que ee explica mediante xn--> O. 

Por exteneiOn, Xn __p__> X eignifica lo miemo que 

xn-x ~>o. 
Ley de loe grandes nüm~roe: 
''Si 5

1
.. s,., ee una cuceeión do variableo 

aleatoriso independientee idénticamente diotribuidae, ontoncea xn 
converge en probabilidad hacia lti constante E [S

1
J''. 

Hl teoremQ significa que en el oaeo de recll!tmoo 
independlent~a e idónticamente dietribuidaa, el reclamo promedio 
de todoa elloe ee aproxima al valor ecperado de un reclamo 
eencillo con un alto grado de probabilidad. Rete hecho ee 
ooneidera como la piedra angular teOrioa del nesuro. Sin emharao. 
eeta afirmación debe ~er co.liticada como una exageJrtici6n debido 
al campo de aplicacioneo tan reducido QUe tienen loo eupueetoe 
de lae variables inde~ndientee e 1cl6nt1oainente dietribuidae. Por 
ello se eetablece un teorelnll de estabilidad el cual aeneraliza el 
reeultado cl~eico en el centido de que loo eupueetoe de vari~blee 
aleatoriao indopendientee e idónticamente dietribuidae no ee 
reQuteran. Sin embarao. eo re~leren eupueotoe relaoionadoe a la 
exietenoia de eeaundoe momentos. 

10 



Teorema de eetabilidad para rieesoe 

Sea s,, 5
2

, ••• una euoee16n de variables aleatorias 
donde 

Var (5,) < "~ y' p(S,,S¡) =o 
entonoee Sn converse en probabilidbd a 

n 

E E es, J 
lim ~~··~·~~~~ 
n•O> n 

ee~Lpulado que eete último limite exieta. 

DemoatraoiOn: Por medio de laº déei¡¡ualdad ·de 
Chebyshev se ve que: 

Para demoetrarlo eo 

lim Var CX,,l 
n .. co .cz n2 

Var (X 

tiene 

o 

BntonceB, Var (Xnl = R (~~'es, - E (S,Jll
2

) 

,~/!. [(S,-E (S,J) cs,-E CS¡J>J 

que ver que 

Como p(S", SJ) = O para l•-;i > N entonce e la <Jltima expree16n ee 
reduce a: 

Ver <X J = ¡: E [(!i-E (5,. )l (51-E [51)JJ 
" !•-iJS " ' 

donde el núW!lro de aumandos ee, a lo IQie, iaual ti (n 2N+l) y 
entonoee Var CXnl s (2N+1)n a;, Por lo tanto: 

s lim 
n•a> 

(2N+1))a2 

"' n 

11 
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Var (5
0

) 

El co111POrtamiento de la oonveraencia de n
2 

la velocidad con la cual 80 obtiene la eetabllidad. 
Una intcrpretaciOn del teorema de eatabilidsd 

rieasoe oe debe a la conversencia del reclamo promedio hacia 

mide 

para 

una 

cantidad fija ~ue Be puede espernr -para arand~e nOmeroc- para 
com.penear loe efectos del azar monto de reclamoo) por 

cantidadea fljae (priznac). La velocidad de eeta convcrsencia 

tiene un pap~l decieivo en óeta conexión. Rn particular, ec ee"t;.A 
conetbntemento confrontado en la pr~ctica con la pregunta de que 

número, grande y finito, de variablea aleotoriee oc aproxima al 
reaultado aeint6tico con la eufioiente preoi5i6n. ~ desiguald&d 
de Chebyehev ¡suedc dor una reapuceta preliminar a eeta pregunt~. 
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I.5. Procesos eetocAeticoe. 

El proceeo de reclamoa ee describe sr~ficbmente en la 
figura elguiente. Cada vez que ocurre un reo lamo ee repreeenta 
por un eecal6n vertical. la alturb. del eecal6n rer•reeento. el 
monto del reolb.Jno. Hl tiempo se mide a la derecha eobre el eje 

horizontal y la altura X de la linea eecalonada mueetr~ el monto 
total df':l reclamos dur1.mte el int{.!rvalo de tiempo (O~t]. El 

deearrollo ee un proceso eetocáetico compueBto en el e~ntido de 

c;¡ue el tit:mpo de ocurrencia y el número de recl~oe son fen6menoe 

aleatorios y el t1J.tnal"io de cada t'er.;lamo ea ttJ.mbión una v.~riable 

o.lel!ltori"""'-. 

t. 5. L [lefinioionee y cl1:s.01ficti.o16n. 

Un proceeo eotoc~etico ca una fo.milla de vo~iablee 

aleatorias deflnid&a eobre algún ee¡,acio mueetr'11 O. Si hay 
muchoo elementoe contables de la fhmili~, el proceeo ee denotar~ 

por x., ~, . . . y ee llamo..r..1 proceso eeto~etico de tiem¡.•o 
diecreto. Si hay muchoa elementoa no contablee de la familia el 

procea:o eatocAatico ee denota por {Xl}l:!o y ee 
continuo. 

El conjunto de diatintoe valoree que toma 
eetoci.etico ee llnma el espacio de eotado. El eepacio 
puede oer, tamM .. n, di~cr~to o continuo. 

En baee al tiempo y al eapncio de eetado 
tener 4 tipoe do proceeoo eeto~eticoe: 

Proceeos Ketoc.! Bt icoe 

~~-~-~-~-c_i_º_d_~-~-~-~-~-~-~-~-·~-1 i!:a~o0~~;~~~~~. 
Tiempo diecreto. Tiempo continuo. 
Espacio continuo. Bepacio continuo. 
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··{X, t z: 0) e" un prooecso con 
independientee "1 para todo intervalo (o\, b,J 
traela»an. 

'\ - xa,' l\. - Xª' J\.n - XD . • n 

eon variablee aleatoriae ind.,pandiente11. 

{X. t z: O} e" un proceeo con 
eetao1onar1oe ei 

Fx -X (X) e11 independiente de t 
hh l. 

incrementos 
que no "" 

inorementoa 

1.e., ei todo incremento del intervalo de la mlema lonsltud tiene 
la m111ma diotr1buo16n. (Homoseneidadl. 

Loe eisuientee doe teoremaa eon do euma imPortancia: 

Teorema I (Prooeoo de Poie11onl: Supónsae" que oc,. ~O) 

ee un pro~-· de conteo con inorementoe independientee. 51 

11: Cl\l= • 
nueva v' 

entoncee m(t) ee puede introducir eiempre como la 
,10 do t1MtPQ de acuerdo con la relación: 

X,,., con t(T) 

a) {il,. 1 T z: 0)} tiene inoreDDnto11 independiente" 

b) {~ 1 T z: 0)} tiene inoremento11 entaoionario11 
- Tk 

o) p [XT=kl = exp(-T)--¡;¡--- k =O, 1, 2, ••• 

Nota: T = m(t) re llama tiempo operacional. El pa110 del tiempo 
~a no ee mide en anoe, horae, eeKUndoe, eino en el n(Qnero de 
reclamoe esperados. 
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Teorema 11 (Prooel!IO de'.Poieeon. compUeetoJ: Se eupane 

. que P"N>. el Procel!lo est~~iÍttOI) (X,.(t 2'., 0;;; 

b) t l!: O)) tiene lnorementoe independientes 
eete.cionar1oe. 

el ex, t l: 0)) tiene eolamente funclonee de mueetreo 
dlecretae 
d) (el nOmcro eeperado de diecontinuldadee en cada intervalo 
finito, en finito. Kntoncee: 

"' P [X, :S X] : I: exp [->.t] 
k:O 

(>-t>' 
__ k_!_ F"" (X) o en ~rminoB 

funciones caraaterletic~B: 

" X, (u) = exp [>.t(;,:(u)-1) 

donde >:(u) es la función chracter1atica do F(x). 

de 

In teorema II determino. la ley de dietribuciOn a la 
libre eelecciOn de la funoiOn F(x) y de>.. Bl tipa de función de 
dietribuciOn que aparece en el teorema 11 "" llame Poiaeon 
oompueeta. 

Nota: Si ee eccoge F(x) = O P~ra X < 1 y F(xl = 1 para X l!: 

entoncee eo obt.iene la doitr1buc10n da Poiaz:i:on para X,. 

Si B ¡y'¡ < "' entoncce X(t)= X, tiene eell\llldoe 
momentos finiton dados Por: 

B [X(tll = >.t B CYJ 

Var [X(t)) = "-t ll C"t2J 
Cov [X(S), X(Tll = >. B [y2¡ min (e,t) 

Y repreeenta la 
id6nticamente dietribuida, 
oaracter1ct1ca co~n ~(u). 

varieble aleatoria 
que da origen 

independiente e 

a la funoiOn 



I.5.3. Proceeoe de Harkov. 

Loe proceeoe de Harkov eon una seneralizaciOn de loe 
procesos oon incrementoe 1ndePE:ndientea. La probabilidad de laa 
variablee del proceeo futuro de¡.endo eolam.ente en el último valor 
conocido del proceeo {en el presente o en el paeado). Reta 
propiedad ee conoce como la propiedad de Harkov M: 

l\m= x,.J = 

donde la BUcesión 

ee ordena de acuerdo al orden natural del tiempo. 
La ley de probabilidad que aobierna a un proceeo de 

Markov ee deecribe por laa prab6bilidadee de tranoiciOn 

PC)\Sx 1 T\'=y) = Q(t.•,t;y,x), t.•,; t 

De la cond1c16n de Markov ce eigue que la probabilidad 
de. traneición debe eatiefacer la ecuación ChaPtnan-Kolmosorov 

"' Q(t.' ,t.;y,xl r dQct· ,t.;y,xl Q{T, t;fl,X) .. ...., 
CUMtdo el proceeo toJM. eolc.monte un número contable de 

valoree. la probabilidad de tr'1?le1c1ón ee eecribe de la forma 

y la ecuación de Cha~n-Kolmosorov ee eecribe 

Pjl<(T,t.) = t P¡; (t.•,T) Pu, (T,t.) 
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Las probabilidadee de transici~n en el ceso discreto ee 
l!IUPQne que tienen lee ei¡¡;uientes propiedades de continuidad 

a) p~¡t•;t) ee oontinue pare todo par (t•,t) 

probebilido.dee de traneioiOn 
eatacionariae ei 

pera toda h > o. 

I.6. Seriee do Tiempo. 

Lae eeriee de tiempo dentro de la teor1a del rieeao ee 
una herramienta im.PQrtante para poder analizar, modelar y 
predecir como ee comPOrtan loe reolamoe que ocurr~n al realizaree 
un einieotro. Eo Otil porque loo reclamoo preoentan oicloe, 
tendenoiao, eetao1onal1dad y fluotuacionoa aleatoriao. 
componenteo que también debe de tener una ecrie de tlemPo. Para 
poder tratar con la componente do le.o .-,.1cloo ee pude uear la 

teoria de ecr1eo de tiempo. 
Una aproximación &enoill~ en el modelado de como ee 

comportan loo rcoldmOe. z. ee ou¡>0ncr quo el valor Z(t) depende 
del eetado del proceso en loe tiempoo previoo t-1, t-2, 
Tambien Z ee~ eu.jeta ~ irre«Ularid~deD ic.1c o menoe fuertee QUe 
pueden eor eupueetae como tluotuacionee p-uram~nto aleatoriae. 
Betae caraotor1eticae dan una baee PIU'a la conetrucoión de 
modeloe mate~tlcoe para de~oribir el proceso del tipo: 

Z(tl = fCZ<t-l), zct-2), ••• )+e !tl +6• aCt-ll + e.act-2) + ••• 

donde la func10n "deeor1ptorn" o "pr-.ediotora" f conduce la 
real1montaoi6n de le ex:periencie pe""da al futuro. Loe ténninoe 
a(t), el tan llamado "ruido'". repreeenta el efecto aleatorio. el 

cual "e eupone normalmente dietribuido. (N(O,o2 
)). 
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Lo.15 funcione" lineare e IOOn aproximao1onee 
satiefactoriae para: 

Z(t)=D
1
Z(t-ll + 0

2
zct-2l + ••• + a(tl + a,a<t-ll + a,a<t-2) + ••• 

frecuentemente, lao cualee ee conocen como 
(Auto-Resr6sive Movina Avcrase. Auto-Reareetvo 

proceeoB ARMA 
Media" M6v1lee). 

Loe cicloe ee generan por medio de una elección 
coeficlenteo. En té'rminon de la teoria exiete 

adecua.dt:s. de 

une fuerte 
autocorrelnción entre valoreB de varinblee conoecutivoe. 

Si es= ez = •.• =O entoncea 
proceao auto-regreoivo (Proceoo AR). 

aproximación ARMA CB que una Bcrie de 

2( t) no reduce a 

Un beneficio de 

tiempo eatac1onar1a 

un 
la 
ee 

puede deecribir f.tQr un modelo que tenga menos parámetroe que un 

proceso AR puro. 
Cualquier proceoo eatacionnrio cHecrcto ee puede 

expreear como la auma de do.e r,irocoooo no correlncionndoo. uno 
pUramcnte determinl atico lf otro puramente o.lea.torio. 

I.8.1. Definicionee y generalidades 

Un conjunto de obcorvacioneu arregla.d&.a 
cronológicamente oc llo.mn una eerie de tiemPo. Lae Beriee de 
tiempo se observan en conexión con muchos fenómenoe 
por una amplia variedad de inveatigadoree. 

Para rcpreeentar una ecrie de tiempo 

eisuiente. El conjunto de p-untoe de tiempo al cual 

divereoa Y 

ee hace lo 
lae medido.e 

eon hechae ee llama T. Rn muchae aplicaciones. T ea un conjunto 
de puntos equidiethntea diecrctoe dbl tiempo (en cuyo ca~o ee 
eeoribe T: {l, 2, 3, N), donde N "" el número de 
obaervacionee) o T ea un intervalo del eje real del tiempo (en 
cuyo caeo ee eBcribe T: {Os t s L}. donde Lee la lonsitud del 
intervalo). Lo. obeervao16n hecha al tiempo t ee denota por X<tl o 
X,. El conjunto de obeervaoionea {X(t), teT} "" 11""'9 una Derie 
de tiempo. 
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La idee. b/Aeic" (vor Be.rleU [195!lJ l de la 

cla.eica del a~lisis de una eerie de tiempo {X(t), 
estatll etica 

teT} es 
cone:iderar a la Be't'ie de tiempo como una obeervac16n hecha en uria 
familia de variablee aleatoriae {X(t), teT}. eeto ee, para cada t 

en T. la obeerveoiOn X(t) ee un valor obeervado de una variable 
aleatoria. Una familia de variablee aleatorias {X( t), t.eT} BF.: 

llama un proceeo eet.0ctt.atico. Habiendo hecho el eupueeto que la 
eerie de tiem~o obeorvada {X{t), teT} en una obeervaciOn (o una 

realizaciOn) de un proceeo eetoC:-etico {X(t), teT}, la 
eatadletica cl~eica del enállola de serien de tiempa intenta 

inferir desde la eerie de tiempo observada, la ley de 
probabilid~d de el proceeo eetoc:a.etico. El rOO'todo por ~l oual lae 
e~rlee do tictnJ.>O trata eBt~ problemü ea almllar en eeencih 

{aungue rt:quiere untJ. tócnictJ. anall t1ca ~o complicada) al método 

por el cual la eetadistlca clAeica trata el problema de inferir 
la ley de probabllldadee de una verinblc nlentorlo X, en donde Be 

tiene un número finito de obccrvacioneu independlentea 

Hay doB aepectoe en ~l eetudio <le eeriee de tiempo 
-an.111eie y modelado. En orden paru analizar una eerie de tiempa 
{X(t). t&T} e6 debe 6Upon~r Prirriero un modelo parfl (XCt). t.GT) 
para el cual eotá completo.mente eepectficado, excepto para loe 
valoree de cierto Pflt'ámetros (0 · ~ y G ·e) loL cu!.lleB uno procede 
a eetltMlr en bnco a un~ muaetrn obeervada. El objetivo del 
dnilieie ee reaamir lae propiedadea de una eerie Y c~racterizar 

eue raegoa notorios. Reto ee puede hacer Por medio de doe 
enfoques: el dominio del t1empa o el dominio de lno frecuenciae. 
en el dominio del tiempo la atención eDt.á enfocada en la relación 
entre lae obcorvaciohOB hcchc.t.1 a diferentee puntos en ol tiemf'O. 
mientras ~n el dominio de lae frecu~nciae con loa movimientoa 
c1 cllcoe loo cualerJ ee estudian. 

La raz.on principal para modelar una eerie de tiempo ee 
permitir pronóaticoe de valoree futuroe. V,. caracter1etlca ~ue 

dietinaue a un modelo de eeriee do tiempo oe QUe no intenta 
relacionar a X(t) con atrae variablee. Loe movimiontoa en X(t) se 
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explican solamente en términoe de eu propio pasado, o Por su 

posición en relación al tiempo. Loe pronóeticoe ee harán entonces 
por extraPolbción. 

1.6.2. Naturaleza de los modeloa de aeriea de tiempo 

Si lao observacionea de una ecrie fueron independientes 
entr~ el. el mejor pronoetico de la ~iguiente obeervac16n en la 
eerie X(T+l) eimplement1;:: serifl µ, Sin embargo. lbEi r;bsf.:rvf.l.cirJr,eft 

X(t) clarf.l.trient.e no·:i eon inde¡..endientes. Cada un'-1. tiende a tl'3ner un 

valor el cu~l t;F: relecion.s.i. roe con aquellliB ob8ervacirJnes 

alejad'-1.B. Ee.:te ti¡.io de eetructurl"l e.e conoce como ll:i correlac16n 
de la eerie. Tomando en cuenta el Pl:itrón de corr·elación de la 
aer1e. Que ee común en lao ecriee de tiempo. mejorca predicciones 
de obeerve.cionec futuras ce pueden obtener. 

Le. ap::-oximaci6n eatad1 atice. p6ro. pronoetlcar ae baeo. en 
la conetrucción de un modelo. El modelo define un mecanismo que 
ee considera como capaz de producir laa obaervacionea. 

El modelo ttuto-regreeivo de primer orden (AR(l)) 

XCtJ = 0 X(t-1) + a(tJ 

ea un ejemplo eimple di': un proce~o l'.:5toc..'&et.ico. La in'~~rtidumbre 

ee produoe de lb. v~ri.r.i.blf; -'.l.(t). Eet.o ee un diDturbio o ruido 

puramente ale~torio en el e~ntido de gue la correlación entre doe 
valor~s CUl!l.lquiera en diferenteB puntoe del tiempo ee cero. Lae 
d~~e carecter1aticaa del modelo está detorminadae por el 
P6.ráu.etro O que ee eetima por regre616n ordin6.ria de m1 nimoe 
ouadradoe. 01!1.da eeta eet1m!.tc16n la eigui'!lnte Í.Jbeerv1.1ci6n ee 
¡..ronoet icb p<.>r 

X(T+l/T) = 0 X(T) 

Reetr1nglendo o 0 n loe valoree entre -1 v en XCtl 
oisnlfica que nl proceeo ee eetacionario. CUando una oerie de 
obdervaoioneB ee aoneran por un prcceeo 
alrededor de un nivel constante y no 
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propagac13n a aumentar o disminuir eobre el tiempo. 
Valores retrazados adlclonalea X(t-2), X(t-3), ee 

pUeden el'ladlr a XCtl = 0 XCt-1) + aCtl, con lo cual habilita a 
patronee má.e complicados de dependencia a eer modeladoa. En 
realidad, la.e propledadec de caei cualquier eerie de tiempo 
eatacion&ri& se puede re~roducir introduciendo un número de 
retraeoe suficientemente pr&nde. La deaven~~ja de modelar una 

serie de ésta forma ea que cuando un Rr&n número de valoree 
retrazadaa ee necesitan, un sren número di!:: pe.rámet.roe t::e estiman. 
La aoluc16n a éflt:e ~rcblcuw ee ampliar lu clo.ee de modC"loa para 
permitir valorea retrozadof' en la V!iriahle otJeeT'V'.trla y el tórmina 
del ruido et.: conoce: r.::au10 proc.eeo f.!Uto-resreoivo ~ mr:d1tic ~vilea 

(autoregreaive movins averbge) ARMA. Talee praceeos tienen un 

p~pel central en ol model~do din-'lmico ~arque permiten una 

repreaentac10n vareimonlooa. de una oerle de t1empo eetc.cionarla, 
es decir, un modelo con relativemente pocos par.\metroe ee puede 

conet.ruir. 

La noción de eetacionariedad ea fundrun~nt&l al an:..lieio 
de series de tiempo. Loa procesos eetacionarioa ARMA toman lb 

baae Bobre la cual modeloa máe seneralea ae pueden conatruir. El 
término ruido en cualquier mod~lo de reareBión que uea dato8 de 
series de ti~mpo se ~ueden concebir co~a un proceso eatoc~stico 

eetaclone.rio. 
Un proceao ea dóbilmente eeta01oner1o ai: 

E (X(t)] = µ V t 

Var (X(t l J 

Corr CXCt), X(t+e)J Corr [XCt-a), Y.Ctll= 
E ((X(t) - µ) CX(t+B) - µ)] 

E [(XCt-e) - µ) (X(t.) - µ)] 
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Función Monto de Reclamos 

1.1. Kl proceeo de rieesoe. Fundamentoe. 

La definici¿n adecuada de rieego ha aido ampliamente 
diecutida en loe circuloe del eeguro. El actuario acoetumbrado al 
mé~odo axio~tico eetá en ventaja en eeta diBcueión, porque 
caracteriza l!ll rler;go no "pot" lo qu~ ee··, Bino por laa 

propied&dee que tiene. L~a caracterioticae principalea de un 
rieaso residen en sus propiedadee como eon: 

- Futuro: 
- Incierto: 

- Fortuito: 

pr.;t: or_:tlrrlr 

~o eu conoce ol cuando 

que ocurr~ Por c~eualidad 
- Productor dF..: ret: l8mou 

- Pnsadtfr:· df.: J·rimoe 

El riesgo debe eer meeurable y tneable, para que ee 

coneiderc: cr ... mo pti.g~dor de primaa. por medio de eat1J.d.1 etic'1e. loe 
grandes non1eroe y loa probabilldsdee o por un volumen 
euficientement.c srande de caaoa oimilarea. 

La eetructur8 finenciera de una compafSlb de eesuroe depende 

de loa ooetoe de adminietración e 1nvere10n del oapital ~f..lf::m.\a 

del aer)ecto de loe t·eclelr\06 que entfl eujieta a una fluct.uao1on 
aleator1t1. 

Por eeto un rieago ac puede deacribir por un pnr funcional 
( pt.. sl) Jonde: 

P\ eo lo 
51. ea la 

Tanto P
1 

como 

prima san~da en el intervalo de tiempo {U,t) 

BUma de raonto de reclaman ocurr1doa en (0, t] 
sl pueden aer funcionee aleatoria.e (pro ... eaoa 

eetocá.aticoa) o funcionen no dependientea del azar. Nol'malmente 

ae piensa s Pt como independiente del e.zar y a 3
1 

eetoc..\atlco. En 

el ca~o de que l~a prim'1e d~pendan de la exporienci(l que haya en 
reclamacionea 
eotocfietico. 

( catod1 et1ceo), vuelve un ¡:.iroceeo 

La diferencia P\-5
1 

de lee do6 funcionee definida.e eo 
eeencial para el ~lieie matem.\tico del rieBso. Se debe euponer 
Biempre que P, eo una funcion determtn1 etica. Si Pt depende 
expl1citrunente de la experiencia del reclamo en el tiem~o t (1.e. 
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eobre·.tod~ S.~·: d~..\de'.·•" t) y por lo tanto oe '_i!:eto~etioo, 
. '. '._ ' 

entonóOs ee definen n~evee funolonee. 
··--·-,,-.·' 

P*lt) =E [P(t)] 

s*¡t) = S(t) - P(t) +E [P(t)] 
donde_ E. iépre·senta la operac ion de valor eeperado. Por lo tanto 

.-- ee - tiene: 
P

1
(t) - S1

(t) : P (t) - S (tl 

donde p*(t.) ea e.hot·a determiniBtico. i.e. no dependo ~6 del 

azar. Se llarn.a a Pt la función prima del riesgo. 
El proceao e.lee.torio St ee llama el proceso de reclamoe 

acumulados. (Bete prococo ce refiere frecuentemente al proceso de 
rieas.o). Usualmente ee deecompone en un proc,.ior.1 de número de 
reclamoa Nt, el cual da el número de reclamoB que pueden ocurrir 
al tiemPo t, '/ un monto dt' reclamo alentor:!.o Y, rele.cionado a un 

reclamo ocurrido al tiemp0 t. Loe r.;:clf.lmoc !1cumu1'..1.dcn; 1.d tiem¡.io t 

ee pueden representar cnmo uno. eum& al":etot·ia 

S, = I: Ytl (tle At), 

donde A~ ce entiende como el conjunto aleatorio de tiemp0 al cual 

loa reclamoa ocurren. 
La aisuiente figura lluetro lo que ce ha dicho. 
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1. 2. El Proceeo del NOmero de Reo lamo e. 

Aqui ec ven dos modelos matem:t.ticoe que tratan de encontrar 
la función de probabilid~d del número de reclarnoc que euraen en 
un rie6go colectivo, 1.e. una función p[k;t) que de la 
probe.bilidnd de que el nómero de reclamoe N" en el tiempo t eea 
is;ual o. k: 

p[k;tJ = prob [Nt= k) 

Bl primer modelo hace la BU:POaici6n m..'a débil y mti.e realieta 
de que {Nt;ti:O} ea un proceao de ~arkov. 1ntuit1vamente ec hace 
la eupoelc16n de que el número total de reclrunoo determlna.doe en 
e 1 paeado tienen un pa¡.1e l 1.m~>0rt.ante en cub.nto el número do 

reclamos futuroo sucedan; no ee etsnifictmte. oin embare:o. donde 

h~n ocurrido ~atoe reclfimoe en el p~~atlo. 

Se deecribc la ley d~ probnbilid~d del ¡roceeo del número de 

rcclamoe {Nt;~O) por l~ probabilidad d~ tr~naición 

que ee la probabilid~d de Que K recl~~oe entre 

t+h (inclucivo) ocurran d~do que n reclamoe han 

punto de tiefr\l'.'O t ( incluaivo). 

t (~xclueivo) y 

ocurrido ya al 

Dir6ctb.Ulente de la natura1eza de1 praoeeo del nomero de 

reclamos y del proceeo puro de nacimiento ee hacen lae e1guientee 

8UPOB1cioneo 

a) pnm (t, t+h) = o para m < n 

Pn,n•k (t,t+hl 
b) l1m 

h•O h o ll l!: 2 

Pn,rH• (t,t+hl 
o) lim 

h•O h 

l - pnn (t.t+h) 
d) lim 

h•O h 
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.En ~alabarse la aupoeici•n a) quiere decir que el prooeeo 

del nÜmero de reclamos nunca ea d~creciente, Biempre eetl en 

continuo crecimiento, la probabilidad de que el proceeo tensa un 
nOmero de reclo.moe nesativoe eo nula. 

Le.e relaciones b) y e) eianifican intuitivamente que para 

pequertoe intervaloe de tiempo la probabilidad de que un reclamo 
ocurra es proporcional a la lonsitud de 4etoo intervaloe y las 

funoionee de mueatroo del proceao del núm~ro de reclomoc tienen 

eolamentc aaltoc poeitivoe de monto l. A estae relaclonee ee 1~8 

conoce como inteneidadee de trana1c10n que ee definen en t.érminoe 
de derivadae en O de la función d~ transición de probabilidad. 

~ función A~ no lle..tlW. la lntenoidad de frecuencia del 
n-éoimo reclamo (trano1c16n G.c n-1 a n reclemoa). Conociendo 

éetoa intenaidadco ee permite calcular todaa lae probebilidadeo 

de tranoición uaando el cietema de ecuñcionoo dlforoncialcc 

proBpectiV6C de Kolmogorov: 

-"- P,(e,t) =E p (e,t) '\,(t) = -11,.(t) + ,;,_P,,(e,t) g,k(t) 
Ot J i. l" ~,...,. 

Este oiotema de ecuacionea d1~erenc1alee ee obtiene en base 

a la mult1plicnc16n de mntricee P(t) y A(t). donde loe valoree de 

aetas matrices eatisfacen lae hipótesis antea presentadao~ Por lo 
tanto: 
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P(tl 

Poo(t) 

P,
0
(t) 

p
20

(t) 

p (t.) .••• 
•-k-&o 

p (t) 
m-k.o 

p (t) 
111-k •• ,o 

Po,m-•-• (t) 
P,,,.:.._, (t.) 
P~.,...Jc .. 1 .(t) 

p 

p (t) ................ 
p (t.) 

m-k+&.M-k-1 

Po,m-k(~-~. .Po« • ..-k)¡ct_> ». . P~~,.;.~t~ 
p. ·,,,._k '<t.> :', :'.P~·;;.:·~-~:j·_.(~);·:'., • • • .::.!?~ ~ ... (t) 

···Pa,-•(t}. ;,.P0,,,._ •• ,(tl·; ;,··,: ,,,ea,';'~t) 

'::,·.~:> './~: . 'y. .-·/ 

:·---:::·-.-
p (t) 
......... 11:' 

p (t.) 
flt-k•• ·•-k 

- :::t; 
- ~ V>' ,_1•'_: ~~.:~~~-, ,.'; .-- ,,0, 

··F~~~J1~~-~;~J~;~ci;F 
Pi .) ,.ii).v~; (i). 
.-k•a·,,.. ... _~-º~:f" \·~,~:~ !;t_~+&-,m. 

-.~'!='._- '!_:'-::i:'· 
.«:~_.--· ·r-:·;-<· :·-__ :.;: .. 

de acuerdo con la euPoe1c16n a) pnm (t, t-th) = O para m < n, ee 
obtendra. una matriz trlanaular euper1or: 

Poo(t) Po,m-k-t (t). Po,wi-1r(t) Po.m-k .. (t) Po,m(t) 
o PI ,m-k-l (t) P,,m-k (t) P1,m-kH (t) P,,,.(t) 
o P2.rn·it-1 (t) P:z ,m-k (t) P:1.m-k•1 (t) P 2 ,m(t) 

o p (t.) p (t) p (t.) p (t) 
nt-k-&oM-k-& m-Jc-i ,M-k m-Jc-1,M-k+i M-k-& ,M 

o o p (t) p (t) p (t.) 
m-k,m-k M-k ,m-k•S. m-k.m 

P(t) o o o p (t.) p (t) 
"'•k+t.m-k+I "'-k+I, m 

o o o o ... pmm (t) 
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Tambi~n ee e:upone que ee tiene una matriz A( t) que oumple con 

le.e condiciones b), el , d): 

->. o 

A(t) 

o 
o 

o 

o 

" -__ p
00

(t) 

IJt - ' 

-"- pm (t) 
Ot m 

o 

->. 
rrt-k,.;• 

o 
o 

o 

o o 

=o:-"m-)1:·• o 
._ 

->. m-k "'~-)1:•• 
o -A;.,,_)l:H 

o o 

= P(t) A(T) 

-"- Pml'l(t) :: '-m-k-• l\n-k-.1,m-k-•(t) - ),,m-k pm-k-t,M-k{t) 
at 

para la columna m eea m-k = n y para el renglOn m-k-1 = m 
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Este elatema de ecuacionee diferenciale~~ aunque parecen 
parciales, en realidad eon ordinarias, ya que m,n permanecen 
constantes y la única que ee ve.riablo e.e t- Por ell.o- el eieterna 
de ecu~oionee diterenoi&lee: 

ee pUede resolver ~n baee ~ la eoluc16n general de una eouae10n 
diferencial no homo¡¡énea de primer orden lineal: 

Si aCtl ee la eolución de una ecuación diferenoial 
g'(t)+1.>¡;¡(t)=h(t) aoStSb 

Ade~e el si a tema cumple con lae elguientee aondic1one6 
iniciales: 

(i el t=B k=J 
PJ,k lo Bi t:e ko'J 

Para: 

-ª- pfltl°n"(t) = 
_,.. 

Pm.,(t) ee obe:ctrvs gue 
Ot .. 

g(t) P..,.Ctl hit) : o 

¡¡(a) a(O) 

¡¡(t) f BXl' (-v(t-e) h(e) de ~ ¡¡(a) exp (-µ(tlJ 
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euetituyendo loe valoree 

g(tl i: J exp [->-;,,'<t-e)) (0) dB + eXP OXP .t->-,;,t) 
'Q_-

sltl 

g(e) = s<Ol = O t=IS 

euetituyendo los valoree 

La condición de eetandarizac16n 

V n. t, e ~ t 

no ee cumple en las Bolucionee de eete eietema de ecuaoionea 
diferencia lee. 

CUando loe coeficienteB >.." se incrementan r.ipide.mente euoede 
que 

Bl que loo coef1o1entee ~n ee incrementen rapidamente indica 
que muchoe reclamoe pueden ocurrir en un intervalo de tiempo 
finito (VER FELLER VOL. I PAG. 447-449). 
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A partir de que 

ee observan--doa:.ca.Boe diferentes 

a) ~ Pn,;,:(t,~¡¡) i caeo normal 

b) ~ Pn.,(t,e.) < caeo de una exploeión d~ número de 

reclamos 
-Para que no ae tensa un "procef!o dlversente de nacimiento" o 

un "proceso pa:t.olOgico", eB decir, que; pnm(t,8) < se ti,,no 

que cumplir que la eerie ~ x;,' diverjti. 

En baeo a laa funcion~e de tr~neic16n de probabilidad 
pmm(t) = exp c-~mt) 

ee puede obtener la función de trane1c16n de probabilidad 
{N(t), t.ZO con una tasa de crccitrd.ento conl!Stante x,. dada 
Por: 

exp [-vt] 

o 
(n-m) ! 

P'J.rb. n ~ m 

en otro caao 

Esta función de probab111dadeB, que ea el proceso de 
PoiatJon, indica que un ealto dende el eetedo m en t he.ata el 

el!ltado n en a eisnifica que ocurrieron n - m reclamos entre B y 
t. 

Se debe observar que el proce~o puede comenzar en cualquier 
eatado m y cumplir con lae condlclonee 

P.,(0)=1 pn(O)=O n>'i 
El problema que ee ha de tratar de reBo lver ee puede hacer 

de d1et1ntae form.ae. Un método ea comenzar coneiderando el 
portafolio en oueetión como intear~do por un nOmero de pOlizae 
individuales, cada una de l~e cualee tiene un& probabilidad 
cierta de reclamo (e.s- en el seguro d~ vida se supone que la 
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probabilidad de que un~ peraona con edad x fallezc~ dentro de 

un afio ee ~). Entonces el número total de recla.moe ea la truDla de 
lae oontribucionee de lae fJ611zae individualeo y lee 
probab111dadea p (k;t) ee pueden obtener por medio del teorema de 

ad1c10n del cA!culo de probab1!1dad de !ne probab!l !dadee 

primariae. B\eicrun~nte lae probabilidadea eon binomialea pero 

llevar ~ cabo ~eta eillt'l.~ d~ un~ m~nera risuron& conduce a cálculos 

muy complic~doa y envuelv~ algunac eur'°aicione~ reetr1ctlv~e. 

Una aproximación alternante. que hn conducido a un 

deE:'lrrollo ·provechoso~ er'J ocgún nl ttt"1todo cok·.-::tivo adoptado por 

Lun<lberg. En aete ~todo la ectructurl'..l de lt:. 011:.1.J. individual n,.; 

ea toa11.1do en cuenta y F.;n vez l'!l porto.folio er.: concldFJl''..l como un 

todo, 1.e. un "proceco·· F;e tomll.do r.:n cuf".:ntf:!. en los CfJ80B loa 

cual e o el número de eventoo ( reclrur,oe} aon rC'!siotrndo6 y cuando 

ninguna atención ae toma e ¡:óli;::;~t1 particulareo de l.36 cualca loa 

reclamoe e.urgen. Com('n::ando co11 algunnE' condicioneo s:encralea que 

el proceao aleatorio tiene que obedecer, ee puedo deducir que el 

proceeo toma. la bien conocida !orina do rolcoon. 

En ecte proceBo, el del número de reclrunoe, ce 

cumple con l~o eiguienteD condiclon~e. en baec a lo 

rieego colectivo. 

rmPone que 

tcori.!I. de 

i) Lo~ evcntoe que ocurron en doo intervaloo de tiempo 
diferentca oon 1ndepend1enteo (Independencia de incrementoo). 

i i) El nUuwro de cvcntoo en un intervalo de tit>tnI'O <t •• t
2

) l?'B 

dependiente aol~mr:nt-.e de al longitud del intervb.lo t = t
41
-t.

1 
y no 

del valor inicio.l 1.J ( Incre:mento!'.1 ectacionarioe). 

ttt) La probabilidad de que rn1e de un evento ocurrir~ al miemo 

tiempo y la probabilidad de que un número infinito d6 evento5 
ocurran en clsún intervalo de tiempo finito eon amba~ cero. 

(KxcluoiOn de eventos tnúlti~lea) 

En baee a e6tae 3\lpoeicionea l' aplicando el teorema o I 1 

de la introduc.:ciOn ee ve (des~o de cambiar al t.iempo 
operacional) que N\ ee un p~oceso de Poieson, i.e. 
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CXtlk 
PM"(t) = p(k;t) = p•(Xt) = P [N,=ltl = exp [-Xt] -k-1--

para cad& t > o. donde 
promedio de número de 

"' :t: O es un paY-:.metro indicando 
reclamoe en una unidad de tiempo. 

el 
El 

fl.contecimient,,...) de un ev1..:nto de reclarnQ depende del nOmero de 
caeos (unirJ1Jdea de riesso) e;.:puee'toe al riesgo y tamb1..0n a la 

inten:5idad del rieeso. i.e. la oportun1d6.d rJe que un caeo 

p~rticulfl.r de lugar a una reolrun~ci6n. El ~roceao de Poieeon 
sur se como un producto dt<.: tJetliB r:.:ompor:,.:mtee. 

D1ecue16n de eupueatoa 

a) lncrcmentoa independi~ntcB.- Eate cupueato eisnifica que 

un evento (e.~. fuP.go) no FUedo dnr lugar n cualquier otro evento 

o reclamo (eliminación de loCT rcaccionee en cadena). En la 
pr~\ctics. ein cmbnrso. un fueso frecuentemente puede dar lusar de 
un rieeso a otro (e.H. exploe16n) 6n contrad1cción con eetti. 
condición. 

El cupueeto de incrementoo lndcpendientco ee poedo cumplir 
por medio de la defln1c16n de una unidad de rieeao, como eB 
coetumbre en la ~r~ct1ca del reaeesuro. como una combinación de 
todoe aquelloo ricosoe que ~e ~~recen, entre 108 cualea la 
contrun1n~ci6n o cont..aslo ec pcoible (e. s. toda prop1ode.d en una 
conetrucciOn ein tcirno:r on cucnt'-1 ni ~et.a forIIV'l.lmente tJ.tse~rtJ.<lti. 

por una o vo.riae ¡.011z.,11;s.e o ~i t1cr1e un dur~~o o vario~). De la 
miema forma un bti.rco y BU cara~ ee coneid~ran como una unidad de 
rieeao. Sin embargo, no Biempre 08 poeible conetruir unidadee de 
riecgo dt: tal m~nera que la conta.m.1neici6n extorna nrJ ocurra. Tal 
ee el ca6o con lae enfermedadee contagioeao en el eeguro de 
acoidentoB y enfermedadea o epidemiae en ol ee¡¡uro de vida. La 
función de Po1aeon no ee puede aplicar. al meneo no oin algunae 

modificaciones. 

b} Incrcmentoe eetaclonarioB.- Eete eupuceto da a entender que 

el flujo colectivo de loe reclamoe eu eetacionario, 1.e. no ec 
con~tantemente creciente o decreciente ni tampoco m.iB oscilatorio 
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que aquel producido por· una fluctuaci~n aleatoria normal. En 
otraa palabras, la intensidad de loa reclamos ee conetante. Este 

ee el caeo ueual en el seguro. p~rticulermente durante periodos 

cortoB, cuando el nümero de ¡:ó11zoc u otrae circunatanciae no 
eatin eujetae a cambioe marcadoa. Eato implica que el portafolio 
ee tan grande que la salida de lae ¡:ólizo.a indlvidu&lee por 
razones de reclb.moe o Por otraf.I caueae y la f.;ntrada de nuevoB 

caBoe no puede af-::r;t1Jr r.:l flujo col'Jc:tivo d..-; lrJe evontoEJ b ala<in 
nivel Bignificativo. 

Frecuentemente • oin embarso, hny ~ltuaclonee donde la 
eetacionoriednd no ee aplica eetrictruncnte, por ejemplo, puede 

haber variacionee eotttc1onaleo en lao inte1rnidflrleo de reclemoo. 
Entoncea el intervolo de tiempo referido FU~de ecr dividido en 
aubinterval._;a de tal formn que el correspondiente eubproceao 
tensa (al meno6 nproxlmndamente) lntenaidndea conatnnteo y por lo 

tanto eean P~ocecoo d~ Poieaon. fin coneocuenciQ, el número tot~l 

d~ recltLll'lou <lurant.., todn FJ l int1::rv&lo Be dietribuirr como Poieaon, 
debido a ~ue 1& eurna de variablea Poiecon indepcndiontea ce de 

nuevo una Vtiril!.lbl~ Poirmon. l\oi <;¡ue, ei r::iolamente el número total 
y eu comport&.mier,to con d6 lnter6v. entonces lao variacion~s 

eetacionaleo ce pu~den no tomar en cuenta, con t~l que loa 

cambioe on las 1nton61dadc~ d~ reolamoa eon determin.ietiooe, 1.e. 
l~e varitioion~e eetacionalee recurren de tal forma que au 
~redicc16n en k>Qeiblo a travóe de la ex¡..eriencia. 

Lo 6nter1or también ce aplicable para caooo en loe cualeo 
lae 1ntene1dadec eotán camb1ondo de "cuerdo con alguna tendencia. 
on el e~nt1do de que eea d~t~rminleticament~ ~redecible. El 
número total de recl~moo p~rmanece todavia dietribu1da como 
Poieeon pero el par~metro ~t 60 calcula como una eu.ma de loo 
par~metro6 rolac1onadoB a loe cubintervaloB. Otro método que ae 
utiliza con frocuenoia para obtener el micmo rcnultado ee 
introducir el concepto de "tiempo operacional". 

Sin embargo, hay atrae c1rcunetanc1an que euracn en la 
pr.ictica donde loe eupUc.etoe de incrementoe indepcndientee y 
eot6cionarioB no eo puden cumplir. Por eJemplo. el ecsuro contra 
incendio pude eer arandemente afectado par lan condlcionea 
metreológicae y un periodo l~rso, aeco y ooleado puede dar lusar 
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a numerosoe fuegoe &normales; en algunos petieee, loe huracanes u 
otrae catáatrofee naturales pueden provocar un enorme incremento 
en loa reclamoe. Tamb16n ee conocido que lao condiciones 
eoonOmicaa tienen una influencia coneldernbleo en muchoo de lae 

rtim.ae de la o¡.er~ci6n del oeguro de danoe. Ti~mpoe de exploeionee 
o receeionea econOmlcno da lusar o un aumento o decrecimiento 
oonaiderable en el namero do accidentce por tr~!ico o de trabajo, 
ae1 cOmo también int"luyc en el rie.uocio de eoauro de cródi to. 
Talee clrcunetbnciae son tbn nen~ralee que la aplicación de la 
tunc16n Poiaoon olemento.l oou e:randemcnto limit&dh., y o.61 hay 

una neceaidad de deoarrollar la teorl t1 omitif!.ndo lo.a condiciones 
de independencia y ootac1ono.r1t::e.l,.,,d. En 

limitacionee. lo función Pol~aon da al menoa 

viet.a de 

une. primero 
ésto.e 
buena 

aprox.1m . .1J.ción, particulormente Pllre intervo.loo de tiempo ¡iequcf'fon. 
Ea la booe de dietribucion~e u~e aen~ralizadan. Aún tnaB. el 
rieago de cambioo y de variecioneo que ~fecton 1~ ectacion~riedad 

pueden aer tratadas aimplemento l"lftf.idiendo un monto pl"'ecfiutorio i.tl 

par.\metro >.. 

el Exolueión do eventoB múltipleo.- ñn primera inetancia 
parecer! a que éete DUJ•Ueoto no oiemprc es v-111do. Por ejemplo. en 
el eeguro autorr~viles, doo veh! culeo puedf.m chocnr, dando lugar li 

un doble evento. Incidenteo aimilaren pueden ocurrir en el aeauro 
marJtimo y en algunas otrao r~maa. Bote obet.\culo puede eer 
resuelto r-0r un adecuado cambio de definición, POr ejemplo 
conaiderando el caeo de que ol choqu~ ont~e doc nuto~vilea es un 
eólo reclamo. Eato a1anif1cn qua lo euma de ambao partee ee uea 
cuando ee conbtruye laa eotadlsticas de la dletribuciOn del 
te.mano de un reclamo. el oual ee coneidera aporte como otra 
variable aleatoria. 

Como una aplicación pr~ctica del proceoo do Poiaeon en el 
oesuro ee dar~n loe olsuientee eJemploe. 

Unn eociedBd mutualieta ti~ne 1000 miembroe. En -':l caeo de 
que una muerte ocurra uno. euma fija de S =- .'$ 1000.- ec paga. El 
valor medio d~ lo taca de mortalidad ee 0.01, la prima 

PP = (1 + p) 5 E [kJ. donde p = 0.1 '"'un m.arsen de eesuridad y k 

ea el numero de fallecimientoo. El ectado actuaria! de la 
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eociedad se exaJ:D.1nts. c&da a"o. ~Qufia tan grande una reeerva de 
seguridad U

0 
debe tener la eociedad para eetar eegura, a un nivel 

de probabilidad del 99X, que el balance no mueetre al¡¡{Jn déficit? 
51 ee sraf1ca como ee comporta l~a primae, lae reeervae y 

loe reclamos ee obtendria lo siguiente: 
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La prima de rieego P junto con un margen de &eQUridfid p estA 
oon~inuamente creciendo, esta se acuurula en una reeerva de rieego 
U de una cantidad inicial U

0
, ae.1 que el ins.reeo ee reiireeerita 

como una linea nacendente a la derecha. Loe reolarnoe que Be 

consideran como un insreeo negativo. ee pagan de ésta reeerva, y 
se represent~ como eecalonee hacia abajo~ La diferencia 

U(t) - U
0 

= P(l+~)t - X(t) 

da la ganancia neta (poeitiva o negativa) que eurse durante el 
tiempo t. 

En b6.ee a éf;ttt rliff.:rencie. ee r..:1.ilcull!lrA la rr.:eerva inicial 
U

0
, Pb.ra que a un nivel de eisriificancia del 99::< el balance no 

muestre alsún dóficlt. Ahora e~ c~lcula E (k], el número eeperado 
de fallecimientos 

E (k] = " t N = .Ol • l • 1000 = lO 

El numero eaperodo de fallecimientoe durante el tranacurao 
de eee ano eo igual a 10, eete valor ee obtiene do multiplicar la 

ta8a de mortalidad promedio, que ee de 0.01, la lonsltlld dol 
int~rvalo que ea de un ano, igual ~una unidad, y el numero de 

miembroe de la sociedad que ee de 1000. 
Una vez calculado el número de muertoe promedio durante el 

ai"'ío, ae puede calcular la prima 

PP = (l + p) E (k] S = 1.lx 10 • 1000 = 11.000 

dónde p = 0.1 y S = 1000, efectuando operaciones, ee obtiene el 
valor de la prima que ee ha de juntar entre todoo loe miembroa de 
la sociedad, para obtener el beneficio de $ 1000.- por miembro de 

la eoclede.d que fallezca. 
En baHe al plbnteamiento del problema, ee nota que 

U(t) U(ll = reeerva al fin~l del ario= o y 
X(t) X(l) =monto total de reclamoe al final del ario kS 
número de falleclmientoB eeperado por la ewna fija de dinero que 
ee paga por cada fallecimiento, ae tiene que: 
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U(t) - Uo = .p (1 + r). t - XCt) 
'.;, 

os U.; + p (1.+ P) t, -, X(tJ 
:·;._;_·. ,, 

OS U
0
·:,. P.(r;.~);t,~ kS 

. ';;,. 

p u0 +:P· <i'+ l>i"t~~ kS <: o .. J <: .99 
- --··=·.-::::·, _"-:?:.,-cj::;:; >t ~-

p (kssu·:<f ii'·&¡;i)_t·Ú_;99 

p [ k s .u • p ( ~ >~ ~;· • t r2: . 99 

Cómo k ~ P(lO) entonces, bueoando en tablas o realizando 

operaoionee ee nota que: 

p [kS17J = .966 

entoncea: 
y p [kS16) .993, tomando a k 16 

U
0 

= X(tJ - PP = kS - PP = 16 (IOOOJ - 11000 = 7000 

El valor de la reeerva inicial para que el balance no 
mueotre algún déficit debe ocr de $ 7000.-

~CuAntoe miembros debe tener la eoc1edad 
anterior para que no cea nececarla la reeerva de 

lae condlcioneo mencionadae? 

del ejemplo 
eegurldad bajo 

Se nota en eete ejemplo que el total de primas que aportan 
loe miembroa deben de eer en una cantidad eu~ioiente, de tal 
manera que éetae alcancen a cubrir el número esperado de 

reolamoe~ ee decir: 

p = X 
' l 

Tambien ee nota que ee utiliza el proceao de Poieeon para 

encontrar el nómero de miembroe. serla muy tedioso realizar todas 
lae operacionea, por lo cual se utiliza el teorema del Limite 
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Céntral paro. variablee dietribuidaa como Poieeon. Bete teor-emb. 

explica que ouandr.J el número de ca.eoe ea muy grande fn-tro) 

entoncee la función de dietribución Poirsaon tiende a la función 

de d1etribuc16n Normal con media = E [k] = >..Nt y deeviación 

eetandar u = T ~Nt , ee decir, FOt) ~ N [ l!: -a R (kl 

En eete caso N = nOmero de miembros ee deaconoce. entonce e 

µ = E [k) = >-Nt 0.01 N y 

[ 
l-· - R Ckl ] So deeoa que P d-

0 
= • 99. como en eete caeo N ee 

muy gro.nde y utili:z.tindo ol tcort"::m.o;i del Limite centrel ee deeea 

obtener el valor cuantil Z correepondiente, de tal manera que 
P [ZJ = 0.99, buscando en tablae ee obeerva que P [Z s 2.33] 

0.99, entoncee z = 2.33. 

Ahora de la ecuar.:16n Pt = XL y del Teorema dol L1mite 

Central ae procede ~ calcular N: 

P, = x, P [Z s zJ = P [Z 5 2.33) 

(1.1)(0,01) NS = kS 

O.OllN k 

E [k) 0.01 

u= -.'o:oi.N 
N 

k - E fkl 

0.001 H 

0.000001 N
2 

u 

OOJJN-OOJN 

-1~ 

0.233 ..-"""N 
0.054269 N 

54,269 

= 2.33 

Se obtiene el valor de N = número de miembroe que requiero la 

eociedad paro. que el monto total de lae priuil!i.e obtenidaB eirvan 

para oubrir el monto total de reclam~ciones y no ee requiera de 

una reserva 1n1cinl. 

Por último oc verá corno ee oplica el Procee:o de Poi"eon en el 

reae:eguro, para determinar el monto eeperodo de reclamoe:. 

Una eociedad mutualista ofrece saotoe de funeral cuando 

ocurre lb muerte de un miembro, eiendo énte benefic1.o otorsado par 

medio de una suma fija de $ 100.-. El número promedio de reclamo 
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~t = l. La eociedad tiene un reaeeguro ¡..ar piirdida eetacionaria de 

acuerdo con el cual, 81 el número de muertee eo mayor de doe. el 
reaeegurador paga el tercero y de?Me fallecimiento8. ~cual ea la 
prima del rieeso (: montrJ eeperedo de t·eclf.l.moe) parlJ. el reaeeguro? 

En la introducción ee vto que 
E [g(e)] + E [5 - S(e)) = E [al 

Donde E (5 - g(a)) es el monto esperado de reclamoa para el 
reaeeguro. Utilizando eete principio, ee obtiene que: 
__f.._ CD 81 ~ 

1000 =.~. (k-Z) P• ; P• = e lt! 

--;:too- = E (lt-2) ... -· e L - .,-· [ E ....!;._ - 2 E _Lltl ] 
ltl - ••• ltl •=• 

-· [ "" _l._ "" _L ] l = e I: Ck-1) 1 - 2 I: lt! 
k=3 ~ k=3 

Haciendo operacionee, ee ve que el monto eeperado P ee iarual 
.. $ 103.36.-

1.3. Bl Proceso de Reclaman Acumulados. 

Deíinicionee.- Ahor~ ce extiende la cona1tlerac16n de proceso del 
número de reclamo6 a proceooo que opera loe roclfimoe ecumuladoe, 
refiriéndoee tanto a loe reclamoe individualee como eue eumae, 
los reclamos acumuladoo. Un bloque conatructor primario ee el 
tameJ'fo variante aleatorio Z de un reclamo individual7 i.e. la 
ouma que pasa el aacgurador al momento de que eucedo. un incendio. 
accidente o cualquier otro evento contra el cual ee aaegura. Se 
supone que loe tamanoa del reclamo Z eon mutuamente 
independientes e idóntice.mento diotribuidae. teniendo una función 
de d"msido.d: 

1 X e 

S(Z) = p [Z s Z) 
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De acuerdo a la aproximación colectiva Que ee vio 
anteriormente no se toma en cuenta la unidad de riesgo (¡óliza> 
de la oual el reclamo BUrge. La función de denBidad S deecribe la 
variabilidad de trunanoa del flujo continuo de reclrunoe. En la 
seccl6n de d1acua16n de aupueatoa eugiere que los posos debidoe a 
uno y al mismo evento deben uniree como un reclamo eln considerar 
que loe paaoe form~lmente conct~rnen a diferentes 1.ól1zas (e.g. 
dlferentee duenoa de un t-•ropicde.d en un complejo indul'trlal 
dtd'S'ado o en un vehi culo). Aün m.'\e, ai doe o máe r~cla.mr;e de la 
mimna unic.1'.ld dP.: riceso se conaidl')rnn como ruclo.mo!:; tliferi:intee ei 

ee provocts.n por diferentes eventoa. 

La variable del tamnNo del reclt\Jl"lo introduce el proceso 

referido t1 un nu17vo t::str~to de e6tocaeticidud en .,,dic16n a la 

variación del número de reclamoo. El procceo que eie conBtituye 

por una 'lbri.'ci.ción f:otc.c.'lctic~ t1J.(lto T:n el nomero <le z·er..:l.amoe como 

el tama.í"io del reclamo ae llama proceao compueato. 
La eXiBtcncia d~ un~ función S ect~ en concor<l&ncia 0on la 

experiencia general, ,.11 rnenoe en 11.1 merlidh. que ae concideren 

:r>eriodoc de longitud moderbda y eati¡JUlando que loe efectoa de 
cambioa en Vl'J.loree monetarioe ve eliminan. Lo6 reclrunoe actualee 
f.i'Ueden eer regietradoe y eatimacioneB nurnóricae ee pueden obtener 
tiara S .. Por u.hora ee eupondrá qu,.~ la función exiete y ea 

conocida. Poeteriorroente loe dcto.llee de BU cálculo prActico e;e 

coneiderar~n. 

Reclamoe ¡..en<lientee.- Parb mantener loo modelen teóri~oe del 
rieeso dentro de dimeneionea realce. u~ualment~ e~ au?Qnc que loe 
reclamos ee p¿sgan inmediatainente en el mr;mento en que ocurt·en. En 
le. práctica, inev1.tei.blemente ha.y un ret.raflo de tiem:po entre el 
ocurrimiento del evento que da lusar a un reclamo y eu 

11quidaci6n. ya eea por a5¡..ectos menores de adm1nietrac16n o por 

p~oblemae lee~le~ talee como la determinación de la euma 
aaegurada, o par retraeoo en notific~r ol ainieBtro a l~ Cia 
aseaurei.dorei, ¡,ar lo tanto, en adición a loe problemaei de 
fijar el monto probable de reclamoe que han sido notif1cadoe, 
alsuna conceeión debe haceree para loe oaeoa eeperodoB que ee 
notifican tarde. 
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En principio, cualquier error que se eetime de loa reclamos 

pendientes ee corregirán finalmente cuando loe reclamos eon 
finalmente establecidos, pero puede dar !usar a una eerie de 
beneficios o ¡:.érdidaa ent.re alsunoe anos '.J en eel'J. fo?'ma afectar 

también a la fluotuaci6n de rieeso. ein embarso, eer~n de mucho 

menor te.maf"l'o que lb.e fluctuacionee ordinariae~ Se deber~ not~r 

que el eu¡:.ueeto reloc1onado al i:·~so inmf';lodiato de reclamoe nr.1 

funciono. en le elimin11c:ión de l.ei eetirnec1ón de l!lrrorea de loe 

reclamos pendientes d~l modelo. Como cul'J.lqui~r otr~ inex~ctitud 

del eupuet,to Meico, da lusar a fluctuacionee extrae en loo 
reeultl'J.doe b.Beguradoe, probablem'3nte ditJ un11 mane!"a periódico. 

Cuando loa par.'\metros dol modelo ae cnl!brtln eobrc la beae de 

fluctuaclonee 1wt.u1!1ll!:e eibeervadae. el efer:..to d" éoto.e 

1nexactitudee eer.án tomado!JB en cuenta ts.uto1nát!Gi!lmr;nt~. Aún tn.\e, 

no h~y tdeún obet.'1r;::ulo econc.:1~1 1.1 la introducctór1 de rr~clFJmoa 

pendi'.:ntes o eu ~rror· <le eetiml'J.Clón como unb. entr~dft Pftrticull'J.r 

al modelo. 
Del otro lado, eobre o cub eetimacion~e aiotcm.\ticfte, pueden 

dar lugar a eeagoe conBiderabh.:B en la hoja de: balance y por lo 

tant~ en l~ VFJ.luucion de loe m.\rgenec de solvencia bctu~lee 

(reeerv~e de rieeso). La coneidcrl'.l.ción rle 1)tJt.oe, aB.l cómo muchas 
claeee de ae:pectoo no eotoc.\eticoo, e.g. ricosoo inco.lculablea 

arriesgando la ex1etenciu de loe oeesuradorcu talco como fsllao 

m&YOI'FJD 1:1ri inver·oionee r.> cvr.iluación del rieriso. maln3 m10tn!'1,1oe 

adminiatr(1tivoc, ~te. eon pP!.rtl"!B ~f:".mcitilf':D d': 1.-.i .:::olv~nc1'9. 

general de 11'.'1 industria ecesuredora. 

Loe anállela del deearrollo de lae eatimacionce de reclarr:oe 
oo un.ll. pftrte normal de la rutina del neeocio e inrJicará l~ 

neceeidad de algunl'.'1e provteionea extrae , ee pued~ peneftr, p~r 

ejemplo. gue un marGcn oe n~ceeit& trflt~r con loe Oúmbioo 
infl(1cionl!lrir;a con reBI>e~to t(tnto ltl nivel promedir.> dr.: 1nflac16n 
ae.1 como la nccealdad de medidtta de emergencia en loe caeos 
cuando la taao de 1nflac10n pueda ocaeionalmente 1rae muy arriba. 
Talee l:ljuatee ee t>Ueden neceeit&r Pl!Lra fijflr loo parámetroe di:·l 
modelo completo y tenctr~n que eer tratadoB en circunetanc1ae 
individuales. 
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Distr1buc1on Compuesta del reclemo asresado. 

Una cartera aeesurada ee considera de nuevo y ee deeea 

encontrar la distribución de probribilldad del monto total de 

reolamoe X. o brevemente el reclamo asresado. que ocurren durante 
un intervalo de tiemprJ. La pr-obab111dad pk de que el n<amero de 

reclamoa eea igual ~ k y l& función de dietribu~ión S de un 

reclamo. eo eupor1en que eon conocidoe. 
La d1etr1buci6n requerida F(X) proporciona le probabilidad 

del evento X ~ x. Rot.c evento puedo ocurrir en las eiguientee 

formas &lternante~: 

i) En el intcrvolo de tiempo no ocurran roclamoe 
i() lll número de re:c 1'.im.oa 1 y el monto de reolamoe ee .:S X 

íii) lll número de reolo.moe 2 y lb. eume. de loe monto e de 6etos 

ee s x. 
ív) Bl número de reo la.moa 3 y 11>. auma do loa m.ontoe de t:l-BtOB 

"" " "· ETC. 

La probo.bilidbd condicion,.1.l de que. e1 el número de reclamo6 

ea exti.ctamente k, la BUma de óatoB k reclanma ee :S X ee denota 

por 5>tCXl. Ueando l"-16 ree:las de euma y multiplicei.ción combin{1daB 

de probabilidad~ ec 61SUe que 

Se euponf.:: Q.Uf; loe montos de loa recl6?noB eon mutuamente 
independientee. la función s.(x) ee conoce bien del calculo de 

probabilido.dec cotr10 la k-Oa1mr.i. convoluci6n de l!l función de 
dictr1buc16n S(X), QU~ "" ¡,.u e de calcular de la fórmula de 
recurre no ia: 

J e,._,(X-Z) dS(Z) s"º<Xl 
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Y la e1sÚiente , 1miooi-tantB . 'fl>n:iulo. e,., obtiene para la 1:Uno1"'n de 
deneidad de loe reclamos aareaadoe: 

F(X) t P,. !\(X) 
•=o 

"' Tel:'!Dinolosio..- La !uno16n de dietr1buci6n F(Xl = 'E¡:.• S,.Cxl ee 
k•O 

llama com~uesta~ refir16ndoee al proceso compuesto que hay detrAe 
de ella. 51 el proceeo del número de reclamoe relacionada a X ee 
un proceeo de Poieeon, entonces X ee llama proceao de Poieeon 

compu~eto y la funciOn F(X) ee la función de deneid~d de Poieeon 
compueet8, p~ ee l~ ~robabilid~d de PoLeeon eimple. 

43 



CAPITUl.D 2. Eetirnacion de la func10n monto de reclamos acumulodoe 
pcr medio de la~ eeriee de tiempo. 

Aepectoe senerl!llea.- En caB1 todaa lae teortae del rieeso ee 
neceeorio conocer lo función de d1etribuc16n del tamafto de 
reclei.mo S ~e o menoa aproximado. La aprox1m~c16n debe eetar 
formada en baae a loa d~toe quo oxieten. en soneral, 
Las Ciae. aeeguradorae oiempre ti~nen archivoe 
conteniendo intormación detnllada de tanto tJÓllize.a 

empl ricoa. 
de do.too 

como de 

reclamos y much'.lB clae!le de ~ete.o ~wtacll etica~ ce producen para 
propótJitoe. L& contl!lbilido.d, 1nedir tl!.l.oo.o ro.zonee y otroa 

oonatrucción de diet-ri.hucionea del tMV.1110 dol reclamo y otroo 
datoe que ee nP.ceeitan po.r~ el nn~lieie t~6rico del riesgo ee 
puden obtc:m;r dlrcctomenr,e o ¡>1Jr modio do 6lmm,..n modificacionee 
como mult1plicl1cionee de ir:.>eto5 pr·oceooa de d~to~. 

Bxteneión de loa uu¡.iueototl b.\5icoa.- Se vio anteriormente 
que loo par.imetr·oa bao1coo del proceBo de reclamo oon eujetoo 
continuamente a olteraclonee que ~on parc!Rlmente reveladna corno 
tendencias m.\e o menee reguler~e y frccuontea cambtoa clolicoo. 
El efecto de óote fenó~eno eo tan a1snif1oante que no eo pueden 
omitir en conoiderocionen de etbPOB larsao. Loo eupueatoa 
concernientca nl proceoc de Po!oc:on cornpuocto f!.e extienden o.hora. 
Primero, el par.\aietro n (el nomero de roclM106 eeperado} ae 
discute, y dcopuoo, en oecc1onea eubaecuentea. algune.o otrao 
bases se tomen en cu~nt~. 

deben pe.roinlmente al e) Laa tcn~encie.a ~n el par~metro n ee 
cambio grndunl dol tam"'1o del Porta~olio y ee afectan tambi•n 

la expoeio16n del rieeao p(:lrcialmente por lae alterac1one~ en 
dentro del portnfolio. Se pueden tomar en cuenta 

el parámetro del modelo n eo dependiente del 
puede hacer convenientemente Por modio de 

crecimiento, r (t) • ~ o equivalentemente 

n(t.) 
T 

n n r (T) 
T•t. 9 

44 

6\lponiendo 

tiempo. Eato 
un !'actor 

que 

ee 
de 



donde n = n(O). La razón correapondionte r 9-1 ce denota por ~9 . 

La taea de crecimiento no Til!!CeBita eer la n1iem'.1 de un ario 6 

otro. Sin embargo. ei ee coneideran periodoa de ~ieml'Q cortos, eu 
conetanoia ee puede euponer. La fórmula puede eer 
cone1der6.bleml'3nte eimplificb.da en éata forma. En coneecuenc1&. 
las tendenoiaB ee introrJuoen en el u.odalo euponi•nrJoles 
exponencial~e y poniendo 

n(t) :: n r~ 

Otra aproximación 'P'Uede aer usando la fórmula lineal 

n(t) = n + r"t • 
Loa cicloe.- Adem.\e de lae tendenciae hay variacionee 

periódica.e en ltte frecuencioo de loa reclrunoe. Aun cuando lae 
variscionee concernientee eon frecuentemente irresule.rea en la 
prActica, ~ataa ae llaman ci~loe. Se dietinguen del término 
"oocllac16n~. Eetá compueata de vnrinc1onea qua aporecen como 
onde.e que se ex1•'1nden eobre doe o ~e b.11oe. La forma m.'\e aencilla 
ea encrJntrar b.lHuna fórmu l~J_ determ1n1 etica para indicar lae 

deevibcionee t'ell.1.tivfte denotada por Z(t.) = ª~3 de n(t} del 

flujo de la tendencia. Une. forma eenoidal determin.1Btica 

Z(t) = z'" ct:n (wt -+ u) 

ee euponc como un ejemplo donde zM eo la amplitud. ~ la faee y w 
es el coeficiente de la frecuencia 

W 
_ Zn 
- T 

"' 
Tz viene eiendo la lonaitud de la onda. 
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Seriee d" Tiempo Autocorrelativae.- Una forma m.'ie 

eofisticada de manejar loa oicloe y lae tendenc16a ea haciendo 
ueo de la Teoria de Series de Tiempo econ6m1c6s. La variable 

ciclo Z = A~ periódlcament.e eube y lueso baja po1• otro periodo 

hasta que otra Bubida ocurre. 

Una aproximsciOn nlmple en modelar z ea cuponer que ou valor 
z(t) depende del eatado del proceeo en loo tlemPoa previoa t-1. 

t-2 ••.•. Si z es alto en eeto6 tiempoe, z(t) ec también nlto, 

pero ei dur~nte v~rioc anoc continúa creciendo, puede eer 
indic~c16n de ~ue un eetancamiento oo~ por venir. Adotro.o z eat.A 
aujeta a irregularidadea m.18 o mcnoa fuerteo que ee pueden 
eu¡>0ner fluotues.cionce th~ramente o.leatorio.n. E:st&c caracterl eticea 

proveen una bo.ce para conetruir modeloa 
describir el proceao d~l tipo 

matcrnátioos para 

Z(t) : f(~(t-1), z(t-2), ,) + a(t) + e,a(t-2) + . ,. 

donde la función ·predlctora~ o 1 dcacrlptora· f 

retroal1mentnc16n d~ la cx~eriencin paaada con el 

coordina l.a 

!uturo. Loo 

th1:niino1:5 a(t.). llurnadoe ruido~ reprocent01i el efecto aleatorio> 

que ee euponr:: eotá dietribuido normalmente (UCO,o2
)). 

Lae funcionee lineblee aon ~proximacionee eatiafactoriaa 
para la ecuación anterior 

z(t): 0
1
z(t-ll + 0,z(t-2) + ••. + actl + e,a(t-ll + 8

2
a(t-2) + ••• 

y ee conocen como proceeoe ARMA (Auto-Regresivo Modiae l16vilee). 
Loe oioloo ee pueden aenerar por una adecuada decioi6n de 
coeficientee cómo eo puede demostrar anl'J.li ticarnente. En t6rm1noe 
de la teori& existe una fuerte autocarrelac16n entro valores de 
variables coneecutivae. 
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Método Montecarlo. 

Debido a la dificultad que exiete para poder coneesuir 
eatadieticae de reclamoe en laa ~aeguradorae. se estudiará eete 

metodo, que es un modelo de ei~ulac16n. para poder aplicar l~e 

BerieB de t1etr1po Y podt:r analizar y predecir como ee comport1Jn 

loe reclamos. 
El m)todo Montecarlo ee eobretodo uno herramienta muy 

poderoea; ee puede aplicar a modeloe muy compllcedoe debido a le 

técnica del nlsoritmo la cual procede Pl1t.rn por peco dl::;'l ~-iempo 

a t+l. Lae regloe de traneición ee pueden eacoger en manerae 
flexibles Y lea eupo!:'lcic-neo referentes a. tendencir..ie., cicloe, 

oaoilo.cionee de crJr·to tiempo, func1.ón de dl'!neid,.J.d del tJ<.llnof'lo 1lr.:l 

reclamo. r·eaaeguro, r~tc., ElE:l purJ>:n intr.:p:r&r 6.l modr.:lo actu"'l ein 

ll'J. nee;eaid&d ursFJnte dí:: t;ll1l)Jliflc,1r, 'J.Proxim,J.r -!ltF!nu8rloB F:in 

&lgum1 forrrt'J. i.inall tic.-, que ee& convenientP. ptAr& lof..: r..:á lculoe, q,.,.,_· 

~B el mavor inconVf..:nient".: de l&. m'.l.yorif:1 de loe métodoo direr:.:toe. 

La cleeventaja principal de l'.1 eimulación es que eolo da 

muet:tree oomo reeulterlr-Je, y ee..-,rJ r.:etá t..:nvueltrJ CQCl 

inexactitudes de l& mu~etrF.t., lti r..:u~l puede hl'1cer neceeario 

bument&r el t1J.t1v.J"ío de lu mueetra tnnto, que el rn&todo se 'Juelve 

coetoflo o aun intratable. Sin embarso, puede proveer de una 

aproxim&ción ~~tiefectoria del llmite eetocaetico y de un& buen& 

irnpresion <Je la eetructura di::l ~rC><::E:60 con t&mrif".oe de muectrl'J 

mDdero.do~. 

NU~eroe aleatorioe 

Nómeroe l'l.leatorirJs dietribuidoe uniformemente. Le técnicli de 

Monte Co.rlo utili~a loe númeroo aleatorios. loe cualea son 

ouceeioneo de Vt'l.riHblee oleat,oriae independientee dietribuidae 

idénticamente o muestree (renli=e.cionee) de taleo euceeionee. 

Coneidórene un ejemplo de una variable aleutoria r. la cual 

eetá dietribuida uniformemente eobre el intervalo (0~1). Su 

función de di~tribucion eB: 

{ () 

RCrl : ~ 
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La dietrlbuci~n ee llama rectansular debido ti la forma de su 
función de deneid&d~ Una euceaión de números &.le&torioe 

dietribuidoa uniformemente ee obtiene o ee gener"-ld1;s tomando un 
conjunto de variablee r

1
, r

2
• • • • • lae cualee eetán dietribuidae 

unifol'memente v eon mutuamente indeipendientee. Tales auceeionee 
ee necesitan como bloquee de conetrucc10n básicos par·e lae 
eimulacionee de Honte C~rlo como ee vera en lo auceeivo. varias 

~cnicae ee eugieren p&.ra eu sen..-.!N1ción. Funcionan como la 

loteria. produciendo un& liet~ de nümeroe sanadorea, cada número 
dentro del int,.:rvalo (0,l) (redondeando a cierto nómerl"".i d~ 

decim'l.lr;-s) dehe de tener eX{lctwnente la mi:::m.a probabilid&d rJ1-: 

apar,.,cer eri 11:1 i:;uceBión. Debido a que loa rriétodoe prácticoe 
pu~den gener&r euceeiones loe cualee eolwn~nte eatiefacen 
aproximadamen!.19 lou Bupueetoa teóricoa 
peeudo~le~torioa. 

ee 11'.J.man númr;;roa 

Pol'!;IUe ~l f-1.étodo di'.: Hont~ Carla neceeita un núm~ro sr·,1nde de 
númeroa nleatorioo. entonces tlenen que aer generados por una. 
computadora y con lo ayuda de al sun paquete ( STATGRAPH) • 

Númeroa aleutorioa diatribuidos arbitrariamente.- Sefl. r una 
variable alt~tori~ diatribuida uniformemente y e~~ F una función 

de dietribución dada y que trt.tneforma r en una nueva variable 
aleatoria X = F-t ( r). F no necea! ta aer estrictamente creciente. 

puede eer, por r:j~mplo. una función diecreta discontinua. i:•r..1r lo 
tanto F-J(r) ee definto:: como el V8.lor de X m.\e pequef'l'o que 

eatisf~ce la d~BiSU&ldad FCX) ~ r donde O < r < 1. 
Entonce e 

lo gue e1en1f1r;;IJ. que F ee l~ función <le d1etribuci6n df.: X. Rete. 

obaervaci•'.'n da (en prlncipio 1 nn procedJmiento simple de como 
generar uumr::roe ttle&.torir..1e teniendo l.m"l función de di etci lJucio,...1 F 
dada. 

Método Monte Car-lo.- Far-a iluetr-l!:ir V,;1. técni<".:fl de eimul~cicn 

del ~todo de HQnte Garlo, la convolución de dos func~on~s de 

diatribución F
1 

y F
2 

oe calcula. Lo idea ea hacer uao del bien 
conocido hecho de que la sume. de dos va.riablee a~f'f\torla.e 
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teniendo funciones de dietribuciOn F1 Y F
2 

Be dietribuye como 

Fs*F
2

• Laa prirneraes doe eucesionee de numeroe aleatorir;e (Xu. 

x1J' • • • ' xse) y ( ~1' Xzz. • • • • X.Ze) oe generan. lfl primer·e ee 
distribuye d~ &cuerdo ~ ~ y la eegunda de 6CUerdo con FZ. por 

eJemplo la t6cnica prea~ntada anteriormente ae puede aplicar. 

Bntoncea poniendo X." ::; xj\ + x .. ü se obtiene Un(J. Buceeión de 

nOmeroe al~/j,,toriCJB diet.ribuidos de ~..i.cuerdo con l(j, función F
1 
•F

2
• 

Para obt.ener v~loree numóricoe de éeta función de dietribuc16n. o 

m~jor dicho. un'.1 eBtimación de óata. loa valorea de X." de X\ 

dadae por el senerador de númcroe eleatorioa ee reordenan de 

acuerdo con ouo mFisnitudee y. denotadoe por c(X) "el nom,~ro 

contador" d!: loe Y\ ~ X. el eBtimado F(X) ~ .clfl. ce obtiene 

inmed16.tl".lmente. 

Se ver.!t. qu~ el rrotorJo do el.rrult:Lción ee. do h~cho, 

exflctamente equiv,.ilen.te 1.11 rr~trJdo de obe~rv6r loo Vf1lr.1ree 

actunleo que eporeccn en algún exper1mentoy construir el estimado 

cet~d.1 Btico <lt1 111 función de d1otribuc16n. Ningún experiemnto 

fl e:ico Be llevo. a. cabo, en vez de ello "oe juega·· o .. c1mulo." por 

medio di;: núm'::roe .o:.i.leotor1oa. Ente método h~ r1ument~do eu uso en 

conexión con v~rioe proyeotoe de inveetisación, particularmente 

cuando el cálculo directo de lae fun~ionee de dietribución ee 

complicado. También co muy útil eplicerlo en el campo de la 

teorla de rieego, eapecialmento dondo otroe md'todoe aon 
intrbt&blee d~bido a le complejidad del modelo. 

Evaluación de exactitud.- Debido a que el vnlor de p :: ~ 
ce obt.iein1;; c..vrno unl1 n.iueetro. l!.leatori1.i, ec e•1jet"1 a una 

1neX6.ctitud como cul'J.l<JUie1• otro. mue~tra. Do hecho BO dietribuye 

binomialmente, teni,-.:ndo de8Vic.c16n e6i.ndar 

"=/~ 
donde p ce el valor verdadero deeconocido de F(X). Ueendo la 

aprox1m~c10n nonnal. el error miximo al nivel de confianza 1 -

[ 
l - { ) 

donde y( = N-• --2-- j. El 11 m1te A
0 

depende del tambllo de la 

mueatra S. 
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Simulaoi~n directa de le funci~n de Poieeon COmpueeta. 

La eilnUlaoi.'.Sn '¡>6ra el ~lc:ulo de la funoi;;n de dietribuoi:;n 
del monto de reclamo 

FCXJ 

pare.una X dada. o eimult~neamente para un conjunto dado XJ (j 

l, 2, •.. ) de X valoree, ec puedo obtener repitiendo loe 
e1su1ent.ea pe.eoe e vecea. Lo. d1etribuci6n del nútt11"::ro y el tama"o 

de reclamos ee euponen d6.doa. 

i) Genéreai3 el núm.r;ro de rl'Jclamon lt utiliz&ndo 

eetet.d1 et ico o con la 6yuda do algún Pt'OSN..1.ma y 

d1etribuc16n del número do reclamoe oupuestn. 

algún 
en bl';lae 

paquete 

a la 

i i) Genórcse k númcroe zl.. z.J. . . . . ~ coda uno dlst-ribuidoB 

de acuerdo con la función do diatribuo16n dada y aumeeen 

I: z, ' .. 
En baee a eeta técnico y con 

eetad1 etico STJITGRAPH, ee crean 
eatad1 eticoa, tomando en cuenta una 

la 

loe 
ta.ea 

ayuda del paquete 

eiguienten 
do crecimiento 

da toa 
del 

número de reclamo~ del 20~ y ln taea de crecl~iento del monto de 
reclllllloa dol 15~. 

En el 1noieo t) ce ut111ze. el paquete S'l'ATGRAPH para. senerar 
loe nomeroD aleatorioe del número de reclamoo, donde ec ~upcne 

que ee~n d1Btr1butdoc como Poleson oon X=lO. eolblflente ee 
generan 12 númeroe aleatorioe, uno par oad~ mee del a.no. Al final 
de cada ano se incrementa t;il núlíaero de rcclamoc on un 20X, ee 
dcoir, par~ el aisuicnto ol'!o, h 10 (1.2) 12 y a"1 
euceeive.ml)nte. 

En el incioo ii}, tambicn De vale de la ayuda del STATGRJ\PH 
~ara aenerar los nOmeroe aleotorioe del nOmero de 
ee euponen dietrlbuidoe como una Loa-normal 

reclamoa. que 

con µ=10,000 y 
0=4000. Una vez Qeneradoo ó6toe númeroa, ce miman tantee nOmeroe 
ale~torioe loanormalee d~ acuerdo con el nóm~ro aleatorio del 
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del 
(u) 

paquete 
tembién 

nOmero de reclam0e ee indique, con la ayuda 
123. Lo. media (µ) y la deEV1ac1on eetAndar 

creciendo en un 15~ cadh ano, obteni•ndoee 
15111\lionte: 

LOTUS 

ir.in 

lo de 6et.a forma 

NIO 1: NO mero de r.r:clamoe: (Poieeon) A = 10 

Monto de C-f.:clamoe: (Los-normal) µ=10,000 o=4,000 

/\flO 2: Número de reclamoe: CPoiMOn) "- = 12 

Monto de reclamoe: (Loa-normal l µ=ll,500 o=4,600 

NIO 3: NO?D'!;ro de reclamoe: (Poiooon) " -· 14 

Monto de r-cclamoe: (Loa-normal) µ=13,225 u=5,290 

MIO 4: Número de reclamos: (Poieconl " = 17 

Honto de recll'J..JnOD: e Los-normal l µ=15,209 u=G,064 

NIO ~: Número de reclamrJ6: {Po1aeon) " = 21 

Honto d(: r·eclti.moo: ( Lo11-nor1n1\l) µ=17,490 o=6,995 

/\1'10 6: NOtnero de rfjcla1noa: (Poieao11) " = 25 
Monto de reclbmoe: (Log-norm&l) 1-1=20, 114 u=l0,493 

/\1'10 7: UUm,.;ro de reclamoe: <Poieeonl " = 30 

Monto do rf:cl~moe: (Los-normal) µ=23, 131 =12,067 

NIO 6: Húmf';rro de reclamoe: C Pc.ieeon) " = 36 

Honto do reolamoB: ( Los-noruv:il) µ:26,601 <>=13,677 

Como ee vio antorlormonte, lao ooriea da t1emPo eon una 
imPortant.b herramienta r•o.ro. pad~r realizar modelan d~ 

compartam1ento de olgán fenómeno aleatorio y en base n eeto poder 
realizar pron6etlcoo de un futuro. Se puede notar que tanto el 
modelo como loe pronóet1coa eet.1n baeadoe 6n información 
hiet6rica paeada, ee decir, en una eerie de obeervacionee de 
alg(ln fenómeno que ee decee estudiar. 

Tienen un O!l.fO<J'UP! ditstirato que eil ele an.i\.lie1e de roarea16n, 
que aunque loe dos olt'Van ¡>ara hacer pronóeticoa y modelo~. como 
ee ol caeo do la 1n!lac10n, déf1o1t f1nanc1oro, déficit 

pett:·olero, como e.e com¡.orta loe valoree de una caBa d6 bolea y, 

en el caso ee~cial que oe eeta tratando, loe reclainoe que 
tiene una compeJ'i1 a de cesuroo durante el tranoc\\reo de varioe 
enoe, para pader explicar cualoe eon lae caueao de eee 
comportamiento y onbiendo como oe comporta, pod~r controlar a cee 
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fe~eno, en el caeo de an'-11Í!51e de regree1:.:.n ee ct:..n::::1rleN:a. que 
las obeervacionee gue se realizan eon independientee, logrando de 

eeta forma reflejar eolamente 
eetudiado. En le.e eeriee de 

la tendencia del 

tiempo, le.e obeervacionee son 

dependientec entre el , esto guiere decir Que 
depende de la ~nterior. ~or ejemplo, dentro del 

una obeervaciOn 
fenómeno de la 

infl&clón el qu~ se tenga un 1 nd1oo de infll'J.r.:ión alto en el mee 
de enero, i-uede inducir ti. penear que en 491 mee de febr4'.::~o t~mtJién 

ee tensa un indice de 1nflac16n alto. 
El fenómeno que B~ deeee 05tudiar dt:;ber~ eer eetacionario, 

ee decir, que dt:bera de preoentar un co1f'..¡..Ortamier1to homogéneo 
dur!'Jnte todo 1;:! prnc1;:eo qut: ee 1 ll'jve actibo f'Jl '":::et.udto, eoto ee 
repreaenta ¡..or medio d~ que ~l fcnémeno no proeer1t!:t. tend'!::noiae ni 

ciclo e y t,~.impoco eVtl!i.Cionei.lidadea. deberá cer un ¡...rocoso 
homosónC'o, ein c;¡ue oliiún tltt.to t:)C 

promedio obaervado. En el caco 

diopare muy lejoa del valor 
de ~ue oc preoenten 

ténd1::nci1J.B y eot,,.cionalidndee t:l: tendrán QU(; rt:a.lizar c1E:rtb.B 

tranvformei.ciones do loa valoree observados oriainalee 
(Tr6naformacion cetabilizadorn de la media y la varianza) de tal 

mb.nero. Que el fonóme-no trane!ormado tleb. un proce;eo homoeóneo y 

eataciono.rio. 
Las funcioneo de autocorr6lación y GUEl 

correloar·am~a de cualqu1er :r.-roceso ARIHA (¡..,d,g) 
ree¡..ectivoe 

eon muy 
impc;rt.tir&t#"..:8 ;y~ <:1.uo por medio df".:: el loa ee podrá "diaanoetic-!tr". 

dar una prim~ra e~roxirnacion del modelo al cu~l el fenómeno que 
Be eBté eatudiando, ce parezca. 

Al etJtudi.l!lr loe proceeoe ARIMA (p.d,g) de mñnera teórica por 
medio de BUB funciones de autocorrelac16n y correlosr~mae. ee 
podran encontrar propiedades ee estoe proceeoe QU~ ayudar~n para 
poder explicar de ln mejor mnnerCt :po~iblc como ee comporta el 

fenómeno eetudiado, aal como ~l de podor hacer pronóeticoe de lo 
mi.e contiablee poaiblee (1nvertibilidad, eetacionariedad, 
parsimonia, memoria finita o infinita). 

DeepUéa de haber identificado ~ Que ti:PO de mod~lo te~rico 

ee petrece el modelo practico se paea f1 la !a!Ie de ~etimaciórl do 
loa parámetroa p y Q. Para hallar el valor de eetoe param~troe. 
ee valdra de la aYUda dol método de m!xima veroeimilitud y de lae 
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ecuaciones de Yule-Walker. 
Una vez estimado loe parAmetroe p y/o q ee requiere que loe 

valoree de eeto.e ~ar~metroa sean eometidoe a una eerie de pruebas 
CD1agnoetico del mQdelo) b~s~d&e en el &nilieie de reeidualee y 

el modelo que paee el mayor número de pruebas. eer~ el modelo mi-e 
adecuado. 

Pae~ndo l& et~p~ de diagnóstico ee tiene el modelo rr~B 

~deCU6<lO que eerv1ra P6ra pQder realiza~ pron0et1coa lo rr~e 

confi~bles poeiblee. 

Modeloe de eeriea de tiempo. 

En eote apartado oe tratara el modelado de ocriee de tiempo 
como procesos eetocáaticoe. Cada obeervaciOn en un ~roceeo 

eetocáetico ea una vnriable alcntor1a, y lo.a obeorvac1onee ee 
deearrc.llan en el tiempo de acuerdo con cierta.a leyea 
probabili erticae. Entonces un proceso eotoc3.Bt1co eo puede definir 
como una coleco!On de variableo aleatorluB que ee ordenan en el 
tiempc. (ver defin1ciOn de eeriee de tiempo) 

El modelo define el mecaniemo por el cual laa obeerv&ciones 
ee e.eneran. Un ejemplo eimple ee el proceso rle m{Jdiae rrf!lvilee de 
primer orden. 

donde e.L ee una .euceaión de varia.bleB e.leatoriae no 
correlecionad~D con media cero y varianza conet6.nte y 6 ee un 
parAmetro. Un conjunto Particular de valoreo de a

0
• a,, •.•• aT 

reeulta en una euceeiOn de obeervaoionee oorreepondiente, 
z

1 
••••• z\. Teniendo un conjunto diferente de valoree de a

0
, ªs. • 

••• , &..,• ee obtieneun conjunto diferente d~ obeervacionoe y el 
modelo anterior ee puede coneiderar como capaz de generar un 
conjunto infinito de talee realizacionee eobre el periodo 
t = l~ ..• ~T. Entonces el modelo efectiva.mente define una 

dietribución conjunta para lae variablee aleatoriae z
1 
••••• z". 
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Loe momentoe de un proceeo eatoc4-et1oo ee definen con 
reepeoto a ls dietribuci~n de la variable aleatoria zs •••• , zT. 
La media del proceao al tiempo t es 

µ(t) =E lZ,l. t = 1, .•• , T 

y ee puede interpretar como un valor promedio de ZL tomado eobre 
todae lae PoBiblea r~alizacionee. Loe eegundoe momentoa t1enen 
una interpretación similar. La varianza al tiempo t ee define por 

t = 1, •.• , T 

mientrae la covarianza entre zt. y zt-T ee da por· 

Si ee dieponen de v~ri&e re~lizacionee, lae cantidadee 
anterioree ce pueden octimar con ?romedioe ~comjuntoa~. Por 
ejemplo, 

t l. . •. , T 

donde z~\> rep1·econt.a 1(1 1 - •cima obnerveción eobrio..1 •\ -:,· m ee el 
nOmero de rcn.11zac1onea. Sin embargo, en muchaa serien de tiempo, 
eolamente ee diepono de una oerie de ob.aorvecionee. En eetaa 
circunetancloc , no ae pueden hacer lnferenciaB aisnif icativae 
acerca de laH cantidadeo def1n1dae anteriormen~e. al menos que 
al¡¡unae reotr1cc1oneB eean pueetaa en el proccoo que ee euponen 
eevir~n para generar loe pron6et1coe. Esto conduce al concepto de 
eete.cione.ried&d. 

Eatacionariedad. 

Cuando ce dlepone eolamentc de una real1zac16n de 
obeervooionee, la atención ee debe cambiar deede el conjunto de 
ob~ervocionea en puntos particularee del 
promedio de obaervacionee eobre el tiempo. 
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posible ai el proceeo aenerador de datos ee tal que la media, 
varianza y covarianza de zL son independientes del tiempo. 

Entoncee. por ejemplo. ei µ' ="' para t = 1. ... . • T. ee puede 
estimar tomando el promedio de las observaciones z1 ~ ••• , z1 • 

Para que un pr-oceao eea eataoionario, lae siguientes 
condiciones ~e deben cumplir para todos loe valores de t: 

E r~,l : ~ 
E [(z

1
-µ) l ~ Y(O) 

E rcz,-µJ '"·-T-µ)): Y(T.l r = 1, ~. 

Las expreaionce antcriorea definen la media, la varianza y 
1~ autocovarianZQ ~n el retr~ao T del proceso generador de datoe. 

La media. varianza y autocovarianztt se J'Ueden eat1Dl8r de una 
eencilla oerJ.e de obeervac1onea como sisue: 

y(Q) o(Ol : T-' 
T 

E 
i. =.t 

(z\-~)2 

T 

Y(T} C(T) r• E 
1 :oT-& 

(z"-ZHz,~T-Z) 

Si el ;pr-ocrrno ~e el'gódie:o, estoa eetadleticoe se 'JUF::lven 

estimadores coneintentee do 1& media. var16nZa y ~utocovBrian=ae. 

La ergodlcidBd no "º definir~ form'!l.lmente agu1 • ].:16l'O lo QUe 

requiere t~eic&mente ee (JU'! laB obeervacionee gue eethn lo 
auficientemonte alejadaD entr~ 81 deb~n catar •~tj.Bi no 
correlb.cionadtic. Para 108 modela a que ee verán. h 

eet!icion&riedtid irrrpl ic!I ergodic;idnd. 
Loe condicionee ~arn l~ varillnza, medita. y autc,.(.ovarianza 

definen la eetacionariedad dóbil. 
El ejemplo máB eencillo de un Pl'oceeo eetocaetico 

eetacionario ee una BUceeión de variableo aleatorida no 
correlocionadn.a con media v vsrtnnzo constante. Un proceDO de 
eBte tipo se conoce como 'ruido blanco·. El aimbolo 

denotará una variable ruido blanco. y a menoa que se 
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de otra f~rma. tal variable tendr" media 111\lal a cero y varianza 
isual a .,z. Debido a 11ue lee variablee en una euceeion de ruido 
blanco no es~n correlacionadas. lee autocovarianzas en retraeos 
d1et1ntos de cero eon todo.e nulae, Entoncee 

T 0 

T >' 0 

Funoionee de autocovarianza y autocorrelaoión. 

Cuando un Proceso eetocáetico ea eetacionario. eua 
propied&d~e ee ~ueden resumir ar~tic~ndo y(T) contra T. Esto ee 
conoce como función del~ autocovt.1.ri&nza. Como Y(T): y(-T). no 
ee neceeario extender la gráfica eobre valoree negativos de T. 

Lae autocovarifinzua ee ¡...uedfm eetb.nd'1rlz&r dividiendo 1'.::0tre 

16 varianza del ¡:•roceeo, que eon lae ~utocorrelecirJnee 

p(r) = Y(T )/y(Q) T : Q, ~1, ~? • • • 

Una. sráfio& da p(T} contrl!i valoree no nest.1.tivoo de T d&. la 

funclOn de autocori·el"'1ción. Nótese que p(O) = 1 por definición. 

Lao ¡.r·<fpi'3dedlle <lel modelo <le cnodiaa ~vil,o;:a e:on fácilrnente 

de deriv'-1.r. Comr.J e
1 

ec unb. varie.ble de ruido blanco con media 

ci<:ro y d!=!svi11ción eetb.ndfir º• ee oigue qua: 

µ : E [«,l ..._o E [at._
1

] 

tnientrae 

1'(0) E [(a, +e ªi-1.> 
¡¡ ca:] + 2 E (e 

( 1 + 82
) o

2 

Similarmente 

= o 

<a, +e ..... ) l 

•, lll-•] + ~· K 

7 ( 1) E [(a, + B ª•-• ) (a,_, + B '\-z )J 

[&~-·] 

¡¡ ca,a,_,l + e ¡¡ ca,a. •• 1 +e E ca~_,l +e• E ca,_,a,_,l 

e E [a~_1 J 
a u• 
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y 

)'(T) = 0 T = 2, 3, 4 

Se nota que la media, la varianza y covarianzae eon 
independientee de t y por lo tanto e.l proceeo ee eetaoionario. 

Laa funcione~ de ~utocovarianza y autocorrelac16n tienen 
exactbmente la miema forma y dan l~ miBYna 1nformbc16n eobre la 
naturaleza del proceeo. Ee m<\e ueual gra!icer la función de 
autocorrelac10n debido a que no tiene dimeneionea. Estandarizando 
r<ll, reeulta 

P( l) = 8/( l+B'J 

Cuando 8 ea Positivo. loa valoree cuceaivoa de z, eetan 

correlacionedoe poe1tivament6 y ao.1 el proceeo tendera a eer mAe 

uniform~ qu~ lao oerica aleator1110, ti.\. Por otro lado, un valor 

nesativo de o prod\1clrá una cerie la cual ea maa 1rrosular que una 

eerie aleatoria, en el ecntido de que valot-ee poeitivoe de z, 
ti~nden a Ber aeguidoe por valore~ negativoe y viceverea. Eeto ee 
rel~ja en la funciOn de eutocorrelación, cuendo p(l) ee negativo 
para e ~~ o. 

El corre losrc.ms.. 

Loa eotimadorco de lo. media, la varianza y la autocovarianza 
eon la media mueetral? la varianza mueetral y la autocovarianza 
mueatral reepectlvamente. Lae autooovarianzaa mueetraleo ee pueden 
estandarizar de la mimna ~orma Que lae autocovarianzas teóricae. 
Esto produce lae autocorrelaciones mueetrale6 

r(T) = c(T )/c(O) T = l, 2. 

y un~ gr~fica de r(T) contra valoree no negatlvoa de T Be conoce 
como la función de autocorrelac16n muestral o correloartJ..ma. 

Las autocorrelaolonee mueatralee oon eetlmadoe de lae 
autocorrelaoionea te6ricae correspondlentee para el proceso 
eotoc•etico el cual ae oupone que genera loe datan. Por lo tanto 
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eetariin sujetos a la variabilidad mueatral. y aun Que el 

correlogram& tend~rá a reproducir laB propiedades de la funci~n de 

autocorrelación teórica, no laB re~roducir~ exactamente. Lae 

autooorrelaciones mueetrales de un ¡..roceeo de ruido bl&nco, por 

ejemplo. eata~án cerca de cero, pero en gener&l no serán 

idénticrunente !gualea a cero. 

El correlograma ea la herramienta principal para analizar 

las propledadeo de una oerie de obeervacioneo en el dominio del 

tiempo. Sin embargo. para poder interpretar el corrolograma, eo 

necesario conocer olso, primeramente acerca de la variabilidad 

mueatral de laa autocorrelocionea eotimudc.o, y oecundariamente 

acerca de laa funcioneo de nutocovnrlanzae de diferentes proceeoo 

eatocáaticoe. En lo euceeivo, ee exfilílinnrán l(J naturalezl:l de la 

función de outocorrclació11 de varioo cnoos CUPéCialee dentro de la 

claee de modeloe autorr~Br6uivoa-mediau uPvileo. Eeto provee la 

bliee :N1rb. la eetrl:lteHil'J. d~ r.;onotrucolón d~ mrJdo<.:loa. 

El operador retraeo. 

El operador retraeo. L. tiene un rol extremadanv:mte útil en 

realizar manipulacionee algebráic&e en ~1 a~lleie de eeriee de 

tiempo. Se define por la transformación 

Aplicando L a z,_
1 

tranaformación da L( Lz,_
1

) 

Lz = z 
t t-J 

reeulta Lzt.-s = z,_
41

• Suatituyendo 

L
2 zt = z

1
_

2 
y aa1 en seneral, 

la 

Bl operador retraeo ee puede manipular de una forma eimilar a 

cualguier cantidad algebráica. Coneidéreae un proceeo de mediaB 

uPvilee infinito en el cual el coeficiente para b
1

_J ee r/JJ para 

j =O, l, 2, ... , y l~I < l. el modelo se puede escribir 
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Y ei a L ee c:amsidera <;iue tiene la propiedad 1 LI 5 1, ee eigue <;iue 

l<l>LI < 1 Y aei la eer1e 1, <l>L, (<l>Ll2 , ••• "" puede ..umar como una 
pros1~eisi6n seom6tr1ca infinita, entoncee 

"' z, I (~Lll a, = &,/( 1-:L> 
jzO 

y_eeto ae puede rearreslar para dar el proceeo auto resreeivo de 
primer orden 

El operador de ~rimer diferencia, b, ee puede manittUlhr de 
una fo1'1Dla. similar que el operador de r~traeo, deede que h = 1 - L. 
La relaciOn entre loe doe o¡,erndoree ee puede explothr útilmen~e 

muy ee¡¡uido. Por ejemplo, 

Proceeoe Auto-Resreoivoa-MedibB M6vilee 

Una claee general de proceeoe oeto~aticoe ee pUeden formar 

introduciendo un número infinito de retraeos en un promedio 
D!>vil. Eeto produce lb. repreeontac16n 

ee debe poner para aeesurar que el proceeo t.iene varianza finita. 
Cualquier modelo que ee pueda eecribir de eeta forma ee dice que 
ee un prooeco lineal o determin1atioo. 

Un proceeo lineal ca c&taclonario y aua propiedadee ee 

pueden expreear en tórmlnon de la función de autocovarianzac. 
Eetae propiedad~B e~ pueden e~roximar, a cualqui~r nivel de 
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exactitud~ por. un modelo dibu,:hido de la clt:1.ee de prooeeoe 

autórresre8-i\ro8-mediae mSvilee. Un proceeo autorresreeivo-medise 
m6v1lee de orden (p,qJ, ARMA (p,qJ, ee.eecribe como: 

Ale.unas reetY-icoiones ee deben eStabiecer - para que te._l _ 

modelo sea eetacion~:rio~ 
Un proceso ARMA ee puede escribir mas cúncisament.e 

definiendo polinomios asociados con el operador retraso. Si 

<,f>(L) : l - <i>
1

L -

y 

el modelo z
1 

se convierte 

<i>CLJz, : B(LJa, 

Keta representación eirve rnáe para ventajb.e técnicas que de 
notaciónª Por ejemplot ei una mcdifi distinta de cero. µ. ee 
introduce en un modelo eotncion~rio ee vuelve 

En lo eucesivo se explorb.n lae propiedades de procesos puros 
autorregreeivoa. proce~i"JB puros de m~diae n'6vilee y ¡..rocF.:Gof! 

mixt.oe~ Se eu:pone que loe proeicaos tienen media cero. µ=O. Esto 
ea eim:plemente por conveniencia y no se pierde generalidad. 
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Procesoe Autorregresivos 

Un proceso autorregreeivo de orden p ee escribe como 

zt = (/11 =t-1 + • • • .+ r;P z1-;: + ªt • t = 1 • · · • • T 
Ecto ee denotarA eecriblendo z" AR(p). loa proceaoe 

autorrF:greeivoe eon popule.ree porque tienen un~ interpretación 
natural y porque Bon m.\a fAcilee de ectimor que un proceso de 
medlae mOvilee o mixto. 

El primer punto a eetnblecer ee el de la eetacionariedad del 
modelo. ee decir. que condicionee debe cumplir el modelo para que 
eea eetacionario. Eeto ee reduce a determinar ei ee puede 

eacribir en la formo 

J~O \l'j "<-¡ 

y cumple con la cond1c16n 

< ., 

Una vez hecho eeto, la funoiOn de autocorrelaoión ee puede 
derivar .. 

Eetaclonariedad para el modelo de primer orden. 

El proceeo AR(l) es 

t=l,2,3,, ... T 

Aunque la serie ee obeerva primero al tiempo 

proceeo ee coneidera como comenzado en cualquier punto del remoto 
paee.do. Sustituyendo repetidamente pe.ra valoree retra:;.adoe de zl 

da ,_, 
E f/J1 ~-J + "'.1 z"_"' 

¡•O 
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El lado der~cho de la ecuaci~n anterior conBiB~e d~ doe 

p~rtee. la primere la cual es un promedio ~vil de vuloree 
r~eraeadoe de la variable d~ ruido blanco que conduoe el proceeo. 

La eeaunda parte depende del valor de z" al tiempo t - J. Tom~ndo 

eaperanzae y tratando a z, .. _, como un valor fijo, reeulta 

E tz,J 

Si l~I ~ 1, el valor promedio del proceeo depende del valor ,_, 
inicial, z

1 
_ _,. La ecuación z

1 
= I: cpJ "-t_ .. 

1 
+ 4'..1 z .... ,, por lo 

J=o 
tanto contiene un componente determinlstico y un conocimiento de 

z,_,, ~rmite h&.cer prediccionee no trivialee po.rt1. loe valoree 

futuroe de la eori~, ein impcrt~r que ~an alejadoe ~e~én, Si por 

el otro lado ~ ee menor que uno en valor abtioluto, eete 

co~ponente determinletico eo deeprecieble el Jea grande. cuando 

m, eete componente efectivamente deeaparece y aal 
el proceeo ee ooneldera como habiendo comenzado en alsun punto 

del remoto pa6ado, eo muy le:gl timo e:acribir z, = 11> z,_t. + a, en 
la f<.>'.NM1 

Comparando z" : J~o 4'J ªi-1 con z, 

notar quo un proceeo AR( 1) con l iP 1 < 1. 

t = l, ... , T 

E \1'1 ªi-l Be puede ,.o 
ea indeterm1nlet1co. ya 

c¡ue 6\ll[l,l!l11do loe coefioient~e cuadrl!ldoe como una progreaión 

seo!OO>trlca produce: 

1 / C 1-~2> 



La e8peranza'de zi es cero para toda-t. mientras 

1'(0) [Z~ r (1) ~; 

"1 ~~iFP 
O:L 4:"j,, E ca(., l E ) = E I: I: 

L j•o J•O' 

r1
2 

·. J: .-•r = 'c.á · / ¡ i4» > ••·· 
jo O 

Eotaoionariodad para el modelo de orden p, 

El modelo AR(p). zi = "'• zt.-• • • rpP zl-p + ~, eera. 
eetaoionario ei lae raioee de la eouao16n caracter~etica 

x" - el> ,,... - • • • - rl> = o 
' p 

aon menoree que uno en valor absoluto, 1.e. ei cben dentrr; del 

circulo uni ter io. Una forma al terna ti va de expreear e eta 

cond1c16n ee en térmlnoa del polinomio Beoclado 

La ecuación 1 - ~a L - . . • - B PLP = O ea similar en forma a 

excepto que x ee remplaza t10r l/L y toda la ecuación ee 

multiplica Por LP. La cond1cl6n de eatacionariedad ee que lae 

r&icea de 1 - ~1 L - .•. - €:.PLP = O deben eetar fuera del el rculo 

unitario .. 

Funcione~ de autocovarinnza y ~utocorrelaclonee 

Cuando l"'I < 1, el modelo AR( 1) tiene media cero y varianza 

dad& por o 2 
/ ( 1-~2 ). La. &utocovarianza al retraeo T ee puede 

derivar expt·eeando zl como una combinación llneb.l de z, Y !il, 

a,_
1

, ••• , ~-P.1. Eeto e~ logra euetituyendo J = T y asi 
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T :: 1., 2, . .; • 

Lae autooovarianz~s eolo dependen de T,· oon~irmando QUe el 
proceeo ee estacionario. 

Las autocovarianzae ee pueden 

directa ei la eathcionariedad ae 
derivar de una forma. rn.\e 

BUpone desde el principio. 

Multiplicando amboe lados de z, = </> z,_, + '\ Por z,_.. y tomando 
eapere.nzaa da 

K [z.,z,_TJ = 4' E (z,_• z.,_T) + R [al zl_T), T = O, l. 2. 

Para un proceso estacionario, 

t6rm1no ea cero. en la medida que a., no eetá corre lae 1onado 
con valoree paeadoa. Por lo tanto 

y(T): </> y(T-1), T : l, 2, .. • 

Eeta 66 una ecuación en diferencias de primer orden con una 

eolución dada por '1-T E [ z~-T] = f/>T r(O). La expresión para la 

varianza del proceeo 3C puede obtener 
notando que E [ at zl) = el . 

La función de autocorrelac16n toma 
valoree poaitivoe do ~ lfi función 

de una manera is1m1lo.r 

la forma p(T) = 4',.. y para 

exhibe un dec&.im.1ento 
ex¡.r.mencial cr;uio Be muF~etra on la figur&. Cueindo 4' ee negativo. 
la función de eutocorrelación de nuevo decae exponencialmente 
pero oocila entre valoreB poeitivoe y nesntlvoa corno ae mueetra 

en la otra flgllro. Cuando ¡p ee poeitlva, la eerie eata camblendo 
euavemente en q\iL' laa diferenc1ae entro obeervn.cionee euceeivaa 

tienden b ~er relativwnente pequeftae. Un Vblor nesbtivo de ~ 

conduce a p6.tror1ee.: irresularea. def;de que valorea cercl!lnt"..18 entre 
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el, están .:orrelaclonadoa nesativamente. 
La mlama técnica ae puede emplear para derivar lae 

propiedades de cualquier proceso AR. Mulptiplicando 

por zL-T tomando esi:>eranzae y dividiendo por rCO) da una ecuaoiOn 
en diferenciae de orden p 

p(T) + r/lp P(T-p) • 

cuando T = O~ la eiguient~ expree16n para la .:v_ariaii.za_. ee 
obtiene dee¡:suee de algunoe arregloe 

y(O): e?/ [l - p(l)<I>, - ··• - p(p)<l>PJ 

Pora todo ¡.roceeo estl.lciono.rio AR(p) la func10n do 

autocorrelación decae, F.:n el eentido de que p(T) tiende a cero 
cuftndo r • ~. El comportamiento actual lo exhibe. por ejemplo con 
respecto a movimientos ciclicoe, depende de lae raicee de la 
ecu&ción caracterletic& 

,,,, - <I>, ¿-• - ... - <l>p o 
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Proceeoe de medias ~ilee 

Un proceso de-medise DSvilee de -orden q ee eecribe como 

z, = ~ + s .. ªt.-1. + ••• + aq l\-q t = l •••• , T 

y ee denotEi por z, - HA(ql. Un i>roceeo dts tnediae trPvilee finito 

eiemprts ea eat~o1onar1o. L11 cond1o1on E "'~ < 
j:o 

ee s&tiefesce 

auto~ticamente y laa covnrianzaa ee pueden derivar ein la 

neceeidad de pon~r alguna reatricción eoLre loe par~metroe 

a 1., • • • ,e q. Sin embargo algunas veces ee neceei ta expreea.r un 

proceoo HA en forma. autorregf'efjivtt. 51 eoto ee debe hacer, lon 

par~metroa del proceso HA(q) deben de tmtiufE\cr·r loa condiciones 

eimilar~s ~ 1'.qu-::llee que f;'": imrue1r.:ron 

Si 
condiciones sr.: cuar¡ilen, el prt".Jcf3ao t1A ee dice que ee invertible. 

Funciones de autocovar1anza y ~utocorrel~ción. 

Tomando eoperanzae d~ 

z=e+ao + 
t l .. t-t. 

t=l. ... ,T 

inmediatamente ee muestra que zl tiene media cero. mientras 

r ro> = E [ z: l = e 1 + a: + • • • + e:> o
2 

Laa autocov&rianz&s ee obtienen por 

T > Q 

A partir que las autocoverianzee en retraeos mayoree que q 

eon cero. la función autocovarienza, y por lo tanto la funcien de 
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autocorrelacionea tiene un dietinto valor en T q. Eet.o 

contrasta con la función autocovarianza de un proceso AR el cual 

aratlualmente decae hacia cero_ Si g es pegueMo, el valor moiximo 

de IP< 1>1 eata muy por debajo de la unidad. Se puede montrar que 

IPClll ~ cea [n/(g+Z>J 

Invet-tibilido.d. 

términos de ~alorea retrasados de z._ austitu:vendo repetidamente 

par valoree retrae~doe de ªi• Esto produce 

Si zt no depende de un eobrF.:calto del aietema 4ue surja. de 

algún punto del remoto p&.s&.do, e debe eer m1;;nor- que uno en valor 

abeoluto~ 51 J tiende a infinito. el último término en la 

ecuación anterior deaope.rece y zl se puede eBcribir como un 

proceso autorregresivo infinito con pesos decllnantea, i.e. 
ro 

zt = - E (-O }J z,_J + l1, 
J= i. 

Un modelo MA(l) con jel > 1 no ea invertible, pero aun ea 

eetacion~rio. Sin embergo, eu función de ~utocorrcl6ci6n oe puede 

reproducir exect~ente por un proceso invertible con parámetro 

l/B. Esto se puede ver eustituyr..:ndo r.;on p{l) = S/(1+0'
2

) 

ve e 
p( 1) = 

1 -+ ( 1/S )2 1 + e 2 

Excepto pttr·e ~.:l (.;1-'BO de lºI l. entonc-::E:. i...nt;t función de 
ttutorrelnc.:ión J.•'Jrticulb.r Ge.ir.A crJu1patible cot1 doi. ;.>6.rámf:t.r·os. 
donde solronente un~ es invertible. Poniendo atención en loe 

procesos invertibles resuelve el problema de identific&bilidad, 

pero la ra~n principal para no conBiderar loe proceeoe no 

invertibles es que don lugnr a prediccioneo ineficientes. 
Un prvceso MA( 1) r;rJn e = 1 es algo anóm~lo, d1::1sde que puede 
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eer Unicamente ident.ific&.do deade la íunci.,.,n de autocorrel~r::i,..n. 
Aunque ta lee proceeoe no eon estrictamente invertibles. no ee 

pueden dejar de tomar en cuenta junto con loB pr-oceeos en que 

lí3j > 1. debido a que ee pueden hacer prediccic•nee eene1blee con 
ellos. 

El concepto de invertibilidad ee e>:tie11de a proceeo MA de 

•:ir-den n1ayor. Le.e condicione e neceaBrit\e para invertibilidad ae 

pueden expreear en términoe del polinomio a~ociado HA 

~equiriendo que lae raicee caigan fuera.del circulo unit&rio. 

Pr-ocesoa Mixtoe. 

El proceso general a.utorr~greaivo-medias rzóvileB se definió 

y tales proceeoe ee indican por la notación z\ ... ARMA (P. q). Loe 

modelos AR(p) y MA(q) eon ca.soe eepecialee y eB muy legitimo 
denotarloe por ARMJ\(p,0) y ARl1ACO,q) respectivamente. 

Eetacionariedad e· invertibilldad. 

El que un proc~eo mixto aea eBtacionario depende eolEi.Ut~nte 

de 11.1. pT:lrte r.mtorresr~eiva. L1.1.t-.i cond1.c1ont:e ef.:I ¡>Uf.:tlen exriree~r en 

t&rminoe del polinomio ~utorresrea1.vo ~eociT:ldo ~{L}zt 

requiriendo que lfJ.B rlliCf;;(~ de '/>(L) ;::; O •.;F_1.1.Q.fln fuer&. dt:l circulo 
unitfirio. De una forma simil&.r. l&. condición de invertibilidfid 
ea exactamente la miBmfi que para un modelo H/\{q). viendo que les 

raicea de 0(L) = O c&.igan fuera del circulo unitario. 

La razón por le. cuo.l la estaclon~rledad depende dt:> la parte 
AR del modelo aurge en la medida en que un intento ee hace para 
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o:KProear un proceeo mixto como un promedio l!Pvil infinito. El 
proooso ARMA< l, l) 

ee el proceeo mixto mle eitnPle y podria eer poe1ble 15\letituir por 
valoree retraeadoe de zl repetidamente como en el proceeo AR( 1). 
Una forma alternativa de definir la eetacionarledad de un proceeo 
mixto ee eeoribir el modelo ARMA(l,lJ en la forma 

y eo divido amboe ladoe por ( 1 - 4>,Ll. Eeto produce 

51 L eo oet.ima que eatiefaoo la condición 1 LI S 1, 

;;:~::1!~<~:::!:ri:: i:ei~oitaoo;,B~:~r~:Ll;:m~ •. l:ua:~:a 14>~º < 

aei la ecuao16n anterioree puede reeecribir como 

I: C4>, Ll1a,_ + " E (4>Ll 1 

j=O J::O 

el 
una 

l 11 

Cuando" = O eeta eXPraeiOn ee reduce al del modelo AR(l). 
Dado que l~I < 1, loe peeoo en la eouao16n anterior declin!U\ lo 
eufioientemente r-\pldo para que el proceeo tenga varianza finita 
y que lae autocovarianzae exiatan. 

Para p > 1, la repreeent~c10n del MA infinito ee pUede 
obtener do una artificio ei~ilar el cual impone factorizar 4>!Ll 11 
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expe.nder ,.-1 (L)9(Ll en fracoione" pe.rc1ale8. Una forma m>e 
conveniente de proceder ec 1sualar loe coofioientoe do lae 
potencian de L en la ex.preeión 

O(L) = 4>(L) \l'(L) 

DeepUée de algunoe arrosloe, la oaue.c16n anterior ee 
convierte en 

"º = 1 

"s 9. 

" > 9. 

Para.:! i? max(p, q+l), lae yrj·e ae determinan por la ocuaa1on 

en d1fereno1ae "'i = i1i, tf'j-\. con valoreo 1n1c1aleo dadoo 

por loe valoree previoe p do 1PJ. 
S¡jemplo. Para el 100delo ARMJ\(l,l), lae "'i"" ee calculan de 

la ecuac16n en d1ferenc1ae 

" l: 2 

con valor inicial 

"'°a : B + ti> 'l'o = 9 + 1/1 
Funoionee do autocovarianzei y autooorrelaoionoe. 

Lao propiedadoo do loe modeloe mixtoo incorporan 
caractor1eticae de loo modeloe AR y HA. Boto ee pUedo lluetrar 
claramente por m<>dio del modelo ARHA(1,1J. Hult1pl1oando 
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T _a- Q, l, *t. 

Las-ultimae doe eeperanzae son cero para 
el Oltimo término se convierte 

y 

Aunque el segundo término de y(T) eiaa eiendo cero. Cuando 
O, ambae eeperanzae son dietintae de cero y eon dadae por 

: (\f> + B) o• 

La función de autooovarianza ee p0r lo tanto 

y(ll=\f>y(O)+Bc/ 

Y{T) = \f> y(T - l) T : 2 1 3, • •. 

Sustituyendo y(l) en y(O) 3e obtiene 

y(O) 
+ 8

2 + 2rti8 
-------e! 

l - .;.• 
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Y "'1Btitu:véncfo •'(o¡'en·:i·c1J reeulta 

c1 + :tfi> c;J; + tli ----'--'----o• 
l - .,.. 

P~ra_obtener •_llls-functones de autocorrelaoton r!ll :v Y(TJ 
entre r(Ol_ lo que c:la lusar_ 

p(l) 

p(T) : </> p(T-1) 

Analiz&ndo la función de autocorrelac16n. ee puede ver que, 
par&. T > 1. BU comIJortwniento ee gobit:r·nb. pot· lb. ecuac 1611 l'Jn 

diferencia p(T) = ~ p(r-1). Entoncea lae autocorrelecionee 

muestran un dec~imi~nto expcnencial. con oscilaciones cuando~ ee 

negativo. Bato es igual como en el caeo AR(l). Sin emL~rgo, 

mientr~e que el valor inicial pbr6 el proc(;BO AR(!) os p(O) l. 

en el modelo ARt1A(1,1) el valor inicial eeta d~do por P(l). Como 

ee puede ver en la ecuación para p(l), e6te depende de~ y O, y 

el eisno para p(l) dependera del eigno de (~ + 8) 

L6e prop1 erJl"':l.d":B de mode loe ARMA dfJ' mayor orden ee pueden 

derivtn: dei Ufü.1. mfinl)ro. nirnilár. El pfitrón aeneral ol cut:t.l emorgc 

para la función de autocorrel~c10n es qu~ lae primeras q 

autocorrelt:t.ciones d~pend~n de tanto loe par~m~tros de lae med1~6 

rrPvllen y autorresreeivoc.. Lee autocorrclacioneo de mayor orden 
Be dan por una ecuación en diferenc1ae de orden p de la forma 

P{T) =<J>
1

p(T - 1) + ••• +t/J~p(T -p) 

con p(q) ~ p(q-1)? •••• p(q-t>+l) como valoree in1c1.o.lee. 

Factores oomunee 

Si loe polinomioe AR y HA en <Jl(L) z, = B(L) a, tienein raicee 

lae cua.les eon la.e mismae. ee dice que tienen factor·ee comunees. 
E'n e ate caeo e 1 modelo r;;.sta eobreparametriz&do. deede que un 
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modelo con idénticas propiedadee ae puede conetruir 

reduciendo tanto p y q por uno. Ea importante reconocer los 

factores c~munes, debido a que ~1 6X1eten el modelo no ser~ 

identi~icbble y problemas de cilculo pueden eurg1r. 

A cont1nuao10n e~ dan unas gráficas de funciones de 
autocorrelecionee que aervir~n para peder indentifioar un modelo 
ARMA(p,q). 

2.1. A~lieie de la eerie de tiempo. 

Como ee explicó anteriormente. loe datos obeervadoe del 

monto y número del reclamo ae generaron en baae al Método 

MonteCarlo. Para ~llo se valió de la ayuda del pbquete 

eetadietico STATGRAPH y Lotua, donde el procedimi~nto ~ eeguir ea 

el siguiente: 

1° Se gent>ran numcroa aleatorios diatribuidoo como lob-normalec 

con media igu~l a 10,000 y deaviaciOn ectandar igual ~ 4.000. 

Esto se hbce en el p~quete eetndietico STATGRAPH, r~aliz6ndo loe 

eisuienteD pasos: 

a) Carsar en la computadora el paquete estadietico. 

b) Aparecer~ en pantalla 6 srupoa de alternativae, cada 

srupo con BU re~pectivo menu. loo cualea eon: 

DATA HANDLING AND b-YSTEl1 UTILITIES 
(Manejo de Datoa y utilidadee del eiatema) 

PLO'ITING AND DESCRIPTIVE STATISTICS 
(Graficaa y Eatadieticaa daecriptivae) 

ANOVA AND REGRESSION ANALYSIS 
(Analisia ANOVA y de Re~r~oiónJ 

TIME SERIES PROCED!JRl!S 
(Procedimientos de Seriee de Tiem:PO} 

ADVANCl!D PROCEDURES 
<Procedimientos Avanzadoe) 

HATHEHATICAL PROCEDURES 
(Procedimientoe Matematicoa) 
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El grupo que ee utiliza..­
aleatorioe ee el de PLOTTING 

para la seneraci•n de numeroe 
AND DESCRIPTIVE STATISTICS, que 

tiene lae eiauientee alternativae a escoger 

E. PlottinB Functione (Funcionee de Graficado l 
F. Deecriptive Hethode (Hetodoe Deecriptivoe) 

G. Hetimation and Teeting (8etimaci3n y Prueban) 

H. Dietribution Functione !Funcionee de Dietr.) 
I. Hxploratory Data Analyoie <Analioie d6 Do.toe Exp) 

De donde ee empleara U. Oietribution Functiona. La funciOn H 
del paQuete. aai como cuolguior otro procedimiento o rutina. ec 

escoge por medio del manejo del cureor. poeeeionando eete en la 
alternativa deaeada y una vez eeleccionatl~ ~reoion~r ENTER. 

Al eeleccionar lo opción H. Dietribuclon Functione, ee 
presenta otra eubrutina con otro menu: 

l. Dietribution Fitting 
2. Distribution Plotting 
3. Tail Area Probabilitiee 
4. InvorHe Diatribution Funotione 
5. Random Number Generation 

Del meno antorior ee eecoge la o¡..o16n 5. Random Numbcr 
Generation. cuando ee hasa. aparecer~ en pantalla lae 
deitribucionee por medio de laa cualee ee pueden generar nümeroe 
aleatorioe: 
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THll FOL.LOWING DISTRIBUT ltiNS ARE AVAlL.ABLE 

(Lae ai¡¡uientes dietribucionee eon dieponiblee) 
DISCRETE DATA 

l. Bernoulli 4. Geometric 
2. Binomial 5. Nesative Binomial 
3. Diecrete Uniform 
Continoua Dato 
7. Beta 
B. Chi-Square 
9. Erlang 

10. Exponentiel 
11. F 
12. G611l1Jla 

Data Multlvariate 
19. Hultivariate Normal 
ENTJlR TllE NUHBER OF YOUR CHOICE ( 1): 

e. 

13. 

14. 

1~. 

16. 

17. 

16. 

Pohseon 

Losnormal 
Normal 
Student~e T 

Triangular 

Unif orm 
Weibull 

En la última linea ee pide guo tipo de diatrib~ción ~a la 

qu~ ee utilizar~ p&.r~ gener~r loe número5 

nu~etro caeo ee eelecciona la opción 
blcstorioe. Para 

13. LognormaL 

Poeteriormente ae intr·oducir:i la media de la dietr1buc16n, Que ee 

10000. y l&. der;;v 1ación f::fittmdar que ee 4000, el número de 

obeervacionea • 200, y por ultimo el nombre de la variable en el 

cual guarda1·á loe numeroa aleatorioe: LOG1. Eeta rutina a1rve 
para generar el monto de loo reclrunoo. 

Un procedimiento e~m~j~nte e~ utilizar~ p~r~ eenerar el 
número de reclamoe, que Be dietribuyen como Poieeon: 

t) Se celeccion&. la opciOn 5. Random Number Goneration 
") Se eelecciorab. el tipo de dilltribución 6. Poieaon 

'li) Se introduce la Iflódiet O >..: 10 

tv) Se introduce el número de mueotrao a e:enerar: 12 
v) Se introduce el nombre de la. varia.ble donde ee aalvarAn loe 

nOmeroa aleatorioa: P011 
ví) Se presiona ENTER para continuar 

Para POder regresar al menú principal donde ee presentan loa 
6 grupoe principaleB de procedimientos. o parb resreaar al menú 

65 



previo donde se '!:lnouentre.. ur10. ee preeioner. la tecla FlO. 

Una vez realizado eetoe procedirnlentos, ee tendr.in que 
salvar loe datos para g~e ee pu~dan proceaar en LOTUS. Par6 ollo 
ee utiliza el gt'Uf.•0 principal de rutinae llam&.do 

DATA HANDLING AND SYSTEH UTILITIRS. 

Al seleccionar este grupo ee obeervaran lao elsuiente~ 

opoionee 

A. DATA MANAGEt1KNT 
B. SYSTKM EHVIRONMRNT 
C. RKPORT WR!TER AND GRAPHICS RKPLAY 
D. PLOTTER INTERFACE 

De lae cualea ee eecogere la alternat1Vlt A. DATA MANAGEHENT. 

con lo cu~l aparecer~ un menú: 

1. Mani?Ulate Do!ined v~riablee 
2. Full Screen Data Editor 
3. Re~d Variabl~ Defin1tione from SG file 

4. Write Vbrieble Definiti0nB from SG file 

5. Import Datr:.i from ASCII Dbta File 
6. E:xport. Date to ASCII Data Filo 

7. lmport Dath ~rom DIF File 

6. Export D1>t'1 TO DIF File 
9. Import LOTUS 1-2-3 WorkF>heet 
10. llxport LOTUS 1-2-3 Workeheet 
11. Recode Mieeina Values 

De eeta3 opcionce ce cccoge la numaro 4. Write To SG file. 
que se uoa para eocribir varloblee o. un archivo. El archivo puede 
ya exlet.ir anteriormente o un nuuvo archivo ce puede senero.r. El 
primer menu mueotra todoe loe archivoe que exieten en el dieco de 
trabajo, Se puede eecribir (W) a un archivo Ya exletente. 
Renombrar (R). Copiar (C). Borrar (B) o crear (N) un nuevo 
archivo. Si ee copla o renombra un archivo anterior o Be crea uno 
nuevo, se debe paner un nombro de archivo de 8 caracteree. Si ee 
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escose escribir a un archivo ya existente,. un eesundo panel 

moetrer~ loe nombres de las variables que exieten en eee archivo. 
Para e.nadir una nueva variable al archivo, Be presiona N y ee 
pone el nombre de la variable a ser escrita o ealvada en el 

archivo. Eeta variable deber~ eetar preeente en la memoria o 
deb~rA haber eido leida previamente de ~lgun archivo. Una 

variable que y~ esté 1;..-1 el archivo pr;dr~ eFJr 13.c:tualizb.dl!I 1 IJ) 

presion'!lndr; IJ con lo cual salva eu w.ilor 6ctu1!1.l F;n el 8.rct~1v0. 

También ee puede deeplosnr (D). al"ladir un comenthrto CC1. 
bot-r'.ir· hl (E) o remplll.Z<!:l.r 16. ( R) 

En nueatro caeo ae generará un nuevo archivo lle.medo YEARl y 

ee enlvar.\n nueva.a varioble~ LOG1 y POil en eDte nuevo archivo. 
Con lo explicado hnteriorm~nt~:. se tendrA que hac~r lo siguiente: 

l::l) Ent.rt1.l' ,.i la opción 4. 

b) Generar un nuevo archivo, preoiona.ndo la tecla N 

e) Tec-lear el nümbre del nuevo archivo {YEt,Rl) 
d) Ef'~ribir leo nueve.a vnriablee el el archivo YEARl, preeionando 

la teclt1. W. 

e) Salvar laB nuevb.a variables, primero LOGl. preeionando la 

ti::clti ti, y eecribir un comentario ~si ee deee&. hf!Cerlo, cleepuee ae 

hllce exect&.mente lo mismo con la v1.iriable POI 1. 

Un6 v~z ealvado las variabl~B en el archivo YEARl. ee 

utiliz'-1 el procedimier1to Exr)ort Data To LotuB 1-2-3 workah,,et, el 

cu.e.l p~rmltf'.: escribir vuril'.lblee de un &.rchivo SG t1 un archivo de 
LOT!J5. Pltra (;Xpot-t~r e:;;toc deiton CfJ" necee1t!ln: 

a) NombrF.; del ~rchivo SG <YEARl.nef) 
b) Nr.Jmbrf:: fJr.: ¡,_. hoj8. de tre.bajrJ a crear (YliARl.wkl) 

Dee¡-"1,...:B de eener&.rse loE; numF.:roe '.llf";lfltorioe. de haberlos 
aalvado en un ".lrchivo de s<:; y de haberloe export&<lf.1 a un ti.rchivo 

de Lotue. ee ¡.rocee~ 16. 1nformec16n en ol paquete Lotuu. dr:bido a 
que loe nrJmeroc aleatorioe dietribu1do6 como Logncrmalee 

repree~ntún loa reclti.moe 1ndiv1du"1les por einieotrrJ y loe nUmero6 
.aleatoriofo> <liatribuidoa como Poieaon re¡.reeentan el número de 
reclamos que ocurren durante un mee, ~r ello con el paQuete 
Lotus ee eumaran ol numero de reclamos ocurridos durante un mes 

par medio de la función @SUH(ranso). Poeterlormente ee srafican 
e&toa numeroe, lo que da por reaultl!ldo ll!l Biguiente ar~fioa 
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DATOS ESTADISTICOS QUE SE UTILIZARON PARA EL MODELADO Y ANAUSIS DE LA SERIE 

E~~::-~~~~~s=~ ~~~.;34. -- ~~~Ji6"'--=~~~jig=:~~~~~:34 ~t~~.169-~: ~~{{45 ---- ~~~::48 • i :S~~~f~~-,~:~i: 
FEB 77,914· 90,963 278,253 254,702 348,212 469,320 690,807 1,163,802 1,906,944 1,402,091 
MAR 48,003 219,124 183,406 142,618' 252,385. 448,409 457,529 1,034,356 1,121,856 1,883,019 
ABA 149,565 126,154 171,230. 126,702. 396,746 437,991 790,377 1,229,831 1,262,851 2,318,090 
MAY 133,919 94,646 211,867 286,309i 383,791 605,170 622,075 993,638 1,697,753 1,428,227 
JUN 136,644 132,357 184,242, 166, 149, 551,376 743,259 519, 185 993,523 1,265,632 1,480,443 
JUL 86,458. 118,693 71,0te! 209,894 268,212 391,23? 744,546 1,046,764 1,430,587 2,475,483 
AGO 92,912, 158,495 138,874, 259,945, 403,098 612,455 765,781 1,072,671 1,127,860 2,158,671 
SEP 51,352i 71,040 215,867' 249,063• 350,436 594,380 468,196 1,061,770 1,223,197 1,938,503 
OCT 61,698 1 176,402; 210,9361 199,018' 311,671 396,288 556,840 1,021,675 1,431,738 2,264,098 
NOV 105,344 99,716 197,591 236,507' 448,007 461,335 702,898 1,218,948 1,534,328 2,581,352 

'L QIC __ 148,808 _ 173,450. _ 20Ll'07i 312,957 326,042 _619,7_11 814,001 1,155,302 1,262,803 1,768,782 
'f,f!TAL .J)~,6a2_!:1);33,oz_1::2;iJp-a7Z.2;J.~9g[Q,3~6$!E -~6.J 76,749 ___ 7,642, 7B0~1~926,028 .1_6,86~,743 23,621 ~-1.39~ 
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Como Be Podr4 notl!:lr en la sr9fic'1. loe d~'toe no preef ... nt.an urt 

proceeo eetacionario, Por lo que ee tendra que eetaoionarizar. ee 
decir. ee tendra que hacer constante a la media y a la varianza. 

Para poder hbcer conetante ~ la medi~ ae tendrA qu~ 

diferenciar la eerie. en baee a la funcion de retr-~eo definidl.I. 
anteriorment~ (Lzl. P~rl1 eaber haet& que gr4do de retraeo o QUe 

número de diferencio.e;; se neceBiten, ae 'tenrlr·A que calculllr la 

varianz~ de l~ gerie original y el de lfi eerie tiifer~nci~da y le 

varianza que B6b menor de elle.o, r.::ea 

"eet6.b111zadl!i" la media. adeniáe 

apro:<im!td'1mente igual a cero. 

eerá 

de 

la oerii::-

que o eta 

que 

debo 

tena e. 
ser 

Pern eatobil i;:6r la · . .:nrinnza ce tendra qut!' real1Z6r un1.1 

tranaformnclón llamada Box-Cox que ee define como 

X " 0 

X O 

donde -2 s >.. s 2. El valor de >.. ee eecoge en baee al aiguierite 
prooedimiento. 
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1) Separar las obeervaoionee en -:_ff.·.·S:r,\i¡>0-e d01 .-miemo tarnano y 

homogéneos 
2) Calcular la media ( z l v ·deeviiicÚ•ri. éiitandar do ciada srupc (e¡ 

'¡¡', 
O; ,5, 1 

4) ~lculc de·, 

CV(A) . : ~=~i~+-

5) Se eEcose A• tal que A• = min (CV(A)) 

Con loa datoa pree~ntadoe, las obeervac1onee se separan en 

diez grupos c:&da uno con 12 obeervac1onee~ fox-rr~ndoee asi la 

eiguiente t&bla: 

En la t~bla an~erior ee puede obeervar que lo ~rt:t.n~formf.loi6n 

que neceei t~ la eerie es ll'!I. de z: = ln zl. 
Una vez encontrb.da la transformación que ee realizar·á a la 

eerie. Be captur~ l~ serie oriainal dentro del paquet~ SYSTAT 

para traneforuier la eerie y poder b.nalizb..rltt.~ con lo cual ae 

tiene que re&li~~r loa eiguientea pQBOB 

1) C-6.rg~r el p~quete SYSTAT en la computadora. 

2) Entr<•r &l modulo DATA 
3) Teclear lb.e eiguientee inetrur.:cionea 

> SAVE (Nomüre de ~rchivo) 

>INPUT (V&ri&Lle 1, Variable~ •... l 

> RUN 
INPUT DATA ONE CASE AT A TIHE AFTER PROHPT ARROW 
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ANAUSIS DE VARIANZA. PARA PODEL REDUCIRLA DEL MODELO 

1 o me din dewstd ' 1 0.5 o 0.5 --n 
1 AN01 103390 34324 3.2t 10038E-06 0.001032476297 0.331985685269 / 106. 7477243841 343241 ¡ AÑ02 136090 42089 2.2725643E-06 o.000838357562 0.309273275039 j 114.0920006765 42089j 

AÑ03 192624 49508 1.3343034E-06 0.000555811756 0.257018855387 ! 112.8028789193 49508, 

'' AÑ04 233273 64811 1.1910220E-06 o.ooos1s243ees 0.277833268317 134.1888667247 Ei48tt \ 
~AÑO 5 360543 80473 6.1906472E-o7 o 000371718854 0.223199451936 134.0206308588 80473• 
l AÑ06 514729 ...... . ... ~ .. ,_,, 1 ··-"'""" 1 "'"'"""' i '" '"'"'= ...... ; AÑ07 636898 124989 3 0812B61E-07 O 000245904777

1 

0.196246494729 156.6162607449 1249891 

""ºª 1on1se 90210 3 0812861E-07 o.0002459047n o 1~62464947~9 i 15-6 6162607449 124989 

""º" 1405312¡ 231470 30812881E-07 0.000245904777 0.19624'14947291156 G162607449 124989 
Af,1010 1968426 385096 9 93B7598E-08 0.000139441473 O 19!5637330906 274 4a04S99579 365096 

l -· ' •.oo ... --ool oooooo'"""I cm-""l 'oo'~"-' •••= 
d..v. s1d. ¡ 9.0895000E-o7 I o.00021a203sos o 048614805435 45 48621534795 i 86484.20015857: 

c.v. o 002300122142 i o Go1s2s1a12n o 20212a.45s405 Í o 30325313526 ! o &451775921os • 



DATOS ESTADISTICOS CON LA TRANSFORMACION LOGARITMICA 

:~::- :~·~¡:¡q:_1::~film 2 ~~lr;i~:~:AÑ_Q1 
', ENE 11.76¡ 12.04. 12.39 12.78 

FEB. 11.26' 11.42! 12.54; 12.45 

{lflO 5 . i\ÑO 6 =~Ml~Ol: __ = A!j'(j'8 ~==-!@.'=!!__ ~~~f{ci 1-!. 
12.56 12.89- 13.14• 13.75 14.28, f4.47 
12.76 13.06 13.45 13.97 14.46• 14.15 

, MAR; 10.78 12.30' 12.12; 11.87' 
ABR 11.92 11.761 12.05 11.77 
MAY 11.80 11.46¡ 12.26 12.56 
JUN 11.83 11.791 12.12 12.02 
JUL 11.37 11.58 11.17: 12.25 

12.44 13.01 13.03 13.85 13.93 14.45 
12.90 12.99 13.SB 14.02' 14.05 14.66 
12.e5¡ 13_31 13.3< 13.81 14.34 14.17 

:~:~¡ :~:~ii :;:~~· :;:~~ :!:~~ :g~ 
AGO' 11.44 11.97, 11.84 12.47' 12.91 13.33 13.55 13.89 13.94 14.59 
SEP 1 10.85 11.17 12.28 12.43 12.77 13.30 13.06 13.88 14.02 14.48 
OCT ' 11.31 12.0B 12.26 12.20 
NOV, 11.56 11.51; 12.19 12.37 

- 01c__:_ ___ 1J.91__ 12.06 __ - J2,:(~ ______ _J2.65, 
_TP'f}:C~.::r;i1~~~- (41~251·- 1¡¡5:.fe,--- -,-.¡fe:r 

12.65 12.69. 13.23 13.84 14.17 14.63 
13.01 13.04. 13.46 14.011 14.24 14.76 

=J2,69, 13.34 _13,61 ~---13.96 ~----1j._Q5-'=- =--11d9. 
153.26_ _157.55 _160.t3 .1~-~.64=- J!!9,IJ.-=-=1H,61 



U.N.A.M. 
E.N.E.P. ACATLAN 

RECLAMOS CON VAR. CONST., MEDIA NO CONSTANTE 
DINERO 
is.--~~~~~~~~~~~~~~~----. 

14 

13 

12 

11 

10'-'-' .....__.__._~...__...__~~~~~~~~~~~~~~...__...__~ 

TIEMPO 
MONTO DE RECLAMOS 



Al aparecer eete mensaje en pantalle ~e comienza a capturar 
la serie ORIGINAL un caso a la ve~. Al terminar de capturar loe 

dato.tS. ee teclea el eigulente comando: > QUIT 
Con lae inetruccionea nnterioree eolamente ee crea una eola 

variable CYEAR), ~or ello ee tendr1 que crear otrae dos nuevae 
variablee: N = variable tiempo y la traneformada de la serie 

original. ll&.lnb.da VARTRA. Par& crear eetae variables ee eecriben 
loe eigul~ntee com~ndoe: 

> LET N:CASE 
> LET VARTR.A=LOG(YEAR¡ 

Ya que oc tranafor~ la eerle, eetabiliznndo la varianza. ee 
srafica la eerle, ahora llamndn VARTRA. Eeto oe hace por medio 
del modulo PLOT del ¡:..ague te ~et"1di. stico SYS'fA'l'. CU!lndo ee hl1Yb. 

carg&do eete mr-Jdulo en lf.1 rn~mor1'.i RAM de la comput."1r10rb., ee 
teclean loe !"-;igui""rit':!e coml!mrl'";[;: 

> USE YEAR CYEAR ee el nombrt;t del t1.rchivo c¡ue contiene lae 
variablea YEl\R, 11. VARTM) 

> OUTHl'r ® (Sirve para que la QN1fica nalga por ltt im¡:..reeora y no 
en p.1.intalla> 

> PLOT VARTRA*N (Grnf ica la cerie tomando al eje y los valoreo de 
VARTRA. que ea la eerle trane!ormada, y al eje 
de lac abe.cleee a N. que ee el tiempo) 

> OUTPUT * rcon eete comando hace que calgan loei menea.jea y 
gráfic~a por pantalla) 

Al mootrnrce l~ sr~íice e~ notarA que tienQ una tendencia, 

por lo oual ee tendra que realizar otra trnneformación para 
eetab1lizar ~ la media, que Bera la de tomar una o doe 
diferenciae de la eerie llamada VARTRA. 

Al tomo.r una diferencia en la ~erie VARrRA y calculando aue 

eetadi etlcot' De obtiene 
N OF CASES 
HINIMUH 
HAXlHUH 
HEAN 

STANDARD DEV 
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0.022 
0.371 



Al tomar dos dif erencJ.aa ee obeet•va le .a1¡¡uien1'e 

N OF CASES 118 
MINIH\JM -1.480 
MAXIMUM 1.712 
MEAN 0.001 

STANDARD DEV 0.626 

Con 106 resultedoe anterioree ee oheerva que la serie 
eoolmente necesita de una diferencia. 

Para rel!llizar loe proCF::dimientoa e.nterioree, se valió de la 

flYllda del p~quete esttJ.diotico SYSTAT. 
Para obtener la 1!1 y 2ª d.iferencia de la eerie VARTRA ese 

hace con el mr;d,1lr.,1 SE:RtES. Dentt'o de eetf'.: ntidulo existe un 

com"-.ndo ll1J.tr.l!ldl'"J DIFFEREHCE, c:r;n el cual ee obtiene une. nuevl!:l 

vari~.1.ble ya trenef<Jrtf1l!ldf:1 rJ <liferenci"3.r1o y se le llama TRANSF por 

dfJftJ.ult. Af~i <,l'J.e loEi I,f:iBOB a !;;,~suir pare. obt.ener lr;a reeultadoB 

ant~riores son: 

ll Entrar al modulo SERIES 
21 Db.r la inBtrucciótl >USE YRAR 

Eete archivo tiene lo.o variables YEAR, que eo la eerie 

oriainal. N. y VARTRA qu~ ~e la aer1e con la transformación 
VARTRA = LOG(YEARl 

3) Tecle~r ~l com~ndo >SAVE YEARl 
Can r:::e.t.~ col:cll\ndl'"J ee.lvev.1. le. var11'}.ble llflm6.da. transf ea el 

archivo YEARt. que ea la variable ya traneforme.da con una 
diff!rencia. 
4) Escribir el comando >DIFFERfillCE VARTRA 

Con lo cue.1 harn la operec16n z." ::: z" - zt•t y a z, la llama 

TRANSF. 

Para poder realizar la eegunda diferencia ee hace lo 

"1su1ente: 
1) >USE '/l!ARl 

2\ > SAVE YEAR2 

3) > D!FFERENCE TRANSF 
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Estoa dos nuevos archivos. YEARl y YEARZ, ee tienen que unir 
con YEAR cada uno respective.mente para generar ortroe doe nuevoe 

archivoa llamados YEAR3 y YEAR4. para poder graficar lae nuevas 

e~r1F;e y P<J<ler c&.lcul-!i:r sufl eetedi eticr.Je. 

Al <11 ferenoitt..1 lu seriF: VARTRA wr primerl'J. y eeff\mrle. ve::;, ee 

sen~ran dos vuri~ble& crJn dif.:tintoe valores pl";lro nr-'mbr·'l igual 

CTAAnSF). Ptt..rb. e~ber cual e~ la B~ril} con un,;. :;;ol~ diferencia. e.l 

momento de gr,ific':i.r y e.l Clllcular su~ eatadieticoe har:a. loe 

c!llculoe y lfl sráfica en ba6e a 119 valo1·ee y no en baee l\ lot: 

120 valoree orisinaleo. Eeto eo debido que al momento de 
realizar la tlifer~ncia se pierde unn obeervaoión. Lo mismo 

eucedera para la vnrinble que tiene doe diferenci~a. pero en eete 

caao ae pierden doB obeervacionee, por lo tanto loe eetadlatiooe 

y la srAfica ae ha~cn en baae n 118 valoree. 

Para peder unir doa o meo archivoa dietintoa oe hace por 

medio del modulo DATA con lea BiHuientee inetruccionea 

> SAVE YEAR3 

> USE YEAR YEARl 

> RllN 

Con cetna 1netrucc1onea ee generan el nuevo arcbivO, YEAR3. 
que contiene a la serie con una diferencia 
> SAVE YEAR4 

> USE YEAR YEAR2 

> RtlN 

Eete archivo, YEAR4, tendra la eerie con doe diferenciae. 

Para sraficar la eer1e con una diferencia, ee hace en el 
modulo Pl..Q'l' ~ con lad aisuientea inetruccionea: 

> USE YEAR3 

> OUTPUT fl 

> PLOT Tl!ANSF*N 

> OUTPUT * 

L8 primera inetrucción ee para que utilice el archivo que 
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tiene ia aerie con un~ diferencia, la eiguiente inetrucc16n eirve 
para que la sr.i!ica salsa Por la impi~eeore. y no ¡.·or pantalla. La 
tercera instrucción sirve para que realice la sraf ica tomando al 
eje Y a la variable TRANSF y al eje X loe valorea de N. La Última 
instrucción eirve para mandar de nuevo lae 1mpree1onee y menaajee 
a Pflntall&. 

Lo mismo ~e hara para graficar la eerie con doe diferencias, 
lo único que Cfill1t"Jit1 ~e la primer inetrucc 10n ¡:..or- > USE YEAR4 

Para calcular loa eetad1eticoB de lao doe eer1ee ee realizan 
en el modulo STATS del SYSTA'l', con lae eisuientee inettruccionea 

> USE YEAR3 
> OUTPUT 111 
> STATS TRANSF 
> OUTPUT • 

Lo mismo ee hara con el archivo que tiene la eerie con doe 
di!erenciaa (YEAR4J 

Anteriormente ee obaervO que la eerie solo neceaita de una 
diferencia para que eoa ~st6cionar1a. Con esto ya ee ¡:..od~~ 

1d~nt1f1cer el modelo. 

2.3. tfodeledo de 16. Serie de Tiem~a 

Aunque loe proceeoe ARMA se dieenaron para eeriee de tiempo 
eataciontirieB, ee necesario extenderla.a para formar una clase que 
englobe un raneo &.mplio de comportamientoe no eetacionarioe. Seto 
ee hace di~erenciando l~ eerie orisinal une o dos v~8ee como ee 
hizo '-1nter1ormente. !Jn modelo ARMA ee adapta. nr; en baee ti laa 
observaciones orisin1J.l1;:s, eino b. la serie ya diferenciad~ un&. o 

doe veces. El reeult&.do ~e un proo~eo Autorresreeivo-Hediae 
Móvllee Integrado (ARIHA.- AutoRcsree1ve lnt~sro.ted Hovins 
Average). 

El deearrollo de una. metodologi a b.propiada para ade:ptflr 
modelo ARIMA e~ debe a G.E.P. Box y G.H. Jenkine. De hecho toda 
la teori a ae refiere frecuentemente al metodo BOX-JENKINS. 
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f'LOT OF TRANSF 

~Ir.!íJEfiFº&Efi~~!\9• • l IY 0.022 
~TANOARO OEVIATION OF SERIES • 

SC:UUENCE::: PLOT OF SERlES 

CoSE VALUE -o. 953 

1 -0.497 1 
2 -0.484 
3 1.1;s7 

• -o. JJI 
5 0.020 

• -O.ol5B ., 0.012 
13 -Q.593 
9 0.464 

10 0.2~4 
11 0.345 
t~ (J.J33 
13 -0.626 
14 (,l.879 
15 -0.53b 

0.369. 

6RAFICA DE LA SRIE CON VAR. ESTABILIZADA V UNA DIFERENCIA 

PLUT OF TRANSF 
NUMBER OF CASES • 119 
MEnN OF SERIES • 0.022 
STANDARú DEVJATION OF SERIES a o.Jb9 

PLOT UF AUTUCO/tRELATJONS 

LAG co1m SE -1.0 -.a -.• -.4 -.2 .o .2 ,4 

t-- ,1 1 
-.426 .09~ . ., 
-.07A .107 

.010 .toa :::, ( 

4 .105 • 108 ( • ti -.1::3 • lú~ ( • 6 -.1Q7 .110 ( 

7 .139 .110 ( -8 -.005 .112 ( 

.0(19 • 112 ( 

f(I -.10:' .112 m 
11 • 1:::0 .113 ,. 
t2 ,(154 .114 
1:.:. -.152 • 11 ·~ -14 .101 .116 r 15 .Oli•l .116 

COHRELOGRAMA DE LA SERJE CON UNA DlFERENLIA 

1.137 

r / / 

.. .e 1.0 

1 1 1 



PLOT OF TRANSF 
NUM~ER OF CASES • 11 B 
HEAN OP SERIES • O. 001 
STANDARD DEVIATION OF SERIES • O.b2:S 

SE(IUENCE PLOT OF SERIES 

CASE VALUE. -1.4UO 

1 0.012 
1 

2 1.621 
3 -1.247 
4 0.131 
5 -0.478 
6 o.:s3-0 
7 -0.bbS 
8 1.057 
9 -0.210 

10 0.091 
11 -0.212 
12 -0.759 
13 1.505 
14 -1.416 
15 0.233 

GRAFICA DE LOS [JATOS CON VAR. ESTADJL~ZADA Y. DOS DIFERENCIAS 



U.N.A.M. 
E.N.E.P. ACATLAN 

RECLAMOS CON VAR. CONST., MEDIA CONSTANTE 
DINERO 
1.5~~~~~~~~~~~~-~~~~~~~~~~~~ 

0.5 

01 llitll llll~llllll\il/llll'<l'J\i!\11/\J'JllHlllllHI U\('<'\'lllM\l\llllll 1 

(0.5) 

(1) 

( 1.5) .._..__ ............ ~~~~~~-~~~------~-~~~ 

TIEMPO 
MONTO DE RECLAMOS 



&'eioa.menT .. t: coneiete de una eetrateaia de eelecoi;a;;n del model0 
que ee divide en tres partee. La primera parte con~iete en 

seleccionar un rr1odelo t~ntativo. Esto eigni.íica decidir el gt•&.do 

apropiado de diferenciaci~n. en nuestro caeo ee un srado de 

diferenciación, ae1 como valoree fijoe de p y q. La ee.sunda etapa 

ea la eetim&.ciOn de loe parametroe ~·e y e·e. Finalment~ ~l 

modelo ee eomete e. un diasnóetico. que coneiet.e en una eerie de 

pruebas que oe hace al o a los modelo6, Y el que P&.Be el mayor 

numero de ellae. aera el modelo ~6 ~propiado. L~ secuencia de 

identific&.ci6n, estim~ciOn y diasn6stico Be ve como un ciclo que 
Be repite ha.eta qu~ un modelo eatietactorio ee obtiene. 

Prueba de aleatoriedad. 

Un modelo ex1toeo tender~ a capturnr loe movimientos 
BiBtern.'ticos de loa datoe. 51 este objetivo ee alcanza, entoncee 

lo qut: Bobra, llam~doe loa reeidublee. deberAn e(:r eBen::.:itilmr,ntF.: 

aleatorioa. En otrae palabr~a no deber~n contener componentes 

aietem.\ticoa predeciblca. Aqui ee introduce lao co:ioiderac1onee 
~eicaa que eurgen de determinar la aleatoriedad do uno aerie de 

tiempc obf.icrve.dl!l y "º la eección de <liagn6Bt1co ee e:x.t.ienden en 

la.e pruebae de loe r~eidualee de un modelo ARMA e1muln.do. 

Sea z., •.•• zt una realiz:zaci6n de un ¡;rc..ceeo de ruido 

blanco con med1a µ y vari~nza o . Lae autocorrel~cionee teóricae 

r•arl'l t.-il proceeo eon. por definición, id~nticao a cero paró. t.odo 

intervalo d iat. into de coro. Un conjunto de mu~strb.6 de 

PJ.UtOCorrelac1oneo, por el r.;tt·c. lb.dCJ, t~nder3n O. .f'}fiBef'll!lr alguna 

diversencla de eate patrón debido el error de muectreo. Por lo 

tanto, Bi un eBteblec1m1ento de aleatoriedad Be baaa en lae 

mueatraa de lee correlacionea, primero ea neccDario inveatiBar eu 

di0tribución de muee.treo. Afortunadamente, un rec\lltado muy 
eimple ee dlapone p.13ra mueotrna muy srando6, no.bicndo quo para 

T ::: O, lo.a r(T )'"e De dictrlbuycn norm~ü e independientemente con 

una media de cero y una varianza de l/T. E e to ec obtiene 

directamente del teoremb. Mann-Wald. deede r(T) e" 
aproximad8.mente iSUb.l ,o;,.l coeficiente d~ z~-T en la reareo16n de 

~\ E;Ob:r·or:: ~\-T. Por que la eerie ec ale11tor16. e~te coe'ficiente 
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eiene uns .. d18tr1buc16n normsl limitante cuando ee multiplica por 

..¡-:-;¡-, oOn· med':ia lsual a cero y varianza igual a: 

% -1 2 -J 
- (plim T E z,_, ) = l 

Ueando el resultado anterior, la hipóteeie de que P(T) = o 
puede eer formalmente probada para cualquier valor particular de 
T tomando a T1"2r(T) como una normal eetondarize.da. Al nivel del 
5X de eisnificanoi~. la hlp6tee1e nula ee rechaza ei 
1 T1"'2 

r(T) J > 1. 96. Sin emborso. tal prueba tmlamente ea 

valida el el retraeo ~ue ae prueba ae eepec1f1ca por adelantado. 
Eeto implica un conocimiento a priori de la naturaleza de la 
eer1e. Por ejemplo. ¡:fl.re. datoe tr1meetrnleo una prt1eba de la 

e1sn1f1•:·anc1a de r(4) ecr1e clar6..D'lente relevante. Excepto para el 

caeo de un ofecto eBtociom\l, ein embargo. tal conocimiento a 

¡iriori ee máe bh:n lti. i::xr..:er.1ción mti.e que i.~ regl&. y lCJe 
procedimientoa pti.rti. pru<:;bF.!.B formales ,:,;e reetr1neen generalmente 

a l&e &utocorrelacionce de Pri~mr orden. r(l). Por eBta razón 
t1.lsun eefuerzo ee h& pu~oto pti.ra tleearroll~r procedimientoe de 
prueb&e de hitót~eic ex~ctoe referentes a P(l). 

Sin teimt1.r l'.::n cu~nt.~ 18::s not&.B anteriorF:e, F.::e muy útil 

gro.ficar doe 11 neae e:obre el corre los rama uno l\ la al tura de 

2 / Y--:r- aobre el eje horizontal y el otro a lo mi6mo diatancla 
por debajo. Ento r:.e puede uoar como un criterio Fora aeisnar 

deev1uc1oneo de la aleatoriedad. Si lo eerie que ee eetudlada ee 

ruido blanco. la mnyo~la de lae autocorrelacionee mueatraleo 
caeran dentro de eetoe llmitea. Loa valoree que caigan fuera de 
eatoe limitee ce una 1ndlcación de no aleatoriedad, aunque Para 
un proceso de ruido blnnco. cercn de una en veinte 

autocorrcl~81on~G ~erá e1sn1f1~~nt~. 

Selección del modelo. 

cuando ee modela una eerie de tiempo particular p y q no ee 

conocen- Por lo tanto. antes de realizar una estimación un modelo 
adecuado ae debe eecog6r. Esto 1nvolucr6 eecoger a p y q de tal 
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forma q,ue una buena '1d¡:.tac1~n ee obtiene con un nºm~ro m' nimo de 

parjmetro~. Box v Jenkina ee refiere con eeto como el principio 

de Per .. imont ". 
Alsunoa principios gener~les para la eelecc16n del modelo ee 

darAn a continuao10n. L6. aproximación óptima ee empezar del 
modelo ~6 general y probar euceeivamente ~e v m1e reetricciones 
eeveras. Eeta apraximaciOn podr1a eer viable en ol contexto 
presente ai fuera razonable caneiderar un proceeo puro AR o HA 

como la formulación rn..'o seneral. Entoncce. dndo un modelo AR(p). 
la primerG h1¡:ótee18 a probar ee que el proceeo ee de orden p. La 

e1su1ente h1p6teeie a probar eo ver ~i ol prococo oc de orden p-1 
y aa1 euceai vament.e. El orden del modo lo 6C fija cuando una 

hlp6te51e en Pfffticular Bf> rechaza. Deenfortunndrunente eotc 

procedimiento tienf" doo objecionec, una menor ~· otra mayor. Lo 

objeción menor oe qut; el conjunto de hit:ótfJeia ord':::n~do.e qu'.;: ee 

han definido no pur.:dC:n Ber Bkmpre c:¡:irr..1pi~,d~e. El mejor modelo 

puede tener un orden mayor que el nUmr;ro r1e pe.rámotroe dietintoe 
de cero: por ejemplo, un modelo AR(2) pu".:de tener <.Ps O. Sin 
embarga. excepto ~n loB ceeoe estaci0nalce. tales formulacioneo 
no eon comunes, y una vez gue p ee h~ determim1dr:1 110 ee dificil 

detectf.l.r coeficiF.snteu igual n cero ~n b.lg(!n Cb.eo. LtJ. objeción 

mayor ~eica ee que puetl~ tomar un número rel6tiv~mente srb.ntle de 
pe.rámetroe AR para apro:i·:imnr un proceno linec.1 particular del 

todo bien. Eoto tiC'llC <loe implicncioneo. Primero. el modelo 
inicial general e.e debe ee.coser con un orden auticientcmente 
grande. Segundo. una. vez que el modelo ee ct"lecciono por un 
procedimiento de pruebeo oecuencial bien podria contener un 
número muy grande de parAmetroa, violando de ecta forma el 
principio de pe.reimonia. Un modelo mixto ARMA tiene la ventaja 
que puede usualmente aproximar un modelo lineal con relativamente 
Pocoe pa1·..\metroo. El probleme con loe modelof1 mixtoe oo que no 

hay un ord6n n~tural de laa h1f;6te61e. Aün rntte, una dificultad 
técnica surge cuJ<J.ndo tal modelr..1 ~ata eobrep.arametri~ado. Como un 
ejemplo eimple. en.tpónge.ae que un modelo ARMA( L 1) 

z, == "'• zl-.1 + e1 t.il-• + a, 
ee adepta a un conjunto d~ obeerv~cionee de un ~roceeo d~ ruido 
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bl'1noo. El modelo anterior et: rr.:duce a ruido blanco cuando 

~ = -e. pero cuando eata limitante ee impone la matriz de 
información aeintOtice ee singular. Esto puede provocar problemas 

compUtacionalee. deetle que lr,;e proceidimientos P.l!lr& el c:..lculo .le 

estimadores de ll):lXima veroaimilitud ee beaan en una matri= la 

cual ee aeintOtic&ment.e eguiválente a 11!1 m~triz de inform&ción. 

Si l&. rutin& no f&l l&.. pero conversi:: & eetimar guf.: 4' -e, unti. 

in:1port,.mt'.:! pietFJ. de eobrep"1.rt!Jr.etriz1J.ciOn C.'!:1.erá en les F:rrorea 

eet.inder eet1madoo. loe cualee debido a la cercana a1nsularids.d 
de lb. :natr1=: de infor·macion eetim&.d.IJ. tender .. ).n a ª"'r &ltot;. 

Le.e coot1ideracirmee "1.nteriore~; conducen a Dox y ,Jf::nkins 1.1 

(H;t1,bl,...:cer un'.i '..:strJ~t~Si-!t pfJrr.i l~ t;r;l~Jr:<::!..ón dl':l modelo bo!:IBt..1rJ'J. c:n 

un procedimiento iti::ráti.VrJ rfo r.r·ee 1.::t~pes. En l~ primer e't.apa, l~ 

1clent.ifJcación. un m0deh, tentativo ae e(~lecciono. en la baae de 

l& .<!1.(.lb.rienci11 del cr:i-rrelo~NJm'1 y otr.-:is F;et~d1 et.1.r-:~e rF.:V10ir,1n~rl'3.B, 

DadrJe ¡:.. Y q, c:nt.or.r.:r.:e lof.1 I>&r-ám,.;t,roe t;e r::stimo!!n. Como un 

reeult&do rJB lti et"':l.Pll de estimb.ción. ee celcull!ln loa reeidu.o:i.lee y 

estr,1a Be ~1u.-:.:den ueer tJ&re. ln et.ap~ de diagnt.:ietico. una desviación 

eignificati·1~ ele la aleatoriedad indica que el modelo ee. en 

slgún aentldo. no adecuado. Un regreeo a le etapa de 

1dent.1ficac1ón ee debe hacer, y el ciclo completo ee repite haeto 

que una formulación adecueda oe encuentra. 

Identificar:-1ón 

El correlosr~m& prov~e el medio ~e import&nte por el que un 
Pl"oaeBo ARMA (p.q) &decuado ce t:'uede identificar. Tomando en 

cuentl!:t que l1J. mueetrl!:t ea razono!lblemente grande. el correlosremi:i 

deber~ moetrl!:tr l~ función de &utocorrelución teórica del proceso 

b. trat&.r. AntE::riorinentF.: el .-::oarportei.mientr...: rJ~ la función de 

autocot·rel~c16n ee exi::i.minó y ciertaa c-'::lri!lcterl atiOfis ar: nrJt.l!lrrJn 

parb. proceJü[; p~rticulf::lree. Entonc"'.:B, un prooF..:t:O puro t1A(g} 

exhibe un corte F.:n BU función de b.Utocorrelaci6n para ret.rF.s.eOB 

mayores que Q. Por el otro lado. la autocorrelaciOn de un proceso 

AR o mixto gradualmente deeciende a cero. Un correlosraxna del 

ti:¡:..o mostrado en la figura podrla conducir a pene~r que es un 

modelo MAC 2). Mientrae que lac l':lutocorrelacionF.:e deepuee de r=2 
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U.N.A.M. 
E.N.E.P. ACATLAN 

IDENTIFICACION DEL MODELO 

R(T) 1 1 1 l ~ ~ ~ e t= = = J INTERVALO DE 
CONFIANZA AL 
95llS. T > 3 

MA(2) 
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no eon icl9ntic1J.tnente igualee a cero. eon 6Uficientomente pequfl'ioe 

en comPf>,reo18n con r(ll y r(2) pare suaerir que eu t...,.J¡o se debe 
a un ~rror d~ mu~etreo. 

Si las autocorrelacicnee te6ricae m.1e ella de cierto punto. 
q, eon cero, se puede demoetrar que lae ~utocorrelacionea 

muF.:e"t.rales eor1 aproximado.mente dist.ribuidae normalmente con media 
c13ro y varianz'-1 

( 
i + 2 E p'(j) ] ,.. T > Q. Ave.r (r(T)} 

T 

Un eotimacto de Avar [r(T )) ee puede obtene1~ rempla::ando lae 

autocorrelaciontifl teóricas en l&. F.:cuación anterior por ltie 
correepondientes o.utor..:Qr·relacionf..rEl m'leBtrttlee. L~s 

punteadav en l& tigur'-1 indican intervalos 8.l 95% 1-·ara c1J.da r( r). 

T > 2, bajo el nttpueBto de que el proccao ea en realidad MA(2). 

El orden de un ¡.receso pur•J AR es mns difl i::il d.P. det.ermin':1r 

del autocorrelogr8mn, t1;1l vez. cuando I•;:;.:l. 

procedimiento comp lemente.r io llüV'..1 p&ra 

1dent1fic~c16n. Eete ae bael'J, en la función de autocorrtl~cioncs 

muestrf.llf..:B parcial. Den6tcae a </J(T l loe coofirJt,,,nt.~s eetim~doe de 

zt-T en un modelo AR(T). La función 

parci'd t::te df:fine I•Or unti. srafic:ti de 

im'f.lot tunte '-1 not' .. "'.' cerca de 

comportamiento e~ lo opueeto a lo 

de nutocorelac16n mueetrnl 

? ( T ) crfnt.rft r. El punto 

eet.a funciór. ev que eu 

que mueetrtJ. lb función <.le 

ll.Utocorrelación. Po.ra un proceso AR puro, lo.o m1t • .)correlac1onec. 
parcialec teórica.e erJr1 oero en retra!IOB :n~z !::tll.'l d": ¡:.. mientraB 

que P'.1?"1.1 un proceeo HA eetF..tR de.eciendt.:n sradu.<..t.lmente. Si lBB 
obeervo.r..:ioneB 60 AR(¡..l. 
autoc:orrell'J,r.;ionf..:e JJF.n·r.;it..t.lee muectralF.:o que evt.ln Jl'¡..\e allá de p, 

Be dietribu".len norm~lment~ con mr::dia r~·ero y v1.1ri'-1nzu 

Avar (<l>(T l J = l/T 

51 loa datoe ee pueden aproximar razonablemente bien por un 
modelo AR o HA puro, tampoco debe de provoce.r dlficul tad alguna 



eolecoic..n1;:r un Vúlor adecuado· d~ p o q examinando 
muestra! de autocorrele.ción o autocorrelacion 

le tunci>!.n 
parci,o;,l. L6. 

identificación tanto de p como de q en un modelo mixto ea de 
.alguna forma máe problem3.tic1.i. tH la funciOn de .c.autocorrelaci:::n9 

ni la función de autocorrelación parcial tienen un punto de corte 
definidf'.1. y un"- coneiderable habilidad se ·puede necesitar para 
interpretar los patrones obteni<loB. En eetaa circunstancias el 

ciclo cr;mpl1;:tf'.1 de l.i;,, idf'.:ntific'".lción, eatimación y di~sn6etico 

¡.iueden aer ret:•'3tidae varias ocasiones antes de qU'.: un modelo 
adecuado ee pueda f;'ncontrar. 

Lau dificultadee enterioree ee pueden componer por error de 
muestreo. 
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De acuerdo al correlosrama y al correlograma parcial de lee 
autocorrelacionee de la serie que ee esta eetudiando. ee puede 
notar que es un modelo NA(l) o un AR(S). 

Se observ.c.i. en el correlosraml!l pfl.rcil!ll que el valor in.is alto 
se obtiene en ~(1) y loa de~s valoree van tendiendo a uno, ee 
Por ello que se eu¡.one que el modelo ee un l1A(1) 

En cuanto l!1 la aoepech& de un modelo AR(6), ee baea en el 
co1·relosra.ml!1 P'.1rc1B.l. drJnde loa w1loree r.l.-; r(ll. r(2l. Y'(3), 

r(4), r(5), r(6) aon dietintoe de cero. y d~ RC6> en 1!1del1!1nte loa 

valor.-; e de R( t) van deevaneciéndoe~. 
Una Ve:3 identificado el morJolrJ. ee proc:ederá a eatittV.1r· loe 

parametroe ~·e y/o e·a. 
La ID"-YOr1 'J. de loe nnt.odoo Ufm.doa pa.rt:L eetim'.lr loe par~tnF;tros 

en loa modF.: loa de eeri~o dt} tiempo se bf:lfrn.n en el principio de 
~xima verosim1litud. La vento.jt\ de adoptar un procedimiento de 
mAxinH.\ veroe.imilit.ud eo que loe. eetimndorco reoultontee oon 
eetad.16ticruncnte eficlcntee en mueatro.a s:r.andec. Por otro lado, 
algún tipo de Procedimiento iterativo eerá. ucualmentr:: r1eceee.rio 

para calcularloa, como ~a el caeo cuando ee utiliza una 
computadora y un paquete eBtacU etico, comrJ ca el caeo que ee eetA 

tratando. Por ejemplo ~n el paquete eatarllBtico SYSTAT utilizu un 
mótodo de optimizeciOn nu~rlca como ec el de GAUSS-JORDAN. 

MAxima veroeimilitud. 

La función de deneidad conjunta de laa obaervacioneo 
z, •••.• zt flO eupone que depende de un conjunto de n po.r..\tr1etroe 
deaconocidoe en el vector Y.' = (V'1 ••••• \:'"'} qui:.: ~e d.c:nott:i.r.a. p0r 
LC z,. . • • • zT: 1,11). Una Ve'Z'. que le mueetra ha e ido dibujada, 

L(z1 ~ ••• , zT: 'P) B!!:I puede reinterpretar como una funcion de 
voroeimllitud que indica la plauaibilidod de valoree dlferentee 
de lJI, dada lb. muestra. Entoncea 11!!. veroaimilit'!d ee un!I. fune:16n 
de Y'· y el eetim{l.dor· de maxima vr::t·oaimilitud~ :P. da el Vf;J..lor de ~ 1 

el CUf.1.1 maximiz" L(Y'). 
El u~totlo ueual d~ encontrar el eetimador d~ 
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verosimilitud es diferenciar la función losar1 i:mica de 
verosimilitud. Los(L),. con respecto a cada uno de loe p&rAmetros 
Y' •• Y' ••••• ,. Y' .. , Isualando lae derivadae a cero, da como 
resultado lee ecuaciones de verosimilitud 

6 LosCLl 
o 

Como una resla. lae ecuaciones de veroeimilitud eon no 
lineales y aei loa eetinus.doa dfj máxima veroeimilitud ee deben 

calcular par algún procedimiento iterativo. 
Se eupondrá qur; le.a obeervl'l.cionee eBtAn nol'"IOO.lmente 

diatr:l.buid&.B. &l principio dt: la •..::etlmljr-..:ión ¡..or máxima 

veroeimilitu<l conduce 1.i i:)rocedimientoe qui'.: F..:etan eeenciei.lm".mt~ 

baa&.doe en minimiz&r un& función <l~ eum~ de cuadrado~ de 
reaidub.lea. TtJmbh:ri CF; ::;u¡iontlrá ~PJ'.: el tM;d1.:l<-' Vürdadero ca t6nto 

estacionario como invertitJle. Sin emb&l'Sü es im¡.iortantE: notllr que 
loa modeloe en lo~ cualeB algunos de lon rb.it:.:.-::e del J.tolinrJmio MA 

caen dentro del c1 rculo unitario eon perfectttmente valide.o y 

pueden eursir en la práctica cu&ndo una eobrodif~renciación ha 
sido hecha. Corno un Bimple ejemplo eupongei. que zt 
a

1 
... NID(O.c2

). Ent.oncee 
~\ donde 

donde e = -1. y aal A.::t ee genero por un proceao MA( 1) el cual 
ea. estrictamente hablando, no invertible. Aunque eeto ea 
eenaible a demandar que loe eatimadoe de loa parametroo AR deben 
eatiafacer las condicionee eetacionariaa. lo miemo 
necesariamente cierto en cuanto a la 1nvert1b111dnd. 

no ea 

La función exacto. de veroeimili tud ne con.otruyo del error de 
lo. deecompoeición del error de predicción, que ea un reeultado 
fundamental en el ~lieia de eeriee de tiempo que permite 
eecribir la función de deneidad conjunte de lae obaervacionea de 
una forme. manejo.ble. 

Conaldéreae un conjunto de T obeervacionee dependientee con 
medio. µ y mfltriz de covt:lrlo.nzo.a ~ o3 V. obtenida de una 
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distribuci"'n nor'Ul&l mulÚvo.riád&.. 1.e. z - Ne~. -.IVJ. L" funci""n 
conjunt.e. de deneidad. de laa obsérvaoionee ee 

• - 1 
Log L(z) = -(T/2)log 2rr - (T/2)los <> - (1/21 los !VI 

-s.;. :IJUed& ·Taotorizar en dos parte is escribiendo 

El e~sundo término del lado derecho de la ecuación anterior 
es lea. :diatribución de la última obeerv&cion. condicional & todae 

las obeervacionea previ6.e. Eecribir lt.1. función de densidad 

conjunta do eeta forma ee obtiene de l& d~finiciOn de función de 
densidad de: probabilidad condicional. 51 p(x. z) er..: lF.t furic1ón de 

densidad conjunta de dos variablee ol~~torias. x y =· entonces 

p(x,z) = f(x/z)h(z) 

donde f(x, z) es la función de densidad de probub1lidad de x 
condicional & z y hCz) ec la función de deneidad de probabilidad 

marsin1.1.l de z. 

Ahora conaidéreee ei problema de eetimar zT. dado que 

zT-I. z 1 ee conocen. Si zT,..T-t ea lln estimador de zT 
conetruido eobre eete b&ee. el error d~ eetimación, o predicción, 

ee -puede dividir ~n doe partee: 

donde EC zuT-.t, •••• ::.1 > ce lo. media de l& dietribución de zT 

condicion..-...1 eobre zT-i. . •.• zs. Se eisue de la eCU'1Ci6n anterior 

que ~l eatim~dor de la medie cu&drátic&. de zT,..T-s. denot~~do como 

MSE ( zT/T-I ) eo: 
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El Pl-imer·- t.ermi~o r.lel lado deracho de la ecu,,·~.1\0n 

ee independiente de zT..,...T~t.. y ael el est.ime.dor rri1 nimo 
media cuaOrátice de :T condicional u zT-t. z1 ee 

.. ,.nterior 
de la 

La vari~nz6. rl1:l error de predicción aeooitJ.do oori ZT.....r .. , ee 

Vista rJ.~ la COn6tt'UCción de zT.tT-l 65 igual b. 

Deede que lae obeervacion~s ee dietribuyen normalmente 
amboe component.ee de la ecubc ión 

eon norme.lee. el eegundo término ee puede escribir 

los l(,,,/z.,_,, z,) ~ - ( 1/2) los 2n - ( 1/2 l los "' 

y ae interpreta como la dietribución d~l error de pred1oc10n 

ZT - ZT/T-1 
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ee puede rtipet:.r con re8pecto a la veroeimilitud de l'.le; prime?'b.E. 
T-1 ob8orvacionea, y repetirlas haata que se obtiene 

los L(zl 
T 

t: los L(zT/zT·•' ••• , z1 ) + loa l( z 1 ~ 
t:.2 

Para T=2, ...• T la media de zT condicional cobre zT-• debe 

eer igu&.l a Zvl-s. el estimador de la media cuadr.\tiC"1 m.1 nima. de 

z, dadao las obacrvacione5 anteriores. Cada una de lef'l. 

dietribucion~B condicionales ea por lo t'1nto l.ll. diBtribucton del 

error l!lBOCifJrJrJ con 1-;:l ¡,redictor óptimo. mientras qui;: l(z
1

) ee la 

dietri'bución incondicional dF:I z
1

• Sin ernbarso~ ai µ
1 

se coneidera 

como l'::l eetimador de la media ouadr~ticei mJ.nimo dr::: z,,. dndo que 

no hay observacionea previ~s. el término z
1 

- µ
1 

es el error de 

predi~ción asociado con~ •. Ea por lo tanto apropiado denotar la 

'N1ri'l.n~'l. de z,, por o
2

fi.. 

L!i ex¡ireei6n 

T 

los Llz) = E los Lt=T/=-T-•, •..• ::,, l ~ los l( z11 
~ =.2 

permite a la func10n de max.!ma veroe.imil! tud deecompcneree en la 

dietr-ibuci6n r.;onji_mta dFJ T errorec de prr.:dicci6n independit)ntea 

t = l. ... , T 

donde Zi.,...o = µ,. Ce.da error de predicción tiene media cero Y 

varianza u 2 f, y a.el 

Los L(z) -(T/2Jlos 2n - (T/2Jlos "• - (1/2J los \VI 

- t/2 
-2 

" <z-µ J ·v-• <z-µJ 

ee convierte 

Los LCzJ 
T i 1011 2" - i los "' - ~ , ~ 

1 
los f, - ~ "• 

B<I 



La descompoeici6n del error de prediccion e~ ~uede 

inter·pretar en términos do una deBcompoe1c16n de Cholef;kY de v-J. 

Si L es una matriz triangular inferior con unoe en lo diagonal 

principal, V-: ee puede :foctorizar como v-'= L.ú L. do),nde 

D = diag(t;• ~ ... t;" ). Eeta factor·!z~cion ee única y los 
erroree de predicción en ~ 

l z, zl/t-J ae dan por la 

tr-0.nsfr.Jrm-!ioión 1.1 -::. L z. Cou10 el jE1cobitino rlio: eetFt tr,.,neformacién 

ea jLJ 1. la d1etr1bución conjunta de loe elcIJ1entoa en el 
VP,Otor- 1.1 = (&.J1 • • • • • J.JT) • e.e como en 

Los L(Z) ~ los 2n - ~ lo¡¡ o' - ~ t ~. los :t, - ~ 

Noteae que 1 ir•¡ ¡i:·¡ IDI ILI IDI y O.Di 

los IVI = I: losf, 

La deacompoeic!ón de CholeekY ee puede usar como la base de 
factorizar v-" nwrit)ric'1mento y calcular loe !::rroree de predici::ión 

d1rect6.mente de la tranaformación L::;. 

SimP11f1cac1onee conaiderablcn pueden eer uaualmente 

obtenid!la (:0 le deeconrpoaic!Cn del error de rJrer:l1ct:"i(':ln .si ee 

obeerw ... que una oproximación ,...1 lo. función di:: vet·ooimilitud ee 

adecu~r~ bn la r1ráct1c~. CCJmr.1 una regla ser1~rh.l. untJ. 6.proxim~ción 

ee puede juetificar en cam.I>Qe teóricr.Je haciendo algun(J.e 

euposicionee acere~ de las obaervacioneo inicitt l.ee. Eeto 
ueualmente reeul t&. en r:::rr-or-~e de predic.c.lón 

conettJ.nte, o;;i. y &ei para f 1 = 1 perb torJ~ t. lll función de 

veroeimilitud ee convierte 

los L = - ~ los 2n - ~ los ui - ~ u-
2 

E o.~ 

donde el cambio en la notación de '·\ a a, e:irve para indicar gue 

cada error de predicción coincidir~ con el disturbio del ruido 
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blanco del modelo. Si la funci~n de veroeimilitud ee ~uede 

reducir a una forma como la anterior, hay importantee 

imPlicacionee par~ la eetimaciOn. Haximiz&.r ll!l función de 
V8t'08irttilitud ee eguivalente a minimizar la función de eunv.:.a de 

cuadr&doa 
S{\I') : E a~ 

dond~ ~ denot&. ~ocios loe p&rámetroe d~l modelo aparte de o
2

• 

El mod"llo óUt<Jrresrf"::Bivo de primer orden 

donde a, NIDCO, o'i ee di6 a conoceir anter iorrnente. 
Construyendo l& funoión de veroaimilitud. ee eu~ondrá que el 

proco~o comienza en cualquier punto del paaado. poro solf.l.mente ee 

observe en loa tiempos t = l •... T. 
Para cualquier t, l.i;,. d.1.8tribución de z,. dedl!l.e todae ltJ.G 

observb.Cionee anteriores • tiene unl't n'lt<;:dil!I. de 4' :::.,_
1 

y una 

varitinza de ci'. Entonces lr.i.e ultimaa T-1 error1:e de predicción 

eon identicoa a loe últimoa T-1 dieturbioa deade que 

2 •••• , T 

Correspondiendo a la ecu~ción 

Log LCz} : - ~ log 2n - ~ log u
2 

- ~ E 

la función logarltmice. de veroeimi.litud ee puedo descomponer en 
lae funciones de dene1dad de a 2 , ~ ~B la función de 
deneidfld incondicional ~e z.t. ~eta tione dietr~buc16n normal con 

media cer·o y v&1·i&nza a / ( 1-4> ) • El primer error de (.iredicción 

e:.::i por lo tanto iaual a :"...t., en vez de que ee& igual al diet,1rbio 

at. Poniendo v
1 

::: z... la función losar! tmica do veroeim1litud 

para todaa lae obaervacionee T ee pueden cacribir de la forma 

Log L(:ol ~ loa 2n - ~ los 
2 "' - ~ E ' .. los f, - ~ <>

2 
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1. ... 

Log LCzl :i: loa :::::r - :i: .log· cr2 + .l E los ( t-<t>') 2 2 2 ... 
2 ~-·(1-4'ª) -· - ~o-• ¡; ( z, - .. ~~-· }. -. ... 

Nóteae que fL = 1 para 2. T. mient:rei.e que 

-fJ ~-' (-1,b~) =-t-
El - tercer y cul!l.rto termino d~ la anterior 

tienden a cero aeintóticamente, y ei no ee toman en cuenta en la 
función de veroalmilitud ee eimplifica a la forma 

Ur.e. jue.ti!JcC\C"ión iClrmal rlC' lwccr eeto ef\ conaiderar a z
1 

como un valor fijo. El ~ctim~dvr de máxima veroBlmilitud d~ ~ ~a 

lin~ttl. eiendr.i obtenido por una reareeión de z\ eobrc z,_
1

• 

Como ce comentó anteriormente. lti funciórl de verosimilitud 

exllcto. ae r.;onatruye de: 11.1 deecotri:poe1ci6n del error de predicción. 

Eeto rr::preaenta. alsunl!I. detwiac16n 

embargo, lb. d~or:r.impoaición del 

de la prácticts. ueu~l. Sin 

error de prerJ1e:r:16n ee une. 

apr-oximación natuN.d decde un punt.o c.li<; viet6. ti.-órico. Aparte de 

ch1rificar- la eetructuNi d.., la función d~ verosimilitud exact8. 

hace complet-!:r.moritr; 11peir•.-nt,o:: In n~tt.i.r'..ll.f;Zú d~ li'"J. >!i.F-•ro;.:111;1,r.:11.."'>n 

envu~ltr... '";n la ít.mr.;.ión d!i v1;:r-ocimilit.ud cr_,n.·Hcil)n"11. fs~ func!.·'.':ln 

eo obtienr;: fijando ciertos 

dieturbioa inici&lljt; y/o obel"..:rV'b.r..lor,ee. y n16..X1miz~r Det~.1 función 

eguivale minimiz&r une fun1::-ión 

correepondient1;;:. Loe eBtimadr.Jree reeult&ntl:::t.::. los cuelr;e ee 

conocer1 comr.J eetim&dr.Jree rfr~ euma de t:::\Pldr!irJ<_;!'; cundicion~tl~n. ee 

tom1.J.n s:ener&lmente p(1r& er;:rvir como lipro;i.:Jm1:ir::irmee t.1.dí ·~uo.d1.1?.. ~ 

lr..>B e5timl:l.doree de llt función de máxim& veroeimilitud r-:xúct~. 

Una alternativa l\ la máxima verocimilJtud ce bue.ar- lo:;:: 

eatimadoe en el correlosrruna. Paro un modelo AR puro, loe 

eetimadoa que ee toman del correl~srruna son completNnente 

eficientes. Aunque eato no sucede par-a el caso de modelos HA puro 

y mixtos~ loa eatimndoreo obtenidob del correlosroma pueden 
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proveer Utiles valores inicial,ee para un pr~.ce.d1m1ento iterativo 
d~ · opt 1m1zo.Ción. 

Modelo Autorregreaivoe. 

La 'función de verosimilitud parl!l un proceeo AR(l) eF.: der1v6 
anteriormente. La misma técnica ee puede utilizar para un proceso 
AR(p)7 el primer paeo ee llevar a oabo la deacompoeic10n del 
error de predicción 

loa L(zl E 
t.:p.i 

El primer término del lado derecho de la ecu~ci6n anterior 
ee puede interpretar como el los&.ritmo de 
conjunta de &.p•t, ••• , a.T. mientrl'.ie quf:: L( zP J ee 

l~ dietribución 
la d1etribuc10n 

conjuntl!l de le.e primeras p obe1;:rv(J.cioneB , zP :: ( =.
1

• zP} ·, 

Si la ma~riz de covarienzaa de zP ee denot~ por a 2
VP, la función 

loaar1 tmica de veroeimilitud ce pued!' ee.cribir con10 

loa L = -< 1/2) T los 2n - ( 1/2) T los o' - ( 1/2) los 1v.1 

-(1/2) .. -· 

Eetitnf:t.ciOn exact& de m.b:tma. verosimilitud 

El parametro u2 ee puede concentrar fuera de la funoiOn d~ 
verosimilitud. Sin embarso la funciOn reeultbnt~ ee todavia no 
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lineal en ~' Y la estimación de maxima veroeimilitud 

llevar acabo por una opr1mizac16n numerica. La matriz 
puede obtener por una eerie de metodos die~oniblee. 

!! los L 

ee det-e 
v-s ae 

p 

Para el modelo AR(l). dejando ~ = O da como resultado 

una ecuaci6n de tercer grado sobre ~. Eeta tiene una raiz real 

única en el rango [-1, lJ. 

ResreaiOn 

La eatimnci6n de modelos AR ae puede simplificar 
coneiderablemente conaiderando las primerna p obaervacionee. 

zs, •.• ,zP. como fijae. Eeto Pt'ovee un~ juatificeción teórica por 
la cual el término lag L(zP) no ae to~ en cuenta, con el 
t'esult&do de que la maximizaciOn de la función de verosimilitud 

ee vuelve equiv&l~nte a minimiz~r le funciOn de eum~ de cuadrados 

e(<I>) 

El eatimw:lor· de mdxim!l. verosimilitud de f/' t•or lo t.ento 

obtiene por una resreeión de minimoa cuadrados ordinarioa COLS) 
de zl eobrF.: eua valoreo z

1
_

1
• • • • , z

1
_P. 

En mueetrae grendeo ee h.rice muy pequ~~.ri la diferencie. ei la 
eetim~ción ee lleva a cabo por la función de veroeimilitud exacta 

o por resrea16n, En el modelo AR{l), oe puede obeerver que la 

única ce.rater1 atic~ distintiva de la función ex,.ictl't de 

veroeinlilitud ee 11'.1 función que involucra a z: y log C 1-4'2 ). 

Eatos tórminoe no SF.: tom.rin en cuente por el reato de 1"3. funci.::in 
de verosimilitud 51 T es suficientemente grand&. y la 

dietribuci6n 1.1Bint6tica de loe estimadores de ~ y cY
2 no ee 

afectada ai ee omiten. 

Lo. introduccii::.n de un media distinta de cero en un modelo 
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AR(l), reeulto. de que. 18 funci3n "de INlll'"' de ouo.dro.doe ee 
convlef.te 

. S(~).; ~·.L [zi"""~tt·~('z,.,c~: ~))~ 
Diferenci~rid~;t.;;;~~t~~~~~·~;~~da como· reirultad~ 

'.:-~~~·-_,.-~_-;:e; --·. -~·: ~-

'", ·-:. T 

•·•'E·'' z, 
-~-~' .z·_·. 
~--'"--~--~~~~~~ z 

CT-ll (1-~l 

E.ata·µ ee· P\lede eetimar independientemente de l/J 

Las ecuacioneB de Yule-Walker 

Loa eetimatlorea de loe parliD'letroe eobre ~ ee pueden obtener 
del correlogram~. Para un modelo AR(p) puro, las 
autocorrelo.oionee ee dan por l&. ec:uec16n en diferencias de orden 

p p(r, ::. ¡J>sp(r-1) + ••• + i.ti'PP(T-p) T = 1, 2. 

Eecribiendr.1 eetll ecU1!1c16n para T = 1, • • . , p d>!i 

p(l) p(p-1) l <I>, p( 1) 

p( 1) p(p-2) <I>, p(2) 

p(p-1) p(p-2) <l>p p(3) 

Eetae expresionee ee conocen como las ecuaciones de 
Yule-Walker. Reemplazando a P(T) pcr r(T) resulta un conjunto de 
ecul!l.cionee linealee lac CUfilea ee pueden reaolver directamente 

p&r~ obtener eBtimadce dt ~J ••••• ~P. 
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Proceaoe de Medi&B H~vilee y Mixtoe 

La función de veroeimilitud pera cualquier procef.\o ARMA(¡•,q) 
ee Puede conestz·ui-c- de l& deacompoaici::'.:n del error- de predicci:::n. 

Encontrar la funcl.:>n de veroeimllitud de alS\mO de eetoe proceaoe 

puede tomar mucho tiempo, particularmente al p + q ea srande. 

Si alsunae eupoaiclonee ee hacen ocercs de loe va.lores 

inir:;i&lee de loe dieturbiCJe y/u ol:.HJer·v~r .. ifJn<.::e, una funr:lón ::J~ 

verosimilitud condir;iQn~l ee obtien~. En el t:;.~1ffü del r,r·r.)'";(1~0 AR 

purf".J c;:,riduce -i:i un ect,iov.1dor dr;: m.'"1xitn'1 ver0Bim1litud line(jl d~ rfi. 

ParlJ. ¡:iroceeoe 11A y mix.t::-if; el '=let.im,.irJr:1r de máxima veroeimilitud i:-s 

todavia no l in~~ 1. f <;-ro r: 1 r::, lculí..1 1 1!: 1'°'1 función rJe veroaimi l ituci. 

ee: eimPlifir.:fJ. coneidi<:r~rJlr::m,..:nte. Aún maa. di<::rivedoe anal! tico.o:t 

eon disponibles y ee!:.oe pueden ser importantF)e PF.i.r<!t improvi~ar la 

r:ficienr.:ia dr:l proceditn!ll':nto dt;: optimizer.:ión. 

L&. eumti de cuadradoa condicional para el modelo MA( l) 

El modelo t1A(l) 

z=e.+ea 
l l l-1 

provee 1& iluBt.ractón rr1~8 eencilla di!: lb.e técnic~t;; ue:td'.l~ e:i li:i. 

eetimaoiOn de modelos. Supóngase~ por el momento. que e ee 

conoce. Si al tiempo t-1. a
1

_
1 

e:e conoo16, el eetimadrJr- de lo 

media CUb.drAt.icl'J. m1 nimo CMMSE) de zT podria eer· zvL-.1 = e "°t-s Y 
el ~rror de predicción eeocifido seria 

a=z-ee 
l l l-:l 

Loe errores de predicción 1uturoe, cada uno itlénti~o al 

término de dieturbio correspondiente ee puede calcular de la 
reoureión de la expreaión anterior. Deeafortunade.mente hay una 

dificultad con esta aproximl'J.cion que ee la de que al calcular el 
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conjuntr. t;OmI•leto de loe erroree d1;- pr-~rJir::ci*n. ~. • • . . 1.t.~. t l 

dietur-bio iT.1ici1.t.l. 1!10 • ee debe conrJ<.:er. Unl'J. er.Jluc10n l.tl problemo 
ea auponer que 0

0 
ee 1sual o. cero. 1::1 conjunto ccmpleto de loe 

erroree. de predlcc16n ee pueden entoncee c&lcular. y ai ae 31SUe 

eupaniendo que a
0 

ea fijo en cero para todae lae realizacionee, 

la función lossr1 tmica de veroeimi litud ee de la forma 

Para caoos mie pr~cticoe tiene poca importancia al 18 

eupoeiclón a
0 

= O ea verdadera o no. Sin embargo, ei a
0 

ee 

ale&tor:to. ee imvort<!lnte nr.Jtar que la aproximar..: ion impli cita F;n 

la veroeimiliturl condicional solamente se v~le ai el proceeo es 

invertible. 1.e. ei ¡el < 1. Df;: le.. miema fortfJT.J r.:omo ee mostró ·en 

eete eje::nplo. !IJ. dif,.:r i<..:r1cü1 ,.~ntr'.:! l'J:O:: funcion-;,a de verosimili turl 

ex&ct&. y condicirJtW.l ee convierte n1Jsligible 1;:n la mf.:didei. que T 

ei.umi::nta. 

Ha..ximiza.ndo la función de vcroeimilitud exacta ea 
equivl!llente e minimizar la. tunción <l~ euma de cuadrados 
condicionl!ll S(8) ::: E a~ con ref!pecto a e. Ee ünportan~e notar QUF.:: 

11l ya no ea m.1a un d1eturb1o~ eino que ee un rceiduol cuyo volor 

depende de e. L&. notación ªi (8) confunde e e te punto. Sin embarso, 

ueue.lmentet no ai::r·á necee.erir.J hacer esta tnodificación. deade qu1;:; 

l~ inter¡..retación de !lt 6"ffá ele.re. d"':l r::r:•nV-:-;to. 

Para un valor dado de T, t.:.n conjun:. de T residualee. se 

pu.eden aener~r de le.. r6cure16n 

t = l. ... , T 

con a
0 
~O. Loe recidual~e ee pueden usar para. construir S(OJ y 

el problema que falt~ eu encontrar un rr~todo adecuado para 
mlnimiz&r eBtti función con r1::epecto FJ. e. Como er.Jlatne.nte un Bolo 

par.imetro se involucra, una búfJqueda sobre el rango de f-1. 1) ee 

puede llevar 1.1 cabo. rara pr·oceaoa u~s seneraleB eata supc.ai-oión 

puede ser no rnuy vio.ble y el 1.1lsoritmo obvio a adoptar ee el de 

GAUSS-NEWTON, o une modificación adecuada de eata. Para el modelo 

MAC 1). difertJr1ci1J.f' la F:cuación 1.mterior produce 



- 8 - 8 t-i t l •.•. , T 

Como e
0 

O ee obtiene que o. entonces lee 
68 

derivadae se producen por Un~ r~curei6n pa~al~la a 

t=l, ... ,T 

con la 1n1cislizac16n manejada de una forma similar. Dedo el 

estimado de G. el a1S:-or1 t.mO procede a calcular ftt y 
ó8 

ó "• 
ent•:.ir.ces a_:tu&.li::'°! el em;.1.m~do de la resreeión dF.J bt sobre 

69 

La eum& de cuadrados condicion~l en el caeo general. 

Para modeloe de mayor orden HA. la función condic!.on'-1J de 

verosimilitud EOe obti11;n".: tom~do u
1
_q• •••• &

0 
isu~lee ~ cero en 

todae laa realizaciones. Loe reeidualea ue~doa p~ra c&lcular la 

función de auma de cuadredoe condicional ee obtiene de la 

recure ion 

a ·-· ªo = O 

l. ... • T 
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Procedimientos aimilarea ee pueden adoptar 
mixtos, aunque en tales caaoa existe el problema 

psra modelos 
adicional de 

manejar lfle r;beervb.ciones iniciales.. Coneid~reee el modelo 

AR.-11\( 1, 1 l. zt ::. r/> =i~.i + at -t fJ ªi~ 1 • 51 zl ee toma como un valor 
fijo. loa errores d~ p~edicolon se pueden calcular de l~ 

recureión 

t = ~- T 

donde a
1 

~ O. tJnlj &tJrr..:ximacit!:in alt~rn6.tiva podrl b ser comenzl)r 16 

recuNüón en t.=l. con ;;
0 

= a0 O. Sin embargo, aunque e5to 

produce T. mAB que T-1. reeidualee. e6to no e5 recomendable, 
debido a que al dejar arbitrariamente z

0 
O introduce unfi 

diatorei6n en loe cálculoe. En g~ner&l, la aproximación adecuada 
p~ra un modelo ARHA(p,q) es calcula~ T-p errores de predicción de 
una recurs16n de la forma 

con a. 
p 

o 
t = p+J. .•• T 

Las derivadas que ae necesitan pare. implementar el algoritmo 
de GAUSS-NEWTON ee puede calcular por recu~oionee. Para el modelo 
ARMA(l,1) 

6a
1 

6a ,_, 
-z - e -· ... ~ T 

64' l-t 64' 

óa 

' 
¿b 

'-· 
-6 - e 2, .... T 

óe <-l 

"'" 
con 6a,/6</l = 6a

1
/66 O. En seneral ae necesitaran de p+q 

derivadas. Sin embarso estas ae pueden obtener aobre la baae de 
eolamente dos recuraloneo. una para loe componentee AR Y otra 
para loa componentes HA. 
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Eetimadoe inicialee. 

Valoree inicialee ae necesitan para lE\a iteracionea de 

Gaue;~-Newton. Para un modelo MA( 1) podrJ. a ser posible r.:omenzl:lr 

con e = o. pet'o una eetrb..t~SiT.J. ~ Bimilar n,:; ¡..f"Jdf'l. a '3.doptar·ee Pet.t''.:I 

un modelr.J mixto. PonienrJo rJJ = e = O en el modelo ARMA{ 1. l) ·porlr1 '1 

dar como result.tido gue 11:1.a doe deriv1..irJt;s.e t:ean identi.::as. Aqui el 

alsuritmo pvdrl a romperoe inmt'dJot.ftmflnte del \de: .<_1 l"l 

multicolinierid,J.d de lb resr,jeión de ~L sobre 61_\/6rp y é.\/oe. 
Una mejt".;r forma de comenzei.r lf.ie 1 ~r::rll.cionee eu comenz8r í.;ün 

eetirnl'J.dos coneiatentee de loe parámetros. Un8 ¡,osibilidad ee 

obtener eet.lm!!doe del corrt::logri".im.!.l. Coneid,.~re un morJelo MA( l l. Si 

p(ll no rr~emplrizl'J por r(l) ,.:n p(l):.: D/(1+0
2

). un et.:tlmttd0r· de e 
ee obt.ienr:: resolvi"":nd;:.i l~ er;u'"1.•.:ión cuo.drt. tit'";'1 

Esta expreBiOn tiene dos oolucionee. per..::i como 

une. rat:: ee clttrfimente la racl proc1.1 de otra. 
decidir cu~l r~1z eeleccionnr ee reeuelve por 

invertibilicl~d. El estimador es por lo tanto 

El problem~ de 
la condicioi.i. - de 

La otra Bolución, ec ee desecha debido a que tlcne un valor 

absoluto mayor que l. 

El unico caco cuando r- 1 
( 1) no tiene doa diferentee 

eolucionee ee cuRndo r(l) ~ ~ 0.5. El estimador es entonces 

éc =:ti. Si jr(lll ::.. 0.5, no hay r.'i1Z r~~l en r- 1 (1). desde que 

el autocorrelación teórica de primer orden no puede exceder 0.!1 

par8 un modelo MA{lJ. 

Una tócnica similar se puede emplear para estimar loe 

parámetros en un modelo APl1A( 1, 1). L&. función de ei..utocor·rell!lc16n 

ae da por 
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p(l) 
11+,;;;i (:;+t!) 

i ... 8
2

· + 24'8 

la cual auaierf.:l:la eatima.oión de e por 

4'
0 

= r(2)/r(ll 

Si P(l) y~ se reemplaz~n por r(l) y ~e en P(T) = ~ P(T - 1), 
un eatimador ee da de nuevo por la eolución de unb eouac10n 
cuadrAtice. Eeta sproximac16n ae puede generalizar a modelo3 de 
mayor orden, aunque esto con1ienzn '.i compl icaree. 

Ahorf.L ae darfm l&e inetruccir-;nea para que Por medio del 

paquete estadietico SYSTAT eetlme loa pQr3metroa de loa 
modelos yb. id,..:ntificadoe, que ea un modelo 11A(l) o un AR{6) .. 

> USE YEAR3 
> S/\VE HAl 

> l\RIHA TRJUISF / Q= 1 

Este.a tree inetruccionea sirven p~rli estimar loa parámetros 
del rtir.1d~..:lr; MI\( l) Y que loe -roe1du.-.ile~ 1 ~ ealv~ FJn ,...:1 &rchivo 

MAl.. Pt1ro f.:1 modelo ARl6). ee utllizt,n L~a niH-1.J.ientee 

inatruccionee: 

USE YEAR3 
> Sl\VE AR6 

> l\Rli1A TRJ\NSF / P=6 

Una vez calculndoe. los par:.metroo del modelo adecuado ee 

pe.ea a 16 ev~P'-1. de diagnost.too. 

El .:.liai;11•:·5tlco del niodel0 ee puede llevar acabo examinando 

los reaidllalea de laf'J deeviacionea de la aleatoriedad. Pruebaa 
formales ee pueden baoar en el correlograma~ aunque ninguna de 

esta$ se deben ver como eustitutoe de una sr&ficación directa de 
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loe residublea~ Citando l.l Box-Jenkine: "No Bfa puede enf&t1::b.r 

dem~eiado fuerte que la inspección visual de un&. gráfi~6 de loe 

mlemoe reeidualea ea un primer paao indie~ene&.ble en el ¡..r<.1ceeo 
de chegueo". 

Aunque la graficacl~n y examinado de reeidualee es un 

ejecioio extremúdemente velu~ble, aleUn cuidado ee debe tomar en 

la interpretacion de eetoo reeultndoo. l1aa pruebaa asocladae con 

estoe procedlmientos freCUC'ntemcnte ee construyen en la 
eupoeiclón de qut> lo¡j residuaJee t.lenen lBB miemae propiedndea 

como loa d!atur·bive cuando el modelo ae cepccificn correctamente. 

Deae.fortun~damente F..:et'..1. eupoeici6n no eo vá.lirJF..t loa 
re:eidualee de m<:.:d1:lr;f; ARMA. ~11n e:uando el tam"ifio d-:: l'-1 mueetr6 eB 

er~nd.e:. P•.Jr l':!j 1=!N1P lo, ni ~m mrjrJi:: lo AR( 1) ee f.le~me,i lj_ f.1 loe d,o:i t.oe, 

sic: :pu1.;tle ?WJf;t,r1•n' qur-: t~i '11·;t,0r.:•.r-rFJ l~1ción de pr·trner· c_,rd•:t1 f;:!I 

loe ree!.dU(.1.Ü.:!:! tiom.: urvt W.J.riun=.b. -!.leintót:i.c~ dr.: 11'
2 
/T. EetF:: f'Uí:de 

ee:r t:uetancl.-,Jrrv::r,u: rr,Bnor ·1un 1/T, il1 t::uo".il r_;c 1"'1 v1.iri~n~1.1 dr.: 

r( 1) f.>br& un I'roc~eo de r•u1dr.1 tJl'..1.nr.;o. Sin eml'""JFJ.rgo, p'.;ir~ retrf.1eoc 

de m'.1Yor orden loe BF.:eene r::n la vBr·itinz& son m~noe eerioe. Eeto 

indicf:l el compor-twniento dot;: l!i.D fl.utocr;irrelecianee de loe 
r-eaidualen Pl!:lr6. cu&lquit~r ¡1roc'3B') ARHA(p,qJ, En toctoc~ loe CF-1606. 

una reducción en la varianza tlende a ocurrtr en loB rt.•traeoe 

bo.joe. Aún oPa~ la.6 r( r) ·e en eetoa rett'tH:10fJ p~ieden eetar 

altamente corre lf\c:ion"C1ofl. .o\unqt1e cct.C'lc o fccto:.; u~-...:.t1lmcnte 

deanparccen oesu1ctament.r:: ~on 

cuficientemente inipor·tnntt•o r-nr.e. .impartir un eeaso eevc>ro ü la 

eetacU et.lea. El reeul ta.do 

tienden .e:ubeatimar 

diacrepancie.a. 

que 

ln 

eetos procedim!ent.oa 

eisnificnncia de 

de prueba 

aparentes 

Aunque leie pruebe.a &~ociede.a Ct')O loe pror;r;d1mientae sráficoe 

no son generalmente válidoo P,n este. eituecion. pueden proveer 

O ti lea guia e a peal\r de lo ante1·ior. 

Algunae de l~e: pruebae de los r<.::eidue.lee ee de.r~n a con<.1cer 

enseguida: 

SUPUESTO: E Ca, J O 
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.f n (n-1) " VERI FI GACION: t. 

Ir. .. ;: z 
(a,-a> 

Se reo haza E [a, J = O si 1 t 1 > tn-• ( 1-a/2) 

Si eeto ocurre. exiete una tend~ncia determinletica o 
aleatoria. Si ea aleatoria. ee puede requerir de una diferencia 
adicional y como 

V 3t = zl - zl-l .. AR( 1) 4' ;:: 1 

t~l vez solo requi~r~ un componente AR extra. 

Si no ee aleatoria. deber:. incluirse una conet&?ltFJ 6 en el 

modelo, que ¡.1odril!l a1::1· 6 =- a 

SUPUESTO: V'1r (a
1

) : <>
2 

VERIFICACION: Gr~fica de reeidualea contra el tiempo. 
Si no ee conetante, revinar o correair la tranaformación 

eetll.bilizadoro.. 

SUPIJESTO: a,, • N 

VERIFICACION: Coefio1ente de aeimetria y curtoeic 
95% de ·lae observaciones en [µ ±: 2u) 

Coeficiente de aeitnet.ria: 
n 

Coeficiente de curtoeie 
n 

... ';:' !9 

Ca,-a> E---,. o ,,• 
_ci\-;). 

E "'3 .,• 

Si no cumple con el aut'Ueeto ae 

tranefcr·mac16n norm.o:s.lizante 
deber" 
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[ 

i' - 1 

~::-

SUPUESTO:· Cov Ca, '• . "'·• l · = o 

VERIFICACION: 

SUPUESTO: 

En la sr~fica de reeidualeB contra el_tiemPo 
no hay comportamiento 
Correlosrama. todo a loe rk "' O, con· .la 

prueba de Bartlett 
1 

( 1 + 
q . ] Var cr.l ,;;- 2 I: r, donde q = o 

n J:< a 

.. VtJ.r ( rk) ;;; * 
Sin e:mbn.rso. Va.r C rk) ee un poco menor que 

_i_ para. l:. pequen os ( k !. [,), por lo cuf.11 se 
i n 
requiere una prueba conjunt.a llame.da de 

Box L,1uns 
k ,• 

Q(k) 1 n-d-p) ( n-d-p+2) I: (n-d~p-j) ,,. 
CJ(k) .. .c~K-p-qi conviene k > 20 ya q\Je p-q!::Q 

Se rechb.Z~ e1 Q(l>.) ... .:t:~ 1 -co.ck-p-q> 

NO ABERRANTES O DISCREPANTES 
Se verifica con la grAfica de reaidualce contra el 

tiempo, donde el 99% de laa obaervacionea eBt& dentro de ! 30' 

Se debe reviaar caeo por caeo y tal vez ee 
requiera un componente eetacional. 

SUPUESTO: o k > o 
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VERIFICACION: Por medio del correlosreme. oru:>o.do "ª deber-
obeervar el viguiente comportamiento: 

Cov (a ,z ___ ,_t+Jc __ _ 

-f Var(a,) Var(z, J 
r,

0
(kJ :::. O 

k = .•. -2, ~l.·º' 1, .2.·· •.• , 

Si no eisue el comportamiento anter1or 0 debe inoluiree otros 
factores en el modelo. Ej: 
Modelo correcto J\RMA(l,1) pero "ºmodela HA(l) 

entone(+ e r~ª (k) no aesulr..\ el oomPortamlento mae adecuado puea 
a, aun no ea ruido blanco. 
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Loe eis'u.ierítee euPUeetoe se refieren al modelo estimado: 

ADMISIBILIDAD.- Loe parámetros estimadoe deben caer er. la8 
regiones que lo hacen eetacionario e invertlble. 
Por ejemplo; 

ARCll 

HACll 
AR!:!) 

\.PI < 1 
¡e¡ < 1 

<P. + rP3 < 

4>• - ,Pz < 

"'· > -1 
Si no caen en la ree;ion, pueden ocneider.aree 
int~rvalos de confianz~ par~ recorrer 
"liseremente'' lb.e eetim-6.cionee. 

E5TACIOllARIEDAD.- L1i6 r'>iceo rJ~ los polinomios ~(B) y S(Bl deben 

estar fuera del al rculo unitario. 51 alguna 

raiz d~ ~(B) eat~ dentro o cerca del Circulo 
unitario. ae debe diferencüa.r la eerie·. Si 

alguna ral z de 0(B) esta dentro o cerca del 
circulo unitario, la eel-ie ee~ 

sobrediferenciüd&. Ejemplo: 

que admite una raíz isual a 1-. --entoncee-,-Be 
puede f actorizar 

HA{q-l) 

donde (1-Bl w, w, -w ,_, z, 

(1-Bl w, z, 

w, z, + w 
1-1 

(SOBREDIFERENCIACION) 
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-------
PARSIMONIA.- se·prueba con el intervalo ti - 1.96 f Vrir (ó ~ ) 

y e1 contiene al cet·':.1 y ee el de m!:l.yor orden, ne 
elimina y vuelv~ a eetim,o;.r el modelo. Si n~ ee el de 
mayor· orden debe ano.li::aree l& eetabilid&d. 

ESTABILIDAD. - Si Corr-(4\ ,eJ) ;;: ~ 
de e con e. o con 

1 (entre cualq~1 ier 

í/J" o rJ~ 4'" Gr.Jm 
1 

r;, 

rJ!:>.ree una ve.riacion t::i 

combin~~.;i~n 

con 9~ ¡. 

el V'.1lor 
' J 

inrplica que puede 

de uno de 106 par:..metroe eat imadoe y eer comi:·enee.da. 

con un cambio en el otro. ain que ee altere la auma 
de cuadradoe Clneatabilldad). Por lo tanto ea 

r·ecomendable eliminar alguno de loe i:-arAmetroe, 

eiguiendo conJllntBm"!nte el criterio Pll.ra losre.r 

pflrelmonia, o el de far.:torea comunee que ee ver:. 
entJr.:guid"-1., 

MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS DE ALGUNOS MODELOS 

ARC2}: V c4>,.4>_>;; [ 1 - ~= -<!>, (1+</>2) l * -<t>, ( 1+<1>.) 1 - ;• 

Corr C<I>, '"'• l ---"'~---
1-4>2 

ií <e •• s.> 1 - e: -e, c1....a2 > 

] 
.l HAC2l: ::; 

-e, (l.+e,J 1 - ;,• n 

---ª·---
1-e. 



ARMA(l,l): V(<i>,E>l 

- - -

( 1 - e•¡ ( l - <1>" l 

¡ c1 - ~· i < 1 - e» 
(1 - </> 9) 

NO FACTORES COMUNES.- Ejemplo: 

s.c. = 1387;~ 

z, =-·ª =t.-1 
.. 0.18 zt. .. z - 0.93 ..... 

s.c. = 1387.5 Corrc~ •• es) :. 

Loe doe moc!eloe "ºn equtvalentea. 
Se o\Jeervar.i una COflb eemejante 
eupUeeto de no fe.et.oree comunea 

ARMA(p,g) 

(1-~Bl iHBl z = 
' 

.. a, 

en 

~ '(Blz,= e '(Bla, - AF.11!\(p+l,g+l) 

el 

Nuevam.ent.e loa do~ modeloe eon equiv.").lente.s 

pero el eegundo eo ~e complicado 

innecesario.mente. Lo que éeto reeal~~ ee 
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que debe buscarae factorea cornu11e::.1 en loe 

polinomios de rezasoe del m•1delci eet.imado 

(i.e. se comparan las raicea de loe 

polinomios) y ei alsunaa eon iguales tt 

paree, oe reeetima el modelo con un grado 
menor en la parte AR y MA 

SOBREPARAMETRIZAClON.- Dado el modelo, proponer uno mayor que eea 

factible de mejorar la explicaci~n de la serie de tiempo ein 
tener deficienoiae. 

LoB.doe modeloe eeleccionadoe eer~n eometidoe a las 
anteriormente mencionadae. Primero ee comenzarb con el 
MACll: 

E[a,J O 

t = -:- = ~ = 0.2366421 

t = t = t = l.96 n-.a,u-0/ou uo.u-. oz:u ua,o. P?:S 

1 ti = 0.2368421 < l.96 = t 11a,o. P7l' ••• '"' acepto. el eupueeto. 

pruebas 
mÓdelo 

Se ¡..uede obaet"Jt1.r en la sraficei. del modelrJ MA( l ¡ el 
comportamiento qu1=; tiene la verianza y e1-.: obeervl'J que rnb.e di:::l 95% 

de 1(18 r_,beer·vacionee ee encu1:;ntr,J.n dentro d~l rl'Jnso 'Je : 2a, 

razOn por dern.::..e eufici,.:nte pl!ir~ tom&.r por v.\lid1:1 el aupueeto. 
Part:l podtc encontr&.r loe Vl!.lrJree dF.: loe F.:etad.1 at1coe -.; di':: la 

sr·~fica del mrJdt.;lo e~ v1!1li6 de ll!. 6.Yud~ del p.-,quetl':: f'!f'..:itadl etico 

SYSTAT. en dor1de p&PJ f.:llo E.O..;; V8.lló 

inst.r-uce:ionee: 

Dentro del modulo 3J STATS 
>USE YEARE• 
>OUTPUT @ 

>STAT RESIL~AL / MEAN, SD, SKEWNESS, KURTOSIS 
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E_l primer comandJ eirve para dl!Jr l& ine:t.r·ucciCn al pa.quet.e 
eetadiatico de que uee el archivo que contiene lae variables del 

modelo (YEAR, valoree oz·isinales de la aerie, N. tiempo. VARTRA. 
eerie original traneformada para estabilizar le eerie, TRANSF, 

serie transformada con una diferencia con varianz~ estabilizada , 

RESIDUAL, residuttlee del modelo). La eisuient.e instrur.:cií:.n sirve 
para que loe t't:s1.1ltb.dos e~lsttn .&. la impreeoro!:l en vez de la 

pantalla y el último comendo sirve para calcult\r· la media (MEAN), 

deevlaoión e-otandar CSD). 6.Blmetria (SKEWNESS) y curtoaia 
(KURTOSJS) de lf\ variable RESIDUAL. con ello ae obtienen loe 
reeultadoe qurj se otJeervtm en la parte inferior de lea grá ficb.. 

Para poder reeli.:e.r la gráfica ee hace dentro del modulo 
2)P[.QT del SYSTAT. con llie eiguientes instrucciones: 

>USE YEAR~ 

>OIJTPUT @ 

>PLOT RE:C: !DIJAL•N 

Lae inetrucr.:ionees erJn semejantee que lae tJ.nteriOl'f::B la unica 

diferencia coneiflte en la Oltirna inetl"ucción que eil'Vt: par-e. 
indicar al paquete que retJ.lice la gráfica d~ ltt variable 
residusl (eje YJ contra N (eje XJ. 

Pare verificar eete aupuesto ee ut-iliza la Prueba PEARSON 

(~3 ) que consiete en lo eisuiente: 

a) Divl dase el eepectro de 18 dietr1buci6n en m intervalos (no 
neceee:riamentt:i igu~ lee) 

b) Calculenee laa 

CHORHALJ O.Bi!!n" " 

¡irobabilidadee que la dietribución teót·ica 

clld~ uno de estoe intervltloe: eea P, la 
probabil1d&.d del 1-eeimo interv'-110 
esperado de eue obaervaci6nea en eee 
tamat'l'o mueatrs.l 

y 

intervalo. 

el 
eiendo 

numero 
N el 

e) Sea O\ el numero real de obeervacionea en el 1-eeimo 

intervalo. 
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<Ó - E J
2 

I: -L~\-

tiene aproxiamdtlment6 una dietribucion ki cuadrado oom m-1 sradoe 
de libertad. 

Si el valor calculado de xz excede el fractll apropiado de 
l&. dietribución ki cuarJrl!ldO ee r-echl!l::'l. le hi)'.Ote.eic: nula que la. 

mueetr-a proviene en ~fecto de la dietribución en cueetión, en el 
caeo ~xpueeto ee refiere a al NORMAL. 1!11 nivel de confianza 

elesido. 
El procedimiento anterior ee mueetra en la elgu!ente tabla: 

ün les. tl!lbla ee i:r1ueetr~ gue el eetadl grafo es 
fractil de la distribución ~2 al 95% de confian~a. 

menor que 
por ello 

acepte el aupueeto de gue el modelo ae dietribuye como normal. 

el 

"ª 

Pare.. poder pr0b1:1r eet..-..: eu¡..ueato ee httr..\ la pru'9'ba de 

BOX-LJUNG. y ee Vüldrá de la ayuda del P&<;uete SYSTAT y de LOTUS. 

Con el Paquct~ SYSTAT a~ ctilculan lae Primera e 20 
autocorrelacionee del modelo HA< l) y con el paquetl".? LOTUS oc 

llevara a c~bo el proceeo para calcular el ectarllP.r~fo Q(k) y 
poder com¡..ararlo con el ~ract11 de la dietribución ~2 • con lo 
cual ee lleQa a la conclue16n de que no ~xiBte 

entre lae obeervacionee, como ee obeerv~ en 
reeidu~l*N y en la eieuiente tabl~: 

106 

re lac ton alguna 
la sr~!ica del 



CDRR r.:;..2 
-0,(181 o. 006561 1 118 0.000056 
-(1.(101 0.006561 2 118 C•.000056 
-0.051 0.002601 3 118 (J.000022 
-0. l"iBb 0.007396 4 118 0.1.1(10064 
-0.063 o.oo6ee9 s 118 0.000060 
-1.:i,o::m 0.001444 6 118 0.000012 
-OJJ93 0.008649 7 118 O.(IOt,,'1077 

0.01 o. 0(1(11 B 118 o.OúOOOO 
O.OTI 1).00~92'i 9 118 0.001)054 

-0.043 0.001049 10 118 0.0(10017 
Q.OB5 0.00722'5 11 118 0.000067 
0.13 0.0169 12 116 0.1)(101'59 

-o.os o.r;o::Z5 13 118 c1.ooooz3 
0.06 O,Q03b 14 118 0,000034 

0.011 0.000121 15 118 0.000001 
-0.148 0.021904 16 118 (1,000214 
-0.102 f). Olt.14(14 17 118 0.0(101(13 

(1.(135 0.01)1225 18 118 0.000012 
-0.(153 1),002809 19 118 o.oooo~a 

(1.1)~ 0.0009 20 1 lEJ 0.0000(19 

14160 0.(1(11078 15,21087 a ClCKl 

xn2 AL 95 ~ y 19 GRADOS~ 30.15 

SE At;EPTA EL SUPUESTO YA ClUE X...,2 < Cl!Kl 



CORR RA2 
-0.031 0.000961 118 (1,000008 
-0.12 (1,0144 2 118 (l.000124 
-o.os 0.(.)02~ 3 1Hl 1).000021 

-0.014 O.OQ0196 4 118 0.0(11)001 
-0.208 0.043264 5 118 (1.000382 
-0.1ó1 c).025921 ó 118 O.OOt..)231 

1).084 IJ.(107056 7 118 o. 000(163 
0.032 0.001024 8 11B 0.000009 
0.014 o.uoo19ó q 118 o.OfJOí.lfJl 

-0.025 o.0001>2s 10 118 o.ooc:.11J05 
o.1s1 0.022001 11 118 (1,(10(1213 
0.095 o. (11)902~ 12 118 o.ooooes 

-0.001 0.0(16561 13 118 (1.1.100062 
0.079 0.0(16241 14 lH! 0.(10(106'..1 
0.023 0.(11J1:i5~N 15 118 (1.(11)0(105 

-0.178 o.0:;1604 ló 118 o.ooo:s10 
-0.1;:1 0.014641 17 110 0.000144 

O.O&:? (l. 003844 18 118 0.(.10(1038 
-0.(151 o. (11)2601 1'1 lHJ IJ 0 1)(1(1(.r:6 

-u.c11 0.0001 20 118 0.001 .. )Ql)l 

14lóo (1.001797 25,45ó33 = OIK) 

X·'2 AL 95 Y. y 19 GRADOS= 30.15 

SE ACEPTA EL. SUPUESTO VA aui;; XA2 < CHK> 
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U.N.A.M. 
E.N.E.P. ACATLAN 

RECLAMOS CON PRONOST. DEL MOD. AR(6) 
DINERO 
3,000,000 ~--------------~ 

2,500,000 

2,000,000 

1,500,000 

1,000,000 

500,000 

o ,- ,-
TIEMPO 

MONTO DE RECLAMOS 



NO ABERRANTES O DISCREPANTES 

Tambien en la sr~flca ee obeervt1 que no e:deten aberrantee o 
diecrepantes ya que todoe loe reeidualee ae encuentran dentro del 

+ 
intervalo - 37. 

Al calcular el correlosrama cruzado de loa reeidualee contra 
lae obset"Vacionee transformadas (TRANSF) Por medio del modulo 
SERIES del paquete SYSTAT con lae eisuientee 1netrucoionee: 
>OUTPIJT G1 
>IJSE YEAR5 
>CCF RESIDUAL TRANSF 

Se obocrvo que el comportamiento de eete eisue el del modelo 
teórico para ac~ptsr el eupueato de que loe reeidualee no tienen 
relación alguna con lae obeervacionee, par ello ee acepta el 
supuesto. 

APHISIBILIDAD 

Para poder admitir el modelo MA(l), el parAmetro estimado 
deberfl eer menor, en valor abeoluto, que uno, lo cual oc cumple: 

¡e¡ < 1 

¡o.s101 < 1 

0.676 < 1 .·. "" admite el modelo. 

ESTACIONARIEDAD 

El nodalo para que eea eetac1onar1o? la raiz de l~ ecuación 
(1 - 9

1
B) tiene que eer mayor que uno. 

zl C 1 - ª•B)al 

z, !l - 0.676 Bl a, 
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Pl.OT UF TRANSF 
NUMBER OF CASES 12 119 
MEAN OF SERIES .,. O. 022 
Sl ANDARU UEV lATION UF SERIES 

PLOT UF PART I AL AUTOCORRE'.LAT 1 UNS 

LAG cor.:R 51::': -1.0 -.8 -.b 

o.369 

-.4 ·- .o .2 .4 .b .a 1.0 

1 -.426 .092 t--J-1~:1 , 1-t--t--1--t 
2 -.:;.1s .092 
3 -.231 .(192 
4 -.032 .092 
5 -.121 .092 
¡, -.201 .092 
7 -.15ó .0'12 
B -.1::9 .092 
9 -.l145 .092 

10 -.170 .092 
11 -.104 ,092 
12 .03b ,092 
13 -.089 .092 
14 • (14(J .092 
15 .149 .092 

COl~RELOGl~AMA PARCIAL DEL MODELO CON UNA 

NOTE 

NOTE 

PLOT OF CROSS CORRELATIONS 

LAG cor.:R SE 

-7 .048 .1.194 
-b -.179 .(194 
-5 -.082 .D94 -· .1CJ5 .093 
-3 -.033 .(193 
-2 -.069 .092 
-1 .038 .092 

o .834 .092 
1 -.575 .092 
2 -.084 .09:0 
-.:.• .024 .093 
•I 0 t)1U .1.193 
'.., -. 16<1 .U94 

"' -. ("l:':? .11•,J..i 

1 • .t .·.1•.;1¡ 

) 

) 

( ) 

"°lS 
l 
l 
l 
l 
) 

) 

) 

( ) 

IG ) . 
) ., 

DIFERENCIA 

( 

·~ ( ) 

fl.l'J' 



(1 - o;676 Bl'=. O 

B = 1.47 > 1 

.. ee eetaclonarlo. 

PARSIMONIA 

Para probar eete eupueeto ee hace ueo de loe 
confianza, teniendo como valoree principalea 

lntervaloe _de 
el valor del 

parAmetro calculado y eu deeviaeiOn entandar con lo cual ee 
obeerva lo eiauiente: 

(fl -1.96o(S), e+ 1.96u(e)) 

(0.676 - 1.96(.035), 0.676 + 1.96 (.035)) 

(0.6074, 0.7446) 

Como no contiene al cero el intervalo, entoncee ee acepta el 
eupueeto de que el modelo tiene parsimonia. 

El mcdelo tambien cumple r.:on loe de?l'IAe aupueatos de 

estabilidad, no tener f~ctorea co~un~a y tamPoco tiene par~metroe 

de IOl<e. 

Para el caco del modelo AR(6) tnmbien ce lleva acebo 
exactamente lo miemo que ee hizo anteriormente not..\ndoee que éate 
modelo tambien cumple con todoa loe eupueetoe. 

Ahora. para eetablecer cual de loe doe modelos es el mejor 
en eete caeo es el 
PARSI~:ONIA. el cu"l 

ee eecoae el que tenaa menoe par~metroe. 

MA( 1). eeto ee d"b1do al ~rincipio de, 

eetablece que 6e eBco¡e el modelo Que ten2a 
que tsiE'.J. !!: 1 m1emo cort1port.amiento de lea. eerie 

ejemplo en ¡...articuli!ir se obeerva ttimbien 

meno~ parámetroo y 

orialni.l. r:n eote 

'"' pruebei. el 

eupueeto tet,rico de que a todo modelo HA(l) le correeponde un 

AR(coJ. 
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2.3. Eetimac1-..:.n por medio de la eerie de tiempo 

En la pr~ctlca. lae predicc1onee se hacen caai 
invariablemente con ~ y e rempla~adoe Por eue eatimadoe. Eato 
crea un origen adic1onal de variabilidad que ee debe incorporar 
en la expr~e16n para la predicción de error cuadratico medio. 

Coneidéreee un proc~BQ ARCl}. cuando~ ee conoce. ~l error 
medio cuadra tlco m1 nlmo para periodoe ee da por 

Cuando ~ ee <l~econoce remplaza por BU e5timador de mi.xima 
verosimilitud, ~. o por un eetimador el cual ea aeint6ticamente 
equivalente. El predictor actual 6a por lo tbnto 

.. 
En caaoe ma3 generalee z

7
•

1
,...

7 
ae puede calcular t:·or una 

ecuación en diferencie.a teniendo la eisulente forma: 

O.,..VT{ "O 
T<J 

l=l,2,3, ... 

para > O 

El error de predicción Pb.ra 

" T+l/T 

ee puede deBcomponer en doe partee eecr1biendo 

109 

+ 



El primer t•rmino dt:l l"di:. dE:rechv de 16 ecu&ci""n &nteirior 

eB el error de pr·edicci:::n cu&ndo J. ee conoce~ tt.i"!:ntrl.is que el 
eegundo término representa el error que eurse de la eetimacion de 
~. Kata descomposic16n ea apropiada para todos loe modelos ARMA. 

Kn el presente Cb.BO se eepecializb a: 

en vi5ta de la ecuacion ;; .. t ..... T = 4>
1 

zT. 

Ahora coneidéreee el predictor de un paao adelante. El error 
medio cuadr~tico se puede eacribir como 

En la fortnulb.cion di'; l'.J. crmtribuciOn del error de eetimb.ción 

en la, t.-cuación nnter1or, zT ae tom.':\ como un valor fijo, mientras 

que </> ee una variable oleatoris. Eeto puede parecer 
contradlctor1o, en la medida que ~l ae uea nctuo.lmente paro. 

conatr·uir .¡,. Sin r;:mb'.lrgo 1'.:1. r:r.:uación del error medio CU'3.dratico 

provee U0>".1 definii::iOn eeneible de error medio cuadr·ático en éete 

contexto, deade qu~ cu(11quier predicción aif:mpre ee hace 

condicional ~obre unas obe'::'l"l8.Cion'9e mueetri:t l~s. Rf;mplazando 

E [(4' ~ 4')z] por eu v~rianz& ti.aintóticti d6. un,, bpt-oximli.ciOn fil 

error cuadr~tico medio, i.e. 

Aplicando l.JJ f6rmul,o:i de regresión ueruts.l ¡.iarb eet.iml!lr el 
"• error cue.dr~tico medio de zT .. vT da: 

T 

/ I: 

La formula anterior eeU cercanamente relacione.da ·'!i 
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T 

J: z:_, "' T u2 ¡ .· ( l - o• J , .. 
en mueetrae srandee. 

Cuando l > l. el Último·t~rmin'?-en-_: 

MSE (~,,.,..> = MSE.(~~z~r~}l <:<.E:[(~.- <l>l'J 

"" Z~ E [ ( 4'1 
- </>

1 
)"). EBcribiendo. 

y expandiendo el término del corchete noe da: 

<1>' - ~\ "' l <1>'"' \</> - ~' 

cuando los términos de mayor orden ee ignoran. 

Para el modelo AR<ll 
principio de p&ruimonia) 

Y'\+j y 

r 

aB1 

</>j ""-· 

(empleando el 

El error medio cuadr~tico (MSE) de zT••,,..T en el modelo AR( 1) eo 

da Por 

( 1 + <f:>z + • • • + 4>:z1\-u) 0 2 

- 4>2l 

-----o• 
- .p• 

CU&ndo t ---> m. l'.l e.:xpree16n anterior tiende a ,;a/( 1-4>2
) 

que ea aimplemente la varianzl!i de zl. 

lll 



TOIDMldO en cuento. el reeul tado anterior y ·que 

~¡ - ;1 ;a 1 ~\-i i~ - ; > produce 

l. a ,¡,ªe \ .. J ,_ 

+ 
T 

Par~ el oaao eepecial d" L : 

AMSE ( ;:,,,.,. l = <>2 
( 1 + T-'¡ 

l. 2 ••.. 

En las doe eouaoionee enterioree. la contribución Que mirsc 
del error de la eet1ma.c16n de 4' es un termino de OCT_, 1. Eeto ee 

dominar.1 por la expree10n del error medio cu.l!l.dr«•'tico del 

predictor óptimo cuando p ee conoce. Aunque al ignorar el efecto 
de eetimar ~ conducirá a un ~ubeot1mado de lB var1ab1lidad del 

error de predicción, loe BC'BROC no eon ¡:•erecidoe a eer aeveroe a 

menee que T aea pequeHo, E~taa averisuocioneo conducen a modeloe 
m.\e gener(tlee. 

Al tiempo T~l. la ecuación para un proceoo t1A(ll ee de la 
forrr1&. 

Deede que ªTu ee d~econoce. ee d~ja iQUbl a cero en la 
eouac16n de pred1cc16n correapondiente la cual es 

Para l > ! • ::To>t/T = O, y ae1 el ccnocimiento del proceso 
generedor de d~toe no ~e de mayor ayud~ rn.llu QU~ ~ara pr~decir m's 
gue un eolo periodo ~d~lant~. 

Para el caso del modelo HACl). el error medio cuadr~~ico 

MSE, de zT•VT ee puede obtener inmediatamente. De la ecuación 



y de la expree16n 

se obtiene que 

- •- r --- - ~.·--'-...•_ 

Para·· L > · 1 •. · 1a eoluc1on ... eB -·tr1v1a1, deed8 que z.T•VT o Y 

Para cualquier modelo t1A(g,) no ee dif1cil ver que el calculo 

de la predioclón ea hacia adelante. 
Como ee vio anteriormente. el caeo pr.).ctico no ee 

eataoionario y se tuvo que eetacionarizar re&lizando doe 
traneformacionüB, le ~rimer treneformnción conGi~tió en 
eet"-bilizbr e la v1.1rienz.e, lo cual ee hizo tomando loseritmos 

naturales a la serie original. llamada YEAR, y la eerie con 

varianza constante ee lleima VARTRA. L~ eegunde trenaformación 
conaiet16 en eetab1 l iz&r la medie. con lo cual e:e euc6 una 

diferencia a la serie llam~da VARTRA. Al realizar éeta diferencia 
el proceso ae convier·te en un modelo ARIHA (proceso 

Auto-Resrcoivo Mediaa Movllce Integrado). 

Unei. c&.N1r..:ter1 ctic13. b:...cir.1..1. de: lt.ic ¡wr:dici..:ionce co que éetae 

tienden haci1.:1.. h1 ..... citi. la mf;di.._, de l,.i. t:H::ri'.: en lá meclidtt que el 

tiempo L aumento.. Si t ea grande. lo. ec.t.ructure. del modelo ea 

irrelevante. Eoto no eucede con los proceeoa intesredoe, donde la 
función de t-•rediccic':>!! i:;ontiene un r-..:omponente di::termin1 etico '=l'l 
cual dependr;;o t1.:1..ntn del 2rado de diferenr-..:il1r..:i6n y el modele... ARMA 

eer-,;Qgido :N1r1.:1.. eimular h1e obcerv&cionee d1ferenc1adl1.e. 

Le. mec.l.nica de hacer prediccioneo de loa modeloe ARHIA aon 

exactsrnente lae mismas que nquellaa que se utilizaron en loe 

modelos ARt1A. El ti::rmino 4'(L)ó.d en l.et. siguiente ecu&ción: 

oe desarrolla para dar como resultado un polinomio de orden p+d. 

1.e. 
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. ,- ' 

En el mod~lo. ARIMA(O; li lÍ 
·---,-.., ,--'"" 

~llz,=,.a, + e i\-t· 

loe pronOet icoa eei conetuyen · de la ecuaciOn en diferenc:l&e 

Como lars esperanzas de valoree fut.uroe d8 a\ -·, eon cero. ee 
1JiKUD que 

y 

l = 2. 3, ••• 

Entonces loa pronoeticoe hechos al tiempo T siguen una linea 
horizontal derecha. 

Una vez eetablecido la teoria de l~ predicción en b&ee a una 

serie de tiempo. ae derAn lea inetruccionee 

paquete SiRTAT realizar la predicción con el 
neceaariae: del 

modelo HA(ll y 
posteriormente es valdr~ de la a;.·uda de LOTUS pare realizar el 

cAlculo y er~ficedo de los pronó6ticos del modelo ARIMA (0.1.1) 

Lae inatn1c-ciones que e<.· utilizaron en SYSTAT eon, dentro 

del modulo SERIES 
> USE YEAR5 
> ARIMA TRANSF . Q= 1. FORECAST=5 

De e6t&. form-!1 eolamente se obtiene un aolo pronostico del 
modelo MA(l). que se explica con laa razones anot~d~s 

anteriormente. Ahor-ú con Lotue ee procederá a volver a eus 
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valoree reales de la eerie estaciono.rizada. elevando con la base 
e el valor de la eerie eetacionarizada y realizar el graficado 
de la eerie original con eue reiepectivoa pron6et1coe. Tl1ll1biQn ee 
srafico.ra el modelo AR(6) donde 
aunque mae complejo que el MA(l). 

ee obeerva 
tiene la 

que 
miema 

eate modelo, 
tendencia a 

pronoaticar solamente un periodo adelante y loe de'lf'Aa pronóeticoe 
casi siguen una line~ recta como en el modelo MA(l). En eete aaeo 
ee observa que el principio de parsimonia ec cumple. 

E1Staoional1dad. 

Cuando lae obeervacionee aon diePoniblea en baaee menaualea 
o trimeetralea a!o~~~~ conceaioneo ee deben hacer por loa efeotoe 
eetacionalee. Una aprox1m~ci6n podr1a trabaJ~r con do.toe 
e.juetadoa estll.cionalm~nte ~ro eeto por lo general no ee 
deeeable. Eeto. Becc16n BO refiez.·e a laa formao en lnc cu.alea la 

eetacionalidad ae debe incorporar a loo modeloa de eeriea de 
tiempo. 

Hay doe aD~ctoB en la ectacionalidad. La primera ee refiere 
a loa patroneo en laa obeervacionee loe cualee ee repiten mae 
omenoe regularmente ~o con ano. Eet~e caracterleticaa eon 
P6rm~nentee, y ee pueden conaiderar que ee orisin~n on f~ctoree 

tal como la temp~ratura. Modelar talee efectos envuelve 
coneideracionee similaree a aquellaa que eursieron en lae 
tendencif1B del modelo. Un componente eatacion6.l determin.1 etico es 
adecuado el se siente que el patrOn estacional ea constante ano 
con ano. mientrae que un componente estocastico se 

introducir e1 ee siente que el petrón lentamente eet~ cambiando. 
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l TERATION 
o 
1 
2 
3 
4 
5' 
6 
7 

SUM OF SCJUARES 
.1503379D+02 
.11494280+02 
.1149009D+02 
• 11490000+02 
• 1149(1000+02 
.11490000+(12 
• 114 9000D+02 
• 11490000+02 

PARAMETER VALUES 
.100. 
.662 
• 678 
.676 
.676 
.676 
.676 
.676 

ESTIMATED COEFF!CIENTS 

INOEX TYPE ESTIMATE STANDARD ERROR 

~IA o.¡,·;¡, 0.035 

FORECAST VALUES 

PERICO LCJWER95 FORECAST UPPER95 

!20 -0.463 0.148 o.7bo 
121 -0.738 O.ú(."'11) o.738 
122 -0.738 o.ooo 0.738 
123 -o. 73¡¡ º·ººº 0.738 

·~~ -o. 739 o.ooo 0.739 

ESTIMACION V PRONOSTICO DEL MODELO MA 1 

NUTE 



U.N.A.M. 
E.N.E.P. ACATLAN 

RECLAMOS CON PRONOST. DEL MOD. MA(1) 
DINERO 
3,000,000 ,.-------------------. 

2.500,000 

2,000,000 

1,500,000 

1,000,000 

500,000 

o - - ' 
TIEMPO 

MONTO DE RECLAMOS 



1·1 ERi\TlON SUM OF SUUAl<ES F'Al<11METER VALUES 
o .18441960+02 .100 .100 .100 .100 .100 .1(10 
1 .13909120+02 -.667 .-.()51 .117 .272 -.127 -.148 
2 • 1284131U+02 -.738 -.294 ,067 .183 -.005 -.2a0 
3 • 11701700+02 -.ez2 -.510 -.Z'l9 .(106 -.179 -.252 
4 • 11515400+02 -.839 -.520 -.266 -.112 -.227 .-.243 
5 • 11334 78D+o2 -.774 -.490 -.319 -.173 -.334 -.'3~5 
6 • 10973600+02 -.bbb -.430 -.322 -.171 -.222 -.271 
7 . 10906560+02 -.633 -.451 -.301 -.1!i5 -.232 -.23b 
6 • 1091)6550+02 -.633 -.451 -.301 -.155 -.232 -.235 
9 • 10906550+02 -.633 -.451 -.301 -.155 -.232 -.235 

10 • 10906550+02 -.633 -.451 -.301 -.155 -.232 -.23:::; 
11 • 10906550+02 -.63:.> -.451 -.301 -.155 -.232 -.235 
12 • 10906550+02 -.633 -.451 -.301 -.155 -.232 -.235 
13 • 10906550+02 -.633 -.451 -.301 -.155 -.232 -.235 

E~TIMATED COEFFICIENT!l 

INDEX TVPE ESTIMATE STANDARD ERROR 

AR -0,633 0.159 
2 AR -0.451 o.zos 
3 AR -0,301 0.261 
4 AR -0.155 0.113 
5 AR -0.232 0.102 
b AR -0.235 o.os:; 

FORECAS:r VALUES 

PERIOD LOWER95 FOlll:CAST UPPER95 

12t) -o. 548 0.061 1).670 
121 -0.595 (.1.126 (l.fJ4b 
122 -0.746 -U.024 ü .. ó?7 
12~ -o. "/90 -0.068 0.653 
124 -0.658 1).064 0.786 
125 -0 .. 675 o.053 0.782 
126 -o. 810 -0.082 0,647 
127 -0.746 -0.005 o. 736 
128 -0.707 (1.036 o. 778 
129 -0.745 -0.003 0.740 
130 -0.TIO -0.028 ... ,. .. o. 715 
131 -0.728 0.015 0.758 
132 -(l.725 0.019 o. 762 
133 -o. 761 -0.017 0,727 
134 -(1. 750 -0.006 0,739 
135 -o. 734 0.010 0,755 
136 -o. 743 0.001 0.746 
137 -o.7sq -1).009 0,736 
l:SB -o. 742 0.002 o,7q7 
139 -0.739 o.oob 0,751 

ESTIHACIUN y PRONOSTICO DEL MODELU AR 6 
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Am.boe modeloe proyectan un Pat~n eetacional regular hacia el 
futuro, -pero cuando un modelo e~toc~et1co ee uea eete patr:::n 

deP'!nde t:lUCho ml'J.s en l'-15 observacion~e PaBar.lb.e de las serie. H1J.Y 

un paralelo direc~o con el concepto de una tendencia local en una 

oerie no eetacional. (01ferenciac16n de la e~r1e> 

Kl otro aepecto de la eetacionalidad ee refiere a loe 

efectoe que 6Ursen en la e.ueencia de. o en adición a, el tipo de 
eatacianalidad deecrita en el P:,.rrafo anterior. Por ejemplo, una 

huelga en el muelle en marzo del aftrJ paoodo, p11edf:: infl11ir 1=..:n loa 
objetivoe de ¡.iroducción de eate afio, el las firml'J.s crf:en que hay 

una alta probabilidad de que tal evento euced1J. de nuevo. Sin 

embarso, a meno a que lfl.B hue lgae en loa mue l lee Be canv iert1J.n ~n 

unes. ocurrenciF.t regulfir. el rsfecto rJ'~ la hu"':lg'1 oriP.in!!il er:rá 
transitoria. Entoncee, mientro.e ee parece qu~ l~e abcervBcionee 

en laa miem8e ectac;ionee de diferentüB ~erán 

correlaoioniidf.l.e, efJt'.Jt.: corr(ll(.ciones ee pur..:rJr.:n espcrrJ.r qut: eean 

pequeno.B ci loe ef"íoa eetnn muy eeparadoo. Eetae conaiderncic)nee 

eugieren un modelo cetacionario, en el cual cualquier patrón 

eetacirJnal tiende a dccapf;l.recer en la medida en que el tiempo del 

pron6et1co aumenta. 

Proceeoa eetac1onalca ARMA. 

Conoidereec Wla oerie eDtocionaria de obeervacionee 

trlmeetralea. Una forma muy Bencllla de capturar un efecto 

e9tacionnl ee por medio de un proceeo autorresrcaivo eataoional 

de cuarto orden de la forma 

14>. \ < 1 

Eet~ modelo ea un caeo eep~cibl de un proceeo AR(4). pero 

con el reetrins1m1ento de que cfl
1 

= 4'
2 

= <P,. = Q. La~ 

del modelo anterior eon muy eimilaréo 6 aquellae 

propiedb.dee 
del proceeo 

eatacionario AR( l) '1 ueando lae 
dificil demo~tt·~r que l~ función 

tecnic~e deearr0lladbe. no 

de autocort·elei.cion ee da por 

ee 

{ 
,,,'-'• 

P{T) ":; Ü 
4 
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Lo máe cerc~no e:e ftP, I a l~ unideid. trias fuerte ee el patron 

eetacional. Sin embargo,. en la medida que :1;
4 

per?Hane::r::a der.-.!":i 

del 01 rculo unitari·:i. el efecto est'.icionti.l es n/J determin1 et.icr ..... 

con.el patrón eetacional sraJualmente die:ininuYendo en la medida 
en que lae prediccionea ee hacer. u11"J.f; ".I rr.ae hacia e.delante. 

El morle lo anterir.Jr ee puede extender a tener tanto té-rminos 

AR y HA en o"tror rez..-,.srJB eE;;-t&r.:ion~le8. Si s r1ennt~ el numer·,') -:.1~ 

eBte.cicmes en el F.il'So. unb !ormule.ción e:eneral ef> r;omo eigue: 

donde 

1 - ~~ -

y (, eB un t.ér111ino de dieturbio de ruido blanco. El valor de e 
eeri cuatro o dooe en aplicaoionee económic~a, correepandientee a 
obee_rvacionee trimeotralea o meneualee reepectivwnente. La 
expree16n 

define un ¡...roc1~eo eetacional puro de orden ( P,(n •. En el co.eo di!' 

la ecu6ci6n ~nterior no tcndr:t. Vl'J.ct.oe en retr~Bo6 no 

eetacionalee. Sin embargo. a menoe de que loe movimientoe 

eBtecionalee ee eiente Que ee~n 

~redeciblee de la eerie. t~l modelo no eerá ~propi~do. Con d~toa 

menBU'-tlee, por ejemplo. paree~ razonable ~u~oner que una 

observación en me.r=.J ee relocionfl.rd. n unll <.Jbei::rvti.ción F;:n febrl'::ro, 

aei como a la obeerv'-tción de tr~M'Z<.i :if:;l r,J"S(.J P'-.181'3.do. 
Hey doe fortn~E; d(l conetr-uir mr.Jdeloe que h'-1cen r.:oneecionee 

para mov1miento6 eetbciom.Llee Y no eotacionalee. El primero 

eimplemente llena loe vacioe en el proceso eet~cional. En~onces 

un retraeo de primer orden puede incorporaree a 

l.:>,! < 
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para prOducir 

:: -, 
pOr_:un.c-~rocec~ no_ ee~~oiori~i-,:~~$P_t_~)-~_ --~~-~-· 1.e~-

donde <l>ILl y 9(Ll eon loe pal1nom101>. ·a.,o_o_iadoe definido" 
anter1o?'11\ente. Combinando .: 

y 

produce 

Eete ea un proceso ARMA eata.cional multiplicativo ARMA de 

orden (p,q) x (P.,Q)
8

• Como un ejemplo eimple. coneldereee que un 
proceso AR(l) ee incorpora a 

\.P, 1 < 1 

El modelo ee convierto en 

C 1 - <t>,Ll ( l - <t>,L' J ". 

Reto ee pUede reescribir como 

donde <P
0 
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Las formae multiplicativas ee 
modelado de series de tiempo~ Sin 
deearrollado que indique porque 

ee debe preferir a 

uean amplie.mente en el 
embargo. no hay algo 

Beto se debe suponer que loe mod~loe multiplioativoe eursen m.ie 
naturalment~ cuando la diferenciaciOn ha sido hecha y ee pueda 
identi~icar la eetac1onal1dad por medio del correlograma. 

Una olaee sener&l de mod~loc. 

El material preaentado anteriormente eusiere una 
aproximación general ~ la conetrucción de modelos baeado en la 

dlferenclaoión. Eeta ee la flloeofl(t adoptada por Box y Jenkins. 
Ellos proponen que los operadorec de dlforenclación convencion~l 

y estacional ee e:pliquon h~ata r;iue lfl serie ee~ estacionarla y la 
eerie estacionaria ~e modele por un procveo ARMA ectacional 
multiplicativo de la forma 

donde D y d eon enteros que denotan ~l nOm~ro d~ ve~~D que loa 
operadorea de primeras dif~renciae y d1ferenc1ae eetacional~e ae 
aplican reepec~lvomente. Eeto ee conoce como un proceBo ARIMA 

eetacion~l multiplicativo de orden (p. d. q) x (P. D. Q) •• 

Una formulación ~e general ce obtiene relajando la 

eupoB1c16n de que la parte estacionaria del modelo ee un proceeo 
multiplicbtivo. Un modelo de eeta forma ae puede eecrlbir 

donde loe polinomioe 4iCL) y G(L) tendr~n par~mett·oe de retraeoe 
eat&.cionalcB y no r;Btac:ion~lee. :r.i,o;:ro puedQ'n tener vacl os. 
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Ninguno de 106 mQdelos presentados anteriormen~e preBentan 

algun problema nuevo en ouo.nto a la eetimaci~n y predicci~n. La 
dificultad principal recae en lo. eelecc16n del tr1odelo. 

La eerie de la linea de paBaJeros dada en Eox y Jenkine ee 

una eapecie de claeico en el modelado de seriea de tiempo. Loe 

datos relacionadoa al total de paaajeroe meneuo.lea aobre el 

periodo enero de 1949 a diciembre de 1960. La a1guiente fisura 

muestra una sraficn de loe logaritmos de cotaa figurae (en 

milea), junto con loe pronóeticoe hechoe a partir de julio 1957 

ueando el modelo 

Este ee un proceeo ARIMA eet&cional multiplicativo de orden 

(0,1,1) x (0.1.l)u• con z
1 

en logaritmoe. Las ectimo.cionea 

obtenidas por maxima veroaimllltud. usando el conjunto completo 

de obeervacionee eon 

"• = -0.40 
(0.09) 

e .. -0.55 

(0.07) 

Le.a cantidadeB en p~rónteeie aon erroree ee~nndard ~eintOticoe. 

La eatad1etica modificada de Box-Plerce baaads en loa primeros 48 

autocorr~lacion~e de loB reeidualee ec Q•(46) = 44.12. Eeto no da 

indicnciOn de una eepec1fic8clón equivocada. 

Kxt:•andiendrJ y rearr~slando 

con eue valoree correepcndientea de e. y eaa d~ lugar b. 

... 0.22 ª1.-u 
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Capitulo 3. ~'-dep~~dencia -d~ la funci~n :s en reaseguro. 

Retenc ionee, 

El problema de la reten61(:;n 

General 

Imagl nee;e un,,,. cartera de eesuro gue ee torr6 eobre vat>ioe 
portafolios~ cndb uno de dietintae colectividadee. Se debe llrunar 
a l& euma de vnrioe porta!olioe ~etenidoa por la cartera del 

asegurador como au mo.ea de rieeso. 
Háa adelonte ee debe suponer el portafolio individual y que 

la ex~ericncia de loe reclamoe de loe rieegoe indivldualea en 

cada portafolio eon eatc.1cáeticamente independientee entre ei. 

Eato Bisnific-"1 quFJ ll)B ic:xf,F.:r1..1"Jnc1~e d'.: reclamos s:~) Pfit'f;I trJdo 

t·iec;;o i F~n l& tnF1Gt:.o rlr: r-il;!cgo i::ntl)ra son 1ndepend11;::ntee entre Bi, 

aún ~uando loa Pltr:•met.1'.:ie que Cúrllcterizan el rieego eon 

crJnoc idr.1e o nr.1. 

El problema de lo r·ctención conaieto en determinar para una 
maea de rieogo lo porción retenida que ee de provecho para la 
carter~ del aeegur~dor, y la porción restante que debe ser cedida 
~ o~r~ cartera de riecgo, ~l reaeegurador: 

Zr•·- Parte del r·eclamo total tomada i:ior el rea.segurador 

z.,OT.- Reclamo total 

El reclamo eetá deci~lvamente influido por el coeto que el 

rca6egurador demanda por tomnr a au cargo la parte cedente. 
Conaidéreae una maca de rleeso dada que conaiete de N 

rieagoe, donue el 1-óeimo rieego ee caracteriza por eer el 

reo lamo acumulado s:º. Si ee puede determinar una función ", 

q,ue ee le pueda aelsnar un(! :porción retenidfl R~u con la 'función 

de mue a treo s~º del proceso del reclamo acumulado al tiempo t. 
entonces ~e habla de reaeesuro individual (reaeeguro por ~ieago). 
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3!:nbwlicamente: 

( i = 1, 2, 3, 4, ••• , Nl 

En oontrae~e con lo anterior, la retención bajo un 
de reaeesuro slobal ee determina eolamente 
experiencia de reclamoa acumuladoe para 
completo.. En "1mbolos: 

B [ E s:•• ] 
I•• 

3.2. Distintos tipos de reaseguro 

con respecto 
la ml:i.e&. de 

La reteno16n bajo reaeesuro Proporcional y no proporcional 

eiatem&. 
.. lo. 

rieaso 

En lo. práctica hay dos formas UBUalea 
individual 

de reaseguro 

i) El caso proporcional 

El n<amero a, ee llam~ el Porcentaje de retencion y la 

retención ee l\ s~u 

En eete caeo el precio demendado ~.ar el reaeegurador de 
aceptar la ceoión del rieaso proporcional ee 

donde P~"> denota el co8to de tomar el r ieeso completo. EBta 

forma de ree.eeguro ee conoce como reaaesuro par excedente. 
(Surplue Reineurance). 
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11) El caso no proporcional 

s,[s:"i = t min [salto del monto, M,J 
•ol\o• 

(O, t l 

el diesrema. Cada funclcn s
1 

ee unlce, caracterizada una vez que 
el 11 mlte M

1 
ee da. 

- H" ae 11&.mes. el pr-i111e't' riesgo o retención ml:lxima 

- El coeto de éete tipo de reaeesuro ee da en la forma de lo. 

el 

r;;c5tr 1 rJ1:- tr..im~r· comp h.:t'1ment,e F:t S~º. Jo:et"t fonn.<J. dlJ rel!seeguro ee 

conrJOFJ como "Exr.:r:eo de P'.:rdic.Ja''. 

En ambos csooe, prororcional y no Pt'Oporcional ~ el problema 

de la retenclon conaicte en determinar para cada rieeso en una 

ml'it:~ dt: rieee.o ur1 número correa'¡'.londiente ( .l!L, o M\_). En eet~ 

cone~!Cn. óetoe númeroe Be deacomponen como aigue: 

~\_ = e\ (1=1.2, .•• ,N) 

El problem'J de detir.:rminllr loe f.:i,ctor,e;c :\ o 6
1 

ee conoce 
como el problema de l& rt:tención rel(ltiva: Si el objetivo f;e 

determinar las conet~ntb6 C o k ee trata con el probleme de le 

retención abeoluta. Esta diet1nc10n B~ puede expreear de otra 

forma diciendo que el problemb. de la retención relativa ee 
refiere en encor1trer el grado de lae retenciónee. mientrb.e que el 

problema abeoluto buec"" determinl"Jr el nJv~l dF:: ¡,..je r°'ítenr.:if'>nes 

involur.:r6-daa. 

Reaeeguro Porpvrcional 

El objetivo ea determinbr loe númeroe caracterl eticoe al 

parb el reaeeguro proporcional (retencionee proporcionaleel como 
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oonetantee multiP11cativae. ;3in duda el ir1atrumento zrrti.e 

conveniente para determinar a\ ee el principio de m1 nim.e. 
varianza. Se procede de una maea de rieeso de N rieegoe para el 

cual ee tiene par.::i el 1-éeimo rieaso (1 = 19 2 ••.. , NJ 

S
1
u variable aleatoria que denota el reclamo acumulado -::n el 

periodo de calculo ( (i ~ 1). 

Ptt> '=l coeto del rl".:ljBegurr; por fi8um1r el lOOX de Sh 1 

Aplir.-~ndo ll!iB ret.encion~e propr_,rcion~lee '\. lb c~nt tded 

N N 
: = E a. pll) - E b.. SIU 

t= .t \ l=. \ 

repreeento une v¿u•io.ble eatocáatica la cual mide el 'flujo de 

beneficioe e'.llV'J.doe" !:$r.:bre lu porción retenid6 de ll'i m(Jea de 

rieago. El principio de la rn1 n1me. varianza requiere que para un 

valor eaperado dado de eete flujo de beneficioa ealvado~ la 

varianza eef.I. t~n :;.iequeNb. como aea poeible. En 61 mboloa 

Vo.r [zJ = minima 

bojo la condición 6dicion&l que 

E [z) = oonetante 

Por el método de mult1pllcadoree de Lasrange ae encuentra 

este mlnimo en aquelloe puntoe donde lee derivadae parciolea con 

resi>ec"to_ a 11,, (j :._ lt 2, ..... N) de la función 

donde 

Var [zJ 

y 

N 
E [:ol E "¡ CP'" - E [s'"J> 

l•• 

N 

I: a: Var [ScuJ ... 
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de d6nde 

ee aigue entoncee que 

y por lo tanto 

"­
J Vf1r s1 j, 

?l 
a~ var .. ( s'~'J-.t:- .... ~, 

L' J> c-----
Var·s•l.> 

para j -::. l 1 • • • • H 

EBte reeultado ee puede interpretar como eisue: 
- Oependien<lo d" la eler:oi6n de la constante C. la fórmula puede 
producir un valor de al el CUti.l exceda de L Kn eete caeo l\ ee 
obliga eser l. 
- De Finett1 demoetr-6 qu~. eujeto a óeta regla. el aJ oalculado 
de la íonnul.-.,, er.)n eolur.:ionee al problem1.1 c<;:f\o ee presenta 

anteriormente. 
- La con.t'tonte C depende de que tan grande el valor eaperado 
de lo ··ealvado" debe eer. 

Ee importflnte notar qu~ h1":1etJ1;1 nqu!. ee hn dadc.i pequefia 

itr1portanci& i!I. lo. pregunta ei ScJ, ee el reclamo acumull'J.rlo de un 

rieaso con parámetro de riecgo conocido. al ea ael. entonces 

E cs"'1 = µ, <-1>> 

y 
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entonces 5e tiene para loe factoree xj 

_P_' i_•_-_µ ,_<4>_>_ 
O'~ (4>) 

Se deberA llamar a la sraduaciOn que reeulta de loe fao~oree 
proporoionalea deearrolladoe aqui una eoluciOn de Fine~ti del 
problema de la retención relativa. 

Reaseguro no proparcional. 

a) Para el reaeeguro no proporcional lae eupoaicionce pueden aer 
mejor formuladac como c1gue: Seo 

- $1 ~' la variable aleo.toriE\ que de.;;1oribe el reclnmo acumulacto 
del rieago 1. 

- M.'" el llmlte del reclnmo (primer r1ess0) que ee bueca para el 
1-~almo rieago. bejo ~l cunl loe reclrunoa ee pasan por el 

aoogurador directo y 

- PM (?1") la prlrua del reaaesurador por aceptar el reaaesuro 
proporcional del rieego i car~ctnrizado por Ml. 

Supónsaoc que lo. me.ea de rleoso coneiote de nuevo de N 
rieas:oa. En ad \c10n ee debe euponer que sh> e¿: unn euma 

aleatoriti. de V'1ric1hlec ind'"J?r~ndientec no neefltivaf.; 
idéntico. función de dir.tribución F1il(X). Stmbólic~mi;:nte 

con 

.. , 
YC.l• s··~ I: 

'"º 
> 

(e." vei.r-ie.ble ~etoc:t.at.ica contable d-:,1 

numero de recle.moe del rieeso L l 

El arreslo del reaeeguro caract~rizado por ~ determine. 

entoncea la variable de retención 

.. 
' 

I: tnin CM.". Y;ll J 
"º 
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Se tiene "eritonciee<i~'..ºf~-~~ula:.s~·ri:er~:;::--.~-P~·~~ e"'i. valor··eeperado 

Ec~f=s C\l s 
~ ' ,· ; . . . ' 

y ~ra 'i~· v'á~ianze( .. :·· 

·-.• v~r tii) ¿E ~A,l var c.f,"c~ii}+' Var 

Solo falta determinar ¡¡ <t\ )] . 

Eaoribiendo simplemente F por Fh, s~ _!.ie~e 

w, ~ 

E ¡y;" Ct\ll = J X dF(x) + !\ J d F(xf· 

Similarmente 
WL ··~ 

E C~" CM, )
2 

J = J x
2 

dF(x). + .-1< J -d F(x) ·= i<-::- 2 J ';;_ FCxl l dx 
.. , o 

Entonoee 

"• E Cl\l J [1 - FCx)J dx 

E [A,J ( 1< - 2 ;• x F(x)J dx - (? [1 - FCxJJ dx n 
+ Var [l\l [ ~l [1 - F(x)J dx r 

Por Oltimo ee debe auponer que la prima de reaseguro ee 
calcula de acuerdo al principio de valor esperado 
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Se uear" el principio de la m'nima varianza. La variable 
aleatoria 

z á"' - r'"<s.> - s. es'"» 

denota la "ganancia remanente dentro de la retención". donde piu 
es la prima que el aaegurador directo recibe par el rieego con la 
variable de reclamo acumulado sn>. 

Como laa ª~ eon independienteB. ae tiene 

E [ZJ ¡p'" - (1 + a
1

) E ¡s'" - B-,l - E [a,JJ 

" '~' {Í)'" - Cl + a,l ¡¡ ¡s'" - s.r+ a, E [~S,Jl 
y 

H 
Var [ZJ E Var [S,l .. ' 

El objetivo ee de nuevo hacer Var (Z] tan pequena como eea 
poeible para un E [ZJ dado. 

La función de Loaranse tiene -1a !Orma 

~ = Var [ZJ + J.. R [ZJ 

I: Var [s,l.,. J.. E ¡p'" - Cl + a\f B ¡¡¡'••-_: 11..J + a1 B CS,ll 
\.=. ~= 1 

y por lo tanto 

6t1 
) 

6 
-- Var (sJJ + J.. 

6t1j 

6 
-- Var [g

1
J 

611; 

6 
a -- E t&,l 

l 6t1J 

6 
R [s,_J 
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e) Solo falta introducir 

encontradae en el incieo 

6 

6
: Var (s¡l 2 H, ~ (A¡l. [1,"'. .~-<.?:l,lÚ' 

J 

+ 2 tl - F5H¡ll __ tv~:.¡~~jY~tA1.ll ~1Ú - F<xJJ dx 

""--º - -. ·' ~A,:~:~·. 

Sustituyendci ésto: en·· 
: ': .· \~·.·:. «:; 6· . 

ise obtiene 

Usando la abreviatura 

se tiene 

. t.~1 1. :.,;. { k a . E tl!\l 
'. 6H

1 

Var CA~.:_ 

E (A
1

) 

Cl - F'"<xJJ clx 
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Se debe notar que•; = ú para una variable A;, que .ee el 

número de reclamos. dietribuid~ como Poieeon. con el parAmetro de 
riesgo conocido. 

51 ee examinan las eupoeicionee hechae bajo b). ee enouen~ra 

gue la repreeentaoiOn 

A, 
s~ E Y~u CM\) con Y~º (M.\.) independientes e idénticamente 

J•O 

die~ribuidaa ee solamente poaible ai el par~metro de rieego para 

ylL>(M ) y aquel de: la función de dietribución 
J • 

E'"<x> ee 
conocen. Por ello, hagaee la eiguiente supoe1c1ón: 

La v~riable aleatoria Su) 

- P CA, = kl = P~"C<j>l 
- P ¡y:" s xJ = E'" (x) indep<;ndiente de oj> 

- La convención de que Y:\.> (j = l. 2. . •. ) eon no nesativae, 

independiente e idónticaniente dietribuidae. 
Haciendo válida 18 eupoa1c16n, ee obtiene 

a> 
donde v;<4» = E k p~'' (<j>l 

ll 

T~ (4>) : ~ ( k - V/4>ll' P~j> <4>J 
k=O 

Eeta fórmula ee de particular interée ei la variable de 

conteo do reclamo de riesgo ee dietribuye como Poiseon. en éete 

ªª"º• T~(<j>) = ";<<!>> i; entonce" 
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51 de determinan loa aradoa que re8Ultan de la eolUoión de 
Finetti al proble1n11. de la retenciOn relativa en el reaee11Uro 
proporcional si se conocen todoe loe par•metroe de rieeso y la 
prima de reaseguro ee calcula como 

se obtiene que: 

>.. 

' 
p' J > - µ.(tj>l ~~J~~ - ~«l>l (l + .~ -1) 

"'~ (<j>l 

>. µ.(<j:) 
c-'---

"'~«l>l 

"'~ «l>l - ": (<j>l 

El problema de la retención absoluta 

Siguiendo la aproximac16n vista antet·iormente en loe 
e..epeotoa g~mí.::r6.lr::a eir;; tiene que detet·111ino.r el nivel de retención 

pera una sreduación dada que ee calcule. con el principio de 
Finetti. Eeto ee llanv!t el probl&ma de la retención .-.ibeoluttt. 

Formúleab una sradu~ciOn como eieue: 
a) Para el reaeeguro proporcional esto ee da pGr 

donde 
V función que aeocia un numero con la diatribuciOn de 

probabilidad del pro ce a o del reclamo acumulado s'i> 
retención proporcional a

1
• 
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F·J = cargo de porcentaje sobre el valor eeperado contenido en la 

prima de reaeeguro. Le. p'J> - E (S'Pl = L1P = Yj E (StJ>] 

C = eonatante por determinar 

b) Para el reaaesuro no proporcional eato ea 

donde 
W = función que ~eoci~ un numero con la dietrib'Uci6n de 
probe.bilidad del proceso de reclamo acumulado s0, v el limite 

MJ. 

ºJ = Cargo de porcentaje eobre el valor esperado contenido en la 
prima de reaaesuro 
K = conetante por determinar. 

En estas -fórmul(le el problertLe. de la retenciOn abeoluta 
consiste aim~l~mente en determinar loe valoree apropiadoe de C y 
de K. 

EB f~cil ver como la sraduao16n óptima de acuerdo con loe 
principios de la retención relativa concuerda con la ~ormulao16n 

dada aqui, Phra eecoser V y W como eigue 

y .. 
J 

w"cMl' s'"i = 11, + { .r r1 - ¡ti•cxll c1x 
o 

Para escoger V y W de una maaa de riesgo que parte eB 
reaeegurada eobre una baee proporcional y parte aobre una no 
proPorcional, l&e doe conetl!lntee C y K eon idénticaB. Por ello ea 
fáoll ver que doa formao de reaeeguro coinciden para un rieeso el 
cual eiempre produce el manto de reclamo m.\ximo (completo), ei un 
reclamo ocurre. 

Sea s'J) igul!ll a donde '(l1 ee un numero (Y" 
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no es·uíae una variable aleatoria) independiente de· e, y eecójaee 
' •J> 

ªi· y HJ tal. que ªi Y1 = H,. Entoncee 

[AJ 
y: J•] .. Var l~O ªi 

v"'iªi• s'i>i = 

E [ ~j ª1 y:J>] 
l•O 

Del.otro lado 

w* ( HJ , s'1'J = HJ + t 1 H¡ HJ (t j .. 1) 

"J . 
donde .r [1 - ¡;'l'(")J dx = HJ 

o 

Bn orden para obtener el riesgo reaoesurndo exactamente en 
la m16llla forma bnjo reaseguro no proporcional y proporcional, K 
debe acr iguttl a C. 

Finalmente se llega a ln aiguionte formulación del ~roblcma 

de la retención abBoluta. 
- Sea V y W lCltJ funcioneo nnteriorea para renaeguro proporoionol 
y no pro¡•orcional reopectiv6mentc. 

- Sea y\ y '\ loe corf{ol) de porcentojee e-obre el valor 
contenido en lae p~imae de reaseguro proporcional y no 
proporcional respectivamente. 

Entonces aenn dadae lao 
retencioneo por 

V(b.J, s'J'> = e r, 

elguientee sraduacioneo 

K a 
) 

de 

Be caract~rietico del problema de la retención abeoluta que 

ninguna eoluci6n ee poeible ein alguna formulación de loe 

objetivos de negocioe de la carter& de rieeao. Eeto en en 

contraste con la~ coneideracionee sobre graduaciones de 
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retenciones (problema de re~enci~n relativa) ~nde ee empleo el 
principio de minima varianza que podria eer aceptable dentro de 

cual~ui~r contexto razonable de objetivoe del negocio •. 
Antee de formul~~ eetos obje~ivoe ee deben deecribir lae 

coneecuenciae de varioe nivelee de retenci~n. Taleo coneecuenciae 
eursen del hecho de que l6e reeervaa libree de la cartera de 
rie~go fluctúea.n de ~cuerdo con eetoe nivelee de retención. Se 
hablo de ~etaa fluctuncionee como la ct\mlnat.a aleatoria de las 
reecrvas librea de la cartera de rieego. Para una maea de N 
ricasoa la última tiene la aiguiente aperienci~: 

Sea S~t> ( i. = 1, N) el proceso de X"eolamos 

acumuledoe del rieago 1. Por eimplicidad ee aupondra quo para el 
parámetro de rieaso conocido eete proceeo ea Poieeon compuesto, 
eeto ee 

s'ü • y'" . 
Para el rieego con parámetro de riéeao t ee tiene 

(µ.c.¡.. lti' 
E exp [-µ (ij> )tl --'-'--- it•" Cxl<I>.> 

lc=o ~ " kl 

que ee la función de dietribuc10n del recle.mo acumulado 
donde 

S
lh 

'. 

repreBenta la función caracteri etica del reclamo acumulado S~~). 

Sobre lae retencionea ee h~ eupuesto que los proceeos d~ loe 
reclamo~ acumul'-:i.dOts con 1ndependientec unoe de otr::.tE;. Se 
ahora el argumento ueando la hi¡óteeie para el t::ft.BO en 
todoe loe parámetros de riecso ee conocen: 

ccguirA 
el cual 

Primero que n~d~. ee inveatiaara le distribución de 
probabilidad del proceso del recl~o acumulado para la mas~ de 
rieeso corn¡..lete, i.e. para 
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N 

s, = t s;" ... 
como lan s:u son independientes ee tiene 

H 

n Y':" (u) = ~ exp [µ t<j>. lt t:.:_cul<j> ) - l) J 
\ =.1 .. "' " 

N 

·, = exp e t .. µ_ccj>,>t t:.:,Cul<I>,> - lll. = 
f.=.I 

donde 

y 

EntonceB ae tiene el siguiente resultado 
Teorema: 51 el proceeo de reclamos ea una Poieeon com.pueeta 

e independientes eon entre eiw ~ntoncea el pro~ee~ del reclamo 
acumulado de la maca dr: rieeg("..1 completa ~6 ta.mbien unl!l Poieson 

compueeta. 
Lee <loe relacionec anter1ore6 da ln inteneidad (condlcional) 

y la dietribuclón del monto de reclamo acumulado (condicional) 

pb.rb este proceeo. 

En compar6ción con el proceeo de reclamo acumulado Si Be 

tiene el insreBo por prlc'.lts.c e.cumulado 

donde P~"> ea la prima acumulado. de la. cartera de rieoso 1 en el 

intervalo de tiempo [0.t). La diferencia 

z7 = P7 - s\ 
repr~aentb. la caminat~ aleatori~ de la ganancia re~liz~d~ eobre 
el rieeso en cueat16n. 51 tambien ce toma en cuenta lne reaervaa 
libree disponibles de la cartera de rieeso Q al tiempo t O~ 

entoncee 
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que ee la caminata aleatoria de lae reservas librea de la cartera 

de rielisoe. Bl eisuiente diasr..- h"-º" ..la 
diferencio.e 

olarae ;;etas 

Aunque ae daf1n16 el problema de la retención absoluta. no 
ee reeolvió porque éeto eolamente ee puede hacer dando una 
formulaciOn de loe objetivo.e del negocio. Si ee eecose la 
probabilidad de ruina como el criterio de eatabilidad, ae define 
entonc~B un objetivo d~ negocio. Intuitivamente. eata o~c16n ae 
puede exPlicar mejor diciendo que la eogurldad ee totr1ftra como el 
objetivo máe grande de la empreea. 

Las aupoa1c1onee dadae anteriormente eon 
dada una graduación de retenc1onee 

a) V (al, s'i>) = K y l Para e 1 reaeesuro proPorc ional 

b) W(M
1

, s1
j>) = K a

1 
Para el reaeesuro no proporcional 

ee requiere una constante K tal que para el proceco de reclamo 
acumulado de la maaa de rieeso completa remanente dentro de la 
retención la probabilidad de ruina eatiaface 

para un~ u d&.rla (ueualmente grande) y P
0 

(usualmente pegueffa) 
Ee intuitivamente obvio que • previniendo que loe cargce en 

la porción ~etenid~ no eon C/J.D'l.biadoe, mientrae m&.B peguena eea K. 

m.ae peguel"l& ea la probabilid~d de ruina ~(u). Como h~y un eesundo 
interéa de retener lo maa pooible do r1easoa y 
aanancia esperada). el caeo ~(u) ~0 ee 
eisnificancia en la pr~ctica. 

eu conaisuiente 
d{; Pllrticular 

En ~rm~noa de la func10n care.cterietico.. ee tiene 
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_Y'., <u> = r eXP_ cµ"cei t ex* <u> - 1n c1ucei 
' e , 

para el Proceeo·de reclri.mo acumulado~ donde Q aparece ,como un 
parametro · sene·ral. Sobre la· baee de A e~ tiene 

y 

Para el pror::eeo del recll!lmo acumularlo re-tenido "ices,) ee 

tiene (el 1nd1ce k ea para recordar la conaeante ueada en la 
graduac!On de retenciones): 

donde x* <ul ltl 

I oxp ¡µ°(e¡ t ex* <uJkl - lll c1ucei 
e 

N µ_(9 ) 
E -•-- x <uJltl con x.<uJkl = x,<";ul 

l•• µ*(e) 
1 

en el caso de reaaeguro propqrcion~l y 

"' c!F, (><) + exp ( 1ul'I, J J dF, (l<) w, 

en el caeo de rea.seguro no proprjr·cional (exceso de perdida). 
eiendo a.

1 
la graduación df'J retención proporcional r'1aultante de 

la conetante lt en 1(1 e.ro.duación de retención y H~ r::l primer 
rieBgo psra el 1-&oimo rieeso reeultontc de la miema conatante K. 

Loo proceeoe St y l\. ( St) eon eujetoc e la mi eme. ley de 

probabilidetdee incluyendo la eutitución xl<ulk1 para =t*<u>. 

Por último ec adherira el supuesto del 1ngrceo de la prima 
lineal 

p* = et 
l 

137 



* Noteee que P
1 

en el problema de la retenoi~n abeoluta eo 
deberá interpretar como la "prima remanente" deepUee de ¡,, 
deducción de la prima de reaeeauro. 

La graduación óptima de retenclonee. 

En lo eubaecuente ee trabajara con lo. regla opt1ml!1 mie que 
con lae regl~e S6neralee: 

"J 
M; + ~J ~ (l - FJ(xll dx = lt<>J 

Recuérdeee la relación ( J 
VarCA~:__ 

E [Ail 

dond9 AJ denota la variable de conteo del número de reclamos en 

el periodo de calculo [0,1]. 
Rn base al eupueeto de que loe montoe de reclamos de rieagoe 

eon indei>endientee. B6 puede emplear la fórmula: 

E Ca,s'"l = E [/\,J E ta, y'"J 

donde y~P es el 1-~elmo monto de reclamos del rleeso j y 
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E ((y<l'¡•¡ + t¡ E" ¡y<l•¡ 

E ¡y•" 

En el caso del rieeao con par~mctro conocido ee caracteriza por 
t¡ = O (Variable de conteo Poieeon) 

La condición de eetabilictad 

Ahora ee tiene el problema de eetimar la probabilidad de 

ruina \J'(Ujk) pora el proceoo de reclamo retenido acumulado Sic(Sl) 

de la m~ea de rieeso tot~l. Una conattJ.nte K ee admitible ei 

Y coneidéree,o; k como adtt1itible ei la condici6n m.!te eatricta 

J exP (Pk (O Jul du(e) s o 

Be cumple. 
Ee claro, en virtud de 

que el valor de k que ee admitible en loe términos de 

J cxp (P.(O)ul du(O) s O 

sarantiza una probabilidrid de ruina s P
0

• Lo inver.eo no ee 
cu.nple, ein embargo, tisi que en el ceao linüte 

J exp [P.Ce Ju] du(e) = O 

ee ontendr~ en general unn conatante K para el cual ~<ulkl < P
0

• 

Deade el punto de viet~ de la eegurid~d. ein embargo. no ee eetá 

en el lado eeguro, ee debe aceptar el hecho Que ee puede obtener 

una formula clara y labQrable solamente al precio de tener 

valorea de k gue eon algunas vecea demasiado bajos. 
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Determinando la retenoi~n abeolUta · cUar\do ~-1' pa~metro de ; rieeaci 
ae conoce 

a) ª";:r:~oceeo de reclamo retenido ..'a~Í~do ¡i<5¡wd~/ la,;. maea 

de rieeso entera tiene la~-º~~::-_:;· .. >;'.>:··,· ;"·'.~:i ·:·._~·;;~·(_-::.-:; . 

... ~ª;s ,<uJ = e~p (;.•(íi¡\ ~* fu'ík>;:" 
k \ . '-·· - °'-'=-" ~:;;..;-: :~;:;~::<:-'~::,-.,_ -._.,. 

Se eeto.blece _;na oon;t~t;,·j~'6,> dó't'e~~.;.,'.i~ P<>i .ia ~~u~i.1~; .· 

···•· 1•·.~ •.•. ;.•··;~\-.;i~<Rlkl···~-•:. 
-"-" .·,-·-, ---- -

x'<ulkl ee entie¡;cí., cciino'la :f\inc16¡; ¡¡enr.radora d., l!IOmantoD. 
Se tiene. que 

t ..l:;- ;l;é<RI kl ,- ~ :-_ :;_.~ ... ·.~-~-=~/~··· dF,<xlkl 
hes . µ,. ::> -,.;;:.:~ "~-~.:-' -co 

·./.·-~.·' 
De la expaneiOn - '~-~ti ;'/), 

e"' = 1 + Rx + <Rx>' + (t*rmi~~:s~ [!raeI V demae pctenciee) 

ae encuentra que. ~i rio ae 'tci~-~ \~~- ;~~~~~- loe término e entre 
parónteaie. 

x·<ulkl :x 1 + R ~-_!:'.~e_ E CY"lkl + 
i•• µ 

y euetituyendo lo ante~ior en la ecuación para obtener R: 

1 + 
e . 
µ 

R ."rnik> 

l + R I: _:'..~-E O"'ikl 
~-. ...,_ 
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R 2 
~1 l!['i 11 '1l<l 

R = O ei el reeultado anterior produce un valor neastivo. En éete 
caeo la eetimación da un valor 1 paro la probabilidad de ruina, 
independientemente de loD reaervae libres 1n1cialee u. 
b) Para el reaseguro proporcional 

Como Be tr&t& con parametroa de rieaso dados. ee tiene 'J=O 

para toda j y entoncea 

"; 

Por lo t11nto 

E (('i 1 P l'l 

l! ['i 1 P l 

y ISUBtituyendo lo anterior en 

R : 2 

ee produce 

!! [C'i 11 'J 2 lkl 

l! ['i 1 l> 1 l<J 

:C µ,E [Y'" ll<l 

:i: ,.,, ¡¡ [('i'' "ll<J 

R 2 
C - :C ,,, ___ K_CY_' _' _' '"-1 k_J_ 

k "1 

R se pUede calcular de eeta formula. La. relación ee vuelve tMe 
clara ai ee repreeent.a. con 6i el cargo pro¡iorcionol al"iadido al 
valor eeperado en la prima de seguro retenida (deepuee de la 
deducción de 1'1 prima. de reaeeguro} y }'.>Or y~ como el c11rso 

af'fadido al valor esperado en lo prima de reaseguro. 
Se tiene 
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Y sustituyendo se obtiene 

2 
R = 

k 

Se: debe notar que 2/k 

~\~\E (Y<\>jk] 

:!: µ
1 

r, E [Y'" lkl 
se multiplica por un factor 

representa lae aananciaa esperad~e del reaseguro (lo 
reaseaurador alcanzaria por aceptar l!i reterlci6n). 

el cual 
que el 

Si ee deja rl = P ó\ lrazOn fija de corso proporcional en la 
porc10n retenida en relación con el reaeeguro) ee tiene de 
inmediato 

2 
R 

Pk 

La ~xpresi6n anterior es válida aon ein la Ultima hipót~aie 

si ee dt:f ine 

p 
~,.!_, E [Y

1
' > 1 kl 

:C µ, 6, E [Y"' 1 kl 

Gananciae del reaeeguro eeperadae ei 
la rt:tención fuera tomad~ a cuenta. 

Gananciae rotenidBa eoperadae 

Se.encuentre entoncee ~ue 

y.'°'(u) :s exp [-2u/pk) 

Y do~ la~relaoiOn exp [(-2u/P) k) = P
0 

ce obtiene 

k = 2u/[p lln P0 ll 

donde 
u = reeervae iniclalee libree 
p : raz6n de cargos at"íadldoa al valor eaperado en la prima de 
reaee~ro y prim~ retenida 
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e) P~ra el reaseguro no ~roporcion~l (exceeo de perdida) 

Como el 'parametro. del rlees;o ··ea· dado para cada rieeso ee 
tiene: 

MJ = k ªJ (aJ denota el oarso · eobre el valor eepcrado en la prima 

de reaeeauro) 
Si se Uea el ee1:-_ill'lb.d~. 

E.[(Y'"fJkl "'· l\ E t'f'"Jkl 

en la expreeión 

R = 
2 

C - ;;; "' E CY''' 1 kl 

k :!: "ir, E [(Y''"ikl 

y la tnicma definición }:'•aro 6~ aomo en la sección pecedente. del 
cargo de porcentaje sobre el valor eaperado en la retención, ae 
enouentrfl que 

:i: µ, 6, E ¡y''' Jkl 
R?: 2---------

:i: µ, H, ll [(Y'" jk) 

....'.'.__ :!: µ'~'E ¡y'''Jkl 

k :i: "•<>,E ((Y'" Jkl 

si ee eupone gue 

T 6 

entonce e la re le.e ión 

R ?: (2/T) k 

ce obtiene autom.1ticam~nte de la últitnb. expreei~n. 
Eecosiendo R = C2/r l k y haciendo u"o de la isualdad 

exp[(-2u/T) k] = P
0 

ee tiene 

k = 2U/[r lln P
0

IJ 
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donde 

u reservas inicialea libree 

.:- = raz3n de cargoe aHadidoe al valor eeperado en la prima de 
reaeeguro y prima r~tenido 

P
0 

= p~obabilid~d d~ ruin~ 6dmit1ble 

d) Para el reneeguro mixto. 

SupOnsaee que unn porción de la masa de riesgo, loo rleegoe 

de 1 a NP, ee aeesurl'ln eobre una base proporcional y que la otra 
parte, loe rleesoe Np•i ~ N9 ee aeesuren eobre una baee no 
proporcional. 

Se puedo deecompone1· loa rieegoo en doe partea deecrltee Y 

proceder como en leo ceccionea anterioree. Sea 

EP = gananci~ eeperadfi del aeesurador en lb retención de loa 
rieegoa que oon reaeeguradoe proporcionalmente y 

EN ~ Gan~noi~ oop~r~d~ d~l ac~surndor en la retención de loe 
rleagoe que aon reaeesuradoe no proporcionalmente. 

Ue~ndo la mia~~ nota~ión que la ~nterior ee tiene 

k 
2u E + E 
~~~- ----P..--:J'~ 

l ln P 0 1 pE• + TE,. 

e) Eetim.ando el error de la aproximacion 

En a) ee deJ6 

e"" l .. Rx + 
(Rxl' 

2 

Bl error envuelto agui ee a lo m.\e C= remanente de loe t6rminoe 
de la eerie de Taylor) 

Cl/6) exp [jRxll R" lxl" 

Suponiendo F. COJkl = O para toda i y cualquier valor de k 

(reclamoe no nega~ivoa), el error en x•<Rlkl euma h lo m.\e 
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((Rl = E ...!:< ~ '.: eicp CRxl x' cm< Jkl 
l-•• ·1-1• 8 .lt' L °?t , 

e "µ R2
Nµ 

1 + -- R = 1 + R E -;- B CY"Jkl + - E -'- !! cY"2
Jkl + ~<Rl 

µ• \:u. µ 2 \11.1 µ• 

ao encuentra una nueva aprox1mao16n para. R, que ee llamara. R,.. Si 
la. ecuac10n ein el término de error '(R) produce el valor 
eet.imado R

0 
ueado ha.eta ahora, entonces ee oonooe que para la 

raiz correcta R de 

e 
1 + -.- R - >'<Rll<l O 

µ 

Bl limite R
1 

80 debera calcular cuando ee trabaje con un ejemplo 
concreto. En el caeo general la tOrmula ee vuelve muy complicada 
para eer f~cilmente manejada. 
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Capitulo 4. Probabilidad do Ruina 

4.1. lntroducoiOn 

Un probleina en el riecso del eeguro. 

Cone1dQrece un riee¡o de ee¡¡uro de una Cia. con capital 

inicial b. primee aecendentee µ por unidad de t.ie~. y loe 

reole.moe ocurren aleat,oriamente a una taaa promedio v. El u1onto 
de loe reclamoe eigue la d1etr1buo16n con función Renerador~ de 
momentoe H(O). Se requiere conocer la probab111dod Pb de que 

QUiobre la Ci'1. 
Eete problema eB una aeneralizac16n del problema de la ruin& 

do un ju¡¡ador. Ac¡¡u.1 ce tienen flUCe61onee aleatoriae en óónde la 

variable Xr en el tiempr-J t, ee independiente rJe 1 conjunto previo 

entero de x·e. Bl 1nter0e eetad.1etico de t~leB euoeeionoe reeide 
en la~ propiedadee de Vhri~bleo o cucoaionec deriVhrJ&e. talee 
como lae ewr1a8 acumuladae 

El proceeo Sr se lle.JO.a cmninatl!l aleatoria. tJn la medida en 

que repreeente la paeiciOn al tiempo t,. do una pert'ona dendo un 
paeo aleatorio xr ind!jpendientemente de loe previoe. t.:Umo un caeo 
ocpecial ee tiene 

P {X, = 1} = p P<X, = -1} = 1-p 

Eete ejemplo repreeenta el prohlema de l~ ruina de un 
jusador, dOnde. eup6ngaae. que doo jugadoree A Y B jueaan una 
euoce16n de juegoe. con la probabilidad de que A sane un jueao 

i¡¡ual a p. 51 sana el jueso. adquiere una cantidad do B y Di 
piorde, perder~ una unidad de ou dinero. 

La dietribuoiOn de la BUJM s .. ea: la r - 6eima convolución de 
la función de dietrlbuoión F(x} de cada x,. o lo que ee lo m115D'lo. 
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en términoe de funoionee cumulantee tParzen E. Teoria Moderna de 
Probabilidadoe", pag 436 l 

Kr = rK 
donde Kr ee la función cumulante de Sh y K ee la de cada Xr. La 

función de dietribuclón de Sr ( con media cero y varianza 
finita), tiende a la normalidad en la medida en que r aumente. 
eiempre y cuando l& media m y varitlncia ,,z 
dietrlbuclOn común de que cada xr exieta. 

4.2. D1acua16n da loe diferentea mátodoe. 

> 0) de 11> 

En el problema original del juego, un pUnto de interéa era 
la naturaleza de la auceolón Sr al eata era limitada por el 
capital inicial de cada jugador, y, en particular, la duración 
del juego. Por lo tdnto. Goneldérea~ loa llmitee a < Q y b > 6, 
tal que ei Sr alc&.nzta. prim(:rO o f3o.le de loe llmitee del intervalo 
(a.b) en el tiem¡.o \· 1;l p1.·oceco ee termina. D~notese ltt. íunoion 
de dletr1buc16n modificndn de Sn por Fn(X), 1.e. 

(r = 1, 2, ..• , n-1)) 

entonoee ee tiene la rclbciOn de recurrencia 

-b 
Fn(X) = J F(x-y) dFn-a (l/) 

La probabilid~d Pn de alcanzar el limite b par primera vez 
en n <s~nar 61 juego) ee: 

51millU'1llonte para a eo tiene (perder el juego): 

p~ = Fn(a) - Fn(-(1)) 
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Si ee pene 

satieface la~acuac10n intesral do Frodholm 

b-
G(x,:\) = F(X) + >. .r FCx - y) d G(y,>.) 

Eeta ecuación, debide a Samueleon (1948). ee puede resolver 
en base a loe principioe antec mencionadoe, como ee ~uede notar 

en el eiguiente desarrollo: 

"' ., 
G(x,>.) = E >.'-' F,Cxl = FtxJ + E >.'-' F,tx) 

r-=a r=2 

"' Ftx) + >. E >..'-' F,!xl ... 
"' -· F(X) + >.. E >.'-· .r F(X-Y) dF,(y) 

-· F(x) + >. f FCx-y) E >..'-' dF,(y) 

-· FCxl + >. .r FCx-y) dG(y,>.J 

Ahora ee proceder~ con otro i:$itodo ~e sener~l para reeolver 
el caeo de l&. ruina de un jugador, debido a Wald. Primero ee 
eetablecen doe lemmae: 

148 



Lema I. - Denóte11Se el valor aleatorio de n al cual Sn alcanza por 

primera vez loe limiten (a,b) por N. Bntonoel!S 

~ P {N >: n.,> ----> O cuando ~------> m 

para cualquier e finita. Como c:r
3 > O, K (.;,~)-----> -~m;- cuando. 

n----->a:>, En coneecuenoia. hay una k' tal que 

P {~ < Cb-aJ'> < 1 s 1 - X 

De aqul que para n
0 

hk 

n /k 
p [Ce,., • .,-'\,,.< (b - o.)

2 para toda r = o, ...• h-1) s (1-X) D 

debido 8. que loa 1ncrementoe en xn eon independlentee. 

cualquier& de: lae h deeisualdadee lekcr+u-".irl ~ (b - a) 

aeegura que N < n
0

• Rntonceo finalmente ee demoe.trO que 

n /k 
P {N ~ n

0
} !S {1 - X) 0 = 0(exp[-µn

0
] = o(n~·) cuando n

0
--> (1) 

La probabilidad de que S
0 

alcance por primera vez y rebaee el 

limite n
0 

tiende a cero cuando eete limite tiende a co. ee decir. la 

probabilidad de que contini1e ,,1 juega deepuóe de haber alcanze..do 

éete limite eo nula. 

Lemma II .- Denóteoe la función generadora de momentoo de coda Xr por 

M(B), eupon1endo que exiete para tc.~',.J real e. y que t.iene la 

propiedad 

M(8) ---> oo cuando B ---> !w 

Reta última propiedad ee cumple ei 

P {e" < l - 6) > O y P {e"' > 1 + 6} > O para a.l8Una 6 > O 
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Tambien ª" v' U.do que 

W(B) M .. (8) 

donde lae comillae significan diferenciación con respecto a a. 
lintoncee si m = H"(O) 11! O, hay una y eolamente unl:l ral.z real 8

0 
Ji! O 

tal que M(8
0

) = l. 
Se nota que H • .. ce) = E {~ e6 X} > o para todo real e, en 

coneeouencia, como M(e) ---> oo cuando e ---> ! oo. entonces M(B) tiene 
eolamenta un m1nimo e,. Pero M'(O) 16 o. en conBecuencia e, 11! O y 
M(B•) < H(O) = l. El reeultado requerido ee obtiene 

IDENTIDAD DE WALD 

<¡M(Blj l: 1 1 

Para demostrar la identidad d~ W~ld. donóteae a j como una 
constante entera y P1 • P CN ;S j}. Bntoncee 

donde QJ = 1 - PJ. 8J denota lc. eaperanza condicional de Que N > j. 

Ahora para cualquier fijo j > N. Sj - SN ea independiente de s,.., y 

s, = s,, + ••• + s, 

En conaecuencia, por lo anterior. ee tiene 

150 



Ahora Q, ---> o c.'Uando j --~>;,, Y.E/<exp [as1JJ ·eeta.' limitado. 
(en la medida que esta eisperanz~ 'ee C?Ond~oiona~ Bobr~;.~ >__--j. ,aeµ __ · 'que 
IM(@)i 11: 1, ee obtiene: .-... .- .. ;.-.,. 

, ;-> ," .-< ,.:-~ :: 

;:: P1 E1 CeXP [es,.1 [M(e¡J-"J + Q1 E(Cexp (es¡~ [Hcf>,1;'!: : l 

;·_ --~--· --~ '1 - '::_:_~ 
~ _;__,~"=;~~ .f: '-~ ,._...,-_ - •'-'_-~ --

Hm EJ {"xP [es,.J rnca¡f"J= E {eXP .ta.s,.1 [li;~>r~: .'.;, ' 
J•OO. 

IDENTIDAD 

DE WALD. 

En la ¡..ruebft anterior Be hizo ueo del lema 1 parn e = o. ae 

puedci.: d6moetrar que la id..,ntid~d de Wald De puede derivt.i.r reopecto a 

e oualg,uier número de vecee ba.1o ol atsno do eepernn7.(1. Twribién oe 

debe notar quo la identidad de: W-':1.ld ee valida. ui ti. ---> -ro, :Previendo 

que P, ---;:. 1 y QUQ la parto real de 9 ea no neglltive.. Un caeo 
eepeciel ea cuando X s O; e.qui le.e condlcionee del lemr!1t\ Il no son 

conaictenteo, y cntonccn no h1"1J' rniz e
0 

;.'!o pf\re el cual t1(0) = l. 
Para aplicar el ?"ecultado tinterior al caeo donde una u otra 

limitantir:: e5 exactT;lIDente alcetnzada en la etapa N ee Pone SN = a con 

probabilid.i:.i.d P
0 

Y SN = b con probabilidad P'o = 1 - P._. Entonces 

donde E
0 

denota la esperanza condicional 8
0 

ecuación anterior Be pone e = e 
0

• ee obt.1ene 
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--;.-é.- ,.~.,o; --=·:.C:-~~ 

P., {exp Cfl.9
0

] -: ek. Í."~:i}: '¡ - exp Cb60 l 
-~;\.< 

1 - exp [be J 

,'_:0 ;:·-: P .. -=·{exp [a8
0

J - exp Cb8
0

ll 

,Por /~~~lo~:-~: en el ·problema del jueso ne tiene 

H(B) = p exp[BJ + q ext>[-8] 

al X= 

'&1 X -1 

• 
H(B) K [exp(SX]J ,.~,x eXP [SXJ p Cxl = expC-BJ q + p '"'P [8) 

exp[-<>
0

J q + p eXP [0
0

] = l 

B
0 

= los (q/p) 

l - (q/p)' 

(q/p)" (q/p)b 

De acuerdo al lema 11 ( nOteae que H(S). como una funciOn de la 
variable compleja 9. ee no einHUlar en O o 9

0
), la ecuación 

- los H(9) = iQ> 
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t.iene dos raicee 91!4>), B.C<l>l t.ales. que 9 1 (4>) __ ;.>.O 11.8:1C<l>l ---> 8 0 
cuando rp ---> o. Bn ooneecuenoia 

P.{<"<P (afl,(lj>) C.Cil>l + P~ {el<P 

P 
0 

{e,(p Co.9
2 

Cil>) C
0 

C<l>l + P., {e><p [b82Í ~('.">,é_=,; l 

,.--~ .. ,-:',. 

donde c
0 
<~» es la funo16y;- caract~;í.,ú~o?dl.-í1. ·condicional .a s~: 

a"1 que 

-E {ei<p(1oj>NJ} - C(~) 

La& ecuaciones 

l - exp (b8 l 

P 
0 

{exp (e.9
2

(<1>) C
0 

C<I>) + Pb {exp (b8
2

] CbC<l>l 

E {exp(1<1>N]) = CC<l>i = l'
0

C
0

C<l>l + P,,c_C<l>l 

··ª· 

determinan la dietribución compll'.:ta de H, el número do etapao 

requ~ridae para 6-lcfinzar loe limitec. 

La 1mportonc1a de eotn. formula recae t:n eu t'!Plicabilide.d 

aproxitM.db. t>.un cuando lo!l limiteB ee PtJ.ean, u~a que cuando eon 

precieamente alcanzado~. Comr; une.. aproximación ee puede trutar ei. X 

como una variable norm~l. deede que ee eabe ~ue la d1etribuc16n 
irr~etoricta de Sn tiende 'J. la normf.llidad. y eeto ee e.:plii::c.r.1 tWLbié-n al 

retrultado de vtJ.rioe pequeftoa paeoe. En el limite cufJ..ndo loe paeoe 
1ndiv1dualee ce vuülVF;n 1nfinicenteeitr1":1lmentr; ¡,oquef'irJe, eeta fórmula 
ee oonv 1erte exact(1, 

Ahoro!J. para X di.atribuida norm~lmente. lT.L ecul!Lc1.6n 

- los 11C<>l = 1<1> 

ee convierte 

11(9) = e><P [utl + ( l/2) 0
2 <> 2 1 

los 11(9 J = -1<1> 

los {exp (m8 + ( 1/2) el 9 2
]) = - 1<1> 

153 



u# + < l/2l a
2 e• ~1<1> 

9 .,• 

-2m 
Como --2 - = .. e0 , .~eti~uyend~ .~~l.oree en 

" 

ee t,ione que 

l - exp (-2mb/<>2 J 

{eXP [-2me/u2
] - exp [-2mb/uª)} 

La raiz apropiada en 9(._) (m > 0) ea aquella con el elgno +. 
Como P 

0 
---> o. ec obtiene que 

P
0

{.,xp [a9
1

(4>l C
0

!4>l + Pb (exp [b9
1

l C,,C<l>l 

C(<l>l exp [-b9
1

(4>)] 
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. ·-.-;;;-:~;·-¿_;1~ ·~- . 

_;:~_&·)····.·.··.: ... ··.•.•_:_-.·-~-·-_¡·:.•_ .• ( ____ •.m, __ .•.•. ::lw '° 
- - ·. ;•Lm2,> < · • 

donde _log C(.,._) 

El<pandiendo lo anterior en. ~¡e~~ia~_Jó~. ).<1>.:ae -obtienen loe 
cumule.ntee de· N: -· •Co:·~.,,~~c:;c,·: :.ce: .• faj "~ ·ce•• ·~?e··~ 

f;;(;,) : '. ;) ' >:t• n•• (o-) 
f(x) = f(o) + t•(c)(x-o) +--.. --ex-e) .+· .... +.· (x~c)" + ••• 

21 n! 

d los C(<i>l 
k, 1 - ~ 

d<I> <1>=0 

d2 loa C("l 

l<l>:O : 
bo'2 

k : . . d ... m 

Resrea(lndo a la identidad de We.ld. ae obtendrAn algunae fOrmulae 
de momentoa Por derivtic16n. Derivando untt. vez. 

E {(M(!l)J-N exp ¡as,.JJ = 1 

d 
-- E {[l1(9)J_,. exp ¡as,.JJ 

d9 

Te.mbien ee tiene que para 8 = O 

W(O) = E [XJ m 

155 



M(O) .. = 1 

IL{S -NM'(O)) .O 
H 

· E {SH) .~ E {NH:CO)) =.O 

E {SH) - E {N M'(O)) 

. K tSH) =E {NlE {X) 

Bn lae eUpaeioionee aproximadae. eeto da 

m 11 o 

Si m=O, ee obtiene de una eegunda derivación de la identidad 
de Wald 

Ahora en Pª 
l - exp [te J 

~~~~~~~~~~~ cuando m ---> O y 
{exp (aS

0
J - exp [bB

0
]} 

90 ---> O, Pb tiene un limite definido 

1 - exp (bS J 
1 -

exp (&9
0

) - exp [b9
0 

J - 1 + eXP [b9
0

2__ 

exp [a9
0

) - exp [bB
0

l 

-a 

b - a 

l1m Pb = litn 
ªº .. o eº .. o 

exp [o.0
0

] - exp [W
0

J - 1 + exp [t.6
0

2__ 

exp (a9
0

J - exp [b0
0

J 

.·. ee utiliza la regla de L·Hopi tal 
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lim , 
ti> •O o 

B <S:,) 1111:·.convierte en -ab 

-_:-.·---__:' 

lim· P
0 

= lim· 
e.;•O. 9

0
•0 {exp [89

0
] - e>tP [bl'

0
]} 

1 - exp (b9 J 

,•, ee utiliza la resla de L·ttopital 

-b exp (b9 l 
lim P

0 
,. lim 

9
0
•0 9

0
•0 a exp [ae

0
¡ - b exp (b9

0
J} 

b 

o 
o 

a 

-a 

b - " 

b 

b - " 

a~b -
B {5~) ,. ... ?G + b' pb ... - b • ---= 

b - a b - a b -
ab(a-b} 

ab 
b-a 
En coneecuenoia 

-ab 
B{N) m = O 

e? 

b2 a 

a 

Continuando con td Cb.BO del t'ieaso en eil eesuro, ee tom&.r41. 
el otro l!mite a ---> -<». Se eupone V W(O) - µ < O (de otra 

forma Pb = 1), y la relf,j,c16n de Pt. ea entoncee 

P
0 

E
0 

{exp (X(T)8
0

]} + Pb E,, (exp (X(T)9
0

]} 

donde 0
0 

(> Q) eB la ra.1 z de la ecuación 

Kntonc:ee 

Cuando lim 

r,xp (V(li(8) - 1) - µO) 

OXI• (beo_>_-~~~~~~ 

exp (aB0 ] - exp [bB0 1 

p = 
b 

f.IXP (b0
0

] 

Conde Pb eo ln probabilidad de ruina de la Cia. aeesuradora. 
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e o N e L u ~ o N 

El nómero y el monto de reclamoa dentro d& una comPaJ"l'ia de 
seauroe es vital y uroy importante para ella el tratar de llevar 
un control de loe miemos, por que el número y el monto de 
reclamos representan los coetoe de una compaJ'Ua de aeguroe y Bi 

existe un mayoy. numero y monto de reclrunoe producir~ que loB 

coetoa de la compaf'Iia ee eleven y si a esto se auna que existen 
pocas ge.nl!i.nc i~a. provoca gue l&. comI•6f'li a mlfra una pérdida de 

dinero. que ee reflejarAn en la merma de eue reservas inioialoe y 

en consecu~ncia. ei esto eurge dur&nte var1oe af'foo provocarA la 
ruine de ltt. comp~ra u de aeguroa. 

El monto y nC:merr; d1; rec lamoe dentro de una compti.JU a ea tan 

importsntC':: como el oeguro lo debe de aer dentro d~ la economl a, 
debido & que es une forma de estar alentando el ahorro y de eata 
f'orma poder fomenter te.mbien lti 1nvere16n. 

En México exiate un claro eubdeearrollo dentro de eatoa 
eervlcioe y prefieren dar m-~o ause a loa eervicloe bancerioe que 
a loe eerv1c1oa aeegurndorca, oin daree cuenta que en algunaa 
ocaeioneB eo mucho má.o import.nnte la oueatión aceR\.lr·.lldoro. que loe 
eervicioe bancarios. y que el no ne atiende en ectoe momQntos. 
ante la inminente firma ~l Tratado de Libre Comercio oon Eatadoa 
Unldoa y CenadA eotará en plena desventaja eote t1Po de eervicioe 
al encontrarse en oubdeanrrollo y no darle una pleno importancia 
como lo debe de eer. 

El eubdeaorrollo de la 1ndu"tria aeeguradora ee da debido e 
muchaa cauaaa. como eon la falta de apayo del sobierno. el no 
tener personas capacitadas dentro del servicio aaesurador, entre 

atrae. 
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Una forma eficiente y eficaz de tratar de llevar un control 

eobre el nÜmero y monto de reclamos es por medio de laa aeriea de 
tiempo. Con loa modelos de las eeriee de tiempo ee puede eimular 
de una forma considerable como ae comparta en la realidad el 
numero y monto de reclamos y ae pueda realizar de manera 

, confiable pronOeticoe de l~ tormB de cómo ee comportan eetoe. Ya 

que le.e eeriee de t lempo pree~nta.n la forma de trat&.r l~a 

tendencias y ciclos. cur.:ntionec qnt:: preeent,J.n ~n 1'1 r1;1J..lid~rJ 

tanto el número como el monto de reclamos. 

En el m0delo tratado ue puede obeervor une clara tendencia 
hl';iciii la altl1 dc:l númerr"' y monto de reclfilfloe, aitu11ción qu!: puede 

preaentar una comp!:11'11 e de c~:gucoa durb.nte loe Primeros -':1Nos de 

aobrevivencia. t-·i::ro ce ¡..uede obeervfl-r- t~blón que ee pronoetica 
una eatllbilidTJ.rJ r.·T.1r-!;i el ntJrw:r·o y monto de recll.t111oc. cueatión qut: 

PUl':de eer de 1J.livir1 ¡;'"1.rb lu compb.f'IV.J. porque puerJF..: f!er un aviso dEJ 

me.1 or·l,,, par& e1:Jtoe. yo. qu,-.. e 1 e 1 número y monto dr~ r-cc lamoB ee 
reducen y el cobro por cr.Jncepto de Primb.e 1!1UrnFJnts. provr;cs.r~ un 

euperávit, unl!l gii.r:.'i.nc1~ duro.nte eee ~o t:>TJ.ra la ccmpW'ilb., 
el tuaclón que ae puede tener plenn eesurido.d que eea aei, oi BtJ 

tiene el miemo tamnrlC\ de certera de clientea o que aumente un 
poco eeta. 

Otro punto importante do Un1.l c0mpe.fH 6. rl~ ::~guros ee el ett.ber 

reaeeguraree. el poder com:p&rtir un~ ptt.rte de eu rieago con otrl!i 
compal"Jla de oeguroa. y que con la parte que rctensa Be obtengo. el 
mayor beneficio. El aaber mo.neje.r el reaeeguro ef5 muy importante 
para la compefU~ por que. como ee menciono anteriormente, el 
eeguro ca cobrer primas, reinvertir eatüe y obtener un monto Y 

número de reclamoe m1n1mo. y mientraa mayor dinero ee tensn por 
concepto del paso de primue. mayores g~nbnciae se obtendr~n por 
concepto de lnvereión y ai por concepto del pago de reclamos ea 

m1 nimo ee obtendrtt. une. utilidad nota muy buena. 
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Pero al reten~r una parte considerable de una priml!t t(1Jl'1bi~n 

implica el tener un mayor rieeso dentro de la companla, ya que ei 
eucede el einieetro tendr·a que Pl.:lS&r una mayor- parte del recl&mo 
y ei la compsf11a no alcenze a eufrasar eete saeto, puede 
llevarla a la quiebra. Por eatae razones ea muy importante el 

e&ber h&.Bta que limite una compaf'fia de ses;uroa puede retener la 
~arte del aeguro y de eeta forma obtener las mayoree Ql!tnanciae 
bajo un mi nimo de rieaso. 

Otro punto import~ntt<; parF..i un&. compaf'li a. de eeguroe 66 eaber 

cual va a ser lo poll t ice. que ha de eeguir para poder mantener 

una eetab111de.ct adecue.da y poder uaesurar au aobrevivencia, ea 
decit·. cual Vb.. eer eu principio u objetivo principal que deber:.. 

eeguir para poder perm~1nr=cer en una Bi trn1c16n eanTJ.. Uno de eatoe 

¡:.orinc1pir;o puede cer ,..:1 de qurc: la s~gurid1J.d de una em¡·r~D'J. ea el 
objf.:tivo ~e importante para une. comp~i a de eeguroa. entonces ee 

habla de que ae do:;be de trat&r con la probabilido!!.d de r·uina de 
una cc..mt>~l fi de et"; guro e. 

La probabilidad de ruina ee una ~olltica de eat~bilidad 

para una compaf'iia d~ cesuroa. ee el tratar de caber haota que 
grado puede retener el mayor número de primo.a con la menor 
probabilidad de ruin~ ~l aeumir el coneiguient~ rieego 
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