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“ INTRODUCCION
1.1. VARIABLES ALEATORIAS..
i i;i,i.‘Definiclbn

Las técnicas actuariales convencionales se basan en las
frecuenciss y promedios del monto de reclamos. Por ejemplo, si un
ssegurador tiene una cartera de i polizas de cualquier riesgo vy
8i el promedio esperado del ntmero de reclamos Q y el promedio
esperado del costo por reclamo es m, entonces la cantidad total
del dinero reclamado debido a los siniestros sucedidos es Nam.
Pero, la centidad rea)l difiere de ests figura y fluctuara
alrededor de eets, v ee nota que el fendmeno de la fluctuscion no
se congldera. Se toma la cantided Ham como  un valor
deterministico y no probabilistice. Loe estudice de las
diferentes clases de fluctuaciones que aparecen en una carters de
seguros constltuyen el ramo de les matomdticas actuariales
determinada como Teorifs del Riesgo. Por ello mse debe considerar
al numero y tamafio (coeto) de las reclamaciones, asl como otras
cantidades, comc variables aslestorias.

Una variable aleatoris, o mas propiamente, una funcidn
aleatoria, 5§ es una funcion definlda en un espacic muestral que
traneforma loe reeultsdos del espacio muestral Q en puntogs sobre
la recta de loc reales. Ests variable aleatoria tiene sasociada
una funcidn de distribuclén acumulativa Fg(s) definida como la
probablilidud de que la varisble aleatorian § toma un valor
numérico real, menor o igual que 6, que sec encuentra en el
espacio muestral 0.

Fgle) = P (5 <= 8]

Se tomarin en consideracion dos tipos de distribucién:
a) funcicnes de distribucsdn discretas:
i) Distribuoion binomial
i) Distridbucién poiswon
tit) Distribucion binomial negativa
tu) Distribucion logari tmica



) funcionee de distribucion con funciones d&'denstdad

) Distribucidn normal

it) Dietribucién leg-normal
1i¢) Dietribucién gammsa

iv) Distribucion beta

v) Dietribucidén Cauchy

vi) Distribucién Pareto

1.1,2. VALORES ESPERALOS

El conceprto de valor es

una variable aleatoria s muy Gtil, como se nota en el

Teassguro.

gera el monto total de la reclamacion

giniestro.

némero de reclamos que deterd retener
tener una pérdida catastréfica debido

riesgos que retuvo.

Se define &l valor esperado

aigue:
o0

E tata)] = [

-

Por medic de este valor se

En &1 caso del rescseguro,

perado, esperanza o promedio de
caso del
de cuanto
que ocurre provocado por un
nos &yuda para saber el
la Cla. de eeguros para no
a la cantidad exagerada de

dsrd una idea

o esperanza o promedio como

a(s) dFgi(s)

Interpretacion intuitiva de valor esperado.

Témese en cuenta 1la

representa la cantidad de pérdida
produce por que se llevo scabo un

cauesdos & un edificio por fuego.

que ge debe hacer por un monto de

funcién de distribucion discreta,
@

E la(e)] = ) atk) p,

=1

x
n

variable aleatoria s, que
en unidades monetarias, que se
siniestro, como eon los dsfios
Sea g{8) €1 pago del reclamo
pérdida de S y =ea Fs(s) una
entonces:

donde p, = Prob [s = k] ~ E}L

numero total de reclamos



Por :1l¢’ tanto:

SR atkY my
E [8(9)] T n = numero total de roclamos

pago promedioc por reclamo

Aplicacién priactica en reaseguro

Sea S, el monto perdido y sea g(s) la parte del reclamo
cubierto por cuenta de la aseguradeora (retencién). Diferentes
tipos de g(s) pueden representer distintos tipros de reasegurcs,
por ejemplo:

g(a) = a S (0 s as 1) Reaseguro proporcional con una cuotse
retenida de &3

{ S para 5 S M Reaseguro por excasso dn p&rdida con
a(s)

M para S > M primer riesgo M

En cualquier caso:

E {g(s)] = reclamos esperados dentro de la rstencidn
B {S - g(n)] = reclamos esperados en reassguro

Propiedades fundamentales del wvalor sessperado empleadas &n
T6ABSHUro.

E) E (a S) = a E [5)
En pulabras: El valor eeperado dentro del monto de retencién es
"a" veces el total esperado en pérdidas.

B) B la(s)] +E (S - g(e)] = E (3]

En palabras: Los rsclamos esperados retenidos mip los reclamos
egperados reasegurados es igual a loe reclumos
esperados totales.



“E,) . Como g(ru)‘y:s S ‘entonces B {g(e)] S B [S]

En palabras: loa reélamos esperados retenidos son menores o
iguales a los reclamos totales esperados.

1.1.3.CARACTERISTICAS Y FUNCIONES AUXILIARES DE UNA
DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD.

a) Caracteri sticas:

() E [Sk] = H: k-¢Bimo momento no central de Fs(a)
Caso especial: My = M. Valor eeperado de Fs(a).

tt) E [(S - u)"] = oy k-¢8imo momento central de Fs(u).
Caso especial: a, = E [(5 - 41?1 = o®:varianza
o :deov. std,

En adicitn a estas medidas:

N SN 30 £ 7-5973 b O
3

9r2 : asimetris
az

v
4

El valor esperado, espeéranza o promedio mide el centro
de gravedad de la distribucién. Anaslogamente la varianza ae
considers como una medlida de dispersion o desviacién media
cuadratica del valor sspsradn. La asimetria mide la extencion &
la cual la masa de la distribucion de probabilidadee se extiende
a la 1zquierda (asimetria negativa) o a la derecha (  asimetria
poaitiva) del valor esperado.

b) Funclones suxiliares.

i) funcion generatriz de momentos

®
M(t) = E [e"] = f et dFg(s): + & R
0




. Si la funci®n generatriz de momentos esti definida para
la funcidn de distribuci¢n, entonces la slguiente relacién es
valida:

H¥0) = B (¥]

La relacidn entre funcitn generatriz de momentos y la
funcién de distribucion es una a una y por lo tanto se puede
- desoribir una funcién de distribucion usando la funcidn auxilisr.

I1.2. SUCESIONES DE VARIABLES ALEATORIAS
1.2.1. Distribucién de varies varisbles y funciones auxiliares.

Las distribuciones de varise variables se pueden
emplear dentro de la teoria del riesgo en las reproducciones de
monto de reclamos de un mismo riesgo, ya que cuande se habla de
riesgo no solamente ose plensa de un eslo conducter de una
automévil Quien se nsesgura contra reclamos por responsabllidad
civil © de un solo agegurado bajo una poliza contra accildentes.
Se puede Incluir estos riesgos sencillos en el sentido usual de
.1a palabra bajo el concepto genoral de riesgo. Un grupo ade
pélizas de seguro o un completo trato por reaseguro puede ser
igusimente blen referido como un s8olo riesggo. La separacidn
tradicional de riesgos individuales de 1los colectives no es
necesaria para lua teoris matemdtica, y en realidad es  confueo,
por lo tante ee hablara de Tiesgos sin distinclon.

Las leyes de probabilidad regidoras de las sucesiones
de variables aleatorias X, X, ... , X, ...son descrites por
funciones de distribucién de varias variables:

G

(8, 8, ... , 8)=Prob [ 8Sse,. ...,5358)

5,28, 025,

que es igual a la probabilidad de que todas las condiciones
558 (k=1,2, ... .n) ss curplen simultineamente.



© Las_ funciones de distribucidn k-dimeneionales Fo (e) :
BT

(k=-1, 2, ...y m; m < n) se puedesn obtener & yartii QQ 1la
funcidén de distritucién de varise varisbles Gs(Si) SuiTsly, D2,
. . : s

uvv Ty M) por medio de ‘la slguiente relacion:

Fo(8) =G (g =0, B.Z0, ... ,8=8, ...
Sk ) 5‘.33,....5" 1 2 8, b

Otra. relacién de importancia es la siéui

existen,

"S1 los primeros momentos - de q, e

entonces:

CUUUETIS) 408 %8, 4 v+ 83 B 18,14 E-18

. Las_ funciones auxiliares como

a) Funcidén generatriz de momentos:

t e
y - 41 ~
M550 .8, (hr bar o e b)) = E Lo 1=
m
t‘-; v+ ;"."
€ 4G (8,s «.0 v 8)
Sieeeed8, T Y
-

también se asocisn con lae funciones de distribucidn de varias

{8, «.- » B") &n una manera onica.

variablee G,
5‘..--,Sn 1

1.3. Probabilidad y Esperanza Condicional.

La probabilidad condiciocnal de un evento A dado el
valor de una variable aleatoris S, P [A | S = 8], tiene un papel
importante dentro de la Teoria de Procescvs Letocisticos y estos &
su vez son importantes en la Teorla del Riesgo, tal e8 el caso de
las Series de Tiempo.

La funcidn de distribucion condicional de una variable
aleatoria T, dado (el valor de) una variable mleatoria S:

F',|s (t|g) = P [ TS t|{s = 8]

6



v la esperanze condicional de una variable aleatoria T, dado (el
valor de) una variable aleatoria S: : o

E (Tl S=81 ; . ;
desempelan un rol importante dentro de la teorfa  de proéeeds,
estocasticos. .
La probabilidad condicional P [ A|B ) del evento A,
dado el evento B estd definida como sigue:

Papy = BAR P [B] >0

BEn base & lo anterlor se puede definir P [ A] Sz8], 1la
probabllided condicional de un evento A, dado €l evento { S=8 ]
de que el valor cbservado de la variable alesatorla S5 es igual &
8, como sigue:

Pl Aacurre v 5=p 1
P [ AlS=s) = P [S=8 3 F [S=8] > O

Por medlo de la definicion bisica anterior, ee da lo
siguiente:
a) Para funciones de distribucién continuae, teniendo funcicnee
de densidad:

8, , (8:t) e, . (8.t)
f,ls (t]s) = =
g (8) i g L(8.%) db

El valor esperado coundicionsl paras cualquier funcidn
h(x):

E [h(T1|S=8] = [ h(w) f'l (w[s) dw

]
Por analogia se definen lac probabilidades y esperanzas
condicionales para distribuciones discretas.
Las siguientes dos propledades son importantes:

P {T=k) = f P [T=k | § = 8] dFs(s) en el caso de una
distribucion diecrets
con P [T|S1;



Distr. condicional con
funcién de  densidad

f'l'l-

ff‘t) = J',f_"'- (tl‘a_) dFS(t) '1 i en el caso de una

.condicional.

‘Ih(x)1 = B {E [h(t)|S51}

147 Independencia;

Se define a:
S‘, 5:, PR Sn.
como una sucesitn de variables aleatorias independientes sl todas
laa distribuciones de varias variables relacionadas, son de 1la
forma producto, i.e. si:

Gs'“”s (8,5 ... » 8) = FS (s,) FS (8) ... FS (s))
£l n 1 2 n

La independencia ee puede definir tambien por medio de
funciones auxiliares de varias variables.

Criterio: Para la independencia de S, ... , 5 las
siguientes condiciones son eguivalentes:

a) GS,...,S (. ... , g) = Fs(8) Fg (g,) ... Fg (8
n 1 2 ™

£

b) HS‘.....Sn e,s ... + 81 = Hs‘(s‘) MSZ(BZ) Msn(un)
El incieo b) oe refiere a las funcicneas generatrices de
momentos.



Propledades fundamentales de variablen;indo#éhd@pnéép

8) 'E (g(8) n(T)] = E [&(8)] E [(h(T)] O AR
b)  Cov (S,T) = E [(S-E [§)) (T-E [T1)] = 0 (Coverianza da Sy T) '
c). Var (S+T) = Var(S) + Var (T) ' !
A M V) =M V) B (V)

T S k)

B¢

e) (8) = [ F (e-v) dF (v) = [ F (e=v) dF_(v)

Fln'

. Rate Gltimo inciso se llama la convolucién de S vy T,
frecuentemente denotada por el simbolo *. (S*T).

I.4.1. Covarianza y correlacién.

Para variables aleatorias independientese S y T 8o
cumple:

Cov (5,T) = E (ST} -~ E [S) E (T) =0

La desigualdad de Schwarz slempre se cumple para
variables aleetorias dependientes:

|Cov (S,T)} = /r: L(S-EB{SH* IEL (T -E (TH? )
= ¥ Var (3) Var (T) = o(S) o(T)

El cneo Cov (S,T) = ¥ o(S) o(T) caracteriza la
dependencia linesl. Esto da lugar a introducir la sigutente
medida de dependencia:

- Loy (5,T)
e (S,T) = o(8) o(T) a épta razén g6 conocs como coeficiente de
correlacién de S y T.

Las siguientes propiedades se cumplen para el
coeficiente de corrslacion:
- 51 S y T son independientes, entonces p(5,T) = 0. (Lo inverso
no se cumple).
- S y T sun linealmente dependientes si y solo si p (5,T) = M 1
- -15p(8,T) 5 1



de’ los'grandes nﬁﬁetos,g e

i Beta 1ev‘ee reiiere cén el oum@ortumiento uaintetico
,del pramedio da n" variables nleatoriaa.

* 8ean 5, ...y 5, una eucesisn de variables alsatoriss:.

: n - En isg
RS =‘;‘:‘S‘ X=qa = n

La definicisn de convergencia en probabilidad es:
X, converge en probabilidad a cero si:
PAIR] >} —>0
para cualquier & > 0, lo que se explica mediante xh

> 0.

Por extension, Xn-’z——“> X significa lo mismo que

X -x —F—> 0.
Ley de los grandee numeros:

"8t §,. ... . S es una sucesion deo variables

aleatoriss independientes idénticamente distribuidas, entonces in
converge en probabilidad hacia ls constante E [Sl]".

El teoresma significa gque en el casc de reclamos
independientes e 1dénticamente distribuidas, el reclamo promedio
de todos ellos se aproxima al valor esperado de un reclamo
sencillo con un alto grado de probabilidad. Este hecho se
considera como la pledra angular tedrica del seguro. Sin embargo,
esta afirmacidn debe eer calificada como una exageracién debido
al campo de aplicaciones tan reducido que tienen loz supuestos
de las variables independisntes e¢ idénticamente distribuidas. Por
ello me establece un teorema de estabilidad el cual gensralizx el
resultado clasico en el sentido de que los supuestos de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidus no se
requieran. Sin embargo, &6 requisren supuestos relacionados a la
existencia de sesgundos momantos.

10



Teorema de establlidad para riesgos

. ~Sea S, S, ... una sucesion de varisbles . aleatorias
donde " : : : PR

Var (5) <ol v P(5,8,) = 0 st |img) > N
‘entonces Sn converge en probabilided a . ;

n
T E (5.1
1im img
i n

‘qar,}.puiudo que epste Gltimo limite exista.

Demostracion: Por medio de ~1& ‘dépigualdad.-:de

Chebyshev se ve que: B e e :
X - E (X var (X.)

P [ l = o h' > :} E = ;

Para demoetrarlo se tiene que ver Que

Var (X )
XA

a
noew £ n

"
Bntonces, Var (X ) = B [(£ (5 - E {53N'] =
A=y

IR USE (82) (5-E (510

Como p(S‘. S’) = 0 para }i-;f > N entonces la Ultima expresién Be
raduce a:

ver (X)) = E [(§-E [51) (5-E [

jsl-:sls N

donde el numero de sumandos es, & lo mids, igusl & (n 2R+1) ¥
entonces Ver (X ) S (2N+1)n o), por lo tanto:

Var (X,) (2H+1))o”
lim P S lim 3 =0 C.QD.
™0 £ n newm £ n

11



Var (8.)

El comportamiento de la convergencia de ______n___z mide
la velocidad con la cusml se obtiene la estabilidad.

Una interpretacion del teorema de estabilidad para
riesgos oe debe a la convergenclia del reclamo promedio hacia una
cantidad fija que ee pusde esperar -para grandes noneroc- para
compensar los efectos del azar ( monto de reclamos) por
cantidades fijas (primas). La velocidad de esta convergencia
tiene un papel decislve en ¢sta conexién. Hn particular, se estad
constantemente confrontado sn la practica con la pregunta de gue
noémero, grande y finito, de variables aleatorias se aproxima al
resultado ssintético con la suficiente precisién. La dezigualdad
de Chebyshev puecde dor una respuests preliminar s esta pregunta.

12



-1.5.-Procesos estocasticos.

g El procesc de reclamos se describe graficamente en la
figura siguiente. Cada vez que ocurre un reclamc ge representa
Por un escaldén vertical, la alturs del escaldn representz el
monto del reclamo. El tiempo se mide a la derecha ecbre &l ele
horizontal y 1la altura X de la linea eecalonads mueetra €1 monto
total de reclamos durante el intervalo de tiempo (0,t]. EY
desarrollo &8 un proceso egtocietico compuesto en el esentido de
que €l tiempo de occurrencia y el numero de reclamoe eon fendmenos
aleatorice ¥ ¢l tamafio de cade reclamo es  tambiién uns  variable
alestoria,

I.5.1. Definicionee vy clasificacion.

Un proceso estocastico es una familia de variablee
aleatorias definidas eobre algtn espacio muestrul . Si  hay
muchos elementos contables de la familia, el proceec se denotara
vor X, X,, ... ¥ ge llamari proceso ostocistico de tiempo
discreto. S1 hay muchos elsmentos no contables de 1la familia el

proceso estocastico se denota por (Xt) y es de tiempo

1Zo
continuo.

El conjunto de distintoe valorees que toma un proceso
entocastico pe llama el espacio de eotado. El espacio de estado

puede ser, también, discreto o continuo.

En base sl tiempo y al espaclo de estado so pusdsn
tener 4 tipos de procesos estocasticos:
Proceens Estocasticos
Tiempo discreto. Tiempo continuo,
Eepucic discreto. Espacio discreato.
Tiempo discreto. Tiempo continuo.
Espacio continuo. Eepacio continuo.

13
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independientes.

: ~~'{x‘l‘ vtz .03 es. .un proceso con  incrementos
1ndepend1anf.ea sl para; todo " intervalo (s, Bl que no e
traslapan,
: : X X X R K - X

1 ] 2 a » L3

‘son variables aleatorias independientes.

{X, ., t z 0} es un proceso con inorementos
estacionarics =i

F, {x) es independiente de t
A

i.e., sl todo incremento del intervalo de la misma longitud tiene
la misms distridbucion. (Homogeneldad).

Los sigulentes dop teoremas son de suma importancia:

Teorema I (Proceso de Poleson): Supéngase que (X, tz0)
es un pro~=’ de conteo con inocrementos independientes. Si
B tx‘1= r entonces m(t) se pueds introducir siempre ocomo la
nueva V7 Jle de tiewpo de acuerdo con la relacién:

X = X, con t(r) = 1pf {&, m(6)=T)

asi que

a) (3-{‘, | * £ 0)) tiene ircremontos independientes

)  {X, | T = 0)) tiene inorementos ootacionsriocs
X
- T
o) P (X =k] = exp(-7) v~ x=0,1, 2, ...

Nota: = = m(t) re llama tiempo operacional. El paso del tiempo

ya no es mide en aftos, horas, msgundos, 8ino en el ndmero de
reclamos esperados.
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: qureiisg‘lx"‘('!’rot:ebp de’ Poleson compussto): 'Se " 'supone

‘que parael Proceso ssto

cay

fpy

o

S R Ytz 0)) tiene ,'rinéreméneoe independientes
‘‘estecionarios. ; o )
-e) (A 'tz ©)) tiene solamente  funciones ‘de- muestreo
“discretas -

d) {el numerc esperado de discontinuidades en cada intervalo
finito, es finito. Entonces:

® oan*
P [X‘ < ®] = L exp [-\t] 1 b4 (%) o en términos de
k=0

funciones caracteristicss:
1 x““) = exp [Atix(u)-1)

donde x(u) es la funcién caracteristica ds F(x).

Bl tecorema II determina la ley de distribucidén a 1la
libre seleccién de la funcidén F(x) y de A. El tipo de funcién de
distribucién que aparece on el teorema 1I se 1llama Polsson
compuesta.

Nota: 5% ee epgcoge F(x) = O para X < 1y F(x) = L para X 2 1
entonces ss obtiene la dsitribucidn da Polsson para X.

S1 K [Y’] < ®, entonces X{t)= X tiene segundos
momentos finitos dados por:

E [X(t)] = At E (Y]
var [X(t)) = At E (Y
Cov [X(S), X(T}] = » E [¥') min (s,t)

Y representa la variable aleatoria independiente e
iddnticamente distribuida, que da origen a la funcitn
caracteri stica comGn x{u).

15



1.5.3. Procesos de Harkov.

Loe procescs de Markov son una generalizacion de los
procesoe con incrementos independientes. La probablilidad ds las
variasbles del procesc futuro depends solaments en &1 Gltimo valor
conocido del proceso (en el presente o en ol pasado}. Eota
propiedad e conoce como la propiedad de Markov M:

PIX S % 00 o0 s XS K =0, o0 o X =x%1=
mes n 1 "

PIK, S v oo 0 BoSx {X = %) (M)
™meyg n m
donde la sucesion

< 0 €T
n

h‘<tz<t,<~..<tm<tm“

se ordena des acusrdo al orden natursl del tiempo.
. La ley de probabilidad que gobilerns & uwn proceso de
Markov se describe por las probabilidades de transicién

PLXsx | X,=v] = Q(v°,45v,%), 5 ¢

De la condicién de Markov ee sigue que la  probabilidad
de traneicidn debe eatiesfacer la ecuacidn Chapman-Kolmogorov

©
QT L, Ey,x) = 5 dA(LT,uv.R) Qlr, tie.x)  tST S ¢

»=-m

Cuando el proceso toma sclamante un nimere contable de
valores, la probabilidad de transicién me escrive de la forma

PLX =8, |X =01 = pu(v.v)
¥ la ecuacién de Charman-Kolmogorov se escribe

Py lT.8) = ?vﬁ (v°.7) B, (7.%)
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. Las Probabilidades de transiclidn en el casc discreto se
supons:que. tienen las siguientes propiedades de continuidad

a) pn‘(b‘;t) es continua para todo par (t°,t)

D) lim p,(t,T) = By (t.b) =
TS » »

1 81 J=k
0 i J=x

Las probabilidades de tranaicion 1] llaman
eastacionarias si

pﬁ(t‘,t) = p‘u‘(t‘-#h. t+h) para toda h > O.
I.8. Seriss de Tiempo.

Laz series de tiempo dentro de la teoria del rismsgo eso
una herramients importante para poder analizar, modelar vy
predecir como ae comportan los reclamos gue ocurran al realizarse
un siniestro. Es 0til porqus 1los reclamos presentan ciclos,
tendencias, estacionalidad b4 fluctuaciones aleatorias,
componentes que tamblén debe de tener una sorie de tlsmpo. Para
poder tratar con la componente de lce 2iclos se puds usar la
teoria de series de tiempo.

Una aproximacién esencilla en el modelado de como ae
comportan los reclamos, Z. es suponer que ol valor Z(t) depende
del estado del proceso en los tiempos previos t-1, t-2, ... .
Tambien Z entd sujetns a irregularidedes m3o o menos fuertes que
pusden gor cupuestas cowe fluctuacicones juramznte aleatorias.
Estas caracteristicas dan una bame para la construccion de
modelos matematicos para describir el procesc del tipo:

2(v) = £{2(t~1), Z(L-2), ...) + a (L) +6, alt-1) + 6 a(t-2) + ...
donde la funcion “descriptora”™ o ‘“predictora”™ f conduce 1la
realimentacién de la experiencia pasada al futuro. Los términos

a(t), el tan llamado "ruido”, representa el efsctc aleatorio, el
cual se supone normalmente distribtuide. (N(0,0%)).

17



Las  funclones - ‘lineares . son aproximaciones
satisfactorias para:

Z(t)=5,2(c—1) + DZZ(t-z) + ...+ a(t) + B‘a(t-l) + Bzu(t—Z) + L.

frecuentemente, las cuales 8e conocen cOme  Procesos ARMA
(Auto-Regresive Moving Average, Auto-Regreeivo MHedias Moviles).
Los ciclos se generan por medio de una eleccion adecuada de
coeficlentes. En términos de la teoria exicte una fuerte
autocorrelacién entre valores de varinblee consecutivos.

St e =8 = ... =0 entonces I(t) se reduce a un
procesc auto-regreesivo (Procesco AR). Un beneficilo de la
aproximacién ARMA es que una serie de tiempo estaclonaria se
puede demcribir por un modelo qQue tenda menos parametros gque un
proceso AR puro.

Cualquier proceeo estacionario discreto ee ruede
expregar como la suma de dos procesos no correlacionados, uno
puramente deterministico y otro puramente aleatorio.

I1.8.1. Definicionee y generalidades

Un conjunto de observaciones arregladas
cronoldgicamente se llama una eerie de tiempo. Las Bseries de
tlempo s observan en conexidén con muches fendmenos diversos ¥
por una amplia variedad de investigadores.

Para representar una serie de tiempo se hace lo
siguiente. El conjunto de puntoa de tiempo al ocual las medidas
son hechas se llama T. En muchas aplicaciones, T es un conjunto
de puntos squidistantes dlecretose del tlempo (en cuyo caso Be
escribe T = {1, 2, 3, ... , N}, donde N es el nGmero de
observaciones) o T es un intervaleo dsl eje real del tiempo (en
cuyo caso me escrive T = {0 S t S L)}, donde L &8 la longitud del
intervalo). La observacidn hecha al tiempo t se denota por X(t) o
X . El conjunto de cboervaciones {X(t), teT} se llama una serie
de tiempo.

18



La idea bdsica (ver Barlett [1855]) ds la estadistics
clidsica del andlisis de una eserie de tiempo  [X(t), 1eT) es8
considerar a la seris de tiempo comc una observacién hecha en una

" familia de varisbles aleatorias {X(t), teT}., esto em, para cada t
en T. 1la observacidén X(t) es un valor cbservado de una variable
alestoria. Una familia de varisblee aleatoriss ({X(t), teT} ee
llama un proceso estocidstico. Hablendo hacho el supuesto que la
egerle de tiempo cbecrvada (X(t), teT} en una observacién (o una

realizacioén) de un proceeo egvocastico {X(t), +eT}, la
astadi stica claeica del analisls de eerles de tiempo intents
inferir desde 1ls serie de tlempo observada, 1la ley de

probabilidad de el proceso estocastico. El aétodo por e)l cual las
series do tiempo trata este problems es eimilar en esencisa
(aungue regquiere una técnica anall tica wao complicada) al método
por el cual la estadistica clasica trata el problema de inferir
la ley de protabilidades de una varliable alentorin X, en donde se
tiene un numerc finito de observaciones independientes

Xl. Xz, e Xn

Hay dos aspectos en =21 estudico ds series de tiempo
~andlisis y modelado. En orden para analizar una serie de tiempo
{X(t), teT} Bt debe suponer primero un modelo para  {(¥(t), teT)
para el cual eastd completamente eepecificado, excepto para los
vulores rde cierto paradmetros (@ ‘s y ©°=2) loo cuales uno procede
& eptimar en bace a8 una maestra observada. El  obietive del
anilisis es repumir las propledades de una serie vy caracterizar
sus rasgos notorios. Esto se pusde hacer por medio de dos
enfoques: el dominio del tiempo o el dominio de las frecuenclas.
en ol dominio del tiempo la atencidn estid enfocade en la relacidn
entre lae obgervaclionss hechas a diferentes puntos en ol  tlempo,
mientras £n ¢l dominlo de las frecuencias son los movimientos
ciclicos los cuales se estudlian.

La razén principal para modelar una serie de tiempo es
permitir pronésticos de valores futuros. La caracteristica que
distingue a un wmodelo de series de tiempo es que no intenta
relacionar a X{(t) con otras variables. Los movimientos en X{(t) se
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explican solamente en términos de su propio pasado, O por su
posicidn en relacion al tiempo. Loe prond®sticos me haradn entonces
por extrapolacion.

1.6.2. Naturaleza de los modelos de series de tiempo

51 lae observaciones de una scrie fueron independientes
entre gi, el mejor pronvstice de la siguiente cbservacidn en 1a
serie X(T+1) eimplemente serin p. Sin embergo, lus ohservacicries
X(t) clarsments no son independisntes. Cada une tiende a tener un
valor. &1 cusl se relacions mis con aqQuellse observacionss
inmedistamente  adyscentes que <on sguellac que estAn  maos
alejadus. Eete tipo de estructurs se conoce como la  correlacién
de la serie. Tomando en cuenta &l patron de correlacion de la
serle, qQue ee comun en las series de tiempo, mejores predicciones
de obeervaciones futuras se pueden obtener.

La aproximacién estadi etica para pronostlcar se basa en
la construccioén de un modelo. El modelo define un mecenismo que
se considera como capaz de producir laps observaciones.

El modelo auto-regresivo de primer orden (AR(1))

X(t) = @ X(t-1) + a(t)

es un ejempln =inple de un proce=o sstocastico. La  incertidumbre
se produce de la varisble a({t). Eeto es un dJdisturbic o ruldo
puramente mleastorio en &l sentido de ques la correlacidén entre dos
valores cuslquiera en diferentes puntos del tiempo ee cero, Las
demdes caracteristicas del wmodelo estd determinadas por el
parameatro © que ee estima por regreslon ordinaria de minimos
cuadradoe. Dada esta estimecion la siguiente obeervacion ee
yronostica por

X(T+L/T) = 8 X(T)
Restringiendo a @ a los valores entre -1 ¥y 1 en X(t)
slgnifica que el proceso es estacionario. Cuando una serie de

obdervaciones se generan por un proceso estaclonario, fluctuan
alrededor de wun nivel constante y no hay tendsncia en su
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pbopagaci&n a aumentar o disminuir scbre el tiempo.

: Valores retrazados adicionsales X(t~2), X(t-3), ... , se
pueden sffadir a X(t) = @ X(t-1) + a(t), con lo cual habilita a
patrones mas complicados de dependencia a ser modelados. En
realidad, las propledades de casi cualquier serie de tiempo
estacionaria se puede reproducir introduciendo un ndmerc de
retraeoe suficientemente prande. La desvenctaja de wmodelar una
geris de ésts forma &8 gue cuando un gran numero de  valoree
retrazados se neceslitan, un gren numero de paridmetros se estiman,
La solucién a éate problemn es ampliar ls clase de modelos para
permitir valores retrszados en la variable observada y el término
del ruido se conone cowmo procenc auto-regrecivo - medians moviles
(sutoregresive moving aversge) ARMA. Talee procesos tienen un
pepel central en el woedelado dinimico porque permiten wuna
representacion parsimoniosa de una sperle de tiempo esatecionaria,
es decir, un modelo con relativeamente pocos pardmetroe sc  puede
construir.

La nocidn de estacionariedad es fundamental al analisis
de series de tiempo. Los procesos estacionarios ARMA toman la
base scbre la cual modelosp mis generales se pueden construir. El
término ruido en cualquier modslo de regresién que usa datos de
series de ticmpo s pueden concebir como un  proceso  estucastico
estaclonario.

Un proceso es débilmente estacionario ai:

E [X(t)) = & Yt
Var [X(t)] = o Vvt

Corr {X(t), X{(t+s)] = Corr [X(t-a), X(t)]=
: E ({(X(v) ~ p) (X(t+8) ~ u)]

F
(-4

E [(X(t-8) - #) (X(t) -~ W)]

F
o

=p Y t.

21



Funcién Monto 'de Reclamos
1.1, i Bl proceso de riesgos. Fundamentos.

La definiciSn adecuada de riesgo ha sido ampliamente
discutida en los circulos del seguro. El actuaric acoetumbrado al
merodo axiomatico esta en ventada en ests discusiodn, porque
caracteriza sl riezgo no  “por lo qus es”, 8sino por las
propledades que tiene. Lus caracteristicae principsles de un

riesgo residen en sus propledades como son:

~ Futuro: pur ocarrir
- Incierto: ao &6 conoce el cuando
- Fortuito: que ocurra Por cssualidad

- Producter de roclamnod

- Pagador de primae

El riesge debe ser mesurable vy tasable, para que ge
consldere coumo pagedor de primas, por medio de estadi eticas, los
grandes numeros y lap probabilidades © por un volumen
suficlentemente grande de casos similares.

La estructura finsnciera de una cocompafiis de segurce depende
de los costos de adminietracion £ inversion del ocapltal sdemas
del aepecto de loe reclumos que eastd osujeta a una fluctuacidén
aleatoria.

Por esto un riesgo se puede describir por un par funcional
(P, 8)) donde:

Pt e 1la prima ganada en el intervalo de tiempo (0,t)
Sl es la suma de monto de reclamos ccurridos en (0,t]

Tanto F, como 5 pueden ser funciones aleatorias {pro.esos
estocasticos) o funciones no dependientes del azar. Normalmente
se plensa a P‘ como independlente del azar y a S‘ eestocastico. En
el camo de que las primes dependan de la experiencla que haya en
reclamaciones {cstadi sticas), F, [-1:] vuelve un proceso
estocastico.

La diferencia P -5 de las dos funciones definidas es
eeencial pars el anilisis metemitico del riesgo. Se debe suponer
gslempre qQue P‘ es una funclon determintistica. Si Pl depende
explicitamente de la experiencia del reclamo en el tiempo t (i.e.
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’v_t)’ y por lo tant.o o8- eetoc‘ntioo, -
en nuevaa funoiones.
PXt) = E-[P(t))

s¥(t) = s(t) - P(Y) + E tP(E))
:dondc B repreeenta la_operacion de valor esperado. Por 1lo tanto
“se-tiene:

= 3 P(t)-S(t)‘P(t)-SU’-)
donde P (t).es ahora deterministico, 1.8. no depends mds del
azar. Se llama a P( la funcidn prima del riesgo.

El proceso aleatorio Sl se 1llama el proceso de reclamos
acumulados. (Este proceco se refiere frecuentemente al proceso de
rieesgo). Usualmente se descompone en un  procaso de némero de
reclamos N, el cuol da el nomero de reclamos que pueden ocurrir
al tiempo t, y un monto de reclamo aleatoric Y‘ relacionado a un
reclamo ocurrido al tiempo t. Los reclsmoe acumuladou al tiempo ¢
se pueden representar como una eums alaatoria

=T Y\ (te A,
donde A se entiende como el conjunto alsatoric de tiempo al cual

los reclamos ocurren.
La slgulente figura llustra lo que se ha dicho.
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1.2, El Proceso del NGmero de Reclamos.

Aqui se ven dos medelos matemdvicos qQue tratan de encontrar
la funcién de probabilidad del nGmero de reclamos que surgen en
un - rissgo colectivo, i.e. una funcién plkit) aque de 1a
probabilidad de que el nomero de reclamos B, en el tiempo t sea
igual & k:

plkit]l = prob [N, = k)

El primer modelo hace la gsupcsicidn mis dobil v mds realista
de que (N‘;tZO) en un proceso de Harkov‘. Intuitivamente ase hace
1la euposicién de que el ntmerc total de reclamos determinadoe en
&l pasadoc tienen un paprel importante en cuantoe al nimero do
reclamos futureve sucedan; no es significante, sin embargo, donds
han ocurrido estos reclamos en el pacado.

Se deecribe la ley de probabllidad del grocesc del namero de
reclamoe (Nt;tZO) vor lao probabilidsd de transicion

P LTt
Que o8 la probabilidad de que k reclumos entre t  {(exclueivo) ¥
t+h (inclusivo) ocurran dndo qQque n reciamos han ocurrido va al
punto de tiempo t (incluaivo).
Directeamente de la naturaleza del procesc del ndmero ds
reclemos y del proceeo puro de nacimiento ss hacen las siguientes
suposiciones

8) P, (t, t+h) =0 param < n
by 1am _menex EET a_ 0)
im . - - P, ( =
hso h T Qnex - dh ™™ =0 k=2
] (t,t+h)
) lim __ "7t

A L) = q

h+o h £ 3

1 - Pin (t,t+h)
d) 1im = - -d_p (0) = =x
heo h =% = an ™ "
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.En palabaras la supopici®n a) quiere decir que el proceso
del nimerc de reclamos nunca es decresciente, siempre esti en
continuo crecimiento, la probabilidad de que el proceso tenga wun
namero de reclamos negativos es nula.

Las relaciones b) y ¢) eignifican intuitivamente que para

pequefios intervalos de tiempo la probabilidad de Que un reclamo
ocurra es proporcional a la longitud de d¢stos intervalcs y las
funciones de muestreo del proceso del ntmsro de reclamos tienen
solamente saltos positivos de monto 1. A estas relaciones se 138
conoce como intenmidades de transicidon que ss definen en términos
de derivadas en O de la funcién de transicidén de probabilidad.
. La funcién A es 1llama la intensidad de frecuencia del
n-épimo reclame {translicién de n-1 & n reclamops). Conociendo
¢etas intencidades ee permite calcular todas lae probabilidades
de transicion ueando el eistema de ecuaciones dlferenciales
prospectivae de Kolmogorov:

py(8.t) = F B (8.8 8, (8) = -q (b) + ‘Ekpn(a.b) q, (%)

Este pistema de ecuaciones diferenciales ss obtiene en base
a la multiplicaci¢én de matrices P(t) y A(t). donde los valores de
estas matrices satisfacen las hipdtemis antes presentadas. Por lo
tanto:
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Pao L) Py ks

Bod)s.p
©m=k-t0 -pk-:.u-}k
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P{t) = -
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ket imak

(t) P,

Pra(t) 0 P, m.m_‘(t)

L mymeket

de scuerdo con la suposicion a) p _ (t, t+h) = 0 para m < n,
nm

obtendra una matriz triangular superior:

[ poo“') e po.m—k-t”‘)‘ po.m-k(")
° Tt Py moyes (¥) p:.m-k(")
° S Py e (V) p:.m-t(t‘)
0 eee P (%) b (v}
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"] [] P (%)
mk, m-k
Plv) = o ... ) o
(4] . o 0
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Tambi$n se supone que ee tiene una niatr;@z A(t) ‘que _cumple con
1as condicicnes b), ¢}, d): : ¢ : .

-

Ate) =

—— .POJO

O B S AR (0

e P (B) A ()

P () = 2 Prookegamk-s (B = A P etk (8D

m-k=-g

para la columna m esa m-K = n ¥ para el renglon m-k-1 = m

P () o X P () =2, (V)

=4 Tmone

a7




Este sistema de ecuaciones diferencisles, aungue parscen
parciales, en realidad son ordinarias, ya que m,n permanecen
conetantes y la Gnica que es veriable es t. Por ellc el esistema
de ecuaciones diferenciales:

S p (B A B ()

mm

L
i P 8D = Ao B (8D = A, ()

-1 n

. B® puede resolver en baze & la golucidn general de una. eouacidn
diferencial no homogénea de primer orden lineal:

81 g(t) 42 la solucidn de uns ecuacién difersncial
g (t) + » glL) = hi(t) aft=Ebh
Ademds el sistema cumple con las elguientes caondiciones
iniciales: )

[
} 1 8l t=s k=3
P =
l ° 81 t=s ked
Para:
:T Pr{t) s A, ¥, (8)  se observa e
) = B, (%) »oE htv) =

g{a) = g{0) = 1 =6 k:d

@(t) = [ exp [-u(t-s) h(s) ds + g{a) exp [-»(%)]

28



sustituyendo los valorss

‘atey =ip;
al(a) =
sustituyends los valores’ :

1

glt) = [ oxp TA (e8] AP

(5)ds=@

o
13

exp 3 t)f exp (A8 A P,

neg Fmnet

{s) as
° !

La condicién de estandarizacidn

g, (t.8) =1 v mn,t, 8zt
m

no se cumple en las socluciones de este sistema de ecuaciones
diferenciales.

Cusndo loe cosficientes % se incrementan ripldamente sucede
qQus

e, (t.0) <1
"

Bl gue los coeficientes A, se incrementen rapidumente indioca
que ruchos reclamos pusden ocurrir en un intervalo de tiempo
finito (VER FELLER VOL. 1 PAG. 447-449).
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A partir-de-qus.

£ tie)s
i Temt R

““caso normal
caz0o de una explosiodn de  nomero ds

y : reclamos

TPara que no se tenga un “proceso divergente de nacimiento” o
un’ ‘proceso’ patolégico”, es decir, que 2 p_(t.,8) < 1 e tisne
que c\:mpnr Que la serie I x * diverja.

En base » las funciones de transiclon de probsbilidad
W(8) = exp [-A t)
i
P, (t) = sap [-N t]j exp [ 8] A (8) de

Prn-s

se  puede cbtener la  funcidn de transicién de probabilidad

{N(t), tZ0 } con una taea de crecimlento constante A = v dads
pors
(ut)n-m
P lt) = oxp [-v01} para n X m
- (n-m)!
o €n otro caso

Esta funcién de probabilidades, aque es el proceso de
Poieson, indica que un salto depde el estado m en t hasta el
estado n en 8 significa que ocurrieron n - m reclamos entre 8 y
t.

Se debe observar que el proceso puede comenzar en cualaquier
estado m ¥y cumplir con las condicionee

v, (0) =1 P(0) =0 n* i

El problema que se¢ ha de tratar de resclver se puede hacer
de distintas formas. Un métode es comenzar considerando el
portafolio en cuestion como integrado por un nimeroc de pélizae
individuales, cada una de las cuales tiene una probabllidad
cierta de reclamo (e.d8. en el eEaguro de vida se supone que la
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probabilidad de que unas persona con edad » fallezca dentro de
un afio o8 Q). Entonces el niimero total de reclamos es la suma de
las contribuciones de las pSlizas individuales vy las
probablilidades p (k3t) se pueden obtener por medlio del toorema de
adicidn del <calculo de probabllidad de 1las probabilidades
primarias. Basicamente las probabilidades son binomiales pero
llevar a cabo $sta sumz de une mansra riguroes conduce a calculos
muy complicados y envuelve algunap suposiciones restrictivas.

Una aproximacién alternante, que ha conducido a un
deenrrolle provecheso, es pegun 8l wrtodn colestivo adoptado por
Lundberg. En oste mdtodo la estructura de la podlica individual no
es tomudo en cuenta v en vez el portafolio ec conecldera comu un
todo, l.e. un “proceec” eg tomado en cuentes en  los casos los
cuales el nimero de eventos (reclamoe) eon registrados y cuando
ninguna atencidn se toma & pdlizes particularec de las cuales los
reclamos surgen, Comenzando con algunas condicliones generalea que
el proceso aleatorio tiene que obedecer, se puede deducir que el
proceso toma la bien conocida forma de Polacon.

En este proceso, el del numero de reclamos, Se supone gque
cumple con 1las eiguienten condiciones, en baee a 1o teoria de
riesgo colectivo.

i) Loa eventoe que ocurren en dos intervalos de tiempo
diferentes con independientes (Inderendencia de incrementos).

it) El numero de ecventos en un intervalo de tlempo (t..tz) -8
dependiente solamente de 8l longitud del intervalo ¢ = tz—n’ ¥ no
del valor inicial 1, (Incrementos estaclionarios).

tti) La probabilided de qQue mde de un svento ocurririd al mismo
tiempo ¥ la probabilidad de qQue un numero infinite de eventos
occurran en algun intervalo de tiempo finito eon ambao cero.
{Exrlunidn de eventos maltiples)

En base a estas suposiciones y aplicando el teorema I o 1II

de la introduccién se ve (despuds de cambiar al tiempo
operacional) qus N‘ ee un proceego de Poisson, i.s.
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one)*
B, (t) = p(kit) = p (At) = P (N=k] = exp [-At] —35—

para cads t > O, donde X ¥ O es un parimetro indicando el
promedio de nimero de reclamos en una unidad de tlempo. El
acontecimiento de un eveato de reclamo depende del nlmero de
casos (unidades de risedo) sxpuestoe sl riesgn ¥y tambidén & la
intensidad del riesgo, i.e. la oportunidad de gque un caeo
particular do lugsar a una reclamscicén. El proceso de Poisson
gurde como un producto de sstas comporentes.

Discusion de supuestos

a) Incrementos independientes.- Esate supuesto saignifica que
un evento (e.g. fuege) no puede dar lugar a cualquier otro evento
o reclamo (eliminacicn de 1lsc reacclones en cadena). En la
rractica, sin embargo., un fuego frecuentemente puede dar lugar de
un riesgo a otro (e.g. explogidn) en contradiccidn con  eesta
condicidn,

El supuesto de incrementos lndependientes se puede cumplipr
por medlo de la definicién de una unidad de riesgo, como eB
cestumbre en la practica del reaecguro, como una combinacidn de
todos aquelles riesgoe que e parecen, sntre los cusles la
contaminacisn o contaglo ee poesible (e.g. toda propledad en una
conetrucci®én sin tomar en cuents sl eestd  formmlmente asegurada
poOr una ¢ varias pdiizas o 81 btiens un duectic o varios). De  1a
miema forma un barco ¥y su carga se consideran como una unidad ds
riesgo. 5in embargo, no slempre es posible construir unidaedes de
riesgo de tal manera que la contaminscion externa no ocurra. Tal
¢s el caso con las enfermadades contagiosas en el eseguro de
accldentes y enfermedades o epidemias en el seguro de vida, La
funcién de Foisson no se puede splicar., al menos no sin  algunas
modificaciones.

v) Incrementos estacionarios.- Este supuesto da & entender que
el flujo colectivo de los reclamos es eatacionaric, i.e. no es
constantemente creciente o decresciente ni tampoco mds oscilatorio
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que aguel producido por unsa  fluctuaci*n sleatoria normal. En
otras palsbras, la intensidad de los reclamcs es constunte. Este

o8 Bl caso usuml en el seguro, particulzrments durante pariodos

cortos, cuando el nimero de pdlizas u otras circunstancias no
estdn sujetas a camblos marcados. Eeto implica que el portefolio
6B tan grande qQue la salida de las pélizas individuales vpor
razones de reclamoe ¢ poOr ovras causas ¥ la entrada d& nuevos
casos no puede afectar ol flujo colective de los eventos &  algin
nivel significativo.

Trecuentemente , pin embargo, hay situacliones donde 1la
estacionariedad no se aplica estrictamente, por ejJemplo, puede
haber variacionee eptaclionales en las intensidndes de reclamos.
Entonces el intervalo de tiempo referido pruede ger dividido en
subintervalos de tal forma que el correspondiente subproceso
tenga (al menos aproximademente) intensidades constantes y por lo
tanto sesan Procesos de Poisson. BEn consscuencisa, el nomero  total
de reclanon durants todo el intervalo se distribuyr como Polsaon,
debido & que lu suma de variables Poieson independientes eos de
nuevo una variable Poiecon. Asi qus, sl eclamonts el nimero total
¥ eu comporiamiento son de Interésn, entonces las  variacionse
estacionales &2 pueden no tomar en cuenta, con tal gque los
cambios en lae intensidades de reclamos aon deterministicos, l.e.
las varisciones astacionales recurren de tal forma gque su
predicelidn es posible a través de la experiencia.

Lo anterior también es aplicable para casos en los cuales
las intensidades ectin cambiando de acuerdo con alguna tendencia,
en el sentido de gue sea daterministicaments predecible. BEl
numero total de reclamos permanece todavia distribulda como
Polseon perc el parametro At se calcula como una puma de los
parimetros relacionados a los subintervalos. Otro m#todo que se
utilize con frecuencia para obtener el mismo rosultade es
introducir &1 concepto de “tiempo operacional”.

Sin smbargo, hay otras circunstancias ques osurgsn en  le
practica donde los osupusstos de incrementos independientes y
estacicnarios no se puden cumplir. Por ejemplo, el seguro contra
incendio pude ser grandemente afectado por las condiciones
metreoltgicas y un periodo largo, seco y soleado puede dar lugar
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a numerosos fuegos anormales; en algunoe palses, loe huracanes u
otras catastrofes naturales pueden provocar un enorme incremento
en los reclamos. También es conocido que 1las condiciones
econdmicas tienen una influencia considerables en muchos de las
ramas de la operacién del seguro de dafNos. Tiempos de explosiones
© recesiones econdmicas da lugar a un aumento o decrecimiento
considerable en el namero do accidentes por trafico o de trabajo,
agl como también influye en 6l negocio de seguro de crédito.
Tales circunstanclas son tan genarales que la aplicacidén de la
funcien Polascon elemental esta grandemente limitada, vy ast  hay
una necesidad de desarrollar la teoris omitiendo las condicionees
de independencia v estacionariedad. En vista de é¢gtas
limitaciones. la funcién Polsson da al menos una primera buena
aproximacion, particularmente para Intervalos de tlempo pequeffos.
Es la hage de distribuciones mis generalizadac. AGn mas, el
riesgo de cambios y de variacioneec gue afecten la estacionariedad
pueden ser tratadag simplemente afadiendoc un monto precautorio ul
parimetro A.

c) Exclueidn de eventos mialtiples.- En primera instancia
pareceria que éste psupueato no siempre es vilide. Por ejemplo, en
el segurc automdviles. dos vehfculos pueden chocar, dando lugar a
un doble evento. Incidentes similares rpueden ocurrir en el seguro
marl timo ¥ sn algunas otras rames. Este obsticulo pueds ser
resuelto por un adecuado cambio de definicién, por eJemplo
considerando &1 caso de gue el choguz entre doc automdviles es un
edlo reclamo. Eoto pignifica que la suma de ambas partes ss usa
cuando se construye las estadisticas de la distribucidén del
tamalNo de un reclamo, el ocual se considera aparte como otra
variable aleatoria.

Como una aplicacidén prictica del proceso do Poisson en el
seguro ee daran los sigulentes ejemplos.

Una socledad mutualista tiene 1000 miembros. En 31 caso de
que una muerte ocurra una suma fija de S = $ 1000.- se paga. Bl
valor medio de la tasa de mortalidad es 0.01, la prima
P.= (1 +p) S E [k]), donde p = ¢.1 es un margen de eeguridad y k

-3
es el numero de fallecimientos. E1 estado actuarial de 1a
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sociedad se exemina csda a®o. SQu® ten grande uns  recerva de
ssguridad U  debe tener la socledud pare estar segurs, a un nivel
de probabilidad del 89X, que el balance no muestre algin déficit?

81 ee grafica como ee comporta lus primae, las reservas V¥
loa reclamos &8 obtendria lo sigulente:
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La prima de riesgo P Junto con un margen de seguridad p estd
econtinuamente creciendo, esta se acurulsa en una reserva de rieego
U de una cantidad inicial Uo' ast que el ingreso se¢ repreeenta
como una linea ascendente a 1la derecha. Los reclamoe que se
consideran como un ingresc negativo, se psgan de ¢sta reserva, y
86 represents como sacalones hacla sbajo. La diferencia

Ugt) - U, = P+t - K(Y)
da la ganancia neta (positiva 0 negativa) que surge durante el
tlempo t.

En baee u veta difersncia ee csleulard la resgerva  inicial
Uo. para que a un nivel de significancia del 89X el Ubalance no
muestre algin déficlt. Ahors ee calcula E (k1, sl nimeroc eesperado
de fallecimientos

E (k] =2 £ N = .01l 1x 1000 = 10

El numero esperado de fallecimientos durante el transcurso
de ese afio es igual a 10, este valor se obtiene de multiplicar la
tasa de mortalidad promedio, que es de 0.01, 1la 1longithd del
intsrvalo que €8 de un affo, igual & una unided, ¥y el nimero de
miembroe de la sociedad que es de 1000,

Una vez calculado el nUmero de muertos promedio durante el
afo, se puede calcular la prims

Pp = {1 +p) E (k] S =1.1=x 10 x 1000 = 11,000
dénde p = 0,1 y S = 1000, efectuando operaciones, se obtiene el
valor de 1a prima que se ha de juntar entre todoo los miembros de
la sociedad, pars obtener el beneficlo de $ 1000.- por miembro de
la sociedad gque fallezca.
En base al planteamiento del problema, se nota que

U(t) = U(1) = reecerva &1 final del &fio = O y
X(t) = X(1) = monto total de reclamos al final del afflo = k§ =
numero de fallecimientos esperado por 1la suma fija de dinero que
se paga por cada fallecimiento, se tiene que:
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R T P
p[ks_n___?____]z,‘,sa

Cémo k ~ P(10) entonces, buqcnndo en 'tablas 6 realizando
operaciones se nota qQue: g :

P {ksS17] = .988 v P [k=1B)] = .9893, tomande a k = 18
entonces:
U, = X(t) - Pp = kS - Pp = 18 (1000) - 11000 = 7000

El valor de 1la reserva inicial para que el balance no
muestre algin déficit debe ser de $ 7000.-~

sCuantos miembros debe tener la socliedad del ejemplo
anterior para que no sea necesaria la reserva de seguridad bajo
las condiclones mencionadae?

Se nota en este ejemplo que el total de primas que aportan
los miembros deben de ser en una cantidad suficlente, de tal
manera qQus ¢stas alcancen a cubrir el ndmero esperado de
reclamos, &8 decir:

Tambien se nota que se& utiliza el procesc de Poisson para
encontrar &)l nimero de miembros, seria muy tedioso realizar todas
lae operaciones, por lo cual se utiliza el teorema del Limite
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~Central para variables distribuidas como Poiseon. Este teorems
explica que cuando el nimero de casoce &8 muy grande (n-o)
‘entonces ls funcidn de distribucién Poisson tiende & la funcién
de distribucién Normal con media = E (k] = ANt vy deeviacion

_estindar o = ¥ ARL , es decir, F(x) = N [_IL:_UE_LKJ_]

En este caso N = numero de miembros ee desconoce, entonces

# = E (k] =ARt = 0.01 N v o= Y ANt = ¥ 0.0IN

Se desea que P _L___‘;E_LL‘L_ = .99, como en este caso N es
muy grande ¥y utilizando el teorems del Limite central se desea
obtencr el valor cuesntil Z correspondients, de tal manera que
P (2] = 0.99, buecendo en tablas se cbserva que P [Z S 2.33) =
0.88, entoncee 2z = 2.33.

Ahors de la ecuacion P = X vy del Teorema del Limite
Central se procede n calcular N:

P, = X, P[-k—;;m-s:]=9[zsm=9[zsz.aal
(1.1)(0.01) NS = k5 BBkl o QOUN - 0. 5 55
¥ 0.01R
0.011N = k 0.001L N = 0.233 Y N
E [k} = 0.01 N 0.000001 N° = 0.054289 N
o = ¥ 0.01N N = 54,289

Se obtiene el valor de N = numero de miembros que reguiers la
socisdad para que ol monto total de las primasm obtenidss sirven
para cubrir sl monte total de reclamsciones ¥ no se requiera de
una reserva inlcial.,

Por Gltimo oe verd como ee aplica el Proceso de Poisson en el
reaseguro, para determinar el monto esperado de reclamos.

Una sociedad mutualista ofrece gastos de funeral cuando
ocurre la muerte de un miembro, siendo éste beneficio otorgado por
medio de una suma fija de $ 100.-. E1 nimero promedic de reclamo
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*t = 1. La sociedad tiene un reassguro por psrdida estacionaria de
acuerdo con el cual, si el niimero de muertes es mayor de dos, el
resasegurador paga £l tercerc y demip fallecimientoe. sCual es la
prims del riecgo (= monto esperado de reclamoe) para &l reasgeguro?
Bn la introduccicn ee vio que
E [g(e)] + E [S - g(s8)] = E [8)
Donde E [S - g(s)] es el monto esperado de reclemos para el
reaseguro. Utilizando este principio, se obtiene que:
@ %
Tooo~ =L0-2) p s B o= ot

P R ey et e Rk, 2
= § (k-2) € = e b 2 T
1000 [y k! [ e .33 xca k1 ]

oo o
= [ e T !]1
k3 k=8
Haclendo operacjiones, Bse ve que el monto esperado P es igual
a $ 103.36.-

1.3. El Procesd de Reclamos Acumulados.

Definiciones.~ Ahora se extiende la conslderacidn de proceso del
némero de reclamos a procesos que opera los reclamos acumulados,
refiriéndose tanto a los reclamoe individualee como sus sumas,
los reclamos acumulados. Un bloque constructor primario es el
temafo variante aleatorio Z de un reclamo individual, i.e. 1la
suma que paga el asegurador al momento de gque suceda un incendio,
accldente o cualquier otro evento contra el cual se asegura. Se
supone que lor tamafion del reclamo Z son  mutuamente
indepondientes e ldénticamente distribuidas, teniendo una funcién
de densidad:
S(2) =P (2 = 2)
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 Ds mcuerdo & la aproximacién colectiva que s vio
" anteriormente nec se toma en cuenta la unidad de vriesgo (pdlizs)
de 1s cual el reclamo surge. La funcién de deneidad S deecribe la
variasbilidad de tamafios del flujo continuo de reclamos. En 1la
seccion de discusidn de supuestos sugiere que los pagoe debidos a
uno y a8l mismo evento deben unirse como un reclamc ein considerar
que loe pagos formsimente conclernen a diferentes 1pdlizas (e.g.
diferentee duefios de un propiedad en un complejo inductrial
dsfizdo © en un vehiculo). Aun mas, Bl doe o was reclamoe de la
misma unidad de riesgo ee considerean como reclamos diferontes i
se provocan por diferentes eventos.

La variable del tamaffo del reclamo introduce al proceso
referideo 4 un nuevo estrato de estocaeticidad en adicién & la
variacion del ntmero de reclamos. El proceso que ae constituye
por una variacién ecstocaptics tnnto en &l ndmero de reclamos como
el tamafo del reclame se llama proceso compuesBto.

La existencia de una funcion 5 egti en concordancia con  la
experiencia general, al menoe en lz medida que se conclderen
periodos de longltud moderada y estipulando que loe efectus de
cambics en valores monetarioe se eliminmn. Los reclamoe actuales
pueden ser registrados y estimaciones numéricas ee pueden obtener
para S. Por whora ee supondrd que la  funcion exiete y  es
conocida. Posteriormente loe detalles de su calculeo practico ee
consilderaran.

Reclamos pendlentes.- Para manteaer los modelos tedricoe dsl
riesgn dentro de dimensiones realee, uvsualments ge supone que los
reclamos e pasgen inmediatamente en 1 momento en que ocurren. En
la practice, inevitablemente hay un retraso de tlempo entre el
ocurrimiento del evento que da lugar a un reclamo y sU
ligquidacidn, ys eea por aspectoe wenores de adminletracion o por
problemae legmles talee como la determinacidon de la suma
asegurada, © por retraecs en notificar el einilestre a la Cila
aseguradors, por 1o tanto, en adicién & los yproblemas de
fijar el monto probable de reclamos que han sido notificados,
alguna concesién debs hacerse para los casoa esperados que oe
notifican tarde.

40



En principio, cualquier error que se eatime de los reclamos
pendientes se corregirin finalmente cuando los reclamos son
finalmente establecidos, pero puede dar lugar a una serie de
beneficios ¢ pordidae entre algunog afos ¥y en esm forma afectar
también a la fluctuacidn de riesgo, ein embargo, eeran de mucho
menor tamsffo que las fluctuaciones ordinarias. Ss  deberd notar
que =] surueetc relacionado al psgo  inmedisto de reclamoe nc
funcions &n la eliminacidn de lz estimacion de errores de los
reclamos pendientes del modelo. Come cualquisr otrs  inexactitud
del supuesto basico, da lugar a fluctuaciones extres en los
resultudoe useguradoe, probablemente de una manera periddica.
Cuando los parametros del modelo se calibran sobre 1la base de
fluastuaclonese actualee obeervadas. 8l efecto de dstas
inexactitudes eeran tomadas en cuenta susomdticamecnte. Adn mas,
no hsy algun oheticulo esencisl & la  introduccien de reclamos
pendientes o eu error de estimmcioén como una  entrada  particular
&l modelo.

Del otro lado, eobre o sub sstimaciones sistemiticas, pueden
dar lugar & sesgos conslderables en la hoJja de balance y por lo
tante en la valuscion de loes wmArgenee de esolvencla sactuunles
(reservas de rieego). La considerscidn de éstos, asl cdmo muchas
clases de aspectos no estocisticos, e.g. riesgos incalculables
arriesgendo la existencla de los aeeguradores tales como fallas
mavores &n inversiones o evaluacion del riecgo, malos manejos
administrativoe, stc. son partes eeenclales de 1a  zolvencis
general de la industria aceguradora.

Los anilisis del desarrollo de las estimacliones de reclamos
es una parte normal de la rutina dsl negoclo e indicara 1a
necesidad de algunae provisiones extras , ee pueds pensar, por
ejemplo, que un ®margen 8e necesita  tratar con  los  cambios
inflacionarics con respecte tanto al nivel promedio de  inflacién
ast como la necesidad de medidas de emergencia en los casos
cuando la tasa de inflacion pueda ocasionalmente irse muy arriba.
Talee ajustes se pueden necesitar para fijar los parametros del
modelo completo y tendran que ser tratadea en circunstancias
individuales.
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'>Distribuc16n Compuéata del reclamo agregado.

" %'Una cartera asegurada se considera de nuevo y gae desea
:enoontrar la diatribucicn de probabilidad del monto total de
reclamos X, o brevemente el reclamo agregado, qQue ocurren durante
un: intervalo de tiempc. La probabilidad P, de gque el namero de

reclamos sea igual & k v la funcidén de distribucién S de un
reclamo, 8e euponen que eon conocildee.

La distribucién requerida F(X) proporeiona 1la probabilidad
del evento X 5 x. Bote evento puede ocurrir en las osigulentee
formas alternantes:

{) En el intervalo de tiempo no ocurren reclamos

it) Bl ntmero de reclumoes = 1 y el monto de reclamos ee = X

t{i} El numero de reclamos = 2 ¥ la euma de los montos de oéstos
es S X.

iv) El numerc de reclamos = 3 y la suma de los montos de <stos
a8 S X. :

ETC.

La probabilidad condicional de qus, &l &l nimero de reclamos
e8 exasctamente %, la suma de ¢stoe R reclamos es S X 6e denots
por 5 (X). Usando 1us reglas de suma ¥ multiplicacién combinadae
de probabilidad, cec sigue gque

@
F(X) = E B, §(x)
kw0

Se supone que los montes de los reclamos son  mutuamente
independientee, la funciodn Sk(x) se conoce bien del calculo de
probabilidades como la X-ésima convolucién de la funcidn de
distribucion S(X), que se pusde calcular de la férmula de
recurrencia:

x

s,(%) = | & _ (X-2) a5(2) = *% ¥ s5tx) = %X
o
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Yy 1a aisuiente 'unporhante Nr’m\xlu 13 obtiene para-la iuncivn, de
denaidad dc 105 reclamoa uaregudou'

o
F(X) = x)
BB S

o
Terminologia.- La funcidn de distribucitmn F(X) = Ep,  §(x) ee
k=0

llama compuestas, refiriéndose &l proceso compuesto gue hay detras
de ella. S1 el proceso del ndmerc de reclamos relacionada a X es
un proceso de Poisson, entonces X se 1llame proceso de Poisson
compussto ¥ la funcién F(X) ees la funcidn de densidsd de Polseson
compuesta, p - ee la probabllidad de Poleson eimple.
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CAPITULO 2. Estimacion de la funcién monto de reclamos scumulados
por medio de laz series de tiempo.

Aspecton generalen.- En casi todas las teorias del riesgo es
necesario conccer la funcion de distribucién del tamafo do
reclamo S mis o0 menos aproximade. La aproximmcidén debe estar
formada en base a loy datos que exizten, en gensral, empirvicos.
Las Cias. aseguradoras olempre tienen archivoe de datos
conteniendo informacidn detallada de tanto pSlizes como  de
reclamos y muchas clases de ecetas estadieticas me producen para
contabilidad, medir tupas o razones Yy otros Ppropositos. La
construccion de distribucionsa del tamafio del reclamo y otros
datoe que se necesitan parsa el anilieis teédrico del riesgo se
puden nbtener dircctamente o por medio de alpunss modificaciones
como multiplicaciones de ¢stos procesos de datos.

Bxteneidén de los supuestos bisicos.- Ss vio anteriormente
qQue lop parametros vaplcos del proceso de reclamo son aujetos
continuamente a alteraciones que aon parclalmente reveladas como
tendencias mis o menca regularas ¥y frecuentes camblos ciclicos.
El efecto de ¢pte fendmeno o8 tan significante que no eo pueden
omitir en consideraciones de etapas largas. Los supuestos
concernientes ol procesc <de Polocon compuecto se extienden ahora.
Primero, el pardmetro n (el namero de roclamcs esperado) se
discute, y después, en secciones eubsecuentes, algunas otras
bases se tomen on cuenta.

c) Las tcndencias en el parametro n se deben parcialmente al
cambio gradual del tamafic del portafolio y ne afectan también
parcialmente por las alteraciones en la exposicién del rilesgo
dentro del portafclio. Se pueden tomar en ouenta euponilendo gque
¢l parimetro del modelo n e¢s dependiente del tiempo. Esto oo
puede hacer convenientemente por medio de un factor de

creclimiento, rq(e) = ¢ equivalentements

-nltl
n(t-1)

T
n{t) =n N ra(”

Tag
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donde n = n{0). La razén corrsspondiente r -1 se denota por Ly

La tass de crecimiento no necesita eer la miesma de un aflo &
otro. Sin embargo, e2i se consideran periodos de tiempo cortos, Bu
constancia ce pucde suponer. La formala puede Ber
considerablemente simplificeda en ¢sta forma. BEBn consecuencils,
lae tendencias ee  introducen en el modesle euponidndnolas
exponenciales y poniendo

- 4
n(t) = n T,

Otra aproximacién puede ser usando la férmuls lineal
n{t) = 1 + r;b

Los cicloe.- Ademas de 1las tendenclas hay variaciones
pericdicas en las frecuencias de los reclamos. Aun cuando las
variaciones concernientee son frecuentemente irregulares en la
practicea, ¢#stas se llaman ciclos. Se distinguen del +término
‘oscilacién’. Eetd compuesta de variociones que aparecen como
ondas que se expanden scbre dos o mée sMoe, La forma mis sencilla
e8 encontrar alguna formulsa dstermintetica para indicar lae

desviaciones velativae denotads por Z4{t) = Aﬁ% de n{t) del

flujo de la tendencia. Una forma senoldal determinietica
Z{t) = z_ cen (Wt + u)

‘m

8¢ supone como un ejemplo donde z, es la amplitud, v la fase y w
es el cosficientes de la irecuencia

- 2an
w=q
=

T, Viens siendo la longitud de la onda.
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Series de Tiempo Autocorrelativas.- Una forma mis
sofisticada de manejar los ciclos y las tendenciss es haciendo
uso de la Teoria de Serieas de Tiempo econdmicas. La variable

cielo 2 = Ag periddicamente sube y luego baja por otro periodo
hasta que otra sublda ocurre.

Una aproximacion simple en modelar z es suponer que su valor
z(t) depende del estado del procesc en los tiempos previoe t-1,
t-2, ... .51 z ¢8 alto en estos tiempoe, z(t) ec también alto,
pero &l durante varios e&ffoe continda creclendo, puede ser
indicacién de gue un estancamiento estd por venir. Ademis z estid
sujeta a irregularidades mis o menos fuertes que se pueden
suponer fluctuaciones wmeramente aleatorias. Estac caracteristicas
provesn una base para construlr modelos matemiticos para
degeribir el proceso del tipo

z(t) = f(a(%-1), a(t-2), ... ,} + a{t) + Bih(t—z) + ...

donde la funcién “predictora’ o ‘descriptora’ f coordina 1la
retroalimentacidn de la exreriencia pasada con el futuroc. Loo
torminos a{t), llamados ruldo, representen el efecto aleatorio,
que e supon: estd distribuido normalmente (N(O.a‘)).

Las funciones linealesa sgon aproximaciones satisfactorias
para la ecuacisén anterior

2(t) = Oz(4-1) + B,z(L-2) + ... + a(t) + 6,a(t-1) + B,a(t-2) + ...

¥ s8e canocen como procesos ARMA (Auto-Regresivo Medias Maviles).
Los ciclos &8s pueden generar por una adecuada declsién de
coeficisntes como sc pueds demostrar ansli ticamente. En términos
de la teoria existe una fuerte autocorrelacidn entre valores de
variables consecutivas,
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Método Montecarlo.

Debido a la dificultad que exiete para poder conseguir
estadisticas de reclamoe en las aseguradorss, se estudiara este
metodo, que es un modelc de simulecidn, para poder aplicar las
series de tiempo y poder analizar y predecir como se& comportsn
loe reclamos.

El método Montecarlo es sobretodo una herramienta muy
poderosa; se puede aplicar a modelos muy complicadoe debido a 1la
técnica del algoritmo la cual procede pago por pasc del tiempo t
a t+l. Las reglas de transiclén se pueden eocoger en maneras
flexiblee y las suposicicnes referentee a tendenciaw, eciclos,
oscilacionee de corto tiempo, funcién de deneidad del tamefio  del
reclamc, resseguro, eto., sBe puden integrar al modelo actuml ein
1a necesldad urgente de slopliflear, aproXimar o stenuarlos en
slguna forma snalltics que sea convenlente pars loz calculos, gue
¢e el mayor inconveniente de la mayoris de los métodos directos.

La desventads principal de 1la eimulacidn es que eclo da
musstrag  como regultades, y  ésvo  agta cavuelto con 1ue
inexactitudes de la wmuestra, lo cual puede hacer neceeario
sumentar el tamsfio de la musetra tanto, aue el método se  vuelve
costoso o aun intratable. Sin embargo, ruede proveer de una
aproximacién satisfactoria del limite segtocasgtico y de una  buena
impresion de la estructurs del proceso con  tamsfioE e muestra
moderndoe.,

Nimeros aleatorios

Humeroe aleatorins distribuidos uniformemente. La técnica de
Monte Carlo utiliza 1los nimeros aleatorloe, loe cuales eon
sucesiones de variables aleatorias independientes distribuidas
idénticamente o muestras (realizacionee) de tales sucesiones.

Coneidérese un ejemplo de una varisble alestoria r. la cual
estd dletribuida uniformemente sobre el intervalo (0,1). Su
funcién de distribucicn es:

9] pura r <0
R(r) = r perAa 0O<r =0
1 Para r>1
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La distribucitn se llama rectangular debido a la forma de su
funcion de densidad. Una esucesidén de numeres sleastorios
distribuidos uniformemente se obtiene o es generads tomando un
oconjunto de varlables r, r,, ... . lae cusles estin distribuidae
uniformemente y son mutuamente independientes, Tales sucesiones
ge necesgitan como bloquez de construceidn basices pars  las
simulacionee de Monte Carlo como se verad en lo sucesivo. varias
técnicas ee euglieren para eu generacidon. Funcionan comos la
loteria, produciendo una lista de numeros ganadores, cada numerc
dentro del intervale (0,1) (redondeande & <¢lerte ntmere de
decimales) debe de tener exactumente la misma probabilidad  ds
aparscer €n la sucesidn., Debido & que los métodos practicoe
pueden gensrar sguceelones loe cualee eolamente gatiefacen
aproximadamente lau  esupuestos  tedricos ee 1luman numeEros
peeudoaleatoring,

Porgue el Método de Monte Carleo necesita un namero grande de
nimercs aleatorics, entonces tienen que ser generados por una
computadora y con la ayuda de algun paguete (STATGRAPH).

Numeros aleatorios dietribuldos arbitrariamente.- Sea r una
variable alestoris distribulde uniformemente y ees F una  funcion
de distribucién dada vy que traneforma r en una nueva variable
aleatoria X = F'(r). F no necesita ser estrictamente creclente,
puedes eer, por &jemple, una funcidn discreta diecontinua. por 1o
tanto F“(r) ee define como el valor de X mae pequefio que
satisface lu desigualdad F(X) 2 r donde O < r < 1.

Entonces

prob {X = X} = prob {F'(r) s X} = prob {r s F(X)} = F(O

lo gque significa que F es ls funcien de distribucien de X. Este
obgervacitn da (en principic} un procedimiente simple de como
generar aumeros sleatorioe tenlendo una funcion de distribucicn F
dada.

Método Monte Carlo.- Faras ilustrar lu técnica ds  simulacica
del mdtodo de Monte Carlo, la convolucidn de dos funciones de
distribucidn F y F, se calcula. La idea es hacer uso del bien
conocido hecho de que la suma de dos variablee aleatorlias
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tenisndo funciones de distribucion F, v F, &e distribuye como
Q*Fx. Las primerss dos sucesiones de numeroe aleatorics (X .
Kae ooo 0 X ) ¥V (K, Xy oo X, ) 02 generan, la primers  ce
distribuye de acuerdo & ﬁ ¥ la egegunds de scuerdo con Fz. por
ejemplo la técnica presentada anteriormente se puede aplicar.
Entonces poniendo Xi = xn + Xhl se obtlene una sucesion de
nGmereus aleatories distribuidos de mcuerdo con la funcion Q'F;.
Para obtener valores numéricos de ésta funcion de distribucion. o
mejor dicho, una cetimacién de osta, los valores de X de X
dadas por el generador de numeros aleatorios se reordenan de

acuerdo con pus magnitudes vy, denotades por c(X) “"el nUmero
cfX)

contador” de loe X = X, el estimado F(X) = s ee obtiene
inmediatamente.
Se vera que el wmwetodo de slmulacion  es, de hecho,

sxactamente equivalente 4l wmdtodo de obeervar los valores
actuales que apsrecen en algin experimentoy construir el estimado
estadistico de la funcion de distribucidén. HNingin experiemnto
fisico se lleva a cabo, en vez de ello "ee juega™ o “simula” por
medio de nGmzros sleatorios. Este método ha sumentade su uso en
conexidén con varius proyectos de investigaci®dn, particularmsnte
cuando €l cialculo direoto de lag funcionss de distribucién es
complicado. También e muy Gtil eplicarlo en el campo de 1la
teoria de riesgo, especimlmente donde otrog mwrtodos son
intratablea debido a la compledidad del modelo.

Evaluacion de exactitud.- Debido a que el valor de ; = ngl
se obtisne cumo una mueestra alcatoria, es sujeta a una
inexactitud como cuslquier otra muestra. Ds hecho ese distribuys
binomialmente, teniendo desviacion esindar

o = 1/ P (1=}
B

donde p es el valor verdadero desconocido de F(X). Usando 1la
aproximsnion normal, el error miximo &l nivel de confianza 1 -
.1}

A. = yza

"

S e

e ? e

) 1-1 9
donde ¥y = i [ > J. El limite A. depende del tamsfo de 1la

muestra S.
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Simﬁldoi‘“n directa de la funci®n dé¢ Polsaon Compuesta.

s La 'bumlncign para el cdlculo de la funcitn de dietrituoibn
del monto. de reclamo
S L w
(X0 = LR 570

o k=0

para-una X dada, o simultineamente para un conjunto dado x‘ 3 =
1,2, ...) de X wvalores, ee puede obtener repitiendo los
eiguientes paszos 8 vecesa. La distribucidn del namero y al  tamaMo
de reclamos se suponen dados.

i) Gendresn el nlmero do reclamos k utilizando algin  paquete
eatsd! stico o con la ayuda de algon progruma y en bsee a la
distribucién del nimero de reclemos eupuestao.

ti) Gendrese k ntmoros 2., Z,, ... , 2 cada uno distribuidos
de acuerdo con la funcidén de distribucion dada y sumesen

En base a esta t¥cnica y con la ayuda del paquete
estadi stico STATGRAPH, Bo crean los siguientes datos
estadi sticos, tomando en cuenta una tasa de crecimiento del
nimere de reclamos del 20% y la taea de crecimiento del montc de
reclamos del 15X,

En el incimso i) se utillza el paguete STATGRAPH para generar
los nomeros aleatorios del niumero de reclamos, donde sc supone
que estdn distribuidoe come Poisson ocon A=10, eolemente ee
gensran 12 nOmeroes aleateorios, uno por cadsa mes del afio. Al final
de cada affo s¢ incremonta sl numerc de roclamoc on un  20%, es
decir, pora el slguiente oMo, > = 10 (1,2) = 12 y ast
sucesiveamente.

En el inciso (i), tamblen se vale de la ayuda del STATGRAPH
para generar los ndomeros aleatorios del namero de reclamos, que
se suponen distribuidos como una Log-normal con u=10,000 ¥
0=4000. Una vez generados ¢stos nimeros, se suman tantos ndmeros
aleustorios lognormales de acusrdo con el nomero alsatoric del
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nomero de reclamos se indique, con la ayuda del paquete LOTUS
123, La media (4) ¥y la deeviacion estandar (o) tombidén iran
creciendc en un 15X cads aflo, obtenidéndose de <¢sta forma 1lo
siguiegnte:

ANO 1: NGmero de rezclamos: (Paiseon) A = 10
Monto de ceclamos: (Log-normal) #=10,000 o=4,000

AFIO 2: Nomero de reclamos: (Poisson) A = 12

Honto de roclamos: (Log-normal) M=11,500 ¢=4,600
ANQ 3: NGmero de reclamos: (Poilsson) A = 14

Monto de reclamos: (Log-normal) #=13,225 ¢=5,280
ANO 4: NOmero de reclamos: (Poisscon) A = 17

Monto de reclamos: {Log-normal) p=16,209 o=6,084
ARC 5: Ndmero de reclamos: (Polisson) X = 21

Monto de reclumoc: (Log-normal) p=17,490 0=6,995
AfI0 8: Numero de reclamen: (Poleson) A = 25

Monto de reclamos: (Log-normasl) p=20,114 0=10,493

AHQ 7: Humerc de reclamos: (Poisson) » = 30
Monto de reclamos: (Log-normal) u=23,131 o=12,067
ANO B8: Numero de reclamos: (Peisson) A = 38

Monto de reclames: (Log-normal) p=26,601 0=13,877

Como ze vioc antericrmente, las oories de tiempo son una
importants herramienta ara poder reallzar modalos de
comportamiento de algun fendmonc aleatorio y en base a e¢sto poder
realizar prondsticos de un futuro. Se puede notar que tanto el
modele como los prondsticos estain basados &n informacion
histérica pasada, es decir, en una serlie de obeervaclones de
algin fentmeno que ee desee estudiar.

Tienen un enfoque distinto ques &l de andlieie de regresién,
Que sunque los dos sirvan para hacer prondsticos v modelos, como
es el caso de la inflacién, deficit financiero, deficit
petrolero, como s& comporta los valores de una casa de bolsa vy,
en el caso eespecial que 8se esta tratande, los reclamos que
tiene una compafia de seguros durante el transcurso de varios
alos, para poder explicar cuales son las csusas de ese
comportamiento y sablendo como se comporta, poder controlar a ceae
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fer*meno, en el caso de andlisig de regresiin se considers  Que
las observaciones gue se realizan son independientes, logrando de
esta forma reflejar egolamente la tendencis del fenSmeno
estudiado. En las esries de tiempo, las observacionesz son
dependientes entre sf, esto quiere decir que una ocbservacion
depende de la anterior, por ejemplo, dentro del fendmeno de  la
inflaciodn €1 que se tengs un indice de inflacion alto en el mes
de ensro, puede inducir & penear qQue én el mee tde febrero también
se tenga un indice de inflacidén alto.

El fendmeno qQue se deges sstudiar deberd eer eatacionario,
o5 decir, que debera de presentar un  compertamiento  homogéneo
dursnte todo &l proceec gue ee 1leve acabo sl satudlo, esto se
representa por medio de gue el fendmeno no presenta tendsncias ni
ciclos y rumpocd  estaclonalidades, deberd ecr un proceso
homogénco, sin que algtn dato ee dispare muy lejos del valor
promedio observado. En el caso de que oe presenten
tendencias y estacionalidades pe  tendran que  reallzar clertus
trangformaciones de los  valorse ohservados originales
{Transformacion ectabilizadora de la media y la varisnza) de tal
manera que el fanmeno transformado sea un proceec  homogdneo v
estacionario.

Las funciones de autocorrelacién v sus respectivoe
correlogramsgs de cualquier proceso ARIMA (p,d.9Q) son my
importantes ya que por medio de ellos se podra “diagnosticar”,
dar una primera eproximacion del modelo al cusxl el fendmeno que
se est? estudiando, se parecca.

Al estudiar los procesnes ARIMA (p.d.q) de manera tedrica por
wedio de sus funciones de sutocorrelacién y correlogramss, se
podran encontrar propledades se estos procesos que ayudaran para
poder explicar de la mejor manera posible como se¢ comporta el
fendmeno estudiado, as! como e1 de poder hacer prondsticos de lo
mAs confiables posibles (invertibilidad, eetaclonariedad,
parsimonia, memoria finita o infinita).

Después de haber identificado a qQue tipo de modelo tedrico
se purece el modelo prictico es pasa & la fame de ostimacidn de
los pardmetree p ¥y Q. Para hallar el valor de eetos parametros,
ge valdrd de la ayuda del médtodo de mAxima verosimilitud y de lae
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scuaciones de Yule-Walker.

Una vez estimado loe parametros p y/0 Q se reguiere que los
valores de estos perimetros sean sometidos a una serie de pruebas
(Diagnoetico del modelo) basaedas en €1 anilisies de residuales ¥y
el modelc que pase gl mayor nidmero de pruebas, eseri el modelo mas
adecuado.

Paeundo la etaps de diagnégtico e&e tiene el modelo mas
adecusdo que servirad para  poder realizar prondeticos lo mas
confiablee posibles.

Hodelos de series de tiempo.

En este apartado se tratara el modelado de series de tiempo
como procesos estocdsticoe. Cada observacidén en un  proceeo
eatocastico ee una variable aleatoria, y lap obsorvaciones sae
desarrolan en el tlempo de acuerdo con clertas leyes
probabilisticas. BEntornces un proceso estocdetico se puede definir
como una colecelién de variables aleatorias que se ordenan en el
tiempo. (ver definicién de series de tiempo)

El modelo define el mecanismo por el cual las observaciones
se genevan. Un ejemplo simple es &l procesc de medias mdviles de
primer orden,

z(L) = a + ] 4,
donde & eB una suceaién de variables aleatorias no
correlaclonadas con medla cero y varianze constante y € es un
parametro. Un conjunto particular de valores de a,, B cie B,
resulta en una sucesién de observaciones correspondiente,

Zos oaee 3 Teniendo un conjunto diferente de valores de & . 8.,
tee 0 By, B obtieneun conjunto diferente de cohservaciones y el
modelo anterior se puede considerar como capaz de generar un
conjunto infinito de tales realizaciones ecobre el periodo
¢t =1, ... ,T. Entonces el modelo efectivamente define una

distribucién conjunta para las variables aleatorlias LR X
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Los momentos de wun proceso estocstico  se  definen con
respecto a la distribuci®n de la varisble aleatoria Toe ees w2yl
La media del proceso &l tiempo t es

ubit) = E (2], t=1, .... T
y se puede interpretar como un valor promedio de ZI tomado sobre

todas las posibles realizaciones. Los segundos momentos tienen
una interpretaci¢n similar. La varianza al tiempo t se define por

Var {21 = E Uzg-1)", t=1, ..., T
mientras la covarisnza entre z, v z, . 8s da por
Cov [ 2s 2,1 =E Uz-p) (3 -8 _ 3] v =74, ..., T

51 se dlsponen de varias reslizaclones., lae cantidades
anteriores pe pueden ostimar con promedios ‘comjuntos’. Por
ejemplo,

donde z,” reprezonta ls 1 - ¢oima obssrvecion sobrs z, ¥ m ez el

namero de realizaciones. Sin embargo, en muchae cgeries de tiempo,
eolamente se dispone de una serie de observaciones. En estas
¢ircunstanclae , no se pueden hacer inferencias significativae
acerca de lap cantidades definidaa anteriormente, al menos que
algunas restriccliones sean puestas en el proceso Que eg& suponen
sevirin para generar los pronésticos. Esto conduce al concepto des
estecionariedad.

Estacionariedad.

Cuando e€e dispons solamente de una realizacicn do
observaciones, la atencidn se debe cambiar desde el conjunto de
ohservaclones en puntos particulares del tiempo, hacia el
promedio de observaciones sobre el tiempo. Esto es solamente
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posible &1 el Proceso generador de datos es tal que la’' media,
varianza y covarianza de z  son independientes del ~ tiempo.
Entonces, por ejemplo, si M, = M para t = 1, ... , T, s8e  puede
eatimar tomando el promedio de las observaciones 2., ... , z_.
Para que un proceso sea estaclonario,  las siguientes
condiciones &+ deben cumplir para todos los valores de t: .-

E (21 =4
E [(z,-#)°] = 7(0)
E [{z,~#) (3_ -K)} = ¥(T) T =1, 2, ..o

Las. expresiones anteriores definen la media, la . varianza :7y-
1u sutocovarianza en el vetrssc T del proceso generador de datos.

La media, varianza y autocovarianza se pueden estimar de una
eencilla serie de observaciones como sigue: -

. - LT
4= 2=T r =z

i=1 '

»0) = ey =T £ (z-3)°
img
- . T - -
r(ry = e(r) =T E (z-2)(z_,.-2z)
rET=¢

S1 el procese sg ergddico, estos estadisticos se  vuelven
eatimadores coneistentes de la medla, varianza y autocovarianzas.
La ergodicidad no s¢ definira formalmente aqui, psro lo que
reguiere hasicumente e8 que las observaciones que eatén 1o
suficientemente alejadas entre el deben catar casi no
correlacionadac. Para los modelon Gue e veran, 1a
egtucionariedad implica ergodicidad.

Lag condiciones para la varianza, media y autocovarianza
definen la estaclonariedad dobil.

El ejemplo mas eencillo de un Procseo estocastico
estaclonario es una sucesicn de variables aleatorias no
correlacionadas con media y varianza constante. Un proceso de
este tipo se conoce como “ruido blanco®, E1 seimbolo & siempre

t
denotari una varlable ruido blanco. ¥y a menos que se establezca
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de otra igi-m. tal variable tendr® media igual a cero y  varisnza

igual & o* . Debido a que las variables en una sucesién de - ‘ruido
' blanco no ‘estin correlacionadas, las autocovarianzas en  retrasos
“distintoa de cero son todae nulas, Entonces

a T 0

E =
aa, .1 {0 f 20

Funciones de sutocovarianza vy autocorrelacidn.

Cuando un proceso estocdstico es estacionario, sus
propledsdes e pueden rssumir graficando y(v) contra tv. Esto se
conoce como funcion de la autocovariamnza. Como r(t) = r(-v), no
&8 necesario extender le grafica acbre valorss negativos de 7.

Las sutocovarianzane ce pueden estandarlzar dividiendo entrs
la varisnza del proceso, que son las autocorrelaciones

P(T) = ¥(T)/r(0) T =0, :1. i?., e

Una grafica de p(71) contra valoree no negativoes de v da 1la
funcion de autocorrelascidn., NoGtess que p£(0) = 1 por definicidn,
Las propiedades del modelo de medias mdvilss son fAcllmente
de derivar. Como & £& uny varieble de rulde blanco con media
cero vy desvincién estandar o, sze sigue que:
B =E([x)l+6EI([n 1=0
mientras
¥(0) = E [(8 +0 8, ) (8 + € 3 )]

=E(m]+2E(0a a_)+6" E (a3

= (1 +6%)
Similarmente
(1) = B ((a +8 8 ) (s  +8a_))
= Elaa )+ 0 E (s3] +6EC(,)+6 Ea,n,)
= o E (o)
z 8 ot
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riv) =0 T =2, 3, 4

Se nota que la media, 1la varlanza y covarianzae son
independientes de t y por lo tanto el procesc es estacionario.
Las funciones de autocovarianza v autocorrelacidn tienen
. exactamente la miems forma y dan ln miema informscién sobre 1la
naturaleza del proceeo, Es mides usual graficar 1la funcién de
autocorrelacién debido a que no tiene dimensiones. Estendarizando
r(1), reeulta

p(1) = os(1+8™)

Cuando 8 es positivo, los valores pucepivos de z, estan
correlacionedos positivamente ¥y asl &l proces¢ tendera a ser mis
uniforme que las serics aleatorins, & . Por ctro 1lado, wun valor
negativo de € producira una serie la cual es map irregular qQue una
serie aleatoria, en el sentido de que valores positivos de z,
tienden a ser seguldes por valoree negativos v viceversa, Esto se
relsja en la funcidn de sutocorrelacidén, cuasndo P(l) es negativo
para 8 < 0.

El correlograma.

Los estimadores de la media, la varianza y la autocovarisnza
son la media muestral, la varianza muestral y la autocovarianza
muestral respectivamente. Las autocovarianzas muestrales se pueden
estandarizar de la misma forma gue las autocovarianzas tedricas.
Eeto produce las autocorrelaciones musstrales

r(t) = ¢(r)/e(0)y r =1, 2, ...

¥ una grifica de r(t) contra valores no negativos de T se conoce
como la funcidén de mutocorrelacién muestral o correlograma.

Las autocorrelaciones mueatrales son estimados de las
autocorrelaciones tedricas correspondientes para el Proceso
estocdatico el cual se supone que genera los datos. Por lo tanto
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estardn sujetos & la variabllidad muestral, y aungue el
corrslograma tendsra & reproducir las propledades de la funciSn de
autocorrelacién tedrica, no las reproducira  exactamente. Las
autocorrelaciones muestrales de un procesc de ruido blance, por
ejemplo, estarin cerca de cero, pero en genersl no seran
idénticamente iguales a cero.

El correlograma es la herramienta principal para analizar
las propiedades de una serie de observaciones en el dominio del
tiempo. Sin embargo, para poder interpretar el correlograma, eo
necesario conocer algo, primeramente acerca de la variabilidad
muesatral de las autocorrelaciones estimadas, y sgecundariamente
acerca de las funclones de autocovarianzas de diferentes procesocos
estocdsticos. En lo sucesivo, se examinaran le nazturaleza de la
funcion de autocorrclacién de varlos cooos especialee dentro de la
claee de modelos amutorregresivos-medias méviles. Esto provee la
base para la esstrategia de construcceldn de modelos.

El operador retraso.
El operador retraec, L, tiene un reol extremsdamente dtil en

realizar manipulaciones algebraices an =1 anilieis de series de
tiempo. Se define por la transformacidn

Lzl = zl-l
Aplicande L a 3z . results Lz = 2z .. Sustituyvendo la
transformacién da L(Lz‘_‘) = L’z‘ Tz, V a8l en genersal,
Lz =2z,

El operador retrasc ge puede manipular de una forma similar a
cualguier cantidad algebridica. Coneldérese un proceso de mediae
moviles infinito en el cual el coeficiente para &._, €& ¢ para
3 =0,1, 2, ..., v [¢| < 1. el modelo se puede escribir

[++]
z = L (el &

t t
j=o
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y-8l s L se considers que tiene la propiedad |L| = 1, se sigue que
|#L] < 1y asi la serie 1, &L, (¢L)’. ... B8 puede sumar como una
progresitn geomdtrica infinita, entonces

(-]

z, = ;Eo (2L 8 = & /(1-20)

y:ésto se puede rearreglar para dar el proceso auto regresive de

primer orden

El operador de primer diferencia, 5, ge puede manipular de
una forma similar que el operador de ratrasc, deeds que A = 1 - L.
La relacién entre los dos operadores se pusde explotar Gtilmente
muy seguidc. Por ejemplo,

Az = (1 -1z = (1-2L+ 5 =2 -2 g, + 3

Procesos Auto-Regresivos-tedias Moviles

Una clase general de procesos estocasticos se pueden formar
introduciendo un numerc infinito de retrasos en un promedio
movil., Esto produce ls representacidn

w
z2 = L v 8
t 120 L)
donde ¥,. ¥, ¥,, ... BOn pavamdtros. La condicion
o

se debe poner para osegurar que el proceso tiene varianza finita.
Cualquier modelo que se pueda escribir de esta forma se dice que
es un proceso linsal o deterministico.

Un proceso lineal e8 e¢stacionario y sus propiedades se
pueden sxpressr en términoe de 1a  funcidn de autocovarianzas.
Estae propledades se  pueden aproximar, 8 cualquier nivel de
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:exactit.ud par S un mudela dibujado  de- 1a ciaaa de *procesos

”aucorregreuivos-medias miviles, Un proceso- autorresreeivo mediaa
: mévilea de orden (p,q), ARMA (p,q). se. eacribe como? . -

z= ‘szlfl f"'+ ¢pzl-p * al *+ 9“&‘_‘" * ,"”"k eq,‘t-‘-q’
Algunse restricciones se . deben a’sltuﬁlécé‘:r':' pars que’t tal”
modelo sea estacionario. ’
Un proceso ARMA se puede escribir. - mis . concisamente
definiendo polinomics asociados.con el operador retraso. Si

#(L) = 1= #L- ... -8 L

8(L) = 1. +6L+ ... +0L?
1 q
el modelo z, s¢ convierte
®(L)yz, = 8{l)a,

Esta rspresentaclién sirve mis para ventalas técnicas que de
notacion. Por sjemplo, sl una mediz distinta de cero, u, se
introduce en un modelo estacionario se vuelve

z, = u + ¢ (LIB(L)g,

En lo sucesivo ee exploran las propledades de proceecs puros
autorregreeivos, procesos puroe de medlas ©ovilee y  procecos
mixtos. Se supune que los procesos tienen media cern, p=0. Esto
es eimplemente por conveniencia y no ee pierde generalidad.
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Proceesoe Autorregresivos

Un proceso autorregreasivo de orden p se escribe como
?".=¢x :,._x+...+¢; zl_;+a... t=1, .... T

Esto se denotara escriblendo =z~ AR(p). 1los procesos
autorregreeivoe gon populares porgque  tienen uns  interpretacion
natural y porque son még ficilee de estimar que un proceso de
medlas mdviles o mixto.

El primer punto a establecer es el de la estacionariedad del
modelo, es decir, gue condiciones debe cumplir el modelo para que
sea estacionario. Esto se reduce a determinar ai se puede

escribir en la forma

©
z, = ,’-:o wl a‘_‘
y cumple con la condicien
® 2
r v < ®
g 4

Una vez hecho esto, la funcién de autocorrelacién se puede
derivar.

Estacionariedad para el modelo de primer orden.

El proceeo AR(1) es
T, oz + &, t=1,2,3 ..., T

Aunque la serie s&¢ observa primeroc al tiempo t = 1, el
proceso se consldera como comenzado en cualquier punto del remoto
pasado. Sustituyendo repetidamente para valores retrazados de 2,
da

sy P
23, = L ¢ a\—,+¢ 2
jzo
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El lado derecho ‘de la :'ecuaci*n anterior consiste de doe
partes, la primers la - cual &£ un- promedic mivil de valoree
retrasados de 1a varisble de ruldo blanco que conduce el procesc.
La segunda parte depende del valor de z, al tiempo t - J. Tomando

esperanzas y tratando a z como un valor fijo, resulta
-

F

E {z)=E { E ¢ a‘_’] +EW g 1= 2,
. o

S1 ¢ = 1, el valor promedic del procesc depende del valor
inicisl, z,_,. La ecuacion z, = ::E; ¢ 8 o+ ¢ z_, wmr o
tanto contlene un componente deterministice vy un conocimiento de
z,_, parmite hacer predicclonee no trivialee rpara los  valores
futurce de la seriec, sin importar que tan aslejados estén. S1  por
ol otro lado ¢ es menor que uno en valor absoluto, este
components determinietico es despreciable si J ee grande., Cuando
J +» ™, este componente efectivamente desaparece Yy asl
el proceso se considera como hablendo comenzadoe en algun punto
del remoto pasado, €8 muy legitimo ascribir 2, = ® z,. + 8 en

la forma

2o
;:z¢5‘-’ t =1, ..., T

)=z0

w©
Comparando z, = L ¢ s_,conz = L ¥ 8&_. B& puede

=0 j=0
notar que un proceec AR(1) con |¢l < 1 &3 indetermintstico, vya
que sumando loz  coeficisntes cuadrados como una progresién
geométrica produce:

2j

¢ =1/ (1-¢h

[y

@
[



La esperanza de 'z, es cero para toda't,mientras

" Estacionariedad para el modelo de §rdqn -

El modelo AR(P), 2, = &, 2, + ... + 3z + @, sera

estacionaric si lae rsices de la ecuacién caracteristica

-4

$E - P - e -, =0
80N MENoOres que uno &n valor sbsoluto, i.e. g1 cesen dentro del
circulo unitario. Una f{forma alternativa de expresar esta
condicién es en términos del polinomlo asociado

- - - _ P
¢(L) =1 -9L P CRE

La ecuacion 1 - &L - ... - GPLP = 0 e¢s simllar en forma a

-5 _
F o Sl -g =0

excepto dque x se remplaze por /L v toda la ecuacién se

multiplica por LP. La condicién de estacionariedad es que las

ralces de 1 - oL - ... - CPLP = 0 deben eetar fuersa del circulo

uniterio.

Funciones de autocovarianza y autocorrelaciones

Cuando |¢| < 1, el modelo AR(1) tiene media cero y varianza
dads por o / (1-@2). La sutocovarianza al retrase T ge puede
derivar expresando Z, COMe unse combinacion lineal de z v 5
B v vees B - Esto a5 logra sustituyendo J = T y szl
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y’(r) =E-(2:2,.),2 K. [w BE NN S5 >} @b

T

#TEL ¢ ey, TE 2

Lap sutocovarianzas solo depanden de T, confirmando: que el
procesc es estacionario. B T

Las sutocovarianzss se pueden  derivar de una forma mis
dirscta 81 la estacionariesdad se supone desde el principio.
tultiplicando smbos lados de z, = ¢ 3 _ '+ & Por 2, ¥V tomando
esperanzas da
E (22 ) =¢8Iz 2z .1+ETI(s 3] T=0,1, 2, ...

Para un procesc estacionario,

Ef(z 2 .1=E1{z2 =7 (t1) y, el 7 > 0, ol Cltimo

término es cero, en la medida gque a no estd . correlscionado
con valores pacados. Por lo tante

ri(r) = ¢ r(v-1), T =1, 2, ...
Esta es una ecuacién en diferencias de primer orden con una

solucion dads por ¢' E { z:_,

varianza del proceso se puede obtener de una manera similar
notando que E {a 2] = e

1= 961 r{(0). La expresion para la

La funcion de suvtocorrelacién toma la forma o(7) = ry v para
valores positivos de ¢ 1ls funcién exhibe un decaimlento
exponencial couwn ee mueetra on la figura. Cuando ¢ es negativo,
1a funci¢n de autocorrelacién de nuevo decae exponencialmente
pero oscila entre valores positivos y negativos como se muestra
en la otra flgura. Cuando ¢ es positiva, la serie esta cambisndo
suavemente en que lap diferencias entre obeervaciones sucesivas
tienden & ser relativasmente pequefias. Un valor negativo de ¢
conduce & patronee irregulares, deeds que valores cercanos  entre



s8i, estdn correlacionados negativamente.
La misma técnica se puede emplear psra derivar las
propledades de cualquier proceso AR. Mulptiplicando . )

22, Z  t e v P2 o

por.z, . tomando eepersnzas y dividiendo por r(0) da una a‘cuaéiérﬁ
en diferencias de orden p Lk SR : :

P(T) = @ p(Ta) + ... + ¢p P(T-D)Y, TR

Cuando T = ¢, la siguients expresién  para 1a' varlanze ' se’
obtiene despues de alguncs arreglos LR :

r0) = o /11 - £, - ... ='B(R)B]

Para tode vproceco estaclonario  AR{p) la  funcion de
autocorrelacion decae, en ¢l sentido de que p{r) .tiende & cero
cuando v » w, El comportamiento actual lo exhlbe, por ejemplo con
respecto a movimientos ciclicos, depende de las raices de 1la
ecuncion caracteri stica

x’—¢’xp-‘-...-¢P=0
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: Procesos. ds medins niviles
Un pioceao de‘medias: méviles de “orden q se eubrlbe’como»
,zq=al+en By e +6q 8q t,r= lf',’.'rfr’,'xt

y 88 denota por 2, ~ MA(Q). Un proceso de medias .meviles . finito

siempre es estuacionario. La condicion ;_‘,) w: < w pge saticfsce
jzo

automiticamente v las covarianzas se pueden derivar ein la
necesidad de poner alguna restriccién eobre los parametros
B‘, .Bq. Sin embargo algunas vecee se neceslta expreesar un
proceso MA en forma autorregresiva. S1 eoto se debe hacer, los
pardmetros del proceso MA(Q) deben de satiufacer las condiciones
similares n aquellae que s& impugieron s lo2  pardmectros  del
proceso  AR(p) para apegurar la estaclonariedad. Si estus
condiciones se cumplen, el proceso MA se dice gue ee invertible.

Funcicneas de autocovarianza y sutocorrelacion.
Tomando esperanzas de

z‘=a‘+6‘a‘_‘4...+9qa._q t=1, ..., T

inmediatamente ee muestra que z, tiene media cero. mientras

- R 27 - 2 2 a
r(O)—E[z‘]—(1+8‘+...+eq)a

Las autocovarianzas e obtlenen por

(Br + 6‘870l + .. eq_re )y o T =
rir) = N

Q
T »q
A partir que las autocovarianzas en retrasoB MmMayorss gque q

son cero, la funcidn autocovariamnza, y por lo tanto ls funciSn de
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autocorrelaciones  tilene un distinto valor en t = q. BEeto
contrasta con la funcid¢n autocovarianza de un proceso AR el cual
,gradualmantg decue hacia cero. Si q es pequeMo, el valor maximo
de |~(1)] esta muy por debajo de la unidad. Se puede montrar que

[p(1)] s cos frs(gta]
Invertibilidad.

El prooeso MA(1) zZ, T &+ 8 a_

ot B? ruede - expresar &N

torminos de valoree retrassdos de z . sustituvendo repetidamente
por valoree retrasssdoe de 8,0 Eeto produce
- - - - C - Jrg

z =6z ez, *t .. (-8)" o, + 8 -8y " "a _,

31 z, no depende de un eobresalto del sletema que surja de
algiun punto del remoto passado, € debe ser menor qQue uno en  valor
absoluto. Si J tiende & infinito. el Gltimo término en 1la
ecuacién anterior desapasrece y z 8e puede escribir como un

t
proceso autorregresivo infinito con pesos declinantes, i.e.

©
z = - & (-0)“2‘_+a
=1 !

1

Un modelo MA{1) con |6| > 1 no es invertible, pero aun es
estacionario. Sin embargo, eu funcién de autocorrelscidén ge puede
reproducir exactamente por un proceso invertible con parametro
1/6. Esto Be puede ver sustituyendo en o(1) = 6/(1+0”)

t/e a
pll) = ——————— = -
1+ (18)° 1+ 67

Excepto pars el cseo de |8] = 1, entonces. una  funcién de
sutorrelacioén psriicular eera  coumpativle con  dos parametros,
donde solamente uns €8 invertible. Ponlendo atencidn en los
procesos invertibles resuelve el problema de identificabilidad,
pero la razén principal para no considerar 1108 procesos no
invertibles es que dan lugar a predicclones ineficientes.

Un proceso MA(Ll) con 8 = 1 es algo andmalo, deede que puede



ser “nicamente identificudo desde la funcisn de autocorrelscisn,
Aunque tales procesos no son  estrictasmente invertibles, no se

pueden dejar de tomar en cuenta Junto con  los procescs en  que
:6} * 1. debido 8 que se pueden hacer prediccicnee sensibles con
elloe.

El concepto de invertibilidad se extiende a proceso MA de
arden mayor. Las condiclionee necesarias para invertibilidad se
rueden expresar en términce del polinomio ascciadce MA

s e(n)=x+e‘L+.,.+eqL“=o

requiriendo que lue ralces calgen fusra.del circulo unitgpid.
Procesos Mixtos.

El" proceso gensrsl autarreétesivo—mediaé mwviles se. definic
come o L
LA VR AT S NSt NP L TR A0 /UL WA SET TR S

t 1 %d q

vy tales procesos se indlcan por la notacién z 7 ARMA (p,q). Los
modelos AR(p) v MA(Q) son casos eepeciales y  es muy legitimo
denotarlos por ARMA(p,0) v ARMA(O,q) reapectivamente.

Estacionariedad e invertibilidad.

El que un proceeo mixto sesa estacionario depende golanmente
de 1ls parte sutorregresiva. Las condiciones se pueden expreesr en
términos del polinomio autorregresivo seociado ¢{l)z, =  &(L)a,
requiriende que las ralces de ¢(L) = O calgan fuera del circulo
unitario. De una forma similar, la condicion de invertibilidad
es exactamente la mismn que para un modelo MA(Q), siendo que las
raices de (L) = 0 calgan fuera del circulo unitario.

La razén por 1la cual la estaclionarliedad depende de la parte
AR del modelo surge en la medida en que un intento se hace para
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expresar un proceso mixto como un promedio  movil infinito. Bl
proceso ARMA(1;1)
BEe T, te e a,

es8 8l proceso mixto mis simple y podria ser posible sustituir por
valores retrasados de 2, repetidamente como en el proceso AR(1).
Una forma alternativa de definir 1a estaclonariedad de un proceso
mixto es escribir el modelo ARMA(1,1) en la forma

(1 - ¢,Lyz, = (1 + 8,L)a
vy e¢ divide ambos lados por (1 - ¢‘L). Eato produce

e LI

1-9L 1-9¢,L

Si L se estima que Bsatisfacs la condicién L] S 1, el
termino 1/(1-¢ L) se puede considerar como la esuma de una
progresion geométrica infinita 1, ¢L, (¢1)%, ... cuando || < 1 ¥
asi la ecuacidn anteriorse puede reescribir como

o ©
z, = E (3LYVa +6 ,gowm’ 5,

j=o

® ©
= 5 @g‘_sﬁ-a’i’npa‘-r‘

j*o
«
= . s s
=8 *;‘C' 87" + ¢') o,

Cuando 6 = 0 esta exprosién ese reduce al del modelo AR(1}.
Dado que |#} < 1, los pesoc en la ecuacién anterior declinan lo
suficientemente rapido para gue el proceso tenga varianza {finita
¥y gque las autcocovarianzas existan.

Para p > 1, la representacién del MA infinito se ypueds
obtensr de una artificioc similar el cual impons factorizar ¢(L) vy
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expander ¢ '(L)8(L) en fracciones parciales. Una forma mis
conveniente de proceder es igualar los coeficientes de 1las
potencias de L en la expresion

6(L) = #(L) w(L)

Después de algunos arroglos, la. ecuacidn. anterior ae
convierte en

¥, = 1
= L. ominel.p
v, = 8 + E 9 v dsaq
] b} vy LY Y
mint.pd
L E & v, 3d>aq

Para § Z max({p, q+l1). lasm w,'a se determinan por la ecuacion

windf,pd
en diferenclas ¥ o= E & ¥ . con valorss iniciales dedos
\zg

por los valores previocs p de ¥y
Blemplo. Para o) modelo ARMA(L,1l), las v"u se calculen de
la ecuacion en diferenciae

¥

2w, 3z2
con valor inicial

v‘=8+¢v°:e+¢

Funciones de autocovarianza y autocorrslaciones.
Las propiedades de los modelos mixtos incorporan

carscteri sticas de los modelos AR y MA. Bsto se pueds 1lustrar
claramente por medio del modelo ARMA(1,1). Multiplicando

Z, = B, vy O a
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z _,:“y ; quando éape'min'zaa ‘results

 Ypow

Las ultima doe aapcranzau son caro para ;" 10 Paté'

'el Oltimo mrmino se convierte

Els,_, ) =B1ls_ (&2 +u‘+‘8‘a‘)]>:‘

-1 12 -y 1-2

Aunque el segundo términa de r(T) siga siendo

E [a 5.1 +6 E I8, 2oed o sTim 0,001,

T = 0, ambap esperanzas son distintas de cero y son dadas

E (a2] = o?

E[ul-l z‘)= E [ul-l (e i B +B°;-|
= ¢ E {a y+ 80

illl

(¢ +8) 0o

La funcién de' autocovarianza es por lo tanto
¥(0)' =@ y(l) +0° +8 ¢ + 6
r(1) = ¢ r(0) + 8 o
ri(r) = ¢ r(r - 1) T =2, 3, ...
Sustituyendo r(1) en r(0) eg& cbtiene

1+ 6% + 290
¥(0) = ————— 1 o
1 -9
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T ¢e) (8 + 8)
1+ 82 + 290

plt) = ¢ p(v-1)

Analizando la funeidn de autocorrelacién, se puede ver que,
para T > 1, su comportamiento se goblerna por la ecusclon en

diferencia p(v) = ¢ p(7~1). Entonces lae sautocorrelaciones
muestran un decaimiento exponencial, con oscilaciones cusndo @ es
negativo. Esto es igual como en &l caso AR(1). Sin embargo,
mientras qus el valor iniclal psra el proceso AR(1) se p(0) = 1,
en ¢l modelo ARMA(1,1) el valor inicial ssta dado por o(1). Como
se puede ver en la escuacién para »2(1), este depende de ¢ vy 6, vy
el signo para e(1) dependera del signo de (¢ + 8)

Las propierdades de modelos ARMA de mayor orden se pueden
derivar de una maners similar. El patrdn general el cusl smerge
pars  la funcidn de autocorrelscion es  qQue las primeras aq
autocorrelaciones dependen de tanto loe pardmetros de las medisas
moviles y autorregresivos. Las autocorrelaciones de mayor orden
se dan por una ecuacidn en diferenclas de orden p de la forma

plr) = ¢ plr - 1) + ... + oy p(r - p)
con p(q), p(g-1), ... . p{q-p+l) como valoree iniciales

Factures comunss

S§1 lee polinomice AR y MA en ¢(L) 3, = €(L) & tlenen rsaices
las cuales son las mismas, se dice que tienen factoree comunes.
En este caso &l modelo esta ecbreparametrizado, desde que un

62



modelo con idénticas propiedades se puede construir.
reduciendo tanto py @ por uno. -Ee importente reconocer los
factores comunes, debido a que &1 existen sl modelo  no 'sari
identificable y problemas de cidlculo pueden surgir. ;

A continuacidn &e dan  unas graficas de funciones: de
autocorrelaciones que servirin para poder indentificar un modelo
ARMA(p,q).

2.1. Analisis de la serie de tiempo.

Como se explic®d anteriormente, los datos observadoes del

monto y nGmero del reclamo se generaron en base al Método
MonteCarlo. Para elloc se valic ds 1la ayuda del Paguete
estadietico STATGRAPH y Lotus, donde el procedimientc o eeguir es
el siguiente:
12 ge generan numeros aleatorios distribuldos como log-normales
con media igual a 10,000 y desviacion eetandar igual & 4,000,
Eesto se hace en el paquete estadistico STATGRAPH, realizsndo lose
siguientes pasos:

a) Cargar en la computadora el paguete estadietico.

b) Aparecerid en pantalla 6 grupos de alternativas, cada

grupo con su regspectivo menu, los cuales son:

DATA HANDLING ARD SYSTEM UTILITIES
(Manejo de Datos y utilidades del siatema)
PIOTTING AND DESCRIFTIVE STATISTICS
(Graficas y Estadisticae descriptivas)
ANOVA AND REGRESSION ANALYSIS
{Analisis ANOVA y de Regresion)
TIME SERIES PROCEDUJRES
(Procedimientos de Series de Tiempo)
ADVANCED PROCEDURES
{Procedimientos Avanzados)
MATHEMATICAL PROCEDURES
(Procedimientos Matematicos)
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. El grupc que se utilizard  para ‘la generaci®n de numerce
aleatorios es &1 de PLOTTING AND DESCRIPTIVE STATISTICS, que

tiene las siguientes alternativas a escoder

E. Plotting Functione (Funciones de Graficado)
F. Descriptive Methods {Metodos Dsascriptivos)
G. Estimation and Testing (Estimaci®n y Pruebas)
H. Distribution Functions (Funciones do Distr.)

I. Bxploratory Data Analyeis (Analinis de Datos Exp)

De donde se empleara H. Distribution Functions. La funcidn H
del paquete, asi como cualquier otro procedimlento ¢ rutine, ee
escoge por medio del manejo del cureor, posssionando este en la
alternativa descada y una vez selecclonada presionar ENTER.

Al seleccionar la opcicon H. Distribution Functions, se
presenta otra eubrutina con otro menu:

1, Distribution Fitting

2. Distribution Plotting

3. Tail Area Probabilities

4. Inverse Distribution Functions
5. Random Number Generation

Del men¢ anterior se escoge la opcién 5. Rendom Number
Generation, Cuando se hsga, aparecera en pantalla las
deitribuciones por medio de las cuales se pueden gensrar noumercs
aleatorios:
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THE FOLLOWING DISTRIBUTLUNS ARE AVALLABLE
(Lae siguientes distribuciones son disponiblss)
DISCRETE DATA

1. Bernoulli : :,4. Geometric

2. Binomial o 5. Negative Binomial
3. Discrete Uniform ; "8. Poismon
Continous Data : B

7. Beta : : 13, Lognormal

8. Chi-Square FrE 14 Normald

8. Erlang : 18, Student‘e T

10. Exponential 16. Triangular

11, F X 17, Uniform

12, Gamma 18. Weibull

Data Multivariate
19. Multivariate Normal
ENTER THE NUMBER OF YOUR CHOICE (1):

En la Cltima linea se pide que tipo de distribucion es la
Que s&¢ utilizara psrs generar los noUmeros &aleatorios. Para
nugstro caso &ee eelecciona la opeidn 13. Lognormal.
Poasteriormente se introducirad la media de la distribucién, que es
10000, vy la decviacién estandar que es 4000, el ndmero de
obgervaciones , 200, y por ultimo el nombre de la varisble en el
cual guardara los numeros aleatorics: LOGl. Esta rutina sirve
para generar el monto de logs reclamos.

Un procedimiento semsjunte es utilizard para generar el
numero de reclamos, Que se distribuyen como Polsson:

i) Se eelecciona la opcién §. Random Numbher Generation

it) Se sslecclona el tipo de distribucion 8. Poisson

it{) Se introduce la media o A: 10

tv) Se introduce el nimero de muestras s generar: 12

v) Se introduce el nombre de la variable donde se salvaran los
némeros aleatorios: POIl

vi) Se preaiona ENTER para continuar
Para poder regresar al ment principal donde e presentan los

8 gruros principales de procedimientoe, o para regresar &l ment
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previc donde se erncuentra uno, se presions la tecla F10.

Una vez realizsdo estos procedimientos, se tendrin que
salvar-los datos pars qQue se puedan procesar en LOTUS., Para ello
ge utiliza el grugo principal de rutinae 1llamado

DATA HANDLING AND SYSTEM UTILITIES.

Al seleccionar ests grupo se observsran las siguientes
opoicnes

A. DATA MANAGEWENT

B. SYSTEM ENVIRONMENT

C. REPORT WRITER AND GRAPHICSE REPLAY
D. PLOTTER INTERFACE

De las cualee se escogera la alternativa A. DATA MANAGEMENT,
con 1o cual apareceri un mend:
1. Hanipulate Defined Varisbles
2. Full Screen Data Editor
3. Rend Variable Definitions from SG file
4. Write Varisble Definitiuns from SG file
5. Import Datsn from ASCII Data File
6. Export Data to ASCII Data File
7. Import Datas from DIF File
8. Bxport Datu TO DIF File
9. Import LOTUS 1-2-3 Worksrheet
10. Bxport LOTUS 1-2-3 Worksheet
11. Recods HMissing Values

De estas opciones se cscouge la numero 4. Write To SG file,
que se upa para escribir variables a un archive. El archivo puede
va existir anteriormente o un nuovo archivo se puede generar. El
primer menu muestra todos los archives que existen en el dleco de
trabajo. Se puede escribir (W) a un archivo ya existente.
Renombrar (R), Coplar (C), Borrar (B) o c¢rear (N) un nuevo
archivo. Si se coria o renombra un archivo anterior o se crea uno
nuevo, se debe poner un nombre de archivo de 8 caracteres. Si se
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~'ascoge escribir a un archive ya existente, un segundo penel
mostrara los nombres de las varisbles que existen en ese archivo.
Para afiadir una nueva variable al archivo, se presiona N y se
pone el nombre de la variable a ser escrita o salvada en el
archivo. Easta variable debera estar preeente en la memoria o
debera haber sido letda previemente de slgun archive. Una
varisble que yva esté ta el archivoe podra s=er sctualizads ()
presionands U con 1o cual salva su valor sctusl en el  sarchive,
También ee¢ puede desplegar (D), affadir un comentario (€.
borrarla (E) o remplazarls (R)

En nueatro caso se generard un nuevo archivo llsmado YEARL y
ae salvardn nuevas variablee 100Gl y FOI1 en este nuevo archivo,
Con lo explicado snteriormente. ee tendrd que hacer lo siguisnte:
u) Entrur a4 la opclidn 4.

b) Generar un nuevo archivo, presionando la tecla N

¢) Teclear el nombre del nuevo archive (YEARL)

d) Escribir las nuevan variablee el el archivo YEAR1, presionando
la tecla W.

e) Salvar las nuevas variables, primeroc LOGl, presionandc la

tecla M, ¥ eseribir un comentaric si se desza hacerlo, deepues se&

hace exectamente lo mismo con la varisble POIL.

Uns vez Bslvado las varisblee en el archive YEARL, se
utiliza el procedimiento Export Data To Lotue 1-2-3 workehset, el
cual permite escribir verisblee de un archivo SG & un archive de
LOTUS, Para exportar estos datoe se necesltan:

a) Nombre del archivo 3G (YEARL.asf)
b) Nombre de la hode de trabajo a crear (YEARl.wkl)

Deapuss de generarse loe numeros slestorios. de  hsherloe
salvado en un archivo de 5% y de haberlos exportedo a un  archivo
de Lotus. e& procees la informecién en el paquete Lotus, debido a
que los numeros aleatcrice distribuidos como Logncrmales
repreesntan los reclamoe individusles por elniestro y los numeros
aleatorios distribuldos como Poisson representan el ndmero de
reclamos que ccurren durante un mes, por elloc c¢on el paquete
Lotus se sumaran el numero de reclamoe ccurridos durante un mes
por medio de la funcién @SUM(rango). Posteriormente se grafican
ectos numercve, lo Que da por resultado la siguiente grafica
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DATOS ESTADISTICOS QUE SE UTILIZARON PARA EL MODELADO Y ANALISIS DE LA SERIE

126,085

77914
48,003
149,565
133,919
136,644
86,458
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51,352}
81,698
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283,791
551,376
268,212
403,098
350,426
311,671
448,007
326,042
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396,193
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Como se podr® notar &n la grefica, los datos no preseatan un
proceso estacionario, por 1o que ee tendra que estaclonarizar, es
decir, me tendra que hacer constante a la media y & la varianza.

Parsa poder hacer constante 4 la medis se tendria que
diferenciar la serie. en base a la funcicn de retrasc definida
enteriormente {Lz). Para saber hasta que grado de retrasc © que
numero de diferencias se necesitazn, se tendra que calcular la
varianza de la serie original v el de lu seris diferenciada y lsa
varianzs qQue soa menor de ellep, cea serda la meric que tengs
"estabilizada” 1la medlia, ademas de Que sata debe ser
aproximademente igusl a cero.

Para estabilizar la varianzs se tendra que realizar una
tranaformacién llamada Box-Cox qQue se deflne como

z:‘ A= 0
z, =
In z X =0
1
donds -2 S A S 2. El valor do A e escoge en bass = al  siguiente
procedimiento.
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1) Separar las obqurv;&idng k:‘B‘lfl. del ‘mismo. tamefio’ v
homogéneos « : :

2) Calcular la media

3) Caloulo de 0, :

4) caleulo de'

s L idaminy
,GVU‘)’ med{\)

§) Se escoge X ta1 que k*v = min (CV(A))

Con los datos presentados, las observaciones ee separasn en
diez grupos cadsa uno con 12 obeervaciones, formindose ast  la
giguiente tabla:

En la table anterior se puede observar que la transformacisn
que necesita la serie €8 la de z: = 1n z.

Una vez encontrada la transformacién que se realizara & la
seris, 88 capturs la serie original dentro del paguete SYSTAT
para transformar la eserie y poder analizarlsa, con lo cual Bse
tiene que reslizar los sigulentee pasos
1) Cargar ¢l paauete SYSTAT en lu computadors.

2) Entrar sl modulo DATA

3) Teclear las eiguientee instrucciones

> SAVE (Nombre de srchivo)

> INPUT (Varisble 1, Variable 2, ...)

> RUN

INPUT DATA ONE CASE AT A TIME AFTER PROMPT ARROW
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ANALISIS DE VARIANZA, PARA PODEL REDUCIALA DEL MODELO

_gﬁ&: media desv sid =1 =05 ] 0.5 1
ANO 1 103330 34324 3.2110038E-06} 0.001032476297| 0.331885685268 | 106.7477243841 34324
ARO 2 136090 42089 | 2.2725643E-08( 0.000838357562| 0.3092732750239| 114.0520806785 42089
ARO 3 192824 49508 1.3343034E-08| 0.000585811756| 0.257018855387; 112.8028789193 49508
L ARO 4 233273 64811 1.4910220E-06{ 0.000575243885( 0.277833268317 | 134.1888667247 64811‘
+ ANO S 360543 80473 6.1908472E--07 0.000371718854! 0.223195451938! 134.0206308588 80473
1ARO @ 514729 110345| 4.1636795E—07 ! 0.000298721591| 0.214316659835| 153.7606657427 110315}
ANO 7 636898 124889 3.0812861E-07] 0. 4777 0.1 6434729 156.6162607449 124989}
ANOB 1077169 90210] 3.0812881E—07 | 0.000245304777} 0.156246484720 | 156.6162607449 124989
ARO 8 1405312 231470 3.0812881E-07) 0.000245904777 | 0.19€246494723 | 156.6162607448 124989,
ARO 10| 1988428 3850881 9.9387598E—08| 0.000139441473] 0.195637330308 1 274.4804899579 385098
media 1.0068100E~- 08} 0.000457928575) 0.239500401088| 149.9942129499 ! 114158.5°

desv. std. 9.3895000E—07 | 0.000278203606; 0.048814805438| 45.48621534795| 86484.20815857 !

i

c.V. 0.9682396122142 0.60752619727;_ 0.202723458405 0.30325313526 | 0.845177592195

L LS SR LY
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Al aparecer este mensaje en pantalls se comienza a capturar
la merie ORIGINAL un caso a la vez. Al terminar de capturar los
dstos, Be teclea el sigulente comando: > QUIT

Con las instrucciones anteriores solamente se crea una sola

variable (YEAR), por ello se tendrd que crear otras dos nuevag
variables: N = variable tiempo y la treanaformada de la serie
ariginal, llamsda VARTRA. Para crear estas variables ss escriben
los siguientee comsndos:

> LET N=CASE
> LET VARTRA=LOG(YEAR)

Ya que oe transform® la serie, esteblilizando la varianza, se
grafica la serie, ahora llamada VARTRA. Esto se hace por medlo
del modulo PLOT del paguete estadistico SYSTAT. Cuande se haya
cargado este modulo en la memoris RAM de la computadora, ee
teclean los sigulentae comandos:

» USE YEAR (YEAR #8 €l nombre del archive que contiene las
variables YEAR, M. VARTRA)
> QUTEUT @ (Sirve para que la grafica salga por la impresora vy no
en pantalla)
> PLOT VARTRA*N (Grafica la perie tomando al eje y los valores de
VARTRA, que eo 1la serle transformads, y al ele
de las abecisae a N, que ep el tiempo)
> OUTPUT * (Con este comando hace que opalgan los mensajes y
graficas por pantalla)

Al mostrarce la grafice oo notarda que tiens una tendencia,
por lo cual ee tendra que vrealizar otra transformacion para
satabilizar & la media, que msers la de tomar una o dos
diferenciss de 1x serie llamada VARTRA.

Al tomar una diferencia en la serie VARTRA y calculando sus
estadi aticos e obtieneo

N OF CASES 119

MINIMUM -.883
MAXIMUM 1.137
MEAR 0.022
STANDARD DEV 0.371
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Al tomar dos diferencias aevbbaérya‘;olé$luiénce

N’ OF. CASES R

MINIMUM ~1.480. 0 o
MAXIMUNM 1L T e
MEAN 0.001 !
STANDARD DEV 0.626

Con los resultados enteriores se observa  qua la  ‘serie
soalmente necesita de una diferencla. '

Para reslizar loe procedimientoe antericres, se valid de la
ayuds del paguete estadictico SYSTAT.

Para obtener la 12 y 2% diferencia de 1a serie VARTRA se
hece con &1 modulo SERIES. Dentro de eete médule existe un
comando llammds DIFFERENCE, con el cual ee obtiene une nueva
variable yu sransformads o difevencisds v se le llamms TRANSF por
defmult. Azl gue los pusos & seguir pars obuener leos reeultasdos
anteriores son:

1) Entrar al modulo SERIES
2) Dar la itastruccion >USE YEAR

Este archivo tiene laos varisbles YEAR, que es 1la seris
original, N, y VARTRA que e 1la eerie con la traneformescion
VARTRA = LOG(YEAR)
3) Teclesr £l comsnde >SAVE YEARD

Con eete comando selvars la  varisble llamada transf es el
archivo YEARL, que es 1la variable ya traneformads " con  una
diferencia.
4) Escribir el comando >DIFFERENCE VARTRA

Con 1o cual harsa la operacidn % 2% -32,¥ 8 5 la llama
TRANSE.
Para poder realizer 1la segunda diferencisa se hace 1lo
sigulente:
1) >USE YEAR1
2) > SAVE YEAR2
3) > DIFFERENCE TRANSF
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Estoes dos nuevos archivos, YEAR1 y YEARZ, se tienen que unir
con YEAR cada uno respectivamente para generar ortros dos nuevos
archivos llamadoe YEAR3 y YEAR4, para poder graficer las nuevas

seriee v poder csloular sue estadisticos.

Al aAiferencisr la serie VARTRA por primers y segunds vesn, ee
generan doeg varisbles con distintoe valores perc noembre  igual
(TRANSF). Pars esuer cual es 1s serie con una sola diferencia, el
momento de graficer ¥y al calcular sus estadlsticos herd los
calculoe y la grafica en base a 119 valores v no en base a loo
120 valoree originales. Esto es debido a gque al momento de
realizar la diferencia ee pilerde vuna observacitn. Lo mismo
sucedera para la variable gque tiene dos diferenciss, pero en este
cano se pierden doe observaciones, por 1o tanto loe eetadiaticos
v 1la grafics se hacen en base a 118 valores.

Para poder unir dos o mas archivos distintos se hace por
medio del modulo DATA con las sigulentes insetrucciones

> BAVE YEAR3
> USE YEAR YEAR1
> RUN

Con estas instrucciones se generan el nuevo archivo, ‘YEARS, -
que contiene a la serle con una diferencia s
» SAVE YEAR4
> USE YEAR YEARZ2
> RUN

Este archivo, YEAR4, tendra la serie con dos diferenciss,
Para graficar la serie con una diferencis, se hace en el
modulo FLOT, con las siguientes instruccliones:

» USE YEAR3

> OUTFUT @

> PLOT TRANSF#*N
> OQUTPUT *

La primera instruccidn es para que utilice el . archivo- que
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“tiene la aeria,‘con una diferencia, la siguiente instruccién eirve
© para que la‘grafica salga por la impresora y no ror pantalla. La
tercera instruccién sirve para que realice la grafica tomando al
eje Y a lu variable TRANSF y al eje X loe valores de N. La Ultima
instruccién sirve para mandar de nuevo las impresiones y mensajes
& pantalla.
Lo mismo se hara para graficar la serie con dos diferencias,
lo Unico que caubis & la primer instruccidn por > USE YEAR4
Para caloular loe estadisticos de lap dos serles se realizan
en el mcdulo STATS del SYSTAT, con las siguientes instrucciocnes

> USE YEAR3

> QUTPUT @

> STATS TRANSF
> QUTPUT #

Lo miamo se hara con el archivo que tiene la serie con .dos .
diferencias (YEAR4) ) “

Anteriormente se obpervé que la eerie solo necesita de.:una
diferencia pera que seca estaclionaria,  Con esto - ya . .se -podrd
identificar el modslo.

2.3. NModelado de la Serie de Tiempo

Aungque los procesos ARMA se dieefaron para series de tiempo
estmcionariase, e necesaric extenderlas para formar una clase que
englobe un rango amplic de comportamlentoe no estacicnarios. Esto
ge hace difersnciando la serie originsl una o dos veces como ee
hizo snterlormente. Un modelo ARMA se adapta, no en base &  las
observaciones originales, 8ino & la eerie yva diferenciads una o
dos veces. Bl reeultado ee un proceeo Autorregresivo-Mediae
Moviles Integrado (ARIMA.- AutoResgresive Integrated Moving
Average).

El desarrollo de una metodologia aproplads para  sdaptar
modelo ARIMA ee debe a G.E.P. Box y G.M. Jenkine. De hecho toda
la teoria se refiere frecuentemente al metodo BOX-JENKINS.
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BEUREBROEeR08ES." 117 0,022

.zTANDARD DEVIATION OF SERIES = 0,349

SEQUENCE PLOT UF SERIES
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{ { iy T g
1 ~0.497 B ' S
2 -0.484 . : -
3 1,137 £ Ey
4 ~0.111
5 0,020
& -0.458
7 0.072 L =
g -0.593 .
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10 0,254 : *
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by 0,133 .
13 -0.826 - .
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FLOT OF TRANSF
NUMEER OF CASES = 119
MEAN DF SERIES = 0.022
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15 00 116
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PLOT GF TRANSF

NUMBER OF CASES = 118

MEAN OF SERIES = ¢.001
STANDARD DEVIATION OF SERIES =

SEGUENCE PLOT OF BERIES

casE VALUE 21,480
b
1 0.012 !
2 1.621
3 -1.247
3 0,133
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15 0.233
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B*Bicamente consiste de una estrategis de selecci®*n del modelo
que se divide en tres partee. La primera parte conciste en

ssleccionar un modelo tentativo. Esto eignifica decidir el grado

sproplado de diferenciaciln, en nuestro casc &8 un grado de
diferenciacion, asi como valores fljos de p ¥ qg. La segunda etapa
ee la eetimacion de log parametros @'z ¥y €°s. Finalmente <l
modelo se somete & un diagndstico, que consiste en una seric de
pruebas que se hace al o a los modelos, y el que pase el mayor
numero de e£llas, sera ol modelo mis spropiade. La  secuencia de
identificacidn, estimucidn y dimgnéstico se ve como un ciclo que
se repite hasta que un modelo satisfactorio se obtiens.

Prueba de aleatorisdad.

Un modeloc exitoso tenderd a capturar los movimientos
sistemiticoe de los datos. S1 este objetivo ege alcanza, entonces
lo que sobram, llamedos los residuales, deberdn ser esBencialmente
aleatorios. En otras palabras no deherdn contensr componentes
sistemiticos predecibles. Aqui se introduce las consideraciones
bagicas qQue surgen de determinar la aleatorliedad de una serie de
tiempo obeervada y sn la seccidn de diagnostico ee  extienden en
las pruebas de los residuales de un modelo ARMA simulado.

Sea z., ..., 2z, una realizacién de wun process de  rulde
blanco con media p ¥ varianza o°. Lae autocorrelacionse  tedrices
Tara tal proceso eon, por definicion, idéntices a cero para todo
intervalo distinto de& cereo. Un conjunto de muestras  de
sutocorrelaciones, por &1 otre lado, tenderdn a ensefiar alguna
divergencia de este pstron debido al error de muestreo. For lo
tanto, sl un establecimiento de aleatoriedad se basa en las
muestras de las correlaclionsg, primero es necesario investigar su
distribucién de muestreo. Afortunadamente, un resultado muy
simple se dispone para muestras muy grandes, sabliendo que para
+ = Q, las r(T)’e se dletribuyen normsl e independientemente con
una medis de cero y una varianza de 1/T, Esto se obtiene
directamente del teorema Mann-Wald, desde que r{t) es
aproximadamente igual sl coeficiente de 2 en la redresion de

“\-r

z, scbre C— Por que la serle es slestoris, este coeiiciente
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iigne‘uha,diatrihgcién:hbrm;l Iimitante cuando se multiplica por

dia”iéQAl a’cero y varianza igual a:
I S 2 - 2 -
e ol S plim T B ) 2

Usando &l resultade anterior, la hipdtesis de que p(tr) = ©
ﬁuéde ser formalmente yprobada para cualquier valor particular de
* tomando & T*r(r) como una normal estandarizada. Al nivel del
56X de significancis. la hipdtesis nula se rechaza si
| ™2 p(r) | > 1.96. Sin embsrao. tal prueba solamente es
valida si el retraso que se prueba se eepecifica por adelantado.

Esto implica un conocimiento a priori de 1la naturaleza de la
serje. Por ejemplo, para datoe trimestrales una prueba de la
eignificancia de r(4) seria claramente relevante. Excepto para el
caso de un efecto esatacional, sin embargo, tal conocimiento a
priori ee mde bhien la  excepcidn mas que 1s  regla, ¥ los
procedimientos pars prucbas formalee se restringen  generalmente
& lae autocorrelaciones de prlemr orden, r(l). Por esta razén
algun esfuerzo se ha pucsto para dessrrollar procedimientos de
pruebus de hipdtesle exactos referentes a p{l).

Sin tomar &n  cuenta las notas anteriores, e muy Util

graficar doe lineas eobre el correlograma unc a la altura de

2 /YT sobre el ele horizontal y el otro & la mieme distancia
por debajo. Esto oe puede usar como un criterio para asignar
deaviacionen de la aleatoriedad. Si la serie que es estudiada es
ruido blanco, la mayoria de las autocorrelaclones muestrales
caeran dentro de estos limites. Los valores que caigan fuera de
estos limites ee una indicaclon de no aleatoriedad, aunque para
un proceso de ruldo blanco, cerca de una en veinte
sutocorrelaciones serd eignificente.

Seleccion del modelo.
Cuando ee modela una serie de tilempo particular p y @ no se
conocen. Por 1o tsnto, antes de realizar una estimacion un modelo

adecuado se debe eecoger. Esto involucrsa escoger a p y q de tal
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forma que una buena adptaci®n se obtiene con un ndmero minimo de
par$metros. Box y Jenkins se refiere con esto como el principio
de Parsimonfa.

Algunos principioce generules para la seleccidn del modelo se
daran a continuaocién. La aproximacion optima es empezar del
modelo mds general ¥ probar sucesivamente mie y mis restricciones
severas. Esta aproximacién podria ser viable en el contexto
presente 81 fuera razonable considerar un proceso puro AR o MA
como la formulacidén mas general. Entoncee, dado un modelo AR(p),
1la primera hipdtesis a probar es que el proceeo es de orden p. La
sigulente hipédtesise a probar e¢s ver sl el proceso es de orden p-1
¥ asl sucesivamente. E1 orden del modelo se fija cuando una
hipdtesis en particular se rechaza. Desafortunadamente ecote
procedimiento tiene dos obJeclones, una menor y otra mayor. Lsa
objecién menor ee qQue &l conjunto de hipdtesise ordenadas que  se
han definido no pucden ser siempre apropisdss. Kl mejor modelo
puede tener un orden mayor que el numero de pardmetros  distintos
de cero: por ejemplo, un modelo AR(Z) pueds tener ¢ = 0. Sin
embargo, excepto en lus casos estacinnales, tales formulaciones
no son comunes, ¥ una vez que p ge ha determinado o ce difieil
detectar coeficientes igual & ¢cero en  algin caco. Ls  abjecién
mayor basica e que pueds tomar un numero relativamente gronde de
parémetros AR para aproximar un  proceso 1lineal particular del
todo bien. Esto tienc des implicacliones. Primero, el modelo
inicial general ege debe e@coger con un orden suticientemente
grande. Segundo, una vez que el modelo gse selecciono por un
procedimiento de pruebas secuencilal bien podria contener un
ndmerc muy grande de parametros, violando de este forma el
principio de parsimonia. Un modelo mixto ARMA tiene 1la ventala
que puede usualmente aproximar un modelo lineal con relativamente
pocos parsmetroa. El problema con los modelos mixtos es que no
hay un ordsn natural de las hirétesis. AGn mis, una dificultad
téecnica surge cusndo tal modelo estd sobrepsrametrizado. Como un
ejemplo simple, supdngase Que un modelo ARMA(1,1)

2 =9 2y (&3]

se adapts a un conjunto de obeervaciones de un procesc de ruido

*Bla + 8
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blunco. El modelo anterior ev raduce a ruido blanco cuando
¢ = -8, pero. cuando esta limitante ese impone la matriz de
informacion asintétice es singular. Esto puede provocar problemas
computacionales, desde que los procedimientos para el calculo e
eastimadores de mixima verosimilitud ee basan en una matric la
_cual eg asintoticamente equivalente a la matriz de  informscion,
31 la rutina no falla. pero converge a estimar que ; = -é. una
importante pists de egobreparsametrizacion czerd en  los  errvores
estindar estimadcs, los cuales debido a la cercana singularidad

de la matriz de informacion zetimada tenderan & ser altos,
Las consideraciones anteriores conducen a Box y  Jenkins &

ectablecer unn estrategis para lua sele on del modelo bassdsn  en
un procedimiento lterativo de treg etapas. En la primer etapa, la
identificacion, un modelo tentativo se eeclecciona en la base de
la spariencia del correlogrsma ¥y otres estadieticss relacionsdse,
Dados p ¥ 4, entonces log  pardmetros  sSe  esgtiman.  Coma  un
resultadn de la etaps de estimacion, ge cualculan los recidusles y
estos sBe pusden uear para la etaps de diagndetico, una desviacidn
slgnificativa de la slestoriedad indica que £1 modelo es, en
algin sentido, no adecuado. Un regreso a la etapa de
identiflicacion se debe hacer, y el ciclo completo ee repite hasta

que una formulacidn adecuada se encuentra.

Identificacion

El correlograma provee el medio mde importante por el gue un
proceso ARMA (p,q) adecuade e puede identificar. Tomando en
cuenta gue la muestra es razonablemente grande, el correlogréema
debera mostrar l&a funcion de autocorrelacién tedrica del proceso
& tratar. Anterlormente el comportamientc de la funcidn  de
autocorrslacidn ee examine y cisrtas csracteristices ee npotaron
pars proceccs  particularee. Entonces, un  procesos  puro MA(q)
exhibe un corte en su funcidn de autcecorrelacidn para retrasos
mayores qus q. Por el otro lado, la autocorrelacién de un proceso
AR o mixto gradualmente desciende a cero. Un correlograma del
tipo mostrado en la figurs podria conducir & pensar que e un
modelo MA(2). Mientras que las mutocorrelaciones despues de =2
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no son’ idénticamente iguales a cero, son suficlentemente peguefios
en comparacitn con r(1) vy r(2) pars sugerir que su tamafio ss debe
4 un error de wuestrec.

81 ias sutocorrelaciones tedSricas mis alla de clerto punto.
4, s&on gsro, &Se puede. demostrar que las autocorrelaciones
muestrales eon aproximadsmente distribuidas normalmente con media
caro ¥ varianzs '

q
Avar [r(r)]=[1+2 o p’(d)] Ty q

izt

T

Un estvimado de Avar [r(v)] se puede obtener remplazando las
autocorrelaciones tedricas en 1la  ecuecion anterior por lae
correspondientes autocorrelaciones miestrales., Las linene
punteadss en la figurs indican intervalos sl 899% paras cada r(T).
T > 2, bajo el supueato de que el proceso es en realidad MA(Z2).

El orden de un proceso puro AR es mas dificil de determinar
del autocorrelogrsma, excepto tal vez cuando  p=l. Ua
procedimiento complemantaric ee 1leve acsbo para la
identificacién. Bete se bass en la funcidn de autocorrelsnciones
muestrales parcisl. Dendtese a ¢(7) loe coeficientes estimadoe de
%, _r &n un modelo AR(T). La funcidn de  autoccorslacién  muestral
parcinl se define por una dgrafica de ¢(T) eontrm 1. KBl punto
impor tunte a notur A cerca de  esta  fuanciorn L1 queg su
comportamiento &= lo opuesto & lo que wmuestrs ls  funcién de
sutocorrelacidén, Para un proceso AK puro, las autocorrelacionees

parcialee tedricse son cero en retracos mis ulla de p. mientrae
Que para un procesc MA  estas desclienden  graduslmente. 51 las
cheervasiones BE genernn por urn Proceso AR(p) . lae

sutocorrelaciones parcislee muectrales que estin mds alla de 1,
ge distribvyen normslmente con media cero y varianza

Avar [(8(7)] = /T

Si los detos se pueden aproximar razonablemente bien por wun
modelo AR o MA puro, tempoco debe de provocar dificultad alguna



selecclonar un valor adecuado-de p o q exsminands ls funeiin
-mueetral de sutocorrelascién o autocorrelacion parcisl. Lx
identificacion tanto de p como de 9 en un modele mixto es de
alguns forma mis problemitics. Hi la funci®n de sutocorrelaciin,
ni - la funcien de autocorrelacion parcial tienen un punto de corte
definide. y una considerable habilidad s puede necesitar para
interpretsar los patrones obtenideos. En estas  circunetancias - el
ciclo completo de la  identificacidn, estimacion vy  disgnéstico
pueden ser repetidas varias occasiones antes de que un modelo
adecuads Be pueds encontrar.

Las dificultades anteriores se pueden componer per error de

muestreo.

79




) De acuerdo al correlograma y al correlograma parcial de las
sutocorrelaciones de la serie que se esta estudiando, 8e puede
notar gue es un modelo MA(1) o un AR(8).

Se obeerva en &l correlograma parcial que el valor mis alto
se obtiene en r(l) y los demds vmlores van tendiendo & uno, es
por ello que s& supones que €1 modelo 22 un MA(L)

En cuanto & la soepecha de un modelo AR(6), =¢ basa en el
correlograms parcisl, donde loas valores de rv(l), r(2). r(3),
r(4), r(5H), r{6) son distintes de cero, ¥y de R(6) en sdelante los
valores de R(t) van desvaneciéndose.

Una ves identificado el modelo, e procederd s estimsr  loe
parametros ¢°s v/o €°n.

La mayorisa de los motodos usndos pars estimar loe perametros
en los modelos de eeries de tiempo B2 basan en el principlo de
miaxima verosimilitud. La ventaja de adoptar un procedimiento de
mAxima veroeimilitud es que loa estimadorec resultantes oon
eptadi aticamente eficientes en muestrasc grandec. Por otro 1lado,
algin tipo de procedimiento iterativo serd usualmente rneceenrio
para calcularlos, como 8 el cmeo cuando se utiliza uns
computadora ¥ un paguete estadistico, coms €8 €l caso que se esta
tratando. Por ejemplo sn el paguete estadistico SYSTAT utilizua un
pétodo de optimizacién numdrica como es el de GAUSS~-JORDAN.

Maxima verosimilitud.

La funcién de densidad conjunta de las observaciones
Zgre--2Z, 88 BUPONE que depende de un conjunte de n yparamstros
desconocidos en el vector w = (¥, ... ¥,) que se denotara  por
Lz, ee v 203 W) Una vez que la muestra ha sido dibujada,
L(z.l‘ S z,: ¥) B& puede reinterpretar come uns funcion de
verosimilitud gue indics la plausibilided de valores diferentes
de v, dada la muestra. Entonces la verosimilitud es uns  funcion
de v, ¥y 6l estimador de maxims verosimilitud, v, da el valor de g
el cual maximiza L(w),

El mdtodo ueusl de encontrar el estimador de maxima

ao



vérbaimil;tud ‘es diferenciar la - funecidn:.  logari tmica ‘_"‘dc'
verosimilitud, Log(L), con respecto & cada uno de loa parimetros

¥ v;; PSRN ¥ Iﬁualando lag derivadas a .cero, da como
resultado las ecuaciones de verosimilitud

& Log(L)
sy

Como una regla, las ecuaciones de verosimilitud son no
lineales y as! los sestimados de mixima verosimilitud ee deben
calcular por algun procedimiento iterativo.

Se supondrd que las obgervaciones estan normalmente
distribuidas. El principlo de 1a estimncidn por  mAXima
verosimilitud conduce u procedimientos gque estan esencialmente
basadoe en minimizar una  funcién de¢ eums de cuadrados de
residusles. Tnmbien ce zupondrad que el wodelo verdadero es  tanto
estacionaric como invertible. Sin embarge es lmportante notar que
loe modeloe en loe cusles nlgunes de las raices del polinomio MA
caen dentro del circulo unitario eon perfectamente validas y
pueden surglr en la practica cuande una socbrediferenciascién ha
sido hecha, Como un ailmple ejemplo supongs gue z, = o8 donde
s, ~ NID(O,0"). Entonces

A;.:‘ = 8 + eat_‘
donde € = -1, y asl Az se genera por un proceso MA(1) el cual
es, estrictamente hablando, mno invertible. AunQue esto es
sensible a demandar que loe estimados de loe parametroe AR deben
satisfacer las condlciones estacionariss, 1o mismo no es
necesariamente cierto en cuantoc a la invertibilidad.

La funcidSn exacta de veroeimilitud se construye del error de
la descompoeicion del error de prediccidn, que es un resultado
fundamental en el anilisis de obseries de tiempo que permite
escribir la funcidén de densidad conjunta de las obssrvaciones de
una forma manejable.

Considérese un conjunto de T observaciones dependientes con
media u vy matriz de covarianzas. oV, obtenida de una

B1



dietribucien’normal multivariada,-i.6. z * N(=, ~*V). La | funcisn
conjunta.de-densidad-de’las cbsérvaciones es .

(T/2)lo 2n - (T/2)10s o - (1/2) log |V]

172 02 2V (amw)

. e izuédé:'féotoi-izar en'dos partes eccribiendo

- log-L(z) = log »L(z‘, cee s z_r_‘) + log “z-/z-m' cee z‘)

3 El. ség:dndo término del lado derecho de la ecuacidn anterior
TEE la :_diatribucion de la ¢ltims obeervacion, condicional &  todass
luas . observaciones previae. Escribir la funcidn de densidad
conjunta do ests formea se obtiene de la definicion de funcidn de
densidad de probabilidad condicional. St p(x. z) ec la funcion de
densidad conjunta de dos variables alestoriss, X y =, entonces

pix,z) = f(x/z2)h(z2)

donde f(x, z) es la funcion de densidad de probablilidad de x
condicional a z y h{z) ec la funcion de densidad de probabilidad
marginal de z.

Ahora consldérese el problerpn de estimar Iy dado que
Z, g+ <+-r 2, ee conocen. Si z _  es un estimador de 2z
conatruido sobre esta bage, el error de estimacién, o predicciodn,
ee puede dividir en dos partes:

cees 201+ L, [ AL 1

‘T/7-1" 1 T T

e T [ZT_E(ZT/T-I'

donde E(z . ..
condicionsl sobre 2. ..
qQue el estimsdor de la media cuadratica de Zyyres? denotade  como

MSE(zV’,_‘) es:

cess T) e la media de la  distribucien de =z,
ceas 2o Se sigue de la ecuacion  anterior

;¥4



MSE(z . ) = Var- (o o B

o - . N . 2
LE U3y = B (Gppls oee 303700

Elprimer wermino: del. lado dpsrécho de. 1 “scunssién -snterior
es independliente de 21,,_.__‘.' vy mel el “estimador. minimc de ls

media cuadratica de =, condlcional a z_ .. .... 2z &8

= E(z - |

Sror-s 774" s

La varisnza dsl error de predicclén asosiado con EV’,:‘ 28

- - N o R N
Ef(z;-'5,,.,) ). esto _es identico a MSE(z . .), ‘el ,c’ualby en
vista de’ la conetruccion de 3 a8 igual &

T#T-1

Var (zv_r_‘, e z‘). esta cantidud se denotars ';'ao; 2t

Deede que lag observacionss ee distribuyen normalmente
ambos componentes de la ecusciodn .

logL{z) = log Liz, ... , 2 ) + log Mz sz, ., .o 5 5)

eon normales. el eegundo términe ee puede eacribir
log 1(2,/2%, ,» +-- » 2,) = - (1/2) log 2n - (1/2)log o"

- (1/2) log £, - (V2o Hz -7, 3 s f,

v se interprets como la distribucicn del error de prediccion

-

2, 2
T TrT-3

La descomposicién de

log Liz) = log Liz, ... , z ) + lo8 Mz./2,

R Z‘)
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: a:erpugde repetir con respecto & la verosimilitud de lss  primeras
T-1 obsoarvacionss, y repetirlas hasta que se obtiene

T -
log L(z) = L log L(z./z, .+ ... , 2,) + lod 1l 2,)
t=2

Para T=2, .... T la media de z, condicional sobre z . . debe

ser igusl & Em_’. el estimador de la media cuadratica minima de
z, dadas las observaciones anteriorss. Cada una de las
distribuciones condicicnales &5 por lo tanto ls distribucion del
ervor asocisds con el predictor optimo, mientras gue l(zl) es la
distribuclén incondicional ds Z, . Sin embargo, si H, e@ considera
como el estimador de la media cuadratics minime de z,, dado  que
no hay ohservaciones previae, ¢l término 2, ~ H e& &1 error de
prediceion asociado con z,. Es por 1o tanto arroriado denotar 1la
verisnta de z, por a’f‘.
La expreeion

T
leg L(z) = L log L(:T/:.TV‘, cae s B 4 log 1¢ zl)
L=2

rermite a la funcion de mixima verosimilitud descomponerse en 1la
distribucion conjunta de T errores de prediceidn. indepsndientes

1 (] -

t=1, .... T

donde i‘/o =M. Cads error de prediccion tiene media cero y
varianza o f, v asl

Log L(z) = -(T/2)log 27 - (T/2)log o - (1/2) log |V}

2

- 1/2 07 (zep) Vi (Z-u)

se convierte

T T yon ot L X 1,2 Lo
Log L(z) = = log 2r -~ log o° - L log f - o L v/t
-2 79 -2 ‘ FIRA VT2 BN
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La descomposicién del error de prediccion ge puede
interpretar en términos do una descompoeicién de Cholesky de V™.

S1 T es una matriz triangular inferior con unos en 1a diagonal

principal, v* o ose puede factorizar como vi: L'L L. dende

D= diug(t:', s f:). Eesta factorizsclon es onica y  los
errores de prediceién en v = oz~ Eu‘d se dan por ‘la

transformscisn v = Lz, Cous el Jacoblano de esta transformacicn

es ]E[ = 1, la distribucién conjunta de loe elementos en el

vector v = (u,. P v,)‘ as como en

. T T
Log L(z) = - g log 27 - % log o - é £ loa f, - é Al vi/t,

Notese que |V*] = |L‘| [D] |L| = |D] v asi

log |V| = £ logf

La descomposicidn de Cholesky se puede usar como la base de
factorizar V™ numsricemente v calcular los errores de predicrion

directamente de la trensformacion La.

Simplificaciones considerables pueden ser usualmente
obtenidas en lz deecomposicion del error de vpredicoion sl e
obeerva que una aproximacion a la  funcién de vercsimilitud se
adecuars sn la practicn. Como una regla general, una aproximacién
8e puede Justificur en compos tedricos haciendo algunas
supcsiniones acerca de las observacionee iniciulen. Eeto
ugualmente resulte en errores de  predicoclon con varisnza
coneteante, o', vy aei pars f, =1 para teds t. la funcion de
verogimilitud B& convierte

log L = - g log 27 - g log & - é P a:

donde el cambic en la notacidon de v, a & eilrve para indicar que
cada error de prediccion coincildira con €l disturbio del ruido



blanco del modelo. Si . la funci®n de verosimilitud se pueds
reducir 'a una forma como la anterior, hay importantes
implicaciones pars la estimacion.  Msximizar 1la funciOn de
verosimilitud £8 equivalente a minimizar la funcidn de sumas de
cuadrados

Stw) = L o

donde v denots todos los psrametros del modelo sparte de o°.
El modeslo autorregresive de primer orden

z, =z *a. lef < 1

donde & = NID(O, &%) s aie a  conocer anteriormente.
Conatruyende la funcion de vercosimilitud, ee supondra gque el
proceso comlienza en cuaslquier punto del pasado, poro solamente ese
observe en loa tiempos ¢ = 1, ... T.

Para cualguier t, la distribucién de z,, dadas todse las
ocbservaciones anteriores ., tiene unr medisn de ¢ ¥y una
varianza de o°. Entonces las ultimas T-1 errores de prediceidn
son identicos a loe aGltimos T-1 disturbics desde que

et

- - = - = + =D .
v, =3 2oy z, LN v 2, ..., T

Correspondiende a la ecuscidn

T
Log L(z) = = :zt log 21 - % log of - 3 log f, - £ o* Epalse
s 1z=1

"

t

la funcidén logar!i imica de verosimilitud se puede descomponer en
las funciones de deneidad de &,, ..., &, mis la funcion de
densided incondicional de z . Beta tiene distribucien norual con
medis cerc y varianza oo/ (1-¢°). El primer error de prediccidn
¢y por lo tanto igual a =, en vez de que gea iguml]l al  disgturbio
& . Ponlendo v = 2z, la funclén logaritmica de vercsimilitud

t
para todas las observaciones T se pueden escribir de la forma

T T
Log L{z) =-§laa 2'1-%105 a’-é T loag q—éoz oROPZS
1=4

iz
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... o .
L ¢ g B T .

Log L(z) —‘g'lag o ;.E,log' o +é I log (1-9%)

e TR » i '

S SRR Bl A ) SeE,

" Notese quéfq =1 para 't = . 2, - oy, Ty mientrae | que.

ecuscion anterior
tienden a cerc asintSticamente, y ei no ge toman en cuenta-en la
funcién de vercsimilitud se simplifica a la forma

leg L = - g log @rn - g log o° - é 7 5 a:

Una Juetifleacidn rformal de hacer esto e8 considerar a z,
‘ecomo un valor fijo. El estimador de maxima vercsimilitud de ¢ es
lineal. siendn obtenido por una rearseion de z, sobre 2, .

Como s& comentd anteriormente. la funcien de vercesimilitud
exacta ese congtruye de la deecomposicidn del error de predicceidn.
Eeto represents alguna desviacién de la practica ususl. Sin
embargo, la descomposicidn del! error de prediceidn es una
aproximacion natural desde un punto de vista tedrico. Aparte de
clarificar la estructura de la funclon de  veroesimilitud exacta,
hace completsmente wparente la naturuleza de  la  sproximscicn
envueltno «n la funcidn de verocimilitud cendicionml. La  funcisa
de versceimllicud condicional se obtiene fijando clertos
disturbios iniciales y/o obeervacicoree, y maximizar cets  funcién
equivale o minimizar una funcion de LUmi de cusdradog
correspondiente. Loe estimaderes reeultantes. los cualss ss

conocen como eetimadores de guma de cusdrados  condiclonsles, ee
toman generalmente para servir como  aproximacionsze  ade cuadss a4
loe estimadorse de la funcidn de méxima verosimllitud exacta,

Una alternativa a la mixima verosimillitud ec¢ bagar los
estimados en el correlograma. Fare un modelo AR purc, los
estimados que se toman del correlograma son completamente
eficientes. Aunque esto no sucede para el caso de modelos MA puro
y mixtos, los estimadores obtenidos del correlograma pueden
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proveer Utiles valores 1nicia1es para un procedmiento iterativo
da Dptimizuciﬁn. .

Vnode lo Autofrcareéivos .

La funcidn de verosimllitud pars un proceso AR{(1).se derivd
anteriormente. La miema técnica se puede utilizar para un proceso
AR{p), el primer pazv s llevar a ocabo.. la descomposicion del
error de prediccion

T
log L(z) = & loa(z‘/z‘_‘. vee s 3 4+ log L(zp)
tzpes

El primer términc del lado derecho de la ecuscion anterior
se pusde interpretar comoe &1 logaritmo de 1a distribucién

conjunta de By o0 8. Mientrss que Llz ) es la distribucion

conjunts de laz primeras p obesrveciones s, = (2 ev zp)'.

Si la matriz de covarianzae de z, &% denota por a’VP, la funcien
logari tmica de verosimilitud se puede egcribir como

lod L = -(1/2) T log 21 - (1/2) T leg o° - (1/2) log |V
3

13 13 151" P tep

T
-(1/2) o7* [z; Via v L (z-¢2 el =tz )‘]
\zpes

Estimacién exacta de mixima verosimilitud

El paremetro o° se puede concentrar fuera de la funoién de
verosimilitud. Sin embarge la funcidn resultante &8s todavia no
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lgneal en ¢, ¥y la estimacidn de maxima veroeimilitud se dete
llevarracabo por una oprimizacién numerica. La matriz V;’ Be
puede obtener por una serie de metodos diesponibles.

log L
3

L]
Para el modelo AR(1), dejando = 0 da como . resultado
una ecuacién de tercer grado sobre ¢, Esta tiene un& raiz:real
¢nica en el rango [-1, 1].

ﬁe#ieaién

La‘ estimacidn de modelos AR se puede simplificar
considerablemente considerandc las primeras p observacionese,
Zoeee a2, COMO fijae. Esto provee una justificacion tedrice por
la cual el término log L(zp) no se tomd en cuenta, con el
resultado de que ls maximizacion de la funcion de verosimilitud
Be vuslve equivalente a minimizar ls funcion de suma de cuadrados

T
ey = L (= - é2 - .- @

tzpes

El estimador de maxima verosimilitud de ¢ por lo tanto ee
obtiene por una regresid®n de minimos cuadrados ordinarioce (OLS)

de z, 8obre gus valoree 7 ces s 2

En mueetras grandes‘a; hace mu; ;equeﬁa la diferencia s1  la
estimacion se lleva & cabo por la funcion de verceimilitud exsacta
o por regresién, En el modelo AR(1), se puede obseervar que 1la
Gnica carateristics dietinviva de la tuncion EXBCLA de

veroceimilitud ee la funcidn gue involucra u z2 vy log (1—&2).

Estos términos no &e& toman en cuenta por el reszo de la  funcion
de verocgimilitud =i T es euficientemente grands, v la
dietribucion asintética de loe estimadores de ¢ v o no ee
afectads si se omiten.

La introduccion de un media distinta de cero en un modelo
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AR(1}, rseulta
‘convierte < .-

bif_q renciando con

R T L
: TS (1-¢)

Estap se’pusde estimar independientemente de ¢

Las ecuuaciones de Yule-Walker

Los estimmdores de los parametros sobre ¢ ee pueden obtener

del correlogramsa. Para un modelo AR(p) puro, lase
autocorrslaciones ee dan por la ecuscién en diferencias de orden
P Plr, = o"‘p(r—l) + L.+ ¢pp(‘r—p) T =1, 25 oo
Escriblendo esta ecumcion pers v = 1, ... , P du
1 189 « .. Plp1) ¢, P(L)
P(L) 1 PO e (p-2) @, e(2)
p{p-1) plp-2y . . . i ¢ P(3)

P

Estas expresiones Bse conhocen como  lag ecuaciones de
Yule-Walker. Reemplszando s (1) por r(T) resulta un conjunto de
ecusciones linealee lac cusles ee pueden resolver directamente

pura obtener estimados de @, ... , ¢p.
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Procesos de Mediae Moviles y Mixtos

Lnbfuncién de verosimilitud para cualquier proceso ARMA(p,q)
ee puede construlr de la descomposicitn del error de predicciin.
Encontrar la funci®n de verceimilitud de alguno de estos procesos

.’puede -tomar mucho tiempo, particularmente sl p + g es grande.

Si algunas suposiclones se hacen acerca de los valores
inicisles de los disturbloe y/u  obeervaciones, una funcidm e
verosimilitud condicional se obtiene. En el caen del proceso AR
purs conduce a un estimador de maxima veropimilitud linesl de @,
Pars procesce MA y mixtoe el sstimador de madximz veroeimilitud es
todavia no linesl. pero &l caleulso e la funecion de verosimilitud
ee eimplifics coneiderablemente. AGn mas, derivados wsnaliticos
eon diesponibles y ectog pueden sger importantee para improvissare. la
sficiencia del procediuniento de optimizacion.

Lu eums de cusdrades condicional para el modelo MA(L)

El modelo MA(1)

zl = al + 6 a\—l

provee 1la ilustracion mas sencilla de lae técnicse usadss &n la
estimacion de modelos. Supdngase, por &l momento, que 6 ee
connce. Si al tiempo t-1, a_ se conocie, el estimedor de la

media cuadratics minimo (MMSE) de z, podria ser o, =€ s _ V¥

el error de prediccion smsociado geria

Loe errores de prediccidn futureos, cada unc idéntico al
término de disturbio correspondiente se puede calcular de la
recursién de la expresion anterior. Desafortunadamente hay una
dificultad con eeta aproximescion qQue es la de que al calcular el
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. conjunte: completo de los erroree de predicei<n, By vl o By, €]
disturbic iniicial, G,. B8 debe conocer, Una solucidn sl  problems
eB _suponer que &, es 1gual a cero. El conjunto completo de . los
errores de prediccidn ee pueden entoncee calcular, y 8l se sigue
suponiendo que s, es fijo en cero para todae lae realizaciones,
la funcién logsaritmica de verosimilitud es de la forma

log L = ~(T/Z) log 21 - (T/2) log o

- () @ E ]

Fara cascs mde practicos tiene poca importancia si 1la
suposgicion 8, * 0 es verdadera o no. Sin embargo, si a8, es
alestorio, =& importante notar que la aproximacion implicita en
la verosimilitud condicional solemente se vale 51 el procesou es
invertible, i.6. si [8| < 1. De la misma formn como ese mostrd “en
eete ejenpla, la diferencia entre las funcionss de  verosimilitud
exucta y condicional se convierte negligible en la medida que T
aumenta.

Maximizando 1a funcién de verosimilitud exacta es
equivalente & minimizar la :iuncidn de esuma de cusdrados
condicional S(8) = § uf con regpecto a 9. Ee importante noter que
A ya no es mis un disturblo, sino que es un residual cuyo valor
depende de €. La notacién a‘(e) confunde eete punto. Sin embargo,
usualmentes no sers necesaric hacer ests modificacion., desde que
iz Ainterpretacion de &6 BeTA clara del contexto.

Para un valor dadce de T, un conjunt: de T residualea se
puedsn generar de la recureion

a =z -6 8 t=1, ... . T

con &8, = Q. Loe recldualse ee pueden uear para construlr 3(6) vy
el problema que falts &8 encontrary un m@todo adecusdo parse
minimizer eets funcion con respecto a 8. Como solamgnte un  eolo
parametro se involucra, una bUsqueda sobre el rango de {-1, 1] ee
puede llevar a cabo. Pars procesos was generales esta supcsicidn
puede scr no muy viable y el slgoritmo obvio a adoptar €6 el de
GAUSS-NEWTON, o uns modificacidn adecuada de esta. Para el modelo
MA(1), diferenciar la ecuacidn anterior produce
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s@ T e e

. S

R : E L v .
Como B3 Q. ege obtiene: que = .0, entonges  las
;i - N Iy i 38 R Cod

derivadas: g€’ producenpor unia recursisn paralela &

con la:iniciaslizacién nianéjada de ' upa - ‘férma ‘similar.” Dado ‘el

eatimadeo de & ) @lgoritmo procede ‘& caléular

entonces aﬁtuall:a cl.cevimado de la régresion de s sobre

La suma de cuadrados condicionsl en el caso general.

Para modelos de mayor orden MA, la funcién condicional de
verosimilitud se obtiene tomando U g» +e- » By lgusles & cero en
todas las realizaciones. Los residusles usados para calcular la
funcidn de suma de cuadrados condicional se obtiene de la

recureion
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Procedimientos similares - se  pueden  adoptar pai‘a modelos
mixtos, aunque en tales casos existe el problema - adicional de

manejar: las oheervacicnes inlciales. . Coneidérese el mode lo
ARMA(L,1), 3 = a4 z_ +8 +%9 8 . 51z se toma como un. valor
fije, . les erroress de prediccion ge pusden calcular. de la

recureion .
a =z -~¢ a3 -0 8 t = Z0 00T

donde & = 0. Uns sproximacion alternativa podris ser comenzsr la
recuraidn en t=1, con 3, =8, = 0. Sin embargo, aunque esto
produce T, mde que T-i, reeiduales; esto no ee recomendable,
debido a gque al dejar arbitrariamente 2, = O introduce una
distorsidn en loe calcules. En general, la aproximacién adecuada
para un modelo ARMA(p,q) es calcular T-p errores de prediceiodn de
uns recursion de la forma

con a = a B ... = =0
P

b3 av-qu

Las derivadas que se necesitan para implementar el algoritmo
de GAUSS-NEWTON ‘ee puede calculsr por recurclones. Para el modelo
ARMA(1,1). '

65‘ 65‘_‘

= -z, "8 t=2a, ... T
S5 &P
Sa ca,

=-a_, -6 T t=2, ..., T
&8 &8

con éa‘/&# = 65./66 = 0. En general se necesitaran de p+q
derivadas. Sin embargo estas se pueden obtener sobre la base de
solamente dos recursiones, una para los componentes AR Yy otra
para los componentes MA.
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Eetimados iniciales.

Valores iniciales se necesitan para las iteracliones de
Gause-Newton. Para un models MA(L) podria  ser posible comenzar
con-€ = 0, perc una est,r-m;g:gir_\ similar ns podrra adoptarese  para
un modele mixto. Poniendo ¢ = @ = 0 en &l modelo ARMA{1.1) podris
dar como resulnado que las dos derivedas sesn identizaes. Agui el
algoritmo podri a romperse inmediatamente deb ide 2 ia
multicolinieridud de ls regresion ds 8 sobre 6&(/6:» v éa‘/oa.

Una mejor forms de comenzar las iteraciones &s COmMEnZar  Con
estimudos consistenten de los paramstros, Una  posibilidad  es
obtener estimadoe del correlograms. Congidere un modelo MA(1). Si
P11} Be rremplazs por o(1) on 6(1) = 6/(1+67), un estimador de
ge obtiene regolviendo lz ecuncion cuasdratica

4ril) -8 + r(li = ©
Esta expresion tlene dos soluciones. pers como
13

£ (1) =8 4+67

una ralz &8 claramente la veci procs de  otra. Kl problema  de

decidir cusl ralz eesleccionar se reeuelve  por la condicien de ™

invertibilidad, El estimador ee por lo tanto

1,2

= {1 - 11~ 407N

@

3/8r(1)

c

La otra sclucitn, & see desecha debido a que tizne un valor
abeclute mayor que 1.

El unico caso cuando r *(1) no tilene doa diferentes
soluciones es cvando r(1) = ¥ 0.5. El estlmador €s entonces
6 =11 st Ir(1)] > 0.5, no hay raiz real en r ' (1), desde  que

e
el autocorrelacion tedrica de primer orden no puede exceder 0.5

para un modelo MA(1l).

Una técnica eimilar se puede emplear para estimar los
parametros en un modelo ARMA(1,1). La funcidn de sautocorrelacion
ge da por
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‘la cualisuglersila estimacion de @ por

@, = r(2)/r(1)

) S1 p(})fy ¢ se reemplazan por r(l) vy éc en p(T) = ¢ p(1 = 1),
un estimador e da de nuevo por la eolucidn  de una-ecuscion
cuadratica. Eeta aproximacién se puede generalizar a modelos. de
mayor orden, aunque esto comienza & complicaree. R : -

Ahora se daran las ingstrucciones para que por medio del
paquete estadistico SYSTAT estime los parametros de  los
modelos ya identificados, que es un modelo MA(1l) o un AR(B).

> USE YEAR3
> SAVE MAL
> ARIMA TRANSF / Q=1

Estas tres inetrucciones sirven para estimar los pariametros
del wmodelos MA(L) ¥ que loo residumsles lox salve en el  archivo
MALY” Pars &1 modelo AR(6), ee utilizsn lag . pigulsntes
instrucciones:

> USE YEAR3
> SAVE ARG
> ARIMA TRANSF / P=§

Una vez calculados loa parametros del modelo adecuade se
paca 8 1s euipa de diagnostico.

El diagncetico del modelo se puede llevar acabo examinando
los residuales de las desviaciones de 1a aleatorledad. Pruebas
formales se pueden bagar en el correlograma, aungue ninguna de
eptas se& deben ver como Bustitutos de una greficucion directa de
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los residualea. Citando s Box-Jenkine: “No =e pueds enfatizar
demusiado fuerte que las inepeccidn visual de una grafics de los
miemos reesiduales €5 un primer pasc indiepensable en el proceso
de chequeo™.

Aunque la graficaci®n y examinado de residuales es un
edeciclo extremademente valumnble, algiun culdade =& dehe tomar en
1la. interpretacicn de estos resultados. Las prusbas &socladas con
estos procedlmmientos frecuentemente ee construyen en la
suposiclén de que los residusles tienen lus miemas propiedades
como los dlasturbics cuando el modelo se especifica correctamente.
Desafortunazdamente costa puposicién ne es valida Bara los
residuales de modelor ARMA, atn cuando el tamafo de la muestrs eg
grarcle . Por edemplo, ot un modelo AR()) eBe neemeldsn & lag  datos,
ar puesde mostTaAr  que 1 mutocorrelocidn de  primer ordea e
los residuales tiene una variasnze ssintdtica de ¢ /T. Este  puede
ser sgustanclslmente menor que L/7T, ila cusl s la vaerlsnza de
r{l) psra un proceso de ruide hlanco. Sin embargo, pars  retrueos
de mavor orden loz sesgos en la varianze son menoe serios.  Eeto
indica el comportamiento de  las  autocnrrelaciones de los
residuales para cuslauier proceso ARMA(p,q). En todoe loes aasos,
una reduccién en la varianza tlende a ocurrir en los retrasos
bajos. Aun mis, las r(r)’'s en eptos retrascs pueden estar
altamente correlacionndos. Aunque ectoo cefectes uzualmente
desaparecen a retrasus mas alton, seguidamente son
suficientemente importantes para impartir un sesgo =evero 4a la
eatadistica. El reeultadoc que estos procedimientos de prueba
tienden a subestimar ta significancia de aparentee
discrepancias.

Aunqgue lae pruebae aszociedas cnn loe procedimientos graficce
no eon generalmente validos en esta situacion, pueden proveer
atiles guias a pesar de lo anterior.

Algunue de lue pruebas de los regiduales ge dardn a  conocer
enseguidas

SUPUESTO: E (a1 =0
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f n (n-1) a
/x (a,-a)?
Se recheza B (83 = 0 8 | v | >t (1-a/2)
81 eeto ocurre, existe una tendencis deterministica o

aleatoris. Si &8 smleatoria, se puede requerir de una diferencis
adicional y como

VERIFICACION: t =

Vo o=z o~z " AR ¢ =1
tal vez solo requiers un componente AR extra.

Si no &8 alestoria, deberd incluirse una conetante & en - e}

moudelo, que podria ssr & = a

SUPUESTO: Var (a\) = o : [ Lo
VERIFICACION: Grafica- de: residuales contra el tiempo..

Si no es constante, reViu&: o ‘;correﬁir 1a - trensformacion
estabilizadora. SO e '

_:BUPYESTC e Mo

VERIFICACION: - - Coeficlente de asimetria y curtosls
- 95% de las cbservaciones en {u t 203

1 or (a-a)®

Coeficiente de asimetria; -—— Y
n L=3
1on o (a-a)*
Cosficiente ds curtosis : — § — " ~ 3
n 1=1 o

Si no cumple con el supuesto se debera hacer una
transformacién normalizante
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fz> 0

=0 equivale & H : Py =0y k ;

- VERIFICACION: "+ 'En la grafica de residuales contra el f,iempo
: - ‘no hay comportamiento :

i | Correlograma, todes los r & o, coh Zla
prueba de Bartlett :

1 q 2 T
Ver (r,) = — 1+2 § 7 donde q = 0
n 1=

=» Var (r ) = J'

Sin embargo, Var {r,) ez un poco menor gue

yi para k pequefog (k 2 &), por lo cual se
reguiere una prueba conjunta , llamada de
Box Ljung

s
k) = (n-d-p) (n-d-p+2) JE, n-d-p-37
Q(ky ~ (l‘ oo conviena k > 20 ya que p-q=0

- Se rechuza s1 G(k) > x“ Ok -peqs

SUPUESTO: NO ABERRANTES O DISCREPANTES

Se verifica con la grafica de residuales contra el
tiempo, donde el 99X de las observaciones seta dentro de & 3o

Se debe reviear caso por cago v tal vez se
requiera un componente estacional.

SUPUESTO: B [a,2_,1=0 k>0
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i VERIFICACION: Por medio del correlolrum& cru:'.ado TBe iidebers -
obasrvar el :.iguiem‘.s comportamiento: . :

Cav (u ;2 )

JERRRORSUT Y ) S, -
Pzage = k o
: 7 Nar(a ) Var(z )

k) 30
r, (K) * 0

Lo lk) > v (k)

81 no sigue el comportamiento antex-iox-
factores en el modelo. Ej:
Modelo correcto ARMA(1,1) pero se modela HA(].)

éb’é ineluirae™ otros

2, ¥ 8.8 + & donde & = @z, _ .+ &

entonces r, (k) no seguird el comportamiento = mas adecuado pues
s &un no ez ruido bleanco.

100



Los : gidﬁie

- ADMISIBILIDAD.-

‘regiones que lo hacen estacionario e

ntes supuestos se refieren al modelo estimado:

‘Loe . parametros. estimadoe deben c:@er en  las:
invertible.
Por ejemplo; :

AR(L) e} <1
MA(L) |e] < 1
ARID) @ 48, <1 -
@, -, 21
¢, > -1

S no caen en la region, puedsn coneidersres
intervalos de confianza paTA
"ligeramente"” lae estimacionss.

recorrer

ESTACIONARIEDAD. ~ Las ralces de los polinomiocs 2(B) y ©(B) deben

estar fuera del oirculo unitaric.. Si  alguna
raiz de ®(B) eeti dentro o cerca del circulo
unitario, se debe diferenciar la serie. Si
alguna ralz de ©(B) esta dentro o cerca . del
cireulo uniterio, la serie e8ta
sobrediferenciade. Ejemplo:

z, = (1- 6B - 8,8 - ... - 8 Bs,

que admite una raiz igual "a -1y -entonces- se.. -
puede factorizar e

2 C g
- eq_‘B )8,

w = (- B - 88 - ...
MA(q~1}
donde (1-B) WS wo-w =2
(1-B) w, = z,
w, = 2 + w__ (SOBREDIFERENCIACION)
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" PARSIMONIA.- Se prueba con el intervalo & .- 1.88 7 Var (& )

y-8l contiene al cery y es €1 de mayor orden, se

elimina v vuelve a estimsr €l medelo. 5i no ee el de
‘mayor’ orden debe analizarse la estabilidsd.

n

ESTABILIDAb.— Si Corr(é‘,é‘) % 1 (entre cualauier

de 8 con 8, o con $ ode @ com :)

combinazisn

¢ ocon 2, 4,
bt

implica que puede dsree una variacion es el valor

de uno de los parametros estimados vy eer compensada
con un cambio en el otro. &in que ee altere la suma

de cuadrados (lInestsbilidad), Por
recomendable eliminer alguno de loe
ciguiendo conjuntsmente &l criterio

lo tanto es

paYametros,
para lograr

pareimonia, o el de factores comunee qQue Be Vera

enscguida,

MATRIZ DE VARIANZAS Y COVARIANZAS DE ALGUNOS MODELOS

C. L-¢ -8, (140,
AR(2): V (9,0 = | . 2. RSt
-3, (148,) 1%

- - ¢‘
Corr (¢,.¢,) = = -
1-¢,
P 1 - 82 -6, (148
MA(2): V (8,80 % | . 2. L P
-8 _(148,) 1 -6 n
i a
- . 8‘
Corr (£ ,0. ) = - ——_
1’ a 1_92
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(-ef)y-p ey ety e

CARMACTL 1) W(,8)

A P A it S el Rl LR S F A JEPAI I
(1R (8% L gy (1me 6y e 8

e e (1 - e

: ../(ﬁiéééi’ (1-6% ) (1-¢")

a-h a8t

Th-ee

NO FACTORES COMUNES.- Biemplo:

L EE 5 zl-xv +0.18.2 :,__014? LYY

5.C. T 1387060 Corr(,.8,) & 1

BB % 0.18 7, —‘0.93 8., + 8

5.C. =.1387.5 Corr(e,,9,) = 1

Los dos modelos son equivalentes.

Se observarid una coses semsjante en el
supuesto de no factores comunes

ARMA(p.Q) 2(B) z, = ©(B) &,

(1-£B) #(B) z, = (1-IB) 8(B) o,

& "(B)z= © "(B)a ~ ARMA(DP+1,q+l)

Nuevamente los dos modelos eon esquivalentes
pero el ssgundo e mie complicado
inneceearismente. Lo que ésto resalta ee
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que debe buscarse factores comunezs en los
‘polinomios de rezagos del modelc estimado
(i,e. se comparan las raices de los
polinomios) vy 81 algunas son iguales &

pares, se reestima el modelo con un grado
menor en la parte AR y MA

:SOBREPARAMETR]ZAC]ON - Dado el modelo, proponer una mayor que esi
:{aotible de medorar la explicacidn de la eerie de tiempo - &in
tener ‘deficlencias.

Los doe modelos selececlionados seran sometidos & las : prusbas
antericormente mencionadse. Primero ee comenzara con el . modelo
MA(1):

E,[E'LJ =
x . ;
s AL o 072 ” : E
t = -8~ = —01Z - 0.2358421
tﬂ-l,ll-ﬁ/:) = bna.u-. 023 = blll.ﬂ. oS = 1.98
] = 0.2368421 < 1.86 = v .. - 86 acepta el supuesto.

Var (& ] = o

Se puede observar en la grafica del modelo MA(L) el
comportamiento que tiene la varianza v ee observes que mae del 95%
de las obeervacionee ee encuentran dentro del rengo e - 20,
ruzén por demas suficiente para tomar por valido €1 supuesto,

Pars poder encontrar los valoree de los ecstadi eticos y de la
arafice del modelo ee valis de la ayuds del psguete estadietico
SYSTAT. en dounde pars  €llo & vallo de: las  slguientes
ingtrucciones:

Dentro del modulo 3) STATS

>USE YEARE

>0UTPUT @

>3TAT RESIDUAL / MEAN, SD, SKEWNESS, KURTOSIS
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El primer comands sirve para dsr lea instrucci®n al  paguete
estadistico de que use el archivo que contiene las variables del

modelo (YEAR, valores originales de la serie, N, tiempo, VARTRA,
serie original transformada para estabilizar la eerie, TRANSF,

serie transformada con una diferencia con varianza estabilizada ,
RESIDUAL, residusles del modelo). La siguiente instruccin sireve
para que lous resultados eslgan & la  impresora &n vez de la
rantalla y el sltimo comando sirve para calcular la media (MEAN),
desviacion estandar (SD), asimetris (SKEWNESS) v curtosis
(KURTOSIS) de la variable RESIDUAL, con ello ee obtienen loe
resvltadoe gue se obeervan en la parte inferior de la graficsa.

Fara poder realizar la grafica se hace dentro del modulo
2)PLOT del SYSTAT, con las siguientes instrucciones:

>USE YEARS

>QUTPUT @

>PLOT RESIDUAL#N

Lae instrucclones son gemejantes que las anteriores la unics
diferencia coneslete #an  la Gltima  inestruccidn que elrve para
indicar a8l paquete que reslice. la grafica de la variable
residual (eje Y) contra N (eje X).

a ~ N

Para verificar este supuesto se utriliza 1la prueba PEARSON

(x’) que consiste en lo siguilente:

a) Dividase el espectro de la distribucién en w©  intervales (no
necegsriamente igumles)

b) Calculensge las probabilidades que la dietribucién tedrica
(HORMAL) s&ignua n cada une de estos intervalos; sea ¥, la
probvabilidad del i-eezimo  intervalo vy 5‘ = Ng el numeroc
esperado de sus obaservaciénes en ese intervalo, slendo N el
tamafio muestral

c¢) Sea O el numero real de observaciones en el i-esimo
intervalo.
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El estadigrafo

tiene aproxiamdaments uwna distribucicn ki cuadrado com m-1 grados
de libertad.

Si el valor calculado de r° excede el fractil apropiado de
la distribucion ki cuadrade ege rechaca la hipotesie nvla que 1la
muestra proviene en efecto de la distribucidn en cusstién, en &l
caso expuesto se refiere a al NORMAL., a4l nivel ‘de confianza
elegldo.

El procedimiento anterior se muestra en la siguiente tabla:

En l& tabla ss muestrs qQue el estadigrafo €5 menor que el
fractil de la distribucisn x° al 95% de confianza, por ello ee
acepta el supuesto de que el modelo se distribuye como normal.

Ccv(al. a,’) = 0

Para poder probar este  eupuesto =e hard  la  prusba de
BOX~LJUNG. y se valdri de la ayuda del pajuete SYSTAT y de LOTUS.
Con el Paquete SYSTAT 8e calculan las rrimeras 20
autocorrelaciones del modelo MA(1) ¥ con el paguete [OTUS see
llevara a cabo &l proceso para calcular el estadigrsfo Q(kR) v
poder compararlo con ¢l fractil d& la distribucion ¥*, con lo
cual se llega a la ctonclusidn de que no existe relacion alguna
entre las obeservaciones, como s€¢ observa en la ariafica del
residual*N y en la siguiente tablna:
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CORE Re2

=0.081 .0, 006561 1 118 0. 000056
=0.081 0.006561 2 118 0¢.000056
~0.0351 0,002601 3 118 0,000022
=Q. 086 0.0073%96 4 118 0,Q00064
=0.083 0.006689 K] 118 0. 000060
=, 038 0.001444 & 118 0,000012 .
=0, 093 0, 008649 7 118 0.00Q077
0. 01 ¢, 0004 B 118 ¢.000000
0,077 0.005929 9 118 0.000054
~0.042 0.001849 10 . 118 0,000017
0.065 0.00722 11 118 0,000067
G, 13 0.0169 iz 118 .0, 00015Y
-0.05 0. 0025 13 118 0. 000023
0.06 Q. 003 14 118 0,.000034
0,011 0.000121 13 118 0.000001
= 148 0.025904 16 118 0.000214
=102 0.010404 17 118 0. 000103
0,035 0.001225 18 118 0.000012
=0.053 0.002809 19 118 0.000028
0,03 0. Q00 . 20 118 0. 000007
141460 0001078 159,27087 = Q(K)
X~2 Al 95 % Y 19 GRADDS= 30,15

SE ACEPTA EL SUFPUESTO YA QUE X~2 < GO



CarRR R~2

- ~0.031 0,000961 1 118 ©.000008
-0.12 0.0544 2 T118 Q.000124
~0.05 0. 0025 3 118 ©.couQ21

- =0.014 0.0001%4 4 118 0. 000001

=0.208 0,043264 5 118 0.000382°
~0.161 0.026921 & 118 0.000231
0.0B4 0.007056 7 118 0.0000G6T
0.032 0.001024 8 118 .0.00000%
(0.014 0.000196 9 118 0.000001
~0.,025 0,000625 10 118 0.000005 |
0.151 0.902Z803 11 118 0.000213
0.095 02.009024 12 118" 0.00008%
=0.001 0.006561 13 118 Q. 000042
0.079 0.006241 14 118 0.000040
0.023 0. 000529 15 118 0, 000005
-0,178 0.0214684 1& 118 0.000310
~0.121 0.0144641 17 113 v.000144
0.062 0.0037844 i8 118 ©0.000038
=0.031 0.0024601 i9 116 0.000026
U, 01 0. 0001 20 118 0.000001
14160 0.001797 25,45633 = 0(K)

X2 AL 95.% Y 19 BRADDS= 30. 45

BE  ACEPTA EL SUPUESTO YA OUE XA2 <. G (K)
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NO- ABERRANTES © DISCREPANTES

;.. Tamblen.en la grifica mse observa que no existen aberrantes o
discrepantes ya que todos los residuales se encuentran dentro del
et S

intervalo - 3.
Ela, Z,1=0

Al calcular el correlograma cruzado de los residuales contra
las cbservaciones transformadas (TRANSF) por medio del module
SERIES del paquete SYSTAT con lae sigulentes instrucciones:
>0UTPUT @
>USE YEARS
>CCF RESIDUAL TRANSF

Ss observa que el comportamiento de este sigue el del modelo
tedrico para &aceptar el supuesto de que los reeiduales no tiensn
relacién alguna con las observaciones, por ello se acepta el
EVPUEBLO.

ADMISIBILIDAD
Para poder admitir el modelo MA(1), el pardmetro estimado
debers ser menor, en valor absoluto, Que uno, lo cual s¢ cumple:
{8l <1
10.676] < 1
0.676 < 1 .. se admite el modelo.
ESTACIONARIEDAD
£l nodelo para que asea estacionario, la raiz de la ecuscion

(1 - &B) tiene que ser mayor que uno.
z, = (1 - B’B)al
z, = (1 - 0.675 B) a
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FLOT UF_ TRANSF

NUNBER OF CABES =

MEAN OF SERIES =
STANDARD DEVIATION UF SERIES

119

0.022

PLDT OF PARTIAL AUTOCORRELATIONS

LAL L CORR

—~. 426
~.218
=231
~. 032
—-.121
-+ 281
-158%
-. 129
~.045
~¢170
=104

L0368
-, 089

030
15 149

oy
CHDBNOCRDURN -

-
B

-
X

5 -1.0
:

~.0

1}

-t -,
s

CORRELOGRAMA PARCIAL DEL MDDELD CON UNA DIFERENCIA

NOTE

NOTE

PLOT OF CROSS CORRELATIONS

LAG CORR
=7 048
~-b =179
-5 -.082
-4 «105
-3 ~.033
-2 -.069

GE

054
. 094
074
LO93
L0932

L0592

-1.0
1

)
)
)
)
}
b}
)
)
}
)
}
)
)
)
)




Si(1-0leTe BIE O
: 8 Coash PB=1047730)
A es estacionario. T
PARSIMONIA

Para probar este supuesto se hace usc de los intervalos de .

confianza, teniendo como valores principales el valor . del -

pardmetro calculado y su desviacion estandar con 19 ,cuai Be
observa lo siguiente: SR

(8 - 1.98 0(8), 8 + 1.88 0(B)) ~wno ot

(0.876 - 1.96(.035), 0.676 + 1.96 (.03%))
(0.68074, 0.7448)

Comu no contlene al cero el intervalo, entonces ga acepta el
supuesto de que ¢l modelc tiene parsimonia.

El modelo tamblen cumple con los demas supusatos  de
estabilidad, no tener factores cowunss y tempoco tlene parametros
de maa.

Para el caso del modelo AR(8) tambilen 86 lleva acabo
exactamente lo mismo gue se hizo anteriormente notandose que éste
modelo tambien cumple con todos los supuestos.

Ahora, para sstablecer cual de los dous modelos es )l mejor
se escoge &l que tenga menos parametros, en este case &8 el
MA{1), esto es dsbido al principlo de PARSIMONIA, el cual
establece qQue se escoge &1 modelo que tengsa menot Pparametros v
que sign £l miemoc comportamiento de ls serie original. in este
sjemplo en particular se observa tambien que Bne prusba el
supuesto tedrico de que a todo modelo MA(1) 1le corresponde un
AR{m}.
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2.3, Estimaci>n por medio de la eerie de tiempo

En la practica, las prediccionee se  hacen casi
invariablemente con @ y 8 remplazedos por sus estimados. Esto
- crea un origen adicional de variabilidad que se debe incorporar
en la expresidn para la prediccién de error cuadratico medio.
Considérese un procesc AR(1). Cuande ¢ s& conoce: &1 error
medio cuadratico minimo para 1 periodos se da por
; = ¢} .
TelT T
Cuando ¢ e¢ desconoce remplaza por su esctimador de maxima
verosimilitud, ¢, o por un estimador e¢l cual e85 &ssintéticamente
equivalents. Bl predictor actual es por lo tonto

ce o
Zraer T ¥ 2y
]
En casos maa generales z, . 8¢ puede calcular ror una

ecuacion en diferencias teniendo la eigulente forma:

Zrar T ";‘:"-ru-vr cee Y B i Y Bt - *
® Mgt 1=1,2,3, ...
donde éf.yv S 5y, Para 3 =0, v
o para 3 > 0
a\"V"{ B psra 3 S 0

El error de prediccicdn para

se puede descomponer en dos partes escribiendo

]
Z,

R . i
" Presor T (B T Fe) t (Zrir T Fan )
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El primer t“rmino del lads derechu de ls  ecuaci®n  anterior
es el error de predicciin cuando & ee  conoce, mientrss gue el
segundo término representa €l error que surge de la estimacion de

" ¢. Eata descomposicién ee aproriada prara todos los modelos ARMA.
En. el presente cuso se especializa a:

L T S I T

-z 2 -
Zrat “reisr e 1902 ‘Telr1

: ; 2* = ¢z
en vista de la ecuacion 2., . % ¢ Z..

Ahors considerese el predictor de un paso adelante. El error
medio cuadratico se puede escribir como

. - e
MSE (2, ,) = U3E (2, .

)+ 22 E 8 - 0)7)

En la formulacion de la contribucion del srror de estimacion
en la.ecuacibn anterior, z_ ae toma como un valor fijo, mientras
que ¢ es una  varlable aleatoria. Eato puede rarecer
contradictorio, en la medida que I, ee usa actualmente para
conatruir ¢. 3in enbargo la zcuscion del error medio cuadratico
provee una definicien eensible de error medic cuadratico en eéste
contexto, desde que cualquier predicecion elempre se hace
condicicnal =sobre unas oheervaclonee wmuestrales. Remplazando
E c(& - ¢)%1 por ea varianza ssintética da uns  sproximscién  al
error cuadritico medio, i.e.

z

yEfr 22 (1 -e"i/ T

MSE (2, 2

Telor

Aplicando 1s fédrmulsa de regreeidn ususal para eetimar el

ot
error cuadriatico medio de z, . da:

) - ] 2 T I
MSE (z , ) = 8 (L+ 2z / :Ez 2, )

La formala anterior estd cercanaments relacionads s

MSE (2

wur) 2 o+ z: (1 - cp: 3/ T desde Que es valido
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PREIE ST
L=z L FOATE PO : Lo
€n muestras grandes. ; :

Cuando 1 >°1. el til].t.ilxbu':’t,‘jrmfn —‘én

MSK (2,5} E MEE (2

5.7} E ((¢' - ¢')*1. Becribiendo

y expandiendo. el férmir’l’o, del corchete nos da: )
R I S )

cuando.los términos de mayor orden se ignoran.

9]

Para el modelo AR(1) Viey = 72 » v aBl (empleando el

principio de parsimonia)

S P91 e _
Zaar = B @ By T ¢ ,: @ By = @2,
iTo =0
El error medio cuadratico (MSE) de z . en el modelo AR(1) ee
da por
MSE (2,,,.) = ( 1+ 9"+ ., + ) o7

1 - 6!
- 0

1 -9

Cuendo t ---> ®, 1 expresién anterior tiende a o°/(1-¢")
ques =8 simplements la varianza de 2z
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‘Toman'o°dn cuqntg’el;réau;tado‘an;eriqr v que.

Pars el caso especlal de L = 1

AMSE (zo,.) = 0%(1 + T™)

Tt
o "En las dos ecusciones enteriores, la contribucién que surge
del error de la estimacién de ¢ es un termino de O(T 'i. Esto se
dominars por 1la expresion del error medic cuadratico del
predictor éptimoc cuando # se conoce. Aunque al ignorar el efecto
de estimar ¢ conduciri a un szubestimado de 1la variasbilidad del
error de prediccion, loe sesgoc no son parecidos a eer severcoe &
menos Que T sea pequefio, Estas averiguasciones conducen a modelos
mds generales.

Al tiempo T+1, la ecuacion para un proceso MA(1) es de la
forma

zf'l = &’.‘ + 8 5‘

Desde que s,,, o€ desconoce, ee deja. igual A cero _en la

ecuacion de prediccién correspondiente la cual es

210\/1’ =8 u'I‘

Pera t > i, z_, . =0, v asl el ccnocimientc del proceso

generador de detos no £s de mayor ayudsa mas Que para predecir mas
que un solo periodoc adelante.

Para &l caso del modelo MA(1l), el error medic cusdratico

MSE, de z ., . 8¢ puede obtener inmediatamente. De la ecuacion

Zres By ? e 4
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y de’lu’expresgion

se_obtiene que

{Pare’ t > 1, 1a"solucien es

TelsT Tl

MSE(Z), ) = Var(z,,) = (1 +6%) o,

Para cualquier modelo MA(Q) no ee dificil ver que el calculo
de la prediccidn es hacia adelante.

Como 8e vio anteriormente, el caso prictico no ee
estacionario y se tuvo que estacicnarizar realizando dos
transformacionce, in primer transformacion conelistio en
estabilizar a la varianza, lo cual se hizo tomando logaritmos
naturales & la serie original, llamada YEAR, vy la eerie con
varianzu constante se llams VARTRA. La eegunda  transformecion
congleti® en eetabilizar le media, con lo cual ee saCcéd una
diferencia & la serle llamads VARTRA. Al realizer ¢sta diferencia
&l proceso ese convierte en  un modelo ARIMA (proceso
Auto-Regresivo Medias Moviles Integrado).

Una caracteriptica bicica de lae predicoiones eo que  €omtas
tienden hamcia hacla la medis de la serie en la medida que el
tiempo L aumenta. Si 1 es grande, la estructura del modelo es
irrelevante. Epto no sucede con los procesos integradoe, donde la
funcion de prediccién contiene un  componente  determintstice el
cual depende tanto del arado de diferenciscicn y el modele  ARMA
escogido peara eimular lae obeervacionee diferenciadas.

La mecinica de hacer predicciones de los modeloa ARIMA  son
exactamente lae mismas que aquellas que se utilizaron en los
modelos ARMA. El termino #(L)a% en la eimiente scuacién:

ey &% 7, = o(Ly 8,

se desarrolla para dar coms resultado un polinomico de orden p+d.
i.e.



o ,-"“v; MR S ped
""N,L),A, ‘f’”‘)- ovall

‘Lus predicoionss se »h:acé'n ‘deila’ ecuacion:en: diferencias

loe prondsticos ‘e constuyen:de ly eouacién

Zaor T Bitear B‘xol/t; + 8 e

.Como_las esperanzas de valores futuros ds-a

son cerc, . se
 sigue. que o e i

Zror T % 4 08

Zroor T Bymteasr

t=12,3, ...

Entonces los prondsticos hechos al tiempo T siguen una linea
horizontal derechs. '

Una vez establecido la teoris de la prediceidn en base & una
serie de tiempo, ee daridn 1las ingtruccionee necesarias del
paquete SYSTAT realizar la  prediczceidn con €l modelo MA(1) ¥
posteriormente s€ valdri de la ayuda de LOTUS para realizar el
calculo y graficsde de los pronoeticos del modelo ARIMA (0,1,1)

Las instrucciones que ge¢ utilizaron en SYSTAT son, dentro
del modulo SERIES
> USE YEARS
> ARIMA TRANSF . Q=1, FORECAST=5

De esta formsa solamente se obtiene un solo pronUstico del
modelo MA(1), que B¢ explica con las THZONCE anotadas
anterlormente. Ahors con Lotus se vprocederd s volver a  sus
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valores reales de la serie #stacionarizada, elevando con la  hase
e el valor de 1z serie estacionarizada y realizar =1 graficado
de lu serie original con eus respectivos prondsticos. También se
graficarﬁ el modelo AR{6) donde 8e obgerva que este modelo,
aunque mas complejo que el MA(1), tiene 1la misma tendencia a
Pronosticar solamente un pericdo adelsnte y los demis prondsticos
casi elguen una linea recta como en el modelo MA(1l). En este caso
se observa que €l principio de parsimonia ee cumple.

Estacionalidad.

Cuando las observaciones son disponibles en basee mensuales

o trimestrales algunce concesiones pe deben hacer por los efectos

estacionales. Una aproximacién podria trabajar con datos
ajustados estacionalmente pero esto  por lo general no es
deseable. Esta secclén eo reflere a las formas en lac cusales la
estacionalidad ee debe incorporar a los modelos de series de
tiempo.

Hay doe aspectos en la estacionalidad. La primera se refiere
a los patrones en las observaciones los cuales se repiten mae
omenocs regulsrmente afo con  affoe. Eestae carscteristicas eon
permanentes, y se pueden considerar que se originen on  factores
tal como la temperatura. Hodelar tales efectos envuelve
conslderaciones similaree a8 aquellas que surgleron eon lae
tendenciue del modelo. Un componente estacionsal deterministico es
adecuado 81 ee siente que el patron estacional es constante afio
con &fio, mientrae que un componente estocistico se puede
introducir 81 ee esiente qQue el patrén lentamente estd  cambiando.
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LTERATION - SUM OF SDUARES

NGB UN-O

ESTIMAYED .COEFFICIENTS

INDEX © TYPE
1 MA

FERIQD

120
121
122
123

%

+ 1503378D+02 « 100
«1149420D+02 . 662
« 1149009D+02 - 678
.« 1149000D+02 676
« 11490000+02 . &76
« 1147000D+02 + 676
« 1149000D+02 ~ 6786
+ 1149000D+02 <674

ESTIMATE BTANDARD ERROR

Q. 676 L 0.033.

FORECAST. VALUES

LOWERTS

~0,463
-0,738
-0,738
-0,738
-0.738

FORECAST

0, 148
0. 000
0.000
Q, 000
0.000

FARAMETER VALUES

UPPER?S

0.76D
0,738
0.738
0.738
U.738

ESTIMACION Y PRONDSTICO DEL MODELD MA i

NUTE



U.N.AM.
EN.EP. ACATLAN
RECLAMOS CON PRONOST. DEL MOD. MA(1)

DINERO
3,000,000

2,500,000

2,000,000

T

1,500,000

1,000,000

T

500,000

0 R NN VR SO N RN NN SN MR AU JRN SCEc IRt S |

TIEMPO
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TTERATION - SUM UF - SOUARES
0L . 18441960+02

¢}
T
2
3
4
‘5
&
7.
8
[
10
11
12
13
ESTIMATED CO!
INDEX TYPE
1 AR
2 AR
3 AR
4 AR
S AR
& AR

PERIOD

120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
124
135
1346
137
158
139

ESTIMACIUN Y

< 13909120402
»12B4131b+02
«1170170D+02
« 11515400+02
-1133478b+02
«1097360D+02
« 1090656D+02
« 1090655D+02
+ 1070455D+02
« 10904655D+02
» 10906550+02
» 1090655D+02 5

« 10906550402 -.633 -.451 -

EFFICIENTS
ESTIMATE

~0.4633
-0, 451
=0,301
-Q. 155
~0.232
-0, 235

FORECAST VALUES

LOWERYS

-0.548
-0.595
-0.746
~0.790
-0.658
-0. 675
~0, 810
-0.74b
-0.707
~0.745
-0,770
~0.728
-0,725
~0. 761
-0, 750
-0.734
-0.743
-0.754
-0, 742
0,739

FRONOSTICO

FARAMETER VALUES

. 301
STANDARD ERROR
0. 159
0,205
0.261
0.113%
0.102
0.085
FORECAST UFPERYS
0.061 0,670
0.124 0.R44
-0, 024 0. 097
~0.0&68 0,683
0.064 0.786
0.033 0.782
~0.082 0. 5647
~0.005 0.736
0. 036 0.778
~0.003 0.740
-0.028 “ra 0.715
0.015 0.738
0.019 Q. 762
~0.017 0,727
-0.006 0,739
0.01a Q.753
0. 001 0. 746
-0. 00y 0,736
0.002 0.747
G. 0086

DEL MODELU AR 6

0,754




U.N.A.M.
E.N.EP. ACATLAN
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Ambos modelos provsctan un patrén estacional regular hacias el
futuro, perc cuando un modelo estocistico ee usa este patrin
deprende mucho mas en las obegervaciones papadas de las serie. Hay
un paralelo directo con el concepto de una tendencia local en una
serie no estaclonal. (Diferenclacién de la eerie)

El otro aspecte de la estacionalidad =e¢ refiere = los
efectos que surgen en la susancia de. o en adicién a, #1 tipe de
satacionalidad deecrita en el parrafo anterior. Por sjemplo, una
huelgas en £l muelle en marzo del sfio pasado, puede influir en los
objetivos de produccion de este aflo, s8i las firmms creen gue hay
una alta probabilidad de que tal evento euceds de nueveo. Sin
embargo, &4 mencs gue las huelgas en los muellee se conviertan en
una ocurrencia regulsr. el cfecto de 1la huelge originml eera
transitorisa. Entoncee, mientras se parece que  lae obocervacionese
en las miemnuss rsetaciones de diferentes sfine seran
correlacionadae, ectob correlaciones se pucrden egperar que  gean
pequeRas sl loe affos estan muy separados. Estas conoideracicnes
suglieren un modelo estacionaric, en el cusl cusalquier patron
estacional tiende a deoaparecer en la medida en Que el tiempo del
prondetico aumenta.,

Procesos estacionales ARMA.

Considerese uno serie estacionaria de obegervaciones
trimestrales. Una forma muy eencilla de capturar un efecto
enstacional es por medio de un proceeo autorregresivo estaclonal
de cuarto orden de la forma

z = ‘»A Ze v A |¢4l <1

Ests modelo & un caso especial de un proceso AR(4)., pero
con el restringimiento de que @ = @, = ¢, = 0. Las propiedudes
del modelo anterior son muy similares & aquellas del proceeo
estacionarioc AR(1l) vy usando las tecnices desarrnlladas., no es

diffcil demostrar que la funcidn de autocorrelacicn se da por
T,/4

¢, T =0, 4, 8, ...
p{t) =
0
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Lo mis cercanc es |¢ | a ls unided. mae fuerte es el patrén
estacional. Sin embargo, en ls medida que ¢‘ permaneccs  dennro
del ciroulo unitariv, el efecto estacional es no  determinietico.
con el patrén estacional gradualmente dieminuvendo en la medida
en que lae predicciones se hacern vag v wAs haclia adelante.

El modelo anterior se puede extender & tener tante  términos
ARy MA en otror rezugos estscionales, Si s denots €l numero  Jde
eetacionees en &l sfio. unes formulacidn genersl es como eigue:

oty 3, = oML,

* donde .
o N T R M S 2
atar*) =1 -07 - ... -8 L%

v C\ eg un términe de disturbio de ruido blanco. E1 valor de s
serd cuatro © doce en aplicaciones econdmicas, correspondientes a
observaclones trimestrales o mensuales reepectivamente. La
expresion

Tty 7 = 8T,

define un procesu estacional puro de orden (P,Q), - En el caso de
la ecusciodn anterior no tendrs vacioe en TELTHE06 no
eetacionales. Sin embargo., a menos de qus loe movimientos
estucionalee ee eilcnte Que  sean solamente caracrer! eticas
predecibles de la eeris, tal modelo no eerad spropisdo. Con  datos
mensusles, por ejemplo, parece rszonsble suponer qQque una
observacion en marzs ee relacionara a una abgervacidn en febrero,
ael como a la cheervacion de murzo del &0 passdo,

Hay dos formae de construir modeloe que hacen coneeciones
para movimientoe estacionales vy no estacionales. El  primero
simplemente llena los vacloe en el procesoc estacionul. Entonces
un retrasc de primer orden puede incorporarse &

2 = ¢4 % + B, !¢.| <1



pare hrbducir,

S(LYy, = B(Ls

“donde #(L)" ¥~ 8(L)*>son  los. polinomio s definidos

anteriormentes Cbmbinmdo A

Tty 2= oV,
v :
S(Lyy, = @(L)a

produce
ety a(L) = eTthe() ¢,

Ests &8 un procesc ARMA eatacional multiplicativo ARMA de
orden (p,q) x (P,Q),. Como un ejemplo simple, consideress que un
proceso AR(1) se incorpora a

S, e, 3 + 8, le,l <1
El modelo ese convierts en

(1 -eL) (1 ~alL' =a

Eeto ee puede reescribir como
donde ¢, = -3¢, .
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Las  formas multipiicativas se usan ampliamente en el

modelado de series de tiempo. Sin embargo, no hay aléo
deqarrollado que indique porque

se-debe preferir a
z, = ¢, z‘_‘+¢‘z‘-‘+u‘

Esto ee debe suponer que los modalos multiplicativos surgen mas
naturalmente cuando la diferenciacién ha sido hecha y se pueda
identificar la estacionalidad por medio del correlograma.

Una clese genersl de modsloe.

El material presentado anteriormente suglere una
aproxXximecién genersl & la construccion de modeloe basado en  la
diferenclacién. Esta es la filoesofis adoptada por Box y Jenkins.
Bllos proponen que los opsradorsas de diferenciacion convencional
v estacional ss apliguon hasta Que la serie ses estaclionaria y la
serie estaclonaris se modele por un procesc ARMA estacional
multiplicativo de la forma

Ty oty 2% a2 2 = eTLtern o

donde D y d son enteros que denctan el ndmerc de  veres que  los
operadores de primeras diferencias y diferenclas sestuacionales se
aplican respectivemente. Esto se concce coms un procesc  ARIMA
estaclonal multiplicativo de orden (P, d, Q) » (P, D, Q) .

Una formulacién mis general ge obtlenc relajando la
surosicion de que la parte estacionaria del modelo es un proceso
multiplicativo. Un modelo de esta forma se puede eecribir

#(n) 8 2% 2 = e(ly

donde loe polinomice (L) vy 6(L) tendran parimstros de retrasos
estaclonales y no sstacionkles, pero pueden tener vaclos.

118



Ninguno de loe moudelos presentados anteriormente presentan

algun problema nuevo en cusnto & la eetimaciln vy prediccisn. La
dificultad principal recae sn la ssleccidn del modelo.

La serie de la linea de pasajeros dada en Box y Jenkine es
una especie de clasico en el modelado de series de ‘tiempo. Los
datos relacionados &1 total de pasajeros mensuales sobre el
pericdo enero de 1849 a diciembre de 1860. La slguiente figura
muestra una grafica de 1los logeritmos de estas filguras (en
milee), Jjunto con los pronésticos hechos & partir de Julioc 1857
usando el modelo

- 13
Ad oz = (1 +B‘L)(1 + Bﬂb ) &

127 (s

Este =8 un proceso ARIMA estmcional multiplicativo de corden
(0,1,1) » (0,1,1) ., con 2 en logaritmos. Las ectimaciones
obtenidas por maxima verosimilitud, usando el conjunte completo
de observaciones son
8, = -0.40 9;: = -0.55

{0.03) (0.07)
Las cantidades en paréntesis son erroreeg  estandard apintoticos.
La estadistica modificada de Box-Flerce basada en los primeros 48
autocorrelacionss de loe residuales e Q" (46) = 44.12. Esto no da
indicacién de una eepecificacion eaquivocada.

Expandiendo y rearreglando

- 12
AALz = (1 + O L)L + 6,L7) 8

con eus valores correepondientes de €, y O, da lugar &

- - _ _ 5
R T T U AL L WA 0.55 &4 _,
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capitule 3[,L55d5556d§n¢ia.&§ la funcidn: S en reaseguro;

;Retéhcionea.%"

Bl pioblema'ae 1a retenciin'
General

-Imagineze una carters de:seguro que.: ee  tomd . gobre | varlos
portafolics, cads uno de distintas colectividades. Se debe llamsr
& la sume de varice portafolics retenidos por 1la cartera del
asegurador como su masa de rilesgo.

Mas adelante se debe suponer el portafolic individual y que
la expericncia de los reclamos de los riesgos individuales en
cada portafolio eon estocasticamente independientes entre si.
Este significa que las experienciue de reclancs Sy’ porH todo
rieege 1 en la mace de riccgo entera son independientes entre si,
ain cuando los parimetros que caracterizan el riesgo aon
conocidoe ¢ no.

El problema de la retencidn coneliste en determinar para una
masa de riesgo la porcién retenida que es de provecho para la
cartera del asegurador, v la porcion restante que dehbe ser cedida
A otra cartera de riesge, el reasegurador:

Z,-- Parte del reclamo total tomada por el reasegurador

Zyny -~ Reclamo total

El reclamo eatd decisivamente influido por el costo gque el
reasegurador demanda por tomar a su cargo la parte cedente.

Considérese una maopa de riesgo dada que consiste de N
riesgos, donae el 1i-%simo riesgo 8se cearacteriza por ser el
reclamo acumulado 3?’. Si se puede determinar una funcidn &,
que s6 le pueda aeignar una rorcién retenids Rr’ con  la  funcien
de muestreo S?’ del proceso del reclamo acumulado al tiempo t,
entonces se habla de reaseguro individual (reaseguro por riesgo).
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Stab®licamente:
R = g(5") (0=1,2,8, 4, ..., 1)
En.contraszte con lo anterior, la retencion bajo un sistema
de. reaseguro global se determina  eolamente con respecto a la

experiencia - de reclamos acumulados  para la mmsa de riesgo
completa. En simbolos:

.3.2. Distintos tipos de reasegurc
‘La retencién bajo reaseguro. proporcional ¥ .no. proporcional

En: ‘la ' prictica hay. dos tom&q »qauavla\aj’

de reaseguro
individual SRS

i) El.caso proporcicnal

(183 (i)

8 I573 5 8 800 U

El nameroc L] llama el porcentaje  des retensidon vy la

retencién es & S:"

En este caso el precio demandado por el reasegurador de
aceptar la cepidén del riesgo proporcional es

0y o_ (s
Pl = (1 - al) P‘

(18}

donde P‘ denota el costo de tomar el rilesgo completo. Esta

forma de resseguro se conoce como reaseguro por excedente.
(Surplus Reinsurance).



11) El cuso 1o’ proporéional

. g £s'Y=. “E ¢ ‘min [salto del monto, M ]
S i satton en’ : : d

10,11

- La conexisn entre 5 v R & puede ver mss - claramente  en

el diagrams. CL\dar funclen 8 es unles, caracterizada una vez que
el limite M, ee da.

- M ee llame el primer rleggo o retencion maxime

~.El cozto de ¢Bte tipo de reaseguro ese da en la . forma de - 1la

% (153

funcién £7(M) = EY (&), donde BV(0) = B denota el

L

costo de tonar completamente A S:". Eeta forua e reseeguro Be
connee como “Exceso de perdida’.

En ambios casos, proporcional y no proporcional, el problema
de la retencion coneiste en determinar para cada riesgo en una
macs de rieego un namers correspondlente (a\ [ M‘). BEn esta
conexién, ©atos nimeros se descomponen como sigue:

a2 CA M =ko 1 =1,2, ... W)

v + v v

El problems de determinsr los factorec A o 6 =¢  conoce
como ¢l problema de la retencidn relative: 31 el objetive es
determinar las constantes © 0 k ge trata con &1 problema de  la
retencion absoluta, Beta distincion se puede expresar de otra
forma diciendso que el problema de 1la retencion relstiva se
refiere en encontrar el grado de las retencidnes, mientrae gue el
problems mbeolnto buses determinar €l nivel de lss  retenciones
involucradas.

Reaseguro Porporcional

El objetive es determinar los nGmeros caracteristicos &
para el reaseguro proporcional (retencionee proporcionales) como
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constantes multiplicativas. Sin duda el instrumento nee
convenlente para determinar & es el principio de nl nima
varianza. Se procede de una masa de riesgo de N riesgos para el

cual se tiene parus el i-éeimo rlesgo (1 = 1, 2, ..., W)

5% = variable aleatoria que denota el reclamo acumulado en el
periodo de calculo {(0,1].

P = ¢l coeto del ressegurn por asumir el 100X de S

Aplicands lms retenclones propercionslee &, ls cantided

"—EaPm-;a‘:‘;m

TS i=g "

represgenta una variable estocdstica la cual mide el “flujo de
beneficice salvadoe” scbre la porcidn retenids de la  musa de
riesgo. El principio de la minima varianza requiere que para un
valor esperado dado de este flujo de beneficios ealvado, la
varianza eea tan pequeffa como sea posible. En simbolos

Var (2] = minima
bado la condicion adicional que
B [z] = constante
Por ol método de multiplicadores de Leagrange se encuentra
este minimo en aguellos puntos donde laas derivadas parciales con
respecto.a A (3.=2.1,.2, ..., N).de la funcion
¢ = Var (z) + A B (2]

donde

N
ver (z] = E & Var (5"
=3

N
Efz1= £ o PV

img

(%]

.
-Es" D=5 oo
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Entonces la.funcion 'y se pqede~eécgib1'véxéiiéitéménne ¢bhp~f
N‘)": )3 a: Var { S“']'-r
A= | - :

“dé " dénde

5 SR RN
=.2:s var.[(8¥) + x L
Sipi e d T e
se sigue entonces que

: s AL
o e il B 0
R -

v por lo tanto

Llj)k

i = ver 5 1 para J =1, ... . N
Este resultado se puede intarpretar como sigue:
- Dependiendo de la eleccidn de la constante C, la férmuls puede
producir un valor de a el cual exceda de L. En este caso a, ee
obliga ser 1.
- De Finetti demostrd que, sujeto a Seta regla, el a; calculsado
de 1la formuls son solucionss al  problema come se presenta
anteriormente.
- La constante C depende de que tan grande el valor esperado
de lo "salvado" debe ser.
Ee importante notar gue haets agul se ha dado pequefia
importencia a la pregunta si S‘” se el reclamo acumilado de un
riesgo con rarametro de riesgo conocido, sl es ael. entonces

3

E (8] = w(#)

0

Var (S ?

1= 0% (&)

126



.entonces ‘me tiene para los factores ::‘,-

Lj2

P - H($)

! o} @
g . Se debera llamar & la graduacion que rezults de los fuctores
proporcicnalee desarrollados aqui una solucién de Finettl del
" problema de la retencidn relativa.

Resseguro no proporcional.

a) Para el reaseguro no proporcional las supceiciones pueden pger

mejor formuladas como sclgue: Sea

8]

- 8
del riesgo 1.

-~ M el limite del reclamo (primer riesgo) que se busca para el

1-¢ésimo riesgo, bajo el cual los reclamos se pagan por el

la varliable aleatoris que deacribe el reclamo acumulado

asegurador directo vy
- P"’(M‘) la prina del reasegurador por aceptar el reaseguro
proporcional del rieego i caracterizado por Ml.

Supéngase que la masa de riengo consiste de nuevo de N
riesgos. En adlcion se debe euroner que s ez una suma
(i

aleatoria de variasbles independientes oo negativas Y) con
idéntica funcidn de distribucion FV(2). Simbslicsmente
A
s¥= g Y‘j" (s, = variable setocastica contable del
1=0

nomerc de reclemos del riesgo ¢)

El arreglc del reamegurc caracterizade por LY determina
entonces la varlable de retencion

A
v

g =g [51= E min (4, ¥")

L
N =0



. S0l falts’ determinar  E:

Esoribiendo simplemente [j“p'c';r“l'{‘,’ -1 ‘tiene

M i m o
(M1 =+ x dF(x) + KM 5 dF(x
o R E

N
E [y;

Simiiarmente
. LN e R -4 : l‘“;

E Y ()1 = 5 ARy R s F(x) 2.5 xF(x)T dx
o : P i M ; o :

Entonces

b B
Efgl =E AL (1= F(x))dx
o

N
“l

i 2
‘Var(s‘]=E[A‘][H:-ZIxF(x)]dx-{I [1-F(xndx”
o

o

2
+ Var (a1 [J‘ [1 - F(x)] dx]
o

Por Gltimo se debe suponer que la prima de reaseguroc se
calcula de acuerdo al principio de valor esperadc

(%) (i%)

PVo(g) = (1 +a) E (S5 - g]
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Se usar< el principio de la minima varianza. La variable
aleatoria

N m {4
z=1g¢ (F - ) - g8
i=1

denota la “ganancia remanente dentro de la retencisn”, donde "

es la prima que &l asegurador directo recibe por el rieego con la
v&riable de reclemo acumulado 5.

Como las g8 son independientee, Be tlene

N i)
L (P

1

1y

E [2) - (1+a) E (S

--8) - B (g}

i

oty 3

=}: P~ (1L +a) B[S

img

- g1+ o E (g1

N
Var {2] = T Var [g]
izg

El objetivo ee de nuevo hacer Var [Z] tan pequeﬂa como . . sea
posible para un E (2] dado. .

La funcién de Lagrange tiene la foma R e

@ = Var [Z} + A 3,.[2]‘:,

i=1

S Evertgler L BV -arals ts‘" SE Ve B D

vy por lo tanto

&9 é
= Ver (gl + X a E (g) =
& oM, ) } &
) i 3
& &
Var {81 = x k a E (g3
&Y. ' b oan &

i )
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¢) Sola:falta introducir las expresionss para E [g) 'y Var [g] o
encontradas en el inciso a) en"lairelacion a erior - .in

E (g) =B (A) 11 - F(Y))
6Mj . e ’ 9 e

1- FGOY ax

MR AT+ (Var [a1 -EIATY 4 11 - FP0))dx = K« B [A)
CEEent o

var (A} - E[A1 *) )
L R S S A CO5 B2
s : - 8 [A] ° .

Usando la abreviatura

- Var (AJ - E [A-]__

H
B [A]

se tiene

1
-z 11 - PP ax
-]
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. ;
Se debe notar que ¢, =. ¢ péra una : varisble . A; .que .es el
numers de reclamos, dtst‘ribuidu;como Poisson, corb{ellv paramstro de
riesgo conocldo. ’ . ’ :

51 ee examinan las suposiciones hechas bajo b), se encuentra
que la representacion

AI
g = g ¥

. jzo0. 3

(M) con bou

§ M) independientes € -idénticamente

distribuides ee golamente poaible =i el pardmetro de riesgo para

Y:U(M‘) v .aquel de la funcién de distribucidn F‘"(x) B8

conocen, Por ello, hagaze la siguiente suposicién:

It P
J

La variable. mleatoria §° = #e describe

W
s>

- P LA = k) = B

- P [Y‘j“ 2 x) = F¥ (x) independiente de ¢
~-La ‘convenci®n de que Y;‘) (3 =1, 2. ...)Y ‘son -no: negativas,
independiente e idénticamente distribuidas. ’

Haclendo valide le suposlcidn, se obtiene

() - v (g M
szkaj-—"v—————'"—‘——f (L~ FP(x)3 ax IS T
v’(q)) o

«©
donde ».($) = £ k P,““ (£}
kno

Y
-] N

T s E Lk -y O]
k=0

Esta férmula em de particular interés ei la varlable ds
conteo de reclamo de riesgo se distribuye como Poisson, en éste
caso, 7?(4>) = vj(-#) ¥ entonces



Si de determinan los grados que resultan da 1a ‘uolhoién ‘de
Finetti al problema de la  retencitdn :relativa ' en ‘el ' reassguro

proporcional si se conocen. todos los pur‘metroa de rieuao v la
prima de reasegurc se calcula como

Pz (14 Ay pe) k

se obtiene que:

¢y

P s a1 e - e aid) (LA -1
3 () 'a1(¢) o . ENLY

A b, ()
()

A ui(d)
B O]

El problema de la retencidn absoluta

Siguiendo 1la aproximacién vista anteriormente en los
appectos generales es tlene que determinsr &l nivel de retencion
para una graduacién dada que ee calcula con el principlo de
Finetti. Eeto se llama €l vroblema de la retencidn sbsoluts.

FormGlees una graduacidn como sigue:

a) Para el reagegurn proporclional esto ee da por

V(a,. s*y = ¢ 7,

donde
V = funcidn que ssocia un numero con  la distribucidén de
probabilidad del proceso del reclamo acumulade S y 1a

retencién proporcional 8.
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’ ?3 = cargo de porcentaje sobre el valor esperado contenido en -la

“prima de resseguro. i.e. P’ - Es?) =¥ = ¥ E sy
“C = nonstante por determinar A B

b) Para &1 reaseguro no proporcional esto es

Wi, 8%) = K @

;5
donde

W = funclén que =scocis un numero con la distribucién de

probabilidad del proceso de reclamo acumulado §” v el llmltq

<M. : e B
]

e = Cargo de porcentaje sobre el valor esperado contpﬁido en . la
prima de reaseguro
K = constante por determinar.

En estas férmulae el problems de la  retencion: sbeoluta
consigte simplemente en determinar los valores Apropiudoa de C vy
de K. :

Ees facll ver como la graduacicn optima de ascuerde con  los
principioe de la retencion relativa concuerda con la formulacicn
dada aqui, paras escoger V y W como sigue

0

) = var [ & s*y /& la, 3

v, s

¥y .

“J N
W, 8% =l 4z s - FPoo) ax

o

Para escoger V y W de una masa de riesgo que parte es

reasegurada sobre una base proporcional y parte sobre una no
proporcional, lae dos conetantes C vy K son idéntlcas. Por ello es
facil ver que dos formase de reaseguro coinciden para un riesgo el
cual siempre produce el monto de reclamo miximo (completo), &i un
reclamc OCuUrre.

A

v
Sea s iguul a [ Y?ﬂ donde ﬂ” ee un numero fije (ya
j=o
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’fno e ‘mas una variublo aleatoria) indapendiente de t ’
Sy Hital que g = M. Entonces :

.. Del otro lade
wre iy 2T =
v:(x4,.s‘)-mj+z,x4,-mJ @, + 1)

ot .
donde & [1 - FP(x)] ax = Y,

o

En orden para cbtener el riesgo ressegurado exactamente en
la misma forma bajo reascguro no proporcional v proporcional, K
debe ser igual a C,

Finalmente se llega a la sigulente formulacién del problema
de la retencidén absoluta.
- Sea V y W las funcionee anteriores para reassgurc proporcionsl
¥ no proporcional reespectivemente.
-~ Sea rovae loe cargoe de porcentajes eobre a1 wvalor esperado
contenido en las peimas de rcaseguro proporcional y no
proporcional respectivamente.

Entonces sean dadas las slguientes graduaciones de
retenciones por

Vig, 8%) = Cr, wig, 8%) = K o

Bs caracteristico del problems de la retencitén absoluta que
ninguna s&olucién s poeible sin alguna formulacién de loe
abjetivos de negocios de la carters de riesgo. Esto es en
contraste con les consideraciones sobre graduaciones de
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retenciones (problema de retenci“n relativs) dende se empleo el
principic de minimsa varianza que podris ser aceptable dentro de

cualgquisr contexto razonable de objetivoe del negoclo.

Antes de formular estos objetivos se deben describir las
congecuencias de varioe nivelee de retencidn. Tales consecuencias
surgen del hecho de gue laze reservae libres de la carters de
riecgo fluctuan de scuerdo con estos nivelee de retencidn, Se
habla de #ptas fluctuaciones como la caminata aleatoria de las
reservas libres de la cartera de riesgo. Para una masa de N
riesgos la Ultima tiene la siguiente aparlencia:

Sea S?’ (t= 1, 2, ... , N} el proceso de.  reclamos

acumulados del riesgo i. Por simplicidad se supcndra que para -ei
parametro de riesgo conocido easte proceso es Poisson compuesto.-
e8to €8

)21

Para &l riesgo con parimetro de rissgo ¢ LD ciane

i y [ (¢ )t)
G, (x|¢‘) = }: axp (o ($ 0] ——
k!

] (x|¢)

que e8 la funcién de distribucién del reclamo - acumalado S?n
donde

viluld) = exe (v (xtuld) - 1

represents la funcion caracteristica del reclamo acumulado g"

Sobre las retenciones ge ha supussto que los procescs de los
reclamoe acumulados eon independientes unce de otrus. 5e  scguira
ahora €l argumento ueando la hipdtesis pars el caso en el cual
todos los parametros de riesgo se conocen:

Primerc gque nads, se investigara la distribucion de
probebllidad del proceso del reclamo acumulado parsa la masa de
riesge complets, i.e. para
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s = ; Y
SR VT t

v < B ing
“como lan 5" son: independientea ee tiene

Lexp Lu (@)% (xulg) - 11

,.
w3z
I

N iR
q1 w:“ (u) =
Caa o

N : .
=lexp CE (Pt (x (ufd) = 13) =
A=t :

‘=texp y'(#,'. e L & (uady

donde B
S ey R
R R VT T RS T )
” B ixs B
o
o Noopdd)
PARNT I YRR S I E, T rig)
=1 M

Entonces se tiene el sigulente recultado

Teorema: Si el preceso de reclamos ee una Pcigcon  compuesta
e independientes son entre si, entonces el procesn  del veclamo
acumuilado de la masa de riezge completa es tambien una Polsson
compuesta.

Las doe relaciones anterliores da la intensidad {(condicional)
y la distribucitén del monto de reclamo acumulado (condicional)}
para esté Procesc.

En comparacién con ¢l proceec de reclamo acumulado 5  se
tiene el ingreso por primas acumulado

_ N (18]

PR R

donde Pr’ es la prima acumulada de la cartera de riesgo 4 en el

intervalo de tiempo [0,t]. La diferencia

Zy = P, - 5,
reprecsenta la caminata alestoris de la ganmncia reslizada  sobre
el riesgo en cuestioén., Si tambien se toma en cuenta lag reservas
libres disponibles de la cartera de riesgo Q al tiempo t = O,

entonces
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‘que’ es°la caniijngt'a aleatoria de las reservas libres de la cartera
de’ rigsgos. EL slmulente . diagrams hace mds olaras Sstas
diferenciam : e :

AunqueA se definis el problema de la retencion  absoluta, no
se resolvid porque ésto solamente se puede - hacer dando una
formulacion de los objetivos del negocio. Si se escoge la
probabilidad de ruina como el criteric de estanbllidad, se define
entonces un objetivo de negocio. Intultiveamente, esta opclén ee
puede explicar mejor diclendo que la scguridad ee tomara como &1
objetivo mis grande de la empresa.

Las suposiciones dadas anteriormente son
dada una graduscién de retencionee

a) V(a_‘. gy = x v Para el reaseguro proporcional

b) W(M'. g%y = x a Para el reaseguro no proporcional

se requlere una constante K tal que para el proceso de reclamo
acumulado de la masa de riesgo completa remanente dentro de la
retencién la probabilidad de ruina satisface
viu) = Po

para une v dada (ueuvalmente grande) ¥ P, (ususlmente pequefia)

Es intuitivamente obvio que , previniendo que lop cargee &n
la porcién retenida no son cambiados, mientras mas pequefia ssa K,
mas pequefis ag la probabilidad de ruina y(u). Como hay un eegundo
interés de retener lo mas posible de rilesgos y su consigulente
danancia egperada), e1 caso w(u) = "o es de particular
significancia en la practica.

En terminos de la funcidn caracteristica, se tiene
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(u) ',exp (11 (6) f- (x (u) - 1)) dU(B) : .
(-} : = :
»para. el. praceao de eclamc ucumulado. donda hod aparecu ‘como’ :un

pare_metro gengrgl Sobra ln baoe da A Be ciene

'(e) =T 4.(8)
SRR U

N p(e )
* lay s g - g
izg (e)

X ()

Para el proceso dsl reclamo - acumulads ratenid& ,a,‘(s‘), ee.
tiene (el Iindice k es para recordar la constante usada .en “la
graduacién de retenciones): R

Vo) = 5 oexp 08 t (x® (ulx) - 1))-au(e)

5= © ) e
x N H (e )

donde x° (u|k) = £ =% 2, (u]k) con x (ulk)-= x (an)
ins M (8)

en sl caso de reaseguro proporcional y

E
L @«
x (ulk) = 5 &M dF (x) + exp [iuM] S dF, (x)
o ll‘
en el casc d& resseguro no  proporclonal (excesc de perdida),
siendo & la graduacién de retencidén proporcicnal resultante  de
la conetante k en la graduacién de retencidn y Mooel primer

riesgo para el 1-¢simo rieego resultante de la misma constante K.
Los rrocesos St y BX(S‘) eon sujetos a la misma ley de

probabilidades incluyendo la sutitucioen x‘(ulk) para x*(u).

Por ¢ltimo se adherira el supuesto del ingreso de 1la prima
lineal
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x
Notese que P, en el problema de 1la retencién abeoluta eo

debera interpretar como la “prima remanente” despues  de la
deduccién de la prima de reaseguro.

La graduacién ¢ptima de retenclones.

En lo subgecuente se trabajara con la regla optima gnia que
con las reglas generaless: : !

Ve, 871z var [ o, 8%1 / B [a 8" = kv,

W, 8% =07 (L - Bl dxos ke
e . °

: : ‘Var (A7) - ETA]
Recusrdess la relacién &, = _—)Ii_[-.;x—]—J~
i

donds Aj denota la variable de conteo del nGmero de reclamos en
el pericdo de calculo {0,1].
En base al supuesto de que loes montoes de reclamos de riesgos

son independientes, se¢ puede emplear la férmula:

E(25”) = EIA) E ta Y71 = o B [AT B [Y")
donde ‘l:” es el i-ésimo monto de reclamos del riesgo J v
Var [a5”) = E (A] Var (a¥”) + Var (A1 E tay™

= ol B A Var (P71 + (14 1) F 0t'D

=l B E Y1y o] £ B A E (1)

138



By ez Byt

Vta,.8%) = PRTak =k,

En el éaso’del rieago con parimetro conocido se caracteriza por
: tj =.0 (Variable de conteo Poisson)

La.condicién de estabilidad
- Ahora pe tiene el problema de eptimar 1a probabilidad de
ruins v{ulk) para el proceso de reclamo retenido acumulado g.(3)
de la musa de riesgo total. Una constante K es admitible el
w(u,k) $ P, = exp [P, (8)u)
¥ considéress k como admitible si la condicidén mie estricta
J exp [P, (8)u) du(e) £ 0
se cumple. S
Es claro, en virtud.de
w(u,k) 5P, = exp [P (&)u]
que el valor de k gque es admitible en los términoa de

£ exp [Pk(e)u] du(8) s 0

garantiza una probabilided de ruina S P . Lo inverso no es
cunple, sin embargo, usl que en el caso limite

s exrp th(B)u] du(e) = 0

8e ontendrad en general una constante K para &)l cual w{ul|k) < PD.
Desde €l punto de vietsa de la eeguridad, sin embargo. no ge esta
en el ladc eeguro, s& debe aceptar el hecho que ss puede obtener
una formula clara y laborable solamente &l precisc de tener
valores de k que son aslgunas veces demasiado bajos.
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Determinandc la retenci*n abeoluta cua.ndo ol par‘metro 3 rieaao‘ :
86 conoce k

&) General ,
El proceso de reclamo:retenid

de riesgo entera tiene la:formi

Se establece una con

x‘(u[k) e en
Se tiene que

2 (uf k) s
De:la e‘xpanai'énlr

e™ =1 4 Rx + y demaa potencias)

se encuentra que, si no ss toman en entn 1as términoe entre

paréntesis, .-

; u S RN u )
—~-E(¢Y|k1 + — £ —i- E (")

N
z(ulk):-l.+R}:
(g 2 es oy

v sustituyendo lo anterior . en la ecuaciin para obtener R:

c .
1+ =+~ R = « (Rik)
M

C N oM R~ u
14— R=1+RE —-E{Y’|k] + — £ —i~ B (Yx3
) [T ") 2 ims u
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c-zu B K

£ u Bl

R=2

R = 0 si el resultadn anterior produce un valor negativo. En éste
caso la estimacién da un valor 1 para la probabilidad de ruina,
ihdapendientemsnce de lap reservas libres ilniciales u. .

b) Para el reaseguro proporcional

Como se trata con parametrns de riesgo dados, se tiene tj=0

para toda J y entonces

(SR} €

E (Y i E Ly )%
(-9 =
LS 3N S AR E Y} |kl

=k)‘j

Por  lo .tanto

o2 wiE 'Y Ky
’ ,7,.‘2‘1;!{("’1&13')‘]
se produce

c-zu  BRUI¥VK

kI p oy B0 K]

R se pusde calcular de esta férmula. La relacidn ee wvuelve mis
olera sl se representa com 6, el carge proporcional afiadide al
valor esperado en la prima de seguro retenida (despues de 1la
deduccidn de la prima de reaeeguro) y  por v, como el cargo
affadido al valor esperado en 1la prima de reaseguro.

Se tiene

Pl =ct =L (1+6)n E Y|kt
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y suatituy_qndo se obtiens

2 T8 EY]K)

R=—
R3]

L)
kK T uor ELLY

8¢ debe notar gque 2/k se multiplica por un factor el cual

representa las ganancias esperadas del reaseguro (lo que
reasegurador alcanzaris por aceptar la retencidn),

S$1 se deja y, = £ 4 (razén fija de carsgo proporcional en
porcién retenidas en relacidn con el reageguro) se tiene
inmediato

2

PR

el

1a
de

La expresion anterior es vilida atn sin la Gltima hipdtesis

8l se define

Ganancias del reaseguro esperadas el

. - d ;
T u oy E [Y“’ IU la retencion fuera tomadsa a cuenta

P = =
z M 6‘ E:[Y“’ 33 Gananciae retenlidas epperadas

Se .enc\;\énf.ia’ eﬁtonceya ue
v®(u) = exp [-2u/pk)
v do 1a Telscisn exp [(-2u/p) k] = P_ tec obtiene
k = 2u/{p |1n P,})
donde
u = reeervas iniclalee libres

P = razén de cargos afiadidos al valor esperado en la prima
reaseguro ¥V prima retenida
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c)b Pura el ieaseéuro no praporcione_xl" (éxceaa de perdidsa)

tiene:
Hl

de reaseguro) o
81 e usa el estimado’ .

E[(y"’)’ng] s‘:;ﬁ‘ k'y[Y‘y;ulkJ'

en la expresién .

Byt k)
“,2‘){]

5Ty, EL(Y

Como el \parém,etx‘d del rleead?“ea"dado ‘para .cada rieego se

=k aj' (u) denota ‘el cargo sobre el valor esperado en la . prima

y la misma.definicion para & como en la seccidn pecedents, del
cargo de porcentaje sobre -el valor esperadc en la retenclén, se

encuentra que

£y 8 E (YK 2 Twu s ErYK

"Rz 2

- 81 8% supone. que

‘entoncee la relacion
R2 (2/7) k
me obtiene automiticamente de la Ultima expresicn.
Escogiendo R = (2/7) k v haciendo uso de

expl(-2u/7) X] = P ee tiene
k = 2u/lr |1n P }}
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donde .

u = reservas iniciales libres

= razin de carges afiadidos al valor esperado “en la  prima . de
reasegurs ¥ prima retenida i : :

l?‘u = probabilidad de rulnz sdmitible

d) Para el reaseguro mixtc.

Supdngase que una porcion de la masa de riesgo, los riesgos
de 1 a Np. se aseguran scbre una base proporclonal y que la otra
parte, los riesgos Np” a N, se& aseguran sobre una base no
proporcional.

Se puede descomponer los riesgos en dos partes descritas ¥
proceder como cn lap eecciones anteriores. Sea
Ep = ganencin ecperada del asegurador en la retencion de los
riesgos qQue son reasegurados proporcionalmente y
EN = Ganuncic eoperada del apcgurador en  la  retencion de  los
riesgoe que son reagegurados no proporcionalmente,

Usando le mismn notacién que la snterior se tiene

~

2u + B

BB
In B} PE + 7E,

¢) Estimando el error de la aproximacion

En a) se deje

(Rx)®
™ %14 Rx + ——

El error envuelto aqui es a lo mie (= remanente de los términos
de la serie de Taylor)

(1/8) exp [|Rx}1 K* |x|*

Suponiendo F.‘(Olk) = O para toda i y cualquier valor de k
{reclamos no negativos), el error en x'(le) suma a lo mis
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s exp [Rx] x* dF, (x/K)

De la ‘ecuaoidn
Cc N H B~ H
1+——R=1+RE —'-E[Y'|k]+— £ —~ B (¥ |m1.+ 50
mn s M 2 21 oy )

80 oncuentra una nueva aproximecién para R, que se llamara R,.. 51
la ecuacién sin el to6rmino de error Z(R) produce &l valor
estimado Ro usado hasta ahora, sntonces s8 conodé Que para la
raiz correcta R de

c -

1+ o R~ x (Rfk) = 0
7
R‘SRS&

Bl limite R so debera calcular cuando se trabaje con un ejemplo
concreto. En el caszo general la férmula se vuelve muy complicada
para per fiacilmente manejada.
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Capd tulo 4. Probabilidad de Ruina:
4.1. Introduccion
Un problems en el riesgo del seguro.

Consid2rese un riesge de seguro de una Cla. con capital
inicial b, primas ascendentes 4 por unidad de tiempo, y los
reclamoe ocurren aleatoriamente a una tasa promedic v. Kl monto
de los reclamce sigue la distribucion con funcién generadors de
momentos M(€). Se requiere conocer la probsbilided P, de que
quiebre la Cia.

Este problema es uns generalizacidn del problema de la ruina
de un jugador. Agui se tienen wmucesiones aleatoriss en ddnde la
variable X en el tlempn t o6& independiente del conjunto previc
entero de X°s. El interds setadlistico de tales smuctslonee resids
en lap propiedades de varisbles o cuceeiones derivadas, tales
como las sumss acumuladas

Sr=X‘+x’+ e X

El proceso Sr se llama caminata aleatoria, en la medida en
Que represente la posicion al tiempo t . de una persona dando un
raso aleatorio X indepsndlentemente de los previos. Cumo un caso
cepecial oe tiene

P{X =1 =p P{X, = -1} = 1-p

Bere sjemplo repressenta ¢l prokleama de la ruina de un
Jugador, donde, supdngase, que dos jugadores A y B Juegan una
sucesién de juegos, con la probabilidad de que A gane un Juego
igual & p. Si gana el juego, adquiere una cantidad de B y 51
pierde, porderds unz unided de su dinero.

La distribucién de la suma S es la r - ésima convolucidn de
la funcién de distribucion F(x) de cada Xr. o 1o que es lc mismo,
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en términos de funclones cumulantes (Parzen E. Teoria Moderna .de
Probabilidades™, pag 438)
Kr = rk

donde K es la funcién cumulante de S vy K es la de cada X . La
funcién de distribucion de 5 (. con medis cero ¥y varianza
finita), tiende a la normalidad en la medida en que r aumente,
siempre v cuande la media m y varisncia o° ( > 0) de 1la
distribuclén comdn de que cada X exista.

4.2. Discusién de los diferentes métodos.

En el problema original del Juego, un punto de interés era
la naturaleza de la sucesién 5 s1 esta era limitada por el
capltal iniclal de cada Jugador, v, en particular, la duracion
del Juego. Por lo tante. considérese los limites 8 < O y b > 6,
tal que 81 5 alcanzs primero o eale de loez limites del intervalo
{a,b) en &l tiempo t.'. &l proceeo ee termina. Denvtese la funcien
de distribucion modificada de 5 por F_ (X), 1.e.

F(X) =P {5 sxya<5 <b (r=1,2, ..., n1))
entonces se tlene la relacion de recurrencia
-5
F (X} =-: F(x-y) dF__ (v)

La probabilided P de alcanzar el limite b por Pprimera vez
en n (ganar &l Juego) es:

P, = F (o) - F (b-)
Similarmente para a se tiene (psrder el Juego):

p. = E (8) - F (-o)

"
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Si ee pone

i HES RN

Trss

"é‘ativz’afapariu'acu_hcibn integral de Fredholm
. N
G(x,A) = FIR) + 2 5 F(x - y) d G(v,2)
a

Esta ecuacién, debida a Samuelson (1948). se puede resolver
en base & los principlios antes mencionados, como se ruede notar
en el siguiente desarrollo:

@ -4 bt r-1
G(xA) = £ A F(x) = Ftx)+ T F (%) =
rEs r=2
bt =3
= F(x) + 2 E AT F (%) =

r=3

© et -b
= F(x) + X2 L M J F(x-y) dF(y) =

rug o

-% © -
F(x) + A £ F(x~y) L N7 dF,(v) =

rag

-b
= F(XR) + A 5 F(x-y) dG(y.»)
a

Ahora se procederid con otro método mis general para resolver
el caso de la ruina de un jugador, debidc a Wald. Primero se
establecen dos lemmas:
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Lema 1.~ DenGteme el valor aleatorio de n al cual §, slcanza por
primera vez loms limites (a,b) por N. Entonces :

n, P NZnp)-—-> 0 cuando n,~c=--Si@

para cualquier s finita. Como o > -0, K" [i-:]'-‘ SN
n >w, En ¢ uencia, hay una kital que: -

P g < (b-a)’} ¢S5 1 -2

De aqul que para n, = hk

n_sk
P U(g,,,-8, )" < (b - a)® para toda r = 0,...,h-1} § (1-2) °

debido a que los incrementos en X son lndependientos.
Cualquiers de las h desigualdades s, -5 | 2 (b - &)

asegura que N < n,. Entonces finalmentes es demoatrd que

n_ /1
PNZn}s(1-2)°% =0(expl-pn,} = o(n ") cuando n --> ®

La probahilidad de que S“ alcance por primera vez y rebase ol
limite n, tisnde & cero cuando cste limite tiende a ®, es decir, la
probabilidad de que continue al jusgo después de habesr alcanzado
éste limite es nula.

Lemma II.- Denotese la funcién generadora de momentos de cada X' por
M(€), suponiendo que exiete pars toio real €, v que tiene 1la
propiedad

M(8) ~~-> ® cuando 8 ---> ‘o

Esta ultima propiedad se cumple ei

PLe*<1-6)>0 yP{e¥>1+6)>0 opara algunas >0
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Tombien 68 vilido que’
M (e) = & (x &%) He) = E (X %

donde laz comillas significan diferencimcién con respecto a €.
Entonces 81 m = M°(0) & O, hay una y solamente una ralz real e, =0
tal que M(6,) = 1.

Se nota que M°°(8) = E (x’ } » 0 para todo real €, en
consecuencia, como M(8) ---> w cuando & ~--->  w, entonces M(8) tiene
solaments un minimo 6. Peroc M'(0) ¥ 0, en consscuencia 6, = 0 ¥
H(el) < M(0) = 1. El resultado requerido se obtiene

°8X

IDENTIDAD DE WALD

E [exp (65,31 = E 181" exp [e5,3} = 1 (iMtert z 1

Para demostrar la identidad de Wald, dendtese & J como una
constante entera vy !1‘l = P [N S J). Entonces

E { exp [st]) = P’ E {exp (85,1} + Q B “{exp (851}

donde Q’ =1 - P’. E’ denota la espreranza condicional de qus N > 3.
Ahora para cualquier fijo J > N, §; - S, s independlente de S, vy

E (exp (651} = E (exp (65, [t(e)3'™)

E {exp (65} = [M(e))s S, =5 + ...+ 8

Bn consscuencia, por lo anterior, se tiene

P E (exp (05,] [M(&)17) + Q Elexp (65] [M(8))7) = 1
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N -Ahorsa qQ —==3"0 cuando J S5 {exp
‘{en'la medida que esta sspersnza es condicional’sobrs
JIM(®)) 2 1, 88 obtiene:- . -

im P, E, (exe (05,1 (M(&)I™M) + @
Cimweol: e e T

L jeas”

Lim P, = PN < §F = P (N <o) =

im B, (exp (65,1 (M(8)1 )= E (exp (0
30 o o : B ‘

TlimQi= 0 (Lema Iy
U jeeas B

Lim B E (exp [98,) [H(811™)= B (exp (08,1 (M(8)1™} = 1 IDENTIDAD
Lyt
DE WALD.

En la prueba anterior se hizo usc del lema I para 8 = 0, ge
puede demoetrar que la identidsd de Wald se puede derivar respecto a
€ cualquier nUmero de vecee bajo el signo de esperanza. Tembién se
debe notar que la identidad de Wald es vallda sl & ey -, previendo
que P, --=~» 1 ¥y Quz la parte real de 8 es no negutivs. Un  caso
especial es cuando X 5 0; aquil las condiciones del lemna II no son
consietentes, ¥ entoncen ne hay raiz 6, & 0 pars el cual M(O) = 1.

Para aplicar el resultado anterior al csec donde una u otra
limitante es exactamente alcanzada &n la etaps N ee pone S, = a con
probabilidad P, v §, = b con probabilidad P, = 1 - P . Entonces

P, E, {exp [80) [M(8)1"} + B, B {exp (18] [M(031™M) = 1
donde Eu denota la esperanza condicional Sn = a. Si &n 1la

ecuacion anterior se pone 6 = €, se obtlene
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B, B, (oxp [a8,] [H(5,)1™) + B, B/ (oxp [b,) TH(E,)I™) = 1

1]
-

BB, (exp [a8] (M(B)T™) # (1 =B) K, (oxp [b8) [#(€))™) =

P E texp [a8] [H(8)1Y + B, (oxp (101 (H(6)T™) "

M(®) = E [exp(6X1] = E, exp (6X] p (x) = expl-©6) a + p exp (8]
. ‘ 4

!‘l"
expl-6,]1 q + p oxp (6,] = 1
8, = log (a/p)
1 - (ap)°
po = a b
(a/p)” - (a/P)

Do acuerdo al lema Il { notese que M(8), como una funcidn de 1la
varisble complsja §, es no singular en 0 o 80). la ecuacitn

- log M{8) = i@
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tiene dos raices. 6,(¢), &,(¢) tales q\le e (¢) -‘-> 0.y.8(¢
ouando ¢ >0, En conuecuencia

s B {expligN1} s .C.(#) + B G, ()
o Mé‘ecﬁucioﬁée
' ‘ 1 - exp (b9 ]
toxp (88,1 - exp (b6,))

P {exp (48 (¢) C () + P {exp (¥} C(¢) =1

P_{exp [28,() C (#) + P, {exp [18,] G (#) = 1
E {expli¢l)} = C(¢) = B.C (#) + PG (&)

determinan la distribucién completa de N, &l ndmero de etapas
requseridas para alcanzar los limites.

La importancia de esta férmula recee en eu  aplicabilidad
aproximada sun cuando los limites ee pasan, wAs que cuande son
precisamente alcanzados. Comu una aproximacion se puede vrater & X
como una varisble normsl, deede que ee esabe que la distribucidn
irrestricta de 5 tiende a la normslidad, y esto se aplicera tambieén al
resultado de varice pequelos pasoe, En el limite cuando los pasos
individuales ee vuslven infinicentesimalments pogusfios, eeta  formula
se convierte exacta.

Ahors para X distribuide normslmente, la ecuacion

- log M(€) = 19
86 convierte
M(8) = exp (w8 + (1/2) o 67]
log M(B) = -i¢
log (exp (w0 + (1/2) o 671} = - 19
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™+ (1/2) o°

CHETTY

1= exp (b8 1]

e gexp [e0,31 - exp [bo 1}

oe tiene ‘qus

1 - sxp (_-Zmb/az )]

P =
® {exp [-2maso”) - exp [-2mb/o”]}

La ratz apropiada en (¢) (m > 0) es aquella con el signo +.
Como P, ---> 0, &e obtiene que

"
[

P {exp (a8 (¢) C (&) + P, (exp [19,] C (#)

C{e) = exp (-8 (#)]
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' Bxpandisndo
cumulantes’ de Ni

d log C(¢)
K, = = bm
de ¢=0
a* log C(#) vo”
k. =
2 ag $=0 n

Regrensundo a la identidad de Wald, se obtendran algunms formulas
de momentos por derivacion. Derivendo unu vez,

E {{M(8)1 exp (85}

d -~
——— E {{1(9)} " exp (65,1} =
ae

}=1

B (5,H(8)1™ exp (85, 1- N (M(8)17 1 () exp (08,1} -=. 0.0

Tambien se tiene que para 6 = 0O

E {5, 068)17 exp (685 )- N [H(8)1™"!

M°(6) exp [85 1) =0

H(0) = E[X) =m

exp (651 = 1
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L E{S) = E N E (X

: Eh:lvﬁa ;aﬁpoiaiqi'pneq épr’dximudas. esto da

L eP +b P
Lo BN = o - mxo

‘51»;‘5:»0.» s¢ ‘obtiene de una segunda derivacion de 14 identided
de Wald:: ' B
. E {83} = B {8} E(X)

SN 1 - exp (8 )
“Ahora en P = o o m ~~=> 0 ¥
- {exp (e8] - exp (b8 ]} o

-a
Qo -—=3>.0, IE’b tiene un limite definido

b-a

1 - exp (b5 ]
P,=.1 - P =1 - =
(exp [a9.]1 - exp [W8_ ]}
exp [asol - oxp (9] - 1 + exp [bF]
EXP [aBol - &xXp [b9°]
exp (86,1 - exp (W8] - 1 + exp (W8,] Q

lim P, = lim — = -
8,40 8,40 exp (281 - exp (b2,] 0

* 8e utiliza la regla de L°Hopital
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a.exp [a6,] -a’

‘b~ a

a"gxp‘ (af 1 - b exp (b€ ] "

1 .- exp (b5 ] 0

m - = —
+0: 6,20 loxp (288,] - exp (12,1} o
‘8o utiliza-la regla de L°Hopital
i - -b exp (b9 ] b
lim: P = lim =
99'0 (26,40 8 exp (601 -~ b exp (LD, 1) b ~-a
b a 8
E{S:):azf-’u-i-bsz:a‘ -B? ——iz
b - a b=~-a
ab(a-b) ’ LT
= ———— 'z - ab
b-a
En consecuencia
~ab
E{N} = m=0
a:
Continuando con &1 caso del riesgo &n el seguro, se tomard
e) otro limite a ---> -o, S8 mupons V H(0) - 4 < O (de otra
forma P, = 1), ¥ la relacion ds P, es entonces

P, B, {exp [X(T)5,1} + P, E {exp [X(T)E, )} =1
donde @ (> 0) es la ralz de la ecuscién

exp {(V(H(€) ~ 1) -~ po) = 1
Entonces
exXp [aao] -1
P, =1-P =

exp [88,] - exp (b6 ]

1
Cuando lim P =

ase®

exp (18,1

donde ?» es la probabilidad de ruina de la Cila. aseguradorsa,
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EONELUSTION

El ntmero y el monto de reclamos dentro de una compafia de
seguros &8 vital y muy importante para ella el tratar de llevar
un control de los miemos, por que el nimerc y el monto de
reclamos represgentan los costoe de unea compafiia de seguros y =i
existe un mayor nimero y monte de reclamce producira que los
costos de la compafiia se eleven v sl a esto Be auna que existen
pocas gananclas, provocs que la compsfia sufra una pérdida de
dinero, que se reflejaran en la merma de sus reservas inlclales y
en counsecuencia, el esto surge durante varioce afos provocarid 1la
ruine de la compefife de seguros.

Bl monto vy ntmero de reclamos dentro de una compsfiia esm  tan
importante como el seguro lo debe de ser dentro de la sconom!ia,
deblde & que es una forma de eatar alentando el mshorro v de esta
forma poder fomentsr tamblen la inversion,

En México existe un c¢claro subdesarrollo dentro de estcs
servicios v prefleren der mioc auge a los servicios bancarios que
& los serviclos apeguradores, sin darse cuenta que en algunas
ocasiconee €o wuche mds importante la cuestidn aceguradora que loe
servicios bancarios, vy que &1 no e atiende en  estoe momentos,
ante la inminente firma al Tratsdo de Libre Comercio con Eatados
Unidos y Canadi estara en plena desventaja este tipo de servicilos
al encontrarse en subdesarrocllo y no darle una plena importancia
como 1o debe de ser.

El subdesarrollo de la industria aseguradora se da debido &
muchas causas, como son la falta de apoyo del goblerno, el no
tener personas capacitadas dentro del serviclo asegurador, entre
otras.
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Una forma eficiente y eficaz de tratar de llevar un . control

sobre el nimero v monto de reclamos es por medio de las series de
tiempo. Con los modelos de las series de tiempo se puede simular
de una forma considerable como se comporta en la realidad el
numero y monto de reclamos y se pueda realizar de manera

" confiable prondsticos de lu forma de cémo ee comportan estos, ya
que las series de tiempo presenton  la forma de tratar las
tendencias v cicloa, cuesctiones gqur: presentan en la  renlidad
tanto el numero como el monto de reclamos.

En 21 modelo tratado se puede observar una clara tendencia
hacia la alta del nGmero ¥ monto de reclamoe, situscidn que puede
presentar una compsfifa de cegucos durante los Pprimercs safios de
sobrevivencia, pero pe puede cheervar también que e pronostica
un& estubilidad pars el numero v monto de reclamoe, cueetion que
puede ger de alivio pare la compafils porque puedes ser un aviso de
mejoria pars estoe, ya gue ol el nOmero y monto de reclamos =e
reducen vy €l cobro por concepto de primes suUMSNta Provogara  un
guperavit, una ganancim durante eee Ao para la ccompafila,
situacién que se ruede tener plena seguridad que sea asi, ol se
tiene el mismo tamafic de cartera de clientes © que aumente un
poco esta.

Otro punic importante do una compafiia de zeguros ee el saber
reasegurarss, el poder compartir una parte de su riesgo con  oura
compafiia de seguros, v que con la parte que rotenga se obtenga el
mayor beneficlio. El oaber manejar el reageguro es muy importante
parsa la compefita por que, como se mencion® anteriormente, el
eegurc es cobrar primae, reinvertir estas y obtener un monto ¥
numero de reclamos minimo, y mientras mayor dinero se tenda por
conceptn del pago de primue, mayoree gansnciss e obtendran por
concepto de inversitén y si por concepto del pago de reclamos eB
minimo se obtendrad una utilidad neta muy buena.
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Pero al revensr una parte considerable de una prima  tambiZn
implica &) tener un mayor rieego dentro de la compafila, ya que esi
sucede el sinlestro tendra que pager una mayor parte del reclamo
y 8i la compafiia no alcanza a sufragar este gasto, puede
llevarla a la quiebra. Por estas razones es muy importante el
guber hasta qQue limite una compafia de segurcos puede retener la
parte del segurc vy de esta forma obtensr las mayoree gananciae
bajo un minimo de riesgo.

Otro punto importsnte para una compafil & de seguros ¢s  gaber
cual va a ser la prolitica que ha de segulr para poder mantener
una eastabilidad adecuada y poder asegurar asu sobrevivencia, es
decir, cual va ger su principic u objetive principal que debera
seguir para poder permanecer en una s=ltuscién ssns. Uno de  estose
principlos puede ser 1 de que la scguridad de una empress es el
cbjetivo mas lmportante para una compafiia de speguros, entonces Be
habla de que se debe de tratsr con la probabilidad de ruina de
una compaiii s de sgeguroe.

La probabilidad de ruina ee una politica de estabilidad
para una compsfiia de seguros, es el tratar de saber hasta que
arado puede retener £1 mayor numsrc de primas con la menor
probsbilidad de ruina 51 asumir el consiguiente rieego
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