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INTRODUCCIÓN 

En la década de los 50's, R. Arnowitt 1, propone la descomposición del 

espacio-tiempo <'n <'spacio mas tiempo con el fin de realizar un análisis numérico 

de las E'Cuacioncs de campo gravitacional. En la década ele los 60's, R. Arnowitt, 

S. Deser y C. \V. Misner2, escriben matemáticamente el formalismo ADM ó 

(3 + 1) mostrando la posibiliclacl clE' describir al espacio-tiempo desde el punto 

ele vista ele un problema ele Cauchy ó problema de valores iniciales. Esta 

manera ele tratar las ecuaciones de campo gravitacional3 se puede resumir así:* 

supóngase que 9ab y sus derivadas og.b/ axº son conocidas en tocio punto de 

la hip<'rsuperfirie xº = ct 0 , con t 0 = constante; estas canticlacles representan 

al conjunto ele 1111Pstros elatos iniciales. Las ecuaciones de Einstein se pueden 

escribir como 

(1) 

donde K = 8rrG/c4 es la constante gravitacional. Si estas ecuaciones nos permi

tieran encontrar expresiones para a29ab/(ax0
)
2 en todo punto ele la hipersuperfi

cie xº = ct0 , entonces en principio podrían conocerse 9ab y [)g.b/ax 0 en un tiempo 

postPrior xº = d 0 +dit; este proceso se podría continuar para tocia xi, x 0
• Esto 

parE'cE'ría razonab)p clehido a que necesitamos diez segunda.~ derivadas y hay diez 

ecuaciones de campo. Sin embargo, estudiando con detalle las ecuaciones (1), se 

observa que cuatro de eJla.q, la.~ que incluyen a G 00 , no contienen derivadas de 

segundo orden en la dirección temporal, es decir, no brindan información de la 

* En este trabajo, las letras del alfabeto latino son utilizadas como índices, 

las del principio corren de O a 3 y las intermedias corren ele 1 a 3. También se 

utiliza la convención de suma ele Einstein para los índices repetidos. 



evolución temporal dd campo gravitacional, siC'lldo esta.q ecuadonrs las restric

ciones de nuestros cintos inicial<'s. Esto nos deja únicrunent<' con seis de las diez 

ecuaciones de Einstl'in que conti<'nen las seis segunda.q derivada.q 82g;;/(éJx0
) 2 • 

La imposición de rnatro condiciones sobre el sistema de coordl'nada.• hace posible 

d<'tl'rminar la sq1;unda.q derivadas d<' g00 , completando con ello nuestro sistema 

de ecuaciones. Al plant<'ar el problema de Cauchy de esta manera, la.• ecuaciones 

de restricción wlo deberán ser impuestas, en principio, sobre la hipersuperficie 

inicial, puesto qu" !ns identidades cll' Bianclú junto con las leyes ele conservación 

de energía y moml'nto nos ascgurnn que si las rrstricciones se satisfacen sobre la 

hipersuperficie inicial en xº = cf0 , entonces también sr cumpl<'n en xº = ct0 +cót. 

Sin embargo, en la práctica esto no es así, ya que al efectuar cálculos munéricos 

naturalmente se introducen errores, ya sea de redondeo ó debidos a la limitada 

precisión de las computacloras, que hacen necesario utilizar la.• Pcuaciones de 

restricción como "corredores" de los resultados numéricos, es decir, no es sólo 

conveniente sino práct.icamente nl'cesario que las restricciones sean resucitas en 

cada hipersuperficie para a.•<'gurar que la solución numérica siempre se mantenga 

dentro de un límite aceptable d<' error. 

Existe una vasta literatura rl'frrente a los funclamrntos teóricos que nos 

permiten analizar In <'\'olución del campo gra,·itacional y la.• variahl<'s que des

criben a la matrria present.e, es decir, el problrma de Cauchy de la relatividad 

general. Entre los más relevantes, podemos mencionar los trabajos de York4 y 

de Smarr y York5, en donde se encuentra el soporte teórico de los programas 

de computadora, denonúnados genéricamente como códigos, cuya finalidad es 

obtener soluciones munéricas del sist.ema de ecuaciones obtenido para diversos 

casos de interés físico. Podemos mencionar también algunos trabajos numéri

cos importantes en cosmología, gravitación e hidrodinámica, e.g. , los datos 
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iniciales para coHmologías Tipo 1 fueron estudiados por Ccntrclla y Matzner6 

en 1979, este conjunto de elatos fué utilizado en la evoh1ción de perturbaciones 

cosmológicas en un modelo vacío con simetría plana por Centrella y Sma.rr7 en 

1978 y por Ccntrella8 en 1980. La condición de curvatura media constante en 

cada hipersuperficie fué utilizada por Piran9 en 1980 para estudiar la evolución 

de perturbaciones en sistemas cilíndricos con materia. Nadejin, Novikov y 

Polnarev 1º•11 , en 1978 y 1979, analizaron la evolución ele perturbaciones intensas 

de densidad para formar primordialmente hoyos negros en cosmologías esféricas. 

Evoluciones numéricas del colapso ele un gas isotérmico girando axialmente 

fueron realizadas por Norman, Wilson y Barton12, también se encuentran los 

estudios numéricos concernientes al crecimiento de un hoyo negro no esférico, 

debidos a Hawley, Smarr y Wilson 13•14 . Además, se encuentra el trabajo acerca 

de la evolución de modelos cosmológicos planos e inhomogéneos elaborados por 

Centrella y Wilson 15•16 . En cuanto a métodos para resolver la ecuación de 

transporte para nen trinos, Wilson 17 propone dos métodos diferentes. La solución 

numérica de la ecuación de Boltzmann de la relatividad general, acoplada con 

las ecuaciones de Einstein, para partículas sin masa fué realizada por Mezzacapa 

y Matzner18, mientras que una generalización para incluir partículas masivas fué 

presentada por Harleston y Holcomb19 y Harleston y Vishniac20• 

El contenido de este trabajo está dh;dido como sigue: en el Capítulo 1 

se expone el formalismo ADM en forma general, se escriben las ecuaciones de 

Einstejn utilizando dicho formalismo y se consideran las ecuaciones que describen 

a las fuentes del campo gravitacional. En el Capítulo 11 se especializan las 

ecuaciones del Capítulo anterior al caso de simetría esférica. En el Capítulo 111 

se discuten los métodos numéricos utilizados para implementar las ecuaciones 
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obtenidas en r) Capítulo II clr manera que purdl\11 ser resucita.• con la ayuda de 

una computadora, así mismo, se presenta una descripción de la estructura del 

programa desarrollado para la solución numérica del sistema de ecuaciones. En 

el Capítulo IV se presenta una posible aplicación del código: el estudio de la 

propagación de una onda de choque generada por una supernova. A pesar de que 

durante su f11.•e adiabática este problema no es relativista, tiene la posibilidad de 

constituir una buena pru<'ba para el código, ya que su solución analítica, conocida 

como "Solución de Sedov", ha sido ampliamente estudiada. Se pr<'s<'nta, en este 

Capítulo, además de algunos resultados munéricos obtenidos, un análisis de la 

solución analítica. Finalmente, en el Capítulo V se exponen )11.<; conclusiones de 

este trabajo. 

Cabe mencionnr qne los procesos munéricos aquí descritos, son posibles en 

la actualidad gracia.o; a la gran cnpncidacl y alta velocidad de 111.• computadoras 

modernas. En IR práctica, deb<'n considerarse con cuidndo la.o; fluctuaciones 

inherentes de los procesos ntunéricos, como son los errores de redondeo, así como 

los métodos disponibles para tratar numéricamente los términos de transporte 

y las fuentes, las condiciones de frontera, etc. 
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Capítulo 1 

El Formalismo ADM 

1.1 Introducción 

En el formalismo AD}.1 1, o 3 + 1, d cnmpo gravitacional se considera como 

la "historia temporal" de la geometría de una hipersuperficie espaci11loide, es 

decir, se prCS<"rihe un sist.emn de referencia adecuado y las ecuaciones del campo 

grnvitacional (ecuaciones de Einstein) se reform11lan en términ06 ele 11n problema 

de Cauchy2• tambirn conocido como "problema de valores iniciales". Una vez 

encontrada la solucic)n de este problema de C11uchy, se integran las ecuaciones 

dinámicas a lo largo de las trnyectorias del sistema de referencia elegido. Es 

necesario también tomar en c11enta las ecuaciones ele valores iniciales, de evo

lución y la enrncibn de est11do que describe a las fuentes externas del campo 

gravitacional. A continuación se presentará una exposición detallada de este 

form111ismo. 

1.2 Tópicos Generales 

Consider<'mos una varieclAd del espacio-tiempo V , una función escalar T 

y una métrica 9ab . Podemos construir un conjunto ele hipersuperficies espa

cialoicles de nh-d !::, de la función escalar T; este conjunto ele hipersuperficies 

constituye una foliación {!::,} que cubre toda la variedad del espacio-tiempo. Las 

hipersuperficies de nivel no poseen puntos en común, es decir, la intersección es 
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nuln entre "1111.~ y se relacionan cnt.re sí a través de la funcic)n escalar r, que es 

monótonnmf't;tc creciente, con r '= constaritr. en cada hipersuperficie3 • 

Es posible df'scribir la foliación del espacio-tiempo por medio de una uno

forma o = n.wª ' donde wª es una be.se gf"Deral de formas; la base asociada 

de vectores se denota como e 0 • Como esta uno-forma es cerrada, se tiene que 

dO =O, Ó, V¡0 !161 =O, donde V es la derivada covariante en el espacio-tiempo. 

Así, locnlmente existe unn función escalar T. tnl que o= dr. o bien, n. = v.r. 

Las bases de uno-formas y vectores son tales que In métrica del espacio

tiempo está dnda por 

(1.la) 

y 

(e,., eb) = e',. · eb = 9ab • (1.lb) 

Con la métrica del cspacio-t,iempo, se puede definir la norma 11 O 11 en términos 

de una funciém escalar estrictamente positiva o , conocida como la función de 

lapso, tal que 

(1.2) 

donde el signo negativo indica que O es temporaloide y que las hipersnperficies 

son espacialoidcs. De In ecuación (1.2) tenemos unn uno-forma normalizada w 0 

asociada con {~} cuyos componentes estan dados por 

(w0
). = o!1 •. (1.3a) 

con 

11wº112 = -1: (1.3b) 
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cstn uno-fonun unit.nrin sntisínce 

( l.3c) 

El campo v<'ctorial unitario normal de lllS hipersupeficics se puede escribir 

como ñ = nªea, donde 

(1.4) 

el signo nc>gat.ivo indica que d VC'd.or ñ está en la dirección creciente ele T. Este 

vector satisface 

Nótese que 

(1.6) 
- .', .:.· ... ,··-·, ... _·-··· -

por lo cual, usandolaec11~~ió;{l:ab), obt~nemos 

(1.7) 

esto es, el vector unitario es tcmporn!oide. 

El vector cñ, donde e es la vdocidad de la luz, se puede interpretar en 

forma natural como <'I campo de cuadri,·clociclades de los obsc>rvadores que 

estan instantán<'nm<'nte en rc>poso en las hipersuperficics E. Estos obscnadores 

se conocen usunlm<'nte como lo,, ob.•eNJtUiore~ euleriano~, de acuerdo con la 

terminología utilizada en la hiclmdinámica de Newton4 • 

En cada hipersuperficie E se oh tiene una mét.rica 'Y ab inducida por la métrica 

g4 b de la variedad V. Esta 3-métrica está dada por 

'Yab = gab + nanb • (1.8) 
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La forma mixtn d1• <'SI<' tensor, -Ya 6 , es el "tensor de proyccci<'m" sobre las 

hipC'rsupcrfici<'s ~. 

La descripción de 111 variedad V, por medio de la foliación {:!::}y la 3-métrica 

'Ya6• es complementada con el t<'nsor de curvatura extrínseca* 

(1.9) 

donde C.n es la d<'rivada de Lict a lo largo dl'l vector ñ. Los l<'nsores 'Ya6 y Kab 

forman la par!<' d<' los datos de C1111chy, (:!::, "1 0 6, Kab), para r<'solver las ecuacio

nes de Einskin. La traza de I\ab se puede interpretrar como la "v<'locidad" de 

la 3-métrica con respecto al ti<'mpo propio local de los observadores eulerianos 

en cada hipersuperfkie :!:: . 

Es posible definir un operador de derivada covariante, D, sobre la hipersu

perficie :!:: por medio del tensor de proyección; e.g. para tm escalar t/J definimos 

(1.lOa) 

para un vector espacialoide, lV6 , con (lV6nb = O), se obtiene 

(1.lOb) 

La generalización a tensores espaciales se obtiene en forma similar, es decir, 

proyectando todos los índices libres de la expresión. Así, puede demostrarse que 

(1.lOc) 

que es una propiedad heredada directamente de 'il0 g6c = O, evidenciándose 

que el comportamiento del operador D es independiente de ñ y de los tensores 

* La condición de no torsión permite escribir esta definición para Kab· 
t Ver Apéndice A. 
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cspncialcs en los qur oprra. Es importante hnccr incapié rn el hecho de que el 

oprrnclor D rst1í birn drfinido, es decir, cumple In regla de Leibnitz, thiicnmcnte 

cuando actúa sobre ohjrtos espncialoides. 

Con estns d<'finiciones, podemos construir al tensor de Rjemann sobre las 

hipcrsu))<'rficies, (J)Rd cba , exigiendo que todo vector espacial, W, cumpln con 

(1.1 la) 

es fácil ver que 

(1.llb) 

El tensor de Ri~ri sobre la hip<•rsupcrficie, C3lR .. , se obtiene de In forma usual, 

contrayendo el primer índice ron el tercero; 

(Lllc) 

mientras que pnrn rl cscnlnr dr cun'lltti~a ~~:,l¿ hipe~supcrflcies, C3lR, se con

trnrn los índirrs cid trnsor de Ricci 

(1.lld) 

La relación ele los datos de Cnuchy con In curvatura del espacio-tiempo se 

puede expresar 11 tra,•és de In proyección del tensor de Rirmann rtrndriclimen

sional sobre las hipcrsuperficies, lo cual conduce a las ecuaciones de Gauss

Codazzi-Mininrcli 

(1.12) 

y 

(1.13) 
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1.3 Ecuaciones de Einstein 

En el formalismo ADM, las ecuaciones de Einstein 

(1.14) 

donde K. = 8rr G / c4 , se separan en dos conjuntos de ecuaciones: el primer 

conjunto está formado por cuatro ecuaciones que no contienen a las segundas 

derivadas temporales, llamadas ecuaciones ele rrstricción, mientras que en el 

segundo conjunto, t>stan seis ecuaciones que sí contienen segundas derivadas 

temporales, es decir, las ecuaciones dinámicas. 

l.3a Ecuaciones de Restricción 

La ecuación de restricción ele Hamilton se obtiene contrayendo dos veces las 

ecuaciones ele Einstein con el vector normal ñ , es decir, 

(1.15a) 

mientras que las ecuaciones de restricción del flujo de momento se obtienen al 

proyectar las ecuaciones ele Einstein sobre las hipcrsuperficies y contrayendo con 

ñ: 

(1.15b) 

Por otro lacio, usando las ecuaciones (1.12) y (1.13) y el tensor de Einstein, el 

miembro izquierdo de las ecuaciones (1.15) se puede escribir como 

(1.16a) 

y 

(1.16b) 
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donde K = 1'"6 /\"0 6 = gab Kab es la traza del tensor de curvatura cxt.rínscca. 

Las fuentes d1•l campo gravitacional se representan por medio drl tensor ele 

energía-esfuerzos, T0 b ; para los observadores en reposo en la hipcrsuprrficie, Tab 

representa un fluido imperfecto cuyas componentes están dadas por 

(1.17) 

donde hemos definido la dcnsidnd Hamilt.oninna, P,,, el ved.or de flujo de mo~ 

mento, Sª , y el tensor <'spacial clr esfuerzos, s.b , como 

y 

y 

I.3b Ecuaciones Dinámicas 

Como ya se lrn dicho, un segundo conjunto de e ... uaciones est.á formado 

por seis ecuacionrs dimímkas de segundo orden. Estas serán utilizadas para 

evolucionar los d11tos iniciales en el problema de Cauchy en la direcdón de t•. 

La Figura 1 muestra que en general 

tª = a nº + (3ª , (1.22) 
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Fig. I.1.- Cinrmática local del cnmpo grnvitacional usando In funcic>n de lapso 

a y el vector de desplazamiento espacial ¡3ª . 

con f3ªn 0 = O, es decir {3ª es un vector espacial, mientrns que el vector Nª = a nª 

que une las hipersuperficies '.!:: no es ímico. El tiempo propio entre dos hipersu

perficies está dado por o· ót . Smarr y York5 , muestran que a se puede interpretar 

como un potencial de aceleración de los observadores eulerianos. 

14 



Una propil'c\1u\ el" la clcrh1\cla de Lic es C N = a C. n de modo qt1c con la 

ecuación (1.22), <'l oprraclor Ci qu .. cla completamente definido. Con la expresión 

(1.!J), IR.S seis <'<"llndon<'s clinámicR.S ele segundo orden, se pueden esrribir como 

doce ecuacionl's el" primer- orden para i ab y Kab. Obteniendo 

(1.23) 

dirl'ctamentl' di' la l'c11ación (1.9) y, por otra parte, 

-{-CpK"b. 

La· t;~~ .J~ l~·ect1,:dó~ ~\eri~~ 
de la ~volución témpo~al del(: 

(1.25) 

en la cual se utiliza la definición ó = ¡•e DcDa como el operador de Laplace 

C0\11riante en lns hipersupcrficies !:: . Asimismo, se ha cl<•finido la densidad de 

lapso, P,, = q, + S. 

Consid<'rnnrlo la <'Cttacicín {1.25) con cuidado, se ohsen11 que puede interpre

tars<', yn sea como unn ecuacic'm para a ó bien, para i\ . En éste trabajo asumi

remos que J( s<>rá un dato inicial y en part.icular suponclr<>mos que J( = l\(t), 
ésto significa qu<> J( = constante en cada hipersup<'rficie, es decir, todos los ob

servadores eulcrianos mielen la misma constante d<' Hubhle en la hipersuperficie 

considerada, entonces, en aus .. ncia de inhomogrnciclad y anisotropía, la métrica 

se reduce a la métrica Fricclmann-Robertson-Walker comtínmente referida como 

FR\V. Con ello la ecunción (1.25) resulta ser una ecuación elíptica que puede 
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resoh-erse pnr~ o. ,Existen otras posibles elecciones sobre la K, por ejemplo, 

K =O, que es llnmada "condición de hipcrsuperficies maximales"6 • 

La ecuación (1.23) junto con la ecuación (1.25) forman un sistema de ecua

ciones para °' y {3ª que se ha desacoplado con la elección hecha sobre la K, 

permitiendo encontrar a la función de lapso de la ecuación (1.25), mientras que 

{3ª se conoc('rá de la ecuación {1.23) cuya traza es una identidad gf'Ométrica. 

1.4 Ecuaciones de Conservación 

La expresión dd tensor energía-esfuerzos en el marco de referencia lagran

giano para un fluído perfecto está dada por 

con 
f p 

u :: P + P¿i + ¿i ' 

(1.26a) 

{1.26b) 

como la entalpía rdativista, e la energía interna específica por unidad de masa, 

p la presión isotrópica promedio y u• la cuadrivelocidad de bulto del fluido. 

Haciendo uso ele la.~ ecuaciones (1.18-20), podemos obtener la densidad de 

Hamilton, P,, , el Yedor de flujo de momento, S0 y el tensor de ('Sfuerzos, Sabi 

asímismo, poc!<'mos obtener la expresión explícita para la densidad de lapso, q,, 
de la definición establecida pre\•iammte. Así, 

y 

P,, = c2U(Uu) - P, 

S0 = c(Uu)(Uv0 ), 
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(1.30) 

siendo t•a la V<'!ncidad espacial del fluido en el marco euleriano y U el "factor 

de Lorentz" <'nlre los marcos <'Ul<'riano y lagrangiano. El vector"• {en el marco 

eulcriano) est,á ciado por la expresión 

n 0 = (-o, O, O, O) . 

Con la condición de normalización unitaria n 0 n• 

obtenernos 

{1.31) 

-1 y la ecuación (1.22) 

(1.32) 

La cuadrivclociclnrl se encuentra normalizada por la expresión U"Ua =_ -c2 y '¡as 

componentes pu<'rlcn escribirse de la siguiente manera 

{1.33a) 

y 

(1.33b) 

con l'i la vdociclnd de fransporte. Usando la definición del vector de flujo de 

momento, s· ' puede obtenerse 

[ 
s.s• ] i12 

U= 1 + c2(cUu)2 ' (1.34) 

que será de gran ntiliclacl en la cl<'lc>rminnción dd conjunto de datos iniciales. 

Las leyes de conservación para el fluido son la ley de conservación de bariones 

y la ley de conservación de energía-momento. La primera se puede escribir como 

'\l0 (pUª) =O (1.35) 
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y es comímm<'nlf'URmndR ec11Rción de continuidnd. LR ley de conser~cicín el~ la 

energín-mome1it.o f'stá dndn por la divergencia del tensor de energía-csfn<'rzos, 

es decir 

(1.36) 

Con esta f'Xpresión podemos obtener una generalización de la "ecuación de 

continuidad", n 0 V6T"6 =O, para la densidad hamiltoniana 

{1.37) 

y una g<'nf'rali:rndcín cif' la "<'ctrnción cif' Eulcr", 1'º e 'VbT6< = O, para el vf'ctor ele 

flujo de momf'nlo, 

(1.38) 

Las ecuaciones d<' campo gravitacional proporcionan información de las fuentes 

de materia qu<' g<'neran a dicho campo. Sin embargo las ecuaciones ele campo 

gravitacional no incluyen a la ecuación de estado ele la materia que gPnera al 

campo, necesaria para determinar completamente la distribución y la dinámica 

de la materia. Es nec<'sario entonces proporcionar adcmá.' de las ecuaciones ele 

conservación cif' hnriones y de la energía y del momento, 11na ecuación de estado 

pertinente7 , es d<'cir, 11na relación constitutiva para las variables del fluído, e.g. 

P = P(p, s) ó P = P(p, T). Para completar la descripción del fluido deberemos 

incluir la temp<'rnt.nra, T, y la entropía. s. La relación entre estas cant.idades y 

las cantidades p, e y P est1i dada por la sC'gunda ley de la termodinámica 

Tds = c2 dh-G) dP, {1.39) 

donde h = u/ p es la entalpía específica. Es necesaria además, una ecuación 

auxiliar para determinar la entropía ó la temperatura que no es má.' que una 

definición del calor específico a vohunen constante 

e= Cv T. 
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Por 1íltirno, se consid<'ra una <'Cllación de la forma P = P(p, E); en panicular 

utilizarnos la rc1mción d<' estado para un proceso adiabático. Dicha rlrcción se 

fundamenta por la.• caract.erística.• del problema a estudiar. Conviene ddinir las 

cantidades corrrspondientes a la densidad de masa D = pU, y la densidad de 

energía E = EplJ. La ecuación de estado está dada entonces por 

UP=(r-l)E, (1.41) 

donde res el índice ndiahático, además, con la ecuación (1.26b), se encuentra 

E 
Ua=D+r--;;, 

e· 

que es la enlnlpín rdativista mrdida por los observadores eulerianos. 

(1.42). 

Hasta este pnnto, se ha descri lo el formalismo 3 + 1 utilizado para escribir 

las ecuacion!'s dr Einstein en términos de un problema de Cauc-hy, obt!'niéndose 

las ecuaciones de restricción y las ecuaciones dinámica.•. Se prrsentaron las 

cantidades necesarias para describir lm; fuentes de campo gravit.acionaL que 

en nuestro caso están repr<'sentaclas por un fluído perfecto. Asímismo, se han 

considerado también la.• ecuac-iones de conser\'ación y la ecuación d<' rstado que 

nos permiten "crrrar" el sistema de ecuaciones. Toda la exposición anterior 

se realiza sin alusión a una métrica especifica, es decir, en forma totalmente 

general. En f'l siguirnte Capítulo se llevará a cabo la especialización de estos 

resultados al ca.•o de sim<'tría rsférica. 
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Capítulo II 

Simetría Esférica 

II.l Introducción 

Contimmmos ahora ron la esprrializnción el<• las C'cuadonr.s que fueron ob

tenidas en el Cnpítulo antrrior parn el caso de simetría esfclrica. Partiendo 

ele la formn más grneral para la métrica en simetría esférica S<' ronst.ruirá el 

vector normal, mirnt.ras que con los símbolos ele Christoffd corrrspondientes 

se obtendrá el tensor de curvntura extrínseca. Posteriormente sr ,,,;c-rihirán las 

expresiones explícitas de las ec-undoncs de restricción, la ccuadón dr lapso y las 

ecuaciones de consrrvación pnra el caso de un fluído perfocto. Finalmente, se 

presenta una síntesis del procedimiento seguido para rC'solvcr nuestro sistC'ma de 

ecuaciones. 

11.2 La Métrica y la Curvatura Extrínseca 

Considrrarrmos que la métrica es sólo una función de la coordrnada radial r 

y la coordenada temporal t. Utilizando las canticladC's drfinidas <'n rl formalismo 

ADM, el intrn·alo más genernl C'n simetría esférica se puC'df' f'srribir como1 

ds2 = - ( a-2 - ¡J2 A 2 ) c2dt 2 + 2A2{J cdf dr 

+ A2dr2 + B 2 r 2 (d82 + sen2 Odrfi) 

El determinante de la métrica es entonces 

Fa= o AB2 r 2 sen O= o ../7, 
21 
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donclc .,/7 es rl <il'l<'rminante de la 3-métrica "Yab obtenida de la ecuación (1.8) y 

de la definición (1.31). En la expresión (2.1), f3 es la única componente distinta 

de cero del vcrtor ele desplazamiento, es decir, 

/3° ={O, /3, O, O) ; {2.3) 

con ello, ele la ecuación (1.32), el vector normal está dado por 

{ÍA). 

Con los símbolos ele Christoffol ohtcniclos a partir ele la 3-niétrlca y'ia>~~~1~~ióll. 
:·. ___ .. ,. ·- ···-'··e· 

(2.4), el tensor de curvatura extrínseca J{ªb := "l'"dnd3li;'c~b ~t1~~~\?Ho~~~se; 
resultando 

con 

ÓA := ~
2 

({- /3~ - {3') , 

lls = ~2 

(~ - /3! - ~) , 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

f) 
donde 1 = - y 

fJr 
~ ! . En el Apéndice A se encuent.ran definiciones y 

notación compr<'nclida en este trabajo. De la ecuación (2.5) obtenemos 

(2.8) 

Es conveniente introducir una variable de curvatura elefinicln como2 

¡. •• _ ¡.·1 1 ¡,· 2 (A A-2 A n-2) \ - \ 1 - J \ = -3 '-"A - '-"B • (2.9) 
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Las rlcccionrs hrrhas R<1bre el tensor mrtrico,ln.• coordenadRS y el URO drl forma

lismo ADM clf'lrrruinan objetos geométricos explícitamente, los cuales sr utilizan 

para expresar In.• rruaeioncs de Einstein. En adelante, utilizaremos la "norma 

isot.rópica" es clrrir, supondremos que A = B, con lo cual las ecuaciones se 

simplifican consiclcrahlemcnte sin mayor pérdida de generalidad.• 

11.3 Ecuaciones de Einstein 

En el Capítulo antrrior se mostraron las ecuaciones ele Einstrin divididas 

en dos conj11ntos llamados ecuaciones ele restricción y ccunciones dinániicas, 

formando un sistrma ele 10 ccunciones. Sin emhnrgo, en simetría esffrica estas 

ecuaciones se rrclttcen a la ecuación ele restricción de Hamilton, la ecuación 

de restricción dr mom<'nto corresponclirnte a la coord<'nada radial, siendo las 

otras dos idénticamente cero, la ecttación de lapso y dos ecuaciones auxiliares 

ohl.f'nidas a partir ele las definicion<'s ele la curvatura extrínseca. 

La ecuación de> rc>stricción ele Hmnilton, (1.21a), en simetría esférica, es 

entonces 

!,~(,.2!!_(./A)) =l (·JA\5[1K2_;¡(K•)2-KP.j; r· 01" ar 4 V .n j J 4 H 
(2.10) 

mientras que la ecuación de restricción de momento radial, (1.21b), suponiendo 

que K = K(t), como ya se ha mencionado en el Capítulo I, se puede escribir 

como 

! [(Ar)3JC] = r 3 li:Sr, (2.lla) 

que se puede intc>grar inmecliatament.e, resultando 

IC = (A:)3 fo'rr')3 s,, dr', (2.llb) 

• El caso más general, con A f. B, se presenta en los Apéndices By C. 
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donde S,1 = A3 S,1. En grnrral, la tilde denotará cantidacles conformalizadas, 

es d1•cir, q = A3 q. 

La ecuación de lapso, (1.25), se puede escribir expücitamente como 

_!_!!_ [r2 !!.. (o" 'A\] =lo (v'A)5 [~ K2 + ll (Kº )2 + K (2 f'. - P. )j r2 f}r éJr V.-..) 4 J 4 o 1/ 

- ( VJ.)
5 ~a:' (2.12) 

que es una ecuación elíptica para la cant.iclad a v'A. Ahora bien, de la expre

sión (2.8) obtC'nrmos una ecuación auxiliar que se puede interpret.ar como una 

ecuación de evolución para el factor conforma! A3 y que está dada por 

{) 3 1 éJ ( 2 3) --:: {)tA + ;2 éJr -c/3r A' =-ca 1\. , (2.13) 

mi<'nt.ras que, ele la ecuación (2.9) obtenemos una ecuanón para la componente 

radial (la única distinta ele cero) clrl vector de desplazamiento, /3. Esta ecuación 

se puede escribir como 

:,. ( ~) 
que se puede intrgrar para obtener 

3 J.;" 
=;¡-o-, 

- r 

/3 3 J.oo 1 ,._., d 1 =-:¡r a 1 .n r. 
r r 

(2.14a) 

(2.14b) 

Como podemos observar, dos ele estas ecuaciones, (2.11) y (2.14), se han podido 

reducir a simples cuadraturas3 • 

11.4 Ecuaciones de Conservación 

Las expresiones en simetría esférica de las ecuaciones que describen las leyes 

de conservación se presentarán en el orden expuesto en el Capítulo l. La ecuación 
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( l.20a) expresa la cl1>fü1icián del tensor de energía-esfuerzos que puede oh tenerse 

explícitamente usando la ddinición (2.1) y suponiendo que la velocidad del fluído 

es de la forma: 

Uª= (Uº, U1, O, O), (2.15a} 

es decir, suponemos que el fluído sólo se mueve en la dirección radial. Explíci

tamrnte, podrmos escribir 

Uº= cU, 
• CI''•· 

(2.15b) 

vi \~c~~(~z,~) .. ' (2.15c) 

donde U , de acne;d~ c~iYa:eCtqcit0,X~·3:),';ef tá dada por 

· ,, ~~1i';f l~~tA,;r . (2.16) 

La ecuación de conservació.ide bariolles; (1.35), conduce a una emación para la 

cantidad conformalizacla D = A3 D, ~iendo D una densidad de masa, explícita

mente 
8 - i a ,- 1 -(D) +--,, -(r- D V ) =O. 
8t r- 8r 

(2.17) 

El segundo término del miembro izquierdo es conocido como el tC:rmino de 

transporte, skn<lo yi la velocidad de transporte radial, con 

· cU1 

V'=(JO· (2.17a) 

A partir de la er1rnrión (1.36) obtendremos las dos ecuaciones de conservación 

referentes a la energía y al momento. La ecuación de evolución p11ra la densidad 

de energía intrrna conformalizacla E = .43 E se escribe en nttrstro caso de 

manera siguiente 

(2.18) 
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donde en el mi<>mhro izquierdo, el segundo t•s el término de transporte y el 

tercero ti<>nc la forma de un "término ele trabajo". t Por otro lacio, la ecuación 

de evolución para la componente radial ele! flujo ele momento conformalizado 

está ciada por 

as, _!_ !._ ( 2 8- vi) 
éJt + r2 éJr r r 

_ [ A' 1 ] - éJP -c3 (Uu) o A U(U2 -1)-o'U -c(3'S,+coA3 -¡¡;:=0.(2.19) 

Las ecuaciones ele evolución para las componentes angulares (J y cp del vector 

de flujo de mom<>nto son idénticamente cero. Se observa que en el miembro 

izquierdo, el segundo término es el término de transporte, en el tercer término 

están el gradiente ele la función métrica A en el campo gravitacional y la acele

ración ele los observadores en resposo sobre la hipersuperficie, el cuarto término 

tiene la forma de una fuerza ele Coriolis, finalmente el qt1into es un término de 

aceleración debida a la presión4 • 

Para completar el sistema de ecuaciones, es necesario incluir, como ya se dijo 

en el Capítulo I, una ecuación de estado que relacione las variables del fl.uído 

en cuestión (ecuación (1.41)]. además de cantidades como la entalpía (ecuación 

(1.26b )], y el factor de Lorentz (ecuación (2.16)], que junto con las expresiones 

obtenidas para las ecuaciones de Einstein en el caso ele simetría esférica, en la 

norma isotrópica, completan la descripción del sistema que se estudia5 •6 • 

Il.5 Solución del Sistema de Ecuaciones 

A continuación se expondrá la secuencia que se sigue para resolver nuestro 

sistema de ecuaciones. Al tiempo t = to se escogen los valores iniciales de 

Es decir, tiene la forma de un término "PdV". 
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lns cn.nticlnclf's qnr df'srrihcn ni fluido: D, E, Sr y r. Asimismo los valores 

inkiales de las \'ariahles ele curvatura K y k, que se consideran constantes en 

las hipcrsupf'rfidrs de nivel, deberán ser propuestos. Con lo Mterior es posible 

llevar a cabo los sip;nif'ntes pnsos7: 

l. Se calcula la clr.nsiclad de Hnmilton, ecuación (1.27) y In densidad de lapso, 

ecuación ( 1.30 ). 

2. El sistema formado por la.• C'cuaciones de restriccic>n, (2.10) y (2.llb), se 

resuelve en forma simultánea de la signient.e manera: se proponr. una primera 

aproximación para la \<triable A , .4.0 , con la cual se obt.iene una primera apro

ximación para¡.;•, 1\0 •, ele la ecuación {2.llb). Con esta primera aproximación 

se calculará, usando la ecuación (2.10), una segunda aproximación para A, .41 . 

Nuevamente se utiliza la C'cuación (2.llb) para calcular J\1 •,continuándose este 

proceso iterath·o hasta que se satisfaga algt'm criterio de convergencia previa

ment.e establrcido. Con ello los mlores de .4( to) y [\'° ( t 0 ) se han encontrado. 

3. Con el \'alor obtenido para .4.(to) es posible ahora resolver la ecuación de 

la función de lapso, ecuación (2.12). Mientras que con d valor obtenido para 

[\•(to) se encm•nt.rn la solución ele la ecuación del vector de translación, ecuación 

(2.14b). 

4. Con las ecuaciones (2.13) y (2.17-19) se evolucionan las cantidades A, 

D, E y Sr respect.ivamente, obteniendo así los \'alares de esta.• cantidades en la 

siguiente hipcrsuperficie. 
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5, Se construy<' la cant.iclad U u, <'Cuacicín (1.42), y con el valor de Sr se 

determina el "factor de Lor<'ntz" U usando la ecuación (2.16). 

6. En este punt.o f'xistcn dos posibilidades a seguir: podemos realizar lo que se 

conoce como una evolución "totalmente restringida" que consiste en utilizar las 

ecuaciones d<' restricción en cada hipersuperficie, o bien, podemos efectuar una 

evolución "parcialmente restringida" en la que las ecuaciones de restricción son 

utilizadas t'micam<'nte como "corr!'c!or!'s" para <'Vitar qu<' la solución ntunclrica se 

df'svíc ele la solucicín r<'al clchiclo a errores ya sea el<' recloncl<'o <Í producidos por las 

aproximaciones hechas f'n los métodos nmnéricos. En este trabajo usar<'mos una 

modificación d<' la s<'gnnda opción: debido a la forma de In <'cuación (2.llb), de 

manera natural <'s sólo necesario utilzar la ecuación de restricción de momento en 

cada hipersuperficie. Así pues, los pasos anteriores se repiten, con la excepción 

del segundo pnso, en el que sólo se resuelve In restricción de mom<'n!.o, hasta 

alcanzar un tiempo final, ó un mímero máximo de estos ciclos. que han sido 

fijnclos previam<'nlc. 

En resnm<'n, S<' ha plnnteaclo nn<'stro sistema ele ecuacion<'s para una métrica 

esp<'cífica corr<'spondi<'nte ni caso ele simetría esférica. En el Capítulo siguiente 

se realizará la exposición detallada del proceso que se utilizará para llevar a cabo 

su solución numérica. 
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Capítulo 111 

Direrencias Finitas y Métodos Numéricos 

Ill.l Introducción 

Ahora q11<' se li<'n<' una irll'a gl'n<'ral ell' los pa.•os n<'c<'sarios a s<'gnir para 

resolver el sisl<'ma de ecuaciones dif<'r<'ncial<'s formarlo por la.• ec1rndones de 

Einstein y la.. ec1rncion<'s de conservación en simetría esférica, nos oruparemos 

de la descripción del programa ele computaelora, ó "código", cuya función es la de 

resolver el sist<'ma nnméricamc>nte. Nos ha.•aremos en un código ya existente al 

cual sólo se le harán los cambios nc>cesarios para implementar la aplicación par

ticular que se rl<'scrihirá en el signi<'nt.e Capítulo. A continuación se expondrán 

los d<'tall<'s nuís rd<'vant.C's relacionados con los métodos numéricos utilizados 

en este código para llevar a caho <'l análisis n11mérico ele nuf'st.ro sistema de 

ec11aciones. 

111.2 Construcción de Rejillas y Operadores 

Para analiznr nttméricamente el sistema de <'Cuadones ohtenido en los Ca

pítulos anterior<'s, es necesario re-Pscribir este sistema en términos ele ecuaciones 

de "diferencia.• finitas". Ahora hiPn, como ya se mencionó ant.Priormente, con

sideraremos funciones que dependen únicamente de la coordenaela radial, r , 

y del tiempo, t. Es necesario entonces construir una "rejilla" numérica para 

la coordenada radial que está formnda por un número finit.o de divisiones del 

intervalo de vnlidez de dicha coordenada. Esta rejilla radial consistirá, a su vez, 
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de dos sub-rrjilln.• qur. denotaremos como rejilla "a" y rejilla "b". La razón de 

estn snhclivisicín rs mcr-amente operacional ya que de acuerdo con la forma de las 

ecnncioncs en clifrrcncias finitas, resulta conveniente centrar en la rejilla "a" las 

varinbles como In velocidad, o con comportamiento numérico semrjante como 

son V 1 , /3 y Sr, mientras que las demás variables se centran en la rejilla "b". Así, 

los \'Rlores que tome una variable genérica, X , para los valores de la coordenada 

raclial en el nodo n de la rejilla "a" serán denotados como X a( n) mientras que en 

la rrjilla "b" srrán drnotaclos romo Xh(n), cloncle n = 1, 2, ... , n..,. Tenemos 

la lihrrtacl dr rlrgir d oúmrro ele dh·isiones que cubren In r<'gión de validez de 

la coorclcnnda raclial, ~ún f'I prohlrmn a estucliar1• 

Utilizaremos una rejilla uniforme, es decir, la distancia rntre nodos contiguos 

es constante y los nodos de la rejilla a estarán centraclos entre los correspon

dientes nodos de la rejilla b (ver Figura III.1). Así tenemos que 

y 

ilXa(n) = Xb(n) - Xb(n -1), 

ilXb(n) = Xa(n + 1) - Xa(n), 

Xa(n) = ! (Xb(n) + Xb(n -1)] 

Xb(n) = ![Xa(n + 1) + Xa(n)] . 
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xa(n-1) 

~&a(n) _., 

xb(n·l) 

1 
xa(n) 

xb(n) xb(n+l) 

xa(n+l) 

~&b(n)_.. 

Fig. III.1.- Se muestra parte de unn rejilla grnclrira. 

Supóngasr que unn cantidad :F está centrada en la rejilla b: la diferencial 

de esta cantidad, expresada en forma de diferencia finita estará crnt.rada en la 

rejilla a y se d<'fine como 

d:F ---+ .ó.:Fa(n) = :Fb(n) - :Fb(n -1). {3.5a) 

Sin embargo, si :F est.á cent.rada en la rejilla a , su diferencial estará centrada en 

la rejilla b, es clcrir 

d:F ----+ .ó.:Fb(n) = :Fa(n + 1) - :Fa(n). {3.5b) 

lnsprccionanclo el sistema de ecuaciones, se obser\'a la presencia clr operadores 

con la forma 
2 a (3.6a) X -

8x 

y 
a 

(3.6b) 
x2 8x 
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Evidrntemrntr, rs nrrrsaria cierta prr<"aución al transcribir estos oprradores a 

sus expresionrs <"orrrspondientes en términos de diferencias finita.• dehido a la 

posihle pr<'s<'n<"ia clr singularidades de coordenadas, por ejemplo, cuando x = O. 

Por ello, adoptamos expresiones con la.• que se evita este tipo de prohl<'ma, así 

2 a x 3 2x3 

(3.7) X - xAx = A(x2)' ax 

a 1 3 
(3.8) 

x2 ax x26x = A(x3 ) • 

El operador de Laplace puNle conocerse a partir de las ecuacion<'s anteriores; 

est.e operador rstá dndo por 

v; = : 2 ! (x2 ! ) , 
de modo que su <'Xprrsión en diferencias finitas se,pue~eoht~ner ell.~~orma directa 

a partir de lns rxpresiones (3.7) y (3.8). 

IIl.3 Métodos Numéricos 

En rst.a S<'<"rión sr <'xponclrán en forma muy general algunos de los métodos 

numéricos ut.iliznclos para resolver las ecuaciones de Einstein. Comenzaremos 

con lns ecuncionrs de la hipersuperficie inicial, es decir, la.• <'CUaciones de res

tricción, la ecunción de lapso y la ecuación para la compon<'nte raclinl del vec

tor desplaznmi<'nto; postrriormente se discutirán los criterios ut.ilizndos para el 

cálculo del int<'n·alo temporal entre la hipersuprrficie inicinl y la.• subsiguientes 

hipersuperfici<'s; finnlment.e se expondnín los métodos utilizndos para manejar 

las ecuacion<'s dC' evolución que nos permiten conocer los valores de la.• variables 

en la hipersup<'rfid<' Er=t+C.t dados sus valores en la hipersuperficie en Er=I . 
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111.3.a Las Ecuaciones de la Hipersuperftcie Inicial 

Un análisis somero de las ecuaciones de restricción, lapso y desplazamiento 

nos permite notar que se pueden dividir, por su forma, en dos grupos: la 

ecuación ele restricción ele momento (2.llb) y la ecuación para el vector de 

translación (2.14b) están escritas como simples cuadraturas, por lo que pueden 

resolverse de manera sencilla utilizando el conocido método del punto medio 

(regla trapezoidal)2; este método permite una precisión de segundo orden en el 

cálculo de estas integrales sin mayor problema. 

El segundo grupo lo constituyen la ecuación de restricción de Hamilton (2.10) 

y la ecuación ele lapso (2.12). Veremos a continuación que ambas ecuaciones 

pueden escribirse en la forma 

(3.10) 

donde el operador 'V, 2 está ciado por la expresión (3.8) para la coordenada 

radial r' mientras que la forma explícita ele las funciones el y e, dependerá 

de la forma original de las ecuaciones en cuestión. La ecuación (3.10) se puede 

resolver numéricamente ele manera muy eficiente utilizando un método muy 

conocido llamado algoritmo tridiagonal*, con el que se obtienen resultados con 

precisión de segundo orden. 

Así por ejemplo, la ecuación de lapso, (2.12), ya está escrita en la forma 

(3.10), donde identificamos 

o1> = av'A", 
e, =~A2ax2+-'f(W)2-11:(2e-P,¡))' 

C2 =-(v'A°)5 ~;K, 
~~~~~~~~~~~~ 

* En el Apéndice E se presenta un esbozo ele este algoritmo. 

34 



por lo cual el algorit.mo tricliagonal puede utilizarse en forma directa, 

Por otro lado, la restricción de Hamilton requiere de más considrración 

para poder llevar esta eacuación a la forma (3.10). Notemos que la cruacón 

de restricción de Hamilton tiene la forma 

donde 

<f>H =./A' 
C = ! [! J\2 - ! (J\°)2 - KfJ. J 

JI 4 3 3 /1 

(3.11) 

(3.lla) 

(3.llb) 

Evidentement.e, se trata de una ecuarión no lineal para la variable <1>11 por lo que 

es necesario lincalizarla para llevarla a la forma (3.10). Esto se logra si escribimos 

<1!11 = <1>0 + <J/1 , donde <1>1 « '1!0 • Si substitwmos esta expresión en la ecuación 

(3.11) y manten<'mos \Ínicamente los términos a primer orden encontramos que 

donde 

C, = 5CH<f>o 4' 

e, = e,, <f>o 5 - '\7, 2<J¡o 

(3.12) 

(3.12a) 

(3.12b) 

La ecuación (3.12) ya tiene la forma deseada y se puede resolver para <I>1 con el 

algoritmo tridiagonal. Es importante notar que para poder llevar a cabo esta 

solución es necesario conocer previamente <J/0 con un cierto grado de exacti

tud, es decir, necesitamos tener una buena primera aproximación, <J/0 , que nos 

permita conocer, 11 través de la ecuación (3.12) una segunda aproximación a 

<f>H = <1>0 + <I>1 • Con ello, podemos re-etiquetar esta <I>11 como una nueva <1>0 y 
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a.~í r<'pctir el proceso iterativo ha.~ta que el valor calculado ele <l>H converja. Este 

proceso Ít<'rativo finaliza cunnclo se logre satisfacer un criterio ele convrrgencia 

previamente estnhl<'ciclo; usualmente se exige que el valor ele 4'H no difiera del 

."nuevo" valor en má.~ de unn parte en 106 • 

Como se pn<'cle ver, la debilidad principal de este método radica en la 

necesidad de conocer un buen valor inicial de 4'0 , es decir, este valor inicial debe 

ser cercano al valor ele la solución 4'11 • Sin embargo, a pe.sar rl<' <'Sta restricción, 

el métorlo ha ciemos tracio su utiliclacl en muchas situaciones el<' int.<'rés3 • 

Parn finalizar esta sección, notemos. que las ecuaciones ele restricción de 

Hamilton y de momento deben tratarse como un sistema ele ecuaciones acoplado 

para las variables A y K•. En la práctica, ent.onces, es nrcC'sario iterar las 

soluciones ele <'si as dos ecuacion<'s utilizando los result aclos de la primera en 

la srguncla y virrvrrM hasta qu<' ambo.• resultados convrrjan cl<'ntro ele una 

tol<'rancia ad<'cunrln, que se escoge usualmente según el problema <'Sprcífico que 

se esté tratando. 

111.3.b El Incremento Temporal 

Una vez qu<' hrmos encontrado la solución de las ecuaciones ele la hipersu

perficie inicial, las <'CUaciones ele evolución son utilizadas para obtener los valores 

de nuestras variahl<'s en las hip<'rsuperficies subsiguientes. Ahora bien, debido a 

que estamos utilizando métodos de diferenciación explícitos4 en la coordenada 

temporal, lo ctrnl significa que el cómputo de los valores ele las variables en un 

nivel temporal, t + t>.t, se lleva a cabo utilizando ímicamente los valores ele esas 

variables en <'l nivel t<'mporal anterior, t, entonces el paso temporal, ót, está 
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limitndo por In rondfrión ele Co11rnnt-Friedrid1s-Lcwy, ó conclición CFLs. Esto 

es nsí porque el esquemn numérico no converge si el dominio ele dependencia 

de la ecuación en diforendns finit1Lq no incluye el dominio de clepenclencia en 

la ecuación clifer<'ncial en cuestión. Esto se puede ver clnram<'nt.e en In Figura 

Ill.2. 

DOMINIO DE LAS 
DIFERENCIAS FINITAS 

Fig. III.2.- Se muestran esq11<'1111ític.nm<'nl.e los dominic"' de las rrmwiones en 

las rejillns tempornl y rnclinl. Ln dección de t::.t cleb<' permitir un punto que 

esté en In int<'rserción ele nmhos conjuntos. 

Así pues. <'Sin condición (CFL) especifica que el pnso t<'mporal !::i.t en cada 

nivel tempornl debe s<'r lo sufi<"ient<'mente pequ<'ño <"Orno pnra que 

(3.13) 

donde !::i.x representa el !.amaño de In rejilla espacial y V;, reprcsent.a In velocidad 

local a la cual se propagan las señales a través de la rejilla espacial. En problemas 

clásicos, Vc sería la velocidad del sonido, mientras que en problemas relativistas, 

Vc representa a la velocidad ele propngación de la luz en la rejilla. 
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En la prártica, c~cribiremos la condición CFL de la forma 

(3.14) 

donde Ccr ¡,es un factor "de seguridad" que generalmente se tomiúm el intervalo 

O :5 CcFL :5 0.5 • (3.15) 

Como una prrcaución adicional, se establece otro criterio de restricción para el 

incrrmento en el paso temporal qur podemos escribir como 

~t"""'º :5 (1.l)~t•nlnior 
1 (3.16) 

es cl<'cir, se exige qtte el incremento en el salto temporal siempre sea menor 

que un 10% del salto temporal anterior entre dos hipersuprrficies de nivel E 1 y 

E1+AI• 

111.3.c Las Ecuaciones de Evolución 

Todas nuestras ec11acioncs de <'volución se pueden escribir de la forma 

aq + _.!_ ~ (r2 vi Q) = F , 
at r2 ar (3.17) 

donde Q rrpresrnta a A.3 , D, E ó $.,mientras que F representa a las fuentes. El 

mirmhro izquirrdo de (3.17) se conoce como la derivada temporal ad11cctiva que 

se pr<'senta en la versión eulr.riana de la hidrodinámica. Físicamente corresponde 

al transporte de la cantidnd Q con el flujo respecto de un observador fijo. 

Existe una extensa literatura qnc trata el problema de la solución numérica 

de la ecuación ( 3.17) (ver por ejemplo la excelente exposición presentada en el 

libro de Roache6 ) y no ahondaremos en este tema en el presente trabajo. Baste 

mencionar que en el código aquí descrito se utiliza una técnica denominada 

38 



de "trnnsport.r monotcínko" debida a Brrun Vl\Il Leer que está presentncla con 

detalle rn los artímlns ele Centrella y Wilson 7 y de Hawley et al. 4.8. Esta técnica 

está diseñada para reducir al máximo los efectos no físicos en el comportamiento 

numérico de las varinblrs sujetas a trl\Ilsporte hidrodinámico. 

Por otro lnclo, los términos inscritos en el miembro derecho ele la ecuación 

(3.1 i) y que hrmos denominado como "fuentes", son tratados numéricamente 

utilizl\Ildo la térnka llamada ele "separación de operaclores" 8• Aunque no la 

describiremos con detalle aquí, podemos decir que In utilización y confiabilidad 

de esta técnica ha siclo nmpliamcnt.c demostrada en In lit.Prntura y consiste, 

esencialmente, <'n resolver cncln término fuente por separado, sumándose su 

contribución al valor final ele la variable en cuestión. 

En In física el<' una onda de choque, la viscosiclnd achía en la t.ransformación 

del movimiento el<' bulto d<'I fluíclo en un movimiento al<'atorio d" las moléculas 

del fluido. En PI código se utiliza una viscosidad artificial para tratar numéri

cament.e aquellos problemas que involucwn ondas de choque. La forma en que 

está implementadR esta viscosidad artificial en nuestro código, se basa en la 

desarrollada por ~fay y Whit.e9 para problemas de hidroclinárnica relativista. 

Así, definimos 

donde k., es una constant.e del orden de In unidad y 

si.ó.l'1 <0, 
si .ó.l' 1 >O, 

Como se puede ver, la viscosidad artificial sólo será diferente de cero en aquellas 

regiones de la rejilla radial donde se presente una compresión local del fluído. 
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En rl tensor ele rnrrgía-esfuerzos, la viscosidad artificial juega d paprl ele una 

viscosidad de bulto e interviene en las ecuaciones de evolución ele In misma 

manera en que lo hacrn los términos que involucran a la presión y, por lo tanto, 

se tratan numéricamente de manera completamente similar. 

A manera ele ejemplo, analicemos con algo más de detalle la ecuación (3.17) 

para el caso en que Q = D. Escribimos 

6.D 3 ( 2 - ") M+ 6.(rl) r Dl- =0' (3.18) 

definiendo al flujo Flux = r 2 D V 1 que representa la cantidad de material trans

ferido entre las zona.• de la rejilla en el tiempo e imponiendo la condiciém de que la 

elección del valor a.•ociado a D será monótonamente creciente o drcrrciente con 

la finalidad de evitar que haya regiones entre divisiones sin material, pero esto 

implica que para poder realizar la diferencia finita hay que centrar la cantidad 

Flu:r correctamrnte dacio que la cant.idacl l'1 se clrfine en la rejilla "a", mient.ras 

que D se ubica en la rejilla "b". La exposicicín detallada del método ha siclo 

expuesta por Centrclla y 'Wilson7 , quienes proporcionan, además, un estudio 

detallado de los rrsultados ohteniclos en diversos problema.• específicos. 

Para terminar rsta srcción es necesario mencionar qur antes ele poder utilizar 

un código como estr. rrsulta convenirnte someterlo a una serie de pruebas que 

establezcan un cirrto grado de confiahilidad en el mismo. Usualmente, esto se 

logra aplicando el código a una serie de problemas de prueba cuya solución sea 

previamente conocida, verificando con ello que los resultados numéricos obteni

dos del código reproduzcan los resultados esperados. Aunque no las discutiremos 

en este trabajo, se han realizado ya diferentes pruebasl.4•6 que establecen el alto 

grado de confiabilidad del código aquí descrito. 
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111.4 Programa: CODlGO 

La filosofía que se ha seguido en la construcción del código muestra los 

aspectos más relcvant<'s que deben tomarse en cuenta en todo programa: la 

eficiencia, la optimización, su estructura y su portabilidad, que sirven como 

parámetros que nos permiten tener una idea de su elaboración y muestran la 

importancia del programa. En este código se han considerado cuidadosamente 

los a.<>pectos r<'f<'r<'nl<'s al comport.ami<'nto numérico en los puntos singulares de 

las variahlC's, los métodos usados tanto en la solución de las ecuacion<'s elípticas 

como en el amílisis clf' los términos de transporte y los términos f1wnte de las 

ecuaciones de f'\'olución. A continuación se describirá la estructura general del 

código que, para mayor claridad, se ha dividido en tres "bloques" principales 

atC>ncli<'ndo a la función de cada una de sus partes: 

INICIALIZACIÓN: Primeramente, se elige el problema a tratar. Para ello, se 

elig<'n las uniclad<'s <'n las que se tratará el problema ( e.g. unidades de Planck 

ó unidades CGS). Asimismo, se establecen los valores de todos los parámetros 

involucrados <'n dicho problema. 

GRAVEDAD: R<'suelve la.., ecuaciones correspondientes a una hipersuperficie, 

es decir, la.<> f'cuncion<'s de restricción de momento y de Hamilton, con las que 

se obtienen la función métrica A. y la variable ¡.;• . Asimismo, se resuelven la 

ecunción de lapso y la ecuación del vector de desplazamirnt.o para obtener las 

fondones a y /3 respcctivamente. Finalmente, se calcula el incremento ó.t para 

pasar de la hipcrsuperficie actual a la siguiente. 
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ACTUALIZACIÓN: Evoluciona le.s cantidades definidas en cada hipersuperficie 

utilizando las t'Cnaciones de evolución para el conjunto de variables consideradas 

en nuestro sistema. 

Mientras que el primer bloque (Inicialización) se lleva a cabo una sola vez, los 

otros dos (Gravedad y Actualización) siguen un proceso iterativo hasta alcanzar, 

ya sea un tiempo máximo permitido de evolución, o bien, un número máximo 

permitido de it.«'rnC'iones. El diagrama de flujo del programa es presentado en 

la Figura 111.3 para una comprensión más clara de los procesos que se llevan a 

cabo. 

De este modo se ha presentado esquemáticamente nuestro programa de 

cómputo, ó código, y adt'más las ha.~es del análisis numérico propuesto para 

el sistema de e!'naciones, teni«'ndo así la posibilidad de plantear una amplia 

gama de prohl«'mas, añadiendo o quitando los términos en nuestro conjunto 

de ecuaciont's, pn«'st.o que t') código sólo es "modificado" para poder resolver 

diferentes probl«'mas. En el Capítulo siguiente trataremos sobre una posible 

aplicación del cc'>digo al problema de la propagación de una onda de choque 

generada por una supernova. 
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1111c10 

ELECCION DE UNIDADES 

ELECCION DEL SISTEMA 
FISICO 

SE RESUELVEN LAS' 'ECUA- NO / ••• 
51

..........._ 
CIONES DE RESTRICCION,,tr--------------<'...,#de.Clclos .··~ 
DE LAPSO Y DEL VECTO ..__es Haxlrnq.J.--
DESPLAZAHIENTO, . ''-.., _ _....--

SE CALCULA EL INCRE-
HE!<TO TEMPORAL. 

_.1. __ ···---·-1 
SE ACTUAL 1 ?!-N-LA~CAtl-
TIDADES: o,i::vs. i----- ' 
SE ACTUAL 1 ZA EL FACTOR -------, 
CO!<FORHAL ¡ A'> • 

SE CONSTRUYEll LAS. 
CANTIDADES: j'.,_ 
y .l' 11. 

1 

SE CALCULA Utl 
SE CALCULA U, CDll EL 
VALOR DE S,. 

Fig. 111.3.- Diagrama de flujo del código. 
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Capítulo IV 

Onda de Choque en una Supernova 

IV.l Introdu~ción 

El evento de una supernova se puede dividir en tres etapas de evolución 

relativamente distintas 1: la primera etapa se caracteriza porque la cantidad 

de materia proyPctada hacia el exterior es mucho mayor que la cantidad de 

materia arra.•trncla y, por tanto, se puede suponer que el momento permanece 

relativamente constante. En esta etapa, que dura aproximadamente 100 años, 

el radio de la onda ele choque se puede expresar como R .• ex: t114 , siendo t el 

tiempo. La segunda etapa se presenta cuando la cantidad de materia arrastrada 

es mucho mayor que la cantidad de materia inicialmente proyectada al exterior, 

en esta etapa la supernova. puede ser caracterizada sólamente por la energía 

inicial de la explosión, E, y la densidad, p, del medio circundante, teniéndose 

una situación conservativa y adiabática. En esta etapa, el radio de la onda 

de choque es R, ex t215• El sistema permanece en esta segunda etapa hasta 

que el ga.• se ha enfriado lo suficiente como para que la pérdida de energía 

radiada llegue a ser importante. Es entonces, varios miles de años a partir 

del evento de la snprrnova, qnr se presenta la tercera etapa: la evolución de 

los restos de la explosión contim'ia ha.~ta que éstos pierden su identidad en el 

medio interestelar circundante, caracterizándose esta etapa por la existencia de 

diferentes mrcanismos de enfriamiento por radiación. 
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N~s ocuparemos, en este Capítulo, de la segunda etapa del evento de una 

supernova. La descripción física se obtiene con el sistema de ecuaciones com

puesto por la ecuación de continuidad, la ecuación de Euler y la primera ley de 

la Termodinámica. Con una ecuación de estado adecuada y la primera ley de 

la Termodinámica se obtiene la ecuación de flujo isentrópico. Este sistema de 

ecuaciones fué resuelto analíticamente por Sedov2 en 1959, para el caso de una 

explosión intensa en un gas, durante su fase adiabática, con simetría esférica en 

un medio con índice adiabático, r , constante; además muestra que su solución 

mantiene ciertas propiedades de escala. En este sistema físico la temperatura 

y la presión del exterior de la onda de choque tienen valores muy pequeños 

comparados con los valores de estas variables en la región interna de la onda de 

choque. 

Una explosión intensa en un gas es la liberación de una gran cantidad de 

energía, E, en un pequeño volwnen que nos permite estudiar la propagación de 

la onda de choque generada. Si se consideran distancias para las cuales la onda 

de choque no está "muy lejos" de la fuente, se observa que estas distancias son 

muy grandes comparadas con las dimensiones de la fuente, entonces se puede 

suponer que la energía E fué liberada en un punto, el origen3• La solución de 

Sedov nos proporciona las cantidades que describen las propiedades físicas del 

gas como una función del tiempo, t , y de la posición radial R. 

IV.2 Descripción del Sistema Físico 

Si denotamos como 1· a la posición radial de una partícula en el instante en 

que es barrida por la onda de choque al tiempo t,, entonces las coordenadas del 
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marco de referencia euleriano, R .•. se .rel~cim1an ·cd~ l¡y¡ coordenadas• del. marco 

lagrangiano, r ' mediantela ecua~Í6ri.i~t~gral 
. . .. { ;; ·:.·.·.{ ~> < .•. 

R(r,t) ='= . 1.·· . .• .• • 
· · r + J u [R(r, t'), t'J dt' ; 
. '• 

-.J.~·.'·'.'."::··.·:,'. 

si. t::; t~ , 

si t :> t~ , 
(4.1) 

donde u [R( r; t1
), t'J es la velocidad ele la partícula al tiempo t 1 y posición radial 

R(r, t'). Como veremos más adelante, esta velocidad es proporcionada por la 

solución de Sédov. 

Considérese un flujo unidimensional y no estacionario que puede ser definido 

por el parámetro de velocidad y los valores iniciales ele la energía y la densidad. 

En tales circunstancias, la distribución ele todas las cantidades depende de la 

posición, r, y el tiempo, t, a través del cociente X = r/t, con unidades de 

velocidad, es decir, las distribuciones en diferentes instantes deberán ser similares 

difiriendo sólo en la escala definida por el cociente f,, por tanto, el patrón de 

flujo no cambia, esto es, el flujo es homólogo ó autosimilar. 

La ecuación de la conservación de la entropía para un flujo autosimilar 

unidimensional, en la coordenada r , es 

(4.2) 

donde s es la entropía y Vr es la velocidad de transporte radial. Con el cociente 

x = r/t substittúdo en la ecuación anterior se muestra fácilmente que 

1 ( r) d,q 
"i v,. - "i dx = 0 ' (4.3) 

es decir, la entropía debe ser constante. El flujo es autosimilar, unidimensional, 

adiabático e isentrópico y estará descrito por la ecuación de continuidad 

8p 
at +V'. pu =o ' (4.4) 
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la ecuación de Euler, au . . .. , . 
p{)t +p(u·V)u=:-\7f (4.5) 

:,,:_. ·,.:-.'._. . :_. 

y la ecuación del flujo isentrópico, obtenida .con l,a pdm<Jra ley de. la' termodi~ 

námica y la ecuación ele estado, 

!!_(P)=o. 
dt pr (4.6) 

En el caso del problema de una explosión intensa:, el flujo es· autosimilar y las 

cantidades físicas como la velocidad, clensiclacl, presión ó temperafora, pueden 

expresarse como función de la posición¡ en forma genérica, esto se puede repre

sentar matemáticamente como 

X(R) = X(R,) fz(R/ R,) , (4.7) 

donde fz es una función de la posición relativa al radio de choque R, . Las 

soluciones se expresarán en la forma de la ecuación (4.7). 

IV.2.a Solución de Sedov 

Las cantidades físicas en la posición de la onda de choque presentan una 

discontinuidad¡ denotaremos a las cantidades atrás ele la onda de choque por 

medio del subíndice "1" y las cantidades que están al frente por medio del 

subíndice "2". Como ya se mencionó, durante la segunda etapa en la evolución 

de la onda de choque generada por una supernova, la cantidad de materia 

inicialmente proyectada al exterior es mucho menor que la materia arrastrada 

y, además, la presión que ejerce el medio circundante es muy pequeña, entonces 

el problema puede ser descrito por sólo dos parámetros, la energía inicial de la 

explosión, E, y la densidad del medio circundante, p2 • Asímismo, se ha supuesto 

que las cantidades pueden expresarse en forma autosimilar, ecuación (4.7), lo 
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cual hace nc~t'snrio el \ISO. de una: combinl\ción aclilnelisional de P, ' . E ' R y t . 
- -.-_;::--.: .... ·::-:··>. \.-:: _'::.: ._'· 

La única cantidad adimensional qüe se· puede.construir con estas variables es: 

· .. ·.•e ·~{~~(;~~)1/s· 1 (4.8) 

de donde la posi~ió~ d~l ~lioqt1e, ~~ , está dada por 

(
E t2) 1.Js 

R, =e, -- . p., (4.Sa) 

-:·~·:·.:._ ::'·:,"''·.<::':-.: '\_·::-_' 
Por lo anteri(lr, podemos definir ahora a la variable de similaridad, TJ, en el 

inter~álo:·¿ ~ i; ::;j:~ Jcir iii~diode la éxpresión 
: ~; ., ~ 

·,:~- -:·'.::,:~i;--~~~;1~:_;;:· 

; -~';'l·'; 

e. · R 
T/= f."= R,; (4.9) 

~s decir,·~~ ha.CÍ~~~ido un mapeo de la posición radial interna ala onda de 

choqu{ai ;~te~val~ (O, 1]. 

El análisis detallado del problema de la propagación de una onda de choque 

generada por una explosión intensa en un gas, ha sido realizado para diferentes 

sistemas coordenados por Seclov. Nos interesamos en el sistema de coordenadas 

para la simetría !'sfériea, teniéndose que la solución a las ecuaciones del sistema 

se expresa ele la siguiente manera 

y 

u(R) = u(R,) 17 u'(1¡) , 

p(R) = p(R,) p1(TJ) 

P(R) = P(R,)ri2 P'(TJ), 

(4.10) 

(4.11) 

( 4.12) 

donde las soluciones al sistema fueron escritas con la forma de la ecuación (4.7), 

las condiciones de Rankine-Hugoniot, obtenidas de las ecuaciones del fluído y 
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cvRh1Rcla.~ en IR cliscontinuiclRcl, cóncluún 1\ la5. cantidlldcs en el choque 

u(R,):: ~(r~1r~·-; (4.13) 
.-_·c-,·,- 0 

;~_,· 

P(il·I·f :ri~···~t~ r ( 4.14) 

y •.. ~ .•.•.....•. ,. ·. ~'.f N~¿~····;?R.2 
.. ~~R·). "7' 2~Wf 1 ). t~ > (4.15) 

Fiirnlmente, la.~· fúnl'lones ~·//: ~. P,í• ~~Úsf a~~ri la ~()~~Úcióri u'.( 1) . .::· pi(Í.). := 
P'(l) =i y;sú fdriukflpiícft~ eÍ;/ •• ::CL ' . · ~s-- ·; 2f.5cr+1)'"'2ii•car::._:,i))~x[·2r~·q(r;~f1)]·~·~%,Y•i<<; 

1/•.··. T. (u}. k < (7 <!')~·~·;~;~ ·;~ {'}~•:fF7~i~o1 •;,~: ij\~~gc1~~~J;.\4·1,~) · 
· ' ' - ·'•V··,-,.•'" '• "_;,~--- ., ~c;:,?.)~i:~\·,-~::~~'. ' -

. #;;i¡~;~¡i~!i~l~i~ll~~i~~il?~~::~· y 

donde 
· ....... · .. ;:,iar2·~·f7f }ti~;<c . ',.· 
vi =:c2r.* i)(ar~~ ; r· 

112='·~~~i ;:"~r•2~ 
113 = (2r + 1) , 

1ar2 - 1r + 12 114 = (2 - r)(ar -1)(2r + 1) ' 

T)···c>.2.t·····•···. 
. vs .. '.",r.;:..2;., 

iar2<:::: 7r +12 
116 = 5(2 ~.r)(3r-' iy• 

: r .· . 
V7. = r ;_ 2 .· 

Resta únicamente encontrar el valor numérico de la constante de similaridad, 

€a , clefinicla en la ecuación ( 4.Sa ). Para ello, consideramos que la energía total 

sea igual a la energía inicial de la explosión, es decir, 

E= JR, [pu
2 
+ ~] 4rrR2 dR · 

2 'Y-1 , 
o 

(4.19) 
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esta exprrsión sr purde escribir ~n forma aclin1ensional como 

5 3Ú --¡1 
- - 1 - ,2 '. -, - 4 -

1 = ~'25(1'2 -1) D[pu +P]~ dr¡. (4.20) 

Mecliante una cuadratura numérica se obtien~; ~~ar= S/3, aproximadamente, 

~. = 1.15167. mientras que parar = 7/~,-~e o~tiene ~ •• = 1.03278. 

Con lo anterior, puecle des_cribirsecompletamente nuestro sistema físico de 

interés para así tener una mejor comprensión ele su evolución. El análisis teórico 

de nuestro sistema físico nos acerca al trabajo hecho por Seclov, que es utilizado 

para obtmer la solución analítica del problema de la propagación ele una onda 

de choque generada por una supernova, durante su fase adiabática. Con las 

ecuaciones anteriores, podemos calcular los valores de las diferentes variables 

involucradas, como funciones cid tiempo. El proceso seguido para obtener estos 

valores se des<'ribe a continuación. 

IV.2.b Solución Analítica 

Después de una inspección de las ecuaciones (4.10-18) resulta que todas las 

canticlades pueden ser expresadas en función ele u' para un valor de T/ dado. 

Por tanto, despejando u' del término con potencia v2 en la ecuación (4.16), 

obtenemos para una r¡ dada 

1 - r + 1 r - 1 7 -5/"2( ')-2/"2 [5(f + 1) - 2u1 (3f - l)]-v¡/v
2 

u - 2r + 2r 1 u 7 - r ' (4.21) 

cabe mencionar, que ésta es una ecuación implícita para u', es decir, se resuelve 

proponiendo un valor inicial de u', que se utiliza en esta ecuación, para realizar 

un proceso iterativo, finalizanclo cuanclo se obtiene la convergencia en el valor 
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de u', ch1~la 111111:'?· si eii laecuación (4.21) utilizamos al vector r¡(j), definido 

por la expresión ~igúirnte 
. rb(j) 

1/(J) = rb(i,) ' (4.22) 

donde j, indica la posidón ele la rejilla munérica correspondiente a la posición 

ele la onda ele d1oque, R,, y j indica la posición de la rejilla numérica a•ociacla 

a la posición R, con 2 $ j $ j,, entonces se puede obtener al vector u'(j) que 

nos proporciona las C"anticlades u , p y P en las zonas interiores a la onda de 

choquc a nn ticmpo t = t0 , por tanto para diferentes valores ele t, las cantidades 

u, p y P pncclcn ser calculada• en cada zona. De esta manera se ha descrito 

la forma cn la que sc han obtenido los resultados analíticos, la~ gráfica~ ele estos 

resultados se presentan en la Figura IV.1. 

Con lo anterior se ha descrito ele manera analítica el sistema físico ele interés 

en forma conrreta. Finalmente, se ha obtenido una idea clara del compor

tamiento del sistema estudiado, que será la solución esperada para el análisis 

numérico. 
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Fig. IV.1.- En la gráfica a) se tiene al radio de choque normalizado vs. T; 

en b) se observa a la velocidad de la onda de choque normalizada vs. r ; 

en c) se presenta la densidad en la posición inicial de la onda de choque 

y, finalmente, en d) se presenta la variación de la presión para la posición 

inicial de la onda de choque. 
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IV.3.b En Busca de la Solución Numérica 

Se propone utilizar el código, cuyo diagrama ele flujo ha siclo presentado 

en el Capítulo anterior, para realizar un análisis numérico ele la propagación 

temporal ele una onda ele choque. Los resultados obtenidos en un primer intento, 

sin embargo, están lejos ele la solución esperada, lo cual propició una revisión 

del código i.e. las condiciones a la frontera, diferentes formas ele realizar los 

promPclios para centrar la.• canticlacles, además del uso de diversas técnica.• para 

las ecuaciones ele evolución (términos ele transporte )4, a.•Ímismo, se implementó 

un monitoreo para las canticlaclrs calculada.• en cada ciclo clrl código. 

Los resultados iniciales muestran problema.• en el origrn ele coordenadas, 

alguna.• desviaciones en el cálculo ele la velocidad V 1 y problPmas en los términos 

de transporte; el error se propaga y cuando termina la corrida el conjunto de 

valores numéricos no representa a la solución analítica del problema, pero nos 

permite c!iscrrnir sobre las cuestiones esenciales de los procesos numéricos. 

El análisis ele los rrsultaclos del código fué realizado para los primeros ciclos 

de la corrirla; se ha observado que existen contribuciones no deseables en el 

cá.kulo ele la VPlocidad, VI , cuanclo se evoluciona hacia la primer hipersuperficie, 

afectando los cálculos ele la enrrgía y el momento, también se ha observado que 

existrn zona.• rn donde la viscosidad artificial se presenta, esto es cerca del origen. 

Nuestro código es un código relativista, explícito en el tiempo, que se puede 

aplicar a problema.• no relativista.• como el aquí descrito. En la construcción del 

mismo, se ha utilizado. la técnica de separación de operadores para resolver una 

parte del sistrma ele ecuaciones, además está escrito de tal manera que se pueden 
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cambiar f1ícilmrnt<' los métodos munéricoR utilizados mediante la substitución de 

alguna.., líneas rn el rcícligo, a.•Ímismo, se ha hecho uso de la viscosidad artificial, 

Q, para p<'rmitir nn rrsolución de la onda ele choque en un número finito ele zonas 

ele la rejilla radial disipándola suficientemente para que la.• discontinuidades se 

extiendan en alguna.• zonas ele la rejilla. Por tanto el programa no necesita ser 

reescrito para tratar diferentes problemas o el mismo problema con diferentes 

técnicas. 

Sin embargo, tocios los sistemas numéricos son inherentemente clisipativos 

en algun grado, por lo cual uno deberá entender y considerar cualquier efecto 

que surja ele una difusión muuPrica no deseable. La difusión numérica la enten

deremos como la pfrclicla ele idrnticlacl ele las variables físicas como consecuencia 

de ciertas propirdacles no físicas implícitas a los esquema• ele diferencia• finitas 

y que pueden ser ic!C'ntificacla.• cuando estos esquemas son comparados con las 

ecuaciones diferenciales que se supone deben r<'presentar5 • Más específicamente, 

esto se refiere a la pérdida ele información cuando el fluíclo pasa de una zona a la 

otra, siendo esto una propiedad ele tocios los métodos eulerianos hidrodinámicos. 

La difusión numérica puede provocar una violación ele la conservación local, 

que es obtenida cuando los elementos del fltúclo transportan la• propiedades 

intrínseca.• localC's, tales como rl momento, la energía, etc. 

En este Capítulo, se ha presentado a un sistema físico ele intéres, es decir, 

la propagación temporal ele una onda de choque durante la fa.•e adiabática. La 

solución analítica ele nuestro sistema, es el trabajo realizado por Seclov, Lanclau 

y Newman; por lÍltimo, se propone aplicar el código descrito en el Capítulo 

anterior a este sistema físico y se vislumbran los problemas inherentes en los 

procesos numéricos. 
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Capítulo V 

Conclusiones 

En este trabajo se ha presentado en el Capítulo I, el formalismo ADM, 

utilizado para escribir las ecuaciones de Einstein, considerando como fuente de 

campo gravitacional a un fluído perfecto. La ecuación de estado y las ecuaciones 

de conservación se utilizan para completar el sistema de ecuaciones, que nos 

proporciona información sobre la evolución temporal del sistema físico. En 

el Capítulo II, se adoptó una métrica esférica en la norma isotrópica con lo 

cual se reescribió el sistema de ecuaciones presentado en el Capítulo anterior 

para este caso. Además se ha expuesto la secuencia utilizada para resolver el 

sistema de ecuaciones. Continuando con el Capítulo III, en donde se realizó 

una exposición acerca de las consideraciones hechas al transcribir el sistema de 

ecuaciones diferenciales a E'xpresiones de diferencias finitas con el fin de resolver

las numéricamente. Además, se discutieron los métodos utilizados para resolver 

las ecuaciones en diferencias finitas y también las características del programa 

de computadora, ó código, utilizado para resolver el sistema de ecuaciones en 

diferencias finitas. 

Posteriormente, en el Capítulo IV, se propuso un sistema físico para su 

posible estudio numérico: la propagación en el tiempo de una onda de choque, 

generada por una supernova, durante su fase adiabática en un marco de refe

rencia euleriano. Este sistema físico puede ser descrito analíticamente gracias 

al trabajo de Sedov, Landau y Newman. Se proporcionaron las gráficas que 

contienen la información sobre el comportamiento de la densidad, la presión y 
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la vclociducl. Aclcm1ís, se plru1tea la posibliliclacl ele una solución munérica, que 

pretende obtenerse a partir de un código relativista aplicado a un problema no 

relativista o "newtoniano", ilustrando con ello los problemas inherentes a los 

procesos numéricos que surgen en el área de la relatividad numérica. 

En la relatividad numérica se utiliza al formalismo ADM para escribir las 

ecuaciones de Einstein, en forma de un problema de valores iniciales o problema 

de Cauchy y además se resuelve numéricamente el sistezna de ecuaciones, es decir, 

se obtiene la solución numérica. Se ha mostrado que la relatividad munérica es 

una herramienta útil para estudiar y resolver problemas que no son accesibles 

de otra manera, por no existir métodos analíticos capaces de resolverlos. 

En concreto se concluye que cuando los problemas cuyas soluciones analíticas 

se conocen, puedan resolverse munéricamente de modo totalmente satisfactorio, 

uno estará en una mejor posición de analizar las soluciones munéricas de los 

problemas en donde las soluciones analítica.~ se desconocen, bajo la luz de las 

teorías aceptadas. 

Considero que el can1po del análisis numérico de los sistemas físicos es 

un campo amplio, donde se observan similitudes entre el equipo de un físico 

experimental, al cual hay que calibrar para garantizar un buen funcionamento 

y por ende óptimos resultados, y los códigos utilizados por los físicos teóricos, 

que deben ser constnúdos y calibrados teniendo en mente una reproducción 

adecuada de los resultados esperados. 

En general deben analizarse ampliamente y establecerse cuidadosamente 

las condiciones de frontera, las técnicas de transporte para los términos de 
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adv~cció11, y también Ja intervención de la viscosidad artificial con el fin de 
. . . 

poder encontrar una solución numérica aceptable del sistema estudiado. 

En particular, en el ejemplo de la propagación de una onda de choque las 

condiciones iniciales deberán ser elegidas cuidadosamente y, también, deberá 

plantearse un método para los términos de transporte que proporcionen los 

resultados deseados. 

Finalmente, cabe mencionar que el trabajo por realizar en el área de la 

relatividad numérica es vasto, e.g. analizar los errores inherentes en los procesos 

numéricos, desarrollar técnicas y métodos adecuados para resolver las ecuaciones 

en diferencias finitas, el tratamiento ele singularidades y definiciones de los 

operadores en diferencias finitas. 
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APÉNDICES 

Los siguientf's apéndices fueron elaborados con la finalidad de ampliar la 

pres!'ntación ele los cálculos rralizados y de complementar con mayor detalle los 

resultados pr!'s<mtados en los capítulos que componen este trabajo. En ellos se 

incluyen definiciones y la notación utilizada, además de conceptos propios del 

tema. 

A. Definiciones y Notación 

B. Ecuacionrs de Einstein. Caso A '# B 

C. Ecuaciones de Conservación. Caso A '# B 

D. Análisis Dim<'llsional 

E. El Método Tridiagonal 
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\ 

A. Definiciones y Notación 

A lo largo de este trabajo, se utiliza la convención ele suma. de Einstein sobre 

índices repetidos. Todos los índices corren de. O a 3, conJa única cxcepcion del 

índice i <¡11<' rorre de 1 a 3. 

A.l Coordenadas 

En simetría esférica, las C'oorclenád1!:5. se "clcfirié1 c-omo 

A.2 Derivadas 

xº = i:f;C" 

~f~- !'_ ,·,--

x 2 = 6, 
3 . 

X·= 'f>• 

Las derivadas se denotan ele algnna ele las siguientes formas 

af 1 a¡ . 
Do!= azo = ~ éJt = f , 

a¡ af , 
Di/= é)xl = éJr = f = f,r , 

Df DJ 
éJ.if = {):¡:2 = {)6 ' 

. {}.¡f - éJJ - éJf 
- 8x3 - Dip . 
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A.3 Derivada de Lie 

a) Derivada de lie ele un campo escalar a: 

(A.3) 

b) Derivada de Liede .un:ciunpo vectorial covariante z.: 

(A.4) 

e) 
~;,---·; '•: .-~ ' ; ,( --: ·-.-,: (="' -.;.·---:- - '. -

Derivad~ el~ Ú~ cle;un'ii cainpo t~nsorial T.b : 
·~~~~~~ ,~7~., 

'fc,/r.b ==~7/~:.V,Tab+Tcb 'V.1( + T0 c'Vb1¡< . . (A;5) 
- - .. :: · __ -- -.-e--.-·---. ······- -----. -· --·:- -::: .-_ 

· D~ a<Ji1í ob~~ne{~ok.~l siguiente ~esultado t'itil: 

c,,g.b = 2'V¡a'lb) ' (A.6). 

donde 'V es la derivada covariante, g ab es el tensor métrico y los paréntesis 

inclkan la parte simétrica del tensor 'Va'lb, cuya definición es 

'Va'lb = 'lb;a =ª•'lb - rc.67/c, (A.7) 

siendo re. b los símbolos de Christoffcl, que representan a los parámetros de 

conexión y están definidos ele la manera siguiente 

(A.8) 
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B. Ecuaciones de Einstein. Caso A f._B e 

Presentánclosc ele modo complementario al Capítulo 2;s~--~s~bz~'el ciunino 

seguiclo para la obtención ele la.~ ecuaciones ele Einstein. La e#~;~i6ri:~d~ ~est~ic
ción ele Hamilton sr f'Scribe a partir ele la rc.uación CL2l:a,); '~J-d-;~¡¿~,\ :,< 

-·· _,~·:~ ';)~.".. > ~:'.\·~S":~-~';:r<-::);:,_ -:i;,,; 

se obtiene , 

:7i~'.;,~~·i:~T!::~ ,.. ,w R;,~ "pu'"~;:~~~J~~~tf¡;.;.i. 
.··;·· 

...,ac...,bdR _ 2 
' ' abcd - B2r2 [r122.1 + {3rº22.1L-12 r~12,1--- ~2 (! +;) 

+ 2 + ?f3' b.a + R'2 -R'ª J'b B27.2 - B2a - · 6 \ a ' (B.3) 

clonc\r la cantic\acl 6. 8 está dacia por la ecuación (2. 7). Introduciendo las expre

sionrs explícita.~ de los símbolos ele Christoffel que aparecen en la ecuación (B.3) 

y comparando esta ecuación con (B.2), observamos que el 3-escalar de fücci, 

(3)R, está ciado por 

4 [3 (B' 1) 2 A' (B' 1) (B' 1) ] 2 (3)R = -- - - + - - - - + - + - + - + -- . A2 2 B r A B r B r B2r2 ,r 

Es fácil mostrar que 

K2 - KªbKb .. = ~K2 - HW)2. 

63 

(B.4) 

(B.5) 



Suhstituyrnclo las rrnacioncs (B.4-5) en la ecuación (B;:l) se obtiene 

,, (B')
2 (2 A'), B' B.··.·.·.A·;··.··.n····.-·.é:····.··•·.···A···2· B +--+ --- B +-+--------· 2B r A r 2r2 - ··A~ r ./;.2Br2 

= !A2B [!K2 - ~(K•)2 
- iiP¡¡}'."' , (B,6) 

Ahora consid(.rrse la siguientr expresión para la deriva~Íii d~\íii ¡;~oducto de 

funciones con drpendencia en la coordenada radial <inicaní~Íl.te: 

(B.7) 

clonclc los ni'unrros l, m y n son potencias que están por <leteimiñarse, -Expan

clienclo las derivada., de la expresión (B, 7), podemos escribl~_.: 

B_ "+p < __ s_ .. 'l_
2 

+ ___ (~ + l A') B' = _l _ _!_ ~rA.-_' ... B· .. -... -····m·.···:.-.... ".·-· .. 
2
_ •. ·.·.-_:_·r.ª_ -. ~-···.-_ .. )-] ' (B,8) "' - ' B r A n A' BP r2 ar -. ,e_,~ ---"_"A,-ar -

donde p = m+n-1 . Comparando el miembro izqúi~rd~ cl~_es't~expresión con los 

prinleros tres términos del miembro izquierdo ciel~~~tt~ci~n (B,6), observamos 

que éstos se obtienen ele (B,8) haciendo m+n,;; ~y l == -1; Con ello obtenemos 

.!_ ~ _!_ ~ [Bm r2 (~s")] = B" + (B')2 + (~ - A') B' . (B,9) 
n .,/]j ,.2 a,. A a1· 2B r A 

Los términos restantes de la ecuación (B.6) se pueden ª'ociar en la expresión 

B' B A' B A
2 

1 A
2 

1 a [ (B
2 

)] -; + 2r2 - h - 2B ,.2 = 2 B ¡:2 ar ,. A 2 - 1 (B.10) 

De los resulta.dos a.nt.eriores, el escalar ele Rkci es, finalmente 

(3)R - ---
4- _!_ ~ [r2 sm (~s")]- 2. _!_ ~ [r (B

2 -1)] . (B.11) 
- n .4 Bª/2 ,.2 ar A ar B2 r2 ar A 2 

Si tomamos n = ! (y por tanto m = 1), la expresión final para la. ecuación de 

restricción ele Hrunilton, (B.1), es 

~ ~ [!!._ r2 ~ (../B)] + AB _!_ ~ [r (B2 
_ 1)) 

r- ar A ar 4 r2 ar A2 

= t ABa/2 [!K2 - ~(IC)2 - t.:P¡¡j (B.12) 

La. ecuación (2.10) se obtiene directamente ele esta expresión para. el caso A= B. 
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La f'C\laci1'111 ele rf'stricción clti mónicntó radial se obtiene de las c-cuaciones 

(1.21b) 

(B.13) 

donde, rf'corclamos, S 0 es un vcdor espacial, es decir, 11• S0 = ff; Es -fácil ver 

que 

D. Kº e = D. Kº r x (/3, 1, O, O) (B.14a) 

y 

D0 K = lJ,. K x (/3, 1, O, O) . (B.14b) 

Se nota que las dos ímicas ecuaciones (B.13) que no son identidades triviales no 

son inclrpC'ndirnt~s por lo cual se considera ímicamente la ecuación siguiente 

D0 Kº r - Dr K = r:. S, . 

Explícitamente, tenemos que 

y 

D } ·• -K' +31 .• (Br),, 
a \ r - r,r \ B r 

lJ,. K - fJK - ar ' 

por lo que la expresión (B.15) se puede escribir como 

que se puede integrar ele inmediato para obtener la ecuación 

., "" {' ')3 1 2 1 {'( ')3 fJK , /\ = (Br)3 lo (Br S,1dr + 3 (Br)3 lo Br fJr' dr . 

(B.15) 

(B.16a) 

(B.16b) 

_(~.!?}_ 

(B.18) 

Las conclicion<"s ele K = K(t), A= By S, = A 3S, conducen directamente a la 

ecuación (2.llb). 
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-- .. ·- -, -~ --.. . -_ 

Pnrn la f1111d1ín <1 .. lapso, a p~tir de la expre~i6n (1.25) poclénios ~scribir 

Podemos ahorn. utilizar la identidad 

~ [,.2 !!.. ~(are)] = ª ~ [ .. 2 !!.. ~ (Vñ)] 
éJr A éJr éJr A éJr 

1 éJ [ 2 B2 ºª] + Vñ ar - " A a .. 

... • (1J.1Ó) 

(B.22) 

(B.23) 

para combinar la ecuadón ele restricción ele Hamilton, (B.12), con la ecuación 

de lapso, (B.22), y así obtener la ecuación de lapso "modificada" 

Esta ecuación conduce directamente a la expresión (2.12) cuando se consideran 

las condiciones A= B y K = K(t). 
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Continuamos.ahora eón In. obtención de In. ecuación ele evolución ele la función 

métrk~ A ,• ¡iarÜ~ilcl~ d~ in. d~finición (2.8) 

(B.25) 

donde la." cantidades ó.,. y ó.8 están dacias por las expresiones (2.6) y (2. 7). 

Multiplicando por el factor -ccr AB2 y definiendo K = AB2 K se obtiene 

(B.26) 

En <'l ca.'lo A= B, se obtiene directn.mente In. ecuación (2~13). 

Finalmente, la expresión para el vector de translit~ión,utilizand~}adefini~ 

ción (2.9) multiplicn.cln. por el factor ~ cr cA (Br).'.. 1 )~ ~·i,·,2:~' :i: ;.~ .. ,e, ... 

:.. (e~~)-;~(~) =fccr,ii:~tY~~i!.•.·,2}/;(B.27) 
Ahora bien, si suponemos que B = J(r) X Ase 'c~~~¡{fy~;;,kiil'~· 

/3 = ~ r f(r) ¡00 

cr K• ef(~'))-\<Ii-i'f 

Tomando el caso J(r) = 1 la ecuación (2.14b) es cliréCta. 
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C. Ecuaciones de Conservación. Caso A ,P B 

La l'Cuación de conservación de bariones está dada por 

(C.l) 

El mi<'mhro izquierdo de esta ecuación se puede escribir conÍo 

(C.2) 

Los cl<'termiúantc~ ele los tensores métricos;g0 6,"Y0 b y lá cuadrivelocidacl, estan 

dados· por . 

y 

sien el o 

Definimos, además, 

._r-g,,;éVf1~2 ;.is~~9 ,., e 

V; ::Aµ~ r2:~~~:f . 

Uº_ cu< --. -, a . 
· rF ,,;(u\o, o) . 

D = U p , Densidad ele Masa , 

v· = (1. ~~) , 
Vª :: cVª . Velocidad de Transporte . 
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(C.3) 

(C.4) 

(C.5) 

(C.6) 

(C.7) 

(C.8) 

(C.9) 



. ' . - ---

LM C'CllacionC's (e .1-~) y las definiciones anteriorns nos lll·vmi a laexpre.~ión 

',:· ,,,.,-. 

.,-_ - \ . ~" . 

~:Si 
O~•" ( ..;:f D Vº) = O , (C,10) 

qu~,-cn ~i~fíifü~~qií~~v· ~olo tiene componentes temporal y f~Ji;J°dfr~ie1l:f~;tc1e · 

éer~;s~'~tlgae'~~c:~itiireiplícitamente como ~ '.'.I rr' "' 
.-;.," :.--- ~~: 

·> <k ·.: <! (AB2 D) + ~ ! (r2 AB2 DY1)~.r .. r't·1J'. (C.11) 

En ~¡ cri.~o'~ ;,;,; B y con la definición del factor cddfo~Í1~a(A3"; se obtiene la 

-,-,. i-J~~~- o 

,· crill~lcl~~di*~ ¡JlOr~· la·ec11aciÓn Ú~on~~rvid6Iicl~:~lle~~a-~omen to 
_: __ ·~--· •' 

(C.12) 

eliniemh~~ iz~uierclo ele esta ce.nación se puede escribi~ como 

(C.13) 

conti:ayenclo con la cuaclrivelociclacl Ub, notando que la entropía relativi.staicon

tiene un término que rancela a la derivada parcial ele la presión y haciendo uso 

de la ecuación ( C.10), obtenemos 

a a ax• ( F9 pe Uª)+ P ax• ( ,,'-9Uª) =O. (C.14) 

Con la definición ele densiclacl de energía interna E = pe U, la definición del 

determinante del tensor métrico 9ob y haciendo las derivadas en el segundo 

término, se tiene 
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Cuanclo .4 = B In rrmlci<ín (2.18) csclirecta a partir ele la rcuación (C.15) pnra 

la rn~rgía conformafümda E= .43 E. 

La ecuación de evolución para el vector de flujo ele momento conformalizado 

S, se ohtirne expresando el miembro izquierdo de la ecuación (C.12) ele la forma 

(C.16) 

La romponrnte b = 1 ele la ecnación (C.12) es entonces 

_l_ ~ (H Vª s,)- u U VªU,,.r"'a1 + a.P ='O 
A ax• co: °' ar . 

explícitamente 

y 

obtenrmos finalmente 

! (.rn2 s,) + ~ :r (r2 AB2 s, v 1
) - c3 u AB2 u [a~· b (i/'- 1) - a

1 u] 
8P 

-c[3'AB2 S,+co:AB2 ar =0. (C.20) 

En el caso A = B, se obtiene inmediatamente la ecuación (2.19) para S, = 
A 3 S,. 
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D. Análisis Dimensional 

A continuación se muestra el análisis dimensional de !ns cantidades involu

crada:.• en este trabajo. 

Cantidades Gravitacionales 

[AJ= adimensional 

[o] = adimensional 

[¡3) = adimensional 

[U] = aclimensional 

Cantidades del Fluído 

[p] = M i-3 

[E]= L2T-2 

[P] = M L-1T-2 

[u]= M L-3 

[q,J = M L-1T-2 

[K] = L-1 

[K•j = L-1 

[K] = T2M-1L-1 

[D] = M L-3 

[E]= M L- 1T-2 

[S,] = M L-1T-3 

[r] = adimensional 

[f!] = M L-1T-2 
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E. Algoritmo TridiagonaJ 

Algunos autores se refieren a este algoritmo como una variante del proce

dimiento de eliminación Gaussiana, aunque también se le conoce comúnmente 

como el algoritmo de Thomas. Consiste en expresar a la ecuación diferencial en 

cuestión como una "ecuación de punto interno" que se escribe como 

(E.1) 

Es importante mantener los errores de redondeo pequeños, porque el proce

dimiento ele recurrencia generalmente no es estable y los errores de redondeo 

pueden crecer exponencialmente. La excepción es el caso de la ecuación unidi

mensional ele Poisson, donde el error crece en forma lineal. füchtmyer y Morton 

demuestran que los errores de redondeo se mantienen siempre pequeños cuando 

se cumple 

Am >O, Bm >O, Cm >0 (E.2) 

y 

(E.3) 

donde m = 1, 2, ... , }.{. Se deben establecer, además, las condiciones ele 

frontera adecuadas, e.g. condiciones de Dirichlet, de :Keumann ó de Robbin. Por 

ejemplo, en el caso de la condición de frontera de Dirichlet para el lado izquierdo, 

(m = 1), con la que se especifica W1 = a1, la ecuación (E.1) puede ser resuelta 

para Wm+l y así iniciar un proceso de recurrencia para toda m + 1 ~ 3. 
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Postulamos la existencia de dos vectores E y F tales que 

(E.3) 

substituyendo esta expresión en la ecuación (E.1) y despejando Wm se obtiene 

W: Am W: Dm +Cm Fm-1 
m = Bm -CmEm-1 m+I + Bm -CmEm-1 (E.4) 

Comparando las ecuaciones (E.3) y (E.4), obtenemos las siguientes relaciones 

de recurrencia para E y F : 

E _ Am 
m- Bm-CmEm-1' (E.5a) 

F. _ Dm +Cm Fm-1 
m - Bm - Cm Em-1 ' 

(E.5b) 

para m ~ 2. Se observa que con la condición de frontera del lado izquierdo se 

determina a E 1 y F 1 con lo cual las relaciones de recurrencia (E.5) nos permiten 

conocer a Em y Fm para m = 2, 3, ... , M -1. Ahora bien, con la condición de 

frontera del lado derecho se fija W M de modo que con los valores conocidos de 

A, B , C, D y los valores calculados de E y F, se puede utilizar la ecuación 

(E.4) para resolver recurrentemente para Wm a partir de Wm+I desde m = M -1 

hasta m = 1. 
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