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14
PROLOGO (A manera de justificacidn)

Este trabajo ademds de intentar cubrir el mero tramite
administrativo de rigor para obtener 1la titulacién en 1la
Licenciatura de Matemdticas, tiene un segundo propésito de mayor
peso: cubrir el vacio - casi total- que hay en en los textos
dirigidos a la gente gue estudia Economia Yy que abordan los
problemas de optimizacidén utilizando la herramienta del Cidlculo de
Variaciones y su pariente cercano, el Principio del Maximo de
Pontryaguin, .

En efecto, en las décadas recientes los trabajos de los
economistas se han caracterizado por un creciente uso de modelos
matematicos méAs o menos sofisticados: el modelo econémico
keynesiano se estudia a través de la formulacién matemdtica gque en
escencia le dio Hicks en 1950; los neokeynesianas, nheoliberales y
todo la corriente de quienes trabajan con las 1llamadas
"expectativas racionales" han formulado diversos modelos
macroecondmicos y microeconémicos gque hacen uso de ecuaciones
diferenciales, en diferencias, de optimizacidén intertemporal, etc.;
altin todo una serie de pensadores marxistas han apelado a 1los
resultados del Algebra Lineal para buscar una presentacién formal
de la Teoria del Valor.

En contraste, especificamente en el terrenoc de la optimizacidn
intertemporal, la literatura se ha dirigido a un piblico con cierto
grado de especializacidn, dejando al estudioso comin y corriente a
la deriva de comprensiones conceptuales de un excesivo grado de
generalidad. BAquellos gque desean tener una mayor claridad al
respecto, se enfrentan a la barrera de un instrumental matemdtico
accesible, cuando menos en nuestro medio, solo al estudiante de las
Ciencias "Puras" y de Ingenieria. ;

En consecuencia, el presente trabajoc estd elaborado pensando
en contribuir a llenar ese hueco. BAgui se intentara hacer
digeribles, para un lector con nocliones basicas del Calculo, &reas
del conocimiento matemitico reservadas, hasta ahora, a los
"iniciados". Convendria agregar que, por lo demis, no hay en esto
nada de "misterioso" pues los modelos econdmicos a los que nos
referimos parten usualmente de supuestos comprensibles y en
ocasiones llegan a conclusiones del todo esperadas dado su paguete
inicial de suposiciones.
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Asi pues, inicialmente se presentraré un meni de los problemas
"cliasicos™ de la llamada optimizacién intertemporal para delinear
nuestro objeto de estudio; posteriormente se desarrollara un método
de solucién que data de m&s de dos siglos: el C&lculo de
Variaciones; después se reformularian las cosas para analizar un
segundo método equivalente, bajo ciertas condiciones, al anterior
Y que es mucho mis reciente: el Principio del Mdximo. Para concluir
se discutira uno de los modelos de crecimiento econémico mas
difundido, cuyo planteamiento y solucién dependeria de las
herramientas matemdticas desarrolladas previamente: el modelo de

Ramsey.



I. INTRODUCCION

Cuando trabajamos con funciones de variable real, f(x) por
ejemplo, el problema de buscar el maximo o minimo, se reduce
habitualmente al problema de encontrar un nimero, el valor de x tal
que la derivada f(x) se iguale a cero; analizando el valor de la
segunda derivada f(x) podemos determinar si el valor de f(x) en
este punto es efectivamente un mé&ximo o un minimo.

En lo que sigue, se procederd de una manera semejante, solo
gue ahora la funcién a optimizar depende no precisamente de una
variable, sino de otra funcién. De esta manera, la solucidn del
problema de optimizar ya no sera un namero; sera, insistimos, una
funcién. Tendremos el equivalente de la condicién de que la primera
derivada se iguale a cero y podriamos definir asimismo la
equivalencia de las condiciones de segundo orden.

Para iniciar, en este capitulo presentaremos el tipo de
funciones y problemas con los gue vamos a trabajar.



1. FUNCIONAL

Consideremos la siguiente funciédn:

Ejemplo 1.1:

Jlx(e)] =f°lx( £yde. ... (1)

Agui observamos que J(x(t)) tendrd valores
dependiendo de como definamos x(t) En efecto:

| x(e)=t2, g=ftr2ax=tl el
s.zx(t)t:,Jfot:dx 3|,J3
. 1 : 1
x(t) =t, J=[ tdt=t?|z==
si x(¢t) =t ‘L H >

1
si x(t)=et, J=f etdt=etli=1.718...
o

r

distintos

Es decir J(t2)= 0.333, J(t)=0.5; J(e’)= 1.718. & Para qué
funcién x(t), J(x(t)) toma un valor maximo (o minimo)?.

Podemos

observar que pudiera haber funcicnes para los que incluso J se

anularia:

. 1
si x(t)=coemt, tenemos J=f° cosm tdt=%senn t|3=0

A J(x(t)) de le llama funcional y existen toda una gama de
problemas interesantes de diversa indole gque nos conducen a
funcionales que deben ser optimizadas. Consideraremos algunos de

ellos.




'Asi pues en adelante nuestro objeto de estudio seridn tales
funciones de funciones, con el propésito de encontrar métodos gue
nos permitan encontrar cudnde toman un valor mdximo o minimo

Ejemplo 1.2

Consideremos un problema geométrico cuya solucién es
intuitivamente obvia: sean {tgrxg), (tj,x;) dos puntos en un plano
cartesiano; icomo encontrariamos la curva x(t) tal gue la distancia
entre dos puntos sea minima?.

Evidentemente la solucién es gue la "curva" buscada es
realidad una recta, pero podemos plantear el problema en los
términos gue nos interesa para no traer a colacién ninguna
"evidencia intuitiva".

Sea x(t) una curva tal que una ambos puntos. Pidamos solo gue
x(t) sea funcién y ademds continua. Supongamos gue tiene una cierta
forma caprichosa como la de la figura y que el triingulo recténgulo
que se delinea ahi estd visto con una especie de lupa de tal manera
que los lados son "infinitamente" pequefios y en consecuencia, la
hipotenusa "casi" coincide con un pedazo pegquefio de la curva. (ver
grafica (1).

Entonces definamos:
dx=(x+AX) -x,

dt=(x,+At) -t,

¥ por el teorema de Pitdgoras:

dg?=dx2+dt?

1
Y2+1 dts(x2+1) 2

dS“de5+dt’= (T

_ Pero como nos interesa la longitud de toda la curva y no solo
de esa parte "infinitamente peguefia" consideramos la suma de todos
esos segmentos "infinitesimales"", es decir, la integral:

‘5
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1
fqui[a(x2+l)2dt
£ £

Entonces definamos

1
T(x) =_[: (2241) ZdE. o e eenenn. (2)

Y el problema seria encontrar la curva x(t) para la cual
J(x) toma un valor minimo.

Concretemos:
Hemos considerado este par de problemas:

J=f:x(t:)dc en (1.1)

. a
= N (x2+1) ?°dt en {(1.2)

En general se consideraran funcionales J gue estén definidas
por una integral de una expresién gque pueda incluir a x, como en
f1.1), a x como en (1.2), a la variable t e inclusive a los tres x,
%, t, es decir el problema a estudiar es encontrar los valores
extremos de

T=Tlx(t)]= f :‘I(x, %, t)dt
]

2. Problemas con restricciones:

Existen toda una serie de problemas donde la funcién x(t)
de J(x(t)) debe cumplir ciertas condiciones
adicionales, determinadas por la naturaleza misma del fenémeno gue
se trata de modelar. Por otra parte, hemos considerado I(...) (el
lntegrando de la funcional J) como funcién de (x,x,t), pero nada
impide que pudiera ser en realidad una funcién de otras variables
mas. Veamos un ejemplo donde se reflejen ambas cosas:

Ejemplo 1.3

Sea



1 ,
J=f (ux-u?-x2)dt con X=x+u
[+]

Aqui se tiene de nueva cuenta J= integral de una funcidn
I(....)dt, pero I ahora depende tanto de x como de u, ademds de
gue éstas ahora deben cumplir una condicién adicional. Sin embargo
el problema sigue siendo semejante a los vistos anteriormente,
solo gue ahora en 1lugar de I= I(x, x, t), tenemos I= I(x(t),

u(t), t).
or ejemplo, tomemos 1la parametrizacién x(t)=t2, u(t)=

P
2t-t2 ., es facil verificar que x= x + u. En efecto

x=2t, x+us=t3+2t~ti=2¢

Ahora bien, en este caso

J=f‘(ux—u=-x=)dc=f‘[(ac—c=) (£3) = (2¢~£2)2-(£2)2] dt
o 0 .

= [-% t5+% c‘-% £3]35-0.433

ahora una parametrizacién distinta x(t)=3t; u(t)=

Tomemos
Sustituyendo

3-3t. Aqui también se cumple obviamente que x=x+u.
como en el casc anterior:

J= :(ux-uaﬁx’)dc=£:(27t-27t‘—9)dt=

=1& t2-9¢t3-9t]§=-4.5

En este caso, como en las vistas anteriormente, J toma valores
distintos dependiendo de cémo definamos las variables de los gue
depende, solo que agui éstos deben ser escogidos mas cuidadosamente

para que cumplan la restriccidn.
En resumidas cuentas tenemos:

Problemas planteados en la seccidn 1

J= :I(x,k, £y de. . .. (3) )

7



Problema planteado en esta seccién:

J=f:1(x( £),u(t), t) dt sujeto a x=f(x,u,t)...(4)

Veamos ahora ejemplos que nos conducen a problemas de la forma

(4)
3. Mas ejemplos.

Aqui desarrollaremos el planteamiento de diversos problemas
que conducen a (3) o (4). Con propésitos de motivacién, agqui se
deja solamente formulada la cuestidén en los términos gque nos
interesan y los métodos de solucién se abordaran en los siguientes
capitulos.

Ejemplo 1.4

Sean p(t) los precios unitarios de un cierto producto en
funcién del tiempo y sea Q(t) las ventas acumuladas al tiempo t de
dicho producto. Supongamos gue la tasa a la cual puede ser vendido
el bien depende tanto del precio, como de las ventas acumuladas.
Seria de esperar que si el precio se incrementa demasiado, se
desplome la tasa de ventas; también seria 1l8gico pensar gque después
de un cierto nivel de acumulacién de ventas, el mercado quedaria
saturado y la tasa caeria. Lo inverso seria también plausible: si
las ventas acumuladas estuvieran lejos de ese nivel, la tasa de
venta seguiria creciendo. Una manera de representarlas seria
definir de la siguiente manera la tasa de ventas al tiempo t:

tas. -—-%d’(p(t))g(o(t))
£l(py<o
g’ (Q) >0 si E<Q,
g’ (D) <0 &1 >0,

Hagamos otro supuesto mas: gue los costos de produccién o bien
son fijos, o en la medida en que crecen las ventas, de alguna
manera la empresa logra que los costos bajen (por ejemplo por la
experiencia acumulada, etc.) es decir

C=C(Q), C (Q)<0 con C costo unitario

¢C6mo maximizaria beneficios la empresa en un tiempo T? <Qué
politica de precios p (t) debe seguir, donde O0st<T?

El problema se plantea asi: )

Beneficios en un intervalo de tigmpo dado= (p-C(Q)) f(p)g(Q)



Entonces en todo el lapso tendriamos:

Max foT(p—c(D) ) £(p) glo) dt

sujeto a O=£(p) g(Q): Q(0)=0,50

Podemos observar que es un problema del tipo (4). Veamos otro
ejemplo mds cuya solucién, luego de algin replanteamiento, sera
objeto de una mayor discusién en los capitulos que siguen.

Ejemplo 3

Sea K(t) el stock de capital y supongamos que la produccién
estd dada por F(K), una funcidén solo del capital. Naturalmente una
funcién. de produccién "decente" también deberia depender de la
fuerza de trabajo, pero supongamos de momento este cuestionable
supuesto por mera simplicidad; algunos otros supuestos acerca de
F(K) serian sefialados mas adelante. Supongamos que el producto o se
reinvierte, o se consume, es decir

F(K(t))= C(t)+K(t)

Digamos que la utilidad de los individuos depende del consumo;
entonces el problema de maximizar a lo largo de todo un periodo,
seria equivalente a que los individuos escogieran para cada periodo
t, la cantidad exacta de consumo que, sin descuidar la necesaria
‘inversién, optimizara la utilidad total que naturalmente seria la

suma de las utilidades de cada momento t. El problema seria
entonces

maxf’u(c(c))dc
1]

sujeto a k( t)=F(K t)) ~e&(t)
K(0) =K,; K{(

Observemos que la formulacién de este ejemplo tiene la forma
(4), sin embargo podriamos simplemente hacer una sustitucién para
tener

max fo"U(F(K(c) y-K(£))dt

9



Que se asemeja mas a (3). Lo anterior no es casual; los
problemas de la forma (3) los atacaremos con el Cdlculo de
Variaciones y los de la forma (4) con el llamado Principio del
Maximo de Pontryagin, sin embargo se puede demostrar, que ambos
enfoques pueden ser equivalentes, de tal manera que un problema
puede ser llevado a la forma del otro para ser resuelto con su
respectiva metodologia.

10 -
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II EL CALCULO DE VARIACIONES

En este capitulo, desarrollaremos las ideas bdsicas vy
fundamentales acerca del problema de encontrar las funciones x(t)
para las cuales la funcional

Jix(t)] =f:‘.r(x,x, t)de

toma un valor extremo

Conviene aclarar que nuestro estudio se centrard en la llamada
ecuacién de Euler, encontrada por este autor hace mds de dos
siglos, (en 1744). De entonces a la fecha la metodologia euleriana
se ha formalizado como una materia propia dentro de 1las
matemidticas, bajo el nombre con el que titulamos este apartado. E1
Cdlculo de Variaciones ha sido un instrumento valioso en dreas tan
diversas como la Geometria Diferencial y la Mec&nica Cudntica. Por
nuestra parte, mediante una aproximacidn que se pretende sinmple,
intentaremos comprender algunas de sus .aplicaciones en Economia.

1. Un replanteamiento

Consideremos de nueva cuenta el problema de encontrar la curva
de longitud minima que une dos puntos en el plano. Supongamos por
simplicidad que tales puntos son el origen y el punto (11). De
antemano sabemos gue tal curva serd la recta x(t)= t. Podemos
considerar, no obstante, otras muchas posibilidades no Sptimas de
la siguiente manera.

Sea
n(t)=-t?*+¢

dicha funcién es una pardbola orientada hacia abajo y que pasa
por los puntos (0,0) y (1,0):

Observemos ahora que si definimos
x(t) =x(t) +en (&) =t+e (-t +t)
Tendremos otras curvas admisibles en principio aunque no
Sptimas, por ejemplo ;

11
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€=2; x(t)=t + 2 (-t + t)= 3t-2t%
€=—1; X(t)= t~(-tf + t)= t2

e=-2; x(t)=t - 2(-t% + t)= 2t2 - ¢t

Podemos observar que efectivamente todas esas curvas pasan
por los puntos (0,0) y (1,1):; graficamente: (ver grafica 3).

Es decir, dada la solucién x(t)=t y una curva g(t)=- t2 +
t ,hemos construido otra serie de curvas, que bien tienen una
longitud mayor a la de la recta, también unen a los puntos en
cuestioén.

Observamos asimismo que para cada valor de €, tenemos un valor
determinado para la longitud del segmento de curva; recordemos gue
dicha longitud, segun dedujimos en el capitulo anterior, estd dada
por:

1 =
J= . (x3+1) 3de

Ahora bien para cada valor de € podemos calcular el respectiveo
valor de J mediante la integracién correspondiente

€e= 2, J=
e= 1, J=
€e= 0, J=2
€e= ~1, J=
€= =2, J=

Asi pues, podemos hacer dos observaciones; gracias al truco
de obtener curvas no éptimas, pero admisibles definiendo
x(t)=x(t) +en(t).

Tenemos que:

(i) el valor de J depende del valor de ¢, J se convierte en
funcidén de €.

(ii) J toma el valor minimo cuando €=0
De 1lo anterior podemos deducir la siguiente conclusién
importante
J’(€)= 0 si €= 0

En resumen, si bien no hemos resuelto formalmente el problema,

lo hemos replanteado en unos términos gue resultardn ser mas
fructiferos.

12
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2. La ecuacién de Euler
Intentaremos recoger el replanteamiento, obteniendo en el caso

particular anterior, con el propdsito de colocarlo en un contexto

mas general.
E1l problema a resolver es encontrar la funcidén x(t) para la

cual J toma un valor extremo donde:

J=f “1(x,x, t)dt
to

con x(ty) =xy; x(t,)=x,

Supongamos como en el caso anterior, gue de alguna manera
tenemos 1la solucién x(t) al problema, ademds de una funcién

&t tal que 7 (ti)= M (t )= 0. Entonces podemos definir curvas
nlsibles .

x(Ey=x(t)+en () x. ... (1)

(ver grafica 4)

Entonces

Tx())=["IIX(t) +en (£) , X (£) +en () , L] dE

Pero como x(t) y n(t) estan dados, entonces en realidad

= J(e€)
Y como en el caso anterior, por hipétesis, J toma un valor

extremo cuando €= 0, es decir:
J’(€)=0 si €= 0
Lo cual podemos replantearlo asi:

ey = [Br(x
J (€) defcuI(x,x,t)dt:

13




=f" 4 1 (% x, £)dt=
j;n‘j I(x,x,t)

c1({-31 9%, 91 3x, 0T 9ty 4
9% 3  0x 0c = OF de

<[* GaereEno rae

Para continuar, haremos una integracién por parte del primer
sumando:

f( n(t))dt:-
= (&) 9L !f:"‘(t)?%‘%{f)dt

f (&y-2 (aI)dcpuesncto)-n(t)—

De donde sustituyendo:

T'te) =" n (£) 5 d( L) aeen (2) aI]dr:

oI1__ d
=fSn (e 18- (Zh1de=0

Hemos llegado a este resultado suponiendo n(¢(t) como dada,
esto debe cumplirse aunque se diera cualquier otra #(t), pues

olo requerimos e dicha curva cumpla que M (t0)=N(tl)= 0
entonces,(;como la q;‘i‘ntegral debe anulagse, qes grzéso( q& 14

expresién entre corchetes deba ser cero. La demostracién formal de
este razonamiento, nada dificil, puede consultarse en el apéndice.
Tenemos entonces que si J’(e)= 0, €= 0, entonces obtqpemos la

14



llamada Ecuacidén Euler:

of . a (91

or_d ,8I
ox dt ox

Pero como €= 0 entonces de (1), x(t)= x(t).

En otras palabras, hemos encontrado una ecuacién que debera
cumplirse siempre que x(t) sea la curva 6ptima. Expresando en los
términos 1l6gicos de una implicacién, tenemos que si x(t) es 6ptima,
entonces cumple la ecuacién, de donde no puede concluirse que.
forzosamente si x(t) cumple la ecuacién, entonces es 6ptima.

Es decir, la ecuacién encontrada, es solo una condicién
necesaria, pero no suficiente, para que x(t) sea la solucidn
buscada.

Lo anterior no deberia ser decepcionante. Usualmente cuando
una x(t) cumple la ecuacién en el recuadro, el contexto del
problema mismo nos permite saber si es efectivamente un mdximo o un
minimo. Por otra parte de la misma manera que para funciones reales
de variable real definimos criterios de segundo orden para analizar
maximos y minimos, también en el Calculo de Variaciones podemos
definir criterios adicionales para analizar los valores extremos de
J. No lo haremos aqui y mds bien remitiremos al lector interesado
a Takeyama, p( ) donde verd que bajo ciertas exigencias a I(x,x,t),
la ecuacién de Euler si puede constituirse en una condicién
necesaria y suficiente.

Antes de seguir adelante, realizaremos algunos ejemplos gue
nos permitiran ver el uso de la ecuacién de Euler.
Ejemplo 2.1

Retomemos el ejemplo 3 de la seccidén anterior y afiadamos
algunos supuestos nas:

a) Que por cada unidad de capital, se obtienen unidades de
producto, es decir, F(K)=aK, con a>1 para que tenga sentido 1la
produccidén.

b)Que los individuos obtienen su bienestar atendiendo a una actitud
insaciable: su actitud crece de manera logaritmica en funcidén del
consumo; entre mds consume, mMas quieren consumir: U= log C(t).
c)Que se intenta maximar en un periodo de un afio teniendo un
capital inicial de una unidad y pretendiendo gque al final, no se
tenga nada.

Entonces el problema quedaria planteado asi:

15



Max follog(aic(t) -K(£))dE

sujeto a K(0)=1, K(1)=0

' Para aplicar la ecuacién de Euler, identificamos:
= log(aK-K)
Entonces

I or__ 1

K wk-E K eK-Fk

d ;0I_ aR-K
ademés-EE(ak -7;E363

entonces siendo que se debe cumplir la ecuacién de

Euler:
or_ )
K dt: afr
tenemos
@« _ aX-K

ak-k (ak-X)°

?K - K =akK-K; de donde tenemos la ecuacién diferencial de segundo
orden:

K (t) - 2aR(t) +oPR(t) = 0
Si proponemos la SOlUClén R(t)= e
caracteristica.

rt tendremos la ecuacidén

rz - 2ar + r2 = 0 de donde r=a

La solucién general seria en consecuencia:

K(t) =c,e*t+c, tet"

Pero
K(0)
R(1)

1 de donde ¢; =1
0 cp = -~ 1

)

16



ct)

—— — A— — b e e e

Ktt) 4

FIGURA No &



Es decir

K(t) =e%i-teet= (1-t) et

Ahora bien, para obtener el consumo, tenemos

C(t) =aK(t) ~K(t) =ae®t-ate*t-(aect~o%—-gott) =5t

Entonces tendriamos los siguientes resultados:

para t= 0, c(t)=1 ; F(K (t))=a ; K=a -1
t= 1, o(t)= ® ; R(t)= 0; F (K(t))= 0; K = -e¥

Podemos graficar el comportamiento de K y C en funcién del
tiempo (ver grafica 5).

Volveremos a ese problema haciendole algunos agregados Yy
planteandolo de manera general.

3.- Casos especiales de la ecuacién de Euler.

Antes de continuar conviene aclarar que la Ecuacién Euler, una
ecuacién en derivados parciales, no siempre nos 1llevard a
expresiones fdcilmente manipulables; incluso pudiera darse el caso
de que la ecuacién no fuera resuelta con los métodos conocidos. No
obstante, toda una serie de problemas conducen a una ecuacién de
Euler bastante manejable. Mds ain, frecuentemente la funcién I(.)
de (3), es mas bien sencilla y no contiene una o dos de 1las.
variables que le hemos atribuido en su argumento.

Eso nos lleva a plantear la solucién de la ecuacién de Euler
para una serie de casos especificos. Para abordar tal cosa,
primeramente desarrollaremos la ecuacién de Euler:

ax dt ax =2% dt ' ox' 3% dt at ax

Prdx, FI dx, FI
) dt " ox0% dt | oto% ’

17



_PI, ., FI ., FI

a2 Ixo% . Otox

Lo cual suele expresarse como

d?x

dx
Iua—;rnmﬂrﬂ—rx) =0...(5)

Con tal resultado, procedemos a analizar algunos de los casos
miltiples de la ecuacién de Euler.

(i) I= I(x) es decir no aparecen x ni t en el integrando de (3),
entonces (5) queda asi:

d?x_
Tpp———==0
dt?

Ahora bien si Iy~ 0 entonces

d3x
de?

=0
NX=C, L4,

Es decir la solucién son lineas rectas.

(ii) X no aparece en la expresion de I, I=I(x,t) entonces

, , la
ecuacién de Euler queda asi:

d BI

=0
‘@
De donde
ax =G

(iii) t no aparece en la funcién I, I=(x,x). Entonces (5) gqueda

18



Multiplicando todo por x tenemos:

2
:'c(r,*gtz z*dc) -%I,=0

sumando y restando lo mismo:

PIE A % - 5 c) +I K- I x-%I,=0

dt2
Lo cual puede expresarse como:?

(x-9.7.47,.9%

dr ‘dt)—dt =0

d d,_d
dthI dtI (xI ~I)

3 ._d._ ¢ - =
o H (k10

e integrando
XI=T=Cy. ... (6)

A continuacién aplicamos estos resultados a la resclucién de
algunos problemas. Para empezar resolveremos el problema 1.1.,
ahora si formalmente.

Teniamos la cuestidén formulada en estos términos:

1
Min f:(;ﬁ+1) Adx

con x(tp )=xg 7 x(t; ) =

Observemos que agui I = (x 2 4 1)]/2 y no depende ni de x,
ni de t explicitamente, entonces estamos en el caso (i), pues en
efecto al plantear la ecuacién de Euler tendremos:

or_, dr_ - -
- =0, -——-— (X2+1) "7 (2%) —————(X3+1)1/2

entonces
19



1
2= ad 52
a oz, XD e
dt " ox (x2+1)

Y la ecuacion de Euler queda:

1
?.. x =]
x(%2+1) -?EE:ITEEXF 0

Multiplicando por la raiz de ambos lados:
X{(Z2+1) ~xP=0

de donde x = 0; integrando:

X=C] t + C» que es lo que hablamos afirmadeo inicialmente.

Ahora bien

X(tp )J=Cp tp + Cp = Xxp
X(ty )=C; t; + Cp = Xx3
de donde
Xy=%, Xy~
. o ={ Y, ep=xp-{ )¢E
t to—t, z "o to-ty °

(XX s I
¢, =( to-f—a)t*(x“ (to—t:l)t‘))

despejando y reagrupando

X,

x-2,=( t:::) (t-t,)

Que es la ecuacién de la recta que pasa por los puntos dados
como era de esperarse. s

Ejenplo 3.2 20
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1
& (%2+1) 2
Min f; m dt )

Observamos que aqui I = I (x,x), entonces se trata del caso
(iii), es decir T - xI, + C;

T _ X
® T . 2
x(X2+1) 2
iT=——E
x(A2+1) 2
de donde
(1+x2) /2 X2 .= 1
x X(1+x2) 72 Y x(1ex)1/3
Despejando x:
UGt Y el P X
x 1 e

2

v

Entonces podemos integrar con el método de separacién de
variables y después integrando con una sencilla sustitucidn
algebraica tenemos:

B o=—(t+6 )2 +c
2 +(t+022)3=011

Que son circunferencias con centro en (-Cp ,0) y radio YC.
(ver figura 6).

Lo anterior tiene una gran importancia en Fisica. Puede
demostrarse que una funcién x(t) gue optimice (7) nos da el camino
gque recorre un rayo de luz al propagarse, con velocidad
proporcional a x, en un medio bidimensional no homogéneo. Entonces
los rayos de luz representan arcos de circunferencia con centros en
el eje t. 21



Veamos otro ejemplo.
Ejemplo 2.0:

Este ejemplo suele denominarse el "“problema dindmico del
monopolio”" (ver R.D.G. Allen) supongamos que una cierta empresa
puede imponer sus precios en el mercado sin otra restriccidén que la
demanda; el publico demanda, a su vez, dependiendo del precio
ocurrente y del cambio que éste sufre a través del tiempo. El costo
es una funcién de la cantidad producida; entonces:

Demanda = q = q(p(t), p(t)); precio = p(t)
Costo = Cc(q)

Los beneficios serdn la diferencia entre la cantidad vendida
por su precio y el coste de produccién:

Beneficios = gp -~ C(q)

A lo largo de un intervalo de tiempo [tj , t; ] la suma de
Beneficios seri: )

beneficios tov:a.les=f:l (ap-c{q)) dt

Para continuar haremos un supuesto que Allen llama "artificio®
pero que, como se verd mas abajo, puede suavisarse razonablemente.
Asumiremos que p(t)= p y que al final del periodo la empresa
conoce a qué precio deberd venderse su producto, es decir p(tj) =
Pl

Aqui I=gp - C(q)= pg(p(t), p(t)) - C(q (p(t), p(t)), es decir
I= I(p, p), entonces estamos en el caso (iv) en donde establecimos:

= pIp + etc.
Especificamente:

oI_ . 8q_0Cog._
- E-w-0 Y

y sustituyendo

- = ..__ ._‘Z
-cl(q) =(p apﬂ:-te.

Lo que en principio es una ecuacién diferencial que depende de
p, p. Para ver un caso concreto, .leberemos hacer supuestos, también
mds concretos acerca de nuestras funciones. Supongamos que la
demanda depende linealmente del ,precio actual y de su cambio,



asumamos también que los costos son una funcién cuadrdtica de la
cantidad producida, es decir:

g=ap + b + cp
Cl(g) = ag2 + pg +y

. Sin pérdida de generalidad, podriamos hacer un cambio de
variables para hacer mas manipulable la funcién de costos. Abusando
de la notacién tendremos:

cig)= aq?
Entonces I= qp - C(q)= apz + bp + cpp - aqz
8T _ . ._ '
o cp-2acqg
bI,=cpp-2cpg

Sustituyendo nos da apy +abp - aq2 = 2acpg + constante
Derivando respecto a t y simplificando:
2ap + b - 2aaq + 2acap + 2aczp =0

Sustituyendo g y reagrupando:

+2a(1-aa)

. b-2aba_,
2ec?

2ac?

P D

Que es una ecuacién diferencial de segundo orden cuya solucién
particular es:

=_2aba-b__=
P=3za (1-aa) P

Y la solucién de la homogénea:

(a(l—aa)1/3)1,2

p=c,e*+c,e™; r=
ac?

Obviamente requerimos a<0 , a>0, lo cual es consistente con
las definiciones de nuestras funciones, pues en la medida en que
crece el precio, esperamos que disminuya la cantidad demandada, al
mismo tiempo que cuando crece el producto debiera, crecer su costo.

23



La solucién general es:

p=p+Ccpet 4+ cyelt

Donde 1los valores (C), Cp estdn determinados por las
condiciones:

P(tg ) = pp 7 p(t] )= pj

Considerando nuevamente el caso general, si desconociera p ,
el precio final, la empresa tendrd una funcién de beneficios.

u= F(py1)

Entonces el monopolista escogerd de todos los precios
posibles, aquel gue maximice u, es decir:

duydp; = 02 dzu/dplz <0

Lo cual determinara el valor p; que deberemos sustituir en la
ecuacién resultante.

Ejenmplo 2.3

Supongamos gue una empresa desea minimizar costos bajo las
siguientes caracteristicas: El costo unitario de produccién crece
proporcionalmente a la tasa de produccién: Entre mas rdpido se
produzca, mds costo se tiene. Se supone que hay costo por retener
a los productos ya elaborados en existencia al momento t; entonces:

P

Costo de x(t)= Cp
Costo de incrementar x(t): Cj x(t)

Entonces costos total: (Clx)x + (C? J(x)= C1 x + C» X. Si
pretendemos minimizar en todo un periodo, de 0 a T y adenmds se
quiere que en T se tengan B existencias, el problema seria:

.Minj; ' X +ex) dt

s.a. x(0)=0; x{TY=B

Entonces tenemos:

I=c, X +Cx

24



3r _ or

—aT{_ &yl % Ix=2 & x

d
BT

Entonces la ecuacidén de Euler queda:

)
20, X=Cy; x=2ca
e integrando tenemos
x(&) == t2+k, t+k
ac, 1-7 5,
Ampliando las condiciones:
C; 2
x(0) =0=ky; x(2)=B=—"-T+kyT+k,
1
_B_6&T
- k=g 4ac,

-

4. Replanteando dos ejemplos.

En los problemas de economia es usual plantear los casos desde
el punto de vista del valor presente; es decir pensando que las
acciones de un momento dado tendran efecto sobre el futuro pero de
una manera acumulada. Se trata de concebir determinadas situaciones
funcionando como funciona una inversién bancaria con interés
compuesto aplicado a un tiempo continuo. Por eso se aplica en el
integrado un factor de descuento: para considerar la funcién en
cuestién en su valor presente neto. Para un desarrollo méas
detallado de estas ideas, constltese el apéndice.

Desde esta prespectiva retomaremos, para concluir este
capitulo, dos problemas planteados previamente.

Ejemplo 2.4:

Supongamos que en el ejemplo 1, los individuos tienen una
funcién de utilidad tal, gu2 la utilidad reportada en un momento
dado, tiene implicaciones sobre la utilidad de un’ momento
posterior. Especificamente, asumapos que el problema ahora es:



Max f:(log ) e~*td¢t

Ahora supongamos gue F(K)= W + rK, entonces
K=w+rk -C

Y Kf0)= 0= K(T); es decir que no se tiene capital ni
principic, ni al final. Entonces sustituyendo:

Max _I:(log (w+rK-K)) e ™*tdt

Donde I = log (w + rK -K) e @ , entonces

QZ: za*t . .§£= ~e™tt
0K werk-K° 8k werk-K

d
Fee
cse ™ (wtzRK-R) +e ** (zK-K) _
w+IK-K
=4 (_-e-et
dt " w+rk-K

La ecuacién de Euler seria, sustituida en términos de C:

_g_( _e-lt) - Ie-lt
dt c c

de donde

(ne™=t) (c) +a(e %) _re-=t
c? ©

y despejando y eliminando el exponencial:
é={r-a)c

26
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integrando esta ecuacidn:

c=kle (r-a) t

Sustituyendo tenemos:

K-rk=w-C=w-k,e ="

Una solucién particular seria

K w
K="1g (r-~a)e__ W
L r

Y la solucién de la homogénea seria evidentemente
Kp = Koe , entonces la solucidn general es:

k. . W
K= T lglr-a)e ¥
k2€ & e r

Aplicando las condiciones podemos obtener los valores de Kj,
Kp. Comparese esta solucién con la planteada sin el factor de de
descuento. Aun volveremos a este problema pero planteandolo con una
funcién de utilidad U= U (C) en general y una funcién de produccién
F= F(K, L) que depende ahora tanto del capital como del trabajo.

‘Ejemplo 2.5:
Supongamos que en el problema 2.1. los gastos son descontados

a una tasa r, entonces tendremos ahora:

Min f :e'" (e +c,x) dt

S.a. x(0)= o; g:(T) = B
Entonces ahora tenemos I= e~ (C] + Cpx) de donde

ar

=™ &, 3—- L 20,k rt; I=2¢xe Tt-2¢,rike""t

dr
acx
Y por la ecuacidén de Euler tenemos:

201 X - 2C1 X~ Co



X - rx = Cp/2C)

Haciendo u=x y resolviendo la ecuacién diferencial tenemos:

u(t) =k,e*-

c; _
- =x(¢t)

Integrando esta udltima tenemos:

_kl ITE.. cz +
x(ty=pet-or ik

Donde los valores de Kj, K» se pueden encontrar aplicando las
condiciones.

Véase que, aplicando el factor de descuento, ahora x(t) debe
crecer exponencialmente en vez de hacerlo de manera cuadratica como
se planteaba originalmente.

5. Comentarios finales.

’ Los ejemplos replanteados podrian aceptar una modificacidn
mds: El valor "final" de x(t). En efecto, en el problema de
encontrar el costo minimo, podria plantearse gue se quiere llegar
efectivamente a concluir el proceso cuando se produzcan B unidades,
pero gue no nos interesa cuanto tarden en producirse. Pretenderemos
que el costo total sea el menor posible sin importarnos el tiempo.

En tal caso tendriamos que x(0)= 0, pero en x(T')= B, T
esta libre.

Observemnos que si aplicamos la ecuacién de Euler tal cual,

quedara indeterminada una constante de integracién pues nos
quedaba:

x(t) k!.erc

+k,

2ciz

Y calculabamos k3, k» aplicando x(O)— 0, x(t)=B. Asi pues para
poder compensar la “galta" de unagcondicién de frontera, se echa



mano de un resultado conocido como Condiciones de Transversalidad,
mismo que aparece en el apéndice.

Andlogamente en nuestro problema 2.2, nos gquedaba una
expresién como:

Max fie “rE (%, x)dt
1]

s.a. X(0)= x(T) =0

No obstante, si se trata de la utilidad de los individuos y
nos preguntamos no por una generacidén, sino por la sociedad en su
conjunto, no tiene sentido maximizar solo hasta T y entonces
escribimos el simbolo » en limite superior del integrado y queda
libre la condicién "“final'.

En este caso no se aplican condiciones de transversalidad,
sino se busca de entre las posibles soluciones x(t), aguella gue
tienda, cuando t crezca infinitamente, a un nivel estacionario xS5.
A este se le llama estado estacionario y se caracteriza por ser
aguel en el cual X = x = 0.

Entonces la segunda condicidn de frontera se toma usualmente
como:

lim_

t-om_ b

Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.6
Min fo'e"’ (x*+ax+bx+ciP) de
s.a. x(0) =xp

I={x?+ax+bx+Cci®)

29



.a_'r= -Tt v aI: -re
ox eIt (2x+a) ; % e Tt (b+2ck)

Tdtrf-re'" (b+2cxX) +2 Tt (2cx)

Entonces por la ecuacién de Euler:

2x+as-r (b+2CR) +2Xx; X~IX- -’E‘ =_a_+5.§_13 c

Definimos x; como aquel donde x= x= 0, este caso:
Xxg =( -a + rb)/2
Y observamos que es 1la solucién’pafticular de la ecuacién
diferencial. La solucién general serd entonces:
x(¢t) =Ae’1°+39‘=‘—%rb

Donde

I I 1
- 11,2=E i((i)a"'z)l/a

En este caso, las raices son reales y de signos opuestos,
entonces aplicamos:

ti:.x(t)=x;

im 1j 1i
1i x( t) = A im e‘lt#-B m elﬂ;—-.fﬁ_rﬁ_b
o0 Lo Lo 2

t = %

Debemos entonces hacer A= 0 si 4; >0, entonces:
30



x(t) =Bel2+x,

Pero x(0)= xp = B + X de donde B= X - Xc Y
0 s - 0 S

x(8) =(x,-x,) e*2t+x,

Es usual plantear, en una exposicién del cCdlculo de
Variaciones, el problema de optimizar (3) pero sujeto a
restricciones que delimitan el conjunto del cual podemos escoger la
funcién optimizadora x(t). De hecho el ejemplo 2.3 es un caso
especial donde sucede tal cosa, y como recordara el lector, se
resolvié mediante una simple sustitucidén. La manipulacién de otras
restricciones no es tan simple, pero dado que eso cae fuera del
propésito de esta exposicién, remitiremos a la persona interesada
los textos que aparecen en la bibliografia, especialmente en los
temas intitulados "problemas isoperimétricos".
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APENDICE AL CAPITULO IIX

Abordaremos aqui temas complementarios que ayudarian al lector
interesado, a una mayor comprensién del Cdlculo de Variaciones. Por
requerlr un mayor dominio de algunos conceptos matemdticos,
introducimos estos temas solo como material complementario.

1. El lema fundamental del Cdlculo de Variaciones
Sea F(t) una funcién dada, continua en [a,b]. Sea n(t) una

funcién continua cualquiera en dicho intervalo pero tal que n(a)=
n(b)= 0. Si sucede gque:

f:’z-( £) 1 (&) de=0

Entonces F(t) es idénticamente igual a cero en todo ese
intervalo.

Prueba: Demostremos esta proposicién por reduccién al absurdo.
Supongamos que F(tp)= 0 para te[a,b], digamos F(tg)>0. Entonces
por ser F continua, F(t)>0 para t en una vecindad cerca a tg ,
digamos tefc, d]:[a bj}.

Seleccionamos una n(t) tal que n(t)>0 para te[c,d] y n(t)= 0
en cualguier otroc punto en {a,b]}. Entonces:

be( &) (&) dt=f°F(t) n(t)de>o
& d

Lo cual contradice la hipdétesis y demuestra, por tanto, el
lema.
2. El1 factor de descuento

Si A pesos son invertidos con una tasa de interés r anual, en
un afo el capital invertido sera:

A+ rA=(1+r)aA
Al segundo aho:
(1 4r) A + r(1+r)a = (1 +r)2 a

Es dec%r en t ahos:

(1 +r) 32



Si la tasa de interés no fuera anual, pues se pudiera
reinvertir semestralmente, tendriamos al afio:

(1+1r72)2 a

En t afjos:
(1 +zr7t)t =a
En general si se pudiese reinvertir m veces al aifo, la tasa de
interés por periodo seria r y tendriamos

en un afo: (1 + r/m)" a
en t afos: (1 + r)™ a

Haciendo m+» , es decir una inversién continua en cada
momento:

s Lymr
llm,,._(1+m) A

Entonces en t afios se tendria e’ a

Ahora si planteamos el problema a la inversa, tendremos lo
sigquiente:

Supongamos que queremos saber cuanto capital inicial se
necesito para tener B pesos en t afios a una tasa de interés r:

¥ &'t = B de donde

Y = Be " t

Es decir, el valor actuil de B pesos a cobtener en el futuro'
con una tasa de ix}terés es e’ . Se le llama a esta valor presente
neto de By a e’ el factor de descuento.
3. Condiciones de transversalidad

Supongamos que tenemos el problema siguiente:

uaxf Br(%.x, t) dt ,
£
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s.a. x(tg ) = xg
X9 » tg fijos; xj , t; a ser especificados

En este problema tenemos el valor inicial de x, pero no su
valor final. Si recordamos los problemas resueltos, veremos que la
condicién final nos serviria pura definir las constantes de
integracién; como no quedarian especificadas, el problema se
traduciria graficamente (ver grafica 7).

Donde cada curva parte de un mismo punto por tener la misma
condicién inicial, pero difieren en su punto final pues tal punto,
asi como la forma difinitiva de la curva - debido a las constantes
de integracién - dependen del valor que se le de a x(ty )= x;1 .

El problema ahora seria escoger de todo ese haz de curvas,
aquella que maximiza a J. Tengamos en mente que todas estas curvas
difieren solo en sus constantes de integracién y coinciden en ser
soluciones de la Ecuacién de Euler. Para encontrar la condicién
adicional que debe cumplir esa curva maximizadora, supongamos que
tal curva es la que en la grdfica une a los puntos A, B.

. En,cualquier otra curva J no toma un valor éptimo y entonces
si J (x ) =J es el valor é6ptimo, definimos:

473 =J - J*

Y obviamente 4 J= 0 solamente cuando x(t) no ha variqgo de la
curva G6ptima. La idea entonces es desarrollar J - J para
igualarlo al ultimo a cero y encontrar asi una condicién adicional
gque junto con las dudas por hipétesis, nos definan las constantes
de integracién.

aof o8 1 248%, cx+dx, t) dE- ] "7 (%, x, £) dt=
t %
f:’“*r(mox, x+bix, &) deef *[I(5+0%, x40, £) -1 (X, %, £) dt] =
L]
(1) . (2)

Ahora desarrollaremos tanto 1 como 2 usando el teqfema del
valor medio y el desarrollo en 4series de Taylor. Veamos (1)



aplicandole el teorema mencionado:
totBEy 5
fe., I(k+d%, cxx+dx, £) dt=I(%,x,t) 8 &,
donde t] es algun nimero y
<<t +8¢E,; X=Xx(t); x=x(¢)
Pero en virtud de la continuidad de la funcién I tenemos:
1(2,21 E) =I(&l&l tl) +€,
con x; = x(tj3), x3 = x(t})
Con €] un valor "infinitamente péqueﬁo". Entonces:

3
f:’ S+, cx+dx, £) AE=T (% 2,, t;) B, +€, B L, =T (X, , %,, £,) Oy - - (1)
Ahora desarrollamos 2 mediante serie de Taylor:

- [RY TN - - 1 i _a_ .
jq [T(%+dR, 2+dx, £) dt-T (%, %, t) ] jto [82 T(%, 2, £) +8%-Z T (%, %, £)

Con R; otro mimero infinitamente pequefio. La expresién puede
aun ser simplificado:

[P rdxez 030 de=
I
f "I dxdt+ [Idx] i ] L 7 bxde

f &
=[TBx] &+ f N Ix—d—t.rxbxdt I8x|3 ’
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Por la ecuacién de Euler, cuya utilizacién es valida pues
hemos supuesto que x(t) es optimizadora. Ademds

8x{t,) =0 pues (t,.x,) es fijo

f:‘ (T BX+IB%) dt=Tydx|, - .« .. (2)
o -

aAhora bien
axlc,"'bxl

como podemos ver graficamente

Entonces tenemos

BD=8x|. ; FC=bx,,

Adenas
. EC ,
X( t].) "-D—E’,' EC"X( tl) .1 tl
BD=FC-EC=8x,-%(t,) 8¢,
o bien

l!xltlub,.—:':(t,.)bt:1
Entonces sustituyendo en (2):

f: (IBX+IB%) dts T |, (8x,~%(£,)8E,. .. (3) ,
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Sustituyendo ahora (3) en (1) Yy luego esto y (1) en (%)
tenemos:

Ags 1|, 8t,+ I, |, (8x,-%(t,) 8¢,) =

(T-%T,) |, 8¢t,+T,) 6,

Es decir
AT=(I-%I,)8¢t,+T8x,....(4)

evaluados en t= t) y como deseamos J= 0 tenemos los siguientes
casos:

a)HorJ.zonte libre: si x esta fijo pero no t; , tenemos éx) = 0 y
requerimos para que (4) se anule:

{T-%Ty) |, =0

b)Estado terminal libre: si t; estd fijo, 6t; ; x) esta libre y
reguerimos:

I*I,,‘=0

-

c)Puntos finales totalmente libres: con xj, t] reguerimos ambos
casos.

Usualmente se plantea que en realidad (xj,t;) estén en una
curva G(xj,t))= 0, pero no revisaremos tal caso remitiendo al
lector a la iteratura de la Bibliografia en el tema “condiciones
de transversalidaad".

Para concluir, veremos una aplicacién en un ejemplo ya
trabajado, el 2.1, es decir:

T )
max fo (e, X3 +c,x) dt

S.a8. X(0)= 0, X(T)=B ccce.e(*)
con B pero T el tiempo final, libre.

Encontramos previamente que la solucidén era:
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x(t) = Cztz + ke + Rouevooreneono(#%) OSLST
4C)

Ya que T es libre, estamos en €l caso b, entonces:

I= cpx?  + Cox
I 2Cpx ; XTI, = 2cpx°

Como por (a) se tiene I= xIy, tenemos
Cox(T)= C(x(T))?
entonces de (**)

c,T? - c,T a
2o, +K T+K,) =0y ( 3c, fzq)

c,

Entonces tenemos 2 condiciones en (*)’ mds esta ecuacién; es
decir tenemos 3 ecuaciones con Kj, .K», T como incégnitas a
resolver. No es dificil verificar que en este caso

x(t)=cs tZ , ostsr
41C;

con T= c; P2 = B, es decir T= 2(bcy/cp)1/2
4C1
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CAPITULO IIXI. EL PRINCIPIO DEIL MAXTIMO

Tradicionalmente los problemas planteados en el Cap. I se
resolvian mediante el Cdlculo de Variaciones. cCuando habia
restricciones adicionales, simplemente se replanteaba el problema
para llegar, en esencia, a la ecuacién de Euler estudiada en el
Cap. II. Sin embargo en los 1950 y el matemdtico soviético L. S.
Pontryagin, junto con otros autores, elaboré una metodologia
alterna que llamé "el principio del mdximo". Dicha metodologia
aungue en una primera impresién pareciera hacer uso de mayores
artificios matemdticos, es una herramienta mids general y por 1lo
tanto mds poderosa, que la metodologia tradicional euleriana.

Por lo anterior, en cursos de Matemdticas para Economistas,
suele estudiarse este principio del mdximo sin aludir para nada el
Cdlculo de Variaciones. De hecho en este trabajo, el lector que
asi lo quiera puede abordar este capitulo haciendo abstraccién de
todo el capitulo anterior. No obstante, puede demostrarse que hay
una equivalencia entre uno y otro método.

En el capitulo I llegamos a problemas gue tenfian estas dos
formas:

J=f:‘.r(:'c,x, £)dt con x(tg) =X,, x(t,) =X,....(3)
Q

J=f:‘r(u(t),x(:>,c)dc con X=g(t,x(t),u(t)),
’ X(E) =Xy, X(£)) =X;. . . (4)

Asimismo, veramos un ejemplo donde una simple sustitucidén
permitia llevar a (4) a la forma (3). A la inversa, si definimos x=
u, tendremos que (3) se convierte en

J=ft‘I(u,x, £) dt
p

(]
s.a. x=u,x(t;)=x;, x(ty)=x,

Que es un caso particular de (4)

El problema (3), deciamos, es el problema cldsico del Cdlculo
de Variaciones y el problema (4), del Principio del Mdximo de
Pontryagin. Los anteriores reflexiones permiten, en consecuencia,
esperar que de un problema se puede parar a otro. De hecho los
problemas resueltos en el capitulo anterior, serdn analizados con
la metodologia que desarrollaremos aqui con la sencilla sustitucidn

que hemos mencionado. ’

.
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1. condiciones necesarias en un caso simple.

Desarrollaremos la deduccidén del Principio del Maximo tal y
como lo hace Kamien en el libro citado en la bibliografia.
Posteriormente veremos una demostracidén mds general basado en el
trabajo de Intrilligator.

Supongamos gque tenemos el problema

max J'=f:‘1'(u(t) ,x(&), £)dt. .. (0)
s.a. x=glt,x(£),u(t))...(0)’

tg , t] , X(tg )= Xp fijos; x(ty ) libre (0)

Como ¥ - g = 0, podemos reescribir

o=["rtule) , x(e), t)de=
&

[ZCzate) . x(2), ) -408) [gtu(e) , x (), £) ~k(£)] ) de... (1)

Pero por otro lado podemos integrar por partes una de las
expresiones:

-

—f:‘z (£) %( &) dt==2 (&) x(£,) +A (£g) X(E) +f:*x( )yh(e) dE

Y sustituyendo en (1):

J=f‘*_r(u(c) ,x(£), £)dt=
Co

=[P 10 y-Agl ) +hx( ) 1de-ACE) () #A (6 X(Eg) « .« (2)

Donde hemos dejado en blanco los argumentos de las funciones
pues se pueden consultar en las expresiones de arriba.

Ahora supongamos gque hemos encontrado la variable de control
Gptimo u (t) y consideramos una pequefa variacioén de esta variable.
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a(t)= u'(t) +en(t) (3)

. Donde n(t) es una funcidén fija y € un pardmetro. En el ejemplo
1.3 vimos como pone cada funcién u(t), debemos dar otra funcién
x(t) que haya cumplido la restriccidén y una vez hecho esto,
sustituimos en el integrado de J para obtener un valor determinado.
Supongamos que en el caso presente, para la u(t) dado por (3),
tenemos una x = x(t,e) que permita cumplir la restriccién de (0).

N %
Claramente si € = 0, u= u y entonces es de esperarse qgye
nuestra x fuera 1la variable de estado optimo, es decir, x= x .
Entonces tenemos:

*
x(t,0)=x , x(t,a)= Xg (4)
Sustituyendo (4), (3) en (0), como u*, x*,n son fijas

J=]‘=1_r(u‘+er| (t),x(t,€), £)dt=J(e)
23

Y como hemos supuesto que si €=0, las variables de control y
de estado son las Sptimas y en consecuencia J toma su valor mdximo,
entonces se debe cumplir:

J’(e)= 0 si € =0

Sustituyendo (4), (3) en (2) tenemos
. Jle) =
,jt'[z(uwen(t),x(t,a),t) +A{t) glu'+en (&), x(t,a), by +A (t) x(t, €)1 dEt~

~A (L) x(t,,a) +A () X,

Como J’(0)= 0, diferenciando respecto a € y evaluando en €= O:

Jo) =
Or Bu, 9T 9x , O 9t ' (00 0u, 87 8x, 37 3ty 4 (3%, | e
c‘,[ (Gudeoxde ocae’ ™ Bude oxde AL e ThlG) 1dt

=[Z1 I+ Lx A (g +g,x) +Ax, 1de-A (£)) x,=
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=f:’[ (I, +Ag,+A) %+ (I,+Ag)n 1dt-A (£,) x,(£,,0)=0

Como (t) puede ser escogida arbitrariamente - ver (1) -
para que tanto la intrgral como la otra expresién sean cero,
escogenos:

A (t)=s ~(Iy +A Gy)eeecesocnacs (6)
A (ED=0.t e it (7)

Entonces (5) nos queda

J'(0) =f:‘ (I,+Ag,) ndt=0
0

Como n(t) tampoco era una funcién determinada, escogemos:

N(t)= Iu +A gu
De donde

[2 (1,409, %dt=0
Lo

*
Y como €e =0, x=%x, u=u, entonces:

I (u*(t),x* (), £)+A () gy (u® (), x* (L), t) =0

En resumen tenemos que si x(t), u(t) son &éptimos deben
cumplir:

de (0) : x(t)= g(u(t), x(t),t) ; x(tp )= tp (ecuacidén de estado)

de (6),(7):A(t)= ~Ix(u(t),x(t),t) + i (t)gx (u(t),x(t), t)
A (tj; ) = 0 (ecuacidn del multiplicador)

de (8): I, (U'(t),x'(t),t) +A (t)gy(u'(t),x"(t),t)= 0
(condicién de optimalidad)

Dichas condiciones suelen ser reformuladas asi:

‘Definimos H(A(t),x(t,t)= I(u,x,t) + Ag(u,x,t)
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ecuacién de estado: aw‘c

ecuacibén de estado: “af

ecuacién del multiplicador: —£=L i Alt) =0

condicién de optimalidad: %f}! =

A H(A,%,t) se le llama el hamiltoniano. Se pueden demostrar

estas condiciones adicionales:

N . * %
Para minimizar J, se requiere H,,(u,,x Lt)<0
Para maximizar J, se requiere Hj,(u, x, t)>0

2. Algunos ejercicios puramente matemdticos

Cconsideramos nuevamente el ejercicio 1.3, pero ahora intentemos

paximi zar J:

max fl(ux—uz—xz)dt:
Q

s.a. X =X +u, X(0) =0

En este caso definimos I= ux-u-x2 ? g= x+u, entonces

H= I - Ag= ux2-u2-x+A(x + u)

Aplicando las condiciones tenemos:

= =Xtu=X. ... {7)

oH
oA
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oH

'&=U"2x+ln="k. e (8)
%§=x—2u+l=0

observese que Hy,<0

Diferenciando la ultima ecuacién respecto a t: x-2u-41=0 y
sustituyendo:

xt+tu=-2u-u+2x -A=20
de donde con otra sustitucioén
4x - 2u - 2u= 0,
pero diferenciando (8), u = x =-x
4 - 2(X =X) =2(x = X)= 0 ; X-3%x= O
Resolviendo esta ecuacidén diferencial tenemos:
x(t)= cze " ¥ 4+ cpe V3T
pero como x(0) = 0,
x(t)= Ce /3t _ ce -/ 3t
Como u= x-x= C(1-/3)e ¥ t + C(1+/3)e -V 3T

Ahora bien, con esos valores de u, %, podemos determinar a A
a partir de (8).
.

Consideremos el siguiente problema:

Ejemplo 3.1

max f: (x+u) dt

s.8, Xx= 1 - uz : x(0)= 1
En este caso I= xtu; g= 1-u? y el hamiltoniano seria:

H=I - Ag=xXx + u - A(1 - u2). Las condiciones para este caso
son:

2&1: -nl=x
a 1-ué=x....(9)
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323=1=—1, A(1)=0...(10)
ox
De (10) tenemos A(t) + Cj, pero A(1l)= 0 ; €= 1 y_
A(t)=1 - ¢t
Sustituyendo en (11) nos queda:

1 - 2(1-t)u= 0
u= 1 / 2(1-t)

Para obtener x, sustituimos en (9):

x=1 = 1 P integrando directamente:
4(1 - t)
x(t)=t - 1 2+ Cp pero x(0)= 1, entonces C= 5/4 y:
4(1I - ©) )
x(t)=t - 1 + 5

41 - t) 4

Con eso obtenemos x(t), u(t), A(t), obsérvese que si gueremos
maximizar:

Hyy= 24

2(1 - t) < 0 sii 0< t< 1 que es precisamente el
caso.

Ejemplo 3.3
Resolver

1
max Jh—f u?dt
s}

X= X +u
x(0)= 1

En este caso H= -u2 +A(x + u), entonces ademds de la ecuacién
de estado tenemos que deben cumplirse:

o

Frae =-4...(12)
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BH_ _ou+h=0...(13)

du

Integrando (12) tenemos A(t)= Ce-t, pero A(0)= 1;

Act)= et
Sustituyendo en (13) tenemos:
-2y +et=0;u-2el;

2
Y sustituyendo en la ecuacién de estado:

X = X= - 1 e't;

2

Encontrada la solucién particular y la de la homogénea:

t

x(t)= cet - 1e" ; como x(0)= 1,
4

x(t)= et - ;_e't
4

Observemos que H,,= -2< 0

3.— Resolucién de algunos problemas
En esta seccién utilizaremos la herramienta del principio del
Mdximo para darle solucién a los problemas planteados en el
capitulo I que fueron resueltos en el Capitulo II con el enfoque

alterno del cdlculo de Variaciones.
Ejemplo 3.4: En el ejemplo 1.2 planteamos asi el problema de

encontrar la curva x(t) gque minimizara la distancia entre dos
puntos (tg , %), (t; , x3) en el plano:

1
. 1
min f 1(%2+1) 2dt
to

s.a. x(tg)=xg 7 x(t])=x;

Observemos que en este caso no aparece la restriccidn
x(t)= g(t, x(t)), u(t) gue caracteriza al problema "cldasico" del
Principio Mdximo; asimismo observamos que x(t ) ya no esta libre.
Ambas dificultades se superan con el sencillo expediepte de
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definir x= uy de sustituir 1la ecuacidén (7) A(t;)= 0 que nos da
una constante de integracién, por la condicidén de frontera final.
Especificamente planteamos:

1
t —_
max f t(x2+1) 2dE
to

s.a. x= u ; x(tp)= xp9 ; x(t))= x3

En este caso definimos H= (u2+1)1/2 +4iu y por tanto

oH_ ., _
—éx—x u
gﬂ =0=-4 = A (&) =C

i
%g=—;— (u2+1) 22u+_/1.=0

entonces sustituyendo:

1
utC, (u?+1) 2
- 1+CJ.=0=__1_( ) ”

1 1
. (u2+1) 2 (u2+1) 2

es decir:
u= -C_l(uz + 1)1/2 y despejando:.

LI2= 1 ; u= Co

T=¢?

Pero x= u= Cp ; integrando x(t)= Cpt + C3 y aplicando las
condiciones de frontera x(tp)= xp , 7 x(t))= x; podemos llegar,
como de hecho 1lo thlmOS en el capitulo anterior mediante
manipulaciones algebriaicas, a:

X,—X,
X-X,= t:u—cl (ty-t,)
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Que es lo gue queriamos demostrar.

Ejemplo 3.5 En el problema "dindmico del monopolio" llegdbamos a la
siguiente formulacién:

max ij:‘(qp—c(q))dt

con p(tg) = pp 7 p(ti)= pj

= Demanda
= Precio
c(q) = Costo

Donde g

Para utilizar el principio del maximo, hacemos:
p=u
Teniamos ademds el siguiente caso especifico:

g= ap +,b + cp
C(g)=a

Con lo cual reformulamos J de la siguiente manera:

max J=fc*(ap2+bp+cup-a(ap+b+qb)2)dt
Lo

s.a. p=u

P(tg)=pp 7 P(tj)= P
Definamos el Hamiltoniano:

H= apz + bp + cup - a(ap + b + cu)z + Au
Entonces las condiciones son:
oH

Qp=zap+b+cu—2aa(ap+b+cu)

-A...(14)

oH

au=qp—2ac(ap+b+cu)-l=0...(15)

’
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Derivando (15) respecto a t y sustituyendo (16) tenemos:
ep - 2acap - 2ac p= -1
E igualando a (14) y reordenando:

p+2a(1-aazg+b—2gab=0
2ac?

2ac
Cuya solucidén es (como se mostré en capitulos anteriores):

p=D + cre't + c2e"'t con p= 2aba - b
Za(l = aJ)

Y las constantes estdn determinadas por las condiciones de
fronteras. Observese que en este caso nuevamente introducimos el
valor de frontera “final" en lugar de la condicién (7) para A(t).
Ejemplo 3.6: El1 problema de nminimizar costos con un factor de
descuento - prob. 2.5 - nos quedaba asi:

T
max J=f,, e (o X +roux) dt

con x(o)= 0 ; ¥(T)= B donde estd dado pero T no; redefinimos:
max J= Te‘”(cluz+czx) de
1]

u= x
Entonces el Hamiltoniano resulta ser:
H= e'rt(cluz + Cpx) + Au
Y las condiciones para este caso:

= “rt—.
Z=c,eTt=-4

ox

de donde integrando:

A(E) =%e-rt+x1. oo (17)
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9H_, c,e Ttu+A=0, u=-

p au -‘E‘aﬂe::----(la)

Entonces sustituyendo (17) en (18) y utilizando (19) tenemos:

u= - ¢y - kj. e't = x , e integrando:

2rc i 2c 1

x(t)= - cp_t - k;_ et+k
2rcj 2rcy

Con la condicién x(0)= 0, podemos eliminar una de 1las
constantes de integracién; un método para eliminar la otra
constante seria sustituir x(t) en J, con 1o cual J= J(x, ko ):
tendriamos la restricecién %(T)=B con 1la cual J= J(T,ky 2) Y
podriamos asi maximizar J definiendo el lagrangiano

L =J(T, k2 ) + p(x(T) - B)

Ejemplo 3.7: En el ejemplo 2.1 tenemos gue 1los individuos
maximizaban su utilidad de la siguiente manera:

max f:logc( t)dt

sujeto a K(t)= aK(t) = C(t)
Entonces definimos el Hamiltoniano de la siguiente manera:
H= log C + A(akK - C)

¥ las condiciones en este caso son:

OH_ a__1% :
aH—é;l-aA A 1 (20) v
a—g,;-a—l=o; ‘A':_c."' ‘21)

—aT=aKfcéK. £ .';'.(32) 7
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La ecuacién (20) resulta ser la siguiente ecuacién diferencial

de prim%r orden:
A +a/i
A

= 0 ; cuya solucién es

= k]e_rt .

Sustituyendo en (21) tenemos:

crtikge O = 1 ; c(t)= kpe®t......(23)

Ahora despejando C de (22) y sustituyendo:

Cuya solucién g
Como K(0)= 1= k37 K(1)= e® - kpe® =0 ; kp = 1
por

Y sustituyendo

K - ak= —kgeat
eneral es:

R(t)= k3e® - kptell

tanto K(t)= oot - teot ’
en (23) tenemos:

c(t)= ett

Ejemplo 3.8: En el ejemplo 2.4 retomabamos al anterior ejercicio
pero suponiendo que en la utilidad del individuo opera una tasa de

descuento:

max J= DT(e‘“) logc(t)dt

s.a. K.=W+1'K—C

K(0j)= 0= K(T)

El Hamiltoniano queda definido asi:

g= e ®jog ¢ + i(w + 'K ~ C)

Cuyas condiciones son:

OH_e™ 4 _ 4. 3-8 )
35 ol A=0; A el ... (24)
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- 3K '
; —K=A.r=—l. .. (25)

OH _ !
5X-w+rK‘c K....(26)

La ecuacién (25) es una ecuacidén diferencial cuya solucidn es:

A(t)= kje 't
Sustituyendo en (24):
kle‘rt = e ; crt)= kze(r'a)t
c(t)

Sustituyendo este valor de C(t) en (26) tenemos:
K- rRk=w - kze(r'a)t
Que tiene cémo solucién particular:
Kp= k2 e(r-ajt -w_
@ r
Y como solucién a la homogénea:
Kp = kge't
De donde la solucién general seria:

R(t)="kze t+kyelr-a)i_y
a r

Con k3 , k» valores a determinar de acuerdo a las condiciones
de frontera.

Ejemplo 3.9: En el ejemplo 1.4 planteabamos el problema de 1la
bisqueda de un precio que maximizara beneficios para la empresa
bajo los supuestos siguientes:

Pasa de ventas= dQ/dt = £(p(t)) g(Q(t))

Donde p(t)= precios; Q{t)= productos vendidos, £, g funciones
tales que:

£’(p)< 0
g’(Q) mayor O menor a cero segin Q sea mayor O menor a Q3
Costos= C(Q) 7 C’(Q)s O
Entonces el problema es:
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; max ["(p-c(a)) £(p) g(0) dt

s.a. Q= f£(p) g(R) i Q(0)= Qp>0
Definimos el Hamiltoniano asi:

H= (p - C(Q) £(p) 9(Q) + AL(p) g(Q)

Cuyas condiciones para optimizacién son, suprimiendo
argumentos de las funciones para facilitar la notacién:

OH_ —&) Fla-dFla=
Fe fg+(p-c) flg-Afig=0

y reordenando y factorizando:

gl(£f’)(p - C +4) + £]= 0...

%=—c’fg+ (p-c) £g'+Afg’=-A

Nuevamente reordenando y factorizando:

£[(g’)(p =~ C + &) = C’g]= —-A..... (28)
AMT)=0ceveeeneaaans (29)

Como deseamos maximizar, se debe cumplir:

PH_[g] [(£) (p-C+A) +££ ] =
dp?

Como

=[GII(E’’)(p=C+ A)+2£°]S0c.cecece.a.(30)
sin mayor

podemos caracterizar cualitativamente p(t)

los

las anteriores expresiones, si bien no podemos obtener,
informacién, una solucién explicita para p(t), Q(t), si

para ver due su

crecimiento se corresponde con la respuesta intuitiva que se

desprende del planteamiento de

los supuestos.
De (27) podemos calcular:

p~-~C+ A=-f; A=

-£-p+C ...... (30’)
£’ £’
Derivando respecto a t, tenemos:
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P f’pf’—f”p'

R +Cl; :
o
(£h2 .. é~ S
de donde simplificando:
_ fllf 1A
1_—15(2_—(1’-”)—5) +C'0.. . (31)

Ahora sustituyendo (307) en (30),

g(f’)[p - ¢C - £/f’ - p + C) + 2f] <0

gLt " (=~ £/£7) + 2£7] = gf*(2 =££77/(£2)2) < 0
Como g es positiva y £’ negativa, tenemos:

( 2-££57) >0 ceeennn(32)
(f)

Sustituyendo (30’) en (28), obtenemos por otra parte:
A= f[C’'g ~g’(p-C+ 4)]=
=f[ C’g +g’f ]..... (33)
fl

Igualando (33) y (31), simplificando y reordenando tenemos:

—~g/f=p( 2 = F£r7_.) eun....(34)
£ (£7)

Utilizando nuevamente que £ es negativo de (34) podemos ver:
g’ (positivo)= p(positivo)

De donde p cambia en el mismo sentido que g’ pero g’ por

hipétesis, cambia de signo segin Qsea mayor o menor que Q), de
donde:

p(t) crece cuando el mercado se expande ((Q<Qj)
p(t) cae cuando el mercado debe contraerse (0>Qj)

Conclusiones que evidentemente subyacen en los supuestos
planteados de antemano.

4. Varias variables

Hasta ahora hemos considerado el caso donde la funcional a
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optimizar estd definida como la integral de una cierta funcidn I=

I(x, u, t) donde x, u son funciones reales de variable real. En

realidad el caso mas general es cuando dichas funciones nos

relacionan una variable real con un vector, es decir x(t)=

(X1(C),ec,Xp(t)); u(t)= (uy(t),...,up(t)); veremos a continuacion

que los resu’itados cualitativamente siqguen siendo los mismos.
Consideremos el siguiente problema:

max J=f:1(x. u, £) dt+F(x,, £,)
X=f(x,u, t)
x(t,) =x,
x(t,)=x,
u(t)er

Definamos el lagrangiano de la siguiente manera:

D=7 f:*;. (£) o (£(x, u, t) -&) dt=

=[PIx u, £) vA £z, u, &) dEvF (2, 8)

Entonces un incremento en el lagrangiano debido a un cambio en
A(t) seria: .

ag-f “AA(F(x, u, t) %) dt
o

de donde

|x= £(x,u,t) I .(35)

Es decir esta restriccién es a la vez una de las condiciones
para optimizar J. Para obtener las otras condiciones, consideremos
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los cambios en u con sus consecuentes cambios en x, cambios en un
momento rdado. Para ello redefiniremos nuestro lagrangiano
integrando por partes A(t)x(t):
I
Sf=fr‘(I(x, u, £) +Af(x, u, t) +Ax) de+F (=, £,) ~ (A (t) ®(E£)) -A (&) x(t,)
1]

definiendo como H a los dos primeros sumandos del integrando
tenemos:

=[ 2 HGE AL 0 rAx ) dEF(xy, £) -A(E) X (E,) ~A(E) X(£y)

Por tanto el incremento del lograngiano como respuesta al
incremento de u y el consecuente cambio en x es:

Ag f”‘( aHAu+( +}.)Ax)dt+( -;.(tl))z\x1

para igualarlo a cero:

oh_, . 4._0H - _9F
a_u_o,). o= ; Alt) x;""(36)

Donde los parciales de una funcidn respecto a un vector denota
el grandiente. Observese que al darnos (35), (36) las condiciones
necesarias para obtener las funciones que optimizan J, se estdn
repitiendo los resultados (8) ya encontrados previamente pero en
una expresién mids generalizada.

Ejemplo 4.1: Resolveremos un ejercicio que el lector interesado
puede comprobar que tiene gque ver con el movimiento de 1las
particulas - ver Intrilligator - los autores llaman usualmente a la
solucién “"Bing - bang".

El problema es el siguiente:

max J=- de

£y
s.a. x=Ax+bu
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fo 11 _ fol
A% o1 P
Entonces podemos reformular el problema asi:
Max J= —(t; - tg )

il _fo allxl ol
S+3 1g] 1o olbg,l Tl ™

La restriccidn, por tanto es:
X] = X327 X2 = U ccececcncececsas (37)
Supondremos ademds tp, X(tp) dados, x(t;) dado; -1su(t)=1i

El Hamiltoniano seria:

fo 11lx! ol

e A M IR R

Por lo tanto tenemos:
H=-=1#%A1x2+Aou
Hemos comentado que el Principio del Mdximo tiene gue ver con
la maximizacidn del Hamiltoniano respecto a la variable de control.
En este caso concreto tenemos una restriccién adicional, por lo

que, si deseamos mnaximizar, debemos definir el lagrangiano y
aplicar las condiciones de Khun Tucker:
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P=-14+4, 2, +Au+B; (u-1) -B, (u+1)

Por las condiciones de Khun - Tucker debe cumplirse:

B120, By(u - 1)= 0

Bo20, Po(u + 1)=0 ........ (37)
Ahora bien,
%%=Az+p1 B,=0

de donde
si A4z>0, p2>ol por (37), u= -1

Ax<0, pj<0, por (37), u=1 ... (38)
Por otro lado, por el Principio del Maximo:

_OH__ fol At
T Ty

Es decir 47 = 07 Ay =47 Integrando tenemos:
AJ=C1,' /12=CIt+C2

En (38) observamos que u puede tomar dos valores;
consecuencia tenemos dos posibles soluciones:

(i) siu=1, por (37)’, 2= 1, X2 =t + Clev..c..(39)

X]=t+C1ix=t2/2+Ct+Cp.vuunn.. (40)

Sustituyendo ahora (39) en (40), habiendo despejado t:

X] (zz_-?evf +Cy(xp = C3) + Cp

X1 =x22 + C3
=5
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(ii) si u= -1 tenemos de manera totalmente andloga:
xp = =t +C;

x1=-£2 +CJt+C2
2
Y mediante un desarrollo similar al anterior:
xp = -t? +c3
2

Ejemplo 4.2: Consideremos ahora

una funcional un poco
elaborada:

t,
max J%j“(xf—uz)dt
&y

% To allml fol 1 x|
S+8 1) T -2 -3lle,) Tl T L2, -3x, -0l

X, (0) =x,(0) =1
X, (1) =x,(1) =0

El Hamiltoniano ahora seria:
H= x12 - u2 + Axp - A3(2x3 + 3xp + u)
Aplicando las condiciones necesarias:

%-’5=-2u-12=o i Ag=-2u ; u=-2a,. L. 40/

o 12x,-2,1 A,
ox LA,-3a0 14,]

En consecuencia:
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2x1—2lz=—i.1~. e (41)

A-3Ay=-4,....(42)
Derivando(42) con respecto a t vy sustituyendo en (41) y
despejando:
x;%ﬁz—%}.zdz. .. (43)

Por otra parte, de la restriccion, derivando también respecto
a t:
X, =X,
LXK =2x, V3%t L, (44)
0=2x, +3X,+X, +ux

Ahora bien, sustituyendo (43), (40) en (44), tenemos una vez
simplificado:

A,~5A,+3X,=0....45

Encontrando las raices caracteristicas, tenemos:

- 2.07¢ -2,07t 0.8t -0.8¢t
A,=c,e +c,e +c,e%8%+c,e

Utilizando ahora (42), tenemos gue simplificando:

A;=1.93e2:976-10.49€72-07t4+1.766°%-85-3, 0470+ 8¢

Integrando esta expresion y sustituyendo 1las ecuaciones
encontradas para Aj,A] en (41) tenemos:

X,=0.035¢,62:97%1+6 . 24c,072:97540,12c,0%8542 ,52¢,070- 85, _ (46)

Con (46) podemos encontrar el valor correspondiente de xp pues
segin la restriccién:

61



- j{l =X,

Asimismo queda determinado el valor de u por (40) y el valor
de C; , Cp ,C3 , C4 por los valores de fronteras planteados en la
restriccion.



CAPITULO IV. EL MODELO DE RAMSEY

En esta parte del presente trabajo, desarrollaremos un modelo
gue hemos abordado como ejercicio en los capitulos precedentes. En
la literatura econdémica se conoce como el modelo dindmico Ade
crecimiento econémico de Ramsey. El propdsito de este modelo, como
en general el de toda la teoria macroecondémica, es el de determinar
de que manera las distintas variables de una economia nacional,
puede afectar el producto; de hecho su autor, en 1925, intentaba
responder a la pregunta ":cuanto debe ahorrar una nacidén?".

El modelec de Ramsey, con todo, no aporta una explicacidn
esencialmente nueva a los problemas planteados. De hecho se estudia
a manera de ejemplo de la teoria neo-clagica, pues sus conclusiones
avalan tal concepcién econémica. Este modelo hace uso de los
recursos matematicos que hemos desarrollado hasta este momento
ademas de la teoria cualitativa de los sistemas de ecuaciones
diferenciales. E1 lector podra percatarse, no obstante, gue sus
conclusiones estdn casi dibujados en sus supuestos y pueden ser
obtenidas mediante un razonamiento intuitivo precindiende del
aparato matematico. El resultado mas notable del modelo es harto
conocido por otras vias quizas menos tortuosas: segGn esta teoria
el desarrollo econdmico equilibrado se garantiza de manera &ptima
si se deja a la economia al libre juego de las fuerzas del mercado.

Considerando que, independientemente de que compartamos tal
punto de vista o no, el trabajo de Ramsey representa una aplicacién
interesante e ilustrativa de lo visto hasta ahora, dejaremos en
este punto estas consideraciones para continuar con el trabajo
propiamente matematico.

1. El1 planteamiento del problema y la solucién en un diagrama de
fase :

Supondremos gque tenemos una serie de variables econdmicos
agregados; que el producto - la suma agregada de la produccién de
bienes y servicios - es igual al ingreso y que éste se distribuye
entre consumo e inversidén. Se tendrd gque aceptar, para seguir
adelante, un supuesto bastante cuestionable: que hay pleno empleo
de los recursos de capital y de mano de obra.

Asi los cosas tenemos

dK,

Y, =F(K,,N.) =C.+ E

Y+ = ingreso; F(Ki , Ny )= produccidn que depende del capital
1 t a b t t
Yy la mano de obra. ,
Cy= Consumo
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La funcidn de produccién se asume como homogénea de grado uno
Y con lo.que se conoce como marginalmente decrece en Economia:

¢
£(0)=0 , £/(0)=o , f’ ()=
Para continuar, trabajaremos en términos per capita:

1 K, _ K,
TVZF(K,:,N&) =F(F:'1) =£(k.) con -’er\;:'

Ce 1 dK,

Como Ki= N¢K;, tenemos
dK, dNb dk,
“at dtdk e g dt

sustituyendo:

dk,
£(k,) = ct+——( k +N, dt)—ccﬂzck, ddI;

Es decir:

k=F (k) ~c,nky. .. . (1)

La ecuacién (1) sera la restriccidn de la funcional a
maximizar con la que hemos trabajado antes:

Max U=f0'z_z(cc)e'”dt. .. (2)

con (1), (2), podemos definir el Hamiltoniano asi:

H=u(c,) et +p (£k,) ~Cp—npy )

Ahora haciendo

Be=h :e-Ot
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para facilitar operaciones, tenemos:
H=[u(c,) +A (F{k,) -c.-nk. )] e

Aplicando las condiciones necesarias del Principio del Maximo
tenemos:

_8_1!_= / - -at '
e, (u(c-Appe™ ... {(3)
dub - oH = Y] -
=& ° oK, P lEi (k) -y .. (1)
1im
oo =0....(5)

Por otra parte:
fd%ﬁke“‘t—ﬂlte‘“
Sustituyendo en (4):
(4.-BA,) @~%t=A 0%t (-£/(k,) +n,)
Aot (Fl(k) ~nt—6)AF=o
Ahora bien, de (3) tenemos:

dc,
dt

u’(c,) =A. ; A=u’{(cy)
Sustituyendo en la ecuacién previa a esta tenemos:
V7 de, ., FI(k)~n.-8 } =
u (c,)-E'ru (cy) ( £/(k) ~n,-0 ) =0
de, ullc,
—_—fne Tt { k) ~n B e
ey (T B8 ) (6)
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La expresién (6) a pesar de gque no parece explicita,
determinard la solucién al problema juntc con la restriccién (1).
En Economia las funciones de utilidad que se definen suelen ser
tales que el cociente de sus derivadas primera y segunda gue
aparece en (6), pueden simplificarse considerablemente. De hecho
hemos llegado a un sistema de ecuaciones diferenciales donde c¢ ,
son funciones de ci ,k . Tal problema puede resolverse
cualitativamente de manera ma&s © menos sencilla y analitica
mediante un desarrolloc en series de Tylor.

El sistema de ecuaciones diferenciales es:

Ky=f(k9-CrRppye o+ (1)

- u’(c,

lof
£ u" (c,)

{ £/(k,) -n,~8) .. .. (2)

Para construir el diagrama fase, hacemos ky = o =0 teniendo
entonces:

&,.=0 = £/(k,)=0+n,...(7)
k,=0 = ¢, =f(k,) -nk,...(8)

Como 0 es un valor dado y n, la tasa de crecimiento de la
poblacidn que también podemos considerar dada, la ecuacidn (7) en
realidad determina un cierto valor ki =k* para el cual debe
cumplirse la igualdad. Es un Unico valor pues hemos supuesto
mondétona creciente a la funcién f(ky).

Para analizar gque nos representa la ecuacién (8), consideremos
que dados los supuestos acerca de la funcidén de produccidn, debemos
tener (ver grafica), en lo que también proponemos la linea neke .
(Ver grafica 9).

En dicha grdfica podemos ver que cy definida como en (8), debe
anularse en dos puntos determinados: en los que la curva y la recta
se intersectan. Observamos que la diferencia entre la curva Yy la
recta va aumentando hasta que llegado a un valor maximo, disminuye
hasta anularse. Determinemos ese valor maximo:

De (8) tenemos, para maximizar:

o £k, ~n,=0 ; £/(k,) =n,
t

En consecuencia tenemos graficas (ver grafica 10). ,
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Para ver quien es menor, si k* o x** , volvamos a la grafica
de f(k¢) donde tomamos dos puntos cuales quiera k,,k, : (ver
grafica 11).

Observemos que la recta tangente para k, esta menos inclinada
que la determinada por k, . en consecuencia podemos concluir:

k,<k, sii £!(k)> £/ (k)

En este caso concreto como suponemos 8, ng positivos,

£H{k*)>f/(k**) y en consecuencia k*<k**

con lo cual podemos decir que la recta perpendicular definida
por (7), intersecta a la curva definida por (9), antes de que esta
llegue a su maximo. (Ver grafica 12).

La interseccién de las graficas nos da el estado estacionario.
Para poder dibujar las trayectorias c(t), (t), estudiaremos lg¢s
signos de los derivados por regiones:

é&>0 = f/(k,)>0+n, 'es decir puntos a la izquierda de k*
¢<0 f£/(k,)<®@+n, ; puntos a la derecha de k'
k<O =~ ¢ <f(k,) -nk, es decir puntos arriba de la curva
k>0 = ¢ <F(k,) -nk, puntos bdjo la curva

Situando la anterior.informacién (Ver grafica 13) y combinando
los anteriores resultados, trazamos curvas gue sean consistentes
con ellos (Ver grafica 14).

Como vemos, se trata de un punto silla con una Gnica
trayectoria asintéticamente estable. Observemos, en consecuencia,
que para encontrar tal senda estable en un momento t dado,
simplemente debemos escoger una cierta pareja (cg,kg) gque se
encuentre en la trayectoria y entonces el desarroflo econdmico
éptimo cita tedéricamente garantizado.

Naturalmente como trabajamos a nivel agregado, la pareja
(cg,Ky) estd dada socialmente y para forzarla a estar en la
trayectoria, alguna fuerza cuercitiva debera ejercer su poder. A
esta fuerza externa en economia se le llama "el planeador central'.
Veremos que seglin este modelo, las fuerzas libres del mercado
sustituyen con eficacia a ese dictador benevolente, pero antes de
abordar tal asunto, obtendremos la solucidén - punto silla -~ de
manera mas formal.
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2. Solucién analitica mediante aproximacién lineal.
¢ .

Aplicaremos a las ecuaciones (1), (6), un desarrollo en seno
de Taylor hasta lag primeras derivadas, alrededor del estado
estacionario (c,”,k.”) en el cual los derivados respecto al tiempo
se anulan. Recordemos que la formula de Taylor para este caso
seria:

g(x, y) =g (x,,¥,) +Ag(X,. V,) ¢ (X=X, V=¥,)

En este caso concreto, haciendo

u'
alc,) =—u—”';
tenemos
¢=a (c,) (£/(k,) -n o) ,

Y su gradiente estaria determinado por:

3¢
Fot ltenxn =07 (C) (£/1ke) ~01-0) | oo, iy =0
&

Por otra parte

¢
—BT:=° (e (-£% (k)

Sustituyendo en . la_ férmula planteada inicialmente,
considerando que en (c. /K )s c¢= 0, tenemos:

&.=0+(0,~a(c*) £/ (k")) (c-c* k-k*) =
==a(c*) £ (k') (k-k*) =
=~B (k-k*) con B>0

Por otro lado:

k.=£(k,) -c.,—nk,
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de- donde
‘

Ok, __ K, __, _
ac:' 12 akc =£/(k.) -n,
2 e, (-1, £/(k") -n,) -(cc-c‘,kt-k') =

dt
=(-1.8) ¢(c.~c*, k,~k*) =0 (k.~k*) -(c,—c"')

En resumen tenemos la siguiente aproximacién lineal:

Gp==B k=K o v ooa (1)
8 (k ~k*)-(c,~c®)......(6)/

Resolveremos este sistema mediante el método de sustitucién.
Derivando (6) nuevamente respecto a t, y sustituyendo (1) tenemos:
»
d¢k, . dk, dc
=0—t- ——t—()k +B (k,~k*
de? dt B )
k-eje-pk— Bk=-Bk* .

La ecuacidén caracteristica de la homogénea seria:

r3-8r-f=0

Cuya solucién es:

r=e—*@z r,>0, r,<0

La solucidn particular es kt=k* ‘. Por tanto la solucidn
general es:

k. =a,e"f+a 0™ k"

Observemos dque

o ESTA TESIS WO DER:
SAUR DE LA RGiOTECA



. €,=0 = lim, k,=k*
=0 = lim, Kk == 7

Por lo gque como era de esperarse tenemos una lnica solucién
asintéticamente estable.

3. El1 modelo de Ramsey con una economia descentralizada.

Plantearemos ahora el modelo pero suponiendo no una economia
centralizada, sino una en la que cada familia busca optimizar su
funcidén de utilidad disponiendo de una riqueza que se forma a
través del salario que reciben como trabajadores y de los intereses
por poner a disposicién de los fabricantes parte de su riqueza. Los
supuestos son muy similares a los gue anteceden y habremos afiadir
algunos mds: que cada empresa optimiza beneficios por lo que, como
se justifica en el apéndice a este capitulo:

(k) =z,
F(k,) -klglk,) =w,

r.= tasa de interés, w.=salario....... (9
Ahora el problema se plantea asi: :

max U=[ ulc,) e¥tdt
o

s.a c+da°
TR dt

DA =W AL @y . - . (9)

Donde ag = riqueza humana= kt-bpt; bpt= préstamos
Entonces aplicando de nueva cuenta el Principio Maximo:
h=u(c,) e +re® (w +ra,~c,~na,)

ok _ ~8t_3 o-Bt—
3c. =4 (c.)e¥-hre <. {10)

z

ﬁ.: -er - =_i -0ty —_4 o6t -0t
7a, Ae 0 (r,~n) dt().e Y =—Ae tt+@Ae 0, (11)

Las ecuaciones (9), (13) determinan .la solucién:
4,=w +I.a,-C,.~na,

u’(c,)
ey Fen0) . (1)
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‘ de (10) u’(c,) -A,=0; A,~u’(c,). }.t=u”(c,)cht°...(12)
de (11) A+A(r.,—n-8)=0

sustituyendo (12), u’(c,) Zi‘ﬂz’(ct) (r.~n-6) =0

. de, ulley) Ay
At m(zc n-0)...(13)

Veremos ahora que esta solucién es eguivalente a la encontrada
previamente en la economia centralizada.

Por definicién de a; tenemos:

da,_dk. G,
4t dt dt

sustituyendo esto y (9) en (14) tenemos:

dk, d,. 4
St £ (k) ~k £ ) +£ (k) (KpmBye) ~Comn ke, Bye)

dk, db,

d—t_f(k ) f (k —cc—nkp- (nb"‘+_d€£)

8i consideramos ahora que la tasa de interés de capital se
iguala con la tasa de interés por prestar, tenemos:
"dk,
Fts=f(kc) 'Cc"nkt

Que es la restriccién presupuestal de la economia
centralizada. Para obtener la otra parte del anterior sistema de
ecuaciones una sustitucidén sencilla de (9) en (14) nos lleva a:

d._ u’{c,)

/ -1~
dt —lrm(f (kc) 11 9)

Con lo cual se habri demostrado la equivalencia entre los dos,
problemas. Con esto, algunos economistas suelen concluir que la
economia planificada es equivalente a una economia en la que cada
quien busca racionalmente su beneficio propio; en otras palabras,
que nuestro mundo es el mejor de los mundos posibles.
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Lo cual si bien no parece muy adecuado como corolario
final de este trabajo, por su metodologia, acaso pudiera
servir como aliciente para gquienes sostengan puntos de vista
alternativos.
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