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INTRODUCC

Dada una variedad riemanniana, se tiene definido el concepto de curvatura
normal para cada punto. Para el caso particular de una superficie, es decir una

variedad de dimensién dos, encajada en R?, Euler definié la curvatura de la
superficie en un punto p como el producto de las curvaturas maxima y minima
de las secciones normales en el punto, es decir, de las curvaturas principales.
Posteriormente Gauss definié la curvatura de {a superficie en un punto
introduciendo la aplicacion normal cuya diferencial es autoadjunta y llamod
curvatura de la superficie en el punto al determinante de esia transformacién.
Estas dos definiciones coinciden y ademads, el teorema egregio de Gauss afirma
que el concepto de curvatura es intrinseco.

Con base en la curvatura que tiene la superficie en cada punto, se tiene una
clasificacién de los puntos de la superficie seglin la curvatura sea positiva,
negativa o cero, diferenciando aquélios en donde las dos curvaturas principales
son cero o sélo una de ellas se anula. Los puntos en donde se tengan las dos
curvaturas principales iguales se llaman puntos umbilicos.

Por cada punto que no sea umbilico pasan exactamente dos lineas de
curvatura, cosa que no sucede en los puntos umbilicos, por lo que se tiene una
red {(ortogonal) en la superficie, formada por las lineas de curvatura, en donde los
puntos umbilicos son las singularidades de esta red. Si al conjunto de puntos
umbilicos se afade la red, se obtiene la llamada configuracién principal de la
superficie.

En este trabajo se estudiardn las configuraciones principales en torno a un

punto umbilico aislado de una superficie inmersa en R' tales que el tipo
topoldgico de la configuracién se preserve bajo perturbaciones en la inmersién.
Dardoux di¢ una caracterizacién de éstos tipos poro no logré justificarla.

En el articulo (S-G] de Sotomayor y Gutiérrez (ver bibliografia} se hace un
estudio completo de las configuraciones que son estructuralmente estables
justificando fa caracterizacién hecha por Darboux, mediante un estudio local que
utiliza explosidn, técnica originada en Geometria Algebraica y usada en teoria de
Sistemas Dinadmicos y un estudio global en superficies compactas y orientables.
Este trabajo utiliza una técnica diferente a la que se tiene en [S-G] pero



propuesta por los mismos en [G-S] construyendo una variedad en donde se
facilita hacer el anéalisis para la estabilidad estructural de la configuracién
principal local.

La tesis se compone de tres capitulos, el primero expone las bases de la
Geometria Diferencial necesarios para plantear el problema, en él se introducen
definiciones y conceptoes basicos.

El segundo capitulo es de tipo técnico; en él se muestran las herramientas de
ecuaciones diferenciales, y la topologia utilizada en el espacio de inmersiones.

Por adltimo, en el tercer capitulo se hace un estudio de los campos de
direcciones principales alrededor de un punto umbilico aislado, demostrando la
caracterizacién hecha por Darboux mediente la introduccién de un haz en el cual
es posible aplicar las tdcnicas de l!a teoria de geométrica de ecuaciones
diferenciables.
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CAPITULO |

CONFslGURACl()N PRINCIPAL DE UNA SUPERFICIE
EN R

Introduccién.

En este capitulo se establecen las bases para el planteamiento del problema
a tratar en esta tesis.

Primeramente, se define el concepto de variedad, haciendo énfasis en el de
superficie en R’; posteriormente, se exponen las dos definiciones de curvatura;
la dada por Euler y la que define Gauss haciendo uso del espacio ambiente en
donde se encuentra la superficie.

Del concepto de curvatura se desprende una clasificacién de los puntos de
una superficie segin el valor de la curvatura. La clase de interés en este trabajo
es la de los puntos umbiflicos.

Se define la configuracién principal de una superficie compacta y orientada
como Ja terna formada por las lineas de curvatura y los puntos umbilicos,
particularizando después este concepto en el de configuracidn principal en torno
a un punto umbilico aislado.



§ 1. Variedades y Superficies Diferenciables.

Aunque este trabajo se centra en superficies inmersas en R' se dard la
definicién abstracta de superficie diferenciable como caso particular de una
variedad de dimensién dos, pues en muchas ocasiones sera Util ta terminologia

de variedades.

Una variedad de clase C7 de dimension n es un espacio topolégico Af en donde
para cada punto p en Af existen un conjunto abierto V(p) de M, un subconjunto
abierto de R" U, CR" y un homeomorfismo x, de V,(p) en U, tales que si

x(U,) Nx(U;) =Wno es vacio entonces se tiene que

Ui (U) - MW Yy Tk > x5 (W) son de clase €T

Figura 1.

Obsérvese entonces que los subconjuntos x (U/,) son conjuntos abiertos en
M.

A las funciones x, se les llama parametrizaciones. El conjunto x (U,)CM es

una vecindad coordenada de p en M y al conjunto { x,, U, }, méximo con respecto a

las condiciones dadas en la definicién de variedad se le conoce como atlas de la
variedad M.

Asi, dada una variedad diferenciable,el atlas correspondiente es unico, por lo

que toda parametrizacién que se esté trabajando serd compatible con las del
atlas, es decir el cambio de coordenadas con cualquiera de ellas serd de clase (7.

AMurguia Romero Patricia - Configurucion principal de una superficie en R3



A la variedad Af de dimension » se le suele denotar po‘r,medio de M" ; ademas
si las parametrizaciones son de clase C se dice simplemente que lu variedad es
diferenciable.

Ejemplos de variedades diferenciables de dimensién »# son la grafica de una
funcidén diferenciable de R'— R o la imagen inversa de un vaior regular de una
funcion diferenciable de R**' > K.

Una superficie regular en R¥ es una variedad diferenciable de dimensién dos
con la topologia relativa de R'.

Si la superficie es una variedad de clase (', entonces, la superficie es de

clase ¢

Sea M? una superficie regular en R® y sea x una parametrizacién
x:U-x(l)) CM?

en torno a un punto p EM®, una cwrva parametrizada en la superficie M® es una

funcion diferenciable v:7—» M. Es inmediato ver que, en términos de una carta, las
curvas en la superficie estdn determinadas por curvas en R, es decir, si
y:l— M es unacurva en la superficie M, entonces ¥ =x(u(8), Ut)).

El vector tangente a una curva parametrizada +(f) =x{u(f), {f)) en +(f,) esta
dado por ¥'(§) =xu' +x,v en donde x, y ¥, denotan las derivadas parciales de la
parametrizacién x con respecto a v y v evaluadas en el punto (1(4), U%)).

Se puede demosirar que el conjunto de vectores tangentes a una superficie
en un punto tiene estructura de espacio vectorial cuya dimensién es dos y como

la superficie es regular, si x es una parametrizacién en tomo a pEM?, el
conjunto ,{x,, x_} es un conjunto linealmente independiente en todo punto, por

lo que todo vector tangente a la superficie es combinacién lineal de x, v x,.

Al espacio vectorial generado por {r,, x } se le conoce como el espacio

tangente a la superficie en el punto p y se denota mediante 7M.
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§ 2. Funciones Diferenciables.

Sean M" y N" variedades diferenciables vy £V CAM-> N una funcién
definida en un abierto V" de M, se dice que fes diferenciable en un punto p de V si
dado {{/x}en el atlas de Afy {i¥,y} en el atlas de N, con pEx) y Ax{I)) CTHAW)

se tiene que la composicién y~'- r~xU-> R® es diferenciable en x '(p) como
funcion de K" en R".

La siguiente ilustracién es un esquema de las composiciones que es necesario
efectuar para la comprobacion de la diferenciabilidad de una funcion:

x ﬁ - — N S ,
Aq;j y Hx 5 —@—\—N

Figura 2.

Si /:M- N es una funcién diferenciable en un punto p en M, se define /a
diferencial de f en p como la transformacién lineal df; M- T, N dada por

dii{a’{0)) =(  «)'(0), en donde « es una curva parametrizada en M tal que

a(0)=p.

Un caso especial de funciones diferenciables es el de las inmersiones, en
donde f es una inmersion de M en la varedad N si fM-N es una funcién
diferenciable tal que su diferencial df, es inyectiva para todo punto p en M. Si la
funcién es de clase C" se dice que la inmersi6n es de clase C°

Nétese que la inmersién de una superficie en R no necesariamente es una
superficie regular en R? pues puede tener autointersecciones, pero como este

trabajo se centra en un estudio local de superficies inmersas, el tener
autointersecciones no representa ningtn problema, pues la diferencial de la

inmersién df, es biyectiva y f es un difeomorfismo local, hecho de importancia

para poder definir TPM en cada punto de una vecindad de p en fiM).
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Se volverd a tratar con inmersiones ya que son las funciones que se
perturbaradn para obtener aqueitas que son estructuralmente aestables.

Un ejemplo de inmersién de & en R° que no es un encaje estd dado por
S (-41.12-4). Obsérvese que en ¢ hay una interseccion, pues f12) -f-2), pero al
restringir / a una pequena vecindad (2-¢2+¢) del 0, se tiene que / es inyectiva,
como se puede observar en la siguiente figura:

Figura 3.

§ 3. Curvatura.

El concepto de curvatura es necesatio para definir el de configuracién
principal. Se dardn a continuacién dos definiciones de curvatura de una
superficie; la definicién que da Euler se basa en el concepto de curvatura normal
y la que define posteriormente Gauss invofucra un campo vectorial normal a la
superficie, idea que se puede generalizar para definir curvatura de una variedad

de dimensién n inmersa en algin R™.
Sean M una superficie regular en R® pE M, N, un vector normal a ta

superficie basado en p y vE T,M un vector tangente no nulo, entonces fa

interseccidn de .M con el plano que contiens a vy a N, se lama seccion normal

o) . . e
de M en la direccion v.

Se tiene entonces una seccidén normal para cada direccién en 7,M. Como las

secciones normales son curvas regulares en la superficie, se puede obtener la
curvatura de cada una de ellas.

Sea o una curva en la superficie M con tangente v en p. Sea ¢ el dngulo
entre el vector normal a la curva « y el vector normal a la superficie en p. Sea k_
la curvatura de la curva o en p vista como curva en R? .

Murguia Romero Patricia -7- Configuracion principal d¢ una superficie en R3



Entonces /u r.nrva/ma nr)/mal du lu \u/;e/ f ue AI en el /)umo ) cn Ia dlI‘L'LLI()II du ves
Kk (\) A c05(0)

/-A-u--., N kp
" ~""¢nu|¢d‘.'~""nmu

Figura 4.

Se puede demostrar que todas las curvas en una superficie M? que tienen la
misma recta tangente en p tienen la misma curvatura normal, en particular la
seccién normal que estd determinada por esa direccién tangente.

Considérese la funcién k,,.'T;M—:IZ que a cada direcciébn v en el plano

tangente le asocia la curvatura de la seccién normal correspondiente (obsérvese
que se estd definiendo esta funcién para un punto fijo en la superficie). Si
restringimos esta funcién al circulo unitario que es un compacto, se tiene que la

funcién 4, alcanza su valor méximo &, y su minimo &, en dos direcciones
espacificas, si ho es constante.

La siguiente definicidn es la que Euler da para curvatura en términos de las
curvaturas normales maxima y minima.

Si M es una superficie en R, entonces /a curvatura de la superficie MF enp es

el producto de las curvaturas normales méxima y minima. Es decir, K, =k k

Se tiene una clasificacién para los puntos de una superficie, dada en
términos de la curvatura que tiene la superficie en cada punto:

p es un punto eliptico sik, k, >0
P es un punto hiperbolico si k, k, <0

p es parabolico si k, k, =0y k, 6 k,no es cero
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# es un punto plano sik, =k, 0.
La siguiente figura ilustra los tipos de puntos que tiene un tora de revolucion.
- « 1 Parabélico

® 2 Hiperbélico
@ 3 Eliptico

Figura 5.

Parametrizando con la funcién altura respecto al plano tangente,se puede
demostrar que, para todo punto pEM? eliptico, existe una vecindad en tomo al
punto p en la superficie tal que tode punto de la vecindad se encuentra del
mismo lado del plano tangente 7,M. Si p es un punto hiperbdlico, para toda
vecindad del punto p los puntos de ésta quedardn de ambos lados del plano
tangente T,M. Si el punto es parabdlico o plano, es decir K, =0, pueden ocurrir
ambas situaciones.

Los puntos umbilicos son aquéllos en donde k =k&,.

La conjetura de Caratheodory dice que una superficie regular, orientable,
compacta y convexa tiene al menos dos puntos umbilicos. La esfera y el plano
son superficies en donde todos sus puntos son umbilicos, un elipsoide que no
sea de revolucidn tiene solamente cuatro puntos umbilicos y son aislados.

Afurguia Romero Patricia -9- Configuracion principal de una superficie en R3



Cada uno de los tipos de elipsoides esta determinado por una ecuacion, por
lo que se puede pensar en cdmo cambia el conjunto de puntos umbilicos en una
superficie segin cambia la ecuacién que la determina. Al perturbar ia ecuacidén
que describe la esfera X +y +# =a°, lo que se obtiene es un elipsoide de

revolucion X +gy? +2 =a° & #1, el cual ya no tiene todos sus puntos umbilicos

a pesar de tener curvas de puntos umbiicos, y al perturbarlo se obtiene un

elipsoide que no es de revolucién X +ey +52 =a> € »=§ el cual sdlo tiene cuatro
puntos umbilicos y son aislados.

Ewpec et o 14 usén Fiproin ra de omu'uouln

Figura 6.

Si M es una superficie regular en R, entonces todo punto p€ M* que no
sea umbilico tiene las curvaturas normales méxima y minima distintas.

A continuacién se da el concepto de orientabilidad para poder definir
curvatura de una superficie regular mediante la aplicacién de Gauss.

Si p es un punto en la superficie M° C R, el plano tangente a M en p, T,M,

tiene dimensién dos y por lo tanto hay una Unica direccién normal a ese plano y
dos posibles vectores normales unitarios.

Dada una superficie regular M en R*, un campa vectorial normal en M es una
funcién N de clase ¢ N:M > R tal que Mp) es un vector normal a la
superficie en p.

Si es posible escoger un campao de vectores normales unitarios continuc para

toda ia superficie M, entonces se dird que la superficie es orientable. Si el campo
de vectores normales estd dado, la superficie es una superficie orientada y al

campo { N,} de vectores normales se le Hama orientacicn de la superficie.

AMurguta Romero Patricia -10- Configuracion principal de una superficie en R3



Como ejemplos de superficies orientables estan el elipsoide o un cilindro y de
superficie no orientable la banda de Mdbius, ndtese que al pedir que los vectores
sean unitarios se ha impedido el que los vectores se anulen.

Obsérvese que el concepto de orientabilidad es de tipo global, sin embargo
localmente, siempre se puede definir un campo vectorial normal unitario aunque
la superficie no sea orientable, pues si x es una parametrizacién en torno a p y

x, v x, las derivadas parciales de x con respecto de 1 y de v, entonces se tiene

que los vectores N,(uv) =(x, Ax,)/|(x, Ax,)| varian no s6lo continuamente sino
diferenciablemente con respecto a # ¥y v en esa vecindad.

De ahora en adelante se trabajard con superficies locales regulares, es decir,
con una vecindad coordenada de una superficie regular, que admitird un campo
de vectores normales unitarios continuo "global" y por lo tanto serd orientable.

La aplicacion de Gauss estd definida en una superficie regular orientada y
toma valores en la esfera de dimensién 2 y a cada punto en la superficie le

asocia el vector normal unitario correspondiente a p determinado por la
orientacién:

NM -~ & tal que N(p) =N,

A esta aplicacion se le llama la aplicacion de Gauss.

N,

Figura 7.

Notese que la diferencial de esta aplicacion se puede ver como la
transformacioén lineal

dN,; M- T.M,
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pues 7,M es paralelo a Tan™ ya que el vector normal N, es paralelo al vector

normal a &, por lo tanto, se puede identificar a T,M con TMI,)M.

Gauss 1amo curvatura de la superficie M en p al determinante de la diferencial

dN,.

Se puede demostrar® que la derivada de la aplicacién de Gauss es lineal y

autoadjunta, utilizando el hecho de que (N,xu) =(N, x,) =0 por ser vectores
perpendiculares. Esto permitirda definir una forma cuadrética en la superficie.

§ 4. Primera y Segunda Formas Fundamentales.

Al estar trabajando con superficies en R, se puede introducir en la
superficie una manera de medir, pues el producto interior usual en R?® induce un

producto interior en cada plano tangente M dado por ()F donde el producto

(v, ws), de w,w ET,M es el producto {w, w,) como vectores en R*, por lo tanto
se puede definir una forma cuadrdtica en cada espacio tangente

1, T,M- R dada por I,(w) =(w w)F

A la forma cuadrética /, se le llama primera forma fundamental de la superficie en
el punio p.

Utilizando el hecho de que la derivada de la aplicacién de Gauss es una
transformacién autoadjunta, so tiene definida otra forma cuadrética

I, T,M~ R tal que IL,(w) == (dN(w)w)_

A la forma cuadrética /I, se le conoce como 1a segunda forma fundamental de la
superficie en el punto p.

' [Dc) pag.140
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A los valores maximo y minimo de la segunda forma fundamental J/,
restringida al circulo unitario, se les lama curvaiuras principales de la superficie en
P

Es facil demostrar® que el valor de la segunda forma cuadratica en

vEs C7T,M coincide con la curvatura normal en la direccién de v definida por
Euler, es decir

1,(9) =k(¥)

Por io tanto el méaximo y el minimo de las curvaturas normales de una
superficie en el punto p coinciden con las curvaturas principales en p.

Reescribiendo la definicién de curvatura en términos de las curvaturas
principales queda: La curvatura de una superficie en un punto p es el producto
de las curvaturas principales en dicho punto.

La primera y la segunda formas cuadréticas tienen una expresién en términos
de las coordenadas locales. Sea x una parametrizaciéon de M en torno a un
punto pEM. Si vET,M entonces v=a'(0) para alguna curva parametrizada

alt) =(u(t), (1)) con of0) =p. Asi v=x,-u'(0) +x,- ¥(0). Por lo tanto se puede ver
que:

1(» =E,u (07 +Fu'(0)¥(0) +G,v (0

en donde E, =(xu,.r“)p,l~;,=(xu,xy)ﬂ,G,, =(xv,.r,)n son diferenciables en una

vecindad def punto p v se les conoce comao los coeficientes de la primera forma
JSundamental. Entonces se tiene la sigulente expresién:

E A}
(@) = w)( - gI':,)

' [Dcl Pag.142
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A continuacién se determinaran los coeficientes de la segunda forma
fundamental en términos de una parametrizacién v de Af en torno a p. Témese

N, el vector normal unitario a A en p. Sea off) =x{ufr),t)) una curva

parametrizada en A con «(0) =p; entonces el vector tangente a la curva «(t) en
el punto p es «a'(0) vy la derivada de la aplicacidén de Gauss en «o'(0) tiene la
farma siguiente:

N () =N, &' +N,: ¥

en donde N, y N, son las derivadas parciales de la aplicacién de Gauss con
respecto a » y v. Como N,, N.€ T,M tienen una expresion en términos de la

base {x,, x,}, la segunda forma fundamental se escribe como:
1,(a'(0)) =~(dN (' (0)),a’(0))
=—<M- u NV, x5, U V)p
=e, ('Y +2 £ v 12,(V)?

en donde ¢, =—(N, ) by =—(Nw\’u>,, =~(N,x),. & =~ N, xv)p son funciones
diferenciables de uy v.

A las funciones e f y g se les llama coeficientes de la segunda forma fundamental.

Igual que con la primera forma fundamental, se tiene la siguiente expresidn

matricial:
I, vy =(u V)(er Q("J;]

De las igualdades (N, Xu>,, =(N,xv)p =0, derivando se obtiene que

e Nixu)s £ =(Nox) =(Nox.). 8, =(Nx,)

Esta expresién para los coeficientes de la segunda forma fundamental serd
de utilidad posteriormente.
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§ 5. Configuraciones Principales.

En esta seccién se definird la configuracién principal de una superficie,
englobando en ella lineas de curvatura y puntos umbilicos. Este trabajo tiene
como objetivo caracterizar a las configuraciones principales locales, (es decir, en
una vecindad de un punto umbilico aislado) que son invariantes en tipo
topoiégico, bajo perturbaciones en la inmersién.

Una curva en una superficie M tal que su tangente en cada punto coincide
con una direccién principal se Hama linea de curvatura.

Obsérvese que una curva parametrizada regular « en M es linea de
curvatura si y sélo si dN,,(a'(f)) =A(5)-o'(f), con A(t) una funcién diferenciable y

por lo tanto —A{f) es la curvatura principal a lo largo de o(7).

Ya que en cada punto que no sea umbilico se tienen dos direcciones
principales distintas, se pueden definir dos campos de direcciones ortogonales,
dados por las direcciones principales en la superficie mencs los puntos
umbilicos.

Al conjunto de las curvas integrales de uno de estos campos se le llama
Jfoliacion principal. La foliacion principal maxima ¥ corresponde a la familia de curvas
integrales del campo de direcciones principales méximas y la foliacion principal
minima f a la familia de curvas integrales de! campo de direcciones principales
minimas.

Figura 8.

La configuracion principal de la superficie M es la terna (F.f,U) formada por la
familia de curvas principales méximas y minimas y el conjunto de puntos
umbilicos .

Como vya se ha dicho, este trabajo se basa en un estudio local, por lo que se
manejara el concepto de configuracion principal local en torno a un punto umbilico
aislado considerando la configuracién principal sélo en una vecindad del punto
umbilico.
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Las lincas de curvatura se pueden caracterizar por una ecuacion diferencial
en términos de los coeficientes de la primera y segunda forma fundamental.

Haciendo algunos cdlculos y utilizando la expresién de dN, en términos de la

base { x,, x,} se obtiene que:

e )

Si alf) =x(u{r), ¢)) es una curva parametrizada en la superficie M entonces
a'(t) =x, U +x,V y se tiene que o) es linea de curvatura si y sélo si

dN,(a'(t)) =A(¢) o'(¢); al igualar coordenadas y eliminar A se obtiene:

{ fE- eF)u")? HEE-eGlu'v' HgF- GHv)? =0 ....{LC)

A esta ecuacidn se le conoce como ecuacion diferencial de lineas de curvatura.
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CAPITULO 11

INMERSIONES, CAMPOS VECTORIALES Y
ESTABILIDAD ESTRUCTURAL.

Introduccién.

Este capitulo reune los conceptos técnicos que se utilizaran posteriormente,
en él se estudiard el espacio de inmersiones, el de campos vectoriales y la
nocién de estabilidad estructural local.

La configuracién principal local de una inmersién en tomo a un punto
umbilico aislado, estd definida por las foliaciones principales; por eso, para
estudiar la estabilidad estructural de la configuracién principal determinada por
una inmersién, es necesario observar los cambios que presenta la foliacién al
aplicar pequefas perturbaciones en la inmersién.

La justificacién de la estabilidad estructural de las configuraciones principales
propuestas por Darboux, se hard mediante técnicas de la teoria geométrica de
las ecuaciones diferenciales, por eso se expondrin algunos resultados sobre
estabilidad estructural de campos vectoriales; en especial, el teorema de
Grobman y Hartman que asegura que un campo vectorial es localmente
conjugado a su parte lineal en una singularidad hiperbdlica.

En todo el capitulo, se trabajard con variedades regulares orientables y
compactas.



§ 1. El espacio de inmersiones.

En esta seccién se definird una topologia en e! espacio de inmersiones
conveniente para el estudio de la estabilidad estructural de configuraciones
principales locales. Dicha topologia serd aquélla que considere cercania en
derivadas; por lo tanto, se trabajard con la topologia compactc abierta,
considerando las derivadas hasta cierto orden.

Sean M y N variedades de clase (7. C'{M,N denatard el conjunto de
aplicaciones de clase (fde Ma N.
Para introducir la topologia compacto abierta en el conjunto C{MM,

considérese una funcidn FECIMN) v (xU) v (V) cartas en My N
respectivamente, y K un subconjunto compacto de M con KC U/ tal que f{K)C V;
entonces los conjuntos subbdasicos de la topologia compacto abierta estan dados
por

M £ KWV =g EC(M N £K) C V)

Se construird una nueva topologia, en donde una vecindad de F&C(MN)

consta de las funciones g EC(M, N) cercanas a f y tales que las derivadas hasta
de orden s estdn cercanas a las de £ controlando esta cercania sélo en conjuntos
compactos.

Los conjuntos subbisicos para esta nueva topologia, estdn dados por los
conjuntos definidos a continuacion.

Sean FEC(MN),(xU) y (y V) cartas en My N, respectivamente, y K un

subconjunto compacto de Mtal que KC Uy f(K) CV y sea § €0, «]; entonces,
un conjunto subbdésico para la nueva topclogia sera:

N{L(x U5 V). K D)

={2 ECTM N} &l K) C V| DAy~ X p) =D yex™ NP3 ¥ p EX(K).j ELO.1..5}}

A la topologia generada por estos conjuntos como subbdsicos se le l[lama
topologia débil o compacto abierta C**. A C'(M, N) con esta topologia se le denota
por C™(M, N)
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Como se puede observar, el conjunto de inmersiones de clase " de una
variedad ‘M en otra variedad N, que se denotard por /nn (M N), es un
subconjunto del conjunto de transformaciones de clase C° de M a N. Asi,

Inm’( M, N) es un espacio topoldgico con la topologia relativa de C'(M, N).

§ 2. Campos Vectoriales.

Un campoe wectorial diferenciable (tangente) definido en UCM, es una
aplicacién diferenciable que a cada punto p €M, le asigna un vector X{p) ETLM.

El conjunto de campos vectoriales diferenciables definidos en A se denotard
mediante X(Af) y tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones

naturales y de espacio topolégico con la topologia compacto abierta C**
considerando a los campos como funciones. (Obsérvese que en este caso r =
pues los campos son diferenciables). La estructura de espacio topoldgico es
fundamental para definir el concepto de estabilidad estructural.

Un punto p EM es una singularidad del campo X si X{p) =0.

Una cunva integral o trayectoria de un campo vectorial X por p es una curva
diferenciable a:/ - M tal que a(0) =p vy o' (f) =X(«a(t)) para toda t €/1.

Ejemplo:

Témese M =R? y el campo X(x,3) =(x,—3y), entonces o(f) =(x,ne ) es
la trayectoria por el punto (x,,);) del campo X
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Figura 9.

Sea X €X(M) un campo vectorial en M. A la curva integral que pasa por p
en el tiempo ¢ =0 se le denota mediante X,(p), X,(p):R—> M.

La siguiente definicion ayudard a ver que el retrato fase de un campo
vectorial sin singularidades es localmente como rectas paralelas a un eje
coordenado de R

Un grupo de difeomorfismos a un pardmetro es una funcién
e:RXU-> U tal que (1, p) =p,(p)
y satisface:
1. ¢ es diferenciable.
2. La familia {¢, / t €R} es tal que ¢, ¢, =¢,,, paratoda tLsERY ¢, =/d.
Las condiciones 1 y 2 implican:

3. Para cada t €R ¢,: U~ U es un difeomorfismo.

Dado un campo vectorial no nulo en U un abierto de M tal que p, €U,
existe® § >0 tal que st J =(-9,5) se tiene definido un grupo de difeomorfismos a
un parametro ¢:/ XU~ U tal que:

' [DC] pag.17€
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WOP =Py pllsp) =Xp(tip) ¥ pEU.

A esta funcién se le llama’ el flujo local del cz:)npo X'y determina una foliacién
en U CAM. :

Dado un campo vectorial X definido en UCM y p €U tal que X(p) =0, se
puede demostrar' que existen V CU una vecindad de py f: V- R diferenciable

tal que f(X(g)) =C donde C es una constante; es decir, fes constante a lo largo

de cada trayectoria del campo X y df; =0 para todo punto gen V.

C
X {a)
o N YN 1
V
H 3"
Figura 10.

Si ¢ es la restriccién del flujo local al abierto W={(/ XV) N(¢,x,5)/ x =0} y

7, €s la proyeccion Tl XW-> W, la funcién f=ry'q_o_l es tal que f(X(q) =¢q
para toda t €/ y se llama /a primera integral del campo X en una vecindad del punto p.

Nétese que la existencia de la primera integral asegura que en una vecindad
donde el campo no se anula, el retrato fase del campo se puede ver como rectas
paralelas. En otras palabras se dice que el abierto estd4 "foliado” por las
trayectorias del campo.

Si M es una superficie diferenciable, una foliacidn de clase C"de dimensidén uno
es un atlas {no maximal) & de Mde clase C tal que

* {DC] pag. 177
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~al Si (¥, U) ES éﬁton"c'es',‘r '(U)"=U,'><Uz CRXR con. Uy U;son abiertos en
FEENTNY o IR 'Si,,‘ (.v;LIj," (yi,vV)VES' ‘son 1tales que - UnNV=, entonces
yoxrhqUN Vs (UNVY) es tal que y x'(a,b) #(Iq(a,b),hz_(b)), es decir,

y- x~! manda rectas horizontales en rectas horizontales.

La siguiente figura ilustra esta definicion:

e |
¥yX [ S
N

Figura 11.
En seguida se verd que si se tiene un campo vectorial no nulo definido en un
subconjunto U C M automdticamente se tiene una foliacién de U determinada
por las curvas integrales del campo.

Se puede definir un campo vectorial a traves de un grupo de difeomorfismos
a un parametro.

Si se tiene un grupo a un parémetro de difeomorfismos {w,} definido para

todo pEUCM y t €1, donde [ es un intervalo abierto alrededor del 0, se tiene
un campo vectorial X en U C M definido por la ecuacion:

-4
X(l’) —d"lot(p)

cuyas curvas integrales en una vecindad del punto estdn dadas por los
dieomorfismos, es decir: X(p) =¢,(p).
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Por lo que se puede observar que el flujo local de.un campo vectorial no nulo
es un grupc a un pardmetro de difeomorfismos restringido a un intervalo.

Con esto queda establecida la existencia de una correspondencia entre
campos vecteriales sin singularidades y grupos de difeomorfismos a un
pardmetro.

Si Xes un campo vectorial, una separatriz es una trayectoria X;(p) que tiende

a una singularidad g del campo X, conforme ¢ tiende a mds (6 menos) infinitc y
su cerradura es una curva analitica.

Las separatrices de un campo que se definird posteriormente, seran
determinantes para describir la estructura cualitativa de las configuraciones
principales locales estructuralmente estables.

§ 3. Campos Lineales y Singularidades Hiperbdlicas

Las singularidades hiperbdlicas y los campos lineales son fundamentales en
el estudio cualitativo de los campos vectoriales. En este trabajo, se definirdn
campos vectoriales lineales con un numero finito de singularidades hiperbdlicas
aisladas, asociados a las configuraciones principales, cuyas separatices
determinaran la estructura topoldégica de las configuraciones principales locales
que sean estructuralmente estables.

A continuacion se da una justificacion de poder trabajar locaimente con
campos vectoriales en el espacio euclidiano R’, en lugar de trabajar directamente
con las campos definidos en una variedad de dimensién n.

Si fes un aplicacién diferenciable entre las superficies My Ny X es un
campo vectorial en M, entonces, finduce un campo vectoral Yen A M) dado
por df(X) =Y. Es decir:

Y/ (p)) =df (X (p)) €T )N

Por ejemplo, considérese un campo vectorial definido en Ia esfera y como el
difeomorfismo {local) la proyeccién estereografica de al esfera al! plano, entonces
este difeomorfismo induce un campo vectorial en R.

Si fes un difeomorfismo entre dos superficies My Ny afl) es la curva
integral por p en M, de un campo vectorial X € ¥(A); entonces, fla(t)) serd una
curva integral por el punto f{p) del campo Y inducido por f.
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-En el caso en que el difeomorfismo sea una carta xen M x U CM-» R, el
campo inducido se llamard Ja expresion en coordenadas Jocales del campo X Q{(Af).
Es decir, el campo Y=dq X) es un campo vectorial definido en x(U) tali que

Y p)) =dx,{ X p)).

Si p, es una singularidad de un campo vectorial X definido en R, vy si dX
denota la diferencial de la funcién X: k"~ R, la ecuacion:

X =Ax con A=dX,
define un campo vectorial Ax lamado parte lineal del campo Xen p,.

Sea L(R") el espacio vectorial de transformaciones tineales ' en R",
considérese la siguiente norma’ :

[2] =sup{jLv|/]p} =1} er

Un campo vectorial lineal en R’ es un campo vectorial X & ¥(R") tal que
X(x) =A(x) en donde AEL(R") es una transformacién lineal.
Como A es una transformacién lineal se puede hablar de sus valores

propios; cuando éstos tienen parte rea! diferente de cero, se dice que el campo
vectorial lineal es un campo hiperbdliico.

Si L EL(R") es un campo vectorial lineal hiperbélico, y €l flujo del campo es
1, entonces I, es un isomorfisino hiperbdlico, es decir, que los valores propios del
isomorfismo L, no tienen norma uno.

Sean X € X(M) y p en M una singularidad de X se dice que p es una

singularidad hiperbdlica si la parte lineal en pde X; dX,:R'~ R, na tiene valores
propios en el eje imaginario.

* Se ests denotando Ia norma en RR" por valores absolutos “ y la norma en el espacio de

transformaciones por }”[
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En la siguiente seccion se tratard la estabilidad estructural local de un campo
en una singularidad hiperbdlica. -

§ 4. Estabilidad Estructural.

El estudiar la estabilidad estructural de las configuraciones principales se
traducird en estudiar la estabilidad estructural de ciertos campos vectoriales
asociados a ellas. En esta seccién se expone el concepto de estabilidad
estructural para campos vectoriales, el cual proporciona una ciasificacion de los
campos tales que la familia de las curvas integrales no cambian su tipo
topolégico bajo pequeriias perturbaciones en él.

Si Xy Yson dos campos vectoriales tangentes en M, se dice que son
topoldgicamente equivalentes si existe un homeomorfismo A: M-+ M tal que manda
trayectorias del campo X en trayectorias del campo Y preservando su
orientacién, es decir, /{.X,(p)) =¥ (#(p)) con 1t &0,¢&) y s €0,8) con & =d(¢).

Al homeomorfismo 4 se le llama equivalencia topoldgica entre los campos Xy Y.

Si h es una equivalencia topoldgica entre dos campos vectoriales X'y Y,
entonces p es una singularidad de X si y sélo si i(p)lo es del campo Y.

La siguiente definicién se introduce pues el tratamiento hecho en esta tesis
es de tipo local.

Sean X,Y E¥(M) vy p g EM; los campos Xy Yson topoldgicamente equivalentes
en p y q si existen vecindades V,, ¥, en My un homeomorfismo /.¥, — V, tal que

K p) =q y lleva trayectorias de Xen trayectorias de Ypreservando su orientacién.

Sean X un campo vectorial definido en My p un punto en M. E! campo
vectorial X es localmente estructuralmente estable en p si para cualquier vecindad

U, C M existe una vecindad d, Cx{M) de Xtal que para cada YEI,, X vy Y

son topoldégicamente equivalentes en p y g para alguna g €u,.
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Dada una M superficie inmersa en. & bajo a Elnnf(M,R') se dice que /a
configuracion principal de la superficie es C° estructuralmente estable en un punto p, si
para toda vecindad W, de p en M, existe una vecindad de a, U, C/lan™(M, Ry,

tal que para toda 8 €l/,, exista un punto gEW, v vecindades V., y V de py ¢

respectivamente, y un homeomorfismo /mV,—» ¥ que es una equivalencia

topoldgica entre v.y Y.

Para estudiar la estabilidad estructural de una configuracién, seran
necesarios algunos resultados importantes relacionados con singularidades
hiperbdlicas; el primera es el teorema de Grobman-Hartman, que asegura la
equivalencia topoldgica entre un campo y su parte lineal en una vecindad de una
singularidad hiperbdlica.

Los siguientes resultados son necesarios para la demostracidén del teorema
de Grobman-Hartman y se enunciardn omitiendo su demostracién que puede
consultarse en (P-M] pp.61,65 y 66.

¢ lema [. Sea A un isomorfismo hiperbdlico en R'; existe €>0 tal que si
©, P, ECHR") tal que ¢, Yo tienen constantes de Lipschitz menores o iguales que &
entonces A+, Y A+, son conjugados.

& Lema 2, Sea X V- R’ un campo vectorial C" con X{0) =0. Sea L =dX, su parte

lineal en cero, dada £<0 existe un campo Y. R~ R’ Lipschitz con constante K con las
siguientes propiedades:

1. Y=L fuera de una bola de radio e.

2. Y=Xen un abierto U que contiene al cero, contenido en V.

3. 8 Y =I,+g, emonces g tiene constante de Lipschitz a2 lo mas e. y d(g), =0, es
decir, d(X), =1;.

& Jeorena. (G-H) Sea X un campo vectorial C° definido en V y sea 0 una
singularidad hiperbolica de X, 87 L =dX,, entonces X es localmente equivalente a L en 0,
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Demostracion.

Sea X =L +y en una vecindad del cero tal que ¢ (0) =0 y ¢¢, =0 y sea Yun
campo vectorial que satisfaga las condiciones del lema 2, en donde Y tiene la
forma Y =/ +g con

_ a(xDe(x) si x &’
£0) ’{O six &

y o es una funcién diferenciable definida por

1 si [{ <ef2
a(x) = .
0 si |1 =e

Por lo que Y=Xen B, la bola de radio ¢/2 y centro en el origen, y Y=L fuera
de B,.

Como X=Y en una vecindad del cero, es triviai el que X es localmente
conjugado a Y, por lo que basta demostrar que Yes localmente conjugado a Ly
asi, por transitividad, se tendrd que Xes localmente conjugado a L.

Como ¥, =/, +g, entonces d(Y), =1 pues d(g), =0, por lo que d(Y)), es un
isomorfismo hiperbdlico. Entonces, como Y =L +g y g tiene constante de

Lipschitz a lo mds g se tiene, por el lema 1, que [ y Lison localmente
conjugados. Es decir, existe un homeomorfismo / entre vecindades del cero tal
que Al =Lh

Con este homeomorfismo, se construird una conjugacién H entre los campos
Yy L dada por: -

1
H =] L_hY, dt
[+]

Obsérvese que HY =[,H y hY, =L i1, por lo que, H serd un homeomorfismo.

Haciendo algunas operaciones sencillas, se demuestra que HY, =L H para toda
s €R. Por lo tanto los capos Yy L son localmente conjugados.
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Asi se concluye la demostracién del teorema, pues se tiene que Xy L son
campos localmente conjugados.® {Teo G-H]

Por ultimo, se dard la definicién de campo de direcciones, ya que son los
campos con los que se desea trabajar.

Un campo de direcciones r en un abierto U C R es una correspondencia que a
cada punto pen U/ le asigna una linea r(p) €& que pasa por p.
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CAPITULO 1]

CONFIGURACIONES PRINCIPALES LOCAL.ES
ESTRUCTURALMENTE ESTABLES.

Introduccién.

Se desea estudiar la estabilidad estructural de la configuracién principal en
torno a un punto umbilico aislado p de una superficie M inmersa en R, para lo
cual se introduce una parametrizacién canénica en una vecindad del punto
umbilico que queda determinada por cuatro pardmetros (k, a, b y o) y la ecuacién
de lineas de curvatura, en términos de esta parametrizacién, involucra solamente
a tres de ellos {a, b y ¢), por lo que perturbar la configuracién se traduce en una
perturbacién de los parametros a, by c.

La demostracién del teorema principal en esta tesis se basa en técnicas de
ecuaciones diferenciales utilizando un objeto adecuado para estudiar la ecuacion
de direcciones principales, que es el haz vectorial PM, en donde se define una
superficie LM determinada por las lineas de curvatura principales mdxima y
minima.

En la variedad PM se define un campo vectorial W tangente a la superficie
LAf que fuera del conjunto determinado por el punto umbilico corresponde al

campo » de direcciones principales de M—{p}, por lo que bastard hacer el
anélisis en el campo W que bajo las condiciones de Darboux tendrd un nimero
finito de singularidades hiperbdélicas aisladas. Estas condiciones estdn
determinadas por desigualdades en términos de los pardmetros a, by c vy
caracterizan a los puntos umbilicos en donde la configuracién principal local es
estructuralmente estable.

-t



§ 1. Parametrizacion Canonica de una superficie inmersa en R3,

Una superficie diferenciable admite distintas inmersiones en R', cada una de
las cuales determina una configuracién principal. Dada una superficie inmersa, se
estudiard cuales configuraciones principales no varian bajo cambios pequefios en
la inmersion.

Si M es una superficie inmersa en R y p €M es un punto umbilico aislado,
se puede obtener una parametrizacién utilizando la funcién ailtura respecto al

plano tangente 7,M, que es el que parametriza y se mostrard que puede tener la
forma siguiente:

Ay vy B —> M 1al que

{u ) =(u, v(M2) i + ) Hal6)i? H{b/2)uv? H[6)V +R)

en donde’
R=o((u® +V)), k =h,(0,0) =h(0,0), a =h,,(0,0), b=h,(0,0), c=A,,0,0)

y hUCR - Resia funcién altura tal que A(0,0) =0,

Para esto tdmese la siguiente parametrizacién, en torno a p un punto
umbilico aislado colocado en el origen:

u, v) =(uy v My, v))

en donde h es la funcién altura respecto al plano tangente identificado con el
plano xy. Témese el polinomio de Taylaor de orden tres de la funcidn altura,
alrededor del cero:

hwﬁa=h+m+m+%wmm+um”+Jm)+§£mw+w%mw+mfmw+3mg+R

todas ellas evaluadas en (0,0). Entonces se tiene que:

a) h(0,0) =0 por ser hla funcién altura respecto a M,

* 0 =(0,0,0) €R'
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b) %,(0,0) =(1,0,4,(0,0)) =(1,0.0) y  x(0, 0): _(o 1, h(O 0)) 0,1,0) porque -
x, X, €M entonces £,(0,0) =4,(0,0) -O v vy

" ¢) como el § es un punto umbilico, la matriz de la segunda Torma cuadratica’
es diagonal; entonces f=0 por lo que 4,(0,0) =0 o

Por lo tanto, para (u,) en una vecindad de (0,0) la funcién tiene la siguiente
expresién:

Bu,v) =(2)WF +V) +(1f6)ad® +3diPv +3bu? +cv') +R
con lo cual se obtiene una parametrizacidn de la forma
xu, ¥y =(u, v, (2)(F +V7) Ha/6)® +df2)iPv +(H2uv? 6V +Ry
El coeficiente del término u’v se puede anular pues al plantear la ecuacién

para ver que existe una rotacién que lo elimina, ésta queda de tercer grado por lo
que al menos existe una solucidn real, obieniendo asfi, la parametrizacidn:

[ 9 =(u w(i2)e? +V) Ha/6)F Hb2)ui HJ6)V +R)

A esta parametrizacion se le Hama parametrizacion candnica

Los coeficientes de la primera y segunda formas fundamentales en términos
de una parametrizacion de este tipo tendrdn la siguiente expresién:

E=|+&, F=hh, G=|1+K, e=h,, F=h,. g=h,

en donde todas las  funciones E=Euv, F=Fuv,G=GFuyv) vy
e=elu v), £=1ARuv) g=gluv) son funciones diferenciables que dependen del
punto (u,v).

La ecuacidn diferencial de lineas de curvatura es:

(gF — G V) HgE —eG){(u'V) H fE —eF)(u')? =0
que en términos de esta parametrizacién se escribe
(bv + LYV Y —((b —a)u +cv +Myud' v ~{(bv + N)(u')? =0

* Pag.14
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pues
gF =G =—hhh, ~h,, +hJ: =bv+L

gE —eG =h,, —h, +h B ~h h2 =(b—a)u +cv) +M)

fE ~eF =h,, +h B —hh, =~bv+N)

en donde L .My Nson funciones diferenciables de v y v que agrupan términos de
grado mayor o igual a 2.

Por lo que la ecuacion de lineas de curvatura en términos de la
parametrizaciéon candnica se expresa:

[(bv + LY(v)? —((b —a)u +cv+Myu' v <(bv + N)(d' ) =0] ...{LC)

§ 2. Caracterizacion de las Configuraciones Locales Estructuralmente
Estables.

En un punto umbilico todas las direcciones son direcciones principales, pero
no toda curva por el punto umbflico es linea de curvatura. En este capitulo se
verd que hay configuraciones principales locales que tienen una, dos 6 ftres
direcciones por las cuales pasan lineas de curvatura, algunas de estas
configuraciones seran estructuralmente estables.

Para determinar las direcciones por las cuales pasan lineas de curvatura
basta tomar una aproximacién a primer grado de los coeficientes de 1a ecuacién,
por lo que se tomardn LM y N iguales a cero haciendo los andlisis con la
siguiente ecuacion:

b V) (b —a)u +cvu' ¥ bu')? =0

Proposicién 1. Toda Iinea de curvatura que ticne al punto umbilico en su cerradura,
es tal que su tangente tiene una de las tres pendientes py , p, 6 p, , (si b #0):

B =0, A= +[)

a
2 40 £ —+2
26 V26" b P = ()

2b
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Demostracion.

La ecuacién de una recta tangente en (0,0) un punto de M es de la forma
v=su; entonces, si se considera la recta tangente a una linea de curvatura
satisfard la ecuacion diferencial de arriba, es deier::

(bsu)s® - ((b- a)u +cus)s - bsu =0
< (b5%)su —(b —a +csyus —bsu =0 que si v #0

o £b-scHa-2b)s =0

es decir, si y s6lo si s={p,, p, , p,} W [Prop. 1}

A la ecuacién s°b- sc Ha-2b)s =0 se le llamard (S).

La siguiente definicion de punto umbilico darbouxiane resume el tipo de
puntos en donde las configuraciones principales serdn estructuralmente estables.

Un punto umbilico darbouxiano en una superficie M inmersa en R', serd aquél

que satisfaga las siguientes condiciones T y D que, en términos de la
parametrizacién candnica, se expresan como:

T :condicién de transversalidad
b(b-a) =0
D : condicién de discriminante

Se satisface una y sélo una de las siguientes condiciones
D:alb>(c/26P +2
0 (/262 42>ab>1 , a=2b

D ab<l.

Con ayuda de esta definicion, el teorema a demaostrar en la tesis quedard
enunciado de la siguiente manera:
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¢ Teorema. Sea M una superficie compacia y orientable y o €Innl (M, R ) una
inmersicn y 0 €R' un punto umbilico aislado. Entonces. la configuracion principal de a( M)
entorno a 0 es Clestructuralmente estable'si 0 es un punto umbflico darbouxiano.

A continuacion se daran algunas propiedades geométricas de los puntos
umbilicos darbouxianos que se obtienen de las condiciones Ty D y que serdn
invariantes bajo pequefios cambios en la inmersién. Considérese primero la
condicién D.

Sean /I, ={(u.pyv)/ u=0}%, I, ={(up )l uv=0}y !, ={(up,u)! u=0} las
semirrectas en M con pendientes p,. Obsérvese que si existe un sector angular
recto que contenga a las semirrectas /; y /,, entonces también existe un sector
angular recto que contiene a las tres semirrectas /, /, v /,.

Se tiene entonces la siguiente relacién entre la condicién D de los puntos
darbouxianos y los dngulos entre estas semirrectas.

Proposicion 2. Sean a, b y c los coeficientes de la parametrizacion candnica en torno
al punto umbilico darbouxiano p. Entonces se tienen las siguientes equivalencias:

a) D ocurre si y sdlo si p, es la inica solucidn de Ia ecuacion (S).

b) Dy se satisfice si y solo si existe un sector angular recto que contiene a las
semirrectas 1,y I.

¢) I se cumple si y sélo si no existe un sector angular recto que contenga a las

sennrrectas 1| y 1.

Demostracion.
Obsérvese que p, p, =a/b-2.

a) : ab> (c/2b) +2, o (c/2b)2 +2 —a/b <0e O es la unica solucién real para
la ecuacién (S), con lo que se obtiene la equivalencia pedida.
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b) Supdngase que existe un sector angular recto tal que contiene a las dos
semirrectas /, y /,. Entonces las pendientes p, vy p, -de las semirrectas /. vy /,
cumplen que p, p, > -/. Entonces por la observacidn inicial p, p, >-/, si y sdlo si
alb =2 >—1le akbh> 1.

Obsérvese que a/b<(c¢f2h)? +2; pues si a/b >{c/2h)" +2 entonces p, y p,
serian complejos o serian iguales. Por lo tanto se obtiene la condicién 3.

Ahora, si se supone [}, se tendrd que a/b>/, por lo que p, p, >-/. Con lo
cual queda demostrada la parte (b).

c) Como p, p, >-1 si y sélo si a/b>/ entonces, p, p, <-/ si y sélo si a/b< !
que es la condicion [,. Asi queda demostrado el inciso {c) ® [Prop 2]

Observacion 1. Las condiciones 1, D, y D, son invariantes bajo rotaciones en el

plano uv por dngulos 8, cuyas tangentes estdn en el conjunto {p, , p, }.

Es decir, si para la parametrizacidon candénica de M en tornc al punto umbilico
p se satisface la condicién D, o la condicién D, entonces al rotar por un dngulo

# ; la nueva parametrizacién estard dada en términos sélo de los pardmetros a’,
b'y c', pues d'=0 ya que su expresién es equivalente a al ecuacion (S).
Entonces por la proposicidn anterior, se tendrdn las condiciones analogas

D, yD',.m[0bs 1]

Observacion 2. Si se tiene un punto umbilico darbouxiano que satisfaga ia condicidn
D, con a/b> 2, al hacer una rotacidn en el plano uv por un dngulo 0; Ila nueva condicion
D, se tendrd con 2'/b'< 2 y viceversa.

Demostracion.

El caso [, en donde /, estd entre las semirrectas /, y /, equivale a tener
AP, <0, al hacer alguna rotacién por un angulo 6, se tendrd, por la observacién
1, un nuevo caso D', en donde las semirrectas /', y I'; no contendrdn a [I’,
por lo que p, p,>0.
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Por lo que bastard demostrar que gp, <0« 2> ‘; y ap>0< 2 <7;

La siguiente figura ilustra las posiciones relativas de /, . /| y I/, después de
efectuar las rotaciones de los ejes:

D2
D2 - ah<2

u a2 .

s
Iy
lo
v

Iz \5“'9 :
7 D7,
a'm'
Figura 12.

Si p y p, tienen signos opuestos

C2 a [+
<D o —) — 42 >—
AP: Voo 26

© 25
Si p vy p tienen signos iguales:

[ e, a c
AR>0 & J(oof — 42 <
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-.Con lo cual queda demostrada la observacién® |Obs 2]
Las siguientes propiedades geométricas, surgen de la condicidn 7T de los

puntos umbilicos darbouxianos. Se probard que e! conjunto de puntos umbilicos
se puede expresar como la interseccion de dos curvas diferenciables 8 y v en la

superficie, que se cortan transversalmente en (0,0).

Sean B y v las curvas definidas por
B={uvlgr—-f3=0} y y={x(y v)/gE—eG =0}

Se puede ver que 8 ={x(u v}/ bv+L =0} y v ={x{u, v)/ (b —a)u +cv+M =0}, ya
que en la seccién 1 se hizo notar que

gF —fG=bv+L y gE-eG=-((b-a)u+cv+M).

A continuacidn se mencionardn algunas propiedades de estas curvas.

Propiedad 1. 8i (0,0) es un punto umbilico darbouxiano, entonces las curvas 8 y vy
son regulares en (0,0).

Demostracion.

Basta demostrar que V(gfF —fG)(0,0) 0,0) v V(gE —eG)(0,0) =(0,0) en una
vecindad de 0,0) es decir, que {0,b) #0 y (b-a,c) =0
o b0 y(b—-a=06 ¢»0). Por Ilo que suponiendo la condicion 7,
V{(gF — G)(0,0) =(0,0) y V(gE —eG)0,0) =(0,0); por lo tanto las curvas 8 y v son
regulares en (0,0).1 [Prop 1]

La siguiente propiedad garantizaréd el hecho de que (0,0) es un punto
umbilico aislado.

Propiedad 2. La interseccion def3 y < define los puntos umbilicos de M,
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Demostracidn.

La diferencial de la transformacién de Gauss respecto a la base {x,x}
inducida por una parametrizacién tiene la siguicnte expresion:

. apy _fe E Ry
A Ap \r e r G
Ahora, si el punto es umbilico, se tiene que a,, =0 =a,, y a,, =a,,; entonces
la matriz del primer término de la igualdad es escalar porlo que se tiene que:

A0 (E _‘(e
0 A F g
que implica AE =¢ AF = y AG =g; entonces:
gF — fG =N(GF —FG) =0 y gE —eG =\(GE —EG) =0

por lo que el punto pertenece a la interseccién de las curvas 8y «.

Reciprocamente, si el punto pertenece a la interseccién de 8 y v se tienen
las siguientes ecuaciones:

gE —eG =0— gE =eG
gF~fG=0—» gF-1fG

por lo que si g =0, se tiene que:

Qlm
1

LK
<
Qln
Il
® |~

entonces existen A y u tales que

AE=c y AG=g
pF=fy pG=¢g

lo cual implica que A =u. Planteando matricialmente las ecuaciones anteriores se
obtiene que:
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!

Buar T

A0 EFy

o Nj\Fag
por io gue la derivada de Gauss adquiere una forma diagonal y por lo tanto el
punto es umbilico.

Si g =0 entonces el punto es plano y por lo tanto umbilico.® [Prop 2]

Propiedad 3. 8 y vy se intersecan transversalmente en (0,0) si se considera la
condicion T.

Demmostracion.

Bmy en (0,0) si Ta8 © Tnoyy =R, por lo que basta demostrar que los
vectores tangentes a 8 y y en (0,0) son linealmente independientes.

Como V~v(0,0) =(b —a,c) vy VB(0,0) =(0,b), si se supone que

Ab —a,c) +u(0,0) =0 A,u €ER, entonces, por la condicién 7, se tiene que
A =0 =u. Por lo tanto, 8 y v se intersecan transversalmente en (0,0)® [Prop 3]

Por lo tanto se tiene que el punto umbilico (0,0) es un punto aislado.

§ 3. Andlisis de la configuracién principal en torno a un punte umbilico
Darbouxiano.

De ahora en adelante los campos serdn considerados simplemente como
campos de direcciones a menos que se indique lo contrario.

Se construird una variedad de dimensién tres en donde se tendrd una

superficie inducida por las lineas de curvatura, para lo cual se tiene que
considerar la proyectivizacién de cada plano tangente:

ATM) =7;'M—{(O’O)%_~_)\V con A #0

Entonces la variedad de dimensién tres de interés es el haz de rectas
proyectivas PM:
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PM={{p.AH]v] EX M)
Si x es una parameirizacion de la superficie M en tormo al punto p

XU C R~ M, entonces se tienen las siguientes parametrizaciones para PM

¥ UXRCR = PM 1al que y (o, v,r) =(Xu, v);%’f) en donde ‘:jﬂ =r
v v

donde r es la clase de los vectores que pertenecen a la recta con pendiente r.

YU XRC R -~ PM tal que y(u,v,s) =(x(u, v);-g—") en donde —Z—‘f =s.
u u

Por lo tanto, PM es localmente como R'.

Considérese la superficie [M CPM determinada por la solucién de la
ecuacidén diferencial de direcciones principales:

(bv+LYdV —((b —a)u +cv +Mydudv —(bv — N)du* =0 ...(DP)

Entonces, los puntos en la superficie LM parametrizados por

YU XRCR - PM 1al que y{u,v,r) =(xu, u);gﬂ)
v

corresponde a los ceros de la funcidn:
£, v, r) =(bv + LY -((b-a)u +cv+Myr-(bv + N) P#
y los dados por la parametrizacién y, estdn dados como los ceros de fa funcién:
Bu,v;5) =(bv+L)s* - {(b- a)u +cv +M)s-{bv+N).

Considérese la proyeccidn candnica II: PAM— M, se comprobara que DII(W)
genera las direcciones principales fuera de (0,0).

Se puede observar entonces que LM es una superficie regular fuera de
1171(0,0)

En adelante se trabajar& con una sola parametrizacidén analogando los
célculos y procedimientos para la otra.
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Sea £:PM—. R la funcién diferenciable tal que

entonces: .

Observacion 3. LM es una superficie regular'si se supone la’ condicidn T.
Demostracidn.

Si el punto es el umbilico, es decir es (0,0), entonces como
£, =2s(bv+L) —((b—a)u +cv+M) se tiene que £,0,0;s) =0 para toda s, y si
ademas se tuviera que 7 (0,0;s) =¢,(0,0;s) =0 para alguna s,

como £, =L, ~stb—a+M)—N, y £, =s{b+L) —s{c+M,) —(b+N,) entonces:
£,=0-> (s=0 ¢ b=a)

que por la condicién 7 se tendrd que s =0, entonces £, =—b lo cual lleva a una
contradiccién {por la condicién 7) al suponer que también se anula. B [Obs 3]

Entonces LM es una superficie regular en PAf en ella se definird un campo
vectorial tangente Wcon un ndmero finito de singularidades aisladas y tal que,
fuera del conjunto correspondiente al punto umbilico, su proyeccién generaréd las
direcciones principales. A continuacién se vera cémo es el campo W.

Sea ~v:/— LM una curva en LM, entonces (({t))=0 en donde
v =(ult,v);s(8) v Y h=(u'vis)ET,LM. Entonces se tiene que
€, vV, §=0, por lo que:

£ 8=~ H V)
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— /.’;r sf;f(f"_+€'v" s’ s
entonces fe.

YO S =St Ay +, )

Con esto se obtiene un campo de direcciones tangente a LM dado por:

W, vis) =€,94  +st, 94 (e, +st,)%

es decir:

Wt v;8) =(25(bv+ L) —~((h ~a)i —cv + M), s{2s(hv + L) —((b —a)ir —cv + M), ~5b +cs? +5(2b —a))

Observacion 4. £ (u,v,s) =0 si y solo si (u,v;s) es un punto umbilico.

Demostracion.

Si (u, v;s) es un punto umbilico entonces (u, v) =(0,0) de lo que se sigue que
€ (u,v5) =0

Si ¢ (u,v5) =0 y (u,vs) no corresponde a un punto umbilico, se tiene la
siguiente igualdad:

2s{bv+L) =(b-a)u+cv+M

s _(b—a)u+cv+M

2(bv —1L) -1

Considérese las soluciones de la ecuacién £° que determina las direcciones
principales en e! punto (u,v):

05, vs) =(bv + L)s® - ((b- a)u +cv +M)s- (bv+N)

_(b—a)u +cv +Ni\ﬁ(b —a)u +cv +N]2 +4(bv +L)(bv -+ Ny
s 2bv +1)
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por lo que al sustituir (1) en la igualdad anterior se puede observar que sélo hay
una direccién principal, cosa que no puede ocurrir pues minimo debe haber dos
direcciones principales en cada punto. ® [Obs 4] :

Proposicion 3. Las singularidades de DII{ W) son puntos umbilicos en M.
Demostracion.
Obsérvese que DII(W) =(¢,,s%,) = (2sb-(b-aju-cv, 25* bv-(b-a)su-csW

Utilizando 1a propiedad 3 de las curvas 8 y 4, basta demostrar que Si
Di1,(W) =(0,0) entonces p&3Ny. Por la observacién 4, se tiene que
{,=0- p&EB N~y porlo tanto p es un punto umbilico

Mientras que si p es un punto umbilico se tiene que gE-eG=0vy gFG=0
entonces  DII(W), =(0,0) M [Prop 3]

Obsérvese que DII(W) =(¢,s/,) genera las direcciones s=4Y, que
satisfacen la ecuacidn de direcciones principales (DP), por lo que fuera del punto

umbilico, las dos preiméagenes (u,v5) v (u,vs5) de un punto (v,v) ER —{0} bajo
la proyeccioén I, generan las dos direcciones principales en el punto {u. 4,

Proposicion 4. Las singularidades de W sobre T1~'(0,0) son:

Py =0. p, =c2b—(c/26) ~alb+2 y p, = ¢/2b+ (26 —a/b +2
Demostracion.

W(0,0;s) =0 si y s6lo si £, +sf =0, es decir, si y sélo si

£b-sc- s(a-2b) =0

que es la ecuacidn {S) cuyas soluciones son:
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5§20 6 s =% & £y -2 42
2b

207V b
Es decir, las soluciones son precisamente p,,p, v p, .M [Prop 4}

Por lo tanto, las singularidades del campo W sobre 117'(0,0) coinciden con
las direcciones de las lines de curvalura que tienen al punto umbilico en su
cerradura.

Se llama scparatriz umbilical a una linea de curvatura cuya imagen inversa bajo
el difeomorfismo Il es una recta que pasa por una singularidad del campo Wde
tipo silla. Estas ayudan a caracterizar los retratos fases de los campos
estructuralmente estables.

Obsérvese que el plano tangente a la superficie LMen 0 es el plano us, pues

Vi(u,vi8) =(£,,¢,E,)

=(PL, —5(b—a +M,) =N, (b + L)) —s(c +M;} —(b +N,),25(bv + L) =((b —a)u +cv + M)

que en 0 queda
(0, —5,0)

que por ser un vector normal a LM en 0 implica que el plano tangente a LM en 0
es el plano us.

Como la proyeccién de LM al plano tangente, es un difeomorfismo en una
vecindad del cero en LM, basta analizar al campo:

Wu,0;5) =((a —b)u +M,0,-bs* +cs +s(2b —a) +s*M, ~M,)
que se puede ver cOMo un campo w en R. A continuacién se analizard el tipo de

singularidad que se tiene en (0,0). Tomando su parte lineal en (0,0), se puede
determinar e! tipo de singularidad de la que se trata:

Do __a—b 0
® 7 0 2bp-a

cuyo determinante es:
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| Do o = f.j-b)(i’b-.ﬂ

Se hard un andlisis de esta singularidad, en cada uno de los casos de las
condiciones darbouxianas

® Si se satisface [} : a/b>(c/26)% +2 entonces

a’b>2 - 2ba<0 ya-b>0, porlo tanto | Dw(o) | <0y p, es la Unica singularidad

(pues p, y p, serdn complejas) y (0,0) es un punto silla. Por lo tanto la unica
singularidad de w es una singularidad hiperbdlica asi que w es un campo

estructuralmente estable en una vecindad de p, .

Py

N

Figura 13 {de ©).

@ (a) Si se tiene la condiciébn D, : 1<a/b<2 y a #2b con 2b-a> 0, entonces
a-b>0y | Dw g

efectuar las rotaciones pertinentes se obtendrd que las otras singularidades son
puntos sillas.

| > 0. Asi, p, es un nodo y para hacer el anélisis en py p, a
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Figura 14 (de @ (a)).

@ (b) Si se satisface D, con 2b-a<0 entonces p, serd un punto silla,

entonces, rotando por el dngulo o, conveniente, cambiara la condicién D, con
2b-a< 0 por una condicién D', en donde 2b-a>0, por lo que la singularidad p;

serd un punto silla. El andlisis para la otra singularidad es andlogo al caso
anterior, por lo que la singularidad restante serd un punto silla.

A~
01 [r——————
/ f OZ
. L Em N\
— e Rt
"2 I T ~
&
—f —
¥y 2540 o
_____.__)' nada
% —t——
C
@ 3ifta
e
2h-a<d 2
2b"-a"<0

Figura 15 (de @ (b)).
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@ Si se cumple DO : a/b<[ se tiene que | —a/b >0 y 2 —a/b >0 entonces
como ‘D“-‘(m% =—" (! —a/b)(2 ~a/b) se tiene que IIL:(UJ <0 por lo que p, es un
punto silla. Al hacer las rotaciones por los angulos o y 0, la condicién no se
altera, por lo que las otras singularidades también serdan puntos sillas.

Como la unica singularidad del campo Wen el caso 3 es un punto silla, la
configuracién principal tiene una Unica separatriz. Entonces la configuracidn seria
(bajo homeomorfismos) asi:

figura 16.

Como en el caso B, el campo Wtiene solamente dos puntos sillas, entonces
la configuracién tiene el siguiente aspecto:

Figura 17.

Para el caso [, el campo tiene tres puntos sillas, por lo que la configuracidn
principal tiene la siguiente forma:
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Figura 18.

En caso de tener la condicién 3, el campo Wtiene una Gnica singularidad vy

es hiperbdlica, por lo que, por el teorema de Grobman-Hartman, el campo es,
localmente, estructuralmente estable.

Para los casos I} y [, las tres Unicas singularidades de! campo W son
hiperbdlicas por lo que con ayuda de los teoremas de Grobman-Hartman y del
flujo local, se prueba que se tiene estabilidad estructural en una vecindad conexa

que contiene a las tres singularidades p,, p, ¥ p,. Yy por lo tanto, las

configuraciones principales locales determinadas por Darboux son
estructuralmente estables.

8 4. Comentarios y conclusiones.

Se ha demostrado que para tener una configuracién principal local
estructuralmente estable, es necesario tomarla en un punto umbilico
darbuoxiano.

Para determinar las configuraciones principales locales estructuralmente
estables se trabajé con campos vectoriales determinados por las foliaciones
principales, estos campos estdn definidos en una superficie LM determinada por
las lineas de curvatura.

Bajo las condiones T y D estos campos vectoriales resultan tener sus
singularidades aisladas e hiperbdlicas; es decir, la condicién de transversalidad T
de los puntos umbilicos darbouxianos junto con la condicién de discriminante
determinan las configuraciones principales estructuraimente estables.
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Tabla de Notacidn.

C},’(R") Conjunto de funciones continuas y acotadas en R’

C*(M,N) Espacio topolégico de funciones de clase €' con la
topologia compacto-abierta C™°

Inm™ (M, N) Conjunto de las inmersiones de AMa N con la topologia
relativa de C™°

L(R") Espacio vectorial de los campos vectoriales lineales en
R

(M) Conjunto de campos vectoriales definidos en M .
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