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INTRODUCCION 

En el desarrollo de esta tesis present.amos una intror!ucción a la teoría de le.s "Funciones 
Elípticas". Dada la amplitud de esta teoría, nos hemos limitado a una exposición general 
de las Funciones Elípticas dejando de lado el estudio de las "Curvas Elípticas"y otros 
de sus aspectos geométricos y algebraicos. Tampoco profundizamos en el estudio de las 
relaciones entre las Funciones l\1odulares con los dominios fundamentales y las funciones 
thcta. Por lo tanto los tres primeros capítulos est.án dedicados a la construcción de 
algunas funciones elípticas clásicas junto con sus propiedades elementales, así como a la 
de otras funciones estrechamente relacionadas con ellas que (aunque ya no son elípticas) 
nos sirven para expresarlas. 

Como una aplicación de la teoría, en el capítulo IV se presenta una <lemustración de 
la "Ley de Reciprocidad Cuadrática". La selección de éste teorema se debe a que es el 
primer problema básico de la teoría de los restos cuadráticos y al hecho de que se han 
publicado alrededor de 150 demostraciones de él, de las cuales el propio Gauss propor
cionó no menos de ocho. Concluímos el capítulo IV con algunos corolarios referentes a 
la "Conjetura de Goldbach". 

La relación entre las Funciones Elípticas y la prueba de la Ley de Reciprocidad (que esta 
basada en una fórmula de transformación para la función 03 ) no es directa ni inmediata. 
La razón radica en que las Funciones Theta, al igual que las funciones (y u, ya no son 
elípticas y de ello pareciera desprenderse la pérdida del concepto de "periodicidad". Sin 
embargo, los teoremas 2.16 y 3.6 rescatan éste concepto al proporcionarnos la expresión 
de cualquier función elíptica en términos de éstas funciones. 

Finalmente hemos de mencionar que este trabajo proporciona una bella demostración 
de la fuerza de los métodos analíticos en otras ramas de la Matemática como lo es la 
"Teoría Analítica de los Números". 

Nota: A lo largo del texto "!" significará que se ha llegado a una contradicción._ 



CAPITULO l. FUNCIONES ELIPTICAS Y SUS PROPIEDADES 

En este capítulo introduciremos el concepto <le funciú11 elípt:ica, así como algunas de 
sus propiedades principales. Históricamente las funciones elípticas surgieron a partir de 

las integrales elípticas por "inversión", donde una integral elíptica es una integral de la 
forma 

J.' R(x,y)dx 

con R(x,y) una función racional de x,y y y2 una 'cúbica: o cuÍírtica en ,; sin factores 

repetidos. 

El comienzo de la teoría de las integrales elípticas puede relacionarse con el descubri

miento de Cante G.C. di Fagnano (y después de Eulcr) de dos propiedades de una 
integral asociada con la longitud de arco de la lemniscat!':, a sabP,r: 

r dx [" dx . 2 4u2 (1 - u4 ) 

Ío (1 - x4)~ = 2 
} 0 (1 - x4}!' con r .=_ (1 + u4)2 

que está relacionarlo con el problema <le la duplicación de la longitud de arco de la 

lemniscata y para el que Euler, alrededor de 1761, dió su famoso teorema de adición: 

s(u) + s(v),; s(r) 

donde 

1u dx 
s(u) = ---1 , O :5 u :5 1 

o (1- x4)• 

y 
u(1 - v4 )! + v(J - u 4)! 

r = ~ + u2v2 • 

DEFINICION 1.1 Sea. f una. función meromorfa, decimos que f es periódica si existe 

una constante w E C no cero, tal que f(z + w) = f(z), l/z E C. A w se le llama un periódo 

de f. 

De aquí en adelante S = {w E Ciw es un periódo del}. 

OBSERVACION: Si w y w' son dos periodos de f, entonces w + w' y nw, 'In E Z también 

son periodos de f. 

PROPOSICION 1.2 Si f es una f1mción periódica no constante, entonces 

5~~~¡ lwl = 6 > O. 



- -_ _-_ -

Dcmo.•tra.ción: Sino fuera así.; seknclrín que Ve > O, 3w, i O un pcrieíclo ele f, tal 

que .1"" 1 .. <: .. r .. Per? ~nt()nce~ ~xisti~ía una s~cesión. { w•) cle.1?,crioclos di~tintos .. de f,. tal 
. que ·lim•__'o.,w~ =>·º· ~i tÓn~~1mos zó::e;f.n.n );ui1to crí el .sual I csa1,ialít.icn, .e1Ít.011ces 

f(zo) = f(zo + w.)~ \>'k e.N·)' asíla,'•f~nció~{{~) ;cf(~0)te11drí: unacinfinidad .. dc. ceros 
distintos• en k)s puntos .,~·f'.,;;k Y.11;~z~'c(J~o •U11·runto.· dé. 'ácumulac:ión):finlt() para ellos, 
por tanto f(z) ~J(z0 ) =O, e~ deCir !(;) =)(z~) cón~t~~1te!. ·' . . 

• 

PROPOSICION 1.3 Los periodos de una. función meromorfa.f.no constante no tienen 
puntos de acumulación finitos. 

Demostración: Si w fuera uno de tales puntos de acumulación, entonces Ve >O podríamos 

encontrar w1, w2 dos periodos distintos de f en el disco: Ir.- w 01 < ~· Pero w = w 1 - w2 es 
un periódo de f con lwl < e !. 

• 

OBSERVACION: Si inf5 _¡ 0 ¡ lwl = ó no se alcanzara en algún periódo de f, entonces 

existiría una sucesión {wn} de periodos tal que limn-ro lwnl = ó y entonces limn-oo Wn sería 
un punto de acumulación finito para los periodos de f !. Por le tanto existe un periódo 

w 1 de f con norma mínima (es decir lwd = ó). 

El siguiente teorema nos dice como son todos los periodos de f. 

TEOREMA 1.4 Sea f una función periódica., entonces se cumple una de las siguientes: 

i} S = {nwdn E ZJ 
ii) S = {nw, + mw2ln, m E Z} 

para w 1 un periódo de f de norma mínima (es decir lw1 1 = ó} y w2 un periódo de norma 

mínima para el cu.al ~ r¡. R y lm~ >O. 

Demostra.ción: Sea w 1 un periódo de f de norma mínima. 

i} Si todo periódo w de f es tal que ;;;¡- E R, sean= [;;;¡-] E Z, entonces O::; ;;;¡- - n < 1, 

es decir O ::; w-w"."'' < l. Pero tomando normas tenemos que w - nw1 es .un periódo de f 
con O ::; lw - nwd < lwd, por lo tanto la única posibilidad es que w - nw, = O, de donde 
w = nw1• Así, en este caso todos los periodos de f son de la forma w = nw1 con n E Z. 

ii) En el caso de que existan periodos w de f con ;;;';" ~ R, sea w 2 uno de tales periodos 
con norma mínima y r = ;¡;;- (su existencia está garantizada por la proposición 1.3). 
Podemos suponer que Jmr > O, ya que si no es así tomamos -w2 en lugar de w,. Además 

dada la elección de w 1 tenemos que lrl 2: l. 



Ahora, pura· cualquier periódo 111 ele 1 existeu:x,!/-E R t.áles q11Cw .":" i1111 +!i"'» con 
x = m +p, 11 =: n+n:, ,m,11 E Z y -:J S:.p,n: < t(bast~.ünnar m = [x], lu~g~-0.$ p <l.. Si 

ocurre que {s: i'.<),;t~n~~~~ci,;,~,==.'n•+ 1 )'."'·=: m'ltrihI ten~J11º~ c¡uc ::'~' $ p'"' 1•.< o; 
haciendo io mi~nib.: par~ a -~i'cis ncce;ai·io) de é:lon'dé w0 ',;) .;, ~mwi ~',;w2 :,,;.:¡,w1 + aw2 es un 

periódo y. <; ., .. - - , "?.>' -. ><> :·'.· ·"'· "? i< _:·if 
'',··A ' ,, ' luí~I =: lpllí[{n:w2IS:·lí'ii 1;1:E.;;- .. !-t•· 

_··.'1· •• -1' ·.···:. ,, •.1·: i _;,.,:·¡'-'.•'<:•\•;,; 
:S;:¡lw1I + :¡l~~I $ :¡lw2¡-1; :¡11117!~.1·~21 

Pero dado que J!Cl i R, la primera desigÚald!td esristrÍc~a y se tiene que lwol < lw2 1. Por 
tanto ~ = p + .. ~· É R (dada la elección de w2) y ent~;{ces a = o. Así ~ = p y dado que 
l~I =' IPI $ t se tiene que wo =O. Por lo tanto en este segtmdo caso los periodos de f son 
de la forma nw1 + mw,, con n, m E Z. -

• 

DEFINICION 1.5 En el caso i) del teorema anterior f se llama .•implemente periódica, 
en el caso ii) f se llama doblemente periódica. 

DEFINICION 1.6 Una función meromorfa doblemente peri6dica se llama elíptica. 

OBSERVACION: Si fes elíptica, el inciso ii) del teorr.ma 1.4 nos asegura la existencia 
de un par de periodos (w 1 ,w,) tales que Im¡;;; >O. 

DEFINICION l. 7 Cualquier par de periodos (w1, w2 ) de f como en el inciso ii) del 
teorema 1.4 se llaman primitivos o reducidos y se dice que forman una base del conjunto 
de periodos en el sentido de que todo periódo w de f se expresa en la forma nw1 + mw2 

con n,m E Z. 

El conjunto de periodos w de f se dice que forman una. latiz de periodos. Un par de 

periodos que formen una base para la latiz de periodos se llaman básicos. 

OBSERVACION: Por formar una base para S, todo par: de periodos básicos (w 1 ,w2 ) debe 
satisfacer que ¡;;; rfc R. También todo par de periodos reducidos de f es básico, pero no 
todo básico tiene que ser reducido. 

DEFINICION 1.8 Una. transformación entre /atices del tipo: 

con m, n,p,q E Z y mq - np = ±1 se llama v.nimodula.r. 

Si mq - np = +l la transformación se denomina.propia. 



TEOREMA 1.9 Sea. (1111,u.,¡ 
elíptico. f. Ln,, 

11 srílo ,,;, r:.•tán rc,rac:tona,do'.• "'"",\'"!• • .,,,,,,,., 

Demostración: 

o en forma matricial: 

mm':+ry'p.=),· 

p'rn+q'p=O, 

º). - (m' 
1 - p' 

Tomando determinantes obtenemos: 

m'n+.n1q '=O 

,p'n+g'q =1 

n') (m n) 
q' p q 

1 = (m'q' - n'p')(mq - np) 

y por tanto mq - 11¡> = ±1 (ya que ambos factor!"s son enteros). 

Inversamente, dada la tranformación unimodu!ar en (*) podemos resolver para w1 y w,, 

y obtener: 

w1 = ±(qwj-11w;), w2 =.±(-pwj +mwi) 

Ahora, si w = aw1 + bw2 con a, b E Z es un periódo de f, entouces: 

tu= a'wj + b'w; para algunos a', b' E Z. 

y así ( wj, w;) es un par de periodos básicos. 

• 

TEOREMA 1.10 Un par de periodos básicos (tu1, w 2) de f es 1Ln par de periodos re

d?Lcidos si, y sólo si, se tiene: lrl;::: 1, Jm.r >O, -:-k:::; Rer:::; t, pa.ra r = ~· 



Dr.111.0,,tmción: Sea r = ~ + ir¡.··. Si ( 11•1¡ u-,) es 1111 ·jim· ele pcriiíd{is n•cÍi~ci<los, .en t.011ces 

IrnT >O, lrl ~ 1. A<hn:í~ por ser"'',~,'';,· =J±r.V. Rsc· iiói,,()ltclui; ± 11•1.i C: lw;I ~ Jw11 y por 
tanto Ir~: 11" ~ l~i''?.: 1, ,,, ckr.ir ({±l)2;+.1¡'~e .. f'l~!2'.l~Ie:cI~í11<l~•:±~~fJ•;::o;y'~.~(~ e:+ 

Inversamente, como l;?,-1 = Jrl ~.! y /111r >o, entonces i !t•R)sbri 
111. 11 E Z un periódo distinto de cero. , . ' . ·. , , ~·· · ., ,;;e· 

Si 11 = o, entonces ~ = m E R y' Jui(~,;'[~,·J,\'(~~j'~{fi~¡~g~\(~~ 

D=Jm 

::.: ; ~·~;,":0,:'.'" ;;'.; ~ >;: ,'i"'.'.': :'t": ·;~~i\t~~tt:7i¿, : ;. '< 
Si n = ±1, entonces D = (m ± ff - {' rni:±·2~1i:~ O:(yá:.qu~ .• J{i':SJ,· por tanto 

::~L!Sa:;~i!r
77

:~~o D ~O, es decir Jwl ~ lw2I y w2 tiene~~~:a~íni1~{e1~tre aquellos que 

cumplen -;;;; ¡!R. Además por hipótesis Jw 2J ~ Jw11 y así (wi, w2 ) es primitivo. 

• 

TEOREMA 1.11 Dada una función elíptica f no constante, existe un par de periodos 

básicos (w1 ,w2 ) de f, tal que r = ;?,- satisface: 

1 1 
Imr >O, Jrl ~ !, -2 :'.> Rcr < 2' 

con Rcr::; O si Jrl = 1 (y entonces por el teorema 1.10 (w1 ,w2 ) es primitivo). 

Además si ( w¡, w;) es otro pa.r de periodos primitivos ta.les que: 

w; = ]JW¡ + qw2 

y r• = ~ Jatisfacc: 

Imr" >O, Jr"I ~ !, -4 :'.> Rcr" < 4, 
con Rer" :'.> O si Jr" 1 = 1; entonces r" = r. 

Demostración: El inciso ii) del teorema 1.4 nos asegura la existencia de un par de 
periodos primitivos (w1, w2 ) de f, además el teorema 1.10 nos dice que: Jrl ~ 1, Imr >O y 

-~ :5 Rcr :5 ~· 
Si r está en la línea: Rcr = t, entonces r - J está en la línea: Rcr = -!· 



Si r cstií m:.cl arco: lrl = 1 cou O< Her< ~i entonces.:..+= -,"f.cstií·cu el arco: lrl = 1 cou 

-~ < /lr(-1') < O. 

y 

son unimodulares propias y llevan r ,_.. r - 1, r ,_.. -~, respectivamente y dado que 

I • I (..i!.tt.) (m9-np)lmT fmT ( ) t I • o . 1 o e t b"' mr = m nT+m = lnT+ml' = jnr+ml:l * , en onces mr > Sl mr > . orno am ien 
la composición de transformaciones unimodulares propias es unimodular propia, se han 

cubierto todos Jos casos posibles y se tiene la primera parte del teorema. 

Para la segunda parte, por el teorema 1.9: mq - n¡> = ±1 y como lmr, lmr" >O entonces 

mq-n¡>= l. Por ser (w1,w2) y (w¡,w;) primitivos se tiene lwil :5 lwd,lw2I y lw1I :5 lwil.lw;I 
por lo tar.to lwil = lwd :5 lw2I· Luego 1 = l~I = lm + nrl y por(*) lmr" = lmr. 

Sean T = é + i17 y r" =e+ i17. Si n =o, entonces mq = 1 y m = q = ±1, por tanto r· = T ± ]> 

y como -t :5 C, € < t, se tiene que 1' =O. Así r· .= r. Si n t O, tenemos: 

r" = __!, (n2(qr + J>)) 
n~ nr + m 

= __1_ (qn(nr + m) - qnm + pn2
) 

n2 nr+ m 

=__l_(qn--" ) 
n2 nr+m 

= -;.(qn - n(n"f + m)) 
n 

= -;.(qn - nm - n 2 (€ - i17)) 
n 

= .!.(q - m) - (€ - i17) n . 



pcir t.imf<Í : : , 
1 

, ~-:• 
e'.-1, e=...,(,¡·_,,,¡ < .. J 

, " -,, . ·· . .,< :·'<.' . ..:: / ·.'.,:',,_. '. . -.. ---~· .-'._' . ,:~»-\J:.~\:: ;;·,; .. :;.':'.{~- ):/~,, :.,j) :;_,_~(~-.. --: .. :_-~'~'.:~-~::;.-;'./;·::::.;:~.~-:< .. :,:~--< >:- '~---..... ~~- .-~' , 
Dadc,,q11e. 1. ".";iu•cf!'tl.'.~=)m,.ct n~);,-t)'''.lf.,11p~·W1~.clf;!\rrJ11i ·2'.•·.~.~~'a·CJt~(!'~1.~t,éin~cs n~.2'. 4 y 

~~ril~~~IW~~f~t~íf j~Jj~~~~~r~tf~fi~~f$¿~rito::: 
Si.· q· = o; ~l1to!1~c~H·':= ~:.t·~sr~r.oü ~"89~'!1; =-~nf1i:i)ó1· ~an~§fi¡:~ 7 ~1. y. tienen 
signo~ optlesfos:Así,7'.·;~.c::·~ Y},ór ta?fo i~'l =o. lrl;.; 1 ... Em·o p~~hipótGsisr,e :5 o y como 
c+e.=O, se tieric que: e .. =€'=·0 y"T·:= ;,,·= 'r· Corno ITI = 1 y lmT'> O, debe.ser T" = T =i. 

·1/2 1/2 

Si q = -1, entonces e +e = -1. Por tanto e = e = -t y dado que ITI = 1 entonces 
r• = T = c~'ll'• 

Caso 2: Si m = 1, entonces jT± Ij = J; pero no puede ser jT- !j = 1 (porque solo T = c-T lo 
cumple y en este caso e= t !) por lo tanto jT + l j = 1 y dado que jTj ~ 1 se tiene T = e~•'. 
Además lmr· = Jmr y jr'l 2'. 1 por lo tanto r• = T =e~•'. 

DEFINICION 1.12 Sea z E C y a, b, e, d E Z. La transformación: 

az + b 
M : z ,_ z' = cz + d 

con ad - be= 1 y cz + d # O, se llama. trn -isformación modular. 

• 

Puesto que Imz' = le;:;.'~ 1 , > O si lmz > O, entonces se tiene que M mapea el semiplano 
superior en sí mismo. Las transformaciones modulares forman un subgmpo de las 
transformaciones de Moebius. 



Sean M: z •-i:;;:¡[';'¡ym·.,:¡,n¡,,¡¡,,f; 

Podemos con~id~!ratr~~<!.lrl,:~1'01,~¡~~l~"~:~~:~t~·~Jt~i¡ >' JdJ,.eiito,nces la transformación: 

tiene la propiedad Jc'J < Jd'J,' por lo cual basta consiaerar las transformaciones con Je/$ JdJ. 

Procederemos por inducción sobre m. 

Si m = o, entonces e= O y ad= I, por tanto M : z ,_. z ± b y M = A±b. Supongamos que 

para cualquier M con m::; n -1 (n;::: !), Mesta generada por A y B. Ahora, sea M tal 

que m = n; por consiguiente /e/ = m. Podemos suponer que e > O, pues si no tomamos 

-a, -b, -e, -den M lo cual define la misma transformación. Luego m =e= n. 

Consideremos J\f A' : z...., :;¡¡;::~) con k E Z tal que o$ el:+ d <e (es decir - ~ $ k < 1 - n 
Para ésta k tenemos: min{e, ek+d} = ck+d::; n-1 y por hipótesis de inducción M Ak =(A, B) 

esta generada por A y B, de donde se sigue que AJ = (A, B)A-k también esta generada 

por A y B. 

• 

PROPOSICION 1.14 Dado z E C con Imz > O, existe una transformación modular 

M" tal que: lm(M"z) es máximo. Si l\f"z = z", entonces lz"I;::: l. 

Demostración: Si M" z = x· + iy", entonces v· = 1"¡.1
, > O y por lo tanto y· alcanza su 

máximo cuando /ez + d/ es mínimo. Pero las parejas {e,d} de enteros tales que Jez +di< 

1( < oo para alguna constaut ~ J(, son finitas (porque z es fijo). Así, tomamos una de 

tales parejas de enteros con norma mínima. Para ésta pareja tenemos (e,d) = 1 (ya que 

si no { d.dJ• &i J sería un par de enteros tales que JlidJz + (e~d) J < /ez + d/ !). Por lo tanto 
si definimos M" : z ,_. ~' donde a,b E Z son tales que be+ ad= (e, d) = !, se cumple que 

lm(M"z) es máximo. 

Por último, si Jz" / < 1, entonces lm (-~) = lm (- ,::;, ) = ¡;;¡., > y"!. Por tanto /z" /;::: l. 

• 



PROPOSICION 1.15 Sea. F = {:/1111: :>: o, /:/ 2: I, /Hez/ :S ~J. D11i!" : e C eón h11i: >O, 
r.xi . .tc 1111a tmn.•form.o.~irín inodulnrM,'t~l)ru.c·Mz E 'f:(: . , 

:::~::~:;~·~~;~{jfü~zji~~~l~i~l~~~~(,~/¡~,~~f f ~:,::".!;V> <.Z (yn ''" 

es una trasla~i6n pfil.alela al eje 'rea.!). Poi·, lo éh~i qa¿l.á'~s~9ge~··iu1ii.' k .~decuada tal que 
A"M"i:.eFyton'iar<A1,,,;Á•Ú~. ''"O. ;~i,(·· 
ii) Si Jm(M'.z) < J tambiénéxiste ko.E.Z t~l q~é .4•0 2· está ~n la hailda {z E C/Im(z) 

>O, /Re(:)/ :S tJ. Aseguramos que A"°z" pertenece a la zona sombreada de F indicada en 
la figura. 

Ya que si /A'•z"/ < J, entonces /BA"•z"/ > J (para B como en la proposición 1.13) y por 

semejanza de triángulos se tiene que: 

de donde 

Im(BA"•z") 

/BA"•z•/ 

Im(A"•zº) 
/Akoz•/ 

I (BA
<•.•) _ Jm(A"•z")/BA"•z•/ 

m • - /A"•z"/ 

Pero Jrn(A"ºz") es máxima ya que Im(z") lo es, por tanto Im(BA"•:") :5 Im(A"•z") y en-

tonces /BA"ºz"/2 :S 1 !. 

• 

DEl~JNICION 1.16 Sean z¡,Z, E e tales que Jmz,,Jmz, >o. Se dice que Z¡ y Z2 son 
congr7tentes (con respecto al grupo modular) si existe una. transformación modular M, 

tal que z2 = Mz1 • En tal caso escribimos z1 - : 2 • Claramente "-"es una relación de 

equivalencia. 

PROPOSICION 1.17 Si z1 , z2 E F, : 1 "' z2 y z1 - z,, entonces Rcz1 = ~ y z2 = :1 - J; 

Ó Rez¡ = -! y z2 = z1 + !; Ó /z¡/ = 1 y z2 = -f(. 
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. . 

Dr.mo.•tmción: Sabc1nos que cxist~M t:alq11c:: Mz1 ;= =2 "'. .. ~'. <;011 ad-be=:}' Podernos 

suponer qué _11~::2 ~- ~~.~:;·_'_; (:~i _ l~~:_ 8~-::_r~.f ,_·S_~_~P-~}:~.1~~ -:~,~.-~"E---,~(~;-~~~··f .:\· _y_~-~~p_l~-~,~~-~~s ~2. 1~or ~ 1 ) es 
decir lcz1 +di$ L E11t.()11ccs l ~Je~c(rll~ ~ e'.(Ir11.=1 )2 ~.~.e~ (~;,¡ q1ic l{lc~1I :d y lz,1 ~ 1 pnr 

~\:t;~~;ffi?f Jf~if ~ll?~t'11~~!i~~~;~'; 
así: z2 = M=1 = Z¡ + b = A+bz,. Pe¡.o'i'R~~d.l~··~i ~ !. por t~nto b =o ó lbl = l. Si b =o, 
entonces z1 = z2!. Así debe ser lbj ;i¡',:Sib = 1, 'ent~nce~ Rez1 =-!y z2 = z1 +J. Si b = -1, 
entonces Rcz1 = ! y z2 ~· z1 - L ' 

ii) Si e = l, entonces lcz1 + rll = 1=1 + di $ 1. Pero lz11 ~ · 1 ya que z1 E F, por consiguiente 
debe ser d = 0,±1. 

a) Si d =O, entonces lzd $ 1, por tanto l•d = 1 y ad-be= -b '; 1, de donde.z, = Mz1 = a-'t· 

Entonces '2 + 't =a Y Rez, + Ret =a, luego l•I $ IRcz2I + IRei¡I ~ IR~z2I + IReZil "'° ÍRcz2I + 

IRez1I S 1 (pues z1 ,z2 E F) de donde a= O ó a= ±l. 

Si a= O, entonces z2 = -"t· ·.·. · • / .•.. 
Si a = l, entonces z2 = 1 - t = 1 - Z¡ con lzd = J. ·Por tru1to Ji'.•;2 ;;)°~/le:;,, de donde 
Rez2 = Rez1 = ! y entonces, como l:d = 1, debe ser z; ;, z2 = e'lf ! 

Si a =-1, entonces z2 = -1--f; = -1-Z] y z_1 _= Z2 =e~! 

b) Si d = 1, entonces lz1 - (--,rl)I S 1 define un disco circular con. centro eri -d = -1 y radio 
1. Pero z1 E F, entonces z1 = c'f. 

Como e= d = 1 y ad - be= a - b = 1 entonces: 

z
2 

= az1 +(a-1) = a(z1+1)-1 
=1+.1 Z¡ +. 1 

1 
a---=a+z1 

Z¡ +l . 

Como IRez,¡ = -! y 1Rez21 S !, entonces a= O Ó a= l. Pero si a= O se tiene z2 = zi!, por 
lo cual debe ser a = 1 y así z2 = :1 + 1. 

e) Si d= -1, razonando como en b) tenemos a =·-1 y z2 = z1 - J. 

• 

COROLARIO 1.18 Sea Fo= {zllmz >O, lzl ~ 1, -t $ Rez $O} U {zllmz >O, lzl > !, O < 
Rez < ! } . Si z1 # z2 y z 1 , : 2 E Fo, entonceJ z1 f z,. 

AdemáJ dado z E C con Imz >O, existe z' E Fo tal que z' ~ z. 

DemoJtración: Tenemos que intF = intF0 y si z1 , z2 E intF0 y z1 # z., entonces por la 
proposición 1.17 tenemos que z, f z2. 
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La otra afirníacióu _se' desprende ck_ fo- propos1cw11 1.1_5 y -<le! hecho- de que. ci ai·co: 

P'Q(Imz> O, 1=1 ::1, O $Réi$ tlcdlcvado enclarco: PQ(lm~ >.O, l=I = 1, -~$Re:$ O) 

por lat.ransfon11aciónmodular ~ ':-<.~? yda ,línc~'.J>fe\O(llé = .r. foi: .~· >qí) es ll~vada en la 
línea: Poo(Rc = :::J,f1iiz ~.>qí) p()~ la.transfo_rnjacióri ró_odular =. ":" z '-l. 

• 

DEFINICION 1.19 Sea P el paralelogramo en el plano complejo formado por los 

puntos z = xw1 +11w,, con O $ x,y < l. Lla.mamos a P un pa.ralelogramo de periodos 
fundamental asociado con f para (w1, w 2) como periodos básicos y Imr > O. 

Definimos el recorrido en el sentido de los vértices O, w1, w 1 + w,. w 2 de 8P como positivo. 

Sea !1 = mw1 + nw2 con m, n E Z, entonces Pm,n denota el trasladado de P por !1 y esta 

dado por los puntos xw1 + yw,, con m $ x < m + !, n $ y < n +l. Pm,n es llamado un 
paralelogramo de periodos (Po,o = P ). 

Cada z E C vive en exactamente un Pm,no por lo que dada la periodicidad de f basta 

estudiarla en P. 

TEOREMA 1.20 Toda función elíptica y entera E(z) es constante. 

Demostración: Si E(z) es analítica en P, entonces por continuidad IE(z)I < M < oo, Vz E P 
y por tanto Vz E C. Así, por el teorema de Liouville, tenemos que f es constante. 

• 
Dado que f es meromorfa se t.ic·ne el siguiente corolario: 

COROLARIO 1.21 Una función elíptica no constante tiene por lo menos un polo en 
cualquier paralelogramo de periodos. 

TEOREMA 1.22 La. suma de los residuos de los polos de una función elíptica en un 

paralelogramo de periodos es cero. 
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Dr.m.o,,tr(J.ción: Sea E(:)mía fuuciónclípticü ); _l~ = 81' 01'ie1it.adú jiositivmncnte. 

y 

h E(z)dz =O 

N 

¿ncsz=,.E(z) =O. 
k=l 

Si uno o más polos están en L, entonces movemos L hacia L" de forma que sus lados sean 
paralelos a los de L, sobre L • no haya polos y contenga en su interior todos los polos de 
P (esto se puede hacer ya que los polos son aislados). Observemos que los polos que se 

encontraban sobre C2 ahora pertenecen al interior de L". Pero 

Rc•,=•.+w,E(z) = f E(z) dz 
lr· 

donde zk es un polo en C4 y r· es una curva que lo encierra en su interior. Así, podemos 
tomar r· = r + w1 donde r es una curva que en Cierra en su interior a zk y por lo tanto 

Re••=•.+w,E(z) = f E(z) dz. 
lr· 

= f E(z+w¡)dz 
lr+w 1 

= h E(z)dz 

= Rc••=,.E(z). 

Por lo tanto f1,. E(z) dz = fL E(z) dz =O y se tiene el resultado. 

• 
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Del teorema ani crinr ~" sip;11c el corolario: . 

COROLARIO 1.23 Un11 fu.nción clíp!icn ."':óc.onsf.aritc no puede .tener .•ólo .11.n polo 
simple en un paralelogramo de period()s. Á/í;J'()r·lo íiicnos debe tener dos polos simples 
o un único polo que no sea. simple: .. '·,··.'.'. . . . . . 

TEOREMA 1.24 El ndm•ro do ooro• ;~'{~~j~?;rj~u~l;~;~;noc,,on,:: ... on., 

paralelogramo de periodos p es igual al núTn;e;~ ~d,e:p~l~i!:én;p(1~s c~ros y los polo.• 
contado.• de acuerdo a su. multiplicidad). 

Demostración: Sea E(z) una función elíptica no constante, ehtonc~s E'(z) es meromorfa 
y tiene por lo menos como periodos a aqurllos de E(ij, por consiguiente E'(z) también es 
elíptica y como el conjunto de las funciones elípticas ccin un par de periodos primitivos 
dado forman un campo, tenemos que iHf es elíptica .y pÓr el teorema 1.22 la suma de 
los residuos en P es cero, esto es: 

E'(z) 1 f E'(z) 
O= Res•='> E(z) = 2.ri }L E(z) dz. 

Para calcular esta última integral observe111os que los polos de iHf están en los ceros o 
polos de E(z). Pero si a es un cero de E(z) de orden k, entonces E(z) = (z - a)k f(z), con 
f(z) analítica en a tal que /(a) ,P O, por tanto: 

de donde 

E'(z) = k(z - a)k-l f(z) + (z - a}' f'(z) 

E'(z) = __!:_ + f'(z) 
E(z) z - a f(z) 

así, a es un polo simple de iHf y Res:=•%Hf = k. 

Si bes un polo de E(z) de orden 1, entonces E(z) = ~. con f(z) analítica en b tal que 
f(b) ,PO, por lo tanto: 

y 

E'(z) = f'(z)(z -b)1 
- f(z)l(z - b)1

-
1 

(z - b)21 

E'(z) f'(z) 1 
E(z) = f(z) - z - b 

de donde b es polo simple de %Hf y Res•=•iHf = ....:1. 

Así, concluímos que: 
O= L: k. - L: 1,. 

a ceros b polos 

14 
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DEFINICION 1.25 El orden dr..11:n":f1t.!1:ci<ín.elíptica. e~' el1i1Í.m~ro dr..¡wln.• que tiene 
en l' ( c":d11. polo crmtrulo de a.wr.rdo a ... •1iin1ilti¡;lfcidrul),' . 

";.' :·: :.¡~~·.<: - ': (·\ -~):,;,_<,-:~;-' 

;.~~~~~. ':::..~z:f:}f.i:~Y&~li~i*i~~~iK~\,<cJ~~~Wii.{[~~~~,I ~~""'" 
Demo.1tración: Sea e E e.y J"(z) ~.E(zJ.'..c,'iSí~(;,)"·{¡e~~:)~~'''.iii!~~()~:~ÓI;s;q~~E(z) y en 
estos la misma parte principal c¡ue E(z); po~· lo t~~to'F(z),t~'m.bi6n:cs .e!Íptica de orden 
/¡ y sus ceros son las raíces de E(z) =e con la misma multiplieidad en cada caso. Pero 
por el teorema 1.24, F(z) tiene h ceros (contando multiplicidades). 

• 

TEOREMA 1.27 Sean a 1 , a 2 ,. ··,ah los ceros y b1 , b2, · · ·, bh 'los polos de la función elíptica 
no constante E(z) en P, cada v.no contado de a.cuerdo a su multiplicidad. La .mma de 
los ceros de E(:) en P difiere de la. suma de los polos en un pcriódo. 

Demostra.ción: Consideremos G(z) = z!ftf} la cual es analítica en P salvo, posiblemente, 
para los puntos donde E(z) tiene ceros o polos. Razonando como en la demostración del 
teorema 1.24 se tiene que si a es un cero de E(z) de orden k, entonces 

G(z) = -3..!:_ + zf'(z) = k + ....!!!.___ + zf'(z) 
z-a f(z) z-a f(z) 

de modo que a es un polo de G(z) con Re••=aG(z) =.ak y si bes un polo de E(z) de orden 
1, entonces 

G(z) = zf'(z) _ ...!!__ ~ zf'(z) :_¡_ ~ 
f(z) z - b f(z) · z - b 

de modo que bes un polo de G(z) con Res,,,;bG(z) = .:.bi. 
Si asumimos que no hay ceros ni polos de E(z) en L, entonces por el teorema de los 
residuos tenemos: 

1 1 h h 
---: G(z)clz= La~- L bl=L:a;-Lb;. 
27rz L a ceros b polos ;=1 ;=1 

Si hacemos w = 2 ~; JL G(z) clz, entonces 

. ¡ E'(z) ¡ E'(z) 1 E'(z) 1 E'(z) 
211'zw = z E( ) c/z + z E( ) clz + z E( ) el:+ z E( ) clz 

C1 ' z C2 ' Z C3 ' Z C4 ' ;: 

¡ E'(z) ¡ E'(z+w1) ¡ E'(z+w2) ¡ E'(z) = zE()clz- (z+w1)E( )clz- (z+w2)E( )dz+ zE()dz c
1 

' Z c 4 ' Z + W1 Ci ' Z + W2 C 4 ' Z 
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tanto w =' :Cn 2wj + n1w 2 es un peri6do dc'E(~). 

Si hay ceros ci polos de E(:) sobre L ~riovc!1~&s ésfri ¿o~o e,n el teorema 1.22. 

• 

16 



CAPITULO 2. LAS FUNCIONES p(;), ((z) Y !'"(:) 

La primera fuucióuclíptica con. la q~c t;·~ia~e{n~i,<;;setá i'.í~uncióu jo(:) .de \\1cierstráss 

cuya importancia sé pondnt de~ manifie'st~ en el te~r~n]a 2f Ta~Lién ~sttldiare1nos ]~ 
estrecha relación que existe entre las funciones ¡o(;Í; (<~)'y u(z>' ( e~•l~p~~¡~;;tc resaltar 

el hecho de que éstas dos últimas funciciries ya ;;o s~n eÜptí<:.a,;;)'. :~ 
La función p(z) y todo lo tratado aquí fuedado original!Ile'nt~ ¡)Qr.·k~»'~iF~~J~!i.~~·? Fue 

G.Eisenstcin quien descubrió que las funciones clí~ticas }Juede? ~c.;;~q~~~~~~f~·pártir 
de el producto infinito J1 (1 - ;¡). H.A. Schwarz introduce la fÜ~~.i~§ricff ;~~,.~~~io de· 
un producto infinito, así como la representación de p(z) pormediÓ::d~•~n~~e'fie':/•. 

, ' :"- ."<: .. '~~ :~~1~t~~~~;;;~i~<.( ~l~~-::_ , 

DEFINICION 2.1 Sean w1, w2 E C ambos no cero y r = ~' io~ú~~lgt~i;;0;id:iia iatiz 

determinada por (w¡, w2). Definimos para p E R: 

' 1 l l 
L JwJP =E JwJP = L Jmw1 +nw2JP.· 
w !:;~~ (m,n)eZ X Z · • ··· ··· • 

(m,n);i!(O,O) 

TEOREMA 2.2 La serie L~ JwJ-P converge para p > 2 y diverge para p :5 2. 

Demostración: Sean sk = LÍm/.fnf$k JwJ-P, Tk = Sk - Sk-1 para k EN y So =o. Observe
mos que ¿~ JwJ-P converge si, y sólo si, ¿~1 n converge (ya que como los sumandos 

de Lw JwJ-P son todos positivos se tiene que si esta converge, entonces también con

verge cualquier reordenamiento de ella; en particular ir sumando por "cuadrados"como 

en Tk)· 

Hay (2k + 1)2 - l términos en Sk y (2(k - 1) + 1)2 :_ l términos en Sk-i, por lo tanto en n 

hay (2k.+ 1) 2 
- (2k - 1)2 = Bk términos y cada uno de ellos es de la forma: 

w = ±kw¡ + nw2 , J11I :5 k 

ó 

w = mw¡ ± kw,. lml :5 k 

es decir 

k(lw, 1 + Jw21) ?: Ó 
{ 

klwd + lnllw2J?: 1 ± kw¡ + nw2I = JwJ 

~ lmllw¡J + klw2J?: lmw1 ± kw2I = lwl 
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Tamhir\11, si X y Y sou los ejes perpendiculares a 11·1 y a 111, respcct.ivamcnlc, 61 ~; 6, las 
proyeccio11cs respectivas de ";' sobre Yy de ti1,' sobre X, entcmces 

.. 

COROLARIO 2.3 Para cualquier R > o y z E C, la serie ¿ wes lz - wl-P para p > 2 
lwl>2R 

converge uniformemente en el círculo lzl :5 R. Así la serie Lw lz -w1-• con p > 2 converge 
uniformemente en cualquier círculo de radio finito si descartamos un número suficiente 
de términos iniciales. 

Demostración: Tomemos lzl < R < tlwl, así lzl + lwl :5 ~lwl. Como 2lzl < lwl, entonces 
O< lwl - 2lzl y por tanto 

por consiguiente: 

y 

Por lo tanto para p > O: 

lwl < 2lwl - 2lzl = 2(lwl - lzl). 

1 1 2 --<---<lw - zl - lwl - lzl - JwJ 

1 1 2 1 -->--->--. Jz - wJ - JwJ + JzJ - 3 JwJ 

(2) p J J 2P 
3 JwJ• :5 lz - wl• :5 JwJP 
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y d rcsn!t;•do se sigue del tcorctirn 2.2. 

• 

COROLARIO 2.4 La serie'L:Ú~~Ú,'-'~.;,'--~'}'c¿~'f}er~s·°:b,,til~tti¡i:;e'nt~ para z rt s y así 
w:¡t~: ·.·. ··'::, · ··º'.···. :· .. :··::·.:··· .. ·,::., .:·'··.·. ·· '· 

la suma es independiente del orde.1J de lo~ .térmi~os. R.ª~ª c.~°:lg1ÍierR >o finito, la. mic 
converge uniformemente en el círcul~ lzl':s/R.ld.~s~it~s.:d.d,;'iñitir; un· número suficiente de 
términos iniciales. Oc.'!\'i;·;'.v· ' 

Demostra.ción: Dado R >o, tenemos qüe~IF.;'·in;· •y•,e/~~,~~~toparaun número finito 
de puntos w E S. Si izl::; R, entonces 2¡z¡:::;.2R'~1ivr:;:~b?:ta~to l;;I <j y por consiguiente: 

: 2 ·-;·1·~·A~·1{~~~~~;~;g,'~',Tf···· ·,· 
-._: ~" ;_:,:: <~ ~-~~i~~~l~¡.;~· .~-;.:~:_:J~:,, 

y .• 1~%;1;~·1,i'.J~FB~f*{f!'~1.c:,:( 
De donde ll --' ;;12 > ~ y por tanto:· · · " '•<c .. ,. 

-:;.; - •• ~.,,; 1 

(pues w to) 

Por el teorema 2.2 la serie L:wes iwl-' converge, por lo tanto Lwes { c.-'w)' - ;;!;} converge 
w:¡tC w:¡tO 

absolutamente para z r¡. S. 

Así, ¿::~~i { ~ - ;;!,- } converge uniformemente en lzl ::; R si omitimos algunos de los 

términos iniciales (a saber sumandos con lwl::; 2R ). 

DEFINICION 2.5 Para z E C - s definimos la función p(z) de Weierstrass por: 

1 . { 1 1 } 
p(z) = ~ + L (z - w)2 - -;;;2 · 

wES 
w;'O 

,/' 

• 

PROPOSICION 2.6 La función p(z) es elíptica con periodos primitivos w 1 , w21 polos 
dobles en los puntos w E S y tiene las siguientes propiedades: 
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(1'.) La. ¡w.r_te pn:.nc.iju:.! t!.r. p(:) c:n ::: =O e!.~ -f;. 

(ii) li111,-n(P(z):__f,J.=ll.: 

{iii) p(i)'=p(,,-z).' 
,. · . .'_:.:;· -<,~.· .. .:¡•_-/ .' 

{iv) p'(-~) = "'.'131
(::):;:( 

,·· 

Dem&;tra.fi6~.'.)~~J~\-~~;~1-~i,~;~.A)as~rie B:~~J<~~'u·J' -e ü!>} converge uniformement.e 

en l=I :SR sie,111pré q~<:\~e;o~}itán aé¡~~n~,s ~tun~ndos c~n w E ~ tales que lwl :S 2R. Además 

<•-1.vl' - ¿, es ánalíti~a.h)~1'.~}f:.r~~~·1~l.,;t.~§¿P,(),1~,~~~()•B()r el teo~·e1na ,de 1yeierstrass, 

p(z) es analítica en l~I :S KiJ~r~:~u~lqii<!r.~·:>,'o;;s!ll~º.~n los pu~tosu:}·Sclonde Üene 

;;;
1

;~::~·~::IDo;;;·~,t:~~~l~i~~~Ulti#h1i:((i~,~~,f ·ffeA~~J;1X'ª~ªº' ª" 
z =O (que no contenga a,ningún'uj,éS);'P()I\;con,sigui()nt(},;\r1es:Jaj)arte' pi;incipal de ¡o(z) 
en z =O. ~ - ,. .. -. -·-: :~>(~::.~'--it __ -~~-~~::,,;;~~:~~~:; ~,_ ~ ~ ~ · : ~..- " ~ ~ ;; __ 

~--~ :ttE~ · .. ~;,_¡ ".,, ,s:"·;·,'..~- ,'.;f' :·_'.\;;:;:.~·-__; 
(ii) -~:..·:~;;__r_-~~ ~,,:¿i -~;:Jl~~~Z:~á~~:~~~;~·~;;.~: ::-·,• -~-:.:~L ---·= ··~:-="~ ·-

(iii) 

ya que el conjunto {-wlw ES, w #O} es el mismo que {w E Sjw #O}. 

{iv) Derivando en {iii) obtenemos: p'(-z) = -p'(z). 

Por el corolario 2.2 p'(z) = -2 Lwes (,-'wJ' converge absolutamente para z ~ S y dado 

que {w- wilw ES} es el mismo conjunto que S, se tiene p'(z + w 1 ) = p'(z). Similarmente 

p'(z + w 2) = p'(z), por lo tanto p'(z) es elíptica. Integrando tenemos: p(z + w 1) = p(z) +c. 

Para z =-"!f, obtenemos: p("ft) =p(-"ft)+c, y por (iii) e= O, de donde p(z+w1) = p(z). 

Igualmente p(z + w,) = p(z) y p(z) es elíptica con periodos (w1 , w2) y lmr >O parar=~· 

• 
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TEOREMA 2. 7 p(.i) .•ati.•Ja.ée lii cc11.ación .ílifcrcú.cÍal: 

por lo 

Pero derivando obtenemos: 

por tanto 

luego 

¡P(z) = z-6(-2 + 2b1z 4 + 4b2 z6 + · .. ¡2 

= z-6 (4 - Bb1z 4
-: 16b2z 6 + · · ·) 

= .i_ - Bb¡ - 16b2 - 24baz 2 + · · · 
z6 z2 

,, 3 20b 1 2 92 2 
p "(z) - 4p (z) = -7 - 2Bb2 + z P(z) = -'?' - 93 + z P(z) 

(con P(z) un polinomio en z) tiene un polo de orden dos en z =O, de donde 

G(z) = p"(z) - 4p3 (z) + 92p(z) + 93 

(que claramente es elíptica) es analítica en O y por tanto en todos los puntos de la latiz 

de periodos. Pero G(z) no tiene polos y es anaHtica en P, por lo tanto G(z) =c. 

21 
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¿{ 1 I} , 
G( z) = 11• . -( --. -¡-·• - -... .; ' !-'( d 

l. - 1V.. w• 
tu(S 
w¡tD 

es tal qucG(O) =O, entonces p'2(:) - 4p"(:) + u211(:) + g, =O. 

• 

TEOREJ\1A 2.8 Sea.!' 1m pa.ralclogramo de periodo.• a .. •ocia.da con p(:). Sea.n at,b1 con 

k, t E { l, 2, · · ·, h}, 2h números complejo.• en P tales qu.e ak # b,. Si L:Z=, a 1. - L~=J b, = w es 
un periódo de p(:), entonce.< existe una f1Lnción elíptica. q11.e tiene c11 P ju.•tamentc la.• 
a;,s corr,o ceros y lo.• b;s como polo.<: y cualcsq1Liera dos de ta.les funcione.• difieren sólo 
por un factor constante no cero. 

Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el paralelogramo es 
P = {zJz = xu•1 + yw,. O 5. x,y < l). 

Si E 1(z) y E 2 (:) son dos funciones elípticas con los ceros y polos preesc'ritos en P, entonces 
~es una función elíptica de orden O (ya que no tiene polos),.por tanto ~ = c #O. 

Ahora demostraremos que existe E(:) del tipo requerido. 

Si h =O, definimos E(z) = J. El caso h = l no se puede dar, ya que a1 - b, no puede ser 
un periódo si a,,b, E P. Así, sea h ~ 2. 

Caso (i} Si b; =O, Vi E {J,. ·., h), tenemos que L; a;= w es un periódo. Definimos \Ir EN 

las siguientes funciones elípticas: 

La función Pn(z) para n;:: 2 tiene en P un polo en z =O de orden n {ya que p(z) tiene en 
z =O un polo doble y p'(z) un polo de orden 3). P1(z) no tiene polos. 

Sean a 1 ,a2 ,. • .,a, los números distintos entre sí en {akJk E {l,.·-,h}} y sean, el número 
de veces que se repite º' en él; así n1 + n2 + · · · + n, = h. 

Definimos E(z) = c1P1 {z)+c2P2(z)+ · · ·+chPh(z) para algunas constantes c1,. ··,ch, las cuales 
se eligirán de forma que las ecuaciones E(kl(o,) =O con l E {J,. ·., q), k E {O,.·., n, - l} sean 
satisfechas. 

Con estas condiciones obtenemos n1 + n2+ · · · + n, = h ecuaciones lineales homogéneas en 
las indeterminadas c1 , •• • , ch. 

Para obtener una solución distinta de la trivial omitimos la última ecuación: 
E(n,-ll(o,J = O que corresponde al cero ªh· Este sistema consta de h - J ecuaciones 
en h incógnitas, por lo tanto tiene una solución no trivial c,, .. ., Ch· 

Estas c's satisfacen queº' es cero de multiplicidad nt, \ICE p,. · .,q - l} yº• es cero de 
multiplicidad n,_ 1 , Para ver que con estas c's también º• es un cero de multiplicidad 
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";. 11otcmos c¡ue B(~). = r,P; (z) + c2l',(z) + ·· >+ c1; Ph(z) no ·es icléntic:am011t.e cero fra. qüe · 
f',,f z ), ···,/',,(:)tienen polo:<. dé difcrc11fes orde11es ··en. z =. ü}P!<z) ~~· cou~fiintc' \mtodo 
puut.;>) yticue.h'.='. 1 .• ceros.en n 1 •''.:i,···,ah"-i.·Y<;omocLí1~icopolo de B(z)(!Í1J' .. C!s·z·,,,;. O con. 
orden a lo más·h,·erüqn~es el ?J'den, de E(z),esh.·Ó,h,-,.1 .1.;. ··,):;: . . . 

;~º~~~::· i .;/ =~~:~t'.~.~11~~.{i1 0~·2··~~h6~-t~~p1~iidtl6;~~¿~¡: 1~%~;~~1,1~*:i~r:l. 
cero). Entonces ¿a;- w'. = w - w·. ,;,. ah es :tambié~;un pe~i~d~! (ya'.q~~ ·~~·:e ?. ~ ah# O 

porque ªk :cp be= o) por. tanto el orden de E(z) es ."<Y §CzÍJÍin.é~~,:~iro's.~~'.Ios pt!nt~s 
a,, a2,. .. , ªh-i, a. Como ª' + .. · + ªH +a - o es un ~erió?~:(p+el':t~9r~#~ L27) y por 
hipótesis I:a1 = w es un periódo, entonces w- (a 1 + : .. +a~~,+-a);§·d~·-<i es tru:ribién un 
periódo en P; pero a1,, a E P de donde ah -a= O, por.fánté:l a,;:~-:;~·es''.ce~i{d~.~~Üipli~idad 
n 9 y E(z) tiene sus ceros en <>t con ordenes n,, \>'CE {1:'-~,.'Ú:•'•.>::,•,}·'· •·'• .)..•i< · 

Para el casoª' = ... = ªh =o, reemplazamos las ~l,;:pÓrH<i'~Ai'eii'~J.~~s'é:l ill'iteiior para 
construir E(z) y la función requerida será E!zr . . :. ,·~. ~~{·9·~· ~": ., 
Caso (ii) Supondremos que no todas las aks ni todas]'!:~ bk~.~on ~er.6. · · 
Escojamos a0 E P tal que ao+a1 +···+ah sea un peri6do'.·srliacémÍls bo; ao, entonces dado 

que ¿~='a; - ¿z=, b• = w si? tiene: ¿~=ºa¡ - ¿~=o b• = w y po~ t~nto ¿~=º b• = ¿~=ºa; - w 

es un periódo. 

Si m de los h+l números a0 , a1, · .. ,ah son cero y n de los h+ l números bo,b1, · ·., bh son cero, 
entonces m, n < h + 1. Si quitamos aquellas aj,s que son cero seguirnos teniendo que la 
suma de las h+l-m restantes aks es un periódo. Construyamos E 1(z) = c1P 1(z) +c2P2 (z)+ 

... + cµPµ(z) como en el caso (i) con constantes c1, c., .. · ,eµ con eµ t O, JI = h + l - m > 1 y 

ceros en P en ª• # O y un polo en z = O de orden JI. 

Igualmente construyamos E 2(z) = d1P, (z)+d2 P2(z)+· · ·+dvPv(z) con constantes d1 ,d,, · · ·, dv 

con dv :cp O, v = h + l - n > L ceros en P en b, #O y un polo en z =O de orden v. 

Sea E(z) = ~· Si a0 t O, entonces dado que a0 = b0 , éste es un cero común de E 1(z) y 

E 2(z). Si a0 =O no estamos dñadiendo nada. Paraª• t O (k >o), estos son ceros de E1(z). 

Similarmente los b, t O (r >o) son ceros de E2(z) y por tanto 

E(z) = E,(z) = ,-µ /1(z) 
E2(z) z-" f2(z) 
z"-"f1(z) 

=Af;¡ 
,m-n f1(z) 

/2(:) 

Si m > n, z =O es cero de orden 771 - n de E(z). 

Si m < n, z =O es polo de orden n - 771 de E(z). 

Si m = n, z =O no es polo ni cero de E(z). Así E(z) es In función buscada. 
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El siguiente t.corema uos dice como son t.och1s la.s funciones elípticas e11·ténni11os de la 
función p(:) ~· s1~ clcrirnda. 

con S(p(z)) y T(p( z )) ./un~ionc,;?a~i~.~dfcf~dc ¡?{i)}'.~o'ff\'¿;,¿fi~,i~·;t~s:~brl.~t~ntcs. Inversa
mente toda expresión de la fórrrid}ei~(;)) +d1 (z)T(i1'(1));'.cs;_iúi~:J-ilnción elíptica. 

;, ':·,_. "',<'~~·.o:~·i·:_-·.:·'"\'"º~-·--·: ,,_.,.-'.¡.,-'' ... :1-'" -:_~;>_: 

Demostración: Sea /i ~l ordende:E'c});'; /i~ '"fi::¿ ;'> '.:•. '· 

Si h =o, entonces E(z} =e, así tomaínblscfl;lf~;c(~'.t<¡,(;))~o 
Si/• >o, ~ean a,,a,,. .. ,ah los ceros y ,b;,~P?:.~,:,~·;~:;;Xis¡p9I¿~ deE(z) en P. Entonces 
Li=I a¡ - Li=I b; = w es un periódo (por el te,orema 1..27,)-:': .. 

: ~-:I:~;/ ;· - .,, 
Como en el teorema 2.8 construyamos:. "' '"e'" 

<;~\f 

tales que E(z) =e~. 

Si tomamos E 1 (z) = cE;(z), entonces E(z) =·~··· 

Pero E1(z) = A(p(z}} + p'(z)B(p(z)), E2(z) = C(p(z)) + p'(z}D(¡o(z}}, con A(p(z)), B(p(z)}, 

C(p(z}),D(p(z)) polinomios en p(z) con coeficientes constantes dada la definición de Pn(z) 

en el teorema 2.8. 

Sea Eo(z) = C(p(z)) - p'(z}D(p(z)) la cual no puede anularse jdénticamente en z, ya que 
C(p(z)) es una función par de z y p'(z)D(r;(z)) es una función impar de z. 

Así tenemos: 

E 0(z)E1(z) = C(p(z))A(p(z)) + p'{z)(C(p(:}}B(p(z}} - D(p(z}}A(p(z}}) - p'(z)2 D(p(z))B(p(z)) 

= C(p(z ))A(p(z ))+p' (z )(C(p(z ))B(p{z ))-D(p(z))A(p{z )))+(-4p( z)3 +g2p(z )+g3)(D(p(z ))B(p(z))) 

(por el teorema 2. 7) por tanto E0(z)E1(z) = A1(p(z)) + ¡o'(z)B1(p(z}) con A 1{p(z)),B1 (p(z)) 

polinomios en p(z). 

De igual forma 

Eo(z)E2(z) = C 2 (p(z)) - p'(z}2 D2 (p{z)) 

= C 2(p(z)) - (4p(z)3 
- g2p(z) - g3)D 2(¡o(z)} = C1(p{z)) 

polinomio en p(z) no idénticamente cero. 

Haciendo S(p(:}} = ~;¡:;¡:¡¡, T(p(z)) = g:[g/;)l tcmm10s: E(z) = ~ = S(p(z)) + p'(z)T(p(z)). 
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Pm·f1 vcrl11 1111icid11d snpcmgamo~ qlÍc también E(:);: Sº(p(=n+J(:)T"(p(z)), si definimos 
S"(:l = ,S'(p(:))-Sº(p(:)) ~'. 7{,(:) = T(p(z))-Tº(!,(:)), cnt~ncns tenernos que S0(p(z)) + 
p'(=)70(p(: )) =O. Como p(:) es par yy'(z) es impar; cntoncc.s ,S'0 (¡~(:));'-Í>'(:)T0 (¡;(:)) '."'O. Por 
tanto 2So(p(z)) = O y So(p(: )) =O, de donde p'(:)'.lii(p(z)) ~O . .P~ro ¡,•.(:)no ~s idénticamente 
cero, luego T

0
(p(z)) =O. ' . . · . · . 

Finalmente dado que las funciones elípticas con t1r1 r>~r de periodos.básii:os (w1 ,w,) 

forman un campo, se tiene que S(p(z)) + p'(z)T(p(z)) es u~afunción elíptica paraS(p(z)) 
y T(p(z)) funciones racionales de p(z) con coeficienté;,éonsfantes. ... . . 

• 
. . . 

PROPOSICION 2.10 La. mi.e L/w/>•f';.º{'~'." + ;!; + ;;.,} converge uniforrnemente en 
lzl::; R, para R > O fijo. · · · 

Demostración: Tenernos ¡ui¡ > 2n};L~Jio~1~-t~~o~ :· 

1

_1 _ ~ _!_ + 'z 1·~··~;jj¡2:j'i·t:~~Z~~": .. SX:.<'·• ..•...•..• ·_ .•... 
z-w w w

2 ll-;;;Hw3.I ••·~·: , <<··· :,· ¡•¡•:X ;/•,,,J'¡.?j•./: .. ,• .· , .. ·.·· 
~ (i~~\Yéi·~,é~t~IJ((yaq1:'.e.2jzj $lwl) 

:::'º·R2·._:~-~º.,,_. - ~ _,_-_--.,. -

::; 21wis· 
.· .. !.:· :":<'.\-:'. ¡; 

y dado que Lwes ¡w¡-3 converge; se.tJ.ené'elrésultado. 
"'"º . 

• 
De la proposición 2.10 se sigue que la serie 

1 I:{ l 1 z} -+ --+-+-
z z- w w w2 

wes 
"'"º 

converge absolutamente para z ¡!' S. Y para R > O finito converge uniformemente en 
l=I::; R, después de omitir un cierto número de términos iniciales. 

DEFINICION 2.11 Definimos Vz E C- S: 

. l { 1 l • } 
((z) = - + """ -- + - + _:__ z L z-w w w2 

wes 
"'"º 

con Im~ >O. 

OBSERVACION: ((z) es analítica excepto en = = w, donde tiene un polo simple con 
residuo 1 y por tanto ((z) no es elíptica. También observemos que ((-z) = -((z). 
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TEOREMA .2.12 Se tiene: 

de donde '11 = ( ("? ). 

Análogamente se tiene: 

Como 

y 

((z + wa) = ((z+ W1 

= ((z) +2(•11 + '12) 

=<czi+2(<(~1)+<(T)) 

( ( W1 ; W2) = ( ( Wl + W2 _ ( W¡ ; tv2)) 

entonces 

( (Wl + W2)) . =( - --2- +2('11 +'12) 

( 
(

tv¡ + W2) 2 =- --2- + 1/3 (haciendo 7/3 = 7/J + '12) 

( 
(

W¡ +w2) --2- =7/3· 
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TEOREMA 2.13 (Lr..']<'ndrc) ,Si (wi,u'J c.• únpa.r de periodo:• bá .. ico.•. de p(z) con 
/m~ >O, entonce ... 

con 171 y r¡2 como en el tcorrii~~'.;d~i~;;~~:: .'.·~{~ ... ¿>· 

Dcmostra.ción: Tomem6s u¿·¡ar~\~1Ó~fri~¿,-~~f:~f rif :d'ds cl6}¡,(;) cori vértices A, B .• C, D y 

de focmo que el odg= e~. do,;; e1,iJ1j;i11~~i~~~; .•. . 
·4f 

A_ 

I 
/, 

Por el teorema detresiduo de Cauchy: 

r r 
27ri hncDA ((z) dz = Resz=D((z) = 1 

Pero po; el ,t;ore~~ 2.12tér{~mos:. 

por lo tanto 

En forma similar 

de donde 

r ((z) dz = r ((z + w2) dz 
Ícn lnA 

= 1 ((z) dz + 2r¡2 r dz 
jBA jBA 

= r ((z)dz+2r¡2 ¡-7- dz 
JnA·. . , }y. 

= r Úz)dz+2r¡2(-w1) 
ÍBA 

1n ((z)dz+fc
0 

((z) dz = -2r¡2w1. 

{ ((z)dz+ { ((z)dz=21/IW2 
lnc ÍnA 

27rÍ = r ((z) dz = -2r¡2W¡ + 2r¡1W2 
jABCDA 

y por tanto 7ri = r¡1 w2 - r¡2w1. 
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DEFINICION 2.14 Definimos ¡ia.ra. z E C: 

La cual es una función entcrad:.~:~J·~~~~~s~o~sf~t~{ér.J~t<mto u{:)no es elíptica. 

Observemos que u(-:)= ~u(z) yq~~;tie~~·;f;~i.s.i~~l~-~ .. :~·:eS, 
TEOREMA 2.15 Se tienen la,•·~i9itie~~~~'.~;qpic~~1és: : .• ·.·· 

.-<::.:.:: .--·<'·\.·_. __ , {·-·_·-,-.-,/·.<<._ ' 
u(~+~;)= ~;,(z)e2• 0 (•t:"'l 

para i E { 1, 2, 3} y con w;, 71; como c.,;, en~~rirrt~ ;,;;: 
Demostración: Para z {i! S y Logz la rama principal de la función logaritmo, tenemos: 

u'(~) - d 
u(;)= ;h (Logu(z) + 21Tin) (con n E Z) · _ 

= J; (Logz+ ~{Lag (1-;) +;+J (;) 2

}) 

= ! + ¿ {-!-(_..!..) + 2:+ .!...}-
z w;tD (1-;¡) w w_ w2 

1 I:{ 1 1 ·} =-+ --+-+-=- =((z) 
z z- w w w2 

w;éO 

De ((z + w 1 ) = ((z} + 271¡, obtenemos al integrar: 

Log(u(z + w¡)) = Logu(z} + 271,z +e¡ 

de donde 

u(z + w 1) = u{:)c2
"•' e"= cc2

" 1' u(z) 

haciendo z =-'%'-,obtenemos: 

por lo tanto e= -e"'w' y u(z + w 1 ) = -e20•('+"") u(z). 

En forma similar se obtiene u(z +w2) = -c2"'(z+7lu(z} y u(z+w3) =-c2••Cz+-Tlu(z). 
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TEOREM1 2.16§r.áJ(:) •. 11.1111.f11.nció11:.clí¡1tica r.ó;,, (u.1 ,u•2) ui1:P~:; dr.·]icriodo.< rc.rluci
do.•. Sr.un .a, •. n2;·::·, n,~ lo., cr,ros .. J[b 1 !b~ •• '. .. ,b,,.los.polo,;.4cj(:) .~1/. r(~o11:ta.ifo,•·dc acu.r.rdo 
u .rn. m11.lti¡1licida.d) con:¿;;':·¡ ni-:- I::7,,; 1 b; ;iw (1) 1t7i pc;iódo d~ Í(z). Entoné~:' 

'.·· ~ :;;:.;',;t:..:~~n· :.:.u(~:~~;) ~ ) . • " . . .. ·· ...... . . ' · 

J.Om••""';,~1.r~r¡~'o~~;~;;:~:~~::,;, ~.:: ,;,;·;0;;¡D·•Ufo<oi (I) 
es una fuiiéi61/. JziiJii'{a: :;:r·:, G{· • .;, < ;: 
Dcm~~tració.;,.: 

..:;-:,·- "'-, 

....• ,. :' ·· .'.fl .. ~t~~~~;~,iU'.;<:~~ª~.)w)· ... 
tiene preci~~m6nte i~s'~~~#ftis'¿e~os,·~;;~olO's:.<Í~~-j(i) eri: P, ya que e, E {ato bk jl $ k $ n} 

:~-e~1)ú~i~~(~jr:'.i)~?<z;¿;;f~Jt,: .. \i .• (z(~sci.~t~r~(para k·= n tenemos: u(bn - bn - w) = 

Además por el tecir;~füá~:i':Í5L':~~~~~-I[' · · -·· 

~e z +-w;)·~:;c:c~·¿,·~:·,f '.r:(:~ ·~.ª~ :,·~~, i 
('-l)n é2.•i(•:-••+7 )+ .. ·+2••(•-•.+'r) u(z - a¡) .. · u(z - ª") 

-"' (-1)" e2q,(•-b•+T )+ .. +20,(z-6.-w+":i'-) u(z - b¡). :. u(z -, bn - w) 

c2i,.(nz-a,-· .. -•.+n-T) u(z - a¡) .. ·u(z - a~) 

= e2q,(nz-b,- ... -b.-w+n7) u(z - b1) ... u(z -bn - w) 

e2q,(nz-a,- ... -a.+n7) u(z - a¡) ... u(z - an) 

= e2o,(nz-a, -"·-a.+n-':f) u(z - b¡) ... u(z - bn - w) 

= ~(z). 

De igual forma ~(z + w 2 ) = ~(z). Así, ~ es una función doblemente periódica sin polos 
y ceros, por tanto ~ = e constante. 

Inversamente, si las a:s y b:s satisfacen (I), entonces ~(z + w1) = l"(z + w 2 ) = ~(z) y por 
tanto l"(z) es elíptica. 

• 
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CAPITULO 3. LAS FUNCIONES THETA 

Eu <'~I<' <'H]>Ít ulo dcfiuirc•rnos la fuuf'iúu t hPt a d1· \\',•i<Tt rnss <'ll forma d<• 111111 s<'ri" iufiuit a 
junto con ot.rns tres funciones thcta muy similares. En el teorema 3.ü veremos la relación 
que gunrdn con la función sigma del capítulo 2. Finalmente la fórmula qur nos pcrmitiní 
demostrar la Ley de Rrciprocidad Cuadrática en el próximo capítulo scní la fórmula 
<;le transformación del t.rorcma 3.8 para la función 03 • La primera de las funciones tipo 
theta qur apareció Cll análisis fue la función partición n:=,(J - .:r":)- 1 de Eulcr. En 
sí, las funciones theta aparecieron en la "T<'orÍa Analítica del Calor" de J .Fouricr, y el 
estudio de éstas funciones fue desarrollada a partir de la teoría de las funciones elípticas 
por Jacobi en sus "Fundamenta Nova", obteniendo por métodos puramente algebraicos 
muchos rlr los rcsult a dos de este capítulo, descubriendo también las expresiones en forma 
de productos para las funciones thcta. El mismo Jacobi fue quien obtuvo la fórmula 
de transformación a partir de la teoría de las funciones elípticas. La primera prueba 
directa de esta fórmula por medio de integrales de contorno se debe a G.Landsberg. 

DEFINICION 3.1 Sea v E C, q = c•iT con Jmr > O. Definimos la función O como: 

PROPOSICION 3.2 La función O(v,r) converge absoluta y uniformemente en cual
quier subconjunto compacto del v-plano y entonces representa una función entera de v 
para r fijo. 

Demostración: Dado que lql = c-•/mT < J (ya que Jmr > o), entonces 

por tanto si consideramos r fija, tenemos que en un subconjunto compacto del u-plano: 
clwul ::; ;\/ y por el criterio de la raíz limn-oo Vlqlin' M" = M limn-oo lql~" - o (pues lql < J ), 

luego u(v, r) es ab.solutamente convergente. 

• 

TEOREMA 3.3 Se tienen las propiedades: 
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{i) 

(ii) 

(iii) 

Demo3tración: 

O(u, r) = 

(ii) 

(iii) 

O(u, r) = 2 f (-1)"/"+})' S<'11((2rí ::J:. l):rn), 
·tt:O . ' 

= T t (-I)"q(n+!)' eC•n+I)•í~(-1) 
= -O(v,r) 

O(v + r, r) = T n~oo (-l)"q(n+t)' cC2n+l)wí(u+r) 

= T n~oo (-l)"q(n+!)' eC2n+l)•íu qC2n+l} 

00 

= T m~oo (-l)m-1 9(m-t)'+(2m-l)e(2m-l)•íu 

00 

= 7 m~oo (-1)(-J¡mq(m+ t)' q-1 c<•m+l)rríu e-2rríu 

= -q-1 c-21fiu O(v, r) 

(iv) Si m1 , m2 E Z, entonces: 

O(m¡ + m2T,r) = (-l¡m'q-m' c-•m,rím, O(m
1
,r) por (2) 

= (-J¡m'q-m' e-•m,,;".'.' (-l¡m•o(o, r) =O por (1). 
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P1m1 ver que ¡,,,, + 111 2 r) .sou los í111icos c<'r~s, sea AIJCD el ¡rnrnlelogn11110 en e]. P-plano 
el<' vc;rt.ic:<,•s A; IJ, r:1J.locnlizaclos cu 1111, 1111+1,1•0 + 1 + r, "" + dond<' '"' no. es cero ele 0(1" r). 

Veremos que O(P, ,'.)- t.icrw:sólo un el · 

por tanto 

y como de {ii} se tiene: 

entonces 

y 

por consiguiente 
....!._ f O'(v,r)dv-1 
2,,.; J,IBCD O(v,r) -

por tanto O(v,r) sólo tiene un cero en ABCD y como sólo existe un número de la forma 
m 1 + m 2 r dentro de ABCD y tal punto es un cero de O(v, r), se sigue el resultado. 

• 

DEFINICION 3.4 Sea q =e"'' lmT >o y V E e, definimos: 

"' O¡(v,r) = L gCn+s)' c(2n+l)•;v, 

"' 
02(v,r) = L (-1)"g"' c 2

"''", 
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PROPOSICION 3.5 Se ticncri z~}~ib~,i~·~1~~;·,~~~l:~Jin,;:: i 
(i) 

(ii) 

(iii) 

Demostración: (i) 

( . ) . -~ .· 
Oa v + ~ + ~· T qt eKiu(-i) ;=(-i} "~"' q"'+t+n e•n.;(u-H}+Kiu 

"' = (-i) .¿:; q(n-H)' eC2n+!)Kiu cni 

= O(v,r). 

{ii) 

( 
T ) > . Oa v+2,T q"e"''u= 

= 01(v,.r). 

{iii) 

Oa (V+~' T) = "~"' q"' c2n>i(u+!} 

= 02(v,r). 

• 
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Haciendo 
,P(·) = \O(z)c"'~ ~ 

• 0'(0, r) 

tenemos que ,P(z) es impar (ya que O Io es) y entera como función de z, con los mismos 
ceros que \O( z). 

Ahora 

Pero por el teorema 2.13: 
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cut onces 

y 

por tanto(*) queda: 

De manera similar 

Pero también 

por tanto 

y 
,P(z + w,) ,P(z) 
o-(:+ w2) = o-(z) 

2rriZ 

y como ,P(z) y o-(z) tienen los mismos ceros y del mismo orden, entonces *1 =c. 

Dado que ,¡, y o- son impares, alrededor de z =O tenemos: 

t/,(z) 1"(0) + 1/J'(O)z + ~ + · · · 
o-(z) = z+aaz3 +··· 

Pero 
WJ W¡ , 

1"(0) = 1"(0) O'(O, r) = 0(0, r) 0'(0, r) =O 

y 

,P'(z)= --- l"'(z)e"'"• +l"(z)-e"'•• W¡ ( _¿ 2ry¡ _¿) 
01(0,r) W¡ 

entonces 

1"'(0) = O'(~'.r) (l"'(O) + 1"(0) ~:) 
tv¡ ( 1 1 ) = O'(O, r) O (O, rJ-;;;;- = 1 

por lo tanto 
,P(z) z+baz 3 +... I+b3 z 2 + ... 
u(z) = z+aaz3 + ... l+aaz 2 +·" 

de donde~= 1 y entonces e= J. Luego V'(z) = u(z), es decir u(z) =O (;;;-,r) ••co',ric"'~ . 

• 
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DEFINICION 3.7 Dcjinimo.•: 

donde r = ¡;>, Jmr >O ' y '\1:',[\·;{,': 

Ahora verer~os el efecto de la transforlti_a~j,ón'f'.R~iz.~~J;~~)I;, !Oc~111lnos proporcionará 
una valiosa fórmula de transformación ·pKi'.ahdtinCiór( Ó3 :·· " · · 

.,·. . ···~.>;.' ·.' , .. ' 
-_:-;;.::,';,-··, 

TEOREMA 3.8 Sean v, TE e, con lmT :> º' Entdric~s sr~iene: 

Oa (v, _ .!.) :: · [f f: c•i-(n+vl' 
T Vi n=-ro 

donde 
"' Oa(v, r) = ¿ c:rin:Jr+211'intJ 

Yvft'=+I parar=i. 

De aquí: 

Demostración: Sea r fijo con Imr >O y q' = e-•ImT, entonces para lvl 5 p < oo se tiene: 

para M y M' constantes. Pero como q' < 1, entonces por el criterio de la raíz se tiene 

la convergencia uniforme de F(v) = L~=-oo e•iT(n+•l' en todo subconjunto compacto del 

u-plano con r fijo. 

Además F(v) es periódica de periódo 1, ya que: 

F(v + 1) = f c•iT((n+l)tv)' = f o•iT(m+v)' = F(v). 
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Primero cousidcrcmos. que 11 E R y T = i11 cou 11 > O. Así, para la furicióu de~ \'ariable real 
F(11) con pcric)do l. sn sc~·ic deFouricr csbí dada por: 

donde 

Sea 

de donde 

y entonces 

::-: 

F(v)= L (><.º''."" 
"k=-';'!> 

ª< =J (f;
00 

c•fr(n+u)')e-2 .• ;kvft .. 
= l nf;oo c•Ír(n+u)'_;;,;k(~·:'""ld~ (ya q~e c-Mn = l) 

= t [ e•;r(n+uJ'-:>•;k(u~~Í du 
n=-oo O. , 

= ¡: e•;ru'-2.;ku du 

= ¡: e';r(u'.:_~)du 
= ¡: c•fr{u-~)'~•;,(n' du 

= e-ri~ ¡: cwir(u-t)
2 

dv. 

(poda convergencia uniforme) 

ds = ,/iídu 

donde la integración es a lo largo de una línea paralela al eje real en el s-plano complejo. 

) I~ 
( 

-r o 
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luego 
c-•i~ 

O:k = -.-. --,¡y 
y así, 

={fo" (v,-;). 
de donde 

f¡ nf;oo e•fr(n+v)' = o3 ( v, -; ) 

para todo v E R y r = iy fijo, con y E R+. 

Ahora, dado que ambos miembros de (*) son funciones analíticas de v para r fijo, se 
sigue por continuación analítica que: 

~ nf;oo c•;r(n+v)' = 03 ( v, -; ) l/v E C. 

También (*) Yista como función de r para v fija, se cumple para r = iy con y > O, y 

nuevamente por continuación analítica(*) se cumple para todo r E C, con Imr >o. 
Así, la primera parte del teorema queda probada. 

38 



Ahora, si t.omamos -~.en lugar ele T y ciado quc.1'11(-:-~) >O, la primcrÉ1parlc del teorema 
nos dice que: 

por tanto 

03(v, T) = {jJ;f;,2c-.;;:c"~;?'\• 
···;·.VJ~-*·~~}~·~·-;f .'·• 

:! .. fI~~ #-· t q"; e-.•• i~ ~ (tor!l.ª~do q = e~ y) V·;. ·n=-oo 

fT .w¿. ( V ]) =-y;c- r 03 --;__.--:;·· 

/T .....?. (.V ¡)' 
= y;e- r_ 03 ;,,-; 

f¡ .. _¿ (V ¡)' Oa(v, T) =e~•· • · 03 -, -- • 
- - T T 
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CAPITULO 4. LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA 

Eu este capít.ulo ciaremos una dcmostrndóu de In "Ley ele Reci¡;roci;\;,¿¡ Cui1<\níticn;'. 

-Esta ley fue descubierta empíricamente y en mia forma1nás~o1'nplié~?~11b(~\ll~;~~ quien 

la publica en li83. En li81i Legendre la r~descutire¡p~robn-~1\eiegnnWfqnnn~1nod~rn1t 
con el uso de su símbolo y le da el nombre actual debid~ ~ la:si~e-t~Í~;~n:~{p;ip~l que 

desempeñan los dos primos, y da una pruebii basán.dose !!ir tina uflr~~~i6;1·l10 !n'~bada 
en ese tiempo. Gauss la redescubre en 1i95, de nuevo ém¡iíri~al11erite, y l~-p~ueba un 
año después. Gauss Ja enuncia en la siguiente fm-m~: :u U~ primÓ 71 e~ or10 l1n rcsiJuo 
cuadrático de otro primo q de acuerdo con que (-l)H•- 1lq sea m1_residtio cuadráÚco o 

no de p". Más tarde da 6 pruebas t.otalment.e diferentes,. la más:cortn'de'Jas_cuales es 
su quinta prueba que se basa en el llamado "Lema de Gauss'.\ 

En mayo de 1801 Gauss registra en su diario las fó~mulas que ~hora representamos 

como: 

'I: e~''= 1 ~'.;;>"in,~_,, 
t=O 

y las designa con el nombre de sumas de Gauss. Cori la ayuda' -¿'e· éstas fórmulas de 

sumación Gauss deriva en sus "Disquisitiones Arithmeticae"la Ley de Reciprocidad 
Cuadrática. 

El arreglo de la demostración del teorema 4.1 es debido a C.L.Siegel junto con el truco 
de usar casos límites en la fórmula del teorema 3.8. 

Kronecker recoge el principio común de las pruebas de Dirichlet y Cauchy, y usando 
integración compleja obtiene una fórmula de reciprocidad para sumas de Gauss a partir 
de la cual puede ser deducida la Ley de Reciprocidad Cuadrática. 

La fórmula de reciprocidad para sumas generalizadas puede ser probada sin el uso de 
la fórmula de transformación de las funciones theta por medio del teorema del residuo 
de Cauchy corno lo hicieron Kronecker y Landsberg. 

TEOREMA 4.1 (Gauchy-Kroncckcr). 

Sean a, b E z+ y v E Q tales que ab + 2au =O (mod 2). Entonces se tiene: 

Demostración: Para z E C con Imz > O y v E C el teorema 3.8 nos dice: 

(1) 
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cloncJc /'f ~ 1, pa~~l z·= i. 

Ahora sea z = t + h:, C()ll ~ >.O,domk <l, b E z+ y•: E Q ($,bilJ¡ucrib + 2a1) ·:;;o 

Consideremos cl.ca~olí1uitcdc I~ fó.rrr1~1~'\1) .paril/{c:üar1A9i"""'o+;· 

Primero exarninare.1.nos· .. el .. l~ªd:·.izqüibrc!cLaéJÍ) ;p!n'a e.1 •. cual.,tmi~ÍiÍos:i. 
,! •• ..,, ~,,::· .. :··.-·;.· ~·'>:;:·. "~ -~:::_:·i, 

ci~"~~:Z'tt~:~~.fü~f J!!'!~'<··) ~ ,-• .. 
\¡._ ,~, , ,..,., , ' ~ '.,.::.·~:~:: 

!~·;~z;;E\~~if0}~üi'~~~c~+vi'·.· 

Por el algoritmo de la di~i~i6~ l~~~iÍ;~~ q~{~ ~ ~b ~ h con l :S h :S b y m E Z. 

Dado que: · ·• ,. . - .. ··:-··.• · 

entonces 

y (2) queda: 

a - - ·.- ·: .-: ·,· · .; .. -.-.·--. · ·· a 
¡; { (h + mb .+ u) 2

";- (11 +u) 2
} = ¡; {2mb(h + v) + ('?'b) 2

} 

= 2amh + 2amv + abm2 

= m2av + mabm (mod 2) 

= rn2av + (m - l )abm + mab (mod 2) 

= Tnl2av + ab) + m(m - l)ab (mod 2) 

=O (mod 2) (por hipótesis). 

t c""it(n+u)2-'11't(n+v)2 = t ¿ c'll'it(h+mb+u)2-7rt(h+mb+v)2 

h::l m=-ro 

b "' 
= L L c""it(h+u)2-7rt(h+mb+v>2 

h=I m=-ro 

= t (c•iNh+u)' f: 0-ub'(m+"-t-"l') 
h::l m::-oo 

(mod 2). 

(2) 

Ahora usando el teorema 3.8 en L::=-«> c-ub'(m+"-1'-")' para "t1i en lugar de v y iEb2 en 
lugar de z (lo cual es válido ya que hn(iEb2) >o), obtenemos: 
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Adenuís se tiene c¡uc: 

por tanto 

CCI b -.' 

E c'dz(n+ur:i ..... _1_ E e ... it(h+u), cuando € - º~ 
n=oo b,/i h=I ' 

(A). 

Por otra parte como 

entonces para el lado derecho de (1) tenemos: 

co . 2 • oo win 2 (-!+~) +27rinu L e-"'";'+»onv = L e •+•.• (por(*)) 

~ co 2 .lt. .. :l .. 2 = ¿ c-x-in .. +27rinu-~n {3) 
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Por el algoritmo de la.división tenemos que 11 =.111a + /icou 1 :5.h :5 a y Íi1 E Z. 

Dado c¡uc: 

b ·.·· .. < . ; b o' •. . b • '' 'b : 
-;¡-(h + 111.a)· .,_}U•± 111a)ü.+ ;;-": -.2/iu.=o•;;;-C2/~~~J,.:-:;;-(!7ªl:-j-2mau 

por lo tanto (3) queda: 

· · . ;;,; ;:.,2hbnf-"·bm2a.+2mau · 

:l.:¡¡ •¡,;;~~l[r;~ib1;.· 'ti;;~~ 2) 

., . .;;;:~2~t:~~~¡~: (rn~d·2i 
.=ni(2üt1+ab.f~o (niód 2) 

a ( •• oo · ·~(" .··.)') 
= {; c-•ih2 ~+2•.ihum~.:,c-,:+·~·-(~ .. · .. _(4) 

Si nuevamente usamos el teorema 3.8 con ~en lugar de u y 1 ~;1,nen lugar de'z'(lb cual 

es válido ya que Im( 1 ~;f,) = 11;;;,1, > o), obtenemos: • · 

Pero 

00 ~( +")' L e-~-; m ª = • 00 . ·(•+·"·) .. (") -'- """ -'lf1n ~ +2;ran a 
ib2t ¿_,¡ e 

1+1·!c n=-oo 

JJ:oo e-~+•i~+2•i~n -ll = 1 .. ~00 c-~+•i~+2•i~n¡ 
n;"O 

00 ..?:..n! 
~ L e-,,~ .. 

n=-oo 

""º 
= 2f c-c

02 (con e= Pe> o) 
n::;;;l 

00 

~Le-en 
n=l 

e-' 
= 2

1 
_ e-e --+ O, cuando e --+ oo 
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por t.auto 

(G) 

También tcnemosquc: 

(••) 

así de (**) y de (3)-(6) obtenemos para el lado derecho de (1): 

(B) 

Finalmente de (1), (A) y (B) obtenemos: 

cuando ' - o+ y por tanto cuando : - 'l · Es decir 

cuando' - o+¡ pero aquí no interviene,, de donde se tiene: 

• 

COROLARIO 4.2 Si a, b E z+ se tiene: 

con p = c.l!f. 

Demostración: Tomando v = ~en el teorema 4.1 y dado que ab+2av = ab+ab =O (mod 2), 

tenemos: 

44 



es decir 

por tanto 

Por tanto 

DEFINICION 4.3 Sean m, n E Z con n fo. Definimos: 

JnJ 
G(m,n) = ¿c'll'i~h 2+rimh 

h=l 

llamada suma generalizada de Gau55, 

Con esta definición el corolario 4.2 se reescribe como: 

COROLARIO 4.4 Para a,b E z+ se tiene: 

~G(a,b) = Jac(-b,a)p1-ª'. 

• 

Ahora pasaremos a algunas definiciones y teoremas de la Teoría de Números clásica. 

DEFINICION 4.5 Sea p un primo impar y a E Z tal que (a,p) = J. Si existe x E Z 
tal que x 2 =a (mod p), llamamos a a un residuo cuadrático módulo p y escribimos aRp. 

Si no existe una tal x, entonces decimos que e no es residuo cuadrático módulo p y 

escribimos aNp. 

DEFINICION 4.6 Definimos el símbolo de Legendre ( ';!-) como sigue: 

donde p es primo impar y m E Z. 
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OJ1SERVACION.: Resulta 1ítilsaber cmíntos de.los clcment.os de { 1,2, .. .,1, - 1) son rcsi
cl11os ~nadníticos: Obsen·emos que si 1 :Sr :S HI' - 1) se tiene que ~(¡i + 1):; ¡•- r ;<;; p - 1 
~- como r2 _: (¡1- r) 2 (mod p), l'Jlfonccs cnm1do x cn •r2. ;i:,'a._: .. (mod·¡•) ·Í·ecorrc los valores 

1, 2, · .. ,¡;- 1, se tiene que a recorre exactmncntc los. hp·:{1),;ÍlÍ01;es 12,2:., · .. , ( ~(P - 1)) 2
• 

Además si 1 :S r,s :S ~(p - 1) con r 4 s, eiitonc~s.r~.i s;•·(r~od p). Ya que si r2 : s2 
~ .. " - , -· .::.=· . ·.:'e'. '_; ~ :· : . ,,- ,;' 

(mod p), entonces r + s =O (mod p) ó r -.s ¡:o. ·c~O,dp).-Pérocomo 1 :S r,s :S ~(p - 1) y 
r # s no se puede dar ningw1a de las dos congruencias: pc!o anterior se sigue que hay 
exactamante t(p - 1) residuos cuadráticos y !<~ .:..;1).nó residuos cuadráticos módulo p y 

que¿::,-~0 ('i)=o. º ..• > . 
Es claro que si m1 = m 2 (mod p), entonce~J~}-~ ('f)' 

. :~: _· .. s _:.·;:·:-:,:_'.~~ ·~: 7~ 

PROPOSICION 4. 7 (Lagrange). Sea ~ fi.n primo; a 0 , a¡,· .. ,ª" E Z, con (a 0 ,p) = l. 

Entonces la congruencia: . . . . .:· ·• ..•. 
-~ " -- u'. -~J :._: -: -~ --- ' 

aox" + a¡xn'-i· +·· · + ª" :=O (mod p), 

tiene a lo más n soluciones. 

Demastra.ción: AJ hablar de soluciones de la congruencia nos referimos a las distintas 
clases residuales cuyos elementos satisfacen la congruencia. 

Sin= 1, entonces a0x + a 1 =O (mod p), tiene sólo una solución ya que (a0,p) =J. 

Ahora, supongamos que la proposición es cierta para congruencias de grado n - 1 con 
n > 1. Tenemos que la proposición es verdad paran si la congruencia no posee soluciones, 
pero si ésta paseé una solución, digamos x = x 1 (mod p), entonces 

y restándola a la congruencia 

aox" + a¡xn-I + · · · + ª" :=O (mod p) 

obtenemos: 

ao(x" -xj')+a¡(x"-1-xj'-1)+ ···+an-1(x-x1)= O (mod p) 

por tanto 

(x - x¡) { ao(xn-1 + x"-'x1 + ... + x¡-1) + a¡(xn-2 + ,,n-3,,, + ... + xj'-2) + ... + ªn-i} 

= (x - xi)(aox"- 1 + b1x"- 2 + · · · + bn-1) =O (mod p) (!) 

donde las bis dependen de x 1 y de las a¡s. 
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Hay que obse1Tan¡ue ,, es solución clc)a co11gri1e11da c;rlginal de grnclo 11 si, y ~éilo si, x 

e~ solución dc,(I):.P~'r?,~i,. cs.sol,uc;icín de_ (I), entonces · 

ó '·-~_-'. ',., .. : ·, _'. ::.'.. - ·. '- ·--< <:.': -\~ .. -.... - :~. -.:.' 

aoxn-I + b¡xn-2 + ... + bn-1 =o (m~ci'~),c~n (ao.~ = l; 

la cual por ser una congruencia de grado n - l tiene, por hipótesis de inducción, a lo 
más n - l soluciones y por tanto la congruencia original de grado 11 tiene a lo más n 

soluciones. 

• 

TEOREMA 4.8 (Euler ). Sea p un primo impar y a E Z tal que (a,p) =l. Se tiene: 

a Rp si, y sólo si, aH•- 1):: l (mod p) (A) 

Demostración: Supongamos que .R., entonces existe x E Z tal que x2 = a (mod p). 
Ahora, como pes impar, se tiene que ~(p- l) es entero y por tanto: 

:x2(~(p-t)) = a~(p-t) (mod p) 

de donde 

Dado que (x,p) = 1 (ya que (a,p) = 1), por el Teorema de Fermat tenemos: 

xP- 1 :: J (mod p) 

por lo tanto 
aHp-t):: 1 (mod p). 

En el otro sentido, supongamos que a~(p-t) = l (mod p). 

Observemos q.ie la congruencia x~Cp-I) = 1 (mod p) tiene a lo más ~(p - !) soluciones 
por la proposición 4.7¡ pero también sabemos que cada uno de los !(P - !) residuos 
cuadráticos módulo p satisfacen esta congruencia (lo cual se observó en la primera parte 
de la demostración), de donde no hay más soluciones que los residuos cuadráticos y por 
consiguiente .n •. 

• 
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TEOREMA 4.9 Si p c.< un ]!rimo im.]la,r, entonce.< 

alCP-•J=GD (rnod ¡•) 

de aquí: 

Dcmostmción: Si (a,p)= l, el Teorema de Fb:·:inaJ:nos dice que: 

aP- 1 - la O (¡o~~,) 
de donde 

es decir, 
- ,._.::·;~~.:~,-~:\;: . .<:~ -~~·>"'' •e:·->..: .. '. 

~iC•-:1);,, ::i Vifr~;t;) 
o 

a~(p-q = (mocip) 

Pero del teorema 4.8 tenemos que: 

aH•- 1l a J (mod p) 

si, y sólo si, a R,., es decir 

a!CP-l) a G) (mod p), 

ya que (~)=J. 
Si 0 N,., entonces se debe satisfacer que: 

a!Cv-I) a -1 = (~) (mod p). 

Así, en ambos casos para (a,p) = 1 se tiene: 

aiCP-l) a G) ,mod p). 

Finalmente si (a,p) = p, entonces 

a!Cv-I) a O= (~) (mod p). 
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De lo aut.crior tenemos c¡ti~ sin,b E Z, ('!]tcmccs 

G)· .. ==•·~HP~ 1)bf(p~1,><, Crnodp) 

:: (ab)f(p-,I) . (m()d'.p) ' ' '.;' '" 

ESTA 
SALIR 

TESIS 
DE LA 

2

:0.(~) (rno(rl' '.(~cii-ii~,¡Jriin'c!rápa~te dela demostración) 
·"'' ~ . .'(. ; ' ,-~, 

Ahora(~) =·o o·(~)·.~ osi;~sólosi,(~};,'a)·p~~tanto 

(~) (H ~ (#) .. 
Si no se tiene el caso anterior, entonces(~),(~),(~) E {1,-1}. P~ro como 

(~) (~)-(~)=O (rnod p) 

y p es un primo .mayor' que 2, se debe tener que: 

(~) (D = (~). 

TEOREMA 4.10 Ley de Reciprocidad Cu.adrática. (Gauss). 

Sean p,q primos impares, p # q, entonces 

N8 OE8E 
BIBLIOTEGA 

• 

Demostración: Evaluemos la correspondiente suma de Gauss para los primos p y q: 

q 

G(p,q) = ¿cwi~h2 +'ll"iph 
h=l 
q-1 

= L,: e1ti!h
2

+wiph +c2wipq 

h=l 

q-1 

= 1 + ¿:; e•;;h'+•;ph' (ya que h2 = /J (mod 2)) 
h=l 
q-1 

= 1 + ¿cwu,2 :c1+q). 
h=l 
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Sean -\ y ,, t.alcs 'qti~'Xrcc:órre l,;5· rdsiduos'¿¡¡¡\,Ji:1ít.kos mcS<liilo i¡ y 1, 

rPsiditos.'cü1i<lr1íticós inóClulq~:···· 
Observemos qllú si ¡,:! i= .\ (~16d.q};; ciito;1ccs: 

· :·,~~:,:~~-~/i.~~~~:;Sf ~~~·'i-~}f K5.~f ~Y~;;;,'.!.:: , · 
,". ~;]'..~~1~~fi.~>-.~~'.i'(fi/f'~), 

•·,·;c~¡~~t~t~{?':cpii~s 1+q·es par) 

1·óCorrc los no 

-<--' ;_':: __ · \::·. -.. ~ /~'.-::_':-~- :'·.~"! >>~-~/_.: {':'?-::: 
pero (q - h) 2 = h2 = .\ (níod q) ¡>a~a'l ,:5•\ :5·.q.j I; iuego entonces cuando h recorre el 
conjunto {1, 2, .. "q - 1 }, sé tiene qu~í,2 recO"rre .. ¿¡ conjunto de residuos cuadráticos dos 

veces, de donde. q-I :}:}.·~·.:+·~/.'.·.·.·.· .. ·· 
1 +:Ec•ih'.~(1+~) =o'I +.2 L c•i~>(l+q). 

-h=l >. 

Pero 

y. como g + 1 es p~, enton~es c•;h~C 1 +•l ~~ la li-éslma potencia de una g-ésima raíz de la 
unidad, digamos~.¡. 1 (ya que q ¡ p), por lo que (*) queda: 

de donde para todo primo impar q y p E Z tal que (p, q) = 1 se tiene: 

G(p,q) = ¿:e11'i>.~p+q)_ Le""¡''!(t+q) (1) 
> µ 

Caso (i) Sea pR,. Dado que (p,q) = 1 el teorema 4.8 nos dice que cuando ,\ recorre el 
conjunto de residuos cuadráticos módulo g lo mismo hace .\p. Similarmente ¡ip recorre 
los no residuos cuadráticos cuando ¡1 lo hace y por tanto 

G(p,q) = I:c"'i>.i(I+q) - ¿:e1l'i11i(I+q) 

> 
= L e'll'iA!(l+q) - L c:riw;(l+q) 

> 
= G(1,g) (usando (1) para p= 1) 

= (~)c(l,g) (ya que "R,) 

Caso (ii) Sea pN,. Como en el caso (i) por el teorema 4.8 tenemos que si ,\ recorre los 
residuos cuadráticos módulo g, entonces .\p recorre los no residuos y cuando µ recorre 
los no residuos cuadráticos, entonces µp recorre los residuos cuadráticos. Por tanto 
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r,·,,,,q) ~ I::i~:n-i.\~.(l+q) ....:.-¿ (.•i11~c1+111 
A . 

de donde 
(2) 

para q un primo impar y (p,q) =l. 

Si ahora consideramos -q y p en lugar.de p y q con p primo impar la fórmula (2) nos da: 

1 (-q) 1 .¡¡;G(-q,p) = P P -r (3) 

Pero por el corolario 4.4 tenemos: 

1 -i -
,¡gG(p,q) = .jíiG(-q,p)p1 

P• 

= (7) P1-pp1-pq (por (3)) 

sustituyendo en (2) obtenemos: 

por tanto 

pl-•rlrf'•-1 = (n (~q) (pues(~)= ±1) 

pero 
rf'-q+pq-1 = p(p-l)(q+I) 

= e"'i~(p-l)·~{q+I) 
= (-1)3Cr-1J-Hq+1J. 
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A<leruús 

Pero dadó =' (-J)HP- 1), luego 

y así: 

• 

También observemos que de: 

se obtiene: 

(~) e-l)~q-l)q) = l 
lo cual es equivalente al enunciado que da Gauss para Ja Ley ele Reciprocidad. 

Una antigua conjetura dentro de la Teoría de los Números es la Conjetura de Godbach: 

"Cada entero par(> 2) es la suma de dos primos". 

El siguiente corolario establece una equivalencia entre las sumas de Gauss y la Conjetura 
de Goldbach. 
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COROLARIO 4 .11 Sea 11 mi cnt.cro po.,iti1ú1 ¡1a.r{> 2), p y r¡ primo.< tales qu.c :1 $ q $ ~ 
y ~ :;; 1• < 11. Sr. tfrnr.: . . . 

Demostración: Si 11 

Inversamente, supongamos que n ,P r-t'q;/···~ •• ;~:.~;,~'.·''·é•··c:·.:.·:,···.•• 
Luego debe ser (n - q,p) = 1 (pues eh éai;o'•1:ór1tr1iri<)pjn 
n - q $ n - 3 < 2p y por tanto s = 1 !). 
Así por (2) del teorema 4.10: 

y entonces IG(n - q,p)I = ,,¡¡; !. 

• 
OBSERVACION: La proposición 4.7 nos asegura que el polinomio f(x) = xk+xt- 1n+· .. + 

xnk- 1+nk =O (mod p) con k = t<r-1)-1, tiene a lo más k soluciones. El siguiente corolario 
nos da una equivalencia entre el símbolo de Legendre y la Conjetura de Goldbach. 

COROLARIO 4.12 Sea. n 1m entero positivo par (> 2), p y q (p ,P q) primos tales que 

3 $ q $ !f y !f $ p < n. Se tiene: 

n=p+qsi, y,,ó'osi, (~)=(;) yp)f(q). 

Demostración: Si n = p + q, entonces n = q (mod p) y por tanto (~) = (:). 
Además como: 

f(q) = f(n - p) = (11 - p)k + (n - p)k-I n + .. · + (n - p)nk-I + nk 

= nk + nk-ln + · · · + nr/- 1 + nk = ~(p- l)11!¡(p-l) (mod p) 
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tener qüe 

y 

por tanto 

Observemos qne sin= k2 y"n 
tales que ap+ bo =J. 

• 

Ahora damos una condición suficielltctpa~a:'que un cuadrado par sea la suma de dos 
primos. 

COROLARIO 4.13 Sean n = k2 par, p y q primos tales que 3 :5 q y n - k < p < n. Si 
p-kq=I, entoncesn=p+q. 

1Jemostra.ción: SPa x E Z tal que p + x = n, entonces 

k2 = (p-l)+(x+ l)= kq+ (x+ 1) 

por tanto klx + l. 
Pero O< x+1 :5 k (ya que si x+l > k, entonces k2 = (p-l)+(x+l) > (p-l)+k y por tanto 
p> k2 -k >p-I !), por tanto debe ser x+ 1 = k. 

Luego k2 = kq + ~' = k(q + 1) y k = q + J, de donde se tiene que x = q y n = p + q. 

• 
OBSERVACION: Dr,do que n = k2 es par, se tiene que k es par y por tanto la expresión 
p- kq es impar (ya que p y q lo son). Así tiene sentido afirmar que: p- kq =l. 

Finalmente, tenemos la contraparte de los corolarios 4.11 y 4.12 para la conjetura que 
dice: 
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Se tiene: 

lnversarnente,:":';'::¡~"!1'1¡¡~~¡~~~~~~~~~ie 
Luego debe ser <: 2p se tendría que 
n+q=p !). 

Asípor(2) ...•.•... ~'"l'.~;,)j{ 

COROLARIO 4.15 Sean un e1!t:1v~~;~pi¡t,t:i};'.,%'t~j~~J~qjj;{~.))alt?s 
y p = 3 (mod 4). Se tiene: 

Demostración: Si n = p - q, entonces n = -q (mod p) y por tant.o 

Ahora 

G) = (7) 
= (~l) (~) 
= (-l)HP- 1) G) (por 4.9) 

= - G) (ya que p = 3 (mod 4)). 

J(-q) = f(n - p) = (n - p)' + (n - p)k-ln + · · · + (n - p)nk-l + nk 

:: nk + nk-ln + ... + n11k-I + nk = 4(p- l)nHp-l} (mod p) 

y corno p ,j'~(p- 1) y p Jn (ya que p # q), entonces p A'f(-q). 
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Inversamente, por el lcorc111a 4,!J: 

y 

por tanto 

Como pE: 3 

• 
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