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RESUMEN

Los vectores autorregresivos son una generalizacién de
los procesos autorregresivos y constituyen toda una
metodologia gque surge de la necesidad de describir 1la
generacién de cierta informacién econémica mediante dos o
mAs ecuaciones. El1 objetivo de este trabajo es establecer
dicha metodologia para pronosticar valores de un sistema de
ecuaciones simultaneas dinédmicas de carfcter econémico. Para
llevar a cabo este fin se definen en primer lugar los
procesos autorregresivos donde se analizan condiciones de
estacionariedad, dando posteriormente el método de minimos
cuadrados para la estimacién de estos procesos. La
autocorrelacién parcial es utilizada para la determinacién
del orden del proceso por lo que existe un apartado especial
para este tema. Después de haber establecido la teoria de
los procesos autorregresivos se definen 1los vectores
autorregresivos y las condiciones necesarias para poderlos
plantear, como son la estacionariedad y la transformacidn de
la informacién a una forma reducida. Se hace un ejemplo
considerando el orden de 1los vectores conocido para
posteriormente establecer un método de obtencién del orden
cuando este sea desconocido para plantear una aplicacién
econdémica, la cual serd utilizada como base para el tema de

prondstico.




Lo INTRODUCCION ]

Uno de 1los principales aspectos del andlisis de
informacién econbémica es la necesidad de predecir valores
futuros de variables de interés, por ejemplo, en la Bolsa de
Valores, si se conociera el valor que una accidén tendr& en
un afio, solucionaria todos los problemas del inversionista,
porque sabria si debe invertir en ella o no. Sin embargo, es
evidente que esto no es posible, pero si se conoce el
comportamiento diario de 1la accién, digamos, de 1los dos
dltimos dos afios, se podria hacer un prondéstico de su valor,
con cierto grado de confianza, dando oportunidad para tomar
alguna decisién; Las empresas se plantean anualmente metas
de ventas, presupuestos, gastos, etc., donde generalmente,
se utilizan métodos de prondstico que son presentados a los
consejos de administracién; El1 gobierno, constantemente
proporciona 1indices estimados a largo plazo de gran
importancia para las diferentes actividades econémicas del
pais, como son, Balanza Comercial para los dos préximos afhos
(94 - 95), indice de inflacién estimada para la proxima
quincena, poblacidédn econdmicamente activa a final de afo,
etc.

Una forma de obtener estos prondsticos es establécer un
modelo paramétrico de la informacién disponible utilizando
procedimientos estadisticos, suponiendo gque la informacién

es generada por un proceso estocastico.



Con frecuencia es indispensable determinar valores
futuros de dos o mas variables que tienen fuerte dependencia
entre si, por ejemplo, el consumo de un pais en un afic dado,
digamos 1993, depende del consumo de 1992 y del ingreso
obtenido en 1993, pero ademis, el ingreso de 1993 depende
del ingreso y el consumo de 1992, la relacién anterior entre
consumo e ingreso se puede modelar con un sistema de dos
ecuaciones con fuerte dependencia. Este trabajo se enfoca a
esta clase de problemas, por lo tanto el objetivo es
establecer la metodologia de los vectores autorregresivos
para pronosticar valores de un sistema de ecuaciones
simultaneas dinadmicas de caracter econdmico.

El desarrollo de este trabajo es como sigue: En el
siguiente capitulo se establecen los antecedentes del uso
Vectores Autorregresivos en prondsticos de indicadores
econdmicos, asi como los principales investigadores de este
tema; Este trabajo trata sobre modelos multivariados, por lo
gue para llevar una secuencia légica, en el capitulo 3 se
definen los Procesos Autorregresivos para modelos
univariados. En este mismo capitulo, se presenta un apartado
sobre autocorrelaciones parciales, herramienta util en 1la
determinacién del orden del modelo propuesto, terminando con
un ejenmplo numérico para analizar en detalle los
procedimientos teéricos. El capitulo 4, es de hecho la parte
médular de esta exposicién, aqui se presentan los
fundamentos tebricos de los Vectores Autorregresivos,

analizando las condiciones de estacionariedad, ademds se



estima Vectores Autorregresivos para un orden p conocido y
se presenta un ejemplo. Posteriormente, se analiza un método
para seleccionar el orden del modelo cuando este sea
desconocido. En el capitulo 5 es presentada una aplicacién
econémica de acuerdo a lo tratado en la teoria de los
capitulos anteriores. El capitulo 6 desarrolla la teoria de
prondstico, utilizando el ejemplo tratado en el capitulo 5 y
se verd la aplicacidén para este tema. Finalmente, se
presentara un altimo capitulo de conclusiones y

recomendaciones.



ANTECEDENTES

Los vectores autorregresivos son una generalizacién de
los procesos autorregresivos para 2 o mids variables, donde
se utilizan los valores observados del pasado para predecir
valores futuros, sin embargo, los vectores autorregresivos
van mucho m&s alla de una simple generalizacién, ya gque su
metodologia incluye el plantear variables endbdgenas en
terminos de un conjunto de variables exdégenas. Hay gue notar
que las variables exdgenas juegan un papel muy importante en
materia de volitica econémica, como el tipo de cambio de una
moneda dada, emisién de <circulante, etc. Adenas, es
importante mencionar que el modelado con vectores
autorregresivos depende de muchas hipdtesis que habra gque
considerar.

El estudio de estos vectores es realmente reciente y
hay varios estudios de este tema, pero a partir de 1987 se
han incrementado, debidos pricipalmente a G. Judge y Helmut

Lutkepohl (Judge, Lutkepohl 1985, 1987 (6], [7], [8]).




1. PROCESO8 AUTORREGRESIVOS

Los procesos Autorregresivos representan la expresidn
mds sencilla para determinar una relacidn de una variable
aleatoria Y en el periédo T, con sus propios valores
observados en periédos anteriores a T y ponderados de

acuerdo a los coeficientes Autorregresivos (6).

El proceso ma&s elemental es:

Yqp = QYT_l + ep .

La observacién Y; depende de la observacién anterior
(Yp.q1) mas un error er, el cual se trata ampliamente mas
adelante. Por lo general, el proceso generador de una serie
de tiempo Y4,Y2,Y3,..., Yr serd desconocido y puede ser tan
complicado que el proceso gue se acaba de establecer seria
muy simple, por ejemplo, Y; puede depender en una forma
lineal no s6élo de Yp.j;, sino también de Yp.p y asi
sucesivamente.

En general, se puede escribir el proceso de la
siguiente manera :

Yp = 91YT..1 +...+ OpYp_p 4+ eq ,

donde ep es ruido blanco, esto es, E{ep]=0 para toda T,
E[epeg]=0 para toda T#S y E[ereg]= c2 para toda T=S. Esto
altimo quiere decir que las covarianzas de los errores son
cero y por lo tanto no estan correlacionados, teniendo como

consecuencia que no exista relacién lineal alguna entre eq y



eg para toda T#S, y por otro lado, las varianzas son finitas
e iguales en cualquier punto. Utilizando la notacién de

operador de retraso, este proceso lo podemos escribir como:

(1-61L-62L2— cee —epLP) Yp=ep

Un proceso estocdstico de esta forma es llamado un
Proceso Autorregresivo de orden P, cuya abreviacién es
AR(P). Suponiendo que el proceso empieza en un pasado
infinito y que Yp tiene medias y varianzas acotadas, puede
mostrarse gue el proceso es estacionario si todas las raices

Zg del polinomio:

ep(Z)=1-01Z—9222—...—OPZP .

tienen modulo |Zg|>1.
Por el momento se considera que un proceso es
estacicnaric si tienc media y varianzas constantes.

Para gque un proceso AR(l) Y; = O¥p_3 + e; sea
estacionario, se requiere que |0|<1l.
A continuacién se muestra esta aseveraciédn:
Sea un proceso AR(l): Yp = 8Yp_q + eq ,
Y (1-6L) =ep
Yp=(1-6L) ~lep
pero (1-8L)~1 = %(GL)i .

asi : YT=(1“6L)-18T = %(BL)ieT ’

eT+6LeT+62L2eT+. ce 4

eT+0eT_1+92eT_2+... '



Esta serie converge si |0)<1 y diverge si 6|21 .
NOTA: Esta condicién de convergencia es debida al siguiente

teorema:

TEOREMA.- Si una serie converge, entonces su n-ésimo
término tiende a cero, cuando n crece indefinidamente.

Demostracién.-  Sea la  serie ujytup+...+upt...
covergente, es decir, tiene lugar la igualdad Ei& Sp = S,
donde S es la suma de la serie (o sea un nidmero finito
fijo), pero entonces 1la igualdad Eig Sp-1 = S, puesto que
cuando n — o, también (n-1) — ». Sustrayendo término a

término la segunda igualdad de la primera, resulta:

Lim S8, - Lim Sp.y = ©
nun n o' n-1 !
Lim (Sp - Sp-1) =0,
n-xe
pero S, - Sp-1 = U ,

Por lo tanto Lim Uy = 0 .

” .
En este caso, se necesita que si la serie gjeL)leT
converje, el limite del n-é&simo término cuando n tiende a

infinito sea iqual a cero:

Lim (G)ieT =0 = Lim (8)1 = 0, esto sucede si 6<1.
N0 "0
Por lo tanto ,la serie efectivamente converge si 6<1 .

Ahora, continuando con un proceso AR(1l) se tiene que:

E[Yp] = E[ep]+BE[eq-;]+02E[ep_3]+... = 0 .

Por lo tanto, E[Yp] = O .



Se-calcula ahora la varianza del proceso Yg:
’

Yo = Var(er]+Var({Begp_jl+Var{82ep_5]+..
= Var[ep]+82Var{ep.;]+04varfep_3]+... ,

vVarx (Yq)
Var(¥p) = Yo

Var(Yyp) = yo = Ga2(1+0248%+,,.) = 0,%2/1-062 .

Por lo tanto, Var(Yp) = 0a2/1-92 .
Asimismo, las autocovarianzas pueden obtenerse a partir
de la expresién:
YR = E((Yo=8) (Yp4x~1) ]
= E{(ep+Bep_1+82ep_s+...) (epigtOepig—1+-..)1 .

= E[0Ker2+6K+18e, 12+40K+202¢¢.52+...] + E[Prod. Cruzados de

eieT_i Y BjeT_j] ,

0a2 (0k+pk+1g4pk+20924 )

oaz(g?i9k+1+9k)

= 0520kz021, k=1,2,... ,

pero debido a que |0]<1,

YK = 0a20K/(1-62) = Byx_q |,

ca20k/ (1-02) ,

ya que:
Yk-1 = 00,26K=1/(1-02)

Y-x Se obtiene en general:

y debido a que yg

Yk = 6a201%|/(1-82), con k=...,-2,-1,0,1,2,... ,



de donde se sigue gue las autocorrelaciones deben ser

de la forma

Fk = YR/Yo = elkl .

Lo cual indica que, conforme k>0 crece, la funcidén de
autocorrelacién (FAC) tiende a cero, con decaimiento del
tipo exponencial cuando 0<0<1, y con signos alternados
cuando -1<0<0, o lo gue es lo mismo, la memoria del proceso
muere en el tiempo. Por ejemplo, saber lo gue pasd hace 30 6
40 afios previos no sirve mucho para predecir un valor,
digamos anual.

En esta seccién se planted los procesos de grado 1,
determinando su esperanza, varianza, covarianzas Yy
autocorrelacién. En la siguiente seccién se estimard los

parametros de estos modelos.



1.1 ESTIMACION DE LO8S8 PROCESOS AUTORREGRESIVOS

Suponiendo que la muestra Y;,Y5,Y3,..., Yy es generada
por un proceso autorregresivo, es necesario encontrar el
orden P y los valores de los parémetros 6;,085,...,0p que
describen el proceso. Si se conoce el orden P, la ecuacién
Yr = O1¥p_3+...+ Op¥r.p+ er sugiere como encontrar los
valores 0,,85,....,06p, ya que esta ecuacién tiene
precisamente la forma de un modelo estadistico lineal.

Hay que notar, sin embargo, gque los regresores Yp.p,Yp.
2:++, Yp.p son variables estoc8sticas. Si los ep son ruido
blanco Gaussiano, un egp individual representa un choque
aleatorio, el cual es sumado al sistema en el tiempo T y es
independiente de las variables aleatorias en puntos previos.
MAs aun, como los coeficientes 6 son par&metros desconocidos
del modelo y aun conociendo sus valores, la combinacién
lineal, digamos Yp = 083Yp.j+...+ OpYp_p, no determinaria
exactamente el valor Y;, ya que por razones econémicas Yp
como se habia dicho, serd considerada una variable
estocédstica y no exacta. Por lo tanto, ep es una medida de
discrepancia entre la combinacién 1lineal y cualquier
realizacién muestral de valores de Y. De esta manera, los
regresores en una ecuacién particular son independientes_del
error. Entonces, se estimara Op = (64,85,..,0p)' por el
método de minimos cuadrados.

Remplazando las variables aleatorias por sus variables

observadas se tiene:

10



Ypt+1 = 61Yp +.. .+ Opy1+ep+1 B
Ypyo = 91Yp+1+. . GpY2+ep+2 f

Yp = 09¥p_q+...+ epYT—P+eT .

o, en notacién matricial: ¥p = XpOp+te ,

donde ¥Yp = (Yp41,¥p+2s.., ¥p)', e = (epyy1,@pt2,c..,e)’, Y
Yp Ypei 400y Y3
Xp = Yp+y Yp feees Yo
Yp-1 Ypoo ...y Ypopi .

Si ep tiene una distribucién Normal, Y "hereda" dicha
distribucién, y el estimador de Op por minimos cuadrados se

calcula de la siguiente manera:

Sea el modelo : Yp = XpOpte .

Sea 04, cualguier elemento k del vector Op, asi:

ey = Yp - XPO*.

El método de minimos cuadrados consiste en minimizar la’
suma de los cuadrados de los residuales ex'ex, esto es,

minimizar:

n



ex'ex = (Yp - xPe*)'(Yp - XPO*) .

= ¥Yp'Y¥p - 204 'Xp'Yp + Ox'Xp'XpO, .
P 1P p P P 4P

ahora, dlenles) = =2Xp'Yp + ZXP'XPO* e (3.1)

Op

estacionarios que se buscan, es que (3.1) sea igual

vector 0. Asi,

-2Xp'Yp + 2Xp'Xpbs = 0 ,

XP'XPQ* = Xp'¥p ,

Por lo tanto, Bp = (Xp'%p)~lxp'Yp .

cual

El sigquiente objetivo es determinar la distribucién

Se tiene que :

~n

6p

(Xp'Xp) "1Xp'Yp ... (3.2) .

Donde Xp es una matriz de regresores "estocasticos".

Para calcular la esperanza de Op se sustituira

Yp = xPep+e en (3.2),
Asi, bp = (XP'XP)-le'XPeP + (XP'XP)-IXPG '

ép = ep + (XP'XP)—lee.

Hay gue notar gue e es el vector error aleatorio,

se distribuye independientemente de la matriz

estocdstica. Esta independencia de e y Xp implica que:

12
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Y

ahora,

E(e|Xp] = E[e] = 0 ,
E{ee'|Xp] = E(ee'] = o2Ip ,

Etlp) = E(8p) + E[(Xp'%p)~lxpe] ,

por independencia de e y Xp se tiene que:

E(fp) = 6p + E[(Xp'Xp)~1XplE[e] ,

por lo tanto,

Este

PaY
E[0p) = Op

resultado implica que el.estimador por minimos

cuadrados es insesgado

La Varianza de ép se estima de la siguiente manera:

El (0p-0p) (0p-0p) ') = E[(Xp'Xp) "1Xp'ee ' Xp(Xp'Xp)~1) ,

pero

asi,

E[(ap—ep)(ap-OP)'] = E[E[(XP'XP)'1Xp'ee'XP(Xp'XP)'1]le]

Para
siguiente

variables

A
8p = 6p + (Xp'Xp) lXpe,

A
Op - Op = (XP'XP)_]-Xpe B

it

E[ (Xp'Xp) "1Xp'ce2IpXp(Xp'Xp) 1y,

Ge?E[(Xp'Xp) 1) .

la obtencién de 1la varianza se utilizé 1la
regla de esperanza matematica: si x y y son dos

aleatorias, entonces la esperanza de x es igual a

la esperanza de la esperanza condicional de x dado y, como

E{x] = Ey[E(x|y]].



El parametro escalar ce2 puede ser estimado por:

a-eZ = _a'e' ,
(T-2P)

A N
(Yp~XpOp) ' (Yp~XpOp) .

T - 2P
Finalmente, la matriz de covarianzas Iffjp del estimador

®P obtenido por minimos cuadrados puede ser estimado por:

Ifp = Ce? / (Xp'Xp)~1l:

Hasta aqui se ha determinado los parametros para un
proceso con orden P conocido. A continuacién se analizaréa
las autocovarianzas parciales que seran utilizadas para

determinar el orden P cuando este sea desconocido.



1.2 AUTOCORRELACIONES PARCIALES I

Una manera de identificar el orden adecuado de un
proceso autorregresivo para un conjunto de datos dados, es
estimar procesos en orden ascendente K y probar la
significancia de Og. Este coeficiente es llamado el k-é&simo
coeficiente de autocorrelacidédn parcial y ser& denotado por
Ogg, Ya que es el k-ésimo coeficiente de un proceso
autorregresivo de orden k. El coeficiente de autocorrelacién
parcial mide la correlacién entre los residuales de cada
variable después de que el efecto lineal de todas las demés
variables explicatorias ha sido removido.

Sea X5 una variable explicatoria que influye en Y, y X3
también una variable explicatoria qgque influye en Y. E1l

coeficiente de correlacidén entre Y y X, es por definicidn:

ryp = Y X
\z v2\T x,2
Parte de la variacién en Y es realmente debida a X3, ¥y
asi rj, no mediria correctamente la correlacién atribuida a
X3. Por lo que, habrd que eliminar el efecto de X3 sobre Y

para obtener la influencia exacta de X; en Y. El coeficiente

de correlacién parcial

riz2.3 = riz = risras

«1-1'132 \[1'1‘232
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Mide la correlacién entre Y y X, después de que el
efecto lineal de X3 ha sido removido tanto de X; como de Y.
La notacidén rjz.3, quiere decir coeficiente de correlacién
parcial entre la primera variable, en este caso Y, y la
segunda variable X3, sin considerar el efecto lineal de 1la
tercera variable Xj.

Ahora, introducido ya el concepto de autocorrelacién
parcial, se aplicaré& este concepto a un proceso AR(1l) : Yy =
6Yp~.; + ep para el cual, se sabe que [k = 8lk| con k=...-2,-
1,0,1,2,.... Supongase que existe el interes de cuantificar
la dependencia entre Yp (1) y Yp-s (2) sin tener en cuenta a
Yp-y (3). Asi, ry3 = ry = 02 y ri3 = ry; = r3 = 0, por 1lo
tanto rjs.3 = 0. De hecho las autocorrelaciones parciales
que excluyan a Yp.j son cero, como era de esperarse, pues la
anica variable 'independiente' que aparece en el modelo
AR(1) es Yp_q.

De la misma manera, considerese el proceso AR(2) : Yp =
01Yp_q + O3Yp.y + er, en el cual intervienen Yp.; y Yg.3
como variables 'independientes' y para las cuales:

rp = 6 ry = 03 + 0,2
1-8, Y 1-05 )

Asi : ryjp.3 =rp - r12

1—r12

es decir, la contribucién de Yp_; para explicar Yp se

mide a través de 0,.

16



El objetivo es determinar el orden P del proceso
autorregresivo y se obtendra de la siguiente manera:

Se calculard en forma sucesiva los coeficientes 0;,,
625,..., Opp y el orden del proceso autorregresivo seré
igual a P, si las autocorrelaciones parciales son distintas
de cero para un proceso de orden P. Para analizar mas
claramente esta aseveracién, ya se verificd gque para un
proceso AR(1): 2Z¢ = 02p_.7y + ep, la fGnica variable
independiente es Zp.;, por 1lo tanto, el coeficiente de
correlacién de primer orden de un proceso AR(1l) es distinto
de cero , mientras cualquier correlacidn parcial de mayor
orden es igual a cero. Si el proceso es AR(2): Zp = 03;3qp.; +
022p.2 + ep, las Gnicas variables independientes son Zp_j Yy
Zp-3, por lo que cualquier autocorrelacién parcial de orden
2 de un proceso AR(2) es distinto de cero y cualquier
autocorrelacion parcial de mayor orden es igual a cero. Asi
que, cuando una autocorrelacidén parcial de orden P+1 sea
igual a cero para un proceso AR(P+1), y siendo la
autocorrelacidén parcial de orden P distinta de cero para un
proceso AR(P), implica que el orden del proceso

autorregresivo es P.

La secuencia de Okk para k=1,2,..., de
autocorrelaciones parciales sera llamada la funcién de
autocorrelacién parcial. Como un modelo para el proceso que

genera los datos, se escojerd un proceso AR(P) tal que:

H

17



Ok | # 0.para k=p

= 0 para k>p

" Para probar la significancia de Ogxg se necesita saber
la distribucién de su estimador. El correspondiente

n
estimador Ogxk se obtiene de la dltima coordenada de

n
O = (Xg'¥g) "ixg'vg

donde se supone que la media muestral es cero. Se puede
mostrar que para muestras de tamafio grande, si el orden del
proceso autorregresivo es de hecho P, 1las correlaciones
parciales QKK estimadas tienen una distribucién
aproximadamente Normal con media cero y varianza 1/T para
K>P, donde T es, como siempre, el tamafio de la muestra. En
consecuencia, para verificar la significancia de @KK al 95%

aproximadamente, se tomard el intervalo de confianza:

A A
(QKK - 2/T, OKK + Z/T) .



1.3 EJEMPLO NUMERICO. |

Se considera la muestra del Cuadro No.l1 como base para
este andlisis. La tendencia de estos datos se muestran en la

Grafica No.1l.

El primer objetivo serd determinar el orden P del
proceso autorregresivo que se propondra. Despues de haber
determinado el orden, se tendréd que estimar los parémetros
del proceso autorregresivo propuesto. En esta seccidén se
determind® la manera de obtener el orden P por medio de
autocorrelaciones parciales, lo interesante del caso es que
en el proceso mediante el que se obtienen, se van estimando
al mismo tiempo los parémetros del proceso autorregresivo. A
continuacién se vera el célculo de las 3 primeras
autocorrelaciones parciales y se determinard el proceso
autorregresivo propuesto, asi comc la estimacidn de los
parametros.

La primera consideracién gque se debe tomar en cuenta,

es que el estimador de las autocorrelaciones parciales es:

N
Ok = (Xg'Xg) "1xk'vg .

donde Y = (YR+1+,YR4+2:++, YO)'! Y
Yk Yg-1 sr+¢s Y3
Xk = YR+1 YK s-.0 Y2
. 3 b
. .
. . ’
Yp-y Yp-2 +-.s Yp-p| -



CUADRO NO.1

st e U

-2.155142{ - 51} -1.70 -0.448346

-1.205098]: 52| -0.557646 -1.407836

-1.125508|:53] -0.935374 -1.416262

0.745601]:754] -1.590731} 79| -2.654282

0.7458161 - 55| —1.392477} . 80} —1.568367

1.652314] 58] -0.702117].°81] ~1.182442

1170398} - 57| ~1.279344]::82] 0.377995

1.748881| - 58] -1.310539] 83| -1.028879

0.915977) 59} -1.206204] -84} -1.402405

1.9889011 60] 0.213225] ‘85| -0.865423

-0.868487]: -0.225835] 61| -0.61447}: 86] 0.314383
1500287} 1.772048] 62| 0.430978] 871 -0.569566
~1.351182] .- 0.256119] - 63] 1.281028| 88] 0.834981
-1.408163: - 2.398788| .64 1.625546] - 89| 1.322164
~1.945642]: 0.846766}-+65] 2.695052 90| 1.643056
~2.029809]: | 0.736914] - 66| 1.794567}: '91] 1.302254
-1.642363}.% 0.219055{ - 67{ 1.082367| 92| 1./94244
-0.742933] 1.099941}. 68] 2.351032] 93] 2.026379
-(0.519426] ~ 44{ -0.906636]: 69} 1.586859] 94| 0.345364
0.03088981 145 0.620321]" 70| 2.131216{: °95| -0.614447
-0.109768|: 0.079424] " 71] 0.253485 96| 0.979466
-0.720097] =547 0.32415} 72} -0.510527|7 97| 2.082386
-1.523058) - 48} 0.146697]" 73| -0.909131]"..98] 2.011572
524] -1.481303}° 49| ~1.114253] 74} -1.097981] :99] 0.422207
950 -2.070795) °50] -0.43741] - 75} -1.305027] 100] 1.239364

FUENTE : .TUDGE, HTL]. & LUTKFPOHL.

INTRODUCTION TO THEORY & PRACTICE OF ECONOMETRICS.

PAG. 686.
ADDISON WELEY 1987.
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Grafica No.1
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Asi, para K=1

Se tiene que Yy = (Yr+1 = =2.229019" ,Yg4p ==
.0102889,.., Yp= 1.239364)"' y

Yg = -1.245203
XK = Yg+1 = —2.229019
Ypo1 = 0.422207] .

de estos datos se obtiene:

(Xg'Xg) = 169.0401, (Xg'Xgx)~1 = .005916 y Xg'Yx = 112.4409.

IaY .
Por lo tanto, Og = (Xg'Xg) " 1Xk'Yk = 0.665173

Para K=2

Se tiene que ¥Yg = (Yk+1 = —0.102889 ,Yk4o =-2.5044927
yee, Y= 1.239364)' y

Yg = -2.229019 Yg-1 = -1.245203
XK = Yg+1 = —-0.102889 YK = ~-2,229018 ,
Yp_y = 0.422207 Yp-p = 2.011572
(Rg'XK) = .010552  0.006980 . Kk'Yg = |112.4409},
.006980  0.010541 103.4680
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(Xg'Xg)~1 = .010541 -0.006980

-.00698  0.010552
‘asi, Bk = (Xg'xg)"1xk'vg = [0.462397) .
0.306271

Por lo tanto, Ogx = 0.306271 .

Para K=3
Se tiene que Yk = (Yg4+1= -2.504927, YR4p= =

1.295782,.., Yp= 1.239364)°',

Yk = -0.102889 Yg_j = -2.229019 Yg_p = -1.245203
Xg ={Ygs1 = -2.504927 Yk = -0.102889  Yg.3 = -2.229019
Yp-1 = 0.422207 Yg_p = 2.011572 Yp_3 = 2.082886
(Xk'Xg) =[169.04016 111.9177 100.9749 Xg'YR =} 0.489196
111.91770 168.8619 111.0684 |, 0.349622
100.97490 111.0684 164.8154 ~0.092911
N
(Xg'Xg)~1 = { 0.01153 -0.00538 -0.00343
-0.00538 0.01314 -0.00556
-0.00343  -0.00556 0.01192 .
|
Asi, B = (Xg'xg) ~lxXg'vg = [0.489196
0.349622
| -0.092911 |
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Por lo tanto : Ogxg = -0.092911

Hasta aqui, se ha calculado el proceso autorregresivo
para grados. 1, 2 y 3. El proceso en realidad es de grado P =
2, ya que se puede verificar gque las dos primeras
autocorrelaciones salen del intervalo de confianza para

OkK- A continuacién se muestra esta situacién:

K OKK

1 0.67 & (-.024 , .024) ;
2 0.31 & (-.024 , .024) ;
3 -0.1C € (-.024 , .024) ;
4 -0.02 e (-.024 , .024) ;
5 -0.16 e (-.024 , .024) ;
6 0.02 € (-.024 , .024) ;
7 -0.17 € (-.024 , .024) ;

Por lo tanto, el proceso segin las pruebas sobre OKK,

es de grado P = 2.

Por lo que, el proceso determinado ser&8 para un

parametro estimado:

o2
i

0.31
con este ejemplo se da por terminado el planteamiento
de procesos autorregresivos. En el siguiente capitulo se

analizaran los vectores autorregresivos.
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2. VECTORES AUTORREGRESIVOS 1

El término DINAMICO aplicado al andlisis econdémico, ha
tenido diferentes significados en diferentes épocas y para
diferentes economistas. Hoy en dia, sin embargo, el término
se refiere a un tipo de andlisis en el cual el objetivo es
estudiar el comportamiento en el tiempo de variables o de
determinar cuando, dado suficiente tiempo, estas variables
tenderan a converger a un cierto (equilibrio) valor. En este
capitulo se analizard sistemas dindmicos mas complejos que
los estudiados en el capitulo anterior de procesos
autorregresivos, ya gue no siempre una sdéla ecuacién puede
describir sistemas dinadmicos, por lo gue se recurrira a
varias ecuaciones (DinAmicas) para determinar adecuadamente
un proceso para la generacidén de informacién. Por ejemplo,
usando variables trimestrales, se puede suponer due el
consumo de bienes Cp en el periodo T depende del ingreso Yg
y en el consumo de los bienes en el periodo anterior (Cp-j).

Esto es, una funcién de consumo de la forma:
Cp = Np + o¥p + BCp.q + ejr .
Como el aumento del consumo podr& estimular el

crecimiento econémico y generar un incremento en el consumo

futuro, una ecuacién de ingreso resulta:

Yp = No + 8Cpoq + ¢Yp_3 + ezp
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Aqui, se supone que el ingreso depende de la suma de un
consumo retrasado y el ingreso del periodo pasado. Estas dos
ecuaciones Jjuntas pueden ser consideradas como una forma
estructural de un sistema de ecuaciones simultaneas, vy
determinan una relacidén intertemporal entre variables
endégenas (*), por lo tanto, es un sistema dinamico.

En el estudio de los sistemas de ecuaciones simultaneas
dinamicas la Forma Reducida es de una gran utilidad, la cual
consiste en que las variables enddgenas sean reducidas a
expresiones explicitas en terminos de variables
independientes. Asi, para el sistema propuesto anteriormente
bastaria substituir Np + 8Cp_y + ¢¥p_q + ezp por Yqg en 1la

primera ecuacién, con lo gque el sistema gquedaria:

(*) NOTA : Propiamente construido, un modelo econémico puede ser resuelto
para que se obtenga los valores solucién de un cierto conjunto de variables,
como por ejemplo, la maximizacién del nivel de ganancia de la venta de un
producto. Dichos valores son conocidos en economia como variables enddégenas
(Originadas desde adentro), sin embargo, el modelo puede tener variables que
son determinadas por fuerzas externas al mismo, y cuyas magnitudes son
aceptadas unicamente como valores dados. Estas variables son conocidas como

exdgenas (Originadas desde afuera).
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Cp = (NytaNy) + ( B+ad)Cp_y + 0dYp.q + (ejpt+aesp),
Yp = Ng + 8Cp_q + ¢¥p.q + egq
Ahora, el sistema consiste solamente por variables
predeterminadas en el lado derecho y por lo tanto, se tiene
una forma reducida,
Algunas veces ser& razonable incluir mé&s de una

variable de retraso en el modelo. En ese caso, una manera

general del modelo seréa:
Cp = Ny + 01Cp_q +...+ opCp_p+ ﬁlyT_l +.. .+BqYT_q + Vi ,
Yo = Np + SlcT_l ...t SPCT-P+ ¢1YT-1 +o0ot ¢qYT-q + Vap

Este modelo en notacién vectorial y matricial queda de

la siguiente manera:

Yp =V + OIYT—I + ... T OPYT—P + Vp ...(4.1)

Cp Ny aj Py Vit
Y¥p = , V= ’ ei = Y Vp = .
Y N2 6 i , Var

Donde se tiene el supuesto de que P2q y P, ¥y ¢1 son
igual a cero para i>q.

La ecuacién (4.1) se parece mucho a un proceso
autorregresivo de orden P [AR(P)}, el cual se estudio en el

capitulo anterior. La finica diferencia es que la variable Ygq
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del modelo AR(P) es ahora reemplazada por un vector Yp, el
proceso de ruido blanco ep es remplazado por el vector Vg, y
los coeficientes autorregresivos 0; son ahora matrices 0j.
Ademé@s, un vector de interseccién V es incluido en el

proceso. Como un vector de variables Yp esta relacionado con

vectores de retraso Yp.j1,¥p-3,... se designar& al modelo
(4.1) como VECTORES AUTORREGRESIVOS DE ORDEN P [VAR(P)]. A

continuacién se define formalmente este modelo.
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2.1 CONCEPTOS BASBICOS

como se menciond anteriormente, los vectores
autorregresivos de orden P [VAR(P)] para un sistema de M
variables Yp = (Yip,++.,¥Mp)', pPodrad ser definido en la
misma manera que para el sistema bivariado visto en el

principio de esta seccién, pero en forma general:

Yp =V + elYT_l + ... + ePYT_p + Ve .

En este sistema de M ecuaciones, V = (V{,...,Vy)' es un

vector de dimensién M y la matriz:

011,i ... O1m,i
6; = . . '
OM1,1 ... Owm,i
es de dimensién MxM y Vo = (Vip,...,Vyp)', tiene las

siguientes propiedades estocésticas: E[Vp]=0 y ZIy=E{VqVp']
ser& la matriz de covarianzas (no singular) para toda T, y
ademds, Vp y Vg no estan correlacionados para toda T#S. Un
vector Vo con estas propiedades es llamado vector de ruido
blanco, en analogia con los terminos aplicados para el error
ep de un proceso autorregresivo.

Generalmante, los parémetros V,0,,03,...,0p y Zy seran
desconocidos en la préctica, por - lo gque tienen que ser

estimados de los datos disponibles, antes de que el proceso
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pueda ser usado para prondéstico. Se discutira la

estacionariedad de los vectores autorregresivos en primer

lugar, para continuar con la estimacién de los parametros

del modelo, ya gue esta propiedad serd muy util para
estudiar las propiedades asimptdticas de los estimadores de

los parémetros.
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2.2 ESTACIONARIEDAD

La estacionariedad es una propiedad estadistica de suma
importancia, ya gue asegura que las medias, varianzas vy
autocovarianzas sean constantes a través del tiempo. Se
considerard gue una coleccién de vectores aleatorios de
dimensién M ..., Y¥Yp.i1, Yy, Yp4g1seo- son vectores
estocdsticos, de tal forma que por el momento se restringira
el estudio a vectores autorregresivos, que son un ejemplo
particular de vectores estocéasticos.

Los vectores estoclsticos son estacionarios si:

i) Todos los vectores aleatorios tiene el mismo vector-media

i, esto es, E[(¥p)=u para toda T.

ii) Las varianzas de todas las variables aleatorias
involucradas son finitas, asi Var{(¥pp) < © para m = 1,...,M

y para toda T.

iii) Las matrices de covarianzas de los vectores Yqp Y Yp4x
gue estaAn separadas K periodos no dependen de T sino

solamente de K:
Cov (Y7, ¥pik) = E[(¥p~u) (Ypeg—~#)'] = 'k para toda T.

Esta propiedad implica que, para K=0 todos los vectores

¥Yr tienen la misma matriz de covarianza, esto es, E[(Yp-

31




B) (¥p-u)'] = Zy para toda T. Para fines practicos, estas
condiciones implican gque las series de tiempo Dbajo
consideracién no deben tener tendencias, patrones temporales
o varianzas que cambian con el transcurso del tiempo. A
menudo serd necesario hacer modificaciones a la informacién
para obtener estas propiedades. Ademds, es claro que casi
nunca la informacién con la que se cuenta (conjunto de datos
econdémicos), tendrédn la propiedad de estacionariedad. Existe
toda una literatura acerca de procesos no estacionarios y no
es el objeto de este trabajo analizarlos, por lo que aqui
s6lo se tratar& con procesos que si sean estacionarios.

Se puede mostrar que los vectores autorregresivos de
orden P como el gque se definidé anteriormente, es
estacionario si tiene acotadas sus medias y matrices de

covarianzas, y el polinomio definido por el determinante
Det (1-012-0522~-...-0p2F) ...(4.2) ,
tiene todas sus raices fuera del circulo complejo
unitario (comparar con lo visto en el capitulo de procesos

autorregresivos AR(1)), por ejemplo, para vectores

autorregresivos bivariados de orden 1 [VAR(1l)]:
Yir| M1 011,1 012,12 [Y1,7-1 Vit

Yar Ny 021,1 922,1| ¥2,7-2 Vap[ «..(4.3).
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el determinante (4.2) resultaria ser:

coene 0 011,1 612,1
‘Det... .. - Z =
’ AL o 021,1 922,1
= 1= (831,1%022,1)% + (011,1022,1-021,10812,1)22 ... (4.4),

el cual, es un polinomio de segundo grado.

Los vectores autorregresivos descritos en (4.3) seréan
estacionarios, si este polinomio no tiene raices en o dentro

del circulo unitario, por ejemplo si:

0, = {0.008 0.461
0.232  0.297} ,

el polinomio (4.4) seria:
1 - (0.008+0.297)2 + (0.008 0.297-0.232 0.461)22 =

1 - 0.305 2 -~ 0.104576 22,

Asi: 27 = 0.305 +V(0.305}2 - 4(-1.104576)

2(-0.104576)

1l

-4.877 .

%2, = 0.305 N(0.30512 - 4(-1.104576) = 1.961
2(-0.104576)

lo que implica que Z23>|1} y 25>|1|. En consecuencia, el

proceso correspondiente es estacionario.
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En la siguiente seccién se estimar&n los paréametros de

los vectores autorregresivos.
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2.3 EBTIMACION DE VECTORES AUTORREGRESBIVOS CON ORDEN
CONOCIDO P

En la definicién de vectores autorregresivos se propuséd

el sistema bivariado:

Yp = V + 91¥T_1 + .. + ePYT-—P + Vo

Ahora, se considerard la m-ésima ecuacién de este
sistema en forma reducida como se planted en la introduccién

de este capitulo.

Yme = VY + emlllYl’t_l + ...+ emM,lyﬂ,t-—l + ... +

eml,lelt_p + ... + emM’pYM't_p + Ve 0. (4.5).

Hay que hacer aqui una pausa Yy aclarar en donde se
encuentra el anAlisis que se estd llevando a cabo. Se ha
transformado el sistema propuesto a la forma reducida, de
tal manera, que se tiene hasta ahora, una observacién que
consta de M ecuaciones (variables endégenas), en la que cada
una de ellas depende de M variables retrasadas p periodos,
de tal manera gque determindn un conjunto de vectores
autorregresivos.

Ahora, se pasarid a estudiar T observaciones y ya no
sd6lo una observacién. La consecuencia inmediata’ es que el

proceso se hace bastante complejo en cuanto a notacién.
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Suponiendo que se tiene T observaciones y P valores
muestrales para cada una de las variables, se puede definir

los siguientes vectores:

Ynm,1 Ym,1-4
Ym,2 Ym,2-1

ym = “ , Y_ im = . ,
Ym,T Yn,T-i

(donde por ejemplo, Y¥p » quiere decir la m-ésima
ecuacién de la 2a. observacién), i tiene valores: 1,...,p ¥y
m = 1,;..,M. En otras palabras, Y_i™ contiene las variables
de los vectores de retraso por i periodos; Por otroc lado, se

define V™ = (Vpq,...,Vqp)'. Usando esta notacién (4.5) se

puede escribir como:

¥Y® o= Vpd o+ Bpy, Y-l b e Oy, YoM o+ oo+ By YT
M+vm

’

ee. + emM’pY..p

donde J es un vector de dimension (Tx1l) que -consiste en
puros unos.
En notacién compacta se tiene:

YU = X0, + Vv,

donde X = [J,¥_31, ..., ¥ M, v 51, .. v oM, oo gl il v M)
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Y om = [vm: 9m1,1 reeey 9mM,l ' Oml,Z peeey emM,Z reeey

Omllp Yy emM'p]' B

es el vector de coeficientes en la m-ésima ecuacién del

sistema.

Ahora, se pasarid a estudiar ya no s6lo una ecuacién,
sino las M ecuaciones en conjunto:

La t-ésima observacibdn es:
Yig = V3 + ell,lyl,t—l + ..+ BlM,lyM,t-l + ...+

ell,pyl,t—p + ... + elM'pYM't..p + Vit

Yot = Vg + eml,lyl,t—l + ...+ OmM,lyM,t-l + ...+

eml,pyl,t—p + ...+ omM,pYM,t—p + Ve o

¥Mye = VM + eMl,lyl,t—l + ...+ OMM,lyﬂ,t—l + ... +

OMl,pyl,t—p + eee + OMM,pYM,t—p + Vue -

La T-ésima (Ultima) observacién es:

Yyp = V3 + 911,1Y1’T_1 + “on + BlM,lvan_l + ... +

811,p¥1,7-p + ++- * Oiy, p¥M,T-p + ViT
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Yop = -V + emlllYl,T_l + ... + OmM,IYH,T—l + .0+

oml,pyl,T—p L OmM,pYM,T—p + Vm
Yy = VM +‘.9M1,121,T-1 + ... + eMM,lYM,T-l + ... +
eMl,pyl,T—p + s + BMM,pYM,T—p + VmMp

Obtenido el resultado :

YW = X0, + v@ ,

que representa la m-ésima ecuacidédn de cada una de las T
observaciones; Ahora, se puede mostrar dque el sistema de M

ecuciones de T observaciones puede ser representado por:

Y= (Iy®X)0+ V ... (4.6)

donde la matriz X es la misma para cada una de las M
ecuaciones de cada observacién. Por otro lado, @ representa
el producto de Kronecker. Este resultado puede ser
verificado facilmente al hacer 1las operaciones segun 1lo

indica (4.6), esto es:
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Y1 =|X 01 vl

Y, =| % 0, v2
. . L
Yy = X Oy vM
W
donde:
¥i1 Y21 - - - YM1
Y = Y12 Y22 ¢ v YM2 = (Yl b I YM) B
) . .
Yip Yop e Yy
Y
Vii V21 - - - VMi
v = Via Vaa -« - VM2 = (Vi v2 ... vM) |
Vip Varp « e VmT

Considerando los supuestos de estacionariedad se tiene
que la matriz de covarianzas de V es E[(VV'] = Zy ® I¢

Esto es debido a que:

E{Vi] =0 para toda i=1,2,...,M
Y E[ViVi'] = 0{iIp = Gi2Ip para toda i=1,2,...,M

y E[VijV4'] = o034Ip para toda i#y y i,9=1,2,...,M,
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o, compactamente

E[VjV4'] = 0j4jIp para toda i,j=1,2,...,M.

Como V' = (V41,Vy,...,Vy] , entonces

E(vw'] = Vil Va1 o111 012I oimI
Val (V2 0211 035X ooMI | = Ty ® Ig.
VM (VM oM1T oyal oMM

Para obtener el estimador 0 se utilizari el método de
minimos cuadrados. Se partira de que se tiene el sistema en
forma reducida

Y= (Iy®X) 0+ V... (4.7).

Si se escoje la i-ésima ecuacién (observacién) de este

sistema
Y; = %05 + vy,
Por minimos cuadrados se tiene que :
A
0; = (x'x)"lx'y; .

Este es un estimador para la i-ésima observacidn, pero

el mejor estimador generalizado por minimos cuadrados es:

ot
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0 = (x'Zy~ix)~ix'Tyly .
Aplicando las ecuaciones
Y = ( Im ® x ) 0+ v Yy

E[VV'] = By ® I,

Se tiene :

@?
I

((Iy ® X) ' (Zy ® I)~2(1y ® X)171(Iy ® X) ' (Zy ® Iy) 1y

Iy ® (x'x)~"1x'y'y .

Por lo tanto:

B = [Iy ® (X'X)"1x']1y.

Ahora, se procederd a investigar una propiedad
(Consistencia) de este estimador, que es de suma
importancia, supongase primero gue

Vr ~sN(0,Zy).
Yy Vp es independiente de Vg para toda S#T. Si ademés,

¥p es un proceso estacionario se puede mostrar que:

pLim 1 (X'X) =9Q,
Tr0 T
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donde @ es una matriz que representa la media de los
cuadrados y la media de los productos cruzados de las
variables explicatorias. Si esta matriz es constante en

muestras repetidas, entonces

Lim 1 (X'X) = 1 (X'X).
Tom T

Ahora, si las variables explicatorias son estocésticas,
los momentos muestrales convergerin probabilisticamente a
los momentos de la poblacién.
Por lo tanto,
pLim 1 (X'X) = Q.
X200 T
donde Q es una matriz simétrica, finita y positivamente

definida. Por otro lado

pLim 1 X'Vv® = ¢,

T
esto es debido a que:
pLim 1 X'V = [ pLim(1ZV™)

T T
pLim(1ZX5pVM)

T

L pLim (1ZXkpVvlM)
T

J
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Pero es evidente que como T —> ®, se tiene que el
limite de probabilidad s igual a cero.

Bajo estos supuestos :

LAY
pLim Op

pLim (X'X)~lx'ym

pLim [ (X'X)~1x' (X0, + vy ,

O + pLim 1(X'X)") pLim (x'vM
T T

=9m
En consecuencia, cada O es consistente y se sigue que
. ”~
pLim 0 = 6,

M&s aun, debido a que se supone que el error V¢ tiene
una distribucidédn Normal, 8 es asimptéticamente equivalente
al estimador por Maxima Verosimilitud y por tanto,

asimptéticamente eficiente y con distribucién Normal:
N
VT (8-86) nv N (0,2§)... (4.8).

(*) Nota: Esta propiedad asimptdética es 1llamada
Convergencia en distribuciones. La idea consiste en estudiar
la distribucién de un estimador conforme el tamafio de la
muestra se hace muy grande. Hay gque notar Que el estimador
cuya distribucidén es desconocida en pequefias muestras, puede

a veces conocerse con muestras de gran tamanfo. Un conocido Y
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buen ‘ejemplo de esto es el Teorema del Limite Central : Sean
¥y,¥3,..,¥p variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas con E[(Yj] = B y Var([¥j] = G2,
Asimismo, sea ﬁt = L yi/T, entoncesV? (ﬁt - B) converdge en
distribucién a una Variable Aleatoria Normal N(0,02). Este

resultado a menudo se escribe como:
T Be - 8) ~o N(0,02) .

Este importante resultado dice, gque dada una muestra
aleatoria de observaciones de una poblacién infinita,
cualquier distribucidén, con media y varianza finitas,
entonces una funcion simple de la media muestral\T (ﬁt - B),
tiene una distribucidn en el limite que es normal, de hecho
N(0,c2).

La matriz de Covarianzas de una distribucidn

asimptdtica puede mostrarse gquc es:
g = Zy ® @1 .

Para estimar consistentemente la matriz, se necesita un

estimador consistente de Iy y, en vista de que:

pLim 1 (X'X) =,
Tooo T

se puede utilizar a (X'X/T)"! como un estimador

consistente de Q'l. Como en el capitulo de procesos
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autorregresivos, se estimaréd el ij-ésimo elemento de cjj de

Zy por

~ ~ ~
Gij = (Y;-%03) ' (Y5-X05)

T - MP - 1

donde en el denominador, el nimero de parametros MP +1

en cada ecuacién, es restada del tamafio de la muestra T.
[aY

Denotando Xy, la matriz con elemento ij-ésimo Ojij, se tiene

que un estimador para la matriz de covarianzas de 0 es:
n
I = Ty ® (x'x)71
EJEMPL O:

Considerese el sistema bivariado gue consiste en
cambios de cada cuatro meses en consumo de bienes (y;) de
Estados Unidos y el ingresoc disponible (y;). Los datos para
el segundo cuatrimestre del afio 1951 al cuarto cuatrimestre
de 1969 se encuentran listados en el cuadro No.2, Los datos
de cada una de las series se encuentran representadas en la
grafica No.2 y No.3 respectivamente. Las dos graficas
muestran claramente gue no existe tendencia alguna o
patrones temporales regulares, por lo tanto, se supondr& que
los datos estén generados por un proceso estacionario. S6lo
se utilizaréan 71 observaciones para propésitos de

estimacidn.
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CUADRO No.2

g vit | yat: t vyit | vzt | Y1t Y2t
4 -61 42| 26 5 1}« 81 8 30
) 8 -1 27 -6 -20{.. 52 39 47
V3 -1 -1}, 28 -37 -35| " 63 3s 75
iy -4 -42| 7 29 12 6| 54 35 27
8 30 16 - - 30 25 45 55 -3 23
i -1 41 a 16 25| . 66 46 22

7 45 14" .- 32 39 6{ " BT 17 32

'8 17 17 a3 23 32{ 7 .58 35 76
-9 2 26 34 9 -30} B9 65 47
10 17 -20|:.:.° 35 -5 10} 60 29 17
.11 -16 -10{ - 36 1 6] -61 -2 6
g -4 11 37 24 6] 62 22 27
i 8 -23| 7 38 -19 -12} -7 63 0 21
“14 23 29 39 -9 -23} 7. 64 15 38
15 31 36 40 -5 13 65 31 21
16 31 8 41 23 28 66 7 16
17 33 4317 42 -3 17 67 6 17
18 14 31 43 37 38} 68 54 36
19 26 20} 44 13 14 69 30 43
120 -7 8 45 21 16 70 54 -7
21 -6 9 46 10 3 71 8 9
22 -4 2 47 23 1 72 21 -2
23 13 20 48 8 15} = 73 9 19
24 4 -10} - 49 15 17 74 9 47
28 -6 5. 6O 24 19| . =75 16 10

FUENTE : JUDGE, HILL & LUTKEPOHL.

INTRODUCTION TO THEORY & PRACTICE OF ECONOMETRICS.
759.

PAG.

ADDISON WELEY 1987.
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Antes de que se estime el modelo bivariado de vectores
autorregresivos para estas dos series, se debe especificar
el orden P, porque en este modelo al menos, el orden es
conocido. En este caso, P=4 fue seleccionado porgue esto
significa que los valores de retraso de un afic previo de
cada una de las variables, estan incluidas en cada ecuacién.
Como cuatro retrasos estan involucrados, las primeras cuatro
observaciones de cada una de las dos variables del cuadro
No.2 son consideradas como valores premuestrales. Por tanto,
se tiene un tamaifo efectivo de la muestra de 67
observaciones (T=71-4=67).

Utlizando el método de minimos cuadrados se obtiene 1la

estimacién del modelo:

8 ~-.07 0.50 0.15  -0.03
yit _ [(3) (0.15) (0.12) Yl,t-l] (0.17)  (0.15)} |y1,¢~2
ya¢ | 9] + | 0.23 0.33 YZ,t-lg +|=0.05  ~0.11 | |yz, -2
4 (0.19) (0.15) (0.20) (0.18)]
0.11 =-0.16 -0.19 0.07
(0.17) (0.15)f |¥Y1,t-3 (0.12) (0.13) Y1i,t-4 Vit
0.04 0.01 Y2,t-3] + 0.10 ~-0.06 Y2,t-4 +1iVog |«
(0.20) (0.18) [ (0-15)  (0.16)
284 195
N
zv = .
195 428
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Los nameros entre parentesis son los errores estandar

estimados (matriz de covarianzas de 0).

{ EN LA SIGUIENTE SECCION S8E HARA EL CALCULO DE ESTE MODELO
PARA UN ORDEN P=l1, POR LO QUE SE VERA CLARAMENTE LA FORMA EN
QUE SE APLICAN LO8 PROCEDIMIENTOS DE ESTIMACION. EN ESTE
EJEMPLO SE DAN LO8 RESULTADOS BIMPLEMENTE, DEBIDO A QUE LA
FORMA DE CALCULO EBS MUY COMPLEJO PARA ORDEN P=4, SIENDO EL
METODO DE ESTIMACION EXACTAMENTE EL MISMO PARA CUALQUIER
ORDEN P. )

Hay problemas obvios con algunas especificaciones. Uno,
es la forma arbitraria en que fue escogido el orden del
modelo. A continuacién se presenta algunas opciones para

obtener dicho orden.
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[ 2.4 SELECCION DEL ORDEN DE UN VECTOR AUTORREGRESIVQO ]

Como se vio en capitulo de procesos autorregresivos,
para escoder el orden adecuado del proceso, se utilizé las
autocorrelaciones parciales. En el caso de vectores
autorregresivos, las autocorrelaciones parciales son
matrices; Escoger el orden de este modelo por inspeccién
requiere Dbastante experiencia. Por supuesto, examenes
formarles pueden ser utilizados para decidir sobre su
significancia. Un enfoque alternativo es el de usar
criterios disefiados para ayudar a escoger el orden de los
vectores autorregresivos .

A continuacién se define el criterio de

Bkaike (Judge 1988 [1]), que se denota por AIC(n):

AIC(n) = Ln det(Zy) + 2M2p .
T

Y el criterio de Schwarz (Judge 1988 {1}), denotado por
sc(n) :

SC(n) = Ln det(Zn,) + M2pLn(T) .
T

donde M es el nGmero de variables en el sistema, T es
el tamafio de la muestra, y Ip es un estimado de la matriz de
covarianzas residuales Iy obtenida con un modelo de vectores
autorregresivos de orden n. Los elementos de I, se calculan

de la siguiente manera:

51



laij =0 {!i—kﬁi)'(yj-xﬁj)

T

Esto es, en contraste con los estimados de ojj de Tyt

515 = (xi-xb) ' (vI-x05)

T-MP -1

La suma de los cuadrados o productos cruzados, es
dividido por el tamafio de la muestra y no por los grados de
libertad. El orden P del modelo se escoje de tal manera que
los criterios AIC o SC sean minimizados. Esto es, modelos
con orden n = 0,1,...,P son estimados con P, como una cota
superior prescrita para el orden del modelo. Entonces, las
matrices 'fn para n = 0,1,...,P y sus correspondientes
valores AIC(n) y SC(n) son calculados. El valor p(AIC), es
el orden gque minimiza AIC(n) para n = 0,1,...,P y p(SC) es
el orden que minimiza SC(n). En el proceso, el tamafio de la
muestra T es fijo. En otras palabras, P observaciones para

cada variable son tratadas como variables premuestrales.
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3. APLICACIONES ECONOMICAS

Como ejemplo, se considera el Consumo e Ingreso en 1los
Estados Unidos, tabulados en el cuadro No.2 y 1la dgrafica
No.2 y No.3 representadn respectivamente cada serie. Las
matrices X, para n = 0,1,...,P estdn dadas en el cuadro
No.3, con sus correspondientes valores AIC y SC, Las
observaciones 1,2,3 y 4, han sido utilizadas como variables
premuestrales y la muestra utilizada para efectos de
estimacién, consiste de 1la quinta observacidén hasta la
numero 71, tal como fue considerada en el modelo de orden 4
de la seccidn anterior. En el cuadro No.3, se puede observar
que ambos criterios son minimizados para orden P=1l, esto es,
p(AIC) = p(SC) = 1. Con el objeto de utilizar los datos
muestrales con eficiencia, a continuacidén se muestra la
estimacién del modelo para un orden P=1, considerando el
primer valor de ambas series como valor premuestral. De tal
manera que se tendra una muestra de tamafo T=70 y M=2

(Modelo Bivariado) :

X = [J,v_ll,...,y_lﬂ,v_zl,...,Y_ZM,...,y_pl,...y_pM] .
Como M=2, P=1 entoces, X = [J,Y.;1,Y_;2].

Asi :
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CUADRO No.3

PROCESO
VAR
Orden AIC(N)
(n) .
4] 373 247 112669
247 465
1 266 161 74711
161 378
2 265 162 72990
162 374
3 255 163 68644
163 373
4 246 168 62601
168 370

SUWINI

va

11,62

[RIRE!

* AIC(N)= Ln det({ } + 8n/67
**SC(n) = Lndet( } + (4nLn67)/67
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Por otro lado:

¥yl = -

Ahora, se estimara 6:

8- Iy ® (x'x)"1x'j'y .

Se tiene que:
70
(X'X) = 928

1090

928
43496

29993
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‘Asi:

0.023031

(x1x)-1 = -0.000250

-0.000340

0.023828 0.021362

(Xx'x)-1x' =|-0.003600 0.000100

0.002455 -0.000540

(Iy ® (x'x)"1x') =

~
0.023828

-0.000250

0.000041

~0.000010

0.021362 . . . 0.118500 O 0
-0.003600 0.000100 . . . 0.002133 O 0
0.002455 ~0.000540 . . . ~-0.001650 O 0
0o o 0...0 0 O 0.023828 0.021362
0o 0 0 ...0 O O -0.003600 0.000100 .
0o o o0...0 O O 0.002455 -0.000540 .
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=-0.000010

0.000038

0.118500
0.002133

-0.001650

. 0.118500

. 0.002133
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Iy ® (x'X);lx']ry = 5.96426ﬂ
e " 10.007653
0.460916
7.391297
0.232436

0.297163

Por lo tanto, el modelo estimado guedaria de 1la

siguiente
manera:
6.96 0.008 0.461
. -
Yit (2.51) (0.107) (0.103) Y1,t-1 fvlt
= + ! +
Yot 7.39 0.232 0.297 (LyZ’t._l Vat|

(3.00)) [(0.127) (0.123)

A 275 167

167 390

A
La forma en que fue determinade Zy fue directamente

obtenida de la expresion

855 = (xi-x04) (¥I-x05)

T -MP - 1
donde i,j = 1,2.
Cabe mencionar que ya se habia comprobado en el
capitulo de estacionariedad que la matriz de coeficientes es

efectivamente estacionaria.
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Analizados los vectores autorregresivos, se procedera a

investigar el tema de pronéstico en la siguiente seccién.
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L 4. PRONOSTICO 1

Para propdsitos de pronéstico se supondréd due el
proceso de generacién de un conjunto de variables es un

sistema de vectores autorregresivos conocido. Bajo esta

condicién el prondstico 6ptimo es la esperanza condicional

dada la informacién hasta el periodo en el cual el

prondstico es hecho. Aqui &6ptimo significa que el error

minimo cuadrado del prondéstico de cada variable es

minimizado. Si el proceso de generacién es de orden P

conocido, entonces es de la forma:
Yp =V + 01YT_1 + st QPYT—P + VT,

con errores independientes de ruido blanco Vg, esto es,

Vr es independiente de Vg para toda § = T. La esperanza

condicional Y¥g¢(h) de Yg,pn dado ¥Yp, Ypoq, ... , es facil de

determinar. Se denotard4 por Eyp el operador esperanza

condicional dado ¥Yp, Yp_1q,

e g

i

¥p(h) = Bp{¥pin) = V + 01E(¥r4h-1] +. ..+ BpE(¥pan-p),

I

v + GIYT(h‘l) + ... + OPYT(h-P).
Donde Y¥g(h-i) = Yp,h-i para toda i 2 h y Eqp[Vpupl = 0.
Esta férmula puede ser aplicada repetidamente por célculo

recursivo de los h pasos de prondstico para h = 1,2, ... Por
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ejemplo, si P=1, de tal manera -que Yy €S un proceso Vér(ij,
se obtiene:
Yp(l) =V + OIYT .

¥Yp(2) = V + 01¥p(1) = Vv + 03V + 0,2¥p .

Yp(3) = V + 03¥p(2) = (I + 0y + 6,2)V + 093vp

y asi sucesivamente.

Suponiendo gue el consumo e ingreso de Estados Unidos
del Cuadro No.2 del capitulo anterior son ciertamente
generados por un proceso VAR(1):

6.96 0.008 0.461 Yl,T-l Vr;
+

Yyr = * !
7.39 0.232 0.297 YZ,T‘l 2Tj

Se pueden utilizar estas férmulas para calcular
prondsticos o6ptimos de ¥72, ¥73,... comenzando en un

periodo T=71. Hay que notar que Y3 6 73 = 8 ¥ ¥2,71 = 9, asi:

— 3 e \ o ~.l .,
¥y,71(1)| [6.96 0.008 0.4611 Yy,p-1 - 8 {[11.173
i
L‘12’71(1) \7.39 0.232 0.297 Yy,r-1 = 9 [(11.919
- ( 1 - } )' ‘
¥3,71(2)| l6.96 0.008 0.461] |¥3,p-; = 11.173!|12.544
| N
-} )
L1{2,—,1(2)J L7.39 -232 0.297} |¥2,1-1 = 11.919i| 13.522

Por supuesto, el modelo es una estimaciédn del proceso,

por lo que, los prondsticos son igualmente estimados.
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La matriz del error medio cuadrado es a menudo

utilizada para medir la certeza del prondstico. Se denotara

esta matriz en el paso h como X(h), esto es:

Z(h) = B[{Yp4n=Yp(h) ]} {¥p4p-¥p(h)]'] .

como el pronéstico ¥p(h) es insesgado, esto es, E{Ypip—

Yr(h)] = 0, Z(h) es la matriz de covarianzas del error del

prondstico.

Esta tGltima aseveracidén es debido a que:

MSE(0) = cov(0) + [sesgo(0))[sesgo(B)]"',

donde 6 es un estimador y MSE(0) es la matriz del error

medio cuadrado.
Mediante el uso de varios artificios algebraicos se
puede mostrar gue la matriz del error medio cuadrado de un

proceso de vectores autorregresivos de orden P tiene la

forma:

Z(h) = Ev + Mlzvul' + ..+ Mn_lvan_l' .

= Z(h-1) + Mn_lzvﬂn_l'.

Donde Mj puede ser calculada de 0j usando recursiones:

Mg =I y Mj = ZjOMi_j para i=1,2,..
por lo tanto,
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M1=01

M

01M1 + OzHo = 012 + 02.

M3 = elMZ + 02“1 + 03M0= 013 + 0102 + 0201 + 03.

y asi sucesivamente. Para un proceso VAR(l) es fé&cil

ver que M; = 0,1,

suponiendo que el proceso gque se estid estudiando en
realidad genera 1los datos de consumo e ingreso de los

Estados Unidos, se tiene que:
275 167
%(1) = ,iv =

D,

2(2) = ?.:v + 01%\]01',

275 167 0.008 0.461| [275 167| |0.008 0.232
= +
167 390 0.232 0.297| |167 390f Jo.461 0.297] .
358 240

240 462 | .

y asi sucesivamente.

Para muestras grandes, ZI(h) puede ser utilizada como
una aproximacién a la matriz del error medio cuadrado de un
proceso estimado. Por supuesto, aun cuando sdlo se ha visto
que las simplificaciones de la matriz del error cuadrado
medio son estimaciones de la mismas, es valido debido a que

se cuenta con un proceso estimado y no real. Esta es la

62



razén por la gque se pone el 'gorrito' en los c&lculos. Sin
embargo, estas matrices estimadas son de gran utilidad en 1lo
gue respecta a intervalos de confianza, que a continuacién
se analizaréan.

Si se considera que los vectores autorregresivos tienen
una distribucién conocida, se puede determinar regiones de
probabilidad (intervalos de confianza) para el prondstico de
las variables, Por ejemplo, si se considera que los vectores
autorregresivos tienen una distribucidn normal, el
prondstico de 1los errores son por ‘'herencia' distribuidos

normalmente,
¥p+h — ¥Yp(h) ru N[O, E(h)] .

Un intervalo de prondstico para un sdlo componente de

Yr4+h Puede ser obtenido de acuerdo a este dltimo resultado

Ym,T+h ~ ¥m,T(h) ~s N[O, 1],
m(h)

donde Y¥Yp Tih Y Y¥p,T(h) son la m-ésima componente de
Yp4n Y Yp(h) respectivamente y op(h) es la desviacidn
estandar del correspondiente error del prondstico . Esto es,
on(h) es 1la raiz cuadrada del m-é&simo elemento de 1la
diagonal de Z(h). Denotando Z(q) el (1-a) porcientoc de una
distribucidén Normal Estandar, se tiene que de acuerdo a la

Gdltima expresidn.
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En la practica, ¥m,T(h) Y Gp(h) son cantidades
desconocidas, gque son remplazadas por valores estimados y
asi se obtiene un intervalo de prondstico estimado al (1i-a)
por ciento. Para el consume e ingreso de Estados Unidos que
se estd considerando como ejemplo, y suponiendo que es un
proceso de vectores autorregresivos de orden 1, con
distribuciédn Normal, se obtiene intervalos de prondstico al

95% de la siguiente manera:

¥y,71(1) % 1.96 01(1) = 11.2 * 32.5 o ([-21.3,43.6).
¥3,71(1) * 1.96 02(1) = 11.9 * 38.7 o [-lzs.s,so.s].
¥y,71(2) % 1.96 03(2) = 12.5 % 37.1 o ([~24.6,49.7).
¥3,71(2) * 1.96 05(2) = 13.5 + 42.1 o [-28.6,55.7].
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Hasta este punto es importante enfatizar que en 1la
prictica se tiene que hacer un nimero de suposiciones con

objeto de obtener resultados que se buscan. pgoy ejemplo, se

supuso gque los vectores autorregresivos de orden 1,
estacionarios y con distribucién Normal. Por supuesto, no se
sabe si ciertamentre estas suposiciones son validas, pero se
estimé el modelo y bajo esa estimacidén se dio indicio de que
se pueden considerar como ciertas. Si se revisa los datos
del Cuadro No.2 correspondientes a los intervalos de
prondstico estimados, se observa que todos ellos caen dentro
de los mismos por lo gue se puede considerar que es un buen

prondstico con un 95% de certeza.
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5. CONCLUSIONES8 Y RECOMENDACIONES

En este trabajo se discutio sobre el modelado con
procesos \'autorregresivos. Como se mencioné en la
introduccién, 1los vectores autorregresivos son de gran
importancia en muchos fenémenos econémicos, sin embargo, hay
varias hipétesis gue se toman pdr descontado como son: el
orden del proceso y la estacionariedad de los vectores
autorregresivos. Estos dos supuestos requieren de un
andlisis mas cuidadoso. Existen muchas formas para obtener
el orden de los vectores, en este trabajo soélo se
presentaron dos que resultan ser los m&s efectivos por este
momento. En cuanto a la estacionariedad hay métodos que se
han desarrollado como la aplicacién de transformaciones a
los datos disponibles. Su estudio es muy complejo y merece
un andlisis muy profundo, lo gque se sale de los objetivos
practicos de este trabajo.

La aplicacién econémica se presentd para un caso de los
Estados Unidos de Norteamerica, sin embargo, durante la
elaboracién del mismo se procurd hacer una aplicacién para
un caso de México, desafortunadamente no se encontraron los
datos necesarios ya dque estos estan incompletos porgque se
tenian para algunos afios solamente y nco eran constantes, es
decir, se podian tener datos de 1963, pero no de 1964 & 1965
y si de 1966. Por otro 1lado, hay discrepancia entre las

diferentes fuentes, por lo gue para presentar una adecuada
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aplicacién de la teoria se optd por una base de datos méas

completa como la utilizada precisamente en el texto.

Finalmente, diremos que los vectores autorregresivos
presentan efectivamente una solucién para prondsticos de
sistemas de ecuaciones simultaneas din&micas donde se tiene
la importante propiedad de que las variables endégenas estén
en terminos de variables exdgenas. El procesos de solucién
es complicado, pero seguramente a corto plazo se tendrén

paguetes que realizen estos cdlculos con mayor efectividad.
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