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INTRODUCCION 

Algunrni prohlt•m<L'>1 L'U Teoría <le Hcprcsentaciones, relacionados con la clasifica
ción «le módulos inesc:indiblcs re pueden reducir a problemas de álgebra lineal sobre 
equivalencia de rnalrict.•s con respecto a un conjunto de operaciones elementales pcr· 
mitidas. Se han creado procedimientos para resolver estos "problemas matridales" 
transfiriéndolos al lenguaje de categorÍa.'i, a1ín cuando en algunas situaciones la in
terpretación categórica del p:oblcma matricial se ve de un(\ forma muy natural, y 
en otras no resulta tan cvid<•nte. 

Uno de los intentos en relación con r.slos problemas son los trabajoe de A. V. 
lloiter y Kleiner [ll-K,J y [H.-K,], en los que muestran que una amplia clase de pro
blemas matriciales pueden interpretarse como problemas de catcgoría..CJ graduadas 
diferenciales {DGC). Como las rPprescntacioncs de DGC resultaron difíciles de ma
nejar, A. V. Hoíter introdujo, en [R), el concepto de birñodulo, sobre una categoría, 
con estructura de coálgebra. (BOCS) y sus represcntñcioncs, una construcción menos 
complicada, y que cs<>nr.ial111entc es equivalente a la..'I representaciones de DGC. 

Usando c!itos conceptos Orm.tl probó, cu [D}i í!I teorema que lleva su nombre, y 
que establece que to<ln cilgchra A1 de dimensión finita sobre un campo k, algchrai
camcntc cerrado, es mansa o salva.ir.~ pero no amha'I. Informalmente, que A es un 
álgebra mansa significa que en cada dimensión d, todos excepto un mimcro finito 
de A-módulos de dimensi¿n d pcrtenct.:cn a un ntímcro finito de familias con un 
pa.rámetro¡ micntra..<i que un álgebra salva.je er un álgebra cuya categoría de repre-
scntaciones es tan complicada como Ja <le k(x, y), el álgebra asocialiva libre en dos 
indetermi1.adas. En [D] Drozd formula definiciones de bocses manso y salvaje en 
una clase sufkientcmcnt.c amplia que incluye los bocse3 a.'luciados co11 las álgebras 
de dimensión finita., y prueba que un bocs de esto!! es manso o salvaje. 

Como [DJ es un puco mas que un sumario de resultados, es enunciado usando 
DGC en vez <le hocses, Crawley-Bocvcy en [CB], incluye una prueba completa del 
TeorCma <le Drozd, rcformula o cambia algunos de loa conceptos, dando tratamientos 
altctnativos, en ciertos casos bastante difercnte.'i, de varios rc~mltados técnicos de 
Droz<l, algunos de los cuales no se han podido comprobar. En este artículo Crawley
Bocvey utiliza el T"orema ele Drozd para dar otros resultados sobre álgebras. 

El objetivo <le este trabajo es mostrar un desarrollo explícito de las técnicas 
<le hot:scs propuestas por Crawlcy-Boevey, incluyendo la construcción de un bocs 



correspondiente a un álgrhra. 

El trabajo cst<i. organizado de la siguient(! manera. En d pri11wr capítulo se 
íntroducml alp;una.s categorías que th!1ien un pa¡H'I importante en tudo !u <¡ttt.: si
gue. Empezamos ddiniendo y ejemplitk;indo los co11rrptos <le n11'1dulos iz1¡11il•rdos, 
derechos y bimódulos sol1re una ratrgnría. Ens1!g11ida se n:c11crda11 las principales 
propiedades del producto lt•nsorial de módulos y Ltimódulos sobre categorÍíL'>. Es
t11diamoi:1 los himódulos libn·s y liLS catPp;o1·ía.s libremente generada.s y finalmcntr. se 

introducen la.s idca.<i de catrgorÍa.'i trivial y míuima. 

El capítulo 2 se drdir:a a los concepto du hocs y la cr.tlt•goría de sus represcnta.
cimws. Ucfinimo:; modismo cfo lmcsf"s y vemos como <'.arfa uno dt• éstos determina el 
llarmufo funtor inducido cutn- l<L'i corrcspomli(•ntf.'s cat.egorfa.<i de rcprcsentacioues. 
Especialmente nos interesa la idPa de bocs inducido a partir de un boc:s dado y 
un funtor, la. existencia J\! un 111orfiswo d1! bocses c>ntrc e1 originod y el inducido; 
notarcrro:. que para l'ste tiltimo modismo tenemos 1111 funtor inducido que resulta 
fiel y pleno (2.6). Esta t1!cnira de inducir bocses y funtore~ Pntr<' rat(•gorías de re
presenlaciones, aplic<ula a loe llamados bocst~s estratificados o c:on estratificación, 
es ampliamente utilizada en el capítulo 3. El concepto dr~ 1~stratilknción lt~suuw las 
condiciones esenciales que raractcrizan a lo~ boC'ses qlll' t•star<'mos en posibilidad de 
manipular. lJna idea. dave en bocseH t.!slratificados es lil dr group-like, y especial~ 
mente la de rcíl,,ctor (2.7), por ella podemos hablar d,•I diferencial que 11us p1•rmite 
hit.en mm. dt~scripci6n mas manej¡,blc de los morftsmos entre rcprcscntacioues. En la 
parte final riel capítulo .j(' dedica a mostar en que condidones un group-likc resulta 
ser reflector. 

En el capítulo 3 :-ie estudian las opcracione.s sohrn Lones que permitirán el pasa 
inductivo en );¡ tlcn10strnción del teorema. para bocscs mansos y salvajes (capítulo 
4). Todas las operaciones se obtienen usando bocses inducidos y pushouttt que se 
construyen a partir de ct\tegoríns libremente generadas (capítulo l ). Partimott dP
bocses estratificados f]UC pP.rrnitit.11 rlrsc:rihir rl hocs inrkcido. En en.si toJos los ca
sos trabajaremos <:Ofl lo que definiremos c:omo funtorcs admi:-iiblcs (:J.3) put~s, como 
mostra>:emos en una de las afirmaciones centrales del capítulo, bocscs estratificados 
producen bocses inducidos estratificados c11a111lo se utilizan funtorcs admisibles para 
inducirlos. En algunos ca.sos el funtor inducido entre las catcgorÍa.'l de representa
ciones de los bocses correspondientes resultará una equivalencia. 

En el capítulo 4 intm<lucimos la.'í definiciones de bocscs salvi\jes, críticos y 
mínir:10s. La afirmación mas importante muestra algunas c:aractcrísticas de los 
bocs'!s no salvajes, su demostración se basa en que estos hocscs 110 poseen l;i.c; con· 



figuracíorws de los bocses críticos, y aquí utilizamos las operaciones sobre bocses 
estudiadas en el capítulo anterior. Terminamos el capítulo haciendo una detallada 
demostración de que los bocses critia...s remitan salvajes. 

En el capítulo 5 establecemos las relaciones entre bocscs y cí.lgcbras, específica~ 
mente para cada k álgebra de dimensión finita construimos un bocs estratificado 
que le haccmns corresponder. La.'t respectivas categorias de representaciones no son 
equivalentes, pero la categoría de representaciones del bocs resultará equivalente a 
una categoría que se construye de los A-m&lulos proy<."Clivos. Las construcciones y 
demostraciones son muy detalladas, no evitamos prácticamente ninguna verficación, 
excepto la de una afirmación acerca de módulos sobre álgebras semisimples. 
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1 CATEGORIAS 

El objeto de {-:Stc r:apít11lo es introducir alguna..s c:atcgoría.s que tendrán un papel 
importante en los siguientes capítulos. En particular se formalizan las idca.11 <le 
bimódulos 1ibrcs, se rccut"rclan las prinr.ipalf'!t propiedades del producto 1 ensorial de 
módulos y bimúdulos sobre una categoría, estudiaremos las categorías lihr<~mcnte 
generadas y fin~lmcnte se introrluce la idea de c.ltcgoria mínima. 

DEFINICION 1.1 SM k un <'am¡10. Una categoría ti '-' '"'" k-categoría si pa
ra cada pareja de obj~lus X, }' de A, lcucmos que UomA{X, l'} Cll un k-e.r1pacío 
vt:cforíal y la composición de morfismos es bi/ü1r1J/. 

Dadas A y B k-categoríus, un fun(or F : A -• lJ e,i un k-funtor, si cada 
restricción F . HomA(X, Y) -+ lfomn( FX, t'Y) e.'I mm !rnnsfo1'1nación lineal 
pam X, Y E ObA. 

Nótese ((UC si A y /1 son k·categoc!as, entonces Ax B también es una k-categoría. 
En lodo lo que sigue la.s categorías ~on k-catcgorías y los funtores son k-funtores, a 
menos que se cstabll•zca. explícitamente de otra forma. 

DEFINICION 1.2 Sea A u11q categoría. Un JI.módulo izquierdo Al, denotado 
,.M, es un Junior M: A--; Modk. U11 morfismo de A-módulos izquierdo•<-' 
una tra11.'iformarió11 natural 1J : A/ -+ 1\1' de k-funtorcs, r.s decir ¡mra cada objeto 
X r¡x : N(X) --+ M'(X) es k-/inral. (A, Mmlk) dwota la categoría (k-calt:gon'a) 
de A-módulo.11 izquierdos y sus morjisrnos. 

Tenemos algunas obsen•ddones y ejNnplos. 
A. Si F: 11 --+ Bes un fnntor y M es un 8-módulo izquierdo, pl\I denota la 

composición 1H F: A--+ ~\todk, y entonce:; FA/ e:; un A-módulo izquierdo. 
B. Cada objeto X en A determina el A-módulo izquierdo A(X, -): Si Y E ObA, 

entonces 
A(X,-)(l') := A(X, }') = llomA(X, Y). 

Si f : }í ---. Y1 en A, entonces 

A(X,-)(f) := A(X,f) = A(X,!',)--+ A(X, Y2 ), 

tal que g ,... fy. 
C. Sea F: A --+ B un funtor y X E Obtl, e~'.onces pB(F X,-) es un A-módulo 

izquierdo, y r.I siguiente diagrama es conmutativo: 



A(X,Y,j F B(F(X), F(lí)) 

A(X,f) l l B(F(X), F(f)) 

A(X,Y1 ) 
F 

B(F(X), F(Y2)) 

pa.ra J: Y1 -> Y,, muestra que F: A(X,-) --t ¡.-B(F,':,-) es un morfismo de 
A-módulos izquierdos. 

D. Si M es un A-módulo izquierdo, un elemento m de M es un elemento m E 
M(X) pa.ra algtín X EObA. Si f: X-+ Y en A entonces fm := M(f)(m) E M(Y). 

DEFINICION 1.3 Sea A una categoría. u,. A-módulo derecho N, denotado 
NA, es un funtor N : Aº• ____, Modk. Un morfismo de A-módulos derechos 
es uroa transformación natural r¡: N--+ N' de k-funtores. (A 0

• 1Modk) denota la 
categoría {k-categoría) de A-módulos dcrech.1s y sus rnorfismos. 

TamLién tenemos alguna.'! observaciones y ejemplos. 
A. Si F : A __, lJ es un funtor y N es un B-módulo derecho, N¡.- denota la 

com~osición N F: A --> Modk, y entone"" N¡.- es un A-módulo derecho. 
B. Cada objeto X en A determina el A-módulo derecho A(-,X): si Y E ObA, 

enlonces 
A(-,X)(Y) := A(Y,X) = llomA(Y,X). 

Si f : Y¡ -> Y, en A entonces 

A(-,X)(f) '"' A(f,X) = A(Y,,X) ____, A(Y,,X) 

tal que 9 >-+ gf. 
C. Sen. F : A --> B un funtor y X E ObA, entonces 8(-, FX)¡.- es un A-módulo 

derecho, y el siguiente diagrama conmutativo 

A(Y;, X) ___ F __ 8(F(Y
1
), F(X)) 

A(f,X) l l D(F(f),F(X)) 

A(Y,,X) F B(F(Y,),F(X)) 
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para f : \'1 -+ Y,, mucstr:. r¡uc F : A(-, X) --+ IJ(-, FX)F es un morfismo de 
A·módulos <1ercr.hos. 

D. Si N es u11 A·módulo dPrccho, 1111 elemento n de N es un elem1~nto n E N(X) 
para algún X en ObA. Si g: X_, Y en A'', entonces 119 := N(g)(ti) E N(Y). 

DEFINICION 1.4 Sean A y B k-calrgorias. l!i! A - 8 bimódulo V, drnolado 
por A \IB es un /uulor V : Bº" x A -t AfodJ..· q1ie f'S k·bilincal, e.'I dtcír r.ada 
restricción 

\1: (Bº' x A)[(X,, Vi), (X,, \'2 )) --+ /lom,[V(X 1, lí), V(X,, Y,)) 

t:.'I lintal e.n las ~fos coordcrrndas (r-ccuérdeu que 

(Bº' x A)[(Xi. Y,),(X,, lí)) = Bº"(X., X2) x A(lí, l;)). 

Un morfisrno de A .. R bin1ódulos f'S tmn transformal"icfo natural r¡ : \1 --+ V'. 
ABirnB denota la calegoria de A-B bimódulos. 

Algunas observaciones y ejemplos. 
A. Si F: A 1 --+ A, y G: 8 1 --+ B, son fuutorcs y \/ es un A2-B1 bimódulo, 

F Va denota la composición 

V(G x P): B~' x A, -+ s;• x A,_, 1\todk, 

que resulta un A1-B1 bimódulo. 
D. Toda categoría r1 resulta un A-11 bimódulo: Si X, Y E ObA, eutonces 

A(X, Y) = llmnA(X, \'). Además, para (j,g) : (X, Y) --+ (X', Y') en AºP x A 
entonces A(J,g): A(X, Y) --+ A(X', \'')es tal que A(J,g)(h) = ghf. 

Si P: A --+ Bes un funtor y (J,.q): (X, Y) --+ (X', Y') en Aº' x A, entonces 
el siguiente diagrama es conmutativo: 

A(X, Y) __ ..!__ JJ(P(X), F(Y)) 

A(f,g) l IB(P(f), F(g)) 

A(X', Y') ---F-B(F(X'), P(Y')). 



En efecto, si h E A(X, Y), 

B(F /, Fg)F(h) = F(g)F(h)F(f) = F(ghj) = F'A(f,g)h. 

Así que F: A ---+ FBF es un morfismo de A-A bimódulos. 
C. Si V es un A-B bimódulo, entonces un elemento v de V es un elemento 

v E V(X, Y), pMa algunos X EObB y Y EObA, decimos que ves inesdndible 
cuando X y Y son ohjetos inescindibleo. Además si (J,g) : (X, Y) ---> (X', Y') en 
Bº11 x A, l'utonces 

g11f := V(J,g)(v) E V(X', Y'). 

D. Sean A y B categoría:i, 111 un A-módulo izquierdo y N un B-módulo derecho, 
entonce'! 

M ®• N : H'' x A --+ i\fodk 

es un A-B bimódulo definido de la siguiente manera: para (X, Y) E Ob(B"" x A), 
tenemo:; 

[M ®• NJ(X, l') = M(Y) ®• N(X). 

Si (J,g): (X, Y)----+ (X', Y') en B'• x A, cntoncer. 

[M ®• N](J,g) = M(g) ®• N(f): M(Y) ®• N(X)--+ M(Y') ®• N(X'). 

E. En particular, si X E ObB y Y E ObA, con Fxy se denota al bimódulo 
A(l~ -)®;B(-, X). Nótese que si (J,g): {X1 , Yi) ---+ (X,, 12) en B"" x A, entoncce 
Fxy(f,g) = A(Y,g) 0• B(J,X), y 

Fxd/,g): A(Y, Y,)®~ B(X1,X)-> A(Y, Y,)®• B(X,,X). 

Además, para (J,g): {X, Y)---+ (X1,Y1) en Bº" x A, g 0 f E FXY(Xi. '.rí) y 

g ® f = A(Y,g)ly 0 B(f,X)lx 

= [A(l',g) ®• B(J, Xl](ly l¡<J lx) 

= Fxy{J',g)(I¡· ® lx) ~ g(l¡· ® lx )f. 

F. También tenemos la noción usual de conjunto de generadores para un bimó
dulo, así como la de un bimódulo finitamente generado. Un A-8 bimódulo V es 
generado por v1, .. . ,v,,v; E V(X;,Y;),i = 1,2, .. .,r, si para cada v E 1/(X,Y), 
existen /;; : X --+ X; en By g;; : Y; -> Y en A tales que 

V= L9ijVi/ij· 
iJ 

8 



En E vimos que el A-8 bimódulo Fxi' está generado por d demento 11- ~) lx. 
G. Sea V un A·B hirnórlulo y 11 E \!(X, l'), entonces existe un 1110rfismo 1.ínico 

de A-8 bimódulos 

1/1 :Fxy-• V tal que 

cuya. existencia st> sigue de Id propirdad univ1•rsal del producto trnsoria.l ~obre k y 
las caracte, :sticas de V como funtor. 

Mas gcncra.lrnc11tc1 para V¡, .. . 1 tlr elementos <le V, con V¡ E V(X¡, i-i) 1 i 
1, ... , r, por lo anterior existe un morfismo IÍnico de A-B l>imodulos 

tal que IJ!(lr, 0 lx,) ~ u;,i = l, ... ,r. 

DEFIN!CION J.5 U11 A-8 bimódulo V se dice libre si es isomMfo a una suma 
dirrcta de bimódulos de laformll Fx.y, y V ts librcn1ente genc1·ado porv11 ••• 1 v,.. 
con u¡ E V(X¡, }1

1 ) .i1i el morji . .:,mo tV es un isomorfismo. 

Rec:ordamo8 que: unft. c:;¡ff>goría A es eBqudétit'ar.wntc pcqucñn :li tiene una 
subcatcgoría densa pc>quciia. En lo que sigue supondremos c¡ue A es er.qucléticamente 
pequeña. Por ahora recordaremos algunas propiedades del producto tensorial de A
módulos. 

OBSERVACION 1.6 Dada A, categoría prcaditiva, Ab la categoría de grupos abc
liano.•, ron (A,Ab} dcnotamo.• la mtrgoría de funlorrs adilit•os de A en Ab. Existe 
un Juntar único {hasta isomorfi;mio} 

®: (Aª",Ab) X (A,Ab)--+ Ab 
A 

llamado pr~ducto tensorial con las siguientes propicd<1dcs: 
Sean N: AºP -+Ab y M: A --+Ab funtnres adilit>o.•, denotamo.• con N©A 111 

a ©A(N,M), entonces: 
(1) 

(Aº", Ab)-+ Ab 

(A, Ab) __, Ab 



son f.intorcs e.rudos dr.rrcho~. 
{!!} - ®A M y N ®A - preservan sumas diredas arbitrarias. 
(.1) Para cada X EObA .« tiene: 

N@A(X,-) = N(X), 
A 

A(-,X)@M = M(X). 
A 

Para consultar mas propiedades de este funtor vcáse [Aj. Existe una particula
rización de este íuntor para k-catcgorÍa..'i y también una descripción en términos de 
sua generadores. 

DEFINICION 1.7 Sean M un A-módulo ízqu1enfo y N un A-módulo derecho, y 
H un k~es1wrio uecto1~ial entonce:• una transformación A ... balancenda 
v : N x M --> ll es una familia de funciones 

(vx : N(X) X M(X)--> ll)xeolA 

que satisface las condiciones 
a} vx es bilineal para cada X EObA, 
b) Si f: X-+ Y es un morfismo en A, el siguiente diagrama conmuta: 

N(Y)xM(X) 

1 x M(J) l 
N(Y) x M(Y) 

N(f) X 1 

I'¡• 

TEOREMA 1.8 Sra A una categoría. 

N(X) í ::(X) 

/{ 

(1) Existe un /11nto1· único (hasta isomorfismo) 

®: (Aº',Modk) X (A,Modk) - Modk 
A 

llamado producto tensorial con las mismas propiedades dadas en 1 .6. 

[I] 

(2} Sean M un A-módulo izquierdo y N un A-módulo dm:cho. Entonces existe 
41: N x M-> N ®A M, A-balanctada con la propiedad de que cualquier otra 
v : N x M --> ll A-balanceada, existe una transformación lineal¡; : N ®A M -+ H 
tal que para cada X EObA el siguiente diagrama conmuta 

10 



Toma11do 11 ®x m := <l>x(n,rn) .<e tiwt que 

{n ®x m /X E ObA,m E M(X),n E N(X)} 

genera a N ~A Al, corno espacio vectorial. 
{3) Si M y M' "º" A-módulo.• izquierdo.•, N y N' .wm .4-módu/os derechos, 

µ: 1\/ -t AJ' 1 r¡: N -t N' son morfismos, entonces r¡0,tJ' es la única transformación 
linral tal que, para cada X E ObA, conmuta 

N(X)xM(X)~ N~AM 

~xxµx! j•1®AI' 
N'(X) x M'(X)~N'@,.M' 

es decir, (q 0 ¡•)(n ®x rn) = r¡x(n) ®x µx(rn). 

DEMOSTRAC!ON. (!)se sigue de la observación 1.6 y del hecho de que si A es 
1:-categoría, entonces (A,Ab)"' (A, Modk). 

En [GJ •e encuentra la demostradón para (2) y (3) en las condiciones de 1.6, con 
<l>x aditiva en cada coordenada y v y q @x /' morfismos rlc grupos. Así sólo falta 
mostrar que son transformaciones lineales. Nótese que N@ A Af tiene estructura de 
espacio vectorial con el producto 

.\x =(\IN® 1.,)(x) =(IN 0 .\lu)(x), si,\ E k y x E N@M. 
A 

Así que, si consideramos el <liagrarna {l) con f = .,\lx tenemos que An 0x m = 
n @x ,\m, de aquí que 

(,\IN 0 IM){ri ®x m) = ,\ri 0x m = ri C'lx .\m =(IN 0 .\l.\t)(n ®x m), 

11 



y además 

4>x(.\11, rn) = ,\n Ox m ={Al¡; 0 IM )(n 0x m) = .\(11 0x m) =.\e!> x(n, m), 

y también se tiene que <l>x(n,.\m) = .\<l>;;(n,m). De aquí qne<l>x es bilineal. Para 
ver que V es lineal hasta verlo en generadores: 

ii(>.n 0x m) = ii<l>x(,\n,rn) = vx(.\11,m) = .\vx(n,m) = .\v(n 0x m). 

Lo mis .. to parar¡®"µ: 

qx(.\.,) 0x µx(m) = .\qx(n) 0x 1•x(rn) 

,l[~x(n) ®x 1•x(m)] = .lf~ 0A ¡iJ(n 0x m).D 

OBSERVACJON 1.9 Sean A, By C categorías. Ezi.,tc un funtor 

ADim8 x 8 Bimc ~ .,.Bimc 

que "' bilincal, //amado el producto tensorial de bim6dulos, denotado por ®B• 
y dcjfoido como sigue: 

Si A Vn y a Wc son bimódu/o$, cntoncrs 

v@w: C"" X A........., Modk 
B 

es el funtor dado por las fórmulas 

(V@IV)(X,Y) =V(-, }')QSlW(X,-) 
B B 

(VQSlW)(f,g) = V(-,g)QSlW(f,-) 
B B 

y pam un par de rnorfismos de bimódulos 

podemos definir 

~0nv: V@W........., V1 Q$¡W1
1 

B 8 

observando que ¡1aru cada (X, Y) E Ob(C'• x A): 

~(-,Y): V(-, Y) ........., V'(-, Y) 

V(X,-): W(X,-)........., IV'(X,-) 
son transformaciones naturales, y podemos tomar 

1~ 0B v](X,Y) = q(-,}") @o ''(X.+ 
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En (S) se muestra que este produd.u lt!llhuriai µ;uza d1· l.1.'i "iguit>ntt•.'I do~ propie
dades: 

a) Dado un bimódulo A Vn, ha.y iwmoclbuws 11atur;de:; d1· l1i111tjdulo:1 

<rv: ,1(V@ /J)11 -- ;l'u 
fJ 

irv: ,(A Q9 V)11 -·-·•A \111 
A 

es decir, ta.les qt:': sí TJ : V -t tt" t'S un morfonnu de bi111Ud11lus rntonces co11mula11 

A@.4 \' --"_-v __ • V 

l (17/l l~ 
A@A W-¡,-... -- W 

<rv 
~--·---· V@ 11 R 

¡ ,,01 

--a-,v--W@,,B 

Además, en generadores se calcula mrdiantc las siguientes fórmulas, suponiendo 
que'' E V(X, \') : 

<rv(v0x /)=u/ 
i1v0yv)=gv 

a¡;'(u) =u 0x lx 

¡;¡;'(u)= !y ®y"· 

b) Si A VB11 H1 vn,, R1 Vé' tton himó<lulos entonces hay un isomorfismo natural de 
bimódulos 

6: (V@\/')@\'"-• l'Q<)(I''@ \'") 
111 81 8¡ 81 

es decir, tal <1uc si 

son morf.smos de bimódulos entonces conmuta el diagrama: 

(VT®V' (1¡0~')0~" 

V '°'(V''°' V") ------
"<Y '<Y ~0(~'01¡º1 ) 

W@(W'@W") 
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Ahora mostraremos que el ejemplo dado en l .4{D) "" un ca.•o particular de 
producto tensorial de birnódulos. 

Sea /í la k-categoría tal que ObK = {k} y /lu1111dk,lc) = /lomk(k,k). (Por la 
conmutalividad en k, nótese !l'U~ KºP = K). 

LEMA 1.10 Sta A una categoría, entonces 

DEMOSTRACION. Definimos 

F: (A,Modk)--> ABirnK 

de la siguiente forma: 
a) Para ME (A, Modk), se tiene 

FM: Kº' x A__, Modk 

tal que 
FM(k,X) = M(X), para X E ObA, 

y si (:1h,/): {k, X)...., (k, Y) en Kº• x A, entonces 

FM(>d;,f): FM(k,X)---+ FM(k, Y) 

es tal que FM(>.l.,f) = /\f(>.f) = >.M(!): /\f(X)...., M(Y). Veamos que FM es 
A - K bimódulo. 

-) F.\1(1,, lx) /\f{lx) = lM(X) = lf'M(k,X)• 

-) FM[(>.11,,/)(>.,1,,g)j FM(>.,>. 11.,jg) = M(>. 1 >.1 /9) 
M((>.,f)(>.,g)) = /\f(>. 1f)M(>.2g) 
FM(,\ 11.,J)."'M(A,l,,g); 

-) F/\f(>. 11, + >.,1.,j) M((>., + >.,)/) = M(.J.¡/) + M(>.,j) 
FM(>. 11,,J) + FM(>.,1,,f); 

-) FM(>.h,/+g) M(>.(f + g)) = 1\1(>.f) + M(J..g) 
FM(>.1,,f) + FM()ll,,g); 

-) FM(>. 1,1,1.,/) /\1((,\1>.2)/) ~ J..,M(>.,j) = ,\,FM(>.,1,,f); 

-) F/\l(>. 11.,>.,f) M(,\1(>.,j)) = J..2M(>.,f) = >.,FM(>. 11;,f). 

14 



b) Sea 11 : Al -+ N una transformación naturnl t~n (A, Jfodk) entonces Fr¡ : 
FM--+ FN es tal que 

F1/¡k,X): l"M(k,X) --• FN(k,X) 

es la. transformación lineal 

1¡x: M(X)-+ N(X). 

Como 11 es transformación natural, claramente FTJ también lo (~s. 
Veamos .que Fes un funtor. 
-) F(I.,) = ln1, pues: 

(FIM)(k,X) = (IM)x = IMx = IFM(•.x1: 

-) F(~¡i) = F~Fµ, put>s: 

F(111ilr•.x1 = (~1•)x = ~x1•x = U'q)¡v¡{F¡•)¡k,.1·1 = (FqF¡•)(k,,t¡; 

-) F(>.17 + ;•) = >.F1¡ + Fµ, pues: 

F(>.17 + ¡1)¡A-,X) = (>.1¡ + J•)x = >.1¡x + ¡1x = >.Fq¡k,X) + F¡•¡>,x) = (>.Fr¡ + F¡i)¡k,X)· 

F n•P11lta un isomorfismo de categorías, pues su inversa 

está definida de la siguiente manera: 
e) Para V E ARimK se tiene 

p-•v: A - Modk 

tal que 
(P-'V)(X) = V(k.X), para X E Oh(A), 

y si f: X __. Y en 11, entonces 

(P-'V)(f): (P-1 V)(X)-. (P-1\!)(Y), 

es tal que 
(P-1 \1)(/) = V(l,f): V(k,X)--> V(k,Y). 
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d) Para '1: V --+ W un murfismo en ,.lJimK tenemos 

es tal que para cada X E Ob( A), entonces 

está definido por 
'l(•.XJ: V(k,X) _, W(k,X). 

Fácilmente se muet1tra que F-1 está bien definido y que realmente es el inverso 
de F.O 

COROLARIO 1.11 Sea 8 una categoría, entonces 

(8º",Modk) ~ xBimu. 

DEMOSTRAC!ON. Corno Kº" = K, entonces 

KºP X BºP = K X B°" e::' Rª" X K, 

así que por 1.1 O 
(B"',Modk) ~ B•P8imx ~ xBimB.o 

Llamamos Gal funtor que dá el isomorfismo de categorías en 1.11. 

PROPOSICION 1.12 Sran A y 8 categorías, M un A-módulo izquierdo, N un 
B-módulo rlcrcclio, c1'tonces 

M(i!}Nc::!FM(i!}GN. 
k K 

.!!EMOSTRACION. Sea (X, Y) en 8º' x A, y consideremos el diagrama 
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M(Y)x N(X) 

11 

O(X,\') 
-------• Mi}') 0. N(X) 

11 
F M(k, Y) x GN(X, k) (M 0, N)(X, Y) 

// 
// 

<(X,Y) / / Ó(X,YJ 
,//' 

// 

FM(-, Y) @K GN(X, - ) 

11 

(FM@,..GN)(X,Y) 

,// 

Donde v es la transformación K-balan<eada que corresponde a F M 0K GN, y 
ll¡x,Y) es la transformación bilineal que corresponde a M(Y) 0. N(X), Afirmamos 
que O(X,Y) es I<-balancca<la, Así, sólo falta mostrar la conmutativídad dada en L7, 
es decir, si ,\l,1;: k -t k, entonces conmuta el diagrama 

FM(k, Y) x GN(X, k) FM(>.l<, Y) x l 

1 X GN(X, >.1.) l 
FM(k, \') x GN(X,k) 

l O(X,l') 

FM(k, Y) x GN(X,k) --0(-X,-YJ __ _ (M 0, N)(X, l') 

En efecto, se tiene qu~ 

O¡x,Y)(FM(>.l<Y) x l)(m,n) O(X,YJ(M(,\ly) X l){m,11) 

O¡x,Y)(>.m, 11) = O¡x,Y¡(rn, >.n) 
O(x,n(l x N(,\Ix))(m,n) 

O¡x,y¡(l x GN(X,>.l<))(rn,n). 

Por 1.8(2), existe 6(X,l') : (FM 0,.. GN)(X, Y) _, (M ®• N)(X, Y), transforma
ción lineal tal que h(x,Y)Vk = O(X,l')· Además~: FM0KGN--+ M0.N es un 
morfismo de A-B bímódulos. En efecto, sí (f,_q) : (X, Y) _, (X', Y') en B"• X A, 
entonces el siguiente diagama es conmutativo 
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D(X,Y) 
FM(-,Y)@KGN(X,-)-~""-M(Y)@.N(X) 

FM(-,g)@KGN(f,-) 1 IM(g)@.N(f) 

FM(-,Y')@KGN(X',-) M(l")@.N(X') 
Ó(X'.Y') 

pues 

[M(g)@ N(f)J61x.n(m 181• 11) [M(g)@ N(f)](m 18111) 

M(g)(m) 181 N(f)(n) 
D(X'.Y')[M(g)(m) 181; N(/)(11)} 
Ó(X'.Y•¡[FM(l;,g)(m) 181; GN(/, 1.)(n)J 

á1x'.Y'J[FM(-·,g)@GN(J,-)J(m ®• 11). 
K 

Para concluir basta mostrar que 5 es un isomorfismo. Como v, es bilineal, entonCC9 
existe uaa única transformación lineal 

<p:,Y¡: M(Y)@N(X)-+ (FMQ5}GN)(X,Y) 
• K 

tal que <(X,\')O(X,Y) = ,,., así 

º<x.v1 = .s<x.YJ''• = .s(x,Y1«x.nº<x.YJ· 
De aquí que: 

m ®• n = V•(m,n) = C(X,Y)D(X,Y)V•(m,n) = <(X,Y)Ó(X,Y)(m 181• n) 

m 181 n = O(x,Y¡(m,n) = Ó(lr,Y)<(x;n01x,Y¡(m,n) = Ó(X,Y)<(X.Y)(m 0 n), 

es decir, <¡x.y¡ó(X,Y) y Ó(X,Y)<(X,YJ coinciden con la identidad en los generadores de 
(FM@K GN)(X, Y) y (M ®• N)(X, Y), respectivamente, luegos se tiene que: 

<(X,Y)Ó(X,Y) = ¡(FM@KGN)(X,Y) 

é(X,Y)<(X,Y) = l(M@,N)(X,Y)• 
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-sí Ó(X,Y) es un isomorfünno de espacios VPctoriafe!'-1.0 

Sta A una categoría y V Ull A-A himódulo, el símlJoJo V011 ,n E fl. denota el 
producto tensorial V©A···®..t V, n veres, v00 :::: A. 1\dcmi1s v<::' = U~o Vº", 
es una categoría con los mismos ohjcto-, que A, y la r.omposic:i.)n dada por el iso
morfismo natural y0n ® vem ~ v(-:fri+mJ. V® es llamílda Ja Categoría Tensorial 
sobre V. 

PROPOSICION 1.13 Scai1 ,¡/:A - fJ un Junior y V': V - ~·ll¡.• un mnrjis. 
mo de AMA bimódu/os 01tvr1cr:s existe 1m Junior 1Inz'co tÍJ : \!~) __. B que extiende u 
<f¡' y ,P. 

OEMOSTl!ACION. Como A y Vº tienen los mismos objetos, en ellos hacemos 
coincidir ,P y cJl. Solo tenC"mos q11c definir i/J en rnorfismo::i. Nlítl'se que to! morfismo 
t/J, pa.ra n ~ J, indur.<' PI modismo 

,,pn ; \10n --+ /) 

tal que 1/>"(u1 0 v1 0 ... ~l u.) = 1/,(111)\'J(v2) ... 1/>(v,.) E B. Sin =O, entonces 
.Pº = "'" Obsérvese quf\ si u; E v0• y V; E V"' entonces .¡,•(11;)1/>i(v,;) = .¡/+j(v;t1;). 
Así podemos c!Pfinir <P en morfismus de la. :;iguiente manera: si f == ¿::1 v¡ ~s un 
morfismo en \/0 , con U¡ .E F()i 1 '::Utonccs 

</i(f)=L'P'(v;). 
•=º 

Veamos que <f¡ es un funtor: 

-) 

-) <f¡(!)¡/J(g) ¡¿ ,¡,;(u;)J(L: ,¡,i(w;)) = ¿ ¿ v,•(v;).Pi(w;) 
i::.U j:.:O j 

oo n oo n 

L(L 1/1 ;(v;)~·"-'(w,._;)) = L(L l/J"(v¡w,._¡)) 
n:::,o i=O n ~1=U i=O 

L 1/>"(2: v;w.-;) "'.,;¡¿¡¿ v;w.-;)) 
n=O 00 cia=O 

00 
n:::O .J=O 

<ii(L L v;w,) = 4'(L 11; L w;) 
i:::;O j=G i=O j=:O 

</i(fg). 

La unicidad de ¡/J es clara.O 
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DEFINICION 1. 14 Sean A una caltgori4 y A' una suli<altgorí4 con los mi.3mos 
p/¡jtlo• qur A. Dt'cimo• que A r.s libremente generada sobre A' por morflsmo• 
alt ... an wr1 0 1 E A(X¡, Y;) sitmprc que dados cualquier Junior rjl : A' -+ B y 
b¡ E /3(tfi'X¡ 1 4J1 i~) morfi.,nw~ tn B, r:ntonce.'I f/J' ~"e cxtir.ndc dr mnnr.rn 1ínica n un 
Junior 4': A ..... B tal qu< </J(a;) = b;. 

En loo siguicnt"" lemas d&mOO algunas propiMlades básicas de categoría. libre
mente generadas 

LEMA 1.15 A rs una categoría libremente genrrada sobrt A' por morfismos 
ai, ... , an, ron a¡ E A(X,, Y.) si y sófo ai tziste un A' -A' bimódulo librr. V generado 
por V¡, ... 1 ""' con V¡ E V(X;, \i), tal 9'Ut: v0 ~ ;\. 

DEMOSTRACION. Supongamos primero que i' co un A'-· A' bimódulo libre gene
rado por Vti ••• 1 v,H C:Oll V¡ E V(X¡, Y¡). Veamos que v0 es una categoría libre sobre 
A' generada por morfismos v,, ... , v0 • Sea .P' : A' ·- B un funlor y b, E B( .P' X;, ,P'Y;) 
momsmos en B, por l.4{g) existe un momsmo único de A'-A' bimódulos !/J: I/--+ B 
tal que t/J(v;) = b;. Por 1.13 existe un funtor único.¡,: v<~ ...., B que extiende a q,' y 
,¡,,es decir .f¡(v;) = b;. Esto muestra nuestra afirmación. 

Recíprocamente, supóngase que A es una categoría libre generada sobre A' por 
morfismos "'' ... ,a,.. Consideremos el A'-1\' birnódulo libre . 

V= Ef)A'(Y,,-)QSl 1t'(-,X;), 
i=I 1: 

con v¡ = ly
1 

0 lx.i i = 1, ... , 11. Como V0 también es libre sobre A' generada 
por v11 •.• , v,., para los funtorcs inclusión A' <-+ A y A' '-+ 110 existen extensiones 
únicas .P : V" ..... A y t¡: ¡\--+V®, respectivamente tales que .f¡(v;) =a¡ y r¡(a;) = v;, 
consccucntcrncnte .¡,~ = IA y ~q, = lvo, luego V®°" A.O 

LEMA 1.16 Supónga•e q11e A es libremente generada sobrr. A' por a1, ••• a,., con 
a; E A(X;, li). Entonc<S: 

(1) El Juntar inclusión a: A'<-+ ;I prr:.eMJa clases de isomorJía. 
{!!} Supóngase O < j < n y ".a C la subcal<goría de A grneruda por A' y 

a 11 ••• 1 a;. Entonces C es libremente generada sobre A' por a 11 ••• ,a;, y A es libre
mente generada sobrt C pora;H, ... ,an. 
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DF:MOSTRMcfON. (1). Sra I' el A'-A' subhirnódul<> de A p,1•nerado por 
a,, .. ., Gn. De l.15 se dedur<' que I' es libre y A <>: V" = A'$ F ffi · ·" La 
proyección canónicá solm~ A' dá un fu11lor 71 : A -~ A' <¡111• P<t la idrnlidad (.-f¡ 

objetos. Así X O< Y en A, entonces ¡1(.Y) ~X :e V= ¡1(Y) "" A', y X 0;; }' t'll il', 
culonccs 1X =X-:::: Y= 1Y en A. 

{2). S1•a ,P': A'-~ D un funtur y l1¡ E 8(9'X"ef/}~),i = l, ... ,j, morfisrnos en 
B. Sean l>,+ 1,. •• , b. morfi"110> arhitrarios en lJ lill<•s que b, E fJ(•.'i(X; ), .,i'(li)), i = 
j + 1, ..• ,n. Entonces rxiste tf>: A---. B un único funtor <¡ue ex:tif'ndc a. 1.f tal 
QUC iP(a¡) = b¡,i = l, ... 1n¡ y por fo tanf.o, tomando la restricción it C, lCJll'ffiO!I UJI 

funtor t/1: C--+ 11 que cxticnclr. a•// y "(ai) = b,,i = !,. .. ,j. Claramente t/1 es 
único. Ahora sea ef/: C--> B ur. funtor y 11; E fJ(<:/(X,),\i'(\;)),i = j + !, ... ,n. 
Sea b, = <?'(i: 1 ) 1 i = l, ... ,j. Ht.•stiingi<'udo ef/ a ..1' tenemos un funtor ifl: A'---+ 8 1 

éste puede exlcndrrsc de manera tinira a 9 : A -. B tal q110 <,li{a,) = b,. Como 
efJ(a¡) == b¡ ==~'(a,), i = l, ... ,j, y extiende 4>' sobre A', tmtonct~S </> = i/;1 sobre e, 
pues los elementos ele C :'iOTI SUllM.S finitas de compo.sicionc!i finitas de morfismos en 
A' y nJt ... , a,. Así~ extiende a <fl y concluimos q11c A es lihre111e11te generada sobre 

e por ªi+h·•·1ªri· o 

LEMA 1.17 Sra A rrna rafrgoria W1r-~mc11fr yo:erwia sobre A' 'I supmigamo:a que 
A.' tictie sumas directas. Entonas: 

(1) A tiene. sumas dir'cclas; 
(2) El junior inclu,qiÓn 1 : A' ---> A pres< roa i11cscindibilidad; 
(.1) Si A' tiene la propiedad de Krull-Schmidt, es decir todo objeto es isomorfo 

a una suma directa finita de ohjctm1 inescíndibles, y tal descomposición es única 
hasta isomorfi.m10 V rrordenación de los sumandos, entonces fombién A. 

DE~lOSTRACION. (!)se sigue dd hecl1u de que en catcgorfos preaditivas las sumas 
directas están dadas por biproductos [Me]. 

Para probar (2) emper:cmos observando que si X es incscindiblcen A, entonces X 
es inescindihlc er ,I', pues 1fo otra manera ocurre q1w l!omA•(X, X) </.. llornA(X, X). 
Por otro lado, como en 1.16, consideremos la proyccdún canónica p : A -t A' tal 
que p1 = !A'· Así si X incscindible en A' y supongamos que 1(X) = X1 EE! X, en 
A, cntoncco X =pi( X) = p(X1) ffi p(X,¡ en A', luego X se cscidc en A', a.<Í que 
1(X) = X es ínescindihlc cn A. La afirmación (3) se sigue de (2). O 

LEMA 1.18 Sea A una categoría libroncnte generada sobre A' por elementos 
aJ,. .. ,an 1 a¡ E A(X1, \"¡). Si 8 1 es rma calegor{a y O': 1í'--+ B' cli u1' Juntor, 
entonce,'i hay wia categor{a B que contiene a lJ' y cort fos mismos objetos, y rm 
funtor O: A --. B que extiende a 0' y tal q!lc: 
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{1} B <S librernmtc gwaada 1JObre B' porll(a 1), •• .,0(a.); !/ 

(!!} El cuadro conmutativo 

A' 

o·I 
E' 

1 
B 

ts un diagrama de pushout tn la catcgora'a de las k-calcgoría., r.8ptléticamente pc
•¡ueñ49 y k-funtores. 

DEMOSTRACION. Por J.15, existe V un A'-A' suhbimódulo de A libremente 
generado por a1 , ... ,a" tal quf" A~ V®. Denotamos 81V81 = B'@,., V®il,D' 
que e• un B'-B' bimodulo, y clefinimos B = n·vs'e. Consideremos en "'V ' los 
elementos 

b; = O'(lv,) G1 a; G1 O'(Ix, ). 

Como V~ E!);A'(}í, -)@.1\1(-,X;), entonces 

n•yn' "" B'@!$A'(Y;,-)®A'(-,X,)JQ°9B' 
N A' 

"°' ffiB'@[A'(Y;,-)@A'(-,X;)]®B' 
A1 A' 

"°' ffi[B'@ A'(Y;, - )] Q°9[A'(-, X;)@ B'J 
A' A' 

"" ffiB'(O'}i,-)@B'(-.O'X;) 

• 
y esle isomorfismo es tal que b; ,... O'(IY;) GI O'(Ix;). Así "'vn' es un bimoduio 

generado libremente por b1,. • .,b •. 

El funtor A' .!:. B' .!.+ B induce un funtor O : A -+ B tal que O(at) = b;, 
que hace conmutar d diagrama del enunciado. Veamos que el diagrama es un 
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pushout. Consideremos funtorr•s cr : t1 -t e y T : 1J 1 
........ e tnlrs que (Tt = rO'. 

Como la categoría 8 <'S líhrenu.•nte gl•nnada .sobre 11' por /1 1, ... , hn, existe un funlor 
p: B-+ e con p(h.) = a(a,), i = 11 ..• , n, y(>)~ T, PruLt:llHJ.', que pO = "· Ncltcsc 
que 

pU(11,) = p(b,) = a(a,). 

Adf'más, pOi = pJfJ' = r01 = a1, fL"ii pO y u coinciden al restringirse a A' y también en 

los a¡, como A es libremente gPnerada ~Klhre A' por los a¡, entonces pO =u. Además 
p es único, pues si p' : IJ -t C tal que p1J = (} y ¡lO = cr, cnlonct:s p' restringido a 
8' es r y u(a;) = p'0(11;) = p'(b,), es decir p y ¡i cuincideu al restringirse a {]1 y en 
los b;,i = l, .... n, luegop' = p.D 

Consideremos un diagrama de p11shoul 

1\' 

o·I 
B' B 

En lo que sigue C!'tudiarcmos las relaciones entre los mícleos: 

lí = kcr(A @A' A-+ A); 
J = ker(B@A 8---+ B); 

L = hr(DQ9 8 , B -• B); 
J' = ker( B' Q9 A' B' ---+ B'). 

Queremos mo~trar que K y L son himódulos libn's 1 para lo cual basta considerar c1 
caso de/(, 

LEMA 1.19 Sea ]{ = kcr(A @A'¡\ -+ A). E11lo11cc.< lí es un A - A bimódu/o 
libre generado por los elementos l Y, 0 a¡ - a¡ 0 1 x,, donde A es libremente generada 
sobre A 1 por Gi, ••• , ª"' con aí E A(X¡, li), i == 1, ... ,n. 

DEMOSTRAC!ON. Sea V el 1\'-A' bimódulo tal que A = V®. Consideremos el 
A-A morfismo 

t/J:A@VQSJA~f{ 
A' A' 
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dado por t/•{g0 v® f) = g 0 vf - gv® f. A ®A' V ®A' A <'s un A-A bimódulo libre 
generado por los elementos l y

1 
®a10lx, 1 así , si probamos que 1/J 1;s un isomorfismo, 

K resultará un A-11 birnódulo libre con generador('s 
i/•{ly, (j)u; C9 ix,) = ly, (9a; - a; 0 lx,. 

t/; es epimorfismo: Sea x :::::::: E g1 0 / 1 E K, enlouccs L:i !liÍ• = O, por lo tanto 

X= ¿;g; 0 f; - 'L,g;f; 01 = ¿;g,{l 0 f; - f; 0 l). 

Es decir, /( es el A·A bimódulo generado por los elementos de la. forma ,P(f) := 
l®f- f®l. Para f = L,, f., tenemos ef>(f) = L, ,P(f,), y poclemossuponer que ca.da 
J, es de la forma J, = V1v1 ... v,. con v, E V. Obsérvese que 1i(gf) = t/i(g)J +gtfi(f), 
luego 

qi(v1v1 ... 01) = qi(o,)v,. .. v¡ + v1,P(v1 ... v,) = 
= t/>(v,)v, ···V¡+ v14>(v,)v, .. · v¡ + · · · + V1V1 · · • v1-1tfi(v¡). 

Por lo que /í es el A-A subhimódulo de A®•· A generado por los elementos de la. 
forma 

gqi(v)f = i/J(g ®" 0 !), 

por lo tanto /( = !mi/J. 
Tj,1 es monomorfismo: Supóngase que se tiene 

1/1(¿;9, 0 v; 0 f;) = I:m 0 v;f; -g;v; 0 f; =O. [!J 

00 

Como A = \!'° ~ Il V~" J .1 es una C<tlcgoría. gradu:tda., y A© A = Il v0 i ® V®j 
n;;;O i,j A.1 

es un A-A birnótlulo graduado por las pa.rcjas <le enteros no negativos (i,j), pues 
V®"(V"' ®A' V"i) ~ V®(n+i) @,., Vei, mientras que (V"º ®A' V"i)V"" \; 
V"' 0 A' V'~(i+n', En la suma [IJ, para cada i,j, g; = Ll=O ui'1 y f; = Lm=O J}'"l, 
donde ,q)ll .J}'I E V"'· De aquí que: 

¿;g;®v;®f; ¿;(¿;gi11 ) 011; 0 (¿; /;(m)) = 
l=O m=O 

n "'°'" (•) r~ ' ""¡!•-•) L.,, L..,¿ L...J9i 10' {,, ICI i 1 

n=O 1:::0 i 

24 



de donde 

" 
1/'(¿:9, 0 u; C'lfi) = L L L:l'' t:J u.ff"-'1 -l·i,,, ~lf,1 "-'1 , [2! 

n::::U 1:fl i 

y por l!J, el sumando <J,, [2! en cada grado (/,m) se anula: 

"°' (11,,,, ¡C"'-11 __ '"°' ¡1-11 ,,, ¡Cm) =O L .. !l, ~-, v, ' ¿_ 9¡ v, ~:.1 ¡ . 

Para un f!ntno fijo H 1 veccmo~ que L:, !}~•) 0u¡0 /ln-•) -= U, para cada s ::::::: 0 1 I, .. , n. 
Usamos inducción sobre .'l. Par;1.'j = lJ, el término di> grado (0,H + 1) de la suma [2] 
es 

O - "" ¡r.: ,-, }.¡,,¡ - ¿_!l¡ ~¡f 11¡ l 1 

pero A' 0 •• v®ru+IJ :::: A' ®A' V ®A· V~" <;; A ®A' A, y bajo este isomorfismo 

Í::i g!º) ® vd,(n) se lransíorma f'll E. g,(o) O v1 O J,< 0
J = O. Supongamos cierto el 

resultado paras - l y lo prolrn.mos para .'J. Tt•t1cmos 

¿:gr•-'' ei ti¡~' ¡,ru-•+I) ==o, 

por lo tanto '[;¡9
1
('-l)t.'¡ 0 f,(n-i+I) =O, pti.t"'s ya(.11-I) @,.

11 
V ®A' V0 {n-•+I)::::::: 

V"''®A' V0(n-•+I), Co11a> el término de grado (s, 11 - s + l) de (2] es 

L g~•I 0 v.ff"-'1 E VG' QSJ v°Cu-•+IJ "" V'"'@ V 0 V®(r.-•l 

A' A. 1 A' 

y con este isomorf:nno la 1íltima suma se transforma t>ll 'f:.9,(J) 0 u; 0 Jl"-•)::::::: O, ~o 
cual prueba nuestra afirmación. En conseccencia, 2:, g, 0 u¡ 0 f 1 : O y 1/.i resulta un 
isomorfismo.O 

Ahora vernos las rcJaciones eJJtrt• }( y l. 
De la sucesión exacta 

O -+ /{ -+ A@ A -+ A -+ O, 
A' 

obtP.nemus la suc:?sión exacta 
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Y también el diagrama conmutativo 

Br~r.n--BrB--0 

O-L B@B' 11------B-O. 

Por rom1iguiente, la aplicación B K 8 --+ 8 ®n· n tiene imagen contenida en L 
y determina un morfismo B J(B --+L. 

r,EMA 1.20 El morfismo B J(B - L " un iliomorfismo 

DEMOSTRACJON. Sabemos que /( es A-A bimódulo con generadores 
IY, 0 a; - a; 0 lx,. así 8 K 8 es un B-8 bimódnlo libre con generadores 

la(Y,)®(IY, ®a;-a;® lx,)0 le(X,)> 

cuya imagen <'ll B ® 8 , B son los elementos 

l•(t;) 0 O(a;)-O(a,) 0 lo(X,)· 

Pero sabemos <¡ue los ciementos O(a;) generan libremente a 8 sobre 8', así los 
elementos le11¡¡®0(a;)-O(a;)0 la(X;) generan libremente a L como 8'-B' bimódulo. 
De aquí que 1( 8 --+ L envía generadores Hines en generadores libres y es un 
isom'.>rfismo.D 

Veamos ahora la.s reladoncs entre J y J'. 
Tomemos la sucesión exacta 

0--+ J'--+ 8'®B'--+ 8'--+ O 
A' 

Como, ror 1.18, 8n• y n•8 son 8'-módulos plano~, se induce la sucesión exacta: 
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Consideremos el diagrama 

Q -BJIB 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
t 

o 
¡ 
L 

O -J ---- B@,.B----B ---o 
¡ ¡ 
o o 

en el que conmutan los cuadros completos. Observemos que la aplicación 

8 J'8 
-t B ® B -+ B ® B -+ /3 

A' A 

es cero, por lo que la aplicación 8 J1ll -t B ®A B induce un modismo B J'8 -+ J 
que hace conmutar el diagrama anterior. De aquí se sigue que 8 h' 8 -+ B ®..t' Bes 
mono y, por el Lema de la Serpiente, 8 J'8 

-t J es iso. Luego se ha mostrado el 
siguiente 
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LEMA 1.21 La lra11$fonnació11 [.~) induc.. UTI isornorfi.•mo B J'8 ---+ J. a 

En lo 1¡uc sigue el siguienlt:ri: resultado será muy ütil. 

LEMA 1.22 Sea 
0->X-.Y-.A-.O 

a.na auccsión e::racta de A .. A bimóduloa, aupóngasc que la :mcesión 

Je A-A' birnód11/o• sr, '5cinde. Rnlonc<! 
{I)La sucesión inducida 

o .... 8 xª _, 8 Y 8 _, n ® B .... o 
A 

es tracia; 
{!!) Si J' e.• libre corno B'·D' birnódulo, el núcleo de la composición 

8 Y 8 _, B®A D .... Des isomorfo a 8 X 8 EB 8 .1'8 . 

DEMOSTRACION. ObsérvPS<' el diagrama: 

8 XB -----ByB 

¡ 1 
o o 
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e• conmutati\'o y exacto, se obtiene de [4] aplicando B@A- y -©A f(8 para el 
primer rrnglón, para el srgundo aplicamos U 0, - y - ®A' A" y utilizando que 
la sucesión (·iJ se e8cinde como A·A' himódulos, mic>ntras que para el tercer renglón 
aplicamos 8 @A - y - @A B. Dr la sucesión 

o ..... 1í ..... A®:1 ...... A ...... o 
A' 

obtenemos la primera columna al aplicar 8 X ®,. - y - @A B, la segunda columna 
se obtiene aplicando 8 Y @A - y-© A 8,y finalmente la tercera columna se olitiene 
aplicando B@A- y -©A B, y de la demostración dd lerna 1.21. 

Utilizando el Lema de la Serpiente, concluimos que kcra ~ 8 X8 y obtenemos 
Ja sucesión exacta. 

0-+ 8 X 11 -+ o-1(J) _, J-> 0. 

Como J' es B'-8' bimódulo libre y./"' 11 J'8 , J es 8-B bimódulo libre, y Id sucesión 
anterior se escinde corno B· B himódulos, y 

ker( 8 Y 11 ... B@ U ..... 8) = o-1(J)"' JEJj 8 X 8 .D 

A 

Terminamos este capítulo introduciendo el concepto de categoría mínima. Di· 
remos que una categoría esquelética es trivial si es equivalente a un producto de 
un ntÍmero finito de copias de mml(k), la categoría de k-espacios vectoriale.• de 
dimensión finita. 

DEFINICION 1.23 Decimos que una calcgaría csque/<tica A es mínima si es 
equivalente a un producto· 

B X P(R,) X ... X P(ll,.), 

donde 8 es lnvial y los R, oon anillos de la forma k[x,J(.i:J- 1) y P(R) denota la 
calegoria de R-módulos izquierdo" proyrctivos finitamcntc generados. 

Mostramos las propiedades básicas de ]as r.atcgoría.s mínimas. 

LEMA 1.24 (1) Sea Cuna calcgoria con un número finito dt objetos,C(X, Y) =O 
para X# Y, y paro lodo X, C(X,X) = k o C(X,X) = k[x,f(;i:¡- 1), donde f(:.) 
es 1rn polinomio no cero dcpcridicntc de X. Entonces C p1u~1le sumergirse como una 
subcategoría plena de una catcgoria minima A en tal forma que C = ines(A); 



(!!) los endornorfi.~mo idempolenlts en una categoría múiima se escinden; 
{9} Las ralegorías rnínim"" tienen la propiedad de Kl'Ull-Sc/1midt; 
(./)Si A es una categoría mínima y B una categoría cori sumas dirccla.s, entonces 

cualquier Junior iries(A) __, 8 se extiende a un fwito~ A __, B; 
(5) Si A es una categoría mínima y C es una subcatcgoría, entonces la suhcate

gon'a plena de A cuyos objetos son aqudlos que no tienen ningún sumando directo 
no cero isomorfo ~ un .mmando dirr.cto de uu objeto de e es mínima. 

DEMOSTRACION. Consideremos la catrgoría (Cº', Modk). En éota tomamos 
la subcategoría plena esquelética A cuyos objetos son 6'xe01cmxC(-,X), mx es 
entero no negativo, y ;les una <'a.tegoría mínima. En efecto, sean X 1 , ..• , X1 E ObC 
taleo que C(X;,X;) = k,i = 1, ... , I y X1+1>· .. ,X1+n EObC tales que 
C(X1+i,X1+;) = k[x,/;(x)- 1

] = R;, i = 1, ... , n, Definimos el funtor 

e: A___, modk X ••• X modk X P(R,) X ••• X P(Rn)· 

-) Para M <.:ObA, OM = (M(X,), ... ,i\f(X1),M(X1+t), .. .,M(X1+nJ· Nótese 
que si M = ffimxC(-,X), entonces M(X1+;) = mx,.1,R; que es un objeto en 
P(R;). 

-) Para cada morfismo '1: M ·-+Nen A, tomamos 

o,,:IJM->ON. 8'1 = (i¡x,)i=l,. . .,n+I 

Nótese que i¡x,,, es R;-morfisrno, pues si m E M(X1+;) y r E R;, por la naturalidad 
de r¡ Sf~ tiene: 

•1x.,,(rm) = 11x,,,M(r)(m) = N(r)11x,.,(m) = n1x,,.(m). 

Fácilmente ~e muf'slra ql'.c O es una equivalencia, en particular O resulta dt!nso ya 
que en los anillos R; módulos proyectivos son liLrcs, y oe sigue la afirmación (1). 
Las afirmaciones (2), (3) y (4) son claras. Veamos (5). A tiene un número finito de 
oLjctos incscin<libles, digamos X., ... , X1• Sean X1 , ••• , X, 'los inesdndibles de A 
que son sumando directo de algún objeto en C, entonces la subcategoría de A con 
objetos que no tienen sumando directo no cero isomorfo a un sumando directo de un 
objeto de Ces Add(X,+1, ... , X1), es decir la subcategoría plena de A con objetos 
que sólo tienen sumandos directos inescindibles isomorfos a Xr+ 1, ••• ,X,. Si Des 
la &ubcatcgoría plena de A cuyos objetos son X,+ 1, ••• , X., entonces argumentando 
como en (1), se muestra que Add(X,+" ... ,X,) es equivalente a EB m¡D(-,X;) 

x,eob(D) 
con mi un entero no negativo.O 
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2 BOCSES 

En este capítulo damos la definición de hocs, estudiamos la categoría de reprenen
taciones de un bocs, y fürnlmcnte consideramos f'I concepto de bocs estratificado. 

DEFINICIO!ll 2.1 Un pai• A ~ (A, V) rs un bocs (o "" 1 bocs) si A '" una 
categon'a (esqueléticamente pequeña) y V es una A-coálgebra. Esto es, V es un ;\-A 
Aimódulo con 1ma counidad f: V--+ A y una t:omuliip/icndón JJ: V --!'V 0...t. V, 
que sori morfismos de A-A bimódu/o., que satisfacen las frycs 

(10¡•)µ=(¡•01)¡• 

con mayor prtcisión tenemos los diagramd.'J conmulalivo.11 

OBSERVACION. La conmutatividad de los diagramas anterior<,. queda des
crita en términos de elementos en la siguiente forma: para v E \!, si 

/l(w¡) = ¿:w:~®z,,w~t' 
l 

entonces 

L'"•®x, fu:j 01',1 u;;J = (l 0¡1)µ(v) = (¡1® l)¡i(u) = L(w;~0z,1 w;1)0x,1'¡ [I] 
i.j i,t 

y 

L W;l(u;) = (l 0l)µ(11) = v = (l01)¡1(v) = Ll(w;)u; [2] 
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Si A es una k-categoría, A es dC'sdc luego 1111 A-A him/1dulo1 y lomando 
<: = IA : A ---> .4 y I' ; ,¡ ----. A@,, 1\, dacio por 11(!) = f 0 lx = ]y 0 f, 
para f E A(X, \'),entonces íl ~(A, A) "s un \,aes, el bocs principal sobre A. 

Ahora dcfinimo; R(.A), la categoría de represc•11t.adones del \Jocs .A. Los objetos 
de R(A) son funtores M: 1\ __. mod(!·). Si i\I y N so11 dos oujrtos, un morlismo 
de M a N está dado por un A·morfismo 1': V ©,1 M -• S. Si .p; N---+ Les otro 
morfisrno en R(A), la composición r/!</i está dada por la composición de A-rnorfisrnos: 

V@M "~' \'@ VQSl.\J '.':.':':;' V@N ...'.'.'.., /, 
A A A A 

l\Iienlras que el morfisrrio identidad /.u: \1 ©..i i\f -• /1/ t:st<i dado por la compo
sición de A-rnorfisrnns: 

VQSJM'~ A@flf .::_. M 
A A 

PROPOSICION 2.2 .'1(.A) es una categoría. 

DEMOSTRACION. Sea 9: M __, N un rnorfisuw en ll(.A), los siguientes diagra
mas conmutadvos muestran que tPIM ::-: cP = /:v1,\ H·s¡>t•rtirnnwnte. 

V@M ----2. N 

~ (:!) 
µ®lu (!) V@A®.\I 1' 

/.·0<01.11 ~."' 
/ .. (2) " 

V@V@,\f \/@¡\/ 
1¡, 0 IM 
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En el primer diagrama, el ll'Í<Í.ngulo (1) rnrumda por la ddiuici{rn dt• horn, d 
(2) Ju hace por la cfeíinicirln dt- /.u y {3) C'O!lt!l\ltit JHJC:i b rornpD.;kl1'1¡¡ d,• lo:, düs 
isomorfbmos es la iJenti<lad en V 0 Al. En el :wgundo <liap;rarna, el triángulo ( 1) 
conmuta por definición de Loes. (a) por definición de IN, la co11n1utatividad de (4) 
es cvidenll', y (2) Jo han• pues 

(1,,0,P)(c0lv(liM) = (l.<€)0[</>(h·C~lM)]=e00=<li·OIN9 

= (c01,v)(lv0.P) 

Ahora veamos la asociatividad de la composici{in. 

V@ M-----~p~(i/l_.P~>-------lí 

~ u0 (l) 1(1 

'\,IM~---~V@J, 

(V@V)@M -- V@{V@!')@JI 
lv C~¡i0 lM 

lvO lv0\!Í 
(5) 

(pi/l).P (3) ldó:.P (7) 

¡10lv01M (ri) (2) 

V@N (V@V)@V@M 

~ 1¡, 0 lv 0)"' 

(4)''~~~ 

lv®i/l 

!( --- \I@ /, -----
p 

\l@V@N 

Sean ,P: M-+ N, t/1: N-+ L y p: L--+ /( morfismos en /l(A), entonces 
p(,P,P) = (pi/1)1' pues el diagrama previo conmuta ya que así lo hacen Jos cuadros 
(!}, (2), (3), y (4) por definición de cúmposición en fl(A), el triángulo (5) conmuta 
por definición de bocs, la conmutatividad de (6) es cvicl<'nte, y finalmente el cuadro 
(7) lo hace pues 

(Jl 0 lN)(lv 0 ;\) ¡dv 01,v,P = ¡i 0 q, = (!¡, 0 lv}p 0 \!(lv 01.11) 

[(lv 0 lv) 0 </>J[¡i (l (li· ~l 1.11)].0 
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Observemos que si íl es el boc:s principal sobre la categoría A los morflsmos en 
R(n) están dados pnr morfismos r/¡ : A ®A M ---> N, pero M o: A ®A M, por 
tanto son lransformacioucs naturales de M en N y la. composición es la usual. R(A) 
denota" R(íl). 

DEFINICION 2.3 Sean A = (A, V) y 8 = (U, W) dos bocse.•, un modismo 
de bocses O : A ---+ 8 es un par (00 , 01) donde 00 : A --> B es un Juntor y 
91 : V ---> ,, W,, es un A-A morfismo de manera tal que los siguientes diagramas 
son conmullltivos: 

o, o, 
V----•10H'eo V-----•,Wo,~ 

.,¡ l•w .. ¡ :@,W 
V@AV--W6 O @AW~ 

10 1 
A-----u 

ºº 
donde ir es el morfismo natural que env{a IV@A W f.11 W@ 8 W. 

Si P : A --+ 8 es un morfismo de bocscs, inrl11dmos una aplicación 

O': R(B)---+ R(A) 

definida de la siguiente ma.ncrn: 

Para M E R(B), tenemos O'(M) = MOo = ,,M E R(A) 

Pam t/i : M ---> N un morfismo en R(B), tenemos 

0'(9): I'@ ,,M ".!..2l o, Wo,@ s,M ~o, IV@ M -±... e,N 
A A B 

Enseguida mostramos que o· es un k-funtor que llamaremos el funtor inducido 
por O. 

PROPOSICION 2.4 O' : R(B) -+ R(A) es un k-funtor. 

DEMOSTRAC!ON. El siguiente diagrama conmutativo muestra que, para. cada 
ME R(B), O'(hr) = fs•(MI- El triángulo (1) conmuta pÓr definición de fs•(M)> (2) lo 
hace por definición de o·' (3) por definicién de morfismo de bocses, la conmutativídad 
de ( 4) y ( 5) es evidente y ( 6) lo hace por definición de /M. 
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0·1,,, 

o.M----------
"' 

Que o· preserva la composición se sigue efe la cornnutatívidad del diagrama de 
la siguiente página, donde 4' : M -+ N y V' : N -+ L son morfismos en R(B). 
Nótese que los diagrama.' (1 ), ( IO) y ( l l) conmut;rn por la dcfinidóu de 0", (2) y 
(12) por definición de composición, (4) por definicicín de boc.', y para el resto la 
conmutatividad es evidente. 

Finalmente, es lnJY claro que o• es un k-funtc..r.D 

Sea A =(A, V) un bocs, B una categoría y O: A --+ B un funtor. Se construye 
un par de morfisn10s <le A-A himódulos mediante la.o; siguientes composiciones: la 
primera én 

y la segunda l'B 

nv111~1 D,¡R <::: B@ll-+ 8, 
A 

te(b, 0 v 0 bi) = b,Oe(v)bi. 

nvn ·~· nv@vn "'nv@A@vn ·~· 11v@HQ9vn ,,,,nvn@nvn 
A _. A A A B 

si se tiene que µ( v) = >.::;, w; 0x, u¡. 

35 



PROPOSICION 2.5 El par A 8 ií A'= (B/' V 8 ) e" un bocs con counidad e8 y 
comultiplicacióri ¡i8 • 

DEMOSTRACION. Tenemos que maetrar que 8 ¡'H tiene estructura de coalgebra, 
es decir la conmutativida.d de los diagrnma.s: 
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Si b2 ®t· v ®x b, E" V 8 (Z', Z) entonces, por [2) le11c111os: 

(ta 0 IJl'l:(b, 0 w; 01,x,)0 (!ox, 0 u; 0 b,) 

'l:tn(b, 0 w; e~ lox,) t~ (!ox, O u¡ 0 bi) 

¿ b,Ot(w,) 0 (lux, 0 u; 0 b,J 

¿ lz 0z [b,Oc(w,) 0 u; ('J ó,) 

1;:0z [Lb, 0 ¿(w,)u; ·8 b,) 

lz 0zb2@!.l:t(w;)11;) 0 b, 

lz0b20v0b1 =ü·,.v•(b20v0b,). 

Esto muestra que (ta 0 l)µs = O'nvn y de manera análoga se tiene que 
(l ®ta)·1n = crnvn. 

Por otro lado, q1wremos mostrar que 

es decir, usan<lo Ja notación dada en [l}, que 

¿¡b, 0 w; 01,x,) 0 [(!ex, 0 u:j 0 lor,,) ~l (!01~, 0 u;i 0 b,)] = ,, 
= 'l:f(b, 0 w;k 0 loz,,) 0 (!o,,,. 0 w;, 0 lox,)) 0 (lox, 0 u; 0 b1) 

i,lr 

Para ello consideramos d diagr; ma conmutativo: 
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Llamando 4> y t/> a lo3 morfismos dP. la primera y segunda columna, respectivamente, 
y recordando que 

(1 @¡t)µ(v) = (µ 0 l)¡•(v), 

se tiene que 

<f>(b, @(I ® µ)¡t(v)@b1) = t/i(b, @(¡• ® l)µ(v) ® b,), 

y además, nuevamente de [l), sabemos que 

y 

A .Aº ó .A8 lo llamamos el bocs inducido. Tambicn tenemos otro modismo de 
A-A bimódulos dado por 

tal que para vE V(X,Y), 01(v)= lw@v@lox 

PROPOSICION 2.6 SM .A= (A, V) un boc.•, B uua catcgori'a y O: A_, B tm 
/trnlor. Entonces 
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{/) O= (O, O,): A --. A8 e. un nwrfismo de bocsr.•, y 

(2) o· : R(A8 ) _, R(A) es jid y pleno. 

OEMOSTRACION. Para mostrar ( 1) es necesario verificar la conmutatividad de 
los diagramas: 

V 
o, 

BVB V 
o, 

nva 

fl 1 <8 
,,¡ 

""/tB 

ªV"© ByB 
/_ /J 

/ " 
A B V© V---ªVª@ 'ava 

A 0¡ @0¡ ,¡ 

si v E V(X, Y) entonces 

y 

E.'B01(11) = cu(le¡Y) 0110 le¡x¡) = le¡l')Oc(v)le¡x¡ = Oc(v) 

ir(01 ® 01)¡i(v) ir(01 ®O,)(¿ w; 0x, u;)= ir(¿ O,(w;) ©x, O,(u;)) 

ir[J.::(le(Y) 0 tL'; 0 l•¡x,¡) 0x, (le¡x,¡ 0 u; 0 le¡x¡] 

Í:(l,¡y¡ 181 w, 0 lo¡x,¡) 0,¡x,¡ (l,¡x,¡ G u; O lepq) 

¡tn(lo¡y¡ 0 "0 le¡x¡) = ¡tn01(11). 

Para mostrar (2), sea <f¡: M _, N un morfismu en R(A8 ), así 
<f¡: 8 V8 '8J M -t N, entonces 

B 

O"(<P): V(8)eM ~ e11 V8 o(8)oM ~ o8 V"@M _±_., ,N, 
A A B 

así que 0"(</i) = <f¡ir(01 01). Sea .P: eM--> 0N un morfismo en R(A), luego 
t/l:V©,.eM-->eN. Definamos 

Íi(t/1): 8 V8 @M ...:'..+ 8 \!(ÓJoM '~Í'"\oN)--"-+ B@N....::.. N 
B A B 
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eo decir 
O(lf') = <1N11"(1B 0 ,P)(lnv 0 aM) 

donde"": IJ®M _::_,/\/tal qucuM(f®m) =fm. 
Nótese q11e 

IÍO'(ql)[(/i.,, 0 v 0 b,) 0 mj 

mientras que 

O'ií(,P)(v 0 m) 

Esto muestra que 

"N"'(lB 0 O'(,P))(l•v 0 "M)l(li, 0 u 0 b,) 0 m] 
<1N11"(lB 0 O'(ql))((b2 0 u) 0 b,m) 

i1N1"[/i.,, 0 (O'(,P)(u 0 b,m))] 
<1N(/i.,,@ q\[(1@ V 0 1)@ b,mj) 

b-,,,P[(l 0u0 1) 0 b,mJ = <l>[(b.i 0 v ®b1) 0 mJ, 

ií(,P) .. (01 0 l)(u 0 m) = O(t/•)[(10v01) 0 m] 

"N"'(lB 0 ,P)(lnv 0 <TM)i(l 0 u 0 !) 0 mJ 
"N"'(lv 01/•)[(10 u) 0 mJ = u.v(l 0 t/i(u 0 m)) 
,P(u®m). 

y 

j' por consiguiente que o· es fiel y pleno. o 

· DEFINICION 2.7 Sra71 A= (A, V) un bocs 11A'1111a •ubcalegoría ron lo.• mismos 
objetos que A. Un morfismo de A'-A' bimódulos w: A' - A·l'A' es un group-like, 
de A relativo a A' ei el par (i,w) : (A', A') - A es U1' morfismo de bocse.; así, 
conmutan los díagrama.i; 

w 

1\1----1\ 

Si ad<mtÍs, (1,w)': R(A)--+ R(A') refirja isomorfismo.<, diremos que w es un 
reílector. 
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OBSERVACION 2.8 {í) Si A tirne un 91·u11¡i ltkc w: A' -·• ,i•V1" c11to11ce• 
E.W = t, así w es mo11011101jismo y é rrsulla cpil1101jis1110, .'J'H\Q si r E A<X. }') 
<nionces f ~ ilx = few( lx J = e[!w( lx )J. 

(E} Si w : A' --+ A' VA• r.s un group-likc, cntoncc.'i para tadt! objeto X de A1 

¡i(w( lx )) = w(lx) 0 w( lx ), y ew(lx) = lx. fücípmrnmrnlf, si w: ,\'-->A• VA' es 
un morfismo de A'-A' bimódulos y¡i(w{lx)) = w(lx)C:!w(lx) yew(lx) = lx, 
entonces w es tm group-likc. En efecto, si JE A'(X, Y)i lc;itnw.'t que 

f = flx = few(lx) = ew(flx) = ew(f) 

y esto muc~tra q1tc t:W:::: ilAi. Pero además 

¡i(w{!)) p(fw(lx )) "'f¡1w{lx) 

f{w(lx) ®w(lx)) = [fw(lx)] 0w(lx) 

w(!)®w(lx) = ir(w0w)¡•A'(/) 

por lo que tenemos JlW = rr(w 0 w}µA'. 

DEFINICION 2.9 Sea .A= (A, \1) un bocs con ,q1·ou¡>·lik1: w. La diferencial de 
w es el paró= (Si, 82 ) de morfismos de A' - A' bimódufo,, 

y ó, : A' V,¡• - A' V ® \!A'' 
A 

donde V es d A-A subbimódulu de V determinado poi· el núcleo de la counidad 
E: \1 --+A, y defini<los por 

¡;¡(a) w(l1· )a - ~w{lx ), si a E A(X, !'), y 

¡i(u) - 11 ® w{lx) -w(lv) 0 "•. si V E V{X, }'). 

OBSERVACION 2.10 Afirmamos qce ó1(c) E \7, y que 82(11) es un elemento en 
V®AV. 

En efecto, la primera afirmación es clara. Para la segunda consideremos la suce
sión exacta 

o--.V---+i1 ~A--+D 

Tenemos los morfismos w¡,: A---> \1 y wn: A-->\', tales que wL(f) = fw(Jx) y 
wn(!) = w(li· )/, j E A(X, Y). wi es un modismo de A-A' bi111ódulos y wn lo es de 
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A'-A himórl11ln~. c1~.r~1m·n~,.. amhffi '1t111. hWP!'<;(""I<; <h•n•('h0~ d~ i::¡ y PJ' ("l'.l\l<!P.('tH•n<"iP

la sm;csión anterior se escinde, de aquí que 

y 

Y además 

A'v ® vA' "",..V® VA' ffi A'V® AA· Ef1 .•. A ®VA' ffi,.·A@AA" 
A A A A A 

Por lo tanto el A'-A' snbbimódulo de A' V® A VA' generado por los elementoa de la 
forma v, 0 v 1, con v1, v2 E V,"" isomorfo a ,.,V ®A VA'· Si v E V(X, Y), entonces 

como 

ó2 (u) = ¡i(v)- v0w(lx)-w(ly) 0 u= LY• 0x; 

(<0 l)ó,(v) = (<0 i)µ(u)-<(v)0w(lx)-éw(lv)0v 
= 11•0u-00w(lx)-li·0u=0 

y análogamente ( 1 0 e: )ó2( v) = O, tenernos que 

O (10t)ó,(u) = LY;®e:(x;) E V@A oe V, 
A 

o (e:01)ó,(vl=L'(Y1)0x,E1t@VoeV; y 
A 

O (< 01)(1 0é)ó2(t1) = L'(y¡) ®'(x;} E A@Aoe A, 
A 

de donde 

LY<'(x¡) =O, L e(y¡)x; =O, y L e(y;)c(x;) =O. 

Así tenemos f]Ue 

I::114t1)0w(lx)- I::w(lv)0<(y;).r;+ I::w(li·)E(y;)0e(x¡)w(lx) 

= LY10x; -y¡ @o:(x;)w\lx)-w(ly)o(y¡) 0 .r; ,;.w(lylc(y;) 0 e(x;)w(lx) 
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= LY; 0 [:r; - e(x,)w(lx )] -w(ly)E(y,) 0 [:r, - ¿(,-,)w(lx )] 

= 2)y; - w(ly)e(y;)J 0 [x, - c(.r;)w(lx )] E \l QSJ 1;. 
A 

En adelante omitiremos los s11Lí11dicc~ de Ó1 y Ói, y ambos morfismos serán 
denotados por 6. 

En seguida veremos de que manera la diferl'ncial D p•!rmitt· dc~;cribir los modismos 
en R(A) para un bocs A= (,!,V) con group-like w y cu el que V es un A·A birmídulo 
libre finitamcnte generado por u¡, ... , Vr, t'¡ E V(.\'1 , }~). Esta descripción quedará 
determina.da por las siguíPnles dos fúrnmla.c:. 

Si J\f y N son dos objetos de R(A) y 4' : 1\I -4 N es un morfisnios cu R(A), 
entonces para toda a E A(X, }')y m E M(X) "'licue que 

1P,.(6(a) ©x m) = <?l'[w(ll") 0y M(a)(m)J - N(a)i;\x[w(lx) 0 rnJ. [3] 

En efecto: 

</i1·(b(a) 0x m) .¡\y([w(l,.)a - aw(lx )] 0x rn) 

.P1·[w(ly)a 0x m - 11w(lx) 0x mJ 

~l'[u1(lr) Oi• M(a)(m)] - ef•1•[m.i(lx) 0x m] 

</iy[w(ly) ©x M(a)(m)J - N(a)1,x[w(lx) 0x mJ. 

Por otro lacio, si 11 E V(X, Y), entonces v = [v -wn(c(u))] + wn(e(v)), y nótese 
que v -wn(e(v)) E V, luego 

Í,¡ 

para algunos a;, E A(X, X,) y a:, E .1(1~, l'). Tomando m E M(X) tenemos: 

$y(v 0x m) '= L N(11:,J<P1-,[1'. 0x, M(u,,)(w)] + •1l1·[u;(ly) 01· M(e(u))(m)J [4) 

En efecto: 

</iy(v@x 111) 

i,J 

4'1·[([1• -w¡¡(t:(v))[ + wn(e(v))) 0x m] 
,Py([u -wn(e(v))J 0x m) + •fr[wn(e(v)) 0x m] 

,;y(L a:;n;n;; ~)x m) + 4'r[w(li· )e(!!) ~lx m] 

L ,Py[a:,v, Slx, M(o;;)(m)J + ,P,,[w(l1•) t91- M(e(v))(m)j 
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La fórmula [3] sugiere definir, para cada objeto X de A una función 

</i°x : M(X) ---1 N(X) 

tal que para m E M(X) se tiene: 

<P°x(m) = </ix(w(lx) ®x m). 

Claramente </i~ resulta una k-transfonnación lineal. 
Consideremos la familia de transformaciones lineales 

</iº = { ,P°x 1 X E Ob(A) y 9°x E Ilom,(M(X), N(X)}. 

A su vez, [4] sugiere para v E V(X, Y), también prnlemos definir: 

if¡.: M(X) -+ N(Y), 

una transformación lineal de tal manera que para m E M(X) se tiene 

</i,(m) = 9v(v ®x m). 

Si además v E V y u = L a~;v¡a¡;, entonces, por [4] se sigue que: 
•J 

<Pu= L N(a:;~.P,,M(n;;). 
ij 

Consideremos la familia de transforma.dones lineales 

[5] 

[6] 

[7] 

[8] 

.P' = {</i,., 1i~1,. . .,r, y .P., E Hom,(M(X;),N(}i))}. (9] 

Usando la familia [6] y [7], le ecuación [a] se convierte en 

</!•(•) = .P~M(a) - N(a).P°x· [10] 

Corno 6(a) E V(X, Y), escribiendo .J(a) = L a:;v;a;;, por [8], la ecuación anterior 

se convierte en: 
iJ 

,P~M(a) - N(a)</i°x = L N(a;;)</i,,M(a;;), 
iJ 

para toda n E A(X, Y). 

[ll] 



Nuestro objetivo sera mostrar c¡ue lao lamilias IGJ y 19] junto ron¡,, co11dici011 [11) 
determinan de manera 1ínica los clcmc11los del conjunto l l0n:n¡A}( .\/1 iV). Denotamos 
ccn ~(.\!, :'l) d ronjunto ile pan·jas {~º, ~ 1 ) tn.k·~; rpw 

4'0 E Xxeol¡A¡llornk(M(.\'), /\'(.\')), 

y 

y c¡uc satisfacen 111). 

PROPOSICION 2.11 Sea A= (A,\') 1111 boc.> '"" 9"°"P·likc w relativo a A', di
ferencial 6 y tal quf.' V es un A~,4 bimódulo librr Ji'11itnmr:1llt' ge u erado por V1! ••• 1 v, 1 
v; E V(X;, )~). Para do.• objrtos cualesquiera ,\/ y N cu //(A), entonces la aplica· 
ción 

!! : l/omn¡A¡(M, N)--+ ~(M, N), 

tal que 0(4>) = (.Pº.4>') es una bi¡¡ccción. 

DEMOSTRACION,. Debemos construir una inversa pal'a íl: 

ljl : "'(M, N) --+ Jlom¡¡tA1(M, N). 

Para (ipº 11.,,1) E :='.(k/, N) deseamos conlruir mm transformación natura! 

'P : V@ 1\/ :--+ N. 
A 

Así para cada objeto Y en A tenemos que definir 

<py : V(-, Y)@ M--+ N()'). ,, 
Con el objeto Y fijo, definimos 

tal que 

vx: \'(X, Y) x M(X)--+ N(}') 

vx(v,m) = L N(a:,)<p,,M(a;;)(m) + <p~·(Af(t(u))(m)), 
i,j 

donde v - wn(e(v)) = L a:;L'¡a¡J. Debemos probar que 
iJ 

(vx: V(X, Y) x M(X)--+ N(l'llxEo•¡,1¡ 
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es A~balanceada, es dt.•cir que; 
i) vx es hilineal para cada objeto X. En eferto, es claramente lineal en la primera 

coordenada. Mit•nlras que en la segunda, observemos que si v, u E V(X, Y) ta)e.i 
que 

y u -wn(E(u)) = í):1v;b;1 
i.; i,I 

y ,\ E k entonces 

(,\tJ +u) - WR[<'(Av +u)] (.\v +u) - [>.wn(F.{v)) + WR(é{v))] 
.\[v -wR(é(v))] +[u -wR(é(v))] 

L Aai,v¡a¡1 + L b~ 1 u¡b1 ¡. 

De aquí que: 

vx(.\v+u,m) 

iJ í,/ 

L N(.\a;;'l'v,M(a¡; + L N(h~1 'f',,,M(b¡¡ + 
i,j il 

+'l'~[M(f(,\u + u}}(in)J 

,\ L N(a;;)<l'v,M(a;;)(m) + L N(b;,)11.,M(b¡¡}(m} + 
i,l 

+'i'~[[,\M{E(v)) + M(e:(u}}]{m)J 

,\ L N(a;;)'l'v,M(a¡;)(m} + L N(b:1l'l'v,M(b¡¡)(m) + ,, i,l 

+>.'l'~[M(e:(u)}(m)J + 'l'f,[M(e(u))(m)] 
.\vx(v, rr" + ''x(u,m}. 

ii) Si f : X --+ Z en A, entonces conmuta el siguiente diagrama 

V(Z, Y) X M(X) 
V(!, Y) X 1 

V(X, Y) X M(X) 

1xM(f)1 1 vx 

V(Z, \') x M(Z)-
vz 

N(Y), 

en efecto, primero observemos que para v E V(Z, Y) : 

vf ·- wn(t:(vf)} t•/ -wR(t:(v))f = [v -wR(E(v))]f 

L ll~;v¡a¡;f. 
iJ 
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De aquí que, para m E M(X): 

vx[V(f, Y) x l](u, m) =vx(uf,m) 

= :[; N(11:,)'f',,M(a,1 /J(m) + q,~.(i\l(é(u!J)(m)) 
•,J 

= Í:: N(a:,)'f',,M(a,,)M(/)(111) + <i>~(M(t(11})J\f(f)(m)) 
i,j 

= E!N(<J:,J'f',,A/(a;;)J[M(f)(m)) + 'i"~(M(t(v})[M(f)(m)]} 
i,j 

=vz(v, M(/)(m)) 

=r,zfl x M(/))(11, 111). 

Luego. 1.8 asegura Ja existencia \"Y tal que 

y1•(u 0x m) = L N(a;,),.,,,M(a;,)(m) + 'i'~·(M(t:(u))(m)}, 
"' 

donde v E V(X, Y), m E M(X) y u -wn(c(u)) ~ L a;,u,u,1 • 

i,J 

Podemos definir 
ljl('f'º,<p 1

) = \" = ('f'Yh'EO!(A) 

si logramos mostrar que <p Ellorn¡¡¡;1¡(M,N}, es decir qne para f; V - Zen A, 
tenemos el siguiente diagrama conmutativo: 

V(-,Y)@,1 M 

l'(-.f)@A IM 1 

1 

V(-,Z)©AM 

Antes notemos que: 

y)' 
N(Y) 

1 N(f) 

--,.-z--- N(Z}. 

fv --wH(<(/v)) = 2:; f<<;v;e1;1 - L b;1u;b;¡t(v), 
i,J i,l 
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cuando li(J) = w{lz)f- Jw(Jy) =E bi1v;b¡¡. En efecto: 

fv - wn(c(fv)) 

i,l 

¡,, - "''(Jz)e(/11) 

fv- [w(lz)f]t;{v) 
Jv- [li(f) + fw(!y})e(v) 
fv - /w(Jy)é(u) -li(/)<(v) 

J[v-wn(€(v))j-6(!)€(v) 

Lfª~iti¡u¡; - Í:bi111¡bu~(v). 
iJ i,l 

Ahora. veamos la conmutatividad del diagrama anterivr. 

\Oz[V(-,f)@ !M](v ©x m) = \OzUv ©x m) 
A 

L N(fa:;)\O.,M(n;¡)(m)- L N(bi1)\0v;M(b¡¡€(v))(m) + 
i,j i,l 

\O~[M(é{/v))(m)] 

Í: N(Jai;)\Ov1M(a;;)(m)- Í:N(bi1)<p,,M(b;1)M(€(v))(m) + 
i,J i,t 

'l'~[M(f)M(é(v))(m)J 

L N(!a;;)\Ov,M(n;;)(m)- Í: N(bi1)\0v,M(b;1)[M(~(v))(m)J + 
i,j i,I 

\O~M(f)[M(€(v))(m)) 

L N(f)N(n:;)\Ov,M(a;;)(m) + N(/)\OHM(é(v))(m)J 

N(f) [ t: N(ai;)\Ov,M(a;;)(m) + \O~[M(é(v))(m)J] 
N(f)<p!'(v ©x m). 

Sólo resta mostrar que !1 y 1j1 son inversas. 

por [JI} 

Veamos que "1!1 = 1 Homl<(Al(M,Nl' Sea,¡,: M __, N en R(A), probaremos que 
para todo objeto l' en A se tiene: 

[(ljlf!)(r/>)Jy = r/Jy. 

En efecto: 

[("1!1)(rP)]l'(v 0x m) ["1(!1(,P)))y(v 0x m) 
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[1j1(,Pº,.P'Jfr(11t<lx m) 

L N(11;,¡.p,.)t(u;;)(m) + ,¡,y.[M(E(v))(m)] 

"' .Pi·{to0xm), 

como se sigue de [4]. 
Tambiéu se tiene que Oljl = l2¡M,N)· Sea (<rº, <r') E ::::(1\/, N), probaremos que 

([1j1('r'º,.,,')jº,[1j1(1'º • .,,'Jl 1
) = º'~(.,,º,.,,') = (.,,º,.,,'), 

es decir que para cada objeto X en A y para i = 1, ... , r, se tiene 

f 1~(.,,º,.,,'JI~ = "'?" Y fljl(.,,'',.,,'JI ... ,, .,, .. ,. 

En efecto, si m E M(X), '"ntonccs 

fljl('r'º·'l''ll'.:.-(m) 

pues w(lx) -wn(c(w(lx))) =O. 

[1j1(<pº,.,,'Jlx(w(lx) ~;x 111) 

<¡:>HM(c(w( lx )))(111)] 

'f''.:.-(M(ix)(m)) = •/Um), 

Mientras q1w si m E M(X;), entonces 

fljl('r'º.'1'1)],.,(m) = fljl('f'º,rp1)]y,(v; 0 rn) = .,,,.,(111). 

pues c{v;) =O y v; - <(v;) = v;. O 

Evidcnlemente de aquí en a<ldantc identificaremos cada morfismo cP con el par 
( 4,0, .P' ). 

PROPOSICION 2.12 Sea A= (A, V') un bocs con group-/ike w relativo a A', y 
supongamos que V es un A·A bimódulo libre Ji11itnmr11lr generado por 111 1 ... ,vr. 
Para </J : M --> N e11 R(A) se tiene: 

{/) .Pº es un morfismo en R(A'); 
(2) Si A tiene la propiedad de /(ru/1-Schmidt, entonces pam cadu X E ObA, con 

X = ffi .. }(¡, X¡ inescindiblc se c~mple que 

donde e¡ : ){¡ ---t X y p¡ : X --+ X¡ ~ion las í11c/11sioncs y proycrr.iones 11atura/cs 
correspondientes. 

{3) Si A es libremente gcneracfo sobre A' por a1i .•. 1 ª" cntonce.i:;: a¡ satisface 
[11} pam i = 1, ... , 1l si y sólo si todo a E A sr1tisface fil}. 



DEMOSTRAC[ON. Para probar (1) recuérdese q1w 

(t,w)"(•PJ :M ~ A'QSJMw~, VQSlM ~ V@M ..±., N, 
A' A1 A 

así que para X E ObA y m E M(X): 

[(i,w)\b]x(m} = </>x(w(lx) ©x m) = <l>x(m). 

(2) se muestra observando que M(X) = ffi, M(X;), de aquí que lM(X) 

Í:; Af(e¡)M(p;), por lo que: 

<t>'X = .PxlM<x> = <t>'X ¿::; M(e,)M(11,J 

¿.,i.'XM(e,)M(p;) = ¿ N(e,J.Px,M( 11,¡. 

Finalmente en el caso cu que A es librcmenle generada sobre A' por a 11 ... , an, 
sólo es interesante mostrar que si los morfismos generadores satisfacen [11], entonces 
así lo hacen todos Jos morfismos en A. Ea efecto, como los morfismos en A, son 
sumas finita:~ de composiciones finitas de los morfismos a¡, ... ,ª" y de morfismos en 
A', si todos éstos satisfacen [11], es .uficiente ver que: si a y b son morfismos en A y 
satisfacen [11], entonces también lo hacen a+b y ab, parn concluir que todo morflsmo 
en A satisface [l l]. Si a, b E A(X, Y) y como ó(a + b) = ó(a) + ó(b) entonces, por 
[:J] y [10] se tiene: 

4>6(0)+6(!) = "'''"¡+ .¡,,,,} 
</>~M(a)- N(a),P'} + rppt(b)- N(b).P'k 
.¡,~.M(a + b) - N(a + b)ef>x· 

Por otro lado tenemos que 

y si 

entonces 

ó(ab) = ó(a)b+ aó(b), 

8(a) = L a:1v¡a¡¡ 
t,j 

y ó(b) = ¿ b:;v;b;;, 
iJ 

ó(ab) = L a;;v;a;;b + L ab;;v;b;;. 
iJ i,j 
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Por [11] se tiene que 

4'o(•!) L N(a:;)•?,.,M(<1;¡li) + L N(u!>;,)9.,,.\l(b,,) . .; ,,, 

ij ;, 

4>s(4)M(b) + N(a)9o(b) 

[9~M(a) - N(aj,P~JM(b) + N(11)[</>~M(b) - N(b),P~J 
,P~M(ab) - N(ab)<f¡~.o 

OBSERVACION 2.13 {!)Si l,11: M ---+ ,\! es rl morfismo idcntidud de M en 
R(A) e l,11 = (l~1.IA1 ) enlonm 

(l,11).,, =o 

{!!)Si</>= (</>º,.P') : M ---+ N y •/J = (1/Jº,i/>1) : N --+ l son morfismos en 
R(A), enloncl!s 

e.• tal que 

y 

donde v; E Y(X;, Y;) y 5(v;) = L v;; 0 u;;. 

J -

(:J) Para 1rn morfismo 9: ¡\f ........, N e11 R(A), 1\ = ( ?º, 1'' ), si</>º es isomorfismo 
en R(A') y </>1 =O, cnlo11ccs n es isonwrfismo, 

DEMOSTRACION."(I)". Recordemos <¡uc 

l.11:VQSJM'~1 AQSJM-.'.:+M, 

así c1ue para X E ObA y 111 E A/(X): 

(h1)'.\-(m) = (h1)x(w(lx) 0m) = tw(lx) 0 m = lx 0 m = rn 

y para m E M(X;): 

(/.11).,,(m) = (hr)v,(1>; 0 m) = t(u;) 0 m =O e~ m =O. 
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"(2)" Tenemos que 

IJ!<P: V QSJ i\f '~' V QSJ V@ M '.::!{ V QSJ N ....:!:., L 
A A A A 

así que para X E ObA y m E M(X): 

(.P.Pl'.k(m) ("'91)x(w(lx)0m) 
.Px(lv 0 .Px)(µ 0 IM)(w(lx)@m) 

.Px(lv 0 .Px)(µw(lx) 0 m) 

.Px(lv 0 .Px)(w(lx) ®w(lx) 0 m) 

.Pxlw(lx)@ .Px(w(lx) 0m)] 

.Px(w(lx) 0 .P'.k(ml) = v·~.P'.k(m). 
Por otro lado, sabemos que 

ó(u;) = µ(v;) - v; 0 t'1(lx,) - Wtlv,) 0 v;, 

entonces, para m € M(X;) : 

Pero 

y 

(l/!o¡l),,,(m) (,Po¡\)y,(v;@m) 
l.P(lv 0 o¡\)(µ 0 IM))y,(v; 0 m) = [,P(lv 0 o¡l)jy,(µ(u;) 0 m) 
l.P(h• 0 o¡l)]y,{(11; ®w(lx,) + w(ly,) 0 u;+ ó(v;)) ®rn] 

,Py,!11;® .Px;(w(lx,) ®m)] + V'1',lw(l1·,) @o¡\y,(v; ®m)] + 
+[!/i(lv 0 o¡l)]y,(ólv;) 0 m). 

i/1y,lv; 0 .Px,(w(lx,)®m)] = \1•1·,lu; 0.P~,(m)J = 1/1,,.P'.k,(m), 

.Pdw(ly.)@ </>1',(11; @m)J = ,Pv,lw(lv,) 0 ,P,,(m)) = V'~;.P,;(m). 

M.ientras que 

!/i(lv 0 op)y,(ó(v;) 0 m) ,P(lv 0 .P)v,(L u:; 0 u;; 0 m) 
j 

L.PM;@.P(v;;@m)) 
j 

~ i,&(u:; 0 ,P,,,(111)) = L .Pv:,1>,·;¡(m). 
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"(3)": Como <P'} : M(Xl----> N(X) es un isomorfismo, podPmos definir 

!/! = (!/!º,!/!'): N........, i\1 

ial que!/!~= (<¡1~¡- 1 y!/>,"= O, para i = 1,2, ... ,r. !/!es un rnorfismu en 11(.A). En 
efecto, para a E A(X, Y), [l IJ se convierte en: 

1>~-M(n) - N(n),P~ =O 

puesto que </>t•, =O, implicn que efJ6(a} :.~ O. Tamhit'•n sr tienr qtte t/16(a) = O y nd·~más 

es decir(!/!º, !/! 1
) safüfacen ¡t I]. Por otro lado 

ya que 

pues!/!,, =O y r/J,, =O y t/J,., =O. An;ílogarncn\c se tiene qm• </n/! = {N.O 

Sea .A = (A, V) un bors y supongamos que A tiene la propiedad de Krull
Schmidt. Parn una representación M de .A el, vector dimensión de M, dim( M), 
está dado por un vector indexado por las da.ses de isomorfía de objetas in.!scindiblcs 
X en A cou componentes 

(dirn(M))x = dimM(X), 

y llamamos din1ensión total rlc Al, dimJ\f, a la suma de las componentes de 
dim(M), en el ca.«1 qur sea finita. De los lemas l.l6 y 1.24(~), se sigile inmediata
mente el niguiente. 

LEMA 2.14 Sean A' mínima, A libremente gc11erada sobre A' y/\[ una represen
tación de .A= (A, V), o.,lonccs 

y dimM = dim,¡.M. O 

53 



DEFINICION 2.15 Sea A u11a categoría lib1'Cmc11te genercida sobre una subca
tc.qor1'a mÍtlima A' por a¡, ... ,an cou a,- E A(Xí, }i) y ¡l[ una rcprt:sc11tación de 
A"" (A, V), drfinimo.• la norma de M, /1 M /1, como 

11M11= LdimM(X;)dimM(Y;)+ L[dimM(X)J' 
X 

donde X corTI! sobre lo.• objetos ine.w'ndib/cs de. A', con A'(X, X) 1 k. 

Por ahora queremos estudiar cir.rtos bar.ses con group-like que resulte refledor. 
En d re~to de este capítulo consideraremos un bocs A= (A, V) con una colección 

(A'¡w¡ ª11 · .. , an; V¡, ... ' Vr) 

tal que 
1.- A' es mínima; 
2.- A es libremente generada sobre A' por los elementos ínescindibles a1,.., ,an¡ 
3.- w es un group-like con respecto a A'; 
•l.- V es libremente generado como A-A bimódulo por elementos inescindibles 

V1¡ ... ,Vr 1 

Denotaremos por ó la. diferencial correspondiente a w. 
Empecemos obser>ando que los morfisrnos en R(A) para esta clase de bocses 

pueden describirse con familias nia.s pequci1as de transformaciones lineales. En efecto 
de 1.17(3) y 2.12(2), se tiene la siguiente 

PROPOSICION 2.16 Sean A= (A, V) un bocs que satisface las cualr, condicio
nes a11tc,.iorc.<, y</>= (</>º,"'1): M __, N un morfismo rri R(A), cr:tonccs "'ºpuede 
sustituirse por 

"'º = ( "'~ 1 "''k E llomk(M(X),N(X)) y X E incs(A)} .o 

DEFINICION 2.17 (/) Parci i 2: 1 escribimos A; para denotar la subcatcgoria 
de A generada por A' y a 1,. • .,a;, y Ao =A' drcimo.• que la diferencial ó es 0-
triangular si pam cualquier O $ i < n, ó( a;+t) c.•tá co11tcnit!o en el 11;-A; sub
bimódulo de V generado por v1, ••• , v,. 

(2) Decimos que la diferencia/ ó e.• 1-trinngular izquierda, si existe un orden 

parv:ial en {v., v,, .. ., v,} la/ que ó( v;) E Vj 21 <;;; V 0 A V, en donde Vl'1 es el A-A 
subbimódu/o de V ®A V generado por los elementos "f• 012 en donde parci 

il == L ajuviaiu l'Oll aj ... y ªiu E A se tiene Vj < v¡. 
u,j 
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Tenemos el sip;uiPnte re:mlla<lo 

LEMA 2.18 Sea A= (A, V) u11 bocs con difrrc11cial 6 O-trin11yular y /-tria11g11/ar 
izquierda. </>: Af -+ N c,q un isomorjismo en ll(A) si y sólo si 11~0 c.'t un isomorfi.i;mo 
en R(A'). 

Para. probar 2.18 necesitamos algunas consideraciones. Estudiaremos las repre
sentaciones con vector dimcusióu fijo!!!:;;; (mx )xenwAi <le un Uucs .A con diferencial 
0-triangulor. 

Sea !ti una representación de A con dimAf = m, y ~11p•)ngamos que> 
Af(X) = k'"x para cada objeto inescindible X de A. Para a¡ : X1 --+ Yt tomamos 
por A-f(a1 ) la representación matricial asociada a las ba.'ies canónicas de k"'X~ y kmy,. 
,;•M denota l~ restricción de M a A'. 

Así las representaciones de A con vector dimensión !.!!. 1 están descritas por 

donde ltn{A') denota las representaciones <le A' con vt·dor dimensión!!!· 
Sea ;¡ : M -+ N un morfisrno en ll(A) tal :¡ue ,¡,0 º' un isomorfismo, y 

así dimM :=::dimN = !!!.· Para cada objeto X de A, por tP'i lomamos la repre~ 
•entarión matricial asociada a la hase canónica de k"'X = M(X) = N(X), así 
tP°x E Q.C(mx 1 k). Para v; E V(Xi, Y,), por 4.,v, tomanm.s la representación matricial 
asociada a las bases canónicas ele k"'x, = M(X¡) y k'"Y, = N(l~). 

Denotando 9(!!!) = xx9C(mx, k), tenemos que los modismos q,, con ,Pº Í•o, 
quedan descritos como los elementos de 

que satisfacen [11]. 

Definimos un& correspondencia 

o : 1t(!!!) x R(m) __, R(?E). 

Sea 4' E 1t(m) y M = (,;•M, (M(a;))) E fi(m) y pongamos 

O(./>,M) = (A•N,(N(n;))) 

en donde ,11N = A'hf y N(a¡) está definida por inducción sohrc i: 
Para a1 : X1 --+ Yi,, entonces 

6(a¡) = L a~iv¡a¡j, 
i,j 

con 

55 



entonces tomamos 

N(<1¡) = 1'1·,M(a,)</>x: - I>Nta:;J</>,,M(a;;)fi·:. 
iJ 

Supongamos definida N(a1) para t $ i y definimos N(a;+1)· Tenemos que ó(a;+i) = 
L b:;v,b,¡ en donde Y,; E A¡, es decir, Y,i es una combinación de composiciones en 
•j 

la.J que únicamente intervienen morfi~mos de A' y a 1, ••• ,a¡, así N(b~;) está definida, 
y por lo tanto podemos definir 

4>6(0,tt) = L N(b:;)</>,,M(b,¡) 
•J 

y tomamos 

N(a;+1) = </>y,.,M(a;+iJ.Px: •• - </>•(•;+.i.Px: ... 
Denotamos O(,P,M) = 0 M. 

Nótese que si </> E H(m), entonces </> define un morfismo en R(.A) de M en 
•M. Recíprocamente, si </>E 1i(m) es uu morfismo <le M en N, en R(.A) entonces 
N=ºM. 

DEFINICION 2.lU Sra T es un conjunto parcia/mrntc ordenado. Para t E T 
,Jccimos que t tir.ne altura h si es el máximo entero tal que :'li t = t1 > ... > thJ 

entonce,, i1a es es mínimo. Decimos que la altura de T es m si es la márima de las 
a/tura• de lodos loo tlcmenlos de T. 

Sea ef> : M --> N tal que 1''.k = lk"'X para todo objdo inescin<libles X de A. 
Definiremos 

.pi•!: M ~ M~'I 

para cierto .i\t1u), de la siguiente manera~ 
Para u = 1, ponemos 

q,l•l=.P y 

Para u = 2, d;finimo• .¡,121 y M~¡ como sigue: lomamos J E 1i(m) definido por 

Jx = lkmx para todo objeto inescindib!e X de A, y 

J.;=-</>,, para cada generador v; E V. 
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Entonces 
y 

Si ,pfuJ : A! --+ AtJ''.' está definido, ponemos 

En lo que sigue suponemos que el bocs A lambiéu tiene diferencial !-triangular 
izquierda. 

LEMA 2.20 Sea m la altura del conjunto parcialmente ordenado {v,,v,. ... ,v,}. 
entonces .plmJ : M ---+ Mi"'' es tal que 

para i:::: l, ... ,1'. 

DEMOSTRACION. Obser\'emos que si v; es mínima, Pntonces .pl~l = O. En efecto 
.pl'l = .p.p, y como 6(v;) =O pues 11; es mínima, v; E V(X;, Y;), tenemos, de 2.12, 

.p~I = (J.p),, ~ J,,,Px, + •ir,<Po, ~ -</>,, + .;,,, =O. 

Observemos ahora que si u¡ tiene altura 2, 4il~1 :::: U. Eu dedo, si ó( 11¡) == Le 1: ® ···t:', 
entonces 1'~ está formado por elementos v· m~norcs que u¡, es decir todas las v; son 
mínimas. Por lo que si 

De aquí que 

;; == L a;uv,a,u 
j,u 

Por inducción concluimos que .¡,~•+ti =O para todos los elementos de altura$ m, 
pero estos son todos los elementos de {vi, ... , vr} 1 y se sigue el lema. O 
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COROLARIO '!.21 Si <f¡: M __, N en R(A) es tal que J," = h~x para todo 
objeto inescindiblc X de A, entonce .. q, e_. un isomorfismo. 

DEMOSTR/\C!ON. En 2.20 hemos probado que para tal </> existe 
q,lm+IJ: M __, Ml"'+'I con </>t':'tl) =O para todo v;, i = 1,. . ., 1-. Así que por 2.14(2), 

q,lm+I) es un isomorfismo. Luego existe <f>1 : Mimtl) __, IH tal que q,1q,lmtl) = 

IM. Pero q,lmHJ = q,lmlq,¡;;;::1¡ .. • ~q;q,, así </> tiene un inverso izquierdo t/> = 
</>1<¡\(m} • · · ~l;j: N--+ M, con 1/1</> = TM. Como t/•x = lk~x para todo objeto ines
cindihle X de A, también t/> tiene un inverso izquierdo t/>1 : M -+ N y 1/J1t/> =IN. 
De aquí que 

e3 decir t/J también es inverso derecho y consecuentemente ef¡ es iso.D 

Ahora estamos en posibilidad de dar Ja demostración de 2.18. 
Sea </i: M --+ N un morfismo en R(A) t.al que</>º es un isomorfismo en R(A'), 

entonces </>x E QL:(mx,k) para todo objeto X. Definimos </>o E 11(!!!) tal que 
</>ox = <f>x1 para X E inesA y </>u.,= </>.,,i = 1,. .. ,r. Ton1amos L = "'N, y en
tonces <Po</>: M __, Les tal que {</>o</>)x = </>ox</>A = lkmx para todo X E inesA. 
Luego, por 2.21, </>0 </> es un isomorfismo en R(A), y existe 1/1 : L --+ M tal que 
,P</>0 </> = IM· Tomando t/>1 = t/></io se tiene que t/>1 es un inverso izquierdo para <¡\. 
Pero t/>1 : N --+ M es tal que para r.ada objeto inescindible X de A, 
t/>1x = t/>x</>ox = t/>x</>X.1 E QL:(mx, k), luego •h tiene un inverso izquierdo </>1, </>1t/>1 = 
IN. Como antes </>1 = </i1t/11<f> = <f¡, así que 1/•1 también es inverso derecho, y conclui
mos que cP es isomorfismo.O 

De 2.18 es inmediato que: 

PROPOSICION 2.22 Si A= (A, V) es un bocs con group-like w y diferencial 5 
O-triangula1· y i-triangular izquierda, entonces w es reflector.O 

Terminamos este capítulo con una. definición. 

DEFINICION 2.23 Sea A= (A, V) un bocs. Decimos que una cal.cción 

es una estratific~ci6n paro A, y que A e. estratificado si: 
{L ! ) A' es una categoría m{nima; 
{L2) A es libremente genemdo sobre A' por los elementos inescindib/es ai, .. ., á.,· 

58 



(L:J} w e~ un reflector p•ro A con re/ati110 a A'; 
(L4} V es A-A bimódu/n /ibrcmrnle generado por elementos Íllcscindible.< 

u1, ••• ,v,.¡ y 
(LS) si ó es la difrrFnl'inl t/rfinida por w, wlo;i,-,, S '"' 0-tnangular. 
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3 OPERACIONES SOBRE BOCSES 

En este capítulo introducimos las operaciones que permitirán el paso inductivo en la 
prueba del teorema para bocs"'1 mansos y salvajes (ver cap. 4 ). Todas las operaciones 
son obtenidas usando bocses inducidos y pushouts. Consideraremos un bocs Á = 
(A, V) "5tratificaclo y estudiaremos algunos funtores 8 : A --+ B tales que A' reoulta 
también estratificado, y describimos la estratificación de A' en términos de la de A. 
En algunos casos o•: R(.A8 )--+ R(.A) s~rá una equivalenci.i. 

La primera de nuestras operaciones, llamada regularización, es una de las 
originales de lloiter [RJ, pero el enunciado en términos de bocse• inducidos está eo 
[DJ. 

PROPOSICION 3.1 Sea A= (A, V) un bocs con cstratificació71 

y supón,qase que 6(a1) = v1• Sea B la subcategoría de A gwcmda por A' y a,,. .. , ª•i 
y .'fea O : A ---+ B el Juntar que actúa como la idr.utidad sobre A', aa, ... , ª"' y que 
envía a 1 a cero. Entonces: 

(1) El boc.< inducido ..48 time una estratificación 

(2) o• t$ una cquiual. ncia; 
(3) Si N es una representación en R(A8 ), 11N11,S;ll O'(N) 11· Si a1 E A(X, Y) 

y O•(N)(X) y O'(N)(Y) son ambos no cero, entonces la d'8igualdad es estricta. 

DEMOSTRACION. Supóngase que a 1 E A(X, Y). Por 1.16(2), 8 es libremente 
generada sobre A' por a,,. . .,a •. Sea J : A' '-' 8 la inclusión, como (1,01w) = 
(O, 01)(1,w) es un morfismo de bocses, entonces 01w : A' --+ 8 V 8 es un group-like. 
Además, (1,01w)• = (1,w)'(0,01)': R(A8 )--+ R(A') refleja isos, pues así lo hace 
(1,w)' y, por 2.6(b), también lo hace (0,01)•, por aer fiel y pleno. Así 01w es reflector. 

Sean U el subbimódulo de V generado por v1, y W el subbimódulo generado por 
v,. ... , Vm· Sea p : V -+ V/U la proyección. Ahora pw¿ : AA' --+ (V/U)A• es un 
morfismo de A - A' bimódulos. Sea C la subcategoría de A generada por 11' y a,, 
como 6(ai) =v., entonces 

¡x..>L(a1) = p(a1w(lx)) = p(w(lv)a1 - v1) = pw(ly )a1 = ¡iw1,(ly )a,, 
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lo que muestra que JJWL también PS un morfismo de A-C hinuhlulos. Luego, tenemos 
una sucesión exacta de A-A bimódulos 

O-+ W -+ V/U ~ A -+ O 

donde tes eJ morftsmo tal c¡uc lp::::::: e. Esta. <>Ufesión se <livide romo 11-G' bimó<lulos 1 

pues ip..JL = EWL = 1 A· Por 1.18, tenemos un diagrama de pushout 

e 

1 
A'------- B, 

y por J.22(2), el núcleo 1lel morfismo 8(V/U) 8 -+ B®A B-+ Bes isomorfo a 
8 W8 $ 8 J18, donde.!'= ker(A'®c A'-+ A'). Pero J' =O, ya que C-+ A' es 
un epimorfismo, y así si f 0 g 1-1 fy = O, entonces f 0 g = 1 0 fy = O. Además 
8 U8 =O, ya que 

ly@V¡C'Jlx 

pues O(a¡) =O. 

ly0c5(ai)0lx 
ly 0 [w(ly )a1 - a,w(lx )) C:J lx 
ly @w(ly)a, 0 lx - 11' (SJ a,w(lx) 0 lx 
ly@w(ll')©O(ai)lx - lvO(a,)©w(lx)®lx =0, 

Del siguicnt~ diagrama conmutativo 

tenemos 
ker<a (10¡>0 JJ-'[kcr(8 (V/U)8 -+ B)J 
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Luego kcue es librernt•nte generado por 01(v2), ••• ,O,(vm). Puesto que la triangu· 
laridad, !..(5), es clara, hemos demostrado ( 1 ). 

Sabemos que o· es fiel y pleno. y para probar que es denso es suficiente demostrar 
que toda representación M en R(A) es isomorfa a una representación N con N(a¡) = 
O. Construimos N y un isomorfismo M --+ N inductivamente. Para O ::; i :::; n sean 
A; la subcalegoría de A generada por A' y ª" ... ,a;, y W; el A; - A subbimódulo 
de V generado libremente por U¡, ••• , Vm. Para definir N primero lomamos 
A'N = A'Af, así que A1 y N tienen los mismos elementos, y usaremos 1.14 para 
definir N sobre a1, ... ,an. Una vez que N ha sido determinado sobre a 1, ... ,a¡ 
definimos un morfismo de A¡-módulos n 1 : W;@A Al --t N por 

o;(v1 0 x) = -M(ai)(x), 
a;(v;0x) = O, para 2 $j $ m, 

y para todo x en ftf, y lo extendemos: 

o;y(v 0x x) = o,y(Lg;v;f; 0x x) = L N(g;)n¡y,(v; @x, f;x), 

con g; E A, y f; E 11 y v =: Eg;v;f;. o¡ f'S un A¡ morfismo, pues si h: Y--+ Zen 
A¡, entonces conmuta 

ya que: 

(tV;@AJ\:f](Y) --ª-'Y--N(Y) 

[W;®AM](h) l lN(h) 

[W;®A M](Z) "''z N(Z) 

N(h)a;y(v 0x x) N(h) L N(g;)o;Y, (u; ®x, f;x) 
j 

L N(hg;)o;,;(v; 0x, f;x) 
j 

o;,(L hg,v; 0x, f;:r.) 

a;,[W;@M](h)(L;g;v;f; 0x x). 
A 
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Ahora extendemos nuestra definición de N al tomar 

para todo .r en N. 
Repitiendo en esta forma, obtenemos un A-módulo N y 1111 morfismo 

a: V 0 M--+ N. N es tal que N(111) =U, p1•es 

N(a¡}(.r) o 0 (h'(a¡) (:) .r) + M(a 1 )(x) 

= ao(v, 0 x) + M(a¡)(x) 
= -M(u¡){.r) + M(a 1 )(x) = Q. 

Usando el isomorfismo A' V~ A'\7 E9 A•A, <lado por wn, definimos 
f3 : A' V 0 M --+ A'N por 

fJ[(v + wn(a)) 0 x] = a(v (') .r) - M(a)(x), 

para v E V, 11 E A y x E M. Para ver que f) es realmente un morflsmo de A·módulos 
basta mostrar la conmutatividarl: drl diagrama: 

[V@M](X) 
1 

__ /l_x __ N(.'í) 

[V@M)(f) l ¡N(f) 

[V@M](Y) --/),_y--N(V) 

únicamente r.n los morflsmos a¡ : X¡ --+ li, i = 1, ... , n. Primero observemos q11e 

a;wn(a) = -6(a;)a + wn(a;11), 

pd.t d. tut1u morflsmo a_ : X _.... A:¡, así que 

N(a;)fJx,i(v 0wn(a)) 0 x] = 
N(a;)[ox,(v® x) - M(a)(x)) 
N(a;)ox,(v 0 x) - N(a;)Al(a)(.r) 
N(a;)ox,(v0 x)- oy,[ó(a,) 0 M(a)(x)]-A/(110)1\f(a)(x) 
<>Y,(a;v 0 x) - oy,(6(11;)11 0 x) - M(a,a)(x) 
oy,[(a;v -6(a;)a) 0 x]- M(a,a)(.r) 

/Jy,l(a;u - 6(a;)a + wn(a;a)) 0 .r] 
fJv,[(a;v + a,wn(a)) 0 x] 

/11',(V@ M)(a;)[(v + wn(a)) 0 ,,,¡, 
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Además fJ es un isomorfismo en R(.A), pues (1,w)"({J) es el isomorfümo -I •• M 
en R(A'). Así hemos probado (2). 

Veamos (3). Sea N una reprcsrnti\ciÓn en R(.A8 ), entonces . 
11N11 = I;dimN(X;)dimN(li) + L [dimN(X)]' 

i=l . xe1nu.i' 
A'(X,r)# 

:S L dimN(X¡)dimN(Y;) + LfdimN(X)]' 
i=I 

L: dim(NOX;)dimN(OY;) + L[dimN(OX)I' =11o·N11 . 
i=l 

Claramente, si O'(N)(X1) = N(X¡) y O'(N)(Y¡) = JV(Yi) son ambos no cero, la 
desigualdad es estricta.O 

En lo que resta del capítulo estudiaremos bocscs inducido• por un funtor O : 
A --> B que es el pushout de un funtor O' : A' --t B', con B' mínima. En nuestra. 
consideraciones aunque A estará libremente generada sobre A1

1 no necesarir.mente 
A' es mínima, por esto consideraremos la siguiente 

DEFINICION 3.2 Sea .A = (A, V) un bocs. Decimos que una colección 

L = (A'¡w¡a¡, ... 1 an;vi, ... ,vm) 

es una pre-estratifict.tcióu si se sat:.i;facen las condiciones de !J.23, excepto posi
blemente (/,/ ). 

Ahora bien, la verificación de que los bocses inducidos son t''ltratificados resul
tará Ja parte mas complicada en todas las demostraciones, y para simplificar esta 
verificación consideraremos en cada ca.so un bocs inducido por un funtor que sea 
pushout de alguno de los llamado' funtorcs admisibles, concepto que introducimos 
enseguida. · 

DEFINICION 3.3 Diremos que un funtor O' : A' --t B' es admisible si: 
(A I} A' es esquelética, pequeria, tiene sumas directas y tiene la propiedad de 

Krull-Schmidt, y B' es mínima; 
(A!!} O' es coHnal: esto es, cualquier objeto i11esci11dible en B' es isomorfo a un 

sumando directo de O'(X), para X en A'; 
(.49) El núcleo J' del morfismo B'®A• B' --t B' es"" B'-B' bimódu/o libre; y 
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Hay un c~mjunto ordenado finito A, tal que pam l'ada ,\E A t xislcu objetos ines
cindibles .. 1(A en A' y}'.\ t:n B1

1 y mcrfismM e.\€ B'(Y·.JI'( \',\)) ?J f.\~ R'(01 {X,,)~ Y,,) 
con las propiedades: 

(A4) Para toda >.,Jv.1 = li-.; si X.1 =X,, /'ara>. i ¡t, e11/o11cfs J,.e.1 =O; 
{AS) Para todo objeto inrscindiblc X en A': 

le•(x) = L <.1f.I, 
.IEA(X) 

donde A(X) = {.\E A 1 X.1 =X) y O'(X) #O; 
(A6} Para toda b E B'(}'.1, }~). bf.I 0 c.1 = J,. O cµb,· 
(A 7) Para.\ < ¡1 ron X.1 ~X,., f,, 0 e.1 =O, 

OBSERVACION 3.4 (l) La-' condicionts (A4) y (A5) ascgura11 que los elementos 
C.\ y f,., son monomorfi.11mo.q y epimorfism0t1 que se et-1cinclr11 y duwompmu:n a O'(X), 
paro cada X inescindible en A', en suma de inescindiblcs. E11 realidad te11tmos un 
isomorfismo 

O'(X) oe ffi l'.1 • 
.\EA(X) 

dado por el rnorfismo (f.lheA(X)' De hecho, sicm¡11·r t>crificanw.• que un Juntar es 
admisible dando la descomposición de los O'(X). 

{!!). Adrmás todo objdo inrsrinrliblr rr1 il' aparece como algún X.1, y p11r>to 
que A' y B' son Krull-Schmidl todo objeto inescindil>le D' aparece como algún 1':1, y 
(A!J) e.• verdadero para cualquier objeto de B'. 

(:J). Puesto que B' rs mínima, la propiedad (A 6) es rqui11alentc al par 

(A6,1} f, 181 e.1 depended<>. únicamente via Y1; 
(A6,l!} Si b E B'(Y.1, Y.1) entonces bf.I 0 e.1 = f.1 0 e.1b. 

En efecto, si}',= Y,.= Y, entonces por (A6) tcucmo.< 

/,0c.1 = lyf.1&c.1 =J,.@e,.ly = f,.®e,., 

y la segunda afirmación es ( A6) tomcndo µ = ,\, Por otro lado, corno B' es mínima, 
si Y.1 f Y,., entonces }':l cf. Y,. y B'(Y>, }~,}=O. Sea O f b E B'(}'.1, Y,.), así Y,= Y,., 
y f, 0 e.1 = f,. 0 e,., por lo que 

bf.10 e, = b(J.1 0 e.1) = b(f,. 0 e,,) = bf,. ©e,. = f,. 0 e,,b. 
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PROPOSICION 3.5 Sea A= (A, V) un bocs con pre-estratificación 

L::: (A';w;a1, ... 1an¡ 1'1t·, ., Vrn) 

y sea ()' : A' ---+ B' un /untar admisíb.~I!. Sea 
1 

A' A 

rj jo 
B' B 

el correspondiente pushout, entonce.<: 
{I} Hay un tnorjfamo de IJ'-coalgebras 

u : B' --+ B' QSl B' 
.... 

tal que para lodo .\,u(ly,) = fl ® e,1,· 

{!!} J' el núcleo del morfismo B' 0 A' B' --+ IJ' es u11 IJ' -B' bimóáulo librcmonte 
generado por ciertos dementas Xi, ••• , Xr; 

{3) El bocs inducido A 8 tiene eslratificación 

donde 1' rs el morfismo de B' - H' bimódulos 

B'QSlB'oe B'QSlA'QSlB' ..:::_. BQSlVQSlB--+ EJQSl\IQSlR =By&, 

A' A' A' A' A' A A 

Los a;µ> están definidos paro a; E A(X;,Xµ) por 

y ordenados por: 

a;µ>< a;•µ'.I' si i < i' o (i = i' y ,\ < X) o (i = i', ,\ = ,\' y µ > µ'). 

Los v;,,,1 están definidos para v; E 'V(X.1, X,,) poi· 

v;,,, = J,,01(v;)c, = J,, @v; ® e.1. 
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Además si El es la di/crt:ncial usociada al group~likc wn = TfT entonces: 

y 

6'(a1¡1\) = Jµ ~ 6(a1) 0 f'.\ + L <J¡,....,T(fu C !',;) L ;(f~ S t~}¡;ipi.· 
o<.\ t'>µ. 

aEh{X4) ¡1Ei\(X") 

íiB(/µ 0 ó(v1) 0 c.1) + L v,,,. ®y•(!. Ow(lx.)we,1) 
ª".\ 

aEA(X.\) 

+ L (f,,®w(!r.)Gep)C~Y""'º'' 
"" PE'(X,,) 

donde 

µ0 : 
8 V@ vª--::.. 8 V@A@vº ·~· ºv® B@ vº-=-. 8 V8 @ºvº. 

A A A B H B 

DEMOSTRAC!ON. Sea C = ines(B'), observemos que B' @e B'"' B', pues para 
X, Y E Ob(B'), con X = $:=,X, descomposició" en inescindiblcs, X; E ObG, 
entonces 

B'@B'(X,l') B'(-.Y)@ IJ'(X,-) = 13'(-, V)@ B'(E)1X;,-) 
e e e ¡ 

EB B'(-, Y)® B'(X;, -) = EB B'(-, Y) 0 C(X,, -) 
e e 

'.::'. EB B'(X., Y) = ll'(X, l'). 

Ya que todo ohjeto en Ces un Y.1. podemos definir 

u': C-. cB'@ Bb, 

"' 
tal que si e E C(Y.1, Y,) entonces u'(c) = f.10e.1c = cf.,®c,1, (nótese que si Y.1 'f l'µ, 
C(Y.1, Y,,) =O, pues B' mínima). u' resulta un morfümo de C-C bimódulos: 

u'(hcg) = hcg}). 0 e.1 = h(cgf.1 0 e;} = h(f.1 0 c;cg) = h(f.10 e,1c)g = hu'(c)g. 

También tenemos morfisrnos de B'-JJ' bimódulos: 
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w-----------------
u j ~ ~ 1 V 

8'0cC0cB' --¡ 0<1'01 -B'@cB'@A,B'@cB' 

y extendemos el morfismo u' para obtener 

u= v(l®u'® l)u: B'---. B'@B'. 
A' 

Para ver que cr es un morfismo de coálgebras necesitamos verificar Ja conmutatividad 
de los diagramas 

---"--8' @A' 8' 
u 

B'@,vB' B' B' 

l'ol j ,, µo¡ ¡µ, 

B' B' B' @8 , B' ~ IJ'@A' IJ' @8 , 8' ®A' B' 

dond~ l'o y µu son la counidad y la camultiplicacióu del hocs principal (B', 8'), 
mientras que t:1 y Jl• son la counidad y comultiplirarión definidas pur g Gx f ~ gf 
Y g ®x f /:!. g ®x In ®o•x le•x 0 f, para cada objeto X en A'. 

Por 3.4{2), B' está genrrado como B'-B' bimórlulo por los elementos lv,: si 
J E B'(Y, Y') y Y = $Y,, con 1; : Vi ___, Y y)'; : l' --.. V;, las inclusiones y 
proyecciones naturales, entonces 11· = ¿:.\ i.\p.\ 1 así 

Consecuentemente bastará verificar las conmutatividades rn Jos elementos ly;¡,: 

t¡v{I ®u' 0 l)u{ly,) = t1v(ly, 0 u'(l ¡•.} 0 ly,) 
l'1v(ly, 0 /.. 0 e; 0 !i-,) = <1(!.1 0 c.1) = f..e.1 = 1 y,. 

68 



Y, por A(7), 

¡i1a(~= 
... ....... .._._ ....... 

¡11(!1 (') e,I) = /,1 f) lo•x 0 1,.,y O c,1 

/,0 L cJv0lo•x0e.1= L /,0cv0/v0ei 
vEA(X) '-'E,\(X} 

!1 0 e, l~ /10 q =(a 0 <r)(li\ 0 J,,,) = (af:J u)¡•o(lv,). 

Esto completa la demostración de (1 ). 
Para mostrar (2) 1 observemos que B' ®...t' /)' est.:i. generado como B'-B' birnódulo 

por los elementos lo•(X} 181 11·rxi mu X objeto inesrindil,le de A' y O'(X) f O, 
en efecto, si }" °" objeto en A', Y = Ef.) X,. c11lo11ccs O'l' = Ef) O'X,, con 0'1,1 y 
O'p)I. la.a inclusioues y proyecciones en B', rcspc(.tivamente, cuando 1,1. y p;. son las 
inclusiones y proyrc:ciones entre Y y X>. en A', 1Lo:.;Í que 1/ @y b ::::: b' L 011,,,0'p\ Qy b = 
E b'0'1.\ 0x"' 01p>.,b. Consecuentem<'nte El' ©A' fJ1 cslii generado por lo~ elementos 
/µ 181 e,1, pues 

i••x 0 J,,x = L c,J" (~ L <IÍ,1 = L c,.(f,. O c;)J., 
µEi\(X) >.ei\(X) µ,.\Ei\(X) 

x = Leµ(/µ 0 q)b,1 = L c,1(/, C9 e,l)b,1 +Le,(!,. 0 c,l)b;, 
µ,,\ \ ,\,¡.µ 

así O= Í:.\ c,,b:i.. Supongamos que, para cada .\, b,\ : }" ---.¡. y·A, y que$., Y., = Y, 
tomando i., y p,. las ind11:;iont>s y proyrrrionr>s corrC'~ponrlif'ntf's 1 1 r - Ev rv¡1,,, así 
que: 

c;(/,1 0 c,1)b,1 

de aquí que 

¿c;(fl @c,l}b,1 = ¿c,1b,1(Llvfv l'l fv/lv) = (Lc,1bl)(L1Jv0e,pv) =O, 
,\. ,\ .1 

y además 

x =Leµ(/µ 0 c,)b,, 
.\Jµ. 
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por lo tanto .1' está generado por los elementos / 1, 0 e;, ¡• f. Á, de los que tenemos 
un conjunto finito, y como J' es libre, .F está. libremente gcncra1lo por un mí111ero 
flni\<'I di;' ~\<·'!1wntoo 7¡ 1 ••• : x~. 

Para probar (3), observemos que Tu es un group-like, pues (J, r){IB•,u) = (J, nr) 
es un modismo de bocses: como ya lo sabemos para ( 1 JJ', u), ahora. lo demostramos 
para (J, r): (B', B' 0A• IJ') -> (B, 8 V8 ). En efecto: 

mientra.e¡ que 

/lBT(g 0x J} 

ó¡¡¡(g0w(lx)0!) =gOow(lx)f 
gO(lx )f = gf = J(!I!l = 1<1(9 0x !), 

µa(g 0x w(lx) 0x !) 
(g 0x w(lx) @x 1,,_y) 0..x (l1·x 0x w(lx) 0x J) 

11"(r 0 r)[(g ®x In) ®n (1,.x 0x f)J = 11(rc1 r)¡1,(9 ®x !), 

y esto murslra la conmutatividad de los diagramas: 

B'--1-- B 

Ahora vcamoa, usando 1.14, que los eler'1~nto~ a¡1d. = fµO(a¡)e>. para a¡ E 
,A(X,,X.), son generadores li!ll'es de B sobre ll'. 

Sea.¡,: IJ' -te un funtm y C;µ• E C(</il';, .¡,}~). Consid .. rernos 

e:,,,= L<ii(ep)c;••.PUal: .¡,o'X•-> .¡,y,-.. qil~, __, .¡,o'x., ... 
donde A"'= {(a,¡3) IXª= X, y Xa =X.), así que<!;., E C(,PO'X,,,PO'X.). 
Por 1.18, Bes generada libremente sobre B' por O(ai), .. ,, O(a.), existe entonces un 
único funtor ~: B _, C tal que ~O(a;) = d,., y que extiende a.¡,. Este funtor es 
~al que 

~(a;µ;)= <f,(f.O(a¡)c;) =E ,Pfµ</icíJc;µA</ifu.Pe; = C;µA• 

h•' 
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Ahora Vt~mos que HVH, t>I núcleo Je en, lit'llt! los g1'lll'rddorl'.'> l\bn:·s Cillllllriailos. 

Consid,~rcmos la sun"-:ión: 

la. fual se <lividt~ como 1111a sucesión de A ·-A' bin1t)d11los, ;u;Í i¡11c, por 1.22, el 111ídeo 
de E¡I: 11 \18 --i fl©A J1 ---+ /J 1 es Ísomo1fo ét Hff' ffi!IJ 1ll. J' está JibrelTll'ntc 
generado por .r11 ... 1 Xn a'!Í JJ J 1H está librc111c11l1~ gcnerado por T(.ri), ••• 1 r(.r.r ). Por 
otro lado, como V es lihrf'mt•nle generado por u1 1 , •• , v1111 f•11to11ces se tiene 

i7"' 11 A(Xµ, -) QSJ A(-, X;), si 11, E \l(.\'1, .\',.). ¡\,j 'I'"' 
,, . 

¡¡\7
9 

""' /JQSl [11tl(.\',.,-J@A(-,X,)] QSJll 
A 111 k A 

"' IIn@A(X,,,-JQ911(-,.\d@Li 
''1 

"' JlU(OX,,,-)@11(-,llX,) 
,, k 

II /J(EB v,,, -i @13(-, EB i:.i ,, . 
"J ... ,1 

y cslr. i~nmorlismo es tal que 

""" H (L f,,r.¡¡) í:l c2.::1"c;) = ly,, o ll',· 
¡l 

Por lo tauto. d uúcleo de nvu --t JJ <~stá librenwntc generado por la familia 
(v;¡,,_ r(.r1j,..,, r(r,)). 

Para probar (L5)i la triangularidad del sistnna, det1~rminarnos 6'(a¡1,.\), donde 5' 
es la diferencial asociado al group-likc ra. 

8'(fµ0(11;)t<.\) ~ rn(!l'..)fµll(a;)c.\ -f,,O(n;)e;rn(\y,) 

r(fµ 0 i:,.)]~0(11,)1-, - J,,O(n,)c;r(f; <') i:;) 
L r(fµ 0 c1¡)f,¡O(n;)t:.\ - L r(.fµ (') t.¡J)fp0(11;)c; 

JJEAf.X¡,.) óli• 
{lEi\(X,..) 

- fµO(a;)e.;r(f.1 0 e;). 
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Pero 

L r(fµ 0 e~)f¡¡O(a,)e.1 
¡¡ 

Por lo tanlo 

L fµ ®w(lx,.) 0 c¡¡f¡¡O(a;)c.1 
p 

fµ 0 w(lx,) 0 L e,,f¡¡O(a;)e.1 
Jl 

J,, @w(lx,) 0 0(11,)c1 =fu 0 w(lx,.)a; 0 e, 

fu 0 6(a;) 0 c, +fu 0 a;w(lx,) 0 CA 

f.®6(a;)®c 1 +/.O(n;) L e.J.@w(lxJ®e' 
oE.'.fX.d 

/.0.\{n;)0e;+ L f,.O(a;)e.f.®w(lx,)®•• 
uEA{Xl) 

J,, 0 6{a;) 0 e,+ }-:::; f,.O(a;)e.r(J. 0 e,). 
nE1\{X.1,) 

61(a;,.1) = / 1,06(11;)®<1+ LfµO(a;)e.,r(f0 ®e1)-L:r(J,,®e¡¡)f¡¡O(a;)e, 
o¡"-\ {J~µ 

/ 1, 0 6{a;) 0 e;+ L f.O(a;)e 0 r(f0 0 e,) - L r(f" 0 e¡¡)fpO(a;)e, 
a<l {J>µ 

r .. 0 6(a;) 0 "' + L a.,,.,(f. 0 01) - ¿; r{!µ l?Hp)a;p.\. 
a<l d>p 

uEA(Xl) ,CIEA(X,.) 

Usando el orden sohrc A se sigue la triangularidatl. 
Para terminar lo referente a la. estratificación de liemos ver :-¡ne T<T es un reflector, 

Sabemos que (J,ru) = {J,r)(lfi•,17), así (1,ru)" = (ln•,u)"(1,r)", y hastará probar 
que cada uno de estos <los lÍltimos funlores refleja isomorfismos. 

Para el caso de (J, r)•, consideremos los modismos imlucidm1 

0'= (O',o;): (A',A')-+ (B',H'@B'), y 0= (0,0¡): (A, V)- (A, 8 V 8
), 

A' 

(
8

' A18
'"' B' ®A' B'), son tales que 

(0,01)(1,w) = (J, r)(O',o;), 

ésto es claro en la. primera coorclena.da1 y para mostmrlo en la segunda es suficiente 
verlo en lo!l elementos l x: 

e,w(lx) O(lx) ®w(lx) 0 O(lx) 

r(O'(lx)@O'(lx)) = rO;(lx). 
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Se sigue que 
(•,w)"(O, o.¡·= (O', o;n1• 1)", 

como (i,w)"' rcr1cja isos y (0,01t es liel y plc110 1 entonces (J, rt rdl,.!ja isos. 
Par;1elca•o dr(J¡,.,u)": R(B',B'@A,IJ') __, R(B'), ton>cmos f: Al--+ N 

un morfismo en R(B',B'©,I' B') tal que (J[l.,CT)"(f) e> isomorlismo. Así fes un 
modismo de B'-módulus: 

/: (B'@B'l@M __, N. 
A' 8' 

Para.\ y ¡1 ron X.1 =X,., denotamos por f. 1 al morfismo de M(l';) en N(l~,) dado· 
por 

/,..1(rn) = /(/,. 0 e; 0 m). 

Como (l¡.,,<T)"/ es un isomorfismo en R(JJ') y cstii dado por la composición 

g: M"" B'@M ~ (B'@B')@,\f __!_, N 
8' A' 8' 

entonces 
gy,: M(l';)--. N(l'.I) 

es tal que 
Yr,(m) = /U.1 C:'l e; 0111) = fu(111), 

y f:A">. es un isomorfismo. 
Por otro la<lo, consideremos el funtor inducido 

O'": R(B',iJ'@ll')--. H(A'), 
A' 

entoncr.•s 01•(J) está dado por la composición 

h :M "'A'@M '1!! (B'@B'J@M __!_, N. 
A' A' 8' 

Si X es un objeto inescinrlihlc de A'. A/(O(X)) "" U M(Y.1), con proyecciones 
M(JA) : M(O(X)) --.. M(l'A), e inyecciones M(c.1) : M(l'.I) _, M(O(X)); de 
manera análogn N(O(X)) '.>:U N(YI), con proy<·rcion<'S N(J;) e inyecciones N(eA)· 
Con respecto a estas dt!sromposicioncs, h tiene una forma rnatiicial {h,,">.), donde 

h".1 = N(f,,)hM(eA): M(!",) --> N(l~,), 



pero 

h,.i.(m) = N(f.)hM(ei.)(m) = f.h(ei.m) 
= f.f(l,.¡x¡ 181 l1•¡x¡ e' ei.m) = f(J,, 181ei.181 m), 

y como f. 0 e,. = O si ¡< > A, entonces h tiene forma triangular con elementos 
diagonales hu = fi.i. que son isumorfismos, así h = O"(!) es isomorfismo, puestc> 
que O" es fiel y pleno, se tiene que fes isa. 

Finalmente mostramos que la validez de la descripción de 6' para los elementos 
de BVB. Sabemos que 

li1(v11,i.) µa(v1.i.)-v,,.i. 1811·, WB(ly,) -w(ly¡,) 1811~ V/µJ. 

1•a(v1.i.) - V,,.i. 0v, r(fi. 0 ei.) - r(J. 0 •.) 01·. "'''" 
µa(vi.i.) - (J. 0 v¡ 0 e,1) 01-, (/., ®w(lx,) 0 ei.) 

- (J. ®w(lx.) 0 eµ) Ov. (!,, 0 v1181 e.\) 

µa(v1µi.)- L (f.@u¡@c,)®1·.(/.®w(Ix,)(Sle,1) 
aEA(X,t) 

- L (J,,0w(lx,)0cfl)0v,(/,•0V10cA) 
/lEh(X,) 

+ L U. 0 v1 0 c.) 01•. (/, 0 w(lx,) 0 c.1) 
mEA(X¡,) 

º"" 
+ L {fµ®w(ix.)0ep)01•, (fp lYu10cA). 

~~,\(X,.) 
fl;"µ 

. Nótese que: 

Pero 

/ia(fµ 181li(v1)181 ci.) 
-¡¡8 (!µ 181 (µ(v¡)- V¡ 0w(lx,) -w(lx.) 181v1]0 ei.) 
-¡¡8 (!. ® ¡l(v1) 181 ei.) - /iaU. 181u¡181w{lx,)181 ei.) - µ8 {!µ 181w(lx.)0111181 e,.) 

µB(fµ 0 v¡ 0 c,1) - /laU. 0 v¡ 181 w(lx,) 0 ci.) - /loU. ®w(lx.) 0 v1 ®e;). 

/la U. 0 v1 ® w(lx,) 0 e.1) 
U. 181v¡0 lo¡x,¡) ®o¡x,1 (la¡x,¡ 0 w(lx,} 0 e.1) 

(J. 181v10 lo¡x,¡) ®o¡x,¡ ( L e,f. 0 '"(lx,} 0 ei.) 
n-EIL(X.\) 

L (f,,0v10ei.)01·. {/, 0w{lx,)0c,,). 
aEh(X,) 
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Adema.;: 

Es decir: 

Tia U. ®w(lx,) 0 v1 0 q) 
U. ®w(lx,) 181lo¡x,))0o¡x.) (lo¡x,.¡ 0 u¡ 0 c.1) 

U. ©w(lx,.) ® lo¡x,.)) 0,¡x,,¡ ( I: epf11 C') v¡ 0 e,) 
¡Jr:;A(X,..) 

E (!,. @w(lx,.) 0 eµ) 0v, u~ 0 V¡ 0 e;). 
PCA(X,.) 

¡1y(111,,,)- :C (f,,(H¡(:h,)\'!1·.(fn~'iw(lx,)Oc;) 
oE:\{X,¡,) 

-- )= (f,.t;;w(lx,.)'~''1.)Gi·,(fa(~v1®eA). 
11EA{X.,) 

Y consecuentemente se ti ene: 

é'(v1µ;} = ¡iy(f,.0ó(v1)0e;)+ L (f,.t~u10••0 )·:::1·0 (f,.0w(lx,)we;) 

ª" o€A(X.\) 

+ E u.0w(lx,.)0cp)(~i·,{fµOv¡0c,I). 

"" PEA(X,.) 

D 

Ahora co~oenzt:.tnos a. usar la proposición 3.5 para cunstruir ""redtJcc:ioncsri para 
un bocs es1,ratificadú1 iniciando con ·1a. exclusión de ciertos objetos incscinrlibles de 
la categoría A, 

PROPOSICION 3.6 Seari A= (A, V) uri bocs con cstralificació11 

y G una subcategon'a de A. Si IJ' es la subcutcgoríu pfr1la de A' cuyos objetos rw 
tienen sumandos directos no nulos isomorfos a sumandos directos de un objeto en 
C. Entonces 

(1) Existe tm Junior 0': A'--+ B' que acltfo como la identidad .oobrc JJ' y enu(a 
los otros objetos i11cscindibles de A' en cero; 

(2) Si O : A ---. B es el puslwtiJ de 01
, cuio11cc.i; el l.iocs inducido A8 tiene una 

c ... tratificación 
(D';O,w; {O(a,; 1iEfu);{0,(1•;)1 j E/¡)), 
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donde / 0 e 11 son los subconjuntos de 1 $ i $ 11 (res¡iecli11amcntc 1 $ j $ m} tales 
que si a, E A(X, Y) (rcspcctivamwlc v; E Y(X, }')), entonces X y Y son objetos 
en B'¡ 

(3) o· es una equivalencia que preserva normas entre R(A8 ) y la subcategoría 
plena de R(A) que consiste de las reprutnlacioncs que son cero sobre C; 

(,¡)Si N '·'una n:pn:sentación en R(A8 ) con la propiedad de que (Oº N)(X) 1' U 
pam todos los objetos X en A vero no en C, c11touccs N es sincera, es clecir1 si 
N(Y) = O entonce.• Y =O. 

DEMOSTRACION. Por l.24(.S), B' es mínima. Todo objeto Z en A' tiene una 
descomposición de la forma X EIJ Y con X E Ob B' y Y E ObC, que es única hasta 
j.,1morfismo por l.24(3), y de aquí única pues A' <« es1¡udélica. El funt.or O' es 
justamente la proyeccián que lleva Zen X. 

Para probar (2), por 3.5 únicamente necesitamos probar que O' es admisible, y que 
·los gro11p-like 01w y ru coinciden. Claramente se licuen (Al) y (A2). Veamos qne 
(AJ) se cumple. O' es un epimorfismo, pues la inclusióu de B' en A' es inversa derecha 
de O'. Así que B'®A• B' --+ B' es isa: si f E B'(V, Y'). entonces O'(Y') = Y' 
y Ja invers" está dada por f H Jy. 0 /. En efecto, si g 0 f E B'®A' B' con 
g: O'(X) --+ Y', f: r· --+ O'(X), tenemos 

g 0 f H gf H iy> 0 gf = 9 0 f; 

y si f E B'(Y, Y'), tenemos 
f H ly· C"if H /. 

Así J' = O. Tomamos A como el conjunlo formado por los objetos iuescindibles de 
B', e,1 = /, = 1,. y oLviamente se siguen (A4)-(A7). 

Ve.amo~ que 01w =Tu. Tomcrno:i f e B'{.\, Y)i X = $.Y..\,, con proyecciones 
¡1;: X-+ X.\,, e inclusion~ Ji: XA,-+ X, entonces 

rn(f) rn(LJJ;p;) = r(¿:/J;a(l.1,)JJ;) = r(l:/J;/.I. 0 e,1,p;) 

L,h ®w(lx._) 0 p; = 2: ly 0 w(/J;p;) 0 lx 

ly ®w(/) 0 lx = o,w(f). 

0' es fiel y pleno, por 2.6(b), así sólo falta ver que es denso. Sea M E R(.A8 ), 

entonces o· I\f E R(A). Como O extiende a O', es cla o que O' l\1 = MO se anula 
en C. Sea N E R(A) tal que N se anula en C, dcfiui.nos M : B --+ rnodk, por 
M(Xi = N(X) si X E ObB, entonces OºM = N, pues si X E ObB', OºM(X) = 
MO(X) = M(X) = N(X), y si Y E ObC, entouces O'M(V) = MO(Y) = M(O) = 
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O = N(l'). De aquí si Z E ObA con Z = X ffi V con Z E ObB' y V E ObC, 
entonces o•M(Z) =o· M(X) ffiO• M(}') = N(X) EB N(Y) = ¡\'(X EB n. 

o· preserva normas, lllleS si M E ll(A8 ) y X E Oó( Ílll.'.'tl'), entonces X E 
Ob(inesB') o X es sumando dircclo de Y E ObC:, y se lienc 

" 11o·M11 ~ Í:dimO.M(X;)dimO•M(l';) + L [climo·M(X)]' 
XEIOttA1 

A'(X,X)# 

L dimM(X;)dimM(Y¡) + L [dimM(X)]' =11 M 11, 
iE/o Xt=:inou' 

8 1{X,X)# 

pues para i E fo, o•,\t(X,) = M(X;) y para ir/_ /0 , 0".ll(X,) ~O ya que X, r/_ OblJ. 
Finalmente N es sincera, pues si N(Y) =O con r' E OúU', entonces (0" N)(Y) = 

O, así Y E Ob(AddC), y por lo tanto Y= O. O 

La siguiente proposición se refiere a lazos con diferencial cero. Es una mezcla. 
de las proposiciones 3 y 4 <le [ D ]i que al combinarlas se evita. introducir los "lazos 
nilpotent.es" de Drozd. 

PROPOSICION 3.7 Sea A= (A, V) un boc.< ro11 cstnztific11ció11 

l = (A'¡w;o¡, ... ,au; V1, •.. , Vm)· 

Sea X un objeto inescindible en A y .•upónguse que 1\'(X,X) = k[x,f(x¡-•j. Sean 
g un polinomio no nulo y r un entero positivo. Entout·c.<> r.ris!t: una categoría B y 
un Junior O: A --> B tal que 

{1) El bocs inducido A 1
' es estratificado; 

(!J) toda repre.<entación e11 R(A) COll 1101'1na 110 mayor· que¡· tS isur1w1/u u o•(N), 
para alguna N en R(A8

); 

{S) Si N es una representación Cll ll(A8 ), rn/0111·" 11 N ll:S:IJ O"(N) IJ. Si 
o•(N)(g(x)) no es invertible, cnlo11ccs la de.<ir¡ualdad es e.'t"icta. 

DEMOSTRACION. Reemplazando y por el producto <le sus factores lineales que 
no son divisores de J, podemos suponer que g es de la forma 

g(x) = (x - ,\,)(.z: - ,\,) ... {.z: - ,\.), 

donde los escalares >.; no so .• 1 aíces de f y son distintos. Sea D la categoría mínima 
con objetos inescindihles {Z;; 1 1 $ i $ '" J $ j :S l) e Y, cuyos anillos de 
endomorfismos son 

y 
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Sea. e la subcalegoría plena de A' cuyos objetos IIO tienen ningtÍ11 sumando directo 
isomorfo a X 1 entonces B' = e X D es una categoría mínima. Sea O' : A' --t B' el 
funtor qnc actiía como la identidad sobre C y lleva X a.: 

donde Zi; denota la suma directa de i copias de Z;;; lleva x en 

donde J;(>.;) denota la matriz bloque de Jordan i x i triangular superior con valor 
propio>.; en 

B'(Zf;,ZÍ;) = M;x;(B'(Z;;,Z;;)) = M;x;(k). 

El modismo O'(f(x)) = J(O'(x)) = f(y) ffi [© ffi .f(J;(>.;))] es invertible, pues así 
lo son J(y) y J(J;(>.;)), ya que esta última es una matriz triangular superior cuya 
diagonal es J(>.;) 1' O, [ Ma J, y por tanto O' e3tá bien definido. 

Ahora mostramos que O' es admisible. Las condiciones (Al) y (A2) son claras. 
Veamos (A3): Sea A el conjunto con elementos Y, W E Oh(incsC) y las ternas 
(i,j, k) con 1 $ i $ r, 1 $ j $ t, y 1 $ k $ i, y sean Xw = Yiv = W para 
W E Ob(inesC); Xt· = X, }y =Y; X(;,;,>¡ = X y l(;,;,q = Z;;. Definimos e, y 
f¡, por ew = fw = lw, para W E Ob(iricsC); e¡• y h son los morfismos canónicos 
que se e3cinden entre Y y O'(X); y <(iJ,>) y Í(i,j,k) son los morfismos canónicos que 
se escinden entre Z;; y la k· ésima copia de Z;; en O'(X). Claramente •e tienen (A4) 
y (A5). Además existen las relaciones: 

J¡-O'(x) =y/¡- y O'(x)e¡• = e¡•y, [!] 

Í(;,j,k)O'(x) = { >.;f(i,j,k) + Í(;,j,k+I) 

>.;f(;J,i) 

O'(x )e ¡ . k = { >.;e(iJ,1) 
( "' ) C(ij,k-1) + )..jC(i,j,k) 

si k < i, 
si k = i; 

si k = 1, 
si k >l. 

[2] 

[3] 

Esto es pues fy y Í(ij,k) son matrices de 1x(tr+1) hloques, que si los denotamo• 
por [JyJ¡ y lfti,j,k)]J se tiene: 

si 1=1 
si I f 1 lf(•.;,kil• = { 

0
¡s 1 z J' 

km •J m=l 
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,, 
,~,,;~1~i~1 ;,;;;~ 

donde Ó1m1. es Ja delta de Kronecker. Además C}' y C(t,j,k) !:iOn matrices de (ir+ 1) x l 
bloques y1 usando igual notación, 5l' lÍ<'ne: 

[ey]¡ = { ~Y sil= 1, 
si I ¡l 1, 

si/ ¡l (j - 1)1' + (i + 1), 
si / = (j - 1 )r + (i + 1 ). 

Para oh tener la primera fórmula d" [IJ lasta ohsc·rvar que fyO'(.r) y yfy son matrices 
de 1 x (Ir + l) bloques tales que 

(fyO'(x))¡ = { Oy si/= 1, 
si/ ¡l 1, 

y [yfyj¡ = { g si/= 1 
si/;fl. 

Análogamente se obtiene la otra. igualdad. Para obtener ht.'i fórmulas [2J, si k < i 
entonces ÍCiJ,k)O'(:r) y >.;f¡i,j,A) + Í(iJ,ktl) son matrices ele 1 x (Ir+ 1) bloques tales 
que: 

ifc•J.•¡o'(x)J, ~ { ºrfi l !' J·(>.J 
km z,, m=l 1 J 

sil 1(j-l)l'+(i+1), 
si I = (j - l)1· + (i + 1). 

[4] 

[>.;fc•J.•>+f¡;J,•+1¡)1 = { O ' ' s~ I ¡f (~ - l)r + ('. + l), 
>.;[6kmlz.,Jm=I + f6t+l,>nlz.,),,,= 1 s¡ I = (J - l)r + (1+1). 

Para I = (j- l)r + (i + 1) los bloquc-s corrcspondit·1llrs .'i<Jll tales qur. su m~ésima 
entrada es O si m ;f k, k + l, >.,;si m =.~.y 1si111 = k + 1, y tenemos la igualdad 
en todos los bloques. 

Si k = i, el bloque ffc•J.•¡O'(x))1 se describe como en [·l), mientras que: 

[>.;ftiJ.i¡Ji = { 
0
1 ·[6· lz J' 
'J un IJ m==l 

si/ 7' (j - l)r + (i + 1) 
si/= (j- l)l'+(i+ !). 

Para I = (j - l)r + (i + 1), los bloquc-s correspondiculcs son tales que su m·ésima 
entrada es O si m i- i y )..i si m = i. Similarmente se muestran las igualdades [3J. 

Las fórmulas [IJ, [2) y [3] nos permiten mostrar las condiciones (A6) y (A7). 
Veamos que Í(iJ,k) 0 e(i,j,k) es independiente de k. Observemos que de [2] se sigue: 

f¡;J,•+il = j¡;J.•iO'(xj - >.;feo.;.•) = lc•J"¡U'(.r - >.; lx ), [5] 

y de [3) se tiene: 

•(iJ,>) = O'(x)c¡;J,k+i) - >.;e(iJ.k+•) = O'(x - A; lx )c¡;.;.k+•)· [6] 

Como O'(x - >.; lx) pasa através del producto tensorial tenemos que 

Í(iJ,k'+l) 0 f(i,j,k) f¡;.;,k'¡O'(x - >.; lx) 0 <¡;,;,;¡ 

Í(i,i,k') ® O'(x - >.; lx )<¡;,;,•) 

Í¡i,j,k') 0 <¡;.;,k-1)• 
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En parlicular 

/(t,;,\+t) 0C(i,J,k{1)..;: Í(i,j,lt.:} 0 C(i,J,k)· 

Y"" ha mostrado (A6.l). Para probar (A6.2), notemos que es claro para los objetos 
IV en inesC' ('S cierto para los objetos Z¡j, pues los nndomorfismos de ellos son 
múltiplos escalar.,. ele los identidad. Para el objeto Y lo mostramos usando la 
relación [1 ]: 

y/y 0 ey = fyO'(x)@ e,•= /y 0 O'(x)ey =/y 0c,·y, 

e inductivoment.e es cierto para toda potencia de y, y por tanlo para todo polinomio 
en y. Mientras que 

y de manera simil;.r para g(y ¡-•. 

!(y)-' fv 0 c¡·f(v)f(vr' 

f(vr'f!v Ge.y J(v)Jf(yr' 
!(yt'lf(y)fy 0 cl']f(yt' 
/y 0 e¡• /(y ¡-r, 

LM relaciones [1], [2] y [3] también son útiles para moslrar que /. 0 c.\ = O en 
todos los cMos excepto posiblemente para f¡;•J',k') 0r¡;,;,<¡ con k' :5 k e i+k' :5 i'+k. 

En efeclo, de [2] y [3] se tiene que: 

O = /¡;J,;¡O'(x - Á;) y O= O'(x - ,\;)<(iJ,1)• 

y para 1 E r~, de [5] y [6], inductivamente se deduce que: 

/(i.i.'+'l = ÍFJ,k)O'(x - ,\i)' 
<(iJ,k-1) = O'(x - ,\; )'c(;,;,k) 

combinando [7] y [8] tenemos: 

O= fc;J,k¡O'(x - .1;)1 

O= O'(x - A;)1c¡;J.k) 

Además, <le [lJ se tiene inductivamente que 

si k + 1 :5 i, 
si k - 1?. 1, 

para 1 > i - k 
para 1?. k. 

[7] 

[8] 

[9] 

(y-J.;)1fr=fy0'(x-,\;)1 y cy(y-.\;)1 =0'(x-.\;)1ey [10] 

Así tenemos para 1 > i - k: 

Í(iJ,k) 0 ey f¡;,j,k) 0 cy(y - J.;)1(y - ,1,¡-1 

f(iJ,k) 0 O'(x - .1;)1ey(y - .\;t1 

Í(;J,k¡O'(x - .1;)1 0 cy(y - .l;t1 =O, 
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y para I ~ k: 

/y 0 e(•J.kl (y - >.,)-'(y - \)
1
h 0 "''"·" 

(y - ,1,¡-1¡,,0'(x - >.,)'O t·¡;,;,q 

(y- >.,¡-1¡,, 0 O'(,. - >.,J'c¡;,1,q =O. 

Para j 'I j', (z - >.,)1 y ( z - >. i' )1 son primos relativos, ;e,¡ que 

para algunos polinomios /1 1(:) y /1 2(:), <le aquí: 

/(i',j'.k') 0 C¡;,j,k) 

/¡i',j'.k')le•(X) 0 e¡;,,k) 

/¡;•,J',ó•)[h 1(0'(x))O'(.r - >.;)1 + h,(O'(:r))O'(.r -,\,.)1
) C) e¡.,,,k) 

/w.;•.••1h 1(0'(x))O'(.r - >.;)1 0 e¡;J,kJ + ft•',j',"lh,(O'(x))O'(.r - >.;• )1 0 f(i ;,k) 

/¡,.,;•.••1h 1(0'(.r)) e~ O'(.r - ,\J)'e¡,,;.k) + /¡"·"·''10'(.r - .1,. )1h,(O'(x)) 0 C(i,;,k)· 

Por ( 9 J, tomancfo I > k y I > i' - k', se tiene /¡ 1•,;',k') (-:J <:(i,J,q :::: O. 
Para j :::: j' y k' > k, se tiene 

/¡i•J,k') 0 e¡;,;,k) = f¡,.,,,k'-k)O'(x - ,\;)' é~ c¡;,1,q 

= /¡;•,j,k'-k) 0 O'(.r - ,\, )'c¡.,;,k¡ =O, 

y tomando i + k' > i' + k, tenemos 

f(i',J,k'I 0 C(i,j,k) /(i 1,j,k') r;?;o O'(J' - \T'-l.:'+1c(1,;,k+1 1-~1 +1) 
= Í(í'J,k')0

1(.r - .\J')''-J..:'+1 0 C( 1,j,(.+1'-k'+I) = 0. 

Para ohtener (A 7), ordenamos A 1c<egura11<lo q1w: 

si (k < ~·')o O:-:-- ,l:' ~ i.' :...:: i) chtuun:s (i,j,k) < (i',j,k') 

Finalmente nótese que, como se vió en la demostracián dt> :J.5, J' está generado 
como B'-IJ' Oimódulo por JJJ 0 C>. con ,\ f; ¡i, así que ) 1 es cero excepto para los 
espacios J'(Ziji Zpi) ~ kn(i,p,jl, <loude 11(i 1p,j) es entero positivo, como los Z¡; tienen 
anillos de cnclomorfismos triviales en 8 1

, c•ntonccs 

n{i,p,;) 

J'c:;,, 11 II B'(Z,;,-)Qj)B'(-,Z;;). 
{i,p,;) l::::J k 
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es decir J' es libre. E<to completa la prueba de que O' es fuutor admisible. 
Ahora co11sideremos O : A ---+ B el pushout de 01

• El lema :l.5 nos asegura que 
el bocs inducido A 8 es estratificado, y hemos probado(!). 

Veamos (2). Sea M una representación en R(A) tal c¡ue 11 M 11$ r. Basta 
mostrar la existencia <le una representación N' de D' tal que A'M ~ N'O', y para 
tal N' existe M' E R(A) tal que l\f' S! M y ,.M' = N'O',y luego, usando <¡ue O es 
pushout, existe Nen fl(A 8 ) tal que o·N =NO= M' ~ M. 

A'-----A 

r¡ lo 
D',.-----

N' 

Construimos N': Dcnotemcs con J la forma canónica de Jordan para 
M(x) : l\f(X) --+ M(X). Sean ei. .... ew los valores propios de M(x), sea q1 el 
número de bloques de Jordan con valor propio e1 que aparecen en J t y sea 

" J1 = EB J • .,,(e1J. a.sí .1 =E9Ji. 
p=l 1=1 

Como <limM(X) = d $ r, tenemos que q1 S r y r>1, $ r·, para todo I y p. Sean 

L(Y) = { 11 (¡#>.;para toda j J y dy = ), 111,. Para cada .i E{!, ... ,I} y 

'·' leL(l') 

cada i E { !,. . ',' r}, sea d;; el número de bloques ele Jorclan Ji(>.;) que aparecen en 

J. Sea i; = E!J i;¡, donde i¡; := J;(>.;)d;, denota la suma directa de d;; bloques 
j:;:J 

J1(A;), de aquí que .i; ~s una matriz de d; x rli, con dJ::::::: ¿¡ id¡_1• Notemos que si 
(1 = >.;, i; = J¡.Tomaudo d = dy + 2:; d;. J puede Jescribirse por: 

' ' 
J = ( EB J1) EB(E9 i;) = ( E9 Ji) EB(EB EB i;;). [11] 

lEL(Y) i=I IEL{Y} ,1-=l i=I 

82 



Definimos un funtor N' : B' ~--tmodk de la siguiente IJHtlll'l'a: como ll' = e X D, 
entonces cN' = cM, y para objetos en D, N'(Y) = k"1• y N'(Z,,) = kd'', y 1•n 

morfismos N'(y) = ffiieL(Y) ./¡. Para ver que N' est1í. bien ddi11ido l's 1wn·s¡1rio que 

N'(f(y)) y N'(g(y)) sean invertibles en modk, y para ello es sulicil'llte mostrar que 
sólo tienen valores propios diferentl.'S de rcro. En efecto, N'(J(y)j = f(N'(y)) sólo 
tiene valores propios de la forma Ja¡) con I E /,(1") que 110 son u1do~ 1 pues también 
lo son de M(f(r)) ~ f(,\l(.r:)) c¡ue es invcrlibli" Mi<'nlrns que los valores propios 
de N'(g(y)) = g(N'(y)) son de la forma g((¡) que son no nulos ya que e1 no es raíz 
de g para toda /. Ahora mostramos que A' 1H :::: N'O'. Definimos el isomorfismo 
v: A'ftl--+ N'IJ' tomando JJz = IM(Z) para. todo oiJjcto Z t'll C. Debemos definir 
vx : M(X) --+ N'O'(X) ele manera que conmute el cuadro froutal del diagrama 

/k,~ 
4:/ J "" 

/vx '.. 
M(X)- ----¡-- -.,V'O'(X) 

,./k"'-M(x) / ·,'..'.. N'O'(x) 

M(X)- - - - - - - ---ll"O'(X) 
vx 

donde rP es el isomorfismo inducido por una base canónica de .Jordan dr ,\/(x) y que 
hace conmutativo el cuadro posterior izquierdo. Bastlu·á ver que la forma canónica 
de .Jordan de N'O'(x) e!l igual?..!, y ::isí R~egurar la cY.iGtcncia de un isonwdi:;1110 
kd-> N'O'(X) que hag>. conmutar el cuadro posterior derecho y las bic<es triangu· 
lares del diagrama al tomar vx como la compo~ición dC" tales isomorfismos. Nótese 
que: 

' ' 
N'O'(X) ~ N'(l'lEBEBEBN'(Z,,), 

j-=:J i.-:1 

y 
N'(O'(x)) = N'(y E!J ©, €J; J,(:i.;)) = N'(y) El• w;=I w;=, N'(J;(A;)). [12] 

Comparando [11] con [12] y recordando la dcti111ción de N'(y), sólo resta mostrar 
que para i y j fijas, la forma canónica de Jordan de N'(J;(.\;)) es i;;. Cumo se 
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muestra. en f F } ncccsita.rnv" verificar que f.'d.1'11:; = l, ... , i ~e tiene 

d,, ~ rango[(N'(J,(,\;)) - .l.1 /)'-
1 J - rango[(N'(J;(.I.,)) - .1.11)') [13) 

Nótese que N'(.l;(.I.,)) es una matriz triangular superior de i x i bloques de orden 
d¡; X t/¡;i en la que todos los bloqur.s de la diagonal son N'(.\j) = A;lrJ,J, los que 
están por encimad,.. IR diagonal son N'(1) = f,¡,

1 
y todos los derrnÍ.'i son nulos. De 

aquí que 

[l 
IJ,, o o 
o 1,., o 

[N'(J;(.I.;)) - .l.;/J' 
o IJ., 
o o 

o ¡di} 

o o 1,., 

o IJ., 

o o o 
aquí el primer bloque /¿,

1 
está. en la columnas+ l, luc>go existen i - s bloques Id¡,, 

por lo que 
ran¡;o[(N'(J;(.I.;)) - .l.;!)')= d;j{i - s), 

y se sigue la igualdad [13). Esto concluye la dcmostracióu de('.!). 
Finalmente mostramos (3) revisando la cstratificnción del boc~ inducido dada en 

3.5: 
(D'¡ 70'j Cliµ>.; llj¡ •. \, T(Xy )). 

Si N es una representación en ll(A8 ), entouccs 

11N11= LdimN(X1µ;)dimN(Y, 1,,) + L [dimN(Z))2
• 

fµ.\. D'{Z,ZJJll" 
Zine1 

Ahora bien, para a1 E A(X;, Xµ),ª'"' = fµO(a,)c,,, Si "' 1 A(X, X), entonces X;, 
X" E ObC y "'•'=ª'•mientras que si a1 E A(X, X) <0 11lo11ccs a1,,; E B(X'"'' Y,.;), 
y X,.,, \~1 .. , E ObD: 

~ ":_ "' 11 N 11 = L., dimN(Xt)dimN(Vi) + L L. dimN(X1.;)dimN(lí •. 1) .+ 
111\tA{X,X) a1EA(X,X) JJ,.\ 
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+ ¿ [dimN(Z)}' + [dimN{l')j' . 
.!f;llH'lr'. 

C{Z,Z)fk 

Por otro lacio 

11o·N11 = ¿c1imNO(X1)dimNO(\'í) + L [rlitnNO(ZlJ' 
f ze1nt1A' 

.A'(Z,Z)#h 

¿ dimN(X1)dimN{lí) + ¿ dirnNO(X)dimNO(X) + 
a¡~A(X,X) ri1EA(.\'.,X) 

+ L [dimN(Z)}' + [dimNO(X)]', 
Zt';onuC 

C(Z,Z)# 

pero 

L L dimN(X,,.l)dirnN(Y,.,) :S ¿ [tlirn(N(\') •Ji©;<[•; N(Zl;lll' 
o¡EA(X,X) .\,11 u¡EA(X,X) 

¿ [<lirn:VO(X)j''. 
n1EA(X,X) 

y además 
dimN(Y) :S dirnNO(.\), 

y consecuentemente 11 N 11'.Ó\1 o• N 11· Si ade1wis O'{i\'){y(x)) no es invertible, 
entonces existen i,j tales que N(Z;,) ,¡ P, pur•s ele olrn m1u1crn O'(N){g(x)) 
N(g(y)) que es invertible. Luego dimN(Y) < dimNO(X) y 11N11<11O'N11·º 

Ta1nbi~n ecrtn ncC'"Htrins :1lg11na." conclu:-iones mas t{•cnicas. l~n la. siguiente 

prop'osición damos una situación mas sencilla que :L 7, y que se oblicue aplkando 
primero ~.7 y luego 3.6 para deshacerse de los objetos Z;,. 

PROPOS!CION 3.8 Srn A= (A, V) un boc" "º" 1·stratijicació11 

L::::: (A';w;a¡, ... 1 ci 11 ¡u1, .•• ,11111 ). 

Sea X n11 objeto iuc.,ci11dib/c de A y supóngase que A'(X, X) = k[x, f(.r)- 1]. Sea g 
un polinomio no nulo. Entona¿; e:dslt una calc,qoría l:J que co11ifr11r. a A y con los 
mi.'imos objetos, tal que el funtor i11clu."iÓ11 O: A -• /3 trnlisfacc: 

(1) El bocs inducido AH lii:nc una cstratijicacióu: 
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tal qur. B'(X,X) = klx,f(xJ- 1,g(r)-1) y B'(V, V)= A'(\",!') ¡wm los otros objetos 
inescíndib/01 rn A.: 

{2}1'oda rcpn:srntaciñn M en ll(A) con M(g(.r)) 11n1rrlib/c rs isomo1fa a O•(N) 
pam olguna N en R(A8 ); 

(3) o· prr,'>erva vectores dirncn.,ión y normas; 
(1) Si ó' es la diferenrfol dado porw', wtoua,, ó'(a;) = 01(ó(a;)). 

DEMOSTRAC!ON. Sea r un •!ntero positivo y 1>: A _, E el funtor determinado 
por 3.7 r.on g(x) y,., y tomando la categoría mínima D con o!, jetos X y Z,,. Entonces 
.A" tiene estratificación (E'¡ TO'tGiµ,\; lJiµ.\1 r(xq)), <lada en 3.5, y E'== e X D, donde 
Ces la subcat.cgoría plena de A' cuyos objetos no tienen .sumandos isomorfos a X. 

Sea t/; : E __, fJ el íuntor determinado por !a exclusión de los objetos inesr.indi
hles Z1j. de acuerdo r.on 3.6. Entonces (Aili)Vt tiene t.•stratifkación 

(B'; if•1ru; {i/>(a.,,;) 1 i¡iA E fo); {t/;1(v;,.;), t/;1(r(r,,)) / jµA,q E/,)). 

Claramente B r~ una. categoría con los mismos objetos que A, a.sí mostraremos que 
contiene a la r.ategoria A y si O : A --t B es el fuutor inclusión, entonces O= 1/J<P 
y d bocs inducido AH tiene la cstrc1.tifica.ción anunciada. Para ello bastará mostrar 
que 

y 
{O,(t11),. . .,01(v.,.)} = (1/'J(vj,,;),1/•1(r(x,)) / j¡lA, <¡E /1 ). 

En cfocto, record,•mos rp1c A ~ T0 , donde T es el A'-A' bimódulo generado 
por a 11 , •• , n m así qur. E = (E' ®A' T ®A' E' )0, y E es Ji brcmcntc generada sobre 
D' por lo'{Y,) 0 a¡ 0 lo'{X,¡ 81 a; E A(X;, }¡) y 1' : A _.. E l'S tal que ,P(a;) 
l~·(Y,) (')a,(~ l.;'(X,)· De aquí que 

a;, .. 1 = f,,P(a¡)t; = /,.(l•'{Y,) (:) 11, 0 l<'{X,J)e.1 = /,, 0 a; 0 e;. 

AdcnHÍ.'i, /J' es la subcatcgoría plena -ele E' cuyos objetos no tieJ1en sumandos directos 
isomorfos a z,; para todas i y j 1 luego 

B = IB'@(E'@TQSl E')@B'/"' ::e [B'@T@B'J®, 
E' A' E' A' A' 

y Bes lilircmcnte generada sobre B' por l~t(Y,) 0 a; 0 l~¡.(X;) o 
l;"(Y.¡0/,.0a;0<;0l~·(Y;)• y t/;: E - Bes el funtor que extiende a t/;': E'--+ A' 
tal que t/;{a;,,;) = t/;(f,, 0 a¡ 0 e;). Pero 

{ 

a· 
1/1(/,. 0 a¡ 0 e;)= o' 

Ix 0 a¡ 0 lx =a; 
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pues 

Por otro lado, como Vw.\ = fµ,P 1(v1)t.\ 1 enlonws: 

pues 

Hi ,\ 1 /l E incsC, 
si ,\u ¡1 = (i,j,k) 
si,\ y ¡1 =X. 

1/J1(/µ</!1(v;)e;) = ,¡.(/x)V'1</!1(v1 )i/•(rx) "'V•1</!1(v;) = 01(11;). 

Mientras que 1,'o,(T(x,)) =O, µues x, eo un generndor de J' = lwr(B' @,,. B'-. B') 
y x, E J'(Z;;,z.,) para algunos Z.; y z.,. así T(x,) E F:\IE(Z;,, z.;). Esto completa 
Ja demostración de(!). 

Si ME /i(A) con M(g(.r)) invertible, entonc"s 1\/ se extirnde a B'(X,X) para 
tener una repre!lcntación de 8 1 y la propiedad de pushout Je O 11os dá una reµre:;cn~ 
tación Nen ll(A8 ) tal que M =NO= Oº(N), y hen1us probado (2). 

Mostramos (3) notando que A' y B' tienen los mismos objetos iucscindiblcs 
con los mismos anillos clt> endomn:fi!i;mos, excepto para X, prro A'(X,X) f.~ f. 
B'(X, X), pues se sigue tle la proposir:ión J .18 que A y /11•stáu libremente genera.<la.s 
sobre A' y B', rt•spcctivamentc, con los mismo:; gcnPradorcs. 

Finalmente, tenemos que w' := l/'1 ra, a.'iÍ c¡tw 

ó'(a¡) w'(!1·,)11, - 11,w'(lx,) 

l¡\1TO'(lv,)11¡ - u;f/J1TO'(lx,) 

rn( h·, )a, - «;Ta( lx,) 

(Ir, 0w(l1",) 0 lv,)••; - u;(lx, Ow(lx;) r:i lx,) 
J1•, 0w(Jy,Í<I; VÍ lx, - IY, (<) 11,w( I>;,) (ó' l:;, 

ly, 0 [w(ly,)u; - a,w(lx,)] 0 lx, 
11', 0 ó(a,) 0 lx, = 01ó(a,).D 

El úllimo lipo ele operación sohrc bocscs es la reducción de una "arisla mínima" 
dada por Roitcr "" [ R ]. 

PROPOSICION 3.9 Sra A= (A, V) uu boc., con cslrnlificación 
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Supóngase que a 1 E A(X, Y) tiene clifcrrncial cn·o, X f. Y y A'(X, X) y A'(Y, Y) 
son ambo.i; triuialcs. Entonces existe una cate.qoría n y un fmitor O : A --+ B tales 
que 

(1) El bocs incluciclo A8 es "stratificaclo; 
{f!) o· es una cquitialcncia; y 
(:J) Si N es uria rcprc.•cnlnció11 rn R(A8

) 1 crito11cc.' 11 N Jl:511 O•(N) ¡¡. Si 
9"(N)(X) y Oº(N)(Y) son ambo.< 110 cero, cntoncr.• la dc.<igualdad <:s estricta. 

DEMOriTRACION. Sea A" Ja subcatceoría de A generada por A' y a 1• Sea D la 
categoría trivial con tres objetos inescindibles Z1 , Z1 , y Z3 , y C es la subcategoría 
plena de A' cuyos objetos no tienen sumando.; dircclos isomorfos a X o Y. Sea 
B' = e X D, una categoría mínima. Definimos el funtor 01 

; A" --+ B' que actúa 
co,no la identidad sobre C, O'(X) = Z1 Efl z, y O'(!')= Z, Efl z,, y además 

0'(11¡} = [ 
o
0 

1

0

z, ] . 

Pr.cbaremos que O' es a.lmisihle. Sea A la unión de Ob(incsC) y { 11, 12, 22, 23). 
Para W E Ob(irirsC), sea Xiv = l'ív = IV, ew = fw =' liv. Ddinimos Xi;= X, 
X2; = l', l'i; = zj, y sean e¡; y lii los morfismos que SC' dividen canónicos ele las 
descomposiciones de O'(X} y O'(Y), así: 

[ 
lz, ] 

eu = O ' e12 = [ !~, ] , e,,= [ 
1 ~• ] , C23 = [ \~, ] • 

/lt = [ lz, O], f¡, = [O lz, J, fo= [ lz, O J, fo = [ O lz, J • 

f2301(11t) =o 

Al pasar 01
(111) através cid producto tensorial obt.,11cmos: 

!12 ® e12 
!12®<11 
f23 ®en 

fnO'(at) ® e12 "= f 22 ® O'(nt)e 11 = fn ®e,,, 
f 220'(a1) ® eu = fn ® O'(a1}cll =O, 
¡,, ® O'(at)e12 = f230'(a1) ® e12 =O 

[14] 

De aquí se tiene que O' es admisible: las condiciones (Al) y (A2) son claras. De 
las definiciones de A, e; y f; son evidentes las condiciones (A4} y (A5). La primera 
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de la.• ecuaciones [14j c.>:;.ulcce (Afi,I ), mirntras q11<c (AH,2) (i.1" l1h c'JC.1 = ¡, 0 e.,b 
para ben B'(Y,i,, l",1,)) 1 se tiene para. los elt•nientos lV E Ob(i11rsC) plll'S pasan através 
del producto tensorial, y para los objetos Z1¡ p11es ti<'ll<'ll ;111illo~ dt~ e11du111orfismos 
trivia.ks. Las <los últimas ecuaciones dt· [l·l] nus da11 (A7) to1nando l'.2 > 11 y 
23 > 22. Finalmente obtenemos (A:J)¡ pues l'll :J.:) ~e 111uestra. que./' está generado 
como 8 14 8 1 bimódulo por los elcmrntos /µ0CA con/! f.,\ y X,\ = X10 en este caso por 
/i 1 0e12 y !'21 f;)t'13 1 luego J 1 

('S cero excepto jh"tl"<t lu::; t•spac:ios .l'(Z1, Z2 ) y J 1
( Zz, Z3). 

Como en 3.7 J' resulta libre porque los z. tienen anillos de cndoinorfismos triviales 
en B'. 

Para aplicar 3.5, es necesario mostrar que tt•nl'tllOs una pre-t•stratificaci<)11 

('"r1
;w11:u1, ... ,llni 11¡, ••• ,11111) 

para A. Por 1.16(2} sabc>mos que A es librcmt•nte generada :-.úhrc ;1 11 por los mor~ 
fismos G:z 1 ••• 1 an 1 así se tiene L(2), y obviamcni.e L(·1). 

Ahora definimos w11
• Como 8(at) == 0 1 d ;t1~A 1 morfis1110 wn : A1A ~ A' V con 

wn(h) = w(lz)h con h E A(Z', Z) es realmente nn morfismo de A"-A bimótlulos, y 
sea w" la restricción a .4 11

1 c11tcnccs w11 es un group-likc. E11 efrrl.01 si J: A 11 
---. A 

es la inclusión, entonces (1,w11
): (A 11

, A")_,.. A es morlis1110 dl• hocscs: 
w'1 w 11 

A"----- V A"------V 

1.J I· , .. "¡ ')®·' 
A"---

1
--· A A11 @A,,A:,,®w11V@,11, V·" 

Para que estos diagramas coumuten, como w" es una cxtensiün ele w que es un 
group~likc, basta ver la conmutatividad para a 1: 

cw"(a 1) = a 1cw"(lx) ~ a,:-•(lx) = "'' 

[¡1w"(lv)](ai) = [¡1w(ly)j(atl = [ir(wC:)w}¡1,p(ly)j(at) 

[.r(w@w)(lr 0 )y )](a,)= [ir(4•(li·) 0<v(li-))](a,) 

[ir(w"(ll') ® w"(J¡- ))j(<L1) = [rr(w" 0 w")µA"(ly )j(at) 

ir(w" 0 w")i'A"(a, ). 

Pero arlcmás w11 es reflector, es decir (1,w"t refleja isomorfismos. Considerando 
,-; A'--t A e z': A'--+ l..11

, inclusio1ws 1 clarameute (1',l'): (A',t1') _. (A 11 ,A11
) es 



un morftsmo de hocses, tal que (1,w) = (1,w")(1',•'), luego (1,w)" = (11
111)"(1,w")". 

Si 4' es un morftsnm en A tal que (1,w")"4' es isomorfismo, entonces (11, 11)"(1,w")"q, = 
(1 1 w)94' es isomorfismo1 como w es refledor,l/i es isomorfismo. 

También l~nemos (L5), pues si para 2 S ~· S n, Ai es la suhcatcgor.Ía de A 
generada por A" y a1 , ... 1 a¡ 1 y 6" es el diferencial asociado a w", A¡ es como en la 
definición 2.171 entonces 6" = 81 A1 = A" y Ai = A¡ para i ~ 2 y obviamente se 
cumple ( L5). 

Tomando O : A --> B el pushout de O', por :1.5, A 11 es estratificado y tenemos 
p). 

Mostramos (2). Por 2.6(b) tenemos que o· es fiel y pleno, debemos mostrar 
que es denso. Sea M una representación de A y consideremos M(ai) : M(X) --+ 
M(Y). Si U1 = ker M(n,), y U, =imM(nt), escribimos M(X) =U, ffi U y M(Y) = 
U, (f) U,, donde U "'< U1 y /}3 es un complemento directo arbitrario de U,. Con esta 
descomposición M(ai) se describe matricialmentc por 

donde t : U---+ U1 es el Í!>omorfhmo que se obtiene al restringir M(a 1) a los espacios 
dados. 

Definimos N': B' --+ modk tal que cN' = cM y N'(Zt) = Ui, N'(Z,) =U,, 
N'(Z3 ) = U,. En R(A") se tiene el isomorfismo v : ,.,.M --+ N'O' definido por: 
para Z E Ob(incsC) o Z = Y, se tiene vz = IM(ZI: M(Z) --> M(Z) = N'O'(Z), 
mientras que vx : M(X) = U1 ffi U --+ N'O'(X) = U, ffi U, está dado por el 
isomorfismo 

Resulta que /1 es un morfismo de A" módulos, es decir que para a E A"(Z, Z') se 
tiene N'O'(a)vz = vziM(a). En efecto, si 7, = 7,' i Y, osí f.= Y n Z E Ob(inesC), 
entonces llz = IM(Z) y si Z = Z' = X, entonces n = ,\Jx con .\ .::; k, y en 
ambos casos se tiene Ja conmuta.tividad. Pero si Z -::/:. Z', entonces basta considerar 
a1 : X--> Y. Nótese N'O'(a¡): N'O'(X) = Vi ffi U, --+ N'O'(l') = U, ffi (]3 y para 
esta descomposición la forma matricial de N'O'(a¡) es 

N'O'(at) = N' [ : 
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y de aquí que 

"YM(a 1) [~ ~][~ ~]=[~ (~] 
[ º

o 1 u, J [ 1 u, o J - rv' ll'( ) 0 0 t - i a¡ 11x. 

Utilizando que O : A --.. D es un pushout~ oLtencwos u11a representación 
N: B-+ modk tal que O"(N) =NO"" M en R(A). 

Finalmente, si N PS una representación Pn R(A 8 ) se tien<· 

11N11 = L L <limN(X;µ.1)dimN(Y,"I) + L [dimN(Z)J' 

donde: 

i~l µ,.\ Z.1110 

B•(Z,Z)# 

L <limN(X,)di111N(}i) + 
•oE-'(X,YJ 

X.;tX,Y,¡i!}' 

+ ¿ L di111N(X,y,.1)di111N(l~) + 
•,EA{ X,Y,) a,y,l.EA;,,y 

Y,,Y 

+ L L dimN(X,)<li111N(Yoµx,) + 
•,~~';X.Y) ª•J>Xi €A1,l' 

+ ¿ L <limN(X;µ.l)di111N(Vi,.,) + L [Ji111N(Z)]2, 
Zmo 

D'(Z,Z);k 

11;,x (a;y,.1 [ .\E/\,X.1=X)=(u,y,.1 J .1=11,12) 

{ O(<l¡)•11,B(n;)e11 ). 

/\;,y [ UiµX, 1 JI E /\,X,. = y } == { ~1;µ,t, 1 µ = 22, 23 } 
{ fnO(a;),j,,O(a;) ), 

/\; { ª'"" J ¡•, .\ E/\, X.1 =X, X¡• = Y} 
{a;µ.\ J ,\ = 11, 12, ¡1 = 22, 23 } 
{ fnO(a;)c 11 , j,30(a;)c11, j,20(a;)e 11 , J,:iO(a;)c 1, ). 
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Mientras que 

" 
11o·N11 = ¿ J;1111VG(X;j1limNO(l'i) + L [dimNO(Z)J' 

1:::1 Z111u 
A•(Z,Z)~k 

L dimN(X;)dimN(Y;) + L dimNO(X)dimN(Y;) + 
•,EA(X,,Y,) -.,fA(X,Yj} 
X,¡l.X,Y,~Y Y,Jf;Y 

+ :E dirnN(X;)dimNO(Y) + L dimNO(X)dimNli(Y) + 
•,EA(x,.n o,f A.(X,l') 

x.-;x 

+ :E [dimN(Z)j2. 
Z111t1 

B'(Z,Z)# 

Para i fija, con u; E A(X, Y;), con Y; ~ Y, se tÍl'llC 

:E dimN(X,,,,)diruN(Y;) 
llot¡AEA,,x 

dimN(Z¡}dimN(Y;) + dimiV(Z2)dimN(Y;) 

[dimN(Z¡} + dimN(Z,))dimN(Y;) 

dimN( z, Ef;I Z2)dimN(Y;) 

1limNll(X)dimN(Y;), 

para i fija, y en el ca.so en que a¡ E A(X¡, Y), con X¡ i X, se tiene 

L dimN(X;)dímN(Y;µx.) 
OiJ<llEA,,,. 

dimN(.\',)dimN(Z,) + dimN(X;)<limN(Z3 ) 

"" dímN(X;)[dimN(Z,) + dimN(Z3 )j 

dimN(X;)dimN(Z, ffi Z,) 

dimN(X; )climNO(Y), 

para i fija, con a¡ E A(X, Y), se tiene 

L dimN(X;µA)dimN(Y;",) 
a,161EA, 

dimN(Z¡)dimN(Z2) + dímN(Z,)dimN(Z3) + 

+dimN(Z,)dimN(Z,) + dirnN(Z,)dimN(Z3 ) 

dimN(Z1 Ef;I Z1)dimN(Z, $ Z3 ) 

dirnNO(X)dímNO(Y), 
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y por lo tanto que 

\.~ " L. L. dimN(X.,.,)dimN(l'.,,.I)::; 
• 1EA(X,Y) <i 1.,.1,€A 1 

i-,ll 

¿::; di111Nll(XJdi111No(n, 
a.,EA(X,Y) 

y consccucntcmcntc /1 N /IS// o· N 1/. Si NO(X) y NO()') f O, uütcsc que la suma 
de la derecha. posee un sumando no nulo mas que la suma de la. izquierda., el qut 
corresponde a i = 1, y así la desigualdad es estricta.O 
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4 BOCSES MANSOS Y SALVAJES 

En este capítulo iutrü<lucimos las ddiniciones de bue.ses salvajes, críticos y mínimos. 
Los hocses salvajes qurdarán definidos cu tt~rminos de 111rn categoría de móclulos 
sobre el álgebra de polinomios en <los variablc·s no ro11mutc1tivas1 x e y, Ucnuta<la 
por k(x,y). La afirmación más importante nos mostrará algunas características 
de los hocsc>s no sah•,1jes1 su demostración ~•e basa. en que esto:> hocscs no posL~n 
las configuradone~ de los bon~es críticos, pU(!S rumo mostn1n~mos al final de este 
capítulo, estos iíltimos resultan R<\)v;ijes. Antes de empezar, observemos que si A y 
El son calcgorí"-" y F: A---> Bes nn funlor, entonces (F, F): (A, A)-• (8, ll) es 
un morfisrno t•nlrc lo.i hocses principales, y r ua un hocs A con counidad e, también 
se tiene que (IA, <):A--+ (A, A) es 1111 marfis1110 ele bocses. 

DEFINICION 4.1 Sea E la categoría de k(.r,y)-mrídulus libresji11ilamc11tc gene
rado.11. Duímns qur un bots A= (A 1 V) es sn1vaje si rxistr un /unfor P: A -•E 
tal que el fu11tor i111/urido ( ,n, Ft)º : //(E) --+ fl(A) ¡m·.'I "'" rlascs de isomorfía e 
int>scindibilicfod. 

En r.sta dt•finidón hay una. pequcfiu ¡:-1í)dificaciüu a la de Drozd, pues a no pide 
que (F\ Fe)• preserve i1wscindiblcs. Se hct induido esta contlicióu para simplifiw 
car algunos arg1:mcnlos. [,as siguientes dos definiciones tienen que ver con hocses 
estratificados. 

DEFINICION 4.2 Sea A= (11, V) un bo1·s "º" cslratificacirí11 

L = (A';w; ª1t· .. ,a0 ; u1 1 ••• 1 11m) 

y supón_qt1sc que. a1 E A(X, }'). Decimos qttt A es un bot.-; crítico tu los siguientes 
dos casos: 

(/} 6(at) =O y A'(X,X) o A'(Y, Y) e., 110 trfoia/; 
(!!} A'(X,X) y A'(Y,Y) "º"ambos 110 t1·iviafrs y6(a¡) ~ rv 1, para algtín r no 

invertible en R = A'(l', l') ®• A'(X, X)"P. 

PROPOSICION 4.:l Si el bocs .4 es crítico c11to11rt·s A tes su/vaje. 

La demostración de este resultado la. dejamos parn ma.s addante. 

En el próximu teorema estamos interesados en cicl'lo tipo <le bocscs estratificados 
con A' = A1 que definimos enseguida. 



DEFINICION 4.4 Drcimos que un bocs A = (A, V) r.< "" bocs mínimo si A 
t:., una rategoría mínima, V es un A··A bimódulo proyrclirro jinitamrntt: yc11rrado, 
y exi.'itc: un morfismo de A-co11l9cbr,1,., w: .4 ~" \', td qit:. r1 fuulor 

----.--... ,}" : ll(....t) --+ R(tl) c."I una equivalencia <le representnción, e.s 1lrdr, es 
pleno, denso y refleja i.'llmwrjismos. 

Observemos que la exist:!ncia del 111orfismo dt• A-co;ílgchrns w : A ~ V, ase
gura que (l.A,w)• es denso y pleno. En efecto, corno ew = lA, <'ntonrcs (l,11 w) : 
{A,A)--+Ay (IA,€) :A--+ (A,A) son mnrfismn3 cfo bosccs taJ.,s c¡ue (l,1,IA) = 
(IA, ~)(I A,w) y de aquí que l 11{A) = (JA, IA)° "' ( 1 A,w )"( 1 ,., <)',y cousecucn!emcnle 
(IA,w)" es pleno y denso. 

TEOREMA 4.5 Si A= (A, V) <11 1111 bocs c>lmlijfrado 110 .<11/v¡¡)•· y el> U, cnlon
ces existen categorías 81, ... , Bn y f1mlorts 01 : A - B, lalrs 1¡uc 

(1) /.,o.:; bocsts 8¡ = A.8 • son mínimos; y 
(!!)toda reprt,'icritacióu de A C(Jfl dimcnsióu 110 mayor (jllt~ d ('S isomorfa fl o¡(N) 

para u/gún i y alguna rcprcsnitacitÍn N dr B" 

.12.l~MOSTHACION. Primero nótese (jlH! tudos los liucses que s1' cou.struyen son 
in<lucidos de A, luego d funtor inducido entre l.-\s c<~tegol'Ía~ .jp 1 eprc:-i1·11lacioncs es 
fiel y pleno (2.6(b)), por lo que ninguno de dios pueci<' ser s;.h·aje. Es claro que al 
cambiar d podemos r<,·mplazar (2) por: 

(?.') Toda representación de A ron norma no mayor que d es isomorfa a O;( N) 
para algiín i y alguna representación N de 8¡. 

Probamos el teorema 11sa11do inducción sobre d, J)l'ro antes d1~ em¡wiar vt>amos 
que podemos dcbjlitar la. afirmación sobre d al rt't~mplazt.r (2'} por; 

(2") Toda representación sincera (ver :J.6) de A con norma no ni:1yor que des 
isomorfa a o:(N) para alguna i J' alguna rcprcscntarión N de L~¡. 

Veamos que la afirmación debilitada (2") implica el e1111nciado general (2'). Con
sidérese la colección finit~. C11 ••• ,C; ele todas las subcate~orÍ<1s ple11as de A que son 
cerra.das bajo sumas directas y sumandos directos. Aplicamos 3.6 a A con cada una 
de esas C¡ para obtener categorías LJ, y funtores o¡ : A --+ D¡ tal que los bocses 
inducidos 'D¡ son estratificados y toda rf'prese11tación 1H de A es isomorfa a a;(AP) 
para alguna i y alguna ,\/' ('11 R('D1 ) con la mi•mia norma y t.al que Al' c!l sincera. 
Ahora, usando (2 11 

}, tenemos una cat<•goría fl1 y 1111 funtor íi1 ; D, ~ B; tal que 
Af' ~ {Jj(N) para alguna representación N cl1•l bocs rninimo D~;,. Tomado o,= P;et¡, 
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se tienr. tp1r Af ~n;<1H~ '"!.;ft;{N\ - !J.·(.!V) y a<l'.'rrH\.-t A8t - / .fª•)liis ·'t2~1 
a.<Í tencmo> d enunciado groera! (2'). 

Iniciamos la inducción con d ::::: O. Si Al es una r<'prescntación sincera con norma 
cero, entonces claramente A es trivial, y así A es un hocs mínimo. 

Para t•I pa.c¡o irHluctivo examinamos la estratificación 

para A. Supónga.se primero que 

ó(ai) =O y a 1 E A(X, X) para algún X. [l] 

Por 4.3 y 4.2, A'(X, X) es trivial, así que A", la sul;categoría ele A generada por 
A' y ai, es míninrn.. Por consiguiente, podemos n•cmpJa.zar la estratificación <le A 
con la nueva t>stratificación (A"¡ w"¡ al, ... , ª"i v11 ... , 0 111 ) tlonde w" es la. restricción 
de wi a A", que es un morfismo de A"-A" bimódulos pues ó(a1) =O. Repitiendo 
t:ste procedimiento de ser necesario, podemos suponer que a1 110 satisface [1]. Si no 
restan generadores libres de A, entonces .A ya es mínimo. De otra manera, existen 
Ja.e¡ siguientes posibilidades para a 1. 

CASO (1): Si 6(ai) =O y a 1 E A(X,Y) con X i V, entonces A'(X,X) y 
.11'(11

1 Y) <lcb~m ser triviales por ·i.2, y es posible aplicar :1.9, así existe una. categoría 
B y un funtor O : A --+ 8 que satisfacen la t'on,.!i1siones de 3.iJ. Como o· es 
equivalencia, para toda repr('sentación AJ de A existe una representación M' en 
R(A8 ) tal que M ~ O'(M'). Si además AJ es sincera, entonces O i M(X) :t 
O'(M')(X) y O f M(Y) ~ O'(M')(l'), así que por :J.!1(3), se tiene 'llle 11M'11< 
11 O'(M') 11=11 M 11= 1!, y por la hipóte>is .¡., imlucción, existe una categoría B; y 
un fuutor o; : B --> ll; tal que 13; = (A')"• es mínimo y M' es isomorfa o¡(N) 
para alguna representación N de 8¡. Tomando O¡ = a¡01 se tiene iH ~ O"(M 1

) ~ 

O'ui(N) = Oi(N), y adcm'll':; .Aº·::.: (.A')ª•. 

De otra manera 6(a 1) i O. Sea a 1 E A(X, }') (posiblemente X = Y). Sea 
R = A'(Y, Y)®• A'(X, X)"', aoí que V(X, Y) es nn ll-111ótlulu. Supóngase que los 
u; que están en V(X, Y) son u., ... , v;. Así 6(a 1) está en el R-submódulo de V(X, Y) 
generado por 1111 ..• , o;, pues ó es O· triangular. Sea. 8(a1) = L:t .. 1 r.:v¡ con r.: E R. 
Como 6(a1) i O, al excluir los otros términos, podemos suponer que cada r; no es 
cero. Ahora continuamos con los casos. 

CASO {2). Algún r; es invertible en R. 
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En particular esto pasa si A'(X, \') y A'(Y, Y) son trivi;dl's ambos. Si r; es 
invertible en /(, entonces en l.i. estratificación poch·nws ht:rer t•! catn\iio de lMSC 

susliluyen<lo V¡ ptJr 
v::;:::: r1Vt + • · · + T3l'Jt 

y después de intercambiar u1 y 11:. Ahora. pocfr·mos aplicar :J. I, y te-nemas un funtor 
fJ: A --+ B, tal que, come en 3.1 (2) o· es una equivalencia., pílr<L tuda representación 
M de A, existe 1\1' E R(A8 ) con M ~ o•(M'). Si además ,\fes sincera, entonces 
O f. M(X) ~ O"(M')(X) .v O f. M(}') ·~ O"(M')(Y), y por 3.I(:l) se tiene 11llf'11< 
11 8"(M') 11=11 M ll= d. Usando la hipótesis de inducción, romo en el caso (1), 
tenemos una categoría B; y un funtor O, : A _, /J, tal que 1\/ ~ o;(N) parn alguna 
representación N dd hocs mínimo A8•. 

CASO (3). A'(}', Y) es trivial. 
Por el caso (2) podemos suponer que A'(X,X) no es trivial. Sea A'(X,X) = 

k[x,f(x)- 1], así R = k[i,J(xJ-1]. Con un cambio apropiado t•n la uasc de V de la 
forma 

v;::::: f(xtPu., 

podemos suponer que los r¡ son polinomios en x. St•a. o : A --+ C el funtor 
construído eu 3.7, 11sando el polinomio rJ(J') y tomandn 1· suficirntemC'nlc grande, 
por ejemplo r = d. Para cada representación sincera 1\1 de A ele norma no mayor 
que d y con M(r1(x)) no iuvertible, por 3.7(2) y :l.7(:l), es isomorfa a ot(M') con 
M' una rcprc:;entación de Ac y tel que 11 M' 11<11 a"(M') S d. Así por hipótesis ele 
inducción. como en el caso ( l ), ten<:mos una categoría l31 y un fuutor O¡ : A --+- [:J¡ 
tal que ,\f ~ Oi(N) para alguna representación N del hocs mínimo A 8'. 

Por otro lado, lomando /3 : A --> Del funtor de 3.8 las reprcs<'nlacioncs sinceras 
M de A de norma mayor que d y con M(r1(xj) invertible son isomorfas a f3'(N) 
con N una representación sincera. d~ Av de norma no mayor que d Ahora Aº tiene 
una estratificación de la forma 

(D';w'; ¡3(n¡),. .. , /.l(u,,); /31(t'1 ), .•• , í11(v,.,)) 

y f3(q 1 ) tiene diferencial {J1(6(a1)), es decir 

j 

Lf3(r;)/31(v;). 
i=I 

Como /3(r1) es invertible por construcción, por 3.8( 1 ), podemos proceder como en 
el caso (2). 

CASO (4). A'(X, X) es trivial. Es dual <ll'! '" .. 'º (:J). 
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c.'.\So (S). A'(X, X) y A'(Y, Y) son ambos no triviales. 
Sean A'(X, X) == k(.r,f(x)-'J y :l'(l', V) "' k(y,g(y)- 1

), así que R 
k(x,y,f(x)-° 1,g(y)-'). Con un cambio apropiado en la Lase de V de la forma 

v: = f(x)-"g(y)-•v,, 

podemos suponer que los r¡ son polinomios en :z- y y. Sea h(.x,y) el máximo común 
divisor de los r;(x,y), y sea q;(x,y) = r;(x,y)/h(x,y). Puesto que los q;(x,y) son 
coprimos en k(x)fy) existen polinomios s;(x,y) y un polinomio no cero c(x) E kfx] 
tales que 

c(x) == ts¡(x,µ)q;(x,y). [2] 
i=I 

Como en el caso (3) pan las rcprcsentacione; M en R(A) con M(c(x)) no invertible 
se prorede al aplicar 3. 7. 

Por otro lado, sea /J : A --+ D el funtor construido en 3.8 usando el polinomio 
c(x) y r = d. Las representaciones sinceras M de A con norma no mayor que d y 
M(c(x)) invertible son isomorfas a /Jj(N) con N una representación sincera de AD 
de norma no mayor que d. Ahora Av tiene eslratificación de la forma. 

(D'; w'; /J(a,), ... , /J(a,,); /31 (vi),. .. ,¡J,( v,,,)) 

y ¡J(a1) tiene diferencial 01(6(a,J), es decir 

i j 

o(¡J(a,)) == ¿{J¡,.,¡{J,(v;) = ¿ ,.;,,,;, 
i=J 

donde hemos identificado los r; con sus imágenes bajo /J, y escrito w; por /J1(v;). La 
fórmula [2] dá 

j 

1 = 2.J•;(x,y)c(x¡-')q;(x,y). 
i=l 

Los términos en csla fórlllula están lodos en el anillo S = k[x,y,c(x)- 1] que es un 
anillo de Jlermite [L), luego existe una matriz invertible Q en M;x;[S) con primer 
renglón (q;(z,y)). Así podemos hacer un cambio de base cu la estratificación para 
AD de la forma 

(w;,. . .,wj)' = Q(w1,. • .,w;)1
• 

De aquí que 

; ; 

6(/](a,)) = ¿r;w; = l::h(x,y)q,(i:,y)w; = h(,.,y)w;. 
i=1 i=:l 
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Por 4.2 h debe >er invertible, y otro cambio de· hase d;i 8{/l(",)) = w;•. Corno en el 
ca.c:.o {2)t ahora. podemos wmr :3.LO 

Ahora probaremos la proposicibn ·t.a. Observemos antes qui• 5Í E es lil cale· 
goría de k(u, u)-rnódu1os libres finilanwnte generado'i, pod~111os a..:mmir que E t•s 
esquelétira, y entonces tiene objelos 8" 1 11 :::::: 01 l, :!, ... , 5' =:: k(u, n) y E(S'\ sm} se 
identifica con M,.,.[k(u, v)J. 

Debemos ron•tn1ir un funtor F : A __, E tal que el funtor inducido {F, Fo)" : 
R{E) __, ll(A) preiervc da.e• de isomorfismo e incscindiblcs. Daremos el funtor F 
especificando la.s imágenes de ciertos objetos y modismos importautes. En cada caso 
supondremos que F es cero en todos lo:; otrus objdos ine.sciudibl::·s y gencra<lorcs 
libres de A sobre A'. La. existencia de íunton•s apropiados estará garantizada pür 
1.2·1{4) y 1.14. SPparamos la demostración en dos lemas. 

LEMA 4.6 Sea A= (.4, V) un boc" con estratificación 

L = (A';w;a 1, ••• ,a"¡v1, ••• ,u.,,) 

y supónga" que a 1 E A(X, Y). Si ó(ai) = O y;\'(.\',.\') o A'(V, Y) es 1w trivial 
entonces A es salvaje. 

DEMOSTRACION. 
CASO (1). Supongamos que X= l' y A'(X,X) = q,.,¡(.i:¡-'j. Definimos 

F':A-~ 

por: 

F(X) = S3, 
[ 

I' 1 o] 
F(x) = O p I , 

o o 1' 
y [ 

o o o ] 
F(ai) = 11 O O 

o 1.1 u 

donde p no es raíz de J(x). De aquí que F{f(.x)) = f(F(x)) es invertible y F está 
bien definido. 

Sea Muna representación en /l(E), entonces M' = {F,Fe)"M es un A-módulo 
tal <¡ue 

[ 

p 1 
M'(X) = M(S)3

, M'(x) = O p 
o o 

o] [ o o 1 , y M'(a¡) = M{u) O 
p O M(v} 

!JU 



Sea</>: M' _, N' un morfismo en R(A), </>: V@A M'--+ N', si</>= (</>º,</>1) y dado 
que 6(11¡) = O, tenemos que 

N'(x)</>~ = 4>°.M'(x) y 

Luego tP~ conmuta con un "bloque de Jordan triangular superior,, y1 como se hace 
en [M J, debe ser de la forma 

y de la segunda ecuación se tiene 

[ 
o o 

N(u) O 
o N(u) 

~1 r~:: ::1 o o o o [ ~ ~ ~o] 
M(v) 

concluimos que 

N(u)n = aM(u) y N(v)n = aM(v). (31 

Veamos que (f~ Fo)º: R(E) --+ R(A) preserva isoclases e inescindiblcs. 
Sean M y N en R(E) tales que M' "' N', sea </> : M' _, N' un isomorfismo, 

entonces </>º = (1,w)"</> es un isomorfismo, y así lo es 4>'.k; siendo lf.'.k triangular 
superior, se tiene que "' : M(S) --+ N(S) es un iso111orfis1110 que, como muestran 
las ecuaciones [3j, se extiende a un isomorfismo u: Al _, N en R(E). 

Supongamos que M' = (P, f'€) 0 M ~ N EB /,, con N 1 O y L 1 O en R(A). 
Como R(A) es una k-categoría, en particular es preaditiva, entonces la suma directa 
está dada por un biproducto, por consiguiente existen morflsmos i : N --+ M' y 
p: M' -+ Nen R(A) tales que ¡1i = IN, y (</>º,<fi') = <fi = ip: M'--+ M' es 
un endomorfismos idempoleutc no tivial (i.e. no iso y no nulo). Como w refleja. 
isos, en\onces </>º = (1,w)º(</i) es un idempoten!e no iso, y en particular</>'.\: es un 
idempotente no iso, y lo mismo es cierto para a. Si a= O entonces <?'.k es nilpotentc, 
y consecuentemente es cero, puesto que M'(Z) = O si Z 1 X y Z E ines(A), se 
tiene que </>º = O. Sin embargo, nótese que 

IN= pi= (pi)'= p(ip)i = p</>i, 

luego 

1(,,...J•(NJ = (1,w)°(/N) = (1,w)"(p)(1,w)"(</>)(1,w)"(i) = (1,w)"(p)<fiº(1,w)"(i) =O. 
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Así (1,w)º(N) = O, pero (1,w)' es un funtor que cu ohjct"s es la itlcuticlad, luego 
N = O. Esto contradirt~ 1;11Pstra suoosidén eti!)r~· N, y :-0::•:\'c.nrntcn;rntc c.: ¡!:. O. 
Se sigue que o : Al(S) -+ M(S) es idemputenlt• 110 trivial que se extieude a u11 
endomorfism'> idempotcnte no trivial o: Al -+ Al en R(l.:) y .1/ se t•scindc. 

CASO (2). Supongamos que X f Y. Si A'(X,X) = k[x,f(xt'J y A'(Y, Y) es 
trivial, entonces <ldinimos 

F:A-+E 

por 
F(X) = S5 y F(i') = S3

, 

y 

1 o o o l /1 1 o o 
o p 1 o 
o o ,, l 
o o o /1 

y F(n¡) = [ ~ ~ ~ ;'. l: ] , 
o o 1 

donde p no es raíz de/. Como antes F est.l hien definido. 
Sea Muna rPprcsentación t•n R(E), entonces M' = (F,F<)"M es un A-módulo 

tal que 

y 

M'(X) = MF(X) = M(S)' 

p o o 
o p 1 o 

M'(x) = O O p 1 
o o o p 
o o o o ,, 

y Al'(Y) = MF(Y) = M(S)3
, 

[ 

1 O O Al(u) 1 ] 
y M'(n¡) = O 1 O M(u) 1 , 

o o J 1 1 

Sea <P: M'-+ N' un morflsmo en R(A), q,: V©,. M'-+ N', si <P.= (<Pº,ef¡ 1), y 
dado que S(n¡) =O, tenemos que 

[4] 

Como t/i~ conmuta con un bloque de Jor<lan triangular superior, es de la forma 

o ª' '" <>J "• o CI O¡ º' 03 

q,~ = o o o O¡ "' o o o o O¡ 

o o o o " 
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Por otro lado, si escribimos -· M'(a,) = ( /3 'll j y N'(a 1) = [ J, 'll j, 

donde 

y 

-'-º _ [ W~·l11 !rf>'l-J,,] 
'i'X - 0 lr/>'kJ,, ' 

donde [,P'.\,] 11 es "3 x 3" y [•fo'.t-J,2 '"" "2 x 2'', eutonccs, la segund11 ecuación dP- [4] da 
que 

por lo que 

y 

de donde 

,¡,y, = [4>~]!1 = o o ª' r 
o º' ,,, ] 

o3 +N(u)o 
o 2 +N(v)a 

o1 +o 
a,+ N(u)a1 +o 
03 + N(v)a1 +o 

a2+a1+a 

o o " 

oM(u) + o 1M(v) + '" 
aM(v)+o1 _ 

ü 

a+a1 +o, 
0+01 
a. 

Las cuatro 1íltirnas ecuaciones muestran que 

micntrM que las dos primeras muestran que 

oM(u) = N(u)a y oM(v) = N(v)o. 
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A•í o : M(S) --+ N(S) se extiende a un morfü1110 o : M --+ N <le ~~-1n6dulos. 
De ésto y de la. forma triangular Je q,~ y ~?, se siguen las propit•dadPs dt>I funtor 
(F,Fe)" como en el caso (1). 

CASO (3). Supóngase que X# Y, A'(X, X) es trivi;d y A'(\',\') = k[y,g(yJ- 1], 

entonces definimos 
F:A--+E 

por F(X) = S3 y F(l') = S', F(y) y F(a¡) como las transp11t.,.li1S de las matrices 
del caso (2), pidiendo que p no sea raíz <le g, y s1! sigut•n lns propiedades pan~ el 
funtor ( P, Fo)• y que A es salvaje. 

CASO (4). Si X# Y, t1'(X,X) = k[x,f{.r)- 1] y A'{I', \') = k[y,y(y)- 1]. Defi-
nimo!l 

F:A--+E 

tomando F(Xj, F(Y), F(x) y F(a¡) como en el caso (2), y F(y) = r¡/3, con q no raíz 
de g(y). Trabajando como en el caso (2) se obtien<'n nucvittlHmtc las propiedades 
para (F, Ft:)".D 

LEMA 4. 7 Sen A= (A, V) un bocs ron eslratificación 

l = (A';w;a¡ 1 ••• 1anjV¡, .•• ,u 111 ) 

y supóngase que a, E A(X, Y). Si A'(X, X) y A'(Y, Y) 110 son tr-iviales y 8(a1) = 
rv1, para algtfo r no invertible en R =A'(\', Y)@,A'(X,X)'", entonces A es sal
vaje. 

DEMOSTRACION. 
CASO (1). Supongamos que X# Y. Tomando A'(X,X) = k[i:,f(.r¡-'] y 

A'(Y, Y)= k[y,g(y)- 1], así U= k[x,y, f(xJ- 1 ,y(yJ- 1]. llacicndo un cambio de base 
de la forma 

v; = f(x¡-mg(y)-"v, 

en la estratificación, podemos asumir que res un polinomio 1·(x, y) E k[x,y]. 
Para un ideal I de k[x, y] y Z <;; k', denotamos: 

Z(I) = {(a,b) E k' 1 s(u,b) =O para todo .-(.i:,y) E/}; 

l(Z) = {s(x,y) E k[x,y] 1 s(a,b) =O para todo (u,b) E Z). 

Resulta que /(Z) es un ideal en A:[.r,y]. 
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Si para cada p,q E k, con r(p,q) =O, se tiene que /(p) =O o g(r¡) ~O, entonces 
Z((r(x,y))) ~ Z(íf(x).q(y))), donde (1'(x,y)) es el ideal de k[x,y] generado por 
r(x,y). Por éslu y el Teorema de los Ceros de Ililhert, se tiene que: 

,/(f(x)g(y)) = l(Z((f(x)g(y)))) ~ /(Z((,.(x,y)))) = ,j(,.(x,y)), 

por lo que f(x)g(y) E ,/(r(x,y)), y existen m EN y s(x,y) E k[x,y] tales que 

j(x)g"'(y) = s(x,y)r(x,y). 

Así r(x, y) es invertible en R. Como ésk no es el caso para nuestro rolinomio 
r(x, y), se sigue que existen p, q E k tales que 

r(p,q) =O, f(p) i o y g(r¡) i o. 

Ahorn escrihimos r(x,y) en la forma 

r(x,y)= ¿ .X;;(x-¡•);(y-q)i, 
i+;~l 

.X;; E k. 

Sea io el menor j con .Xo; i O e i0 el menor í con .X;0 i O (í0 , io;:: 1 y posiblemente 
io,io = oo). Consideramos el ca.so j 0 5 io. El otro ciiso se obtiene intercambiando 
X y Y y reemplazando F(at) por su transpuesta. 

Definimos F : A ---+ E por 

F(X) = S25
, F(Y) = srn, 

J¡(p) o o o 
o J,(p) o o o 

F(x) = ~ = o o J,(pj o ú 
o o o J1(p) o 
o o o o Jo(p) 

ll. 
o o " l F(a1 ) ='ll= o o o . 

!83 'lis 'li1 'lis 
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ql, ¡, o o o o () 

o ql, !, o () o o 
o o ql, !, o o o o 
o o o ql, 1, o o ll o 

F(y)=(= o o o o ql, 1, o u o 
o o o o o ql, !, o o 
o o o o o o ql, J, o 
o o o o o o ql, ¡, 
o o o o o o o ql, 

donde Jn(P) denota un bloque de Jordan n x H tri<lngul¡ir !>lllJl'rÍnr con valor propio 
p, / 0 es la matriz identidad den x n, y 

!ll 1 = [ ~ j ' !ll, = [ ~ ~ ~ ] ' !ll5 = [ ~ ~ : ~ ~ J ' 

[
0001000] ¡000010000] 

!llr = O O O u O O O ' 210 = O O O O 11 O O O O · 

Observemos que F está bien defiddo, pues F(f(x)) = /( F(x)), y F(g(y)) = g(F(y)) 
son matrices triangulares supt•riores tales que en sus diagonal<·s tienen a. f(p) ~O y 
g(q) f O, resp•ctivamente. 

Si Mes un r~~resentación en R(Y:) entonces M' = (F,Fe)'M es un A-módulo 
tal que 

M'(X) = i\f F(X) = M(S)", M'(V) = MF(Y) = i\/(5') 18
, 

y Af'(x), M'(ar) y M'(y) están dados, respectivamente, por las mnlrices 

¡
MJ,(p) O O U l 

O MJ3(p) O O O 

M(•-'1) = O O MJs(1•) O O J , 
o o o l\IJ,(¡i) o 
O O O O J\1./9(¡¡) 

M(!ll) = [ ¡ ~ : : : ] · 
M(!ll1) M(!ll3) M(!lls) M(!llr) M('llo) 

y M(() que se desc1íbe igual que <l'., aclem;\s 1\l(.J,,(¡i)) Uunbién es un bloque de 
Jordan "u x n11 triangular superior con val0r prnpio p, y 

M('lli) = [ ~ ] , 1\f('ll3 ) = [ ~ ~ ~ ] , M('ll;) = [ ~ ~ : ~ ~ J , 



M('b'f7 ~ íli íl ít ~u) tl ~ ~]' 

[ºººº 1 ºººº] M('llo) = O O O O M(v) O O O O · 

Sea r/> = (r/>º,r/>1): 111' -• N' un morfismo en R(A), a.•Í r/>: V®A M'--+ N', y 
entonces por 2.12 y la ecuación [10] del capítulo 2, tenemos las si~uientes relaciones 

donde 

rl>?rM'(x) = N'(x)rf>~, r/>~M'(y) = N'(y)t/i~ 

r/>1: M'(X) = M(S)'"-+ N'(X) = N(.'!)", 

,¡,~,: M'(l') = M(S)18 --+ N'(Y) = N(S)'", 

r/>)¡.¡) = L >.;;N'(y-qJ'r/>~,M'(x -p)', 
i+j~l 

rf>!, : M'(X)25 = M(S)" --+ N'(l') = N(S)'". 

[.5] 

[6] 

[6'] 

El extenso análisis que hacemos enseguida <le lic• relaciones [.5] y [6], muestra que 
si l.JJ: y .a son las matrices que representan a los murfismw1 cP~\' y rfa?,, respectivament~, 
entonces: O es una matriz triangular superior, existe u11a. matriz invurtible :D, tal 
que '.0- 1i:p:t> t.amhién es triangular superior, todos los términos de )as diagonales 
principales de Q y :0- 1 ~:0 son iguales, digamos a o: M(S) -• N(S), y además 

N(u)o =oM(u), N(v)n = aM(v), [3] 

así <}llP n P~ rPalnwnlP tin mnrfisnrn 111" E-111Llil11ln" q '. l\.I _. N. Dt> ésto se siguen 
las propiedades anunciadas para. el funtor F 1 prnc(·diendo como Pll el c?.So (2) de 
4.6. Por lo tanto basta mostrar las afirmaciones hechas r.obre '+1 y Q. 

Notemos que las relaciones (5] y {6) adquiert!n léi. siguiente forma matricial: 

~M('11) = N('l!)~. OM(ir) = N(ir)a, 

>JM('ll) - N('ll)~ = <P)¡.,¡· 

Consideramos la..<i siguientes particiones en hloquc8 para if1 y Q: 

~ = ['Pi..] en 5 x 5 Lloc¡ucs ,~1,,. d" (2/- 1) x (2m - !); 
0 = (01m) en 9 X !J bJoques , 01n1 ele 2 X :.?. 
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Evidentemente ornitimos est:ribir las compo11e11ll'S nul;is. 
Para ohtener la forma triaugular superior lrnsta rCJuj11gar la rnat riz ~ con la 

matriz :O dada enSt•guida. 

ººººº o o o o o 00000 u o o o o 1 1) () o o 
00000 ººººº o o 1 1) o o o o o o 00000 
00000 00000 o o o o o o 1 o o o ()o 1) o o 

ººººº ººººº 00000 o o o o o o 1 o o o 
00000 o 1 o o o o o o o o o o o o o o o (1 o o 

00000 o o o o 1 00000 o o u o o o()() o o 
o o o o o 00000 o() o 1 o o o o o o ººººº 00000 o o o o o o o o o o o o 1 o o o o o o o 
00000 00000 o o o o o 00000 o o lo o 
o o 1 o o 00000 o o o o o 00000 o o o o o 

o o o o 1 00000 o o o o o o o o o o o o o o o 
00000 00100 o o o o o o o o o() o o o o o 
00000 o() o o u 1 o o() o o o o()() (Jo o ll o 
o o o o o 00000 o o o o ¡ u o o o(/ ()o o o o 

ººººº 00000 o o o 1) o o o o 1 o o o o o() 

00000 00000 ººººº IJ o o o o o() o l o 
1 ()o o o ººººº 00000 00000 00000 
o lo o o ººººº o o l1 o o 00000 [)o o o o 
o o o 1 o 00000 o o o o o o o o o o 00000 
00000 10000 00000 o o o() o 00000 

ººººº o o o 1 o o o o o o o o o o o o() o o o 
o o o o ll o o o o o o 1 o o o o o o o o 00000 
00000 00000 o o o o o lo o o ti 00000 

ººººº 00000 00000 o o o o l o o f) 11 o 
1) o o li u 00000 00000 o o o o o o o o o 1 

Esta matriz es tal que :n- 1 = vt, la matriz transput•sta de '.D. En la. .siguiente 
i:.ágina mostramos la forma triangular superior que corresponde a '.0- 1 ~'.D. 
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La segunda ecuación ele [7j muestra que ú ronnwl" "'J'~ ~_.L,~:,¡.•.:: i!:..-_·,1
,"-'' cu 

· bloques y 11u:,vame11tt•, como se hace en fl'\'f}i be lk1H' que" Q ,,.., dL· lét forlll;L 

µ;'=o y 

ll1 .. = {o 
Úm-l+l 

Para ello utilizamos las ecuaciones [8] y [6'). 

si /> m, 
si / ~ rn. 

[9] 

Ahora obtenemos una descripción en bloques de iJM{'l.l)- N('l.l)'Jl, partiendo de 
las descripciones de 'P y ll y considerando la siguiente til'scripcióu de Al('ll): 

y tal que 

M('l.l) = [[M('l.l)J¡.,.J en 9 x 5 bloques de 'l x (2m - 1) cada uuo, 

[M('l.l)]1.,. = { ~f('l.l,..,_i) si 1 rf !J, 
si 1 = !). 

Desde Juego se tiene una descripcióu análoga para N('l.l). Para IJM{'l.l) - N('l.l)'Jl 
podemos cousitlcrar una partición de 9 x 5 bloques de- 2 x {2m - l), m = 1,2, ... ,5, 
que al relacionarlas con las de >:p, ll, M('ll) y N('ll) para 1 = 1,2,. .. ,9 y m = 
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l, 2, ... ,fi 1 se tiene que 

[OM(!ll) - N(!ll)'ll]1m [í!M{'ll)J1 .. , - [N('llJ'll]1m = 

• • 
E 01,[M('ll)J ... , - ElN(!ll)J¡,'Jl, .. , 
t=I •=I 

• 
Om[M('ll)]om - ElN(!B)]1.'1l,.,.. 

1;.:;l 

En particular, para I = 9, tenemos que 

5 

[OM(!ll) - N(!ll)'Jl], .. ,. = llog(M('ll)Jo,,, - ElN(!B)Jo,'Jl,.,. 

Tomaado m = 1, 2, 3, •I, 5, tenernm1: 

1=1 

• 
01[M('.ll2m-il] - L[N(!ll2,-1)J'Jl,.,. 

•=1 

' [ 1311 1 ] [oM('.ll)- N('ll)'JlJ91 = o,M('lli) - ¿ N('ll,,_i)'jl,¡ = l /3--;,cr11 ; 
a=I 1 

• 
[oM('.ll) - N('.ll)'ll]., = o,M(m3) - ¿ N(•JJ,,_t)'Jl .. , = 

[ 
o o ] ' 

= 11/' IJ/' - crl, 
-0L2 - 0~2 -oi2 - o:jz 

' [OM('.ll) - N(<a)'ll]o~ = ü1M('1ls) - L N(•u,,_t)'!l,3 = 

[ 

o 
o 

= /J/ 1 
- /Ji' - crb 

-aii - º~:i 
1 3 1 1 

-a-13 - 0 33 - 0 u - 0'53 

o l 1 

o 
131' - cr\3 

-crj3 - ol1 - N(u)cr!3 

-o~3 - 013 - N(u),.l 1 - N(u)nl, 
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5 

[oM('ll) - N('ll)'Jl],,, = o,M('ll,) - ¿ N(<JJ,,_, )'Jl,, ~ 

o 
o 
o 

/1/ 1 
- /Jl'M(u) - o!, 

-0~4 - 0:~4 - a;4 
-0~4 - 0~4 - º~ .. 

-o~ 4 - og4 - o~4 -- nt .. 

•=I 

¡Jf',\/(u) - N(u)n\ 1 

-o~1 - N(u)o;, - N(u)ol.1 

-oJ, - n~.1 - N(uJnl.1 - N(u)a¡, 
-n¡, - "~• - N(u)o::., - N(t•)n~, 

5 

[l!M('ll) - N('ll)'Jl]., = Q¡1\/('l30) - L N('ll,,_,)')l,,, = 

o 
o 
o 
o 

¡3/ 1 -/J/'M(11)-«l, 
-o~s - º~s 

-n1s - n3s - º~s 
-0~5 - º~s - 0 1s 
-0;~5 - o!s - Cr~s 

.t=I 

o 
o 
o 
o 

/J/'M(u)-N(u)n\,, 
-N(u)a!, - N(u)ni,. 

-a;, - N(u)oj, - N(11)nl5 

-n.~s - 0~ 5 - J\'{u)n'.~~. - N(v)a~5 
-oL; - o~5 - n~j - N(u)o~r. - N(11)0~5 

Mostramos [9J y [3J, si vemos que 

[[oM('ll) - N('ll)'JJ].,,.],,,. =U 

1 t 

lllJ 

para m = 1,2,3,.J,5 y t = 1,2, donde [[oM('ll) - N('ll)'Jl]o,,.]1m denota la entrada 
trn del bloque [OM('ll) - N('ll)'JlJ..,, pues así tendríamos qtt<•: 

13:1 - º~1 o ¡Jf' 

o 

13/ 1 
- 13/'M(u) - o!4 /Jf'Af(u)- N(u)>\.1 

13/' - 13/'M(v) - o\, i1{1M(v) - N(v)ni,,, 
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ele rlnnde si• rlrduren (!l] y [~] 

Para mostrar [11) us;unos la ecuación [8) 1 y damos una descripción matricial de 
(6']. Sea B una matriz que representa a ,P~ 1 , c11to11ces E es de 18 x 25, y podc>mos 
partirla en bloques: 

E= [E,,.] en 9 x 5 bloques, E,,,. de 2 x (2m - 1 ). 

Además, denotamos: 

para t=l,2, y 1$s$2m-1. 

Por otro lado, tenemos que: 

M'(x - r) = M F(x - r) = Af('ll - ¡il), 

que es una matriz de 25 x 25 1 que en bloques quPda clcsnita por: 

M('ll - pi)= [[M('l! - pi)], .. ] 

y tal que [M("1-p/)]1m es de (21-1) X (2m -1) y 

{ 
O si 

[M('l! - pi)],,.= J,,_,(O) si 

Y como, 

l#m, 
l=m. 

N'(y-q) = NF(y-q) = N(<t.-ql), 

es una matriz de 18 x 18, que podemos describir: 

N(<t.- ql) = [[N(ot-q/)]1,,.] con 9 x 9 hloq1H's de 2 x 2 cada uno, 

tal que 

[N(ot - ql)],,. = { ~2 si m-1# I, 
si m -1 =]. 

Como M('ll-p/) es diagonal, tenemos para todo i que M('ll-¡il)' = [[M('l!-p)']1m] 
es de 5 x 5 bloques de {21 - 1) x (2m - 1) entradas y tal que 

. { o 
[M("1 - pl)']1,,. = J,,._,(O)' 

si l f. m, 
si l::.:: m. 

Nótese que J.(O) y N(rt - q/) son nilpotentes co11 índice de uilpotencia n y 9, 
respectiva.mente; es más, es posible describir las entradas de J0 (0)i mediante: 
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Lo mi'lno hacemos para N (ir - q I )l, p1ws: 

[N(ir - ql)'],,. = { ~~ si m -1 :f j, 
si m -1 = j. 

Ahora, el morfismo q,~(ni) quf'rla fl"'prt'f>l'!llado matrh:ialme11l<! por: 

[.PJ(,,¡]= L .\¡;N(lf-q/)1 EM('ll-]JI)', 
iti~l 

así que [4>1(at)l es una matriz de 18 X 25 cnlr:ulas, que partimos c.~n 9 X S bloques 

(tftl(ai))lm de 2 X (2m - l }, y que podemos determinar pur: 

l.PJ(,, 1]1,,, = [E >.,;N(ir - ql)' EM(21- pl)']1,,, 
i+J!!I 

L .\;;[N(ir - r¡l)i EAl(•11 - p/)']1,,, 

' L >.;; L[N(ir -- r¡/¡i EJ 1,[,\f(~t - ¡ii)'],,,, 
itj'~l J:I 

L >..-;[N(ir - 1¡/)i EJ1,,,li\l(•11- pl)'J,,,,,, 

!! 

L >.,; L[N(ir - q/¡i],,B,,,,[M('ll - pl)'J,,,,,, 
itj!!I 1:1 

L >.;;E1+;,,.J,,,,_,(o)'. 
i+J;!l 

Y usando la nilpolcncia tenf'mos que i S 2m - I, y pncslu que l + j ::;: !), entonce~ 
j $9-1. 

Considerando la descripción de J11(0)i, tenemos que la entrada [[<P1{ad)rm}ta de la 

matriz [4>J(n,)llm está dada por: 

{[i,b:(,,¡]1m]1, = [ L .\,;E1+;mJ2m-1(0)'J,, 
i+j!!l 

'2111-1 

L ,\,1 [E1+1ml1m-i(O)'J., = L ,\,, L 1,'~Jm[h,,-1(0)'J., 
i+i?!l i+j~l u=l 

{ 

""" 1 ,,_, 
L.J • ií1l+im 

= itj>t o -
para j $ 9 - l, (' i $ .~ - 1, 

<le otra nHm<•ra. 

¡¡.¡ 

[12] 



Mostramos [11), viendo que: 

ll<Pl¡.,¡]9,.],,,. =o 
para m = 1,2,3,4,5 y t = 1,2, y por [12], es decir que: 

[[r,bJ(oo)Jodn 

[[<PJ¡,,¡)s2)12 

[[<J\J¡,,¡)oJ]<J 

[[<Pl¡.)••111 

0=0 

[13] 

Para probar f13J necesitaremos de las siguientes matrices que se obtienen de [lOj, 
tomando 1 i 9: 

[OM('ll) - N('ll)'ll]i,,, = 010[M('ll)j.,,. = o,,_1M('ll1,,._1). 

De aquí que: 

[OM('ll) - N('ll)'lJ]11 

[oM('ll) - N('ll)'ll)ll 

[OM(!ll) - N(!ll)'ll)1J 

[OM('ll) - N(!ll)'ll)li 

[oM('ll) -- N(!ll)'P)is 

[o PlL o] 010-1M('ll,) = 0 fJ" 0 ; 
to-/ 

[ 
u o ;1¡¿ __ , + 11¡5_1 o o

0
_ ] 

010-1M('llo) = o O flfJ_, + /lfJ_, O 

010-1M('llr) = 

[
o o o /3/J_1 + /3/J_1M(u) O O o

0 
lJ; 

o o o /3fL1 + /3fJ_/o! ¡u) o o 

010-1M('llo) = 

[
o o o o f3lL1+/3/L 1M(v) o o o o) 
O O O O /lfJ_1 + f3{5_ 1M(u) o o O O • 
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llccordandu que j 0 es el mc•nor j con Aoj i O t• iu t•s 1·1 1111·1wr i ron .\,0 f. O, y 
que estamos en el siluadón j 0 $ i0 , pasamo!l a moslr<u' [1:1]. 

f!ASO /\.jo~ 5, entc111rcs z'o 2: 5, y consc.-cue11k11Jt'IJtc ,\w = ,\w = ,\:m = ,\.10 =O 
y s<• tiene ll 3]. 

CASO B. io = ·I, entonces .\n1 = .\01 = .lu:i ~ O , .lu.1 t O. Como io 2'. 4, 
..\10 = Aw = A:m =O, y se tie1h~ {l:IJ para Ht = l, 2,:J, ''· ri.·lit~nlws C(UP para m = 5: 

Pero de las matrices 1 H] sabc1110s q1u,; 

·I 

O !IOM('ll) - N('ll)'PJss]n = !l<Pl1 . .,1J"']11 = L .lo,-,:',,,,= 
j::::I 

-'011'~~ + Ao:n~~ + ,\o:n!~ + ~\o.fi'!11~ = ,\o·fi'~~· 

Como ,\<H 'I O, entonces ¡g =O, y se tictlt! 11~]. 

CASO C. io = 3, entonces .\01 = .1 01 = O y ,\o1 'I O y dado que io 2'. ~se tiene 
Arn = Aw = O. Se satisface [ 13} para m = l, 2, :1. f\.lil'ntra .. <> que J>ill"é~ m = 4, 5 : 

ll<Pl¡.,¡]u,J,. 

11.Pl¡,,¡]os]., 

Usando las matrices [14], sabemos que 

,, 
O llOM('ll) - N('ll)<p],;,]11 ~ !i;lJ¡,,¡]u.]n = L .lu,"(á1

1J,1 ~ 

Como .\ro f- O, entonces ib\ =O. 

3 

O llOM('ll) - N('ll)'P]os]n = [[<Pl¡,,¡]GS]n = L ,loná~;,s = 
j=I 

Así que ¡~~ = O. 
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• 
U !IOM('ll) - N('l!)'IJ)ss)n = [[.PJ1,,¡J,.1)11 = L ,lo,-rl~;,s = 

i=l 

.lan~l +.Ion;;+ .lro-r~; + .1.,1'~\ = ,\oJ1'~;, 

' O [[oM('l!) - N('ll)'P)o]n = !1.Pl1.i1J.,J11 = L .lo,-r:~;.• = 
i=I 

..\011n + .\021'~~ + Ao:i1;~ + .\™7~~ +.\os;~~ = AaJ'Y~L 
luego 1:\ =O. 

J 3 

O UoM('ll) - N('ll)'P]osln = [[.PJ1,i1los)12 = L ,l.oná~, .. + L .l1ná~1.s = 
j=I j=O 

,1011'g + "º'1'~~ + .l~n~! +"••'Y~;+ .1111';\ + .1121'~\ + .lm~\ = ..lro1~!. 

por lo que')'~;= O. Del hecho <le que')'/,\= 1i\ = 1ii =O se sigue [13]. 

CASO D. io = 2, entonces ..la1 = U y "º' f O, Aw = O pues io ~ 2. Luego se 
cumple [13] parn m = 1,2, mientras que 

[[.PJ(•dj93)13 

ll.Pl1-i1l••lt< 

[[.Pl1.,¡)os)15 

Utilizan<lo la.s llliltrices [14], se observa que: 

' O [[oM('l!) ·-N('ll)'P)dn = ll<Ph,i1hl11 = I: .Ion;~;,,= 
i=I 

"º' 1.1!. + ,\oni~ = Au21'i~. 

Como ,\0, f O, se tiene que 1i; = O. 

2 

o [[oM('l!) - N('ll)'PJ,,)11 = 11.Plr,,¡!t•ln = L ..Ion;~;"= 
j=l 
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Luego 1~\ = n. 

" ,¡ ~ 11 [[aM('ll) - N('il)'ll)o<)11 = [[.P,;¡ . .,¡k1)11 = 6 .luil'oi+,,• = 

Se sigue que 1~\ = O. 

l "1 

o [[aM('ll) - N('ll)•µ¡,.¡,, = [[1l)r,.¡J,.],, = L ,111,·,!~i.• + L .\1n!1,;.• = 
i=l i=O 

Aon~! + Áo11':! + .\rn¡~~ + A111'~~ + A121fi~ =,\un~~' 
Consecuentemente,¡~~= O, 

' o [[aM('ll) - N('ll)'ll),,)11 = [[.PJ¡",iJ"l" ~ l: .lu,1i~, .. , = 

Así que;,~~ =O. 

J 

O [[aM('ll) - N('ll}'lllos)11 = [[.Pl¡,,¡)us)11 = L ,\01"/~~i.s = 
j=I 

Lo que implica -y~~ = O. 

·I 

O [[aM('ll) - N{'ll)'ll],,]11=1!.P:¡,.,¡lss)11 ~ ¿ .lo/li~i.s = 
j::I 

.\01i~1 + Ao:l'Yg + Ao.11'~; + .\0.1;~; = ,\u~ng. 

De donde 1!\ = O. 

2 'l 

O [[aM{'ll) - N('ll)'ll)7s]12 = [[.PJ¡,.¡)nl12 = l: .lo,1!~;.s + L .\1;-r;b = 
J=I j=D 

Áo1'l~~ + Ao2rÓ; + .\10/g + .\11;~~ + .\l'l/~~ ==.\o.:/~;. 
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Por lo que concluimos que "YÓ~ =O. 

J J 

O [[aM('ll) - N('ll)'ll]e,]., = l!<l>l1.1¡]os]., = L .Ion~'..;.•+ L .l,n~~;.s = 
j=l j=ll 

.\o,-,g + .1021~: + .loa1:; + A1o"Y~; + .\111~; + ,\,,-,~¡ + A1J"f~¡ = Ao>"f~~· 

Y se tiene que 'T~~ = O. 

O [[OM('ll) - N('ll)'ll]n]11 = H<l>l1.,¡hs]13 
' 2 2 L >.orri!;.s + L A1;1i~;,5 + L ..\2;1i~,,s == 

i=l j=O j=O 

Aon~~ + Ao2"f:~ + A1o"Y~! +,\,,-,~;+.l.,-,;;+ A20"f~; + ,\,,-,~; + >.m:; = 
,\Ol'T~~. 

Concluimos que 1ót = O. 
El hecho de que ")'~~ = ;~! = '"Y~ ::::: 1~~ = 1J~ ::= "Y~~ = O, 110s permite afirmar [13). 

CASO E. j 0 = l. Sólo sabemos que Ao1 f O, y únicamente tenemos [13] para 
m =l. Por las matrices [14], se tiene que: 

1 

O [[aM('B) - N('B)~].,]u = [[<i>)¡.,¡].,]u = L Ao;"Y~~;.> = 
j:I 

Como >.,., f O, se tiene que -,:\ = O. 

1 

O [[aM('B) - N('B)'P].,]n = [[<Pl¡.,¡!SJ]u = L Au,'r~~;.J = 
j:t 

Luego -,M, = O. 

' O [[aM('B) - N('B)'Pb]u = l!<Plt.,¡h]n = L >.on~~;.J = 
j=l 
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Se sigue que -ri\ = O. 

1 1 

o [[oM('ll) - N('ll)<pj03j., = [[4>l¡.,¡J"Ji, = L >.u1rá~;.1 + L >.1;'Y~~;,J = 
J=l j:O 

Consecuentemente, 1t~ = O. 

1 

O [[oM('ll) - N('ll)'Pla•]n = !lif-J¡.111'1]11 = L ,\unÁ~;.s = 
i=I 

Así que 'Y~ = O. 

1 

o [[aM('ll) - N('ll)'Ph•ltt = U?l¡ .. t)]r,]n = L ,\01-ri~;..1 = 
j:::I 

Lo que implica¡~\ = O. 

3 

O [[aM('ll) - N('ll)'P]••ln = [[4>)1.tl]a,]u = L >.0,-r~~;,.1 = 
i=I 

De donde ..,¡~ = O. 

1 1 

O [laM('ll) - N('llj•p].,]., = [[q';J¡. 11ls•l" - L:: ,\u;"i~~"' + L .l.u'l'~~;.; = 
j:l j:::O 

>.o,,~;+ >.101á! + >.,n;! = >.011~!. 

Por lo que concluimos que..,~¡ =O. 

' ' o [[oM('ll) - N('ll)<p]r,]11 = [[4>l1 .. 1J,.]11 = L ,\oni~;,.1 + L >.,;;}~;.• = 
j:::l j=O 

>..,..,~ + >.on~ + >.101)! + >.111J! + >..,,,~: = >.011J!. 
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Y se tiene c¡ue ')'¡~ = O. 

o [[aM('ll) - N('ll)'ll]s<]ll = [[<PJ¡..,1],.],, 
l l 1 

¿ .\0;1~~j,4 + ¿ .\1;1~~].<t + ¿ "'irr~~j,4 = 
j=I j=O j=O 

.1011'~~ + .1101::! + >.u1.\! + .\201á\ + >.2n~\ = Áon~!. 
Concluimos que .,,:;¡ =O. 

1 

O [[aM('ll) - N('ll)'ll] .. ]11 = [[<Plc.i1lssl11 = L ,loni~;.s = 
j:l 

Como Ao1 i- O, se tiene que 'l'~l = O. 

' [[aM('ll) - N('ll)'ll],,]11 = [[<PJ¡.,¡]1.1]11 =¿,Ion:~, .• = 
i=I 

Luego .,,¡¡ = O. 

3 

O [[OM('ll)- N('ll)'ll]os]11 = [[tf>l¡.,¡]Gs]11 = L:>.oná~;.• = 
j=l 

Se •iguc que .,,¡¡ = O. 

4 

o [[aM('ll) - N('ll)'ll].s]11 = [lt/>lt.i1losl11 = L >.onl~;.r. 
j=l 

Ami'~~ + >.on:~ + Áwl'~~ + Ao<I'~~ = Áo1 'l'á~. 

Consecuentemente, 1á~ = O. 

1 l 

O [[aM('ll) - N('ll)'ll]ss]12 = [[.PJ¡.i1]ss]12 = L Áo;'Y~~;,s + L A1;'Y~~;,s = 
i=I j=O 
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Así que 1'~~ = O. 

·¡ 'l 

O [[oM('ll)- N('ll)'l1j,s],, = ll.Pl1 • .ihsl12 = 2:: ,\u,1i~;.'• + 2:: A1n;~;.s = 
J~l j:::fJ 

.\011'~~ + .\011~! + Arn-ri~ + .\111!; + .\111~~. = Aun~;. 

Lo que implica "fii = O. 

3 3 

O [[oM('ll) - N('ll)'l1]•sb = [[.P)¡,.¡]ns]12 = 2:: Aun2,1.s + 2:: .\1n,\~.1.s = 
J=I J=O 

.\011;; + .\ol1~·~ + ,\03¡~~ + A101!1 + ,\11 /g + A1·i"'f~~ + .\13i'¡~~ = .\01 ;~~· 

De donde 'Yg = O. 

O l[oM('ll) - N('ll)'l1]•s]1J"' [[9h.,¡J.,j" 
1 1 1 

E ,\o;1~!;,s + L A1J1A!,,5 + L -'21/~~J,5 = 
j=J J;:O J=-0 

A011~·~ + .\101~~ + .\117~~ + A201á; + ,\211~; = .\011;~. 

Por lo que concluimos que 1~~ = O. 

O [[OM('ll) - N('ll)'l1]15j.3 = l[<J>)¡0 ,¡J,s]13 

' ' ' L Ao/r~!,,j + L ,\1, /~~;.s + L .\2;1~~ j,s = 
j:::l j:::O j::;O 

.\01'Y~~ + .\on;~ + .\1o'Yi; + .\11'Y~~ + .\m;; + Aw/;1 + .\111!1 + .x,.,Y¡; 

.\01'Y:~. 

Y se tiene que 'Y¡~ = O. 

3 3 

O [[OM('ll) - N('ll)'l1]us]11"' [[\0)1,,1] .. J, .. = L .\w/~~-i + L .\,n~!-' 
í=l i:::O 

.\1o'Y:~ + A2o'Y:; + .\30'Y¡; + Ao11:i + >-111:; + >-211:~ + AJt'Y;: = Ao1'Y:l. 

Concluimos que..,~; = O. 
El hecho de que 1'~~ = 1!~i = 1i~ = 1~~ = 1~1 == 1i:{ = 1¿1 = 1~; = 1i~ = 1~i = O, 

nos permite afirmar (13]. 
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Esto concluye la pnieha del caso (! ). 

CASO (2). Supongamo• que X =Y, y sea A'(X, X) = q,·,f(.r.)- 1j. Así R = 
k[x,y,f(x)::i;f(y)- 1j. !lacienJu un cambio <le base <le la forma 

en la eslratificación 1 podemos suponer que res un polinomio 1 (x,y). 
CASO (2a). Supóngase que exi•ten escalares p, <¡ E k tal"" que 

f(p) fo, f(q) fo, ··(p,q) =o y p f q. 

Escribimos r(x, y) en la forma 

r(x,y) = L .l;,(x - p)'(y - q)', 
i+i2:' 

.I;¡ E k. 

Sea jo el menor j con ).0; f O, e i0 el menor i con >.,o :/;O (posiblemente io,jo = oo). 
Consideraremos el caso en que j 0 $ io. El otro caso se obtiene reemplazando F(a1) 

por su transpuesta. 
Definimos F : A --+ E <le la siguiente manera: 

F(X)=S"' 

[ 'llo : ] ' F(.r)= ~ [: ºº]. F(u¡) = ~ 

donde 'll, 'll y <t son romo en el caso ( 1 ). Como 

[ 

/('11) 
F(f(x)) = f(F(x)) = 

0 
n ] 

/(<t) ' 

y como en el caso (1), /(21) y /(<t) son invertibles, luego así lo es F(f(x)), y por 
tanto F está bien definido. 

Sea Muna representación en R(E), entonc<'s Al'= (F,Fe)"M es nn A-módulo 
tal que 

M'(X) = MF(X) = M(S)43
, 

M'(X) = [ M('ll) O ] , y M'(u¡) = [ O 00] , 
O M(<t) Al('ll) 
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con M(l't), M(!ll) y M(it) como en el caso (1). 
Si .¡, = (</>",,//): M' ---1 N' es un morfismo en R(A), e11lom·c• 

y 

donde 

y 

N'(x)ql~ = .Pº~¡\/'(:r) 

ol'.\, : M'(X) = M(S)13 
---1 N'(X) = N(S)'13

, 

1lJ¡a,¡ = L >.;;N'(x - q)i.;.;,
1 
M'(x -· ¡i)', 

i+J~I 

.P!, : M'(X) = Al(S)43 
___, N'(X) = N(S)". 

{15j 

[16] 

El análisis que hacemos t>nst•guida. de la relacione~ {l5J y (lfi} muestra que si U 
es la matriz que rrprescnta al modismo rf>?~, c~nto11ct•s existe una matriz invertible 
D 1 tal que DJ11ID1 es triangular superior y las diagonak•s priucipalt~s de 1'~ 1 1.l'.t)i y 
U tienen los mismos elementos, todos ellos igualt•s entre sí digamos a 
<>: Af(S) ---> N(S), y aderlliÍ.<: 

N(u)cr = oM(u), N(u)o = ai\l(v), 

así o es realmente un morfismo de E~1m)dulos 1 a : ,\/ ___.. N. Argumentando como 
en el raso ( 1) de 4.6, tenemos que el funtor F tiene las propiedades deseadas. Veamos 
que U tiene las propiedades anunciadas. 

Consideremos una partición en bloques 

con 'i) de 25 X 25 y Ú de 18 X 181 entonces por (15] tenemos que 

es decir 
N(l't)'P = ipM(w) 

N(l't)W = WM(it) 
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N(U:)O = QM(it), 

N(r.)1' = 7'M('lt). 

M~ri:) l• 
(17] 

(18] 



Mo.."ltraremos que lV y ']'son matrices nulas. Consi<leremos particioues: 

11' = [IV1ml en 5 X 9 bloques ll'1m de (21 ·- l) x 2, 

T = [T,,.] cu 9 X 5 bloquc'S T,,,. de 2 X (2m - 1 ). 

Veam°" que W =O. Por la primera ecuación de [181 tenemos 

(N('ll)Wl1m [WM(ci:))1,. 

' 9 

DN('ll}l1,IVun L w,,[M(it)],.n 
•=1 •=I 

Usando las descripciones de N('ll) y M(it) dadas en el caso (1), se sigue que 

[N( )] 
"

! _ { ll'1m[M(1t)Jmm + ll't,>n-1[J\/(it)lm-l,m 
'll 11 /m - \V,i[M(ci:)Jn 

simofl, 
sim=l; 

es decir 
N(J21-1(p))W,,,, ll'1,,n-1Í2 + w,,,,ql, si m # 1 

N(J21-1(1•))W11 W11ql, d m = 1 

o bien que: 

(N{J21-1(1•)) - ql21-1]W1,,. = IVi,m-1 para m-:/= 1, 

[N(J21-1(P)) -ql21-1IW11 =o. 
Afirmamos que 

[N(J ( ). I "I" { IV, n>-t 11-1P.)-q11-1¡ v1.,,= O' 
si t :5 m - 1 
si i > m-1 

Para probarlo usamos inducción sobre t. 

(19] 

(20] 

[211 

Sea t = l. Para m :.::: l. entonces 1 > m - 11 y nuestra afirmación es la ecuación 
[20], y para m > 1, entonces 1::; m- l, y nuestra afirmación es [19]. 

Para probarlo para t + 1, observemos que 

[N(J21-1(p)) - ql21-1]<+1w,., = (N(J21-1(p)) - ql21-1JIN(J.,,_,(p) - ql21-tJ'W,,.. 

En el caso en que t + 1 ::; m - 1, entonces 1 < m - 1 y 1 ::; 111 - 1 - t, usando la 
hipótesis de inducción 

[N(J,,_,(¡i)) -qJ,,_,¡<+'IVtm = [N(J,,_,(p))- ql,,_,JIV,,,,._, = Wi,m-1-1• 

125 



En el caso en que t + l > m -1, consideremos que t + 1 ::::: rn, d1_· a1¡11i t = m - 11 o 
!ea 1 ~ m- f ".} 

por [20). Pero si t + 1 > m, entonces t > m - l y d1• illJllÍ que 

[N(J21-1(p)) - ql11-.J'+l ¡Vtm = [N(.l11-1(¡i)) - ql,,_,JO =O. 

Y hemos probado [21 ]. Así para. cada m, tomamos t > m - 1 y tenemos 

[N(./21-1(1')) -q/,,_i]'IF,,,, =U. 

Como p '/: q ~nlonces N(J2,_i(p))-ql21-t es invcrtiblt>, pues''" una m;llriz triangular 
superior con toda la cliagona; principal no nula, lucµ,u también es invrrlihlc cualquier 
potencia, y consecuentemente W1in =: O, para todo valor de m y l. Lnl'gn ~V = O. 

Ahora mostramos que T = O. Por la segunda l1cuad1J11 de (l 8L te11c111os: 

[N(<t)TJ1,,, = [TM('ll))1,,, 

9 ' 
DN(<t))¡,T,m = L 1i,[.ll('ll)J,..,. 

Usandc la.s descripciones de N(<t) y M('ll) dadas en el caso (1 ), '"sigue que 

T [ilf(n)J { [N(<t)J,¡7'¡,. + [N(t)J,.1+1T1+1 .... 
lm ·~ mm [N{<t)J997'om 

si /f'9, 
si I = 9. 

Es decir: 

o bien que 

71mM(J,,,,_,(p)) 

T,,,,.M(J2m-1(p)) 

para I i 9 

T0..,[M(J2..,_1(p)) - q/2,.,-tJ =O 

Afirmamos que 

T1m[M(J2m-1(p)) - q/lm-tJ' = { ~l+l,m 

Para probarlo usamos inducción sobre t. 
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si t::; 9 -1, 
si t > 9 - / 

[22] 

[23] 

[24] 



St!a t :::;: J. Para l < 9 , lcnerno8 J $ 9 -1 y nuestra afir111adt'.in t!S {:¿2], y para 
I = 9 1 tcncmo)'l l >O=:" U- 9 y nuestra afirmación es [:!:l). Para proliar el caso t + l, 
observ:~mos q1w 

1/m[M(J, .... ,(¡>))-qf,.,._,¡•H = 1).,.[M(J,.,._,(/1))- •1h .. -.J'[,\f(J,.,._,(¡1))-ql,m-1] 

En el caso rn qtw l + 1 :,; 9 - 1, entonces 1 < 9 -1 y l :,; \J - 1 - t, usando la hipótesis 
de irnJucción: 

En eJ ca.su t'n que t + J > 9 - /, primero t:onsidercu1os que t + J = 9 - I + J 1 a.sí 
1=9-losea9=1t/y 

T,,.[M(.1,'"_,(p)) - qJ,,._,¡•tt = tu.,[M(.J,,,,_,(p)) -q/,.,._,¡ =O 

por la eet1aci(m [23j. Pero 5j t + 1 > fJ - l + I 1 t~JJtonccs t > !) - I y de a.quí que 

7i..[M(J, .. _1(¡>)) -r¡l, .. -.J1+1 = O[M(J,,,,_1(¡>) - q/1,,._,¡ =O. 

Y hemo:; probado [2·1]. Luego par.-1 cada l tom¡1mos t > 9 - l y te1wmos 

T,,..[M(J,.,._,(p)) -q/,.,._.¡• =O 

nuevamente, (Al(J:im-d11)) - q/2,,.-d' es invcrtibl1~ y l'Sto implica que 7/111 =O para 
todo 1 y m. Luego T = O. 

Así ~e tiene que 

con la.e. matrices '+!y ú que satisfacen [l 7J, y nJ1110 l'll el ca.so ( l), 1..p y (J .son como 
las mntrices ya dt~srritas anteriormente. 

Para analizar (16}, <lr.scrihimos a tP:., como uua matriz parlid;i f-'11 fJlu!1uc:;i: 

donde S ''" 2!l x 25 y W es 18 x 18 (luego E es 18 x 25). Oi>scrvcmos que 

[ 

M('ll -¡>l} 
M'(x - ¡>) = Af'(x) - pM'(f) = 

o 
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y 

[ 

N(•!J - ql) 
N'(x - q) = N'(.x) - qN'(l) = O ti ] 

N(u:-1¡/) 

Luego tfilt,
1
¡) oblic.·rn~ Ja siguh~nte fonua matricial 

[ 

N('ll - ql) 

=L.:.\;; 
HJ~I 0 

O ] ; [ S T 1 [ Al('ll - pi) O J; 
N(t,-q/) E 11' J o A/(<!-pl) 

=L.:.I;, . 
[ 

/V('ll - 1¡/¡iSM('l>. - ¡11); 

ó+i?:• N(lf. -ql)'EM('ll -pi)' 

N(Q! - q/)1TM(•l - pi); ] 

N(t! -· q/)'WM(t! -· ¡11)' . 

Mientra'i que ,P~ftf'(a1) - N1(a1 ),p'_k tiene la siguiente form:1 rnat.rici;d: 

['Pº]Í oº] [o º]['11º] 
O ú l A/('ll) o N('ll) O O ú 

[ 
o º] [ o 

úM('ll) o N(•ll)'ll : ] 
[ úAf('ll) ~ N('ll)'ll : ] . 

De esto se sigue cp1c: 

úM('ll) - N('ll)'P = L >.;,N('X - ql)i F:M(~I - pi)º. 
i+j~l 

Hemos Jcducido que las matrices 'J), U y E !íaLisfaccn la') t._•cuacio1ws [7) y [8] 
del caso (1 ), lo qw! mtu~stra la.s propiedades anunciadas ::;obre 1.J 1 y observamos que 
hasta tomar 

'.01= 

donde '.O es la matriz del caso ( 1 ). 
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CASO (2b). Ahora supongamo• que nu exisll'n t•sralarcs />, q E k como en el 
caso (2a), es decir, para ¡1, q E k tales r¡uc f(p) 1 O, f(q) 1 O y 1·(p, •/)=O, entonces 
p = q. Luego el polinomio r(:r,y) es tal que Z((r(.c,y))) ~ Z((:r -y,f(x)f(y))), y 
consecucnlt~mrnte por le Tt~rema de los ceros de Hilhcrt se sigue que: 

;,/(x -y,J(.c)J(y)) = l(Z((x-y,J(x)J(y)))) ~ /(Z((1·(:r,y)))) = J(r(x,y)), 

es decir que x - y E /(r(x,y)), por lo r¡ue existe m E N tal que (x - y)m = 
"(x,y)r(x,y). Pero k[.r,yj es de factorizacion lÍnica y x -y es irreducible, entonces 
r(z,y)::: >.(.r - y) 11

, con A E A·. Otra sustitución para u1 nos permite suponer que 

r(x,y) = (x -y)"= t (i) (-1)"-º;r'y"-', "~l. 
i::O 

definimos F: A - E por 
F(X)=S', 

[ 

1' O 
o ,, 

F(x)= O l 

o o ¡ l l · 1 
o o o "l 1 o. o o 

F( ª 1) = O O O v ' 

o u o o 
donde I' no es raíz de f(x). Así F está bien dehnido. 

Sea Muna representación en R(E), entonces /11' = (F, Fc)"/11 es un A-módulo 
tal qui! 

Jlf1(X) = M F(X) = M(S)', 

[ 

1' o o o 1 
M'( 1 = O ¡1 O O 

x, o 1 ,, o ' 
o o 1 p 

O O M(u) l o o o 
o u /11(11) . 
o u u 

Para <P = (,Pº,.P') : Af' - N' un rnorfismo en /((A) se tienen las siguientes 
relaciones 

y 

donde 

N'(x)<fi°x=<P"xM'(:r) 

ef/'x: M'(X) = llf(S)4 
- N'(X) = N(S)1

, 

<PJ¡.,¡ = t (i) (-1)"-'N'(x)"-'<P~.,M'(xr, 
i:::O 
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y 
4>~,: ill'(X) = M(S)'-> N'(.\') = N(S)'. 

Mostraremos <1uc si '21. y 1.8 son matrices que re¡H't•senlt111 ít lus llHJrlLmos ,P~ 
y <P!, 1 1espC>divamente, entonces existe una matriz 'D i11vl'1t.íl1Je1 tal que n- 121'.0 es 
triangular inff'rior con los mismos elementos e.11 la diagonal principal que iJt y que 
todos los términos de esta diagonal son iguall's, dig"mo.," n : M(S) ---> N(S) y 
además tal que 

N(u)a = oM(u), N(11),,=nM(1·), 

Asín : Af --+ N es un morfisnw <le E-11H.'1dulu.'i, y arg,1111H·11th1Hlu romo cu d caso 
(1) ,Je 4.6 se sigue que F tiene las propiedades esperndas. 

Supóngase que 

donde <>1m, /J1m : M(S) ---< N(S). La forma matricial de l2!i]: 

N'(.r)'ll = ~LM'(,·) 

muestra que 

[ 
"' "º o l o º' o o 

'll = o '" ª' o . 
as º• 03 cri 

Obtenemos la forma triangular inferior conjugando por la matriz 

1 o l o o 
o o ' 
o 1 

En efecto, como :0-1 ='.O' se tiene 

[ ~:~, ~i 
ª• o º' o . 
0'4 03 ns a1 



El primer miembro de la ecuación [26] tiene la siguiente descripción matricial 

M~u) ]-
M(v) 

o 

[ 

O O O N(u) l [ n 1 a 0 O 
100 o º'"º 
o o o N( V) o 03 '" 

o o o o º' "• 03 

[ 

º" O O <>1M(u) l r N(u)o, N(u)a, N(u)o3 _ o; O O O o1 0 6 O 
- o, O O a,M(v) - N(v)os N(v)cq N(v)na 

º• O O <>sM(u) + oaM(v) L O O O 

[ 

"• - N(u)o, -N(u)o, -N(u)o3 o 1M(u) - N(u)o1 1 
0'2 - O'( -os o o 

= <'3 - N(11)0, -N(v)cq -N(v)o3 <'2M(v) - N(v)n, · 
o, O O nsM(u) - 03Al(u) 

Nuestro resulta.do se sigue si logramos mostrar que 

01M(u) - N(u)a, ['ltM'(a,) - N'(a,)'lt) 14 =O 
o, - o 1 = ['ltM'(ni) - N'(a,)'lt), 1 =O 

o2M(v) - N(v)n2 = ['ltM1(<1,) - N1(11,)Qth 1 =O 

Il 

Para ello vea.mas la descripción matricial para ~)~(a¡)· Empecemos observando que 
si Jn(P) es un bloque ele Jordan triangular inforior <le n x 11 con valor propio p, 
P.nt.onr-1·~, pilra i E H 

IM•l'l~ = 1 [ 1 ~ m ) ,1-<•-•> 

La entrada lm de 9)¡.,¡ queda descrita por 

sí I < m 

si l ;::: m y O $ l - m :5 i 

si 1 :2: m y 1 - m > i 

[;>Jc,.,1]1m = [t (i) (-l)"-;N1(x)"-;!BM1(x)')1,,. 
i=O 
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t ('i) (-l)"-;[N1(.r)"-;'l3M1(J·)'J1,,, 
i=O 

t ('i) (-1)"-; i:fN'(.r)"-'/1,['llM1(;·¡ó],,,, 
i:O a=l 

n 4 • 

L (i) (-1¡·-· L l:IN'(.r)"-'l,,fi,,[M'(.c)'J,.,, 
i:;O •=1 t=l 

t.~ [t. ('i) (-1)"-'[N'(x)"-'j,,¡J,.[,\J'(x)'/,,,,] 

pues N'(x)'1-i y Al'(x )¡son triangulare!> inferiores. D1-. 1wu1ern pmticular uhservemos 
que 

O [21M'(ai) - N'(a.)21¡,, = [Ql)1,,¡/,J 

t.t, [~ ('!) (-1)"-'fN'(.r)"-'J,,¡J,,[,lt'(.r)'j,,] 

t [t.('!) (-1 )"-ó[N'(.r)"-'j,,¡l,.[M'(x)'j,,l 

t (i) (-1)"-'[N'(.r¡n-'],,/J,,[M'(.r)'/,3 + 
i=D 

+ t (i) (-1¡n-'[N'(x)"-;J,,¡3,.[M'(xiJu 
i=O 

[t (i) r-1)·-•r•p•] fl"., [t (i) ¡-1r·-',,"-';/- 1
) 1J,., 

•=º 1=0 

Br Br 
r(p,p)¡J,, + Bx(p,p)¡J,. = i)x(p,p)¡J,,. 

Las igualdades ne obtienen oLst~rvaudo que [N'(x) 11-iJ:.n =O y además c¡uc 
M'(x) = J 1(¡1) 6l J3(p). Así tenemos que 

Br 
iJx(p,p)(J,. =O 
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Para 1 = l y m = ·1 

['llM'(ai) - N'(a 1)'ll]t, [<¡!J(a¡)JI< 

:t ('i) (-1)"-'[N'(x)"-']t1f31.1[1\/'(x)'J .. 
i=O 

:t (i) (-\ )"-' ¡1"-• lN(s)/J14),; l M(S) 
i:O 

[t. (i) (-1)""¡1''-'¡i] /l11 = r(p,p)/J1< =O. 

Para l = 3 y m = 4, usando que {N'{x)n-tJJ = 0 1 t1•11P111os 

['llM'(a¡) - N'(a¡)'llj,. = [.P)¡ • .ih• 

t. [t. (i) HY--'[N'(x)"-'j,,¡J,.[M'(J:¡'j"] 

t (i) (-l)''-'[N'(x)"-'j,,¡J1.1[M'(J.·)'j.,. + 
i:O 

:t (i) (-1)"-'[N'(xl"-'J:n/J3.1[M'(x)'J« 
i=O 

t ('i) (- \ )"-'(11 - i)pn-i-l ¡N(S)/J1.1/!i lM(8) .¡. 
l=O 

t (i) (-1 )"-i¡¡''-i lN¡s¡/J31Jli \,\f(S) 

t:.::O 

[t (i) HY--'11"-'1i] µ,.+[t. ('i) (-1)"-'1, .. -·,i] µ,. 

8r 8r 
1

, 
a¡¡(p, p)¡J,. + r(p, p)¡J,. = a¡¡(JI, p¡1J,., 

8r 
-¡¡;(p,p)/3,. = º· 

Para 1 = 2 y m = 1 usando que [N'(x)•-•Ju = [M'(i·)')n = O, para t = 2,3,4, 
lcnenmos que: 
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tt [~ n (-l)"-'[N'(.r¡"-'j,,¡1,.[.\/'(r)'J11] 

t.[~ (i) (-I)"-'[.\"(.r)"-'j,¡fi,,[.\/'(.rJ'l11) 

t (i) (-I¡n-'[N'(r)"-'Jn/i,dM'(.rJ']11 
t'::O 

t (i) ( -1 r- 1
]'

11
-

1
JN(S)fJ21] 1¡1.\f(S) 

1::::0 

[t (i) Hr-'1r'1"] fi,. = 1·(1o,¡iJ/l11 =o. 
i:O 

Esto concluye d caso (2b ).D 



5 APLICACIONES A ALGEBRAS 

En Mte capítulo t•stableccmo~ la._~ rdar.ioncs entre hor5es y álgehra.'>. Concreta.mente, 
para una k-álgcLra dt.• dimensh)u finita /\ le haremos corresponder un bocs estrati
ficado .A. La calt•goría ll(.A) th~ n~present<lCÍoncs d<' A 110 1._·~ l'quivalrutc a modJ\, 
1'ino a una calet;oría conocida. que Re construyr dr las A-módulos proyectivos y que 
ahora recGrc!amos. P1(A) denota la categoría cuyos objetos son bes ternas (P,Q,o) 
ron P y Q A-módulos izquierdos proyertivos de dimensión finita y o: P --+ radQ 
un homomor!i:m10; y los modismos de (P,Q,o) t.~u (/) 1,Q1

1 n1
) son los pares (</i,t/J) 

donde ,¡, : P -+ P' y ~' : Q --+ Q' tales que o'</> = ¡/m. La composición de dos 
morfismos (r/>,v1): {/',Q,n)--+ (P',Q',r/), (qi,•!"): (P',(J',n')-+ (P",Q",cr") 
queda definida por medio de (r/>', v1')(,P, v1) = ( ,P',P, .P'V1 ): los morfomos identidad son 
l(P.Q,o) = (lp, lq). Claramente P1(A) es una categoría. 

El objeto de este capítulo es mostrar la siguit•ute proposir:1ún <'!l la que se cons
truye un hocs Pstratificado f'orrespondiente a A. Con excepción de los detalles e!!líl 
construcción .-stá <lada cu [DJ. 

PROPOSICION 5.1 Sr'<I ¡\ una k-rí/9,cbm1 dr di111rn.-iú11 fi11ila. E11to11ces existe 
un boc .. estratificado A= (A, V), una equivalencia de categorías Z: R(A) ~ P1(A) 
y un A-A bimódulo 1' Jinitamcnle gene.rada tal que :·á 1H r.'j mw n'/JJL.i;rntación de 
A y Z(M) = (P,Q,o) cntoricc" cokrrln) °" T@M. 

A 

Daremos la dcmostracián de esta proposición Pll vmios pa.-;os, Primero cons~ 
truimos un bors !>ohre una /.··•Í.lgcbra, es decir uua catL•goría c:on un solo objeto? y 
lurgn lo c011v~~rtimu:; en u¡¡ l10ts sobre una cn.legorfa con :'illlllílH din•rtn.s. Podemos 
:mponcr (llJ(' A es liá.c;ica, así que/\= J Ef) S, don<le J = r?.di\ y S t~s una subáJgcbra. 
scmisirnplc <le A, con S ~J.: x k x ... x k pues k es algcluairarneute cerrado. 

Antes ele empezar hacemos algunos comentarios ;1rcrca de múdulos sobre S. 
Sea {c1, c1 ,, •• , er} un conjunto completo de idc111pot1•11l1•s primitivos ortogonales 

de S. Si M es un S-S bimódulo y { 711¡ 1 i) es una k-b:1st' para 1\/, enl.onces 
{e9m.:c,, / i,p,q} es un conjunto de k-gcnerndon·s de;\/. Lut•go supondrrmos que 
toda k-b(C;c {tn¡ 1 i} t~s tal que ni¡ E cq,1He1,, para alguuos q¡ y p1 • La siguiente 
proposición muestra algunas propiedades para S-8 bimcíclul0s. 

PROPOSICION 5.2 Srnn M y N u11 par de S-S bimódulos, { "'' 1i=1,. . .,t }, 
{ni J j-= l, ... ,u}, suhronjuntos de Al y N, rcspr:cfimimr:tde:. Se tiene que: 

(1) Si {m¡} t'S una J..·-ha,'ic pura Af, t = t.t y u¡ E eq
1
Nep,, crtloucc.'i rxiste un 

morfismo 1foico /: 1\/ --+ N de S-S bi1iwd1tlo8 fo/ que f(m¡) == H¡ pum todo i; y 
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(!J}Si{m;) y{n,) sn11k-base.pamM yN, {111,r:Js11, ¡,.,,, =•,,) fs1111aJ.·.basc 
paro M@ 5 N. 

DEMOSTllACION. En (l) es claro que f <'S la tranformad1j11 li1H'al determinada 
por la k-base (m,J tal que /(111;) = 11,. 

Para probar (2), nólese que si (: t~s un idemplJlcute L'fl .e,·, 1•11tu1JCl'S 1\1 e ®s cN ~ 
Alefi!),,ccN corno k-cspacios w·doriale.s. Ahora como~\!=:: EB A/f¡ y N:.::: E[1c1 N, 

se tiene que: 

M(i!¡N =ffiMe;(i!¡c,N = ffiMe;QSlr;N 2' ffi Mc;QSlc,N. 
s iJ s s J; 

Luego {tu¡ 0s u; 1 e,.,= e, 111 } es una A.·-basc para 1\/@ N. O 
s 

Para. un S-módulo derecho 1t/1 con A/• denotamos 1•/ !'~pacio de morfismos de 
S-módulos derechos de M en S, M" = llums(M,.S'). l«·rnnLunos que M" tiene 
estructura de S-mó1lulo iz<¡uierdo definida por (s/)(11!) = sf(m); y adc1mis si Mes 
un R-módulo izquierdo, enlences 1\f"' también tit1w e~;tructurn U-módulo derecho 
definida por (fr)(m) = f(rm). 

OBSERVACION. Para M y N S·módulos <"°1whos, si .'l t•s suhmódulo de M 
entones podemos consirlc>rar <JtW N• ~ Af•. 

En efecto, podemos elegir k·ba.se para N y Al tal1•s <!'"' fn,) <;; (m,J, y rn; E 
Me,,. Para f EN" se extiende linealmPnte a J: :1/ --t S tom<>1 .. Iu /(1111) =O con 
m1 E {mi) - {";),y así JE 1\f". 

Una situación espedalmentc interesante se tiene para los .S'-111ó1lulos .! y A. D!'\.do 
que J es un A·/\ bimódulo, para f E J• y y E./, podemos d<'finir: 

!•y:/\--.. S', 

tal que para.\ E/\ ;e tiene(/• yj(.\) = f(y,\). NtitPse ~lll' f •!/E Aº, pues para 
s ES: 

(! • y)(,\s) = f(y(.\s)) = f(y,\).<) = f(y,\).< =(!•y)(,\)». 

Esta multiplicación tiene un comportamiento a.socialÍ\'o coll respecto H las multipli· 
cacioncs que hacen de J• y A• i\-mcldulos den•cl1os, como vc_•111os c11~c·guida. 
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OBSERVACION. Para/ E J", y E J, y,\ E¡\ se tiene la siguiente propiedad: 

(JJ..)•y=f•(>.y) Y (/oy)).=/•(yJ..). 

En rforto, tomando 1' E A, entonces: 

[(JJ..} • Yl!"f) =U J..)(n) == /[,\(n)I = /[(,\yl"f] =!!•(>.y)]("(), 

y 
[(/. ¡¡).IJ(¡-) = (/. y)(J.."1) = f!y(.\"()I = /[(y.\hl ==[f. (y.\)j(')'). 

Ahora construimos base:i especiales para .1, J-, A y A•, Como J es nilpotente, 
tomamos n tal que ./" =O y ;n-1 fo. O, entonces 

Construimos una base {y;) para J in<luctivamente, extendiendo una base de Jl+1 

de elementos que se encuentran en e..,J'+1e1, a una base de .11 agregando elementos 
que también se encuentran en e9J1ep para algunos p y q, Como {ep) es una k·base 
para S y¡\= JffiS, entonces {x;} ={y;) U {c1,) es una k-base para¡\, 

Definimos 
Yi : J __, S y e; : A ___, S 

de Ja siguiente manera 

y~(y¡) = { ~ •. si i <f j 
si i =j, 

ypor5.2,yjEJ'CA' y e;EA' 
Para un S-módulo derecho M, una base dual es un par ( {m;},. {/;);) tal que 

{m;}; CM,{!;); CM' y para toda m E M, 111 == ¿m;f;(m). También se define 

para m E llf, rT1 : M' ___, S tal que iñ(f) = /(mj, c,ue result" un morfismo de 
S·módulos izquierdos, y así r"ñ E Al ... Una proposición sin demostración. 

PROPOSICION 5.3 Para las bases {y;), {x¡} de J y ¡\, rcspectii•amcnte, se 
tiene: 

1) Yi E cp,J•e9,, x; E cp,A•eq,J' 
!!) Yt • y¡ ::::::: e;.; 

137 



S) ({z;), {x;}) es una base dual para A; 
1) ({y;), {y¡)) es una base dual para J; 
5) ({x¡),{x¡)) ""una base dual para A'; y 
6} ({y¡), {y,)) es una ba.<e dual pam .J• .o 

Ahora empezamos con la r.onstrucción de la rotl!gl'hra. 

PROPOSICION 5.4 Erbte u11 morfismo de S-t\ bimóclulo> 

m: A'---+ A•QS)A• 
s 

definido de la siguiente ma11era: pam j E ¡\ • 

[l] 

DEMOSTRACJON. Sir¡: A 0s A -·•A •·s la m111liplkaciú11, "'trata ele un mor
fismo de A-A bimódulos que induce el siguicntt• morfis1110 dP S-1\ IJi111(jdulos: 

r¡": ¡\"--+(A 0s A)"= lloms(1\ C:ls 1\, .'i). 

Por otra parte, tt'nemos el isomorfismo de• S-1\ birnód11los 

r/J: Jloms(A 0s A, S) __::_. l/oms(A, //or11s(A, S)) 

da1Jo para J : A 0 s A --+ S por: 

[rfJ(/)(x)](y) = J(x ~;y), 

y cuya. inversa. está. dada por: si g : A --+ A'" : 

[1>- 1(g)j(x 0 y) - [y(x)j(y). 

La base dual ({x,}, {xJ)) para A nos permite construir 11¡¡ isomorlismo de S-A 
bimó<lulo• 

O. Homs(A, lloms(A,S))--+ lloms(A,S) Q9 lloms(1\,S) =A' Q9 A', 
s s 

tal que si g: A --+ H oms(A, S) = A• entonces 

O(g) = Lg(x;) (:l .r;; 
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su inversa 

está. dada por: 

0-1 : A•@A· - lloms(A,Aº) 
s 

o-•u ® h): x1-+fh(x) 

Así tenemos un morfismo de S-A bimódulos 

m:A 0 -A•@A" 
s 

definido por 111 = Oq,~·. Ahora si J E A• cntonres 

m(f) = O<f¡r((f) = O<f,(Jr¡) = El<P(fr¡)](x¡) ® :i:j. 

Nótese que para y E A, tenemos 

[<P(Jr¡)(x¡))(y) = Jr¡(x¡ ®y)= f(.r¡y) = [f.r,J(y). 

Como fx, E A·, usando la baqc dual de A-, tenemos 

fx¡ = ¿x;(f;c¡):r¡ = Effx;J(x;)X: = 2':J(x¡x;)x¡. 

De aquí c¡ue 

m(J)=°'L,fx;®xj=L:°'L,J(x¡x;jx¡0x¡. O 

PROPOSICION 5.5 ¡\" tiene estructura de S-coálgebra con los morjis:no.• de 
S ·S himód11/os 

tal que e(!)= J(I). 

m:A"-->A"@A·, 
s 

e: A"·-+ S 

DEMOSTRACION. Necesitamos mostrar la conmutativiclacl ele los siguientes dia
gramas 

139 



Veamos la conmutativiclad de [2j. Sea JE A": 

(e 0 l)m(f) 

mientras que 

(1 @e)m(!) 

(e01HE1x, ~'.ril = ¿u,,.,¡¡1¡ u.i:; 
j 

E1<.r;J 0x;=I:1 ,,, l<",J< 
) 

10 Lf(x,)xj = 1 c'1 Lx¡(!)xj 

10/, 

{l 0eJILf.r, @x;¡ = Lf.r,(<J.i'j(I) 

- l:)Ji·;lx;(l)&I "':[/[:1;;.1:;(JJjt'JI 

f[L.r;xj(l)j01 =/01 

Para mostrar la conmutativicl;.d ele [3], tenemos 

(J 0 m)rn(!) Lfx; 0m(xj) = Lfx, 0 ¿x;x; 0xi 
J 

LLfx;0(.rj,;;@.r;) 
; i 
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usanclo el isomorfismo de a.Ciociatividad y quemes morfismo de A-módulos derechos, 
se tiene que. 

¿¡¿Jx; ®xjx;J ®xi 

I:!L.:fx;@.r;Jx;@.r; ~ ¿m(f)x;@x¡ 

¿m(fx;)@x/ = (m0 l)(I:fx;0xi} 

(m0 l)m{f). O 

C9nsideremos la k-álgcbra 

A'=[8 º] o s 
Tomando módulos sobre S podemos describir 111attici;,lmf:ntc módulos sobre A', y 
se puede probar que 

[ M1 M, l @ [ N, N, l 
IHJ M, A' NJ N, 

es isomorfo a 

[ 

M1 ~N,Ef:)M,~N3 M1 Q}>N,Ef:)M,~N,] · 
/lf3@N1Ef:)M,@N3 M,@N,Ef:)M1 @N4 

s s s s 

Este isomorfismo se obtiene multiplicando matricial mente. 
Para el A'-A' bimódulo 

[
ti· o 1 
O ti• J 

podemos definir los morllsmos de A'-A' bimódu!os 

_ [ ti• O ] A' ': o ti· __, ' 

y 

[
ti• O ] [ti•@ ti· O l 

m: o ti· __, 0
5 

ti•@_.ti• ' 

tomando 

_ [ m O l rn= O m y 
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Eslos morfismos dr.terminan una. estructura de A'-coál~~clirn 1 1¡u1· ~e pr111~l1a f¡\cil
mente dada. la conrnutatividad en rada coordt·nada, como St! sigth' de lu~ diilgra111a.'i 
[21 y [3j. 

Ahora consideramos la k-álgcbra 

A= [ ;. ~ l 
donde el producto se obtiene usando la estructura de 8-8 bimódulo de J•. Clara
mente A' es una subálgebra de A. 

Tomando el hocs sobre A': 

( 
,, [ (I• o ]) 
r'' O A• i 

el morflsmo inclusión r : A' ---. A induce un A-bocs (A. IV) en donde el A-A 
bimódulo inducido W se describe pur: 

IV = [ A• O l [ S O l [ ,\' O l [ S O l A 0 O A• @A = J' 8 @ O 1\ • @ J' S 
A' A' N ..t' 

1 

s@A'@S O 1 
J'@A·@~Ejj.S;@A'@J' s@il'@S 

s s s s s s 

[ 
A• O ] 

J'@A·ffi1\·@r A' , 
s s 

tomando M1 = J'@ 5 A• y M2 = A•@8 J" sr tiene 

. [ Aº O l 
W '°" 1\f, EJ1 M, A' . 

l_.a ,.~trn('t.11r~ "" W como A-A. !Jim6dulo queda <lc!:crita de la. Jiguicnlc manera.: 
para si, ·'2 ES, /h J.i, gi, 9l E A•, y la, hi, h1 E,¡- se tit:ue: 

y 
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Por otro lado, la estructura de A-coálgebra de W en el bors inducido quooa 
descrita de la siguiente manera. 

La rouniil;ul 

- [ 11· o l [ s o 1 
CA: 1\!1 ffi ¡\f2 A· --fo A= J• s J ' 

definida por la composición: 

l®l®l 
--+ 

[ ;. ~ l ~ [ ~· ~· l ~ [ ;. ~ ] 
[ s º]'°'[sº]'°'[s º] .1· s ?. o s ?. J• s 

[J. n~U· ~ l 
[ s o l .!' s . 

tal que, para /1, ¡,, 91 y g, E A' y /1¡, h, E J': 

Mientras que la comultiplicación 

nr,, [ 11' º. ] __, [ 11· o ] [ 11· o ] 
· M1 $M2 A M1 $M2 .\• q> ,\f1 íI)M, /I' 

defini<1a por la composición: 

w [ 
/I' 0 ] ~ ,\ [ /I' 0 ]A 

M1 $M2 11' = O 11' 

A [ /I' Q l [ /I' 0 ]A 
o 11· 0 o 11· 

A' 

A [ /I' Q l [ /I' 0 ]A 
O 11· ~A'~ O 11· 

A [ /I' 0 ] [ /I' 0 ]'
1 

O /I' ~A~ O 11· 
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[ 
tt.• 

M1 Ef.lM2 

wQ9w. 
A 

º]'°'[ ¡\" tt.· ICJ M1 Ef.l Al, 
,¡ 

,~.] 

tal que 

es enviado a 

~ ( [ f~; f~x; ] ® [ x¿ ~¡ ] + [ (/11 0 ~1 x;, O) ~ ] O [ ~¡ ~ l + 

y 

+ [ ~ !1~'• ] ~! [ (O, /e~ h,) ~ ]) ' 

De Ja misma manera que en .5.4 podemos con~truir ~11ürlismos de S-A bimódulos: 

m 1 : J" __, M1 = J" Q9 A·, 
s 

m,: J" __, M, = tt.'Q9J", 
s 

tales que para f E J•, tenemos: 

mi(f) = Lfx;0xj = I:Lf(.r,y;ly¡ox;, 

y 

m,(f) = L f •y; 0 y¡~ L L f(y;x;)xj 0 y¡. 

Observemos que 

;·~[J. ~] 
es un A·A bimÓ<lulo por medio de la multiplicación en A: 

[ o o l [ ·'t o l [ o o l f o g •• , = f s, o ' y 
[ 

S¡ 0 ] [ 0 0 ] [ 0 0 ] 
!J «2 f O = O s,f ' 
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y definimos un rnorfismo de A-A bimódulos h: J" --+ W, tal <(lle 

PROPOSICION 5.6 lm(h) es un coidcal w W. 

DEMOSTRACION. Debemos moslrar que 

lrn(h) <;:; kereA, y 

ñíA(lmh) <;:; ll'@lm!iffilmh@W. 

En efecto, si f € ./º entonces 

Pero se tiene 

-[ o ºo] ºA (m1(/),-m,(/)) 

ºA[ (~fi:;®xj,~~f•v;0yi) ~] 
[ ~ fx;xj(I) - ~(/ • y;)(l)yi ~] · 

>.u. v;H 1 iv; 

m:::x;xj(I)] = /l = ¡ 

I: 1<v;Jvi = ¿: fi;uiv; = / 
; 

Así que eA(h(/)) =O. 
Para mostrar la otra contcnci6n, primero veamos que 

- [ o o l 
1"A (m1(/),Q) Ü 

'\''\'- [ o ºo] 
L., L., fllA (/(x;y;)y¡ ® :rj,0) 

J ' 
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Pero 

¿¿[~ 
' 1 

1:1:[~ 
' 1 

L L [ ~ f(y,~1 )x; ] ® (1i(y;) + [ (O, 111~(y;)) ~ ]) 
• J 

I:: [ ~ f(y;~;)x'] 0 h(yi) + I:: [ ~ f(y;~,).r; l C'.l [ (O,m~(y¡)) 
'•J J 1,J 

~ l · 
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Así qu" 

[ o ºo]> ñiA( (m,(/),0) [ 
x· O] L:hux,> 0 o o + 

' 
+ L: L: [ ~ J(y;~;lx; ] 0 "(vil+ 

• J 

"'""'"'[º o ]0[ o +L. L.. O f(y;x;)x¡ (O, 1112(y¡)} 
• J 

Ahora hicn 

"""'."""'.[10¡ o] [ o º] L.L. f(y;x;)xj (.'.) (O,m,(y:J) O 
' J 

L L [ ~ f(y¡~;)xj ] 0 [ (O, L 11i(y~.r,¡x; 0 11:J ~ ] 
' J ~ 

2.: L L: L [ ~ f(y;~;)x¡ ] 0 [ (O,y¡(y.x~):r¡ 0 v:l ~] 
i j 1 u 

LLLL [ ~ f(y;x;)x~y¡(y.x,)] 0 [ (O,x¡
0
0v:J ~ l 

1 J t \/, 

~~ [ ~ ~~¡(y;~;)xjy¡"(y.x.)] O [ (O,x;
0
011:) ~] 

LL [ ~ f•(~.x,)] O [ (o,.r;
0
011:) ~]. 

' u 

pues para x E /\ se t.ienc 

L L[f(y;x;)xjy¡(y.:r1Jl(x) L L f(y;:r;)xj[y¡(y.,,.,)x) 
i j j j 

L L f(y;.r;.rj[y¡(y.xi)x]) 
i j 

L f(y; L .r;xj[y¡"(y.,x,)x]) 
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De aquí que: 

mA( ( m,~f) ~ J) 

Por otro lado, tenemos: 

- [ o o l 
"'A (O,m,(/)) O 

Finalmente. se sigue: 

m;1(h(f)) 

f([L y,yi(y,x,)j.t) 

f(y,x,r) = [/ • (11., 1·,))(;r). 

~/1{fx1)0["J ~]+ 

+ ¿¿ [ ~ !(11.~,¡,.;) 01i(vn + 
' J 

+ ~z;: [ ~ ¡./~,x1)] 0 [ (O,x;~~u;) ~ l · 

L L ¡¡¡A [ {O, f(y,,i·'.\r; ¡;) !() ~ l 
• J 

LLL
1 

[ ~ f(y,.r~Ji-;r,] o [ {o,./oy,:) ~) . } 

z;:~ [ ~ ~f(y~x,)J:;x1] O [ (O,x;º0y;) ~] 
.LI:[~ /•(:,,,.,¡)éO'[{o,/ov:J ~)· 

" 1 

E /mhQSJ W + W@ /mh. o 

Sean 7r: W __, V= W/ /mh la proyección natural, Jos rnnrfbmos inducidos 

e::V-->A y µ:V--.\'QSJV 
,\ 
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que hacen conmutar los diagramas siguientes 

CA W-----A 

·!/ V----µ--· V@,. \1 

El par A = (A, V) resulta un bocs con los morfismos e y µ como muestran los 
siguientes <liagrama.<t coumutati\·os. 
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PROPOSICION 5.7 ll(A) y /'1(A) son ralcgorÍ<Cs cqui1J11/rn/rs. 

DE~!OSTR ACION. Construimos una r<!"Ívalencia 

Z: R(A) -• Pi(A) 

de la siguiente forma: 
!.EN Oíl.JETOS. Una representación de A= (A, V) esf¡', dHda por un A-módulo 

izquierdo de dimensión finita Af. Definimos los 8-módulo~ izq11h•rdu:i: 

y 

y los relacionamos por el S-morfismo: 

IM : J" ® M, --+ M, 
s 

f o o l f0m1-t L f o "'· 
Como .1 es S-proyectivo, cntouces tenemos los isomorfismos 

J''""J y lloms(J",M,) ::< J""(g) Af.,. 

el primero dado por evaluacicin, es decir 

y....., y: J'--+ S tal que y(!)= f(y), 

y el segundo se define para 1 E J•• y x E M·1 por 

7 0 x .-. g: ./" -• M, tal que g(f) = [-,(f)j(J:j. 

También tenemos los isomorfismo!: 

Jloms(•l"@8 Mi,M2) o:e lloms(M.,lloms(J',M,)) 

o:e Homs(1\!.,J"Q95 M,) 

o:e Homs(M., ilomA(A, J ®s Al,)) 

o:e llomA(i\@5 M1,.l@sM1) 

o:e llom.,(A@8 M1,rnd(A@sM2)). 
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Siguiendo esla cad<!na de isomorfismos, al mortismo ífi, !P corr<'sponclc un A~ 
rnorfismo 

IM: A@ M 1 ----+ rad(A@ M1 ) 

s s 
tal que 

Además, M; es S-proycctivo y A es A-proyectivo, ;LSÍ que A ©s M; es A-proyectivo, 
J == 1, 2, y f><)(lcrnos definir 

Z(M) = (A(8}M1,A(8}M,,1M) E P,(A). 
s s 

2. EN MOHF'ISMOS. Un morfismos t/•: Al ----+ N <>n R(A, W) está dado por un 
A·morfismo <le módulos iz1uicrdos 1/J: W ©A M --< N y por restricción determina 
un par de S·morfismos 

;¡;, : (W@ M); ----+ N,, j ~ 1,2. 
A 

Mostraremos que>;¡;, j = 1,2, determinan un par dP ,\.morfismos 

tal que 

y 

t/J;:A@M; -.A@N;. j = 1,2, 
s s 

1/!i(,\Qm)=~,\x;Ot/•([~¡ ~)om), 

t/'2(,\ ~) 111) = ~ ,\x; c,;i t/•( [ ~ _,º; ] C'l m). 

Antes notemos la existencia de los S·morfismos 

s ,, 
/Om>-+ [ ~ ~] @m, 

o-2 Aº@M,-.(W@Mh 
S A 

g 0 m e--> [ ~ ~ ] 0 m. 
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u 1 t•s un isomorfi:1mo1 y dl' aquí tenemos lo~ nHn fis1110~ 

lloms((il' ®A Af);, N,) lf vms(,\" ®s M,, i\',) 

°' lloms(M,, llums(•\", N,)) 

[5] 
°' lloms(M,,i\@sN,) 

°' lloms(M;, 1/0111,<(:\, ;\ ®,, N,)) 

Para j = 1 el primer modismo también es un iso. Sig11if'11do las c:1cle11as d1· morfismos 
tf-11 y 1fJ2 son los corresponclientt•s a;¡;, y ;f,1 • 

Probaremos que t/J i11dure un morfisrno en li(A) si y :'>olo :-.i { 1/11, 1/•1.) es un mor
fbmo en P1 (i\ ). 

En otras palabras 1 considerando los cliilgri'llllil!'i 

deseamos probar que el cuadro es conmutativo si y sólo si PXislt~ á CJUP !i:1ct• ron mutar 
el triángulo, es decir que lmli ® M C kerib o que 0(h f.J l,11) = 11. 

Nótese que para f E J': 

,P(h 0 i)(/ 0 m) = ,P(h(f) 0 m) 

=.P ([ (m 1 (f),~m2(f)) ~] ®m) 

=i/• ([ (rn 1 (~),0) ~] ®m -[ (0,rr~,(/)) ~] (~m) 

=L:L:<P([ (J(x;y¡}y0¡0x;,o) ~] ®m-[ (0,f(y,.r~).r;'2iy,") ~] 0 111
)· 

' 1 
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Mientras que 

y 

\&2l.11(-10m) if12(~,\y;0[~. ~]m) 

¿¿-1y;x,0v1([ ~ ;; J 0[ yo¡ ~] m) 
' J 

¿¿-1y,x;0\i1([~ ,'.1;][,~¡ ~]0m) 
' J 

LL,\y;x;Ol/1 ([ (O x·º01') ~] 0m). · 
i j 1 J - .11 

De aquí tenemos que (INi/11 - !/!2IM}(,\ 0 m) E./@ N2 , y to111a11do ,\ = l aplicamos 
f0 l: .1@5 N2--+ S@5 N,, tenemos 

(f 0 l)(IN!/.•1 - \f1h1)(I 0 m) 

(f 0 1) (¿ L x;y; 0 !/• ([ (Yi 0º:rj,O) ~ l \>l m) 
J ' 

-~¿;:y;x10i/l([(o,x;º@yi) ~)0m)) 
2.:l:J(x;y;)®l/>([ (y¡0ºx;,o¡ ~] 0m) 

J ' 

-L;I:t(y;x;)0l/1([ (o,x;º0y¡) ~ J 0m) 
' J 
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!(~y,)] l/• ([(y; o0
.r;,oJ ~] C·rn•) 

-J ® [ ~ J(y~.r;J] "' ([ (o,.,.;
0
011:) 

1 ® LLV' ([ (J{x;Y;)y~· @xj,O) ~] ~>m) . ) 

-1/• ([ {O,f(y,x~)xj0u;J ~} C'>m) 
= 10.P(/•0 l)(f0m). 

Así que 
(!O l){tNV'• - V'ltM){I 0 m) = 1 C'l [~>(/¡ C:J 1)(/ U 111)). [6) 

Ahora podemos mostrar nuC!itra. afirmación. Supongamo~ q111· 1/1 induce un morfismo 
,¡, en R(A) que hace conmutar el triángulo, entonces !/•( /, C:1 1) = O, <le [6) se tiene 

(!0 l){tNl/'1 -l/J,IM){l 0111) = 0 

para toda JE J•. Si (tNi/• 1 - i/'11M)(I 0 m) = L;,o, (:) 11,, y 11s<L11do la base dual 
({y,}, {y¡}) para./, o,= L;;c.,y1 y aplicaudo y," O 1, se tiene 

O= Cv; 0 l)(L n, 0 11¡) = L:; c,1y,"(y,) Col 11, = L:; c,,e,., C';111;, 
i,j 

es decir para toda j, E¡ c¡;cp
1

0111 =O, por lo que multiplicando por Yi a la i;:quierda 
y sumando sobre j: 

O= L c,,y, 0 n; = L et, 011, = (tN~) 1 - i¡•,t,,,)(1 c:i m). 

"' 
Como tNt/Ji -tf12tM es un morfismo dr A·módulos izquierdos t<:'nemos lNl/'i - r/J2lM = 
O, y consecuentemente {,P1, <P2) es un morfismo en 1'1{A). 

Recíprocamente, suponit•1ulo que (•h, ¡/J2 ) es 1111 nrnrfümo 1·11 Pi(i\), de [6) se 
sigue que 

O= l 0[if.•(h0 l)(J0m)J E S@N1 °' N, 
s 

luego ,P(/10 J)(J0m) =O, así que .p(h0 I) =O y.¡, induce el morfismo deseado en 
R{A). 

De aquí que para,¡,: Al --. Nen R(A), escribimos;¡;= 1/•(rr@ lu) en R{A, W) 
y definimos 
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donde 1/J1 ==- ;:;11 i = l, 2. 

Ahora mostramos que Z t!s funlor. 
• Z(/M) = lz(Mh es decir (h1); = IA®s"" i = l,~. En efocto: 

(I.1),(.10 m) ¿h,®fM([~ ~;)0111) 
J 

~.\x;®lA ([ ~ ~;]) (111) = ~,\x;0 [ ~ <(~j)] m 

E .\x;xj(I) 0 m =(.l. :~:::>1xj(I)) 0 "' = .\ C') 111. 

• Z(t/Jef¡) = Z(t/,)Z(<,6), es decir (t/Jef¡); = 1/>;ef¡;, µara i = !,~. Supongamos que en 
R(A) tenemos 

</>:V@M--.N y t/•:V@N--./, ,, 
entonces 

l/Jef>: V@M"~ W@V)QSlM::,; V@(V@M) iv~t V@N ..:!:.. L. 
A A A A A 

Observemos primero que 

-( [ x~ O ] ) ( [ x' O ] ) ( [ x' O ] ) t/J</> 0 0 
0m = (t/J4>)(•r01) 0 0 

C<lm = ,¡,,¡, 0 0 
0m 

X~X¡ 0 x! Ü (-- (-- )) z;:v' ('o o] 0 4' [u o]")"' 
"-([x~.r, º] -(¡x~ º] )) L,,tP o o 0 4' ri u º"' ' . 
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mientras que 

Uondc la barra <lfmota la cl;Lo;e f'll V de~ un elemento de ll'. T11· aquí !;C tie1w: 

= ~~~x¡xj(Ax,)oif.(( x;Ox; ~] t:i\l([ ;; ~ 1 c'l111)) 

= 1'"' "'. \~. " l xj(>.x,) 11 l ¡ ([ .r;x; O 1 ,, -, ((.e; O] _ )) ¿_, Lu: .. ,., .r:¡ 0 O O I' O O c.. 9 O O C') m 

1 J ' 

" "'"'-([ x¡(,\.z: ) O l [ .r'.i·, O 1 . -(( J'' U] )) = ¿_,XI 0L.,L,_,1/1 0 J 0 'o Ü (:) '~ [; Q (;j ¡¡¡ 

1 J ' 

= I:, x¡ 0 L L,iT. ([ x¡(,\xÓ)xjx; ~] 0 ¡; ([ '~ ~ 1 t) rn)) 
J ' 

~ -( (f L.rj(,\x,)r;x, O 1 -(f .r" o 1 ))) = 2í "' 0 ip ~ l , o O Cnl l (l O t)"' . 

Por otro 1ado, se tiene 

(•/!i~1)(,\ 0 m) = if..(J;,(>.@ m)) 

= ~.(~Áx;0~((.r:J n0m))=~if.,(Ar;c9ii(["d ~]0m)) 
= I:I:Ax;x;0if.([ ~ ~]0~(¡x¿ ~](9111)) 

• J 
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Por consiguiente basta probar que para i y l fijas se tÍ{'llf': 

í:xi(.lx¡)xjx; = í:xi(.\x;x;)xj E Aº 
j 

En efecto, .si x E A, entouccs 

L xi(.l:r,)xjx;(x) 

y en el otro lado: 

:[xi(.\x;x;).rj(x) 

Y esto muestra que (1/11') 1 = ,P,</J,. 

L xi(.lx,xj(x;x)) 

xi(.\ L x1xj(x,x)) = ,.¡(.\r;x), 

L xi( ~x;:r.;x;(x)) 

xj(,\x; I:x;xj(x)) = x¡(.\x;x). 

Para mostrar el caso i = 2, de la misma forma se prueba que 

(.P</ih(>• 0 m) = L Ax; 0 {!/1</i) ([ ~ ~j ] 0111) 
J 

~x10v;(~([~ 2tx¡(~x;)xjx;]0~([~ ,~1 )0111)))· 
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Micnlras que 

(~·14>1)(.\ 0m) = ;¡;,(J,,(,\\:) m)) = ;¡;, ( ~:>·• ·:'J 9 ( [ ~; .• º;] c:J 111)) 

~x¡0;¡;(~(p ~rj(~r,x,Jx;]c:¡J,([~ ,,º,]0m)))· 

Ahorn nefl'Sit.uno!i nwslrar que Z es un cr¡uivall'1.cia. 

- Z es aditivc!, es decir para •f>,t/1: V ®A M --+ N <'11 fl(A), se tic11c 

En efecto: 

(</>+,P),(,\0111) 
L·lr,0(</>Hl([1 ~]0rn) 

J 

;;=,\x,0(</>+1/>)([1 ~]0m) 

~,\x;~l(</>([1 ~]0m)H([1 ~JQ)m)) 

;;= AXj 0 ¡/> ([ 1 ~] 0 m) + ;;= .\.r; (l t/• ([ 'j n 0 m) 
4>1P0m)+i,!•1(.\0m); 

y 

(</> + ,P),(,\ 0 m) 

Lh;0(</>Hl([~ ~;]®m) 
J 

;;=,\x;0(</>H) ([ ~ ~j] 0m) 
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~h;0(,¡,(ITT10m)+v,([~ ~; ]0111)) 

~Ax;0,P([~ ~;]0m)+~Ar;0v1([~ ~;]0m) 
,P2(A 0 m) + ,p,p 0 m). 

- Z es fiel. Sean ,¡, : I' ®A l\f --> N tal que .?.(o¡l) = (•fa1, ,P1) = O, eutonccs 
f/>1 =O y t/J2 =O. Siguiendo los isomorfismos {5], lcncmos que: 

O~¡,: (IV@llflt--> N, y O=~': A"@M,---+ N,. 
A 

-;¡,([ (h1091~~2®li2) J,] ®m) 
1'([~' ~)0m)+1'([~ J,]0m)+1([2

1 
~][ 9¿ ~)0m)+ 

~ ([ ~ ~] [ 2, ~] 0 m) 
1'([~ ~)0m)+1'([~ J,]0m)+[ 1~1 ~]~([ª~ ~]0m)+ 

-;¡,([~ 0~J0U, ~Jm) 
~' ( [ ~1 ~ ] 0 m) ·I· [ i, ~ ] ¡, ( [ ~ ~ ] 0 rn) + 

¡,a, (¡, 0 [ ~ ~ ] m) + ¡,a, (02 0 [ /~, ~ ] m) 
o +o +n +o= o. 

Así que O=";[,= ,P(rr 0 1) pero rr 0 les epi, entonces .P =O. 
- Z es pleno. Sea 

(•11,•12): Z(M)--. Z(N) 

un morfismo en P1(A). Así r¡;: A ®s M;--> A ®s N;. Siguiendo los isomorfismos 
fbj, tenemos los correspondientes modismos: 

;¡., :(IV@M)1 ---+ N, y ;f.,: Aº@M2-> N,. 
A s 
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Queremos construir un morllsrno </>: V@,. M --.. N <'11 {((A) tal qnc Z(</>) = 
(q,, q2). 

Para m E Af, existe un morfismo 

tal que 

~ .. ([:, 
¡.([ ·'t• 

Como 

tenemos 

tal que 

~"' : [ ;. ~ l ~ [ ~· 1~· ] -• N 

º]0( 11 º]l= t o ¡, 

º] [ºº]-[!· O 0 m) + lt, O •/Ji( O ~ ] ~) m) + ;¡;,(tf, 0 [ ~ ~ ] m). 

[ s o l IV. [ ¡\• o l [ ¡\" o l 
J" s ";." o ¡\' "" .!"@, .. \• ,\' 

·'' • [ A" O l N ''"'. J"@sA' A· _ _, • 

~~([h,~g, J,]l = J:1([~ ~]0m)+[ 1~1 ~]•~1([~ ~]0;111)+ 
+¡,(f,0 [ ~ ~] m). 

También tenemos e] morfismo 

1 [ ¡\• o ] 'P: ./'@A· A' QSJM->N 

"' 
tal que 

•Ji([ l:;l1
0g; J,] @m) = 1/,;,.([ ¿:,{1

0g; J, ]l· 
Pero Al ~ A ©A M como A-módulo izquicr<lo, y Pll particular como A'·módulos 
Í7quierdo, por lo que tenemos un morfismo 

~:W@M--..N 
A 
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dado por la composición 

W®M 
A 

De aquí tenemos que 

- [!1 º] !/i1( O O 0 rn) 

mientras que 

J;,a,(g@m) J;,(¡ ~ ~] 0m)=!/i([ ~ ~ J Nm) 

if!([ ~ ~) 0rn) = v•: .. ([ ~ ~ J¡ 
;¡;,(g®[~ ~Jrn)=J:2(yMm). 

Esto muestra que ;¡;1 = ($1 y ;¡;2u 2 = ;¡,2, y los isomorfismos [5] 110~ dicen que 1/i1 = 711 

y ,¡,, = r¡,, Como (~1,l/2) es un morfismo en 1'1 (A), cntoun•s 1/•(11 ~J 1 M) = O y existe 
1>: V0A M ~Nea ll(A) tal que !/i = ef,(rr (') lM) =~y'"'¡ Z(</>) = (~,,172). 

- Z es denso. Sea (P,Q,a) un objeto en /'1(A). Mostraremos c¡ue existe ME 
R(A) tal que Z(M) = (P,Q,a). Primeramente prnh'7PllJOS que el funtor 

¡\ Q9 - : mor/S _..., mudi\ 
s 

es denso sobre la. subcategoría de A-módulos proyedivos. Como /\ ®- es aditivo, 
bastará. ver que 1~s <lcnso sobre la. subcatcgoría de A-m6dulos pwyl'clivos inescindi· 
bles. Así que si Pes un objeto en esta tíltima subcé~tcgoría, 1~nlonces P ~ Ae para 
algún idcmpotcnte primitivo e de A, que como también lo t•s de S, entonces 

i\c oe (AQSJS)e oe A@Sc. 
s s 
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De ésto, para P y Q tornamm1 N1 y NJ eu 111od.5' tal qt1l! 

y 

y claram<'nte 
(P,Q,n)"" (AQSlNi.1\QSlN,;r), 

s s 

donde res la composición A ®s Ni "' P ~ Q ::e A ®s fl;,. 
Usando los isomorfismo [4] lomamos el moríis1110 i.v E /Jo111s(J"@ N,, N,) co

rrcspondicnle a r. Tomarnos el grupo ahcliano 

M = N,ffiN, 

y le damos estructura de A~mó<lulo descrita por 

Nótese que 

M, = [ ~ ~] M =Ni ffio-::: Ni. 

M, = [ ~ ~ l M = offi N, "'N,. 

Estos isomorfismos muestran que 

Z(M) = (AQSlMi.AQSlM,,tu)-::: (A@N1,A@N,,r) 
s s s :l 

puc:; el diagrama 
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conmuta, ya que 

mientras que 

Así ht~mos probado que Z es una equivalenda.D 

PROPOSICION 5.8 Exi.<tc un /\-A bimódulo 7' ji11it11mc11/c generado tal que si 
Mes una rcprcsrntació11 de A y Z(M) = (P,Q,o) c11to11ccs 

coker(o) o: T<i)M. 
A 

DEMOSTrtACION. Consideremos el modismo d1• A-A bimódulmi 

t,: il®A1 ___, /IQSlA2 
s ,. 

tal que 

Notcmqs primero que en A ®s A1 se tiene 

A 0 [ ~ ~ l = A,, ~ [ ~ ~ l · 
y de aquí al aplicar tA 

~ Áy; 0 [ Y~·' ~ l = ~ Asy; 0 [ !~i ~ l · 
1bmando el A-A bimódulo 7' = coker(lA), deseamos proLar c¡ue si Mes un A-módulo 
Y Z(M) =(A ©s M,,11@5 l\f,.tM), entonces 

coker(l.u) o: cukcr(t,t) ® J\f. 
A 
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Observemos <111e A2®..t Al ~ A/2 como A·m6dulo y, en pill"ticuli1r lo l'S como S 
módulo, un isomorfismo f'Stá <lado por 

[ J ~ ] ~) J7l ~· [ ~ ~ ] 111. 

Asi tenemos el isomorfi:mlü 

[ºº] [ºº] (.\® f t )0m>--t.\0 ! t "' 

Sean rr: A ®s A,---+ 7' y I]: /\ ®s Al2 --+coker(t11t) las p1oyt>cdu11cs c;rnónicas 1 y 
consideremos el diagrama 

Nótese que 

"®·:r®·"' 
irc)I"' T@,,M 

/ 
/ 

/ 
A@sM1 / P 

1/¡ /// 

coker(IM) = (¡\ ©s Al1)/l111(1.11) 

1¡~ (¿;= ,\s¡¡¡ (~ [ i. ~ l ® m) 
7/ ( ¿;= .\sy; 0 [ 1~. ~ ] 111) 

1¡t.11(A.<(J111) =O. 

Como además cokcr(IA0A IM) =cokcr(IA)0,i ht = T © .. \ M, la propiedad universal 
del cokcr muestra que existe un modismo p: 1'@A ll:f ---+coker(l,\1,\ ial que 
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p( 11' ® lM) = r¡V1. Veamos que pes un isomorfismo. Evidentcmnte es epi, pues así Jo 
son 1¡ y,¡ .. Por otro iado supóngase que ,P(x) E Im(IM), 1•ntonces 

.¡,(x) = lu(I:>.;®m;)='I:I:·\;y;0[i. ~]m; 
) j 1 1 

~ .¡, (~>.;y; 0 [ YOi ~ ] 0 m;) 
l:l'J(tA(),j@[¿ ~])0m;) 

J 

I:iJi{tA01A1){),10[~ ~]0m;) 
J 

1/J(lA01M)(L(),10 [ ~ ~]) ©m1), 
J 

como l/J ('S mono, cnloncl'S 

De aquí que 

(ir©IM)(.r) = (ir01At}(IA0 iM)(¿ (>.;0 [ ~ ~]) 0m;) =0, 
J 

e• decir x E kcr(ir0 l.1t). Luego ker(r¡t¡,) ~ker(ir® l.11), por lo que existe 
1:cokert.11 --> T ®A M tal que ir 0 IM = 'l'~'P· Corno ~,¡, = p( r. 0 IM ), entonces 
71'0 lM = 7p(n0 l,.,) y dado c¡ue l'I"~ ht es ep1 1 entonces 'YP == lr~)/\f, y consecuen
temente p es mono. O 

Ahora veamos el bocs A = (A 1 V) en términos de categorías. Consideramos A' 
y A como categorías con nn solo objeto X y cuyas ;:í.lgebras de e11domorfismos están 
dadas por 

IlomA'(X,X) =A' 

Introducimos Ja notación 

e;=[~~) 

y 

y 

IG5 

Hom,t(X, X)= A. 

[ o o ] <'·= 
-1 o t:¡ 



para cada iclcmpolenle c1 E S 1 i = 1, 2, .. , 1 r, Nót1!sr que 

para todo i,j = I, 21 ••• , r y donde Óij c>s la Della de I\ro1Jt•f.'kn. Tambi~n esdbire-
mos: 

--; [ y: o l . [ o o l µ, = o o 1 Y.L = o u: 1 

Utilizaremos tambiCn la. siguiente nota.dúo~ para .5 E 8 1 r¡, i:::: l, ... ,r, cntonres 
con A. 6 ,¡ E k denotamos el escalar tal que: 

Nótese que st• satisfacen las siguientes ndariones: para s, I E S', 1' E J.· y g E J"' se 
tiene: 

PROPOSICION 5.9 El boc.< A= (A,\!) s¡¡li4ucr las ,.iy11i1 ut• ·' condiciones: 
(!}. Sea t•: S __, ¡\" el morfisrno de S-S bimód11/os l11I 'I'" 1'( 1): 11 --1 Ses la 

proyección. Entonas 

w:A'-+ V, - [ ¡; o l 
W - Ü V ' 

es group-like de A relativo a A'. 
(1!}. 

- [ J• o ) 
V '.::e A ~ O J• Q?, A. 

(3). Si fi es la diferencial asociada u w, e11lo11crs: 

fi([ :¡ ~ ]l "' L>vj(v,v.).r,([ :: ~] 0x [ ~ ~] 0x 1) ,,, 

-,\vj(y,y1 ).1•,(I 0x [ ~ :; ) fü [ :,. ~] ). 

tl(Yf) =?ti;;:([ Yi(~iYJ) ~] ®x [ YJ ~] 0x l)®x (l 0x [ ~ ~ J ®x 1). 

fi(~) =?ti~( [ ~ Yi(i,y;) J ®x [ ~ :j J ®x 1) C').t (1 c'ix [ ~ :¡ J ®x 1). 
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DEMOSTHACION. "(! )" Es claro que w resulta un morfümo ele A'-¡\' bimódulos, 
y queremos que (1 1 w): (A',A')--+ .A sea un morfbmo dt> bocs1•s, es decir que 

fW = • y µw = ir(<.J ®w)¡•A" 

Para éllo, ha.-;ta mostrarlo en 

Emi;eccmos observando que 

v(l) = I':v(l)(x¡)xj = 2-:>pe;, = 2::0;; 
además que 

Así 

Mientras que 

¡:w[ ~ n 

y por utro lado 

v(l)x; ~ { ~; si x; = ep 
si Xj = Cp· 

" 

[ 
v(l) O l = [ cv(I) 

é O v(I) O 

[ 
v(l)(I) O l [ l 

O v{l)(l) = O 

[ 
v(l) O ] _ ¡ 1'{1) 

J• O v(I) =mA O 

¿(v(l).r; O ]@[·"i 
i O v(l)J'¡ O 

¿ [ e; º. ] 0 [ e;. ~ l ; 
,. O f!P O r1, 

(w 0W)JIA• [ ~ ~] (w0w)([~ n®f ~ n) 
[ v~l) vfl)] 0 [ v~l) ,,f1) l 
2:[~ ~;]'')[~ ~;] 
p,q 

~[~ ~;]<SJ['J' ~;]· 
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Así w es un group-like. 

"(2)"1lecordan<lo el diagrama conmutativo 

CA 
W------A 

\1 = W/lmh 

Tenemos que V= ker< = ir(keri!A)· Afirmamos que 

~ [ J• o ] 
w=ker< .. =tm(hlffi r®rEBr®J· r. 

Como A = J EB S, entonces 

J' = { f E A. 1 /( s) = O para toda " E S J e A•. 

De esto es clara la. contención: 

[ .r o ] 
lrn(h)+ J•@J•ffiJ•©Jº .J• e kt'rf,\. 

Ahora bien, sea 

[ 
¡, o ] 

(~ h1 0 g1, ~g~ 0 hU ¡, E lwre,1 

entonces 

[ 

/r(l) o ] 
¿1i,g1(l) + LYW)h~ /,(!) =o 

1 k 
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Por lo que f 1(i) = J,(1) =O y í:1h191(I) + L;,yk(l)hk =O, cu J". Se sigue que 
f¡ i:: J°, pues paras ES, f¡(s) = f;(l)s =O, para i = 1,2. 

Enseguida debemos dar J E J" tal que 

h(f) + [ ~· J, l 
[ (1111(!),~111,{!)) ~] + [ ~ J,]' 

con z E J" 18) ,/" ffi J" ® J", o equivalentemente que 

¿,1i, 0,q, - m,(f) E r@r y LYk (,) /¡k + m,(f) E J"C?)J". 

1 ' 

Notemos que 

L_h1®91 
1 

Mientra.• que 

L,li1 ® L,u1(x;)xj = L L h1v1(x;) 0 xj 
l l j 

L L L [h¡g,(x;)] (y,)y¡ 0 .r; 
l j i 

l.: i 

'L L. L. rvk"~(v;JJ (.r, )xj 0 v: 
k i j 

LL [L.u'(hk(y;)x;)] xj®y¡. 
' J ' 

Además L_h191(l) + L,uW)lik =O, y definimos 
1 k 

f = L_h1g1(I) = - L_gk{l)hí, E J", 
1 k 
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y entonces 

mi(f) = L L J(x,y;)y/ 0 xj = L L L /,1(<J1( 1 ).r1 y,)y¡ 0 x;, 
j ' J j l 

y 

m,(f) L L J(y;x;)x; 0 y¡= L L L h1(1{{( 1 )y;x;)xj 0 y¡ 

De aquí que 

' J j i t 

- L L LgHJ)hk(y,x1 )xj 0 y¡ 
J i k 

- ¿; ¿ ¿ !1:(1ik(y,,·;llx; 011:. 
,1 i &-

¿ "' 011, - rn,(!) 
{ 

LLLh¡(g¡(x;)y;)y¡ 0.r:- ¿¿¿1i,(g1(l)x;y;)y; º·'i 
i i l j i 1 

¿ ¿: L, 11t,(9,(x;)11.i -1.,(m(l)x¡y,)J v: e .i:; 
j i ' 

L LLih1(g1(x¡)y;)- h¡(g1(l)x;y;))y;¡;:;; 
, i I 

:r1 "/!tp 

L L L lh1(g1(Y;)y;) - h¡(g¡(l)y,y;))y¡ 011; E./"® .l". 
j 1 l 

Mientras que 

I;u; 0 h; + m,(f) 
k 

LLLYW•k(Y;)x¡)xj 0 y¡ - LL L!i;,(hk(y;x;))xj @y¡ 
i j k i j I; 

LLLl9;(1i;(y;)x;)-g;(hk(y;x¡))).tj o .vi 
i i k 

L L L[g;(hk(y;)x;)-g;(/1k(Y;x;)))xj@y¡ 
J k 

r,#.rp 

L L L [gk(/1k(Y1)y,) - gk(/1k(y¡y¡))) yj ~)y¡ E .1·0 .l". 
i j k 
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Resta mostrar que 

[ 
J" o ] 

hn{li)íl J"@J"ffiJ•@J• J" =O. 

Supongamos que para alguna f E J• se tiene 

h(f) = [ (m¡(f),~m,(J)) ~] = [ ~1 J, ] . 
con f1, ¡, E J • y z E J• ® J• $ .!" ® J•. Por lo tanto f 1 = ¡, = O y 
z = (m1(f), -m2(!)}. Bastará mostrar que J =O. Observemos que 

z = {m1(f), -m,(f)) (LLf(x;y,)yi@xj,- LLf(y¡x;).r:j@yi) 
i j • j 

L L (J(x;y;)y¡ 0 xj, - J(y,x;)x)@ y¡) + 
i ;.~,#-t.p 

L L (f (Y;Y;)y¡ 0 yj, - f(y,y; )yj 0 y;) + 
i ; 

+ L L (J(epy;)yi 0 e;, -f(y¡e.Je; 0 y¡) 
¡ p 

Como Yi, yj E J•, entonces 

¡ • 

pero e; <t J\ consecucnlemPnt~ 

Luego 

O L L(f(e,y¡)y¡ 0 e;, -J(y;e,)e; 0 yi) 
i p 

L(f(e,;y¡)y¡ 0 e;,, - f(y;e,,)e;, 0 yi) 

L(f(y¡)y¡ ®e;;, - f(y;)e;, ®y:). 

O °Ef(y¡)yi@e;, E J'1'i911·, 
s 

O Lf(y,¡e;,@y¡ E ll"<'8)J". 
s 
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Pero para cada i se tiene: 

f(y;) = f(y e,,,) = f(y;)c,,, E ScP> = l:c1,,, 

así f(y,) =,\;e,, con,\; E k, por lo que 

¿ .l.,y; 0 e;, = o 
i 

Como { y¡ 0 e;, 1 i J es urm Lase para J• ©s s•, por 5.2(2), li'nemos que .l.¡ = O, es 
decir f(y;) =O para toda i, y por lo tanto f =O. Esto prucb" nuestra afirnrndón. 

De aquí vemos que 

- [ J• o l [ ,1· o l Vo:: J"@Jº(f)JºEfjJ' J" =A~ 0 J• '?,lA· 

"(:J)"', Si 6 es la diferencial de w, entonces ob.servenws c¡1u· 

Por otro lado 

w(lx) [ ij ~] -(v~ ~] w(lx) 

[ vbl) v~I) ] [ ~· ~ l -[ :,. ~ l [ vbl) ,,~¡) l 
[ (O,v{l~0yi) ~ ]-[ (yj0~(1),0) ~ l 
[(o,E;~;0yi) ~]--[(vit''~,,;,oJ ~] 
[ {o,e.;,

0
0vi) ~)-[{vi o0

c;,,o) ~] · 

i J 

i ; i q 

i ; 

.L :Lvi(Y;Yi)Yi ®11¡ + yj C') e;,. 
i ; 
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y 

De aquí.: 

y 

es decir 

i j 

L LYi(y,y;)yj 0 Yi + L LYi(y;c,Jc; 0 y¡ 
i j i p 

i j 

L LYi(y;y;)yj 0 Yi +e;, 0 ;,j. 
i ; 

yj 0 e;, = mi(yi) - L LYi(y,yi)y¡ 0 YJ 
; J 

c;1 0y¡ = m,(yi) - LLYi(!li!l;)!lj lfJ 11i 
i j 

(O, e,1 0 yt) - {vi 0 e;,, O) 
i j 

+(L LYi{11;y;)y¡ 0 y¡, O) 
i j 

-(m1(11i), -m,(yiJ). 

Y por lo tanto 

ó([~¿J1 

Ahora veamos fas fórmulas propucsta.<:1 para Ja diferencittl en Jos elementos Yf y 
l!i: Hecordcmos que 

ó:V-+V@V, 
A 
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es lal que para v E V(X, X) 

~(v) '°' ¡1(11) - "0w(lx) -w( lx) (:; "· 

Así 

ó(iif) i•(iif) - iif 0 w(lx) -w(lx) 0 iif 
~ [ y¡Ox; ~ ) 0 [ ~ ~ ] - [ ~- ~ ] 0 [ "\i) v~I) ) -

[ ''~l) v~l) ] 0 [ ~ ~] 

~ [ t· ~ J 0 [ ~ ~ ] - ~ [ rg ~ ] t9 [ ~; ,º, ) -

~¡~; ~]0[~· ~] 
E [ v~· ~ ) 0 [ ~ ~ ] + I: [ y,~, ~ } •': [ ~i ~ ] -, ) 

[ ~ ~ ] 0 [ cd' ~ ] - [ '8• ~ ] 0 [ ~f ~ ] 
~ [ Y~• ~ ] 0 [ ~- ~ ] - [ '6• ~ J e~ [ v¿ ~ J 

L [U~; ~] 0 [ ~ ~] (por 5.3(~) ) 

·~' 
~ [ L;,(yjyº)(y;)y; ~] 0 [ ~ ~] 

~ ~ [ yj(y~;lv; ~ J 0 [ ~ ~ J 

L:L:<[Yi(~y,) ~]®x[~ ~)®xl)c'lx(Iox[~ ~]®xi). 
•# J 

Aniílogame11te podemos mostrar que se vale la fórmula rla<l.1 para ó(yj). 
Esto termina la prueba de 5.9.D -

Queremos tener un bocs ..;obre una categoría adiliva. Para éllo consi1lercmos en 
modll', I• categoría de A'-módulos derechos, a}¡¡ suLcategoría ple11a C cuyos objetos 
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son { X1, ... , Xr, }'j, ... , l',. }, donde 

"· - [e¡ O] A' - -·A' ·'• - O O - r, y 

para i == 1, 2, ... , r. Nótese que 

llomc(l~, Y;) 

/lomc(X;, Y,) 
llorrtc(Y;, X;) 

1!0111A•(!'.;A',f;111
) = t;A'i, = { 

llmn41(C¡A',fiA') = C;A'r.¡ ::-: O 

llomA•(!4A',e;11') = f,A'e; =O. 

si i 1 j, 
si i = j. 

si i 1 j, 
si i == j, 

Por 1.24(1), tomamos B' la catc>goría mínima, de hecho trivial, t1d que iucsB' ==C. 
Consideremos el funtor 

O':A'-->B' 

tal que 

También tenemos el fnntor 
F: B' --+ moclA, 

donde modA es la categoría de A-módulos dercchos 1 tal que 

C¡A 1 i-+E¡.4 y 

para i == i 1 ••• 1 r. Este funtor nos determina. un B'-bimódulo U~ FmodAp, y es tal 
que: 

U(X;,X;) 

U(Y;, lí) 

U(X;,Y;) 

U(Y;,X;) 

HomA(e;A, <;A)= e;Ae; = { º[ ke; O ] 
\ o o 

HomA(!4A,f;A) =!'.;A!'.< = { O[ O O l 
O kc; 

Hon1A(e;A,f;A) = e;A~ = [ e;J'e; ~] 
llomA(!'.;A, <;A) = t;AE; =O 

17fl 

si i 1 j, 
si i =j. 

si i 1 j, 
si i = j. 



NólC'se que IJ' {'5 un D'-subbimú<lulo de U, (•11to11c<.·~ r~>ll T denotamos el D'
bimódulo determinado como T = l! / B'. Así se u,.,,,. qul': 

7'(X,,X,)=O, T(li, Y;) = ll. 

T(X;, Y;) = [ ,)·e, ~ J . T(\~, X,)= O. 

En T considt·ramos la identificación 

Yi = [ ~· ~ l · 
PROPOSICION 5.10 (1). Tes"" B'-bimódulu libre 9rn<rado ¡Jor lo.< cltmentos 
{yi I i=l, .. .,r}; 

(2). T®' =O. 

DEMOSTRACJON. "(!)". supongamos que n(í,j) =dii11c1 ./"c¡. Como los objetos 
X¡ y Y; tienen anillos de endom0rfismos triviait'f' en H', Sl' li~·nc r¡ue 

n(iJ) 

TS>! EB EB B'(lj,-JQ'.)B'(-,X;). 
(i,j) l=I k 

Y este isomorfismo puede construirse de tal fornHt que 

dado que Yi E ep
1
J"'c91 forman un k-base. 

"(2)". Nótese que si z, =(E!); Xj') EJ:)(Efl; l'j'' ), y z, = ($, x,m') EJ:)(EJ:), Y;'"), 
entonces 

(TQ'.)T)(Zi.Z2 ) = T(-,Z,)Q'.)T(Z1,-) 

B1 8 1 

EB1r<-. x,i ® T(X;. -r" EB 7'(-, x,i ® r(i¡, -l'"''' 
i,j 8 1 IJ' 

ffiT(-, Y;) Q'.)T(X;,-)""' E!jT(-, l~) Q'.)T(lj, -)'""] 
B• 11' 

EB T(-, Y;)® T(X;, -)""'. 
i,J 8 1 
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Por lo qu~ basta probar rpic para i y j fijas se lic111•; 

T(-,Y;)®T(X,,-) =O. 
B' 

En efecto, los generadores de ese himódulo son de la forma 11 0x1 u o v ®1', u, pero 
en el prinwr caso" E 7'(X;. X1) =O, y en el segundo v E T(Y;, Y;)= O. O 

Ahora hicn, la categoría tensorial B:::::; T®, por 1.1.5, rt>sulla. sf'r una categoría li· 
bremente generada sobre B' por los morfismos Yi E B(X"' I~.,), y como B'-bimódulo 
se tiene: 

Luf.'go se sigue 

B(X,,X,) 

B(Y;, Y;) 

B(X;, lj) 

B(li,X;) 

Mientras que: 

B'(X;,X;)E}jT(X;,X;) = B'(X;,X;), 

B'(Y;, Y;)E}jT(Y;, lí) = 8 1(\i, l~). 

R'(X,. Y;) (9 T(X;, Y;)= T(X., Y;)= [ c)·c, ~ ] • 
JJ'(\i, X;)E}jT(Y;,X;) =O. 

B(A',X;) 

B(A',Y;) 

B(X;,X;) = A'c;, 

[E!1 B(X., Y;) E}j B(Y;, Y;)= (E!1 [ e)·c, ~ ] ) EJ1 ~;A'= ~¡A, 

B(X,,A') B(X;,X;Jffi[EfJB(X;,Y;)] = A'c,EfJ(Ef) [ Jº· ~ ]i =Ae¡, 
,. r er· e. 

B(Y;,11') B(Y;, Y;) ~ A'fu· 

En B', tenemos O'(X) = [ffi, Xi] ffi[ffi, Y;], y denotamos 

fz: O'(X) __, Z y ez: Z __, O'(X) 

las inclusiones y proyecciones canónicas. Nótese que: 

81(c¡) = cx,Jx, y O'(fu) = er.ÍY, 

y 

O'(lx) = L czfz. 
ZEine18 1 
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PROPOSICION 5.11 Exi.<tc tm Junior 

O:A--.ll 

tal que: 
(!}. O cxtirndc a O' y 

O( [ O O l ) = ,,. y~/~ y¡ o "' 1 '11. 

(!!). E'/ cuadro conmutativo: 

A' A 

o·/ 1 o 
B' B 

es un diagrama de JJU.:;/&out. 

DEMOSTRACION. "(I)": En el 1ínico objeto X de .4, dt•finimos O(X) = O'(X) = 
A'. En morfisrnos, se licne 

Resulta que O está. bien ·ucfiuido, pues sobre 

l J. ~]' 
O es la transformación lineal que mau<la la k-ha>c { [ ~; ~ ] 1. i } en el conjunto 

{ ey.,Yi/x,, 1 i ). 
Para ver que 8 es funtor, basta verificar que rcspC'la la. composición. Nótese que 

[ .. , o l [ s, o l ¡, t¡ ¡, t, = [ 
s,s, o l ¡,.,, + t,¡, t,t, ' 

y supongamos que 
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y 

t1=Í:-"t1,iCt, 
I 

con ..\,,1,/, ..\,1,1, A.1,,1 y ..\tJ,l E k. Luego 

O ([ /: ~ ] [ /; ~]) = 8 ([ f,s;'~2t¡f, t,~, ]) 
O' [ ••o·'> O l "°' ,\ º/ t,t 2 + ~ (/1-,+r1hH111).r,eYp,Yj X.,1 

J 

O' ( º'o'' 

1 ~ ] + L..\IJ1(.11111J+i1h(v1)J,p,cY,,1Yjfxq1 1 ·2 j 

¡ 1~,] + Í:i-'11(•.v,).r, + -'1,¡,¡,,),.,)ei',.,Yjfx,, 
J 

O' [ 
8 ~32 11~ 2 ] + L(,\.,,,,A¡,¡,,¡,., + A,1,v,A¡,¡,,),,,,)ey,1 yjfx,

1 
J 

Por otro lado 

o ([ ;: f~ ]) o ([ ;: t~ ]) 
(O' [ ·~ ;: ) + 2.=..l¡,¡,.1,.,•Y,,Yifx,,)(o' [ ·¿ 1~] + ~..l¡,¡,,¡,.,cy,,yjfx,) 

O' [ ·~l t~ ] O' [ ~ t~] + ~ A¡,¡,,),1.,c¡·.,vif.,.,O' [ ~ t~] + 

+¿o' [ 3~ ~] ..l¡,¡,,).r1 Cl',,Y;fx,, 
J 

+ L ).fi(11.}.r.Ah(,,.,),p,eYp, Yi fx.,, cy1,1
Yjfx 11, 

8' [ ·~ ~]O' [ 3~ ~] + ~..l¡.¡,.),p,eY,,Yifx.,o' [ ·~ ~ l + 

+ Í:º' [ ~ 1~) ..l¡,¡,1¡,,,1 ey,1 yjfx,
1

• , 
Ahora bit:"n, para i fijo tenemos 

,\f,(,.),,.,ci·.,Yi!x.,o' [ ·~ ~] = ..l¡¡{,,),p,<Y,,Yi fx,,fi'(c,,.)O' [ ·~ ·~] 
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Mientra que para j fijo se tiene 

Es decir 

O( [ /: ~ l JO( [ /: ~ ] ) 
O' [ ·'•o"' O l 'C"' ,~ 1 • t1l1 + ¿ >..1 . .,,>-.1i(111),P1elp,Y;fx.,, + ~ A11.111' h(~,),p,el~r,Yifx,, 

1 1 

O' [ ·'~' 11~2 l + Lf,l.,,,,.IJ.C;,J.v, + .1,,,,,.\1,¡v,¡.,.,!cl',,Yjfx,, 
1 

O ([ /: t~ }[ /; t~ ]) · 
Así que O es un Íllnlor. 

"(2)". Que~·! diagrama dado es un pushout se si&11P. dP la d(•rnostración de 1.J8 
pues los funtores tlcs<le A estiÍ.n detcrminíldos por sus im{Lgt'llf'S ~obre los morfismos 

l" o o l v: o 1 

y dado q11~ B es lihrcmc>nl<~ generada. sobre 8 1 por los morfismos Yi. O 

En seguida deseamos moslrcu q11e d Loes que t•slnmw; buscando es precisamente 
el bocs inducido A 8 = (D, 8 \18 ), Pnra ello es nen•sario que las categorías R(A8 ) y 
P 1(A) sean equivalentes, pero por 5.7 hasta mostrar 'I"" 11(.A/J) y li(A) los son. 
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PROPOSICION 5.12 R(.A8 ) y R(.A) son c11tcgoría.< equiv11lrntr.• 

PEMOSTílACION. Notemos que el funtor O: A-+ lJ induce el funtor 

o·: R(.A8 ) __, R(.A), 

que por 2.6, es fiel y pl1.•no. Bastará mostrar que o· es dcuso. 
Sea Af : A --t rnodk una representación de A. Dcfi11i111o!i 

N' : B' --> modk 

tomando 

N'(Xi) = c¡M == M(e;)(M(X)) y N'(Yi) = !;M := M(f<}(M(X)), 

como B' es mínima, por I .24(3), N' se exticu<le a B'. Nótese que 

N'(OX) N'(ffiX,ffiffi Y;) 

EfjN'(X;JffiffiN'(l~) 

ffi M(e;)(M(X)) ffi ffi M(t;)(M(X)) 

M(L<• + L!!iHM(X)) = M(X). 

Nótese además que para a E A'= B'(O(X), O(X)), se tiPne: 

N'(a) = M(a): N'(O(X))-+ N'(O(X)). 

Sabemos que Bes libremente generada sobre B' por y~ 1 ••• 1 v,:, luego existe un único 
funtor 

N: B __, modk 

tal que extiende a N' y que 

N(y:J = N'(h, )M( [ º. ºo l )N'(ex,.J. 
• Y¡ 

Consecuentemente 

N(ev,,Yi fx,.) = N(ey,.)N(yi)N(fx,) 
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N'(cr,,)N'(fv,,)M([ ~· ~ ])N'(•x,,)N'(fx,,) 

N'(ei· /¡- )M( [ O O l JN'(c, fr) 
1'1 Po y; O 'v, ·'lo 

N'(fp,)M([ :. ~ l):V'(i\) 

M(~,.)M([ :. ~ l)M(<,,) 

M(", [ º. oº]<,,)= M( [ º. ttJJ ] ). 
- i Y¡ y, 

Como los A-módulos quedan determinados pur !ill!> i111úg1•11t·~ ''11 

ésto muestra que N es una representación de A 8 t;d qu<• O"(N) =NO= J\J.D 

Ahora sólo falta moslar que A8 es uu bon; cstrntilicado. Para dio usamos 
alguna.e¡ propiedades del funtor O' c¡uc se muestran en la siguiente proposición. 

PROPOSICION 5.13 O' salisfai e la.< co11dicio11cs dr ad111i;ibilidad (3.3) cxce¡ito 
{Al). 

DEMOSTRACION. "(A2)". 01 es cofinal, es decir cualqui<·r oh jeto incsc.indible en 
B' es isomorfo a un sumando directo de O'(X), para el 1iniro ohjeto X de A'. 

Tomando el conjunto r = incsB' = { X;, ¡·; J dcfinimo> 

Xi·. = Xx, = X y Fx. = X;, lí·, = Vi, 

para todo i = l, 2, . .. , r. Además para Z E i11cs B', tenemos 

ez: Z __, O'(X), Jz : O'(X) _, Z 

las inclusiones y proyecciones naturales, morfismos en IJ' tales CJUC para Z, Zi, 
z, E incsB': 

"(A4)". fzez = lz, Jz,cz, =o para z, f z,; 
"(A5)". 1,.(X) = L; ezfz; 

ZEint:tB' 
"(A6)". Para b E B'(Z,,Z2), bfz, 0 cz, = !z, 0 cz,b. En efecto, si z, f z,, 

entonces B'(Z,, Z2) = o, luego b = O y claramente bfz, 0 ez, = O = Jz, 0 ez,b. 
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Si Z 1 = z,. entonces B'(Z., Z2 ) o: k y para b E k y como !z, 0 cz, = fz, 0 ez,. 
~ntonres 

bfz, 0 cz, fz,b® ez, = !z, 0 /tez, 
/z, 0 cz, b = /z, 0 cz,/t. 

"(A 7)". Sin importar el orden en ineaB', se tiene que fz 1 0ezi =O para Z1 #- Z'l· 
Primero observemos que fx,ei = fx,, y C¡ex, =ex,, h',fl¡:::::: fv., ~ie1', = ey;. Así 

tenemos: 

fx, 0 ex, 
fx. 0.,, 
/y, 0 ex, 
/y, 0 "Y, 

fx,i!; 0 ex,= fx. 0 c;cx, =o 
fx,f¡ 0 e1•

1 
= fx, 0 C¡er

1 
=O 

/Y,fi ® ex1 ::::: /v1 0 ~cx1 = U 

/v.~ 0 cy, = fr, V) f.¡t:r, :::;:::; O. 

"(A3)" . .l' = ker(B'@A' 8'--> 8') es 8'-8' bimóc\ulo libre. De hecho mas· 
traremos que J' = O. Observemos que B' ©A' B' c!ilá gC"ncrn<lo por el elemento 

l9•¡x1 0 lo•(X)· Ademá• 

le•¡x¡ 0 le'(X) L e,fz 0 L ci•fr 
ZeinuB' YEiueJH' 

LLezfzCi)n·h 
z 1' 

L •zfz 0 <!zfz, 
z 

por lo que 8'®.~· 8' está generado por los elementos fz C;) cz, con Z E incs81
• De 

aquí que para x E J'(Y, Y'): 

x = L czfz 0 ezbz 
z 

y por consiguiente L czbz = O. Si para cada Z, bz : Y --> Z, y suponiendo que 
z 

Y = ffi Yt-1 1 tomamos 111 , p,, las correspondieutes inclusiones y proyecciones, así 
"Ei,.u8' 

ly = L 1.p., de aquí que 

cz(/z 0 ez)bz cz(/z 0 cz)bz L 1.p. 
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Luego 

x = L czfz 0 ezb, = L(czÚz L 1.f. e:; c,p.) 
z z 

(L czÚz) L 1.f. 0 e,p,. =O. 
z 

Por lo tanto .J' = O. O 

La estratificación de .AIJ la. construimoo:; en los siguhmt1·~ l1·mas. Empccl!mos por 
el group-like. 

LEMA 5.14 A 8 = (13, 8 \18 ) tiene un group likr 

wn : 8 1 
---t B \18 

tal que para g E B'(Z, Z'), Z = ffi1 z,, co11 Z1 E { X,, l', }. ;J e1 : Z1 __, Z y 
rJ1 : Z-+ Z1 son la inclusiones y p1'0yeccio11cs muó11ica.-., n .'>p.'clivamr.ntc., niloucr.s 

w¡¡(g) = LYe1fz1 0xw(lx)~Jx cz,li1. 
I 

DEhIOSTRACION. Corno en la demostración dP ~.!í s<> P"""" construir d mnrfismo 
de· 8'-bimodulos: 

u: B'--+ B'Q'.9 8 1
, 

A' 

tal que u(lz) = fz 0 ez, para todo objeto incsciudihlc Z de B'. También se tiene 
el morfismo de B'-bimódulos: 

T: B'\8)8'--+ ByB, 

~· 

tal que r(g ®x h) = g ®x w(lx) 0 h. Evide11tc111cn•.e se tiene wa = ru. O 
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LEMA 5.15 La rounidad inducida En : 8 V 8 ---+ B dctfl'UIÚ/ílffo en generadores 
pnrcB(h (')11('.)fJ) = hO(c(o))g, '·'tal que 

krr(t11) =ªV"~ Blg} [ ·:; .~. J ® 11, 
A' ti' 

c.'4 1m 11-bimódulo librt: grnrradn por 

para i = i, . .. , r. 

DEMOSTHAC::ION, Como en la d1•n10slrucián de 3.5 "' lit•nc que 

BVll ~ 11yll ffill.J'll = "\'11, 

pues./'= O, romo ~t~ viá f~H 5.13. Pero por .í.!l(2) 1Jl)ti•:;1· rpw: 

~-]®nJ. 
A' 

Es sufici1.•nte ver '}llf'. e~lo~ dos 1íltimo~ sumando:l dirrctos sou /J-binló<lulvs libre::i 
gcnr.rad:}:_; pnr 

y 

{ /x" 0x [oº º.] 0x "!', 1 i = l,. . .,r), 
1 y¡ • 

respedivamr.ntc. Ha.cernos la demostrn.ción para el primero <le los Uir11óclulos y 
análogamente se tiene para el otro. 

Sea W un B-bimódulo y w1 E W(Xw.,Xp,) 1 para todít i. Deseamos mostrar la 
existencia de un morfismo único de H-himódulos 

[ r o J ef>:l3Qf? O O ~ll-dV 

185 



lal que 

ii>Ux,, C:)x [ ~; ~ ] "'" <x,,) = ""· 

Por la propir{iad univers¡'\l ckl producto ten!.iori;d podemos i1:.l'gmar la <·xist1·ncia. <le 
un morfismo de B-A' hirnódulus 

[ 
J• o l IJ '. flQ}? Q Ü --• 11' 

definirlo por 

1¡(b0x [ ~ ~]) = L ,\9¡,,),,.,lwx,., w,fx.,,. 

' 
De I;,. misma form<l hC tit!11c, cxistu un morfismo di· H-hi1wid11los 

tal que 

[ g o l ,P(b, 0t 0 0 
0x b,) [ 

1/ o l r1(b10x ll 0 )b1 

NóLcsc que 

tP(/x,, 0x [ ~· ~] <í'lx ex,,) T/(/x,, (~x [Y¡¡" ~])ex,, 
"',\ •( J f•· t'" w·fv ex ¿_ Y, !Ji •111 ''h '•'/'; J '''1 'l1 

UJ¡. 

La unicidad se sigue del hcclt<> de que 

LEMA 5.16 wn e" O-triangular. 
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DEMOSTRACION.Sabemo' que Bes una categoría librenientc generada sobre B' 
por los morfismos y¡ 1 i = 11 ••• 1 r. Además 

y por lo tanto 

yj = fy,10( [ :¡ ~])ex.,. 
Luego como se vé en 3.5 tenemos 

oa(Yi) ~ ] )ex,,) 

~Ji 0ex.,) + ¿ fy,10([ ~-
z<x,1 
zer 

- ¿ r(Jy,. 0 cz)fzO( [ :. ~])ex,,. 
Z>l-'p¡ I 
zer 

Pero por 5.15, se tiene que /z, 0 cz, =O para Z1 f z,, Zi, z, E r, y por 5.9(3), se 
sigue: 

[ o o l h,. 0 o( Yi 0 ) 0 ex,, 

f1·,10x !I:Av;(v,y,J,p,([ i: 
"' 

~] @x [y¿ ~ l (~X 1) 

. [o -Avj(v,.,J.,,(I @x O ~ ] 0x [ ;,. ~ ] )] ®x ex., 

¿:: Avj(v,v.i.,.fv,. 0x [ :: 
•J 

o ] [ y~ o l 
0 0x Ó 0 0x 1 0x ex,, 

-L Avj(y,v,),p,ÍY,1 0x 1 0x [ ~ 
'·' 

y~ ] ox [ ~- ~ ] 0x ex.,. 

Usando el isomorfismo B@ A A ~ B, se tiene: 
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-L \;(,.v,).p,ÍY,., i'lx [ ~ : ] C'Jx (O [ ;,. ~ ] <x.,) .. , 
"2::,>.v;fv,v.).r.ÍY,,cv,.,Y:fx,, 0x [ ~ ~]os ex,, 

'·' 
-¡:A11¡fv.v,J.1•1 b'p1 0x [ ~ ~J· l C:)x ll·í.,Yifx,,ex,1 

1J ) 

L:>.,;¡,,,,¡,,J1·,,cy,,Y:Ux,, "''" [ v¿ ~] ''Jx ex.,) 
OJ 

-L >.,;¡,.,,¡,,.,(!1·,., 0x [ ~ i, J C'J.1· < 1·,., )y¡ !x,, ex,,). 
l,J J 

Ahora ordenamos la base { y¡ } dt~ Ja siguiente !llanc•ra: 
Si j¡\ z• E { Yt } y y E Ji -J1+1, z E .Ji -Jf+I, t'11to11n·s n1ando j < 1'. 1 tomamos 

y•< z•. 
De aquí si Y; E J 111 

- ,¡nJ+ 1 con 111 ~ 11 y1 E ./"• - ,}'1•+ 1 dJ/l 11¡? 1, entonces 

YiYi E Jn,+n, Y YiYi = L a¡1¡y¡, con Yt E Jn,+n,, a,11 E /.·, ru1110 además 

' 
L Avj(v,,.¡.u<u = yj(y,y;) = L <>1jt!IÍ(Y1) = n,,,c,,,. 

' 
P~ro s~ 0:¡11 = A11¡(11111,),p¡ ':f; O entonces y¡ E ,/':1+'1• 1 y const·nH.•ntcmcntc yJ < y¡ y 
Y; < Y1· 

Esto muestra que 8B es 0-tr:angular.D 
Para terminar de con~truir la estratificación 11ccesita111os mostrar qtw '¡)B es un 

reflector. 

LEMA 5.17 we es N'jlrclor. 

DEMOSTRAC!ON. Por 2.22 sólo resta mostra que /in es uua cliforencial !-triangular 
~erda. Valuemos pues esta diferencial en los gcnerndor<'s libres del B-birnódulo 
BVB: 

[
Y' O l fx,., ®x 0 0 0x ex,, 

con i = 1, ... , r. Poi· 3.5 se tiene que: 

lie(fx., ®x [ YJ ~ ] 0x ex.,) 

Y ! X 0, [ 0 0 l C'Jx Cy 
l', , u y¡ - "• 
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[ 
y• o ] TiaUx,,®xli( 0 0 )®x<x,,) 

[ 
y• o ] + L Ux,,®x 0 0 0xez)0z(/zf:?xw(lx)®xe.x.,) 

Z .. Xq¡ 
ZEinr•B' 

+ L Ux,, ©x w(lx) ®x ez) 0z Uz 0x [u¿ ~ ] 0x ex.,) 
.z .. x,., 

ZEi11uB' 

Pero si Z = X, -f:. Xq11 se t.icnc: 

[ 
y• o 1 

Ux,, ®x 0 0 J ®x ex,) ®x, Ux, 0x w(lx) C')x tx,,) 

[ 
y• o ] fx,,®x 0 0 ®xcx.Jx,)®a¡x¡(l•¡x¡®xw(lx)®xex.,) 

[
y• o 1 

fx,, 0x 0 0 J ®x O(c,)) ®o¡xi (lo¡x) 0x w( 1 x) Ox ex,,) 

f x,1 0x [ ~ ~ ] e; 0x la¡x)) ®o¡x¡ (lo¡x) c'Jx w( 1 x) ®x ex,,) =O, 

pues c111 # <'¡. De la. misma manera se muestra riuc si Z = Vi #- X,," entonces 

[ 
y• o ] fx.,0x 0 0 ®xe1J0v,(fv,0xw(lx)Gxcx,,)=O, 

y análogamente para Z f X., se muestra que: 

Ux,. ®xw(lx) ®x ez) ®z Uz ®x [ ~ ~] Ox ex,,)= O. 

Por ésto y usando 5.9(3), se sigue que 

[ 
y• o ] liaUx,. ®x ·0 0 0x ex., l 

TiBUx,, ®x li( [ ~· ~ ] ) ®x ex.,) 

TinUx,, ®x ILL([ Yi(~;y;) ~] ®x [ YJ ~] ®x !) 
i"fl i 

[ 
Y' O ] ®x(l ®x 0 0 ®x !)] ®x ex,,) 
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I:I:Ux,. c1x [ yj(~y,) ~] ox [ ~f ~] ·x l 0x lo1q) 
1#-l ) • 

0x(locx1 0x l ~)x [ ~ :: ] 1'1x l é'.\~ 'x.., ), 

Usando el isomorfismo lJ@ A 1\ ~ /J, se tiene: 

6a(Jx,, 0x [ yl ~ ] C'Jx ex,,) 

L I:Ux,.O( [ yj(1(;'1;) ~]) 0x [ u¿ ~] c'•s locx1) 
1-tl } 

'°' (O(- ) . [ y¡ O l ( ) 'YO(X) <¡,, ~)X Q Ü ;;" lX,., 

Ahora ordenamos los generadores de B \18 de la misma malll'l'a en c¡11e ordenamos 
los generadores de 8 1 es decir que si ,\ 11t(l', 11,),p, f:. O, e11lonces: 

fx,, 0x [ ·~ ~] 0x "·~•• < fx,,, 0x [ yo" ~] Ox ex,,. 

Una fórmula análoga se tiene para. 

y ésto muestra que Es es l·lriangular izquierda.O 

Terminamos este capítulo resumiendo en la siguiente proposición el resultado de 
nuestros lemas anteriores. 

rno 



PROPOSICION 5.18 El bocs inducido A 8 = ( B, 8 V 8 ) tiene una estratificación 
dada por: 

(B';w9; {y¡' 1 i}; {/x,. ® iif ®ex,, 1 i}, {ÍY,, ® !LL 0 <v,,} ). 

o 
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