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RESUMEN 

Se presenta nn conjunto de modelos de optimización c11focndus u In micro y mncroc
conomín en los que los individuos tienen romo objetivo clcterminnr lns traycctorins de cou
smuo que brindnreítt mayor bcudicio, nsí como mm mejor distrilmci()n de riquczn n través 
del tiempo. En estos modelos sr. C'sturlin, o propone, el modPlo ele r.n:r.imicnto económico 
11coclá,•ir:o, donde la ofertarle trahnjo se nualizn a través <ll' un patrón exponencial, uno 
t•stocástko y otro uuis que 'lepen.de de los 11acimie11tos y clel m'nncro de individuos que 
llegan a cierta cd1ul con capncidn<l para trnbajnr. 

Se considcrn11 otros modelos, tales como demnncla por iuvcrsh'm n nivel cmprcsnrinl, 
consumcrinn_•rsióu parn una tx·onon1Íll clonu~stica, asignación ch• néditm; externos para 
iiwcrsióu y commmo e11 u11a ccouomíu en uu horb:ont.<' ele plancnción finitn, optimización 
ele cnrtcrn de iil\'Cl'!-iiÓn, dctcrmi11aci,)11 ch~ producción y precios en t111 monopolio, y mocldos 
ele dt•\·ahrncilm ("on ln posibilidad clt~ cxportnciún e import<H·ic'm ele ttn !>ello hicn. Un modelo 
importnntc que se propuso bajo el ('llfoqnc Uaycsim10 fue el 71ror.c.~o de aprcntliwjc de mi 
irulividuo .rnbrc utilitltul. Tmuhii·n se prcsc11t11 el HlOdt•lo ele C'llP11t.;i corriente y tipo ele 

rnmhio rt!al, donclc el imli\'iduo ticuc cx¡wctati\'as rnciounlt·s. Se hncl' una extensión nl 
prohlc·ma, en la q1H' el inclivichto <-'st.;l i11ci1•rto solm._• los Yalorrs clt• los ¡rnní.mctros de sn 

fu11<'ióu ele utilidncl, y por tnnto miuimi:m c•nt.ropín nuzmln pnrn incorpornr nprendiznjc 
bohrc su función 1lt• utilidad. 

Pnrn los moclelos e!-ltudiados st• «lesnrro1laron té·cnicns d<· solndc'm, la sol11dón e intcr· 
prrtncit'in sr incluj'l'U, se ritn un conj1111to ele• 1·011dusioncs y n·comewlncio111·s. 



I.INTRODUCCION 

En el marco teórico de In. micro y macrocconomín se presenta 1111 conjunto ele modelos 
<le optimización en tiempo continuo, doncl<• los inclit·iduos tieucu como objetivo determinar 
las trayectorias de consumo, procluccic>u <' in\"ersión que le brin<liu-1í11 1111 mayor beneficio. 

Entre estos modelos ~e cstmlia, primero, d modelo 11.cocM.~ico cfo r.rccimiento económico 
óptimo, donde un indivhluo llnmncln planificador central <lc•s<•a mnximiznr el bienestar 
de todos los ngcntcs económicos, y 1 iem~ la fal'ultarl cl1• dcc·idir sobre las trayectorias ele 
consumo (vnrinb!t~ de control) e invcrsi()n <h~ la economía: nquí la fuerza de trabajo crece 
cxponcudalme11tc a una tasa dacia. St• hnct• nna cxtcwii1)11 a este moddo de tal m.nncra 
que lns variacioucs del tnmaüo ele la ÍU(•rza de trnliajo se ri~l'll por mm l'1·uació11 rlifercncinl 
cstonistkn; otra rxtl•n:-;ilm es ruaudo l:i forn:it'lll di' t.raliajo dqw111l1• ch• la l'antida1l <le 
nacimkntos <' irnlh·iduus qnc sollrl'\'i\'1't1 hasl ;1 cil'rtn 1•d11cl, tt•11i1•údo-;t• el mismo ohjetivo 
del prinlt'r modelo. 

El modelo tH!ocftí.qit:o de tlt11wndri por i1111c1·.~ión st• dPs11rrolln 1•11 1111 e11foq11c micro y 
el ohjcth·o es dt"tcrminar los nin·lcs <k proclttccióu, trabajo y L'apitnl. c111e maximicen los 
beneficios iwto~ de• la empn·sa; se prt'st•11ta11 dos t•Xtl'nsio1ws: d uwrldo tlintín1ico U.f1rt:9ntlo 
tlr: TolJin. !1 la. ind11.~ián tfr r:o.~to.~ 1fr 11ju.~tr: riípiilo dd .~tod: d1: r:opil11l. 

Se estudia tmnhién el mm/do 1H:11d1i.~io1 di: r:on.~1mw-in111:r.H11n. l'll t•l nml ttiw economía 
doméstico tlt's('a 1lt'frr111i11nr las trny¡•rtori:is d1• co11s111110 (\'miahh· 1lt• f'lllltrol) y nipital 
(\·ariahlr ele 1~¡;tado) CJIH' maxi111izan s11 liit•111•st:ir. E11 111rn t'Xlt'l1Si1'111 d1• t·stt• s1• ticm• la 
posihiliclnd ele• CJl1l' el iudivitlun 1h•jc lllHl h1•n•11cia <1 d1•sc1·11cliP111l's. 

En nnwhns t•1·0110111ías s111·p,1• la lll'C('sidnd dl' oht1·11cr ni·ditus t'Xtt'rnos para i11\·1•rsic'i11 
y cousumo pnra 1111 horizontl' tiuito, y s1· 1!Pst'a salwr l:1s proporcimws <le cn'·dito q111• se 
consumen l' Íu\·erll'U tlr tal 111111wrn, c¡iu· Sl' 11wxi111i(0 l' 1·1 hi•~m·stnr. Esta sit11ncicl11 se estudia 
en el mmldo tli: 11.~igt/(/.cián tÍt: cri'irlil.os c:r:lcrnn.•. En 1•st.<· prohh·ma lil' rNp1i1•ff nknnzar un 

cierto nh•d el(• capital fiual. 
Cmuulo los iudivitlllos dt•sc1111 oplimiwr Sil 1'1ll'h•r;1 di' im·1·rsiún (portafolio) y sahcr 

las trnyt.•ctorias de consumo y ric111cza qnl' maximizan sil lii1·w·star, !'il' planten un mmldn 
de .sclcccián óptima rlc ¡rnrtafolio bajo iur.r.rtitlumbn; ;1q11í los n·udimkntos ele la cartera 
de inversión son modelados a tntvt~s de uua ec11ad<'>n cliforl'ndnl l'Stonísticn. 

Dentro ck• una ccouomín hny productos cptP súlo los ofr<•ce mm cm¡n·t·sa, l'.:i cledr, existe 
un monopolio, el cunl dcscn cncoutrar las traycC't.orias dl'l JH<'do y clel m'uncro ele unicln<lcs 
produdclas que maximizan los hcucficios de la emprc~sa. para un horizo11L1._• finito. A <'si.e 
respecto, se estudiad modelo <fo 1rw:r.imizacirin tlc beneficios r/d úwnopolio. 

Un n!-iJWl'to importante ele las <'t'o110111ías abiertas c·s la c·xportacióu e importacic>n <le 
hicnC's. Sl' estudia tlll modelo en d qrn· 1111 inrliviclno n•pn•sc.·ntath·o desea clP.tPrminar lns 
trayectorias de 1•onsumo de un bi<'n de l'Xportación y 1111 hiru dr importnci<in. de tal formn 
que su función el(• utilidad sea nuixiurn. 

Tamhi<;ll, bajo el enfoque Bnycsiauo, se presenta el proC'eso de aprendizaje de un 
individuo sobre su función de utiliclnd. El modelo dcscril)(' el comportnmicnto racional <le 



los inclividuos cuando estos incorporan información ndidounl en su función ele utilidnd. Los 
inclivicluos nprcudcn clr su fuuriclu de 11tilidnd, a través de In C'Xpcricncin; en este mnrco, 
st' clcsnrrolln un m<Hldo de <mtílisi:J de cru:nfo corriente y tipo de cambio real, t•n el <¡ne se 

rurnliza el imptwto r111c sobre la ruentn rorrirntc y el tipo de enmhio rral tit..•nc una polHicn 
11<' ('Stabiliz11ción h1L•mda en mrn dismim1cic'm temporal ele la tnsn <l<' dcw1hwción. Ar¡ní, 
l'I individuo cstci incfr·rto sobre los valon•s de• los pnr<Ítlletros tic su función ele utilidacl, y 

miuimizn entropía ernzncln pnra itworpornr nprenclizaje en su fuuchín ele utiliclncl. 
El clt•snrrollo ele l'stc trabajo es como sig1tt_•; Eu el cnpítulo 11 se presentan un conjunto 

dt• moddos de optimización micro y m<HTOt'C'otH'nuicos cu t.iempo continuo; en el III se• 

1·stmliau y clisc·utc_•n las ti-cnicns el" soluci1)11 d1• los moclelos planteados; en <'l IV :-;e pr<'scnta 
1• iut<•rpretn la solu('ión de endn uno dl• los mod1•los pln111Paclos, y en d t"apítulo V se da 
llll co11j1111to dt• condusioucs y s1.• tlisn1ll'11 \'t•utajas y limitm·imws ,}e los mmldos y sus 

~olndoncs. 



II. MODELOS 

En este capítulo se formulan 12 modelos de la micro- y mncrocconomín, donde cndn uno 
cuenta con una pequeña introducción, después se presentan los supuestos, la definición de 
variables y pnrñmctros, la descripción del modelo y ni fürnl el plantcnmicnto del problema 
a resolver. Lns variables y pnní.mctros que no se definen cxplicitnmcntc en un modelo 
tienen el mismo significndo que en los modelos nntcriorcs. 

II.1 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO 

ECONOMICO OPTIMO 
En cualquier economía SL' toman dl•1:isioncs cntn.• consumir en el prc>scntc y acumular 

capital para nnnieutar las posihili,l:ulPs ele cowmmo eu d futuro. En un extremo se tiene 
el cnso clt~ cousHmir hoy todo nrnnto si• p1H'da, 1111L' mm~1111111 morin·mos; y en el otro, se 
co11s111nr tan poro cn1110 se pnc1la para que 1•1 cnpitul an1111•1itc y con él, t>l <"oJisumo futuro. 

En el siguiente mmlelo S(' hu.-;,•a dt'tPrminnr la.s trayertorias rk cousumo (variable 
de control) y rapit.al (\'ariablt• de C'~t:ulo) q1H· 11wximiz:111 d bicllC'Star d(• mw economia, 
cuyn fuerza ch• trabajo 1·1·ecc expo1tt•rn·ialiw•utc ll mia l.;1¡.,a tlada. Si M' t.ournn decisiones 
entre consumo e iuvcrsicla ele tal forrnn que ,.1 lJit•rn•st.nr s1•n lo múximn posible pnra todos 
los individuos, d prohlenm es lo C(lU' S<' councl' como mmlclo ncocl1i,ücu ,J,: crecimiento 
económico 1iptimo. 

11.1.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El 1nmlelo t0111a t!ll cuenta los sip.;uicnt.<'s ::>111nwstos: 
(i) la economía (:S agregada, es tlerir, :->t' prndul'e y se con:llllll<' un solo bien, 

(ii) In eC"onomía es c:crrad11 1 o sea <¡He•, 110 l'8 posihle expnrt;tr ni importar hicncs, 
(iii) In tccnologín de producción rcquicn• clos iwmmos o fodorcs ele la producción: cnpital 

y trabajo, 
(iv) la función tlc proclncción presenta rl'nclimicntos constnnt.es ele csrala, 
(t1) la ofcrtu de traLa.jo 1._•s 1wrfrctmncntc ilwl<i..o:.;tica, l'S d1.·dr, lns individuos están dis-

puestos a trnhnjnr con nialq1tiPr salnrio, 
(tri) la. f11crzn laboral crt'í'l' c.'11 fornrn cxpow•ncial. 

(oii) el capital se clcprccht a mm tasa constm1t.t', 
( viii) toda la pro<lucd()n se clcstina a l'Olls11mo o inversión, 

(ix) existe un indivicluo que es llmnaclo planifiraclor ccntrnl, <'l cmtl desea maximizar el 
bicncstnr de todos los agentes, y ticuc la facultad de dcciclir sobre las trnycctoria.s de 

consumo y rll· inversión <le la economía, 
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(;r) In tasa subjetiva intcrtcm¡mral de descuento es constante, 
(xi) todos los individuos pnrtkipnn cou su trnlmjo en la. cconomín. 

II.1.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A continuación se c11listn11 ln!'i varinblcs qttc definen d morldo: 
(i) Y(t), producción nl tit>mpo t, 

(ii) A•(t), capital al tiempo t, 
Uii) C(t), consumo nl tiempo t, 
(il•) l(t)i im·crnicin nl tiempo t. 
(v) L(I), trubnjo al tiempo t, 

(tii) y(t), producción pcr C<Í.pitn al tic•mpo t, 
( 11ii) l>(I ), capital pcr et\ pita ni tiempo t, 

(t•iii) c(t}, consumo iu·r ('óÍpita ni tiempo t, 
(i.r) i(t), invl'rsi6n pcr ct\pita al tiempo t. 

11.1.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Los pur<Ímdros c¡nc :-;e 11sn11 en d moclelo son: 
(i) ¡1. tasa de dcpn·darióu de rnpitnl. 

tii) 11, tll!m de crccimic~11to d<> la fltrr%n lnhornl, 
(iii) p, tasa subjeti\•n iutcrtempornl dt• d1•srucuto, 
(i 1•) J\ tasa de interés. 

II.1.4 EL MODELO 

El modelo ncocl<ísico de nccimicnto caracteri2a d t·n~cimiento ccouómico en una 
t•couomín ccrradn. Se supone c¡Ht' tocia ln proclm·ci<'.i11 se.• distribuye entre consumo C(t) 
<'inversión J(t), es decir 

l"(t) = C(t) + I(t). 
La inversión /(t) se t1s;L pnra rcmplnzm· t'npital clcprccinclo ¡tl\.(l), y para acumular capital 
/{(t) = dl\(t)/dt, es decir 

I(I) = i\(t) +1,J\(t). 

Se supone que In prmluccilln se realiza en cacln instante t, com.hinnndo la fuerza de 
trabajo L(t) y el capital l\..(t), disponihh•s nl tiempo l. ele furmn tal c¡uc la producción 
en ese instnutc sen uuí.ximn. Entonces, la proclucciém Y( t} correspondiente a cualquier 
combinacióu de los factores /{'(t) y L(t) cstó clnda por tmn fuudóu F(K(t), L(t)), de tnl 
forma cpte 

Y(t) = F(K(t), L(f)). 

5 



Se supone cinc la función de producción es inYnrinnlc en el tiempo (es decir, no hay cambios 
tecnológicos). Se supone tmnbit~n c111e Fes dos veces clifcrc11cinhlc para tocios los insumos 
y con productos marginales positivos, ¡wrn decrecientes (o sea que, por cnda unidn<l de 
insumo (trabajo, cnpital} se tiene~ 1111 incremento cu la prmlurción, y conforme se aumentan 
los insumos ln producción siempre.• se incrcmcntn, pero cndn vez menos) 

DF D'F 
DI\ > O, DI\' < O, 

DF D'F 
DL >O, DL' <O. 

Supóngase que: 

. DF(J,·,L) 
,}~~ ~ =O, pnrn L fijn¡ 

lim DF(I\, L) - oo ¡rnra 1\ li¡'w, 
L-o éJL - ' 

!' 1 DF(I\, L) - O ¡mrn I\ fi¡'1i·, ,,!..:1-::0 DL - ' 

con lo cual los productos mar!!,inak·s 1•11 a111l1os cnsos l'111pirzan en el iufinito y dccn•ccn 
hnsta cero y ln.s isocunutas 110 sr i11tt~rsf'da11 con los 1•jt•s. Aclcmií.s, se• supone que In función 
de producción es homogénea ele grculo mJO (uo lrny 1•crn10mías de L's1•nla); l'S decir 

pant todo 11. 

En particular, tmnnrnlo 11 = 1/ L. se• ticu(' 

y ([' ) ([') L = F -j;.1 =! -j; . 
clondc f( K / L) ('S In funcic'111 de~ la prodnecic'm p1•r t•;\pitn. 

Las varinhks y 1·ctwcio1ws iulrrnl111'idas se ¡nu•tkn reescribir en t<'rminos prr rápitn, 

de forma tul 'l'"' la" 1111e'"" \'nriaI,¡ .. , ""' k(t) = I\(t)/L(f), y(I) = l'(l)/L(t), c(I) 
C(t)/L(t), ;(t) = l(f)/L(t), y In prodw·,·ic)u pcr d1pita en el tic•mpo t estñ dada por 

y(f) = J(•·(f)), (JI.1.1) 

In cual se distrilmyc entre consmno per c;:í.pita e inversión per c;Ípita, 

y(f) = c(lj + i(t), (JI.1.2) 

donde ln in.versión pcr cñpitn i(t) st• distl'ibuyl.' entre clcprcdacirln de cnpitnl pcr cñpitn k( t) 
por una tnsa ciada I'• y la razón cutre ln tasa clP cnmhio dt• cnpital y el trabajo k(t)/L(t), 

' k(t) 
•(!) = L(t) + µk(t). (JJ.1.3) 

6 



Ln tnsn de cmubio d<" cnpitnl pcr r.¡\pitn es 

k(t) = ~ (Kltl) = kltl _ Kltl i\tl = Í\ltl _ <·Ult(tl 
rlt L(t) L(t) L(t) L(t) L(t) L(t)' (IJ.1.4) 

D<· lns ecuaciones (Il.1.3) y (IJ.1.4) se ohti.,nc 

. . ( i(tl) 1(1) = k·(t) + ¡1 + L(t) k(t). 

Pero como l(t)/ L(t) es el crecimiento ck l<\ fucrzn lahoral y l'S igunl n 11 1 entonces 

i(t) = i·(t) +(¡r +11)k-{I) = i·(t) + ,\k·(I). (II.1.5) 

A ht' define como la suma dt• la tasa dl' <lt•¡n·p1·i<H·i<ln (lt·l cnpitnl ¡1 y de In tnsn ele crecimiento 
1h• ln población n, 

>.=11 +11, 

por tnnto, t~s tnmhién tmn rou~lunlc positivn. De \111-; t•cn1wi<111l'~ (ll.1.1), (Il.1.2) y (11.1.5) 
se pllc(le formar In ccnaciún rlift:rr.nóril Jimrfomr.rtfol 1lt: crcciwi1:nto cconrímico ncoclá.~ico, 

f(k•(t)) =di)+ ,\k·(t) + i·(t). (II.1.G) 

la que indicn c¡ne la producción per d1pita est¡\ c\istrilmidu c•nln.• cous1m10 ¡wr cápita c{t), 
mnutc11iniicuto cld capilnl ¡wr cií.pitn ~U·(t) ,, iut·n·nH~uto twto cu l'l nivd ele capital pcr 
cápita k(t). 

El estado inicial de capital ¡wr c1\pita est1í.. llnclo por 

k•(lu) = ku. (II.1.7) 

El objetivo del plnnificnclor C<·ntrnl es mnximiznr \\tlll fmu:i<Ín de utilicln.d, ln cual 
( lcpl'ndc del conS11mo, 

U= U(c(t)). 

Se snpone que ln función <le utilidacl t•s clos \'Cecs c_\iforrnciahlc, cou utilicladcs marghmles 
positivas pero <lccrccicuks pílrn to<-los los i1h·l-·les ele· cons11mn prr c<ipitn (por cada unidad 
<le consu1uo se tiene una 11tifülnd positiva, y confornu.• se signe t•ousnmicndo la utilidad, 
sigue siendo positiva, pero cncla Vt.'Z mñs pe<l1\ciia ), 

dU(c) - ll'( l O 
1 - e > ' <e 

tl2U(c) - (I"( ) <O V O clc2 - e , e, < e < oo, 
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ndcmñs ln función de utilidnd U{c} es estrictamente có11ciwn y monótona creciente. Se 
supone también que In función de utilidncl sntisfoce lns comlit'ioucs del límite 

lim U'(«) = oo, lim U'(c) =O, 
r-0 r.-oo 

tal <1ue d producto mnrgiual <'mpieza en <·l infinito y <ll'crt•rc hnstn cero, y tal que las 
<'1trvns de indiferencia no se inknwctan <·011 los L•jes. 

Dncla una tasa subjetiva inlertempornl <l<• d<·scnento p, y nn fnrtor de descuento ex~ 
pouencinl, la utilidad del consnmo pr.r <.«Ípitn r{t) en el ticmp0 tes r-plt-tu)l.f(c(t)}. 

Entonces, en el iutcrv<1lo tu hasta f 1, l'l hieuest.ar L'St<Í. tinelo por 

¡,, 
ll' = c-i•l<-lol(l(c(l})tlt. 

lo 
(I/.1.8) 

El plnnificador ccntrnl trata ele mnximizar 11', lmscnnclo la trayectoria óptima de 
t"OWilUllC> c(f) en el intcn·alo t 0 :::;: t ~ oo, clo11cl<• sólo los i;iv;uieutes vnlon•s para c(t) son 
dahl<~s 

O :S c(t) :S f(k(t)), V t, 10 :S t :S OO. (I/.1.9) 

El problema ele crccimic.nfo ccmuhnico ó¡1timo ncocltí.,iw pnra. mm. economía ngrcgacln. 
y l"<'rrncla con un horizonte de plauencir'.111 infiuito, rousist.c rll cul·ont.rar la trnycctoria de 
commmo pcr cñpita c(t), t.nl que se n•sm.•lvn: 

i'Vll1xi111iznr ¡?O c-1ill-lo)U{c:(f))dt, 
lo 

sujeto n l·(t) = f(k(t)) - >.J.·(t)- c(I), 

k(tu) =!.·u. 

O :S c(I) :S f(k(!)), 

e:{ t ), ro11timm por p<•clazos. 

Il.1.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA 

Los siguientes dos plautcnmicutos son cqnivalc•ntcs: 

¡ Mnidmizar 1
0

= c-p(l-<olU(c(t))c/t, 

sujeto n l·(t) = f(J.·(t)) - >.!.·(!) - c(t), 

k(lo) = ko, 

O :S c(t) :S f(/.·(t)), 

e( t}, continua por pedazos. 
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¡ Mnximiznr 1,"" c-p(t-tolU(J(k(t))- .\k(t)- k(t))<lt, 

sujeto n k(to) = ko, 

o::; c(t) :5 m·(t)), 

c(t), continua poI" pedazos. 

En el siguiente plnntenmicuto St' tiene ht 111odificacióu, ele que la cconomín tiene acceso 
n un mercado <le crédito; es dcl'ir, se pned<'ll prrstnr o pedir prestado bienes a una tasa de 
interés r. 

¡ 11nximizar 1"" ,-i•lt-to}U(c(f))dt, 
1, 

sujeto n 1"" c-'(t-t,)(f(k(t)) - Á·(t) - .\k(l))dt = 1"" ,-dl-lo)c(l)df, 
lo la 

k(lu) = ku, 

c(t}, nmtimm poi· pt'dn:ws. 

Pnrn el pliu1teamiento 1111teri1>r :-;t• lmre 1mn for1111ilari1í11 ,Jifon•ut.c nwdinntc In condición 
uNo Ponzi Game11

• Con cstn rmulichiu ~e l·limiun la posihiliclncl ele que el individ110 se 
endeude indefinidit!m:ntc, pngnudo int<•resrs cou 111<is dcH<la. 

La cruación diferendal fumlame11tnl de nedmie11t.o ecorn'nuico traiclo a valor prcs<•ntc 
está dado por 

(II.1.10) 

Tomanclo la cxprc:iión dd Indo izquif'nlo de In ccnndón nnt<'rior, snmnndo y restando 
J,;' e-r(t-to)1·k(t), se tiene 

{~ c-'(t-t,}(k(I) + .>.k(t))dt =. {~ c->ii-i,)(Í,(t) - rk(t))dt 
~o ho 

+ {"" e-'(t-lo)(Ak(t) + r/,(t))<lt, 
},, 



e integrando c-r(t-to)rk(t)<lt por partes 

1= e-•C•-lol(k(t) - 1·!·(t))clt = 1= e-d•-lolk(t)dt 
lo lo 

+ c-•Cl-loJ¡.(t)1= -1= e-dl-tolj,(t)r/t 
10 lo 

= fün k(t)c-•(l-lo) - k(O), 
·-= 

_que junt~ con In condición u No Ponzi Gnme'' 

llevan 

lim k(tJc-•Cl-loJ =O, 
·-= 

Sustituyéndolo en la ccunción (II.1.10) se ohtir.11c la signic•ntc formulación del problema.: 

¡ llfaximiznr f,= c-Pl 1-• 0 JU(c(t))clt, 

sujeto n k 0 +1= c-•U-•oJ(/(!·(1))- .\l·(t) - r!·(t))dt = 1= c-d•-•olc(t)df, 

'º 'º 
fon l·(t)c-r(t-lo):::::: O, 
·-= 
' ( I ), ,·011ti111M JHH prdu%os. 
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II.2 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO 
ECONOMICO OPTIMO 

BAJO INCERTIDUMBRE 

El motlclo neoclásico de crecimiento cconc'nnico óptimo linjo incertidumbre es una 
moclificnción cld primer modelo, <¡ne toma <'11 cucuta lns variaciones del tamaiio de ln 
fucrzn ele trnbnjo que se rigen por una t:ctrncicJn 1lifr..rcncií1.l C.,iloctÍ.3tica en la que aparece 
un proceso de \Vicucr. El objctiYo es rl mismo clcl primer modelo. es decir, un plnnificador 
et•ntrnl dcsen dctcnninnr las trnycctm·ins 1\c 1·ous\1mo (\·nri11hlc de control) y cnpitnl ( 

Vhriahlc de cstndo) que maximbrnu d hie1wst.ar ch• la t•couomín. 

II.2.1 SUPUESTO SOBRE EL MODELO 

Todos los sHpttcstos dtnclos t•n 1•1 primer mo<lrlo sou v1Íli1los cu 1:st.e, excepto el 
supuesto sict(•, que• st• iumliffrn ch• la nig11i1•11t1· 11111111•rn: 

lt1ii) las vnriacioHL'S clel t.a11wilo llt• la pt1l1lnd()n <•st1í11 sttjt•lns n 111in ccnnción clifcrcndal 
cstod1sticn. t'll In C'ttnl <'stú cousidna1lo 11u prm·c•so de \Vit•1ier. 

II.2.2 DEFINICION DE PARAMETROS 

Vnrios ¡mrámctros en csk modelo yn han sido l'it.n<los ru t>l llrimero, sólo 5C citnn los 
nuevos pur:hnctros, éstos son: 
{i) 1/, es el pronwclio en el cambio ele• lu fw•rzn lahoral, 

(ii) a 2 , es In vnrinnza en el camhio cfo la fm~nm lahoral. 

II.2.3 EL MODEJ,O 

Para plantcnr el moddo se comd<lt•ra importante pst.nhk1·c1· In ecuación clifcrcncial 
C'stocñsticn de crecimiento de Solow en forma t•xplkitn, doncll' c•stñ considrrnda. la ecuación 
clifcrcudal estocástica <le crccimh~uto de la ¡mhlncMn. 
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En la derivación de In ecuación estoc<Ístira. ele Solmv, se hncc uso del lema de ltii.* 

Sea J{(t) = F(K(t),L(t))- C(t} la ccnncic'm diferencial el(• ncltmulndón de capitnl, la 
cual equivale a. 

dl\(t) = [F(I\(t), L(t)) - C(f)Jdt. (II.2.1) 

Dividiendo In ecunción anterior por el trabajo L(t}, se tiene que d(I\(t)/L(t)) 
[F(K(t)/L(t), 1)- C(t)]<lt; cstn ültimn expresión se puede 1'Scribir como 

(
I\(f)) d L{i) = [f(k(t))- c(t)]dl, (II.2.2) 

donde k(t) = I\(1)/L(I). 

Supóugnsc qttc las vari11do11cs ('11 <'l ta11111ilo dt' In f1wrza <ll• trabajo est<í rcprcscntndn 
por la siguicntl' cc1tnci<)u clifereul'iul cstoC'éÍ.sticn 

dL(I) = 1¡L(l)dt + aL(t)d=. (II.2.3) 

* lema de ltéi.- Supú11gn.st· 'llll" 1111a \'arinhh• .L sig1w d (JrOC"1·so g1•11Nal de ftO, l'S flecir 

1lr=tl(r,l)•ll+l1(r,l)d;, (1) 

donde a y b so11 funciones <Id valor de la \'ll1'i11hl1• x. y <'I tit•rnpo t; ml1·111<Í" t'll este procl'SO, .:, tiene ll\ 
pro1lit.>tlad 11:=./Ji. Elt.•\•¡m1lo ni cmulrildo la \'1•r:-i1:111 1lis1·n·ta tlC' la C'.'l'lllll'i1i11 { 1 ), se liC:'11e 

(2) 

y se usa la ecuación (2), dc!-iprccinmlo In:-. tl-1·minos (.0.1}';1 y (.O.f)ª/ 1 y lnmnmlo el limite cuando 6t-
O,enlonccs 

dG=~dr+Tt<lt+! $b1(tlt}. 

sustituyendo In ccunciúu ( 1) en 111 exprC'.sión a11terior, se logra 
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dn11de :: es el proceso de \Viencr estñuclur (o movimiento Browniano}** ¡ T} es ]a media del 
rrc•1..·imicnto de la pohlació11 y rr2 MI varianza. Es decir, In población crece cxponcncinlmcnte 
a una tmrn 17 con choques indcpc!11dientcmc11tc e idéntinu11e11ll' dist.rihniclos nlrcdcdor rle ln 
t•urvn. 

Si se mm 11nn c•xpunsic)u tic l·(t) = l\"(t)/L{t) como funcicJn de A"(t) y L(t) n través de 

nn clesnrrollo en Rl'ric de Tnylor, cntonecs la primera difcn•ncial en la serie es 

r1(/í(f)) = dl\(f) - 1\(1) dL t) 
L(f) L(f) (L(1)) 2 ( ' 

(Il.2.4) 

y In scguncla es 

,p(J\(f)) = rf'/\(t) _ tllí(f)dL(f) _ I\(t) ,J2L f)- dL(t)dl\(t) 21\(t) (<IL(t))
2 

L(t) L(t) (L(I))' (L(f))' ( (L(1)) 2 + L(t) L(t) ' 
(Il.2.5) 

s1• considera r1t11? los térmiuos de st•gmulo orden rf!· f\"(1 ), ,(! L( J) y (dl\"(f) )(dL(t)) son des
preciables. 1•11t01w1•s la ccunrióu ( 11.2.5) 1·s 

d'(Jí(f)) = 2/í(I) (r/L(I))' 
L(I) L(t) L(t) 

(Il.2.G) 

De las cc1rndoncs (11.2.4), (lI.2.5) y Tnylor, se tÍl'lll' qu<' 

r1(Ií(I)) = dl\(t) _ /\(1) (dL(t)) Ií(I) (~L(t))'. 
L(t) L(f) L(t) L(I) + L(t) L(t) 

(Il.2.7) 

Sustituyendo las cctrndmws (11.2.2) y (11.2.3) en In 1•r11aric'111 (11.2.7). !-iP tiene qne 

d!·(t) = l.f(k(I)) - ,.¡¡¡jdt - k(I )(1¡dt +mi=)+ k(I )(11dt + íT<l=)'. 

C'o11sidé1·cse (d=)2 = dt, (<l::)(clt) =O y (dtf =O (reglas clr• opcrnciém cl<·l lt:ma tlc ltó}. 
1•nto11ces In Pxprcsitln anterior conclt1í'c n la C't'Uaci<ln clifen•11d11l estoní..stic-a de Solow,i.r.., 

d!·(t) = [f(k(I)) - c(l)-(1¡ - u'')k(t)]dt -k(f),T<lt 1i'. (Il.2.8) 

St·n U(c(t)) la función de utilidad del c-cmsumo pC'l' c1lpit11 al tiempo t, p 2: O la tasa de 
tli•sC"1wnt.o constante, y Eu d operador clt· csprrnnzn <.·011dit-io11ul, entonces d pluntcamiento 

*• Uu pron•so eslo<"li. .. tico {.:,:l~O} c·11 un espacio de proliahilidad1•s ({l,F,P) l'S un ¡1ror:c~o Wiencr 

r..•táudtJr ~¡ s11tisfa<"<' l11s sig11i('11tcs c0111licio11l's: {i) f.o<;: i11crc111e11los i;on inclcpcndicnlcs , i.c., si 0_$to:5 

11 ~···.:5•1r <'11lo11ccs 111$ cliforcncias ~.:,=.:(t, )-;(t1 _1 ),}=1,'.l.-··l.:(t), so11 \'nri;1hl("S 11le11loriRS indcpeudil'"ntes. 

Ad('ma-., :l.:; tfone una distribución normal cou media u y \'ariauza 1,-11 _ 1• (ii) Pnra c<ula wEO. la 

n•nlizndón ;,(w) es continua en t. Adc>mñ.s, : 0 tw}=O con 1>rulmhilidad uno, por l'011\'cncióu. 
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del problema es: 

sujeto a dk(t) = [f(k(t))- (t¡ - u')k(t) - c(t)]clt - uk-(t)11t 112, 

k(!o) = ko, ¡Maximizar Eo ;.= c-1' 1U(c(t))dt, 

O$ c(I) $ f(!·(I)), 

e( t }, contimlll por pedazos. 
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II.3 MODELO NEOCLASICO DE CRECIMIENTO 

ECONOMICO OPTIMO CON FUNCIONES DE 

SOBREVIVENCIA Y REPRODUCCION 
Este modelo es una moclifknci<ln drl primer modelo; aquí d crecimiento de la fuerza 

ele trnhnjo dcpcu<lc de In. cnntidnd <l(' llH<'imil'llfos r de la cnntidn<l de individuos que 
sobreviven hasta cierta edad. Ln fmwic'm rlt> sohrrYivendn depende' de los nvnnccs <~n In 
mcclicinn, proccdimicnt.os ch~ Sl'~11riclad. cte. 

El objetivo es el mismo qrn• e11 el priull'r moddo, l'S decir, 1111 planificaclor c•cntrnl desea 
clctcnninnr las trayectorias d(• eo11su1110 (\•ariahlc• ele coutrol) y eapitnl (variablt• ele estado) 
que mnximizu11 el hirncstnr ele• In rco110111í11. 

II.3.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

Tocios lo:.. supuestos c:itndos l'll t>l priuwr mocl1·lo son \·;\lidos cu éste, excepto los 
supuestos (11i} y (.ri); C:.stos S<' modiHrn11 ele• la sigttil'ntc JlHll1<'ra: 

{vi) lns \'ilriacioncs del tnmaüo dí' la pohliu·iúu est;Ín sujetas a mm ftmci<ln de sohrcvivcncia 
y a una función de In cn11thln1l ele· 1111ciinic11tos qm· cn~c1.• <'11 forma cxponr.ncinl, 

(.ri) solo unn parte de la pohlaci1'111 pnrlicipn l"t>ll su trnhajo en ln c•conomín. 

II.3.2 DEFINICION DE VARIABLES 

~duchas ,·nriablcs cu csl.1• lil()(ldo 1·01-re:-.potuleu 11 !ns de mocldos anteriores. Aclcm1ís 1 
se consiclcrun vnriahl<"s m1c,·ns. 1~stas so11: 
(i) D(t), nncimicntos al tiempo t, 

(ii) .N(t), pohlaci<ln ni tiempo t. 

II.3.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Vnrios parámetros en este moclclo ya se dc:-;crihierou en mocldns nnteriorcs; por ello, 
t'micamcute se citan los nuevos pnnímctros: 
( i) g, tasn de crecimiento de la canticlacl de nadmic11tos 1 

(ii) w, edad mñxinm de un iudh·id110. 
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II.3.4 EL MODELO 

El crecimiento de In poblncicln se rige de ncucrclo con ln dinámica de Lotkn, o sen que 
In magnitud de nacimientos del presente nño, D(t), con respecto a los del pasado está dado 
por 

['" 
B(t) =Jo B(t-;r)¡i(f,x)m(f,.r)d:r, 

donde p(t,;l'.') rcprcsrntn In fttnrh'iu de solircviv<m<'Ín. es <ll'cir. la proporción de indh•iduos 
que uncieron nl ti<~mpo t-.r y qtu• aknnzau mrn l'clncl .r, y rn(t, .1" ). c•s lu función de fertilidad; 
esta tíltimn rcprcscuta In t.nsn ele rcprndttccicíu ele los iudividuos ni llcgnr a una ccl.··\ x nl 
tiempo t; el tiempo de vida <le los inclivicluos cstiÍ. :-;11jctu nl intervalo [O, u•}. Ln. función de 
sobrcvivcncia p(t, .r) está dada en d iutcrvnlo {t 0 ,oo). 

Se supone qm.• l;1 cnutidncl ele• nncimientos cn•cp en forma c~xponl'Ucial a 1mn tasa dncln 
y, es decir 

13(1) = 13(0)<' 1
• (Jl.3.1) 

Ln población N en d t.il•mpo t es la t•antida<l dt• iwli,·ich10s q1w 1111cicnm al tiempo t - x. 
nmltiplicndo por la proporci611 de los qtH' solin.•\·ivil'ron lrnsta el tiempo t E [O, w), 

N (t) = 1 B(t - .r )¡i(t ,.r )1/,,.. 

" 
Sra /l{.r) la cantidad cll' los irnliviclnos con t'1hul .r cpw tralmjnn, c•ntonces la f11c1·za 

laboral L l'U el tictupo I l'!-i 

1."' 
L(I) = B(t - .i·)¡i(f .. ,.¡¡i(.r)d.1" 

" 
Consicleresc (t - x) en la ccuncióu (11.3.1 ), cnt.onrcs In cxprPsic;n anterior se puede escribir 
COlllO 

L(t) = B(O) [, c-•'v(l,.r)/i(.,.)cl.,., 

·" 
Por tanto, el crecimiento ele la f1wrzn lnhornl t•¡;;h'L <hulo por 

tct) B(tl f~" c-•'¡j(.r.t)/3(.,.lcix 

L(t) = B(t) + f
0
"' c-•'¡i(.r, t)/l(.r)d.T 

J~'' c-9 '¡j(.c, t)/3(.r)rl.r 

= g + J~" c-''¡i(.r. !)/i(.c)cl.i: 

=g+l1(t). 

lG 

(ll.3.2) 



Del modelo ncoclá.~ico de crecimiento ccomímico ó¡itimo !'iC toma la ecuación (11.1.6), que 
representa la ccttndón '-lifcrcndal funclnme11tnl de crecimiento económico neoclásico, es 
<lcdr 

f(k(I)) = c(I) + ,\l:(t) + i·(t) 

( L<tl) . = c(t) + ,. + r;¡t¡ k(t) + k(t). 

Sustituyendo la c.:-uación (Il.3.2} t'n la. anterior se tiene In ccwicián clifcrencial Jund1nncntal 
tle crecimiento económico ncoclcí.•ico r.rm f1mcicínc.• 1lr: .rnbrc11it1t:nr.ia. y rc¡m11focci1ín 

f(k(f)) = c(I) +(¡•+y+ /i(f))l·(t) + i·(t). 

El problema de crccim.ir.nto cconcímiw ó¡1timo ucocl1i.,ic11 con frmciunc_, de ~obrcuivcn~ 
ci1t y rcprorfocr.ión pnrn ttna Pl'tmomín ugregaclo y ccrrn<lil 1'011 v11lor tcnninnl infinito, es 
encontrar la trnyectorin de cou:->ttmo ¡wr ri1pita c(t) t<1l <tlll' n.•suclvn <·l siguicatc problema 
vnrincionnl: 

¡ ~laximizar 1,= < --1•!1-lo)l'(<(f))t/f, 

sujeto a i·(I) = f(l{t)) - (¡< + <¡ + /,(1))1.(f) - c(t), 

k(tu)=/ . .,,. 

o :S ' ( !) :S f(l (1)). 

e {t ), <'011ti111u1 poi pcd<tíms. 

II.3.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA 

Los siguientes dos plnull'omientos son C'c¡uivolenll's: 

sujeto n i·(t) = f(l(t)) - (¡1 +y+ l1(t))!·(f)- c(I). 

k(to) = !·0 , ¡ Mnximiznr !,,"" c-,.1 1
- 10 1U(c(t))t/t, 

O :Se(!) :S f(k(t)). 

e( t ), contimtn por ¡wclnr.os. 

¡ Mnximiznr 1~ c-r!Hol(l(j(k(t) - (¡• + 9 + l1(t))k(t)- k(t))dt, 

sujeto n k( fo) = k0 , 

O :S c(t) :S f(k(t)), 

c(t), continua por pedazos. 
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En el siguiente plnnteamicnto se tiene la modificación de que In economía tiene acceso 
n un mercado de cn~dito¡ es decir, se pueden prcstnr o pedir prestado bienes a una tasa ele 
interés r. 

sujeto a ¡= c-«•-•ol(J(k(I)) - k(I) - (¡< + g + h(t))k(t))dt = ¡= c-'1 1- 10>c(t)dt, ¡Maximizar ¡= c-•l•- 10 >u(c·(t))rlt, 
J,, 

~ ~ 
k(to) =!·o, 

c(t), continua. por pcclnzos. 

Para el plimtenmi<•tito anterior se p1wclt• hnc:cr unn fornmlación clifcrcntc mediante la 
condicion 11No Ponzi Gnme" (compnrnr c:on sección 11.1.5): 

Maximizar ¡= c-•l•- 10 'U(c(f))dt, 
},, 

sujeto a !·(to)+ r= ,-•·if-lo)(.f(!·(t)) - (¡t + !/ + h(t))!·(t) - J'h'(l))rlt 
},, 

lim c-r{t-fo)i•(f) =O, ·-= 
c(t), c-ontimrn por prclnzos. 
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Il.4 EL MODELO NEOCLASICO DE LA DEMANDA 
POR INVERSION 

A difcrcncin de los modelos lmlcriorcs, d siguic11tc n desarrollar es un modelo micro
cconómico. En {~stc se considera mm empresa cuya rncionaliclncl es determinar los niveles 
de producción, trabajo y capital que maximicen los lJcncficios netos. 

II.4.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El modelo toma 1m cuenta hu; siguicutcs supuestos: 
( i) un sólo bien, 

(ii) no existe un mercado de capital, 
(iii) In función ele producción prcscuta rendimientos constantes de escala, 
(iu) ln kcnolo~ia clt• pro<lucci<'m recp1iPre clos insumos o foeton.':;o tlc producción: capitnl y 

trnbajo, 
(v) en cualquier momento la cnnticlad de capital es prcclctcnninncla, 

(vi) ln emprrsn puede contratar cualquier canti<lnd de mano ele ohrn cu cada instante t, 
( vii) el precio del bien y ele los insi:mo:-. l'Stnn dacios, es decir. la cmpn•sn. es precio uccptnntc 

(merc<l<los compctith·os). 

II.4.2 DEFINICION DE VARIABLES 

Lns variables a utilizar en el dt>snrrollo del mo<lf'lo son: 
(i) /\(t), stock de capital al ticinpo t, 

(ii) L(t), m'uncro de empleados dl• l<l empresa al tiempo t. 

II.4.3 EL MODELO 

El nivel <le producción <le la empresa estlt rcprcsentnda por In siguiente expresión 

l"(t) = F(/\(t), L(t)), 

<lande la función tic I->rmluccicíu se C<lrnctcriza por prnrludos mnrginnlcs del capital y del 
trabajo, éstos son positivos pero dccrcdeutcs, c.s decir 

DF DF 
81' > O, DL > O, 

82 F 8 2 F 
DI\' < o, DL' < O. 
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Además, la dependencia direetR del producto mnrginnl del cRpitnl (empleo) respecto del 
empleo (capital), satisface 

D'F 
DKDL >o. 

Se supone qne la fllnción de producción es homogénea de grndo uno, es decir 

Del tcorcmn de Euler, se tiene 

}' = ~~(K, L)l\ + ~~ (I\,L)L. 

Ademñs, de la homogeneidad ele F, se cumple que 

a F ¡· V) D'F ( r L) DK '{ \,J = DvDI\ ''\,ti · 

Considere nhora '' = 1/ L. cutonl·es 

El producto nrnrgiunl de capital llrpt~uclc sólo de la rdacicín cnpitnl-trnbnjo y el producto 
marginal del trnhnjo dcpcnclt~ !iÓlo ch.• la rdncic'm cnpital-tralmjo. Por otro Indo, ln t•mprcfia 
tilme un costo ele oportuniducl dacio por,. - rr, rlon<lc• res la tnsa ele interés (tasa nominnl) 
de ulgl111 instrumento fiuaucit•ro de renta fija, d cual no adqniriní por utiliuir su capital 
en la c1npr<'f;i\ y, rr la t¿u;n ele i11fladcl1i. Adem<Í!'i, se snpone cinc d capital se deprecia n una 
tnsn ~. Los ingresos de la empresa son ¡¡(1 )F( I\(1 ), L(f) ), 1•l pngo de salarios es w( 1 )L(!) y 
(1· + li - 7r)p(t)K{f) es el costo <h· cnpital. La empresa dt'sen maximizar d valor presente 
de los beneficios, por lo cunl su pwhlenm a resolver es 

Mnximiznr 1~ c-"[¡,(t)F(l\(1),L(t)) - w(l)L(t) - (1· + ó - 7í)p(l)I\(t)Jdl. 

Il.4.4 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA ANTERIOR 

Esté moclelo se conoce como Afotlclo Dinámico Agreg,ulo de Tobin. El modelo es 
dinámico y de tipo agrcgnclo, c.·11 fl Sl~ t•stmlinn lns trayectorias temporales de las variables 
endógenas, nsodn<las con posibles trnycctorins temporales ele ln.s variables cxógenns, con 
el propósito de> describir el nivel ele producción de una empresa y los mms a que esta 
producción se rlestinn. Por tn11to1 In empresa. desea maximizar su valor presente del flujo 
de beneficios netos. Se supone la existencia de un mercado perfecto, en el que las empresas 
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intcrcnmbinn cantidades dd stock de capital existente. Los it1<livicluos pueden comprar 
instrumentos finnncil•ros dd lvlcrcado de Vnlorc·s (nccioncs} cuyos intereses se usnn en los 
flujos <le efectivo de la cmt ircsn con el fin <le llctt~rmiunr el vnlor de sus acciones. 

11.4.5 SUPUESTOS SOBRE LA EXTENSION 

Los supuestos (i), {i11), (uii) cit<ttlos eu el modelo nntel'illl' ,<;OH v;\lidos en éste, sólo se 
agregan los supuestos siguit~ntes: 
U) ln empresa puede comprar o \"entkr (o hlcluilar) cu<mto cnpitnl desee en cualquier 

instnute, 
(ii) existe un mercado perfecto cl1..• capit<1ks, o sea qm• la l'1HprC'sn puede prestar y pedir 

prcstndo bienes n una tmm ele intPrés 1', 

(iii) los inclividnos pueden comprnr iust.nurn·ntos Hnnlll'Í<'ros. por ejemplo: bonos y ac
ciones. Estos sou consiclcrac\os snstitnt.os ¡wrfcctos, es r\C'l'ir sus rendimientos reales 
esperados son iguale.<;, 

11.4.6 EL MODELO 

En el modelo, la. empresa ti1•1w la misma fnndán 1h• prm\uc«iém qnc en el modelo 
anterior; su flujo ele efectivo neto f'U ea ja nl iustantc t, es 

p(t)F(I\(t), L(t)) - w(t)L(t) - .J(t)(J;·(t) + h'J\(t)), 

donde J(t)(J;: + 61\r(t)) representad gasto de ln empresa en hienes de capital, la cual paga. 
J(t)6K(t) pnra mantrnrr intndo su cnpitnl, y .J(t)k parn ag,n•gnr a Ml stock ele capital a 
la tnsn I'\ por unidml ele tiempo. En rl tirmpo cero, Pl valor prcscntr. ele la empresa. es 

V(J\, L,J{, t) = (" c-''[¡,(t)F(l\(t ), L(t)) - 11'( t)L(t) - .l(t)(k(t) + 61\(t)]dt. (lI.4.1) 
Jo 

Supóngase que <.•l precio J(t) y el salario w(t.} sigHcn traycctori<1s ele tipo cxpoucncinl, es 
dcdr 

donde 11' es ln tnsn <le inflación. La cxprcsh'm (U.4.1) se l"Ouvit~rtt~ en 

V(!\, L,J{,t) =J.~ e-1•·-·11 {¡1F(J\(t).L(t)) - wL(t)- (Í\(t) + 61\(t)).J]rlt. (Jl.4.2) 
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Por tanto, la cmpresn desea d..t.cnninar las trayectorias trabajo y capital en el tiempo 
t qm• maximice su hendido, por lo qne s11 prohll'nm u resolver es: 

¡ ~lnximizar 1'{J{, L, k, t) = 1= c-1'-•"[pF(J{(t), L(t)) - wL(t) . 

- (l\"(t) + 6K(t))J)dt, 

sujeto n /\(O} = Ko, 

don<lc /\"0 cst;\ dado. 

II.4.7 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA DE TOBIN 

Est.n extrusión describe <•l intc>·uto 1w'1.s rado11nl ele incorporar d progrnmn ele inversión 
kcyucsirmo. 

Los supuestos ant1·riorC's son v;ílirlos en <'Sll' mnclt·lo, aclt·111ñs S(' supone que existen 
costos nsocinclos cou d njuslc nípido cl<'l stork 1lt· cnpitnl, y c¡ur tnlcs costos auuwntan 
rñpiclanwntt• con In tasn ahsol11t a dl' im·c·rsi<'u1, tan nípido 'lllt' ch• ll<'cho In rmprrsn nuncn 
iutcntn consrguir u11 snlto instautilnPo ch• s11 raut.iclncl (slol'k) de• rapital. Ln tn.sn por 
unidad dr tiempo d(' estos costo:-; (111crlicla c•u bi('n<'S ch· capital por uniclncl de tiempo) se 
descrihl• COU la fnucic'm ('(/~·), C{lll' CS clifrrrncinhll' dos \'t'l'l'S ,Y que cumple 

. {>} . {>} . C'(K) < O . c1rnnclo /{ < O, C"¡J{) >O. C(O) =O. 

Los costos de ajustar el stock de capital son uo 1wgntivos y m1menta11 a mm tnsa creciente 
ron el valor ah!-ioluto de invcrsic'm. El finjo <le t~foctivo d1•sco11taclo d1• la rm¡nt•sn se define 
como 

f(L(t),l\(t),k(t),t) = c-'1(p(t)F(l{(t), L(t)) - '"(t)L(t)-.J(t)6J{(t) 

- .J(t)J{(t) - .J(t)C(I{(t))), 

donde .l(t) es el precio de los bienes ele capitnl cu t•l tiempo t y r PS la tasa de interés 
instantánea, que se supone consta11lt• l'll el intervalo [01 oo ). La l'mprcsn clC'sea clctcrminnr 
las trayectorias de la demanda de fuerza el(• trahajo y capital C'll el tiC'mpo t que maximicen 

su bienestar (traído n vnlor presente), rs 1lC'cir la t•mprcsn clrsc;1 rr:mlver: 

donde /{0 está dado. 

{

M11xi'.niz111· J.~ f(L(t),K(t),k(t),l)r/t, 

sujeto a K(O) = Ko, 
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II.5 MODELO NEOCLASICO DE 

CONSUMO - INVER.SION 

En este moclelo se cou.sidcra 111rn rt·mmmín doméstica eu la t'Unl un inclivi<luo desea 
1k•tcrininnr las trayectoricL~ de const11111> (vndnblc de control) y «apitnl (variable de cstndo) 
qne maximizn11 su propio bienestar. 

II.5.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El modelo toma. en cneuta los sig;11k11tcs su¡mestos: 
(i) llO hay dcprccinción de cnpilltl, 

(ii) todo d ingn•so es destinado 11 t•n11s11mn l' inYt•rsit)u, 

(iii) In t.nsa snbjcth·a intert.t•mpornl tle dt•SC\IL'Ulo t•s 1·011sta11t1•. 

(i11) el irnli\•icluo pnl'cle prest.ar o Jll'<lir p1'l'~t11dos bh•11ps n tlllil tw;n dl.' int<·rt~s dndn. 

Il.5.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A co11tin11nción se hoce una listn de las \'arinhlt·~ qm· dt•fü1cu el modelo: 
(i) lV(t )i herencia ni tiempo f, 

(ii) /\.
0

(1), stock tle capital del in<lividtto ni tirmpo f, 
(iii) C{t), consumo del iucli,·iduo nl tic.·1111m l. 

11.5.3 EL MODELO 

Snponh•ntlo que la función di' ntilicln<l r.umplt• con lns mismns condiciones fonnulndns 
en el primer modelo c!.tudiaclo, la ntilidml clcscontncln, nl tit·1npo O, ele un individuo con 
vida infinta (o ele unn familia cuyos pncln~s se prcon1pnu por hijos, nietos y <lcmcís conde
scendientes) estc:Í d1uln por 

l'(O) =l.~ r- 1'
1U(C(f.))dt. 

11 

Los iugr<.-sos cid individuo eu el i11stn11tt• t se forman 1tc un salario n(t) dado como 

\lila variable cxúgcnn f' iugrcsw; pl"Ovt·nirnt.f' d(• iutcresPs 1·/\( f) sobre sus acth·os de capital 
/\."(t}. Los ingresos se dist.rihuycu entre consumo C(t) c.· iuver:.;icíu k(f} 

r•ll"(t) + l'(t) = C(t) + k(t). (II.5.1) 

El capital inicial está dnclo por 
l\{0) = I\o. 
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El problema es cncoutrnr una trnycctorin de consumo C( t) tal que se resuelva: 

¡Maximizar 1= c-''U(C(t))dt, 

" sujeto a k(t) = rli(t) + v(t)- C(t), 

Ii(O) = /i11 , 

C{t), coutimw por p1'<l11zos. 

II.5.4 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA 

Los siguientes plnntcnmientos son c<111iv11h•11tcs: 

¡Maximizar ¡= c-"'U(C(t))dt, 
Ío 

sujeto a Íi(f) = 1·/i(t) + 1•(1) - C(I), 

Ii(ll) = /i0 , 

C(t), co11timm por peclazos. 

¡Maximizar 1= c- 1'
1U(1'Ii(t) + t>(t) - k(t))dt, 

sujeto n f\º(O) = l\0

0, 

C{ f), coutintm por 1w<luzos. 

¡Maximizar 1= c-r'U(C(t))dt, 

sujeto a _1~ c-':(1·K(t) + v(t) - k(t))dt = 1= c-''C(t)tlt, 

l•(O) =hu. 

C(t), contimm. por pcdnzos. 

Para el tercer plantcmnicnto se }Hte<lc luiccr una formulación diferente mediante la 
condición "No Ponzi Gnmc" (compnrnr con ~ccción II.1.5): 

24 



¡ Mnximiznr i"' c-"'U(C(t))dl, 

sujeto a J\0 + i"' c-'11•(t)rlt = i"' ,-''C(t)dt, 

.~~ Ií(t)c-" =o, 
C'(t), continua poi pPclnzos. 

11.5.5 UNA EXTENSION DEL PROBLEMA ANTERIOR 

Aquí, un individ~ sólo ohtit•m· 11tiliclarl dd consmno, sino tnmhién por clcjnr una 
herencia n Hll:i bencficinrio'\· 

Sen F(t) la prolmhiliclacl <l<• morir 1•11 d tiempo t. F'( t) la fnncióu de dcnsi<lad asociada 
y 1' d tiempo de vidn, de tal formn 1¡tw F(T) = l. La prolmhilidncl ele vivir ni mene::; hasta 
1 ,,. i - F(tl =.e· F'¡,¡r1.-. 

Ln tttilidnd ele la l1cn,•11l"iil se CX}lr<.'sn 1>or 1111a f1mció11 Tl?{t ). S1~ s111>onc que esta función 
cumple con las 1nismas coudicir'mrs qm• sl' formularon p:ira funciones de utilidad en el 
primer moddo. 

El factor a( t) l'S una fm1ció11 cinc rctlcja la importancia rdntiwt pnrn el individuo de 
dcjnr una herencia graudt• dnrnntc In u1itnd ele su \·icla. c11111ulo los hijos son nii10s, en 
rnmpnrririóu con aúos ante~ ele tcw~r hijo~ y ;11ios di~SJ>tll'.•s rlc <Jm• los hijos scnn adultos e 
indC'pcu<licutcs. 

Si el individuo mucre en "1 ti1·mpo t., 1·nt0111:<•s In 11tiliclacl de s11 dela vn n depender ele 
la utilidad de la trnycctorin de s11 commmo cll'sc:outado hasta c>l ti<'mo f m;ís la utilidad de 
In hcrcncin lF'(t) déscoutndo por d foetor a(t). 

Se desea maximizar el valor espernclo el<• la 11tiliclnd totnl. l'S decir 

T [ 1 l l\faximizar 1 F'(t) ¡ ,.-P·'U(C(•))d> + n(l)lV(h"(I)) dt. 

Integrando por partes In doble integral qm• npnr('CC en In. exprl'~ión nnterior 1 hnciendo 

dv = F'(t), 

v =F(t), 

du = e-P'U(C(t)), 

u= J.' e-P'U(C(>))d.<. 
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Entonces 

J.T F'(t) J.' e-P'U(C(s))dsdt = (F(t) J.' c-1"U(C(s))rls) [ 

- f.T F(t)c-P1U(C(t))rlt 

·r 
=f. c-P'U(C(.s))ds 

T -1. F(t)•-''1U(C(t))dt 
ti 

= f.T c-1' 1U(C(l))df 

T -1. F(t¡,-"'U(C(t))dt, 
ti 

yn que J
0
T c-1'·,U(C(.s))cL .. = .fc:r t.- 11 'U(C(f))rlt. Por tnnto. se ohtit'tu· la si,..;1dentc función 

objetivo 
'/' 

f. {c- 1''U(C(l)l[l - F(l)J + o(t)lF(l\(t)JF'(t))dt. 

Está formulación se> puede i~1terptdnr de la siguicute formn. Si el individuo vive al menos 
hasta t (con probabilidad 1 - F(I)), rnt.onccs se smun la ntili1lml d1~l consumo. Si el 
individuo 111uen• en el tiempo I ( prohnl1ilicl11d F'(t) ). cntmic·c•s Sl' tiene tmnhién utilidad de 
ln hcrcucin. 

El capital inicial l'sta llaclo por 

Il(O) = I\11 • 

Ln restricción de que todo c•l iugrt•so l'st;Í clcstinado n cowmmo o inversión es igual a 
In. del prnhlcm:\ anterior (l'c1rndúu (11.5.1 )). 

El prohlcnm es <!Ucoutrnr unn. trayectoria de consumo C(f) tal que se solucione: 

¡ 1' 

Mnximiznr / {c-•"U(C(t)J[l - F(t)] + o(t)W(l\(t))F'(t)}dt, 

sujeto" I'(t) = ,.I\(f) + 1•(f) - C(t), 

I\(O) = A'u, 

C(t), c-ontimm por pedazos. 



II.5.6 PLANTEAMIENTO DE LA EXTENSION 
DEL PROBLEMA 

Los siguientes planteamientos son equi\'lllcntcs: 

Mnximiznr fo {c-P'U(C(t))[J - F(t)] + rr(t}W(K(t))F'(t))clt, ¡ T 

sujeto n K(t) = rK(f) + l'{t) - C(f), 

K(O)=Kn, 

C(t), contimm por pcdnzos. 

¡ Mnximiznr J.T{c-P1U(1·K(t) + o(t) - k(l)l[l - F(t)j + a(t)W{K(t))F'(t))dt, 

sujeto a Jl(O) = Jlu, 

G'( f ), continua por pedazos. 

Maximizar J.T {c-P1U(C(t))[J - F(t)] + n{t)IV{l>(t))F'(t)}c/t, 

sujeto a J.T F'{t) J.' c-"(1·K(s) + 1•(.<) - j,·{.<))cl.'<lt = 

1.T F'{t) j' c-r•c(s)d;c/t. 
t) o 

K(O) = Ko, 

C(t), continua. por pedazos. 

Integrando la parte con la doble integral del plantc:unicnto nntcrior se obtiene la siguiente 
formulación ( c:ompnrnr con sección II.5.5 ): 

l 
Maximizar J.T {e-P1[T(C(t)l[J - F(t)j + rr(t)ll'(K(t))F'(t)}dt, 

sujeto n J.T c-"(rK(t) + v(t) - J{(t))[J -· F(t)jclt = J.T e-r•c(t)[I - F{t)Jclt, 

K(O) = Ko. 

C(t), continua por pedazos. 
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Pura el tercer plnntcamicnto se puede hacer una formulación diferente (comparar con 
sección II.1.5) 

Maximizar J.T {e-P1U(C(t)l[l - F(t)] + n(t)ll'(/\(t))F'(t)}dt, 

sujeto a 

[Ko - /\(T)1-"Jll - F(t)j + l.r ,-•• I\(t)F'(l)t/f + 1.,.' -•'u(t)[l - F(t)Jtlt = 
ti u 

lr c-•1c(tl[l - F(tl]dt, 

C(t), continnn por pcdnzos. 
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II.6 MODELO DE ASIGNACION OPTIMA 

DE CREDITOS EXTERNOS PARA 

INVERSION Y CONSUMO 

Uu pnís obtiene nyu-..1.i cconómirn pnrn un cierto pcrioclu ele tiempo. Se desea deter
minar ln trnyectorin. <le la fract~ión del <·rrdito qtw se consum<· (vnrinhlc de control) y la 
trayectoria drl capital (variable <le estnclo) que maximi,,;tn11..·l bicncstnr. 

II.6.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El moclrlo tonHl en cttcuta lo:s si~uit·11t<'s snpurstrn;: 
( i) toda ln nyncln 1._•comlmicn se destina a consumo o im·1•lsi<l11. 

(ii) la tnsn !.mhjctiva intcrtcmpnrnl clP cl1•scm·ulo l'!' constnute, 
(1ii) existe un iudi\'idno llnmnclo planifkatlnr rentrnl, el cunl desea mnximiznr el hic1wstnr 

de todos los Hgentc~, y tiene la fon1ltncl dt' ch•ddir so\n-e las trayt•ct.orias de consnmo 
y ele inversión de la economía. 

II.6.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A C'Onti111inció11 se lrn.n• mrn Hstn <lt~ las vnrinbll's c111r dcti1wn Pl modelo: 
(i) I\(f), capital al tiempo f, 

(ii) u(t), parte ele In nyudn que se clei:;ti1rn a it1Yersióu ni tiempo t. 
(iii) m(t), flujo de bienes ni tiempo f, 

(ir•) ][•(t}. flujo de divisns (dinero l'Xkrno) al tit-mpo t. 
(l') p•{t}, ni\'cl (le precio extt•1·110 nl ti1~1upo t. 

II.6.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Se prescntn' mui lista de los pnnhnrtrns c¡m• St' 11snn en d modelo: 
(i) T. periodo de nyudn pcom'nnka. 

(ii) 1·. tasn de inkrés, 
(iii) p, tasa subjetiva intcrtc!mpornl dC' <lcscucuto. 



II.6.4 EL MODELO 

Suponiendo que la función de utilidad c11mpl<· con las mismns condiciones formuladas 
en el primer modelo, el pl::mificador trntn ele mnximizar la sig11icntc> función objetivo 

(1' 
Maximizar Jo c-•'U[(l - u(t))m(l)jdt, 

donde 1 - u(t) es In parte <le In nyucln económica que se dcslinn nl consumo ni tiempo 
t, y m(t) In. canticlncl de bienes cinc llegan ni 1nús como préstamo al tiempo t. Si A-f-(t) 
es la cnnti<la<l de divisns que se ohtic1w al tiempo t como crédito y p•(t) es el nivel de 
precios externos nl tiempo t, se puede cl<~tcrininar el flujo ele hicucs c~xtcrnos m(t) pnrn este 
instn.ntc ele tiempo como 

m(l)=M·(t)_ 
P"(I) 

La tnsn ele cnmhio de cnpitnl ¡~·(f.) en In economía es la pnrte ele ln n.y11dn económica 
que se dcstinn. a In invcrsic'm 111(f)u(f), <'S cl1~dr 

J{(t) = m(l)u(I), dourle u(I) E [O, 1]. 

El stock 'le cnpitnl inicial c~tá <lnclo por 

Se desea también nlcnn:rnr por ln menos un stol"k de capital l\·T· es decir 

I\(T) ::': I\r, donde 1\(0) < 1\-r < J\(O) + lT m(l)dl. 

El problema <1<• a.'lig1wción óptinw 1fo r.rt!1lito en mw economía para con.mmo e in· 
vcr.~ión consiste en l'ncontrnr la truyt•cluri1t 1ll' la proporchíu de nétlit.o que se nsignn. a la 
inversión u(t), tnl qm• se n•sudvr d pro\Jh•mn: 

J.
r 

Maximizar 
0 

c-'''U[(l - u(t))rn(f)jdt, 

sujeto a Í\(t) = 111(!)11(!), 

J\(O) = J\o, 

I\(T) = I\r, 
J\(0) < 1\7• < 1\(0) + lT m(t)dt, 

u(t) E [O,lj. 
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II.6.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTOS DEL PROBLEMA 

Los siguientes plnutcmuicntos son ec111i\'nll'11lcs: 

J,
T 

.Mnximiwr c-1'1U[(J - u(t))111(t)jd1, 

" sujeto n Í\(t) = 111(1)11(1), 

I\(0) =/\o, 

I\(T) = I\r, 
T 

/\(0) < Kr < /\"(O)+ f, m(t)clt. 

" u(t) E (O, lj. 

Mnximiwr ¡.,. ,-"'U[111(1) - k(f)jdt, 

snjt•to a /\"(O)= ¡\.·u. 

l\(T) = I\r, 
"/' 

/\(0) < /\-,. < T\(0) + 1 111(f)dl, 

" 11(t) E [O, !J. 
En el siguiente plnntt•amicuto cxistt• la moclificadún dr q11t• ln economía tiene nccc>so 

a uu mercado ele créclito, es decir, SP p11edt•JI prc•stnr o }JC'dir prestado bienes a una tasa de 
interés r. 

(r 
Maximiznr Jo c-1'

1U((l - u(t))m(f)jdt, 

1.
r r 

sujeto a c-•·1f..:(t)dt = 1 c-'"1111(t)u(f)dl. 
o o 

/\(O)= li:o, 

I\(T) = Kr. 
T 

I\(0) < I\r <!\(O)+ J. m(t)dl, 

u(t) E (O, !J. 

Para el plnnteamiento anterior se puede hncc1· uun fornmlncióu diferente sumando y 
restando f0T rK(t), e integrando por partes (compamr c:un Hección II.1.5): 
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Mnximiznr lr c-~'U((I - u(t))m(t)]dt, 

(r 
sujeto n c-'TI•(T) -1'(0) =Jo c-''(111(1)u(t) - rK(t)]clt, 

I•(O) = Ko, 

K(T) = K.,., ,,. 
K(O) < Kr < 1'(0) +J. m(t)dt, 

u(t) E (O, l). 
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II.7 MODELO DE SELECCION OPTIMA DE 

PORTAFOLIO BAJO INCERTIDUMBRE 
En este modelo un individuo cnfrcntn el problema de optimizar su cartera de inversión 

(portafolio con un activo de renta vnrinblc y un activo <le renta fija) y nl mismo tiempo 
encontrar las trnycctorins de consumo y distribución ele su riqueza que maximizan su propio 
bienestar. Es un problema Unjo incertidumbre, ya que los rendimientos de ln cartera de 
inversión son estocásticos. 

11.7.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El modelo toma en cucnt a los sigui1•11tcs supuestos: 
(i) los ingresos del individuo se fonnau el<' los reudinlleutos de un activo riesgoso y ele un 

nctivo libre de riesgo, 
(ii) los rendimientos del activo riesgoso M' rigen por nna cr.mtcitín <lifcrcnciril c.Jtocá.Jtica 

en la. que npnn~cc 1111 proreso ele· 'Vkner, 
(iii) todo la riqueza es destinada a co11s111no o iuver¡.;ii)n, 
{ili) la tasa. subjetiva intcrt1~mporal ele 1IC'sc11rnto es constante', 
( v) no hny infladOn. 

11.7.2 DEFINICION DE VARIABLES 

Se incluye una lista de lns variables que definen el modelo: 
(i) w(t), proporción de la riqueza invertido en el activo ricsgoso al tiempo t. 

(ii) 1V(t)1 rirp1cza total ele] irnlivicluo al tiempo t, 
(iii) C{t), consumo}tl tiempo t. 

II.7.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Se presenta' una lista de los pnn:ÍnlC'trns que se usan en el modelo: 
{i) T, tic1npo en que mucre el individuo, 

(ii) p, tasa subjetiva intcrtcmporal de dcsctu~nto, 
( ;;i) r, tasa de interés que paga el act.ivo libre de riesgo, 
(iv) a, media del crecimiento del VCllor d<'l nctivo dcsgoso, 
(o) a, desviación estándar del crecimiento cld vnlor del activo ri"sgoso. 
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II.7.4 EL MODELO 

Se supone que las varincioucs en el valor del activo ricsgoso csttln rcprcsentndns por 
la siguiente ccundón diferencial cstocñ.sticn.. Si R( t) es In proporción de In riquczn que se 
invcrte en el nctívo ricsgoso al tiempo t, a la media <lel crecimiento' del valor del activo 
ricsgoso y a su desviación estándar, entonces 

c/R(t) = etR(t)clt +uR(t)cl:, (II.7.1) 

donde :: es un proceso ele Wic11C'r1 cst;:ímlar (o mm·imicut.o Drowniano). Nótese también 
que R( t) está dnclo por 

R(t) = w(t)ll'(I), 

donde w(t) es la proporción dt~ la riqueza inverticln en el activo ricsgoso ni tiempo t y lV(t) 
es In riqueza total ni tiempo t .. Entonces, se tiene 

dR(t) = <>w(t)lV(t)dl + O"w(t.)lV(t)cl:. (II.7.2) 

El cambio nuu:ginnl t'll In riqueza esti\ clndn por In ccunrión clifc>rencial 

rlll'(I) = dR(t) + (1 - w(!) )W(i)rdt - C(f)dt, (II.i'.3) 

donde dR(t) es d cambio <'ll el valor dd activo ricsgoso 1 (1 - w{t))H'(t)1·dt el cnmbio en el 
valor del activo seguro y C(t) el consumo por uniclad de tic•mpo al tiempo t. 
Sustituyendo la ccuncioncs (II.7.2) en la ceuari<'.m {11.7.3) sP tiene 

cllV(t) = aw(t)W(t)dt + uu•(t.)W(t)d: + (1 - <P(l))ll'(t)l'dt - C(t)dt 

= [w(t)(n - 1') + l'jll'(t) - C(t)dl + w(t)IF(l)O'rl:. 

Aplicnndo la convención ti== {tlt) 112 s1• obicne la 1;cltacián difcrt:ncial c.doccÍ.5tica ele prc

.•u¡me.5to 

clW(t) = [w(t)(<> - 1·) + 1·jll'(t) - C(t)dt + w(t)IV(t)cr(clt)'I'. (Il.7.4) 

La riquezn inicinl está da<ln por 

ll'(O) = 11'0 >O. (II.7.5) 

Se tiene la siguiente funcic>n ohjeth•o 

M1i."<imizar Eo { 1.·r r-•1U(C(t))dt + B(IV(T), T)}, (II.7.G) 

1 comparnr con modelo 11.2 
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donde U(C(t)) es la función de utilidad del consumo, y D(lV(T), T) es la función de 
utilidad por dejar 1111n hcrencin. Se ncccsit.nn n<¡uí, de nuevo, las mismas condiciones que 
se formularon parn funciones de utilidad cu el primer modelo. Tes el tiempo en que inuerc 
d individuo y Ea el operador ele la cspcrnuza conclicioual tlnclns las condiciones iniciales. 

El problema es cncontrnr unn trayectoria de consumo C'( t) y una trayectoria de In 
proporción de In riqueza que se nsignn nl netivo ricsgoso w( t) tnl que se rL·suclvn: 

l 
Mnximizur Eo { 1'/' ,-P'U(C(t))dt + llill'(T),T]}, 

sujt'to n clW = ill'(l)(n - ,.¡ + r·]ll'(t) - C(t ),/t + w(t)IV(t)u(<lt)'i', 

11'(0) = ll'u >O. 

ll'(t) > o, 
C(t) ~o. 
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Il.8 MODELO DE MAXIMIZACION DE BENEFICIOS 

DE UN MONOPOLIO 

En el siguiente modelo SC' considera una cmprC'sn que constituye con su producción 
un monopolio. El objetivo del monopolista es encontrar las trayectorias del precio del 
producto (variable de control) y dd mhnero de unidades proclucida..c; (vnrinblc de estado) 
que IllR..'<Ímiznn los beneficios. 

II.8.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

El modelo toma en cuenta los siguientes supuestos: 
(í) In empresa produce un sólo hic11 1 

(ii) la. empresa constituye un monopolio con <'ste hic·u 1 es decir, no existen otrns Cinpresns 
que ofrecen el mismo Lic11. 

II.8.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A continuación se hace una listu. ele las vnri11blcs que definen el modelo: 
{i) x(t), producción al tiempo t, 

(ii) p(t), precio del bien ni tiempo t. 

II.8.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Se incluye una lista de los panimctros que se usnu en d moclelo: 
(i) a,b, e, pnrñmct1·os de In. función clr clcmnndn, 

(ii) m, n, ~·, parñmctros de Ia función <le los costos de la proclucci<)u, 
(iii) r, tasa de interés. 

II.8.4 EL MODELO 

Ln cnntidnd ele bienes .r( t) q11c la empresa puede vender ni tiempo t depende del precio 
v(t) del bien ni tiempo t, y del c:nmhio <lcl precio del bien Ji(t) ni tiempo t, 

x{t) = ap{t) + b,;(t) +c. 

Lns costos de la producción ={ x) están dados por 

=(x(t)) = m(x(t))2 + nx(t) + k. 

36 



El precio inicial cstl\ <lado por 
¡>(O)= po. 

El precio deseado nl tiempo T está dn<lo por 

¡>(T)=p1. 

El ohjeth·o es maximizar los hcneficios ele la empre.i;n C'U cada instante <le tiempo, es 
decir 1' 

Maximizar 1 ,-••¡p(t)x(t) - :(.r(f))]clt. 

El problema ele maximiza.citín rlc bcncficio.'4 de mi monopolio es encontrar unn trnyec
torin de precios p(t) qttc se resuelva: 

¡ 1' 
Maximizar J. c-"¡¡i(t).r(t) - m(.r(f))' - 11.r(t) - kjdt, 

sujeto n .r(t) =a¡>(!)+ b¡;(t) +e, 

p(O)=¡>u, 

p(T) =p,. 

II.8.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL PROBLEMA 

Los siguientes planteamientos son cquh•alcntcs: 

¡Maximizar 11' e-''ii>(t)x(t) - m(.r(1))2 
- nx(t) - k]dt, 

sujeto n x(t) = ap(t) + b¡í(t) +e, 

p(O) =¡>o, 

1>(T)=¡>1. 

r Maximizar ¡ ~w. 
11' C'1[¡>(t)[a¡>(t) + b¡i(t)] +e - m[a¡>(t) + b¡i(t) + c]2 

- 11[ap(t) + b¡i(t) +e] - k]dt, 

p(O) = po, 

p(T) =p¡. 
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Maximizar J.T c-'1[¡¡(t):r(t) - m(.r(t))2 
- nx(I)- k)clt, 

J,T J,1' sujeto n 
0 

e-'1.r(t)clt = 
0 

c-'1[a¡¡(t) + bp(t) + c)clt, 

p(O)=/Jo, 

p(T)=p1. 
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II.9 MODELO DE ANALISIS DE DEVALUACION 

En este mcdclo se estudia una economía con un individuo rcprcscntntivo que puede 
consumir un bien que se exporta y ot.ro que se importn. El objetivo del individuo rcprc
i:;cntnti\'o es determinar lns trayectorias ele cousumo de los clos bienes que maximicen su 
función de utilidad. 

II.9.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

Los supuestos consiclcrndos en <~stc modelo sou: 
(i) país pcqucüo 1 

(ii) dos bienes comerciables iutcrnacionnln11~11tt• (exportación, importación), 
(iii) ccouomía abierta, 
(iv) el individuo posee moneda naciounl y nn hono intc>r11nl'Íonal. 
( v) iu<livicluo representativo con vida infinita. 

11.9.2 DEFINICION DE VARIABLES 

Las variables utilizadas en el moddo son: 
(i) .r.(t), cant.idad ele cous111110 clcl hie11 n. cxport.nr ni tiempo t, 

(ii) m(t), cnnticlnd de consumo dd bil·n a importnr al tiempo f, 
(ii;) y(t)i ingresos al tiempo t, 
( iu) p( t ), es el precio del hieu ele cxport.aci(>11 entre el prr.cio d(•l bien ele importación, precios 

rclath·os. 

11.9.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Los parámetros utiliznclos en el modelo son: 
(i) p, tnsa subjetiva intertcmpornl de desc11c11to 1 

(;i) r, es In tasa de interés munclial. 

II.9.4 EL MODELO 

La utilidad de un individuo representativo con vida infitútn (o de una familia cuyos 
padres se preocupan pm· hijos, nietos y dt•mñs dcsccnclicntcs ), está ciada por 

V(O) = 1"" <-'''U(x(t),m(t))dt, 
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donde pes la tasa. subjetiva intertcmporal <le descuento constante (positiva} en el tiempo, 
por lo que el factor <le descuento es c-"1dt, y U(',·) (fundón de utilidad} es una función 
cóncava con scgnn<ln.s <lcrivn.clns parl'ial('s continuns que sntisfncc: 

l
. DU(x,m) 
nu---=oo, 

.r-o éJ.r 

l
. DU(x,111) 
un---- =oo, 

rn-o éJrn 

para 111 fija; 
r DU(x,111) 

0 r~l~----¡¡;- = ' 

lim DU(J·,111) =0, 
m-c-::. éJm 

parn m fija; 

pnrn x fija. 

El indivicluo rcprcs<mln.tivo dis¡mnc de uu flujo ele ingresos (cxógcno) y(t) del bien 
perecedero que se exporta y el ú11i1·0 nctivo <lisponiblc es un hono intcrnncionnlmcnte 
comerciable, el cunl tiem~ un \'nlor fijo igual a nna m1idnd dt.•l \iien importado y autoriza 
n su propietario recibir r· (tasa de iutcrés) nniclndcs clcl bien import<tdo por uniclnd <le 
tit·mpo. Ln tasa de cambio de la riqncza <lcl individuo cst1l daclo por 

i•(t) = y(l.)/¡•(t) + 1·b(t) - .r(l)/¡•(I) - 111(1). 

clonclc p(t) t•s d pn ... •do dP cxportacio1ws t'lltre el precio <ll' importacicmcs. Considérese que 
el individuo plnnca n pnrtir del tiempo f = O hasta iufinitu. Supcluga.'ic que lio denota 
ln riquczn inicial (en bonos) <l1• ln familia (iwlivit\110 represcntnti\'o), la cual ('stá dn<ln. 
El iiulivi<luo repre~cntativo (ksca <lckrmitwr la ttnyedoria de consumo que maximice su 
beneficio, por lo cunl !ill probl<•uu1 a resolver 1~s: 

¡ ?vlnximiZl\t' f 00 

c-r1 U(.r(t),rn(t})r/t, 

'• 
sujeto a i.(t) = y(l)/¡J(t) + 1·b(t) - .r(l)/¡J(t) - 111(t), 

l•(O) = l•o· 

11.9.5 PLANTEAMIENTOS EQUIVALENTES DEL 
PROBLEMA 

Lrn; sig1ti<>nt<>s plnntcainientos son t.:q11ivnlentes: 

¡Maximizar f~ c-''U(J"(t), m(t))dt, 
},, 

sujeto a it(!) = y(t)/p(t) + rb(t) - x(l)/p(!) - m(t), 

b(O) = bo. 

{ 

Maxi~izar 
SUJCto a 

f~ e-''U(y(t)/p(t) + rl•(I) - x(t)/p(t) - b(t), m(t))clt, 
},, 
b(O) = bo. 
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¡ l\foximizar J."" c-''U((:r(t),m(t)), 

sujeto a J."" c-"L(t)dt =J."" c-''iy(t)/p(t) + ,.b(t) - .T(l)/¡>(I) - m(t)jdt, 

b(O) = b0 • 

Para el plautcnmicnto anterior se hace una formulación difci-cntc usando In condición 
·•No Ponzi Gnme11 (comparnr con SC'Ccitlu Il.1.5), es <lccir 

'º ¡ !\Inximiznr ¡= c-"U(:r(t), 111{f))r/t, 

sujeto a 1= c-"l(r(t)/p(t) + m(t)]tlt = 1>11 + 1."" c-"i(y(t)/¡>(t)jrlt, 

lim /J(t)c-(l-lol =O. 
·-= 

donde In primera rcstriccióu clit'l' <¡llL' d vnlor J>l'Cst'llll' <Id finjo dt• los gastos es igual ni 
\•nlor presente del flujo ele los ingn.•soH. 
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II.10 MODELO DE ANALISIS DE CUENTA 

CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL 

En este uto<lelo, se analiza el impacto que sobre la cuenta corriente y el tipo de cambio 
real tiene una política <le cstnhiliznción hasadn en mm dismi1111ció11 temporal de In tosa de 
devaluación. Se propone un modelo del tipo de Ilamscy, en el cual el individuo tiene 
expectativas racionales. Los supuestos adicionales son al principio muy simples de tal 
mancm que el modelo sea maucjnble y que al mismo tiempo t.·aptc los efectos importantes 
(cuenta corriente, tipo <le cambio real, et.e.). 

En una segunda etnpn, He modifknn o st• rxticndc11 algunos de los supuestos y se ve 
si lns conclusiones antes obtenidas siguen ~icndo \•1ílidas. 

II.10.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

En un principio He dC'snrrnlln ttu J110<lclo qtte toma en cuenta los signicntc>s supuestos: 
(i) Pnís pcqueüo, 

(ii) \111 bien comcrcinl>le {i11tcruncionnl11wntc), 
(iii) perfecta movilidad de rnpitnl, 
(i11) dos activos, moneda nndonal y 1m houo intcrnnciounl, 
(v) el individuo ticuc acn·so a uu llH'IT<Hlo intcrnncionnl ele <'l'l~clito, 

(vi) se cumple In condición de pnriclacl cil' poder ele compra, 
(vii) cnsh-ÍI1-ndvaucc (cli11t~ro y «011s11mo i:;ou pcrfcdos s11stitntos)i 

(viii) pleno c111plco 

(i.1·) individuo representativo, mnximizador ele utilidad cspcrndn, 
(x) vida infinita, 

(xi) cxpcctntivas racionales {previsión perfecta), 
(xii) el resto del mumlo no pü!->CC dinero dom.L·stico. 

En este 111odelo sP. prctP11clc mostrar que mm políticn rk• cstaLilizndc'>u hnsnda en una 
disminución tcmpornl cll' la tasa ele dt>vnhmción genera un déficit temporal sohre la cuenta 
corriente. En este caso, cutre 1111.ís corto sen el periodo de cstnhiliznción, mayor será el 
déficit en cuenta corriente que cxpcrimc11tn la economía. 

II.10.2 DEFINICION DE VARIABLES 

A continuación se hnec unn lbtn de lns varinblt>s C{ltl' ddiucu el modelo: 
(i) c(t), consumo al tiempo f, 

(ii) m(t), activos en moneda nacional, en hase a saldos monetarios reales nl tiempo t, 
(iii) b(t), tenencia de bonos intcrnaciounles por parte del gobierno al tiempo t, 
(iv) F(t), bono intcnmcionnl del in<livicluo ni tiempo t, 
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(u) a(t), riqueza finnncicrn del individuo nl tiempo t, 
(ui) B(t), el total de bonos iulernacionlcs l'll la Cl'Ollomín al tiempo t. 

II.10.3 DEFINICION DE PARAMETROS 

Se presenta unn lista <le los pnnimctros que se usnn en el mmlelo: 
(i) y, flujo constante de ingresos, 

(ii) 1', hum de interés, 
(iii) p, tnsn subjetiva intcrtcmpornl de 1lc•sl'H<.'Uto. 

II.10.4 EL MODELO 

La \1tilidacl totnl dcscontnda, al tit'mpo t =O (el ¡ncsC'nt<.'), de un inclivic\uo represen
tativo con vida iufinitn (o dr. uun fom.ilin cuyos padres se preocupan por hijos, nietos y 
clcmús <:omlesccndícntcs) l!Sl;Í. tlncln por 

(Il.10.1) 

donde c(t) es el consumo, pes la tnsa suhj1·tiva ii1tc~rlc•mpnn"al 1lr dt•scttcnto y u(·) es mm 
función creciente, cstrictanu•utc cóucnva con scgmuln dcdvacln continua que satisface 

}~~ u'{c) =O, lim u'(c) = oo. ,_, 

Por tanto, las prcferC'ncias, del individuo, por cons1m10 n través <lcl tie1upo están represen
tnclas por 

V(s) = ¡~ u{c(t)Jc-•11 -• 1c1t. 
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Pnrn ser más cspedficos se cousitlern una funciOn de ulilidnd de In forma 

{
~ 

1 _., , p11rn "J>O, '}~I, 
u(c(I))= 

lagc(I), pnrl\ ")'=I, 

donde se ha removido In disconliltuidad <le la íunciOu en "!'= 1. Observe que pnrn esla íunción consumo, In 
elasticidad de sustittición entre c(I) y c(11) con 111,tl, está dnda por 

También nole que c1mudo 111-1 la clasticichul ele ~11stil11ció11 :-.atisíacc 

lirti#-1 u(r.(l)J=-u'(cll)J/{u"(c(t)]cl l))=u= ~. 

Cll este caso el gnulo rdativo de 11vcr~ió11 ni l'it•:-.go c•11111>h• con 

-u"(c(l)J~="I'· 

Se supone tnmhién q11c el iudi\'Í(hm representativo tiL•nc pre\'isióu perfocta, es decir, 
para el individuo la. tasa dt• devaluación cs1wrncln f,.{f) coiuciclc con la observada t:{t) = 
t:e(t). Suponiendo que hay pcrfcctn movili<lntl dc l'npit;il, y qnc lh tusa rcnl de interés del 
resto del nrnnclo, r·, sntisfon• p = 1·, se t.iene la sig11icnt<.• romlición de arbitraje 

i(l)=i·+<(I). (II.10.2) 

Se supone que In riqncza finnncicra clcl individuo, a(t), a través del tiempo, está 
cletcrrninadn por activos en moneda mtcion:•l, t'll bnsc n salclos monetarios reales, m(t), y 
un bono internacional F(t), de tal manera cl'lt' 

n(t) = 111(t) + F(t). (II.10.3) 

donde F(O) es exógcuo. 
Sea y el ingreso qnc se supone constnnt.t• '-'11 todo momento. Snponga que hay un 

gobierno, con el mismo horizonte ele planencic'm, que cobnt impuestos, g(t), del tipo Lump
Smn. La restricción prcsupucstnl del individuo, una vez que ha incorporado sus expecta~ 
tivns y las trnnsfcrcucias dd gobierno está dncln por 

a(O} +~+J.~ y(t)e-'1clt = J.~[c(t} + i(t)m(t}]c-'1dt. 
1 o o 

(II.10.4) 

Esta condición indica que, para el individuo rcpreseutntivo, •l El valor pre8ente del flujo de 
ingre.'°" fu.turoti debe -'CT igual el valor prc3e.ntc del ga3to planeado..,. 
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En forma nlternativn se.• puede escribir (Il.10.4) como 

a(t) =y+ g(t) + 1·F(t) - c(t) - <(t)rn(t), (IJ.10.5) 

junto con In ca:n<lición de transvcrsnlidad 

lim o(f}e-rt =O, 
·-~ 

(II.10.6) 

yn que como puede observarse 

11(0) - lim a(t)c-rr = J.~[1·a(t)- á(t))e-r'dt, 
t-oo 0 

(IJ.10.7) 

con lo cunl de (Il.10.4) 

1·a(t) - i1(t) +y+!/= c(t) + i(t)111(f) (Il.10.8) 

y usnu<lo (11.10.2) y (11.10.3), se ohticnc (11.10.5). 
Es importante notar que hnjo el supuesto dr perfecta mrwilirl:Hl de en pi tal, la condición 

"No Ponzi Gnmc" (ll.10.6) cstlí. clitninnnclo la posibilirlncl dr que el inclivirlno se cndeu<lc 
indefinidamente pagando intereses con ni;ts deuda. 

A continuación se i11trod11cc la condicidu cash-iu-ndvaucc, en cstn condición se es
tahh•cc que el consrnuo planeado tiene qur. lmcrrsc cfrctivo, de tal 11nuwrn que el individuo 
clebc tener nl menos oc(t) unidadci; de ~nidos 111011(.•tnrios n•ak•s, donclt .. • a >O, equivalen
tcmc~ntc 

m(t) ~ nc(t). (II.10.!J) 

El individuo representativo dcsl'n determinar In trnycctoria de consumo que maxim
ice sn utilidad, \/(O), dada en (11.10.1), sttjeto a las restriccio11cs prcsnpucstnl y cash-in
ndvnuce, (11.10.4) y (11.10.9), rrspectivnmcntr. 

A contimrnción se considera una rcstrkcióu prcsupncstnl dl•l gobierno ele la siguiente 
fornm (pnrn climinnr efectos fiscnlcs de efectos monctnrios) 

g(I) + [h(!) - rb(t)) = 1i1(!) + <(t)JJt(f), (II.10.10) 

junto con la condición <le tnms\'cnmlidnd 

lim b(t)c-" =O, 
·-~ 

(IJ.10.11) 

yn que 

b(O) - lim b(t)e-r• = 1=[rb(tl - h(t))e-''rlt, 
r-= o 

{II.10.12) 

nquí b(t) denota ln tenencia de bonos intcrnncioualcs por pnrte del gobierno al tiempo t 
y 1h( t) + f( t )m( t) representa el ingreso por impn<'sto inflaciounrio de hielo n la creación de 
cliucro. Aquí b(O) es cxógeno. 
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La ecuación (II.10.10) puede recscrihirst• como 

(Il.10.13) 

Denotando por B(t) el total de bonos intcrimcionalcs en la economía se tiene que 

B(t)=l•(t)+F(t). (Il.10.14) 

De la ecuación de la riquczn financiera clcl individuo rcprcscnt.ativo 1 (II.10.3), se tiene nhora 
que 

a(t) = m(t) + B(t) - b(t). (Il.10.15) 

Utilizando In restricción flujo de la riqueza (11.10.5) se obtitmc~ 

ri1(t) + ÍJ(t) - b(t) =y+ 9(1) + r[B(I) - lo(t)J - c(t) - •(l)r11(t), (Il.10.16) 

cquivalcntc111cntc 

g(t) + [b(t) - 1·b(t)j - [1i1(t) + •(t)rn(t)] = [ÍJ(t) - r·B(t)] + c(t)- y, (II.10.17) 

con lo cual se oblicue que I~ rcstrin·cl11 pn•snp1wstnl ck• la t•em1omía en su conjunto puede 
escribirse como 

D(O) + !'. = 1~ l"(t)e-··•i11. 
,. o 

(Il.10.18) 

Esta ecuación simplemente dice que, para la.ccouomía, el valor presente del flujo de ingresos 
futuros elche ser igual al vnlor prcscntl" clc•l gnsto plnnraclo. Se puede observar también que 
el dinero doméstico no aparece en la restricción (II.10.18) ya que éste no reprcSt-'nta ric1ncza 
parn. el resto del mundo, pues el resto clc·l mmulo no posee moneda nncionnl. 

A continuación se van a estudiar programas ele cstabiliznción en los cunlcs la tasa de 
devnlun.ció11 satisface 

{ 'º' <(t) = ,, , 
parn O :5 t :5 T, 

¡iarn t > T, 

donde fo < e1. Pnrn ser consistentes con i(t} >O, se debe suponer que 

f¡ + r > fo + r > O. 

(II.10.19) 

Observe qul~ bajo los supuestos ele pnís pequci10 y poder de pnriclad de compra, 
tomando unidades adecuadas ele tal imuiem qm~ se nmntcnga p• = 1 n. través del tiempo, 
se tiene que la tnsa de dt~valunción coincide con la. tasa de inflncic.)n, t:(t} = ¡l/J>. 
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El problema es encontrar la trayectoria ele consumo c(t) considerando que la tasa de 
devaluación se comporta segun la función (II.10.10) tal que se solucione: 

Maximizar J.00 

u[c(t)]c-'11/t, 

sujeto n J.00

[y + y(t) - c(t)(l + ai(t))]c-"dt = -a(O), 

a(O) = a0 • 

Il.10.5 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Los siguientes planteamientos son cquivnlentci;: 

l Ma.>dmizar J.00 

u[c(t)]c-' 1clt, 

sujeto n a(t) = ra(t) +y+ y(t) - c(t)(l + ai(t)), 

a(O) = a 0 • 

{ 

?vlaxi~11izn.r 
sujeto a 

J.
00 ¡u - ñ(t) + n•(t) + y(t)] _,, 1 o u (l+ai(t)) e et, 

a(O)=no. 

1 
Mnximiznr J.00 

u[c(t)]e-"dt, 

sujeto a J."" c-"a(t)clt =·f.oo c-''[m(t) +y+ g(t) - c(t)(l + oi(t))jclt, 

a(O) = a0 • 

Aplicando la condiciou ,,No Ponzi G1unc11 al plnntenmicnto anterior se oh tiene ( com
parar con 11.10.4): 

¡Maximizar J."° u(c(t)Jc-'1dt, 

sujeto n J.00

(y + g(t) - c(t)(l + ai(t)l]e-'1cl! = -a(O), 

lim a(t)c-rt =O, •-oo 
a(O) = ª•· 
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Il.10.6 PRIMERA EXTENSION DEL MODELO 

En In primera extensión se incluye bienes 110-comcrciahlcs, y se pretende ver, si lns 
conclusiones obtcniclns siguen sicuclo vfüidas. 

Ln forn1a más simple de introducir bienes no-comerciables es suponer que: 
(i) El individuo sólo consume hicncs no-comerciables, c11 (t}, 

(ii) los bienes no-comcrcinblcs 1 c 11 (t), son producidos con bienes comerciables c,,(t), con 
fuw:ic>n de prodncdc)n c 11 (1) = F[c_,(t)], la cual prescuta rcndiuúcntos marginales de
crecientes. 

(iii) In oferta de trabajo es pcrfrctnuwutc i11el1~1>ti1:a. 

Ln utilidad total descontarla es ahora 

y la restricción presupuesto! rs 

ii(t) = rnif) +y+ g(t) - F[c,(t)j(! + ni(I)). 

T;onhi~n para s{'r mll.s c>spccíficos se tillpo111• 'lllC 

(/1.10.20) 

Consccucnlcment<.', d precio rdath•o, /'(t), dl• c,.(tJ co11 n•:.pccto a c,(t), en equilibrio competitivo, se 
obtiene ni resolver el problcrnn 

De la condició11 <lt.• pri111cr ordl'll dd ¡irohlc111a cit.• 11mxi111iznció11 se ohlil.•nt.' IJtlC' 

/'lll=f.1;fH=lr.,(l)j'. (//.10.21) 

En consccucucia el tipo dC' cu111bio rcill cst¡Í d1ulo por 

(//.10.22) 

Ahora, los bulnnc~ monctnrios reales cshí11 d1ulos por 

lll(l)=ffiH. (//.10.23) 

tlondc Al(t) es el <linero do111C:stico. Por tnulo la rl':"itricción cnsh~ÍIHul\'nncc sC' escribe ahora como 

m(t)~nP(r)c,(I). (11.10.:Z.f) 
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II.10.7 SEGUNDA EXTENSION DEL MODELO 

En la segunda cxtc11shln se modifica rl modelo por el supuesto que el dinero pro· 
porcimm utiliclncl por servidos de liq11idez., y dinero y constuno son complementos n la 
Eclgcworth. A contiunación st• prl'lc1HIP vt•r, si !ns ("OUclncimws ohtt•nidas siguen siendo 
\"tlliclas. 

La condición cnsh-i1Mulva11cc es iuclmlahlt·uK'lllc muy n•strktim. Para relajar este 
su1rncsto se sttpone qui• la función de utiliclncl i11duy1• snlclos monetarios rc•alcs, reHejnudo 
l'Oll esto que c>l dinero 11• proporcionn utili1hul ni imlivithto por :->ns s1•rvicios ele liquidC'z. 

En 1•stn sccci<ln se considera el sigui1•11te supuesto: 
(i) La función de utilidacl satbface ttr. 111 >O, es ch·dr, <linero y rousumo son complementos 

n la Eclgcworth. 

Ahora, la ntili<lnd total desront.acln ni til•mpo t = O (•stl\ clnda por 

c.•u donde u(·,·) es una fundón credcutr en ambos nrgumrutos, <•stridnmente cóncava con 
Sl'gunclns clcrivaclns parciales contimms, y que satisface 

}i!!:!o Hc(c, m} =O, para rn fijn, 

lim. Hc{c,rn) = oo. parn m fija. 
<-U 

,!,i..!!.\, u 111 (c, 111) = oo, para e fija, 

11E~l~ llmk·"') =O. para ,. fijn. 

En cslC' Cf\.SO Sl' supone qm• In función dl· utilidad 11 til•ne 111111 fonna t'i'>lll'Cilirn. Sc>a O<rt<I, 

{ 

frº"•::"11-11, parí\ ll>O. R,tl. 
ll(C'.111)= 

olo9c+(I-n)fogm. para ll=I. 
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Il.11 MODELO DE APRENDIZAJE 

SOBRE UTILIDAD 
En este modclo 1 bajo el enfóquc Daycsia110*1 se considera el proceso <le aprcn<liznje de 

un individuo sobre su función de utiliclad. Pura esto se usan distribuciones que describen el 
comportamiento rncionn.l de los individuos cuando éstos incorpornn información adicional 
en su función de Utilidad (Inclividuos optimizndorc!'i de medidas de información). 

La teoría clásica de utilidad, parte de un postulado de racionnlidacl del individuo en 
el que: 
(i) El individuo tiene infornrneic'iu completa snbn~ los hie1ws de consumo, activos, nctivi

<laclcs1 cte., que existen en el mercado, y sohrc la satisfnceicln qttc obtiene al combi
narlos en difcn•ntcs proporcimws. 

(ii) Diclrn inform:irión cst;l contenida t'll su fn11eicin dl' utilidnd. 
(iii) El h1divicluo nrnximizn su utilidncl sonwtié-uclose a la restricción que le imponen su 

ingreso y los precios del mcrcndo. 
A continuación se pretende moclclnr el prnceso de nprl'udiznjc por el que el individuo 

pasn antes <le llegar n los puntos (i} y (ii), o por lo 1twnos, estar lo más cerca posible ele 
ellos. 

Es dcdr, st• cstablc(·c un nue\'O postulado de rncionalidnd para el individuo, com
portñndosc éste como optimizndor ele meclidm• d(• infor11rnció11 e1wndo se trntn de incorporar 
información aclicio11al en su "funciún ele utilidad. 

Los individuos aprenden ele S\l fondón ele utilidncl a trnvés de In experiencia y ln 
determinación <le ésta es problema d~! clccisio11cs hnjo inccrtichunbre, donde In información 
a priori es dcmnsiaclo importnntc para ser iguorncln. 

II.11.1 SUPUESTOS BASICOS DEL MODELO DE APRENDI
ZAJE 

Los dos supuestos eseucinlcs qnc se mnnejn sobre In f1111dcln de utilidad son: 
{i) El individuo conoce In Íormn funcionul de su fuucibu de utilidad, pero no está seguro 

<le los va.lores de los parámetros que t'U ella apnrct·eu. 
(ii) El individuo nsigna unn distribución ti pri11ri n los pnnlmetros, c:.ta distribución puede 

incluso ser no-informati11a (ver Jcffn!ys (l!.140)). 

A continuación se incorpora en el modelo una serie de supuestos que, fundan1ental
mcnte, tienen que ver con el comportamiento de los individuos. 

(iii) En una primera ctnpa del proceso, el inclividuo aprende al consumir las cantidades 
que maximizan su ut.iliclad cspcrn<ln a priori sujeto n su restricción presupuesta!. 

"' A diferencia del enfoque tradicional eu donde los pnrHmetros de una distribución se consideran fijos 

pero desconocidos, en el enfoque Bayesinno se supone unn distrihudóu para los valores de los parimetros. 
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( iv) Se supone que la jnformnción gauacln puede Sf'r rcprcscntncl;:1 cu términos de valores 
esperados. Esta informnción es empleada pnrn ohtc11n una distribución a po.!teriori, 
vía la optimización de alguna mcclida de i11for111ació11. 

(v) El proceso anterior puede ser rect1rsin1, en PI scuticlo ele que si el individuo sigue 
inseguro sobre los vnlorcs de los paní.mct.ros ('JI s11 fuuciiln de utilidad, una distribución 
a po.!teriori se utílizn C'omo unn distrihucián <L ]'riori y d proceso se inicia de nuevo. 

Eutre más rápido el in<livi<luo pueda dcterminnr los valorC's hexactos" o ni menos 14ccrca.nos" 
n los valores exactos, mayor será In utilidad que d inclividuo experimente en cada periodo. 

El problcnrn. se pncdc comparar cou un problema de i11vcrsic)n 1 en el cual el consumo 
1•s consiclcrndo invcrsitln Pll informacié>n. 

II.11.2 DISTRIBUCIONES DERIVADAS DE MEDIDAS DE IN
FORMACION 

En términos generales, una llll!dicla ele i11forumcic'.111 c•s u11a mrclicla de In cantidad de 
nprcncliznjc entre probabilidnclcs a ¡1riori y probahiliclacle:; tL ¡w.~tcriori. Los siguientes dos 
principios son fuudam<•ntalcs en t·I dt•smTollo rlt• c.stl' modelo: 
(i) El principio r!C" mínima eutropía crwmda* estahl<~n· que c11a11elo hay un estimador 

a priori de una dcnsidml e i11formadch1 adicional en lt;rmiuos de valores esperados, 
se debería tomar como llll c•st.imnrlnr tL ¡10.•t1~1·iuri nr¡m•lln deusirlacl c111c minimice la 
entropía cruzada C'Oll la a priori y CJlll.' st•a C'"OlllJHtt.ihlt• con la iuformaci1'm nclicionnl. 

(ii) El principio de mñxinm cntropín <.>stnbll'ee que entre todns fas distrilrndoucs que sean 
compatibles con informncidu ndirional ciada cu términos de valores t'Hperndos, y en 
nusendn de unn densidad a ]'riori, S(' <lchería tomar como estimador a poJtcriori 

aquella que maximice la entropía.. 

11.11.3 DEFINICION DE VARIABLES 

A continuación se hace lllll'L lista de las \'ariahlcs que definen el modelo: 
(i} C(t), consumo al tiempo t. 

* f,a palnhra "<-'ntropia" es i11lrmluci1ln por C:lasi1L"> (18fJO) como rouc:cpto lcrmodini1111ko (como una 
medida de desorden de un ~istcma físico). La iukrpretac:ión prohnhilistR del concepto en Mécauica es
l11dística se atrihuyc n Boltzrnnnn (1877a) y (t87ih). Sin embargo la rl'ladtín explícita cutre entropía y 
probnhilidad se debe a Plnnk (190·1). Sha11non y Wca\'t~r (19·1~) crca11 las lmsc.-s de la teoría de infornmcióu 
al reinterprctnr el concepto para estudiar problemas de 1 ri111smisió11 de datos. A~i pues, l'I nombre de 
cntropfa, en nuestro contexto, se debe a razones nwrmucnte históricas, y In intcrpretaciUn como nu·dida de 
iuíormac:ión rompe con el origen ele concepto físico. El nomhrc 1le entropía C'ruz:ula ~ 1lchc a Good(I9GO), 
este concepto ha recibido otros nombres, entre ellos se mcuciormn: Divcrgeucin directa o función de dis
criminación <le informaciciu (l\ullback (l!J59)), peso <le la. evidencia {Good (1960)). Entropía. relativa o 
nlunero de 1\ullhnck-Lcihler (Wehrl {1978)}. 
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II.11.4 DEFINICION DE PARAMETROS 

Se presenta nnn lista de los pnnhnctros qm.• se usan en d modelo: 
(i) O, un pnnlmctro ele In fnncicín clr utilidml, 

(ii) li, intervalo <le tiempo. 

II.11.5 APRENDIZAJE CON MINIMA ENTROPIA CRUZADA 

Suponga que, en una primera ctnpa {etapa. 0) 1 el individuo dccitlc invertir en consumo 
parn obtener información ndicionnl !:iohrc los panímctros de su función <le utilidad 

U; U(C(t)IO), 

en donde In fornrn funcional clr U t•s conoeirla, C(t) es el co11s111110 nl tiempo t y(} es un 
parámetro, cuyos posibles valores pcrkncc1·11 a 1111 rspacio purn11wtral, 0. Supongu ndc1nás 
que el conocimiento inicial del individuo sobre los parámetros de sn función de ntilidn<l 
está rt•prcsentado JiOr una clistrilml"i<'m (L ¡iriori, ]J = p(B), n E e. 

En lo que sigue, se supone tnmhién que d imlivicluo enfrenta una restricción pre
supucstal, 

C(t) E S.,, 

en donde So es el conjunto <IL• posihilichul1•s tl1• nmsumo l'll la dapa O {depende <le los 
precios del mercado, ingresos, tusa de intc•n"s. t•tc). 

En cstn primf'ra etapa, d inclividuo n•s1H'l\'t' d prohlt•11rn 

Maximizar E 1,[U(C(l)IB)j = 1·i; r- 1•1 L ['(C(t)IO)p(B)dOdt, (Il.11.1} 

sujeto a C(t) E So, 

para el intervalo de tiempo h, 111 = h, y apremie nlgo nuís sobre 8 al consumil' las canti
dades, C(t),O :S t :S To, que maximizan d prohlrmn (II.11.1). 

Se supone que la información ganada, la cual Sl' mmcin n nnn distribución a po~deriori 
7r(8) 1 puede sel' representada en términos de valores espC"rados como 

L n<(O)rr(O)c/0 = ii<. k = 1,2, .. .,m, (II.11.2} 

donde, por supuesto, las funciones a1,:. l· = 1,2, ... m y las constantes a1,:, J.:= 1,2, ... m son 
todas conocidas. 

En la siguiente etapa, clnpn 1, el comportnmic-nto racional que el individuo sigue 
para determinar una <listribucicln a po.deriori, 7t'•, que incorpore la informnción gnnnda1 
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{ 11.11.2), en su conocimiento inidnl rcprcsentaclo por p{ O). es el ele minimiznclor de entropía 
rntzndn. Es clecir1 el individuo resuelve el prohlC'nrn•: 

rvlininúznr 1 11"(0) 
ll(7r,J!) = 7r(O)log-

8
-r10, 

" ]!() 

. ( k "(O)dO= 1, 
SUJCto n !., nd0)7r(O)clll = ii,, k = 1,2, .. .,m. 

Unn vez resucito el sistemn (St• ~11po1w que se• cumplt'll In comlidóu de srgnmlo or
den del problema vnrincionnl, a saber, la cowlidón de Legcmlrc (ver l\'.runicn y Schwnrtz 
(1981)), el inclh·iduo vuel\'c a resolver, en In etapa 2, uu prnhll'1m1 de mnximiznción de 
utilidad esperada 

Maximizar E,.[U(C(t)ifl)j = {r' ,-,.¡r-r,¡ { U(C'(t)ifl)rr"(OIJ!,T;,)c/Orlt. (Il.11.3) 
J.r0 .ft-1 

sujeto n C'(t)ES1. 

donde T1 = To + li. 
Se supone que las decisiones ch•l individuo uo ufeetnn a los par•ímctros c¡uc npnrczcnn 

en ln.s restriccionrs impttc>stns t.•n Su o en S 1 (pn•cios dl' mercado. iugrc:ms, tasa. de interés, 
etc). 

El proceso anterior pnccl~ Sl'l' recursivo, cu t>l S(•Jltido ele que si el individuo sigue 
inseguro sobre los vnlorcs de los pnr<Ímctros f'll su función tfo utili<lnd, una clistrih11ción a 
¡w.deriori se utilizo como unn distribución tL priori y el prm·cso se· inicia de nuevo. Entre 
m<Í.s ni.picio el individuo determine los valores verdaderos <lf' los panhnctros, mayor seni la 
11tilidncl que experimente en ca<la periodo. 

A mnnern <le resumen, se idcntificun :t ctnplL'> fuml<une111ulcs cu el modelado dd proct.'SO 
de aprendizaje: 
(i) En In elnpa 11, el incli\'idtm tl"SU('l\'c ('\ prohlc•ma tic• nmxi111iz1n:i1)11 d(' ut.iliU;ul esperada 

y nprcn<lc algo más sobre 6 ni consmnir hL'i c1mtiilucll'S, C(t>.n::;r5;'I'o, que maximizan la 
utiti<hul e1.ipcracla con respecto de ,,, 1.o nprcmliclo puede S('r t('(Jtl'SCUl1ulo por 

* Es importante mencionar que In entropía cruimla es 111111 íuncíóu 110 ncgali\'n y cslriclnmentc cóncava 
con res~to del argumento 7i. 
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(ii) En la et.at>n 2, el individuo determina una clisu·il.Jucid11 a po.deriori, rr•, al resolver el 
problema de minimización de entropín cruz11d11 

Minimizar 

sujeto a { Íe :rr(8)d8=1, 

/c,, c1.1:(8)11'(8)1/8=ii1r, k=l,2,. .. ,m. 

(iii) En In etnpn 2, el individuo vudvr n 'esoln•' un p,oblen"' de maximimión de ulilidnd 
espcrndn · 

Maximiz11r E.,• [U(C(t)jOIJ= J~1 .,-m-ToJ fa U{C(1)j8)n-•co¡p,T0 )d8dt, 

Cft)ES¡. 

II.11.6 APRENDIZAJE CON MAXIMA ENTROPIA 

Si <.'ll In ctnpa O, 110 t•xistc unn distdlmdclu " prinri, p ~ p(O), O E 0 1 que describa 
el conocimiento aclicioual del individuo, e11to11ces d iuclivicluo consume cualquier C(t) E 
So hnsta d tiempo T0 pnra obtener iufonundón adkio11:1l l'iohn• O. Se supmw que esta. 
informnción ¡mcdc ser expresada 1•11 tér111i11os di' valores t•s1wrndos, es dcrir 

feak(O)rr(B)rlO=ñ,. A'= 1.2, .. .,111. (Il.11.4) 

En In etnpn 1, el comportnmicnto rndo11al q11e el individuo sigue pnm dctcrminnr una 
distribución a pmcterinri, rr(8), <Jlll' im:orpnl'l' la i11fonnnd1l11 gnnacln. (11.11.4), es el de 
mnximizndor de entropía. Es decir, d individuo resuelve el prob!t•111a: 

Maximizar ll(rr) = - [ rr(O)logrr(O)dB, 
Je 

sujeto a ! l rr(O)dB = 1, 

1, ak(B)rr(O)c/0 = ñ,, I· = 1,2, ... ,m. 

Unn. vez resuelto el sistema, el individuo resuelve, en la l'tnpa 2, el prohlen1a 

Maximizar E •• [U(C(t)llJ)] = fr' c-Pl•-Tol f U(C(t)!O)rr'(Bl1"To)d8dt, 
Ír0 Je 

(JI.11.5) 

sujeto a C(t)ES,. 
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donde T1 = To + h. Al jgual que untes, S(' supone que lns decisiones del h1dividuo no 
afectan n Jos pnrámctros que aparecen cu So u cu S 1 • 

En rcs\llnL'll, se idc11tiftca11 :¡ t•l11p11s ft1111!11111cutah·s eu el 111uddaclo lil'I proceso de nprcn
di:mjc con mñximn entropía: 

(i) En In etnpn O, d imlividt10 consu111c cm1h¡t1il'r C( t)ESo f>Rl'H aprender nlgo más sohre fJ, es 
decir 

(ii) En lu elopa 1, el iudi\'idllo dL't~m11i11n 111111 cli.:;trihución a f10-'tcrinri, rr•, ni resoh<>r el 
problema dP 111nximiznció11 de t.•ntropiu 

f\f11xi11iiz11r ll(rr)=- .~~ rr(O) l"!I f,fHr1e, 

... lijC'lO il { J:-1 rrfO)df.l=J, 

Ít-t 11d0)11"(8)•ff.1=11¡,, k=l ,'1, ••• ,111. 

(iii) En la ctupa 2, t•I indi\'iduo \'•u~lv<.• n lºf'.'>olrt.•r 1111 probk•11111 tlf• 111nxi1niznción dt• 11tiliclnd 
esperadn 

sujL'lO ;1 C'(t)ES1. 

El proceso nnterior, co1110 llllkR, pt1l'dt.· .. <•r rcct1l'si\'o, 

E!i importa11t1• guardar en ment.c• 1•l signil'utc> rcsultaclo tHil c·n 11plicncinncs. Sen 1T• la 
solución de mínima t.'Utropía cr11zncln o dt• nuixímH cutropín. y supougn que las funciones 
fl1.,.(8), k = O, 1, 2, ... , m, donde a 0 ( 8) ::::; 1, son contiimas y lÍ1JcaJme11le indcprnclicntcs con 

k t11(0)t1r(O)rr•(fl)c/O < oo, pnrn torln ;,f =O, J,2, .. .,m. 

Entonces In. solución es única. ( \'cr Vcncgm;: { 1 !)!)O)). 
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II.12 MODELO DE CUENTA CORRIENTE Y TIPO 

DE CAMBIO REAL CONSIDERANDO 

EFECTOS DE APRENDIZAJE 
Como en el modelo Il.10 se analizad impacto rptc sobre In cuenta corriente y el tipo 

de cnn1bio real ticuc una política dP cstélbilización basada c11 una disminución temporal 
de la tasa de devaluación, pero nhnra co11 lu mmlificacUm qtte el i11di\'id110 cshí incierto 
sobre los valores de los pnr:imetros de su funcic'm dt• utilidad (cmnparnr con modelo IJ.11). 
En cunnto a las funciones dt> utilidacl se trabaja en foruw t•xplícit.a el grado relativo de 
aversión al riesgo. 

II.12.1 SUPUESTOS SOBRE EL MODELO 

Todos los supuestos citados en el mocll'lo JI.10 son vt'llidos t.'ll éste, además se ticué las 
siguientes: 
(i) el inclividuo couocc In forma foud01rnl ch· su fo11d1i11 d1• ntilidncl. pero nn cst;Í ficguro 

de los \•nlores dP los pnrlÍnwtro<> que cu P!ln :ipan•1·1·11. 

(ii) el individuo miuimiza entropía cruzadn 1rnrn iul'orpornr nprrndízajc sohre su función 
de utilidad. 

II.12.2 DEFINICION DE PARAMETROS 

Todos los pan\mctros citados en <'l mmlt•lo 11.10 :-;cm v;:\liclos cu (•stc ncll'IlliÍ!i se consid
eran pnrámct.ros m1evos 1 l·stos son: 
(i} ;. grado relativo cl1~ nversibn al rie~go. 

II.12.3 EL MODELO 

La utilidad cspcrnda <lcscontnda1 ni tiempo t =O (rl prcsl•ntc), ele un individuo repre
sentativo con vida infinita (o ele una familia cuyos p<itkt._•s se pn·ocupnn por hijos 1 nietos y 
demás conclt•scendientcs) cst;:í. dada por 

(ll.12.1) 

donde la integral sobre r es tomnda en el sentido de Stidt.jcs con el fin de incluir dis· 
tribuciones contiuuas1 discretas o mczclns. Se supone que In integral doble sntisface las 
condiciones del Teorema de Fuhini para que sea irrelevante el orden ele integración. Aquí, 1' 
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es el grado relativo <le aversión al riesgo1 c(t) es el consumo, pes la tnsa subjetiva intertem
poral de descuento y u(·b) es una función crrcieutc, est.ridnmentc cóncava con segunda. 
derivada continua que satisface 

fün u'(cb) = oo. 
c-0 

Para ser rni\..c; cspt•cílicos se con-;idcrn 111111 í1111ci1i11 de 111iliilad de> la forma 

{ 

'"1 1~:-. , parn 1111 \'alor de 1# 1. •1)ll 
11jc(l)h]= 

ldyc(I), para ·1:::::1, 

donde ••I grado rdativo de nvcrsión ;1! ri('sgo, .\,loma e/o~ po~ihlcs \'alort''• 11110 para -,=I y olro para uu 
\alor po.:;ilin1 dc 1 distinto dt' l. 

OLscrvc que para esta í1111ci1)11 de ulilidad, la di1sliridad dl• .-.u .. til11cif'111 t•11tre dtl y c(a) con ,,:c¡i!'.r, l'slá 
tlada por 

T11111hit~ll notl' <¡iu· c1wnclo _,_, 111 elasticidad de sm.tilm·i1j11 :--11rii.forc 

li111,_, uJr:(tJhJ=-u'(c(f)j"¡J/{ ,."¡.-¡ tlhJc(ll )=n= *· 
y, como se sabe, rl grnclo relativo tlt• n\·crsión ;d l"it•!-go e11111ple> con 

1=-u"[cltlh! ,/¡~,f~)) · 

Observe <¡uc ahora, bajo In forma C's1u:ocirka que M• Ita mloplado 1mrn l11 íunciOn de utilidnd, 

L11s restricciones en este modelo corrl'spoudC'll con las clcl modelo 11.10. 

El problema es encontrar la. tray('ctorin ele rousumo e( t ), ccm.sidcrnnclo que la tasa 
ch~ devaluación se comporta seglm la fnndbn (ILIO.l!J), y consideranclo un proceso ele 
aprendizaje sobre el parámetro ""/ de la fnrn·ióu de utili<iacl, tal qnc~ s<• solucione: 

Mnximizai· J."° { J u[c(!)/-y)r/F(i') }c-'1r/I, 

sujeto n J.""ru + y(t) - i:(t)(l + ni(t)))co-• 1t1t = -a(O), 

a(O) = au. 
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II.12.4 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Los siguientes plnntcmnicnlos so11 cc¡uivale11tcs: 

¡Maximizar J."' {1 u[c(t)\-y]dF(')')}c-r1,!t, 

sujeto n a(!}= ra(t) +y+ y(t) - c(t)(l + oi(t}), 

<t(O) = "º· 

{ 

Maxi:nizar 

StlJCtO n 

¡={ f ¡u-i1(t.) + r-n(t) + y(t)l l IF( >} _,, lt 
Jo lr" (1 + oi(t}) 1 ' 1 e ' ' 
n(O) =o,. 

¡Maximizar J.~ { fr u[c(t)\-r]clF(¡) },.-'"'dt, 

sujeto u ;.= c-r1i1(t)clt = ¡= ,,-..i¡ro(t) +y+ y(t) - c(t)(l-!- oi(t))]clt, 

u(O) = ""· 

Aplicando la condición ''No Ponzi Gamc" al plant<·amil'1tto Hntcrior se ohticnc (com
parar con II.10.4): 

Maximizar 1= {l u[c(f)h]dFh)}c-r1clt, 

sujeto u 1=[y + y(t) - c(t)( 1 + oj(f))]c-r1cll = -l!(O), 

lim a(t)e-rt =O, 
·-= 
a(O) S!"'iio. 

II.12.5 PRIMERA EXTENSION DEL MODELO 

En ln primera extensión se inchtyt• hicucs no-comc11:iahles, y se pretende ver, si las 
conclusiones obtcniclns signen siendo vtílidns. 

Lo demás con-espondc con II.10.G. 
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11.12.6 SEGUNDA EXTENSION DEL MODELO 

En la scgundn cxtc11sic'111 se modifira l'l 111ocll'lo por el supuesto que el dinero pro
porciona utilidad por servicios de liqnidl•Z, y dinc>ro y cons111110 son complementos a In 
Edgcworth. A contiuunción se pretende vc>r, si las conclnsioncs obtcuiclns siguen siendo 
vñliclas. 

La condición cash-h1-nd\·ntu·c es incluclnblc1rn:ntc muy restrictiva.. Para relajar este 
supuesto se supone qnc In fnncic>n de utilidncl incluye saldos monetarios reales, rcflejnn<lo 
ron esto que el dinero le proporciona utilidad ni individuo pnr sus servicios ele litp1hlez. 

En esta sección se consitlt·rn el !-iip,11h•11t'• s11pm•sto: 
(i) La función de utilidad satisface u(', 11 >O, es cledr, co11s111110 y clinc•ro son complementos 

a la Edgcworth. 

Ahora, In. utilidad totnl descontnda ni tirmpo t = O c:;t;Í dnd1t por 

V(O) = 1 f {1~ 11[dl), 111(1)jn, RJc-•''dt}dF(o)dF(R). 
O<n<I Í1t>O C1 

en donde n es un pan\mctro ele distrihnric'>n y R t'S (•l grado J"i!lath·o de ll\'l'l'liÍÓu al riesgo. 

Sl' supone qur et y R son vnriahlcs alt•ntorin.s iudept•1Hfü·ut1·s. Aquí, u(·,·) es una función 
('reciente en nmhos m·gu1111~11tos, cstric:tn111c11tt_• có11ca\'a con segundas cleri\'énlns pnrcinlcs 
t·ontinuac;, y qnc satisfacr 

e~~ Uc(c, mio, R) =O, pum lH fija, lim u 111 (c,rnjo 1 R) = oo, pnru e fijn. 1 
111-0 

!~~ Uc{c,m!a,R) = oo, parn 111 fija. ,.E:1~ 11 111 (c,111ln,R) =O. pnrn e fija. 

Par11 st•r mús especificos, Sl' ~11po1w tl•ll' la Íll11ció11 t!t• utilitlatl 11 tit'lll' llllll formn C'Spcdíica . .St•a 
O<n<I, 

{ 

1"""'::;;
11
-'

1
, para 11li;i'111 \'nlor /l'#I, U>O, 

u(c,111)= 

nloyc+Cl-n)liJ9111, p11r11 fl=I. 
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III TECNICAS DE SOLUCION 

A contimmción se prcsr11ta11 las técnicns de~ solución pnrn los prohlemns de opti
mización planteados en el cnpitulo anterior. Las tt!cnicas comprenden: Ciílculo de Vnria
cioncs, Control Optimo y Control Optimo Estoc;Í.c;tico. Todos los problcmns deterministas 
planteados pueden ser resueltos vín ddc11lo de• vnrinciones o control óptimo. El interés no 
es presentar toda la teoría que n•spalda los métodos, ya que t'•sta es ampliamcutc conocida, 
sino mostrar la nplicacicJu ele las tt'.•cnic-as a problemas en la microcconoinín y mncroc
cono111ía. 

III.l CALCULO DE VARIACIONES 
Existe tmn grn11 varirdnd dr probl<'mas Cfllt.' surgen c•n la tcnría tlt: o¡>timi::fLción en 

espacios de fu1u:ioncs; estos tiew•n 1111 carrictc•r ~m!;tau<"inliurnf<~ no lincnl, y se pueden 
nfrontnr por IU<~toclns variacio11nlcs, los e1rnh-s co11st.ituyl'11 1111a ele las rmn<L'> principn..lcs 

del amílisis f1111cimml 110 li11e111. Dirltos nu~todos coudnrir:ín a 111 solud<iu dt• los problcnttts 
plnnteaclos. 

Entre los prohk•mas ele opti111izil<'iÓ11 <'11 <'s¡rncios clt• foucioues Sl' trntnnín funcionales 
de un tipo muy ('Spí'l·inl, <•:->decir, fnuciounh•s n•prrs<•11tnclns por iutegrnl<•s. 

Pnrn ser nnis cxplicitos, sr i11ician'1 ron \lllil th•fi.nkiúu. 
Definición.- Sea (l', 11·11) 1111 t·s1uu:io li11eal nornmdo, Be uun hola ahitTla de raclio e en V, 
J: Be C V_. Runa funcionnl y L{l',ll) d <!s¡mcio de fun<'ionalt•s cine vun de V a R. Se 
dice que la fuudnnal J es difL•n•udabl<• <'ll d p1111tc> f E D P si existt• tma funcional lineal 
acotada dJ(f) EL(\·, R) = \!', tnl que para (/ + h) E B,, ./(/ + h) - .l(f) = dJ(f)(h) + 
o(llli/IJ, doudc• o(IJlilJ) siguifÍ<'a 'I"" /u(Jll1/l)///ll1ll = l.J(f + h) - ./(f)- d./(f)(/i)l/l/lill ~O 
cuntHlo lfhll - O, o{llhll) es fnxne11te11u•11lt• llnnrndn 1111 i11f<'11it<'•simo df' ordrn superior al 
pritn('fO rcspc•cto n 11'111. 11.!(f}(h) <'s llamada la diforendnl clt> Fn'.•d1et de la funcionnl J 
en el punto f E Dt- Obviamente• cst.c c·onccpto es local, por lo <1'1<' es conveniente definir n 
una funcionnl J como <liforencialll<• en 1m conjunto Be e i'; si es difcrcnciablc para cada 
f E Be 1 esto es, para cndn f E De existe dJ(f) E L(V, R) = v• 1 tnl (f11C cumple con la 
propiedad antes mencionada. 

III.1.1 TIPO 1 

El primer tipo de.• pI"ohlcnms c•s como se presenta a contiuuación. 

Teore1na: Considérese una fnndonal de la formn. 

.! = J(f) = l F(t,j(t),J'(t))dt, 
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sujeto n lns siguientes restricciones o condiciones ele frontern 

f(a) = . .\, 

f(/>) = 13, 

donde FE C 2 
1 t'S <lcdrl una funri<>n cou primera y sc.•guncla df'rh·mlns pnrl'inles contimms 

ron respecto n todos sus argumentos. S11p<luga.sc que l' = C 1 [a, b] con nonnn llJll = 
nrnx l/{f)I + mnx !J'(l)I. Entonces, 1111n condición m•r.esnria pura que la funcional J(/) 
tE(a,t.) 1€[11,b] 
tenga un <?Xtrcmo en unn función ciada f(t). es que satisfaga In ccunricln de Eulcr, o sen* 

éJF(t,f,J') _ .!!_(éJF(t,f,f')) = 
éJJ di éJf' o. 

Demostración: Dese a In fuuci<}ll f 1111 iunellll!Ilto h, cl1• tal manera qut• (/ + h) E Be. y 

f + 11 siga sntisfaricuclo las comlicimws d1! fro11tna, pnra In 1·11111 h(a) = /i(b) = O, esto es 
h E C 0 [n, l1J, <'spndo cll' fundonrs coutin1111s 1pw se mmlau t'll" y l:; en lu tc.•rmiuologín de los 
mi·to<los Ynrincionnles tal función h es llnmnda una fouci1íu aclmisil>h-. <'titonccs calculando 
In diferencia J(f + /¡) - J(f) se tiene 

!.
/, 

J(f + h)- ./(f) = " (F(t,f + h,J' + /,'¡ - F(t.f.f'))dt, 

se sigue del Tcon•urn de.• Taylor c¡w· 

1 
a'FCt./.l'll donde 8 E (01 l]. Además se sabe qm• t•xistt'n A/1, 1\11 y A/.1 tnh•s qnc ~ :5: 

.. :U1, lª
2

~%~~!'lj :5 /112 Y lª2FJ}Jl'11::.; J\l:¡ pura todo (f,/1 J'), pues F tiene scgundns 

rlcrivadns contimrns con respecto a tocios sus nrgmncntos. Se clt·finc }.[ = ma."<{M¡}, 

* P11.tR simplificar la 11olHci011 se u"nni. /, ¡•, /1, li', y, g' rl'conlaudo <tlh' (';,f.an eu íunción del tiempo 
l. 
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si Jlhll = mnx lh(t)I + max lh'(tll se obtiene lo siguiente ¡mm la segunda integral de la 
ecuación nnterior: 

! f.\ .. ¡,it :5 l J.'(Mh 2 +2Mhh'+Illh")rlt 

:5 tM J.'i1i·1 + 2hh' + h" )di 

:5 ¡,\/J.' [ lllllX l/i(1)12 
11 IE(u,I•] 

+2 (mnx lh(t)I rnax l/i'(lll) 
IE(a,bj tE(a,b} 

+ ,'Jl~~J ll1'(tJr']dt 

:5 jM(/1 - al[ max lli(tll + max l/t'(t)l] 2 
IE(•d•] tE[11,I•] 

:5 !1\/(/1 - n)lllill'· 

Dividicudo el rcs11ltaclo ''lltn· 11/d\, y to11111mlo el límite (1!111[-+ O) se licue: 

nsí cu vnlor nhsoluto la segm1cln intrgrnl t•s i.c;rn1l <i l'rro t'll el límite. Eutonct•s 

mrn condición rn·c·rs<1tin pnrn que In f111H"ionnl J tpngn 1m PXh'l'lllo m1 t•l punto f t•s que 
dJ{j)(11) = o pata tocia h acl111isibll' en Ca[a, b] n C 1 [u, b], c11to11C{'S 

J.
1
' (DF(l,f,J') 1(I)+ DF(t,f,J') 1,(t)) lt-O 

• DJ ' Df' 
1 

' - ' 

pnrn toda h admisible, pern intcgrmHlo por parles el scgmulo snnmn<lo del integrando, se 
tiene qttc 

así 

J.' DF(t,f,f') 11'(1.)rlt = DF(f,f.J') h(lll' -J.'' !!_(DF(t,f,f'))11(t)dt 
• Df' Df' " • dt Df' 

=-J.'' !!_(DF(t,f,f'l)¡,(t)rlt, 
" dt DJ• 

J.' [DF(t,f,f') - !!._ (DF(t, f, f'))] I (t)dt =O 
• DJ dt DJ' 

1 
' 
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pnrn tocia Ji admisible. Por tnnto 

é!F(t.f,f') _ !!_(é!F(t,J,f')) =O 
é!J di é!f' . 

Ln l'Cuación <le Euler propordnnn mrn l'nudicióu m•n•snrin plll"H 1111 extremo; en muchos 
C"nsos, ésta es suficiente pnrn clnr una :mluci<'m complt•tn clc·I prohll'mn \'nriacionnl. Ln 
ecuación de Eulcr es en gcucrnl mm ecuación diferencial ch· s<·p,undo orden. Pero puede 
St'r que para unn curva dncla, la fmwión trugn 11n PXtremo y clirlm eurvn no sen dos veces 
dif<'rcncinhlc, y sin embargo, snfo;fac·1• In ccmH'iém clC' Enh.•r. 

II.1.2 TIPO 2 

El tipo dos se prcst•tltn a cout.inuadc'in. 

Teorema: Considl"rl'sc una fnndounl clP ln forma 

' .! = .J(f) =l. F(l,f,y.f',y')dl. 

sujctn n las siguiente.•:-; restriccio1ws o <'owlidmws de• front<'ra 

.f(a)=A . 

.f(h)=B. 

<londc F E C 2[u, ú), es decir, mm fm1chi11 t'OIJ prinwrn y ~t·p,muln clcrivndns pnrcinlcs 

continuas con respecto n todos sus nrgunwntos; IJ(f,!f)I\ = ,1~(!,1;i¡ l/(f)I + ,~(~l¡1 !J'(t)1 + 
.~¡~~,Jg(!JI + .~¡~~)l!i'(t)i; (.f,¡¡) E B, e (C'1[1d)), (f'.¡/) E B, e (C,[a,b)), (f,¡¡) 

satisface las condiciones <le frontera. 

Entonces, una conclición ncc('snria para <111e In funcional J tenga 1111 extremo en un 
vector <lado (f,g). es que cst<• vector sntisfogn las ccnacion('s <J,~ Euk·r. e:.; clc•cir 

DF(t,f,y,J',y') _ !!_(DF(t,f,a,J',g')) = 
é!f di é!f' o, 

y 
DF(t,f,y,J',y') _ !!_ (é!P(t,.f,y,f',!J')) =O. 

é!¡¡ tlt é!y' 

De111ostración: Dese al vector (f,!J) \lll inncnwuto (/i 1, 11.'.l), ll</1 1, /t2 )11 <~.de tn.I manera 
que se sigan satisfaciendo las cmulicioncs ch· front.t.•rn, cntonrrs (/ti, h1 ) E ( C0 (a, b])2 n 
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(Ci[a, b]l2 , entonces cnlculando In diferenci1t J(f +ho,9+h2)- J(f,9) y usando el teorema 
de Taylor se tiene que 

/.

6 
(éJF éJF ') J.' (éJF éJF ') J(f+li,,y+h2)-J(f,9)= 

4 

Dlh'-Df'"' clt+ • 
09

h,-é)y'/¡2 dt+o(IJ(h1,li2)1J. 

Por tanto 

J. b (éJF éJF ') J.' (éJF éJF ') dF(f,9)(h1,h2)= ª éJl/11- éJf'h' rlt+ " Uflli2- fJy•'" cit. 

Ln conclicic;n necesaria dJ(f,y)(h 1 , ¡,,,) =O, (/• 1 , '1 2 ) E (C0 [a, /,j)2 n(C1 [a, b)f implica que 

1.
6 

({JF fJF ') j' (éJF fJF , ) 
• fJl/i'-Dl'li 1 clt+" D/''-fJy'¡,' rif=O, 

puesto que todos los íucrellll.'Bf.Os h 1 :i( f) !'iOU independiente¡;;: <le ncttt"rdo con el problema 
tipo uno, se tiene el siguientP sist<•11rn ele Ct'lla<'iOllt.'-" de E11l1·r 

fJF(t,f,y, I'.!!') _ !l_(éJF(t,f,f!, f'.y')) =O 
DJ rlt DI' ' 

fJF(t.f,f!, f',y') _ !I_ ({}F(f,f,y, f',y')) =O, 
éJy dt Du' 

Ohsén·csc que lns cxpr('sio11cs a11teriorl's forman uu i-;iste1na ele dos cnmcioncs difor~ 
cncinlcs de sc:>gunclo orde11, y qm• su ~oluri<íu p,1•11rral coutiem.· dos l'onstnutrs nrbitrnrins, 
las cuales son dctl•rminadas de las ccmdiriom·s de frontl·rn. 

11.1.3 TIPO 3 

El tipo tres es pnrn un prnbl<"ma Isopl'rimét.rko. 

Teorcn1a: Considérense <los fnnciounlc·s, t'S drcii· 

J = J(f) = j' F(t,f,J')clt, 

sujeto a las siguientes restriccionl's o comlkioucs ele.• front<.>rn 

f(n) =.-l. 

l(b) =B, 

¡,: = K(f) =J.' G(f,J,f')clt = Q, 
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doncll' K, FlC 2 , f E [a, b], es clt.•dr, mm fonrióu cou primera y seg1111cln dcrivndns parciales 
contimms con respecto n todos sus nrgurnentos; f una fundc'111 para la. cual la funcional J 
tiene un extremo (óptimo) y ,., tal qm.• 11.fll = nmx lf(t)i + mnx lf'(l)I; J satisface las 

tE[11,liJ IE[11.l1} 
t•n11dicioncs ele frontera: Se dcsen cncontrnr unn función f paro la cunl In funcionnl 1 tenga 
uu extn~mo ( ópti1110 ). 

Si f = f(t) es extremo de J pero no ele J\~, entonces existe una constante p tal que f 
t~s extremo <1<• In f1111donnl .J + pK, y por tnnto f satisface la ecuación clifr•rcncinl 

éJF(t, J.!') _ .!!_ éJF(t.f. .f') ,(éJG(I .J, J') _ .!!_ éJG(t.J, J')) =O 
éJJ dt éJ.f' +¡ éJf "' éJJ' . 

De1nostración: Trnrn;fonuaudu C'} pln11t1•a111icuto dc·l teon·mn anterior en uno ele Control 
Optimo* se tir.tH': 

sujeto u 

1
,, 

.! = F(.f. u)dt, 

!'=u. 
y' =G(f,11), 

f(a) =A, 

f(/1)=B, 

y(o) =O, 

y(b)=(J. 

Se desea encontrnr ttnn fun<'ic)u f pum In ('\lnl In foucionnl J tc-ngn uu c-xtrcmo (óptimo). 
Primero se formula el Hmnil toninno 

H(,\.f,u) = >.11 F(f,u) + >. 1G(f,11) + .l,11. 

Las ccuadoucs aclj1111tns sou 
-A, =>-nF¡+>.,G¡, 

-A,= o. 
Lu condición pai-a el máximo es 

Derivando la ecuación nntc•rior con i·csprdo 111 tiempo t, y dado qne .Á.2 = O se tiene 

* ver subcapitulo IH.2 

65 



Pnrn ..\1 =O se obtiene junto con In ec11nchí11 ncljuntn 

el ( • el ) F¡-;¡¡Ff'+,\ G¡-;¡¡Gf' =ll. 

y sí ~\1 :/:- O, entonces 

1 (el , ,\ 1 el G'') ,\ 1 G' 
G' -1 F1 +-,\ -1 '! =F¡+.-- '!· 

¡ 1 t o et ~'o 

00 



III.2 CONTROL OPTIMO 
En Cñlculo de Vnrincioncs se huscn mi11i1nizar o mn..ximizar un índice ele ejccuci6n de 

1111 sistcrnn determinado por nn conj1111to de C'<'trndon<'s dift•n•ndnles. 
Se pueden formulnr los problcnws de Cálculo de Variaciones en forma de problemas 

de Control Optimo con la modificnci<lu ele que_• lns vnrinhl1•s dt• t:ontrol cstc:í.n restringidas 
por un conjunto ccrrndo. Con la exrr.pdbu d<· que la fonua cli: las ecuaciones diferenciales 
de nn problema de Control Optimo C'í-i ttll poro menos gc1wral qw• In de un problema de 
Cálculo de Variaciones, se ¡mecle decir que los prohlcmns c¡ttt• l'i<' restu•lvC"n con Cúlculo de 
Vnriucioncs son ~nsos especiales de prohlcma ... 'i dt• Control Optimo. El método Cfücnlo ele 
Variarioues tiene la clcs\'Clltaja ele qnc 110 se pttrclcn resolver prol)lt•mns clondc npnrc1·cn 
rcstriccio11cs en forma de dc~ignnldacl. 

III.2.1 TIPO 1 

El prinu•r tipo ele prohlc·mns 1p\I' M' vau n considnar son prol1lPmns ron condicicín 
inicial, pero sin condición h·rminal. 

Estos prohlcmns se formulan clt• In .'>iguil'ntc nrnnl•rn: 
St~ tiene un si~tcmn definido en tm intt•rrnlo de th.·111po O $ f :::; T 

j(t) = G(f(t),u(t)), (lll.2.la) 

mm condición iuicinl (fijo) 
f(O) = J,,, (Ill.2.lb) 

1111 conjunt.o de controles pcrmiticlm; 

11(1) E U. (Ilf.2.k) 

y unn función objl•tivo .,. 
.1 = ~·(f(T)) + 1 F(f(t), 11(t))rlt, (Ill.2.ld) 

que se requiere i1uL"dmiznr. Aquí u(t} t•s la vurinblc ele control. f(t) la variable de cstnclo 
y 1¡_.(/(T)) In contribución n. la fuucic>n ohjctivo el<· In. vnrinhlt• rlr cstnclo nl tiempo T. Se 
supone que In. función G{/(t}, u{t}) es mm fnncicín bien comportada tal que el sistema tiene 
solución única. 
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LA FUNCION OBJETIVO MODIFICADA Y EL HAMILTONIANO 

Las condiciones de maximización S(' ohtiL'ncn consiclcraudo los <..fcctos de camhios pe
queños cerca clcl óptimo. Se empieza l·on la !'ittposición de que la función de control u(t) 
es óptima1 después se hnce un cambio pcqucüo en u(t), y se• dctcnnina el cambio incluci<lo 
en In función objetivo J. Este• cnml>io dchl' .ser negativo :;i H( t) es óptima. 

Como un cambio en u{t) tnmbic~n provoca un camhio <'11 f(t), es difícil determinar 
dircctmncntc la inH11cncia. 1u..:ta en d Vl\lor clr la funciC:m ohjcth·o. Por eso se aplica un 
método indirecto. Se agrega a J t.érminos que suman cero. 

En particular sr forma la función objetivo mmlificndn,.. 

J = J - {T .\[f- G(f, u)Jdt 
ln 

T T 
= il•(f(T)) + { F(f, 11 )clt -1. A[/ - G(f. 11 JJdt. Jo u 

(III.2.4) 

El ténnino cntn• paréntesis es C'l'l"O pnra. nrnlqtti<•r trny<·<·toriu. Entotll'l'S d coefkicntc). es 
nrhitrnrio y por tanto para c11nlc¡uhT ,\ d \'alor rle J 1•s r•l 111is1110 q1u· <·l \'alor de .J. Resulta 
que se puede considerar el prohl<mm de maximizar J autcs tlt.• m11ximb:ar J. La flexibilidad 
en In elección de ). :w ptwdc 11s111· p:u:a hac(•r el prnhll'lllll tm1 si111ph• como !-ir•n posible. 

Por convcnicndn se dcfüu· d Hnmilto11i11110 

H(>.,f, u)= ,\G(f, u)+ F(f, n). (III.2.5) 

En términos del Hamilto11ia1101 la función objetivo moclificncla toma la forma 

r 
J = 1¡.(f(T)) + 1 {If(,\,f, 11) - Af)dt. (III.2.6) 

Entone-es el Hamiltoninno es fmulanw11tnl parn In consi<l('radón de c•stc objetivo modificarlo. 
Se supone ahora. que se especifica mm fnncicín de l'ontrol H, sntisfncicnclo In rcstrkción 
u E U. Este determina unn trnycctorin. de c•stttclo f. Adcuuís se consick~rn un cambio pequci10 
en ln función de control a una nueva fnnri<'m 11 E U. Este camhio C'S pcquci10 C'n el sentido 
que la integral del valor absoluto el<• ln diferencia f'S pt~qu(_•üo, t•s decir 

'/' J. 111 - ··lcll < '· (III.2.1) 

donde e es pequeiio. 
Este control nuevo implicn. mm m1ev1t tniycctorin de estn<lo la que se escribe como 

f + cp. El cambio r.p es pequcüo pnra toda t, pol'qm• In vndable ele estado depende en la. 
integral de la funci<ín de control. 

* Para sim¡>lificar la notnciOn se usará..\, /, 1.1 recordando que estnn en función del tiempo t. 
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Si se define ó.J como d cambio correspondiente en c1 objetivo modificado, se obtiene 

t>.J =J(/ + .,,,v)- J(/, 11) 
'I' 7• 

=if•(f(T)+l')-ef>(f(T))+ J. {H(>.,f+l',v)-H(>.,f,u))dt- J. >.,Pdt. 

Integrando por pnrtcs se tiene 

r 1· 
f >..p = .l(T)l'(T) - >.(O}l'(O) - f ,\.,,r11. 

Ío Ío 

Entonces, se tiene 

t>.J =~·(/(T) + l'(T)) - ~·(/(T)) - >.(T)<p(T) + >.(O)<p(O) 
r +J. {H(.l,/+1:.,1')-H(>.,/,11)+,\l')<lt. 

(Ill.2.8) 

(III.2.9) 

(III.2.10) 

Ahora se nproximn esta <'cm1dó11 a primc·1· onlc•11 (t's clecil'. ni on\cn e) usnu<lo expre
siones difercnr.inlcs para difcrcucins pcq11c1in.'i. Utilhmuclo la \'1'1'!-iic>n multidim<-•nsionnl del 
Tcoremn ele Tnylor se obtit•ne 

1T(H(>..f + \',t•)- ll(>..f,u))dt 

T =J. (ll(.l,f+'P,1>)-H(>.,¡,,,¡+H(>..¡,,,¡ 

-H(>.,f,u)}rlt 

"'J.r[H¡(>.,¡, v)I' + H(>., f, v)- H(>.,f, 11)]dt. 

·r =J. [H¡(.\,f,u)I'+ {ll¡(>..f,v)-H¡(>.,f,11))1' 

+ H(>.,f,1•) - H(>.,f,u)]rlt 

"'J.T[H¡(J.,f, u)<p + H(>., f,1>) - H(>.. f,11)]rlt, 

(llf.2.ll) 

,\onde en cada etapa ~ significa "igual que dentro df>} onlen ele !'." (La última linea se 
obtiene considC'rando que ambos cp y el integral de H¡(>.. 1 J. u) - H¡(A,f, u) son ele orden 
E, entonces el producto es de orden e2 .) 
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Sustituyendo la ccundón (IIL2.1 l) en (llI.2.10) y usawlo una nproxímnción diforcncial 
a los priuu.-ros dos t<!rminos C'n la ecuncióu (IIl.2.10) dn 

t.J =[,f•¡(f(T))- ,\(TJ]l'(T) + ,\(0)1'(0) .,. +J. {H¡(-1,f,u)+~]l'dt 

+ ¡'l'[H(,\,f,u)-H(,\,f,u))dt+p{<), (III.2.12) 

donde /l(é) denota t.érmiuos qm• Mlll dr• orclcu me11or qm• ¿, Esto es In expresión gencrnl 
parn el cambio en J c¡uc rcs11ltn de t111 ~~amhio arhitrario cu u. A c:ontiuuadón se simplifica 
cstu expresión por In i-dcccilln propin ele• la f1ml'ión ,\, 

LA ECUACION ADJUNTA 

Note que lf'(Ü) = 01 ya c111c 1111 camliio en 1;1 fu11dóu de coutrol no prodtu·e uu c-mnbio 
en el <~stndo inkial. Entouccs <·l scg1mclo término dd Indo clc•rc>cho dr (111.2.12) es sirmpre 
cero. 

Se elche seleccionar ,\ ele tal forrn;i qrn~ 1 ocios los otros términos {les:1par'-'zcan menos 
In 1Utimn iutc·grnl. Esto ~(· lo~ra t•scop;it'Udo ,\ eo1110 In solnchíu ele la rcuacióu difrrcncinl 
ndjuntn 

-,i = H¡(,\.f,u), (/Il.2.13) 

o, nu\s l'Xplidtnmeutr., cou conrlií'ir)u ndj1111tn fiunl 

,\(T) = l/•¡(f(T)). (Il/.2.14) 

¿Pero qué l'stá involucrado aquí'! Delw n•1·urclarsc..• que d \·alol' de G't( .f, u} varía en el 
til'mpo; ¡wro pnra un u y f l'~Jl<.'cífico es l·ouocido. Taml1il·111•l valor dt~ F(f, u) es conocido 
y varía <'ll el tiempo. Por t;mto la ('c11ació11 (111.2.11) C'S 1111<1 l'<"\lncióu clifercncinl lineal 
cuyo valor nuuhia en el til•mpo y drpl'mk· cl<·I valor dl' ,\, lo cunl es d<'st"ouociclo. Asocindo 
con t•stc sist<'ma se tiene una coudidcíu fürnl A(T}. Entonces :-;e puede r('solvcr In ectmcióu 
ndjunta rcgrcsauclo en el tiempo ele T a O. Esto <lct<•nuiun uua solución única ..\. Con esta 
>. S<~ ohticrw In siguiente ccttndc)11 de In <·xpresit'm (rII.2.12) 

'f 

uJ = 1 [H(,\,f,u)-H(,\,f,u)]rlt +/>(<). (I//.2.15a) 

Como >. 1 J y 11 son con()(•idas t' iuclcpcndil'Htes de tt, esta ecuncic)n permite cnlcular 
füdlment<' la consccucudn nproximnda tlt• uu <."<mtbio n mrn uncva fund6n de control v. 

Es fnrtiblr usar esta ecnadóu pttrn <led 11cir ln comlici<'m d(._• optimaliclnd. Si la función 
iuicinl de control u C'S óptimo se rouduye cplC' pnl'll cualquier f 

H(,\(t),f(t), to)$ H(,\(t),f(t), u(t)), (II/.2.15b) 
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pnrn todo v E U. [Ac¡uí tes fijo, u(t.) c·s d valor del control <'>ptimo ni tie1npo t, mientras 
que ves nrbitmrio en U; r• no t•s mm fnuci6n del tiempo.) 

Esto implica que en el m1í.ximo 

DH =o. 
Du 

(Ill.2.16) 

Pa.rn verificar In dcsignnldnd (lll.2.15h), se supone q1w pnrn nlgtmn t existió 1m v E U 
con 

If(>.(l),f(t), 1>) > If(,\(t),f(t), 1t(I)). 

Ahora. pudiera cnml1iarsc la fm1cic'111 u(t) tal <1ue la c·c·1ml'irl11 ( lll.2.15a) SC'a positiva para nn 
intcrvnlo ¡>l'qucün (ele tanrnf10 ¿) qrn• coutic·w• a t, h1 intcp;rnl scrín positiva (y de ordPn e)¡ 
nsi ~J sería posith·a, contrndic-ic·wlo d hcd10 clt• c¡ut• la fundcíu u(t) prmlnce d J 1míximo. 

Est~ rc~nltaclo siguifica q1tl' en ene In inst.aute rlc• t.iem1m f <'I valor pnrtic11lnr 1!1• 11( I) en 
un control clptimo tiene la propirdncl ch• mnximiznr el Hamiltouiano. Este resultado l'S el 
principio del máximo tlr: Prmtrya.'Jin para estr prohlc·ma. 

EL PRINCIPIO DEL MAXIMO 

Se hace uu rt•snn1c11 11t•l nmj1111to dt• las eo111lkio1ws 1wct·sai iHs ele opt.iumlicla<l las 
cttnl<•s son <lnclns por nnn f1mcicl11 ndjnnta ,\(t). E11 t•l prolih•ma mip;iunl se hnscnn las 
funciones f{t) y u(t) que satisfoceu la ec11aci611 clt·l :;istema (111.2.la), In comlir.illu inicial 
(III.2.lh), la rcstriccit'm (Ill.2.k) y c¡nc· maximizan la fo111.·i1'111 ohjl'lh"<> (111.2.lcl). 

Tcorctna: Sean u(t) E U y f(t.} las trnyrrtorins óptimas ele e-out.rol y estado respecti
vamente pnrn el prohlenm de Contml Óptimo (111.2.1). E11t0111·t·s c•xistc nna trnycd.oria 
adjunta ,\(1) tal que u(t), f(t) y .\(1) juntos satisfiwcn: 

(i) j(t) = G(f(t), u(t)) (ccuadún <Id sist<•n111) (111.2.!Sa) 

(ii) /{O)= / 0 (cornlici<Ín inicial) (111.2.181>) 

(iii) -Á(I) = ,\(t)G ¡(f(t), u{t)) + F¡(f(I), u(I)) (crnad<Ín 111lj11nta) (III.2.!Sc) 

(iv) ,\(T} = 1/•¡(f(T)) (rnndici<Íll adjunta final) (IIl.2.!Sd) 

(v) Para todn t, O:::; 1 S: T, y toda'' E U 

o¡f¡ =O (condición parn c•l nuíximo) {111.2.lSl') 

donde H es el Hmniltoniauo 

If(,\(t), f(t), u(t)) = ,\(t)G(f(t), u(t)) + F(f(t), u(t)). 
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III.2.2 TIPO 2 

El tipo de problema. de Co11trol Optimo di' In scccich1 nutcdor st• refiere n prohlcmns 
siu restricción del valor tcr111i11nl dC" hi vnl'inhh• de cstnclo. Exist.eu umchos problemas en los 
cuales el \•nlor terminal est1l restringido eu ulg11ua forma. Eutoncc!'i se morlificn. el problcmn 
(IIl.2.1) por ln rcstricciáu lt•r111i1111l 

f(T) =fr. (III.2.19) 

Parn deducir las rondiciones uecesnrias <'11 h~nninos ch• rn111 f1111ci6n ncljuutn A(t) en éste 
problema se siguen los mismos ¡m:-;os c1uc en la sccdcíu III.2.1. Lo que cnmhia r.s que la 
ccm1c·ión (III.2.14) clcsnparcce t•11 e:-;h• Cil!'iO::; se ticnt' una coustnutc ..\0 <1ue lomn en cuenta 
la posibili<lnd ele <legc•rn•rncic'm. Puc<l<' ocurrir q11e no c•x:ii;tn ningmrn fundc)n ele control 
<tlll' satisfocc lu rl'strit'ción lrr111i11ul. t'll <·st1• caso 110 liay sohwi1ln. En rl Cé\Sn ele mm sóln 
trnyect.orin qtte sntisf<H"l' 1<1 n•stril'l'ic'm t1•n11i11nl la snli1ci1í11 110 1•st1Í nfr·dncln por In función 
objetivo. Uu prol1lrnm bh·u fonrntln<lo 110 \'a 11te1wr1•stas a110111<1lías. c•1it011res ~\u >O. En 

In pnírt.it·n si<'mpn· :-.«> iut1·11tn 11plkar t•I pri11dpio d<'l 11uíxi1110 cou Au :::= l. 

'l"eoretnn: Sc•nn 11(t) E F y f(f) lns trny1·c·torin . .:.; 1'1pti11lils ch- 1·011t.rol y e ... t.aclo respectiva

mente paro. el prohkmn clr Control Óptimo cpH' t•sttí. fonunclo por las t•t"Hncioucs {III.2.1) 
y (lll.2.10). EntoIH«'S 1•xistL1 11111\ trayt•rtorin ndjuut;1 .\{t) y 111m coust.nut.c ,,\0 2::: O ¡con 

( ,\ 11 , ,\(t)) 'f O] tul 'I"" 11(1 ), /( 1) y ,\( f) j1111tos sutisfarcu: 

(i) j(t) = G(f(t), u(t)) (c•rrnu·ióu d1·l sist.c•11111) (Ill.2.211a) 

(ii) /(O)= fn (ro1ulici1'111 i11ici11l) (IIJ.2.2011) 

(iii) f(T) = fr (rnurlirióu t1·rn1i1rnl)' (ll!.2.21k) 

(iv) -A(t) = ,\(f)G ¡(/(t), u(t)) + ,\ 11 F¡(f(t), u(I)) (enrnrit'tn ncljuntn) (111.2.20<1) 

("-·) Para todn t, O~ f $ T, y tmla 11 E U 

W,t =O (c·omlkicln pam c•l nHlximo) (Ill.2.20L•) 

donde H es t•l Hnmiltoniano 

H(,\(t), f(t), 11(1)) = ,\(tjG(f(I), 11(1)) + A11 F(f(I ), 11(1)). 

* Si la restricción terminal Lic11r h\ for11rn /!Tl'2;./r. cntom·cs la . .;; t·o11dido11C"S pnri~ tm m:l~ir110 s~ rnolli~ 

ficau por la ecuación .\{T)'2;,0 (=O si rtT)>Jr). 
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III.3 CONTROL OPTIMO ESTOCASTICO 
Los prohlrmns ch• control óptimo PStoc<Ístko son gc11ernh11P11t<' cstudinclos por 111étoclos 

de progrnmaricln di11i11nin1. 

Para ser 1._•xplídtos, se t•uuci;u·¡j <'l signh·ut.'~ h•orcnm supo11it•1Hlo 1111 control fijo. 

Tcorcn1a.-Sen J{ .f) y su primera, s<"g11nda y terrera clcrhoula acotnda. uniformemt>ntc y 

sen .f( t) dado por la ec.•t1at•ici11 

/(1) =/(O)+ J.' G(f(l))dt +J.' a(/(l))d:(I.), 
" o 

donde G(.f) y u{f} snt.isfoccu In t•omlicicín Lipsdiitz +. St• rlcfüw c•I OJH'rnclor 

• , D 1 , D' 
e =G(f)Df + 2" U>ap· 

Entonces 

E¡,J(.f(t)) - ./(/0 ) =E¡, J.' C.l(f(t))dt. 

donrlc f(O) =fo y E¡º d opernclor C'S)ll'l'HllZ<I {'011 <'OJlCliric)u iukinl /u. y e <'S ('OUOciclo 

como t>l ge11l'rndor difore11t·ial cl1•l pron•so j(t). 

Demostración: Su¡H>ngnse que la f111wi1í11 dt• estnclo f(t) si!-!,111' el 1nnn•so gcnernl de [tó, 
es tlcdr 

f(f) = f(O) +J.' G(.f(t))t!t + [' a(/(l))d:(I). o Jo 
o en fornrn diferencial 

df(t) = G(f(t))dt + u(.f(f))d:, 

cHsrrctizaudo, se tiene 
,:;.¡(t) = G(f(t)),:;.1 + a(.f(t)),:;.=. (/Il.3.1) 

Para simplifirélr notación ~ólo w csnihirú J, 1·ecordnndo qne l'S f11ucici11 cid tiempo. Sea 
6= = ~,;zs;i, donde ~ - N(O, 1 ), cut011<"1"s 

E[C.:J = E[~villJ = .;;slE[{] =O. 

y 

Jlar[,:;.=J = Jlm·[{vill] =E[({~)'] - (E[~VM])' = ilt. 

* ver f\.'.11sl11mr, pag. 287 
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Se tiene e ,_ ,\'( 1 por tanto 

E[(ó.=)2 J = D.tE[eJ = D.t, 

y 

Pnrn. valores pcqucfi.os de ó.t, se tiene 0= = ,/Si. siu pérditln tic gcncrnlidod. 
Elcvnndo ni cunclrndo In <'Cnndón {111.3.1 ). Sl' tiene 

(ó./)2 = G 2 (/)(ó.1)2 + 2Gu(ó.I)'/' + a''(f)D.t. (Jlf.3.2) 

Si .J(.f(t)) se expresa en un desarrollo tle Tnylor, es decir 

y se usa ln <'nmdúu (Ill.3.2) dc•spn·c.·inwlo los lt~nuiuos (~1)1 y (~tf1 ti, (•ntonccs 

sustituyendo In ecuación (111.3.1) cu ln t•Xprcsió11 nntcrior y tonrnu<lo el li~~ 1 , se tiene 

( 
{)J 1 D'J ., {)J 

clJ= G(f)Df+"2Dpª (/))di+ Dfa(f)cl=. 

Si !iC drfiuc d opcrnclor como 

. - , {) 1 , f D' e - G(f)-¡¡¡ + 2ª ( ) Df" 

entonces 

dJ = C(f)dt + ~;11(f)cl=. 
lntcgrnndo pnrn. st:[fo, t], se tiene 

[' j' {JJ(f(-<)) 
J(/(t)) - J(f(tu )) = },, CJ(.f(s))tls + 

10 
---¡¡¡-a(f)d=. 

calculando el valor esperado dndo un fu 

[1, J' {}J(f( )) ] E¡,[J(f(t))) -E¡,[J(/(!a))) =E¡, 
10 

CJ(f(s))ds + 
10 

-¡¡f-u(f)d= . 
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pero el vnlor cspcrnclo ti<! ht \Íltimn iutcgrnl <le ln cxprcsit'm n11tcrior es cero (porque 
E¡,[d=] =O), por tnuto 

E¡,J(/(t)) - J(f(to)) =E¡, ¡1 
C.J(f(s))cls. 

lo 

LA ECUACION DE LA UTILIDAD 

Pnrn ohtcncr ln cCtl<l<"ión rl<• ln ntiliclnc\ se supone un r.ontrol fijo. Considérese una 
funcional <le la. forma 

.J(f) =E¡ J,~ c- 1•1 F(f(t))tlt. 

" 
Rcsult.n qtw 

Entonces 

E¡c-""" .J(f.::,.) - .l(f) + E¡ J."' c-ri F( f(t) )1lt =O. 

Dividiendo ent.rf' U se ticnl' 

Sumando y rcstnntlo d l<~rmino E.·,.~/""l, <·1ltmH'l'S 

E¡J(f:.)-.l(f) +E/e-1•.i. -1) J(f:.)+ E¡ j"" c:-'1F(f(t))clt =0. 
{:,. {). {). " 

Tomando el límite n la cxprcsitín nnt<•rior se obtiene la. ccnacic'>u de ln ut.iliclnd 

CJ(f) - p.J(f) + F(f) =o. (HI.3.3) 

75 



CONDICION DE PRIMER ORDEN 

Ahora se dcsnrolln In coudkióu de prilllt'r orcleu incluy1~11do ln. vnrinblc de control u(t). 

S<>a 

J"(f) = E'f ¡ 00 

,-c1F(f(t),u(l))d1, 

J(f) = s11pJ"(f). 

" 
La funcionnl J(f) se puede cscril1ir eomo 

J(f) = mnxE'¡ [l"' c- 1•
1F(f(l),u(l))dl + 1.~ c-1•

1F(f(l).11(t))rlt] 

=urnxE'f[j"' ,.- 1"F(f(l),11(t))dt +<-''"'Efo ¡~ c-P
1F(j(t),11(t))dt] 

= mnxE'J [¡"' ,-c'F(f(f).u(l))dt + ,-1•°'./(f.:.)]. 

la cual roucluce a In sig11ientl' 1·oucli<'ic'm w·1·1·s<1rin para l'I 1rní)\'.i1110 

s11p[.C'./(.fl-1,,f(f) + F(f, 11)] =O, (Il!.3.4) 
" 

clonclc 

{II!.3.5) 
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IV. SOLUCIONES E INTER.PRETACION 

A conthmnción se rc:mclvc (.0 HllC1 11110 de lns 12 mocldos formulados en el cnpít.1110 11 
nplicnnclo lns técnicas del cnpítulo Ill. Los rcsultndos CJ.llC' Sf' ohtil•1ie en cndn moclelo son 
interpretados. 

IV.l SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO 
DE CRECIMIENTO ECONOMICO OPTIMO 

Pnrn In solución ele csh• prohl<'nm se npli<'n la técnica de Cont.rol Optimo citmln en el 
cnpítulo anterior. 

IV.1.1 PLANTEAMIENTO 

El plnutenmiruto cid prohlenm t•s t•I sip;uit•1lt1•: 

Mnxi1nizar j?C r-1•11-•al[l(<"(l))tlt. 
lo 

Slljl'tO 1\ Á-(1) = f(!·(f)) - .\!-(1) - r(f), 

!·(fu)= !·o, 

O :5 c(t) :5 f(!·(I)), 

e( t ), continua. por pcclnzos. 

IV.1.2 ESTABILIDAD DE PUNTOS EN EQUILIBRIO 

En la Fig.la. se muestra la fuucit)n dt· prmlncc·i,)11 ¡wr nípit.a y c·l rayo>../.:. Restando 
el rayo <le la curva se obtiene e+ i·, iu1licado ('11 d inciso {b). 

Definición: El nivel de la regla. de oro 1lt: cttpífol ver c1Lpitrt, l-, es 1..•l ¡muto ele equilibrio 
que mnximiz;1 el nivel <le consumo pL'r c:ipitn <'11 el tiempo, <'s clrcir 

J'(!·) = ,\ = /1 +" <101111<· !· = ;. .. 

y 
,, = f(i.·)-Ú. 

En In Fig.2 se ilustra la cstabilidncl d<~ puntos ele> consumo rula curva/(/..:) - >..k; por 
tanto, implica un equilibrio. En el rn.<;o (a}, el commmo JH'r nípitn es cero. Al punto i.:, la 
derivada k es cero; entonces, X~ es un punto <le equilibrio cstuhlr. El coso (h), <lcmucstra 
el nivel de la regla de oro del capitnl X·, pero es un punto ele equilibrio no estable. 
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(n) 

o 

c+i.: 

(b) 

o 

Pendiente= ,\ 

Pm1dic11tc = A 

Fig.l 
Ln. ecuación clifcrcncinl fundamental 
de crecimiento económico neoclásico 

/(!.') 

;,. 

k 



( n) Consumo pcr r.1ípit.a 
igunl n cero: e = O 

o ,, 

f(k)->.k 
(h) Consumo uuíxi1110 JH'r c;\pitn 
(rcgln el<· oro): r: = ¡. - - - - e-,,_-.,--~ 

(e) Consumo pcr t•;ípit.a fijo: 
e ;::: e, donde o < e < 2 

Fi¡;.2 

o 

Propiedades ele cstnbiliclnd ele Jn 
C'cundón diferencial fnndnmcntnl 
de crecimiento económico ncocl1ísico 

l· 

,, 



Finnhncntc en el caso (e), el ccmsmuo pcr cñpit1\ es fijo a 1111 nivel C positivo, pero 
menor que el nivel 1míximo de c:nnsnmo, O < C: < C. En este c•a.so, se obtienen dos puntos de 
capital pcr cápita, a tm nivel 1rn'1s ahajo, l.·1 •• y a ltll nivel m<Ís arrilrn, /..·u. Los dos puntos 
de equilibrio son clifcrcntcs t!H cnnnto a cstahilid<HI; el ¡rnulo nuí.s ahajo no es estnhlc 1 y 
el pnulo más arrilm es estable. Este argmneuto imlicn que se fü•cesita un grnn t•mpujón 
pnrn nlcanzar el nivel ele capitnl pcr ci\pita nítico, trns el cunl la economía por sus propios 
esfuerzos tiende hada niveles dt> «apital y proclnc<'ión p1~r l'<Ípita más y 1mís nitos. 

IV.1.3 SOLUCION 

La vnriahlc> cll• cstndo 1•s 1•l cnpitnl JH'l" c¡Ípitn, k(t); la variahlc dC' control es el consumo 
pcr cápitn, c{f ); la intcgrnl cid hi1·1wstar c•s la fuw·iounl olijl'li\'o; la cc11ación fürnlamental 
clifcrcm:ial ele en~rimk·nto 1'lpti1110 es la t't'llíl('i1'n1 dd sbtcmn; y rl stoek clt• <'npitnl per d1pitn 
nl tiempo f 11 ci-; la conclici<'m iuicinl. 

EÍ coujunto <ll' «ontrolt•s 1·xistl' pnrn to1lns lns fonl'iout•s co11t.i111ms pal' pedazos del 
consmuo per 1·1ípitn1 donch· los \'alorl'.'i 'h·l co11stm10 prr d1pita 110 pucdt•u ser uwnorcs de 
C(•ro, ni en \111<l l'C011omía Cl'l'l'llda, mayor q1w In ¡nodw·1·i{m ¡wr 1·;í.pitci. 

La solud6n ele 1•st.p prol1h·nrn rs una tray1•1·toria c'1pti11rn <k·l c·o11s111no pL'r c;í.pita c•(t), 
y mm trayl'ctoria 1'1pti111a cid rapit.al ¡H'r d1pÍt!t J.·*(t). do111\l' !ns trny<'1·torias son definidas 
pnrn toda t ~ f 0 • 

La soluci<ln tl1•pt•mlP ch· la fn11ci<)11 de lltilidnd, el<' In funl'it'111 ch• producrión, de la trisa 

subj1.•tivn intcrt.emporal de clesnw11to, ele la tasa dP clepn~dad1l11, de la tnsa cid crecimiento 
de In fuerza ele trnhajo y del stoek inicial <11· capital ¡wr d1pitn. 

Como este prohlemn S<' res1td\'1• con <"Outrol óptimo, primero se formula el Hamiltoni
nno, es decir 

/f = c-,.ll-'• 1U(c(t)) + <¡ltl[f(k(t) - ,\l;(I) - r(t)j, (IV.J.1) 

clon<ll' q{t) PS el pu•rio somlirn d1·l enpitnl wlit·iounl p1•r t'IÍpita, 1¡uc fü' mid<' t•n términos de 

utilidncl. 

Sc•gún ln coucliri1lu para l'l nuí.ximo, d l'o11trol óptimo (l·o11:->1m10 c)ptimo per cópita) 
mri.ximizn el Hmniltoniano. La enuclkióu de primer orden (l·ompnrnr con sección 111.2.1), 
{)H /{)e= O, implica 

<¡(t) = ,.-1•!l-101u'(c(t)), (IV.J.2) 

es decir, qne en el 1111\ximo, el pret·io somhra dl' capital ndidnunl pcr cápita es igual a la 
utiliclnd marginal del t'OWilUllO JIL'l' <'iÍpit.a. Sl' satisfol't' }a ('OU1licich1 dr segundo orden por 
la concnvidad estl'Íl'la de la f1md1'm de ut.ilida<l. 

La condi«ión adjunta {com¡rnrnr con secl'iclu Ul.2.1) t.irm• In siguirute forma 

el {)lf 
Ji'lltl = - m:. 

so 

(IV.J.3) 



que implica 
<i(t) = -(f'(l·(t)) - ,\)q(t). (IV.1.4) 

Escribiendo estn ecuncióu r1c In sigui<•nt<.· fonuu 

<j(I) 
f'(l·(t))+ q(t) -¡1-n=O. (IV.1.5) 

indica que el beneficio neto de> h'ucr una unidad <le capitHI pl'r c<lpitn pnrn un intcrvnlo 
de tiempo es cero, donde el beneficio 11cto es el producto m;irp.;iual m:ís las ganancias de 
cnpitnl <j(t)/q{t) menos lns pénlidns dchido a t11rn dcprrl'i11<•irí11 ¡1, un nt•cimiC'nf.o ele la 
población n, e intereses p. 

Como n lo lnrgo de ln tniycctorin óptiuw, q(t) = c-,,ft-lulU'(c(t)}. Sl' difcrencin con 
respecto ni tirmpo y se ohtic1w 

•i(t) U"(dt)). i'(I) 
- = ---dtl-¡• = -cr(c(I))- - ¡•, 
q(!) U'(c(I J) <(1) 

(11'.l.G) 

donde a( c(t )) = -c(f) ~,'.«';11,w rs In <·lastidrlncl dt• !11 utilid11<l 11rnrgi11al. Así se ptwdc t•scrihir 
(IV.1.5) romo In ecunci(ln clifrn·w·inl d<• ln \'11rinhl1• 1h• t'ontwl 

c(I) = -
1
-[.f'(l·(I)) -(,\ + p)jdl). 

cr(c( f )) 
(Il'.1.7) 

Por el principio dC'I tlHÍXimo, las trny¡·ctorias ,.•(f) y J..•(t) Mlll <"1pti11rns si sntisfaccn las 
siguientes c>cnacioncs difcrend11lc.•s 

{ 
<'(tl = - 1

-
1 

-
1
[J'(l·(t)l- (,\ + pJ)rUJ. 

a(r t) 

k(t) = f(k(t)) - ,\k(t) - c(t). 

(!V.l.S) 

Para obtener el camino óptimo se ignorn temporalnH'nlt• In l'o11clir'ión ck• un stock inicial 
de capital dndo. Entonces, uun sohtdcln pnsiblr· dt• la rctt1H'i1'1u (IV.1.8} l'S que, d cosumo 
pcr cápita y el capital pcr c1lpita no cmnbian en el til~mpu (1·staclo 1lr ec¡nilihrio), o sea que 

C(t) =o, i·(t) =o. (IV.1.9) 

Para que el consumo per ciípitn sea t«>Ustnntt• es m·cc1:mrio. scp;ún lit cnmcic>r1 (IV.1.8}, que 
k(t) = k', es decir 

/'(k') = ,\ + p; (Il'.1.10) 

cu ton ces 
r' = f(k") - >.kº. (ll'.1.11) 

Por )as suposiciones en lu funci<'m ele prnchtc•dcíu l·• y e• cxist1·11. :·mu únicos, y satisfacen 

o<, .• < /(k'), (ll'.1.12) 
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así se cumple In condicic'm de los controles permitidos. 
El equilibrio en k(t) = J.·• y c(t} = e• snt.isfncc lns condiciones necesarias con In 

excepción <le la condición inkinl. El cquilibdo cu k•, e• se llama trayectoria de crecimiento 
bnlnncendo, ya que n lo lnrgo de <~sta, el capital y consumo pcr cápitn son constantes; por 
tanto el consumo total C = c(t)L, capital total¡.;= h·(t)L y producción total 1· = Lf(k(t)) 
crecen con la misma tasa, la cual t•s In tasa ele crccimh•nlo el(• la fueza laboral. Dn<lo >., la 
crunción (IV .1.10) define a J.·• como foución de p tal que 

limk" = k, 
p-11 

donde k es el nivel de oro de capitnl per nípitn. El cn~nino halmu·cado <le crecimiento 
económico se llnma C'lltonccs '' c111ni110 de crecimiento de nctlt'rclo con la regla ele oro mod
ificnclo," pon¡ur modifica la rl'gln <h~ oro para permitir tasas de dcsettcnto diferentes de 
cero. 

Ahora se considenmi la trny<~doria c'.iptimn de crPcimit•nto iuduycnclo In condición 
inicial de cnpital pcr cápitn, ccnncirju {11.1.7). La intt'::m·rión dP lns dos ccuncioncs <lifcr
encinlcs (IV.1.S) se indich en formn gl'011H!trka en In Fig.3, <'11 l'l l'HSO (n) se muestra la 
función de prod11cció11 pcr cc:ípitn /( l•{f)} y tmn rnya 'llle pasa por el origen con la pendiente 
,\, intcrscctnndo rnn /{k(t)} n t Sr mw·stran dos punto!.: f, cloncll• la pendiente de In 
función de producción es igual a ,\, y l·•, ron pcndirntc igual n A + p. En el caso (b) se 
tiene como ejes, cnpital pcr.cc\pita, l·(t), y co11s111110 ¡H'r c<Ípita, c(f). 

De la ccnnción dif(•rencial el<• rnpit.al 1u•r nlpita, l.', y 1·011sttmo per cñpita 

(ll'.1.13) 

tal que se puedC' ver en d diagrama inciso (a) ele In Fig.2 

(Il'.1.14) 
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(n) 

(h) 

e• 

¡.• 

(1'"(1), c"(t)) 

k 

Fig.3 

f(k)->.•· 

Trnycclorios dC" crcci111ic11to 

económico ópti1no 

f(k) 

k 



De In ecuación difcrcncinl del cnpital pcr cñpitn 

k(t) { : } O si c(I) { : } W'(t)) - .\~·(!). (IV.1.15) 

Como el eje vcrticnl en el cnso (h) es c(I), la curva f(k(t)) - ,\k(t) representa los puntos 
parn los cuales i·(t) =O¡ los puntos nhnjo ele ln curva implinm i·(t) > O, y arriba de la 
curva implican k( t) < O. 

Lns dos cttr\':tS C(t} =O y i·(t) =O dividL•n la Fig.3b en L'lrntro regiones. Por ejemplo, 
n In derecha superior c(t) y k(t) dcr.rcc('n, mkutrn.s que a la izc¡nicrda inferior crecen. Las 
dos curvas intcrs<'clnn en (J.·•, e•) que se llama rl camino de l'rcdmicnto bnlnnceado. En 
este punto In pendiente d<· In c11nn f( l.·( f)) - .\/,·( t) es p { tnsn dC' dcscncnto ). 

La cstabilhliul loeal cli~ sohu:iom•s <le lns ectmdones clifon·rn·iales (IV.1.8} se determina 
de las raíces carnctcrísticns de In mal riz el<· codicien tes olJt<·uicla por una expansión lineal 
de c!'lt.as ccuncioncs en el punto <'ll cnrst.icí11. 

Extcndienclo sobre el punto clt• equilibrio(/,··, e•} 

i·~ c"f'(!·")(!·-k"). 
rr(cº) 

h· ~ -(e - e")+ p( k - ¡.• ), 

entonces las r;Úces carnctcdstkns sou lus ele la matriz 

cºf'Wl) 
rT(cºJ 

p 

es decir 
. 4c• f"(!·")] p'l _____ • 

a(c') 

(Jl'.l.16) 

(IV.1.17) 

(IV.1.18) 

Como las raíces son reales y de signo op11csto 1 l'l ¡mnto ele t•quilihdo del Cl'ecimicnto bal
anceado (k•, e•) es un punto silla, donde la rnmac>stahle se indicac>n la Fig.l por k•(t),c•(t). 
Esta ramn estable consiste de tocios los puntos c¡ue nlcnmmn C'\'C'ntunlmentc el equilibrio 
de crecimiento bnhmcenclo. El camino ele cn•cimicnto cconc>mico óptimo til'nc que ser en 
esta ramn, <londc> n partir <l<• cnnlquiL•r uiYd clt• capitnl pt.•r cilpita /.·o el tínico nivel óptimo 
de consumo inicinl per cñpitn es el punto en la rnma cstnhlt~ nsoriaclo con /.·o· Este punto 
existe pnra. cualquier k0 positivo y es tínico, 

El r.ninino de crcdmient.o óptimo es por tanto un segmento t'mico de In rama estable. 
Cualquier cnmino <lifcrcutc no sntisfnccría las eondicioncs necesarias de un óptimo, pero 
como el cmnino de crecimiento hnhml·eaclo es un segmento de In rnmn cstable 1 entonces si 
k0 = k• ninbos e y k son constnut<'s t.•u el tiempo n sns nivcll'S ele crecimiento balanceado. 
La rnma estable t.'S monótona creciente~ f.'ntonct.'s si J.·0 < l·• ambos c•(t) y J.-•(t) crecen en 
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f'l tiempo snhicmlo la rnma estable hndn el cc1uilibrio <le crecimiento bnlnnccndo, mientras 
que si ko > ~~· entonces ambos c•(t) y k•(t) tlecrcccn en el tit·mpo bajando In rnmn estable 
hncin. el eqnililnio ele crC'cimicnto halancl'nclo. En todos los ("nsos 

lim c"(t) =e". lim k"(t) = !·". 
t-nc t-oo 

(IV.1.19) 

tnl que la trnycctorin dC' crccimk•nto Óptimo con n1lor terminal infinito es de tnl forma qnc 
se aceren asintóticnmcntc hndn d equilibrio dr crcdmicnto lmlmwcnclo. 

85 



IV.2 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE 

CRECIMIENTO OPTIMO BAJO 

INCERTIDUMBRE 

Para resolver este problema se u:mn\ la t1Scnka llnmnda Control Óptimo Estocástico. 

IV.2.1 PLANTEAMIENTO 

El plnntcrunicnto del prohkmn e~ d siguh•ntc: 

\ 

Maximizm En l.= r- 1'
1U(<(t))dt. 

sujeto a ¡/h( 1) = [J(h-\f )) - (1¡ - 11' )/.(t) - e (f )j1/t - 11k(t)dt 112
, 

h-(to) =hu, 

O :5 c(t) :5 j(h(t)), 

c{t), contimm por ¡wdazos. 

IV.2.2 SOLUCION 

A continuncic)11 se Plabornrñu lils coudidoncs <le opt.iurnlichul mediante ln. técnica de 
Control Óptimo Estocóstico. 

Primero se ccmsiderru1 las dos c•rnarimll's !-iig11iP11tPs. A111lrns se oh tienen de la ecuación 
(ll.2.8). 

El pro~Pso ~·( t) - /\(1 0) tiene· la meclin-

Ekh·(t}- k(fu) = E.(ó.k] = [.f(k)-(1¡ -11
2 )h·Jó.t + o(ó.t), (IV.2.1) 

y la Ynrinnzo 

(ff.2.2) 

Se usrmí el P1·incipiu de Optimnli<lacl, C::•sh.• cstnl>lccc que• 

donde Ei: indica qnc el estado inicial es k. Una condición necesaria es lu. ecuación de 
Dellman1 la cunl seri:í derivada a continttnció11. 
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La prhncrn integral ch• la cctmdcin (IV.2.3) se puede cnlcnlnr con el Teorema del Valor 
!viedio pnrn integrales 

J."' c-P1U(c,)clt = c-rBAI U(c,,. 1 )C:.t, 

donde 6 = 6( w ), wdl y O $ 6 $ l. 
En In .segunda integrnl de In ecuucitín (IV.2.3). se lrnn\ un cnmlJio de variable, i.t:. 

s = t - D.t, entonces 

mn..x E1.:+Ak (°'° c- 11 'U(c(t))df = max Ek+~k f-x; r-Pl·•+At)U(c,..+At)ds 
A1•.r1's~ Jt:J.I oc¿:t:... lo 

= c-p!:J.t nrnx Ei.:+~J.; J.00 

c-P"U(c .• +ti.i)d,., 
os:~""' o 

= ,-1•"'.T(!·+t:./.·). 

rcnómbrcse c,,+At rotno e,.; l'ntont«'S st' pn<'ch• ••s«rihir In t•t'lllWÍt'm (lV.2.3) l"omo 

(IV.2.4) 

pnrn ó.t lo snficientcnicntc pcqnc1io r-1•A 1 = 1 - pCl.t 

Pnrn el segundo término dl' In ccm1cir'111 (IV.2.4), se tit.·ue 

c-1•"
1.T(k + ók) - .T(k) = (1 -pól).f(/.- +u/.-)-.!(!·) 

= .l(k + ó!·) - .l(k) - pt:.t.l(k + il!-). 

y junto con In ecuación (IV.2.4) se ohticue 

(IV.2.5) 

Por el lema de It6 se tiene 

. 1 
J(k + ó!·) - J(!·) = óJ(!·) = J'(l.-)ók + 2.l"(k)(t:.k)', 

tomese la esperanza. coudicionnl, t.•s decir 

Ek[J(!: + ók) - J(k)] = Ek[t:.J(l.-)] 

=E, [.f'(k)ók + §.l"(!·)(ó/.·)2
] 

=E, [J'(k)M] + Ek [~.T"(!·)(ók)2 ] • (IV.2.6) 

Si 



Dndo que J(k) = E,.T(k) y sust.it.uycndo lns ccuncioncs (lV.2.1) y (IV.2.2) en In ecuación 
(lV.2.G) se obtiene 

EdJ(!· + l>k)- J(k)] = {J'(!·)[/(k)-(11- u2)- e]+ ~u2 k2 J"(k))l>t. (I\/.2.7) 

Sustituyendo la. ccunción {IV.2.7) en (IV.2.5}, cliviclic11do por 6.t y tomnndo límite 
ót -+ O , rcsultn. 

{ 
2 ]' 1,,,, } O= m,ax [/(k) - (11- a )!· - e J (k) + 2" !· J (!·) - p.l(k) + U(c) , (I\/.2.8) 

debido n que k + ó.J.· -+ J.·, fJl:it -+ O y cnt:l ___.. c. 
Si se define 

[ ' J ' 1 ' 2 " <fi(c, k, t) = /(!•) - (11- a )k - e./(/•)+ '.iª !· .! (k)- p./(/-')+ U(c), 

entonces se puede c~crihir la ccunci<ln {IV .2.S) t•n 11nn fonn11 nuís t'ompactn. 

111
1

;1x ó(c,J.·,t)=O. (Jl'.2.9) 

La condición de primer arelen pnrn tm uuíximo es 

<?«eº ,k, t) =O= J'(!·) + U'(c), (J\/.2.10) 

y junto con In condición 
q,,, = U"(c) <O, 

se satisface las condiciones sufkiPnlcs para un m:í.ximo. 
Se puede reescribir las conclicioncs de oplimali<lnd con10 un conjunto de dos ecuaciones 

que se debe de resolver parn cº(t) y./(!·): 

{ 
<?(cº,!-,t) =O, 

<P«cº, k, t) =O. 

SS 

(ff.2.9) 

(Il-'.2.10) 



IV.3 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO 

DE CRECIMIENTO ECONOMICO OPTIMO 

CON FUNCIONES DE SOBREVIVENCIA 

Y R.EPRODUCCION 

Para In solución de cstl' prohli·um SP apli('a In ti·c·uicn clr Contrnl Optimo del c.-apítulo 
anterior. 

IV.3.1 PLANTEAMIENTO 

El pluntcami<.•uto dd problt•ma <'Sel sigt1i<•11tl': 

?vlnximiznr f
00 

c-pll-lo}U{c(t))df, 
},, 

sujeto a i·(t) = /(!·(1)) - (¡1 +y+ !t(t))k(I) - c(I), 

k(ln) = h'ti, 

0 S c(I) S f(!·(t)), 

e( t ), continua por pcdnzos. 

IV.3.2 SOLUCION 

Para obtener la solncicl11 de este mmk·ln ~e !-iip;ue <"l «lrsarollo clcl moclclo H.1; In 
lÍnica moclifiC"ación es c¡uc la cc1wr:icfo difercncfol ftmtltmumfol tlc c.rr:cimit!nto económico 
neoclá.Jico cambia n In cr:uacicín difr:rr:ru:ittl ftmdarncntal de crr.cimicnto económico ncoclá
"ico con funcione.~ de .cobr<:vivcncia y rcproducr.ión. 

Primero se formula el Hnmiltoniano 

H = e-p(r-r,)U(c(t)) + q(l)[/(k(I)) - (¡r + g + /i(f))l.'(I) - c(t)). (IV.3.1) 

La condición de primer orden fJH /De= O, implica. que cu d máximo 

q(t) = c-pCt-r,¡U'(c(t)). (IV.3.2) 

Se satisface la condición ele segundo orden por In concm•iclad <'Stricta de la función de 
utilidad. La condición adjunta es 

q(t) = -{f'(k(t)) -11 - y - h(t))q(t). (IV.3.3) 
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Escrihicnclo esta ecunció11 de In siguiente forma 

' ~(!) f (k(t)) + q¡¡-¡ -· ¡t - y - h(t) =o, (IV.3.4) 

inrlicn que el hcucficio neto de tener unn unidncl de capital pC'r cápita pura un intervalo 
ele tiempo es cero, donde el beneficio neto Cti el producto marginal más lns ganancias de 
cnpitnl fj(t)/q(t) menos las pérdidas debida a una depreciación p. tasa de crecimiento de 
la cantidad de nncimicntos g, y el cnn1hio rclutivo cu In sohrcvivcncin h(t). Diferenciando 
In ccnnción (IV.3.2) con l'CSJH'Clo <11 l.Ít'lllpo s1• tiC'Ul' 

•i(t) U"(c(I)). i·(I) 
q(t) = [l'(c(I)) c(I) - p = -'7(c(t)) c(I) - (1, (ll'.3.5) 

Así se ¡mC"dc escribir (IV.3.4) romo In 1·nmd<ln <lif1•n•11d11l 1h· la vnriahlc dt• control 

c(I) = -
1
-{f'(/:(I)) - ¡1 - y - /,(/) - pjc(t). 

<7( e( t )) 
(ff.3.6) 

Por d principio dd nuiximo, lns trny1 1<·tori11s e• y /,·• s011 <'>ptil1111s si satisfacen las siguientes 
ccuncioncs difercu<'inll's 

{ 

c(I) = -
1
-( -{f'(k(I)) - ¡<-y - /1(1) - 11Jr:(!), 

'7(r 1)) 

i·(t) = f(k(I)) - (¡t +y+ h(l))l·(t) - c(t). 

(Il'.3.7) 

Pnrn ohtcncr el camino clptimo ignorénsc tcmporalmentl' la condición de un stock 
inicinl de cnpitnl dado y ~i ncl<•m:ls se :mponC" cpw h(f) = ,,, r11t.nru0 t'!-i una solttción posible 
de la ecundém (lV.3.7) es <1uc 1..•l co11s1m10 pcr CÍ1pita c(t) y el capit.al per cúpitn h·(t) no 
cnmbin en d tiempo (estado dl' <'<111ililnio), 

é(I) =O, i·(I) = 0. (Il'.3.8) 

Pnra que el con.sumo pcr ccí.pitn sea constant1• es necesario, según la ecuación (IV.3.7), que 
k(t) = k•, es decir 

J'(kº(I)) = ¡1 +y+ p + ''• (ll'.3.9) 

entonces 
eº= f(kº) - (¡1 +Y+ '')l•º. (Il'.3.10) 

Por las suposiciones en la funcic'n1 de producción h·• y e• <-·xh;tc~u, son \micos, y satisfacen 

O< eº< f(k'). (f\/.3.11) 

nsi se cumple la conclición de los coutrnlcs permitidos. 
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El cquilibdo en !..·(t) = l·· y c:(t) = e• satisface !ns c.·otulicioncs necesnrins con la 
excepción de In condición inicinl. A lo largo d<'l Pqttilihrio t'll i-•, e• el consumo total, el 
cnpit.nl total y la produccióu totnl t•n_•rru con la misma tasn, la cual es la tasa de crecimiento 
dc In fuerza lnbornl (cnmiuo hnln111·1._•;Hln ll<.' cn•dmkuto o rn•dmicnto sr:gt'm In rcglu de oro 
modificncla (compnrar con la soludón d(•l subcnpitulo l\'.l)}. 

La cstnhilidacl local de solud01ws ele las erHaci011cs difc1n1dnles (IV.3.7} l'Oil la modifi
cación h(t) = /j se puede determinar ele lns raÍC<.'s carnctcrístkas <le la matriz de coeficientes 
ohtcuidas por una cxpnnsióu lincnl ele t~stas ecuaciones cu PI punto en cucstitín. 

Extcn<liendo sobre d punto de t'qHilihrio (¡,.•,e•) dn l'l mismo resultado qne en la 
soluchíu del subcapitulo IV. l. 
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IV.4 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO DE LA 

DEMANDA POR INVERSION 

Este mmlelo y sus extensiones .scr1Ín resueltos por medio de la tl~cuica llamada Cálculo 
de Varincioncs citada en <•l capítulo anterior. 

IV.4.1 PLANTEAMIENTO 

El plnntcamicnto <lel prohlcnm rs el siguiente: 

Maximi,.;11· 1= r-••¡p(t)F(K(I), L(I)) - 1p(l)L(I)- (r· + 6 - rr)p(l)/\(t)jrlt. 
11 

IV.4.2 SOLUCION 

Sea f el intcgrmulo de In cxpn•sión anterior. Usnndo In ccundón de Eulcr, se obtiene 

éJf(l,L,I\,I{) _ !!_(éJj(t,L,.1'',k)) =O, 
éJL clt éJL 1,¡0,00); 

y 
éJf(t,L,1\,1".:) _ !!_(éJj(t,L,I{,i•)) =O 

éJK clt i)¡,; ' 1c¡o, =J. 

En cstt:- r.nso tJf(•.,~i¡,·,ii:¡ =O, 811 ''/;¡/'"· 1\., =O, entonces 

éJf(t, L,K,k) = .!!._ [c-•º'(pF(J\ L) - wL - (1· + 6 - ir-)pl>)] 
éJL éJL ' 

-•'[ DF(l\",L) l =e JJ~-111 , (JV.4.1) 

y 

éJf(t, L, K, f,;¡ i) [ _,., ( F(fo" L) L ( ' ) l"J] a1 .... · = {)[\. e JJ \., - tll - ,. + u - 7r ]1 \. 

-.r[ éJF(l{,L) , ) ] =e /J~-(r+u-irp. (JV.4.2) 

Snstitnycnclo (IV.4.1) y (IV.4.2) en In ecuación de Enh•1-, se th.•ne 
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DF(l\, L) u• 
---¡¡¡;- = p (IV.4.3) 

DF(l\,L) ---¡¡¡;--- = (1' + {¡ - rr). (IV.4.4). 

La ccnncióu (IV.4.3) es el prc)(lucto murgiunl cid trnlntjo igunl nl snlmio real. La 
<'cttncilln (IV.4.4} implica r¡ue 1· + h -1i' debe ser cousidermlo como el costo rcnl del capital. 

IV.4.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION 

El planteamiento del prohlcnm es <'1 liiguicute: 

V(L, !\, k,t) =l.~ ,-l'-"1'ipF(l\(1),L(t)) - ,,,L(I) 

" ¡ 11aximizar 

sujrto n 

- 11 kui + M<!tJJJdt, 
1\(0) =!\o. 

IV.4.4 SOLUCION 

Sr.a J d intcgrnnclo el<! In CXJll'f'sicln anterior. u~anclo la t•c1mt•i<'m de Enlcr, se obtiene 

Df(t,L,l\,Í\) _ !.!._(DJ(t,L,K.k¡) =O, 
DL clt DL te¡ O, coJ; 

DJ(t,L,~\,Í\) _ !.!._(Df(f,L,_I\,k¡) =O, I J 
DI, clt DI\ te O, oo . 

En este ca.so r'Jf(l,!/\·,kl =O, entonces 

DJ(t, L,I{, Í-:) = ~ [ -1,-•l' [ F(J" L) - •L - T'J" - ¡¡."· - J) ai.; aK c. 1, \, u . ,, \ . \. 

_1,_•ll[ DF(Jo:,L) J'] =e l'--¡]K- cr, 

Df(t,L,_K,k) = r.-1'-•l•(- Jj, 
81\ 

03 

(IV.4.5) 



:!..(Df(t,L,1',k))- [r] -(c-•)I( - ) 
dt ak - . e r ". 

Sustituyendo (IV.4.5) y (IV.4.0) en la ccuncic)n de Eulcr, se tiene 

simplificnnclo, se t.icnc 

c-(c-•)I [P~~ -w] =O, 

e-lc-•)t [l' ~~ - J6] - _¡,-<c-•)•(r - rr) =O, 

DF 
PDL - w =O, 

DF 
pDI\-J(6+(r-rr))=0. 

Si J = P, las dos ccuncioncs nntcriorcs se pueden escribir como 

(IV.4.6) 

(IV.4.7) 

(IV.4.S) 

La ecuación (IV.4.7) es el pro<lucto mnrginnl del trnhajo igual al salario real, man~ 
teniéndose constante todo el tiempo. La ccunción (IV.4.S) implicn r1uc r + 6 - 7r debe ser 
considcrndo como el costo rcnl dc>l cnpitnl. 

IV.4.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION 

Sea 
El plnntcnmiento del problema es el .signii•utc: 

J(L(t),K(t),I\°(t),t) = c-''[v(t)F(I\(t),L(t)) - w(t)L(t) - J(t)6K(t)- J(t)k(t) 

-J(t)C(k)J, 

entonces el problema a resolver es: 

{ 

Maxi'.nizar J.~ f(L(t),K(t),I;·(t),t)dt, 

sujeto" I\(O) = Ko. 
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IV.4.6 SOLUCION 

Sen f el integrando de In expresión nnt.crior. Usando In ecuación de Eulcr, se obtiene 

E.Jf(t,L,I\,k) _ :!__(f.Jf(t,LJ\,k)) = 0 E.JL dt E.JL • te¡o, oo]; 

f.Jf(t,L,I\,k) _ :!__(f.Jf(t,L,K,k)) =O, I J 
E.JI\ dt E.JI\ t< O, oo . 

En este cnso Bf(t,;t\°,J~·) =O, entonces 

_.,( f.JF(l\,L) J 
=e p(t)---¡¡¡;-- - 11'(1) , (!F.4.9) 

f.Jf(t,;j:\,k) = {)~,-[e-" (p(t)F(I\, L) - w(t)L - .J(t)lil\ - .l(!)Í\ - .J(t}C(J>-)j l 
rt ( f.JF(l\, L) j =e- p(t)--¡¡¡;:-- - .l{t)/i , 

E.Jf(t,~;:'• k) = c-rl( - .l(t) - .l(t)C'(I{)j = -c-r'(.1(1) + .J(t)C'(J{)j, 

:!__
1 

(E.Jf(t, L,K,Í()) = -e-'1 [i(t}+.l{t)C"(J{)k +c'(k¡j(t)j + [.l{t)+.l(t)C'(k)je-r•, .. 
d E.JI\ 

(Il'.4.10) 
Sustituyendo (IV.4.9) y (IV.4.10) en la ecuación de Eulor, se tiene 

f.JF 
p(t) f.JL - w(t) =O, 

E.JF • • •• • • • 
p(t) E.JI\ - J(t)6 + J(t) + .l(t)C"(/\)l\ + C'(I\)J(t) - rJ(t) - ..J(t)C'(l\) =O. 

las dos ecuaciones anteriores se pueden t•scrihir como 

f.JF w(t) 
f.JL = /,(tf' {ll'.4.11) 

p(t) :~ - J(t)6 - rJ(t) + i(t) - (rJ(t) - i(t))C'(k} + .J(t)C"(Í\)J( =O. (IV.4.12) 
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Ln ccuacióu (IV.4.11) es el producto marginal del trnbnjo igual al salario real en 
cndn instnnt.e. Ln ccuacióu (IV.4.12) es una ccuncióu diforcncinl <1uc determina la tasa de 
crecimiento del stock de capital cu ntdn i11st1mte t. Pnrn simplificar d problema supóngn.sc 
que ln. empresa espera c¡uc los precios J(t), p(f), y w(t) c:rczran a trnvés de'} tiempo a una 
tasa constante rr. 

Esto significa que ~U; = ~ = ::::! = r. para toda t, es decir, los salarios y precios 
relativos se mantienen constont.cs. 

Supóngase que r - rr > O. y <¡ttc la f1111ción del cn111biu de costos es cnndrática, es decir 

. 1 " 
C'(J\) = 21·J\'' 1' >o, (lV.4.13) 

la primera y scguncla derivada clt• la et·uac:i()u IV.4.13 se sttst,ituyc en la ecuación IV.4.121 

y se obtiene 

DF · · · .. 
p(t) DI\: - J(t)li - 1·.l(f) + J(t) - (1·J(t) - J(t))l'(/\) + .l(t)-¡J\ =o. 

Dividiendo por J(t), se obtiem• 

entonces 

por tanto 

1 DF . j(I) j(f) ·• .., 
.l(t)p(t) DI\ - ~ - 1· + Jilj - (1· - '](i) )¡h + ¡h =O, 

.. [ 1 DF ·] 1 /\ = - -¡i(l)DJ' +<l+r- rr+(r- rr)l'J\ -, 
J(t) ' 1· 

... 1 [ p(t) DF] ., 
h=:;-1·+li-:;-J(ijDJ\ +(r-rr)h, (IV.4.14) 

recordemos que los precios rcl<1ti\'o:; sou constantes cu el tiempo, entonces la ecunción 
(IV.4.14) es una ecuación difercndnl liuenl cou coeficientes constnntes en j\·1 es decir 

cik ·- 1 [ p(t) DF] dt = A-t-B/l donde .4= :y r+ó-ir- .T(t)DI\ , B= (1·-ir) >O. 

La solución de la ecuación diferencial en j\· es 

(IV.4.15) 

donde e es una constante que sr puede dctcrmiunr si cxistt~n condiciones iniciales, si e'# O 
entonces J{ sigue una trnycctol'Ín ~xponcncinl en la cual (clt·~pués <le un tiempo) el valor 
absoluto de In inversión crece a nun tasa cxponc11cial. 

La solución de Ja ccunción difcreuc-inl de primer orden (IV.4.15) es 

• ) e Bt A C 
h(t =Eie --¡¡t+" 
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donde C1 es unn constn.ntc n dcterminnr ele lns couclici01ws iniciales, en este cnso I\(O) = 
Ko. Sustituyendo en la expresión m1tcrior pnrn t =O se tic1w 

f\(Q) = -¡j-c/l(O) - ~(0) + C1, 

entonces, C'1 = l\(O) - f¡. Por tanto 

• e Ut A. ¡· e 
f,(t) = Be - 8 1 + •(Ol - e· 
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IV.5 SOLUCION DEL MODELO NEOCLASICO 

DE CONSUMO-INVERSION 

Pnrn ln. solución de los siguientes problemas se nplicn la técnicn de Cálculo de Varia· 
ciones citndn. en el capítulo anterior. 

IV.5.1 PLANTEAMIENTO 

El planteamiento clcl problema es el siguiente: 

¡ Mnximiznr 1= c- 1''U(1·I\(t) + "(t) - I:;(t))dt, 

sujeto n J\(O) = 1\0 , 

C(t), c-ontinun por pedazos. 

IV.5.2 SOLUCION 

Dado 

se calcula 

y 

La ecuación ele Eulcr es 

J = 1= F(t,I\(t),k(t))dt 

= 1= e-"'U(rl\(t) + v(t) - k(t))dt, 

F1c• = -c-"1U'(C(t)). 

..'.!_¡-e-''U'(C(t))] = e-"'U'(C(t))r. 
dt 

(JV.5.1) 

(JV.5.2) 

Para facilitar la interpretación se integra la ecuación (IV.5.2) sobre un pequeño intervalo 
de tiempo 

¡•+<> 
e-r•(l'(C(t)) = 

1 

e-P'U'(C(s))rds + c-r!t+"IU'(C(t +D.)). (IV.5.3) 

En el óptimo el individuo no puede increMentnr su utilidad cruubiando el consumo de un 
peso marginal a otro tiempo. Ln utiliclnd marginal del consumo nl tiempo t (lndo izquierdo 
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ele la ccunción (IV.5.3)) ticnP que ser ignnl qnc la utilidncl mnrginnl clcscontndn obtenido 
por posponer este consumo al tiempo t + 6 (lndn derecho cll' In ccunción (lV.5.3)). Note 
también que en el cnso ele que se aplaza el consumo, se obtiene gammcins de un peso n 
mm tnsn r lns cmllcs se pueden consumir. Como un peso mnrginnl consumido ni tiempo 
s contribuye utiliclncl mnrginnl ele U'(C(s)), una fracción r de este peso contribuye In 
utilidad rU'(C($)). Por tanto el primer término n la derecha de In ecuación (IV.5.3) es la 
utilidad marginal descontada qm.• se obtiene durnntc el período de aplazanúcnto. Al final 
del período de aplazamiento se consmnc el peso y se tiene la utiliclnd marginal U'(C(t+.ó.}). 
El segundo térnlino a la <lcrcchn ele In ecuncit'111 (IV.5.3) es la utilicla<l marginal <lcscontncla. 
Ejecutando las <lifcrc11dadon1•s inclicaclas rn la C'c11acic'm (IV.5.2) SP obtiene> 

U11 C' 
-[JI =r-p. (IV.5.4) 

El cambio porccntnnl ele la ntiliclnd marginal es igual a la tasa ele> intcré~s menos la. tnsn 
subjetiva intcrtc1npornl dC' dcscueuto. Como -U" /U' >O por hi¡JCÍtt•sis. In solucicln óptimn. 
cshí. caracterizada. por clC/clt >O si y solo si ,. > p. La trayectoria d(' consumo óptima 
crece si In tnsa de interés r es m;ís grnwlc· c1nr In tnsn l'nthj1.•t.i\'a iutt'rtc•mpornl ele descuento 
p. (Un individuo pncicntc co11s11me poro nl1orn pnra que d cnpitnl crezca y pnra que el 
consumo sea mayor cu el futuro.) 

Si se especifica la formn funcional ele U st> pu<'dc dcc.•ir m1ís. Sí'a U(C(t)) = l11C(t) 1 

ti(t} =O pnrn O :5 t :S oo. En c•st.r c-nso la l'CHad1'm (IV.5.4) st• trnnsfornm en 

C'/C=r-p. (IV.5.5) 

Integrando y sustituyendo en la t'Clmcióu (11.5.1) se obtiene* 

l\'(t) - rl\(t) = -C(t) = -C(O)c-l•·-i•ll. (Jlf.5.6) 

Integrando la ecuación anterior**, 

I.:(t¡ = e'1 (e - C(O)[l - c-•1
]), 

aplicando la condición ele frontera /{(O) = /{0 , se tiene 

I.:(t) = e'1 (I.:0 +C(O)(1 - c-P•)). (IV.5.7) 

Entonces se obtiene la siguiente función para el consumo 

(IV.5.8) 

* La solución de la ecuación diferencial y'=-11y es y=cr-• 1 

** La solución de In. ecuación diferencial ~+u(.r)y=/(r) es y=r - J •l~!·b (e+ f ~f •lzJ.iz /(z)clr). 
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IV.5.3 PLANTEAMIENTO DE LA EXTENSION DEL PROB
LEMA 

El plnntcnmicnto del prohlcnm es el siguiente: 

¡ Maximiznr 1T {e-"'U(l'K(t) + v(t) - k(t)}[l - F(l)J + a(t)W(K(t))F'(t))clt, 

sujeto n J<(O) = l<o, 

C(t}, contimm pnr pedazos. 

IV.5.4 SOLUCION 

Dado 

J = 1T G(t,A'(t),l~(t))clt 
(r 

.fo {r:-P'U(d\(t) + u(f) - J~(t)}[l - F(t)J + "(f)lV(J<(f))F'(t)}dt, (IV.5.0) 

se calcula 

(ll'.5.10) 

y 

e•,,= -c-"11U'(C(t))( 1 - F(t)). (Il'.5.11) 

Se obtiene la .siguiente ecuación de Enlcr 

C'(t) = _ (1· - p)U'(C(t)) 
11 

) (U'(C(f)) - r"'a(l)ll''(K(f))) 
U"(C(t)) + 1 

(t U"(C(I)) ' 
(Il'.5.12) 

don<lc 
_ F'(t) 

m(I)= [1-F(t)J' (Jl'.5.13) 

es la dcnsicl<1tl coudicionnl ele la prohahilidad ele morir al tiempo t dacio la sobrevivcncia 
hasta esta fecha. 

En el caso de que la herencia un produzca utili<lct<l, es decir n(t) = O, la ecuación 
(IV.5.12) se transforman 

, U'(C(t)) 
C (1) = -(1· - p - n1(t)) U"(C(I)), (Il'.5.14) 

esto indica q11c defecto <le inseguridad sohre el til'mpo de In vida es igual que un incremento 
en ln tasa subjetiva. iutcrtcmporal dl' descuento p. M1ís cspccífkmnente 1 In inseguridad <lel 
tiempo <le In \·idn incl'''lll<'nta la tasn intertempornl ele descuento dr {Ja p+F'(t)/(1-F(t)} = 
1· + m. Este efecto se tiene tnmhién en el ca..-;o n(t) >O. Como Tes fijo y l\(t) arbitrario, 
la condición relevante de trnnsvcrsnliclncl es 

F1c·lr = -e-rru'(C(T)Jll - F(T)] =O. (IV.5.15) 

Pero como 1 - F(T) =O por hipcítesis, la ecuación (IV.5.15) no proporciona información 
nueva. 
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IV.6 SOLUCION DEL MODELO DE ASIGNACION 
OPTIMA DE CREDITOS EXTERNOS PARA 

INVERSION Y CONSUMO 
Para In soludón clr. este prnhlcma se aplica la técuicn de Control Optimo citncln. en el 

capítulo anterior. 

IV.6.1 PLANTEAMIENTO 

El plrmtcnmicnto tlcl problema l'S el siguiente: 

(r 
l\lnximiznr Íu c-"'U[(l - 11(t))111(t)jdl, 

sujeto" k(t) = 111(1)11(1), 

IV.6.2 SOLUCION 

l\(0) = /\n, 

I\(T) = Kr. 
T 

l\(O) < l\r < J\(O) + { m(l)<ll, 
Ío 

u(I) E (O, l]. 

Primero se formula el Humiltcmiuno 

H = c¡0 c-'''U[(l - u(t))w(fl] + c¡(t)11(l)111(t). 

La condición ele prinwr orden iJ/f; = O, implica. que l'll <'l m~íximo 

c(t) = q0c-P1U'[(l- u(l))m(l)J. 
¡ 111(1) 

(I"V.6.1) 

(H'.G.2) 

Además, se satisface In condición de segundo orden porque H 1111 = q0 c-P'U"{(l-u(t))m(t)) 
:5. O (como U" ~O), entonces d Hnmiltoninno es cc'mcnvo en u. La con<lkión adjunta es 

tj(t) = - ~: =o, (IV.G.3) 

y la condición de frontera 

q(T) ~O (=O si I\"{T) > /\r). (IV.6.4) 
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Difcrc11cin11do la ecuación (IV.G.2) con respecto al ti<"mpo Sl' tiene 

q(t) = q0 e-P
1 [ru(l){-»U' - (1i1(1)- ú(l)111(1) -1i1(t)u(!))U"} - 1i1(t)U'j 

(m(t))' · 
(JV.G.5) 

Sustituyendo ln ecuación (IV.G.3) en (IV.G . .'.)) se ticue 

11(! = (1 - 11(!))111(1) u - ,. + -- . . ) [ . J " [ ii>(l)l U' 
m(I) 

(JV.G.G) 

Por el principio del mlÍximo las trnycctorÍiL'> u• y x• !-1011 óptimos si satisfacen las siguientes 
ecuaciones difcrcncinlcs 

{ 

. ) { . J " [ Jir(!)l (T' 11(! = (l-11(t))111(t)U - 1·+-- , 
111(1) 

k(l)=111(!)11(f). 

A coutinundón SL' hncc lus ~ig11ic11tes supuestos: 

m(l)=l, 

1i1(I) =O, 

p=O, 

(Jl'.G.7) 

(IV.G.S) 

IV.6.3 PLANTEAMIENTO BA.JO LAS SUPUESTOS (IV.6.8) 

El planteamiento del prohlrma. c.•s el siguiente: 

.,. 
1'.lnximiznr 1 U(I - u(l)}ril, 

o 
sujeto n k(I) = 11(1), 

IV.6.4 SOLUCION 

K(O) = 1.:0 , 

I.:(T)= I.:r, 

J\(O) < !\"/" < J\(O) + T, 

11(!) E {O, l]. 

Se supone que K*(t) y u"'(t) resuelven el problema plautcado. Según el teorema del 
máximo de Pontryagin existe una coustm1te q0 y una función continua q(t), tal que 

(qo,q(t}),; (0,0), parn todo t E [O,T], (IV.6.9) 
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y qo =O Ó qo =l. Adcui:\s, u"(t) es el \'nlor ele u E [0, 1] cine maximiza el Hnmiltoninno 

H = <JoU(J- u(t))+'l(t)u(t). 

Por lns condiciones (IV.6.3) y (IV.G.4) y la cnntiuuiclnd <le 1¡(t), 

q(t) =e~ O pura. alp;mllt constanll' r. 

Ln condición Para el má.ximo es 

H., = -'loU'(l - u(I)) +c. 

(Il'.O.lOa) 

(IV.6.1011) 

(IV.6.11) 

y como Huu = q0 U"(l - u)$ O el Hnmiltouinno es cúücavo t'll u. Existcu tres cosos que sc
ticnc que consiclcrnr, cada uno clilmjnclo t'll la Fig..l. Si u•( t) = O l'lltonccs por In ccttadón 
{IV.6.lOn), H,i no puede st>r > O ¡rnrn 11 =O. pot· Imito -q0F'(l) +e :S. O. Si u•(t,) E (O, 1), 
cutouccs Hu= O y por tanto q11 U'(l - u•(t));::::. c. Al fiwtl. si u•{t) = 1, r11t011ccs H11 es 

~O ¡mrn ll = 1, por tanto -1¡0V'(O) + ,_. 2: O. ílt•snmil'IUlo 

11°(1) = {:E (0.1) 

=:-,. :S •111U'c 1). 

=:- 'JuU'Cl-11°(1)) = t·. 

::::} q0 U'(O) $ r. 

(IV.G.12) 

Se afirnm que c¡o = 1. Supó11g-11sc• qn<' por el l'Otitrario, 1¡11 = O. Entom:es usrmdo las 
eeundoncs (IV.6.D) y (IV.G.lOh) se pHPch· ver qlll' J/ 11 = e· > O. así st~ mnximizn el 
Hruuiltoninno pnra u = 1 parn ltl\lo 1. Entom'<'S por lc1s tn•s prÍmC'rns n:.•striccioncs 
del planteamiento se obtiene /\(f} = t + /{0 , por tanto ch• la p1•rní.ltimn restricción clcl 
plnntcnmicuto K(T) = T + /\.(Ü} > l\.·'f'. P1!rn ele ncucnlo a In cnrnción (IV.6.10h) esto 
implicnría que /\..(T) =e= O, co11trnclkie11do la ecuación (l\i.G.D) ¡mm t =T. 

Ya c¡uc qo = 1, H = U(l - tt} +cu C!'i cstrktanwnte dmrn\'n y ti1.•ut· uu ¡rnnto tmíximo 
\mico ii que es imlcpcn<licntt• de t. Aquí u•(t) = ii para algún ü E [O, l}. ii =O es imposible 
debido n las primcrns tres restricciones tlel plantcatnh•nto y<1 que /\..(t) = 1\0, y por tanto 
/\..(T) = [(0 2: J\.·.,., contrndicit·ndo ln ¡wuúltima rt_•st.riccit'm clc•l plantf'amicnto. Como 
il >O, por ln l•cttnción (IV.6.12) no es posihh• 1¡11e 11{1) = r. =O. Por tnnto se ohtic1w dula 
ecuación (IV.G.JOh), 

Kº(T) = 1\.,.. (Il'.G.13) 

Se puc<lc conclnir q11c no consmuir muln ele la ayucla e1:01u)mica 110 t~s óptimo. De hecho, 
si ü =O, cntonc~s de las primeras rcstricciom•s cid pl<mtt•amieuto, /\*(t) = t + /\0 y por 
tnnto J\•(T) = T + /'l0 se puede Ycl' que <~~to es incnnsist<•nff• t·n11 la pctu'tltima restriccion 
del plnntt'amicnto y con la ecuadón (IV.G.13) Por tant.o f¡ E {0, 1) y pot· las tres primeras 
restricciones del plnntcmuicnto, .r•{t) = .,-0 +fil, cutonct.':-. .r•(T) = .c0 + üT. Usnn<lo la 
ecuación (IV.6.13) se ¡1m•de ver que, 

u•(t} = ií = ·l''J'; .r.11' {ll'.6.14) 

y 

(l\'.6.15) 
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(b) u= a maximiza H 
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(e) u= 1 maximiza H 
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IV.7 SOLUCION DEL MODELO DE SELECCION 

OPTIMA DE PORTAFOLIO 

BAJO INCERTIDUMBRE 
Pnrn In. solución de este problema se nplica la técnica de Control Optimo Estocástico 

citada en el capítulo nntcrior. 

IV.7.1 PLANTEAMIENTO 

El planteamiento del problema es el siguiente: 

Maximizar E 0 {¡'I' e-"'U(C(t))dt +ll[W(T),Tj}, 

•11j!'lo a dlV = [w(l)(o - 1·) + rjll'(I) - C(l)dt + w(l)ll'(t)u(</t) 11', 

IV(O) = 11'0 >O, 

W(I) >O, 

C(t) ~O. 

IV.7.2 SOLUCION 

A continuación se clnbornrán las condiciones de optimalidad aplicando la técnica de 
Control Optimo Estoccí.stil'o. 

Primero se considcrán dos ecuaciones n•ladonnchL'i con la riqueza. A111bas se obtienen 
de ln ecuación {II. i.4). domlc> una n1ractcriza la tendencia. y otra la varianza. 

El valor esperado del cambio en la riqueza en un intervalo de tiempo h = t - to es 

E(to){W(t)-- W(to)} = {[w(t0 )(n -1·) + r]lV(t 0 )- C(t0 ))h + o(h), (IV.7.1) 

y In varianza del cambio en In riqueza es 

E(to){[IV(t) - lV(!o)]2 } = 11'
2 (1 0 )W2 (1o)a2 h + o(li). (IV.1.2) 

Para derivar !ns condiciones de optimnlidad se rcformula la función objetivo para 
emplear programación dinámica y rtplicar el principio de optimalidnd de Bellman. Para 
ésto, se define 

I[W(t),t] = max E(t) {l'I' c-P•U[C(s)Jds + B[IV(T), T]}, 
{C(.t),w(1)} t 

(IV.1.3) 
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donde la ccunción (IV. 7.3) est<Í snjctn. n las mismas rcstriccio1ws c1ue lns ~lcl planteamiento. 
Por tnnto, 

I[W(T), T] = B[W(T), TJ. (JV.7.3a) 

En gcncrnl, ele In definición (IV. 7 .3) se obtiene 

I[lV(lo), to]= mux E(t0 ) {1' c-P'U[C(-<)]ds + I[lV(l), tJ}. 
{C(.!),w(.'11)} 1

11 

(IV.7.4) 

Sea t := t 0 + h y lns terceras clcrivndns parcinlcs e.le /[lr(t0 ), t 0] son acotnclns, entonces 
por el tcorcmn de Tnylor y el teorema del valor medio parll integrales, se- puede reescribir 
{IV.7.4) de la siguiente forma 

I[lV(lo ), lo]= max E(fo) {c-P1U[C(t)]lr + I[H'(f 11 ),111 ) + DJ[H'blo),!o] h 
{C,u•} t 

+ DI[ll~;f~),1 0]]11'(1)- ll'(fu)] 

+~ D'I[~;\~~),lo][W(f)- ll'(t0 )]"' +0(11)}, (IV.7.6) 

donde t E [lo,!]. 
En (IV.7.6) se tomn cl.opernclnr E(t0 ) pnra cadn término y clac.lo que /(ll'{t 0 ),t0 ] = 

E(t0 ){I[W(t0 ),10 ]} se resta I[IV(f0 ), 111 ] de mnbos Indos. Se s11stit11)'c E(t 0 ){W(t)-W(to)} 
)' E(to){[W(t) - 11'(10 )}") por !ns c•cunciones (IV.T.1) y (IV.T.2), y después se dividen !ns 
ccuncioncs entre h. Se tomn el límite ele In. t.•cnnción obtenida, cmmdo /, --t O, y (IV.7.G) se 
convierte en unn versión t•n tiempo contint10 de la rnrncic.'1n fnndamcntnl de optimalidnd 
de Belhmm-Drcyfus 

{ 

- 1 DI, DI, 
O= mnx e 1

' U[C(f)] + -D + -Dll {[m(t)(o - 1·) + r]ll'(t) - C(t)} 
{C(t),11'{1)} I ; 

1 D2I, 2 2 . :z } 
+2 DlV',,. '" (t)l\l (f) ' (J\l.7.6a) 

don<le I, es /[l,,.(t},t} y C'\ ínclict• t0 se clP.<;t•nrtn parn hnc1~r \'er que (IV.7.6n.) es válido para 
cunlquicr t E [O, T]. 

Si se define* 

1 DI, DI, [ ] 
,P(w,C,W,t) =e-' U[C(tl] + at + DW{ w(t)(n-1·)+1· W(t) 

1 D' I, ' ' ' -C(t)) + '.iDW',,. w (f)W (t), 

* il>(w,C,\.V,1) es ll\ forma corta de Qo(t1•.C,611 /ót,6/1 /6W,ó211 /fiW 1 ,/1 ,\V,I). 
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entonces se puede escribir (IV.7.Gn) en unn forma más compnctn 

mnx if>(w,C, W,t) =O. 
{C,w} 

Lns condiciones de primer orden de.• un nuiximo ( w•, e•) sou 

.1.c(11•' C' W t) =O= c1-P11 U'(C') - DI, 
~ ' , · aw· 

y 

.i. ( • C' H" ) O ( )ll' DI, éJ' I, ' • ¡r2 ~ 11, w 1 , ' ', t = = a - r ' DlV + c')lf!'.l a w '•' . 

Un conjunto de condiciones suficientes pnrn un m1b:imo es 

.1. O " O clc•.t [ 1'_ '""º •P.,.c ] O 
<t'w111 < , .,,ce < , t;>c.., <.'lec > , 

<Pwc = <Pcw =o, y si I[ll'(t), tJ es 1..•:-;trict1111w11tt• C<Ílll'a\1l ('JI rv. C'lllOHC'CS 

</>ce= ,.-•''U"(C) <O, 

y 
_. ¡¡.-2 2 éJ' I, 
<¡Jww = U lHV'2 < O, 

(IV.7.6b) 

(IV.7.7) 

(IV.í.S) 

(IV.7.9) 

(IV.7.10) 

por la concavidad estricta de U e [1 rcspc<:th·amPutc, y lns ccmdicioncs suficientes serían 
sntisfechas"'. Se puede reescribir las condiciones de• opti111nliclarl como un conjunto de tres 
ecuaciones que se deben n.•:,oh-(•¡· parn ui•(t). c·u ). y Jjll'(t ). t]: 

¡ 
<f>(w', e·, IV, t) =o, 
l'>c(w',G", W,t) =O, 

if>.,(w',C', lV,t) =O, 

sujeto a In condición dt> frontera 

. I[lV(T), T) = B(W(T), T) y In solncióu 

debe sntisfocc1· (11.7.G). 

(ll'.7.Gb) 

(ll'.7.7) 

(ll'.7.8) 

* Sustituyendo los resultados de (IV .7.7) en (IV.7.8} al punto (e• ,w•) !'iC tiene la condición w•(o-r)>O 

si, y s61o si 62 1,J6W2<0. Aquí, solo se considcrn soluciones óptimas in1rriorM. Se puede formular el 

problema en una forma más general recmplnznmlo lns igunlclnclcs tfo (IV.7 .7) y (JV.7.8) por d<'Sigualclades 

y utilizando H:uh11-T11ckcr. 
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IV.8 SOLUCION DEL MODELO MAXIMIZACION DE 

BENEFICIOS DE UN MONOPOLIO 

Este modelo scr;.í resucito por medio de la técnica llnmndn Cálculo de Variaciones 
citada en el capítulo anterior. 

IV.8.1 PLANTEAMIENTO 

El planteamiento del prohlcmn es el siguiente: 

l 
'I' 

Maximizar J. c-"[p(!){flJ>(t) + b¡i(t) +e] - m[fl¡1(t) + b¡i(t) + c]2 

- n[aJ>(t} + b¡j(t) +e] - kjdt, 

sujPto a p(O) = j)u, 

¡1(T)=p1. 

IV.8.2 SOLUCION 

Dado 

J(p) = J.T F(t,p,p)dt = ¡T e-''[J>(!)[a¡1(t) + b¡i(t) +e] - m[ap(!) + b¡i(t) + c]2 

- n[ap(!) + b¡i(t) + cJ - !"]<lt 
(I' =Jo c-'1[fl(p(t))2 + bp(t)¡i(t) + c¡>(t) - ma2 (p(t))2 

- mabp(t)p(t) 

- maeJ>(t) - mabp(t)¡i(t) - mb2 (¡i(t))2 
- rnbe¡i(t) - macp(t) 

- mbc¡i(t)- me2 - nap(f) - nb¡i(!) -·ne- !·]dt 

= ¡T c-"[a(l-11w)(¡1(!))2 +(e-211wc-11a)¡1(t)+ 

La ecuación de Eulcr es 

(b - 2nwb)J>(t)¡i(t) - (2mbc + nb)¡i(f) - mb2 (¡i(t))2 - mc2 

- ne - k]dt. 

8F(t,¡1,¡í) _ .<!_(8F(t,¡1,¡i)) =O, 
élp dt él¡i 
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entonces 

élF(t,p,¡j) rt [ ( ) ( b) ·¡ >] --
8
-
1
-,- =e- 2a 1-ma }J t)."+(c-2mac-nn)+(b-2ma ]J t 1 

élF(t,p,¡j) ' [ , . l -a¡;--= e-• (b - 2mab)¡i(t) - 2mbc- nb- 2111b p(f) , 

d (élF(t,p,p)) d [ r•¡ b ¡ ¡2 ·¡ 1] dt. -a¡;-- =di e- ( - 2nwb)p(t) - 2mbc - u' - 2111 J p t} 

= c-''[(b -2mab)¡j(t) -2mli'ji(t)] + [(I> - 2mab)p(t) - 2rnbc 

- nb - 2mb2¡j(t)]c-"(-r·) 

(JV.8.1) 

=e-" [((b - 2nurl1)¡i(f) - 2mb2ji(I)] - 1·((b - 2mal1)p(t) - 2mbc- nb 

-2mb2¡i(t)j]. (IV.8.2) 

Sustituyendo {IV.8.1} y (IV.8.2) t•n ln rcmtdcln de Euler1 l'i<' tiene 

e-" [2a(l - nw)p(t) +(e - 2uwc - na)+ (b - 2mr1b)¡i(t)l =e_,, [((b- 2mali)¡j(t) 

-2ml12 ji(t)] - 1'[(1> - 2malt)¡1(t) - 2mbc- nb - 2ml>'p(t)J], 

2a{l - ma)¡i(t) +(e - 2mac - na)+ 2111/,'¡)(t) - bp(f )1' + 2urnb¡1(t ¡,. 
+ 2nnbc + rnb + 2rmb7fa(t} =O, 

ji(t)[2rnb2
] + f>(t)[2mb2 ]r + p(t)[2a(l - mu) - b1· + 2nmlw] = -2rmlrr- rnb 

+ 2mnc+ na - c. 

Por tanto, se obtiene la siguiente ccundón tlifercncial ele seguuclo arelen 

.. ( ) ·e ) ( ) [2a(l - ma) + r(2mab - b)] - [2m(ac - her)+ n(a- br) - el 
P t + P t r + P ~ 2mb'l - 2ml,.l 1 

(JV.8.3) 
y su solución general es de la fornHL 

p(t) = PcU) + p,,(t), 
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donde pp(t) es unn solución pnrticular y JJr.(t) su solución l·omplcmcntnrin. Ln solución 
Pc(t) se obtiene nl considerar In ccunción cliff'rcncinl homogénea, pnrn este cnso lns raíces 
de In ccunción carnctcrísticn son 

por lo que 

y la solución partic11lnr es 

4 
2u(l - mu)+ 1"(2mab - b) 

(2mb'') 

p,(t)= 2111(Hc-bcr)+ll(a-lw)-c. 
1 2a(l - Jnn) + r{2ma11 -11) 

Por tanto, la soluch'iu general <le l<l l'Cnacit'.m <lifen·11dnl dl' scgnnclo ordl'11 (IV.8.3) es 

(
-!.+_ /¿_ 74fl-!Rq)f~f:l"ldb-bl)· 

J>(f} = C¡c :i V ~ Un••') 

(-~- /'=~,-+-,.-,.-_-m-•->+_•_!'-,.,-.,-_-,~,)t 
+C2c l V... p ... b~, 

2m(ac- bcr) + u(n - b1·)- e 
+ 2n(l - tnn) + r(2mab- b) · 
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IV.9 SOLUCION DEL MODELO DE 

ANALISIS DE DEVALUACION 

Pura la solución de este problema se aplicn. la técnica de C;ílculo de Variaciones citnda 
en el capítulo ant<'rior. 

IV.9.1 PLANTEAMIENTO 

El plnntcamicuto del probleurn es d siguiente: 

¡Maximizar r= c-''U(.r(t),m(t))dt, 
},, 

sujeto a /."" c-"f(.r(t)/p(I) + 111(t))dt =bu+ J.00 

c-''f(y(t)/p(t)}dt, 

b(O) = bo. 

IV.9.2 SOLUCION 

Las condiciones necesarias de un uubd1110 se obtienen difcrcncinnclo el Lngrnngcano 

_ 1 ([·T(t) l -1 y(f) - ') L = u(x(t),m(t))c P - .\ -( + m(I) e r - --e r , 
p t) p(t) 

{IV.9.1) 

con respecto a x(t) y m(t) (para todo t). Esta..'l condirioucs ~on: 

(IV.9.2) 

U,..(.c(t), 111(1))1. -r• = .\e-". {IV.9.3) 

Junto con la primera restricción del ph.lntl'amicuto se puedt• nsnr las crunciones (IV.D.2) y 
(IV.9.3) para derivar lns trnycctorin!'i óptimas del bien importado, m(t ), del bien exportado, 
x(t), y el precio ·sombra de la riqueza al tiempo O,..\.. Parn este propósito se supone que p, 

la tasa subjetiva intertemporal de descuento, es igual n '" la tn.<;n de interés del mercado 
de capital internacional. Aclcnuís, se supone que la función dt~ utilidad está adentro de las 
funciones de utilidnd con aversión relativa al riesgo constnutc, 

(.rºmi-op-n 
U(.<, m) = 1 - R ' (IV.9.4) 

donde R > O y 1 > a > O. El coeficiente de aversión al riesgo R determina la curvatura 
de Ja función de utilidad. 
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Si R= 1, entonces U(x,m) = nln(:r)+(l-n)ln(m). 
El precio sombra óptimo y la lrnycctorin óptima ele consumo se calcula como sigue. 

Como p = r (por suposición), las cctmdcmc!-. {IV.9.2) - (IV.9.4} implicm1 que 

i(t) o¡i(t) 
1i1(t) = (1- n¡' 

De lns ecuncioncs (IV.9.3) n (IV.9.5) se concluye que 

_ (1-a)''" (º/l(t))"' 1
-

1'l/f< 
m(t)= T 1-o 

Ahora se suma 1l1(t} n ambos lados ele In c•ctrnch)n (IV.9.5) y se obtiene 

(
:r(t)) -e ,;,cq - +ni I)= ---. 
¡i(t) (1 - n) 

(IV.9.5) 

(H'.9.G) 

(IV.9.7) 

De In primera restricción <lcl pln11tl'<1111h•11t.o y lns r<"ttal'irlucs (IV.9.7) y (IV.9.G) se obtiene 
el vnlor sombra óptimo 

(IV.9.8) 

De lns ecuaciones (IV.9.6) y (IV.O.S) se ohiPnc' la trayl•ctoda óptima ele ri'1(t) 

( ) [/ ["" (y(t)) _,., 1] 
1i1(t) = 1 - o 'o+ lo P{t) e t t (~)o(l-1!)//I 

[1"" (~¡~t~)o(l-/!)//«-••r1t] 1-o 
(IV.9.9) 

y sustituyendo la c-xpresión nntcrior en la rcltnt'iÓ11 (lV.9.5) SC' tiC'llC 

(1-o)[bo+ f""(y((:)))c-' 1clt] ( (tl)(n(l-ll)/l!l+t 
x(t) = lo ,, ':':.!!.__:. 

[¡ "" ( (t))ºll-Rl//I ] 1 - a ~ c-r1dt 
o l -ü 

(ff.9.10) 

El precio sombra es por la ecuación {IV .9.S) unn función <ll' las trayectorias esperadas del 
ingreso y(t) y del precio de exportaciones entre el precio de importaciones p(t)¡ por tanto, 
lo mismo es cierto para el consumo. Cualquier cnn1hio no nnticipndo en cstns trayectorias 
va a ca\1sar un nuevo nivel de >.. Un cnmhio no antidpado en las posihilidadcs de consumo 
(primera restricción del plautcnmit·nto) implica que las c•co11omfos domésticas tienen que 
revisar el nivel dt•seado de consumo para este instante y las trnyectorins plnnendas de 
consumo para el futuro. 

112 



IV.10 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA 
CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL 

Los primeros <los planteamientos se n~snelven pot· nwclio cl1' In tc!cnicn Cákulo de 
Vnrincioncs y el tercer plnntcmniento por medio dt• Control Optimo. 

IV.10.1 PLANTEAMIENTO 

El planteamiento del problema es d siguiente: 

¡Maximizar J,= 11[c(t)jc-''1lt. 

""Í•·to n. J,00
[y + y(t)- c(t)(l + oi(t))jc-•·•,u = -H(Ü), 

n{O) = a 0 • 

IV.10.2 SOLUCION 

El Lngrangcnno clt•l corrf'spmuticntc problema varineionnl t•stcí dnclo por 

L[c(!), .\j = { u[(c(t)j +,\(y+ y(t) - c(t)( l + ni(t))} }• _,,, (ll'.10.1) 

donde,\ e.e; el 1nultiplicador de Lagrunge ;¡:-;odntlo a la restricciclu (11.10.4). Se• i-;upone que 
In restricción (II.10.9) es activa, cquivah•utf'lllcnte :-;e sup0111• <pw i(t) >O para toda t. 

Ahora bien la condición de ¡nimcr orden ( comlición 11cccsilria ele óptimo, ecuación ele 
Euler-Lngrnnge) del prol>lemn ele 1naximiznció11 r<'sttlta S<'r 

.\[! + cri(t}j = c(t)-', pnrn todo ,. >O. (Il'.10.2) 

Estn condición indica que 11 La utilidad marginal del con.rnmo e.~ igual a s1L precio multi· 
plicado por el precio .rnmbra de la rit}ttt:zu ,, • Sr• entiende que el precio de e( t) es igual a 
su costo <le producción (=1) nuis el costo <le oportunidad ck• mantt•ncr un nivel de snl<los 
monetarios reales m(t). 

Note que el precio sombra d1• la riqueza ~ntisfocl' 

D), 1'C(!)-h+I) 
O> Oc = - [l +ni(!)] , pnrn toda 1' >O. 

Usando la ccunción (ll.10.2)~ se tiene que r•n d intervHlo {O, T} 

c(t)= (,\[1 +o(<o +r)]}-.;, pnrn tmla 1' >Ü, 
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con lo cual c(t) permnuccc constnntc en clirho intervalo, es decir, c(t) = co. De ln misma 
forma, si en (lV.10.3) se sustituye fo por f¡, se obtcndní. que también c(t) pcnnnnccc 
constante en el intervalo (T,oo), es decir, c(t) = c 1. En consccl1encia, de In ecuación 
(IV.10.2) se tiene que 

AA: ca{A[l + nf<o + 1·)Jl * = c: 1 (,\[! + <>(<1 + r)]} *. (IV.10.4) 

Esta ecuación indica que " LcL utilitforl mtirginul del último pr..rn ga.~tarlo en c0 es la müma 
que si "e hubiern gastado r.n l'¡ ". Tnmhi(ht obscrw· que la t.asn marginal <le sustitución 
entre c0 y c 1 ¡icrmanen~ C'onst.antc. 

Ahora bien, de la restriccicin para la cconomín 1 (11.10.18), se tiene que 

(IV.10.5) 

<'Oll lo cual 
BB: c 1 = [y(I) + 1·B(O) - cuJe•'/' + c:n. (J\/.10.G) 

En la Fig. 5 se grnfica la restricción prestlplH'!';tal de la rconomía representándola por 
BB. Note que 

tic¡ 1 - 1 rT O 
dc

0
IJu- -e < · 

Ln condición (lV.10.4) representada por A.A. npnrc<'<' también en In g1·Mka 5. Es importante 
notar que a lo largo de AA, eo > e¡ 1 ya que fo < fJ. Note tmnhién que 

dc1 1 { 1 + n(<11 + r)} * O 
rlc0 AA= l-t-o(f 1 +r) >. 

La intersección de BB con la recta a 45 grndo:-; pru¡mrciona l'l producto nncionnl 

bruto, PN D0 , al tiempo t =O. Dicha interscccicln se nknuzu t'U 

co =y+ 1·11(0) = GN Po. 

Observe que si la trisa de clcvahmción ÍUf'rn, para siempre, const.nntc>. es decir, si T = O, 
entonces 

Co = Ct =y+ 1•11(0). 
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Por tanto un cambio de una vez por todas cu ln t.nsa de dc\·nlunción no presenta efoctos 
reales. 

Si se espera que In política monctnrin fuera temporal. e.e.; decir, si O< T < oo, entonces 

o> C¡ - Co =[y - "º + 1'll(O))c"" 

con lo cual se genera 1111 déficit en cuentn corricutc cu el perio<lo de transición [O, TJ. 
Después de T la cuenta corriente se vn a hnlm1cenr, d nivel de consumo disminuye, y este 
nivel es menor que en el caso en r¡ne si: <!spcrn <¡111' la política monrtnrin fuera permanente 
(i.c., cuando f es constuntc t•n [O, oo) ). 

IV.10.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION 

El plnutf.•amicuto dPl prnblcmn es el siguiente: 

l 
Moximizar 1~ 11¡F(c.,(l))jr-",il, 

sujeto a 1=[y + y(t) - F(c,(f ))( 1 + oi(f ))je-•·•,¡r = -a(O), 

n(O) = a 0 • 

IV.10.4 SOLUCION 

1-lautcuicndo todos los dcmñs s11p111•stos el'• la sección nutcrior, In rondición de primer 
orden del prohlcmn de mnximiznrióu d1• ntilitlml (rcmicióu el<.' Eukr-Lngrange), t•¡;tá ahora 
dada por 

.\(! + ni(t)[c,(tJr'I = [c,(tJJ''-'-'(1- 6)1 • (IV.10.7) 

Ohscrve que cuando O= O, lil~ obtiene (IV.10.2). 

Si se vuelve a tomnr una política de la forma 

<(t) = { 'º' pnra O St S T, ... prira t >T, 
(IV.10.S) 

con eo < EJ, se tiene de nuevo <¡ne 

c,(t) = { 
r.,.th para t E (O,T). 

C,1J, pnra f E (T,oo). 
(IV.I0.9) 

Utilizando (IV.10.7), se obtiene <¡ue 

(IV.I0.10) 
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donde 4' = -(9-y - O - -y). Procediendo como nntcs, tnmhil'•u se obticnr. que 

DD: c,1 = [y(I) + 1·D(O) - c,0 ]c•"I' + c,0 • ( Il'.10.11) 

Ahora se puc<lc llevnr n cnho un muílisis similor, cmplea11do la misnm Fig. 5. Por tanto al 
disminuir T se tiene que en el nuevo equilibrio c.,0 y c11 1 senín mayores. En consccucndn, 
los precios relativos P(t) = (c..,(t}]º am1H'11tan en fO. TJ, y por t.nnto el tipo de cnmhio renl 
se cstíÍ apreciando en (O, T). Entre más iwcpH'iio es T mayor es la npn•cinción dC'l tipo <le 
cambio real. 

Se puede decir nlgo 1mls, 'kspm'.•s de T 1·l tipo di' cn111hio n·nl se va a depreciar por 
nbnjo del nivel que si e(t) hubiera perma11ecido constante eu ¡o, oo ). 

IV.10.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION 

El plnntcamiento clel problema es el :-.ip;uicute: 

¡ !vlaximiznr 100 

11[t·{t),111(f)]<·-r'dt, 

sujeto a ii(I) = J'<I(t) +y+ y(l)-1·(1 )(! + ni(I)), 

n(O) ="o· 

IV.10.6 SOLUCION 

El Hamiltoniauo cstll darlo pol' 

JI[c(t), m(t), .\(t)j = u[(c(t), m(t)jc-r1 + ,\(!){J'n(I) +y+ 9(1) - c(t)(I + tti(t))} 

= u[(c(l),m(t)]c-•1 + ,\(t){1·n(!) +y+ y(I)- e(!)- m(t)i(I.)}. 

(IV.10.12) 

Las condiciones' de primer orden csllln datlns por 

JI,= o, JI,.,=º· ,i(t) =-JI.,, JI,= i1(1), 

de donde se tiene que ..\(t) = .\(O)c-rt. Tmnhién ~e ohticnr ClllC pnra tocln R > 1 

(IV.10.13) 
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de don<le 
(1- a)c 

111=--.-. 
n1 

(I\f.10.14) 

Si se sustituye (IV .10.14) en la primera ecuación <le (IV .10.13 ), se encuentra que parn 
toda R >O 

e= {¡(l~iayt-oHl-R)}J¡· 

Si de nuevo se vuelve u t01nn1· unn política de ln forma 

<(t) = 

con to, ft 1 se obtiene 

Co 

{ 'º• ,,, 
pnrn O~ t $ T, 

pan1 t > T, 

AA: 

{ ( )
(1-o)ll-lll}J¡ 

!!.. -1..::.!!..._ 
.\ n(•+<n) { ( )

(1-n)ll-/ll}j¡' 
!.!. -1..:=.Il_ 
..\ 0(1·+,tl 

(I\f.10.15) 

inm.cdintnmcntc ::;e obtiene que cu > e:¡ y se ticuc la misma situadón de la Fig. 5. 
También se podría proceder consid<'l'attclo l'll forllla mi\s gencn1l la función de utilidn<l 1 

u= u(c,m), csnibicnclo 

u..,(c(t), m(t)j = i(t), 
u,(c(t), m(t)j 

(l\f.10.16) 

lo cunl significa qttc 11 La ta.~a mar9inal de Mutitucitfo t:11.trc .icaltlo.~ monetarios reales y 

con.rnmos e.• igual al Co.5fo ele o¡iortunidrid de mantener dicho.~ saldolJ." 
Definiendo nhora 

w(c(t),111(1),i(l)j = u..,(c(l),111(!)]- i(t)u,(c(l),rn(l)j =o. (I\1.10.17) 

entonces 

'llm = Umm - ittmc <O, 

con lo cual se puede nplicnr el Teorema de In función implícita n '11. Por tanto existe, nl 
menos localmente, una función L, tnl que 

m(t) = L(c(t), j(t)j. 

Estn funció11 satisface 

Le = am = - _!s. > O 
Oc '11111 

y 
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ya que 

Por tanto, se puede escribir una de lns condiciones de primer orden como 

•«[c(t), L[c(f),i(l)]J = ,\, (IV.10.IB) 

y como i(t) = r(t) + e(t), entonces SC' J>ltc'dl' r<.'t'Hcrihir (IV.10.18) ele la siguiente forma 

A.-1: /[c(t),<(1)) = 11,[c(t), L[c(t),r + <(tJIJ = .\. ( JV.10. ID) 

Si de nuevo se vuelve a t.onrnr una polít.ka de la fornm (IV.10.15), s1: obtiene que 

c(t) = { '"" 
c1, 

Note ahora que a partir de (IV.10.19) 

para t E ¡o, T), 

para 1 E (T, oo). 

a-1 
O > /,[c(l),f(tJI = llcc[l'(l},L[c(l},r· + f(l)JI = -¡¡¿· 

(IV.10.20) 

De nuevo estn con<liciém Jrnhilitn pnrn U!illl' 01 TeorPnm de In f11111.:ió11 implícita, con lo cual 

De f, a;::;-¡;.= -llcm• 

Por tanto, se tiene t11m curvn como In de AA y romo 

BB: c 1 = [y(t) + rB(O) - c11 )<-'1' + c11 , 

sigue siendo válida, todao; lns condusiours nutcriorcs .se matit•uf'll. 
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IV.11 SOLUCION DEL MODELO DE 

APRENDIZAJE SOBRE UTILIDAD 

Pnrn In solución de los siguientes probh?11ms se aplica la técnica de Control Optimo 
citnda en el capitulo anterior. 

IV.11.1 PLANTEAMIENTO DE APRENDIZAJE CON MINIMA 
ENTROPIA CRUZADA: 

El plant.ean1ic11to 1lel prohleum es el signieutc; 

Minimiznr J. 1'(0) 
H(rr,¡>) = rr(B)log -n-c/B, 

·l p(o) 

¡ J. ir(O)c/B = l. 
sujeto a e 

{ a,(O)rr(B)c/H = i1k, k = 1,2, .. .,m. }('.:) 

IV.11.2 SOLUCION 

La condición de primer ore len (condición net:csnrin ele óptimo, ecuación de Euler~ 
Lngrange) del prohlcmn planteado est1l dadn por 

j 
rr"(Olqo(I')) = ¡i(O)cxp{ - Áo - t.,\k<1d8) }• 

1 - k ""(B)dO =O. 

l (iik - ak(O))rr"(B)c/8 =O, •· = l, 2, .. ., m, 

(JF.l 1.1) 

donde Ao, ..\1, ... , ,\ 1111 son los multiplicadores de Lngrnngc asociados n las restricciones. 
Sustituyendo tr• cu las conclicionC's ele primc·r orrlen rPstnnt.cs en (IV.11.1 ), se encuentra 

que 

¡o= "·-1ºg{i1•<ºl nz~,c-»•.i•>c1e}. 
O = l [ak(B) - adp(B) nz;,, 1 c-"•••C•>c1e, Á· = 1, 2, .. ., m, 

(JV.11.2) 

el cual es un sistema no lineal homogéneo en las vnrinhles >.0,..\1, ... ,>.m. 
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Cuando hi intcgrnl que ddim~ n .\0 ptlC'dc n•sulv<>rsc, cntouct>s los clc1nás multiplicnclorcs 
¡mcclcu encontrarse n partir de lns siguientes rl'lnciom.:'H (ver Vcncgas {19U0a)) 

D~\n _ 
DA1.; = -a1;, k·= 1,2, .. .,m. (IV.11.3) 

IV.11.3 PLANTEAMIENTO DE APRENDIZAJE CON MAXIMA 
ENTROPIA 

El plnntenmic11.to del prohlcnm 1•s d sig11icut.c: 

Mnximiznr H(11) = - { rr(9)log11(8)c/8, },.) 

sujeto n 

IV.11.4 SOLUCION 

¡ L 11(8)<18 =l. 

{ nk(fl)rr(8)1IO=fi" !·=1,2, ... ,m, 
},., 

Ln condición de prim.cr orrkm del prol1lt>ma plantcndo t•st;\ dacln por 

¡ 7r"(9lqo) = cxp{ Ao + ~ ''""(9) }. 

1 _ L 11º(9)dfl = º· 
f [nk - a.(9)];,º(0)rlfl =O, !·=l. 2, ... , 111, J., 

(IV.11.4) 

donde >. 0 , ,,\ 11 ••• , ,\ 111 , son los multiplicaclon•S de Lagrnngc asociaclos a las restricciones. 
Sustituyendo 7r• en la . .:; condiciones dr primer orden n·stantcs en (IV.11.4), se encuentra 

que 

¡ º"' "· + log{L n~~·e""'lº'cl9 }· 

o= L[nk(O)-il•]Jl(O) n:=,c'""l•l,¡o, k = 1,2, ... ,111, 
(l\1.11.5) 

el cual es un sistema no lineal homogéneo en las vnriuhlcs .\0 , .\1, ••• , .\ 111 • 

De nuevo, cumulo lu. integral qnc defiue a .\11 pucdP t'l'Solversc, entonces los demás 
multiplicadores pueden cucontrn.rse a partir de las rclnciones 

k = 11 2 1 ••• ,m. (IV.11.6) 
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IV.12 SOLUCION DEL MODELO DE CUENTA 

CORRIENTE Y TIPO DE CAMBIO REAL 

CONSIDERANDO EFECTOS DE 

APRENDIZAJE 

Los primeros dos plnntcamicntos en este modelo se resuelve por medio de la técnica 
llnmn<ln Cálculo de Variaciones y el tercer planteamiento por lllC(lio de Control Optimo. 

IV.12.1 PLANTEAMIENTO 

El plantcnmiento del prohlt•mn es el siguiente: 

l Maximizar 

sujeto a ¡=[y+ !J(t) - c(l.)(l + ni(t))]c-'1dl = -n(O), 

rr(O) = n0 • 

IV.12.2 SOLUCION 

El individuo representativo dc>scu clctcrminnr la trayectoria dt> consumo qnc maximice 
su utilidad esperadn, l'(O), dada en (ll.12.1), sujeto a lns restrkcionc-s presupuesta! y 
cash-in-ndvnnr:e1 (II.10.4) y (Il.10.9}, respectivamente. En cuyo CtL'iO el Lngranginno del 
correspondiente problema variadonnl está clndo por 

L[c(t), .\] = [Ph = 1} logc(t) + P{-y # 1} c(I)'-' +,\{y+ y(t) - c(t)(l + oi(t))j] e-", 
1-1' 

{Il'.12.1) 
donde,.\ es el multiplicador de Lngrm1gc nsociado 11 la restricción (Il.10.4). Se supone que 
la restricción (lI.10.!J) es activa, cqnivnlcntemcntc se supone <¡ne i(t) >O para todn t. 

Ahorn bien la conclición ele primer orden ( couclkión llf'Cesaria de óptimo, ecuación de 
Euler-Lngnmgc) del prohlcnm de mnximizncióu resulta ser 

,\[l +oi(t)] = P{I = 1 }c(O-' + P{I' f l}c(O-'. (Jl'.12.2) 

Esta condición indicu. que 11 La utilitlacl marginal c.•pe.rada del con.mmo e" igual a . .m precio 
multiplicado pnr el precio "om.bra de la riqueza", Se cu tiende que el precio de c(t) es igual 
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n sn costo de prodneción (=1) mñs el costo de oport.unidncl de mnntener nn nivc:>l de saldos 
monetarios reales m(t). 

Se denota esta ntiliclncl mnrginnl esperncln, <.'11 formn lm·Yc como 

Usando la ccuncic'm (IV.12.2), se tii•rn• c¡ne 1•11 t'l inh'n•;1lo [O, TJ, 

Eu1 = ,\[1 + n(<o + r)], (IV.12.3) 

con lo cual Eu, pcrmnncce constnnti! en dicho intervalo, l's decir, Eu, = Eu0 • De In 

misma forma, si 1~11 (lV.12.3) Sr' sustituye c0 por t 1, se obtiPne que también e( t) permanece 
constnnte en c-1 iutcrvalo (T,ex>), rs ciPl'ir, E11 1 = E11 1. Eu eons1•1·urucia, d<.• la ecuación 
(IV.12.1) se tic1w que 

Euu E111 
[! + o(<o + r)] = [! + n(<1+1·)]' 

(IV.12.4) 

Esta ecuach'.m iwlka qm· " L<L utilitfo1l mnryi1wl 1:.~pcnufo tld último pe.•o yu • .tfttlo en c0 e3 
la mi.•ma que 3i .•e lwbiertt ga.~tatlo en c: 1 ". 

Ahora bien, de la restriccián parn ln e1·ornm1ín, (11.10.18), se tiene que 

T <::.:. 

B(O) + ~ = 1. c·0 c-' 1dt + { c1 c_'.1tlt, 
' o J.r 

con lo cual 
BB: e, = {y(I) + 1·B(O) - c11 ]c'7' + c11 • (IV.12.5) 

En In Fig. 5*1 t.omndn de Calvo (lOSG), Sl' grafica In rcstricciém presup11cstal de In 
economía. rcpresenttínclola por B.B. Note- qttr 

de, 1 1 ,-r O - = -L < • 
clco JJJJ 

Para que cL indivicluo pueda determinar un equilibrio cutre ..1 .. A y BB, se requiere que 
AA tenga una forma funcional c1 = /(c0 ). Pm·n l·sto, <.'S 1wce~ario qnc el individuo recurra 
nl proceso ele aprendizaje. 

El individuo después de consumir las canticlncles que mnximiznn su utilidncl esperada 
descontucln, puede aprender que: 
(i)P{-¡;ll}=O,ó 

(ii) P{-y = 1) =O, ó 
(iii) seguir indcchm. 

• La figura se encuentra en la sección IV.10. 
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Lns correspondientes solticioncs de n1íninm cntropín c:ruzada son: 
(i) P{-y;.H}=O,P{'Y=l}=l 

(ii) P{-y ¡61} = 1, P{'Y= l} =0 
(iii) P{-y =fa l} = .<;, P{'Y = l} = 1- s, do111lc ·"y 1-s son los nuevos pesos subjetivos 

que el individuo nsigna en ba!ic a la cxpl'ril·ncin ganada. 
En el 1íltimo cn:m, el iuclivi<lno tendrá q11c iterar de nuevo dentro clcl proc-cso ele 

aprendizaje. 
En los dos primeros en.sos la condición de primer orden es 

..\[l + ni(t)} = c(t)-"'r 1 pura cualquiera q11c sea d valor nprcudido de 'Y· 

El precio sombra ele la riquczn nhorn. sn.tisfo1·c que 

{)). --yc(t)-11+11 
O > [k = 

1 
+ ni{t) , pnrn cnnl((llicrn Cl11<' ~wa el valor aprendido de -y. 

Note que ahora la ecuación (IV .12.4) toma la forma 

AA: c0 {>.[1 + n(<0 + r)]} ~ = ci{.\[1 + o(f 1 + r)]} ~. (JV.12.6) 

Por tanto la tn.sn marginal de sustitución eutrc c0 y c1 ¡wnnanece constante. 
Lr~ condicicín (IV.12.0) representada por AA npnrcet• tnm\iién en ln. Fig. 5. Es impar· 

tnnt.c notar que a lo largo de .:lA, c0 > c1 , ya c1u(' fo < i: 1 • Note también que 

r/c¡I {l+o(fu+r)}~ 
rlc11 ,.,,.,= l+n(E 1 +r) >O. 

Ln intersección de BB con la rectan 45 grndos nos p1·oporciona el producto nncioual 
bruto, PNB0 , nl tiempo t =O. Dicha iuterscecic>u ~e alcnnza en 

cu= y+ rD(O) = PNDo. 

Observe que si la lasa <le <levaluacit'm fucrn, para siempre, constnnt.e 1 <•s decir, si T = O, 
entonces 

c0 =c1 =y+1'll(O). 

Por tanto un cambio de uun vez por todns t?ll la tmm. de dcvnluación no presenta efectos 
reales. 

Si se espera que In polílica mouetm·ia fuera temporal, es decir, si O< T < oo, entonces 

0 > C¡ - Co =[y - co + 1·ll(O)jc''I' 

con lo cual se gcm.·ra un déficit en cueutn corriL•ute eu el p('ríoclo ele transición (01 T}. 
Después de T la cuenta corriente se van lmlnnc.cnr, el uivcl de constpno disminuye, y este 
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nivel es menor que en el cnso en que se cspcrn que ln. política monetaria fuera permanente 
(i.c., cuando t: es coustnnlc en [O, oo}}. 

IV.12.3 PLANTEAMIENTO DE LA PRIMERA EXTENSION 

El planteamiento del prohlcnm rs t•l sigttil•ntt': 

1

1\faximizar 

sujeto n ¡=[y+ !JU) - c,(f)(l + ni(t))jc-"clt = -n(O), 

n(O) = n0 • 

IV.12.4 SOLUCION 

Mnntcnicrnlo todos los: clt.•nu\:S sn¡mestos (k la sección nntl'rior, la conctici<)n de primer 
orden del problema ele mnximizach'm ele ntilidud. t•:-.t:i <ihorn <l:uln por 

(ff.12.7) 

pnra cualqnicni que scct. d valor npnmdido lle¡. 

Si se vuelve a tomar una política de la fonnn 

<(t) = { fu, pnra O St S T, 

''· parn t>T. 
(IV.12.S) 

con fo < e1 , se tiene de nuevo que 

c,(t) = { c .• u. ¡wrn t E [O,Tj, 

Cjt• ¡mrn t E (T,co). 
(ll'.12.0) 

Utiliznndo(IV.1'2.7}, se obtiene que 

(IV.12.10) 

donde <P == -[01 - 8 - ¡]. Procediendo como untes, también se obtiene que 

BB: e,,= [y(t} + 1·B(O) - c,o)e'T + c,o. (Il'.12.11) 

Ahora se puede llevar a caho un amllisis similnr. cmpk~ntulo la mbnrn Fig. 5. Por tanto al 
disminuir T "e tiene que en el nuevo cquilihrio Cao y c11 senlu mayores. En <'onsecncncin, 
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los precios relativos P(t) = {c 11 (1)} 9 aumt•ntan en (O,TJ, y por hmto el tipo de cnmhio renl 
se cstñ apreciando en (0 1 TJ. Entre mris pcqncilo es T mnyor es ln nprcdnción del tipo de 
cambio real. 

Se puede decir nlgo nuí.s, cles¡més de T el tipo de cambio renl se va n depreciar por 
abnjo del nivel que si f(t) hubiera. permnncddo cnnstnnk cu (O,oo). 

IV.12.5 PLANTEAMIENTO DE LA SEGUNDA EXTENSION 

Sen 

K[c,m) = f J, 11[c(t),111(t)ln,R)dF(n)dF(R). 
Ju<o<I U>n 

El plnntcnmiento del problema es d si,1?,11ie11tt·: 

¡Maximizar 1 J, {1= u[c(f J, m(t)!n, R[<-' 1dt}dF(o)dF(R), 
U<n<J Jl>U U 

5Uj"'n a 1~[y + y(I) - r(l){l + n;(l))),.-"1dl = -u(O), 

n(O) = "n· 

IV.12.6 SOLUCION 

El Hnmiltoninno eshí dado por 

H[c, m, ,\] = f f u[c(l), 111(1)[0,RjdF(n )dF(R) + ,\(t){y + y(I) - c(t )(1 + oi(t))} 
Jo<u<J Ju>u 

= f J, u[c(l), 111(! Jlc>, R)1/F(n JdF(R) + ,\(t){y + y(t) ;- c(t) - m(t)i(t))). 
Jo<o<I It>ll 

(JV.12.12) 

Lns condiciones ch.• primer orden cshln dadas por 

H, =O, H..,= O, ,\(t) - r,\(t) = -H,.. 

Debido al sttpucsto ele indcpcn<lencin estrn:ástica. entre R y o, se tiene que la entropía 
cruzada satisfnc,~ 

1 J, 7r(n)Il{R = r} 
H(7ril,pP) = lag { }<IF(n)dF(R) = H(1r,p)+ H(TI,P}, 

O<rr<I ll>O p(o)P R = r 

con lo cunl el individuo pueck~ aprender primrm sobre el \·nlor de R en la misma. forma 
que en In. sección anterior. Después, el individuo ¡mecl~ clt. .. lt•rminnr el vnlor de 0' 1 a través 
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ele los moclclos dP npremliznjc estmliados en lns subsccciow•s nntcriorcs, nctnando como 
minimizndor dr culropín cruzada s11jl'to n qut..' ln informnrh'm ndicionnl que éste obtenga 
en términos de valores cspcrndos. 

Procediemlo como en la secdt'lll nntcrior1 se enc11cntra qH<' las condiciones de primer 
orden satisfacen, p;u·a cualquiera qne sea d vulor nprt•ucliclo de R 

de donde 

¡ o{cºmt-o)t-H 
~--~--=,\, 

e 
(1-n)(cºml-n}t-H 

111 

(1 - o)c 
rn=--.-. 

01 

(IV.12.13) 

;::: ,\i, 

(Il'.12.14) 

Si se sustituye (IV.12.l·l) en la primera ccuach)11 el(_> {IV.12.13), Sl' eucucntra que pnra 
cualquiera que sea el valor nprc11dido dl' R. 

e= { I ( 1 ~¡a) ( 1-n JI 1- ll)} 1;. 

Si de nuevo se vuelve a tomnr mw política 1h~ la forma 

con c:o, f"t, se~ obtiene 

f <o, 
<(t) = i 

l f¡, 

Co 

pilra O :::; t :::; T. 

para f > T, 

C:¡ 
.. 1 .. 1: 

{ 
!!. (-1::.!!....__)(l-n)(J-H)} f. 
),, a(r+to) {

!! (--1=.!!_)(1-n)(l-1!)}7,' 
),, a(r+q) 

(IV.12.15) 

inmediatamente sC obtiene> que c0 > ci y se ticul~ la misnrn. situnción de la Fig. 5. 
También se podría proceder consiclerando en forma más gc1wrnl la función de utilidncl, 

u= u(c, rn), escribiendo 
u.,.[c(t),m(t)] = i{f), 
1t,[c(t), m(tJI 

(ll'.12.16) 

lo cual significa que 1
' La ta.~a marginal 1lc .m.•lifoción. entre wldo.1 monr.tario.1 rcale$ y 

co1t3umo$ e.• igual al co.1io de oportunirlcul tlt: mantener dicho.• Milfln.~." 

Definiendo ahora 

'l>(c(t), m(!),i(t)] = 11.,.(c(t), m(t)] - i(t)u,[c(t). m(l)J =O. (JV.12.17) 

Entonces 

'1'm = 11111111 - ittmc <O, 
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con lo cunl se puede nplicnr el Teorema de In. funciclu implícita n W. Por tanto existe, al 
menos localmente, nnn. función L, tal que 

m(t) =L[c(t),i(t)J. 

Esta función satisface 
Dm '11c 

Le= Dc = -Wm >O 

y 

yn. que• 

Por tanto, se puede escribir unn <le las condiciones <le primer orden como 

'"[c(t),L[c(t),i(t)IJ = .\, (J\/.12.18) 

y como i(t) = 1·(t) + f:(t), entonces se puede reescribir (IV.12.18) de la siguiente formn 

AA: /{c{t), <(t)j = u,[c(t), L[c(t). r + <(l)j] = .\. (I\/.12.19) 

Si de nuevo vuelve a tOmnr unn política de In forma (IV.12.15), se obtiene que 

{ 
Co, 

c(t) = 
C¡, 

Note nhora que a partir de (IV.12.lD) 

p;irn t E {O, TJ, 
para t E (T,oo). 

D.\ 
O> /,[c(t),<(t)j = u"[r(l),L[c(t),r+<{t)j] =o;:· 

(I\/.12.20) 

De nuevo esta condición nos habilita para usar el Teorema dP la función implícita, con lo 
cual 

De ¡, 
{i;_ = -¡; = -U.:111• 

Por tanto, se tiene una curva como In de AA y como 

BB: e,= [y(t) + ..JJ(O)- coJc'r + co, 

sigue siendo válida, todn.s las conclusiones anteriores se matienen. 

Note que U.,m>O también implicl\ que ll'ni<O, .¡..,>O. 
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V. DISCUSION Y CONCLUSIONES 

Se ha reunido y estudiado un gran uúnwro de problemas de optimiznción en tiempo 
continuo cnfocndos a la micro y nrncroccouomía.. Los problemas planlcndos consideran 
aspectos cotuo, consmno, prod11cción 1 inversión, riquezn, precio de un producto, unidades 
producidas de un bien, proceso de nprcndizajl' de un iudh·icluo, incorpornción de infor
mación nclicionnl, cucntn corriente (en ccouomíns ele 1111 bien), tipo de c:mnhio r<>nl (en 
economíns ron dos bienes), política ele cstahiliznción, dc\·ahmdón, ele., dependiendo del 
interés del individuo se optimizó sol in· uno n Yttrios tlf' los rrcnrsos pasnndo de unn economía 
doméstica a la cronon1fo. nacional. 

En todos los modelos 1-w manificstn el d<•sco de los ng;1·nlt's <'l'Om'nuicos de maximizar 
su hienr.'itar. Las técnicas de Cñlt-nlo de Varinl'io1ws. Control Optimo y Control Optimo 
Estocástico, se han aplicado en lct soluc.icln 1lc los mmldos plimtPndns. 

En los problema.<> de Control Optimo Est.odistico st' utilizo progrnninción dimlrnica 
para obtener las <lccisioucs úptimas ele uno o \'nrios r<'c11rsns; c11 clic.has clccisioncs cualqlliera 
qttc sea d cstudo inicial y las <lccisiours Tt'sln11lt•s, ésta . .., cnn..,tit.Hycn t:11nhil·11 unn política 
óptima. 

Tram;formnr ttn probbnn en otro eqnivt1lentc y utiliwt· otra tél'uirn para resolverlo 
ha siclo una característica importnute clt'l trnbnju: otro n.spc«to ckstiu·ado son nlgunos de 
los modelos cstuclindos cu C'} prorcso ele ílpn·ndizaje dt• 1111 itulividtto sobre ~11 fnncic'm de 
utilidad. 

Pnrn finnliz;ir se cnnncinn la!-> nmclusio1ws rcs¡weto a <-'tHln mm dP los modelos: 
En el neoclásico de crecimiento ecorn'nnit-u c'Jptimo se coucluyc~ cl'tc parh 1111 dctcrmitulClo 

capital inicinl exi.'>te una trayectoria óptimn el(• crC'cimknto dt• l'OHsmno e inversio11 hncia 
un equilibrio. Una Vl'Z que se alcanza este pnuto, la cco110mía. se clcsarrolln n la tn~n ,¡e 
crecimiento ele la pohh\C'ión. Para el modelo neoclásico ele crccimit•nto t•conómiro áptim.o 
con funciones ele sobrc\'ivcncia y rcprodm·cicln se obtít~ncn los mismos n•sult.ados l'\\nn<lo 
el cambio relativo en la sobrevivcncia es <'onstantc. Por otro ln<lo. ('011sidt'r;u· nun ftmcit)n 
cspccíficn pnrn este cmubio permite formular moth•los m;\s 1·t•nlc· ..... 

En el cnso <le crecimiento cc01H)mico óptimo bajo i11ccrti1 lmnlirt.'. y en el ele sdecc-ión 
optima de portafolio hnjo incerthlumhrc, el modt·lmlo eon cetwciom·s clifcrcndnles es

tocásticns ha jugado un pll}lel cscndnl en el nmHisi.'l. 
Del modcl~ neoclásico de <lcmanl\a por invcrsic'.m se <-·onclnyl' cptP par.tl lm; primcroi; dos 

plantcnmicntos, lns traycctorins óptimns ele dcmnnda d!~ trn'111jo t' iu\'crsiém son alcc:mznclas 
cunu<lo existe la igualdad entre el snlario real y el prodncto marginal del trabajo, y cumulo 
se tiene la igunlclnd entre el costo real <lel capital y el prmlucto nu1rginal del capital. 

Del modelo neoclásico de consumo·invcrsión S(' concluye que si el individo represen
tativo obtiene también utilidad por dejar Untl hercuci1.1, cntonres el efecto de insegtll'idud 
sobre el tiempo de ln vida es igual ti 1111 incremento en la tasa ~uhjdiva intertemporal de 
descuento. 

De los modelos de nsignnción óptima <le créditos externos para inversión y cornmmo 
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se concluye de la solución obtcnid1i hajo lns supuestos (IV.G.8), que no resulta óptimo no 
consumir de la ayuda económica. 

Del modelo de maximización de hctteficios <le un mouopolio se obtiene como resultado 
una trnycctorin óptima pum el precio del bien y para la ¡>roduccicln. 

Finnlmcntc 1 del modelo ele nmílisis ele clcvalunción se clcducen las trayectorias óptimas 
del bien de importnción y del bien de cxportndc>n. 

La teoría clcsnrrolln<l<l en el modelo de nmllisis de cuc11lii corriente y tipo de Cllntbio 
real, hn siclo conjugada con en el modelo de npr<'nclizajc sobre ntiliclnd. 
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