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PREFACIO 

El objetivo del presente trabajo es presentar algunos de 

los c:onc:eptos 'básicos para el análisis de pt·oblemas de 

decfsión bajo incertidumbre. Concretamente, el trabajo se 

centra en el estudio de los procesos Marlcovianos de decisión 

para los que la herramienta ~undamental es la programación 

dinámica estocástica. 

Los resultados obtenidos se aplican en problemas de 

control de cadenas de Marlcov c:on espacio de estados numerable, 

los cuales son comunes en Investigación de Operaciones y 

Estadistica entre otras áreas. 

El trabajo está ot·ganizado en tres capi tulos, en cada 

capitulo se considet·a a los pt·ocesos Mat·kovianos de decisión 

bajo un cierto criterio de óptimalidad. 

El capitulo I t1·ata de los pt·ocesos Markovianos de 

decisión utilizando el criterio de los costos descontados, 

en donde el objetivo es minimizar una ~unción costo con un 

1-actor de descuento ~[e (0,1)] que equivale al cociente 

(1/l+i) donde i es la tasa de rendimiento actual. Por lo tanto 

rxn; t-epresenta el valor actual de una unidad monetaria 

n-pet·iodos en el 1-utut·o. 



El ,capitulo rr trata de los pro2esci5,,;;Marko;¡.iancis .de 

decisión Litilizando el critedode;;~~~'\c~~tos ~b~i.{¡~~ssin 
descuento; en los que el objetivR. ;es'.íi'6111'.Fg~:1nW¿t~ ''~1ni fünción 

'2'.',' :~; ,¡:~.~~·,:··.- ~~~:::' ,;_ . 

costo que puede ser infi,nita;,, '"· · '"'"'", 

El capitulo I Ir trata. de :,_jojfi~;~(J'c~s~s 
·.>·;.' ' .;;;--:·-;,:;."o>';·;·.~ 

ihitér.io ·,del 

Markovianos de 

decisión utilizando costo promedio 

esperado, el cual, como se~'v~r_á.·;!;t;'¡:fJ~de;;, considerarse como un 

11 mi te de la t=Lmción costo' de~ ~rpitul~ r. 

La opinión del asesor' 'de,te~~i,s, asi como la de algunos 

sinodales acen:a de que en un' 'trabajo de tesis en el nivel de 

licenciatut"a, el alumno conoce los conceptos básicos de 

alguna área especifica sin tenet" el dominio de ésta; me 

lleva a concluir que hablar de "aportación" es pretencioso. 

Asi, la natLwaleza del trabajo es teót-ica; es decit-, el 

objetivo principal es conocer los elementos básicos de los 

procesos Mar~'ovianos de decisi611 y pr·eset1tat·los de una manera 

sintetizada. También, las aplicaciones consideradas son de la 

misma naturaleza; puesto que pat"a desat-t"ol lar alguna 

aplicación "real", se requiere de experiencia (práctica) y un 

conocimiento profundo de ésta área. 

Para obtenet- el mi nimo de la función costo que 

cat"acter iza a cada uno de los ct-i terios es a tt-avés de un 



proceso iterativo. 

La intención no es presentar al proceso iterativo on 

forma e'nhaustiva, si no dar los elementos teóricos qLte lo 

fundamentan. 
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Indice de simbolos 

1 Conjunto de posibles estados 

A Conjunto de posibles acciones 

i Estado actual 

j Próximo estado 

Pij Probabilidad de transición 

a Acción tomada 

~ Factor de descuento 

e Costo 

Xt Variable aleatoria que indica el estado 

del proceso al tiempo 

f Politica estacionaria 

n Politica arbitraria 

En Esperanza condicional cuando se usa la politica n. 

V Función de costo óptimo. 

TI Costo esperado cuando se L1sa la politica 

estacionaria f pero se termina un periodo después. 

BCZ:> Conjunto de todas las -Funciones acotadas. 

NCZ:> Conjunto de todas las -Funciones no negativas. 

4>n Función costo promedio esperado cL1ando se usa la 

poli ti ca n. 



INI'RODUCCION 

Se de-Fine Lln proceso estocástico como un sistema qlle se 

desarrolla a través del tiempo de acL1erdo a ciertas leyes de 

probabilidad; los valores tomados por el sistema se llaman 

estados (qlle pLteden ser discretos o continLtos). Los cambios de 

estados se denominan transiciones. 

En el presente trabajo, se considera LI n proceso 

estocástico como la -Familia de variables aleatot·ias {Xt} cuyo 

contradominio es el conjLtnto contable I=<0,1,2, ••. }, qlle es 

observado en puntos de tiempo t=o,1,2, .•. Dependiendo del 

estado del proceso, se toma Llna acción a e A, donde A 

representa el conjL1nto de todas las acciones posibles. Se 

sLtpone qLle A es un conjunto -Finito a lo más contable. 

Si el proceso se encL1entra en el estado i al tiempo y 

si además, se toma la ¡;cci6n a, 

sitL1aciones se presentan. 

entonces las sigllientes 

i) se incLtrre en Lln costo C(i,a); 

C (i ,a) es el costo CLlando el proceso está en el 

estado i y se toma la decisión a 

ii) el próximo estado del proceso, digamos j, ocLtrre de 

1 



acuerdo con una probabilidad de transición P .. (a) 
•J 

Pi.j(a) es la probabilidad de transición del estado i: 

al J dado que se toma la decisión a. 

Si \ denota el estado del proceso al tiempo t, ªi la 

acción tomada en t, entoces t:t:) es equivalente a: 

Nótese que tanto los 

probabilidades de transición P .. (a) 
•J 

costos C(t: ,al como 

son ~unciones sólo 

las 

del 

último estado y de la acción tomada. Además, se supone que los 

costos son acotados. 

A cualquier regla para escoger acciones dependiendo del 

estado del proceso se le llamará politica (o estrategia de 

decisión). Asi, la acción tomada por una politica puede, por 

ejemplo, depender de la historia del proceso ó ser aleatoria 

en el sentido de que toma la acción a con alguna probabilidad 

Pa' a e A. Dentt-o de la clase de todas las politicas, eldste 

una subclase de politicas estacionarias. 

Una politica se dice ser estacionaria si no es aleatoria 

y la acción que se toma en cualquier tiempo t, únicamente 

depende del estado del proceso; es decir, el tiempo no 

in~luye. En otras palabras, una política estacionaria es una 

~unción del espacio de estados al espacio de decisiones. De lo 

2 



anterior se sigue que si se usa una politica estacionaria /, 

entonces la secuencia de estados CXt' t=o,1,2, ••• } forma una 

cadena de Markov con probabilidades de transición 

Pi.j=Pi.j [/ ( i)]; es por esta razón que al pt"oceso se le 

PROCESO MARKOVIANO DE DECISION. 

llama 

El propósito de este trabajo es desct"ibir la teoria 

básica pat·a encontrar poli ti.cas que seán ó.Qtimas de acuerdo 

con algún criterio de optimalidad. 

En el capitulo I se considera el criterio del costo total 

descontado. Se presenta la teoria concerniente a la existencia 

de politicas estacionarias óptimas y 

obtención. 

métodos 

Los resultados obtenidos serán aplicados en: 

su 

a) determinación del tiempo óptimo para el reemplazo de 

Ltna máquina; 

b) determinación de la politica óptima en la venta de una 

casa. 

En el capitulo II se considet·a el ct·iterio de los costos 

positivos sin descuento. De manera sim i lar al capitulo se 

presentan las condiciones para la existencia de una pol.itica 

óptima y métodos para obtenerl<a. Estos t"esul tados serán 

aplicados en la teoria de paro óptimo. 

3 



En el capitulo III se utiliza el criterio del 

promedio esperado. Se presentan cont1-aejemplos 

costo 

para 

proporcionar una idea de las di~icultades asociadas al 

problema de la existencia de politicas estacionarias. 

Por ejemplo, en un problema dado puede ocurrir que 

e>1istan poli ticas óptimas pero JJ_Q en la clase de poli ticas 

estacionarias. 

4 



CAPITULO I 

COSTOS DESCONTADOS 

1 .1 Ecuación Funcional. 

En este capitulo se estudia la teoria que permita 

encontrar politicas que seAn óptimas para el criterio de 

costos descontados. Se supone que los costos son acotados. 

Este criterio asume un ~actor de descuento~ e (0,1], e 

intenta minimizar el costo total esperado descontado, es 

decfr, busca i.nf Vrr(i.) 
rr 

Donde 

00 

V ( ' ) E [ ¿: ~l C ( X ) rr ~ = rr l=o l •'\ 

l={0,1,2, .... } 

( 1.1) 

Err esperanza condicional cuando se emplea la poli ti ca 

rr 

Xt estado del proceso al tiempo t 

X
0 

estado inicial del proceso 

5 



ªt acción tomada en t 

El factor oc produce un descuento en el costo a través 

del tiempo, de modo que los costos son menos significativos en 

el futuro que en la actualidad. 

Por otra parte, sea 

V (i)= i.n/ 
rr 

i e I. 

Es decir, V(i) es la máxima cota inferior de la función 

costo Vrr(i.). 

Se dice que una poli ti ca rr* es ógtima si 

Vn* (i.)=i.n/ Vrr(i.), para todo 
rr 

E 1. 

En otras palabras, la politica rr* es óptima si el costo 

esperado en (1.1) es minimo para todo estado inicial cuando se 

* usa rr • 

El siguiente teorema p1·oporciona la ecLtación de 

Programación Dinámica, también conocida como ecuación de 

optimalidad para el caso descontado, que caracteriza a la 

función de costo óptimo V. 

6 



Teorema 1......1.... 

CXl 

V(í)=m~n{C(í,a)+oc j~optj (a)V(j)}, 

Demostración: 

e I. ( 1 .2) 

Sea rr una politica arbitraria, y supongamos que rr toma 

la acción a en la etapa O con probabilidad Pa , a e A, donde 

A es el conjunto de todas las acciones posibles. Entonces 

CXl 

Vrr(í)= E Pa{C(í,a)+ j~o Ptj (a) Wrr(J)}; 
a EA 

dode i es el estado inicial; 

C(í ,a) cos·to que se incut-re cuando se está en el estado 

i y se toma la decisión a; 

costo esperado incurrido para una etapa 

adelante,cuando se usa la politica rr y el estado 

siguiente es j. 

Por def'inición de V (costo mi nimo) tenemos qLte 

Por lo que 

7 



00 

Vn(i)2:: ¿ Pa.{C(i,a)+ oc j~opi.j(a) V(j)}2: 
a.EA 

00 

a.EA 
¿ P 

a. m~n{C(i,a)+ oc j~o Pi.j (a) V(j)}= 

00 

m~n{C (i ,a)+ oc j~o Pi.j (a) V (J')}, 

donde la igLtaldad es válida ya que ¿ P =1. 
a.&A a. 

Puesto que n es arbitraria, (1.3) implica que 

00 

V(i)2:: m~n{C(i,a)+ oc j~o Pi.j(a) V(j)} 

Por otro lado, sea a
0 

tal que 

00 00 

(1.3) 

(1.4) 

C(i,a
0

)+ oc j~o Pi.j(a
0

) V(j)=m~n{C(i,a)+oc j~o Pi.j(a) V(j)} 

( 1.5) 

Sea re la poli ti ca que selecciona la decisión a
0 

en la 

etapa O; y si el próximo estado es j, entonces se sigue Ltna 

política ni tal que, dado e ar-bitr-ar-io, 

Entonces 

vn. (j)~V(j)+c, 
J 

a 

par-a todo j e I. 



00 

Vrr(i)=: C(i ,á. )+ ex lio Pi.j(a0 ) V (J'):S 
~ rr . 

J 

00 

C(i,a
0

)+ ex j~o Pi.j (ao) V(J')+o; &. 

Puesto que, por de-Finición, V(i):SVrr(i), se tiene 

(1) 

V({):S,C(i,a
0

)+ o; j~o Pi.j (a
0

) V(J')+o; & 

Por lo tanto, de (1.5) 

00 

V(i):S m.~n{C(i ,a)+ ex j~o Pi.j (a) V{J')}+o; &. ( 1 .6) 

Luego, como & era arbitrario, se obtiene 

(1) 

V(i):S m.~n{C(i,a)+ ex j~o Pi.j(a) V(J')L 

Esta desigualdad, en combinación con (1.4), implica (1.2) 

2.Q.Q • .2>. 

1.2 Politicas Estacionarias 

De.¡:iniciófil Una política es estaciona1·ia si no es 

aleatoria y el tiempo no in.¡:luye para tomar una decisión; 

es deci1·, la poli ti ca toma una decisión .. dependiendo 

9 



úni·camente del estado presente , in. d ependientemente de la 

etapa en que se encuentra el proceso. 

Alternativamente, las poli ticas estacionarias son 

~unciones del conjunto de estados, I, al conjunto de acciones, 

A. 

Esto es, dado el estado i, una política estacionaria 

/:I ~>A selecciona la acción /(i). 

Si B(I) denota al conjunto de todas las +:unciones 

acotadas (de valor real) de+:inidas sobre el espacio de estados 

entonces Vrr pertenece a B(l). (recuét-dese que, por hipótesis, 

la función de costo C(i,a) es acotada). 

Para alguna política estacionaria f se de~ine la función 

através de la sigLtiente eHpt-esión: 

00 

(T¡'.J.) (i)=C[i,/(i)]+ oc j"foPtj [/(i)] 1.1.(J) ( 1. 7) 

Esto es, pat-a cada función 1.1. e B (1) , T 
1

1.1. es la f'Ltnción 

cuyo valor en es dado por (1.7). Dado que tanto 1.1. 

como C son funciones acotadas, entonces es también 

acotada y por lo tanto pertenece a B(l). 

10 



Se interpreta a T/u evaluada en i, como el costo esperado 

cuando se usa la poli ti ca estacionaria I, pe ro el pt"oceso 

termina una etapa después y se incurre en un costo -Final oru(J), 

cuando el estado -Final es j. 

En lo que resta de la sección, se mostrarán algunas 

propiedades de la -Función TI que serán de suma importancia en 

las siguientes secciones. 

Se de-Fine las itet·aciones Tj de 

las relaciones 

la -fLtnci6n mediante 

De-Finici6~: para cualesquiera dos -Funciones u,u e B(l), 

se di ce que uSu si u ( i ) :Su ( i ) para todo i e l. Asimismo, 

se dice que u=u si u(i)=u(O pat·a todo i e B(l), 

De-Finici6o: si u y un (n=l,2, •.• ) son -Funciones en -8(1), 

se dice que un->u (un tiende a u) si un (i )->u(i) para todo i 

E[, 

Para u,u e 8(1) y una politica estacionaria 1: 

i) uSu ~ T
1

u:ST
1

v 

ii) TI v1=VI 

iii) T/-u->V¡ para todoueB(I). 

11 



Demostraci6.!J.: 

Parte i). 

Si ....Sv y se aplica TI a ambos lados 

en toces 

T 1.LST v­
f f 

Parte- ii)-;' 

de la 

Por de-finici6n de_ Tf ver (1.7)], tenemos 

00 

(T/V/)(l)=C[t,/(t)]+ oc j~opi.j [/(t)] Vf(j) 

Por otro lado 

Por de-finici6n de costo descontado, 

00 

:EoctC[X ,/(X)] 
t =O t - t 

X =i} 
o 

00 

=E
1

<c[X
0

,f(X
0

)J+oc t~•oct-•ccxt,/<Xt)J 

00 

=C[t,/(L)]+oc E/{E/[t~•()(t-•ccxt,/(Xt)] 

12 

X =i} 
o 

desigualdad, 

X =i} 
o 

X =i} o 



00 

=C[i,f(i)]+~ j~opLj[f(i)J* 

00 

E/{ t~1~t-1C[Xt,/(Xt)] 1 X,_=j} 

haciendo el cambio de variable t'=t-1 

00 

=C[i,f(i)]~ j~opLj[/(i)J* 

00 

=C[i,/(i)]~ j~oPLj[/(i)J V¡U> 

Entonces 

Parte iii). Primero se observa que 

00 

cr¡v. l e i ) =Ce i ,¡e il J ~ j ~0P, j Cf e i l J CT 1v. > u> 

Aplicando la de~inición de TI a v. 
00 

cr¡v.) (i)=C[i,/(i)]+~ j~OP,/f(i)J* 
00 

{C[J',f(j)]+~ k~opjk[f(j)]v.(k)} 

13 



Haciendo opeirac:iones 

P. J·.[/(i)]P.k[/(j)]u. (k) •. . J 

En otras palabras r;u representa el costo esperado en dos 

etapas, dado que la politica estacionaria f es empleada y se 

incLirre en un costo .final olu. 

Asi, para la primet·a etapa, el estado presente es i, las 

probabi 1 idades de transición al estado j dado qL1e se tomó la 

decisión f (i) son: 

y el c:osto incut-rido pat·a el estado j es: 

C[j,f(J)]. 

Para la segunda etapa, las probabilidades de transición 

del estado j al estado k dado que se tomó la dec:isión f(J) 

son: 

y el costo incurrido para el estado k es: 

rxzv. ( k) • 

Por inducción se tiene que T/v. representa el costo 

esperado paran etapas, dado que se utiliza la politica 

14 



estac:ionaria ·¡ y el costo· incurrido para la etapa n es oc.nu. 

PLtesto qLte ex per-tenece a (0,1), y si el número de etapas, 

n, tiende a in~inito, entonces 

cx"->o 

Esto implica que el costo incurrido para la etapa n n, oc u, 

tiende a cero CL\ando n ->oo, ya que u es acotada. 

De lo anterior se sigLte que 

(X) 

T/u(i)=CJi ,f (i)]+cx j~opt j [/ (L) J[C[J ,/ (j) ]] 

(X) 

=C[i,/(i)]+cx j~optj[/(i.)JV/(j) 

2.Q.Q • .Z>. 

El inciso iii) del lema anterior demLtestra que para 

toda ~unción u e B(l) (conjunto de ~unciones acotadas 

de~inidas en el espacio de estados), si se aplica la 

~unción Tf a la ~Ltnción u y se permite qLte n tienda a 

in~inito, entonces, esta ~unción evalLtada en el estado 

presente i:, tiende a la ~unción v
1 

evalLtada en i. 

15 



1.3 Teorema de Programación Dinámica. 

En esta sección se desarrolla la teoria concerniente a la 

existencia de politicas estacionarias óptimas. 

Además, se proporciona Lln método para obtener la fLlnción 

V; es decir, el costo total descontado esperado óptimo. 

Teorema 1.3. 

Si /rx es la politica estacionaria, la cLtal, cLtando 

el proceso se encLtentra en el estado i, selecciona la acción 

qLte minimiza el lado derecho de (1.21; es decir, /rx(i) es tal 

qLte 

00 

C[i,/rx(i)J+oc j~opi.j[/oc(i)JV(j)= 

00 

m.~n{C ( i ,a) +oc j~op i. i (a)V (JI}, 

Entonces 

V f (i 1 =V (i) 
rx 

para todo 

y por lo tanto /oc es la politica óptima 

Demostracióm 

i e l. 

e l 

Aplicando a V la fLtnción r
1 

definida por (1.7), se 
rx 

tiene: 

16 



00 

(TI V) (i) =C[i,/oc(i)]+oc j~oP¡,/foc(i)JV(J') 
oc 

(por hipótesis) 

00 

=m.~n{C (i ,a.) +oc J~opi.j (a.)V (J')} 

(por teorema 1.1) 

Por lo qLte 

-r V=V 
f oc 

=V (i) 

Esto implica que 

=T¡ (V) pot- (1.7·') 
oc 

=V por ( 1 • 7' ) 

Asi , por i nducci6n, 

para toda n 

(1. 7') 

Si se permite que n tienda a infinito y haciendo uso del 

lema 1.2 inciso iii) 

Por lo tanto, cuando n tiende a infinito 

17 



V/ (i)=V(i) 
()( . 

Es decir, /oc·es unapolitica estacionaria óptima. 

2.Q.Q • .7>. 

As1, una pol1tica óptima existe y es estacionat"ia. Y se 

encüentra. determinada ·por i'a ecuación ( 1. 2) . 

oe· lo anteriot', si se· determina la .¡:Lmción de costo 

esperado óptimo V; entonces, una politica estaciona1- ia 

seleccionada como /oc en el teorema 1.3 es óptima. 

Supóngase que se eva.1L1a la .¡:unción de costo esperado pa1-a 

alguna pol1tica estacionaria/. Se denota a esta .¡:unción por 

Ahora sea la pol1tica estacionaria¡*, la cual, cuando el 

proceso se encuentra en el estado presente i, selecciona la 

acción que minimiza la siguiente expresión: 

00 

C(i,a)+oc j~optj(a)V/(J) 

Es decir, ¡* es tal que 

18 



00 

C[i,/*(i)]+oc .¿ P .. [f*(i)]V¡(J'l= 
J=O 'J 

00 

m.~n{C ( i ,a) +ex j"f:oPtj (a) V f !i)}, i e I (1.8) 

Si se compar•n ambas politicas, se tiene que ¡*da un costo 

menor o igual que el que da f. Esto ser• demostrado en el 

siguiente corolario. 

Corolario .L...i.,_ 

En palabras, se tiene que el costo esperado cuando se usa 

la politica estacionaria ¡*es menor o igual, que el 

esperado cuando se usa la politica /. 

Demostt·aciófil 

Por ( 1.8) y la de.finición de T¡* [ver (1. 7)], 

T¡* V¡<O=C[i,f*(i)]+cx .~P . . [/*(i)]V/(j)~ 
J=O 'J 

00 

C[i,/(i)]+cx j"f:oPtj[/(i)JV¡U'l= 

( por de.finición de v
1

i 

V f (i l. 

19 
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Por lo qL1e, 

r1* v15.vf" (1.10') 

Aplicando T¡* en ambos lados de la desigualdad, se tiene 

r;* v15.T¡* v15.v1 

[por (1.10')]. 

Más generalmente, por inducci6n se tiene 

para todo n=l,2, .•. 

Si n tiende a infinito y haciendo uso del lema 1.2 inciso 

i i i) , entonces 

T/* v1 ->V¡* cuando n tiende a infinito; 

Por lo tanto 

2.Q.Q • .1). 

Este corolario es de suma importancia para la busqueda de 

politicas estacionarias 6ptimas, por ser la base del algoritmo 

iterativo de poli ticas. Este comienza con una poli ti ca 

inicial, que se mejora en cada iteraci6n del algoritmo hasta 

encontrar la politica óptima. 

El teorema 1.3, demuestr~ las propiedades que satisface 
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la politica estacionaria for.· En palabras, se tiene que /or. 

proporciona el minimo costo; caracterizado por (1.2). 

Por otra pat-te, el corolario 1.4 garantiza que la 

poli ti ca ¡*que minimiza el lado derecho de ( 1 .2)' es mejor 

que la poli ti ca ¡, por lo que la función de costo V para ¡* 

evaluada en i, es menor o igual que si se usa/. 

Hasta aqui, se ha desarrollado la teoria para encontrar 

politicas estacionarias óptimas. 

Ahora, se enfocar~ la atención, a la función de 

valor óptimo V. De manera similat- que en las politicas 

óptimas, se desarrolla la teoria que proporcione la función de 

valor óptimo V. 

Definici6m Para una función u E 8(1). se define la norma 

11 'U 11 sup 1 u(i) ¡. 
iel 

Definiciófil Una función T:B(l) -> B(I) se dice ser de 

contracci6n si existe una constante ~<1 tal que 

para todo u,v e B(I). [u-v es la fLtnción cL1yo valor en i es 

u(i)-v(i)]. 

21 



y se dice que /!f es punto -Fi~jo de T. Además, para cL1alquier u 

e B(I), 

Tnu -> 1!f cuando n. tiende a in-Finito. 

A -Fin de aplicar este teorema, se de-Fine la -Función 

TOt.:B(I) -> B(I) de la siguiente manet·a 

00 

(TOt.u) (i )=m.~n.{C (i ,a)+Ot. j~opi. j (a)u(j)} (1.11) 

Si se aplica T 0t. a la -Función V se tiene 

00 

(TOt.V) (l)=m.~n.{C(i,a)+0t. j~opi.j (a)V(j)} 

(por el teorema 1.1) 

=V (i). 

Por lo tanto, 
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T V=V • oc 

Asi, si se demuestra que Toe es una ··función de cqntr:acción, 

entoces, por el teorema 1.5, V es la Qnica solución para 

(1.2); es decir, V es el Qnico pÜnto fijo de Toe. 

Además, para CLtalquier ue 8(1) y haciendo que n tienda a 

infinito entonces: 

T" u -> V oc 

Es decir, V se obtiene aplicando sucesivamente Toe a 

cualquier función inicial u e 8(1). Este es conocido como el 

valores. 

Para que el desarrollo anterior sea válido, se tiene que 

demostrar que la función Toe en ( 1 .11) es una función de 

contt·acción. 

Teorema 1.5. 

La función Toe definida por 

contracción. 

Demostt·ación..;_ 

( 1.11) es una función de 

Para cualquier u,v e 8(1) por- definición se tiene 
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OJ 

IT u(i:)-Tv(i)l=lm.in{C(i,a)+oc .L P .. (a)u(j)} -
ex · ex o. J=O •J 

OJ 

m.~n{C (i ,a) +oc j~opLj (a)v (j)} 1 

Sf se hace uso de la sigLliente propiedad 

Entonces 

OJ 

1 T exu ( i) -'T(Xv ( i) 1 :f s~p 1 {C ( i ,a) +oc j~op;. j (cz) u (j) }-

OJ 

{C(i ,cz)+o; j~op;. j (cz)v(j)} 1= 

OJ 

ex S)tPI j~oPLj (cz) [u(j)-u(j)] l:f 

OJ 

ex s~pj~opi.j (cz) lu(j)-u(j) IS 

OJ 

ex 11u-u 11 j~opLj (cz)= 

ex 11 u-u 11 

OJ 

Esta última igualdad es válida puesto que j~op;. j=l • 

.:e.Q.Q • .V. 
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Del teore~a d~ p~1n1:0 fijo y el .teorema i.5, se obtiene el 

corolario 1.6. 

V es la Onica solución de la ecuación 

00 

V (i) =m.~n_{C (i ,a) +oc j~opi. j (a)V (j)}, e l. 

fldemás, para cualquier u e B(l) 

T:u -> V cuando n tiende a infinito. 

Ahora, se demuest1·a que la función TI definida por (1.7) 

también es una f1.1nc ión de contracción y pLtesto que T 
1
v 

1
=v I por 

teorema 1.2, entonces v
1 

es la Qnica solución. 

Para cualquiera dos funciones u,u e 8(1), por definición 

de T en (1.7) se tiene 

00 00 

)C[i,l(i)]+oc j~opi.j[/(i)]u(j)-C[i,/(i)]-oc j~opi.j[l(i)]u(jll= 

00 

oc) j~oP;./1(0 ][u(j)-u(j) Jl:S 

00 

oc j~opi.j[/(i)J)u(j)-u(j)):S 
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00 

oc 11u-u11 j~opi.j[/(i)J= 

00 

oc 11 u-u 11 , ya que j~opi. /1 (i) ]=1. 

Por lo qüe, 

2.Q.Q • .z>. 

1.4 Ap1icaciones. 

Una vez presentado el desarrollo de la teoria para el 

criterio de los costos descontados, se presenta alguna 

aplicación que ilustra los resultados obtenidos. 

Considét-ese una máquina que puede estar en uno de los 

siguientes estados 0,1 2, ••• • Supóngase que al comienzo de 

cada dia se ve el estado de la máqL\ina y se toma una decisión 

sobt-e reemplazat- o no la máquina. Si se tomó la decisión de 

reemplazat-, se supone que la máqLtina es ,-eemp 1 azada 
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inmediatamente por Ltna nueva, por 

máquina es O. 

lo que el estado de la 

El costo de reemplazar una máqLlina se denota por R. 

Además se supone que se incurre en un costo de mantenimiento 

C(i), cada dia qLte la máquina se encLtentra en el estado.:. 

También se tienen las probabilidades de transición del 

estado i al estado j denotadas por Pij; es decir, al comienzo 

de un dia se encuentt·a en el estado i y al comienzo del dia 

siguiente se encuentra en el estado j. 

Se tiene que ln anterior es un modelo de decisión 

Markoviano con dos acciones. En la cual, la acción 1) es la de 

reemplazar y la acción 2) es la de no reemplazar. 

Los costos para cada etapa y las probabilidades de transición 

están dadas como sigue: 

a) si se toma la decisión 1 (reemplazar), el costo es 

C ( i , 1 ) =R+C (O) 

donde 

R costo de reemplazo 

C(O) costo de estar en el estado O 

C(i, 1) costo de estat· en el estado i, dado que se tomó la 

decisión 1 
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Pij(1)=P
0
j, dado qLte se tomó la decisión 

consecuencia se regresa al estado O; 

y como 

P,i<1>, probabilidad de transición d.el'.estado i aj, dado 

que se tomó la decisión 1 

b) si se toma la decisión 2.l~o feem~lazar), se tiene 

C(i ,2)=C(i) 

donde 

C(i,2) costo de estár en el estado i, dado que se tomó la 

decisión 2 

C(i) costo de mantenimiento, cuando el estado de la 

máquina es i • 

P .. (2)=P .. 
\.J 1.J 

i E 1 ~ 

donde 

Plj(2), probabilidad de transición del estado i a j, dado 

que se tomó la decisión 2. 

Además, se tienen las siguientes suposiciones en los 

costos y probabilidades de transición. 

i) {C (i), e l} es una secuencia creciente y acotada, 

es decir 

C(O) < C(1) < C(2) < •••• :S C 
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00 

i i) .· la j~kpi.j es un'a -Función cree i ente •. de ' para cada 

k2::0 

Lema 1._,,_Z_,_ 

La suposición iil .implica' 

creciente y no negativa h(~)~ 

00 

j~Opi.jh(J') 

es también creciente en l 

Demostració.o..;_ 

Por hipótesis 

00 00 

j~Op i j < j~Op2j < 
00 

.L: p . < 
J=O SJ 

Multiplicando por h('I 

... -: .. 

00 00 00 

-Función 

00 

j~op~jh(O < j~0P2 jh(i) <j~0P9 jh(i) < ••• <j"foPi.jh(i..) ·( ... 

De a qui se sigue qLte 

00 

j~opi.jh ( l) es una -Función creciente de l. 

2.Q.Q • .V. 
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Si se consideran las suposiciones i) y ii), entonces V(i) 

es creciente en i 

Demostrac:ió.D.J.. 

donde a e. ·Á=Ü ,2} 

minCC(i,1),C(i,2)} 

= minCR+C (O) ,e (i) > , i e z. 

Donde R+C (0), es el costo que se incurre dado que se está 

en el estado i y se toma la decisión 1. Es decir, es el casto 

de reemplazar más el costo de regt-esar al estado O. 

C(i), es el costo que se incw-r-e dado que se está en el 

estado i. 

Para n>1; es decir, para más de una etapa, recursivamente 

se define 

[Por definición de Tcx [Ver (1.11)]] 

00 

V,,(i)~ m~~C(i,a)+cx j~opi.j (a) V,,_~ (j)} 
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Donde 

V (J') 
n-1 

00 

min(C(i,1)+oc j~opLj(1_) Vn_ 1 <J) 

00 

C(i,2)+oc j~opLj(2) Vn_ 1 (J)} 

00 

min{R+C(O)+oc j~opoj Vn-l (J'), 

00 

C(i)+oc j~opLj Vn-1 (J')} 

costo óptimo incL\rrido en el estado j 

(n-1) etapas, 

00 

oc j~o P ojV n-t, costo descontado espet·ado, dado qLte 

para 

se 

está. en el estado O y e>:iste una probabi 1 idad Poi' de pasar al 

estado j en la etapa n. 

De la sL\posición i) se tiene qLte V
0

(i) es creciente en i. 

Sllpóngase que V n-l es creciente en i, entonces por el lema 

1.7 Vn(i) es creciente en i para toda n. 

Por otro lado, por el teorema 1.4 (caso especial del 

teorema de pLtnto ·Fijo de Banach) y el método de apro:dmaciones 

SL\cesivas 

Vn=T::: V
0 

->V 
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Por lo tanto, ya que V (i) 
n 

es creciente en i' V (i) 

también es creciente en i. 

.ló' .Q.Q • .V. 

Para poder determinar, la politica óptima del modelo de 

reemplazo de una máquina, se demuestra el sigLtiente teorema. 

existe un entero ·* ~ ' Bajo las suposiciones i) y i i) ' 

i:*soo, tal que Ltna politica óptima 

reemplaza para i:Si*. 

Por el teorema 1.1 se tiene 

00 

V(i)=min{R-+C(Ol+o: j~opoj V(j), 

00 

C(i)+<X j~opi.jV(j)} 

Sea 

00 

i *=max{i :C (i) +<X. j~Opi.j V (j):S 

00 

R+C (0) +o; j~op oj V (j)} 
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En palabras t*es el mayor estado i cuyo costo asociado 

es menor o igual al costo asociado al estado cero. La igualdad 

se cumple si el estado i es el estado cero. 

Ahora, por los dos lemas anteriores 

00 

C(i)+oc j~op\.j V(J) es crec:i~nte en i y, por lo tanto, 

por (1.16), 

00 

C(i)+oc j~opi.j V(;') para i:si:* .+no reemplazar 

V(i) = 

00 

R+C(O)+oc j~opoj V(J) para C>i* -t t·eemplazar. 

2.Q.Q . .1>. 
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CAPITULO II 

COSTOS POSITIVOS SIN DESCUENTO 

2.1 Ecuación Funcional. 

En este capitulo se utiliza el criterio de los costos 

positivos sin descuento,el cual supone que todos los costos 

son no negativos; es decir, C(i,a)~O para toda i,a. 

No asume, ningún ~actor de descuento, ni requiere que los 

costos sean acotados e intenta minimizar el costo total 

esperado, es decir, busca in~ Vn(i), donde 
Tt 

(1) 

Vn(i)= Err[t~oC(Xt,at) X
0 
=i ] , i e I (2.1) 

En esperanza condicional cuando se emplea la poli ti.ca 

X 
o 

Tt 

estado del proceso al tiempo 

estado inicial del proceso 

acción tomada en t 
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Por o~~a parte, sea 

V(i)=inf Vn(i), 
n 

Es decir, V (i) es la_ má:xima cot.¡¡ inferior de la -FLlnción 

V n(i). 

Debido a la suposición de que C(i,a)2:0 y no 

necesariamente acotado, es posible que V(i) sea una función 

infinita, en cuyo caso el problema es trivial: cualquier 

poli ti ca es óptima. Luego, el modelo sólo será de intet·és si 

el problema permite tener una función costo V(i)(oo para 

al menos algunos valores de i. 

Una politica n* se dice que es óptima si 

V l(i)=inf Vn(i), pat·a todo i e I. 
n n 

En palabras, la poli ti ca * n es óptima si el costo 

esperado en (2.1) es el minimo para todo estado inicial cuando 

* se usa n • 

De manera análoga al capitulo I, se presenta el siguiente 

teorema (ecLlación de programación dinámica). 
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Teorema 2.1. 
00 

V(i)=min{C(i,a)+ j~o Pi.j (a) V(J')}, i?:O 

" 
(2.2) 

Demostración_;_ 

Sea n una poli ti ca arbitraria, y SLtpóngase q1Je n toma la 

acción a en la etapa O con probabilidad Pa , a e A. 

(recuérdese que A es el conjunto de todas las acciones 

posibles) • Entonces 

donde 

00 

I: P"{C(i,a)+ j~o Pi.j (a) Wn(J)}, 
e.EA 

i e I, 

C(i,a) costo que se incurre cuando se está en el estado 

y se toma la decisión a; 

WR(j) costo esperado incurrido para una etapa adelante, 

cuando se usa la politica n y el estado siguiente es j. 

Por de-Finición de V (costo mi nimo) tenemos que 

Por lo qL1e 

00 

a.EA 

P" {C ( i ,a)+· j~o Pi.j (a) V (J') }?; 
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¿ 
o.EA 

00 

Po. m~n{C(i,a)+ li:o Pi.j(a) V(j)}= 

00 

m~n{C(i,a)+ j~o Pi.j(a) V(j)}; 

La igualdad es-válida ya ¿ p =1. 
o.EA o. 

Debido a qL1e n es arbitraria, (2.3) implica que 

-oo 
V(ii=:::m~n{C(i,a)+ j~o Pi.j(a) V(j)} 

Por otro lado sea a
0 

tal qL1e 

00 00 

(2.3) 

(2.4) 

C(i,a
0

)+ j~o Pi.j (a
0

) V(j)=m~n{C(i,a)+ j~o Pi.j(a) V(j)} 

(2.5) 

Y, dado e arbitrario, sean la política que selecciona la 

decisión a
0 

en la etapa O; y si el pt-6>:imo estado es j, 

entonces el proceso pasa al estado j y se sigue una política 

V (j)S V(J')+e, 
nj 

je l. 

Puesto que n escoge a
0 

_en la etapa O; y se sigue la 

37 



Por de~inición, V(i)S Vrr(i), lo cual implica que 

00 

· V(i)SC(i,a.
0

)+ j~o Pi.j (a.
0

) V(J')+& 

del lado derecho de (2.5), se obtiene 

00 

V(i)Sm~n{C(i,a.)+ j~o Pi.j (a.) V(j)}+e (2.6) 

La ecuación (2.2) se sigue de (2.4) y (2.6), por ser e 

arbitrario. 

2.Q.Q • .:D. 

2.2 Politicas Estacionarias. 

Se denota por N(ZJ, al conjunto de todas las ~unciones no 

negativas (posiblemente con valores in~initos) de~inidas sobre 

el espacio de estados, I. Para cualquier politica estacionaria 

f se de~ine la ~unción 
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T;¡:N(IJ.-> N(I) 
... ,: ., .. 

. .. ' 

a través de la ;;;igúia~te expresión 

(2.7) 

donde -'U e N(I). 

Nótese en el lado derecho de la e>:presión (2. 7)' 

tanto -u como C son -funciones no negativas, por lo que r
1
u(i) 

es no negativa y posiblemente con valores in-finitos. 

Se intet-preta a Tiu. evaluado en i, como el costo espet-ado 

dado que se utiliza la politica estacionaria f y el proceso 

termina un periodo después incurriendo en un costo -final u(j), 

cuando el estado -final es j. 

Ahora se presenta la teoria concet-niente ala -función T/u 
que será de suma importancia en la sección siguiente. 

La teoria que se desarrolla muestra algunas de las 

propiedades de la y de las -funciones qLte 

pertenecen a N(I). 

Para -u,u e N(l), y una politica estacionaria/, 
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i i i ). <<T'/ O) (i) ___;;> ~j (i) •c:úando n _ ->oo para c:ada i, en 

"/,· -. ~,:_ ·:<:· .. <·: .' 

donde O es la función cef·o, ;y T'j ~T);(T,;f~>/Pªfª 7i=1,2,.. con 

con rj ~ identidad. 

Demostración: 

Parte i) 

Si u:Sv y aplicando TI en ambos lados de la desigualdad, 

se tiene 

Parte ii) 

Por definición de TI [ve1·· (2. 7)], tenemos 

00 

(TIVl)(i)=C[i,l(i)]+ j~opi.j [/(i)] Vl(J) 

=VI (i); 

Por lo que, 
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' ,-·,:· ' 

p¿frte iii). •P~ime;o.sd'.6b!5~~~~ gue 

T;=T f<T ¡l ,>~~1·,defi~ic:¡~n de·•.r:;~e tiene 

oo· 
(T;u) (i)=C[i,/(i)J+ j~opiJ [/(i)JCT¡u)(j) 

Aplic:ando la de~inic:i6n de r
1 

a u 

00 

cr;u)(i)=C[i,/(OJ+ J~opiJ [/COH 

00 

{C[j,/(j)]+ k~opJk [/(J')] u(k)} 

(hac:iendo operac:iones) 

()) 

=C[i,/(i)]+ j~opij [/(!'.)] C[J,/(j)]+ 

ro oo 
j~O k~o pij [/(i)) pjk [/(j))'U(k). 

En partic:ular, si u es la ~unc:ión c:ero, entonc:es 

ro 
cr}o>ctl=C[i,/Ci)J+ J~opii [/CilJ C[j,/CJ)J 

1 

=E¡{ t~0C[Xt,/(Xt)] 1 X
0
=0 

Por induc:ci6n, se tiene qLie Tf representa el c:osto total 

esperado en n.-etapas, es dec:ir 

n-1 
cr¡oi (i)=E¡{ t~OC[Xt,/(Xt)J 
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Si se. toma e.l Ü. mhe C:~~f1do, n '---'"> oo 

tim 
n->oo 

.'~H;,,. 

00 

=E¡{ t~oC[Xt,/(Xt)] 

=V¡ (i). 

X··=iJ­o 

X =i} 
o 

.:e.Q.Q • .:D. 

N6tese que el resultado del incis:,o iii) es ciet"to si u 

es la ~unción cet"o, y no necesat"iamente pat"a cualquiet" u e 

N(l). 

2.3 Teorema de Programación Dinámica. 

Teorema 2.3. 

Si /~ es la poli ti ca est,O\cionaria qLte selecciona la 

acción que minimiza el lado derecho de (2.2) para cada estado 

i, es decit", /~li) es tal que 
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00 

C[t,/
1 

(t)J+ j~opi.j [/
1 

(i)J V(J'l= 

00: 

m.kn{C (t ,al+ }roP;.j<al v un, 

entonces 

VI (i)=V(O, 
1 

y por lo tanto 1
1 

Demostración: 

i é 1' 

Aplicando la función definida por (2.7) a V, 

se obtiene 

00 

(TI V) (t)=C[i,1
1 
(i)]+ j~opi.j [/

1
(i)] V(J) 

1 

(por hipótesis) 

00 

=m~n{C (i ,a)+ j~opi.j (a) V <Jl} 

(por teorema 2.1) 

=V(O. 

Por lo que, 

TI V=V. 
1 

Como e (i ,a)::::O, se tiene que v::::o y pL1esto que TI 
1 
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función no decreciente, entonce~ 

TI O~T/ V=V. 
t te 

Aplicando T 
1 

nLtevaÍnente, 
t 

T; O~Tf (TI V)=T¡ V=V 
:l :l :l :l 

y por una aplicación sucesiva de TI, se tiene 
t -

Tn -<y f t)_ • 

:l 

Sin tiende a infinito-y haciendo uso del lema2.2 inciso 

iii) se tiene que 

Luego, cuando n tiende ~ infinito 

Por otra parte, por definición, v
1 

~V luego se sigue que 
:l 

V =V. 
/:l 

Por lo tanto /
1 

es una poli ti ca óptima. 

2.Q.Q • .V. 

La solución de (2.2) no necesariamente es única, debido a 

que no existe una función de contracción que garantice su 

unicidad, como sucedió en el criterio de los costos 

descontados. 



2.4 Aplicaciones 

En esta sección se presenta algLtna aplicación que ilustra 

la teoría desarrollada en el'capitulb;; 

Considérese Lm proceso cori espacio de estados {O, 1,2, •• J., 

eL cLtal, CLlando se encuentra en el estado i, se puede ya sea 

parar (acción 1) y recibir un pago -Final R(i), o (acción 2) 

pagar un costo C(i) e ir al próximo estado de acuerdo a las 

probabilidades de transición Pi.j; i.,j~O. 

Se dice que el proceso se encuentra en el estado 

"in-Finito" (oo) cuando se escoge la acción de para1-. Una vez 

que el proceso pasa al estado oo, permanece al1i con 

probabilidad 1.Asi, se tiene un fW~ M2u·koviano de .fle<;.i-2i.ó!l 

con dos acciones, costos y probabilidades de transición dados 

por: 

C ( i , 1 ) =-R ( i ) i=O, 1,2, ... 

C(i,2)=C(i) i=O, 1 !12, .... 

C(oo,.)=0 

P. ( 1) =1 
•00 

i ==O, 1, 2, .•. 

L,J=0,1,2, ... 
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p 00(.) =1 
00 

Se supone qL1e 

i) i.n/ C (i) >O 
i.2:0 

i i) sup R (i) <ro 

Puesto que R(i.) es interpretado como un costo negativo, y 

debido a que los resL1ltados anteriot-es sólo son válidos para 

costos no negativos, se trans~orma el modelo original a uno 

equivalente en donde se pueda aplicar el criterio de los 

Si se hace R=sup R(i.), y se cons i derá un pro ceso 

relacionado el cual es tal que, cuando se está en el estado i., 

se puede ya sea pat-at- y pagar un costo ~inal R-R(i.) o bién 

pagar un costo C(i.) e ir al próximo estado de acuerdo a las 

probabilidades de transición Pi,j ; i. ,j?:.O. 

Para cualquier politica rr, si Vrr denota el costo esperado 

con respecto al proceso original cuando se usa rr y 

el costo esperado con respecto al proceso 

V' rr denota 

relacionado, 

entonces para cualquiet- poli ti ca rr qL1e para en Lln tiempo 

~inito esperado, se tiene 

N-1 

V~ (i )=Err{ t~Oc (Xt) +R-R(XN) 
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también, puesto. que para t >n ; el proceso, se _encLtentra en el 
,,, ;; ,",--,-

estado oo y esto implica CCoo,.)=o;,-e"rlt~n~es 
;;:.·,. 

00 '.---

=En { t ~oc (Xt )-R (XN 1.'?{~~
5

i}~~=:1Í Ti (i) +R 

Nótese qLte sólo estas politicas"!..!frson -Factibles, puesto qLte 

por la SLtposición i), cualql.lie'f~;:pbÚ.-bca que no para en un 
. ·~··: .. 

tiempo -Finito esperado, se-;ti9ne); 

Es decir, que el costo asociado tiende a in-Finito; por lo 

que ésta politica no es óptima. 

Entonces, cualquier politica que es óptima para el 

proceso original es también óptima para el proceso relacionado 

y viceversa. 

Sin embargo, el proceso relacionado es un proceso de 

deci~ión Markoviano con costos no negativos y por los 

resultados de la sección anterior, existe una politica óptima 

y por (2.2) el costo óptimo V•(i) satis-Face 

00 

V' (i)=min{R-R(i) ,C(i)+ j~oP;,{' (j)}, i=ü,:L,2, .•• 

Además, la poli ti ca que escoge la acción qLte minimiza la 
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expresión anterior es óptima. 

Poniendo estos resultados en términosc'clec.,1a' función de 

costo óptimo V(l)=V' <il-R del preces~ Cl~igf~.;:i, ,se tiene: 

00 

V(i)=m.in{-R(i) ,C(i)+ j~opi.jV(j)}, i=0,1,2, ••• 

La politica que escoge la decisión que minimiza el lado 

derecho de la expresión anterior para cada i20 es óptima. 

Sea V
0

(i)=m.in{C(i,a)}=m.in{C(i,2),C(i,1)} 
o.EA 

=m.in{C ( i) ,-R ( i)} 

=-R(i), 

y para n>O, 

V (i )~ TV (i)~ 
n n-1 

00 

m.in{C (i ,a)+ .E P . . (a)V (j) }= 
o.EA · J=O •J n-1 

00 

m.in{-R(i),C(i)-1- j~optj V
0

_
1

(j)}, i=0,1,2, ••• 

En palab1·as, V (i) 
n 

es el mi nimo costo esperado si 

se comienza en i, y se permite ir a lo más n-etapas antes de 

parar. De esta interpretación se sigue que, para toda i,n 
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Por l.nducción: 

aJ 

n=1 ·~·, <.i>='.1'".inC~R(i) ,.ceo+ J:oPli V
0

(J')}:S 

(min {a,o} :Sa, :So) 

C..R(i)= 

V
0

(i) 

n>1: supóngase (hipótesis de inducción) que 

V (.)~V (.) 
n-1 n 

Entonces 

aJ 

Vn(i)=min{-R(O ,C(O+ j~oplj Vn-t (J')}~ 

aJ 

min{-R(i) ,C(i)+ j~oplj Vn(j)}= 

V (i) 
n+i 

Por de-Finición de V (costo mi nimo) se tiene 

V (j)$V n (j) 

Por lo qLte 
00 

v n+> (i )~min<-R (i J ,e (i J + j~opl jv (J')}= 

V (i) 

Luego s~ sigue que, 
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V (i)2::V (i )2:V (i) 
n n+t 

Asi 

ii:m.· V (i)2::V(i) 
n->oo n 

Definición..;_Se dice que el proceso es estable si 

tim. V,., ( i) =V ( i) 
n->oo 

Ahora, sea 

i=O ~ 1 ,2, ... 

00 

B={i:-R(i)~C(i)- j~opi.j R(j)} 

00 

={i:R(i)2:: j~opi.j R(J)-C(i)} 

es decir, B representa el conjunto de estados para el cual 

parar es al menos tan bueno como continuar Lln pet·iodo más y 

entonces parar. 

En seguida se presenta un teorema para el cual, bajo 

ciertas condiciones y haciendo uso del conjunto B, 

propot·ciona la poli ti ca de Q...Cl.!::..Q óptimo. 

Si el proceso es estable, y si Pi.j=O para e B, i ei B, 

entonces la politica óptima para en i si y solo si e B. 
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Demostración: 

Se demuestra primero que si i. E B, ~ntonces la decisión óptima 

es parar, para toda n¡ es decir, 

V ( i. ) =-R ( i. ) si i E 8. 
n 

Pa1·a n=O se sigue trivialmente que V
0

(L)=-R(L). 

Supóngase que se cumple para 

Entonces, para i. E 8, 

00 

Vn<:C>=mi.n(--R(i.),C(i.) + j~optj Vn_._<:J:» 

=mi.n(-R(i.),C(i.) +E P .. V <:j:>) 
jeB LJ n-1. 

<:debido a que Ptj=n pa1·a j E!B) 

=mi.n<-R(i.),C(i) - E P .. R<:J>> • 
jeB LJ 

n-1; es decir, 

[la igL1aldad es válida debido a la suposición para la 

etapa n-1, cuyo costo generado es -R(j)] 

=-R(i.) 

Esta última igualdad es válida puesto que i e B; es 

decir·, 
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;, 

-R(i)~C(i) ... ~~0f:,~R(j) 
~ '.: - • ''.·-. • _: •••• > • 

Por 16 t~n.to/ 

v;; (i),.;R(M'·i;t'~~f~~{~(J~g:. i'.cE B; y toda n. 

Hadenc:l6;q'L.¡ei'fn.~tl.~nc:l~V:a gnfinito y L1sando la hipótesis de 

estabili~ad{s;ti~~~· ,, ... 

V (i) =-R (i) para 

Reciprocameinte, 

Si Ltn periodo más y 

despLléS para tiene Lln costo esperado, dado por 

00 

C(i)-j~optl(j) 

el cLlal es estrictamente menor qLte -R(i), pL1esto qLle i iC B. 

Entonces 

l =-R(i) 

V (i) 

<-R(i) 

pat·a i e B 

pat·a i iC B 

.t:'.Q.Q • .z>. 

A continuación se presenta Lln ejemplo en el qLte 



' ' 

se aplican los resültados·;del t'eot'ema 2.3~ 

Supóngase 
:• '. L :,.'> ··-,· .:.>. '•-:: .: 

que ~n indivi~uo(d~se~ vender su casa y recibe 

una o-Ferta al principio de .. cada dia~ SL1p6ngase también que 

las o-Fertas sucesivas son independientes y que una o-Ferta j es 

hecha con probab i 1 i dad Pj, j=O, 1, 2, .• , N. Se supone que s i una 

o-Ferta es rechazada en este momento, puede ser aceptada en 

cualquier otro dia. También, se incurre en un costo de 

mantenimiento C cada dia que la casa no es vendida. 

El estado en el tiempo t "es la mayor" o-Ferta 1·ecibida 

hasta este tiempo (incluyendo t). Entonces los valores para 

a) O; J<i 

Caso en el que la o-Ferta es menor a la actual 

Caso en donde la o-Ferta es igual a la actual 

Caso en donde la o-Ferta es mayor a la actual 

As!, el conjunto B en el teorema 2.3 es 
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N 

j=fuiP/ 

N 

={i: C2::~ j=fuiPj + i k~opk 

N 

( pL1esto que k~op k =1) 

N 

={i: C2:: J=t+tjPj + i k~opk 

N N 

=<i: C2:: j:t+tjPj - i k=t+tPk} 

N 

=Ci: C2:: J:t+ 1 (j-i)Pj> 

N 

k~Opk + k=t+tPk]} 

(2.8) 

Es decir, i e B si el costo de mantenimiento, e, es mayor 

o igual al costo esperado de la diferencia entre la oferta 

actual, i, y la siguiente. 

Puesto que el lado derecho de (2.8) es decreciente en i, 

se sigue que 

Donde 
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t *";'mtnÚ: e ~!: j~ffr<},~'i)Pi} ~ 

EntC1nc-éii,, ~--~Ó. ~;r,a; t~(~ ~~ i f;! B; y la 
. . .•.· .\~J;··· . , .. 

poli ti ca óptima 

o~erta que sea al menos t* es aquel ia tjGé :7i=ªpt:á}i~'../~imera 
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CAPITULO III 

COSTO PROHEDIO ESPERADO 

3.1 Condiciones para la existencia de políticas estacionarias 

óptimas. 

En este capitulo se utiliza el criterio del costo 

promedio esperado; en el cual, el objetivo es minimizar el 

costo promedio esperado a la larga por unidad de tiempo que se 

de~ine en la ecuación (3.1). Se supone que los costos C(i,a) 

son acotados. 

Para cualquier política n, se de~ine el costo promedio 

esperado cuando se usa la política rr, dado el estado inicial 

X
0

, como: 

t/> ( i) = i im. 
rr n->oo 

n 

En[ t~oC(Xt,at) 1 Xo=i] 

n+1 

(3. 1) 

Si el limite en (3.1) no existe, se tomará entonces el 

limite supet·ior. 

Se dice que la política rr* es óptima en costo promedio si 

para toda i 
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En el siguiente ejemplo se muestra que una politica 

óptima no necesariamente éxist.e. 

Ejemplo 1 

El espacio de estados es el conjunto Cl,1',2,2',3,3', •• >. 

Se tienen 2 acciones, y la~ probabilidades de transición estAn 

dadas por 

i=l ,2, ••• 

los costos sólo dependen del estado presente y son dados por 

e (i,. l =1 

C(i',.)=1/i. 

Es decir, cuando el proceso se encuentra en el estado y 

se toma la decisión 1, el proceso pasa al estado i+l con un 

costo de 1, mientras que si se toma la decisión 2, el proceso 

pasa al estado i' con un costo 1/i. 

Supóngase que el proceso comienza en el estado 1; es 

decir, X
0

=1, y sea rr cualquier poli ti ca. Se tienen dos casos. 
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Caso ll 

Con probabilidad 1, n 

Entonces 

es decir, el 

Caso :?c1. 

Con probabilidad 

tiempo. En este caso, 

acción 1. 

2 en algún 

e>:iste una 

probabilidad positiva Pn>O' de que n tome la acción 2 cuando se 

está en el estado n. 

Sea i'í la más pequei'ía n con esta propiedad, entonces 

por lo que, en ambos casos, <f.n(t)>O. Sin embargo, si se escoge 

valores muy grandes de i'í el costo promedio asociado puede 

acercarse a cero tanto como se desee. 

Esto es, una política óptima no e>:iste. 

Ahora la pregunta sed a si se puede 1·-estring i r las 

politicas a ser estacionarias. La respuesta es dada en el 

siguiente ejemplo. 

Si.fü!Wl..Q ;¡;_ 

Supóngase que el espacio de estados es el conjunto de los 
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enteros positivos:·{i,2, •• .'} .yq2ie se tiene~'· Los 

costos y l~~ árCl~:bilid~.d~~ ,de? tt:an!SfC:ió~>e~táriClados .. por: 
.s-r- .'. ¡~ .. \.> 

C(i ,2)=1/i 

En palabras, si el estado presente es i y se toma la 

decisión 1, se pasa al estado i+l y se incurre en un costo de 

1 unidad; si se toma la decisión 2, se permanece en i y se 

incurre en un costo de 1/i unidades. 

Supóngase que el proceso comienza en el estado 1; es 

decir, X
0

=1, y sea rr cualquier politica estacionaria. Se tienen 

2 casos 

rr siempre escoge la acción 1, por lo que 

rr escoge la acción 2 en el primer tiempo que ocurre el 
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estado n. 

Es decir, el procesb•s;a d~~a~~oÜa. del estado 1 al estado 

2 al estado 3; hiista e'1 l?~tac:lo\n. cu,~ndo se encuentra en el 

esatdo·n ·toma l~· g¿ci~i~íl 2}•.~6~. ;y~>itanto, permanece en este 
'" """ ::-~·;,:_y::,~-- ·- . ·. . 

corr<i~p~hªf~n:t~: ª~stg ·¡;~o;J;ed i o es: estado •. El 

~n< 1\"°.~.i~~!~c~2i:,,~). 
' "('-' _:~:.-~-;_~-., ·~'~·-r=--

--o:- ,-. :~º~ - - =~~·::_ ;;,~~ih:~ -'-~::;'~~-

Entonces para ·cú'~J,q~Úe'r: poli ti ca estacionaria n 
·. '"·.'. :· ·> 
'r/>rr(1)>0. 

Si rr* es la politica no estacionaria la cual, cuando el 

proceso alcanza el estado i por vez primera, escoge la acción 

2 durante i tiempos consecutivos, y después toma la acción 1. 

Dado que el estado inicial es X
0
=1, entonces los costos 

sucesivos incurridos bajo rr* ser~n: 

1, 1, 1/2, 1/2, 1, 1/3, 1/3, 1/3, 1, 1/4, 1/4, 1/4, 

1 /4' 1' 1 /5' ••• 

El costo promedio de la anterior secuencia converge a 

cero, asi 

r/>rr* ( 1) =O 

Por lo tanto, la politica no estacionaria rr*es mejor que 
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toda. politica ~sta~ionaria. 

Nótese que rr* es una politica._ no· :_esfai:ionaria, puesto 

que éstá en -Función del tiempo; es decir, _ que se toma la 

decisión dependiendo del tiempo en- .qL1e se encuentre el 

proceso. 

3.2 Casos Especiales. 

Teorema .:lJ· 

Sea l=C0,1,2, ••• } el espacio de estados. Si existe una 

-Función acotada h(l) y una constante 8 tal que 

00 

s+h(l)=m.lnCC(i,a)+ j~opLj(a)h(j)}, le 1, 
o. 

(3.2) 

entonces existe una politica estacionaria rr* tal que 

y rr 1es cualquier politica que, para cada i, preescribe una 

acción que minimiza el lado derecho de (3.2). 

historia del proceso hasta el tiempo t. Para cual q1.lier 

poli ti ca rr, 
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n 

Err{ if1~h(Xt):"Err(h(Xt) 1 Ht"-1)]}= 

n . n .. 

En:{ if1 n(Xtl-if1Err[(h(X,tl 1 tft-'1]}= 

- ' ... -.. · ;. 

n n . _-· ·. ._;·:--\'_->~~:;-,.'.:" 

En:{ if~ h(Xt) }-Err\fiEn:[ (n(~t) J ~t"'-¡ ]}= 

n n 

Pet·o 

00 

ErrChCXt) IHt-1J= jfoh(JlPx j(ªt-1>= 
l-1 

00 

C(Xt-1'ªt-1)+ jfoh(J)Px i(ªt-1) - C(Xt-1'ªt-1)2: 
l-1 

00 

min{C(Xt_
1

,a)+ j"f
0
h(j)PX j(a)} -C(Xt-t'ªt-

1
)= 

a. t. - 1 

(por hipótesis) 

62 



Entonc:es 

n 

En { L~1 [h (Xt )-s-h (Xt-1) +e (Xt-i. 'ªt.:.1) ]}= 

n 

En{h(Xn)-h(Xo)-ns+ t~1C(Xt-1'ªt-1))= 

n 

Enh (Xn) -Errh (X
0

) -ns+Err[ t ~ 1 C (Xt_1 'ªt-1') J~O 

Hac:iendo operaciones 

n 

Errh (Xn) -Errh (X
0

) +Err [t ~1 C (Xt_1 'ªt _ 1 ) ]?:ns 

n 

En h(Xn)-Err h(Xo)+Err [t~1C(Xt-1'ªt-1)J?::s 

n n n 

Si se toma el limite cuando n tiende a in~inito en ambos 

lados de la desigualdad y usando el hec:ho de que h es acotada, 

se tiene: 

Lim 
n->co 

E 
rr 

n 

[t~1C(Xt-1'ªt-1)] ?:a 

n 

pat·a cualquiet· estado inicial X
0
=i. Por lo qL1e, 

Lim 
n.->oo 

n 

En [t~oC(Xt'ªt) 
n+1 
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En donde la última igLtaldad se sigLte de la de-Finición 

(3.1). 

Por lo tanto, 

rp!T(i);?:!f, 

Y la igLtaldad se cLtmple par'a: n=n*;::eis deC::fr-, 

e=rt>n*<il= m.in rpn(t) 
1T 

para:: todo :_i. 

2.Q.Q • .2>. 

De lo anterior se tiene qLte si se cLtmplen las condiciones 

del teorema 3.1, entonces existe Ltna politica estacionaria qLte 

es caracterizada por la ecuación (3.2). 

Por otra parte, en el criterio de los costos descontados 

se tiene Ltn ~actor de descuento <X, mientras que los costos en 

el criterio de costo promedio tienen todos el mismo peso. 

Parece razonable pensar que bajo ciertas condiciones, el 

caso del costo promedio pudiera ser en algún sentido el limite 

del costo descontado. 

Considérese la ~qnción costo V <X(i) cat·acterizada por: 

00 

V<X(i)=m.~n{C(i,a)+ <X j~o Pi.j(a) V<X(j)}, i;?:O (3.3) 

La política óptima minimiza el lado derecho de (3.3). Una 
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posi bi li dad para obtener la poli ti c:a 6ptima 

promedio, sei·l á ~qü~lia que esc:ogiera la ac:c:i6n 

la sigLdel"'te expresión: 

:oo, 

Lim. [C(i,a)+.oc j~o Pi.j(a) Voc(j)J • 
oc->1 

para· el c:osto 

que minimiza 

Sin embargo, este limite no nec:esariamente e>:iste, y si 

existe, puede ser infinito; por lo que esta interpretac:i6n no 

es c:onveniente. 

Otra interpretac:i6n seria la siguiente: 

Fi jese algún estado; digamos O, y definase la sigLtiente 

func:i6n 

c:omo el oc-c:osto del estado i relativo al estado O. De (3.3) se 

obtiene 

00 

hoc(i)+Voc(O)=m.~n{C(i,a)+ oc j~o Pi.j(a)[hoc(j)+Voc(O)]} 

00 

=m.~n{C(i,a)+ oc j~o Plj(a)ñ.oc(j)+ 

00 

ocj~o Pi. j (a) V oc(O)} 
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00 

=m.ln{C (i ,a)+ ex j'f;o Pi.j (a)hex(j) }+ex V ex(O). 

Entonces 

00 

(1-ex)Vex((l)+hex(i)=mln{C(i,a)+ ex j'f;o Pi.j(a)hex(j)} (3.4) 

AdemAs, la politica que escoge la acción que minimiza el 

lado derecho de (3.4) es una politica óptima. 

Si se supone que e:dste una sucesión exn-> 

hex (j) convet·ge a la función h(j) y (1-cxn)V ex (0) 
n n 

la constante e, entonces de (3.4) obtenemos 

00 

e+h(i)=m.ln{C(i,a)+ j'f;o Pi.j(a) h(j)}, 

que es precisamente la ecuación (3.2). 

tal que 

converge a 

En el siguiente teorema se formaliza el resLtltado 

antet· ior. 

Si e}:iste Ltna constante N<oo tal. que 

1 Vex(i)-Vcx(O) l<N para toda ex e (0,1), y toda i e I, 

Entonces: 

i) existe una función acotada h(i) y una constante e que 

satisfacen (3.2); 
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ii) para cL1alqL1iersucesi6n o:n -> 1, 

h(i)= tim [Voc(i)-Vo: (O)J; 
n.->oo , n n 

i i i) Lim. _ ( 1-o:)V o:(O) =f! 
a:->1 

Demostraci6fil 

Por suposición ho:(i)=Vo:(i)-Vo:(O) es uni-Fot·memente acotado en o: 

e i. Entonces, puesto que el espacio de estados es contable, 

se puede, por el método de diagonal izaci6n de CaL1chy, 

una sucesión o: -> 1 tal que el limite 
n 

Lim 
n->oo 

h<X (i )~(i). 
n 

obtener 

existe para todo i. También, puesto que los costos son 

acotados, se sigue que (1-o:n)V <X (O) es una sucesión 
n 

asi, existe una subsucesi6n 

tim 
n->oo 

(1-o:n, )V o: (O)~, 
n' 

{ex } e {oc } 
n' n 

existe. Por otra parte, de (3.4) se tiene 
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Si n -> 

por teorema de 

.a> 

j~o Pt j (a) hocn• 

luego se sigue que 

00 

e+h(i)=m~n{C(i,a)+ j~o 

Ptj (a)hoc (J)} 
n• 

implica, 

con lo cual se demuestra las partes i) y ii). 

Para la parte iii) 

Puesto que [ (1-oc)Vo:(O)] ü< oc <1 es acotado. Se sigue que 

para cualquier sucesión o:n -> 

de { cxn } tal que 

Lim 
n->oo 

( 1-ocn , ) V oc ( O) 
n• 

existe una subsucesi6n oc 
n• 

existe. Por la prueba de i) tenemos que este limite seré e; es 

decir, 

e=lim (1-oc)V (O) 
- oc oc->1 

2.Q.Q • .V. 
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f STA 
SALIR 

TESIS NO DEBE 
DE LA wauarEGA 

3.3 Aplicaciones. 

Considérese L1na máqLlina qLle pLlede estat· en CLlalqLliera de 

los siguientes n-estados, I=<1,2, ... ,n>. Se sLlpone que el 

estado i es mejor qLle el estado t+1, t=1,2, ••• ,n-1. El estado 

corresponde a la máqLlina en condiciones perf'ectas. 

El costo de opet·ación por Llnidad de tiempo si la máqLlina 

se encuentra en el estado i se denota por C(i). Se asume que 

l)::SC ( 1 )::SC (2)::SC (3)::S ••• :Se (n) 

y qLle las pt·obabilidades de transición están dadas por 

P . . =O 
•J 

P .. < 1 
" 

si J<t 

i=1,2, ... :in 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

es decir, qLle el proceso no puede pasar a un estado mejor que 

el actual. También se asL1me que 

n 

i::Si'~ j~kptj::S j~kpl'i paratodak=1,2, .. ,n (3.8) 

Hay dos acciones posibles: En el comienzo de cada etapa 

se observa el estado de la máquina y se toma la decisión de 
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reemplazar la· como 

consecuencia regresar'. ''un costo 

R>O; o bién, Lln costo 

e Ci). 

El problema es minimize el 

costo promedio. 

Considérese la reemplaza. Entonces 

por las suposiciones (3.6) y (3.7)' para esta politica el 

único estado que puede ser alcanzado desde cualquier otro es 

el n• , es decir, si nunca reemplazamos nuestra máquina 11 egará 

en algQn momento hasta el peor estado n, sin importar el 

estado actual. 

Ahora, si se considerá la politica que reemplaza en todo 

estado, entonces P,n=O; es decit-, que la máquina nunca estará 

en el peor estado n. 

En1'oquese el problema hacia el correspondiente problema 

descontado con Ltn 1'actor de descuento oc< 1. Se tiene 

n n 
Voc(i)=m.in{R+C(i)+ oc j~ 1P1 jVoc(j);C(i)+ oc j~ 1 P,jVoc(j)}, 

i=2 ~ .... ,n 

n n 
V oc( 1) =m.in{C ( 1) + oc j~1P1{ oc(j) ;C ( 1) + oc j~1P1/ocCJ)}, 
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Por lo que 

n 
V ex(i )-V ex( 1) =min{R, [C (i )-C ( 1) ]+ ex j'f

1 
[Pi.j-Ptj]V ex(j) l::SR 

Tomando en ~uenta las suposiciones (3.5) a la (3.8) 

se tiene 

Vex(i)-Vex(1)2:t), i=l,2, ... ,n 

Eri eofecto para i='1 la ig1.1aldad se cumple trivialmente y 

para i>1, Vex(i) > Vex(1) pm- (3.5) y (3.8). 

Por lo tanto, hex(i.) =V ex(i )-V ex( 1) es una -función acotada y 

por el teorema 3.2, existe una -función acotada h(i) y una 

constante s, tal que 

n n 

s+h(i.)=mi.n{R+C(1)+ j'f
1

Pi.jh (j) ;C(i)+ j'ftPi.jh (j)}, 

i=1,2, ... ,n 

Además, la politica que escoge la acción que minimiza la 

e>:pt-esión an tet-ior es óptima en promedio. Más concretamente, 

si 

i * =max { .: : e ( i ) + j ~ 
1 

P;. i h (j) ::S R+C ( 1 ) + i ~ 
1

P
1 

i h (j ) } , 

entonces, la politica que reemplaza si el estado actual i es 

mayor que i:* y no reemplaza en otro caso, es óptima. 
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CONCLUSIONES 

Este trabajo presenta una herramienta muy poderosa para 

formu1ar modelos y encontrar políticas 6ptimas para controlar 

procesos Markovianos de decisi6n. Los resultados obtenidos son 

aplicables a diversas áreas, tales como teoria de colas, 

inventarios, manteni mi ente y programaci6n dinámica 

probabilística en general. 

En el capitulo I se estudi6 el criterio de los costos 

descontados con un factor de descuento~ e C0,11. El objetivo 

es minimizar el costo tot,al descontado mediante decisiones que 

son tomadas teniendo en cuenta únicamente el estado presente 

del proceso, sin importar el tiempo t en que se encuentre. A 

este conjunto de decisiones les llamamos políticas 

estacionarias 6ptimas. También puede considerarse a 

estas políticas como funciones del estado presente Xt; es 

decir, que toman elementos del conjunto de estados y los 

relacionan con elementos del conjunto de decisiones. Una 

característica importante es la retroalimentaci6n de la 

informaci6n; esto es, una vez tomada una decisi6n a, existe 

una probabilidad P,j de que el proceso pasa al estado j, el 

cual será el nuevo estado del proceso y en el cual se volverá 
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a tomar la decisión más conveniente. 

Una politica estacionaria óptima existe, y se encuentra 

determinada por la ecuación (1. 2) ecuación de 

programación dinámica J. En base a la definición (1.11) y al 

teorema 1.4 C caso especial del teorema de punto fijo de 

Banach ) se tiene que la función de costo óptimo V es única y 

se obtiene mediante el método de aproximaciones sucesivas. 

En el capitulo II, los costos son positivos y no se 

requiere que sean acotados, por lo que se puede tener costos 

infinitos, en cuyo caso toda politica será óptima C caso 

trivial ). Por lo anterior únicamente son de interés aquellos 

problemas que generen un costo finito. 

Debido a la estructura C2.2) [ ecuación de programación 

dinámica J, no existe una función de contracción que 

garantice que exista una solución única. 

En el capitulo III, se hicieron consideraciones para 

determinar una estructura en la cual se pudiera representar a 

la función de costo minimo cuando no es finita. 

La ecuación C3.2) proporciona condiciones para que 

una politica estacionaria sea óptima ; es decir, que genera el 

costo promedio núnirno. En este caso el limite en (3.1) 

converge a una constante 8• 
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Asi, tenemos que las estructuras definidas para los tres 

criterios, tienen los elementos necesarios para aplicar 

programación dinámica probabilistica C o estocástica ). 

En el presente trabajo se presentarón procesos de 

decisión en el cual las decisiones son hechas en periodos de 

tiempo iguales. Es decir, que los modelos estan basados en 

Cadenas de Markov en Tiempo Discreto. Sin embargo, si el 

tiempo de estancia del proceso en un estado es aleatorio, se 

harán decisiones con un periodo diferente de tiempo; en este 

caso los modelos estarán basados en Cadenas de Markov de 

Tiempo Continuo. 

En el mundo "real" tenemos que la mayoria de los sistemas 

tienen un comportamiento aleatorio; es decir, no sabemos con 

certeza su comportamiento futuro, por lo que para poder 

entenderlos y tener un control de ellos es necesario realizar 

un análisis donde se tome en cuenta el factor incertidumbre. 

El análisis que se presentó en este trabajo utiliza 

precisamente el factor de incertidumbre, a través de modelos 

matemáticos dinámicos; dando origen a los procesos Markovianos 

de decisión cuya finalidad es controlar procesos de decisión 

bajo incertidumbre. 

La utilidad que considero pudiese tener este desarrollo 
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de tesis, es que: 

los procesos 

una vez teniendo los elementos teóricos de 

Markovianos de decisión, una asesoría 

especializada , y una experiencia laboral se apliquen en algún 

sistema "real". 

En lo particular, confirmé que en Matemáticas Aplicadas 

las bases teóricas son indispensables; de tal forma que no es 

posible aplicar Matemáticas si 

teórico (matemático). 

no se tiene el fundamento 

Por otra parte, tuve la oportunidad de conocer gente 

dedicada a la investigación. 
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