UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
ESCUELA NACIONAL DE ESTUDIOS PROFESIONALES
ACATLAN

" PROCESOS MARKOVIANOS DE DECISION "

TESIS

Que para obtener el Titulo de :

Licenciatura en Matematicas
Aplicadas y Computacién

PRESENTA
Martinez Sinchez José Francisco

Abri] 1993

TESIS CON
FALLA LE OR.GEN




pr—

%‘g Universidad Nacional
:‘\-A

2%  Auténoma de México
UNAM

UNAM — Direccién General de Bibliotecas Tesis
Digitales Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADOS © PROHIBIDA
SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta
protegido por la Ley Federal del Derecho de
Autor (LFDA) de los Estados Unidos
Mexicanos (México).

El uso de imégenes, fragmentos de videos, y
demas material que sea objeto de proteccion
de los derechos de autor, sera exclusivamente
para fines educativos e informativos y debera
citar la fuente donde la obtuvo mencionando el
autor o autores. Cualquier uso distinto como el
lucro, reproduccién, edicion o modificacion,
sera perseguido y sancionado por el respectivo
titular de los Derechos de Autor.



‘PREFACIO.. -

_v;Elfijeﬁivo del~pre$ente frabaja es presentar algunos de
:1oé,gcon:§ptos "basicos para ‘el. amalisis de problemas de
iAchsién'bajd incertidumbre. Concretamente, el trabajo se
';éﬁﬁra en el estudio de los procesos Markovianos de decisidn
paré los que la herramienta +undamental es la programacidn
dinamica estocdstica.

Los resultados obtenidos se aplican en problemas de
control de cadenas de Markovy con espacio de estados numerable,
los cuales son  comunes en InQestigacién de Operaciones vy
Estadistica entre otras areas.

£1 trabajo esta organizado en tres capftulos, en cada
capi tulo se considera & los procesos Markovianos de decisidén
bajo un cierto criteric de Sptimalidad.

El capftulo I trata de los procesos Markovianos de
decisidn utilizando el criterio de los costos descontados,
en daonde el objetivo es minimizar una funcidn costo con un
factor de descuento « [e (0,1)]1 que equivale al cociente
(1/1+1) donde i es la tasa de rendimiento actual. For lo tanto
ap; represanta el wvalor actual de una unidad monetaria

n—periodos en el futuro.



El capttulo II trata de

ilizando el

descuentd

‘coStolqgg'puede sar inFihita.

Markovianos de

“UEl capftule 11D tratal
decisidn utilizando ‘costo  promedio

.considerarse coma  un

limite de la funcidn cost

La opinidn del aseépr
sinodales acerca de'qué en uhTtrab;jo de tesis en el nivel de
licenciatura, el alumno cdnoce’ los conceptos basicos de
alguna area especifica sin  tener el dominio de ésta; me
lleva a concluir que hablar de "aportacidn” es pretencioso

Asi, la naturaleza del trabajo es tedricay es decir, el
objetivo principal es conccer los elementos basicos de los
procesos Markovianos de decisidn y presentarlos de una manera
sintetizada. También, las aplicaciones consideradas son de la
misma naturalezas; puesto que para desarrollar alguna
aplicacion "real”, se reguiere de experiencia (practica) y un
conocimiento profundo de ésta Area.

Fara obtener el minimo de la funcidn costo que

caracteriza a cada uno de los criterios es a través de un



_proceso:iterativa.

'rLa*inténCiénJHO es - presentar-al . proceso iterativo en

“forma exhaustiva, ‘&i - no dar -los elementos tedrices gque lo

,Fuﬁdamentah;
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INTRODUCCION

Se define un proceso estocastica,coh0 ﬁn sistema que se
desarrolla a travées del tiempo de acuerdo a ciertas leyes de
probabilidad; los valores tomados por’ el gistema se llaman
estados (que pueden ser discretos o ;ontinuos). Los cambios de
estados se denominan transiciones.

En el presente trabajo, se " consider a un proceso

estocAstico como la familia de variables aleatorias CXC} cuyo

contradominio es el conjunto contable I={0,1,2,...3, que es
observado en puntos de tiempo t=0,1,2,... . Dependiendo del
estado del proceso, se toma una accidén a € A4, donde A

trepresenta el conjunto de todas las acciones posibles. Se
supone que 4 es un conjunto finito a lo mas contable.

Si el proceso se encuentra en el estado ¢ al tiempo ¢ty
si ademéds, se taoma la accidn a, entonces las siguientes
situaciones se presentan.

t) se incurre en un costo C(L,a) s

C(i,a) es el costo cuando el proceso esta en el
estado ¥ y se toma la decisidn a

i) el prévimo estado del proceso, digamos J. ocurre de



acuérdo con una. probabilidad de transicidn Pu(a)
Pg(a) es la probabilidad de tr ansicién del estado
al j dado gque se toma la decisidn a.

Si Xt denota el estado del proceso al tiempo t, a la

t

accién tomada en t, entoces (i) es aquivalente a:

P{X“1=J | Xo’ao’xt’at""’Xt=1’aL=a1=‘U(a)'
NStese que tanto los costos C(t,a) como las
probabilidades de transicién Pu(a) son  funciones sélo del

Gltime estado y de la accién tomada. Ademas, se supone gque los
costos son acotados.

A cualguier regla para escoger acciones dependiendo del
estado del proceso se le llamard politica (o estrategia de
decisién) . Asi, la accidn tomada por una politica puede, por
ejemplo, depender de la historia del proceso & ser aleatoria
en el sentido de gue toma la accidén a con alguna probabilidad
Pa’ a e A. Dentro de la clase de todas las politicas, existe
una subclase de politicas estacionarias.

Una polftica se dice ser estacionaria si no es aleatoria
vy la accidén que se toma en cualgquier tiempo ¢, dnicamente
depende del estado del proceso; es decir, el tiempo ¢ no
influye. En otras palabras, una politica estacionaria es una

funcién del espacio de estadns al espacio de decisiones. De lo



anterior se sigué que si se usa una politica estéﬁibnaria  },
entonces la secuencia de estadua'{xt, ¢=0,1,2,...} ‘Férma una
cadena de Markov con probabilidades de transicién
PU=PU[f(£)]; aeg por esta raszoén gque al proceso se  le 1lama
PROCESO MARKOVIANO DE DECISION.

El propdsito de este trabajo es describir la teoria
basica para encontrar politicas gue sean Optimas de acuerdo
con algdan criterio de optimalidad.

En el capitulo I se considera el criterio del costo total
descontado. Se presenta la teoria concerniente a la existencia
de politicas estacionarias optimas vy mé&todos para sU
obtencidn.

Los resultados obtenidos seran aplicados en:

a) determinacidn del tiempo Optimo para el reemplazeo de
una maquinag

b) determinacidn de la politica optima en la venta de una
casa.

En el capitulo Il se considera el criterio de los costos
positivos sin descuento. De manera simi lar al capftulo I se
presentan las condiciones para la esistencia de una politica
Sptima vy métodos para obtenerla. Estos resultados seran

aplicados en la teoria de paro dptimo.



En el capftulo III se utiliza el criterio del costo
promedio egperado. Se presentan contraejemplos para
proporcionar una idea de las dificultades asociadas al
problema de la existencia de politicas estacionarias.

For ejemplo, en un problema dado puede ocurrir gue
existan politicas Sptimas pero png en la clase de politicas

estacionarias.



CAPITULO 1

COSTOS DESCONTADOS

1.1 Ecuacién Funcional.

En este capftulo se estudia la teoria gue permita
encontrar politicas que sedn &ptimas para el criterio de
cogtos descontados. Se supone que los costos son acotados.

Este criterio asume un factor de descuento x e (0,11, e
intenta minimizar el costo total esperado descontado, es

decir, busca inf Vn(i)

e
Donde
gy
Vn(L)= Enctgo“ B(Xt,at) | X°=L 1+ 2 €1, (1.1)
I={0,1,2,40.3
Eﬂ espaeranza condicional cuando se emplea la politica
T
Xt estado del proceso al tiempo t
Xo estado inicial del proceso



a, accidn tomada en t
’C(Xt,at) costo incurrido en la etapa ¢t.

El Ffactor o produce un descuento en el costo a través
del tiempo, de modo que los costos son menos significativos en
el futuro gque en la actualidad.

For atra parte, sea

V(i)= inf Vﬂ(i), itel.

14

Es decir, V(I) es la maxima cota inferior de la Ffuncidn
costo Vn(t).

Se dice gue una politica n* eg Sptima si

Vn* (L)=inf Vn(i), para todo 1 € I.
24

En otras palabras, la politica n* es Optima si el costo
esperado en (1.1) es minimo para todo estado inicial cuando se

¥
usa .

El siguiente teorema proporciona la ecuacidén de
Frogramacidn DipAmica, también conocida como ecuacidn de
optimalidad para el caso descontado, gue caracteriza a la

Funcién de costo Sptimo V.



Tearema 1.1}

S o ‘ ) .
V(i)=mgn{C(i,a)+u j§oPij(a)V(j)}’ 4 e~I.’ (1.2)

Demostracidn:
Sea m una politica arbitraria, y supongamos ague rm toma
la accién a en la etapa 0 con probabilidad Pa ,» a &€ 4, donde

4 es5 el conjunto de todas las acciones posibles. Entonces

[ ]
V()= £ Pa€C(i,a)+ ,Eo P.”.(a) wn(j)}; .
Q<A

dode ¢ es el estado inicialjy
c(i,a) costo que se incurre cuando se estd en el estado
i y se toma la decisidn aj
'wn(j) T costo esperado  incurtrido para una etapa
adelante,cuando se usa la politica nm y el estado

siguiente es J.

For definicidn de V (costo minimo) tenemos que
. .
wn(J)_m V)

Por 1o gue



. .
. e Vs
Vn(L)z = PQ{C(L,G)+ o j§o Ptj(a) V‘J{f_

aea
[ ) : ST

= ,Pa mgnxC(L,a)+ “jgo Ptj(a) VA3 3= (1.3)

aca :

®
mgn{C(i,a)+ o j§o sz(a) V)3,

donde la igualdad es valida ya que Z P =1.
afA o

Fuesto que m es arbitraria, (1.3) implica que
®

V)2 miniC(i,a)+ e« £ P (@) V()3 (1.4)

For otro lado, sea a tal que

© -]
D(i,a°)+ ijO Pu(ao) V(j)=mgn{C(i,a)+mj§° Pu(a) Vi

(1.9)

Sea nm la politica que selecciosna la decisidn a, en la
etapa 03 y si el préoximo estado es 5, entonces se sigue una
politica nj tal gque, dado € arbitrario,

Vn SISV (J) +e, para todo J € I.
i

Entonces



VR(L)f,q‘L?éé)f:qqu'Pu(qo) an(J)S

,C(i’?q)+'“i§o Pu(ao) V(j)tx €.

Puesto que, por definicién, V(i)SV,_ (i), se tiene

[ ©
TVOSC(te ) & I P (@) V() vx s

Por lo tanto, de (1.5)
@

V()= mgn{C(i,a)+ x j§o Pij(a) V(S)i+x e, (1.6)

Luego, como & era arbitrario, se obtiene
©
Sy R -
V()= mén{C(L,a)+ o j§° Pij(a) Vr):.

Esta desigualdad, en combinacidn con (1.4), implica (1.2)

£.Q.Q.20.
1.2 Politicas Estacionarias
Definicidn: Una politica es estacionaria si no es

aleatoria y el tiempo no influye para tomar una decisidng

e decgir, la politica toma ura decisidn .. dependiendao



ﬁnrcémente del estado presente, hiaeﬁendientemente de la
‘etépa en que se encuentra el prncesq_ ff

Alternativamente, las poli?i@éév estacionarias S0N
funciones del conjunto de estados,“I; al conjunto de acriones,
'A.l
‘ Esto es, dado el estado t, una politica estacionaria
frI ——> A selecciona la accidén F(I).

Si B(Wl) denota al conjunto de todas las Funciones
acotadas (de valor real) definidas sobre el espacio de estados
entonces Vn pertenece a B(I). (recudrdese que, por hipbtesis,
la funcidn de costo C(i,a) es acotada).

FPara alguna politica estacionaria f se define la  funciodn

T .:B(I) —» BU
P (1) )

através de la siguiente expresidn:

o]
(Tku)(i)=C[i,f(i)]+ cncjzloP.Lj LAY T u()) (1.7)

Esto es, para cada funcion w € B(1), Tfu es la funcidn
cuya valor en U es dado por  (1.7). Dado que tanto wu
como € san funciones acotadas, entonces Tfu es también

acotada vy por lo tanto pertenece a B(I).

10



Se interpreta a Tfu evaluada-en i, como el costo esperado
cuando se usa la politica estacionaria f, pero el proceso
termina una etapa después y se incurtre en un casto final o (y),
cuando el estado final es .

En lo que resta de 1la seccidén, se mostraran algunas

propiedades de la funcidén Tf que seran de suma importancia en

las siguientes secciones.

Se define las iteraciones T; de la funcidn Tf mediante
las relaciones

Ti=T, ; para n»l = (777!

¥ Ty & par P f( P )

Definicidén: para cualesquiera dos funciones w,v € B(I),
se dice que usSv si uw(L)sSv (i) para todo ¢ e I. Asimismo,
se dice gue u=v si w(i)=v({) para todo t €« B(I).

Definicidn: si u y u {n=1,2,...) son funciones en -B(I),
se dice que un——}u (un tiende a uw) si un(i)——}u(i) para todo ¢

e I,

Lema 1.2.

FPara u,v € B(I) y una politica estacionaria f:

i) usv T}uSTfu

ii T =V

ii) ¥ Vf ¥

iii) T;u —_— Vf para todo uw e B(I).

11



Demostracion:

FParte i).
Si uSv y se aplica Tk 4 ambos. lados  de.’'la. desigualdad,

entoces

Parte -ii)

nt!vef:(i}7jl, tenemos

For definicién de T,

i 0 e
,(Tfo)(i)=CE€sf(i)J+ o« EGPL [F(X)] Vf(j)

Por otro lado

For definicién de costo descontado,

(o ¢]
N r t =y "
Vf(z)—EfL EoX CIX L f (X )T | X =td

<]
— r t-1 =
=E CTX, o f (X)) o  Toc TRCIX L F (XD | X,

Lo o]
P . P t-1 .
=CLEF () 4o B0 B o TH0IX W F (X)) | X =i3

o0

- . . A
=CLL,f (V) 1+ Ef{Ef[tgim CEXL,f(Xt)] |

.

X°=i,a°=f(u),xt=j] | X°=L4

12



=CLELf () Te (E P LF () I

t~-1 s .
Ef{ VE,X CIX LX) ?{,,—s}

haciendo el cambio de variable t’:t;41 1
0 ) A
SCLE (0 v (P LAY

©
¢ L =
Ef‘ t§=: CIX o f X T | X=a3

0
=CLE,f () T4 (E P LF ()T V()

Entonces

Tfo=Vf P

Farte iii). Primero se observa que

T;=Tf(Tf) por definicidén de Tf se tiene

Lo
2 o . . N |
(Tou) (L)=CLT,f (L) I+x jgopi.j[f(") 1 (Tf'u) (@8]

f

Aplicando la definicidn de Tf a u
o0

2 NP , .
(Tfu)(L)—C[t,f(t)]+u onPtj[f(L)J*

[
{CLSf(J) I k§°ij[f(j)]u(h)}

13



UNCHFU e g, F,

P LA IR L () Tu (k)

iEn‘Dtras palabras T;u representa el costo esperado en dos
<—étépas, dado que la politica estacionaria f es empleada vy se
incurre en un costo final ofu.

Asi, para la primera etapa, el estado presente es t, las
probabilidades de transicidn al estado j dado que se tomd la
decisidén f(t) son:

Ptj[f(i)]
y el costo incurrido para el estado J es:
CLy.f 1.

Fara la segunda etapa, las probabilidades de transicidén
del estado j al estado k dado que se tomd la decisién  f(J)
s00:

PUEf(i)]PR[f(j)]
y @l costo incurrido para el estado k esg:
ofu (k).
For induccidn se tiene que T u representa el costo

f

esperado para n  etapas, dado que se uwtiliza la politica

14



estacionafia'f y el costo-incurrido para la etapa n es oM.
Puesto que « pertenece a (0,1), vy si el mamero de etapas,

n, tiende a infinito, entonces
o'~ 350
. . . N n
Esto implica que el costo incurrido para la etapa n, o u,

tiende a cero cuando n —iwm, yva que u @5 acotada.

De lo anterior se sigue que

; ’ f ©
Tpu()=CLE,f (1) I (P, LS (1) JICLS 4 f (7))
o S ) ©
=CLL i f (L) I+ex jgoPijEf(L)]Vf(J)
=V (L)
i 4
£.Q.Q.D.
El incigm iii) del lema anterior demuestra que para
toda Ffuncién v € B(I) (conjunto de funciones acotadas
definidas en el espacio de estados), si se aplica la

fFuncidn T; a la Ffuncidn uw y se permite que n tienda a

infinito, entonces, esta funcién evaluada en el estado

presente 7, tiende a la funcidén V, evaluada en .

f

15



1.3 Teorema de Programacién Dinadmica.

En esta seccidén se desarrolla la teoria concerniente a la
eMistencia de politicas estacionarias Sptimas.

Ademas, se proporciona un método para obtener la funcidn

Vi es decir, el costo total descontado esperado éptimo.

Teorema 1.3,
Si f“ es la politica estacionaria, la cual, cuando
el proceso se encuentra en el estado iU, selecciona la accidn

que minimiza el lado derecho de (1.2)3 es decir, f“(i) es tal

que

©
CLt . f (L) ]Hex jEOPij[fm(i)]V(j)=

w
min{C (it ,a)+x Z P  (a)V())}, i el.
-3 j=o i

Entonces

Vf ()= (t) para todo { e

o

y pot lo tanto fu es la politica Séptima

Demostracidns

Aplicando a V la funcidn T] definida povr (1.7), se

3
tiene:

16



lema

. L s
(Tp YIU0) =CLEfo (D)o BP LA ()W),
(por hipStesis)
o

%mgn{c, (Lra)to F P AV ()3
(poar teorema 1.1)

(e

Por -lo que

!

o

Esto implica que

T2 v=T, (T, V)

=T

, V) por (1.7

oC

=y potr (1.77%)
Asi , por induccidn,

T; V=v para toda n
x

Si se permite que n tienda a infinito y baciendo uso
1.2 inciso iii)

™V —»V .

Foe Foe

For lo tanto. cuando n tiende a infinito

17

ToV=VOL “(1.77)

del



Yy

ivEsfdecir; f

(L) =V (L)
LRy

ﬁs'Uhaﬁbuiitica{estacidnaria Sptima.

£.2.Q.2.

wyﬁéi,'unaip61£¥i¢§ §pt1ﬁagék£§¥eéy:eskestacionaria. Y se
encﬁenﬁré;determiﬁéda;pérji$ é;u§di6n (1;2).

Dezld anteriq#,léi TSET'détéfmina la funcién  de costo

esperado  optimo V3 entunceé, una politica estacionaria

seleccionada como f“ en el teorema 1.3 es Sptima.

Algaritmo Iterativo de FPoliticas.

Supdngase que se evalua la funcidn de costo esperado para
alguna polftica estacionaria f. Se denota a esta Ffuncién por
V, .

f
Ahora sea la peolitica estacionaria f*, la cual, cuando el

proceso se encuentra en el estado presente U, selecciona la

accidn que minimiza la siguiente expresidn:
o
C(i,a)+x T P, . 14 ')
(Z.a) iZo ;,(a) f(J)

Es decir, f* es tal que

18



cre * ey 1 2P FN W (j5¥
! v =o' ij f
e o) .
mﬁn{C(i,a)+a.EoPﬁ(a)Vf(j)}, tel (1.8)

Si se comparan ambas politicas, se tiene gue f*da un costo
menor- o igual que el que da f. Esto serd demostrado en el

siguiente corolarioa.

Corplario 1.4.

V % ({)sV (L) para todo t e I.

f f

En palabras, se tiene que el costo esperado cuando se usa
; . . * :
la polfitica estacionaria f es menor o iguwal, oque el costo

espetrado cuando se usa la politica f.

Dempstracidn:

For (1.8) v la definicidn de T, % [ver (1.7)1,

s
Tox v, (=i 1 2P I W, s
O f ! EEL R A
(o]
CLi,f(E) Tve (E P LF (VI ()= (1.9)
( por definicidén de Vf)
£ 1.10
Vf(L) ( )

19



For lo gue,
T XV, SV,. B (i.10°
PV , o ) (1.107)

Aplicando Tf* &n ambos lados'de'lafdesigualdad,'se tiene

2
Tf* VfSTf* stvf

[por (1.107)1.

Mas genperalmente, por induccién se tiene

TO% V v ara todo n=1,2,...

JARS il P

8i n tiende a infipite 'y haciendo uso del lema 1.2 inciso

iii), entonces

TO% V¥V, —> V% cﬁando n- tiende a infinitoj

f

For lo tanto

14 *(i)SVf(i).

f
£.Q.Q.0.

Este corolario es de suma importancia para la busqueda de
poli ticas estacionarias éptimas, por ser la base del algoritmo
iterativao de peliticas. Este comienza con una politica
imicial, que se mejora en cada iteracidén del algoritmo hasta
encontrar la politica éptima.

El teorema 1.3, demuestra las propiedades gque satisface

20



la polfitica estacionaria fu. En palabras, se tiene que f“
proporciona el minimo costo; caracterizado por (1.2).

For otra parte, el corolario 1.4 garantiza que 1la
politica f*que minimiza el lado derecho de (1.2)., es mejor
que la politica f, por lo que la funcidén de costo V para f*
evaluada en i, es menor o igual que si se usa f.

Hasta aqui, se ha desarrollado la teoria para encontrar
politicas estacionarias éptimas.

Ahora, se enfocara la atencién, a la Funcidn de
valor Optimo V. De manera similar que en las politicas
Sptimas, se desarvolla la teorfa que proporcione la funcidn de

valor égptimo V.
Definicidn: Para uwna funcidén uw € B(l). se define la norma
V@)= sue | w(i) |.
tel

Definiciéns: Una funcidn T:B(I) —» B(I) se dice ser de

contraccidn si existe una constante B<1 tal que

N T T T
para todo uw,v € B{I}. [u~v es la funcidén cuyo valor en i es

u(i)-v(i)].
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TEg=g,

y se dice gque g es punts fijo de T. Ademds, para cualquier u

e B(1l},
T"u —* g cuando n tiende a infinito.

A fin de aplicar este teorema, se define la funcidn

T“:B(I) —>» B(I) de la siguiente manera
©
(Tay)(t)=mén{C(L,a)+u jgoPtj(a)u(J)x (1.11)

Si se aplica T“ a la funcidén ¥V se tiene

o0
(T;y)(i)=mgn{C(i,a)+a jEOPtj(a)V(j)}

{por el teorema 1.1)

=V ().

For lo tanto,
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T V=V .
o

Asi, si se demuestra que.T: 25 Unasfuncién de cantraccién,

entoces, por el teorema 1.5, V. es fla dnica’ solucién para

(1.2); es decir, V es el ﬂniﬁofh@iﬁdﬁfijo de T+
Ademas, para cualquier u:e B11)‘y haciendo que n tienda a
infinito entonces:

Tn
o

U —> V

Es decir, V¥V se obtiene aplicando sucesivamente Tlx a
cualgquier fupcidn inicial uw € B(I). Este es conocido como el

método de aproximaciones sucesivas. o método de iteracidén de

valores.
Fara que el desarrollo anterior sea valido, se tiene que
demostrar gue la funcién Tclc ern (1.11) es una funcidn de

contraccidn.

Teorema 1.5,

La funcidn Tu definida por (1.11) es una Ffuncién de

contraccidn.

Demostracidns:

Fara cualguier u,v € B(I) por- definicidén se tiene
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N 0 o ) : . \ 0 } _
[z'“u(y)“ }To‘v(y)»l “Imgn{c(v-’,a)m J.goP.U. (a@)u(J)

o
min{C({,a)+x Z P  (alv())¥|
a =o' ij

;Si*ée‘haée‘usu de la siguiente propiedad

ClipF £ G0SpF g0 IS syelf Go-s (0|

. Entonces |
®

|¥“y(a);z‘;‘p(a) IS sypl {C (¢ @)+ E P (@)u())d=

a0
{C(L,a)+x j>=:0P.t ] (@) (j)}|=

1]
x sup| iZoPi; @) [w())~v(S)]1|=

o
o sgpjgoij(a)lu(j)-v(j)|5

o]

S N b jgoPij(a)=

x|t v |

@

Esta Gltima igualdad es valida puesto que jgoP =1.

Vi

£.Q.Q.D.
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jo.y el teorema 1.5, se obtiene el

siguiénte'cdfala i

Corolario 1 &,

V- es la tnica solucidn de la ecuacidn
Qo

V(i)=min{C({,a)+x E P (@)V(j)}, t el.
a - jgo i ;

Ademas, para cualquier u € B(I)
T;u —>» ¥ cuando n tiende a infinito.

Alora, se demuestra que la funcién Tf definida por (1.7)

también es una funcidn de contiraccidn y puesto gue Tfo=Vf por

teorema 1.2, entonces Vf es la Gnica solucidn.

Para cualquiera dos funciones u,v € B(I), por definicidn

de T en (1.7) se tiene

| (Tfu)(n)~(va)(L) | =
[+ ] o]
|CLL,F (L) J+ox jgoPtj[f(i)]u(j)‘CEi,f(i)]—a j§°Pijff(i)]'u(j)|=

w
x| P, LF (D) () v () IS

(2]
o j§°P”IZJF(L):Ilu(j)—v(.l) |=
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o
X umv || E P LA ]=

=0 tj
®
o || u=v || Jy& que jgopij[f(L)]=1'
For iQfQUE;
HTAT o S« || -
£.Q.Q.2D.

1.4 Aplicaciones.
Una vez presentado el desarrollo de la teoria para el
criterio de los costos descontados, se presenta alguna

aplicacidén que ilustra los resultados obtenidos.

Modelo para el reemplazo de una maguina.

Considérese wuna maguina gque puede estar en wno de los
siguientes estados 0,1 2,... . Bupbngase que al comienzo de
cada dia se ve el estado de la maquina y se toma una decisidn

sabre reemplazar o no la maquina. Si se tomd la decisidn de

reemplazar, s supone que la mA quina es reemplazada
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inmediataménte pb} una nuevé, por 1o que EI; estado de la
maquiné es 0.

‘ El costo de reemplazar una maguina se denota por R.
Ademas se supone que se incurre en un costo de mantenimiento
C(t), cada dia que la maquina se encuentra en el estado .

También se tienen las probabilidades de transicidén del
estado ¢ al estado J denotadas potr Pij; es decir, al comienzo
de un dia se encuentra en el estado ¢ y al comienzo del dia
siguiente se encuentra en el estado J.

e tiene que lo anterior es un modelo de decisidn
Markoviano con dos acciones. En la cual, la accidén 1) es la de
reemplazar y la accién 2) es la de no reemplazar.

Los costos para cada etapa y las probabilidades de transicidn

estan dadas como sigue:

a) si se toma la decisidén 1 (reemplazar), el costo es
C (T ,1)=R+C (Q)
donde
R costo de reemplazo
C(0) costo de estar en el estado 0
C(i,1) costo de estar en el estado t, dado que se tomd la

decisién 1

a7



PU(1)=Fbj’ dada que se tomd la deciéién'”1~'y como

consecuencia se regresa al estado O3

que se tomd la decisién 1

b)Y si se toma labdegisiéﬁ“'
Cli,2)=C(t)  tely
donde ‘ N
T E(i.2) costo déJésfér"énﬂel estado i, dado que se tomé la

decisidén 2

c() costo de mantenimiento, cuando el estado de la
magquina es t.

Pu(2)=Pﬁ . iel,
donde

PU(E)’ probabilidad de transicién del estado ¢ a J, dado
que se tomd la decisidn 2.

Ademds, se tienen las siguientes suposiciones en  los

costos y probabilidades de transicidn.

i) {€(t), ¢ e I} es una secuencia creciente y acotada,
es decir

C(O) < C(1) £ C(2) < ....2C
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‘ o R s DI Pt R s L A 1
ii)*la ‘jngﬁ es una. funcidén crec-i‘ent i para. cada’

ualquier ' funcién

S

jEOPUh(J)

es -también creciente en -t

Demostracidns

Fot hipdtesis

o o ® ®
2 P EP S TP 4 s TP
jSo 1} i¥o 2j jSo aj FEL- IR

Multiplicando por h(Y)

© ®© © o
Z P oh{() 1 ZP R(L)CE P R(L) “ecatt TP R(L) Zuua
jSo’ 1 j¥o" 2 j¥o0" aj ifo ij
De aqui se sigue gue
©
jgopnh(i) es una funcidn creciente de t.
£.Q.Q.D.
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es creciente en' t

Demostracién:

Sea V_(i)= min C(i,a) § donde a

min{C (i ,1),C(2,2)3

i

mIn{R+C (0) ,C (L3 tel.

Donde R+C(Q), es el costo que se incurre dado que se esta
en el estado { vy se toma la decisidn 1. Es decir, es el costo
de reemplazar mas el costo de regresar al estado O.

C(il), es el costo gue se incurre dado que se estd en el
estado t.

Fara n>l; es decir, para mas de una etapa, recursivamente

se define

[Por definicién de T“ [Ver (1.11)11

[
N e (7 -
Vn(L)_ m:nxC(L,a)+« jgoptj(a) Vn_i(J);
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: e o ’
r?z.n{c(»;, ,‘1)+,o</ jgoP.H. (1») _Vn

_1;(.7')»' s:

o -
Cli )+ F P (2) V()

H

MmN {RHC (0) +ox j§oPoj Vi W) 3

o

Cli)te TPV, _ ()}

Donde

de(j) . costo optimo incurrido -en el estado J para

(n—1) etapas,

«©

x = PV

iZo Foi -1 costo descontado esperado, dado que se

estad en el estado O y existe wuna probabilidad Poj’ de pasar al
estado j en la etapa n.

De la suposicidén i) se tiens gue Vo(i) es creciente en t.
Supédngase que l/“__1 es creciente en i, entonces por el lema
1.7 Vn(i) es creciente en ¢ para toda n.

For otro lado, por el teorema 1.4 (caso especial del
teorema de punto fijo de Banach) y el método de aproximacionss

sucesivas

v =" v
n o (o]

E 4
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Far lo tanto, ya que. v (i) es creciente. en ¥, VI({)
también es creciente en i.

£.Q.Q.D.

Fara poder determinar, la politica 4ptima del modelo de

reemplazo de una maquina, se demuestra el siguiente teorema.

Teorema 1.9.
Bajo las suposiciones i) y ii), existe un entero i*,
i*Sw, tal que una politica optima. reemplaza para T3> y no

N 4
reemplaza para Sy .

Demostracion:

For el teorema 1.1 se tiene

©
V(L) =min{R+C (0) +x jZ P Vi)

Z0 O}
oo
, - ,
C(T) +ox jgoPLjV(J)’ s L el (1.16)
Sea
o

X
- e (1 )<
4 ma.x{z..C(L)+ct.j§ Pi.j Vvij)=s

o]

R+C (0) +oc J,>=:0Pc.j V>
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B .*— - . . .
En palabras ¢ es el mayor estado ¢ cuyo costo asociado
es menotr o igual al costo asociado:al estado cero. La igualdad
se cumple si el estado i es el-estado cero.

Ahora, por los dos lemas anteriq%es E

o . SR 3 i
C(1)+ex jgoptj ViJ). es creciente en: iy, por lo tanto,

por- (1.14),

o

C (L) +oc jgoptj V(j)'para ist* é no reemplazar

Vi(t)=

o]

R+C () +o¢ jgoPoj V(J) para iki* =2 reemplazar.

£.Q.Q.D.
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CAPITULO 11

COSTOS POSITIVOS SIN DESCUENTO

2.1 Ecuacién Funcional.

En este capitulo se utiliza el criterio de los costos
positivos sin descuento,el cual supone gue todos los costos
son no negativos: es decir, C({,a)20 para toda t,a.

No asume, ningan factor de descuento. ni regquiere que los
costos sean acotados e intenta minimizar el costo total

esperado, es decir, busca inf Vn(i), donde
i

Vﬂ(i)-"= En[tg;C(Xt,at) | X°=£ 1,1l (2.1)

I={0, 1 2y0aed

En esperanza condicional cuando se emplea la politica
n

Xt estado del proceso al tiempo ¢

Xo estado inicial del proceso

a, accidn tomada en ¢
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C(Xt,at),cdstd;induﬂ&idp‘én la etapa t:

For otra parte, sea

Vit =ing v, (1),
SR T ) 3
Es decir, V(f)feé:lajmégiM§;cg nférfcr'de la
V"(t).
Debido a la suposicidn de que C(L,a2)z0

necesariamente acotado, es posible que V({) sea una

infinita, en cuyo caso el problema es trivial:

funcidén

% no

funcidn

cualquier

politica es éptima. Luego, el meodelo sélo serad de interés si

el problema permite tener una funcidn costo V(I)<o para

al menps alguneos valores de U.

Una politica n* se dice que es oSptima si

Vn*(i)=£nf Vn(i), para todo ¢ « I.
n

En palabras, la polftica n* es optima si

costo

espetado en (2.1) es el minimo para todo estado inicial cuando

*
S8 usa 1.

De manera andloga al capftulo I, se presenta el siguiente

teorema (ecuacidédn de programacidn dindmica).
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Tearema Z.1.
R o
V(t)=min{C (i, ,a)+ jgo Ptj(a) VIF)Yy, 120 (2.2)
(-3
Demostracién:
Sea n una politica arbitraria, y supdngase que n toma la
accidn- a en - la -etapa. 0. con: . probabilidad Pa . a € A.

(recuérdese que A _es  .el: conjunte de todas las acciones

posibles). Entonces

oo
V_(i)= = P {C(i,a)+ T P .(a) W (f)}, T eI,
L4 aean @ : iSo i n

donde
C(i,a) costo que se incurre cuando se estd en el estado @
y s toma la decisidn aj
Nﬂ(j) costo esperado incurrido para una etapa adelante,
cuando se usa la politica nn y el estado siguiente es J.

For definicidén de V (costo minimo) tenemos qgue

Nﬂ(j)ZV(f).

For lo que

o)
Vn(i)z z PG{C(i,a)+j§° Pu(a) Vi) iz
acsA

36



o .
E P minlC(i, @)+ Z P (a) V(JI}= : (2.3)
a a f =0 1%
acA ‘

‘ . 'Y Yow

miniC (i a)+ £ P (a) V) 2s

La igualdad es-vAlida ya £ P =1.
N N a
- b = GEA
Debido a'Que~nfeskarbitraria, (2.3) ‘implica que
IR el i e g ) e
. e ; T -

Vlﬁz'mg#FC(L’a)+ j§o Ptj(a) VJSz (2.4)

Por otro lado sea a, tal gque

© ®
C(i,ao)+ j§o Pij(ao) V(j)=mgn{C(i,a)+j§° Pu(a) Vs

Y, dado € arbitrarin, sea n la politica que selecciona la
decisidén a, en la etapa 03y v si el préximo estado es J,
entonces el proceso pasa al estado j y se sigue una polftica

n, tal gue
5 Q

Ve UIS V) +e, Jel.
J

Fuesto que 7 escoge a, en la etapa 03 y se sigue la
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_::Rqr definicién, V(1)< Vo (£), 1q‘tua1 implica que

©
‘V(t)SC(i,a°)+ j§o Pij(ao) V(S)+e

del lado derecho de (2.3), se obtiene
[
Vt)smin{C{i,a)+ Z P _(a) V(J)i+te (2.6)
a ji=o ij
La ecuacion (2.2) se sigque de (2.4) vy (2.4), por setr &g

arbitrario.
£.Q.Q.D.

2.2 Politicas Estacionarias.

Se denota por N(I}, al conjunto de todas las funciones no
negativas (posiblemente com valores infinitos) definidas sobre
el espacio de estados, I. Fara cualquier politica estacionaria

f se define la funcidn
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CA(E)T wlf) (2.7}

‘ ';‘f,(": VI+ L EP

donde e N(Z ).

”j:}rﬂéﬁéEE en el lado derecho de la expresiéon (2.7). que
- tanto u como € son funciones no negativas, por lo que Tfu(i)
es no negativa y posiblemente con valores infinitos.

Se interpreta a Tfu evaluado en ©, como el costo esperado
dado que se utiliza la politica estacionaria f y el proceso
termina un periodo después incurriendo en un costo final w(Jj),
cuando el estado final es J.

Ahora se presenta la teorfa concerniente ala funcidn . Tfu
que serd de suma importancia en la seccidn siguiente.

La teoria que se desarrolla muestra algunas de las
propiedades de la funcidn T ,u y de las funciones que

b4

pertenescen a N(I).

Lema 2.2.

Fara u,v € N(I}), y una polftica estacionaria f,



donde O es-la;funcidn cer ; par 2y T an

can 75 = identidad. = =

‘Demostracidn:

Farte 1)
Si uSv y aplicando ff'éﬁ,ambbs‘iadﬁside la desigualdad,
se tiene
Tfu = va
Farte ii)
For definicidén de Tf [ver (2.7)3, tenemos

[
(T, V ) ()=C[Y,f (L) 1+ Z Pt

L f iZo Lr(] Vf(jr

i

=Vf(i);

For lo que,

Tfo=Vf.
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a.-u

Aplicando la definicién de T

f
2 @ ’
(TRu) (D)=CLE,f () I+ (E P . [F(E)IX
R e
€L F U+ (P AU ulk)d

(haciendo operaciones)

® . :
=SCLEF () I+ (E P LA CLif () I+

E, Py LA P LA Tudk) .
En particular, si u es la funcién cero, entonces

9]
(T30) (2)=CLEf () T+ (Z P o [F ()T CLILS ()]

1
=Ef{ LEoC[xt’f(xt)] | X°=i}

Por induccidn, se tieng que T; raepresenta el costo total
‘esperado en n—egtapas, es decir
n n-1
Y r =y
(TfO)(L) Efu t§OC[Xc,f(XL)] | X0 i},
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L.Q.Q.D.

Notese que el resultado del inciso iii) es cierto si u
es la funcidn cero, y no necesariamente para cualquier u €

N(I).

2.3 Toeorema de Programacidén Dindmica.

Teorema 2.3.

8i f1 e la polftica estacionaria que selecciona la

accidn que minimiza el lado derecho de (2.2) para cada estado

t, es decir, f1(i) es tal que



O f O B P U 1 ViD=

IR 5; %f'ff_u SRR .
mgnEClia)t EP @) VN, tel,

entonces

Yy

(£)=V (1), paratod
1 3 ‘— : oo . i:‘ :

y por lo tanto f1 as 6bt1ma.

Demostracién:

Aplicando la funcidén 'Tf definida . por  (2.7) ‘a

se obtiene

©
(T'fil/)(i)=C[i,f1(i)]+_‘.§°Pij Ef1(i)] V)
(por hipdtesisg)

©

=min{C (1 B
mgn\C(L,a)4-j§°Pu(a) Vi

(par teorema 2.1)

= (T).
Far lo que,
T,V=V.
fz

Como C(t,a)Z20, se tiene que V20 y puesto que I} es
1

v,

tina



Func1én nD decreclente, Entonces'

T 0<T V= V

: fl ;_).ri,: T i :
Aplicando Tf : nuéVéhéﬁfé;'
T2 OST, (T, V)=T V—V

fo T f

y por una. aplicacién sucesiya'de‘T e

1

se- tiene

™ 0=V,
f!.

Si n tiende a infinito y haciendo uso del lema 2.2 inciso

iii) se tiene que

™0 —»V

s s

1 1 [RE

Luego, cuando n tiende a infinito
V,=sv

/.

For otra parte, por definicién, V, 2V luego se sigue que

f >
For lo tanto f1 es una polf{tica Sptima.

L.Q.R.D.

La solucidn de (2.2) no necesariamente es unica, debido a
que no existe una Ffuncidn de contraccidn gque garantice suw
unicidad, como sucedid® en el criterio de los costos

descontados.



2.4 Aplicaciones

‘En esta seccidn se presenta algina api'taéi6h qqe;i1ustra

la teoria desarrollada en el’c 4 EG L

{Modéiofgg Eé£~f6égimq.
 Cdn§idéreéé uﬁ,ﬁrpce%o énﬁ'eébacio de estados {0,1,2,..3,
:kéi;cdal;:cuéndc selencuehffé ern el estado ¢, se puede ya sea
paraf (accidn 1) y recibir un pago final R(Y), o (aceidn 2)
pagar un costo €(1) e ir al préximo estado de acuerdo a las
probabilidades de transicidn PU; i,i20.

Se dice que el proceso se encuentra en el estado
"infinite" (w) cuando se escoge la accidn de parar. Una vesz

que el proceso pasa al estado o, permaneces ahi con

probabilidad 1.A8sf, se tiene un proceso Markoviano de decisién

con dos acciones, costos y probabilidades de transicién dados

por:

C(L,1)==R (L) 150,120
C(i,2)=C(1) 150,142, 0n.
C (00, .)=0

P, =1 =0, 1,2y

29 =
Pi.j(") Pi.j. Tag=0,1,2,.4.



‘Pw &(.)=1_

Seksupdne que
i) Anf C(L) >0
120

ii) sup R({(i{)<w
i

Fuesto que R(i) es intérpretado cbmakﬁn costo negativo, vy
debido a que los resultados anteriores sdlo son vAlidos para
costos no negativos, se transforma el modelo original a uno
equivalente en donde se pueda aplicar el criterio de los

Costos positivos sin descuento.

S5i s@ hace R=ssup R(¥), vy se considerad un pr o ceso
i

relacionado el cual es tal que, cuando se estd en el estado ¢,
se puede ya sea parar y pagar un costo final R-R(1), o bieén
pagar un costo C(Y) e ir al préoximo estado de acuerdo a las
probabilidades de transicidn PU 3 LL.J20.

Fara cualgquier polftica n, si Vﬂ denota el costo esperado
con respecto al proceso original cuando se usa m vy V; denota
el costo esperado con respecto al proceso relacionado,
entonces para cualaguier polfitica m  que pare en un  tiempo

finito esperado, se tiene

N-1
V;(i)=Eﬂ{ tEOC(Xt)+R—R(XN) | X =t}



también,f:pqestb.que pérablt?n‘

Cestada: o yreSto'impliCa C(@,.
© S
=Eg ¢ tgoc(xt)fk(¥ﬁ

Notese que sdlo estas polﬁﬁica factibles, puesto que

por la suposicidén 1), cual ‘que’ no’ para  en  un

tiempo finito esperado,”se

V()W (E) =

Es decir, que el costo asociado tiende a infinito; por lo
que ésta politica no es édptima.

Entonces, cualquier politica que es &ptima para el
proceso original es también dptima para el proceso relacionado
y viceversa.

Sin embargo, el proceso relacionado es un proceso de
decisidén Markoviano con costos no negativos y por los
resultados de la seccidén anterior, existe una polfitica dptima

y por (2.2) el costo Sptimo V3({) satisface
oo
Vi (t)=min{R-R (L) ,C(L)+ T P V7 (J)3, Lt=0,1,2,...
j=o ij
Ademds, la polftica gue escoge la accidn gue minimiza la
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eypreslén anterior es éptlma.

Punxendo estos resultados en: términns d
'cdstn,épt1mo;V(L)=V (L)—R del'prmcesq:or1g1nql

V(E)=min{—-R({),C({)+ jgoPijV(j)},;iéO,l,E,...

lLa politica gue escoge la decisién que minimiza el -lado

derechs de la expresidn anterior para cada 120 es dptima.
p [~

Sea Vo(i)=min{C(i,a)}=min{C(i,2),C(i,l)}
aed

=miniC (1) —~R (1)}

=~R({) 1

Yy para nixQ,
Vn(i); TVn_i(i)E

®
min{C (L, a)+ Z P (a)Vn_1(j)}=
a€d

®
mAn{-R{L) ,C(L)+ jgoP’ v (J)

. Yy 1=0,1,2, 00
i n-1 7 ? ¢

En palabras., Vn(i) es @l minimo costo esperado  si
se comienza en U, y Sse permite ir a lo mas n-elapas antes de

parar. De esta interpretacidn se sigue gue, para toda T.n
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For induccidny

3 n{_R_(L) .C(L)+ jEOPij'VO (J) 3=

(min (a,b} <a, <b)
LUER(L) =
e V)
cnxlt supédngase (hipStesis de induccién) que

ZE S E N

s Entonces

E ©
Vn(£)=min{—R(i),C(i)+ jgoPtj Vn_1(j)}2

@
min{~-R(L).C(L)+ X P .V (J)i=
ifo i) n

Vn+1(L)
-For definicidn de V (costo minimo) se tiene
)< ,
Visy, ()
For lo que

]
Vn+1(i)2min{~R(i),C(i)+ jgoPijV(j)}=

V(i)

Lusego se sigue que,
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Vn(i)avn;i(i);V(é)

Asi

Lim Vo(D2V (L)
n—2e " Ju

DEFiniciéDiSéidi#éiqUé‘él;btthSD es.@stable si

,igz,;.;

tim V_(ey= (i) o
n—o 3

=0’

Ahora, sea

©
={{1~R(L)=C (L)~ onPtj R(j)3
o]
={{:R()= onPtj R(J)-C(L)}

es decir, B representa el conjunto de estados para el cual
parar s al menos tan bueno como continuar un periodo mas vy
entonces parar.

En seguida se presenta um  teorema para el cuwal, bajo
ciertas condiciones vy haciendo uso del conjunto B,

propaorciona la politica de paro $ptimp.

-J

Teoraema 2.4

8i el proceso es estable, y si PU=D para t € B, J = B,

entonces la politica éptima para en ¢ si y solo si t € B.
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Demostracidns,
Se demuestra primero que gi 't & B, ehtdnces la decisidén dptima
es. parar, patra toda ﬂ; e decir,

Vn(i)=—R(i) sit é B.

Fara n=0 se sigue trivialmente que Vo(i)=—R(£).
- Bupédngase que se cumple para n—-1jy es. dedir,
wa(t)=~k(t), T e B.
Entonces, para { e B,

o«
V Cio=min(-R({),C(il) + X P .V Cjo2
n J=0o 1 j n-4

=min(~R{(t),C (L) -'-jZBPi_j Vn_l(J)}

Cdebido a que Ptj=o para J «B)

=minl-R(t),C(L) - Z P ,RCjO» .
jeB v
[la igualdad es valida debido a la suposicién para la
etapa n—-1, cuyo costo generado es -R(J)]

=R (L)

Esta ultima igualdad es vaAlida puesto que t € Bi es

decir,
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y ‘toda n.

ﬁcfy_usando la hipdtesis de

Reciprocamente, ™

Si i & B, la politica: un periodo mas vy

ques

después para tiene un coStﬁl sperado, dado por

@ N
C (L)~ E PR

el cual es estrictamente menor que —R({), puesto que ¢ & B.

Entonces
=R (1) para t € B
V(i)
L-R(Z) para i & B
£.Q.Q.2D.
A continuacidén se presenta un ejemplo en el que
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se aplican  los resultados

SupéngaSE‘ que un 1nd1v"duo de“ a véﬁder sU casa y recibe

una oFerta al prlnc1p1o de cada:-di Supéngase también que
las ofertas sucesivas son 1ndependlentes y que una oferta J es
hecha con probabilidad EF J=0,1,2,..,N. SBe supone que s i una
oferta es rechazada en este momento, puede ser aceptada  en
cualgquier otro dia. También, se incurre en un costo de
mantenimiento € cada dia que la casa no es vendida.

El estado en el tiempo ¢ "es la mayor" oferta recibida

hasta este tiempo (incluyendo t). Entonces los valores para

P, . seran:
17

a)

fad
a8
.
.

Caso en el que la oferta es menor a la actual

Caso en donde la oferta es igual a la actual
P.s Jei

c) it J=t

Caso en daonde la oferta es mayor a la actual

Ast , el conjunto B en el teorema 2.3 es
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3 ",
i= +1JPjJ
N i N
: o R o N
=§+11Pj TR o Zofk ?
N
FueikgoPk=1)
N i i N
=3 . > 1
frpC2o B IPp AL BP - U D LR LR
N N
= . > 3 -— o
{Ts C J=§+11Pj i k=§*1ka
N
={i: C2 )P 3 2.
fir C2 j=§+1(J AL 8)

Es decir, ¥ € B si el costo de mantenimiento, €. es mayor
0 igual al costo esperado de la diferencia entre la oferta
actual, ¢, v la siguiente.

Fuesto que el lado derecho de (2.8) es decreciente en ¢,

se sigue que

X X

B=ii", t7+1, w.., N3,

Donde
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B, j .« B3 yla politica ‘Sptima

es aquel mera:oferta que sea al menos i .
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CAPITULO III

COSTO PROMEDIO ESPERADO

3.1 Condiciones para la existencia de politicas estacionarias
Sptimas.

En este capitulo se utiliza el criterio del costo
promedio esperado; en el cual, el objetivo es minimizar el
costo promedio esperado a la larga por unidad de tiempo que se
define en la ecuacidén (3.1). 8e supone que los costos C(i,a)
son acotados.

Fara cualguier politica n, se define el costo promedio
esperado cuando se usa la polftica n, dado el estado inicial
Xo, como s

n

¢n(i)= Lfm En[ tEOC(Xt,at) | X°=i] (5.1)
n—.s0m

n+1
8i el limite en (3.1) no existe, se tomarda entonces el

Ifmite superior.

Se dice que la pollitica n* es dptima en costo promedio si

¢"*(i)=m;n ¢ﬂ(i) para toda i
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TOER ei‘siguignfe'fejemplog*se: nuestra’ que una polftica

éptima no’necesariamente existe.

Ejemplo 1
El espacio de estados és el,tbnjunta {1,1°,2,27 3,37 uulds
Se tienen 2 acciones; Y Iasiprobabiliaades de transicién estan
dadas por
Py (=P (2221
‘ o i=1,2,...

P (1)y=P (D)=l

i i

los costos sédlo dependen del estado presente y son dados por

Clr,.)=1
C(L',.)=1/%.

Es decir, cuando el proceso se encuentra en el estado © vy
se toma la decisién 1, el proceso pasa al estado +1 con un
costo de 1, mientras gue si se toma la decisidén 2, el proceso
pasa al estado {7 con un costo 1/¢.

Supéngase que el proceso comienza en el estado 13 es

decir, X°=1, y sea n cualquier politica. Se tienen dos casos.
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.Casg AL‘ﬁ_”

‘Con’ probabilidad 1,

L s
, | Fa(D=10r
es decir, el costo esperad

Caso 2) -

inicia1 X6=1, es 1

Con probabilidadzbqé'ﬁ “accign 2 en algan

tiempo. En este casao, se:tiene.gue .para alguna n, existe una

probabilidad positiva PSSO*dEVqQé natoma'la accidn 2 cuando se
astd en el estado n. '

Sea B la mas pequefia n con esta propiedad, entonces
@ (1) =Pl /] =0

por lo que, en ambos casos, ¢n(1)}0. Sin embargo, si se escoge
valores muy grandes de B el costo promedio asociado puede
acercarse a cero tanto como se desee.

Esto es, una politica édptima no existe.

Ahora la pregunta seria si se puede restringir las
politicas a ser estacionarias. La respuesta es dada en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2

Supsdngase que @1 espacio de estados es el conjunto de los
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cie =t
En ﬁalébras, si el eétédo bresente eg. ¥t .y se toma la
decigidn 1, se pasa al estado {+1 y se incurre en un costo de
1 unidad; si se toma la decisidén 2, se permanece en U y se
incurre en un costo de 1/¢ unidades.
Supdngase que el proceso comienza en el estado 13 es
decir, X5=1, y sea w cualquier politica estacionaria. Se tienen

2 casos

Caso 1

T siempre escoge la accidén 1, por lo que

¢, (1=t

Caso 2

n escage la accidén 2 en el primer tiempo que ocurre el
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olitica estacionaria n

Si n* es la politica no estacionaria la cual, cuando el
proceso alcanza el estado ¢ por vez primera, escoge la accidén
2 durante ¢ tiempos consecutivos, y después toma la accidén 1.
Dado que el estado inicial es Xo=1, entonces los costos

sucesivos incurridos bajo n* seran:
1, Yy /2, 172, 1 /3 /3, 1/, L. V/4, L/4, L/4,

1/4, 1, 1/54.4.4
El costo promedio de la anterior secuencia converge a
cero, asi
¢n*(1)=0
For lo tanto, la polftica no estacionaria n*es mejor que
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tadavpnlitiéé.estacibharia.

’_fNGfesek QUé'n* es:una'pqliticé ”ﬁoz7bstatibnaria, puesto
:~que esta’ en Funcién del'tiembo{ 1é§' “ ,‘_que se  toma la
decigisdn dependiendo - del Eiempoiyenméque cse - encuentre el

proceso.

3.2 Casos Especiales.

Tegrema 3.1.
Sea I={0,1,2,...2 el espacio de estados. 8i existe una
funcidn acotada A(L) y una constante g tal que
@

grh(i)=miniCi@)+ TP (@h()NI, e, (3.

a

i
]

entonces eriste una politica estacionaria n* tal que
g=¢n*(i)=mgn ¢n(i), para toda ¢ € I,

v n*es cualquier polftica gue, para cada ©, preescribe una

accién qgue minimiza el lado derecho de (3.2).

a,); es decir, N denota la

Sea H,=(X_, as ""Xt’ : ¢

historia del proceso hasta el tiempo t. Fara cualquier

politica m,
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E L
B £

n
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A 1,hfxt;).}f§n.{~ t,§1y{ hiX;)3=0
Fero
o
-1 I= jgoh(J)PX j(at—1)=
t-1

[+
C(xt—z’at—z)+ jg.":'i‘t(,))PxL—1 (at_l) - C(Xt— Dy,

[e2)
min{C(X,  a)+ T h(JIPy j@ =X, e, )

a t-1

(por hipdtesis)
g+h(Xt_1)~C(Xt__‘,at_1)



Ept (E TR ) g (X, IHC O re gt

Entonces

n t-e).

n e S
En{h(xn)wh(xo)_ng+ L§16(Xt“‘,at_i)}ff

n c V 3 TSN
Enh(xn)—Enh(Xo)—ng+Eﬂ[L§16(Xt_ N
Haciendo operaciones

n
Enh(xn)—Eﬂh(X°)+Eﬂ[t§1C(XL_1,at

E hX)-E_ h(xo)+En L

n n n

Si se toma el limite cuando n tiende a infinito en

ambos

lados de la desigualdad vy usando el hecho de que A es acotada,

se tiene:

para

n
LiT Eﬂ L Exc(xt—x’at—z)] >g
n—7r00

cualquier estado inicial X°=i. For lo que,

n
LiT Eﬂ [t§°C(Xt,aL) | X°=i] -
n—s0

it
P (1)
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;éigug"de la definicién

VPDFkluzténtn;

¢, (1)28,

£.G.Q.D.

De lo anterior se tiene que si se cumplen las condiciones
del teorema 3.1, entonces existe una politica estacionaria que
es caracterizada por la ecuacién (3.2).

FPor otra parte, en el criterio de los costos descontados
se tiene un factor de descuento <, mientras que los costos en
el criterio de costo promedio tienen todos el mismo peso.

Farece razonable pensar que bajo ciertas condiciones, el
caso del costo promedio pudiera ser en algan sentido el limite
del costo descontado.

Considérese la funcidén costo Va(i) caracterizada por:

©
V“(i)=mgn{C(i,a)+ o j§° Pij(a) l/m(j)},l 20 (3.3

La politica sptima minimiza el lado derecho de (Z.3). Una
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posibiiidad para o féﬁékfia*fpdliticé Sptima . para’ el costo’

promedioy se

e escogiera la accidn  que minimiza

la’éigglgnte exprés

lim "tC(S,??+‘ : Pﬁ}q)ft“fj)J .

oe=>1

Sin embargo, eété‘limi#é né necesariamente existe, vy si
existe, puede ser inFinitDjVPDFVIO'dUE esta interpretacidn  no
es conveniente.

Otra interpretacidén seria la siguiente:

Fi jese algan estado; digamos 0, y definase la siguiente

funcidn
ha(i)=Vu(i)—V“(0),

como el x—~costo del estado ©t relativo al estado 0. De (3.3) se

obtiene

®©
h () (0)=miniC (i, a)+ o j§o Pﬁ(a)[h“(j)+vu(0)]}

©
P ) ]
manmC(L,a)* oc j§o Pu(a)hd(J)+

o

x5

; P.H. (a) V“(O)}

o
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=mgn,{C(i sa) + o j>=:° Ptj (g)ha(g')}+ot V“(O) .
kEntonéeé

. ®
fl—g)Vm(0)+h“(L)=mﬁn{C(L,a)+ m‘ﬁo Pu(a)h“(J)} (3.4)

Ademas, la politica que escoge la accidén gque minimiza el
lado derecho de (F.4) es una politica sptima.
81 se supone que existe una sucesidn a%——} 1 tal que

h“ (J) converge a la funcién A(J) vy (1~u%)V“ {0) converge a
n n

la constante g, entonces de (3.4) obtenemos
]
g+h(L)=m&n\C(1,a)+ j§o Pij(a) h(S)2,
que es precisamente la ecuacidn (3.2).

En el siguiente teorema se formaliza el resultado

anterior.

5i existe una constante N<o tal qgue
| Vm(i)—V“(Q) |<N para toda x e (0,1), v toda 2 € I,
Entonces:

i) existe una funcidn acotada A{({) y una constante g que
satisfacen (3.2)3
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ii) para cualquier:sucesidn 0% —*} i,

R(EY= lim [V. (i)<¥
R= L Ve (g

iii) tim _(1—0:)'V°<(C’)=g
o—>1

Demostracidn:

For suposicidén h“(i)=V“(i)~V“(D) es uniformemente acotado en «
e t. Entonces, puesto gue el espacio de estados es contable,
se puede, por el método de diagonalizaciédn de Cauwchy, obtener

una sucesidén o« —3> 1 tal gque el limite

lim h“ (L)zh (),

n—>o n

existe para todo t¢. También, puesto que los costos son

acotados, se sigue que (1= )Vm (0) es una sucesidn  acotadag
n
n

asi, existe una subsucesidén {x I < {oc } tal gque
n n

tim (i—ot'n,)V'x (=g,

n—roo n

existe. For otra parte, de (2.4) se tiene
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(1= )V (0)+h

"ol

w0 et L nnt
Zo Pyl@ing (0

25

Acotado implica,

a) h

.0 g
.z P,
=0 ) o

luego se sigue que
e
AR :

g+h(VL) ménxC(L,a)-P on Pij«(a

con lo cual se demuestra las partes 1) Y- ii).

Fara la parte iii) o

FPuesto que [(l—oc)Voc(C))] 04 x <1 es acotado. Se sigue gue
para cualguier sucesidn o —> 1 existe una subsucesidn ocn,

de { o ¥ tal qgue

tim  (l-e )V (0)
w e
n—s0 n*

existe. For la prueba de ) tenemos que este limite sera g: es
decir,
g=lu‘n __(1—0:)1/“(0)
oc—»1
L.Q.Q.D.
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ESTR TESIS MO nepe
SALR DE LA BISLgTECA

3.3 Aplicaciones.

Modelo para el reemplazo de una maguina.

Considérese una maquina que puede estar en cualquiera de
los siguientes n-—estados, I=x1,2,..f,n}. Se  supone que el
astado i es mejor que el estadu[i+1; i=1,2,...;,n—-1. El e s tado
1" corresponde a la maquina - en éondiciuﬁes perfectas.

El costo de operacidén por“uﬁ&déd de tiempn si la magquina

se encuentra en el estado ¢t se denota por C(t). Be asume que
OSC(1)2C(2)ZC(T)E. .. 2C(n) (F.59)

y que las probabilidades de transicidn estan dadas por

P =0 si gyt (3.6)
P 1 L1324 e 0nsnt Z.7)

eg decir, que el proceso no puede pasar a un estado mejor gue

el actual. También se asume que

n n
= £, P, = jgk P, para toda k=1,2,...,n (3.8)

i i ij

Hay dos acciones posibles: En el comienzo de cada etapa

s observa el estado de la maguina y se toma la decisién de
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como

tecosto

R»0: © bién;lééquc1de continua " costo
cy.

El probléma eé'éhyql que’ minimize el
kcasto promedio. ‘

Considérese la polItitanue hﬁnéa ~reemplaza. Entonces
por las suposiciones (3.6) yj ( 7). Vpéra esta politica el
unico estado que puede ser alcanzado desde cualguier otro es
el n; es decir, si nunca reemplazamos nuestra madquina 1llegara
en algan momento hasta el peor estado n, sin  importar el
estado actual.

Ahora, si se considera la politica que reemplaza en todo
estado, entonces ﬁm=0; es decir, gque la maguina nunca estara
en el pear estado n.

Enfoquese el problema hacia el correspondiente problema

descontado con un factor de descuento «l. Se tiene
n n
g . - .
Vu(L)»anxR+C(1)+ o j§1P1jV“(J),C(l)4 o j>=:1P”Va(_))”
P

V (1)=miniC(1l)+ x ZIP V (JYiC(1)+ o ZiPijVu(J)J,
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Por 1o que
V;°‘~(L ) _Vd:( 1) =m.7fn{R_.. [~C,(L‘);_C'('1) I+ ‘o j§1EPi.j_P1j]Vo<(J ) I<R

©_ Tomando® en tuenta ‘las. suposiciones (3.5) a la (3.8)

s tiene~i;
- yg(i)'—yé‘(i)_z(n r t=1,2,..0 0

SCER efecto para (=1 la‘igualdad se cumple trivialmente vy
cpara til, V(i) > Vm(l) por (3.5) y (3.8).
For lo tanto, h“(i)=V“(£)-Vu(1) 2g una funcién -acotada vy

por el teorema 3.2, existe una Funcidn acotada k(L) vy una

constante g, tal que
n n
'Y =min{ 'Y % 'Y 3,
g+h (L) =min{R+C (1)+ j§1Pijh (J):C(t)+ J.’:=:1P_H,h (J) 3,

t=1 240y

Ademas, la politica gue escoge la accién gue minimiza la
expresién anterior es dptima en promedio. Mas concretamente,

si

* n n

X fi . N < -

T Emaxit s C(L)+ jgaptj R(J) < R+C(1)+ jEiF;j h(S)3.
entonces, la polftica que reemplara si el estado actual 1 es

K :
mayor que U y no reemplaza en otro caso, es dptima.
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CONCLUSIONES

Este trabajo presenta una herramienta muy poderosa para
formular modelos y encontrar politicas éptimas para controlar
procesos Markovianos de decisidn. Los resultados obtenidos son
aplicables a diversas Areas, tales como teoria de colas,
inventarios, mantenimiento y programacién dinamica
probabilistica en general.

En el capitulo I se estudié el criterio de los costos
descontados con un factor de descuento « € €(0,11. E1 objetivo
es minimizar el costo total descontado mediante decisiones que
son tomadas teniendo en cuenta Unicamente el estado presente
del proceso, sin importar el tiempo ¢ en que se encuentre. A
este conjunto de decisiones les 11 amamos politicas
estacionarias Sptimas. También puede considerarse a

estas politicas como funciones del estado presente Xt; es
decir, que toman elementos del conjunto de estados y los
relacionan con elementos del conjunto de decisiones. Una
caracteristica importante es la retroalimentacién de la
informacidn; esto es, una vez tomada una decisidén a, existe
una probabilidad P_Lj de que el proceso pasa al estado J, el

cual seri el nuevo estado del proceso y en el cual se volverd
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a tomar la decisidén mas conveniente.

Una politica estacionaria éptima existe, y se encuentra
determinada por la ecuacidn 1.2 [ ecuacidn de
programacidén dinamica 1. En base a la definicidn (1.11> y al
teorema 1.4 C caso especial del teorema de punto fijo de
Banach ) se tiene que la funcién de costo éptimo V es tnica y
se obtiene mediante el método de aproximaciones sucesivas.

En el capitulo II, los costos son positivos y no se
requiere que sean acotados, por lo que se puede tener costos
infinitos, en cuyo caso toda politica serid &ptima ¢ caso
trivial >. Por lo anterior Unicamente son de interés aquellos
problemas que generen un costo finito.

Debido a la estructura (2.2) [ ecuacidén de programacién
dinadmica 1, no existe una funcidn de contraccidén que
garantice que exista una solucidén Unica.

En el capitulo IIX¥, se hicieron consideraciones para
determinar una estructura en la cual se pudiera representar a
la funcidén de costo minimo cuando no es finita.

La ecuacidn (3.2) proporciona condiciones para que
una politica estacionaria sea éptima ;3 es decir, que genera el
costo promedio minimo. En este caso el 1limite en (3.1

converge a una constante g.
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Asi, tenemos que las estructuras definidas para los tres
criterios, tienen 1los elementos necesarios para aplicar
programacién dinadmica probabilistica ( o estocastica >.

En el presente trabajo se presentarén procesos de
decisidn en el cual las decisiones son hechas en periodos de
tiempo iguales. Es decir, que los modelos estan basados en
Cadenas de Markov en Tiempo Discreto. Sin embargo, si el
tiempo de estancia del proceso en un estado es aleatorio, se
haran decisiones con un periodo diferente de tiempo; en este
caso los modelos estaran basados en Cadenas de Markov de
Tiempo Continuo.

En el mundo "real” tenemos que la mayoria de los sistemas
tienen un comportamiento aleatorio; es decir, no sabemos con
certeza su comportamiento futuro, por lo que para poder
entenderlos y tener un control de ellos es necesario realizar
un analisis donde se tome en cuenta el factor incertidumbre.

El analisis que se presentd en este trabajo utiliza
precisamente el factor de incertidumbre, a través de modelos
matemiaticos dinadmicos; dando origen a los procesos Markovianos
de decisidn cuya finalidad es controlar procesos de decisién
bajo incertidumbre.

La utilidad que considero pudiese tener este desarrollo
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de tesis, es que: una vez teniendo los elementos tedricos de
los procesos Markovianos de decisidén, una asesoria
especializada , y una experiencia laboral se apliquen en algin
sistema “real’.

En lo particular, confirmé que en Matemiticas Aplicadas
las bases tedricas son indispensables; de tal forma que no es
posible aplicar Matemiticas si no se tiene el fundamento
tedrico C(matematicod.

Por otra parte, tuve la oportunidad de conocer gente

dedicada a la investigaci<n.
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