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CAPITULO I 

INTRODlJCCION 

¿Por qué los modelos matemáticos en Biologla? 

Desde tiempos inmemoriales, el hombre ha intentado comprender la 
serie de regularidades e irregularidades del mundo que lo rodea. Esto 

lo ha llevado a un paso más allá de la simple observación y 

comprensión de los fenómenos naturales. El intento de predecir los 

acontecimientos posteriores uno de los resultados de la 

observación y la comprensión. Esto le ha sido posible, gracias a la 
existencia de fenómenos que se repiten a lo largo del tiempo. Ya que 

se ha comprendido perfectamente el mecanismo de cierto fenómeno, la 

manipulación del mismo es el paso a seguir. 

Debido a que las matemáticas son consideradas como un lenguaje 
universal con la capacidad de proporcionar la herramienta necesaria 

para la descripción de la naturaleza, el cuantificar los fenómenos 

naturales ha facilitado su estudio. sin duda, los fenómenos fisicós 

han sido, al menos en principio, los más inmediatos para interpretar 

por medio de un lenguaje matemático. La capacidad de abstracción de 
la mente humana ha permitido desarrollar una vasta teoría matemática, 

la cual en cooperaci6n con las reglas naturales han intercambiado 
los papeles en la tarea de comprender a la naturaleza. De esta 

manera, el desarrollo de las matemáticas ha permitido el desarrollo 

de la fisica y viseversa. 



Dentro de los fenómenos biológicos, también se ha_n encontrado 
ciertas reglas que bien pueden ser interpretadas por las matemáticas; 

aunque esta labor es un tanto mAs complicada que la de cuantificar la 

f1sica, por lo menos en cuanto a la mecánica clásica se refiere, pues 
se trata de modelar fen6menomenos más complejos cualitativamente 

hablando. Al parecer, hasta la fecha, no existe una definición de qué 

es la vida, por lo que ¿cómo vamos a describir algo que ni siquiera 

está bien definido?. Por consiguiente el observar, ti::atar de 
comprender y predecir fen6menos biol6gicos no es nada trivial y el 

pedirle ayuda a las matemáticas, es un camino que muchos clent1ficos 
han decidido tomar. En este trabajo se intenta presentar a la Teoria 

del Caos como una alternativa para la descripción de ciertos 

fenómenos biol6gieos al plantear las argumentos a favor y en contra, 
que ya se han realizado en cuanto a que algunos fen6menos biol69icos 

se comportan de manera ca6tíca, se desarrollan los conceptos que 

giran en torno a lo que consideraremos como Caos en biología. 

El Caos en 8iolog1a 

El caos forma parte del comportamiento de los sistemas 
complejos. Partiendo de que un sistema complejo es aquel que contiene 

un gran número de grados de libertad, o lo que es lo mismo, un gran 

no.mero de variables independientes que lo conforman, se sabe que en 
bioloq1a existen muchos sistemas de este tipo. Sin embargo, también 

existe un fen6meno intuitivamente contrario que se puede llamar 

Anticaos, el cual se encarqa de describir a aquellos sistemas 

altamente desordenados que llegan en un momento dado 

"cristalizarse" en estructuras altamente ordenadas- [Kauffman, 1991] 

La selección natural, es el mecanismo más importante que se 

encarga de mantener una autoconsistencia entre los organismos de un 
sistema y todo el ecosistema como un conjunto, todo esto en favor de 

la permanencia de los sistemas biológicos en el "juego de la vida". 

De esta manera, la dinámica de las partes (los individuo~) debe de 

ser consistente con la dinámica del conjunto (el ecosistema). cuando 
esto no sucede, por ejemplo cuando la dinámica de los individuos es 

inconsistente con la din&mica del ecosistema, la selección natural se 



encarga de eliminar a dicho·s individuos. Si la dinámica de los 

individuos persiste ser inconsistente con la dinámica del 

ecosistema, ~las caracter1siticas de los organismos cambiarán a través 

de diversos mecanismos hasta que se alcance una dinámi.ca global 
aceptable. Es as1, como de manera indirecta la selecci6n natural 

interviene en la dinámica del sistema. (Conrad, 1989] 

Se ha propuesto al Caos como la manera de describir los 
sistemas seleccionados naturalmente. A pesar de que la misma teoria 
del origen del universo, postula que todo partió del caos al cosmos; 

es decir, de sistemas totalmente desordenados a sistemas con una 
estructura altamente ordenada, se ha visto que el fenómeno orden
caos esto§. presente en la evolución de los fenómenos naturales en el 

transcurso del tiempo. :Inicialmente, fue en f1sica donde se observó 

dicha cualidad en ciertos fenómenos por primera vez. Espec1ficamente 

nos referimos al fenómeno climatol6gico que Edward Lorenz describió 
por medio de la teoría de Sistemas Dinámicos a mediados del presente 

siglo [Lorenz,1963]. El observó que bajo ciertas condiciones un 

fenómeno, a pesar de tener dinámicas complicadas pero bien 
determinadas, pasaba de ser totalmente predecible a ser impredecible 

del todo. Es decir, dados dos punto iniciales del sistema tan 
cercanos como se quiera, podían llegar a tener comportamientos 

totalmente diferentes a lo largo del tiempo. A este fenómeno lo 

denominó "el efecto mariposa". 

Modelos en Ecolog1a 

A pesar de que en 

ecología, el desarrollo 

biolog1a, en el caso particular de la 
de modelos se basó en los modelos 

estructurados en la demograf1a; se ha utilizado la misma herramienta 
matemática que en f1sica para el análisis de sus dinámicas. La 

historia del desarrollo de la demograf1a humana, al parecer tiene 

sus bases en el desarrollo socio-económico del. hombre; 

principalmente con el tránsito hacia el capitalismo dentro de las 

sociedades urbanas más ricas. John Graunt, comerciante británico, a 
mediados del siglo XVII en su obra "Natural and Political 

Observations mentioned in a following index and made upan the Billa 



of Mortality 11 (Observaciones naturales y políticas que se mencionan 

en el indice que sigue y basadas en las declardciones de mortalidad) , 

realiza una consideración importante en cuanto a la tasa de 

crecimiento constante de una población, lo que harla que la densidad 

poblacional fuera varias veces superior a la existente. No fue sino 

hasta finales del siglo XVIII, que el economista ingiés Thomas 

Robert Malthus, propuso su teoría del crecimiento geométrico de las 

poblaciones, mientras que los recursos alimentarios crecen ~e forma 

aritmética. Posteriormente, durante el siglo XIX, los estudios del 

crecimiento poblacional revelaron que dicha tasa podla tener ciertas 

variaciones en el transcurso del tiempo; ello hizo que Verhulst, en 

1830, propusiera el famoso modelo loglstico cuya dinámica se 

describe ampliamente en este trabajo. Durante principios del siglo 

XX, sobre todo a partir de la Primera Guerra Mundial, se ha seguido 

trabajando en los modelos de crecimiento de poblaciones, realizando 

investigaciones a nivel de campo y laboratorio. En 1923, Lotka se 

convence del caracter general de la ecuación loglsitica y describe el 

crecimiento de poblaciones con interacciones interespeclficas. Por 

otro lado Vito Volterra, quien estaba muy interesado en la aplicación 

de las matemáticas a las ciencias biológicas y sociales, ll.egó a las 

mismas ecuaciones de Lotka para describir el crecimiento de una 

población de individuos de diferentes especies que interactGan por la 

competencia de los recursos, en la cual, una de las especies es 

parasitada o depredada. Por lo demás, se sigue manteniendo el 

supuesto malthusiano [Altesor,1989]. 

El presente trabajo se divide en tres partes principales. En una 

de ellas, capitulo dos, se expone de manera explicita y formal lo que 

se considera como caos en Matemáticas. Es importante definir bien lo 

que se pretende buscar dentro de los fenómenos biológicos. se 

desarrolla una definición topológica del Caos Determinista, con base 

en la Teoría de Sistemas Dinámicos; teoria que se utiliza para 

describir las dinámicas de los diferentes sistemas que describen los 

fenómenos biológicos, particularmente ecológicos y epidemiológicos. 

Dichos sistemas se pueden dividir en dos: los contin4os y los 

discretos. Para los continuos se utilizan las ecuaciones 

diferenciales, que al integrarlas nos darán las soluciones del 

sistema; o lo que es lo mismo, la evolución en el tiempo de las 



variables del sistema que ctimplen con las caracterlsticas de las 

ecuaciones. Y. en el caso discreto, la dinámica está determinada por 
las iteraciones sucesivas de la función que caracteriza la din4mica 

del sistema. se observará que el tipo de dinámicas que desarrolle un 

sistema dependerá . de sus parámetros, los cuales contienen la 
información especlf ica del sistema cuyo comportamiento en el tiempo 
se desea describir. 

Dentro de este mismo capitulo, se establecen las herramientas 

matemáticas necesarias para identificar el caos a partir de los datos 
obtenidos directamente del fenómeno biológico. Esto es de suma 
importancia para los prop6sitos de esta tesis, pues este medio 

servirá para argumentar a favor o en contra de que la mejor manera 

de describir ciertos fenómenos biológicos es por medio de la Teoría 
del caos. El objetivo principal de esta tesis es tratar de mostrar 

que si en principio es dificil encontrar dinámicas caóticas a partir 
de los modelos una vez estructurados, no nos debemos limitar y 

debemos buscar otras maneras de encontrar dichas dinámicas en los 

fenómenos. Es decir, una vez que se haya comprobado que dichos 
modelos efectivamente reflejan comportamientos reales; es a través de 

los mismos datos experimentales que sirven para el cotejamiento de 
la dinámica del modelo con la dinámica del fenómeno biológico, en lo 

que nos debemos fundamentar para asegurar la existencia' o la no 
existencia del Caos en biologia. 

En el capitulo tres se presentan algunos modelos de biolog1a, 

los cuales bajo ciertas características pueden desarrollar dinámicas 

caóticas. Este capitulo pretende mostrar los trabajos realizados en 

torno a la modelación matemática en biología, que ha llevado '"ª 
algunos científicos a asegurar que el Caos en biolog1a no existe en 
la naturaleza. 

Finalmente, en el capitulo cuatro se exponen los diversos 
argumentos a favor de la existencia fenomenológica del Caos en 

biologla, a partir del análisis de los datos experimentales de 

algunos fenómenos. Se plantea la polémica que ha surgido alrededor de 

estos preceptos y se dan ciertas conclusiones obtenidas a partir del 
análisis de todo lo anterior. 

5 



CAPITULO II 

CAOS DETERMINISTA 

2. O. INTRODUCCION 

En este capitulo haremos una descripción conceptual y matemá.tica 

del caos Determinista; es importante conocer lo que los matem6ticos y 

cient1ficos en general, entienden por este fenómeno antes de entrar a 

la discusi6n de este punto. 

Después de hacer una caracterización en términos generales 

expondremos una definición de Caos Determinista, en la que nos 
basaremos para discutir la existencia del Caos dentro de los modelos 

matem!ticos en biolog1a. Por otro lado, haremos una descripci6n 

acerca de las técnicas actualmente utilizadas para analizar series de 
datos experimentales, biológicos en particular, que son 'Cl.tiles para 
determinar la hipotética presencia de Caos dentro de dichos 

fen6menos. 

2 .1. CAOS DETERMIN:ISTA 

Con el af~n de los cient1ficos por establecer relaciones entre 

causa y efecto en los fen6menos de la naturaleza, se han desarrollado 
modelos matem6ticos que los reflejan de la manera mAs fidediqna 



posible. Mientras m&s fiel sea esa representación más complicada será 
ll!.atemá.ticamente hablando, debido a que dentro del modelo se deben 

considerar las di versas hipótesis que satisface la dinámica del 

fenómeno. Posteriormente, se mencionan expl1citamente los. supuestos 
ecol69icos que Malthus consideró para el desarrollo del Crecimiento 
geométrico de una poblaci6n, pero que en la realidad, dichas 

hipótesis son falsas en la mayor1a de los casos y al tratar de no 

tomarlas en cuenta en nuestra representación, la estructura 
matemática del lUodelo se complica. Dichas hipótesis, consideran al 

mayor nt'.imero posible de variables independientes que intervienen en 
el comporamiento del fenómeno; y al no considerarlas, obtendremos una 

idealización de dicho fenómeno que muchas veces tiene una 
representación matemi!ltica sencilla. 

Sin embargo, es posible establecer una relación clara entre las 

diferentes etapas del comportamiento del fenómeno. Es decir, al 

tratar de describir el comportamiento del fenómeno a lo largo del 
tiempo, podemos determinar su evolución a corto y lar90 plazo dado el 

estado inicial de las variables que intervienen en su desci;ipci6n. 

Esto ha sido un gran logro en la humanidad porgue, de esta manera, el 
hombre es capaz de predecir e incluso manipular ciertos fe~6rnenas 

naturales ·lo que lo ha llevado a ·grandes avances tecnol69icos. Al 

hecho de poder determinar el estado del fenómeno a corto o a largo 

plazo, una ve& establecido su estado inicial, es a lo que se le 
conoce como Determinismo Laplaciano. 

A pesar de lo anterior, existen fenómenos que no son predecibles 

en lo absoluto; fenómenos que al parecer no tienen relación alguna 

entre sus causas y sus efectos. Estos fenómenos pierden memoria de su 
disposici6n inicial o de las causas que originaron su comportamiento 

y el resultado o efecto es totalmente impredecible. A estos fen6menos 

se les conoce como azarosos o aleatorios [Dubois, 1987] .. Muchas veces 
lo que sucede con este tipo de fen6menos, es que cuentan con un gran 

nt1mero de variables independientes entre si que intervie\len en su 

comportamiento y para las cuales, ni siquiera nos es posible 

encontrar una relaci6n entre sus diferentes dinámicas, por lo que nos 

es imposible establecer un modelo matemático que nos determine la 



dinámica del fenómeno a través del tiempo. Se utilizan conceptos de 

estadtstica como una herramienta para describir la evolución en el 
tiempo de este tipo de fenómenos. Definiremos 0 azarosidad 11 como 
impredecibilidad en la evolución a corto plazo de un sistema 

[ GU.ckenheimer, 19 8 2] . 

La que sl se tenla perfectamente bien establecida, era la 
frontera que exist1a entre los fenómenos azarosos y los fenómenos 

deterministas. sin embargo, a mediados del presente siglo, Lorenz se 

preguntó por qué no se podia predecir el estado del tiempo con dos 
semanas de anticipación, si se conoctan perfectamente las leyes de la 

hidrodinámica que determinan el movimiento de las nubes, la presencia 

de ciclones, anticiclones, depresiones atmosféricas, etc. La 

dificultad para predecir el clima provenia de la enorme complejirlad 
de las ecuaciones que resultaban de tomar en cuenta todos los 

fenómenos relevantes. Lorenz tuvo la habilidad para simplificar 

enormemente dichas ecuaciones y obtuvo un sistema de apenas tres 

ecuaciones diferenciales acopladas. La sorpresa en ese entonces fue 
encontrar que aQn esas tres ecuaciones presentaban soluciones 

altamente irregulares donde una m1nima variación en las cpndiciones 

iniciales daba lugar a escenarios completamente diferentes, después 

de. integrar numéricamente las ecuaciones para un tiempo 
correspondiente a dos semanas. Metafóricamente, él ejemplificó esta 

irregularidad de su sistema de tres ecuaciones acopladas con el 

llamado "efecto mariposa", el cual dice que una mariposa .que agita 
sus alas en Pekín puede ser la causa, unos d1as después, de una 

tempestad en la costa oeste de los Estados Unidos de Amé.rica 

[Haken, 1990]. Por lo tanto, la idea de que un .sistema tiene un 

comportamiento aparentemente azaroso debido necesariamente al no.mero 

de grados de libertad, actualmente se sabe que es completamente 

falsa. El ejemplo de las ecuaciones de Lorenz nos sirve para aclarar 

esta idea. 

Este caso mostr6 por primera vez que el comportamiento 
impredecible puede provenir, intrinsecamente, de la naturaleza de las 

ecuaciones que rigen al sistema y no del nCimero de variables 

involucradas en la descripción. Los resultados de Lorenz trajeron una 



revolución conceptual importarite; un cambio del paradigma pient1fico 

que dominaba hasta entonces. Nos referimos al Determinismo 
Laplaciano .. En el siglo XVIII, Pierre Simon de Laplace dijo que 

conociendo en un instante dado las posiciones y velocidades de todas 

las part1culas del mundo entero, se pod1a conocer su estado presente, 
pasado y futuro. Esto como ya 10 hemos mencionado, permit1a un 
conocimiento pleno de la naturaleza [Haken, 1990). 

Por otro lado, dos cient1ficos del Institut des Hautes Etudes 
Scientifiques de Bures-sur-Yvette, David Ruelle y Floris Takens, en 

el ai\o de 1971, desconociendo el trabajo de Lorenz llegaron a un 

resultado conceptualmente equiValente con respecto al fen6meno de la 

turbulencia publicando un articulo hasta la fecha famoso, donde 
exponen la conjetura de que un sistema agitado por movimientos en los 

que sólo existen tres frecuencias independientes puede 

desestabilizarse: sus movimi.entos se vuelven entonces totalmente 
irregulares y erráticos [Ruelle & Takens, l.971]. 

Para identificar su origen determinista, se acostumbra llamar 

"ca6ticos" a los movimientos que provienen de sistemas cuya relación 
causa-efecto está bien determinada; pero que bajo ciertas 

caracter1sticas es imposible predecir su comportamiento; y 

"aleatorios" a los comportamientos erráticos restantes. El "Caos 

Determinista 11 provoc6 un cambio en el pensamiento cient1fico y estuvo 

precedido por trabajos de Henri Poincaré e incluso Maxwell a fines 
del siglo pasado [Dubois, 1987]. Con esto resulta un hecho contundente 

que el Caos puede aparecer en ecuaciones muy sencillas y, lo mAs 

importante, deterministas. En la actualidad la gente ya se está 

acostumbrando a pensar que el Caos puede engendrarse en sistemas c~n 
pocos grados de libertad. Lo que ahora se pretende, es buscar leyes y 

regularidades dentro de este comportamiento para encontrar a otro 

nivel, m6.s universal todav1a, una cierta predecibilidad. [Haken, 1990] 

2. l.. l.. Caracterización del Caos Determinista 

Por lo que el problema radica en distinguir si el sistema 
determinista con el que estamos tratando describe _;:omportamientos 

9 



impredecibles (sistema ca6tic0) o si tiene un comportamiento bien 

determinado o predecible (sistema ordenado). Para ello consideremos 

un sistema~ matemático, es decir un sistema de ecuaciones 
diferenciales o en diferencias (caso continuo y caso discreto 

respectivamente), que describe la evolución de algunas variables que 

intervienen en la dinámica del fenómeno que se pretende modelar. 

En e1 caso continuo o discreto, definamos como trayectoria a 1a 

solución de dicho sistema. matemático. Es decir a la función, que 

siendo continua o discreta, cumple con las ecuaciones diferenciales o 
en diferencias del sistema. Dicho de otro modo, la trayectoria es la 
función que describe el comport'amiento de las variables del sistema a 

lo largo del tiempo. 

Una vez establecidos estos conceptos, ¿cómo podemos decir si 

esta trayectoria es resultado de un comportamiento ca6tico del 

sistema o si está. bien determinada? En otras palabras: ¿Cuál es la 

diferencia esencial entre una trayectoria regular y una trayectoria 

caótica? La din6.mica no lineal proporciona varias maneras de 

distinguir entre ambas situaciones. No siempre es posible con una 
sola herramienta el determinar si un sistema es ca6tico o no, por eso 

estudiaremos varios métodos que nos ayudarán a decidirlo. 

Veamos entonces una forma muy sencilla de definir lo que es una 

trayectoria caótica. Para esto consideremos el espacio donde 11 viven11 

todas las trayectorias del sistema, para valores fijos de los 
parámetros, los cuales describen ciertas caracter1sticas propias del 

fenómeno que se modela y hagámosle una partición en un número finito 

de pequef\1simas celdas que no se traslapan entre sL A cada una ~e 

estas celdas pongámosle una etiqueta o un n1lmero para identificarlas 
r'pidamente. Entonces, para describir la evolución de una trayectoria 

basta dar la secuencia de etiquetas de las celdas por las cuales 

pas6, a intervalos de tiempo constante, en el caso de sistemas 

discretos, dichos intervalos de tiempo pueden corresponder a los 

intervalos de tiempo de la evolución de dicho sistema. Con esta 
descripción, una trayectoria seria simplemente una secuencia de 

etiquetas o nümeros. Como podemos ver, esta descripci6n no es exacta, 
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pero si quisiéramos describir con mayor precisión la evolución de 
dicha trayectoria, tendríamos que tomar una partición más pequefia, en 

el caso continuo por supuesto. Ahora preguntémosnos: ¿C6mo se verla 

una trayectoria estable y cómo se verla una trayectoria caótica 

utilizando esta descripción? Para una trayectoria estable, tendremos 
una secuencia de etiquetas con un patrón regular; en cambio, para una 

trayectoria caótica no se verá ningün tipo de patrón en ia secuencia 
de etiquetas. 

Más concretamente, para una 6rbi ta estable podr !amos predecir la 
celda siguiente simplemente inspeccionando la secuencia de etiquetas 

que llevaba la trayectoria, ya que de alguna forma el patrón en el 

que aparecen las etiquetas es regular y se puede intuir cu~l va a ser 

la siguiente celda que se va a ocupar. En cambio, .para una 

trayectoria caótica, nos seria imposible predecir en cuál celda va a 

caer la trayectoria, ya que la sucesi6n de etiquetas es totalmente 

irregular, sin ningün orden aparente, por lo que tratar de predecir 
la secuencia de celdas serla como tratar de adivinar en qué nWuero va 
a caer un dado. 

Con esto queda claro, por lo menos intuitivamente, la diferencia 
esencial entre una trayectoria c;:a6tica y una regular. Veamos las 

consecuencias que tiene esta idea de predecir la siguiente celda 

conociendo la secuencia anterior de celdas. Si conocemos 

perfectamente la sucesión de celdas que ocup6 una trayectoria en el 

pasado, digamos hasta el tiempo t, ¿podremos decir qué celda va a 
ocupar la trayectoria al tiempo t+tt.t? La respuesta es obviamente s!, 

para una trayectoria regular y no para una trayec.toria ca6tica. En 

este Qltimo caso, no importa qué tan larga sea la lista de' etiquetas 

que tengamos del pasado evolutivo, nos será imposible predecir con 

exactitud cuá.les serán las siguientes celdas que ocupará. Al parecer, 

esta ignorancia del futuro a mediano plazo (y por supuesto a largo 

plazo) radica en el hecho de que no sabemos con exactitud d6nde 

estaba la trayectoria, lo cual proviene a su vez de la incertidumbre 
en el valor de las variables dinámicas del sistema. 

En general, se puede afirmar que la evoluci6n a futu~o de una 
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trayectoria caótica, de la cUal conocemos una buena parte de su 
pasado,. no va a poder ser determinada por culpa de Una propiedad 
intrinseca ele ella misma y no por la forma en la que estemos 

describiendo nuestro sistema. Por otro lado, para una trayectoria 

regular no tendremos ese problema: podremos predecir el futuro de una 
partlcula si conocemos su pasado. Por lo tanto, para un sistema con 

comportamiento ca6tico, no importa qué tantas ni qué tan precisas 

sean las mediciones que hagamos sobre él, nos va a ser imposible 
determinar el estado en el que se encuentre en el futuro. 

La teor1a desarrollada alrededor de este fenómeno irregular es 

vasta y está basada en la Teo~ia de Sistemas Dina.micos, ya que se 

analiza el comportamiento dinámico del sistema; es decir, su 
evolución o desempef'lo a lo largo del tiempo, como ya lo hab1amos 

dicho. 

El comportamiento periódico es el proceso bá.sico de los 
fenómenos dependientes del tiempo; est~ caracterizado por la 

ocurrencia de sucesos que se repiten a intervalos de tiempo 

regulares, a cuyo intervalo de tiempo se le denomina periodo, y al 

mecanismo f1sico que da origen a este comportamiento, se le llama 
oscilador [Dubois, 1963). 

Cabe sef'lalar para el caso continuo, que un conjunto de 

condiciones iniciales (CI) determina de manera ünica una trayectoria . 
.tste es el concepto b:isico del Determinismo Laplaciano en sistemas 

dina.micos. Debido a que en el espacio de las soluciones que 

pertenecen a cierto sistema no representa má.s que un solo aspecto del 

comportamiento en si, se ha construido otro espacio cuya dimensi6n 
está dada por el nümero de grados de libertad de éste,. el cual se 

denomina espacio fase. 

Este espacio fase contiene información cualitativa concreta en 
forma geométrica del comportamiento. Y debe contener toda la 

información necesaria para describir la dinámica de1 sistema 

estudiado. Cada una de las variables del sistema debe ser 
independiente de las demás para que as1, cada una de ellas. aporte su 
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propia información. Esto quiere decir que sí alguna de ellas no está 
definida subsiste cierta libertad para la determinaci6n del estado 

considerado (Oubois, 1963 J. 

De esta forma, las 6rbi tas o curvas (también llamadas 

trayectorias) que habitan en este espacio, describen de manera anica 
la historia del sistema una vez especificadas sus CI. El determinismo 

implica esta unicidad de las trayectorias en el espacio fas~, y que 
geométricamente esto se observa con el hecho de que dichas 

trayectorias no se cortan en dicho espacio. Ya que si por ejemplo, 
dos órbitas del sistema se cortasen, al seguir alquna de' ellas, es 

decir, al seguir una historia del sistema a partir de ciertas CI y 

llegar al punto de intersección, no sabr1amos cual "camino tomar"; es 
decir, el sistema no estar!a un1vocamente determinado. Esta propiedad 
queda bien descrita por las ec4aciones diferenciales aut6nornas, 

ecuaciones del tipo X=F(X), aquéllas que no tienen a la variable 

temporal de manera explicita. Esto implica que el campo . vectorial 

definido por las variables del sistema permanecerá constante a lo 
largo del tiempo, lo que no permitir~ que las órbitas del sistema se 

corten. 

Para el caso de sistemas discretos, dado que las 6rbitas del 
sistema son sucesiones de puntos, dentro del espacio fase, que en 

este caso particular se llama retrato fase [Oevaney,1989]; la 

unicidad queda determinada con el hecho de que dicha sucesión de 

puntos esté originada por la iteración de una función; es decir, que 

para cada punto que indique un cierto estado del sistema en un tiempo 

determinado, exista uno y s6lo un punto corresponqiente a un estado 

subsecuente del sistema, para que as1 éste tenga una sola opción que 

seguir a cada intervalo de tiempo. 

La dinámica del sistema, continuo o discreto, puede estar bien 

determinada por medio de sus puntos de equilibrio. Un punto de 

equilibrio de un sistema, es aquel estado en el cual permanece el 
sistema a lo largo del tiempo. Dicho estado de equilibrio puede ser 

atractor, es decir, que ya sea a corto o largo plazo, el sistema 

tiende a ese estado particular. En el caso de una o dos dimensiones, 
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este atractor puede estar representado por un punto dentro del 

espacio o retrato fase, esto es, un estado al cual el sist\;!ma tiende 

asint6ticame.nte; en términos matemáticos, el punto al cual las 
trayectorias del espacio convergen. Un ejemplo f1sico de este sistema 

es el péndulo sometido a la fricción del aire. 

Otro tipo de atractor que existe en sistemas bidimensionales es 
el llamado "ciclo lfmi te"; representado por una curva cerrada a la 
cual convergen eventualmente las trayectorias, en el caso de que sea 

estable. Este atractor es típico de los sistemas continuos 

disipativos a los cuales se les proporciona cierta energía del 
exterior para que no cese su 'movimiento; ejemplo, el péndulo de un 
reloj. 

Finalmente, existen sistemas en los cuales intervienen dos 
frecuencias distintas para determinar su movimiento. Para ellos el 
atractor es una órbita que se 11 enrolla" sobre la superfi.cie de un 

toro que se encuentra dentro de un espacio fase tridimensional. Por 

ejemplo, el fenómeno de las mareas puede estar bien representado de 

esta manera, pues en este fenómeno intervienen dos frecuencias 

principales: las provocadas por la luna y el sol. 

cuando dos de las frecuencias son inconmensurables, la 
trayectoria se enrolla sobre la superficie del toro recubriéndola al 

cabo de cierto tiempo; éste es el caso de un movimiento no periódico 

en el que el atractor es toda la superficie del toro. Debido a que es 

muy dificil seguir las órbitas de este sistema, H. Poincaré propuso 

un m~todo para reducir en una unidad la dimensión necesaria para su 
representación: las secciones de Poincaré, de las cuales abundaremes 

posteriormente. 

La presencia de atractores dentro del sistema permitirían, a 

corto o largo plazo, un comportamiento regular del sistema, ya sea 

que. permanezca en un mismo estado a lo largo del tiempo (punto fijo) , 
o que permanezca oscilando en ciclos de periodos determinados (ciclo 

limite en el caso bidimensional, 6rbita en la superficie de un toro 

para el caso de tres dimensiones) • Si al mismo tiempo, dadas dos 
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6rbi tas dentro del espacio fase, en cuyo estado inicial permanecen 

suficientemente cerca y al cabo de cierto tiempo, siguen 
permaneciendo igual de cerca una de la otra, se dice que el sistema 

es regular y predecible. Pero si por el contrario, el sistema 

presenta la llamada "sensibilidad a las condiciones iniciales 11 ; es 

decir, que no importa que tan cercanas demos las condiciones 
iniciales de dos órbitas en el espacio fase, éstas divergerán una de 

la otra a lo largo del tiempo, entonces el sistema puede presentar 

dinámicas cualitativamente complicadas. 

Esta propiedad es un indicio de que un sistema puede ser 

caótico, pues al menos satisface la condición de ser impredecible; y 

cuando esto sucede, el caso de sistemas disipatiyos o no 

conservativos, el atractor cambia su forma cualitativa. su estructura 
debe reflejar dos caracter1sticas aparentemente antagónicas: la 

atracción a un conjunto del espacio y la divergencia de sus 

trayectorias. Este tipo de atractores fueron denominados como 
11 atractores extrafios 11 en 1971, por o. Ruelle y F. Takens. La 
caracterización de estos atractores representa la firma del caos en 

sistemas disipativos, diferenciándolos de sistemas completamente 

aleatorios. 

El determinismo de las ecuaciones que rigen el comportamiento 

de un sistema puede ser sólo un suefio inalcanzable en la práctica. 

cabe recalcar que esto no depende de qué tan precisos sean nuestros 
aparatos de medición: en el caso continuo, para conocer la evolución 

de un sistema caótico, necesitar1amos determinar sus condiciones 

iniciales con precisión infinita y tener un algori~mo que iterara las 

ecuaciones también con precisión infinita; como esto no es as1,no se 

puede predecir su evolución [Carretero,1992]. 

Ahora podemos preguntarnos ¿qué es lo que necesita .tener de 

especial un sistema matemático, para que dé origen a órbitas 

irregulares? Pensemos primero en los dados. En este juego ponemos los 

dados en un cubilete y los agitamos varias veces. Los dados sufren un 

gran nfunero de choques dentro del cubilete y 11pierderi memoria" de 

cuál era su estado inicial. De esta forma, cuando los lanzamos y se 
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quedan inmóviles sobre la mesa, el resultado es impredecible. Lo 

mismo pasa en la loter1a, donde hay tantas bolitas y tantos choques 

entre ellas que nos es imposible determinar cuál va a ser el no.mero 

premiado. Siguiendo este esquema, muchos fenómenos resµl tan ser 

azarosos por culpa del no.mero tan grande de grados de libertad. As1 

mismo, el movimiento browniano de un pequeflo granito de polen 

flotando en un liquido es completamente irregular debido a que sufre 

una inmensidad de choques con las moléculas del liquido. pe igual 

forma, cabe mencionar la turbulencia en un fluido que involucra un 

no.mero muy elevado de partículas. De hecho a fines del siglo XIX, el 

f1sico austriaco Ludwig Boltzman al tratar de explicar las leyes de 

la termodinámica que describen las propiedades macroscópicas de los 

cuerpos, por medio de las propiedades microscópicas; es .decir, el 

movimiento de sus moléculas, desarrolló lo que ahora se conoce como 

la mecAnica estad1stica. Al tratar de describir el movimiento de las 

moléculas de un gas, Boltzman dedujo que entre mayor es el nümero de 

estados microsc6picos distintos de las moléculas, que conllevan a un 

mismo estado macrosc6pico del siStema (gas), menos podemos conocer el 

estado microscópico real del sistema en un instante dado. 

Al maximizar el desorden molecular se minimiza el conocimento 

del sistema. Este desorden en el movimiento de las moléculas de un 

gas se debe en parte, a la coexistencia de un gran nümero de acciones 

elementales independientes que intervienen en el comportamiento del 

sistema; dicho de una manera más técnica, debido al gran nümero de 

variables independientes que intervienen en la descripción del 

movimiento del sistema, es decir al gran nt1mero de grados de libertad 

de éste [Haken,1990]. As1 mismo, podemos seguir epumerando ejemplos 

donde la aparición del azar proviene del gran número de procesos 

elementales que están involucrados. 

Con todo esto, es tentador decir que el Caos proviene 

necesariamente de la existencia de un na.mero elevado de grados de 

libertad, como ya lo hablamos mencionado antes. En un principio se 

pensó que asi era, pero Henri Poincaré (l.845-1912) empezó a notar que 

la existencia de soluciones altamente irregulares no era provocada 

necesariamente por el na.mero de grados de libertad. Sin embargo, no 
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fue hasta la revolución del cálculo numérico con las computadoras, 

que se comprob6 que aún sistemas aparentemente sencillos como el 
sistema de ~ Lorenz [Lorenz, 1963], con pocos grados de . libertad, 

presentan comportamientos caóticos. 

Consideremos un ejemplo muy ilustrativo conocido como "el 

corrimiento de Bernoulli". Se toma inicialmente un número irracional 

entre o y 1, y a partir de él se repite la siguiente operación: se 
multiplica por dos, restándole 1 cada vez que el resultado sea mayor 
o igual que 1. Es decir, que se aplicará. la siguiente iteración: 

(2.1.) 

Haciendo el experimento numérico se puede observar que los 

ntimeros que aparecen en esta sucesión de iteraciones es casi 

indistinguible de una sucesión de nümeros escogidos aleatoriamente. 

Para que quede claro cómo funciona este sistema, tomemos como 
condición inicial a Xo=0.3125. Usando esta última ecuación obtenemos 

la sucesión: X1=0.625, X2=0.2s, X3=o.s, X4=0, Xs=O, ••• 

La secuencia resultó finita porque la "semilla" (Xo) fue un 

decimal. Es fácil encontrar la tasa a la que se pierde información en 

este proceso. Basta escribir el nt1mero original en binario¡ si para 
una fracción decimal Xo se tiene: 

(2.2) 

donde a 1 son las cifras de Xo que están entre o y 9, entonces un 
ntimero cualquiera entre cero y uno expresado en binario tendrá. la 

forma: 

(2. 3) 

donde b 1 son las cifras de Y0 que están entre o y 1. En particular, 

retomando la semilla anterior Xo=0.3125 se convierte en binario en 
Ya=0.0101 (= OxO.S + 1x0.25 + Ox0.125 + lx0.0625). Ahora, en binario, 
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multiplicar por 2 (iterar) no es otra cosa que mover el punto 

(binario) un lugar a la derecha. Ya que multiplicar por 2 la ecuación 

anterior, es simplemente disminuir en l. las potencias de l./2. Por lo 
que la serie de Y1 se verá. en esta descripción binaria como: 

Y0=0.0101, Y1=0.10l., Y2=0.01, Y3=0.l, Y4=0, Y5=0, En esta 
descripción resulta evidente que en cada iteración se pierde una 

cifra: aquélla que se desplaza a la izquierda del punto binario. Por 
lo tanto, en este proceso se pierde un bit de información _por cada 

iteración. 

Vemos claramente que si empezamos con una semilla decimal, 
llegaremos depués de un cierto nCímero de iteraciones al cero (en el 

caso de que la serie de cifras no sea infinita); o tendremos una 

serie periódica (en el caso de que la serie de cifras sea periódica). 
Si tomamos, por ejemplo, la secuencia que inicia con 

Y0=0.001001001001001 ••• que es peri6dica e infinita, tendremos que la 

serie Y 1 será también periódica de per lodo 3. Pero si tomamos como 

semilla a un no.mero irracional, la serie de Y 1 será. una serie 
infinita y totalmente aperi6dica • Este es un buen ejempló en donde 

un algoritmo determinista, ecuación anterior, lleva a resultados 

irregulares. Vemos entonces que un proceso determinista lleva a 

resultados que se muestran irregulares, de esta forma podemos 
construir un generador de sucesiones irregulares de nt'imeros con un 

algoritmo determinista. A este tipo de comportamiento irregular se le 

llama caos determinista, ya que proviene de ecuaciones deterministas. 
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2. 2. UNA DEFINICION TOPOLOGICA DEL CAOS DETERMINISTA 

La ev~lución temporal de un sistema puede ocurrir tanto en 

tiempo continuo como en tiempo discreto. En el primer caso tenemos un 

flujo y en el segundo un mapeo. Debido a que es posible modelar 

fenómenos biológicos por medio de mapeos unidimensionales, 

realizaremos a continuación un análisis de la dinámica particular de 
estos sistemas discretos. En muchas ocasiones, por medio de ciertos 

métodos matemáticos que veremos posteriormente, podemos reducir un 
sistema de dos o más dimensiones (continuo o discreto) a un sistema 

unidimensional y el analizar la dinámica de dicho sistema 

unidimensional nos proporciona~á una idea bastante aproximada de la 
dinámica global del sistema. Cabe sen.alar que los· sistemas 
unidimensionales discretos son un ejemplo de sistemas simples con 

din6micas caóticas. Después de dar una serie de defiñiciones y 

proposiciones caracter1sticas de la din6mica. unidimensional discreta, 
nos ayudaremos del modelo log1stico para dar una descripción 

matem6tica formal del caos en sistemas din6micos discretos. 

La din6mica de un mapeo est6 dada por las iteraciones de la 

funci6n f(X) tal que X(n+1)=f(X(n)). Dado un valor inicial X(O), es 

decir, un n6mero de babi tantea distinto de cero al tiempo t=O, el 

n6mero de pobladores al tiempo t=n es: 

X(n)=fº(X(O)). (2.4.) 

La meta más importante de la teor1a de Sistemas Din6micos es 

observar y estudiar el comportamiento a lar90 plazo, de un proceso 
iterativo. Si este proceso es una ecuaci6n diferencial, cuando dicha 

ecuaci6n estA dada en ·términos de la derivada de la funci6n (caso de 

tiempo continuo), cuya variable independiente es el tiempo, la teorla 

intenta predecir el comportamiento en un futuro distante, cuando el 
tiempo tiende a infinito; o en un pasado distante, cuando el tiempo 

tiende a menos infinito. En el caso de tiempo discreto, el proceso 

evolutivo est6 dado por las iteraciones de una función, la teor1a 

espera entender el comportamiento a largo plazo de los puntos X, 

f(X), f 2 (X), •.• ,fn(X) mientras n sea lo súficientemente grande. 
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Tomaremos conceptos generales de la teor1a de Sistemas.Dinámicos 

que comenzarán ºcon la siguiente serie de definiciones. 111 

Definici6n(2.1) .- sea f:I>-> J. La funci6n f(x) es un homeomor

fismo si f (X) es uno a uno, sobre, y continua, y f-1 (x) también es 

continua. 

Definici6n(2.2).- Sea f::Ci--+ J. La función fes un cr-difeomor

fismo si f (x) es un Cr -homeomorfismo tal que f-1 (X) es también Cr. 

Los puntos fijos de una funci6n son aquellos que quedan 
invariantes bajo la función, son puntos x que satisfacen que f (x)=x. 

Algunas propiedades importantes de f: 

Proposici6n(2.1).- Sea I=[a,b) un intervalo y sea f:It-->J 

continua. Entonces f tiene al menos un punto fijo. 

Proposici6n(2.2) .- Sea f:Ii-> J y considere que lf' (?') 1<1 para 
toda x en :c. Entonces existe un 0.nico punto fijo para f en :c. Mln má.s 

lf(x)-f(y) l<lx-yl llx,yEI, X#y. (2.5.) 

Definici6n(2.3).- Sea ScR. Un punto x es un punto limite de S si 

existe una sucesión de puntos XnES que converge a x. S es un 

conjunto cerrado si contiene todos sus puntos limites. 

Definici6n(2.4) .- Sea ScR. s es un conjunto· abierto si, para 

cualquier xes, existe c>O tal que todos los puntos t en el intervalo 

abierto x-c<t<x+c está.n contenidos en s. 

Definici6n(2.5) .- Un subconjunto U de S es denso en S si la 
cerradura de u es igua1 a s. 

UJ Se to•6 1a c•raclerlucl6n del Cao• Delermlnlala de Devaney. 
•o desea consultar las de111o•li;aclonea ver IDevaney,1989). 
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Definici6n(2.6) .- La órbita evolutiva de x es el conjunto de 

puntos x, f(x), f 2 (x), •.• y se denota por o•(x). Si f es un 

homeomorfismó, definiremos la 6rbita completa de x, O(x), como el 

conjunto de puntos fn(x) para n e Z, y la 6rbita retrospectiva de x, 

0-(x), como el conjunto de puntos x, f. 1 (x), f-2 (x), ... 

Nuestra meta fundamental es entender el comportamiento de todas 
las órbitas del mapeo. 

Definición(2.7) .- El punto x es un punto fijo de f si f(x)=x. El 

punto x es un punto periódico de periodo n si f"(x)=x. La n positiva 

mAs chica para la cual f"(x)=x es llamada el periodo principal de x. 

Denotamos al conjunto de puntos periódicos de periodo n (no 
necesariamente principal) como Per0 (f), y al conjunto de puntos fijos 
por Fix(f). El conjunto de todas las iteraciones de un punto 

periódico forman una órbita periódica. 

Los mapeos pueden tener varios puntee fijos. Los mapeos con in
tervalos de puntos peri6dicos no son comunes. La mayorla de los 
sistemas que estudiaremos tendrAn puntos peri6dicos aislados. 

Definición(2.8) .- Un punto x es eventualmente periodico de 

periodo n si x no es periódico, pero existe m>O tal que r"'' (x)=f1 (x) 

para toda i>:m. Es decir, f 1 (X) es periódica para i"111. 

Definición(2.9) .- Sea p un punto periódico de periodo n. un 

punto x tiende asintóticamente a p si f~ f 1"(x)=p. El conjunto 

estable de p, denotado por w" (p), consiste de todos los. puntos 
asintóticos a p. 

Si p es un punto no periódico, definiremos puntos asintóticos 

recurriendo a lf1 (x)-f1 (p)I-> o mientras que i-> '"· Tambil!n,·si f es 
invertible, consideraremos puntos asint6ticos hacia atr6.s al tomar 
-> (-m) en la definición previa. El conjunto de puntos asintóticos 

hacia atrás a p, se le conoce como el conjunto inestable de p y se 

denota como Wu(p). 
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oefinici6n (2.10) .- Un punto x es un punto critico de f si 

f'(x)=O. El,punto critico es no degenerado si f"(x)•O. El punto 
critico es degenerado si f 11 (X) =O. 

La teorfa de Sistemas Dinámicos tiene que estudiar 1a naturaleza 

de todas las 6rbitas del sistema, e identificar al conjunto de 

órbitas que son peri6dicas, eventualmente periódicas, asint6ticas, 
etc. Generalmente esta es una tarea imposible. Ya que si por 
ejemplo, la función es un polinomio cuadr4tico, buscar expllcitamente 

todos los puntos de perlado n ,lleva a resolver la ecuaci6n f"(x)=x, 

la cual es una ecuación de qrado 2". Como sabemos, resol ver una 
ecuaci6n de grado mayor que tres resulta imposible anal1ticamente por 
lo ·que se tienen que aplicar 116todos numéricos para tales efectos. 

Generalmente, ni estos métodos numéricos resultan atractivos ya que 
cometen mucho error; esto se debe a los errores de redondeo que 
comete cualquier computadora. Estos errores de redondeo pueden llegar 

a mostrar puntos peri6dicos donde no existen o a olvidar algunos en 

el camino. Por eso es que se opta por métodos geom~tricos o 

cualitativos que nos ayuden a entender la din4mica de un sistema 
dado. Por lo tanto, enunciaremos a continuaci6n un método gráfico 

para encontrar los puntos peri6dicos de un sistema. 

Un método muy eficiente para describir las 6rbitas o 
trayectorias de un sistema din4mico es el retrato fase. En el caso de 

un sistema dinámico en una dimensi6n, el retrato fase se encuentra 

sobre la recta real. Veamos c6mo se construye este retrato fase. 

2.2.1. An4lisis qr4fico de las 6rbitas _del sistema 

Dada la qr4fica de una funci6n f (X) lista no tiene informaci6n 

alguna acerca de la sequnda iteraci6n, f 2 (x), de f(x); sin. embargo, 

la utilizaremos para obtener informaci6n sobre iteraciones· mayores y 

de ah1 el retrato fase via el procedimienmto siquiente al que 

llamaremos an4lisis gr4fico. Identifiquemos la diagonal A={ (x,x) tx•R} 

con R de la siguiente manera: trazando una linea vertical desde el 

punto (p, O) a la gráfica de f(x) y se intersectarA en el punto 
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(p, f(p)); después una linea horizontal desde pÚnto a b. 

intersectandose en (f(p),f(p)). Es decir, una linea vertical que sale 

de A hacia la gráfica seguida de una horizontal de regreso a A, nos 

da la imagen del punto p bajo f(x) en la diagonal. De la misma manera 

podemos encontrar la imagen de f(p) bajo f(x) en la diagonal; es 

decir, encontrar la segunda iteración de p bajo f(x), f 2 {p). Y as1 
sucesivamente pueden localizar sobre la diagonal todas las 

iteraciones que se desee. Visualizaremos el retrato fase .del mapeo 

sobre la diagonal A. Cabe sef\alar que este método no es exacto, ya 

que se trata de un algoritmo gráfico. Si se quiere hacer una mejor 
aproximaci6n se debe de iterar analíticamente. Sin embargo, es un 

método muy sencillo y muy rápido de aplicar; lo 6nico que se de~e de 

hacer, es trazar unas lineas sobre la gráfica de la funci6n. 

Llamaremos justamente retrato fase a los puntos que dejamos pintados 

sobre la diagonal A con el método anterior. Este método n95 permite 

visualizar la dinámica de sistemas unidimensionales, ya que la 6rbita 

de un punto dado pes p, f(p), f 2 (p), etc., lo que es justamente el 

retrato fase que queda impreso sobre d cuando se aplica el algoritmo 

arriba descrito (ver la Fig. (2.1.)) 

1'1r1u. ~,r 
Fl9ura 2.1. Iteración c¡r4flea una func l ón. 

Como podemos observar claramente, los puntos fijos y los puntos 

peri6dicos son la clave para el análisis cualitativo de los sistemas 

dinámicos; por lo que a continuaci6n haremos un análisis de los 

diferentes tipos que existen. 
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Podemos notar que los Puntos fijos son puntos peri6dicos de 
per1odo uno, por 1o que generalizaremos el estudio solamente a puntos 
peri6dicos .. 

2. 2. 2. Puntos periódicos hiperb6licos 

Los mapeos simples como Id(x)=x y f(x)=-x son poco comunes 
dentro de los sistemas diná.micos, bá.sicamente debido a que todos sus 
puntos son periódicos, de periodo uno y dos respectivamente, bajo las 
iteraciones de este tipo de map.eos. 

Los puntos periódicos suelen estar má.s separados en la linea del 
retrato fase. Un ejemplo de estos los puntos periódicos 
hiperb61icos, los cuales proveen los comportamientos periódicos má.s 

sencillos. 

Definici6n(2.11) .- Sea p un punto peri6dico de periodo n. El 

punto p ea hiperb6lico si 1 (f") '(p) l•l. El nWllero (f")' (p¡° se llama 

multiplicador dal punto peri6dico. 

Proposici6n(2.3) .- Sea p un punto fijo hiperb6lico con 

lf' (p) l<l. Entonces hay un intervalo abierto U alrededor de p tal que 

si xeU entonces ~~~fn ( x) =p. 

Anotaciones: 

l. El intervalo [p-c,p+c] s; wª(p). 

2. Sea u un intervalo abierto alrededor de p el cual se mapea 

dentro de w°(p) por f"; claro, bajo la auposici6n de que 

1 (f"). (p) l<l. 

Definici6n(2 .12) .- Sea p un punto peri6dico hiperb6lico de 

periodo n con 1 ( f") ' (p) 1 <l. Al punto p se le llama punto peri6dico 

atractor, un atractor o un sumidero. 
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Los puntos periódicos atractores de periodo n tienen vecindades 

que son mapeadas en ellas mismas bajo f", a esa vecindad se le llama 

conjunto local estable y se denota W~oc· 

Hay 
O<f'(p}<l 

tres tipos diferentes de puntos 

y -l<f 1 (p)<O. Donde los dos 

fijos estables f' (P)""'o, 

primeros son atractores 

monótonos y el último es un atractor oscilante. Los retratos fase son 

respectivamente: 

Fl9ur11 Lo• tres tipo• de punto• r1 Jo• c•l11blea: 
aJO<r' (p)<l, bJr' Cpl=O, y c)-l<r' (p)<O. 

Proposici6n(2.4) .- Sea p un punto fijo hiperb61ico con 

lf' (p) l>l. Entonces existe un intervalo abierto U de p tal que si 

xeu, x-p, entonces existe k>O tal que fk(X)ll!U. 

Definici6n(2.13} .- Un punto fijo p con lf'(p) l>l es llamado un 
punto fijo repelente, un repu1sor o fuente. La vecindad descrita en 

la proposición es llamada conjunto local inestable y se denota W~oc· 

Flquro Z.3. Los do!J Llpni:; de punlaa flJoa 
repulaoreo: GJr'lpl>l y blr'lpl<-1. 
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De manera similar, los puntos periódicos de periodo n son 

repulsares si \ (f")' (p) l>l. Existen dos tipos de puntos repulsares: 
puntos repulsares monótonos y puntos repulsares oscilantes, esto se 
da cuando f' (p)>l y r' (p)<-1 respectivamente. El retrato fase de 
dichos puntos se puede observar en la figura (2.J.). 

2.2.J. Puntos indiferentes o no-hiperbólicos 

Los puntos periódicos hiperbólicos tienen, entonces, 
comportamiento local gobernado por la derivada del punto peri6dico. 
Esto no es válido cuando el punto indiferente o no-hiperbólico 
(ver Fig. (2.4.)). 

1 
/ 

"' / 

flqura 2. 4. Punlo CI Jo lndlferenle o no~hlperból leo. 

Para continuar con el análisis de la dinámica de un mapeo 
unidimensional discreto, para postular una definición matemática de 
Caos Determinista para sistemas discretos, contaremos con la ayuda de 
un mapeo en particular. Nos referimos al mapeo log1sitico, cuya 
dinámica es muy representativa de la dinámica de los mapeos 
unidimensionales discretos, no lineales, que bajo ciertas 
circunstancias presentan comportamiento caótico. 
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2.2.4. Un modelo de crecimiento de poblaciones (Modelo Log1stico) 

Para estudiar el comportamiento del crecimiento de algunas 
poblaciones, bacterias por ejemplo, se pueden proponer unas 

ecuaciones que describan analiticamente la variación del na.mero de 
individuos con el tiempo. Estas ecuaciones nos dar!n el na.mero de 
individuos de la poblaci6n en todo instante, conociendo de antemano 

cuantos individuos exist1an en un principio. Estas ecuaciones 

representan un modelo matemStico para el crecimiento de la población. 
Es claro que este modelo no será una descripción exacta del fenómeno 

biol6gico que estemos estudiando, ya que la naturaleza de tales 

fenómenos es invariablemente mucho más compleja que un simple modelo 
matemático. sin embargo, es interesante notar que tales modelos 
pueden explicar, al menos cualitativamente en buena parte de los 

casos, muchos aspectos de la poblaci6n que nos eran desconocidos o 
inexplicables. Para que un modelo matemático sobre crecimiento de 

poblaciones sea manejable, es necesario que sea sencillo; pero a su 
vez, lo suficientemente completo para que no se aleje demasiado del 

fenómeno biol6gico real que estamos tratando de describir. 

Un ejemplo do esto es el modelo de crecimiento exponencial de 

una poblaci6n, realizado por Thomas Robert Malthus (1776-1834), que 
es muy manejable matemáticamente pero no es muy apegado a la 

realidad. En este modelo se suponen válidas las siguientes hipótesis: 

l. Existencia de espacio suficiente. 

2. Recursos suficientes. 

3. La no ocurrencia de algCin evento catastr6fico. 

4. Poblaci6n homogénea. 
s. Poblaci6n aislada. 

Con la existencia de espacio suficiente nos referimos a que la 

población necesita lugar para sus nuevos habitantes4 Es importante 
que los recursos como el alimento nunca escaseen, as! como que no 

ocurra ningün evento catastrófico que elimine a un buen nCimero de 

pobladores, si no es que a todos. Ejemplos de este tipo de eventos 

pueden ser terremotos, incendios, huracanes, glaciaciones, etc. Una 
poblaci6n homogénea, es aquélla en la cual todos los individuos son 
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demogrcificamente idénticos, no hay tasas distintas de natalidad y 

mortalidad en los individuos o grupos de individuos. Se entiende por 

una población aislada aquella que no tiene contacto con otro tipo de 
poblaciones, como depredadores por ejemplo. 

Es claro que este modelo no es muy apegado a la realidad ya que 

los supuestos en los que está basado no suceden en la realidad. Es 
prácticamente imposible encontrar un proceso biológico en. el cual 
exista espacio ilimitado, asi como comida en abundancia. El hecho de 

que la población sea homogénea tampoco es real, ya que cualquier ser 

vivo tiende a envejecer por lo que su poder de reproducción 
disminuye y finalmente se agota. En la mayor1a de los procesos 

biológicos existen, además de las imperfecciones arriba mencionadas, 

catástrofes naturales as1 como de predadores que interfieren 

directamente con el crecimiento de los pobladores. sin embargo 
comenzaremos con este modelo ya que es muy sencillo de estudiar y 

poco poco lo iremos complementando y mejorando con algunas 
hipótesis extras. Además, la intención de este modelo 

principalmente construir un algoritmo que refleje cualitativamente el 

comportamiento de una población y no que nos dé una descripción 

exacta del crecimiento de algO.n animal en especial. Este modelo 

también nos ayudará a familiarizarnos con la terminología da este 

tipo de sistemas, así como de los comportamientos más generales que 
se pueden encontrar en la naturaleza. 

Una vez analizadas y consideradas las hipótesis propuestas por 

Malthus, veremos cómo es el crecimiento de una población a tasa 
constante cuya reproducción no es de manera conti.nua sino discreta. 

Es decir, que no se está reproduciendo continuamante sino cada tiempo 

determinado; por ejemplo: cada ano, cada verano, cada mes etc. o lo 

que es equivalente a pensar en una población a la cual estamos 
tomando muestreos discretos del nt'imero de pobladores. Es dificil 

decir cual es el intervalo de tiempo que tomaremos para una población 

especifica, ya que para algunas bacterias la tasa de crecimiento es 

muy alta y es necesario muestrear con mayor frecuencia, cada minuto 
por ejemplo; en cambio, para algunos mamíferos de gran tamaf\o es 

necesario tomar muestreos a intervalos de tiempo mucho may9'res, 

incluso varios af\os. 
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Por lo que procederemos· a desarrollar paso a paso el modelo 

matemático de un tipo de crecimiento de poblaciones, reiterando el 
tipo correspondiente al haber considerado las hipótesis anteriores. 

Sea X (t) la variable que indica el nümero de individuos de una 
población al tiempo t, entonces X(t+l) es el nümero de individuos al 

tiempo t+l; es decir, una unidad de tiempo después. De tal forma que 
si queremos calcular el cambio de individuos de esa poblaci6n al cabo 

de una unidad de tiempo, tenemos: X(t+l) -X(t). 

crecimiento relativo a esa población será: 

X(t+i) -X (t) 
q• X(t) 

Por lo que el 

(2 .6) 

donde q es la tasa de crecimiento que propondremos constante. Es 

decir, segt'in las hipótesis anteriores, el crecimiento de esa 

población es a tasa constante. Por lo que obtendremos: 

X(t+l)=X{t) (l+q); (2.7) 

llamaremos a q+1 tasa de remplazo. Dada q y una población inicial 

X(O), esto es el neimero de pobladores cuando empezamos a medir, 

digamos al tiempo cero, tendremos que: 

X(t)=X(O) {l+q)' V tez. (2.8) 

Por otro lado el modelo postulado por Malthus está hecho para un 
crecimiento continuo de la población de la siguiente forma: 

X(t)=X(O)e" V tell. (2.9) 

Esta función nos indica claramente que el crecimiento de la población 

es de manera exponencial; es decir, si hacemos una gráfica de X vs. 

t, obtenemos el crecimiento exponencial de la población a lo largo 

del tiempo. A su vez, podemos visualizar este modelo como una 
progresi6n geométrica donde la razón de crecimiento está dada por ek. 

Cabe hacer notar que cuando k>O, la función crece, cuando k=O ésta 

permanece constante y cuando k<O decrece, tendiendo asint6ticamente a 

cero, es decir que la población tiende a extinguirse. 
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A continuaci6n encontraremos la relación del modelo continuo de 
Malthus con el que hemos estado desarrollando. Comparando las 
ecuaciones, obtenemos: 

X(t)=X(O) (i+q)' V tEIR (2.10) 

Donde la tasa de remplazo es la razón de crecimiento g~ométrico 

de la población; es decir, si rs1+q tenemos la siguiente progresión 
geométrica: 

X(t)=r'X(O) (2.11) 

As1 mismo, de la ecuación (2.5) tenemos: 

1 X(t+i)=rX(t) 1 (2.12) 

Supongamos que llega el momento en que para la cantidad de 

habitantes, ciertos recursos como el alimento, por ejemplo, ya no son 

suficientes, es decir que empiezan a escasear; as1 observamos que la 

hipótesis 2. ya no se cumple. La población empieza a decrecer, y la 
tasa de reproducción pasará a ser negativa, no será más constante. En 

esta ocasi6n, dado un na.mero má.ximo de pobladores Xa.ax, r dependerá. 

del número de habitantes, osea de la densidad de la población, de la 
siguiente manera: 

¡ ~ 
grande si X e x_, 

chica si X - x_, 
r(X) = 

cero si X= x_, 

< o si X > x_, 

En otras palabras, r(X)=µ(X..x-X) por lo que la eCuaci6n de 

crecimiento de esa población quedará. de la siguiente forma: 

X(t+l)=µ(x_,-x(t) )X(t). (2.13) 
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El valor de X al tiempo t+l de.pende del valor de ésta al tiempo t, es 

decir, X(t+l)=F(X(t)), por lo que la familia de ecuaciones queda 

como una familia cuadrática de funciones: 

Fµ(X)=µX(X,..,-X). (2.14) 

A esta función se le conoce como funci6n log1stica. Y es una 
descripci6n más apegada a la realidad del fenómeno de crecimiento de 

una población. Cabe aclarar que el parámetro µ indica la tasa 

intr1nseca de reproducción de una población dada; es decir, µ varia 
si el tipo de poblaci6n varia. 

Para simpificarnos la vida, trabajaremos con poblaciones 
11normalizadas 11 , donde la población tendrá valores entre o y 1; esto 

es que el valor máximo de la población será l CX.ax=l) • Nuestro 
modelo a estudiar queda finalmente determinado por: 

IF(X)=µX(l-X) 1 (2.15) 

A continuación haremos un análisis exhaustivo del comportamiento 

de este modelo, también conocido como mapeo 1og1stico. 

2. 2. 5. Parámetro de la familia de funciones logísticas 

Una vez determinados los conceptos básicos para el an6.lisis de 
la ecuaci6n logística desde el punto de vista dinámico, proseguimos a 

estudiar las influencias del parámetro sobre ella. 

En general para el crecimiento geométrico de una poblaci6n con 
tasa intrinseca de crecimiento r, tenemos que si r<l la población 

disminuye su tamaf\o a lo largo del tiempo, o sea que tiende a la 

extinción. Si r=l, la poblac6n no varia y si r>l, la población crece 
en el tiempo. 

Regresando a la ecuación log1stica, observamos que también la 

podemos denominar ecuación cua~rática debido a que tiene términos 

cuadráticos en su configuración: 
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Fµ(x)=µx-µx 2 , (2.16) 

por lo que gráficamente obtendremos una familia de parábolas, 1. e., 

una parábola diferente (ver Fig. (2.5.)), para cada µ di~tlnta. De 

esta manera, el parámetro µ es el que tiene la información respecto a 

la tasa intr1nseca de crecimiento de la poblacl6n. En particular, en 

el caso de que µ<1 tenemos que Fjl (x) n-nt o, matemáticamente .hablando, 

estamos en el caso trivial del comportamiento dinámico de la funci6n. 

Flqura ii!.5, Gr,flcas de In ecu11cl6n loq(ollca 

varios valorea del p11r.6111clro. 

Ya entrados en el análisis dinámico del sistema, por medio de 

las siquientes proposiciones encontraremos resultadbs importantes. 

Proposici6n (2.5).-

1. Fµ(O)=Fµ(l)=O y Fµ(Pµ)=Pµ donde 

Pµ 

2. 0<Pµ<1 si µ>l. 

µ-1 

µ 
(2.17) 

cabe hacer notar que µ>O, pues si µ<O, tendrlamos que·e1 nQmero 

de población oscilará de valores positivos a valores negativos; as! 

obtendr!amos m'.lmeros negativos de población lo cual no tiene validez 

en la realidad. As! mismo, la realidad nos restringe el caso trivial 
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matemático, dado que µ>O si µ<l entonces µ-1<0 • µ.-l <O • J;>µ<O, 
µ 

nuevamente ~btenemos un n1lmero negativo de pobladores cosa que no 
tiene sentido en el mundo biológico. Por lo que de ahora en adelante 

nos limitaremos al caso de µ>1. 

Existe una restricción para el dominio de esta f.amilia de 
funciones, como nos indica la proposición siguiente; el intervalo a 
considerar como dominio es el [O, 1]. 

Proposici6n(2.5) .-suponga que µ>l.. Si x<O entonces Fj;(x);¡:i¡sr> -m. 

Similarmente si x>l entonces Fµ'cx)~ -co. 

Hemos determinado dos cosas importantes como punto de partida 

para el an6.lisis del comportamiento dinámico de esta familia de 

funciones: el dominio de trabajo se restringe al intervalo cerrado 
[O, 1] y el parámetro µ está acotado inferiormente por 1. 

A continuación observaremos las diferentes dinámicas de la 
función F para valores distintos de µ, es decir cada parámetro nos 

determinará un comportamiento dinámico distinto. Iniciaremos 
estudiando el comportamiento para valores de µ entre 1 y 3: · 

Proposici6n(2.6) .-sea l.<µ<3 
µ-]. 

l..- Fµ tiene un punto fijo atractor en Pµ=¡;- y un punto fijo 

repulsar en cero. 

2.- si O<x<l entonces *~m Fµ(x.)=Pµ• 

Existe una ligera particularidad en la dinámica con respecto a 

µe(l,3). Tenemos que para 1<µ<2, P,µ es un punto atractor monótono y 

para 2<µ<3, Pµ es un atractor amortiguado, como se muestra en la 

fiqura (2.6.). 

33 



-¡:tx\ 

@ .......... , ....... _.: .. ··-~~;.;z:~:~-~:·::~~-·--··-·:·;:-···· 

\" .. ·-·: __ ._ •. · 
· ....• :.\. 

rt9ura 2.6, a) Alraclor -.on6lono 1<µ<2 Cµct.8) 
1 b) Alnct.or .-ort.t9uado 2cµc3 lJJ•2, 9). 

·Coao podemos observar, para los valores del parAmetro µ que se 
encuentren en el intervalo ( 1, J) la dinámica de la funci6n. (dinlimica 
del crecimiento de la poblaci6n) no va 1116s allá. de tener puntos 
atractores y repulsares~ De hecho, el conjunto atractor del sistema 
consta de un s6lo punto. Sin embargo, este comportamienteo sufre un 
cambio cua1itativo radical a .. medida que ausentemos el valor de dicho 
parAmetro µ. Enapecemos por analfzar, ya que estamos dentro de valores 
Gnicaaente enteros, el comportamiento para µ>4. ¿Por qué para este 
caso en especial?. 

Debido a que F(X) no puede ser mayor que uno entonces se 

concluye que '1<4. Es decir, el valor de nuestro parAaetro tambi6ft 
est6 acotado superioraente. Por lo que l<p<4. Nosotros ha•os 
analizado los casos de l<µ<J, falta ver que sucede para J<µ.<4. Sin 

embargo, hace falta ver c6ao es· la dinAlllica para µ>4, as1 · coao 
observamos el comportamiento de la poblaci6n par~ cuando P<l. Pero es 
importante hacer notar, y he ah1 la razón de la pregunta·8nterior, 
que el comportamiento de la poblaci6n para parámetros de este tipo 
dista mucho de ser un caso trivial. Es un ejemplo claro de un 
comportamiento din~mico recientementu descubierto y que ha 
desarrollado una vasta teor1a a su alrededor. 
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Para el ca.so de que u:>4, existen puntos en el intervalo I•[0,1] 

tales que Fµ(X)>l; y por lo tanto, dejan :r después de la se9unda 
iteraci6n. sea A0 s;I el conjunto de dichos puntos; es decir, el 

conjunto de puntos tal que YXEA0 .. Fµ(x)>1 .. F~(x)<O .. vµ(x)~ -ai. 

Mientras tanto, todos los puntos yEI y yt1.A0 no abandonan .r 
dasp?J6s de una iteraci6n de Fµ• Sea A1 dicho conjunto, es decir 

A1•{X•I/F¡¡(X)d,,} donde tene•os que si xEA1 .. F¡¡(x)eA,, .. F~(x~>l .. 

P~(X)<O .. Fj;(X)....-+ -·; o sea que, A,•{xEI/Fµ(X)EA,, y F~(x) " I}. y 
A1 consta de dos intervalos ajenos I 0 e I 1 • Inductivamente se 

conatruy6 A,,={XEI/Fj;(X)EA. y Fk(x)EI Yi<n y Fj;'1 (x)•I}. Si XEA,., la 
6rbita de x eventualmente abandonara .r y se escapara a -.. 

Por otro lado, vemos que Fµ(I0 )•F¡¡(I1 )s;:r y F¡¡(A1 )<:A,, y r,.c11;1s:11. 
por lo que :r consta da 21' 1•22•4 intervalos ajenos (ver Fi9. (2.7.)) • 

~:: 

. 
:y. /: 

n. . :c. 
""".,,,,__.,.....,,,.......,,,~---'")(" 

F19W• a.7. lnt.,.-1 .. •:I~ de 1 (IJa.l.11•I 

Bn aste caso, el conjunto de puntos de equilibrio no triviales 
del -peo esta formado por un punto inestable. Sea A2 ={xd/ P¡¡(X)d, 

P~(x)d1vA~, F~(x)tl.I}; F~ es alternativamente creciente y 

decreciente en los intsrvalo• de· A, por lo que la 9r4fica de F~ tiene 

dos maxi•oa. Y A2 tiene 22 intervalos disjuntos. Por lo tanto, 

inductivamente, An es un conjunto que cuenta con 2n intervalos 

disjuntos y el conjunto :r-(A0vA1v .•• vA,,) consta de 2••1 intervalos 

ajenos (ver la figura(2.B.)). 
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Fl9ura 2.8, Sueeslón d11 lnlerYalos ajenos de 1 tµ .. C,2), 

As1 mismo, observamos que la gráfica de Fµ. tiene 2º=1 máximos en 

I, Fµ tiene 2 1•2 máximos en I, y as1 inductivamente y¡;,•1 tiene 2" 
maximos en I. De igual manera, vemos que el conjunto I-Ao tiene dos 

intervalos cerrados I 0 e I 1 • El conjunto I-(A0vA1vA:) tiene 22-=4 

intervalos cerrados en I. Y as1, inductivamente el conjunto I

(A0vA1u ••• v~) tiene 2n•t intervalos cerrados en I. Sea A=I-(UA.y,) el 

conjunto de puntos que nunca abandonan I. El cual contiene 2"•1 

intervalos cerrados en :I. F" cruza la recta y=x, 2" veces. U otra 

manera de verlo, es que el conjunto dP. puntos de periodo n tiene 2" 

elementos; decir, IPernCF) 1=2" (ver Fig. (2.9.)). 

Fl9ur., 2.9. CrArtca de r" va. X. tn esle caso podem.,11 

observar los zn puntos dri per(ot:c. n (n::J, µ:::C.2), 
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Este conjunt.o tiene la caracter!stica fractal del conjunto de cantor 
[Devaney, 1989]. 

Teorema(2.l) .- si µ>4, entonces A es de Cantor. 

Por lo que a gros5o modo hemos visto, la 6rbita de F"' para µ>4, 
ya sea que un punto tienda a -m bajo iteraciones de Fµ o que su 

órbita entera caiga en A. 

Existe otra característica acerca del conjunto A la cual está 
bien determinada por la siguiente definición: 

Definici6n(2.14) .-un conjunto r~R es hiperb6lico• repulsar 
(atractor) para f si r es cerrado, acotado e invariante bajo f y 
existe N>O tal que 1 (f") '(x) 1 >l (respectivamente <l) para toda n~N y 

toda xer. 

De esta forma y dada que A es cerrado, acotado pues A i: I, 

entonces para el mapeo cuadrático Fµ para µ>4, A es invariante bajo 

Fµ; as1 que, por lo tanto A es un conjunto hiperbólico repulsar para 

N=l. El conjunto de equilibrio del sistema es igual a A, pero en este 
caso no es un conjunto atractor, sino un conjunto repulsar, de 

e&tructura fractal, pues todo punto que no pertenezca a A, tarde o 

temprano abandonará I. 

Por lo que mientras para µ<1 sólo existe un punto fijo atractor 

(punto trivial), para µ>4 existe un conjunto A fijo (invariante bajo 

F) de estructura "extrafta" y repulsar. Pero ¿qué sucede p8.ra 1<µ<4? 
Ya vimos que para 1<µ<3 existe un punto atractor (no trivial). Hace 

falta analizar la dinámica de la funci6n log1stica para 3<µ<4. 

Sabemos que existen dos puntos de equilibrio, dos puntos x• tales 

que, F(X.)=X• 1 uno de ellos es la solución trivial. Si A ltJ (X•) es 

la primera derivada de la log1stica valuada en el punto de 

equilibrio, ésta cambiará su valor seg1ln el valor de x• • o, que 

depende del parámetro µ. En particular, para 1<1J<3 se tiene que 

Alll=2-µ de tal forma que IAl1ll<l. Entonces x•E [0,1] es un punto 
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localmente estable, atrayendo a todas las trayectorias que se 

originan en ese mismo intervalo. A medida que el parámetro aumente, 

el mAximo de F(X) se volverá cada VUl: más pronunciado, y tendremos 

que ·A et> (X•) <-1, lo que implica que li\ 111 (X•) l>l, por lo que para 

entonces x• no será más estable, en particular esto sucede para µ>J 

(ver Fig.(2.10.)). 

P'l9ur• 2.so. ,..t.o l'lJo lnHt.abl• do r par• ":i.3 IJf•3.5,. 

Para el anAlisia de laa trayectorias para µ.>3 tomamos en cuenta 

la aegunda iteración de F(X), esto es que Xua•F"(X), donde 

Aª(X°)•[Am]•. Por lo que asi tenemos que si li\ml>l entonces 

IA<2 >1>1. Sin embargo, mientras x• establ~, será la tlnica 

solución de F?.(X.)=x·. Para µ>3, observamos que la identidad 

intersecta tres veces a F2(X), que tendr4 dos m4ximoa unimodales, lo 
qua siqnirica la aparici6n de dos nuevos puntos de equilibrio, pero 

en este caso biperi6dicos. Dichos puntos son estables, de tal manera 
que el sistema se alterna en un ciclo estable de periodo dos. En este 

caso¡ el conjunto de puntos de equilibrio consta de dos puntos 

atractores de periodo dos y un punto fijo inestable. El atractor del 
sistema ser4 un ciclo de periodo dos (ver Fig.(2.11.)) 
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Fl9ura 2.11. Para IJ>3 OJ•J,4} aJ Iteraciones 9r6flca• de rZ ••· X, 
donde ob•erwan do• punto• establee. b1Cr6tlca X ••· t. 
donde 1• población osclla entre dos densidades dl•t.lntaa. 

La estabilidad de dicho ciclo depende nuevamente del valor de 

A cz> en esos dos puntos. De hecho, cuando nacen los dos puntos. 

estables, A 111•+1, después decrecerá (a medida que µ aumente) hasta 

alcanzar el valor A "'·-1; y aAa alU de eete valor (IA l2l 1>1), a 

medida que el mAximo uniaodal de F(X) continOe pronuncUndose, los 

punto• de periodo dos se bifurcarAn hasta dar lugar a un ciclo 

estable de periodo 4. Si se prosigue de esta manera, aparecer6 una 

cascada de bifurcaciones en ciclos estables de periodo 2k, si k es el 

na.ero de puntos estable~. En este caso el atractor del sistema 

consta de .k puntos de periodo 2• (ver grAfica de. F" vs. X) para 

alguna 3<1l<4, pero µ<µ 0 (µ=3.55). (Fig. (2.12.)) 

f"l9ura 2.12. rk y su• k puntos fijo• ci•loblo• lk:4, µ. ... J.55), 
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Este fenómeno de bifurcaciones no se puede generalizar para 

toda~ las funciones F (X) con un solo máximo unimodal que se puede ir 
pronunciando (Kay,1976]. Sin embargo, para las funciones que si 
satisfacen esta propiedad continuaremos con el an~lisis. A pesar de 
que este proceso produce una sucesión infinita de ciclos de periodo 

2" (n -t m) el intervalo, al que llamaremos ventana, de valores .del 
par6matro para los cuales cualquier ciclo de dicha cascada es 
estable, disminuye progresivamente su tamaf\o. Entonces tenemos que el 
proceso completo de bifurcaciones es convergente, acotado 

superiormente por un valor critico del parAmetro, el cual es el punto 
de acumulación de la sucesión de ciclos estables. En el caso de la 
loglstica, tenemos que JJc•3.5700. M6s allA de este punto de 

acumulación de la sucesi6n de valores del parámetro para los cuales 
las trayectorias tienden a ciclos estables, hay un ndm.ero infinito de 

puntos fijos con diferentes periodicidades. Por consiguiente hay un 
ntlmero infinito de ciclos periódicos. :Incluso hay un no.mero infinito 
de trayectorias aperi6dicas, aunque acotadas, para las cuales no 

importa que tanto se deje correr la serie de tiempo de· F(X), el 
patr6n nunca se repite. Es entonces cuando nos encontramos en una 

situación bautizada por Li y Yorke como "caótica". 

Para funciones suaves y sensibles como F(X) de las ecuaciones 

anteriores, un hecho matem6.tico impl1cito es que para cualquier 
valor del par6.metro especifico, hay un O.nico ciclo que es estable y 

que esencialmente atrae a cualquier punto inicial de las 

trayectorias. Esto significa que hay un ciclo que "contiene" a todos 
lo puntos iniciales. El ne.mero infinito restante de otros ciclos, 

junto con las trayectorias asintóticas y aperi6dicas, contienen un 
conjunto de puntos que a pesar de ser incontable tiene medida cero. 

cualquier ciclo estable en particular contiene un rango muy estrecho 
de valores del parámetro. 

A continuación, estudiaremos la estructura ma temá.tica de las 
funciones anal1ticas [Hay, 1976]. Para cierto valor del parámetro, en 

el caso de la log1stica, it=3, observamos que para valores mayores que 
tres, ocurre la primera bifurcación. A este tipo de bifurcación la 
llamaremos tangencial, porque justo para ese valor del parámetro, µ=3 
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por ejemplo, la identidad es .tangente a F2 (X), en varios puntos; de 

tal forma que el punto de equilibrio sigue siendo débilmente estable, 

o lo que es '1.o mismo, asint6ticamente estable. Y para valores mayores 

del parámetro, la identidad intersecta a F2 (X) en los dos puntos 
estables. A las bifurcacionec subsecuentes las conocemos como 
bifurcaciones de pi tchfork. As!, con lo dicho anteriormente, podemos 

concluir que mientras que se varien los parAmetros de F(X), las 
unidades din4micas fundamentales son ciclos con periodo base k, que 
surgen de bifurcaciones tangenciales; junto con su cascada asociada 

de periodos arm6nicos 2"k, que se originan de bifurcaciones de 
pitchfork. Recordando que para •funciones anal1ticas sensibles, hay un 
ciclo estable para cada valor del par4metro de Fex). 

El rango completo de valores del par6metro de F (X) (0<11<4 en la 
loqistica), esta hecho de un nümero infinito de ventanas, algunas 
grandes y otras estrechas, de las cuales cada una corresponde a cada 
una de las unidades dinAmicas Wsicas. Estas ventanas se dividen unas 
de otras por medio de los puntos de acunmulación de los periodos 

harmónicos 2"k, a partir de los cuales el sistema es realmente 

caótico, sin ciclo atractor alguno. 

Pero ¿cómo es que los diferentes comportamientos c1clicos del 
sistema est4n repartidos en las diferentes ventanas? Una primera 
aproximación a la respuesta de dicha pregunta, es dar el nümero de 
puntos de periodo k que hay en el intervalo completo. Es decir, 

proporcionar las soluciones distintas de F(&J ex•) =X•. Si ¡a funci6n 

FeX) tiene un 118.ximo unimodal suficientemente pronunciado, cada 
iteraci6n sucesiva duplica el nCimero de mAximos, de tal forma que 

Fm (X) tiene 2•-1 m6ximos. Todas estos m6ximos y valles intersectan 

2& veces a la identidad, produciendo un igual nüm.ero de puntos fijos; 

es decir, un nQmero 2& de soluciones distintas de la ecuación 

anterior. Tambi6n tomamos en cuenta las soluciones de dicha ecuación 
cuyo periodo es un submQltiplo de k. En particular, los dos puntos 

fijos de FeX) de las ecuaciones anteriores son soluciones degeneradas 

de F 1u ex•) =X• para cualquier valor k. 
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Una vez contado el nümero de puntos de periodo k dentro del 
intervalo, utilizando técnicas de teor1a combinatoria, se puede dar 
una lista genérica del orden en el que aparecen los diversos ciclos 

[May, 1976]. El catAlogo del ntimero total de puntos fijos y su orden 
de aparici6n es relativamente f6.cil de construir. Pero para 
cúalquier función F (X) en particular, el método numérico para 
encontrar las diferentes ventanas de valores del parAmetro, dentro 

de las cuales cualquier ciclo o su respectivo arm6nico es estable, 
es muy tedioso y poco elegante. Por lo que para cada ciclo estable 
de periodo k, es más interesante conocer los parámetros para los 

cuales: 

(1) ~l primer ciclo, por bifurcaciones tangenciales, aparece. 

(2) El ciclo base se vuelve inestable, dando lugar a una c;:ascada de 

bifurcaciones de ciclos arm6nicos de periodo 2"k, por medio de las 

bifurcaciones de pitchfork. 
(3) Todos loé harm6nicos se vuelven inestables (puntos de acumulaci6n 

de la sucesi6n de ciclos de periodo k2n) • 

Para el ejemplo paradigmlitico de la log1stica, vemos que en el 

intervalo del parAmetro, [1,4], existe un mosaico infinito, uni

dimensional de ventanas, para las cuales hay un ó.nico ciclo de 

periodo k o uno de sus subarm6nicos, los cuales atraen a todos los 
puntos iniciales. La ventana correspondiente a 1<µ<3.5700 1 para k=l, 
es quizlis la mAs ancha y llamativa de todas. MAs allA del primer 
punto de acumulaci6n, las ventanas subsecuentes son más estrechas, 

atln para ciclos de periodos pequef\os y las ventanas se vuelven aün 
más. ·estrechas a medida que k aumenta. En la figura (2.13.), se 
observa la dinAmica de los puntos .de equilibrio de l'll funci6n 
log1stica en t6rminos del parlimetro µ. Cabe alladir que esta gr6fica 

se realiz6 dej6ndo iterar la función muchas veces (sin graficar) y 

graficando solo los puntos de equilibrio contra los diferentes 
valores del para.metro. Esto se hizo dejando iterar la funci6n 10000 
veces y graficando los 200 puntos siguientes. De esta manera se puede 
visualizar toda la din6mica que puede alcanzar la funci6n 1091stica, 

segün el valor de su par.A.metro. La cascada de bifurcaciones es un 
paso previsorio al caos que satisfacen las funciones unidimensionales 
y unimodales como ésta. Lo anterio~, es un ejemplo de c6mo la 
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diná.mica caótica de los modelos proviene de una dinámica en 
particular; es decir, generalmente el caos no aparece de manera 

repentina conforme se varia el valor del parámetro. 

,. : /.--,-' 
,./ .···· 
·/ ,.. 

,/ 

. Fl9ura 2.13. Cr,flca de x• n. µ. •> l<.Jl<4 y b) 3.4<jl<4. 

Una vez hecho este an~lisis a grosso modo del mapeo log1stico, 
observamos que éste nos describe c6mo e1 crecimiento de una 

poblaci6n puede alcanzar complejidades de tipo aparentemente 

estoc&stico. Todo depende del valor del parámetro µ. As1 mismo vemos 
que para valores un poco mayores que 4, obtenemos un conjunto muy 

caracter1stico que se va formando a partir de las iteraciones de Fµ. 
Haremos hincapi~ en la estructura dinámica de este mapeo en este 

peculiar conjunto A, que se encuentra en el retrato fase del modelo. 

2. 2. 6. Equivalencia topol6gica 

·Construiremos un mapeo completamente equivalehte a Fµ, pero de 
estructura mucho menos compleja para un mejor entendimient.o da su 
dinAmica. Tomando en cuenta que dos mapeos son equivalentes si ti8nen 

la misma dinámica. 

Sea ~ un espacio cuyos elementos son sucesiones infinitas de 
ceros y unos, es decir Ez={s=(s0 s 1s 2 • • • ) /s1=o o s 1=1}. f2 es el 

espacio de sucesiones de los dos simbolos o y l. As1 que 

generalizando, En es el espacio que cons·:a de sucesiones infinitas de 

nameros entre o y n-1. 
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A continuación veamos que podemos hacer de ~ un espacio 
métrico; es decir, que podemos definir una métrica en él. 

Sea s=(s0 s 1s 2 ••• ), t=(t0 t 1 t 2 ••• )E& defino la distancia entre s 
y t de la siguiente manera: 

ls1-t1 1 
d[s,t) = l:---

2' 

{
o si s 1=t1 

Dado que ls1-t,I= 1 si s,•t, 
ls1-t1 1 

entonces ¡: -"l:l/2'=2 
2• 

converge. 

Proposici6n(2.l0) .-d ea métrica en ¡:.. 

(2.18) 

d[a,tJ 

Proposici6n(2.ll) .-sea s,tE}2 y suponga s 1=t1 para i•0,1, ••• n. 
Entonces d[s,t]:11/2n. Inversamente si d[s,t]<l/2", entonces s 1•t1 

Yi:sn. 

Con esta proposici6n podemos saber si dos sucesiones estAn cerca 
o no, seg6.n sus primeros términos; es decir dos sucesiones est6.n 

cerca una de la otra si sus primeras n entradas coinciden. 

A continuaci6n definiremos al mapeo de corrimiento. 

Definición (2 .18) . -El mapeo de corrimiento está dado por 

a:12--.r.a tal que O'(SoS1S2• •• ) •(S1S2S3 ••• ). 

Cabe set\alar que este mapeo de corrimiento, es el mapeo Xt.+1=2Xt. 
(modulo 1) para los ndmero reales. Donde u es un mapeo dos a uno 

porque: si s=(O,s1s 2 ••• ) y t=(l,s1s 2 ••• ), entonces 

a(s)-(s1a 2 ••• )-s(t) .-. s es no inyectiva. Pero a es sobreyectiva pues 

V B•l:. 3 t•l:. tal que CT(S)=t. 

Proposici6n(2.12).-<T:l:.--> ¡:.es continua. 

Los puntos peri6dicos del mapeo corresponden a sucesiones que se 
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repiten; decir, sucesiones del tipo s=(s0 s 1s 2 sn_ 1 , s 0 s 1s 2 

•.. sn_1 ,s0 s 1s 2 sn-t' ... >· Entonces hay 2n puntos de periodo n 

para u, cada uno generado por las 2n sucesiones finitas que hay de 

longitud n. 

Asl mismo, debemos agregar que existen puntos eventualmente 

peri6clicos. De hecho, cualquier sucesi6n eventualmente repetitiva, 
que a la larga tenga el mismo valor en todos sus términos, es 
eventualmente peri6dica; aan m!s, es eventualmente fija. 

otro aspecto asi de interesante del mapeo de corr !miento, u, es 

que el conjunto de puntos peri6dicos forma un subconjunto denso de 

f..· 

Proposici6n(2 .13) .-El conjunto Per(cr) es denso en f... 

Cabe aclarar que no todos los puntos en ~ son peri6dicos o 
eventualmente peri6dicos. cualquier sucesi6n no repetitiva puede ser 

no peri6dica. Aün más, existen 6rbitas no peri6dicas en ~- Es decir, 

hay puntos en l:?, cuya 6rbita se aproxima arbitrariamente a cualquier 
secuencia de L.?• ~e hecho, las 6rbitas no peri6dicas de ~ exceden en 

nCunero a las 6rbitas peri6dicas de ~· Existen 6rbitas que no son 
periódicas que llenan densamente a ~; es decir, hay puntos en Ez 
cuya~ 6rbitas eventualmente tienden a alguna sucesi6n de E.?· 

Ejemplo: Sea s• = ( 01100 01 10 111000 001 ••• 1 ••• ) ¡ s• se 

construye formando bloques de ceros y unos de longitud n, luego de 
longitud n+l, etc. Claramente, alguna iteraci6n de s• aplicada a s• 

nos da una sucesi6n que concuerda con cualquier sucesi6n dada en un 
nCimero arbitrariamente grande de sitios. 

Definici6n(2.19) .-A un mapeo con órbitas densas se le conoce 

como topol6gicamente transitivo. 

Proposici6n(2.14).-

* La cardinalidad del conjunto Per(u) es 2n. 

* El conjunto Per(u) es denso en Lo!" 

* Existe una 6rbi ta densa en ~. 
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Ahora queda por establecer una relaci6n entre el mapeo de 
corrimiento ... con el mapeo log!stico Fµ(x)=µx(l-x) para Jl 

suficientemente grande. De hecho 11>4. 

Recordemos que existe un conjunto h llamado conjunto de Cantor, 
el cual tiene la propiedad de nunca dejar el intervalo I bajo las 

iteraciones .de Fµ• Mientras que todo punto que no pertenezca a dicho 
conjunto abandona :I tendiendo a -m después de muchas iteraciones de 
Fµ. También es importante recordar que A!ISI0vI1 .. Por lo que dado XEA, 

la 6rbita de x nunca deja A y P,or lo tanto caerán en I 0 o en I 1 .. 

Definici6n(2.20) .-El 
s(x)a(s0s 1s 2 ••• ) donde 

itinerario de X es una sucesión 

(2.19) 

de esta manera el itinerario de X es una sucesión infinita de ceros y 

unos, es decir s (X) •r.· 

Teorema(2.2) .-Si µ>4 entonces s:A-.I2 es un homeomorfismo. 

Por lo que este teorema nos dice que A y I:z como conjunto son 
lo mismo. Pero adn miis importante, es el hecho de que s también nos 
da una equivalencia entre la dinAmica de Fµ en A y la dinbica de cr 

en E2• 

· Teorema(2.3) .- s•Fµ = a•s. 

Definici6n(2.21) .-sean f:A->A y g:S---.B dos mapeos. se dice que 

f y g son topo16gicamente conjugados, si existe un homeomorfisllo 
h:A-.B tal que h•f=g•h. Al homeomorfismo h se le conoce como 

conjugaci6n topol6gica. 

As! queda completamente 

topol6gicamente conjugados 

determinado, que mapeos que son 
son completamente equivalentes 
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dinámicamente hablando. Por ejemplo, si es topol6gicamente 
conjugado a g v1a h y p es tal que f(p)=p, entonces h(p) es fijo en 

g¡ de hecho h(p)=h(f(p))=g(h(p)). simultáneamente h da una 
correspondencia uno a uno entre Per(f) y Per(g). También, las 6rbitas 
eventualmente per 1odicas y las 6rbi tas asintóticas para f van a 
6rbitas similares para g por medio de h; y además f 

topol6g:icamente transitiva si y sólo si g: lo es. 

En nuestro caso particular, dado que Fµ en A es topol6gicamente 
conjugada a a en I:z, y una vez analizadas las caracter1sticas 

anteriores para a; entonces tenemos que se satisface el siguiente 

teorema: 

Teorema(2.4).-Sea Fµ(X)=µX(l-X) con µ>4, entonces 

*La cardinalidad de PernCFµ) es 2". 

* Per(Fµ) es denso en A. 
* Fµ tiene una 6rbita densa en A. 

Hemos observado que la dinámica del mapeo cuadrático varia 

cualitativamete de manera drAstica al ir variando el parámetro µ. Las 
dinámicas son bastante sencillas para bajos valores del parámetro y 

se van complicando conforme el valor de éste aumenta. Pues 

consiguientemente, tenemos que este mapeo llega a mostrar dinámicas. 

singulares, recientemente descubiertas y estudiadas, para ciertos 
valores de µ¡ nos referimos al comportamiento ca6tico de las 6rbitas 

de uh sistema dinámico. 

2.2.7. Caracterizaci6n topol6gica del caos 

A continuación tenemos una serie de definiciones y ejemplos que 

caracterizan de manera formal a este fen6meno dinámico. 

Definici6n(2.22) .-Dado f:J--->J, se dice que f es topol6gicamente 

transitiva, si para cada R()par Cde intervalos abiertos U,VS::J existe 

una k>O tal que t•(U)"V""'. 

47 



Intuitivamente, un mapeo 'topol6gicamente transitivo tiene puntos 
que eventualmente se mueven bajo la iteración de una· vecindad 

arbitraria a otra. consecuentemente, el sistema dinámico no se puede 
descomponer en dos subconjuntos abiertos disjuntos que son 
invariantes bajo el mapeo. Además, es claro que si el mapeo posee 
órbitas densas, entonces es topo16gicamente transitivo. 

Definici6n(2.23) .-f:J->J tiene dependencia sensitiva en las 
condiciones iniciales si existe a>O tal que, para cualquier vecindad 
N de x, existe y en N y nz:o tal que 

lf"(x)-f"(y) 1>6. (2.20) 

Veamos como Fµ(x)=µx(1-x) para µ>4, posee dependencia sensitiva en 

las pondiciones iniciales en A: 

Sea 6 un dUmetro menor que el diámetro de A0 ={x•I/Fµ(X)-I} 
(donde Ao es el intervalo entre I 0 e X1 ) • Sea x,yEA. Si x•y entonces 
s(x)•s(y), por lo que los itinerarios de x,y deben diferir en al 

menos una iteración .. Sea ésta la n-ésima, entonces tenemos que Fµ (x) 

y Fjl(y) caen en lados opuestos de A.· Por lo tanto, IFjl(x)-Fj;(y} 1>6. 

Como ejemplo de un mapeo topol6gicamente transitivo, pero que no 
es sensible a las condiciones iniciales, está la rotación irracional 

del circulo; es decir, f:s1
_. s 1 tal que f(9)=8+2nk, pues todos los 

puntos mantienen la misma distancia después de cualquier iteración. 

Definici6n(2.24) .-Sea V un conjuto. f:V-> V se dice ca6tica en V sit 
* f tiene dependencia sensible en condiciones iniciales. 

• f es topol6qicamente transitiva. 
* los puntos periódicos son densos en V. 

De manera resumida, un mapeo caótico tiene tres ingredientes que 

caracterizan su sabor de manera 1nte9ra: 

• Imprevisibilidad 
• Incorruptibilidad 
• Un elemento de regularidad 
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En medio del comportamiento azaroso debido a las primeras dos 

propiedades del mapeo, existen elementos de regularidad; es decir, de 

comportamiento regular llamados puntos periódicos, los cuales son 

densos en v. 

Es as1, como para µ>4, la función loglstica satisface todas 

estas condiciones, por lo que podemos concluir que el mapeo' loglstico 

es un buen ejemplo de un modelo matemático de dináJllicas de 

poblaciones, que presenta caos. 
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2, 3. CAOS EN SERIES OE TIEMPO 

Analizar el conjunto de datos obtenidos en el transcurso de 

cierto tiempo, en un experimento en el laboratorio o en el campo, nos 
dará indicios de la dinámica real del sistema. A este conjunto de 

datos le llamaremos "serie de tiempo". Usando la teor1a de Sistemas 

Dinámicos no lineales, mostraremos como ciertas pr~piedades de 

algunos sistemas bio16gicos se pueden ir determinando poco a poco a 

partir de dicha serie de tiempo. como ya lo hab1amos mencionado 

antes, no es sino a partir de 1980 cuando se comenz6 el desarrollo de 
esta rama de estudio, que' ha cambiado la perspectiva del 
comportamiento de algunos fen6menos biológicos. El punto de vista 
cambió para algunos cientificos, precisamente debido a que de este 
modo se ha podido identificar Caos en algunos sistemas. 

A pesar que a partir de entonces se ha publicado mucho acerca de 
los diferentes métodos numéricos, ha sido poco tiempo para poder 
establecer herramientas matemáticas fuertes y consistentes para el 

análisis de los datos. Por lo que han surgido una serie de 

inconvenientes en cada método, de los cuales hablaremos 
posteriormente. Uno de los principales problemas -independientemente 
del método numérico que se utilice para analizar los datos- que se 

tienen al trabajar directamente con la serie de tiempo experimental, 
es el hecho de que el ruido ambiental interactO.a con la dinámica que 

gobierna al sistema; lo cual ha ocasionado que se confunda el caos 
determin1stico propio del sistema, con la azarosidad del ruido. 

Quizás a todo esto se deba que ciertos biólogos nieguen la teor1a del 
caos en los sistemas biol6gicos. 

Sin embargo, los datos experimentales contienen información 
mucho más rica que la información misma que se puede obtener de los 

propios modelos, ya que es obtenida de la naturaleza misma y la cual, 
independientemente de cualquier modelo ya establecido en particular, 

puede ser utilizada para desenterrar la dinámica multivariada de un 

sistema, comenzando por el análisis de la evolución de una sola 

variable [Nicolis, 1984]. 

Por lo que a continuación daremos la interpretación, desde el 
punto de vista de sistemas dinámicos de léis series de tiempo. 
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2. 3. ~-. Métodos gráf ices 

Este quizás sea el método más inmediato a seguir, una vez 

obtenida la serie de tiempo del sistema que estemos analizando. La 
finalidad es asociar un mapco unidimensional al graficar la serie de 
datos. Dicho mapeo es una ecuación en diferencias con una sola 

variable de la siguiente manera: Xut=T (Xd, donde 

mapeo unidimensional. si logra identificar 
T: Xt---+Xt•l es un 
algün .mapeo en 

especial, se pr:ocede a realizar el análisis de estabilidad cuya 

teor1a se ha presentado en la sección anterior de este capitulo. Es 

importante hacer notar que la asociación de dicho mapeo sólo es 

posible si el movimiento del sistema es en máximo dos dimensiones. 
Para un sistema con más de dos grados de libertad el método a seguir 

es diferente, como lo veremos posteriormente. Es sorprendente como 

las propiedades de la dinámica del sistema continuo o discreto están 

capturadas por dicho mapeo. SegCin Lorenz (1963) a partir de T, "un 
investigador que no conozca la naturaleza de las ecuaciones que 

gobiernan el sistema, puede formar un esquema empírico de 

predicciones". Dicho esquema puede ser Citil a los investigadores que 

pretendan modelar el sistema subyacente a la dinámica observable 

[Schaffer, 1985]. 

..nr;.; 

:!o -;:;;-- r.'o 
M¡ {IOJ ,~,.,,) 

F'l9ura 2.14. Loa valoras auce:ilvoa de la serle de t.lcmpo del nlimero 

.&xl1110 de plflles de Lince Canadlconse c.blentdos do 1735 o 1905 

-pendo• uno conlra olro y el ""'1peo unldl•endlon.,I asociado, 

Para el análisis de la dinámica del Lince Canadiense se 

graficaron los puntos de la serie de tiempo. Se graficaron los 

nCimeros máximos sucesivos de pieles de los animales que se lograron 

51 



obtener desde 1735 hasta l.9.05, en Canad6 (X' vs. X). El mapeo 

asociado está. indicado por la funci6n X1 =F(X)=ax"exp(-bX), con n=2 y 
con un miiximo unimodal (ver figura (2 .14.)). 

2. 3. 2. Construcción del a tractor 

Se comienza con el estudio de una sola va.r iable, ya que a veces 
es muy dificil, si no es que imposible, conocer a todas las variables 
involucradas en el comportamiento del sistema. Una vez determinada 
alguna variable de estudio, es importante visualizar su evoluci6n 

dentro de un espacio multiditñensional abstracto, estructurado por 
todas las variables. Nos referimos al espacio fase del sistema. Donde 
como ya es sabido, un punto dentro de este espacio nos indica un 
estado instantá.neo del sistema, por lo que una curva, llamada órbita 
o trayectoria, es una sucesión de estados instantAneos del sistema. 

A medida de que el tiempo transcurre, algunos cienttficos 
esperan que el sistema alcance un estado que lo rija de manera 

permanente; es decir, un comportamiento estable del mismo, lo cual 
cuestionaremos má.s adelante. Esto l.o podemos observar, dentro del 
espacio fase, como l.a convergencia de una familia de trayectorias a 

algtln subconjunto fijo del espacio, donde el sistema permanecerá 
eventualmente atrapado. Por lo que se puede concl':1ir que de la 
naturaleza de este conjunto invariante, llamado a tractor, se obtendrá 
mucha informaci6n del comportamiento a lo largo del tiempo, de sus 

variables y la relación que exista entre cada una de ellas, esto es 

de la naturaleza del acoplamiento de las variables evolutivas. 

La descripci6n de los atractores nos dará una descripción del 

sistema. Anteriormente ya se ha dado la lista de los diferentes 
atractores que existen en la teor1a de Sistemas Dinámicos. Por lo que 
ahora conviene detectar esos atractores, a partir de las series de 

tiempo. La caracter 1stica del a tractor nos dará el nCimero mínimo de 

variables que intervienen en el comportamiento del sistema. Por lo 
que determinar la dimensión del a tractor es indispensable. Empezando 
con los atractores enlistados anteriormente, se sabe que la' dimensi6n 
de un punto estable es cero, por lo que se necesita al menos una 
variable en el caso de un atractor monótono, o sea que el nCimero de 

variables independientes para describir dicho sistema será al menos 
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una, por lo que la dimensión del espacio fase que contenga dicho 

punto atractor será al menos igual a uno. Para un atractor definido 

por una curva en el espacio fase, como es el caso de los ciclos 
limite, su dimensión es igual a uno; por lo que el nümero m1nimo de 
variables independientes necesario para modelar la dinámica de un 
ciclo 11mite es dos, entonces la dimensión del espacio fase será 

igual a dos. En el caso de un a tractor toroidal correspondiente a un 
fenómeno cuasiperi6dico, la trayectoria convergerá a toro 
bidimensional, para lo cual se requiere de m!nimo tres variables 

independientes que definan el espacio fase. 

Matem4ticamente, a los atractores definidos i!nteriormente -puntos 
estables, ciclos 11mite y toros- se les considera como estructuras 

topológicas suaves caracterizadas por una dimensión entera. Pero 

actualmente, también se han analizado atractores que bajo esta 
perspectiva matemática, no son dichas estructuras topológicas sino 
que son formas geométricas que no son suaves y cuya dimensión no es 

entera, a las cuales se les denomina como atractores extranos, cuya 
estructura geométrica caracter1stica la de un fractal. Los 
atractores exraftoe exhiben comportamientos altamente irregulares o 

caóticos. Por lo que si se trata de buscar un comportamiento caótico 
para un sistema determinado, es necesario buscar el atractor extran.o 

que rija dicha dinámica altamente irregul~r. Cabe hacer notar que 
tanto para atractores de caracter1stica suave como los de 
caracter1stica fractal, su dimensión está limitada a ser metior que el 

n11mero de variables que describen el comportamiento evolutivo del 
sistema o lo que es lo mismo, menor que la dimensión del espacio 
fase. 

Una vez defindo qué es lo que hay que buscar, hay que decir cómo 

lo buscaremos a partir de una serie de tiempo: 

Para sistemas deterministas, dado el conjunto de variables, 

{X,.(t)) tal que k =O,l, ... n-1 que provienen de dicho sistema, éstas 

deben complir con un sistema de ecuaciones no lineales de primer 
orden cuya estructura es generalmente desconocida, pero que dado un 

conjunto de datos iniciales, {X• (O)}, se podrA determinar la 

evolución completa del sistema. Se sabe que de forma alternativa, 
según noo indica la Teor!a de sistemas Dinámicos, dicho sistema de 
ecuaciones se puede reescribir como una ecuación de orden n para 
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y, 

cualquiera de las variables.· Sea X0 (t) la variable correspondiente a 
alguna serie de tiempo particular del sistema; entonces, la ecuac:i6n 
obtenida es.: 

dX0 (t)/dt=f(X0 (t), X!(t), X!'(t), ••• , X!n-O(t)), (2.21) 

donde f generalmente no es lineal. De este modo en lugar de 
considerar a X11;(t) para cada k=0,1,2, ..• , n-1, consideraremos s6lo a 

X0(t) y al conjunto de sus derivadas correspondiete x!kJ para toda 
k=1,2,3, ••• n-1. Las cuales determinan las n variables que conforman 

el espacio de fases. As! es c;omo, en un principio, de una serie de 
tiempo unidimensional podemos "desdoblar" la dinámica del sistema a 
una dinilmica multidimensional. 

sugerido inicialmente por Ruelle, es más conveniente considerar 
a X

0
(t) y al conjunto de variables obtenidas de ella misma, al 

recorrer su valor un tiempo fijo 't', en luqar de trabajar con el 
conjunto de derivadas arriba mencionado. Entonces, el espacio de 
tases queda determinado por: 

x. (tl , x. (t+"t") , x.; (t+2•l , x. (t+J•l , ••• , x. (t+ (n-1) 1:) , (2.22) 

de esta· manera, dado un valor fijo de "t', el conjunto de variables 
serA linealmente independiente, requisito ünico indispensable para 
definir el espacio fase • 

. .. . . ····· .... - ...... - "(!5i 

~-~--·--·~-··-x7--~·---·-'--·-· --..:..1-~~----·-'-------'--~-' 

Flqura 2. tS. nJHapeo de Ucn6n obtenido dol ol11lcma de ccuaclone• 

Xt+1=t-aX~•Yt. hr=t.4J 1 Yt.+i=bXt. (bc0,31 blKa~co do Hen6n recon•t.ruldo 

do la serle de t.lempo de X con el •Hodo de Ruello y Takens ("C' .. IJ, 



Para clarificar los resultados de este excelent~ método, 
observemos el mapco de Hen6n graficado directamente de las 

iteracione~ de las ecuaciones (gráfica de Y vs. X) y dicho mapeo re
construido para una serie de tiempo de una sola variable del sistema 
(X(t) vs. X(t+'t') con -c=1) obtenida computacionalmente por medio del 
método de Ruelle y Takens (ver figura (2.15.)). 

De la misma manera, se ha reconstruido el a tractor para el 
modelo de crecimiento de una población de un predador y dos especies 
de presas cuyo modelo está determinado por un sistema de tres 

ecuaciones diferenciales con • tres variables. En la figura ( 2. 16.) ) 

están representados tanto el atractor en la fase ca6tica obtenido a 
partir de dichas ecuaciones y el atractor reconstruido por medio de 
la serie de tiempo de una sola variable (para los mismos valores de 

los parámetros) , para el caso en el que -c=B. 

b 

Fl9ura 2.16. a)Alraclor exlrafto conslru(do a parllr de 1•• ecuaciones 
del •odelo de Cllpln, b)Alreclor exlrafto reconslrufdo con la eerlo de 

t.l-po de una sola •arlable del modelo do Cllpln, para "C'•B. 

2. 3. 3 • secciones de Poincaré 

Muchas veces el sistema que se va a analizar es multidimensio

nal, por lo que en él est~n involucradas varias variables din~micas. 
se dira que el sistema es N-dimensional si tiene N variables 

dinámicas. Si quisiéramos hacer una rt!presentaci6n gráfica de este 
sistema, necesitar1arnos igual de ejes cordenados como de variables 



dinámicas, es decir N. Este es un problema muy serio, ya que como 
sabemos es fácil visualizar objetos en 2 dimensiones y es ya un poco 

confuso hacerlo en 3: pero si nuestro sistema es de más de 3 

dimensiones, nos es imposibl~ hacer una gráfica de su evolución. Por . 
esta raz6n se recurre muy seguido a las secciones de Poincaré. 

Una sección de Poincaré es simplemente un corte de la 
trayectoria solución que vive originalmente en un espacio de 
dimensión N (para el caso de un sistema N-dimensional continuo) • Para 
realizar una de estas secciones es necesario tomar la intersección de 
la trayectoria solución con algün plano bidimensional. Esto lleva 
simplemente a .fijar N-2 variabies, de tal modo que el objeto que nos 

quede sea bidimensional y se pueda graficar directamente. 

Formalizando un poco esta idea, pensemos en un sistema que tiene 
N variables din6.micas, X1 , y que las soluciones para éstas est6n 
dadas por N funciones f 1 (t) dependientes del tiempo • Por lo tanto, 

la trayectoria solucl6n será la curva paramétrica N-dimensional 
definida por: 

x, (t) =f, (t) 

x. (t) =f2(t) 

(2.23) 

Una sección de Poincaré de esta trayectoria se obtendr1a tomando N-2 
de las funciones X1 (t) de la ecuación anterior e igualándolas a N-2 
constantes C1 • Tomemos, sin pérdida de generalidad, que las N-2 

funciones que se escogieron fueron las ültimas N-2; de esta forma, la 

sección de Poincaré seria la qráfica del sistema de ecuaciones 
siguiente: 

x, (t)=f, (t) 

x,(tl =f2 (t) 

X3 (t)=C1 

X.Ct) =C2 

(2.24) 



que simplemente serián las parejas de puntos (f 1 (t), f 2 (t)) de la 
trayectoria soluci6n que cortaron la secci6n de Poincaré: De esta 
forma, el estado del sistema en cada uno de estos puntos de la 
secci6n está. bien determinado como (fdt) ,f2 (t) ,C1,C2 , ••• ,C11_2 ) • 

si seguimos la evoluci6n temporal de la trayectoria soluci6n, 

observaremos que ésta corta la secci6n de Poincar6 una y otra vez 
obteniendo as1 una serie de puntos. Sea t 1 el instante del i-ésimo ... 
corte, quedando as1 el puntp (X1 (t,) ,X2 (t,)) (que abreviaremos X,) 

sobre la secci6n. Llamaremos mapeo de Poincaré la funci6n F que nos ... ... 
lleva de cualquier punto X1 al punto X1+i· Es decir, que cualesquiera 
dos puntos consecutivos de la secci6n de Poincaré estar6n 
relacionados por la siguiente ecuación: 

Vi. 

Flqura 2.17, S•c:cl6n de Polnc:er6 de una lrayec:lorla en un ••pe.clo 
fati• lrldl•enslcJal, 

(2.25) 

Con todo esto ya nos es posible visualizar en 2 dj.mensiones 
sistemas multidimensionales. Para ejemplificar dicho método 

observemos el corte, en este caso bidimensional, de las trayectorias 
que habitan en un espacio fase tridimensional (figura (2.17,)). Las 

ecuaciones que gobiernan dicho sistema se pueden observar como un 
mapeo del plano en si mismo, y si las curvas soluci6n de dicho 
sistema viven en aproximadamente dos dimerlsiones, el mapeo asociado a 
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la gráfica de puntos de la sección de Poincaré (mapeo de Poicaré) 

será un mapeo unidimensional como los mencionados en la sección 

anterior de métodos gráficos. De hecho, otra manera de obtener el 
mapeo unidimensional que contenga las propiedades de la dinámica 

total del sistema, es por medio de las secciones de Poincar6 del 

atractor original del sistema. Es decir, primero se construye el 

atractor y posteriormente se toma una sección de Poincaré a partir de 

la cual. se obtiene un mapeo unidimensional aproximado. Pará. ilustrar 

esto Oltimo es bueno observar el mapeo de Poincaré obtenido a través 

de una secci6n de Poincaré del atractor reconstruido para·el modelo 

de crecimiento de la poblac1on del Lince canadiense (figura (2.18.)). 

Fl9ure 2.1B, Alraclor (vlalo de11de arribo) recon11l.ru(do pare el clclo 
dol Lince Norle-erleana. En el recuadro •Uperlor Izquierdo. 

obeerva el .. peo de Polnear~ eorre•pondlenle. 

2.3.4. EXponentes de Liapunov 

Como se mencionó anteriormente, con el ejemplo de las ecuaciones 

de Lorenz para mode1ar el clima, el Caos puede aparecer en sistemas 

aparentemente senci1los y con pocos grados de libertad, si pequeftas 

variaciones en las condiciones iniciales producen efectos totalmente 

distintos a mediano o largo plazo (e incluso a corto plazo para 

algunos sistemas). Por lo tanto, vemos que es muy importante analizar 

cómo evolucionan dos condiciones inicia.les muy cercanas. si estas 

condiciones iniciales dan lugar a trayec-corias que no se separan una 

de la otra, entonces el movimiento es regular. Pero si la separación 



entre las trayectorias crece muy rápidamente, entonces nos va a ser 

imposible predecir el estado final de una condición inicial dada, ya 
que una incertidumbre muy pequena en dicha condición inicial va a 
producir una incertidumbre enorme al transcurrir el tiempo. 

Por lo tanto, una manera de cuantificar qué tan caótica es una 

trayectoria es midiendo el crecimiento de la separación entre ésta 
1lltima y otra trayectoria cercana. Para esto tomemos dos COJ]diciones 
iniciales muy cercanas, Xo y X1 • En lo que sigue usaremos X1 en lugar 
de x 1 (x1 (t) ,x,(t), ••• ,x.(t)) (donde x 1 son las variables din6micas 

del sistema) para simplificar la notaci6n. sigamos entonces la 
separación entre estas dos condiciones cercanas, ax (t), a lo largo 
del tiempo: 

!X(t)•X1 (t)-X,,(t) (2.26) 

Entonces, ¡ax(t)J nos dir4 como va a evolucionar la separación. 
Propongamos en primera instancia que la separaci6n .SX(t) crece expo

nencialmente con el tiempo (es decir muy rápidamente con el tiempo) : 

ioX(t) J~exp(At). (2.27) 

si definimos .sx,, como la separaci6n inicial entre las dos 

condiciones iniciales (J!Xol•l.SX(O) I>• entonces se sigue que: 

l!X(t) J•l5X,,lexp(At) • (2.28) 

En la ecuaci6n (2.28), A nos dice qué tan r.1pido es el crecimiento 
exponencial de la separación. Aunque A sea muy pequef\o, si es mayor 

que cero, habr6 una divergencia exponencial de las condicipnes 

iniciales cercanas. 

. (2.29) 

Por lo antes mencionado, tendremos que el sistema es 

impredecible si A>O. Hasta el momento hemos hablado de condiciones 
iniciales cercanas, pero no hemos especificado qué tan cercanas deben 

estar. Entonces, tomemos el limite cuando están infinitamente 

cercanas, es decir tomemos el limite cuando l .SXol tiende a cero, y 



definamos la siguiente cantidád como e.rponente de Llapunov, cuando t 

tiende a infinito: 

(2.30) 

Tomando la ecuación anterior se puede definir un exponente de 

Liapunov para cada una de las variables din&micas x,, obteniendo as1 
N exponentes de Liapunov: 

(2.31) 

Tendremos entonces N exponentes de Liapunov (uno para cada 
variable dinAmica): A1 , A2 , ••• , A•. Existirán entonces 3 posibles 
comportamientos para las condiciones iniciales cercanas (Cls) seg11n 

los valores de los exponentes de Liapunov: 

• A < o • las ci:s se acercan exponencialmente con el tiempo. 

• A = o • las Cis mantienen la misma distancia con el tiempo. 

• A > O .. las Cis se separan exponencialmente con el tiempo. 

Ya sea que se pueda calcular un exponente de Liapunov para cada 
variable y ver en que variables existe contracci6n (A<O), y en que 

variables divergencia (A>O); lo m4s importante es saber si las 
condiciones iniciales cercanas van a diverger o no, por lo que en 
general no se calculan los exponentes de Liapunov para todas las 

variables, sino que simplemente se calcula el exponente de Liapunov 
de la trayectoria con la O.ltima ecuaci6n. 

2. 3. 5. Espectro de pot:encias y funci6n de autocorrelaci6n 

Además de los exponentes de Liapunov, se puede recurrir a otros 

indicadores para detectar la presencia del Caos. Uno de ellos es el 
espectro de potencias que es simplemente la norma al cuadrado de la 
transformada de Fourier (TF) de alguna de las variables dinámicas. 

Tomemos una trayectoria: 
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(a) Para una trayectoria periódica, todas las variables 
dinámicas tienen que ser peri6dicas y del mismo periodo •. La TF de 
cualquiera,de ellas nos dará, en el caso ideal, una delta de Oirac 

centrada en la frecuencia (ver figura (2.1.9.)). 

Fl9ura 2.19, E•peclro de pot.en-cl•• ¡•ira una •eftal perl6dlca, 

(b) Para una trayectoria cuasiperi6dica, como su 'nombre lo 

indica, las variables dinAmicas serán funciones cuasiperi6dicas del 
tiempo. Es decir, que no serán estrictamente peri6dicas, pero 
•ostrar&n un patrón repetitivo con cierta reg:ularidad. Es como si 

tom6.semos una función periódica y la "alargáramos" y "comprimiéra
mos" ligeramente en el eje temporal, por pedazos; lo que obtendr1amos 

seria justamente una funci6n cuasiperi6dica. Realizando la TDF de una 
de estas funciones obtendremos una función que es cero en todo el 

espectro, salvo en una región alrededor. Este es el espectro da 
potencias para una set\al caótica, cuyo aspecto es una banda más o 
menos irregular con picos densos en todo el intervalo, mostrando que 
el conjunto de los puntos periódicos es denso (figura (2.20.)). 

Fl9ura 2.20. Espectro de polenelas p11r• una seftal ca6llca, 



(c) Una trayectoria azarosa es tan irregular que la. evoluc.i6n 

temporal de sus variables dinámicas es totalmente aleatoria, no 
existe ninguna frecuencia aparente con la que se repitan sus valores. 
Es más, si tomamos el tiempo entre máximos consecutivos de una 
variable dinámica obtendremos una lista de datos que es totalmente 

indiscernible de una sucesión aleatoria. Al tomar 1a TDF de una 
trayectoria azarosa obtendremos una serie de picos distribuidos en 
casi todo el espectro, sin que exista ninguno predominante:. En el 

caso ideal el espectro de potencias del azar puro, se ver1a como una 

función constante, ya que cualquier valor de las variables ocurre con 

la misma probabilidad. 

Durante su evolución temporal, una trayectoria caótica va 

perdiendo información de su pasado, por lo que entre más tiempo haya 
transcurrido se vuelve más dificil decir dónde estaba la part1cula 
inicialmente. Existe una manera cuantitativa de calcular .qué tanta 

información va perdiendo el sistema, para ello usamos la función de 
autocorrelaci6n. La función de autocorrelaci6n, como su nombre lo 
indica, da una medida de qu6 tan correlacionados están los valores de 
una serie de mediciones. En otras palabras, dice qué tanta 

información tiene el sistema comparada con la cantidad de información 

que tenia anteriormente. Por lo tanto, si la funci6n de 

autocorrelaci6n decrece estamos perdiendo información, y si crece 
estamos 119anando" información. Hay que recalcar que la 119anancia11 de 

información se mide con respecto a la cantidad de información 
inicial, 1. e. el sistema no puede tener en ningtln momento más 

información que la que tenia en un principio. 

La función de autocorrelaci6n se define como: 

(2.32) 

donde xJ==x1-<x> y <X>==l/nD<k• Pero esta forma de calcular la 
función de autocorrelación es muy poco operacional, por lo que se usa 
una manera alternativa para obtenerla. El teorema de Wiener- Khinchin 
[Champney 1987] dice que la función de autocorrelaci6n de una serie 

de datos es igua 1 a la transformada de Fourier del cuadrado de 1a 
norma de la transformada de Fourier de los datos originales. Esto 

corresponde a: 



C(X) =TF(P(X) )=TF( ITF(X) ¡2¡, (2.33) 

donde C(X) denota la funci6n de autocorrelaci6n, TF la transformada 
de Fourler y P(X) el espectro de potencias. En la práctica, como ya 

vimos, suele ser necesario substituir la TF por su versi6n numérica 
TDF. A continuaci6n ejemplifcaremos la utilidad de la del espectro de 
potencias y la autocorrelaci6n para mostrar caos en un. fen6meno 

biol(>gico en epidemiolog1a (ver figura (2.21.)). 
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que r119ht.r• el 
periodo de lnsldencla del aar.-pt6n en I• ciudad da Balll.ore, u.s.A. 
da ~928 a t963 Coepec:lro c•6t.lco), En el cuadro auporlor lzqu\ordo •• 

.ueat.ra 1• eerlo de Ue9p0 corro•pondlent.o ., en el cuadro lntorlor 
lzqulerdo la funcl6n do autocorrelacl6n, la cual llendo a cero, 

2.J.6. Dimensi6n de Hausdorf y dimensi6n de c~rrelaci6n 

Meair la diaen•i6n del atractor es de •uaa importancia deb~do a 
dos factores. Primero, esta medida nos indicará el nümero mlnimo de 

variables independientes que intervienen en la dinámica del sistema, 
que como ya hablamos dicho antes, en la práctica es casi imposible 

determinar los grados de libertad del sistema en observación o lo que 

es lo mismo, la dimensi6n del espacio fase. En segundo lugar, lograr 
identificar un "atractor extrallo" en la dinámica del sistema es una 
manera de distinguir entre caos determinista y azar puro, ·ya que la 
din&mica del sistema alrededor de dicho atractror es una dinámica 
ca6tica, es decir una dinámica aperi6dica (multiperi6dica) e 



impredecible al cabo de un tiempo considerablemente largo, siendo 
sensible a las condiciones iniciales (ver definici6n (2.24.)). 

Determinar la dimensión del a tractor no es tarea fAcil. Muchas 
veces la dificultad radica a la hora de calcularla por medio de la 
computadora. En el caso de la dimensi6n de correlaci6n establecida 

por Grassberqer y Procaccia, existe la ventaja de que ésta se puede 
calcular de una manera bastante efectiva con los datos obtenidos 
computacionalmente. Además de que existe una relación matemAtica 

entre dicha dimensión y la dimensión de Hausdorf. 

Dimens i6n de Hausdorf: 

Si trato de ajustar una curva irreqular con segmentos de recta, 
o trato de hacer una cubierta de un conjunto con celdas, siendo a el 
tamafto de cada segmento o el tamaf\o de la longitud del lado de cada 
celda, entonces la longitud de la curva está dada por: 

(2.34) 

donde el exponente D es llamado la dimensión fractal. La dimensión 
caracter1stica de la ecuación anterior puede cambiar a medida de que 
cambie a. Considerando la relación en la escala logarítmica: 

logL(~)=(l-D) log~. (2.35) 

una característica planteada por la teoria de la medida es el 

encontrar una medida relativa, para la dimensión D dada, que "º 
dependa de la escala de a • Hausdorf propuso a k, como la intersecci6n 

asist6tica del mapeo (2. 35) con el eje Y como dicha medida. Al tratar 

de aproximar la curva irregular por medio de un pol1gono, la medida 

lineal aproximada k se puede calcular al sumar las longitudes de los 

lados de tamafto 6:, después de ser elevados a la potencia D; es decir, 

el n11mero de lados del pol19ono o el nümero de celdas es: 

N=kc5-o, (2. 36) 

donde cada lado tiene una longitud aº, Be tal forma que la medida 
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aproximada es N'5º=k. si tenemos una escala lineal de medida, n, 

tenemos que la medida O-dimensional es k=nº. Esta relaci~n escalar 

sugiere la siguiente medida de dimensión: 

ln(k) 
D----, 

ln(n) 
(2.37) 

donde k es el mdltiplo por el cual la medida O-dimensional aumenta y 

n es el mtiltiplo por el cual la medida lineal correspondiente 

aumenta. conocemos a D como dimensión fractal. A partir de la idea 

anterior, formalizaremos la definición de la dimensión de Hausdorf: 

Dn=lin[lnC/ln(l/6)) mientras 6->0, (2.38) 

e es la cardinalidad de la a-cuvierta m1nima del conjuto. Por 

ejemplo, e puede ser el nWnero de lados del poligono. si l~ relación 

lineal (2. 35) es realmente efectiva para toda a, entonces tenemos que 

la dimensión fractal y la dimensión de Hausdorf son iguales (D=Dn) • 

En la pr.Sctica Dn nunca se puede obtener, debido a la resolución 
finita de los aparatos de medición. Por lo que enfocaremos la discu

sión en la dimensión fractal m~s que en la dimensión de Hausdorf. 

Dimensión de Correlación: 

Primeramente describiremos, paso a paso, el método numérico para 

la estimación de dicha dimensión: 

l. Dada una serie de tiempo, ya sea que la hayamos obtenido. por 

medio de las mediciones experimentales o que la hayamos calculado en 

la computadora, fijamos su longitud; es decir, el número d~ datos de 

dicha serie, digamos un níimero entero N, tomados a intervalos de 

tiempo constante: 

pero para simplificar la notación, lo reescribimos de la siguiente 

manera: 

x0 (1), x0 (2¡, 
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2. Dada la dimensión · del espacio de fase ambiente n, 

construiremos K puntos a partir de los datos de la siguiente manera: 

..... 
x, = (X0 (l), x0 (1+-.:), X0 (1+(n-1)-.:)), 
..... x, = (X

0
(2), X0 (2+"t'), x

0
(2+(n-1)-.:)), 

..... 
x. = (X0 (K), X0 (K+"t'), ... , X

0
(K+(n-1)-.:)), (2.39) 

donde K es tal que N=K+(n-1)-.:. • 

3. Calculamos la función de correlación c 0 (r) , que da la 

fracción del nCimero de parejas distintas de puntos que distan menos 

(o igual) que una longitud dada r: 

donde la H es la función de Heaviside: 

{ 

1 si X ~ o 
H(X) = 

O si X < 1 

.......... 
y n,. es el n1lmero de parejas distintas de X1 y x 1: 

(2.40) 

(2.41) 

(2.42) 

de esta manera la función de correlación es monótona creciente .......... 
desde cero para r=O, hasta 1 cuando ri!:max(IX1-XJI). 

4. Grasberger y Procaccia demostraron que para valores de N y 

n suficientemente qrandes y r suficientemente pequef\a, se obtiene 

la siguiente aproximación: 

(2.43) 

por lo que De es la pendiente de la relación lineal obtenida entre 

el logaritmo de la función de correlación y el logaritmo de la 



longitud de correlación r. As1 que es necesario determinar la 

región, si es que existe, donde las curvas de dicha relación se 
aproximan lo más posible a lineas rectas; o sea que el calcular el 

tamarao de la región lineal. Para eso se grafica, la derivada del 
logaritmo de la función de correlación con respecto al logaritmo de 

r, contra el logar! tmo de r, y se busca el intervalo .donde la 

función sea aproximadamente constante. Dicho intervalo [r•ln,raax1• 
serli la llamada regi6n lineal (ver figura (2. 22.)). 
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Flvur• a. za. El l09•rltao d• I• runcl6n d• corr•l•cl6n para al 

alraclor d• ffen6n, calculada con 1000 punto• d• la •erl• d• U.-po 
para dlf"•renlH dlMn•lonH del ••pacto aabl•nle (n=J,4 1 5 y 6). 

5. Finalmente calculamos el valor de De para diferentes valores 
de n. Cabe seftalar que De no se calcula por medio de los valores 

numéricos de su derivada. La derivada se calcula para encontrar la 
regi6n escalar, después se regresa al logaritmo de Cn(r) y se 
calcula la pendiente de la recta encontrada en dicha regi6n. 

Dificultades para determinar la dimensión de un atractor: 

Existe una lista de inconvenientes para determinar la C:Umensi6n 

de un atracto~ a partir de los datos experimentales. El t~orema de 

Takens, el cual se deriva del teorema de Whitney , nos afirma que a 
-> 

partir del conjunto S={X.=X,(K) ,X,(K+t:),... X,(K+(n-1)1:)) podemos 
construir al conjunto atractor del sistema bajo las siguientes 
suposiciones: Todos los puntos obtenido:;• de los datos directamente 



medidos están dentro del atractor, esto es, que se considera que el 
comportamiento transitorio inicial desaparece y se supone que hay un 
no.mero infinito de valores medidos no afectados por el ruido 
ambiental. si el conjunto de datos satisface las suposiciones 

anteriores, el teorema afirma que para toda dimensión n 

suficientemente grande, existe un espacio ambiente entre el conjunto 
a tractor y el conjunto s. 

observamos que existe un fundamento teórico (matemá.tico) 
fuerte que nos permite buscar un atractor a partir de nuestra serie 
de tiempo. Pero en la práctica, las condiciones del teorema nunca se 
cumplen debido a que no existen datos experimentales sin ruido 

ambiental; en el caso de los datos obtenidos por medio de las 
computadoras existe lo que se llama ruido numérico que Se debe al 
redondeo de las cifras. 

otro de los inconvenientes es a la hora de determinar la 

longitud de la serie de tiempo. El número de datos requeridos 
depende del algoritmo que se utilice para calcular la dimensión que 
se haya escogido, incluso es lógico pensar que el algoritmo variará 

dependiendo del tipo de dimensión que se desea calcular. De hecho, 
el no.mero de datos depende de la misma distribución de los puntos en 

el atractor. Si la órbita visita raras veces al atractor de 
estructura fractal, se requerirá de un gran nütnero de datos. Por lo 

que resulta incómodo buscar algo que de antemano, se necesita 

conocer. 

En el caso de la dimensión de correlación, e~ problema radica 
en encontrar la región lineal que corresponda a la curva que mejor 

se aproxime a una linea recta. La estimación de dicha región se h.ace 

de manera numérica también, para la cual no hay un criterio bien 
establecido. Lo que se puede decir es que para conjuntos de datos 

muy bien comportados los diferentes criterios devuelven en esencia, 

el mismo resultado. Pero quizás este no sea el caso para datos con 

ruido. Generalmente, al tratar de calcular r•ln y r....,,x por 
diferentes criterios se llegarán a resultados totalmente diferentes. 

No se ha llegado a un criterio universal para calcular la región 

lineal. 
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sin embargo la mayor1a de las veces, no nos interesa el valor 
absoluto de De, sino más bien observar como cambia su valor conforme 
las condiciones fisiológicas cambien; por lo que se puede optener un 
rango de val.ores para De en un intervalo de r•ln y r __ . [Albano 

et.al.,1987]. 

otro factor importante es determinar el tiempo de muestreo. Es 
decir, cada cuánto tiempo se deben tomar mediciones del experimento 
y también es necesario saber cuánto durará el periodo total de 
muestreo. La dimensión de correlación depende sensiblemente de dicho 
intervalo; el que el intervalo tienda a cero no necesariamente 

significa que el valor de De• será más preciso. Inclusive si T, 
periodo de tiempo entre medición y medici6n, es muy pequen.o pueden 

resultar valores de De también muy bajos. Es decir, si T tiende a 
cero De puede tender a cero. 

otro argumento en contra de que T no es necesariamente muy 
pequefto es que para asegurar que la correlaci6n que existe entre dos 
puntos distintos en el atractor se debe a la geometr1a misma de éste 
y no a que sus componentes fueron muestreadas a intervalos de tiempo 

muy pequef\os, se considera que dichos puntos estén separados por un 
valor de T muy grande. Por otro lado, el intervalo de muestreo está 
relacionado con la eficacia del encajamiento aproximado entre el 

conjunto s y el a tractor original. La existencia de una funci6n de 
encajamiento en un espacio de dimensi6n n se demuestra para 

conjuntos infinitos de datos sin ruido, mostrando que dichos datos · 
pueden sustituir las n-1. derivadas del dato medido X0 (t). En la 

práctica, este caso anal1tico ideal se aproxima con conjuntos 
finitos con ruido, para los cuales la T correspondiente debe ser 
suficientemente pequefta para poder realizar las aproximaciones 
locales de las derivadas. Por lo que un valor arbitrariamente grande 

no sirve [Albano et.al., l.987]. 

Estos dos 
arbitrariamente 

dltimos 
grandes 

argumentos sugieren que valores 

y arbi'Crariamente pequen.os son 

insactisfactorios. Entonces, se debe pensar como elegir un valor 
intermedio para T. Albano & Rapp seleccion6 este valor intermedio 

bas6.ndose en el valor critico Te, valor correspondiente al primer 
cero obtenido de la funci6n de autoco:relaci6n de la serie de 
tiempo. En base a esto se fija el valor intermedio del tiempo de 
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muestreo por medio de la relación Tc=nT, con n la dimensión del 
espacio huésped. Broomhead y King propusieron utilizar un valor del 

tiempo caracter1stico igual a 1/f•, donde f• es la frecuencia m4s 

grande del espectro de potencias correspondiente a la serie de 

tiempo. Este valor 1/f• está. relacionado ·con el valor del intervalo 

de tiempo para el cual la funci6n de autocorrelaci6n vale cero por 
medio del teorema de Wiener-Khinchine, donde se toma en cuenta el 

hecho de que el espectro de potencias es la transformada de ·Fourier 
de la funci6n de autocorrelaci6n. De manera alternativa, simm 
sugiere qua el tiempo de muestreo debe ser Tc/n<T<Tc, donde n es la 
dimensi6n del espacio ambiente. 

Relaci6n entre la dimenai6n de correlaci6n y la dimensi6n 
fractal: 

Considerando una cubierta del atractor por medio de hypercubos 

(celdas) de longitud 6 y una serie de tiempo {Xo}:.,. La 

probabilidad p 1 para una X11 arbitraria da caer en una celda i es 

P1 •U~~µ,, 
11 

(2.44) 

donde µ 1 es el no.mero de puntos de la serie {X11 } que caen en la celda 

i. Se tiene que: 

1 
cea> - um ~l - Epf, (2.45) 

utilizando la desigualdad de Schwartz obtenemos la siguiente 

desigualdad: 

C(6) = 11(6)<pf> ~ 11(6)<p1>2 = 1/11(6) • 6°, (2.46) 

por lo tanto si O<lli<l tenemos que: 

(2.47) 
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Es importante mencionar i:¡ue si es posaible distinguir Caos 

Determinista de ruido azaroso, pues sumergiendo al atractor dentro 

del espacio.,, fase cuya dimensión vaya aumentando, se encuentra que 

C(r)mrn, donde n es la dimensión del es¡:.acio fase. (ver Fig. (2.23.)) 

•, 

'•l'.1~ 

o ----------

Fl9ura 2.2J. La dl•en•16n de Correlacl6n De para dlroronte• Y.atoro• 

de la dl•on•l6n del o•p•clo a.mblenlo n. a)Seftal con ruido b)Sel\al 
ca6llca para dlrer11nl11• valore• del parhelro c)Seftat blperJodlca, 

con 00•0 debido a que la •erlo do llC111po eon•l•lo do un conjunto do 

aubconJunloa oJonoa a.1t.ro af. 



CAPITULO III 

CAOS EN MODELOS BIOLOGICOS 

3. O. INTRODUCCION 

En este capitulo analizaremos varios modelos de crecimiento de 
poblaciones y veremos para qué valores de sus para.metros es posible 

que presenten una dinámica ca6tica. 

3 .1. CAOS EN BIOLOGIA 

Al observar que la evoluci6n de alqunos fen6menos biol6gicos 
son de alguna manera regulares y que, pensando en que presentan 
cierta causalidad, se ha empleado a menudo la teor1a matem&tica de 
sistemas din4micos para su representaci6n; en particular, 

mencionaremos el trabajo realizado en la modelaci6n matemAtica por 
ec6logoa,, epidemi6logos y fiai6logos, en algunos de los cuales, se 
han utilizado conceptos provenientes de la f1sica [A1tesor, 1989]. 

Hasta hace relativamente poco, se crela que los sistemas 
din6.mico:S biol6gicos deberían tender a un estado o punto de 
equilibrio al cabo de cierto tiempo • Se part1a de la estabilidad de 

los sistemas y cuando ocurr1an fluctuaciones, lo atribu1an al "ruido 

ambiental"; es decir, a causas externas al sistema. Incluso lo 
atribu1an a los errores en las mediciones, datos obtenidos 
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experimentalmente, o en casos extremos, a signos patol6gicos del 

mismo sistema; pero no a una consecuencia de una propiedad 

caracter1stica de éste. 

Esta idea fué cambiando a partir de los af\os setentas, cuando 

algunos ec6logos sospecharon que dicho desorden pod1a ser parte del 
sistema. A1ln cuando las ecuaciones de los modelos matemáticos ten1an 

un carActer totalmente determinista, la dinámica . tenia 
comportamientos similares a los comportamientos correspondientes a 
fenómenos totalmente azarosos. Nos referimos al Caos Determinista 

dentro de los fenómenos biol6gicos. 

A pesar de que el Caos fue encontrado en un principio en 

fenOmenos biolOgicos, los mismos biOlogos han tendido a ignorarlo 

debido quizlis a dos razones. Pri•eramente al anUisis que Hay hizo 
del modelo de la :runci6n logistica, el cual di6 la creencia de que el 
Caos s6lo se podia originar dentro del context~ de los sistemas 

dinlimicos discretos, También estli el hecho de que hasta i9so, no se 

sabia buscar comportamiento ca6tico en los mismos datos experi

mentales. Sin eabargo, hoy en d.f.a, ya que se tiene herramienta 
suf'iciente para analizar las fluctuaciones dentro de las series de 

tiempo; los biOlogoa rechazan que estas irregularidades se observen 

desde el punto de vista del Caos Determinista, o ignoran del todo a 
dicho comportamiento. Los ec6loqos en particular, ·por principio 

apoyan la teor1a del Balance Natural dentro de los ecosistemas; es 
decir, el hecho de que las poblaciones tiendan a un punto de equi

librio. Pero es sabido que las poblaciones naturales frecuentemente 

exhiben grandes variaciones. De hecho la abundancj.a tanto relativa 
como absoluta de las diferentes especies, generalmente es fluctuante·. 

De manera similar en epidemiologla, el patrOn de incidencia de .una 

enfermedad en una población es complicado cuando el ciclo de inci
dencia es fluctuante. Debido a esto se concluye que las perturbacio

nes azarosas son muy importantes dentro del comportamient¡, del sis

tema, o que la componente determ.in1stica es caótica [ Schaffer, 1987] • 
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Pero, ¿qué considera "Caos" dentro de los sistemas 
biol6gicos? Las caracterizaciones que loa bi6logoa dan a este 
fen6meno particular de los sistemas no lineales es la siguiente; 
[Schaffer 1987] 

1) La ecuación de evolución es totalmente deterministica. 

2) La dinámica del sistema es compleja, desde el punto de. vista del 
anAlisis de estabilidad: Para ciertas características del sistema, la 
dinAmica estA regida por atractores extraftos -atractores que no son 
ni per1odicos ni cu&siper1odicos-. El comportamiento alrededor de 

ellos esta caracterizado por a~ariciones de grandes dispersiones del 

movimiento de manera similar a un comportamiento azaroso, a pesar de 
que la dinAmica subyacente es de car4cter determinista. 

3) Sensibilidad en las condiciones iniciales: Esto significa que 

dadas dos trayectorias inicialmente cercanas, Astas diverger4n a lo 
largo del tiempo. Es decir, que las pequen.as diferencias en las 
condiciones iniciales serán amplificadas. Lo que implica que para 

cualquier error, por pequef\o que éste sea, al determinar las 
condiciones iniciales del sistema no ser4 posible predecir su 

evolución a largo plazo. 

4) Camino al Caos: El comportamiento irreqular caracter1stico del 

Caos tiene una precedencia bien determinada. No ea repentina dentro 
del comportamiento del sistema, ya que 6ste sufre una serie de 
transiciones a medida que se varia algdn parAmetro especifico. 

5) Geometr1a fractal: El movimiento dentro del espacio fase se 
desenvuelva dentro de una dimensión fractal no entera. Esto se debe, 

.en parte, a la secuencia de "estiramientos" y "doblamientos" de las 

trayectorias en el espacio fase, creando una estructura de 

"autosemej anza" en las trayectorias. 

Una vez definido de manera concreta el fen6meno de Caos, aunque 

sea sólo de manera cualitativa, podremos dar una buena descripci6n 
del tipo de fluctuaciones que presentan loa diferentes sistemas hasta 
ahora modelados en biologta. 
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Los siguientes son algunos de los fen6menos biológicos, además 
de los fen6menos en ecolog1a y epidemiolog1a, que han indicado tener 
comportamiento caótico: 

1. En la fisiol091a se ha propuesto un punto de vista 
alternativo contrario a1 concepto de enfermedades ca6ticas, donde el 
Caos es dtil para modelar el "azar acotado" inherente en la función 

de salud de los sistemas fisiol6q icos. 

2. En 1a neurofisiolog1a pueden producirse modificaciones 

cualitativas de las oscilaciones, en los procesos que son r1tmicos; 
como sucede en los desarreglos del ciclo vigilia-sueno, o en las 

enfermedades maniacodepresivas de ciclo r6pido [Goldberger 
et. al., 1987). 

3. La variabilidad genética debido al gran nllmero de genotipos 

distintos que existen, manifiesta signos ca6ticos en las frecuencias 
g6nicaa. De hecho este polimorfismo ca6tico es m6s la regla que la 

excepci6n [Hay, 1990). 

En este trabajo nos limitaremos a presentar algunos modelos 
ecol6gicos y de epidemiolog1a. Para estas ramas de l.a biolog1a existe 

una amplia gama de modelos trabajados que pueden llegar a· presentar 

din6micas ca6ticas. Primero, hablaremos de los diferentes tipos de 
modelos mate•Aticos que hay dentro de la dinámica de crecimiento de 
poblaciones, rama de estudio de los ec6logos. 
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3. 2. MODELOS EN ECOLOGIA 

La dinámica poblacional describe y explica los cambios numéricos 

de las poblaciones y de los procesos, particularmente biol6gicos, que 

determinan dichos cambios a lo largo del tiempo. Definiremos a una 
poblaci6n como un conjunto de individuos de una misma especie, que 
interactQan y se reproducen entre si, compartiendo un espacio 

determinado y que, normalmente, no establecen contacto con otros 

grupos de espacies. 

MODELO DE MALTHUS 
crecimiento de poblaci6n a tasa constante 

- Medio y ali•anto ilimitado 
- Poblaci6n aislada y homoglinea 
- Medio homog6neo · 

MODELOS LOGISTICOS 
Crecimiento limitado por 

disponibilidad de recursos 
- Poblaci6n ai•lada y homoglinea 
- Medio ho•og6neo 

MODELOS CON ESTRUCTURA 
La poblaci6n no es homogénea, 

al craci•ianto es limitado 
- Medio y ali-nto ilimitado 
- Medio homog6nao 
- Poblaci6n aislada 

MODELOS CON RELACIONES INTERESPECIPICAS 
ereciaiento liaitado, la poblaci6n 

no esta aislada, compite, 
es depredadora o parasitada 

MODELOS CON DIFUSION 
El medio no es homoglineo 
y la distribuci6n de la 

poblaci6n varia 

Flour11 3.1. Claslrlcacldn d& los llOdelo• en ecolo11f•, 
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La construcci6n del modelo depende de las características del 
crecimiento 'c:!e la población. Primordialmente, los podemos dividir en 
modelos de crecimiento a tasa constante y modelos con 

densodependencia. El esquema anterior (Fig. (3.1.)), nos da una clara 
clasificación de los diferentes modelos [Altesor,1989] 

En cuanto a los modelos densodependientea, los ec6logos cre1an 

hasta hace treinta aftos aproximadamente, que este factor regulador 
tendia a mantener a la poblaci6n a una densidad constante; o al 
menos, la hac1an variar periódicamente. Las variaciones irregulares 
se deb1an a factores externos, como ya lo hablamos mencionado 
anteriormente. Sin embargo, gracias a que uno de los objetivos 

tlltimoa de los ec6loqoa es la predicci6n de la evoluci6n de las 
poblaciones, se han analizado loa modelos matemAticos; de tal forma 
que los resultados a los que se han llegado, han sugerido lo 

contrario. Nos referimos a las propiedades ca6ticaa de los modelos 
matem6ticoa en ecoloq1a. 

Existen ciertas i•plicacionea, desde el punto de vista prActico, 

para el hecho de que las ecuaciones simples y determin1sticas posean 
trayectorias que parecen, en principio, alguna clase de ruido. 
Significa que, por ejemplo, las fluctuaciones errAticas en los datos 

para poblaciones de animales, no necesariamente se deben a una 
azarosidad en el medio ambiente o a errores en el muestreo; sino que 
ellas pueden ser simplemente, derivadas de un crecimiento 

rlgidamente determin1stico. Alternativamente, se observa que dentro 
del r6gimen ca6tico se manifiesta la sensibilidad a las condiciones 

iniciales, lo que inhibe la predicci6n a largo plazo. 

Debido a que los modelos con densodependencia son unos de los 
que presentan caos, discutiremos algunos de ellos para los que se han 

hecho cotej~mientoa con fen6menos naturales. Estos modelos son para 

poblaciones que crecen en al9ün medio ambiente limitado, lo que es un 
factor mucho mAs apegado a la realidad. Ah1 donde se han tomado en 
cuenta las siguientes premisas: 

a) Potencialmente, las poblaciones crecen de manera exponencial. 
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b) Hay una retroalimentaci6n debido a la dependencia en la densidad 
de la población, que reduce progresivamente la tasa de crecimiento 

inicial. 

A pesar de toda la teor!a desarrollada con respecto a las 
propiedades ca6ticas de los modelos matemáticos, una de las 

cuestiones que se plantean los ec6logos es la de saber sj. es que 
este comportamiento lo desempef\an o no, las pob18ciones en la 
naturaleZ8. Es decir, si estas propiedades matemáticas sólo son eso, 

propied8des meramente del modelo matemático. Por lo que es necesario 

verificar si las condiciones caóticas dadas por el modelo, pueden o 
no corresponder a situaciones concretas. 

Ae1 fue como trabajaron con poblaciones experimentales. simulada·s 
en computadoras (Hay, 1990]. Estos estudios han mostrado transiciones 
descritas por las ecuaciones, en particular el paso al caos. Pero 
est8s poblaciones no están sumergidas dentro de un medio ambiente 

natural, son poblaciones aisladas, lo cual no permite que sea una 

verificaciOn al cien por ciento del modelo con la realidad. Los 
estudios real izados contaron con el uso de grandes computadoras, en 
las cuales se hiceron simulaciones del crecimiento de poblaciones, en 
un mundo imaginario, donde se controlaban todos los parámetros 

reguladores del sistema. Y se analizaron los "seudodatos" obtenidos, 
que representaban los efectivos de una población al cabo de un gran 

ndmero de generaciones. 

Dada una serie cronológica, sucesión de ~atos obtenida al 
realizar mediciones a intervalos de tiempo regulares; quisieron 

proponer una forma para determinar la posibilidad de que en esta 
serie existiera la presencia de un comportamiento ca6tico del 

sistema. En los ochentas, desarrollaron técnicas basadas en lo 
conocido acerca de los "atractores extraf\os11 • Dichas técnicas, que ya 
hemos mencionado y descrito anteriormente, son puramente 

.fenomenol6gicas; ya que permiten conocer la dinámica meramente 

cualitativa del sistema, sin la necesidad de comprender los 
mecanismos biológicos ni las interaccionase que están en juego. 

78 



ESTA 
SALIR 

TESIS 
DE LA 

NO DEBE 
BIBLIOTECA 

La utilidad que conlleva a determinar si un sistema biol6qico es 

ca6tico o aleatorio radica b6~icamente, como lo hemos dicho antes, 
en proponer .. otra alternativa a la descripción de las fluctuaciones 
no regulares del sistema, las cuales no permite~ predecir su 

comportamiento. Esto se ve reflejado en el modelo que, en principio, 
permitirla predecir estados posteriores del sistema; pero que para 

ciertas condiciones, la conjetura laplaceana ya no tiene sentido 

alguno. 

A continuac6n planteamos los modelos de crecimiento con densode
pendencia. Debido a que el factor de densodependencia interviene 

directamente con la tasa de c~ecimiento, la cual a su vez contiene 
los factores de natalidad y mortalidad, hablaremos de natalidad y 

mortalidad densodependientes los cuales intervienen en la regulaci6n 
del sistema. Dicha requlaci6n es la habilidad de la poblaci6n para 
mantener su densidad alrededor de un valor llamado capacidad de 
carga. Segün Nicholson, la competencia es el único factor que ejerce 

cqntrol sobre ella, para él, la competencia depende de la capacidad 
d~ crecimiento de la poblaci6n y la capacidad de los individuos para 

explotar los recursos del medio. 

smith, en 1935, propuso que la tasa de mortalidad, m, 
densodependiente está dada por una relación lineal de la. siguiente 

manera: 
m ::s bD + e 

donde, b, es el coeficiente densodependiente; e, el coeficiente den

soindependiente y, o, es la densidad de la población·. Por lo que al 

graficar la mortalidad contra la densidad en escalas logarítmicas, ae 
interpreta a la pendiente de la curva resultante como un indicador 
de la fuerza o debilidad del factor mortalidad, dependiente de la 

densidad. si la pendiente está entre o y 1, hay una subcompensación 
de la mortalidad sobre el crecimiento poblacional. Cuando la 
pendiente es igual a 1, significa que existe una compensación exacta 

de la mortalidad en el crecimiento de la población; y es cuand.o la 
población recupera su nivel de equilibrio. A este tipo de competencia 

se le denomina 0 contest" en los términos ecol6gicos. Si la pendiente 
es mayor que 1, ya no habrá. relación alguna entre poblaci6n estable 
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y capacidad de carga, y es cuando pueden aparecer diná.micas 
complejas, como dinámicas irregulares o caóticas. 

En el caso de competencia tipo 11 contest11
, una vez que la 

densidad alcanza cierto umbral, cierto número de individuos contin6a 

recibiendo la misma cantidad de alimentos para sobrevivir, y el resto 
de los individuos muere. En contrapuesta se encuentra el tipo de 
competencia denominada "scramble", en el cual, todos los individuos 

continOan obteniendo una cantidad de alimento equivalente, pero no es 
la suf !ciente para sobrevivir y en consecuencia todos los individuos 

mueren. Ver figura (3.2). 

(o) Cbl 

1 
logN, 

logN, 
logllf, 

Flgur• 3. 2, Rel•cl6n d• d•n•od•J>9ndencl• psr• 
compelencl•• e)"•cr.-bl•" r b)"conle•t". 

logN, 

Podemos concluir entonces, que determinar dicho umbral de 

densidad de poblaci6n es importante para el anAl~sis de la dinAmica 
del sistema. La competencia itraespec1fica se da tanto en poblaciones 
de la misma especie como en poblaciones con 'dos o 116• clases 

distintas de especies. Cabe sena lar que los factores 
densodependientes de dicha competencia son de central importancia en 
la dinAmica de las poblaciones naturales, como lo veremos en algunos 

de los modelos citados posteriormente [Altesor, 1989]. 

A continuaci6n daremos la lista dé algunos modelos matemtiticos 
de ecologia que llegan a presentar dinámicas ca6ticas: 
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3. 2. 1. MODELOS DE CRECIMIENTO UNIDIMENSIONAL DISCRETO 

En un principio, para modelar poblaciones de una sola 

especie que se reproducen a intervalos de tiempo discreto y cuyas 

generaciones no se translapan, se suelen utilizar las ecuaciones en 

diferencias unidimensionales. Muchas poblaciones biol6gicas, en 

particular poblaciones de insectos, se comportan de esta manera. 
Dicha ecuación expresa a la densidad de la población al tiempo t+l en 

términos de la densidad de la misma en una unidad de tiempo anterior, 
de la siguiente manera [Hay 1976]: 

(3.1) 

donde la función F(X), es la llamada función densodependiénte. Cabe 

seftalar que la interpretación de la variable X como densidad de una 
p0blaci6n es meramente desde el punto de vista ecol6qico; sin 
embargo, existe una amplia gama de interpretaciones dentro de la 

misma biología. Por ejemplo en la genética, donde la ecuación 
describe el cambio de la frecuencia de los genes en el tiempo; en la 
epidemiología, la variable significa la fracci6n de la población 

infectada al tiempo t. 

Para averiguar acerca del comportamiento dinámico de la 
ecuaci6n es necesario estudiar las iteraciones de F, para cada valor 
de los parámetros una vez establecidos. De manera subsecuente este\ el 

análisis de los puntos de equilibrio de la. ecuación. Dicha 
estabilidad, como ya se ha descrito en el capitulo anterior, depende 
del valor de la pendiente de la recta tangente a la curva en el punto 

de equilibrio. 

La función F(X) tiene como característica, dentro de los modelos 
biol6gicos que están en la literatura y regidos por la ecuación 
(3 .1), la de poseer un máximo al cual se le llama máximo unimodal de 

la funci6n; dicha caracter!stica es importante para el análisis de 
estabilidad. Por otro lado, siempre debe de existir el cero como 
punto de equilibrio; es decir, F(O)=O, ya que no puede haber ningt.ín 
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tipo de crecimiento a partir de cero pobladores (este aspecto debe 

a las interpretaciones biológicas del modelo, más que a las 
propiedades matemáticas) . 

Es asi como ya hemos estudiado en particular la estabilidad del 
modelo logístico, cuya ecuaci6n de densodependencia está dada por la 
parábola: 

F(X)=µX(l-X). (3.2) 

La ecuación ·e 3. 2. ) , comparada con otros modelos recientes, tiene 
la desventaja de ser más abstracta; pero la ventaja de tener un 
espectro de comportamientos dinámicos que tienen una riqueza compleja 
para su estudio anal1tico. Con los pies en la tierra, la ecuaci6n 
anterior es 'O.til para modelar poblaciones discretas, con 

generaciones que no se translapan -como ya lo habiamos mencionado 
anteriormente- donde se observa que las poblaciones tienden a un 
comportamiento mon6tono hacia un punto de equilibrio estable. 

Mientras que las poblaciones del laboratorio tienden . hacia un 
comportatñiento caótico o un comportamiento 
de los casos (ciclos limite estables), su 
exageradamente no lineal por ausencia 

mortalidad dentro del laboratorio. 

oscilatorio, en el mejor 
comportamiento puede ser 
de muchos factores de 

En el capitulo anterior 1 hemos hecho ya el análisis exhaustivo 

de la ecuaci6n anterior. Hemos expuesto bajo qué condiciones refleja 
el crecimiento de una poblaci6n, as1 como mostrado la dinámica misma 

del modelo. Además, hemos dado las condiciones necesarias para que se 
presente un comportamiento ca6tico y analizado dicha dinámica ca6ticjl 

en particular. A continuaci6n expondremos ejemplos particulares del 

modelo descrito por la ecuaci6n (3 .1.). 

El siguiente modelo describe el comportamiento de una poblaci6n 

con tendencia a crecer de manera exponencial a bajas densidades, al 

igual que el modelo 1091stico. Pero esta vez con tendencia a decrecer 
exponencialmente, para un n11mero suficientemente grande de 
pobladores; es decir, dicho modelo queda fielmente representado por 

la siguiente ecuación no lineal: 
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(3.3) 

donde nuev~mente, el parámetro r determina el tipo de comportamiento. 

Este modelo es plausible para una po~-:laci6n de una sola especie, la 

cual está regulada por una enfermedad epidémica a densidades altas de 

población [May, 1976). 

El valor de X para el cual F (X) alcanza su valor mAximo es 

Xal/r. Dicho máximo es una joroba suave debido a la analiticidad de 

F; es decir, F es una función sensible con un mAximo unimodal (ver 

figura (3. 3.)). De manera anAlóga al caso log1stico, analizaremos la 

estabilidad de dicho sistema determinando los puntos de equilibrio. 

En este caso son: x·=o y x·=l, donde F(X.)=X·; los cuales, como nos 

podemos percatar, .no dependen del valor del parAmetro r. En 
particular se puede observar que si r=1, entonces el máximo es 

alcanzado en el punto de equilibrio x'=1. 

FlQur• 3.3. Crtri.c•• de FCX)•XHptrU•XJI, 
P9r•1 a) r<l, bl r•l, e) r>l 

Debemos recordar que para que hayc crecimiento en la poblaci6n, 

la tasa de crecimiento per c&pita deba ser positiva. Sin embargo, 
este modelo no est4 normalizado, por lo que no existe. una cote 

superior en el valor del parámetro r; es decir, r~o. Calculando la 

derivada y evaluándola en los puntos de equilibrio, tenemos que xºmo 

es inestable para cualquier va1or de r y x·=1 es estable para O<r<2. 

En el caso particular de que r=O, dado que F' (X•)..,1-r; x•-1 es un 
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punto asint6ticamentc atrn.ctor, para c)<r<1 será a tractor monótono y 

para 1<r<2 será un a tractor amortiguado. 

Las condiciones del modelo para dinámicas caóticas se muestran 

en la t.:ibla (J. l.). Es importante recalcar que el tipo de caos de 

dicho modelo es similar al de la ecuacón cuadrática; es decir, hay un 

valor del parámetro para el cual sucede una bifurcación tangencial, 

(r=2), donde recordamos que el punto dn equilibrio estable se vuelve 

inestable dando lugar a un ciclo de periodo 2. Y a medid.a que se 

aumenta el valor de r surge una cascad: de bifurcacines de Pitchfork 

antes de la primer ventana caótica .. En la figura (J.4.) se observa el 

diagrama de x• vs. r, donde se describe la dinámica del sistema en 

funci6n del parámetro manipulable como lo hicimos en el modelo 

anterior. 

x· .·;:j(,,...--' 
... , 

. 
L----'~· 

r 
Fl9ura 3. 4. Punto• e•labla• en runclón 

del par'-etro r de F(X)11Xexplr(1~X)). 

A continuaci6n veremos otros tipos de modelos de crecimiento 

discreto, con dinámicas cualitativamente diferentes a los dos 

anteriores. De manera general, dichos modelos están descritos por la 

ecuaci6n: 

(J.4) 

donde la funci6n f (X) indica el téru i.no de densodependencia del 

crecimiento. 
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Haciendo un estudio de la mortalidad de una poblaci6n como 

.función de la densidad de la misma, podemos obtener una idea clara de 
la densodependencia de1 modelo. Graficando mortalidad vs. densidad 
(nQmero de pobladores en un tiempo dado) se observa, en la escala 

logar1tmica, (al graficar log:XL/X. vs. logXt> donde x. es el número 
de sobrevivientes de la poblac:i6n al tiempo t, que para Xt.=X0 se 

tiene que lOCJXt./x.=o. Es decir, la recta obtenida en la escalas 
logar1tmicaa intersecta a la absisa por lo que hay valores para los 

cuales 109Xt/X.<O. En ese momento tenemos que X1.<X., lo que 

significa que la tasa de mortalidad sera negativa; es decir, que hay 
mAs sobrevivientes que n6mero de pobladores. Esto sólo sucede cuando 
la reproducci6n o la inmigraci6n intervienen antes de que los 

sobrevivientes sean muestreados (la inmi9raci6n es un aspecto no 
considerado para la elaboración del modelo, pues se supone una 
poblaci6n aislada). Suponiendo que, por lo menos a bajas densidades, 
el no.mero de pobladores al tiempo t+l es directamente proporcional al 

nW.ero de sobrevivientes de la poblaci6n al tiempo t; es decir, 

Xt•t-=~x., y debido a la particularidad mencionada anteriormente, el 
modelo quedarA mejor descrito por l.as ecuaciones: 

Xt+1=rXt. si Xi<Xc (3.5) 

Xi+1=rXt. u-tli\11 si X1,>Xc:. 

Lo que significa que a bajas densidades de poblaci6n el 
crecimiento sera exponencial y para densidades mayores que el valor 

critico el crecimiento sera seglln lo indica la potencia de Xv El 

valor critico, Xc, indica el umbral a partir d_el cual entra en 
acci6n el factor de mortalidad densodependiente (Altesor, 1989). Donde 

f(X)>O para cualquier X, pues de otra manera, si f(X)<O, la potencia 
siempre serla mayor que l, lo que indicarla que la poblaci6n crece 

indiscriminadamente para cualquier densidad de la poblaci6n. En el 
caso de que f(X)=l, entonces F(X)=r, la densidad de población ser1a 
constante para un ntl.mero de pobladores mayor que Xc. Es importante 

sellalar que ahora F(X) tendrá una singularidad en el valor critico 
Xc; es decir, F(X) no será ana11tica, y en el caso de que F(X)>l, la 
funci6n tendrá un pico en lugar de un ma.ximo unimodal. Gracias a que 

ahora F es cualitativamente diferente a los otros dos casos, son de 
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esperarse dinámicas de crecimiento y S•>bre todo condiciones caóticas 

cualitativamente distintas. 

Como caso particular, tomemos el modelo de Varley y Gradwell 

(1970) y Morris (1959) y con la colaboración posterior de Hassell, 

donde f(x)~b. Es decir, las ecuaciones est6n dadas por: 

(3.6) 

donde r es el parámetro de la tasa de crecimiento y b el parAmetro de 
densodependencia. En la figura (J.S) podemos ver dicha función, para 

un valor fijo del parámetro r, y para diferentes valores de b entre o 

y 2. Los puntos de equilibrio son: x·=o y x·= Z:,tlb. En este caso es 

!•portante sellalar que si tomamos el anUisis de mortalidad de la 
ecuaci6n, en particular cuando logXt/Xu1 .. o, vemos que el valor 
critico del modelo coincide con el punto de equilibrio no trivial, es 

decir, Xc=r'/b· Y para r1:1 tenemos que Xct:l. Es por eso que en el 

sistema (3. 6), 1 a min{Xc>, es el valor cr1tico considerado . 

. x·-~.-
Flgur• :J.S. Dlf'•rcnles gr,rlc•s deo l• tuncl6n derlnld• · 

por el •t•t.- (3.6) para: •1 b<l, b) b•l, el b>l, 

Calculando la derivada en cada uno de los intervalos, observamos 

qua x·-o ea inestable y. x·= r 11b es estable para O<b<2. La 

estabilidad del punto de equilibrio no trivial s6lo depende del 
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parámetro b. Tenemos que F1 (X•) = 1-b, con x•=rl/b, entonces si 

O<b<1, tenernos que x• es un atractor monótono y si 1<b<2, x• es un 
atractor a'mortiguado; y en el caso de que b tienda a un valor muy 

cercano a 2, x• =-rub, es un punto asint6ticamente a tractor. Las 
características de la dine§mica caótica del modelo segein el valor de b 

estAn descritas en la tabla (J .1), y la gre§fica de los puntos 
establ.es en función del parámetro r se muestra en la figura (J. 6) • 

... ______ -----....: 
x· ... 

Fl9ura 3.6, Punloa e•t•bl•• en runcldn 
del .,.riaoelro b do la or::t•cldn (3.6). 

otros dos modelos cuya función de densodependencia F (X), es no 

anal!tica; pero su estructura es distinta a la de las dos Qltimas 
mencionadas, son los siguientes: 

Xl•I = rXl si Xtsl/2 

x.,1 = r(l-X,) si X,>l/2, 

(3.7) 

donde r es el parámetro de crecimiento per cápita de la poblaci6n. El 

decrecimiento densodependiente es lineal. La gráfica de dicha 
runci~n para varios valores del parametro esta en la rigura (J. 7). 

Donde nuevamente el punto de equilibrio igual a o ea inestable para 

cualquier r•l, y el punto de eguilibr.:o x'•r/ (l+r) que s6lo existe 

para ri!::1, es siempre inestable pues J' (X.)=-r. El anAlisis de la. 
din6mica ca6tica está dada en la tab:.a (3. 2.). cabe sena lar que 
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dicho modelo es una aproximación lin•?al al modelo log1stico, y qu.e 

también puede tener dinámicas caóticas. La gráfica de los puntos 

estables se puede observar en la figura (3. 8.). 

rlxl 

.~;;:s-o'"!.---;;:;."')(~a!r-""a!~;: 

Floura 3. 7. Diferente• igr.6flc•• d.t le runcldn definid• 
por ol •hl.,.. l3.7J paras al r<t, bl r .. 1, e) r>1. 

r 
Flvur• 3,8. Punto• eshble• en (uncldn 
del par'-elro r de I•· ecuecldn C3.7J, 
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x· 

El otro modelo está représentado por el siguiente sistema: 

.• @ 

x., 1 - (r/2)X, 

Xh1 = rX(l-Xd 
si x,"1/2 

.si x,>1/2. 

::: ·-····--····· .. ···-····-·-·············:::·.:.:.:..~~~---········-···--.-···-:,;:;.--

FICJUI""• 3,9, Dlrerent.•• or,rlc•• de la función definida 
por el •I•\- (3.11) P9r•: e) r<1, b) r•t. e) r>t • 

f'IOUI""• 3. to. a)Punt.o• e•t.able• 
de la ecuación 13.8) 'I b)bpllaclón del r.cuadro R 

(J.8) 

Se observa nuevamente que x·=o es un punto de equilibrio, el cual es 

atractor para O<r<2. cuando r=2, habr6 un conjunto de puntos estables 
E=(0, 1/2], y se puede comprobar f6cilrncnte que para X>l/2 se tiene 
que F(X)EE. Para r>2 tendremos nuevamente el comportamiento del tipo 
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de la ecuación logística, donde x·= (r-1) /r. Las gráficas de la 
función para distintos valores de r están representadas en la figura 
( J • 9 . ) . La c:tinámica caótica de este modelo también se encuentra en la 
tabla e 3. 2. ) , y la gráfica de los puntos estables en función del 
parámetro r se puede observar en la figura (3 .10.) . 

F(X) µX(1-X) Xexp(r(1-X)) 

Parámetro controlable " r 

Punto rijo inestable J .oooo 2.0000 
Empieza regi6n ca6tica J. 5700 2.6924 
Primer ciclo extrafto J.6786 2.8332 
Ciclo de periodo tres 3 .8284 3 .1024 
Termina regi6n ca6tica 4 .oooo +.o 
Ciclos estables en 
la regi6n ca6tica? si si 

Tabla :J, 1, Dlnl.mlca de algunos modelo• 

en (unción de •U• par'-etro• 

rx si X•1 
rxt-b si X>l 

b 

2.0000 

2 ·ºººº 2.6180 

3. ºººº +m 

no 

F(X) rx si X•l/2 (r/2)X si X•l/2 
r(l-X) si X>l/2 rX(l-X) si X>l/2 

Par4metro controlable r 

Punto rijo inestable 1.0000 
Empieza regi6n ca6tica 1.0000 
Primer ciclo extrafto 1.4142 
Ciclo de periodo tres 1.6180 
Termina regi6n ca6tica 
ciclos estables en 

2.0000 

la regi6n ca6tica? no 

Tabla :J, 2. DlhUilc• de •lvunos modelo• 
•n runclón de •u• par ... lro• 
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3 .0000 
3. 4400 

? 
3.6700 
4.0000 
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El modelo que tomaremos a continuación ha sido utilizado con 

datos del crecimiento de 1a población de ciertos insectos, su 

ecuación es: 

(3.9) 

Si b=O, el crecimiento será a tasa constante, una vez fijado el valor 

de la tasa de crecimiento per cápita, r. Entonces, para b>O tenemos 

que la tasa de crecimiento densodependiente crecerá hasta· un valor 

.fijo igual a r cuando X tienda a o y será pequeno, a medida que X 

crezca mucho. Calculando el valor máximo de la .función por medio de 

la derivada, encontramos el valor de lét capacidad de carga el cual es 

Xc-l/a(b-1). En la .figura (3.11.) :e pueden observar distintas 

gráficas de la :función descrita por la ecuac6n (3.9.), para distintos 

valorea de a y b. 

l( 
(iol_,.... ______ , __ ~~·-·--~.,,. 

·=~~-~-=:~.~~:--:=;_""=-"-=~~s~·· 

, ... _ ..... , .......... \ ..... x··~·.i·· 
rtvura 3.11. DlreranlH 9r,rtca1t de la runcldn (3,9) para1 
a) r.:2, b=2: bJ r•l2, b=2; el r.,40, b.,3; dJ r~too, b=S. 
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Realizando el análisis· de estabilidad, observamos que el punto 

de equilibr.i:o no trivial es x·= (rU,.b>-1) /a, cuya estabilidad depen

de del valor de los parámetros .r y b, pues la derivada de la función 

F(X)..,.rXL(l+aXd-" valuada en dicho punto es: F' (X.)=1-b(l+r-t1b); 

partir de la cual se obtiene que para O<b(l+rl/b)<2, x·es estable. 

Por lo que el parámetro a s6lo interviene en la localizac16n del 

punto. En el caso particular de que a=l, en el an&lisis realizado por 

May en 1976, se obtuvieron los siguientes comportamientos del sistema 

dependiendo de los valores de r y b: 

i) Para O<r<7. 39 habrá puntos de equilibrio estable, para todo 
valor de b. 

ii) Para 7 .39<r<12. 50 el punto se vuel.ve inestable para valores 
auficienteaente grandes de b • 

. iii) Para 12. 50<r<14. 77 aparecen varios ciclos arm6nicos de 
periodo 2n. 

iv) Para r>14. 77 y b suficie11temente grande, aparece el 

comportamiento caótico. 

En la gr6fica de b vs. r, figura (3.12), aparecen las fronteras 
entre las diferentes regiones de los valores de dichos parámetros a 

partir de las cuales el comportamiento de la ecuaci6n (3 .. 9) es 

cualitativamente distinto. 

10 

\~ ~\ 
¡¡-1 -
~ 1 o 

1 \ a 
~ \ 
Vi ', 

>.,.~ ------
···---.------º .. ·. ~ .... · .. : ....... 1--~~._,...,, 

1 1,;o<-'--~~r~ 100 1000 

f'll;1ura 3.12. f'ront.era enLre dln6tnlcaa dlsLlnt.as 
del •odelo descrito por la ecuacldn 13.9) 
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3 • 2. 2. MODELOS DE CRECIMIENTO UNIDIMENSIONAL CONTINUO 

Ahora analicemos algunos modelos de crecimiento continuo de una 
sola especie cuyo per1odo de gestaci6n es considerablemente largo. En 

este tipo de modelos, la tasa actual de crecimiento depende de la 
densidad de la poblaci6n en algO.n momento en el pasado. Como ejemplo 

simple tenemos la log1stica con retardo: 

dX/dt=rX(t) [1-X(t-T)), (3.10) 

cuyo tiempo de retraso, T, también se puede deber a que los recursos 
no se renuevan instantAneamente. Dicho modelo s6lo acepta puntos 

estables o ciclos limites como atractores; sin embargo, también puede 
exhibir comportamientos ca6ticos. 

Un modelo en particular, estudiado por May, es el de la din6mica 
de poblaci6n para una cierta especie de ballenas; cuya ecuaci6n es: 

dX/dt=DX(t)+BX(t-T) [1-X'(t-T)), (3.11) 

donde X (t) es el n\lmero de ballenas que han alcanzado una madurez 
reproductiva, D es la tasa de crecimiento actual, B es la tasa de 

crecimiento per cApita, la cual es retrasada para reflejar el largo 
perlad.o de gestaci6n; y la constante z nos da la intensidad de la 

densodependencia. El an6.lisis de estabilidad nos dice que para toda 
z tal que z < 2 [ (B/D) -1), el sistema tiene un punto de equilibrio 
estable para toda T. Para valores de z mayores, se observa una 

cascada de bifurcaciones parecida a la observada en el atractor de 
Rossler [Shaffer, 1984] . Y para valores de dicho parámetro aün más 

grandes, May observ6 una 6rbita aparentemente ca6tica; la cual para 
valores todav1a mAs grandes de z, se colapsa en un ciclo 

relativamente simple. Sin embargo, para los valores del parámetro 

medidos experimentalmente, el sistema tiende a un punto de equilibrio 
estable. Por lo que no se puede contar con fluctuaciones irregulares 
dentro de la densidad de población observada en la naturaleza. 
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Un modelo parecido refleja la manera de producción de glóbulos 

rojos, dado por Makey y Glass {Mackey & Glass, 1977). La ecuación 
planteada es la siguiente: 

dX/dt=-DX(t)+BX(t-T)/[1 + x'ct-T)). (3 .12) 

Los modelos de ecuaciones diferenciales con retraso no son 
dnicamente para poblaciones de una sola especie. El t,rabajo de 

Shibata y Saito [Shibata & Salto], ha mostrado el llamado caos de 

"tipo toroidal" para poblaciones de dos especies distintas de 
crecimiento continuo. Para ciertos valores del parámetro, encontraron 
soluciones caóticas coexistentes; y para otros, un ciclo limite 

coexistiendo con una banda aparentemente ca6tica. 

3.2.3. MODELOS DE CRECIMIENTO DISCRETO PARA POBLACIONES NO 

HOMOGENEAS 

La no homogeneidad de la poblaci6n se debe a que ésta puede 

estar estructurada en diferentes clases, ya sea de edades o de 
especies. En el caso de la ecuaci6n loq1stica, la población es 
homogénea; sin embargo, existen interacciones entre los individuos de 
esa misma especie. De hecho, la mortalidad de individuos es 

proporcional a los encuentros que haya entre ellos. Como ya hab!amos 

mencionado anteriormente, seqQ.n Nicholson, la competencia 

intraespecifica es lo <ínico que influye directamente con el factor de 
densodependencia de los modelos. Por lo que e~ modelo cuadrático 
sera un caso particular de una poblaci6n con estructura, solamente 

que en este caso, la estructuraci6n es en una sola clase de especie 
de una misma generaci6n; es decir, la estructuraci6n en clases de 

edades cuenta con una sola clase. 
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3. 2. J. 1. Estructuraci6n por clases de edades 

El modelo que presentaremos ahora es una extensi6n del caso 
unidimensional trabajado por Hay en 1976, cuya estructura queda 
planteada de la siguiente manera: 

(3.13) 

donde x,=(X1 (t) ,X2 (t), ••• x,.(t) h es el vector de poblaci6n, que da el 
no.mero de individuos en cada clase de edad al tiempo t. Como se puede 

observar, hay n clases de edades distintas. L(t) es un operador de 

Rn en s1 mismo con estructura matricial, la denominada matriz de 
proyecci6n de Leslie, donde los 11• 1, 1 , con i [l,2, ••• ,n-l], 
indican la fracci6n de individuos que sobreviven en la clase de edad 
i y que pasan a la clase de edad i+1. La tasa de crecimiento per 

cápita de los pobladores de cada clase de edad, queda indicada por 
11,J = mJ. De esta forma, la matriz de Leslie está configurada de la 
siguiente manera: 

[
~:. ~· : : : : ~· 
O ln • • • • O 

L(t) = • • . . 
o . l_.. o 

(3.14) 

En el caso de densoindependencia las tasas de crecimiento per 

cápita son constantes, por lo que los modelos son lineales y cuyas 

propiedades son bien conocidas. Para el caso particular de una clase 
de edad o una clase reproductiva, cuya tasa de reproducción sea 
dependiente de la densidad de la poblaci6n, el modelo (3 .13.) queda 

reducido al modelo indicado por la ecuaci6n (3 .1.). 

Para el caso en que n=2 y las tasas m1=m1 (t) con i=l,2, tenemos 

el modelo de densodependencia de Leslie, tal que 12 , 1=5, indica la 

fraCci6n de individuos de la clase l que sobreviven y pasan a la 
clase 2, y 12 , 2=0. Las tasas de crecimiento per c4pita son los 
factores de densodependencia exponencial, por ejemplo; es decir, el 
vector de la poblaci6n al tiempo t+l queda como: 
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[~:] = [(b. X. +b, X, )exp[-a(X +X.) ]],· 

u1 S•X, 
(3.15) 

donde b 1 con i=l, 2 son las tasas máximas de reproducci6n per cápita 
para cada clase de edad. Este modelo cuenta con cuatro parámetros 

posibles de manipular. Por comodidad, introduciremos una simetrla 

artificial: b11:1b2=r; además, fijaremos el valor de a=0.1· y S=l. 
Dichas consideraciones no afectan el. an4lisis de estabilidad del 
sistema, y r será el ünico parámetro manipulable. Entonces, el modelo 
simplificado por anal izar será: 

[X1 Jt,1•r(X1+X2 Jtexp[ (-O. l)exp[ (X1+Xz) d 
[X2 Jt,1=r(X,+X2 Jt.1exp[ (-0.1) exp[ (X1+X,Jt_iJ, 

(3.16) 

de donde podemos observar que ambas ecuaciones son iguales, s6lo que 

[Xdt.i está desplazada una unidad de tiempo a la derecha. Del 

an4lisis de estabilidad se observa que: 

i) Para r=7. 5 la poblaci6n tiende a un punto de equilibrio. 

ii) Para r>lO. os aparece la primera bifurcaci6n en un ciclo de 
longitud J, 

iii) Para r=l4 aparece un ciclo de 6 puntos , que da lugar a un ciclo 

de periodo 12 para r=l6. 

iv) Para r>14 aparece una cascada de bifurcaciones. 

v) Para r=l 7 aparece una 6rbita ca6tica asociada a un atractor 
extrafto. 

A continuaci6n presentaremos el modelo particular analizado por 

Al tesor en 1989, en donde la población se estructura en dos clases de 
edad y el factor de reqularizaci6n densodependiente act1la sobre la 

segunda clase 6nicamente. Esta estructuración de la poblaci6n, se 

debe precisamente al factor de densodependencia; es decir, la 
poblaci6n se di vide en el grupo que no presenta natalidad ni 
mortalidad densodependiente y en el grupo que s1 presenta esta 

dependencia en la densidad de la poblaci6n. El factor 

densodependiente de nueva cuenta es exponencial, de tal forma que el 
modelo queda indicado por la siguiente matriz de proyección: 
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A=[~ b•exp(-X)] o • (J .17) 

Se calcula, para facilitar el análisis, una matriz equivalente 
de tal forma que el modelo queda estructurado de la siguiente manera: 

Xt+1=aXit.+b·exp (-Xl) Yt. 

Yt+1=Xt. (J.18) 

se puede observar que a medida que aumente el ntlmero de hembras de la 

primera clase, disminuye la fecundidad de las hembras de la segunda 

clase; afectando el tamaf\o de la primera clase, una unidad de tiempo 
después. En este caso la matriz de proyecciones equivalente a A, es 

una matriz hipotética, en la cual los individuos de la primera clase 
tienen un cien por ciento de supervivencia; a excepción del segundo 

qrupo, donde todos mueren una unidad de tiempo posterior. 

Haciendo el an&lisis de estabilidad por medio de los valores 

propios [Altersor,1989], es decir, si A es un valor propio de la 

matriz, entonces A=[dF/dX]x•, donde F=F(XuXl_1), tal que a partir de 

la sequnda ecuaci6n de (3. le), se obtiene que Y,=x,.1. En el caso 

unidimensional, A es el valor de la pendiente de la funci6n en su 

intersecci6n con ia recta a 45°. El punto de equilibrio de este 

sistema es x·=lnb/ (1-a), donde b>1-a>O. Donde x• se vuelve inestable 

cuando A=-1 y esto sucede para b=(l-a) exp[2a/ (1-a) J. 

El camino al caos de este sistema es por medio de una cascada de 

bifurcaciones. Si a=0.25, entonces b=-1.46 para que el punto de 

equilibrio estable se vuelva inestable. si fijamos el valor de a 
(a=O. 25), entonces la dinámica de 1a poblaci6n al variar el valor de 

b es la aiquiente: 

i) Para o. 75<b<l.46, existe un linico punto de equilibrio x". 
ii) Para l.46<b<7.96, aparecen dos puntos de equilibrio atractores. 

iii) Para b=7. 96, aparece una 6rbita atractora de ·periodo 4. 

iv) Para b=l9.5, aparece la regi6n ca6tica. 

v) Para b=44.8, aparece una 6rbita de periodo 3. 
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3. 2. 3. 2. Estructuración por clases de especies. Modelo de 
crecimiento de Lotka-Volterra. 

Si la población esta estructurada por diferentes clases de 
especies que compiten entre si, una de ellas es la presa y la otra es 
el depredador. Para modelar la competencia es necesario que la 

interacción entre ellas sea negativa. Con analogia al modelo 
log1stico, este modelo queda determinado por las siguientes 
ecuaciones: 

Xt+1=r1 (K1-X1-IJ12X2)X1 

Xt+1=r2 (K2-X2-'121X1) X21 

(3.19) 

donde ,:J 1J es la tasa de declinamiento per cApita ocasionada por XJ 

sobre X1 • El efecto de competencia de una población sob:a;-e otra se 
cuantifica como el grado en que un individuo de la otra población, 
afecta la tasa de crecimiento per cápi ta de la población en cuestión. 

Si ª•J es dicho cuantificador, entonces el coeficiente de competencia 

esta dado por: IJ1J=a1J/au, donde a 11 es dicho cuantificador para la 
misma especie; es decir, a 11=r¡/1<11 para toda i. Entonces, 
matricialmente el modelo queda estructurado de la siguiente manera: 

[x,] ([r,] [ª· ª··] [x. J] (X·] Xa t•lª r. - a,, a., X, X1 l 
(3.20) 

A continuaci6n, discutiremos el modelo de competencia entre dos 

especies con la estructura seftalada anteriormente, pero c~n 

cuantificadores densodependientes. Es decir, el modelo estA dado por 
dos ecuaciones en diferencias no lineales: 

x,.1aX,exp[r(l-X,/K) -aYtl] 
Y,.1aaX[l-exp(-aXtl] (3.21) 

Este modelo es una extensión de las ecuaciones de par4si to
huilsped trabajadas por Nicholson-Bailey [Nicholson,Bailey,1935], que 

describen las interacciones entre una población de artr6podos 
herbivoros y sus insectos parásitos. El modelo original es inestable 
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para todos los valores del parámetro. Este modelo es una extensión 

que elimina ese comportamiento, que no refleja la realidad, 
incluyendo términos de densodependencia en la presa. Dicho modelo sin 
presa ha sido estudiado por Hay, cuya estabilidad ya se analizó en la 

sección 3 .2 .1 .. 

A diferencia del modelo trabajado por Hay en una dimensión, al 

introducir al predador se ha producido un compoi:tamiento 
cualitativamente diferente. El anlilisis de estabilidad se hizo por 
medio de los valores propios. A priori, se esperar1an ciclos limite 
de periodo entero. Los ciclos son dificiles de determinar con s6lo 
observar dos trayectorias, de una o de las dos poblaciones, en 

función del tiempo. A lo mas, éstas permi tiran hacer una distinción 
entre dichos ciclos y otro tipo de comportamiento. Si r es la tasa de 
crecimiento de la presa, se observa que la dinAmica de este sistema 
cae en una reqi6n ca6tica o en una región de ciclos limite de 
periodos extremadamente qrandes, para valores cercanos a los valores 

de r .Para una sola especie. 

La existencia de comportamiento caótico en modelos de 

competencia entre dos especies, puede ser de mucha importancia para 

la interpretación de los patrones de fluctuaciones para poblaciones 

de artrópodos en la naturaleza; ya que esto indica, que hay un largo 
tiempo de coexistencia entre el predador y la presa con limites bien 

definidos, pero con una naturaleza aparentemente azarosa [Beddinton 
et.al.,1975]. 

3. 2. J. 3. Modelo de competencia de tres especies: un predador y 

dos eepecies distintas de presas. 

Este modelo es descrito por un sistema de tres ecuaciones 
diferenciales de primer orden. La dinamica es la siguiente: en 
ausencia de predadores, una presa autocompite a la otra; de esta 

manera, la presa sobreviviente serA el platillo favorito de los 
prf;tdadores y as1 la segunda presa tendrá la oportunidad de 

recuperarse. LaS ecuaciones de Lotka-Volterra reflejan dicho 

comportamiento de la siguiente manera: 
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(3 .22) 

Se encontró que la existencia de 6rbi tas caóticas dentro de este 

modelo se da para un mlnimo de 5 especies, las cuales pueden llegar a 

tener fluctuaCiones caóticas. Posteriormente, Gilpin y Arneodo et. al. 

[Gilpin, 1979] corroboraron esta idea, dando la posibilidad de órbitas 

homoc!clicas. con una simple aproximaci6n a la homociclicidad, el 
simple "caos espiral" da lugar a un "caos de tornillo" má.s complicado 

-en el espacio fase, las 6rbitas giran de tal manera que forman una 

espiral, en el caso del "caos espiral", y en el caso del "caos de 
tornillo", las 6rbitas se en~ollan en forma de un tornillo-; 

decir, la estructura del atractor extrafto será aün más compleja. 

3. 2. 3. 4. Modelos SEIR de epidemiología. 

Es un ejemplo de sistemas forzados. se utiliza para modelar la 

incidencia de enfermedades infantiles como el sarampión, varicela, 
paperas, etc., dcinde hay un factor externo debido a las diferentes 
estaciones del ano. El forzamiento peri6dico de sistemas no lineales 

nos llevan a flujos periódicos, cuasiperi6dicos e incluso caóticos. 
Este modelo consta de parejas de ecuaciones diferenciales ordinarias, 

en las cuales el número de individuos se clasifica de la siguiente 

manera: susceptibles (S), expuestos pero no infectados (E), 
infecciosos (I) y recuperados (R): 

dS (t) /dt=u[ 1-S (t) J-bI (t) S (t), 

dE(t)/dt=bS(t)I(t)-(u+a)E(t)' 

dI (t) /dt=aE (t)-(u+g) I (t) ' 

dR(t) /dt=gI (t)-uR(t). (3.23) 

Donde (l/U) es la esperanza de vida promedio de los individuos, (l/a) 

el periodo de latencia promedio, (1/g) el periodo infeccioso 

promedio. El parámetro b es el coeficiente de transmisi6n. Este 
sistema muestra oscilaciones débil.es alrededor de un punto fijo. El 
factor que influye en las discrepancias de las trayectorias, es la 

antes mencionada tasa de transmisión de la enfermedad. Muchos autores 
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han sustituido dicho factor por la función, b(t)=b0 [1+b1cos(2nt)]. 

Estudios numéricos, tanto para el sistema de ecuaciones como para la 

función b(t), indican dos descubrimientos interesantes: primeramente, 

existe el fenómeno de bifurcaciones del periodo de las soluciones; y 

segundo, para ciertos valores del parámetro se observan soluciones 

coexistentes de periodos grandes y pequef\os. 
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CAPITULO IV 

CAOS EN FENOHEHOS BIOLOGICOS 

4. O. INTRODUCCION 

Una vez establecidos todos los conceptos b6.sicos y necesarios 

con respecto al Caos Determinista y su interpretación en los modelos 
biol6gicos, entraremos a la discusión sobre la polémica que existe 
acerca de la existf"ncia de fen6menos biológicos intr1nsecamente 

ca6ticos, Es decir, como ya lo hab1amos mencionado en el cap1 tul o 
anterior, hasta la techa existe la duda con respecto la 

fenomenologia caótica de los sistemas biológicos que hay en· la 

naturaleza. Después de discutir la influencia del ruido en los 

sistemas de dinAmicas caóticas, este capitulo se divide en tres 

partes. En una de ellas, se exponen las opiniones que hay en favor de 

que el Caos no es s6lo una caracter 1stica de los modelos matemiiticos; 

en otra, los argumentos en contra de que los fenómenos biol6gicos 
pueden presentar dina.micas caóticas y en la 6.ltima, daremos nuestras 

conclusiones. 

4. 1. EFECTOS DEL RU;[DO EN SISTEMAS DE DINAMICAS CAOTICAS 

Detectaremos la presencia de ruido en la dinámica del sistema 
por medio del anAlisis de los mapeos de Poincaré. Para mapeos con 
puntos fijos estables, ai\adir ruido resulta en una nube no uniforme 

de puntos. Sin embargo mientras se mueve el parámetro pasando de la 
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región de bifurcaciones a la región cu6tlca, se alcanza a discernir 
con mayor fidelidad la estructura de un mapeo determinado, por lo que 
será posibJ..e inferir la dinámica del sistema subyacente a dicho 
mapeo. (Ver figura ( 4. l.)). En cambio para el caso de un punto 
estable con ruido, tratar de discernir ln dinámica serti más dificil, 
pues se puede confundir con .un fenómeno simplemente ruidoso. 

[J["J[JEJ 
J ~] 5:] r:--J . --~- º 
~~~D 

Fl9ura 4. t. lleraclone• de un -peo unldl•en•lonol en pr••encle de 
ruido. De lzquterda • derecha1 I• dl"'-ilca correaponde a un punlo 

rlJo Hhble1 a un ciclo blperl6dlco 1 • un ctclo de periodo ol 'J a 
una dln'lllca c.6Llce.. 

Esta perspectiva nos puede llevar a la conclusi6n, contraria a 
nuestra intuición, de que la estructul:a fractal disminuye a medida 

que la componente determin1stica del s :.a.tema se vuelve m6s. compleja. 
Para probar esta afirmación, se considera el siguiente mapeo: 

F(X)=(l+z)Xexp[r(l-X)], (4.1.) 

donde z es ruido de tipo gaussiano centrado en z=O. Al iterar 5000 
veces la ecuación (4 .1.) y encajar la serie de tiempo resultante en 

dimensiones mayores sucesivas, se calcula la cota inferior de la 
dimensión fractal, utilizando el método de Grassberquer y Procaccia, 

que ya hemos discutido en el capitulo dos. A continuaci6n, ·se calcula 
la dimensi6n del espacio ambiente, n, para diferentes valores del 

parll.metro manipulable, r, y se compara con la dimensi6n fractal D0 , 

obtenida a partir de las se~ ies de t 1 empo. De donde obtenemos lo 
siguiente: 
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Para r=l.O, tennmos un punto de equilibrio estable y la 

dimensión de las series de tiempo igualan a n, para cada valor de 

Para r=2.256., existen dos puntos estables, 1. e., un ciclo estable de 

periodo dos, se obtiene una dimensión fractal igual a cero para 

cualquier n, debido que los puntos se encuentran en dos 

subconjuntos del interval.o. Finalmente, para m.apeos en la regi6n 

caótica, en particular para r=3. O y para r=3. 5, la dimensión fractal 

se aproxima a una as1ntota alrededor de uno. En otras palabras, De 

tiende a uno a medida que n aumenta. Por lo que para mapeos en l.a 

región caótica, es posible inferir correctamente la naturaleza 

unidimensional de la dinámica subyacente a la serie de tiempo, aún en 

la presencia de grandes cantida,des de ruido. Sin embargo, para mapeos 

con puntos fijo!l estables, por ejemplo para r=l, dicha inferencia no 

es posibl.e. Ya que De tiende a infinito conforme n crece. Por lo que 

se puede concluir que encontrar la dimensión del sistema que contiene 

ruido es una tarea dificil de realizar, o incluso imposible. 

[Schaffer & Kott,1986) 

4. 2. CAOS EN FENOMENOS BIOLOGICOS 

Recordando que s6lo trabajaremos con los fenómenos ecológicos y 

epidemiol6gicos, empezaremos con presentar aquéllos en los que se han 

encontrado sei\ales de Caos. 

4. 2 .1. Fluctuaciones en la población del lince canadiense (Lynx 

canadensis) • 

Al analizar los datos obtenidos del comportamiento ciclico 

caracteristico de la población del Lince canadiense, durante cierto 

periodo, de 1735 1934 (casi 200 ai\os) se observó que las 

frecuencias de sus fluctuaciones permanecieron aproximadamente 

constantes mientras que la amplitud variaba. Es posible observar 

esto dentro del espectro de potencias obtenido a partir de la serie 

de tiempo de alguna variable de dicho sistema, como ya lo hablamos 

mencionado en el capitulo anterior, (ver figura ( 4. 2.)) • A pesar de 

que dentro de dicho espectro se observa que hay un pico muy alto que 
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corresponde al período de 10 años, s:i cuestiona el hecho de que el 

aspecto ruidoso del espectro provcngc. do las fluctuaciones azarosas 
dentro del período de 10 aílos, o a lo1 existencia de un determinismo 
complejo subyacente a la dinámica de c...:ccimiento, es decir, al caos. 

F'toura C. 2. ., NW.oro de plelo• roc;:opl 1 ! •l1H enual•enle de•de 
1934. b)E•pec;:lro de polencleu c;:orreapondlenle. 

Debido a que el espectro de potencias no nos permite distinguir 

la presencia de caos, de lo que los ec6lo9os determinan como 
estocasticidad; es necesario buscar una firma aan más fuerte de dicho 

~en6meno dentro de las fluctuaciones del sistema. El determinar la 
existencia de un atractor extrano en el espacio fase, es un indicio 
muy fuerte de un comportamiento caótico a pesar de que no es una 
tarea sencilla. En este caso se consider6 un tiempo de tres aftas para 
calcular el atractor extrafto del ciclo del Lince canadiense. Como ya 

lo hablamos dicho, generalmente los ecólogos están imposibilitados 

para realizar un censo de todas las especiés dentro de sus 

comunidades, por lo que seria imposible visualizar a todo el sistema 

completo, 1. e., muestrear todas las variables, dentro del esPacio 
fase. Debido a esto, se reconstruye la erbita a partir de la serie de 

tiempo de una sola variable; como por ajemplo, de la densidad de la 
población por medio del método de Ruelle y Takens (capitulo dos). En 

la figura (4.3.) se muestran las trayectorias construidas dentro del 

espacio fase para la serie de tiempo que se obtuvo de 1821 a 1913. 

Observamos, que las órbitas exhiben "estiramientos" y "doblamientos" 

sucesivos, la firma t1pica de atractores extraf'ios unidimensionales. 
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Fl9ur• t.3. V•rl•• per•pt1c\1Yo1• del etr•-ct.or extrafto recon•trufdo 
para la •erle de tle•po obtenida del ciclo del Lineo canadhrnee, 

El anAl.iais del mapeo asociado, sugiere que las rluctuaciones 
observadas pueden representar una 6rbita peri6d.ica, con rui~o 
superpuesto. Esto se sugirió debido a que el •ovimiento est& dentro 

de una superficie bidimensional, para la cual las secciones de 

Poincar6 se pueden relacionar por •ecli.o de un •apeo unidimensional; 

es d~cir, al parametrizar una secci6n de Poincaré en el intervalo 

:rae o. 1 J se obtiene un mapeo no invertible. de dicho intervalo en si 

mismo. 

Si suponemos que F: :I--+I es una curva unimodal con alqdn 

parAaetro que se puede manipular, 1.e., F=F(r,X); entonces se ve que 

es posible inferir la naturaleza del determinismo subyacente al 
sistema. En particular, se procede a calcular los exponentes de 
Liapunov, los cuales también se pueden calcular directamente de las 
trayectorias reconstruidas (Wolf ~ swift, 1984], aunque 
desgraciadamente, esto requiere de un .•1ayor n11mero de datos que lot1 

que se tienen para el ciclo del lince. 

Al cotejar los datos con el mapeo de Poincar6, se observa que 
dicho mapeo puede estar representado por la siguiente ecuaciOn 

diferencial que representa la dinámica de este sistema continuo: 

dX/dt=aX"exp(bX), (4.2.) 

106 



La dinámica de dicha ecuación varia desde puntos fijos hasta caoe:; 

sin embargo, la escasez de datos no pcrm.itirá identificar o inferir 

la. componente determinista del sistema. Además de que los datos 

experimentales del lince contienen cantidades substanciales de ruido, 

ruido ambicntnl ruido debido otros factores por ejemplo 

socioecon6micos, sobre todo en muestreos que duren tanto tiempo. Por 

lo que se procede de la siguiente manera: 

Se analizan las series de tiempo obtenidas de la ecuaci6n 

(4.2.), para diferentes valores de n. Se observa que los exponentes 

de Liapunov crecen de valores negativ·:>s, a valoreB muy cercanos a 

cero hasta valores positivos. El punto :ijo se vuelve inestable dando 

lugar a dos puntos fijos hasta alcanzac un ciclo de periodo trece en 

la regi6n ca6tica. Por lo que si la dinámica es inherentemente 

estable, al agregar ruido se observa \J.na nube de puntos que rodean 

al punto fijo. De esa nube será dif 1cil descubrir la forma de algún 

mapeo en particualr, además de que los datos parecerán provenir de 

una distribuci6n azarosa. si el punto fijo es inestable, el ruido 

lleva al sistema alrededor de un mapeo dándole una forma claramente 

discernible; de hecho, al aqreqar ruido, se puede lograr que los 

exponentes de Liapunov sean positivos. Debido a todo esto, observamos 

que un ciclo biper i6dico en presencia de ruido puede actuar como un 

atractor extrafto funcionalmente hablando. Por lo que se concluye que 

la dinámica subyacente al ciclo del Lince Canadiense está. entre una 

6rbita biperi6dica y caos. (Ver figura(<.4.)) [Schaffer,1984]. 
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Fl9ura '·'· Efeclo• del ruido en la dln4nlca de la ecuación C•.2.l. 
8)nsl,9 y el clclo blpcrfodlco ea •fino• r•lable. b)n:i!,O el ciclo 
blperlodlco he •Ido re•pl11z11do por lo quo paroco •or un ciclo de 

periodo 13 en la reglón caóllca. 
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4. 2. 2. Caos en epidemiolog1a. 

El siguiente fenómeno por analizar se encuentra dentro de los 

fenómenos epidemiol6gicos, donde se aplica el método de Ruelle y 

Takens para tratar de identificar caos dentro del sistema. Se trata 

de las transmisiones de enfermedades infecciosas como el sa:rampi6n, 

paperas y varicela (viruela loca). En el capitulo anterior, mostramos 

el modelo matemAtico de dicho fenómeno (SEIR). En s6lo dos casos, 

unicamente es posible observar la presencia de ciclos anuales con 

ruido superpuesto (paperas y varicela). Para el caso restante del 

sarampi6n,· se sugiere fuertemente la existencia de un atractor 

extraf\o. 

Para una epidemia de sarampión que recayó en las ciudades de 

Nueva York y Baltimore, de 1928 a 1963, se tornaron datos antes de la 

campafta de vacunación que erradicarla la enfermedad por completo. Se 

analizaron los espectros de potencias cuasicont1nuos, donde el pico 

m6s alto sucede para una frecuencia correspondiente a un periodo de 

aproximadamente de un af\o. M6s allá de eso, s6lo se puede decir que 

el espectro es bastante ruidoso o continuo. 

Utilizando el método de Takens con un tiempo "C=3 meses, donde "C 

es el periodo de tiempo considerado para la construcci6n de· la serie 

de tiempo a partir de una sola variable del sistema, se construyeron 

espacios fase de tres dimensiones. Para ambas ciudades, casi todas 

las trayectorias caen en la superficie de un co~o con. el v6rtice 

cerca del origen. Por lo que al parecer, se trabajaron con flujos 

bidimensionales que se pueden encajar en un ·espacio de tres 

dimensiones. A partir del. mapeo de Poincaré, se sugiere que la 

colección de puntos se asemeja a mapeos unimodales no invertibles 

(ver figura ( 4. 5.) ) ; los cuales son del tipo de mapeos analizados por 

Hay y que ya mencionamos en el capitulo tres. Es importante recordar 

que dichas funciones presentan un camino al caos por medio de una 

cascada de bifurcaciones. Al examinar las órbitas y los mapeos para 

el sarampi6n, se nos sugiere fuertemente que se está en presencia de 

un a tractor extrafio con ruido, debido nuevamente a la qeometr1a 
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fractal de las órbitas dentro del espacio fase [,Schaf!er y 

Kott, 1986]. Cabe sef\alar que existe gt·an similitud entre ·el atractor 

extraf\o construido por medio de los series de tiempo medidas 

experimentalmente, y el calculado por nedio de la serie de tiempo que 

se obtuvo del modelo SEIR para valoru3 de los parámetros dentro de 

la región caótica (Schaffer,1987]. 

A •\ " -- -

Fl9ure i&.S. Dtt arrlbtl hacia abt1Jo1Alraclc• raconalruldo con el ni:.cro 
de Individuo• lnfecl•do•. Alraclorea v. •loa desde errlba con •ua 

r••pecU•a• ••cclona• da Polncaril. L4u a11cclonca de Polncer6 
.,.9nlflcadaa (tzqulerdal 1 al -peo da Polncar6 corraapondlenla 

Cder•cha). Da Izquierda a derecha; Dalou de Nueva Yerll 1 dalo• de 
lalllaore '/ daloa obhnldoa a parUr del aodalo SEJA an 1• regt6n 

4.2.3. Funcionalidad del caos de H.Conrad. 

Debido a que es muy v.'.\lido tratar de e><plicar por qué los 
diferentes sistemas biológicos se comportan de determinada manera una 

vez conocida su fisiologia, M. conrad se preoéupa por dar· una 
explicación funcional del caos Determinista dentro de los sistemas 

biol6gicos en general, y los ecol6gicot' en particular. Se basa en el 
principio de que los sistemas biológico! interesantes de estudiar son 

aquéllos que permanecen dentro del "jue:o de la vida"; es decir, los 

que permanecen vivos. Para que esto sea posible, es importante que la 
dinAmica de las partes sea consistente con la dinámica del conjunto y 

viceversa; considerando a los organismos del·sistema biol69ico como 

las parte, y al medio ambiente como el conjunto. 
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El mecanismo más importante para mantener dicha consistencia es 
aquel implementado por la selecci6n natural; es decir, si la dinámica 

de un individuo es inconsistente con la dinámica del ecosistema, la 

selección natural lo eliminará. de éste. Por lo que de manera 
indirecta, la dinámica del conjunto es seleccionada por la .dinámica 
de las partes. Sin embargo, si la dinámica del conjunto insiste en 

ser inconsistente con la dinámica de los organismos, los organismos 

cambiarán a través de la variación y la selecci6n hasta lograr la 
consistencia. 

sin embargo, no podemos esperar que la selección sea el ünico 

mecanismo que rija la dinlimica biol6gica. Existe la teor1a 
sistemAtica de la variabilidad biolt'Jgica que puede estar bien 
explicada por medio de la dinámica ca6tica; nos referimos a la 

Adaptabilidad. Entendemos por adaptabilidad, a la habilidad de los 

sis temas para continuar funcionando en presencia de un medio ambiente 
desconocido, donde generalmente el sistema estudiado es un sistema 

viviente. 

La principal cuestión que surge en la Teor1a de la Adaptabilidad 
es aquella que trata de encontrar una relación entre las propiedades 

estad1sticas del sistema biológico al menos en apariencia, y las 
propiedades estad1sticas del medio ambiente. Por otro lado, debido a 

que el Caos es más sencillo de analizar funcionalmente hablando para 
muchas estructuras y procesos biol6gicos, se pued.e hacer esa misma 

pregunta para una explicación en términos de los conceptos de los 

sistemas dinámicos. Es decir, nos gustar1a saber cuAl es la posible 

rel.ación entre las diferentes componentes de la Teor1a de 
Adaptabilidad y los diferentes conceptos de la estabilidad dinámica; 

en pocas palabras, la relación entre Adaptabilidad y Caos. 

Se considera que existe una habilidad intr1nseca para 
modificarse en los sistemas biol6gicos, que se correlaciona con las 

inestabilidades de los modelos dinámicos. En el caso de una habilidad 

para modificarse intr1nseca de los genes, tenemos la forma más 
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importante de adaptabilidad dS los sistemas. otra forma de como es 

que este factor influye en la estabilidad de los sistemas, es por 
ejemplo el hecho de que los perturbadores del medio ambiente pueden 

ser absorvidos por las inestabilidades del sistema. En el caso 

particular de la inestabilidad del comportamiento neuronal o la 

variabilidad genética, ésta puede proteger a la dinámica de una 

población de las perturbaciones exteriores y permitirle parecer 

altamente estables. De la misma manera, la estabilidad del estado en 

el que se encuentran los flujos internos de la columna vertebral, por 

ejemplo, se puede obtener a expensas de las inestabilidades dinámicas 
intrínsecas a los sistemas nervioso e inmunológico. 

No todos los términos de la habilidad para modificarse están 

conectados con procesos intrísicamente azarosos. En la ausencia de 

información acerca del medio ambiente, el cambio de un regimen del 

sistema a otro puede ser aparentemente azaroso, pero en la realidad 

esta situación es completamente determinística. En nuestro lenguage, 

se refiere a la dinámica intrínsecamente caótica de los fenómenos 

biológicos. Esta habilidad para modificarse intrinseca de los 

sistemas biológicos, como ya lo hemos dicho anteriormente, se debe al 

movimiento estocástico o a la dinámica caótica. cómo ya se ha 

mencionado 

imposible, 

necesaria. 

también, distinguir estas dos posibilidades puede ser 

pero para la explicación funcional del Caos no es 

El movimiento azaroso siempre está presente, ya sea en 

mayor o menor grado, dentro del comportamiento del sistema; en 

cambio, "si un sistema biológico obedece dinamicas caóticas, esto 

asegurará que el sistema es ca6tico. Si el sistema obedece dinámicas 

que no son sensibles a las condiciones iniciales, es posible que los 

efectos del 

tener una 

(Conrad, 1986]. 

(1) 

e•loc4•llco 

movimiento Browniano<1> serán 

contribuci6n significativa 

muy despreciables para 

la adaptabilidad" 

eon•ldera •oYl•lonlo 
pequef\a partfeul11 

Brownlano, 
l'lola 

llOYl•lenlo 
l'hddo, debido 

al choque con 111• •o16cula• de dicho l'lufdo, 
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Las dina.micas neuromusculares, inmunológicas y hormonales son 

consecuencia de la acci6n de la selecci6n natural en los organismos. 
En cambio, la dina.mica de las poblaciones es una consecuencia 
indirecta de esta selección en los organismos que las componen; de 
alguna manera, es posible visualizar a la diná.mica de las poblaciones 

desde un punto de vista funcional, en el sentido de que dichos 
sistemas satisfagan la autoconsistencia de los ecosistemas. 

Si la población es altamente estable, eu densidad será reducida; 

y si esto sucede, la adaptabilidad también quedará reducida. Esta es 
una raz6n para que los régimenes caóticos en la dina.mica de las 
poblaciones puedan servir para mantener la adaptabilidad del sistema. 

Esto 61timo se puede deber, por ejemplo, al hecho de que el 

comportamiento impredecible de cierta presa no permita que sea 
atrapada por el depredador, puesto que si una población oscila de una 
manera muy regular, serla fácil para el depredador anticiparse al 

mecanismo dinámico de dicha poblaci6n y exterminarla. 

4 • 3 • ARGUMENTOS EN CONTRA 

Ahora presentaremos los argumentos en contra de la existencia de 
un comportamiento caótico dentro de los sistemas ecológicos. Los 
argumentos provienen de los resultados que se obtienen al tratar de 

verificar la validez de los 11.odelos matemáticos, por medio de la 

estimación del valor de los parámetros caracter1sticos de la 

poblaci6n en cuesti6n. 

4 • 3 • 1. Modelo de Hassell ( 197 5) • 

Dada una serie de datos obtenida de mediciones directas hechas 
con poblaciones naturales o de laboratorio, se procede a determinar· 

los valores correspondientes de los parámetros del modelo 

densodependiente dado por la ecuación (3. 9.). Los valores de los 

parámetros determinan las diferentes dinámicas del sistema, de tal 
forma que se puede hacer una comparación de la dinámica del modelo 

con la dinAmica de las poblaciones reales. En otras palabras, se 

comparan las diferentes clases de estabilidad te6rica con las 
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diferentes clases de estabilidad experi1nental. Se debe recordar que 
para poblaciones de una sola especie, tenemos que en el laboratorio 
hay una muy\buena aproximación a una situaci6n de una sola especie 
en un ambiente homogáneo, con suplemento constante de alimento y sin 
competencia intraespcc1f ica (depredador-presa) . 

Existe un factor de densodependencia determinado por el 

par4metro b (capitulo tres). Estos valores del parámetro se obtienen 
experimentalemente por medio de un ajuste por •1niaos cuadrados a la 
recta en la grAfica de mortalidad vs. densidad, en la escala 
loqarltmica. (Ver figura (4.6.)). 

l·O •• (bl 
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Flc¡ura 4.6. Relacl6n de den•odepend•ncl• por un aju•l• de •fnl.o• 

La tasa de crecimiento per c6.pita se obtiene al evaluar el 

promedio de mllxima fecundidad por ad·•lto, menos la suma de los 
promedios de las tasas de mortalidad densoindependientes que actQan 
durante el ciclo de vida. De esta manera calculamos el valor de los 

par4metros, r y b, para los cuales es t4cil observar que casi todos 
caeran dentro de la zona de comportamiento dinámico con un punto rijo 
mon6tonamente a tractor (Fig. (3 .12.)). S6lo existe un punto, el que 
corresponde a la Lept1notarsa, que tiene un equilibrio inestable y 

cae dentro de la zona de los ciclos limite estables; .lo CU;Al es el 
resultado de un factor de densodependencia muy fuerte, con una tasa 

de crecimiento per clipita muy grande. De acuerdo con Harcourt (1971), 

las poblaciones de la Leptínotarsa fluctQan marcadamente con 
tendencia a una "sobrecompensaci6n" Ce generación en generación 
[Hasell et. al., 1976]. 

113 



El. cotejamiento de dicho modelo con pobl.aciones de l.aboratorio 
es más satisfactorio en cuanto a la riqueza de las diferentes 
dinámicas posibles que el sistema es capaz de representar. Como ya lo 

dijimos, dichos sistemas están bien descritos por modelos del tipo de 

la ecuación (J.9.), considerando que las generaciones permanecen más 
o menos discretas. En este caso, se muestra concretamente que las 
fluctuaciones dentro de la dinámica de poblaciones son intrtnsecas 

al sistema, y no son de alguna manera "impuestas" por los factores 
del medio ambiente que lo rodea; las que en este caso se denominan 
factores de mortalidad densoin.dependientes. 

Con estimaciones del valor de los parámetros r y b para 
diferentes clases de especies, se observa que la dinámica de las 
poblaciones cae dentro de la estabilidad, ya sea por medio de 

a tractores mon6tonos o a tractores amortiguados. Sin embargo, existen 
especies cuya din6.mica cae dentro del margen de ciclos limite. (ver 

puntos huecos de la Fig' (3.12.)). 

Finalmente, existe el ejemplo trabajado por Nicholson (1954) 

cuyos datos, obtenidos a partir de una poblaci6n de blovf'lies, 

muestran que pueden estar bien descritos por medio de din6.micas 
caóticas. En el análisis de mortalidad , con otro tipo de larvas de 

dicha especie, se observa que el parámetro de mortalidad 
densodependiente b es muy grande (ver Fig. (4.7.)). De hecho b>100 
resulta consistente con la competencia intraespec1fica por los 
recursos, entre organismos de la misma especie, de tipo "scramble". 

El valor de b es independiente de la cantidad de comida dentro del 

sistema para cada experimento, la cual s6lo afecta el valor del 
parAmetro a. La estimaci6n de la tasa de crecimiento par cApita se 
obtiene a través del promedio de huevos fértiles por adulto. Al 

colocar el valor correspondiente a dicha din4mica de poblaci6n en el 

espacio de los par&metros, se observa que éste se ubica 
perfectamente en la regi6n ca6tica (Fig. (3.12.)). 
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F19ura t. 7. AnAllah do •orlslldod eon b>100. 

Gracias a lo dicho anteriormente, podemos concluir que los 

experimentos en el laboratorio soportan firmemente la estructura del 
modelo representado por la ecuaci6n (3.9.). As1 mismo, podemos decir 
que el que ocurran frecuentemente oscJ laciones en las ·poblaciones 

dentro del laboratorio no es sorprendent ~; debido a la tendencia a la 

competencia de tipo "scramble" por los ::ecursos (b--Jm)en un aabiente 
confinado, y debido la ausencla qeneral de mortalidad 
densoindependiente ( "-->m~xima fecundidad por adulto) [Hassell 
et. al., 1976]. 

4.3.2. Modelos de crecimiento continuo con retraso de una sola 
especie. 

El modelo de crecimiento continuo con retraso trabajado por Hay 
para modelar el crecimiento de cierta especie de ballena, 
representado por la ecuación (3.11.), donde de hecho ya mencionamos 
que pese a que dicho modelo presenta dl llimicas ca6ticas para ciertos 
Valores del par6metro, 6stos valoree. no son alcanzados por· la 
dinAmica de dichas ballenas en la natur.aleza. 
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4.3.3. Argumentos de A.A.Berryman Y. J.A.Millistein. 

Los cient1ficos A.A Berryman y J .A. Millistein publicaron un 
articulo, en el que especialmente argumentan en contra de la 

existencia del Caos en los sistemas biol6gicos [Berryman 
Millistein, 1989]. En él, comentan que a pesar de que los sistemas 
ecol6qicos contienen las semillas del caos, debido a la dinámica 
antag6nica que presentan por medio del factor de densodepende:ncia, no 

hay evidencia emp1rica y argumentos ecol6gicos (evolutivos) que 

sostengan que los ecosistemas se comporten normalmente de manera 
ca6tica. Sin embargo, esto no quiere decir que no se den los casos; y 

esto será debido a manipulaciones humanas de los sistemas, ya sea 

aumentando las tasas de crecimiento o retardando el proceso 
regulador, al que ellos llaman retroalimentación negativa del 

sistema. Ellos definen que un sistema es ca6tico cuando la 
retroalimentación negativa es dominada, la mayor1a de las veces, por 

un crecimiento con retroalimentación positiva. En nuestros términos, 

es el caso de una tasa de crecimiento per c6pita suficientemente 
grande que no permita que la influencia del atractor caracter1stico 
del sistema, o del factor regulador también llamado densodependiente, 

lo haga tender a un valor estable. 

Uno de los fundamentos de dicha afirmaci6n se basa en el hecho, 
descrito anteriormente en este capitulo, de que Hassell, Lawton y May 

no encontraron evidencia alguna de comportamiento ca6tico en 
poblaciones de campo; y que a pesar de eso, la noción de que las 

fluctuaciones en el crecimiento de las pobla~iones se debe al Caos 
Determinista ha persistido, aunque la "evidencia". sea más ilusoria 

que cientifica. 

Desde la perspectiva de los Sistemas Dinámicos, las condiciones 
que ellos mencionan para la existencia de caos en los sistemas son 

en primer lugar debido a que los puntos de equilibrio del sistema 
deben ser localmente inestables, mientras el sistema sea globalmente 

estable. En segundo, el hecho de que el exponente de Liapunov debe 
ser positivo, lo que sucede si el sistema siempre está dominado por 

retroalimentaci6n positiva para que crezca continuamente; y debido a 

que la retroalimentación negativa debe sobrecompensar a tal grado que 
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la población se mueva lejos del punto de equilibrio donde la 

retroalimentaci6n positiva domina. De esta manera, en estos sistemas 
la retroalimentaci6n negativa actú.a como factor perturbador m.S.s que 
como factor regulador. Por ejemplo, en el caso del control humano de 
las pestes o epidemias por' medio de las campaf\as de vacunación, se 

reduce a la población infecciosa a densidades tan bajas, que en lugar 
de exterminarlas o que alcancen una densidad constante, se promueve 
que permanezcan ·creciendo. cuando una retroalimentación negativa 

act6.a muy rápidamente hace que el sistema permanezca cerca de sus 
puntos de equilibrio, donde los exponentes de Liapunov son negativos, 

y raramente estarán bajo la inf,luencia de retroalimentación positiva; 
estos sistemas no presentar4n caos Determinista. Cabe hacer notar, 
que en el ejemplo del sistema caótico que se menciona, es el caso de 

un sistema manipulado por el hombre (campaftas de vacunación). 

Ast mismo, agregan que no hay duda alguna en que los sistemas 
ecológicos contienen las semillas del caos, debido a que todos tienen 

procesos con retroalimentación positiva. Ejemplos de ello son, la 

reproducción, la cooperaci6n, la competencia intraespecie y también 
debido a que sus "retrasos temporales", para el caso de sistemas 
continuos, ocurren generalmente en el término de retroalimentación 

negativa. como por ejemplo, la respuesta numérica de la computadora 
en el caso de poblaciones simuladas, el agotamiento y recuperación de 
recursos, etc. Además .. admiten el hecho de que los sistemas ecol6gicos 

se comportan de manera impredecible, pero la pregunta es si es que 

esta impredecibilidad se debe al caos, Determinista o a disturbios 
ambientales de carácter estocástico, como la mayorta de los ec6logoe 

suelen asegurar. 

El anUisis de estabilidad es una herramienta que nos permite 
encontrar una respuesta; esto se logra al mover al sistema de su 
estado de equilibrio y observar su comportamiento subyacente en un 

medio ambiente constante. Pero debido a que los sistemas ecol6gicos 

no se pueden aislar, entonces la otra alternativa es realizar los 
an4lisis de estabilidad en los modelos iaatemáticos obetenidos de los 
datos reales. Para esto, en la pr4ctica de la modelación 
generalmente se sostiene la idea de que los sistemas ecol6gicos no 

presentan caos, normalmente. 
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Adem6.s sugieren que la lógica de la hipótesis caótica es incluso 

cuestionable, debido a que si por ejemplo los sistemas ecológicos 
son intr 1nsecamente caóticos, entonces debido a que el caos es más 
factible dentro de los sistemas con un gran nfunero de grados de 

libertad, los sistemas complejos deber1an de ser aün más caóticos. Y 
al le agregamos el hecho de que la impredecibilidad del ecosistema se 

debe a la estructura determinista, entonces se espera obsez.:var caos 
tanto en medios estables como en medios variables con la misma 
f'recuencia. Sin embargo, la evidencia ha mostrado que los sistemas 
complejos en ambientes estables son generalmente más predecibles; 

tOmando como sistemas complejos, a aquellos con gran no.mero de grados 
de libertad. 

Otra observación en contra, que sustentan los autores de dicho 

articulo, es que dentro del espacio del parámetro de la función 

logtsitica (grafica de x• vs. µ), se observa que los. máximos y 

m1nimos de las densidades de la población divergen rápidamente a 

medida que entran en la región caótica. De hecho se observa una 
densidad creciente de puntos de la gráf lea cerca del cero, cuando el 
valor del parámetro excede el punto donde aparece el ciclo de per todo 

tres. La población pasa cada vez más tiempo a bajas densidades, donde 

la probabilidad de extinción aumenta. Si se considera una densidad 

poblacional del 1% como un umbral de extinción, se observa que en el 
caso de la log1stica la extinción determin1stica aumenta rápidamente 
mientras entra en el dominio ca6tico, donde hay una probabilidad del 

0.6 de extinción (Fig. (4.8.)). 
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Este Gltimo argumento ir1a en contra del hecho de que la 
"Selecci6n Natural" Lavorece valores del parámetro que mlninizan la 

posibilidad de extinción. Conaacuentemtinte la hipótesis alternativa 
de que los sistemas biológicos son anticaóticos, parece aAs factible. 

sin embargo, mencionan otras · maneruu de manipular a los sis temar. 

biológicos para que alcancen los •1alores de los par&metro" 
caracter1sticos de su comportamiento ca6tico: al incrementar las 
ta•a• de crecimiento por medio de ·biotecnología, al estimular el 

crecimiento económico, etc. Tallbi6n se puede crear comportamiento 
ca6tico al imponer una retroalimentaci6n negativa taJ., que el sistema 
permanezca lejoe de su punto da equilibrio; como es el ejemplo de las 

epide•ias, citado anteriormente. 

Por otro lado, Adam Lomnicki [L:Jmmnicki,1989] comenta que a 
pesar de estar de acuerdo con Berrynan y Millistein en que l.oa 
sistemas eco16qicos no pareceO ser ca6ticos, discute los argumentos 

expuestos por estos cient1f icos. El suo; iere que los estudios de los 

aodeloa teóricos de la partición :.e los recursos entre los 
individuos, y la monopolización de los ·1 Lsmos por algunos miembros do 
la poblaci6n muestran que la estobil i· . .id de las funciones F (X) du 
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densodependencia de la ecuacióil (3.1.) del capitulo anterior, se debe 
a particiones desiguales y a la manipulación de los recursos. Con 

esto sugiere que las semillas del caos dentro de los sistemas 
biol6g icos, además de deberse a una al ta tasa de reproducción 

(retroalimentación positiva): se deben a la partici6n homogénea de 
los recursos entre los organismos y a su falta de habilidad para la 
monopolizaci6n de los mismos. Por lo que de esta manera, no es 

necesario recurrir a mecanismos evolutivos para explicar la reducci6n 
de la densidad de las poblaciones (retroalimentaci6n negativa). Sin 
embargo, el punto m~s débil del argumento de Berryman y Millistein se 

debe a que utilizan la explicación evolutiva de la selección de 
grupo, como mecanismo de retro~limentaci6n negativa del sistema. 

Agrega ~e es dificil imaginar como la selección de grupo pueda 
sobreponerse a la selecci6n individual, para que exista una tendencia 
a tasas de reproducción más grandes. Esto es particularmente cierto 

bajo condiciones naturales donde los grupos locales no estAn 

totalmente aislados y pueden ser inhibidos por diversos inmigrantes 
desde el punto de vista genético. Por otro lado, las diferencias 
individuales en la entrada de recursos pueden ser explicadas por la 

dinámica de crecimiento de individuos en competencia; mientras que la 
monopolizaci6n de los recursos por los individuos más fuertes, 
también se puede explicar por medio de la acción de la Selección 
individual y el concepto de una estrategia evolutiva estable. 

Coincide con el hecho de que los sistemas ecológicos pueden ser 
llevados a comportamientos ca6tic.:is por medio e.:i la manipulaci6n 

humana del sistema, dando el ejemplo particular de que por medio de 

la agricultura, se homogeneizan los recursos, ocasionando una 
desestabilidad en el sistema. 
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4.4. CONCLUSIONES 

Por los argumentos presentados anteriormente, nos podemos 
percatar de que la polémica acerca de la existencia fenomenológica 

del Caos Determinista en los sistemas biol6gicos gira en torno a 

di versos puntos. 

Uno de ellos, segün nos comenta Nisbet es que el problema puede 

venir desde el 111omento de querer determinar la densodependencia del 
crecimiento de las poblaciones, a partir de los datos experimentales. 

Esta dificultad se ha presentado en el estudio de los modelos 

ecol6qicos a lo largo de casi medio siglo. Segíin este autoi, "es 

indiscutible que existen muchas poblaciones para las cuales las 
pruebas estAndar fallan al revelar cualquier dependencia en la 
densidad, del tipo invocado en los modelos simples 

unidimensionables" [Nisbet.et. al. ,1989]. 

Por otro lado, se sabe que la densodependencia es una noción 
básica para el concepto de Caos en biolog1a, al igual que el concepto 

de retroalimentaci6n es de central importancia en la noción general 
de Caos en los Sistemas Dinámicos [Berryman y Millistein, 1989]. As! 

mismo, Altesor presenta al factor de densodependencia como factor 

regulador del sistema que hace tender a la densidad de la población, 
en principio, a un valor particular. sin embargo, seftala el caso en 
el que el factor de densodependencia es tan fuerte que lleva a la 

poblcci6n a padecer comportamientos fluctuantes. De hecho, su modelo 
analizado es estructurado, en términos del moment~ en el que dicho 

factor de densodependencia entra en acción en la dinámica de 
crecimiento del sistema [Altesor, 1989 J. 

Una vez que suponemos la existencia de los términos de 

densodependencia. en el crecimiento de los sistemas ecol6qicos, se ha 
mostrado que en la naturaleza (poblaciones de campo) , dichos factores 

no alcanzan los valores suficientes para que los sistemas lleguen a 

t.ener dinámicas ca6t icas. 
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Por otro lado, se ha comprobado que dichos sistemas ecológicos 

pueden estar bastante bien representados por los modelos matemáticos. 
Sin embargo, dichos modelos son de carácter determinista y para 

ciertas características presentan diná.micas ca6ticas. En base a 

esto, se ha desencadenado una gran discusión con respecto a la 

existencia del caos en los sistemas ecol6gicos, tomando en cuenta el 
valor de los parámetros alcanzados por dichos sistemas. Por un lado, 
la Teoría de la Adaptabilidad argumenta que la · regi6n ca6tica de los 

valores de los parámetros del sistema es la mejor descripción de los 
fenómenos biológicos en favor de la adaptabilidad. Por otro lado, se 
arqumenta que una vez que el sistma haya alcanzado dichos valores de 
sus parámetros, la probabilidad de extinci6n de las especies aumenta 

en gran medida. Y se afirma que el proceso de selección natural no 

permitirá que esto suceda; por lo tanto, en la naturaleza no es 
posible alcanzar los valores del parámetro de la. región caótica. Sin 
embargo, si nos referimos al sistema de insectos que Hassell estudió 
en 1987 (mosca blanca viburnum), citado por Altesor y con datos 

qenerados por computadora, donde demostr6 la medida en que la 
densodependencia en la población de dicha mosca es evidente; en este 

caso en particular, vemos que esto sucede a nivel de las hojas, sin 

embargo en la totalidad del arbusto ya no podemos asegurar lo mismo. 
Por consiguiente, es posible que en este caso dicha población 

presente fen6menos tan comunes como la extinci6n local, debido a un 
comportamiento caótico. Con esto queremos decir que una población 
puede extinguirse gracias a las fluctuaciones caóticas, s6lo a un 

nivel local. 

Otro aspecto por resaltar es el hecho de que los ec6logos 

tienden al punto de vista del balance natural, como un ciert!o 

paradigma que rige el comportamiento de los sistemas ecol6qicos. La 

existencia de fluctuaciones azarosas dentro del sistema se deben 
entonces, a las intaracciones con el medio ambiente cuyas dinámicas 

son en su mayoría estoc6sticas. Por medio de su Teoría de 
Adaptabilidad, Conrad, al dar una explicación funcional del caos, nos 

muestra como es que la naturaleza da cabida 
descripción de las fluctuaciones observables 

al caos para la 

de los sistemas 
biológicos. En el caso particular de los sistemas ecológicos, nos 

dice de cómo la impredictibilidad inherente a los sistemas ca6ticos, 
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permite la sobrevivencia de varias especies; este caso se extiende a 

funciones neurológicas como por ejemplo el vuelo impredecible de una 
mariposa, el cual debe a un mecanismo neuronal caótico, 
permitiendo as1 su sobrevivencia frente a varias clases de 

depredadores. También anade el ejemplo de la variabilidad genética 
como mecanismo principal de adaptaci6n, que en el caso particular del 
sistema inmunológico, existe una gran variedad de anticuerpos capaces 

de enfrentarse a una gran diversidad de microorganismos. ~n pocas 
palabras, entre mAs variabilidad mayor adaptabilidad, 1. e., entre más 

fluctuante sea el sistema, mayor es su poder de adaptación; por ende, 
el que los sistemas biol6gicos presenten una dinámica fluctuante es 

un factor atín más probable que la Teor1a del Balance Natural de los 

ecosistemas .. Adema.a, agrega que dichas fluctuaciones son de caracter 
determinista [Conrad, 1986]. 

Aunque por otro lado, a través de la evidencia experimental 

obtenida, parece ser que las condiciones que un sistema debe cumplir 

para alcanzar diné.micas ca6ticas son demasiado dif1ciles de lograr. 
De hecho el -que se haya encontrado dicha dinámica para cierta clase 
de insectos dentro del laboratorio, nos dar1a a entender, al menos en 

principio, que el medio ambiente natural nunca cumplir6 con las 
condiciones necesarias para que el sistema desarrolle din4micas 

ca6ticas. 

Sin embargo, pese a toda la estructura matemática desarrollada 

para los modelos biol6gicos (ecol6gicos), éstos no son más que una 
aproximaci6n al sistema real. En el caso del modelo de Hassell, el 

cual es cotejado con los datos experimentales~ sólo se podria 

verificar que es un muy buen modelo, pero que, sin embargo, no deja 
de ser s6lo una aproximación a la realidad. Esto significa que en la 
práctica, dichos modelos no reflejan todos los factores que conforman 
al sistema y su dinámica; en parte debido a la gran variedad de 

especies que interaccionan entre s1 en la naturaleza, lo que implica 
que haya un mayor n6.mero de grados de libe,rtad, además del gran 
n6.mero de grados de libertad que se deben a la dinámica de una sola 

especie. Por lo que el decir que los datos experimentales cotejados 

con el modelo no exhiben comportamientos caóticos, es una afirmación 

demasiado aventurada. 
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Incluso muchas veces es ·casi imposible el siquiera saber qué 
variable muestrear, al querer obtener una serie de tiempo del sistema 
para su anállsis numérico. Este hecho, af!iadido al que la herramienta 

para detectar Caos a partir de las series de tiempo no está del todo 
depurada, ha implicado un gran obstáculo para determinar la dinámica 
caótica del sistema. 

Otro problema muy importante al tratar de construir el atractor 
a partir de la serie de tiempo, para poder identiricar din8.micas 
ca6ticas del mismo, es determinar tanto la longitud de la serie y el 
algoritmo que calcule la dimensión del atractor. Pues para cada 
algoritmo utilizado para dete~inar dicha dimensi6n fractal, se puede 
obtener un valor diferente. As1 como para cada tipo de dimensi6n que 

se deseé obtener (Hausdorf, Correlaci6n, etc.) se necesita utilizar 
un cierto n<imero de datos de la serie de tiempo. 

Finalmente cabe ai'i.adir los problemas para determinar la diná.mica 
del sistema debido al ruido obtenido en las series de tiempo. De 

hecho, este es el punto principal en el que los ec6logos se basan 

para asegurar que la dinámica del sistema es en realidad azarosa. Sin 
embargo, es posible que ese ruido aparente sea parte del sistema y 

que en realidad el 0.nico problema que existe es el de determinar una 
escala de observaci6n del espectro de potencias. Esto lo aseguramos 

debido a que en varias ocasiones, al tratar de analizar el espectro 

de potencias de una serie de tiempo dete~inada, se pudo· llegar a 
observar un solo pico para cierta frecuencia correspondiente a algtln 

periodo en particular; pero que al observar dicho espectro a otra 

escala, por ejemplo al hacerle una ampliaci6n, nos encontremos con un 
espectro de potencias cuasicontinuo caracter1stico del 
comportamiento ca6tico. Es decir, el pico que exist1a en otra escala 

sique existiendo en la nueva, pero no de manera tan pronunciada que 

no permita observar los otros picos de menor amplitud que 
corresponden a otros periodos del sistema. Este aspecto tiene su 
significado biol6gico, y es que quiz4s ese ruido no sea un verdadero 

ruido aftadido al sistema por fluctuaciones externas a 61, sino que en 

realidad refleja pequeftas fluctuaciones caóticas del sistema. Por 
ejemplo en el caso de una población de gran ndmero de individuos, 
para los cuales s6lo una pequefta parte desempefta dinámicas ca6ticas. 
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A pesar de que de alguna manera se han podido analizar los datos 
experimentales con ruido, esto no ha permitido que se pueda dicernir 
perfectamente un sistema caótico ·ae uno estable. Este es el caso del 

an!lisis de los datos obtenidos para la poblaci6n del lince 
canadiense, en el que mapeo de un ciclo biperi6dico estable con ruido 

no se puede distinguir del mapeo ca6tico con ruido. 

Debido a esto, seria mucho mejor que se implementara una técnica 

para analizar datos filtrados; es decir disef'\ar un filtro de 1os 
datos experimentales, que permita poderlos observar sin presencia de 
las diferentes clases de ruido ambiental. 

Pese a todo el trabajo, tanto te6rico como experimental que se 
ha desarrollado en torno al estudio de la dinámica de algunos 

fen6menos biol6gicos, falta mucho por hacer todavia. Se considera 

como un problema abierto el lograr determinar, sin ambigüedad alguna, 
que los fen6menos biol6gicos presentan din6micas ca6ticas, y en el 
caso de que se esté en contra de esta posibilidad, hace falta dar 

ar9umentos todav1a mAs convincentes. 
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