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INTRODUCCION 

El objeto central de esta tesis es exponer, de una manera detallada, 
el artículo de Víctor Neumann-Lara "3 and 4-dichromatic tournaments of 
minimum order" que aparecerá proximamente en Discrete Mathematics. 

En este artículo se demuestra que el mínimo orden de un torneo 3-
dicromático es 7 y que el mínimo orden de un torneo 4-dicromático es 11. 
Se determinan así mismo los 4 torneos 3-dicromáticos de orden 7 y el único 
torneo -!-dicromático de orden 11. 

En la tesis, se incluyen también algunos resultados acerca de los grupos 
de automorfismos de ciertos torneos (Torneos de Paley), de los subtorneos 
transiti...-os de un torneo y se dan cotas para el mínimo orden de un torneo 
5-dicromático. 



PRELIMINARES 

En este capítulo daremos algunas definiciones básicas y algunas obser­
vaciones que son necesarias para el resto ael trabajo, las siguientes defini­
ciones se tomaron de [1 J y [2]. 

Si J( es un conjunto cualquiera designamos por K 2 (respectivamente: 
por J((2 l) al conjunto ele los pares ordenados (respectivamente: pares no 
ordenados) de elementos, no necesariamente distintos, de J(. 

Una gráfica G = (V", A, f) es un objeto matemático que consta ele: 
i) Un conjunto V= V(G) cuyos elementos se llaman vértices (puntos 

o nodos) de G. 
ii) l'n conjunto A.= A(G), el conjunto ele las aristas ó lineas de G. 
iii) Una función f: A(G)--+ V(G)( 2 ), la función ele incidencia de G. 

En este t.rahajo se consideran solamente gráficas finitas, es decir, gráficas 
con nn número finito de vértices y aristas. 



El número de vértices de G recibe el nombre de orden de G. 

Si a es una arista de G y f(a) = {u, w} se dice que u y w son fos 
extremos o vértices terminales de a. 

Una arista cuyos extremos coinciden es un lazo. 
Dos aristas a y a' son paralelas si tienen los mismos extremos, es decir, 

si f(a) = f(a'). 

Escribiremos a ,...., uv para indicar f( a) = {u, v }. 
Dos vértices u y v son adyacentes, en símbolos: u adyc w, si existe 

una arista que los tiene por extremos. 

Si P, Q ~ V(G) y a es una arista de G con un extremo en P y otro 
en Q, decimos que o: es una PQ - arista · 

El conjunto de las PQ - aristas es el conjunto que contiene a todas 
las aristas que van de P a Q. · · 

Una gráfica G es completa si 
adyacentes. 

Sean G(V, A, f) y j;1::~~~J~~~~i~~~~7/J')';,:::r~¿~ de G (en símbolos G' ~ G) ~ 
arista a' <le G'. 

Sea G una gráfica. 
( Vo, a¡, V¡, 02, .. ';, Vn--'1 



Sir es un camino, la longitud de r, t(r), es el número. de a.Iistás no 
necesariamente distintas que figuran en r. 

Sea r = (vo, a1, V1, ... , Vn-1, Un, Vn) un camino en G, diremos que res 
un VoVn - camino que une a v0 con Vn· 

Si R, s ~ V(G), Vo E R y Vn E s se dice también que r es un 
RS -camino. 

Un camino no nulo (que no conste de un solo vértice) cuyos extremos 
son iguales (respectivamente: distintos) se llama cerrado (resp: abierto). 

Un camino que no repite aristas (resp: vértices) se llama paseo (resp: 
trayectoria). Nótese que toda trayectoria es un paseo ·pero no recíproca­
mente. 

Un paseo cerrado P = (vo,a1,v1, ... ,Vn-1,an,vn) en el cual no hay 
ocurrencias repetidas de vértices salvo por v0 y Vn se llama ciclo. 

Haciendo un abuso ele notación denotaremos en adelante un paseo (y 
una trayectoria) r = (vo,a1,V¡, ... ,Vn-1,an,Vn) en G unicamente por sus 
vértices, es decir, f = ( Vo, .. ., Vn). 

Una digráfica D = (V, A, f) es una terna que consta de: 
i) Un conjunto V= V(D) cuyos miembros se llaman vértices de D. 
ii) Un conjunto .4 = .4(D) formado por las flechas ele D. 
iii) Una función J: A.(D) ---+ V(D)2, la función de incidencia de D. 

Si j(a) = (u, v) u es el origen de a y w es el extremo de a. Se dice c1ue dos 
flechas son paralelas si f(a) = J(a'). 

Escribiremos a "-'UV para'indicar J(a) =(u, v) 

Si P, Q ~ V uria J>Q 'f f[~clii'L es una ~edia con origen erí P y extremo 

en Q. . . . , . ··/':··• ... :: / ... )-·:·..,·,.·: .;,:, :·"·" •¡:.:··: :.: .:: . :·;:· : 
S·1tbdigráficas,· c.aminos,.paseefs,Ltr<iyectorias7Ci9l?sen D son siempre 

dirigirlos, es decir, se suponen rccor~irlosr~s¡~etaí1dó la odcntación rlc las 
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flechas. 
Un PQ - camino en Des un camino con origen en P y extremo en Q, 

etc. 

Denotaremos a una subdigráfica D' en D como D[D']. 

Si D es una digráfica, la invalencia o valencia interior (resp: la exva­
lencia o valencia exterior) de un vértice w en D, en símbolos: d-(w, D), 
(resp: d+(w, D)) es el número de flechas de las cuales w es extremo (resp: 
origen) y d(w,D) es simplemente d-(w,D) + d+(w,D). 

La invalencia mínima (respectivamente la exvalencia mínima) de una 
digráfica Ges el mínimo número natural n tal que d-(w,G) ~ n (respec­
tivamente d+ ( w, G) ~ n) para todo w E V ( G). Simbolicamente 5- ( G) 
(8+(G)). 

La invalencia máxima (respectivamente la exvalencia máxima) de una 
digráfica G es el máximo número natural n tal que d-( w, G) :5 n (respec­
tivamente d+(w,G) :5 n) para todo w E V(G). Simbolicamente D-(G) 
(D+(G)). 

Definimos también el conjunto de vértices que están en el interior 
(resp: en el exterior) de un vértice w en D, en símbolos N-(w, D) (resp: 
N+(w,D)) y decimos que v E N-(w,D) (resp: v E 1V+(w,D)) si existe 
a E A.(D) tal que f(a) =(u, w) (respectivamente: existe a E A(D) tal que 
f(a) = (w, v)). 

Sean u, V E V(D) entonces N-(u, v, D) (resp: JV+(u,v,D))es igual a 
N-(u,D) n N-(v,D) (resp: N+(u,D) n N+(v,D)). 

Una gráfica es orientada o dirigida si uw E A(D) implica (1ue 
wu ~ A(D), es decir, no tiene ciclos (dirigidos) de longitud 2:' 

U na gráfica G ( resp: cligní.fica D) es conexa si para cualbii:ii~; p~r de 
vértiCes en V(G) (resp: V(D)) existe una trayectoria (resp:. un'atrayeC:torfa 
rlirigicla) que los une. . 
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U na gráfica G ( rcsp: digráfica D) es fuertemente conexa si para cualquier 
par de vértices en V(G) (resp: en V(D)) existe un ciclo (resp: un ciclo di­
rigido) que los contiene. 

Un isomorfismo f entre dos gráficas G y H es una correspondencia 
uno a uno entre el conjunto de sus vértices tal que f y f-: 1 preservan 
adyacencias; es decir que si a E A(G) entonces f(a) E A(H) y si (3 E A(H) 
entonces ¡-1 ((3) E A(G). Además ¡-1 o f y fo ¡-1 son la idéntidad. 

Un automorfisrno de una gráfica Ges un isomorfismo de Gen si misma. 
De ahí cada automorfismo a de G es una permutación del conjunto de 
vértices V que preserva adyacencias. 

Claramente el conjunto de automorfismos de G, simbolicamente Aut( G) 
es un grupo respecto a la composición de funciones. 

Sea G una digráfica, la digráfica dual de G denotada por D( G) es una 
digráfica tal que: 

i) V(D(G)) = V(G) 
ii) A(D(G)) = {ij/ ji E A(G)}. 

Decimos que una gráfica G es a·utodual si existe un isomorfismo a entre 
G y su dual. 

Un Torneo es una gráfica orientada completa. 
Denotamos Tn a un torneo de orden n 

Un torneo será llamado acíclico si no contiene ciclos dirigidos. 

Si los vértices { v 1 , ••• , Vn} de un torneo T n están ordenados de numera · 
que cL+(v¡, Tn) :5 cL+(v2,Tn) $, ... ,cl+(vn, T 11 ) entonces la eneada:>·. : · 
(cl+(v 1 ,T11 ),d+(v2 ,T11 ), ••• ,cL+(vn,T11 )) recibe el nombre de s·ucesion::4e ex~ 
valencias de Tn. . ..•. ·. . ,_ 

C n T,. con sucesión de exrnlcncias (O, L .... n - 1) se clefiúe cé:n~o'.tór;ieo 
transiti110 de orden n y se denota por TT11 [6]. . . . 
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Observación 0.1: T11 es acíclico si y solo.si T11 2!:. TT11 

Demostración: 

Si Tn es acíclico entonces Tn 9:! TT11 : 

Haremos la demostración por inducción sobre el orden de T. 
Sea n = 1 entonces T1 9:! TT1 
Sea T11 acíclica entonces existe al menos algún v E V(Tn) talque 
d-(v, T11 ) = n -1 y d+(v, T11 ) =O (o bien, d-(v, T 11 )= O y 
d+(v,Tn) = n -1). 
Supongamos, sin pérdida de generalidad que para tocio '11 E yr(T71 ) 
d+(v,Tn) f. O. 

Sea vo E V(T11 ) entonces existe v1 E V(T11 ) tal que vovi E Á(T11). 

Como d+(v1,T11 ) f. O existe V2 E V(T11 ) tal que V1V2 E A(T11 )., 

Seguimos con este proceso y como Tn es finito existe v; E V(T11 ) tal 
que v¡Vj E A(Tn) con O ::; j < i - 1 y entonces se forma un cido, lo 
cual contradice nuestra hipótesis. 

Entonces existe Vo E V(T11 ) tal que d+( vo, T11 ) = O y d-( vo, T11 ) = n-1. 
Si tomamos T11 - {vo} obtenemos un T 11 _ 1 acíclico y por hipótesis de 
inducción Tn-1 2!:. TTn-1 ; como T,,_¡ U {vo} = T11 concluimos que 
Tn 9:! TTn· 

Claramente si T 11 2!:. TTn entonces es acíclico. • 

Introduciremos ahora algunos conceptos de Teoría de los Números que 
necesitamos en este trabajo: 

Sea a E Z y m E z+ tal que (a, m) = 1, a recibé,el-fl.oÍilbrt! de residuo 
c·nadrático mócfolo m si la congruencia .r,2 = a ( 1nod 1~).tfr:!rié una solución. 
Si no tiene solución entonces a se llama ·1w res.if1u~ ~·~adfrüi~'b ·mód·ulo m. 

·:,,'.<'·}~y;, ;;,~,'.;;:, ·/!/,, • :,;'.'.;-· • r • 

,·!f!;':i• ':".</:t:: ~l:.o: 

Es claro que 1 es residuo cuaclrá.tiCo áío«J7i'&W~.tC>µa, ;,i, 
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Es sabido que si p es primo entonces -1 es residuo cuadrá.tico (mod p) 
si y solo si p es de la forma p = 4m + 1 con m EN. 

Además si p = 4m + 3 primo con m EN, entonces para cada r E Zp r 
ó -r es residuo cuadrático (mod p) y solo uno de ellos.[3] · 

Definimos como ST m a la siguiente gráfica de orden m: 
El conjunto de vértices de ST m son los enteros ( mod m) y: 
A(STm) = {ij/j - i es un residuo cuadrático mod m L 

Si pes un primo de la forma 4n + 3 con n E N (p =.3 (mod 4)), 
STp es un torneo llamado "Torneo de Paley de orden p". · . -. -· - . • •. · 

También lo escribimos como Cn(a1 , a 2 , ... ,am) donde a¡ es residuocuadrático 
módulo p, i = 1, 2, ... , m. 

Por último hablaremos de la coloración de una digráfica a la que hemos 
nombrado dicoloración, este término fué introducido en [4]: 

Unan-coloración acíclica de una digrflca D es una función: 
f : V(D) --+ In tal que ¡-1(i) induce una subdigráfica acíclica en D 

para cada i E In. 
Si tomamos el conjunto { {f- 1 (1)}, {¡-1 (2)}, ... , {f- 1 (n)}} obtenemos 

una partición acíclica de los vértices de D, y a cada conjunto {f- 1 (i)} lo 
llamamos la clase cromática. 

El número dicromático de una digráfi.caD,ac(D), es elnúnimo natural 
n tal que existe una u-coloración acíclica de I). . 

Se dice que D es u-dicromática si de(D) -:;== n )'9Úe es u-dicromática 
minimal si dc(D) = n y de( Do)~ n paratoclél l)o st1bdigráfica propia ele D. - - .. -- -----~ ---- --- - ---- - - --

Observación 0.2: 
i) de( D 1 ) ::; de( D 2 ) siempre que D 1 c;;D2 . . , , < ..... · .· 
ii) Si de(D) ~ n, D contiene una n-subcligráficadicr/.i:Uátic~ minirnaL 
iii) Si Des (n+l)-subcligráfica minimal y 1w ~A.(D);éeútonccs . · 
de(D- { uv}) = n y f(11) = f( u) para toda u-coloración acíélicadep- { uv} 
[4] 
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CAPITULO I 

SUBTORNEOS ACICLICOS 

En este capítulo abordaremos el problema ele encontrar el número na­
tural máximo m tal que todo torneo ele orden n contenga un subtorneo 
acíclico de orden m. 

Formalmente, sea: 
f(n) = max{m E Z /Todo Tn contiet:iet~n'.['Tm}· 

"·· , . :::,· •\:'.,:· .>, .-: . " -

i-'": '\L~-·. : , >. :'.-

Dado que es difícil -tal vez imposible-/cleterrninar f(nY daremos yna 
cota inferior y otra superior de f (n) debidas a Stéarns .Y a Erdos y ?vioser 
respectivamente. -- , ' , -
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PROPOSICION 1: Sin es de la forman= 2k entonces f (n) ·2:'. k + 1 

Demostración: 

La demostración se hará por inducción sobre k. 
Si k = 1 es obvio (contiene un TT2 que es el mismo). 

Supongamos válida la afirmación para k = k0 y sea k = ko + l. 
Entonces si V1 E V(Tn) ó d+(v1,Tn);:::: 2k-l ó d-(v1,Tn);:::: 2k-l. 
Supongamos que d+ ( v1 , Tn) ;::: 2k- 1 • Por hipótesis de inducción: 
N+ ( v1 , T n) 2 S, donde S es un conjunto acíclico de vértices de cardi­
nalidad k. 

Entonces S U { v1 }es un conjunto acíclico de cardinalidad k + 1 

Por lo tanto f(n);:::: k + 1 • 

COROLARIO: f(n);:::: [log2n] + 1 (Stearns). 

Demostración: 

Dada n sea k tal que: 2k ::; n < 2k+1 . 

Se tiene: k :5 log2n < k + 1 y, por lo tanto, 
k = (log2n] 

Por lo anterior [log2n] + 1 :5 f(n) • 

OBSERVACION: En la prueba de la proposición 1 se demostró en 
realidad que cada vértice v de Tn con n = 2k es extremo ele un subtorneo 
acíclico de orden k +l. Se sigue que si u es un vértice ele un torneo de orden 
n, v, es extremo ele un subtorneo acíclico ele T,, ele orden 1 + [log2 n]. 
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PROPOSICION 2: J(n) $ [2log2 n] +l. (Erdos y Moser) 

Demostración: 

Sea r = r n la clase de todos los torneos con vértices {1, 2, 3, ... n }, y sea 
r' la clase de todos los torneos con vértices {1, 2,3, ... n} que contienen 
un subtorneo transitivo de orden v 

Se tiene: 
r' = UAUarA,a, donde A~ {1,2, ... ,n}, IAI = v, (]'es una per­
mutación de A, y r A,a es el conjunto de torneos T tal que T[A] está 
generado por a (a(i)a(j) E A(T[A]) si y solo si i < j). 

T[A] es fijo para todo T (T[A] está generado por a). 

T E f A,a entonces las aristas de T que no pertenecen a T[A] pueden 
orientarse libremente. 

Se sigue que: ¡r A,al = 2(;)-m 

Por lo tanto: 

1r'1 s E 2(;)--(~1= (Z) v12m:<~) 
~,a . -. _, 

Si se tiene: 

lf'I S {:) v!2(;f-(~) < 2(;) = lfl 
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Se tendría r - f' '# 0. Es decir, existiría un torneo T E r - f', es decir 
un torneo que no contiene un subtorneo transitivo con v vértices. 

Ya que: 

Si se cumple: vlog2 n - m ::; 6, l~ qu'e équivalé. 

Y finalmente a: 1+2log2 n :5 v. 

Luego si: v ~ 2 + (2log2n] 

Entonces: (~)v!2(;)-m < 2(;) y de ahí existe mi torneo Tn que no 
contiene subtorneos acíclicos de orden v. 

Se sigue que: f(n) :5 l+[2log2 n]. • 

Entonces se tiene:; [log2n]+ 1 :5f(n) :5 l+2(log2n] 
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n 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

8-11 · 
12 -13 

Para n = 2, 3, 4, 5 el cálculo de f ( n) es trivial. Para mostrar que 
f(6) = 3 hay que exhibir un T6 que no contenga un TT4 , análogamente 
para mostrar que f (7) = 3. 

Se sabe (6] que f(n) = 4 para 8 5 n :5 13. También en (6] se prueba 
que existe un único torneo, salvo isomorfismo, ST13 de orden 13 que no 
contiene un TT5 • 

Este torneo está definido como sigue: 

V(ST13) = Z13 y 

A(ST13 ) = {i]/j- i := 1, 2,3,5,6 ó.9 (mod 13)} 

TEOREMA 1: :, ~·>:.: ,- _' ,.•: ::. ' 
(i) ST¡ es el 1Ínico torneo deófden 7.{salvo isomorfismo) que no contiene 

un TT4. • · .. 

(ii) ST6 es el único torneo de <?rdén 6 (salvo isomorfismo) que no contiene 
un TT4. 
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Demostración: 

(i) ST1: 
V(ST1) = Z1 
A(ST7 ) = { i} / j - i ::: 1, 2, 4 mod 7} 

o 

Este torneo no contiene un TT4 ya que: 
Sea x E V(ST1) entonces d+(x, ST1) = 3 y claramente 
N+(x, ST7 ) = {x + 1, :z: + 2, x + 4} induce un ciclo. 

Sea T7 que no contiene µn '.fT4 , . , 

Probaremos que T; es regular olC? que eseq11ivai~!tte D+(T7 )= 3; 
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Supongamos D+(T1) > 3 y sea x E V(T1) tal que d+(x,T1) =D+(T1). 
Entonces N(x, T1) induce un TT3 que junto con x dá un TT4. 

Así T7 es regular y además N ( x, T7 ) induce un ciclo triá?;glilar, pues 
de otro modo también T1 contendría un TT4. . · · · 

Sea v1 E V(T1) y sea: 
N+(v1,T1) = {v2,v3,v4}, N-(v1,T1) = {v5,v5;v1} tal que v2v3, 
V3Ú4, V4V2' V5V6, VGV7, V7V5 E A(T1) 

Vt 
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Ahora, IN+(v1,w)I = 1 para todo w E N-(v1) ya.que: 

N+(w, T1) = {v1 , u, z} con u E N-(v1) y z E N+(v1 ). 

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad que V5V2(*) es un arco de 
T1. 

Como N+ ( w 1 , W2, vi) = 0 para W1 :/= w2 en N-( vi) entonces se dá 
alguna de las dos, es decir, ó V5V3 ó V5V4 E A(T1) 

N+ ( V4, T1) = { v2, V5, V5} ~ TT3 lo cual es una contradicción ya que 
V2V6 E A(T1) 

V1 
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En consecuencia un T7 que no contiene un TT4 está determinado de 
manera única. • 

V¡ 

Haciendo una identificaci6n O. :V(T~)=---+ 16 de la siguiente manera: 
a(vi) =O 
a(v2) = 1 
a(u3) = 2 
o(u4) =4 
o(u5) = 6 
a(v6) = 3 
a( V¡) = 5 
a es un isomorfismo entre T7 y ST7 
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(ii) Si tcmiamos ST1 -:::- {O}=:: ST6 , ST6 no contiene un TT4. 

Sea TG que no contiene un TT4, probaremos que STG tiene tres vértices 
de exvalencia dos y tres vértices de exvalencia tres. · 

Supongamos n+(Te) > 3 y sea X E V(Ts) tal que cL+(x,Tu)s;~~Ctu)t 
entonces N+ ( x, T6 ) induce un TT3 -y junto con x dá Jl!l q::T4;ij A:sí' 
D+(Ts) = 3. ·- .. -c--"Cq--

Entonces obtenemos tres vértices de exvalencia tres y los otros tres de - . 
exvalencia dos. 
Además, si x E V (Te) y d+ (xi TG) = 3 entonces N+ ( x, T;) induce un 
triángulo cíclico pues de otro modo también T6 contendría un TT4 • 

Sea t11 E V(TG) talque d+(v1,To) = 3. 
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SeaN+(v1,T6)={v2,v3 ,v4} yN-(v1,T6 ) = {v5,v5}. tal que V2V3, 

v3v4, v4vú v51)6 e A(T6) · 

jN+(v1, u;)j $ 1 para i = 5,6 ya que, en otro caso v1, v; y los otro dos 
vértices que están en N+ ( v1, V¡) formarían un TT4 en T6 

También jN+(v1, v;)l 2'. 1 para i = 5,6 ya que: 
Si i = 6 y jN+(v1,v6 )j =O entonces d+(v0 ) = 1 lo cual es imposible 
porque a- ( V5) = 4 y se formaría un TT.1 (ya que todo T.1 contiene un 
TT3) 

Ahora si i = 5 y jN+(v1,v5 )1 =O entonces d+(v5 ) = 2, y d+(v0 ) = 2 
(por lo anterior) y de ahí existen dos vértices en el exterior de. v1 que 
tienen exgrado tres, pero estos dos vértices junto· con v.5 y v6 forman 
un TT4 en T6 
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Por lo tanto IN+(v1,v;)I = 1para,i=5;6 
Podemos asumir que v5v2 (*) es un arc() en Ta 

Si va V2 E A(Ta) entonces { v5 , va, v1 , v2 }i~dÜce un TT4 

Si va v3 E A(Ta) entonces { v2 , v4 , v5 , va }induce un TT4 

Entonces vav4 E A(Ta) 
Esto determina los demás arcos: V3V5, V4V5, vava, v2va. 

De esta forma un T6 que no contiene un TT4 está determinado de 
manera única. • 

Si identificamos mediante: 
a : V(T6 ) -->fu - {O} de la siguiente manera: 
a(vi) = 1 
a(v2) = 5 
a(va) = 2 
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a(v4) = 3 
a(vs) = 4 
a(v5) = 6 
a es un isomorfismo entre T6 y ST6 
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CAPITULO II 

TORNEOS 3-DICROMATICOS DE ORDEN MINIMO 

En el capítulo anterior demostramos que el Torneo de Paley de orden 
7 es 3-dicromático. 

En este capítulo, mostraremos que el orden mínimo de un torneo 3-
dicromático es 7 y exhibiremos a los únicos cuatro torneos 3-dicromáticos 
de orden 7, salvo isomosrfismo. 

Proposición 2.1: Para todo TB, dc(T6 ) ::::; 2. Además dc(ST6 ) = 2. 

Demostración: 

i) Si T6 ~ STa entonces I'G contiene un conj11nto acíclico de vértices con 
cuatro elementos S, entonces: 

21 



de la partición induce una clase monocromática, de ahí de(T6 ) :::; 2 . 

• 

ii) Si T6 ~ ST6. Sabemos que STo = ST1 - {O}, entonces { {l, 2, 3}, 
{ 4, 5, 6}} es una partición acíclica de ST6 , de ahí de(ST6 )· = 2. • 

Proposición 2.2: Para todo T1, de(T1) :::; 3. Además de(ST1) = 3 

Demostración: 

i) Si T7 ~ ST7 entonces T7 contiene ún·c6'Üj~b_tb~ri,cíiÚ2B'fcli{de'cardil1~li~ 
dad cuatro, S. · ''f " . . .';· )~~·<. 

T7 - S es un torneo de orden 3 entonces ~~(T11's) ~ 2~:cl~ahí~~(T;) :::; 
3. • . . . ... . 

ii) Si T1 ~ ST1. 
dc(ST1) 2:: 2 ya que ST1 - {O}~ ST6 y de(Sn) = 2. 

Probaremos que de( ST1) = 3. Si fuera de( ST7 ) = 2 habría una par­
tición de V(ST1) en dos subconjuntos acíclicos y uno de ellos tendría 
cardinal al menos 4, entonces ST¡ contendría un TT4 lo que es falso. 
Entonces dc(ST1) = 3. • 

Así deducimos que: 
El orden mínimo de un torneo 3-dicromático es 7 

Los torneos l,V, H1
0 y J.V¡: 

Definimos el torneo l-V ele la siguiente manera: 

l'(ll') { - - - + + +} ,.· •
1 = w0 ,w1 ,w2 ,w3 ,w1 ,w2 ,w3 
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A(W) ={w{w_T; 1::; i,j::; 3} U {wowt; i = 1, 2, 3} U {wjwo;j = 1, 2, 3} U 
{wtw(+ 1 ; i,,;1;2,3}U{wj"~}+i;j = 1, 2, 3} (la suma es tomada mod 3) 

W.: 

Wo 

Observamos que si hacemos una partición del conjunto. de vértices de 
W, {Vi, V2, V3} con: 
Vi= {wo} 
V2 = {wt,wt,wt} 
V3 = { w¡, w;-, w3} 

~.; 

Entonces el conjunto de flechas en W. es la u~i~I1.·de)~s ~?njuntos: 
{V1 V2 - flechas}, {V3Vi - flechas} y {}'2l/3;-i\U~f/~i:js}.'. . 

El número dicromático de TV es <liforeb.te'.<le:11rlo: y~ c!ue no es acíclica. 
'.· ,, __ . ·_¡.,·.-· ,.,,·, ··-'·· ._ ..- ., 
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Supongamos que dc(W) = 2 y sea f : V(W) --+ I2 una 2~coloración 
acíclica de W en la cual ni { w1, w;, w3} ni { wt, wt, wt} son monocromáticos, 
entonces existen dos vértices w¡, wj tales que f(wi) =!(wj)= f(w0 ) y 
(w¡, w0 , wj) es un ciclo triángular monocromático. 

Por lo tanto el número dicromático de W es tres. 

Definimos ahora: 

Además W1 = Wo + wf w1 - w1wf 
Wo: 

'lllo 
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Wo 

Observemos que l-Vo y W1 contienen un subtorneo isomorfo a TT4, por 
ejemplo ( wi, wt, w¡, w3) que s~ encuentra en los dos. 

Definimos W' = W-{w{w¡,wiw;:,wtw3} 
W': Wo 

Claramente H1
0 , lV¡ 2 lV'. Proharemos que el número dicromático ele 
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W0 y de lV1 es tres. 
dc('W') =/= 1 ya que W' no es aciclica. 

ea f : V(W') ~ I2 una 2-coloración de W' eD.Ja c;u~i'ni {wf, wf, wt} 
ni { w¡, w;-, w¡} son monocromáticos. 

. . -

Podemos suponer que f(w0 ) = O. Si W; _ y wj:co~iat:. .j son dos 
vértices tales que J(wi) = f(wj) = O, entonces (wi",,U;o\wf:J 'es un ciclo 
triángular monocromático; de ahí existe i fijo tal que f(U)j) =J(wf) = 1 
para todo j =/= i y f(wi) = f(wt) =O. 

Pero { wj, wj; j =I= i} contiene un ciclo triangular (monotromático) en 

Wo - w¡wt 2 Wo, W1. 

Mas claramente: 
Si i = 1 se forman los ciclos (wt,wt,w2) y(wt,w¡;wt). 
Si i = 2 se forma el ciclo (wt,w;,wt). 
Si i = 3 se forma el ciclo (w1, w2, wt). 

Entonces el número dicromatico de W 0 y de vVi es tres. 

Teorema 2.3: ST1, l,V, Wo y W 1 son torneos 3.,,dicromáticós de orden 7 
mutuamente no isomorfos. 

Demostración: 

ST7 no es isomorfo a ninguno de 
ningún subtorneo isomorfo a TT4 • 

vV0 es un torneo regular mientras 
En W: d+(w0 , W) = 3, d+(w¡, W) 

Y en W0 : cI+(w0 , W0 ) = 3, cI+(wj"":'.nr;;r'= 
d+(;;, W0 ) = 3 para todo z =f. w!,wf 
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Entonces lV, lV0 y lV1 no son mutuamente isomorfos. • 

Observamos que lV, W 0 y lV1 tienen un único vértice, w0 · para el cual 
sus dos senú-vecindades son ciclos triangulares. Por esta razón llamaremos 
a w 0 el vértice especial de estos torneos. 

En cada caso el grupo de automorfismos correspondiente fija a w 0 , 

además hay exactamente tres (dos) N-(w0, W0)-N+(w0, W 0) flechas en Wo 
(respectivamente en lVi) que son independientes, es decir que no coinciden 
en ningún vértice. 

En el apéndice II veremos que: 
Aut(ST1) = Nabi a E {1,2,4},b EZ1}, donde 'l/Jab(x) =ax+b. 

Definimos ªr• : V(W) -> V(W) para O 5 1', s 5 3 como: 
O"rs(wo) = Wo 
O"rs(wi) = w;+r 
O"rs(w;)+ = wtf_. 

En particular a00 es la idéntidad. 

Probaremos que: 
(i) Aut(W) ={a,..; O$ r,s $ 3} 

(ii) Aut(Wo) = {arriÜ $ 1' $ 3} 
(iii) Aut(Wi) ={croo} 
(iv) ST7 , W, W 0 y lV¡ son torneos autoduales. 

{a,..;O $ r,s $ 3} es un grupo de automorfismos ya que: 

i) Es cerrado bajo la composición y es un automorfismo: 
O"rs o O"r1 s1 (wo) = Wo = O"(r+r')+(s+s1 )(wo) 
0"1·s O O"r•s 1 (tui) = O"rs(tu¡+,.,) = Wi+r'+r = O"(r+r')(s+s')(w¡). 
O"rs o a,.1.,1(wj) = a,.5(WJ+s') = WJ+s'+s = O"(r+r')(s+s')(wj). 
De ahí O"rs oa,.181 E {a,..;O $ r,s $ 3} y además: . 
O"rs O O"r 1s1 = a(r+r')+(s+s') 

Como es un conjunto finito entonces es un grupo. 
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Ahora probaremos que es automosfismo: 
O'rs(wo) = Wo 
N+(w0 , W) y N-(w0 , W) inducen ciclos triangulares ajenos en W, 
O'rs({N+(wo, W)}) = N+(wo, W) y si w{w{+1 E A(W) entonces: 

O'rs(wt)ars(wt+i) = w{+sw1+s+I E A(W) 
Analogamente para N-(w0 , W). 

Ahora wtw¡ E A(W) para todo 1 $ i,j $ 3 ars(wt)ars(wf) 

wt+swJ+r E A(W) 
Entonces {ars/O :5 r,s :5 3} ~ Aut(W) 

Ahora probaremos la otra implicación: 
Sea a E Aut(W) entonces a(w0 ) = w0 • 

Como d+(wt, W) = 4 y d-(w¡, W) = 2 para toda 1 $ i $ 3 entonces 
a(wi) :/= wj para 1 :5 i,j :5 3 · · 

Si a(wt) = wt+r ; 1 :5 i, r :5 3 (tomando la suma mod 3); entonces 

a(w41) = w4r+l y a(w42) = wi+r+2· . 

Analogamente para {wj /1 :5 j :5 3}. 

De ahí a(wt) = w't+r y a(wj) = w}+s para 
1 :5 i,j :5 3 y O :5 r, s :5 3; la suma tomada mod 3. 

Entonces Aut(W) = {ars/O :5 i,j :5 3}. 

ii) {arr/O :5 r :5 3} es un subgrupo de {ars/O :5 r,s $ 3} y contiene a la 
idéntidad, por lo tanto es un grupo. ... . . . ·· ·· · · ···· ··· · · 

O"rr(wo) = wo; como {arr/O :5 r :5 3} E {ars/O :5 r, s $ 3} entonces 
manda los ciclos triangulares ajenos JV+ ( Wo, vVo) y N-( Wo' Wo) en ellos 
mismos. 

Si wtw; E A(Wo) entonces i :/= j, 
O"rr(wt)arr(wj) = wt+-rw.f+,. E A(Wo) ya que i + r :/= j + r. 
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Si w¡wj E A(Wo) ent011ces i ~ j; 
lJ rr( w¡)a rr( wj) = ~;.~r''Vi.~r'~c<~\ 
{urr/O :5 r :5 3} ~ ,'O·'·:::, .. ,.•::•:>,;;;: .• ·.:c.c·: 

Sea a E Aut(Wo) 

Sea a( wt) = wi'+r entonces a(i~{~'~JN[\1í1~Q~~f~~11L1~t~,~tt~~~~ákf(n~~ci\y. 
Analogamente para { wj /1 

Si w¡wj E A(W0 ) entonces i = j. 
Si a es automosfismo; 
r, s ::; 3 y la suma tomada,. .. ___ ,, entc>11cElS 

Por lo tanto a E {ur,./O :5 r :5 3} 
Es decir, A(Wo) = {a1.r/O::; r::; 3} 

i-ii) Ahora probaremos que Aut(W1) = { a 00 } 

a00 ~ Aut(W1 ) porque es la idéntidad. 

Sea a E Aut(1V¡), entonces a(w0 ) = w0 por ser w0 el vértice especial. 
Sabemos que: d+(wt, W1) = 4; d+(w¡, Wi) .= 2 y d+(z, W1) = 3 para 
z = wt, w¡ con 2:::; i,j:::; 3; 
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para2$i,j$3 t=/:j. 

De ahí o:(wt) = wt yanalogamerite o:(wj) = wj para 1.$ i,j :5 3. 
Así o:= CToo 

Sea ST7 y su dual, D(ST7 ): 

O' 

Si definimos o:: V(ST1) ____. ll(D(ST1)) tal que: 
o:(O) =O' 
o:(l) = 61 

o(2) = 5' 
a(3) = 41 

o(4) = 3' 
o.(5) = 2' 
o.(6) = 1' 
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a es un isomorfismo,entr~.ST7,yD(§T7)y entonces ST1 es autodual. 

b) D(W): 

wo' 

Si definimos (3 : V(W) ---+ V(D(W)) tal que: 

¡3{wo) = w& 
¡3(wt) = w}' 
f3(wt) = w:;' 

f3(wV = wi'. 
(3(w1) = W1 

(3(w2) = wt' 
¡3(w3) = wt' 
(3 es un isomorfismo entre W y D(W) y entonces H1 es autoclual. 
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c) PO%): 

Si definimos f3 : V(W0 ) ____. V(D(Wo)) como en W obtenemos un 
isomorfismo entre lV0 y su dual y entonces l-V0 es autodual. 

d) D(lV1 ) : 
Wo 1 

/3 : F(H'1 ) ----.. i ·· ( D( TI ·1 ) ) definido como antes t ambit~ll c~s 1111 ison10r-
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fismo entre W1 y su dual y entonces flT1 es a1ltodual. 
Ahora podemos probar el siguiente: 

Teorema 2.4: ST7 , lV, lV.0 y W1 so~, sal~d isomosfismo, los únicos torneos 
3-dicromáticos de orden 7. · · 

Demostración: 

Sea T 7 un torneo 3-dicromático de orden 7. Consideremos tres casos 
diferentes: 
Caso 1) T7 no contiene un sub torneo transitivo de orden 4. Entonces 
T1 ~ ST1 • 

Caso 2) T7 es regular y contiene un subtorneo transitivo de orden 4. · 
Sea U= {u1,u2,u3,u4} ~ V(T1) un conjunto que induce un TT4 y 
suponemos que u;ui E A(T1) para 1 ::; i < j ::; 4. 
Sea R = {zo,z1,z2} = V(T1)- U. 
Claramente T7 [R] ~ C3 ya que T1 es 3-dicromático, podemos asumir 
que z;z;+ 1 E A(T7 ) para i E {0,1,2} (la suma se toma mod 3). 

Z¡ 

~'" zo -
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. . . 

Como T1 es regular Z;U¡' U4Z¡ ~ ACT?") panfi e. {O; .1. 2}. 
- .. /-'-".-/;,~·~\:·:~·.:.¡{::--~<.;.L.~,.', 

Además exite una única u2 R-:Jlecha: . > . . . 
Podemos asumir que. u 2 z0 E Á(Ti) (*) y de ahí: z1 u2 , z2u2, zou3 .E 
A(T1). .. .. . 

Entonces u3zi, u3z2 E A(T1 ). 

De esta forma T7 queda determinado salvo isomorfismo y como fV0 

satisface las condiciones lV0 ~ T1. • 

Damos a: V(T7 ) -> F(T.Y0 ) un isomorfismo definido por: 
a( zo) = Wo 
o:(z1) = w;t 
n(z2) = w~ 
a(u 1 ) = wt 
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o:(u2) = w¡ 
o:(u.a) = wt 
o:(u4) ~ w:¡ 

Caso 3 )' ri/ni'.~sii·~$i1ai'y fontiene• un su btornco transitivo de orden 
cuatro. · ·' · · -:-: · ·. · · 

Afirma~os qué ó+, (T1) :=!'.2l§~~ii~i~{ >'' ,, ... • , •. · ··•··· .·_. > . • •. 
Si ó+(T7) =o y z E l/(T7}ta.l gúe•'d+(i/f7) =;.ó,7;:(T7). ··.< 

-"{ :~. ;,~:? 

Sea W = T; - {z} ento~~~~.dd6,l~)-•~.\2;7có~1f;;~Z,j(i,:~J. #= p por el 
vértice z no _pasa ningú~tci,Clq/z~ld:/f1.!cmt{¡~c::·~si:p6~~-1nc)s '._exténder· la 
coloración de w a Ti,; lo;~~l;~L~~ ~1fia sqútra<lkc~~il.c·~~~ + 
Si ó+(T1) = 1 y z E V(T;)-cf~[~~~~'+(~_;,If)~Tótttf).'t'~·>'" 

Sea W = T; - {z}entondes;dccfV):#~j\~~~\_E:~{_(tTi),t~l~1ue. ,· .. 
zv E A(T7 ) y sea f: V(W) ~{OÚ}Jtn¡t"-bt1~na coloraciónde vV tal 
que f ( v) = O, definimos f ( z )= 1, sabemos que; todo picl9 en T1, que 
contenga a z contiene también a v, dé aJ1í f _: V(T7 ) ~ {O; 1} es üna 
buena coloración para T7 lo cual es una contradicción; · · 

Por lo tanto ,s+ (T7 ) ;:::: 2 y como T7 no es r;egular (5+ ('.]'7)= 2 . 

Sea z0 E V(T7 ) tal que d+(z0 , T;) = ó+(T1) entonces Jy-(z0 ,T7) no es 
aciclíco ya que, en otro caso T7 contendría un TT5 y entonces dc(T1) = 2 
lo cual contradice la hipótesis. . . . . ..... 
Escribimos N-(zo, T;) = { z1, z2, Z3, z4} y N+(zo~·T; )=-{.z5;z6}Yco1F 
sideramos dos subcasos: 

i) N- ( zo, T;) es fuertemente conexa. 

Podemos asumir que ( Z¡' Z2' Z3' Z4' Z¡) es un ciclo dirigido en N-( zo' T;) 
y que z1z3, z2z4 E A(T;). Además zsza E A(T;) 
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Zo 

Como {z0 , z2, z3, z 4 } induce un torneo acíclico entonces (z1; zs, Z6) es un 
ciclo triangular, analogamente {z0 , z1 , z2 , z3 } induce un torneo acíclico 
de ahí ( z4 , zs, z6 ) es un ciclo triangular. 
Por lo tanto z 1 zs, Z5Z1, z.izs, ZGZ4 E A(T7). 

Ahora { z 0 , z 1 , z4 , z 5 } también induce un torneo acíclico entonces (z2 , z3, zG) 
es un ciclo triangular, z3z6, Z6Z2 E A(T7). 

Como {z2 , z4 , z6 } induce un TT3 entonces {z0 , z1, z3 , z5 } no .puede in­
ducir un TT4, por lo tanto Z5Z3 E A(T7) . 

Analogarnente {z3 , z4 , za} induce un TT4 entonces {zo, z1 , z2; Z5} in­
ducir un TT3 , de ahí zsz2 E A(T;) . 
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Zo 

Entonces T7 está determinado salvo isomorfismo y como l{fi satisface 
las condiciones T7 ~ W1. • . 

Sea a : V(T7 ) -+ 17 (W¡) un isomorfismo definicló por:/ 

a(zo) = w¡ 
a(zi) = wt 
a(z2) = wt 
a(z3) = w3 
a(z4) = wt 
a(zs) = w:¡ 
a(z6) = Wo 

ii) N-(zo,T7) no es fuertemente conexa. 
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Podemos asumir que z 1 es una fuente o un pozo en N- ( zo, T1), que 
{z2, z3, z1} es un ciclo triangular dirigido y que zsz6 E A(T1) 

zo 

Z6 

Z5 

Como N-(zo, T1 )U{z0 }-z; para i = 2, 3, 4es acíclica entonces .. {z;, z5 ,za} 
es un ciclo triangular, de ahíz;z5, i 6 z;É A(T7}p~J:~··i/=:.2;3;1!: · 

Si z1 es una fuente de N-(z0 ,T7 ).entonces{{zi)%·'¡{~j~}¿J~c{;~,Z';·; z5}} 

~~~~n~:~ ~;r:~c:1~11 P:~~~i~;z~ee~R;f fráfift;;~·~~~·.~: ;,t,~~~fJf;;tI·5;'·~····· 
Si z5::1 E A(T;) entonces {{::¡,::3,z4,i6};,{~a;' 
acíclica de 'V(T1 ), por lo tanto z1za E "!.([i•J,,( ·::9 ..• ,rd~·· 

Además z5 z 1 E A(T7 ) ya que de otra:·rrif~i~'.~!J:f{(~~~.~f;) ~\ 
"·,'.·>e;·,::· 

,·-_· 
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Z¡ 

Entonces T7 está determinado salvo isomorfismo y como. W .satisface 
las condiciones T1 2:: W. • 

Sea o:: V(T7 )-> V(W) un isomorfismo definido por: 

a(zo) = w¡ 
a(z1) = w3 
a(z2) = wt 
a(z3) = wt 
a(z4) = wf 
a(zs) = w:¡ 
a(z6) = tvo 

39 



Teorema 2.5: Sea Z un torneo 3-dicromático de orden 7 y Z :2 Z0~ ST6 , 

entonces Z ~ ST;. Además todo isomorfismo fo : Zo --+ STa puede 
extenderse a un isomorfismo f : Z ~ ST1. 

Demostración: 

Por el Teorema 2.4, Z es isomorfo a alguno de los torneos ST7 , vV, vV0 

o IV¡. 

Observamos que cada uno de los conjuntos {wt,wt,w;,w;}, 
{w{,wt,w! ,w3}, {wt,wt,w¡,w;¡} inducen un TT4 enW,Wo yW1 
y si eliminamos cualquier vértice en ellos alguno de los torneos acicli.cos · 
se conserva. 
Como ST6 no contiene ningún TT.1, entonces Z ~ ST1. 

Para probar la segunda parte, definimos f(z) = fo(::) si z E Zo y 
f ( z) = O si ;; E Z - Z0 y entonces f es un isomorfismo. • 

Si W1 ~ vVi y f: W1 ---> VV1 es el (único) isomorfismo de W1 a W1, 
entonces a denotará el vértice f(a). 

El siguiente lema se usará en el capítulo III: 

Lema 2.6: Sea vVi una copia isomorfa de vV1 cuya intersección con .W1 es 
W 1 - w¡ y sea ~ el vértice de W1 que no está en W1 . 

Si ~wt E A(W1 ), entonces: 
-w - ·w+ w+ - w- w+ - e ·w+ - w+ w- - w+ w- - w- w- - w O - 3' 1 - 2' 2 - '>• 3 - 1' 1 - 2' 2 - 3' 3 - O• 

Demostración: 

Observamos que todo vértice de grado exterior 3 en W1 tiene al menos 
una semivecindad cíclica, las vecindades interiores de wt y wt son 
cíclicas, también lo son las vecindades exteriores de w;¡ y w;. Además 
w0 tiene sus dos semivecindades cíclicas. 
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Como d+(wt,Wi) = 3 y N+(wt,Wi) = {wt,w;-,w;} induce un 
torneo transitivo, entonces N-(w{, W1) induce un ciclo ti:iángular, de 
ahí wowt, wt(, (wo E A(W1). 

Entonces wo, w{, wt tienen grado exterior tres·eri'.·wi. 

Como los vértices de grado exterior dos e~ vv\2··1uésohwt, wt y w; 
entonces los vértices de grado exterior dos eni•H{f<sqn.{wi, w;, O 

Si d+(~, W1 ) = 2 y N+((, W1 ) = {w0 , wt}cJ~J-l~s;:¡os~!emivecindades 
ele w;t en W1 son ciclos triángulares wo ~: wfi:-~a.s ;~~',-los vértices de 

grado exterior 2 y 4 en W1 son w1 = ( Y-iu~I;;;;ffw;.,.res~ectiv<l:~~nte y 
ambos están en N+(w0 , Wi) lo cual es iinposiqle~.~,. :. ·<. < . 

Supongamos ahora que d+ ( w;, W1) -~ ?';e:~t~i~~:~i.~~,·~~i: E'A{W1)~ 
Si w;: ~E A.(W1 ), w:; es el único vértice,de gfago'•e~tef!~r"~~ }IJ.;; =;= tut 
y wt = wo ya que l;s dos semivecindadés.Cíe 1i.l}/sónf~iclgs/tria:Iig;ulares, 
de ahí ( = wi. · · -·· ~.~: :··:,i,:c;:;;!:;;;~'fi;L:c~\(:V, ·· ·. ··· 

Además, por hipótesis w; = w1 se tiene ciue, tUj;7==~~~i~\: entonces 

wiw;: E A.(Wi) lo cual es imposible. 

Si ~w;- E A(W1 ) entonces w 0 = wt, w{ = (y w1 = w;, ele ahí wt y 

w! están ambos en N+ (w0 , W1 ) lo cual es imposible. 

Entonces tenemos que probar que w1 = wi. 

Si ~w;: E A(W1) entonces w{ = ( y wo = w0 , en este caso wi E 
N-(w0 , W1 ) que es imposible, de ahí w2( E A(W1 ) y se deduce que: 
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w¡ =w3 
w3 = Wo • 

Wo 

Daremos ahora el dual del Lema anterior que usaremos también en el 
tercer capítulo: 

Lema 2.6 (dual): Sea vV-1 una copia isomorfa a W1 cuya intersección 
con vV-1 es W1 - w{ y sea ~ un vértice de W1 tal q_ue no está en W1 . · 

Si w! ~ E A(W1 ) entonces: 
- --= +--=- --=-e+ -+ + + Wo = 'W2, W1 = W3, W2 = W1 'W3 = .,, W1 = W3' W2 = Wo, W3 = W2. 

La demostración se sigue por dualidad 

Observamos que las igualdades del Lema 2.6 y su dual (respectiva- / 
mente) dan una descripción completa de W1 cuando ~wt E A(W i) (res- ·¡ 

pectivamente w!~ E A(W1)). 
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CAPITULO III 

EL TORNEO 4-DICROMATICO DE ORDEN 11 

En este capítulo mostraremos que el orden mínimo de un torneo 4-
dicromático es 11 y probaremos que el Torneo de Paley: 
ST11 = C~ 1 = (1, 3, 4, 5, 9) es el único torneo 4-dicromático de orden 11, 
salvo isomorfismo. 

En el Capítulo I observamos que todo T10 contiene un conjunto de 
cuatro vértices U que genera un subtorneo acíclico. Como T10 -· U es un 
torneo de orden 6, entonces dc(T1o - U) :5 2 y dc(T10) :5 3. 
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Teorema 3.1: STn es4-dicroll1ático, Además para todo conjunto acíclico 
ma.ximal U de vértices de ST11, STu - U ~ W1 

ST11 : 

o 
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b 
o 
1 
2 
3 
4 '' 

5, 
6 
7 
8 
9 
10 

Demostración: 
Aut(ST11) = {~a,b(i) ::::: ~z+b; a E {1, 3, 4, 5, 9}, b E Z11} ~s ~l conjunto 
de automorfismos de STu: (ver apéndice II). · · 

--· 

Sea U0 ~ V(ST1d tffi conJunto acíclico maximal eri ST1Ntal\gtl~: 
O, 1 E Uo, O es la fuente de Uo y 1 es la fuente de U0 ::- {OJ.l[t { . 
Como N+{(o, 1), STu} = {4. 5}, entonces U0 ={O, 1; 4, 5} > •. ... . 
Calcularemos ~a,b(Uo) para distintos valores de a y_ de b; ~pteniendo 
así los conjuntos acíclicos de orden 4 contenidos en ST11 'á.jerios>a U0 • 

Sea U0 = {O, 1, 4, 5} 

<1>1,b 

{0,1,4,5} 
{1,2,5,6} 
{2,3,6,7} 
{3,4,7¡8} 
{4;5,8¡9} 

'{5,6; 9, 10} 
{6,7,10,0} 
{7,8,0,1} 
{8,9,1,2} 

{9,10,2,3} 
{10,0,3,4} 

~3,b 
{0,3,1,4} 
{1,4, 2, 5} 
{2,5,3,6} 
{3,6,4,7} 
{4,7,5,8} 
{5,8,619} 
{6,9,7,10} 
{7,10,8,0} 
{8,0,9,1} 

{9,1,10,2} 
{10,2,0,3} 

~4,b ~5,b ' ~6;b 
{0,4,5,9} {0,5;9;3}' {0,9;3,1} 

{1, 5, 6, 10} -{1,6, 10,4}>{J,)0,4, 2} 
{2,6, 7, o} {2;7,p,5}; ·]{2,-0;5, 3} 
{3,7,8;1} .. {3,8;1,61;~rn.1;6,4} 
{4;8,9, 2} {4-,9;'?;2}'·-::.{~,2,7, 5} 

·{5;~9, 10,3}- '·'{5,10_,·3; 8}2:::{9,3, 8, 6} 
{6,10,0,4} ··_{6,0,4,9,}. ·,,.c{Eh4,9,7} 
{7, o, 1, 5} {7, 1,5;10};''{7,5,to, 8} 
{8, 1, 2, 6} {8, 2, o, 6} t' {8, 6; o, 9} 
{9, 2,3, 7} {9,3, 7,1} {9;7,1, 10} 

{10,3,4,8} {10,4i8,2} {10,8;2,0} 

Así encontramos cuatro subtorneos transitivos de STu ajenos a U0 : 

{2, 3, 6, 7}, {9, 10, 2, 3}, {6, 9, 7, 10} y {9, 2, 3, 7}. 
Sea U cualquiera de estos cuatro subtorneos, entonces el complemento 
de U0 U U en V(STu) es {8, 9, 10}, {6, 7, 8}, {2, 3, 8} y {6, 8, 10} re­
spectivamente y estos inducen triángulos cíclicos en ST11 . 

Con lo anterior mostraremos que dc(ST11 ) = 4. 

Supongamos que STu tiene una 3-coloración acíclica { C 1 , C2 , C3 } donde 
podemos suponer que: 
ICd;::: IC2I;::: IC3I, entonces claramente IC1I;::: 11/3 > 3 por lo tanto 
IC1 1 = 4 ya que STu no contiene un TTs (para todo x E V(STu), 

45 



N+(x, ST11 ) = {x + 1,x + 3,x + 4;x +5,x +9} y {x+3, x +4,x + 5} 
induce 'un cíclo en ST11 ). · • · · · 

Sea i la fuente de C1 e i + 1 la fuente de C1 - {i + 1}. 

Dado que ST11 es transitivo en flechas existe un automorfismo que 
manda la flecha i{ i + 1} en la flecha 01, claramente este automorfismo 
manda a C1 en Uo. Podemos asumir que C1 = Uo. 

Analogamente IC2I :2: 7/2 > 3 entonces IC2I = 4. 

Como C2 es ajeno a C 1 entonces C2 es isomorfo aúno de los cuatro 
conjuntos dados para U. 

C3 es el complemento de C1 U C2, entonces C3~~~~\~JJliá4guto cí~lico 
lo que contradice la hipótesis, entonces dc(ST11):2: 3;:;;;f .. ·· 

La partición: {{O, 1, 4, 5}, {2, 3, 6, 7}, {8, 9}, {lO}}e~ a~íclica entonces 
induce una buena 4-coloración para ST11. · · 

Observamos que ST11 - U0 satisface las condiciones de fV1 ya que 
dc(ST11 - Uo) = 3 y 
V(ST11 - U0 ) = {2, 3, 6, 7, 8, 9, 10} donde el grado exterior de cualquier 
vértice de ST11 - U0 es 3 salvo el de 7 y 9 que es dos y c~iatro respec­
tivamente, además 97 E A.(ST11 - Uo). 
Entonces ST11 - Uo ~ W1. 
Sea f : ST11 - U0 --+ W1 el isomorfismo tal que: 
f(2) = wt 
f(3) = w3 
f(6) = wt 
f(7) = w1 
f(S) = wo 
f(9) = wi 
f(lü) = Wz 
Como ST11 -U0 ~ ST11 -U para cualquier U conjunto maximal acíclico 
en ST11 entonces STu - U~ ST11 - Uo. 

46 



Lema 3.2: Si dc(T11 ) = 4, entonces Tu .es rE!gular. 

Demostración: 

Es suficiente probar que ó+(T11 ) = 5 ya quE!: 

Sea w un vértice tal que d+ ( w, Tu) = 8+ (Tu), tenemos que: 
dc(Tu - { w}) ::; 3. 

Si 5+ (T11 ) :5 2 entonces de( Tu) :5 3 ya que si 
f : V(T11 - { w}) -+ 13 es una 3-coloración de Tu - { w} puede 

extenderse a una 3-coloración f' de Tu de la siguiente manera: 

Sea N+(w,T11 ) = {u,v}, f(u) =O y f(v) = 1, como todo ciclo qué 
contenga a w en Tu contiene a u y a V entonces si f' ( w) = 2,f' es una 
3-coloración de Tu y dc(Tu) :5 3, entonces ó+(T11 ) 2:: 3 • 

Si ó+(Tu) = 3 entonces Tu[N-(w)] ~ ST,, en otro caso·'.z:'ri[1\r-(w)] · 
contendría un TT4, Tu contendría un TT5 y dc(Tu):::; 3 ·· ,. 

Sea (z1, z2, z3) una trayectoria dirigida en Tu[N+(w)l 

Si.; E N-(w) afirmamos que ya sea Tu[{z1, z2, 01 ó Tu[ z2, z3,0J es 
transitivo; esto se afirma por lo siguiente: 

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que hay al menos dos 
flechas desde Tu[N+(w)] = {z1,z2,z3} a.;, si zi.;,z;+i.; E A.(Tu) en­
tonces T11 [{z;, z;+i,0] es acíclico (en.; convergen dos flechas). 

Si zi.;, Zi+2.; E A.(Tu) entonces también Tu[{zi, Zi+i• 01 es acíclico 
(aquí es en Zi+i donde convergen dos flechas). 

Como el orden de T11 [N-(w)] es 7 entonces existen dos vértices <,Lifer­
entes .;1,6 E N-(w) para los cuales o T11 ({::1 ,.z2 ,.;;}] es transitivo 
para i = 1,2 o Tu[{z2 ,z3,.;;}] es transitivo para i = 1,2. 
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Asumimos que Tu[{z1 ,z2 ,~¡}] es transitivo.parái=:=.1,2. 

Claramente dc(T11 - { z1, z2, ~¡}) :5 3 para i = 1, 2 ya que 
Tu - {z1,z2,~¡} =Ta y dc(Ts) :5 3, ,:~ · < · "·· ·:·. 

::: ~::~l~~¡lf 111111111 i1~.~0~01 
Teorema 2.5 que para: i¡ E: N:t ( iú} ::::.''{~1ii6}'i te~enios}qué: • '' 

- . :-:,:.- - ··'~" ·-·-··--~; __ : .-;· -'. :J~~'.:-:-~ -.;-:1t>~~~,~I;·-~~>~·::- ~~~-· -. __ , i, _, _., .. :. ::.~-> .. •· ··: 

z377 E A(Tn[.N...:{w) u {z3}-'{~~Jf~i"~in1e~:;lcr1i[N-:(iii)Ji:k'~ 
.,.·.¿-;_ 

k ' ·,~ -

Como existe 77 E N-( w) - { 6, 6} tal ~uJ'.'~1 ~\'-~~~ 'giA'(TÜ~):~iit<J'ri'.é:es 
z377, 77z3 lo cual es imposible, entonces 8±(1'1 1):;:::·,4.C~: ·.·~ '/'··· .. • 

Supongamos aliara que ó+(T11 ) = 4. T11 [N-(w)J ~ ST~:~ipt~o~aso 
T11 [N- ( w)] contendría un TT4 y T 11 contendría un TTs> (entonces 
dc(T11) :5 3). 

Extendemos T11 [N-(w)] a un torneo T; ~ ST; aumentando mi vértice 
>. <f. V(T11 ), las flechas quedan determinadas. 

Sea Zi E N+(w,T1), i = 1,2 tal que T11 [N+(w) - {zi}] sea acíclico. 

Entonces Tu[N+(w) U {w} - {z¡}] es acíclica y de ahí: 
dc(T11 [N-(w) U {z¡}]) = 3. 

Como T11[N-(w)] ~ ST6 entonces nuevamente por el teorema 2.5 
Tu[N-(w) U {zi}] ~ ST1 y de ahí, para todo 77 E N-(w) i = 1, 2; 
71zi E A(Tu[N-(w) U {z;}]) si 77,\ E A.(T1). 

Tomamos 771, r¡2 E N-(w) tales que TJJA E A(T1) para j = 1, 2:í, en­
tonces T/jZi E A(T11) para i,j = 1, 2 y T11[{z1, z2, w, T/1, 772}] ~ TT.5 lo 
cual es una contradicción, entonces ó+(T11 ) = 5. • · 
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En lo siguiente U denotará un conjunto de vértices de T 11 tal que 
Tu [U] ~ TT4 y ( u1 ,.u2, U3, u.¡) es una trayectoria dirigida en Tu [U]. 

Lema 3.3: Si T 11 es regular y T11 - U ~ vV, entonces Tu contiene \m 
subtorneo isomorfo a TT5 • 

Demostración: 

'· ,,_ .-, 

Podemos asumir que T11 - U = vV, supongamos que Tü;D.o' contiene 
un subtorneo isomorfo a TTs ....... · ·· ···· 

El arco wtu4 \t A(T11) ya que si wtu4 E .4(T11) po~Jreiiul~ridad 
uiwi E A(Tu) para j = 1,2,3 y Tu[Uu {wi}l~ TTse~,toriC:es: 

á) u4wT E .4(Tu) para i = 1, 2, 3; similarmente: 
b) w¡u1 E A(Tu) para i = 1,2,3; ya que si ·u1wi E A(Tu) entonces 
w¡ui E A(Tu) para j = 1, 2, 3 y Ti l[U U {tui}] ~ TT5 • 

Ahora, si para dos índices diferentes j, k y alguna i E {1, 2, 3} 
wju;, wtu; E A(Tu) tendríamos que umwj, umwt E A(T11) para 
m E {1, 2, 3, 4} - {i} y T 11 [{wj, wt} U (U - {u;})]~ TT,5. 

Entonces existe exactamente una wjU - flecha para cada j, es decir, 
el conjunto { wt, wt, wt} - (U - { u4}) - flechas es independiente y 
tiene cardinalidad 3. 

Analogamente el conjunto (U - {u1 }) - {w¡:-,w;,w3} - flechas es 
independiente y tiene cardinalidad 3, ya que si para dos índices dife­
rentes j, k y alguna i = {2,3,4}"u;wj, u;w'k E A(T11 ) entonces 

wjum, wtum E A(Tu) para m E {1,2,3,4) -{i} y 

Tu[{wj, wk"} U {u¡}]~ TTs. 

Asumimos que wt u1, ·u4 w;¡ E A(Tu) (*) entonces: 
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c) wt u1, u1 wt, u1 wi y um wt E A(Tü) para m = 2; 3, 4 y similar-
mente: ·. · .. · .·· > > )·,.:e '. .·.· .... 
d) u4w3, w¡:-u4,w2·u4 y wJ:um E1:('.Z\~).Pal'.a, 1TI'~ 1; 2, 3. 
Por regularidad: e) woui y .u4wo E/l(~'rf)' · · ·· · · 

,:-·: ,i•· 

Además existe exactamente una {'lVt,·~.;-}ú;Ji_:·fl~~lia Pél,ra cada 
m E {2,3} ya que el conjunto ({u2 ,u3}){w¡:,wz-J'f:flecfwsesinde-
pendiente y tiene cardinalidad 2. · ,. . 

Ahora, por regularidad existe exactamente una w0 ;.{u~;, .J~y~[JZ.~~Íi~. 
Sea wous E A(Tu) con s E {2, 3} entonces: 1

'.:::; •• •• • "· 

T11 ({ u1 , u0 , w0 , wj, w3}] 9:: TT5 donde wj es el vérti~e tal qt1e iv-;~. E 
A(Tn). . . 

Entonces el T11 dado contiene un TT5 • 



En la figura anterior u 8 = u2 , wj = w[. y los.vértices que inducen el 
TT5 están índicados. · 

Lema 3.4: Si T11 y Tn -
entonces existen vértices 

Además: 

iv) Para todo .; 

Demostración: 

, ,' _ •• , < 

y: 

Si.; E V(T11 ) - U es tal ql.le .;~4>E A(T11) entonces tenemos: 

a) .;u1, u2.;, u3.;, .;114 E A(T11) o 

b) u¡.;, .;u2, u3.;, .;u4 E A.(T11) ya que en otro caso Tn[U U{.;}]~ TTs, 
esta afirmación se deduce de lo siguiente: 

Si .;u4 E A(Tu) 

Caso 1) Si ~·u1 E A(T11 ) entonces por la regularidad de T11 u2~, u3~ E 
A(T11 ) (insiso a))., 

Caso 2) Si .;u2 E .. (T11 ) entonces u1.;, u2.; E A(T11 ) (insiso b)) y 

Caso 3) Si .;u3 E -~(T11 ) entonces u 1.;, u2 { E. A(T11 ) y Ti![U U{.;}] ~ 
TTs-

51 



Caso 1 Caso 2 

Caso 3 

Sean 6, ~2 dos valores diferetes de ~' observamos que no pueden ser 
ambos del tipo (a) o ambos del tipo (b) ya que Tu[{~1 ,~2,u1 ,u2,u4 }] 
es isomorfo a TT5 • 

Entonces existe unlvértice z del tipo (a) y un vértice w del tipo (b). 

Dualmente si~ E V(T11 ) - U tal que u1~ E A.(Tu) entonces tenemos 
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(c): u1~,~u2, ~u3, u4~ E A(Tü) yá.que, en otro caso Tú[[.TU{~}]~ TTs, 
esta afirmación se hace porque: . , , · · 

Caso 1 Caso 2 

f, 

Caso 3 
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Si tomamos dos valores diferentes ~1, 6 de~ observamos que no pueden 
ser ambos del tipo (c) ya que Tn[{fa, ~2, u1 , u2, ua}) es isomorfo a TT5 • 

Entonces existe un único z' que satisface (ii) · 

La propiedad (iv) se satisface por la regularidad ele Tu. 

Finalmente, si {z;;',.::w,w.::'} estuviera en A.(Tu) {u1,u4,z,z1,w} in-
duce un TT.5 lo cual es imposible. • 

Lema 3.5: Si Tu es 4-dicromático entonces T11 - U~ W1. 

Demostración: 

Como T 11 - U es 3-dicromático y no es isomorfo a W (lemas 3.3 y 3.4) 
es suficiente, por el Teorema 2.4 probar que no es regular (garantizando 
así que T 11 - U no es isomorfo ni a ST; ni a W0 ). .. 

Supongamos que Tu - U es regular; por el lema 3.4 {zz',zw,wz'} no 
está contenido en A.(Tu) 

Si z' z E A(T11) entonces U1 = { u2, ua, z, z'} induce un torneo acíclico. 
Además T11 - U1 no es isomorfo a vV (lemas 3.3 y 3.4). 

Como d+(u1 , Tn - Ui) = 2 y d+(u4 , Tu - U1 ) = 4 se sigue que 
T11 - U1 ~ W1 y u4 u1 E .4.(T11 - U1) lo cual es una contradicción. 

Si wz E A(T11) entonces U2 = {u3,u4,z,w} es acíclico y: 
d+(u1, Tn - U2) = d+(u2, Tu - U2) = 2. 

Si z'w E A(T11), entonces Ua = {u1,u2,z',w} es acíclico y: 
, d-(ua, Tn - Ua) = d-(u4,T11 - Ua) = 2. 

Como Tu - U2 y Tu - Ua son 3-dicromáticos, no regulares y diferentes 
de W (lema 3.3) entonces los dos son, isomorfos a vVi, pero cada uno 
tendría que tener solo un vértice de valencia exterior 2 y un vértice 
de valencia interior 2, entonces {zz', zw, wz'} E A(T11 ) lo cual es una 
contradicción. 
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Por lo tanto Tu - U ~ W1. • 

Teorema 3.6: STu es el únicO torneo 4-dicromático 

Demostración: 

Sea T11 un torneo 4-clíciron1át;ícci. 
podemos asumir que Tu - U 

Como Tu es regul::.~(p:o:r,~ell;¡t~llll!llllli~iy rnn• 
sola uw:; - flecha. 

Si w:;u4 E A(Tu) 
a) u4wt E A(Tu) 

Dualmente, si u1 w¡ E 
ahí: 
a') w1 u1 E A(T11 ) 

Definimos Ui =U U {w¡} - u; para i = 1,2,3,4 y probaremos que 
uaw1 es la Uw¡ - flecha. 

Dualmente definimos Uf = U - { wt} - u; para i = 1, 2, 3, 4 y probare­
mos que wtu2 es la wtU - flecha. 

Supongamos que u2w! E A(Tu) entonces U2 (U2 = U U {wl} - ·u2) 
es acíclico y d+(u2,T11 - U2) = 2. 

Como w:J', w3 y wt tienen grado exterior 2 en Tu - U2 - { u2} y 
Tu - U2 ~ W1 (por el lema 3.5), se deduce que: 

wtu2, w3u2, wtu2 E A(T11) y {u2,w!,w'.t,wt,w3} induce un TTs, 
lo cual es imposible. 

Entonces tenemos que: 
b) w!u2 E A(Tu). 
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Dualmente, supongamos que wtu3 E A(J'ü) eD:tonces Vi 
(U~ = U U { wt} - u3) es acíclico y d::"(it3; T11 2 U3) ~ 2,; 

;~m~ ~i~ ;: (~oi~ ~i~:~~ít~~f~{~~~~)l~~,,~{~;-JU,J.y 
•.. / • . ;··> :··, e? ; H ' ····•• ·. ·. ·. . ... 

u3w:i ,·u3w:¡, ·u3w; EA(Tu) y {ua,~t,;w;f]w~; w;} inducen un TT:;, 
lo cual es imposible. · · · · ' · · 

Entonces: b') u3w't E A(Tu); 

Supongamos ahora que u4w1 E A(T11), entonces U4 es acíclico, 
Tu - U4 ~ W1 y d-(u4 , Tu-u4 ) = 2 aplicando el lema 2.6 con.;= u4 , 

tenemos que d-(u4 , T11 - u,¡J= 3 lo cual es imposible, entonces: 

Dualmente, si wtui E A(Tu), entonces Uf es acíclico y T¡1 - U{ ~ W1 
y d+(Uf, T11 - Uf) = 2, si aplicamos el dual del lema 2.6 con .; = u 1 

d+ ('u1 , Tu - Uf) = 3 lo cual es una contradicción, entonces: 

c') u1 wt E A(Tn) y d') w't u2 E A(Tu) *. 

Mas aún, tenemos que: 
e) U4Wo E A(T11 ), ya que si wou4 E A(T11 ) entonces: 
N+(u4, Tu)uN+(wt, T11 ) = {w:i, w;, w;} que es acíclica y entonces: 
{ u4, w¡, w;i, w;, w;} induce un TT5 • 

Dualmente: e') w0 u 1 E A(T11 ), ya que, si u 1w0 E A(Tll) entonces 
N-(u1,T11) uN-(w'l, Tu) = {w:i, wt, w3} que es acíclico y entonces 
{ w¡, u¡, w'.t, w3, wt} induce un TTs lo cual es una contradicción. 

Ahora U3 es acíclico, entonces aplicando el lema 2.6 a Tu ...:.u3 haciendo 
.; = ·u3, N+(u3,T11 - U3) = {wo,wt,w'.f} y con esto N+(tt3,T11) está 
bien determinada. 
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Como {wo, wt, wt} es acíclico y U4Wo, u4w(E A(T11 ) entonces: 
wiu4 E A(Tu), de otra manera {tia,u4,wo;wf~uJi°} indtl.ce ·un TTs. 
Se sigue que N-(u4 , T11) = U4 U {wt}. 

. 

Así ~u .queda completamente détef~~~; 
las s1gmentes: . . . ' ·;f·< ~;~ ' · 

+ + - + + ·"'' - '" + W2 U¡, W3 U¡ 1 W2 U¡ 1 U2W2 1 U2W3 ·1 ;.·U2W2 1 W3 U3; 

U4w:¡, u4w3 E A(Tu). · ·· · 

Wo 
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APENDICE I 

Se sabe [6] que el orden núnimo de un torneo 5-dicromático es mayor 
que 16. En este apéndice mostraremos un torneo de orden 19 debido a 
Víctor Neumann-Lara, que es 5-dicromático. 

Sean D1 = (Vi,A1,/i) y D2 = (V2,A2,h) gráficas, definimos la com­
posición D de D1 con D2, simbolicamente D = D 1 [D2] como la gráfica cuyo 
conjunto de vértices V(D) es el producto cartesiano de Vi y 112: 

V(G) = ViXV2 y además si para ·u= (u1, u2) E V(D) y 

v = (v1,v2) E V(G), uv E A(D) si u 1v1 E A(D1 ) ó u1 = v1 y u2v2 E A(D2) 

Es fácil ver que la composición no es conmutativa. 

Además es claro que la composición de dos torneos es un torneo. 

Sea T19 de la siguiente manera: 

T = ST[C3 ] - {(0,0), (O, 1)} 
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PROPOSICION 1: El número dicromático de T es 5. 

Demostracion: 

Ya que T contiene un subconjunto acíclico, Udeorden 5 y 
dc(T - U) :::; 4 entonces dc(T) :::; 5. 

Suponemos que dc(T) :::; 4 y sea: 
f: V(T) - 14 una coloración acíclica de T. 

Supongamos, sin pérdida de generalidad que J((O, 2)) =O. 

Sea k :Z7 -za tal que K(0)=2, entonces el conjunto: 
S = {(i, k(i)) ji EZ1} induce un ST1 en T. 

Para i EZ; - {O} sea: (Ca);= {('i,j) /j EZa}. 

Dado que dc(S) = 3 entonces f : S - {O, 1} no es una buena col­
oración de S, entonces existe algún ( C3); tal que f : ( C3 ); -> { 2, 3} 

Analogamente existen (C3)k y (C3)¡ con i f. k f. l tales que: 

J: (C3)k - {1,3} y J: cc-;)1 - {1, 2}. 
Sean i = 1, k = 2 y l = 3 

Como S no contiene un TT4 entonces i E (f(V(C3)k) para una y solo 
una k = 4,5,6 con i = 1,2,3 ya que si i,j E {f(V(C3k)} para una 
k = 4, 5,6 fija con i f. j y i,j = 1, 2, 3, entonces existe (C3 )¡ con k f. l 
tal que f(V(C3)1) =O lo cual no es posible. 

Entonces: 1 E {f(V(C3)k)} 
2 E {J(V(C3)r)} Y 
3 E {f(V(C3)s)} 

Con k f. r f. s. Podemos asumir k = 4, r = 5 y s = 6. 

59 



Entonces O E {f(V(C3 )i}>para i = 4,5,6 y esto nos lleva a una con­
tradicción ya que /((O, 2)) =O y S no contiene un TT4 • 

Entonces dc(T) > 4~ dlaJií.dd(T) = 5. • 
,';--.·-.':,,-;--

La siguiente f : V (T19) ' ___ (j~ con: 
/((O, 2)) =O . . . 

f : V(C3)i - {2, 3} 
f : V(C3):i __. {1, 3} 
J: vcc;h - {1,2} 
f: V(C-;)4---> {O, 1} 
f: V(C3)5 - {0,2} 
J: vcc;)s - {3,4} 
es una buena coloración de T. 

Sea ahora T' = ST;{C3] y sea: 
(C3)i = {(i,j) /j EZ3}, i EZ; 

Como el torneo de orden 19 expuesto anteriormente es una subdigráfica 
del ahora definido entonces dc(T) :5 dc(T'), por lo tanto dc(T') ~ 5. 

Sea f: V(T')--+ Is de la siguiente manera: 
f: vcc-;)1 - {2,3} 
f: V(C3)2 -- {1, 3} 
f: V(C3)3 -- {1,2} 
f: V(C3)4 -- {O, 1} 
f: V(C3)s -- {O, 2} 
f: V(C3)s -- {3,4} 
f: V(C-;)7 -- {0,4} 

es una buena coloración para T'. 
Entonces dc(T') = 5. 

i 
Sabemos que todo T:n contiene un subtorneÓ transitivo de orden 4. 

Llamemos U a este subtorneo transitivo, T21 - U es un torneo de orden 16 
y dc(T15) :5 5 entonces dc(T21 ) $ 6. 
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Hemos encontrado un torneo de orden 21 con número dicromático 5, 
seda interesante ahora buscar un torneo de orden 21 con mimero di­
cromático 6 ó probar que dc(T21 ) = 5. 
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APENDICE II 

En este apéndice trabajaremos con el grupo de automorfismos de los 
Torneos de Paley de orden p, donde p un primo congruente con 3 módulo 
4. 

Sea A(p) = {f(x) =ax+ b /a es residuo cuadrático (mod p) y b EZp} 

PROPOSICION: A(p) es un subgrupo de .4ut(STp) 

Demostración: 

i) Demostraremos prin ero que A(p) es un grupo respecto a la composición 
de funciones: 

Sean f, g E A(p); f(x) = aox + bo y g(x) = a1:i: + b1 con ªº y a1 
residuos cuadráticos mod p y bo, b1 EZp. 
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(fo g)(x) = f(g(x)) 

f(a1~ + b1) = ao(a1x + b1) + bo 

= aoa1x + aob1 + b 

Como aoa1 es residuo cuadrático y aob1 + bo EZcp), fo g E A(p) 

Sabemos que los elementos de A(p) son biyecciones y que A(p) es fínito 
entonces A(p) es un grupo. • 

ii) Demostremos ahora que A.(p) ~ A.ut(STp) 

Sea f E A(p), f(x) =ax+ by sea: •· < . 
ij E A( STp) entonces j - i es un residuo. cuadi.áti50 módulo p;; 

¡e i) = ai + b " · · 

f(j) =aj+ b 

f(j) - f(i) = a(j - i) 

Como a y j - i son residuos cuadráticos mod p, entonces: 
f(j) - f(i) E A(STp). 

De ahí: A(p) ~ Aut(STp) • 

Ahora mostraremos que para p = 3, 7, 19 y 23 A(p) = Aut(STp)· 

LEMA: Si todo automorfismo de STp que deja fija a la arista Ol está en 
A(p) (y por lo tanto es la idéntidad), entonces todo automorfismo de STp 
está en A(p). 

Demostración: 

,1Sea a E Aut(STp) tal que a(O) = i y a(l) = j. 
'y sea ¡3 = ~x - .,i..., tal que 

1-• J-• 
f3(i) =o y (3(j) =l. 
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i:i es· resi~~o_ci.:~cit~ti~() nioifpporque: 
. ·:1'-. 

-. -.-•.·==.y (mod p) 
J-i. \· .·.·. 

l=:y(j-i) (modp) 

Como 1 ·y j - i son residuos cuadráticos entonces y también lo es. 

Además /-i EZp ya que si: 

i 
-.-.=y (mod p) 
J __, l 

i = y(j - i) (mod p) 

Como i, j - i EZp entonces y EZp . ··.·. _ ... · 
Además como A(p)s;; Aut(STp), j3 E A.ut(STp)· 

Entonces: 
a/3 E Aut(STp) y a(3 deja fija a Ol por hipóteisis a/3 = 7 E A(p), 
entonces: 
a= 7/3-1 y a E A.(p). • 

Este caso es trivial ya que ST3 es un ciclo y si a es un automorfismo 
que fija Oi a es la idéntidad y entonces a E A(p). 

De ahí Aut(ST3 ) = .4(3) 

Aut(ST¡): 

~ea a E Aut(ST7 ) que fija oi, sabemos que: 
N+(o, ST1) = {1, 2, 4} 
v+(l,ST¡) = {2,3,5} 

/Como N+(o, ST¡) n N+(l, ST¡) = {2}, entonces a deja fijo al 2; de ahí 
a fija 12. 
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Si hacemos un proceso análogo (ahora con 1 y 2) observamos que a fija 
23 como ST7 es finita podemos concluir que fija a todo ST1, es decir a 
es la idéntidad, entonces a E A(7) 

Por lo tanto Aut(ST1) = A(7) 

Aut(ST11): 

Sea a É -~ut(.9,~11)·CJ.u~· fija o"f, s~berrios qu~: + > ····• · ... •··••·••• >; : .. ' · .. ·· ..... . 
N (O,ST11) = {1; 3, 4, 5, ~} ·; 

- . -. -·· ·- . ~- ... '.'' ·., .. . .. · ' "' ."· - - -- '-;:_ ... · '·-· ;. 

!Y+ (1, ST11)~.{2,4,5,f3,iJf •. º'-· • ···•··•··•·· 
Como N+(o, ST11) nN+.(1,ST1B=7.'.{(5} 

Entonces a deja fijo al conjunto { 4, 5}, como 45 E A.( ST11 ) entonces 
45 queda fija, siguiendo el mismo proceso quedan fijas: 89, 12, 56, 9lo, 
23 y 67, es decir, fija todo ST11 • Por lo tanto a es la idéntidad y 
a E A.(11). 

Entonces .4.ut(ST11) = A(ll) 

Aut(ST19 ): 

Sea a E Aut(ST19 ) que deja fija o1, sabemos que: 

N+ (O, ST19) = {1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17} 

N+(1, ST19 ) = {2, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 17, 18} 

Como N+(o, STrn)nN+(1, STrn) = {5,6, 7, 17}, a deja fijo al conjunto 
R = { 5, 6, 7, 17} 
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Observamos que: 

d+(5, R) = d+(7, R) = 1 y 

d+(6,R) = d+(17,R) = 2. 

Entonces a podría identificar el 5 con el 7 y/o el 6 con el 17: 

Como N+(5, ST19 ) = {7} entonces a(5) = 5 y a(7) = 7. 

Además 67 E A(ST19 ) 177 ~ A(ST19 ), entonces a(6) = 6 y a(17) = 17. 

Entonces a deja fijo a la gráfica inducida por R en ST19 en partícular 
deja fija a la arista 56. 

Siguiendo con el mismo proceso vemos que a deja fijo todo ST19 en­
tonces es la idéntidad. 

Por lo tanto: a E A(19) y Aut(STrn) = A.(19). 
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Aut(ST23): 

Sea a E Aut(ST23 que deja fijo a vecül, sábemo~ que: 
N+(o, ST23) = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 13, 16,18} 
N+(l,ST23 ) = {2,3,4,5, 7,9,10,11,12,17,19} 

Como N+(o,ST23) nN+(l,ST23 ) ~ {2,3;4,9,13}, a deja fijo al con­
junto R = {2, 3, 4, 9, 13} 

Observamos que: 
d+(4,R) = 1, 
d+(2,R) = d+(3,R) = d+(13,R) = 2 y 
d+(9,R) = 3. 
Entonces los vértice 9 y 4 se quedan fijos. 

Como N+(9,R) = {2,4, 13} y N-(4,R) = {2,3, 9}, entonces a deja 
fijo al 2 ya que, de otra manera a(2) tendría que estar en N+,(9, R) y 
en N-(4,R) y no hay ningún otro vértice, además de 2, que este en 
ambos. 

Entonces a deja fijo a 12. 
Siguiendo con el proceso a deja fijo a todo ST23 , y de ahí a es la 
idéntidad. 
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ambos. 

Entonces a deja fijo a 12. 
Siguiendo con el proceso a deja fijo aJódo §T23 , y de ahí a es la 
idéntidad. 

Por lo tanto a E A(23) y Aut(ST23 )>= A(23). 
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