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INTRODUCCION

El objeto central de esta tesis es exponer, de una manera detallada,
el articulo de Victor Neumann-Lara “3 and 4-dichromatic tournaments of
minimum order” que aparecerd proximamente en Discrete Mathematics.

En este articulo se demuestra que el minimo orden de un torneo 3-
dicromadtico es 7 y que el minimo orden de un torneo 4-dicromadtico es 11.
Se determinan asi mismo los 4 torneos 3-dicromadticos de orden 7 y el tnico
torneo 4-dicromdtico de orden 11.

En la tesis, se incluyen también algunos resultados acerca de los grupos
de automorfismos de ciertos torneos (Torneos de Paley), de los subtorneos
transitivos de un torneo y se dan cotas para el minimo orden de un torneco
5-dicromatico.



PRELIMINARES

En este capitulo daremos algunas definiciones bésicas y-algunas obser-
vaciones que son necesarias para el resto del trabajo, las siguientes deﬁm-'
ciones se tomaron de [1] y [2].

Si I es un conjunto cualquiera designamos por A2 (respectivamente:
por K(®)) al conjunto de los pares ordenados (respectivamente: pares no .
ordenados) de elementos, no necesariamente distintos, de [£.

Una grdfica G = (V, A, f) es un objeto matemadtico que consta de:

i) Un conjunto V = V(G) cuyos elementos se Haman wvértices (puntos
o nodos) de G.

ii) Un conjunto 4 = A(G), cl conjunto de las aristas 6 lineas de G.

iii) Una funcién f : A(G) — V(G)?, la funcién de incidencia de G.

En este trabajo se consideran solamente grificas finitas, es decir, graficas
con un nimero finito de vértices y aristas.
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El ntmero de vértices de G recibe ‘el norri:byre' de brd_en’,de G

Si o es una arista de G y f(a) = {u w} se: dlce que u‘y w 'son Ios
extremos o vertices terminales de or.

Una arista cuyos extremos coinciden es un lazo. : ;
Dos aristas & y o son paralelas si tienen los mismos’ eﬂctremos es; decxr

si f(a) = f(o).

Escribiremos o ~ uv para indicar f(a) = {u, v}. :
Dos vértices u y v son adyacentes, en simbolos: u adyg w, si euste
una arista que los tiene por extremos.

Si P, @ C V(G) y @ es una arista de G con un extremo en P ¥y otro
en (), decimos que « es una PQ — arista

El conjunto de las PQ — aristas es el conjunto que cont1ene a“todas
las aristas que van de P a Q.

Una grifica G es completa si- todo,pa
adyacentes.

Sean G(V, A, f) y G' (V' AL
de G (en simbolos G' C G') si-V!
arista o’ de G'.

SiG = (VA f)y G"
subgrafica:
) Generadom de C cuando v

oec A
Si G = (V

induce G’ en G

Sea G und ;_.,mﬁ(. 1
(vo, ayy v, az,



Si T es un camino, la longitud de T’y I(I‘), es el numero de a.nstas no
necesariamente distintas que figuran en I‘ ‘ O

Sea T' = (vg,a1,V1, e, Un—1, Gn, Up) UD cammo en G dlrernos que I‘ es .
un VU, — CATRINO (Ue Une a Ug con Un. -

SiR, SCV(G),v € Ryv, €5 se d1ce tamblen que [ es un
RS — camino.

Un camino no nulo (que no conste de un solo vértice) cuyos extremos
son iguales (respectivamente: distintos) se llama cerrado (resp: abierio).

Un camino que no repite aristas (resp: vértices) se llama paseo (resp:
trayectoria), Noétese que toda trayectoria es un pasec pero no reciproca-
mente.

Un paseo cerrado P = (vo,@1,%1,..,Un=1,Cn,¥s) en el cual no hay
ocurrencias repetidas de vértices salvo por vy y v, se llama ciclo.

Haciendo un abuso de notacidén denotaremos en adelante un paseo (v
una trayectoria) I' = (vg, a1, V1, ..; Un=1,ax, V) en G unicamente por sus
vértices, es decir, I' = (vg, ..., 'vn). R

Una digrdfica D = (V, A, f) es'una terna que consta de:

i) Un conjunto V' = V(D) cuyos miembros se llaman vértices de D

ii) Un conjunto 4 = A(D) formado por las flechas de D.

iii) Una funcién f : 4(D) — V(D)?, la funcién de incidencia de D.
81 () = (u,v) uesel origende ¢y w es el e\tremo de a. Se dice ¢ que dos
flechas son paraleles si f(a) = f(a') e

Escribiremos o ~ uv pkara\'indic_‘a'r f(

Si P, QCVun'lPQ



ﬂechas :
Un PQ —camino en D es un camino con origen en Py extremo en Q,'
etc. ,

'Denotaremos a una subdigrafica D’ en D como D[D’].

Si D es una digréfica, la invalencia o valencia interior (resp: la exva-
lencia o valencia exterior) de un vértice w en D, en sfmbolos: d~(w, D),
(resp: d*(w, D)) es el nimero de flechas de las cuales w es extremo (resp:
origen) y d(w, D) es simplemente d~(w, D) + d*(w, D).

La invalencia minima (respectivamente la ervalencia minima) de una
digrafica G es el minimo nimero natural n tal que d~(w,G) = n (respec-
tivamente d*(w,G) > n) para todo w € V(G). Simbolicamente 6~ (G)
O (NE

La invalencia mdzima (respectivamente la ezvalencia mdzima) de una
digrafica G es el maximo niimero natural n tal que d~(w, G) < n (respec-
tivamente d¥(w,G) < n) para todo w € V(G). Simbolicamente D~ (G)
(DH(G)).

Definimos también el conjunto de vértices que estin en el interior
(resp: en el exterior) de un vértice w en D, en simbolos N~ (w, D) (resp:
N*t(w,D)) y decimos que v € N~ (w, D) (resp: v € N*(w, D)) si existe
a € A(D) tal que f(a) = (v, w) (respectivamente: existe a € A(D) tal que
fla) = (w,v)). ‘

Sean «, v € V(D) entonces N~ (u;v, D) (resp: N‘"(u v, D)) es Jgual a e

N~ (u,D)NN~ (v D) (resp: N*(u, D)ﬂN*(v,D))

Una grafica es orientada o dirigide si uw € A(D) ir‘npvliléa\;qu‘e
wu & A(D), es decir, no tiene ciclos (dirigidos) de longitud-2

Una gréifica G (resp: digrdfica D) es coneza si para cu
vértices en V(G) (resp: V(D)) existe una trayectona (res
dirigida) que los une. : :



Una gréfica G (resp: digrifica D) es fuertemente conerasi para cualquief
par de vértices en V(G) (resp: en V(D)) existe un ciclo (resp: un ciclo di-
rigido) que los contiene.

Un isomorfismo f entre dos graficas G y H es una correspondencia
uno a uno entre el conjunto de sus vértices tal que f y f7! preservan
adyacencias; es decir que si @ € A(G) entonces f(a) € A(H) ysi 8 € A(H)
entonces f~}(8) € A(G). Ademds f~' o fy fo f~! son la idéntidad.

Un automorfismo de una grifica G es un isomorfismo de G en si misma.
De ahi cada automorfismo o« de G es una permutacién del conjunto de
vértices V' que preserva adyacencias.

Claramente el conjunto de automorfismos de G, simbolicamente Aut(G)
es un grupo respecto a la composicién de funciones.

Sea G una digrafica, la digrafica dual de G denotada por D(G) es una

digrifica tal que:
i) V(D(G)) =V(G)
il) AD(G)) = {i1/ ji € AG)}.

Decimos que una graﬁca. G es autodualsi e\.lste un 1somorﬁsmo o entre
G y su dual.

Un Torneo es una gréafica orientada completa. .
Denotamos T, a un torneo de orden n

Un tornco serd llamado aciclico si no contiene ciclos dirigidos. -

Si los vértices {v1,...,v, } de un torneo T}, estdn ordcnadds de man
que d*(vy, Tn) < d+(vv,T ) <,...,d¥(v,,T,) entonces la eneada:
(d¥ (v, Th),d  (v2,Ty), ... d ('u,,,T,,)) recibe el nombre de’suce
valencias de Ty,. ‘

Un T, con sucesidn de exvalencias (0,1, ....n—=1) se deﬁn ‘
transitivo de orden n'y se denota por TT, [6]



Observacion 0.1: T, es aciclico si’'y sol"o:si T,,ETTH ‘

Demostracién:

Si T}, es aciclico entonces Ty, = TTy,: ,
Haremos la demostracién por induccién sobre el orden de T

Sea n =1 entonces T3 =TT : i
Sea T, aciclica entonces existe al menos algin v € V(T,) a.l
d=(v,Tp)=n—1yd*(v,T,) =0 (o bien, d~ (v, Ty )—,Oy E
dt(v,Tn) =n—1).
Supongamos, sin pérdida de generalidad que para: todo v
dt(v,T,) #0.

Sea vg € V{(T,) entonces existe v; € V(T,) tal que vovlye ATy
Como d* (v, Th) # 0 existe v2 € V(Tn) tal que vivz € A(Th)..
Seguimos con este proceso y como Ty, es finito existe v; €. V(T ) tal*

que v;v5 € A(T,) con 0 € j < i — 1y entonces se forma un cmlo, lo

cual contradice nuestra hipdtesis.

Entonces existe vg € V(T},) tal que d* (v, Tn) = 0y d~(vo, Ty) = n—1.
Si tomamos T, — {vo} obtenemos un T, aciclico y por hipdtesis de

induccién T,,_1 & TT,—; ; como T,y U {w} = T, concluimos que
Th =2TT,.

Claramente si T, = T'T), entonces es aciclico. ]

Introduciremos ahora algunos conceptos de Teoria de los Numeros que
necesitamos en este trabajo: S

Seaa € Zy m € Z* tal que (a,m). = 1 'a;rei 'be T ‘dyé; residuo
cuadrdtico modulo m si la congruencia 2 12 solucién.

Si no tiene solucién entonces ¢ se llama n:‘

Es claro que 1 es resicuo cuadrati



Es sabido que si p es primo entonces -1 es re51duo cuadratlco ('mocl p)
si y solo si p es de la formap=4m+1 conm EN S

Ademds si p = 4m + 3 primo con m €N, entonces para; cada T e Z 7'  i
6 —7 es residuo cuadratico (mod p) y solo uno de ellos.[3]

Definimos como ST, a la siguiente grifica de orden m:.
El conjunto de vértices de ST, son los enteros {mod m) y:
A(ST.) = {ij/j — i es un residuo cuadritico mod m

Si p es un primo de la forma 4n+ 3 conn € N (p 5;3
ST, es un torneo llamado ”Torneo de Paley de orden p”. S

También lo escribimos como C, (a1, a2, ...,a,,) donde a; es residuo cuadratico
médulo p,i=1,2,...,m B i e R

Por 1iltimo hablaremos de la coloracién deuna digréafica a la que hemos
nombrado dicoloracién, este término fué introducido en [4]:

Una n—coloracion aciclica de una digrﬁca. D es una funcién:

f: V(D) — I, tal que f~1(¢) induce una subdlgraﬁca aciclica en D
para cada i € I,.

Si tomamos el conjunto {{f ' (1)}, {F7*(2)}, ., {f 1(n)}} obtenemos
una particién aciclica de los vértices de D y a cada COI]._]thO {f! )} lo
llamamos la clase cromadtica. By S

D.

Observacion 0.2:

i) de(D,) < de(D-) siempre que Dy C° Dz :
i) Si de(D) > n, D contiene una n—subdlgraﬁca dicro
iii) Si D es (n+1) -subdigrdfica minimal y uv. €. -l(D)
de(D—{uv}) =ny f(u) = f(v) para. toda n- coloracxon

(4]
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CAPITULO 1

SUBTORNEOS ACICLICOS

En este capitulo abordaremos el problema de encontrar el nimero na-
tural maximo m tal que todo torneo de mden n, contenga un subtomeo
aciclico de orden m. e « :

Formalmente, sea:

cota inferior y otra superior dc f(n) debxch
respectivamente. "



PROPOSICION 1: Si n es de la forma n = 2* entonces f(n) > k+1 -
Demostracién: s S

La demostracién se hard por induccién sobre k.
Si k =1 es obvio (contiene un TT3 que es el mismo).

Supongamos valida la afirmacién para k= kg ysea k= ko +1.
Entonces si v; € V(Ty,) 6 d* (v, Ty) > 2571 6 d~ (v, Ty) > 2F- 1.
Supongamos que d*(vy,Ty,) > 2¥~1. Por hipétesis de induccién:
N+*(v,,T,) 2 S, donde S es un conjunto aciclico de vértices de cardi-
nalidad k.

Entonces S U {v; }es un conjunto aciclico de cardinalidad k + 1
Por lo tanto f(n) >k+1 .=
COROLARIO: f(n) > [logon] + 1 (Stearns).
Demostracién: |
Dada n sea k tal que: 2F < n < 2k+1 5
Se tiene: k < logan < k+1y, por lo tanto,

k = [logan]

Por lo anterior [logan]+1< f(n) =

OBSERVACION: En la prueba de la proposicién 1 se demostré en
realidad que cada vértice v de T, con n = 2* es extremo de un subtorneo
aciclico de orden k+1. Se sigue que si u es un vértice de un torneo de orden
n, v es extremo de un subtorneo aciclico de T, de orden 1 + [logsn].



PROPOSICION 2: f(n) < [2logzn] + 1. (Erdés y,Moser)
Demostracion:
SeaT =T, la clase de todos los torneos con vértices {1, 2,3, ...n}, y sea

T 1a clase de todos los torneos con vértices {1,2,3,..n} que contienen
un subtorneo transitivo de orden v :

Se tiene:

I" = UsU,Tae, donde A C {1,2,...,n}, |A| = v, 0 es una per-
mutacién de A, y T4, es el conjunto de torneos T tal que T[A] estd
generado por o (o(i)a(j) € A(T[A]) siy solosii< j).

T[A] es fijo para todo T (T'[A] estd generado por o).

T € I's,, entonces las aristas de T que no pertenecen a T[A] pueden
orientarse libremente.

Se sigue que: |Taq|l = 2(3)-(3)

Por lo tanto:

Si se tiene:




Se tendria I" — IV # 0. Es decir, existiria un torneo T' € I' — IV, es decir
un torneo que no contiene un subtorneo transitivo con v vértices.

Ya que:
| (n),jl < n—" ] ke Zul_ogzrn",(;)’;.
ZR0

Sl se cumple: uloggn - (2) <0, lo que equlva.leﬁ

a: viogan — 552_—11 <0,
a: logoan — 451 <0,
Y finalmente a: 1+ 2logan < v.

Luego si: v > 24 [2logan]

Entonces: (7 )u'2( )=(3) < 2( ) y de ah1 exlste un torne T. que: no
contiene subtorneos acmhcos de orden v. : o : s

Se sigue que: f(n) < 1+[210g2n] .

Entonces se ﬁiéng [logr_m]+ lr,ks,-f('n).s 1'v,-{'-,,'2[loggnj: s

11



Céleulo de f(n) correspondientes a valores chi

NO OB LN I

8 —11
12 -13

Para n = 2,3,4, 5 el calculo de- f(n) .es tri{}ial Para mostrar que
f(6) = 3 hay que exhibir un T que no contenga un T'T;, anilogamente
para mostrar que f(7) = 3.

Se sabe [6] que f(n) = 4 para 8 < n < 13. También en [6] se prueba
que existe un dnico torneo, salvo isomorfismo, ST;3 de orden 13 que no
contiene un 7Ty,

Este torneo estd definido como sigue:
V(§Ti3)=Zy3 y '

A(STy3) = {{5/5 —i=1, 2,3 5,6 é 9 (mod 13)}

TEOREMA 1:

(i) ST es el tinico torneo vd

lvo isomorfismo) que no contiene
un TTy. R ot bl

(ii) ST% es el Gnico torneo de orden 6 (salvo isomorfismo) quc no-contiene
un TT%. ‘ E :

12



Demostracién:

(i) STy: =
A(STY) = {ij/ j—i=1,2,4 mod T}

Este torneo no contiene un 7T ya que:
Sea x € V(ST) entonces d*(z,ST7) = 3 y claramente:
N*(z,8T;) = {= + 1,2 + 2,z + 4} induce un ciclo.

Sea T7.que no contiene un TTy.
Probaremos que T; es regularo‘lo

e es equivalente D*(T3) = 3.




Supongamos D1 (T%7) > 3 y sea z € V(T%) tal que d“'(a, T7) = ‘D+ (T7)
Entonces N(z,T7) induce un T'T3 que junto con z da un T Ty.

Ast T; es regular y ademds N(z,T7) induce un c1clo tn
de otro modo también T contendria un TTy. '

Sea vy € V(T7) y sea: v ST
N¥ (v, Tr) = {v2,v3,04}, N~(vn,T7) = {Us,ve,v7} ta.l que Uz‘Us, o
v3ls, V42, Vsls, VelT, UTUs € A(T7)

14



Ahora, |[N*(v;,w)| = 1 para todo w € N'.(vl') ya.que o
N*(w,T7) = {v1,u,z} conu€ N~ (v) y z € N""(vir)‘.v' :

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad que vsv2(*) es un arco de
5.

Como N*(w;,we,v,) = @ para w; # we en N~ (v,) entonces se di
alguna de las dos, es decir, 6 vglz 6 vety € A(T7)

Si vel3 € A(TY) entonces vty € A(TY) y:

N*¥(v4,T7) = {v2,vs, s} = TT3 19 cual es-una contradi(icién ya que
vgtg € A(T7) , e °

Por lo tanto vgbs € A(Tr) y de ahf vibs €A(Tr)

15



Asf vag, vaU7, Usls, Vale, Vals; val7 € A(T7) . -

En consecuencia un 77 que no contiene un 7’7, estd determinado de
manera Unica. [ ] )

alnera:

a es un isomorfismo entre T7 y-STy L

16



(if) Si tomamos ST; — {0} = STy, ST no contiene un TT. -

) 4
ot

de exvalencia dos y tres vertlces de exvalencia tres.

Supongamos Dt (Ts) > 3y ysea z € V(Ts) tal que d‘*‘(a, Tg)
entonces N*{z,Tg) induce un- TT;; -y Junt’.o con . T da
D+ (Tg) = 3. , :

Entonces obtenemos tres vert,lces de e\valencm tres y los otros tres: dc sl

exvalencia dos.

Ademds, siz € V(Tg) y d+(a: Tg) = 3 ‘entonces Nt {z, T—) mduce un
trxaugulo ciclico pues de otro modo tamblcn Ts (.ont;endma un TTy.

Sea v € V(Tg) tal"que df,(i;;,TG)' = 3..



|N*(v1,v;)] €1 parai= 5,6 ya Que, en otro caso vy, v; y los otro dos
vértices que estdn en N+t (v, v;) formarfan un TTy en T '

También |N*(vy, v;)] >'1 parai = 5,6 ya que: B
Sii=6y |N*t(v1,vs)] = 0 entonces d*(vg) = 1 lo cual es imposible
porque d~(ve) = 4 y se formaria un TT; (ya que todo T; contiene un

TTs)
Por lo tanto |N+(v1,bs)| >1

Ahorasi i = 5y |N*(v1,vs)| = 0 entonces d+(v5) =2,y d+(v0) _
(por lo anterior) y de ahi{ existen dos vértices en el e\terlor de vy que

tienen exgrado tres, pero estos dos \ermces Junto con v3 v ‘U(; forman
un 77y en T

18 ..



Por lo tanto |N+(v1,v,)| =1 pa.ra. i=5, 6
Podemos asumir que vs¥s (*) es un ar

Si vsvz € A(Ts) entonces {v5, Ve, V1, vz} d cer un TT,
Si vg¥3 € A(T5) entonces {va,v4,Us, ve} mduce un TT;

Entonces vgy € A(Ts) :
Esto determina los demds arcos: v3v5, U4‘U5, ’U3'Us, Vg Ug.

De esta forma un Ty que no contlene un TT4 esta determinado de-
manera tnica. u :

Si identificamos mediante:
a: V(Tg) — Is — {0} de la siguiente manera :

a(n) =1
alve) =5
alvs) =2



a(vs) =3

a(’Us) =4

afve) =6

« es un isomorfismo entre Tg ¥y ST6



CAPITULO II

TORNEOS 3-DICROMATICOS DE ORDEN MINIMO

En el capitulo anterior demostramos que el Torneo de Paley de orden
7 es 3-dicromadtico.

En este capitulo, mostraremos que el orden minimo de un torneo 3-
dicromético es 7 y exhibiremos a los tinicos cuatro torneos 3-dicromadticos
de orden 7, salvo isomosrfismo.

Proposicién 2.1: Para todo T, de(Ts) < 2. Ademds dc(STg) = 2.

Demostracidn:




de la particién induce una clase monocromatica, de ahf de(Ts) < 2.
- i

ii) Si T = STs. Sabemos que STz = ST7 — {0}, entonces {{1,2,3},
{4,5,6}} es una particién aciclica de STg, de ahi dc(STs) = 2. ]

Proposicién 2.2: Para todo T%, dc(T7) < 3. Ademds dc(ST7) =3

Demostracion:

i) Si T7 % ST7 entonces Ty contlen un
dad cuatro, S. :

T7 — S es un torneo de orden 3 ent’oﬁfes dc(T7 ,
3 m o T2

ii) Si Ty = ST.
dc(ST;) > 2 ya que STy — {0} & ST y de(ST5) = 2.

Probaremos que de(STy) = 3. Si fuera de(ST7) = 2 habria una par-
ticién de V' (ST7) en dos subconjuntos aciclicos y uno de ellos tendria

cardinal al menos 4, entonces ST7 contendria un T'Ty lo que es falso.
Entonces dc(ST7) = 3. [

Asi deducimos que:
El orden minimo de un torneo 3-dicromaético es 7

Los torneos W, Wy y Wt
Definimos el torneo W de la siguiente manera:

V(W) = {wo, wi,wy , w3 ,w; ,w.,+,w3 }

22



w71 < 4,5 < 3} U {wowdsi = 1,2,3} U{wjwo; j = 1,2,3} U
= 1,23}U {w w;+1,_7 —1,2, 3} (la suma es tomada mod 3)

Observamos que si hacemos una particién del conjunto. de vértices de
W’{VVhVIZaVEJ}con:

Vi = {wo}

Vo = {wf, i, wi}
Vs = {w{',w._‘{,w;}

Entonces el conjunto de flechas en W-es la in

, 0s onjuntc}'s;’ s
{V1Va — flechas}, {V3V; — flechas}‘vy {VaV; e

Ademds T contiene algiin subtorneco’iso
(wi,w}, wi,wy).

El nimero.dicromdtico.de TIZ que no es aciclica. -




Supongamos que de(W) = 2 y sea f : V(W) ‘————’-‘»V‘Ig'_'l,uﬁa. 2—colorac16n
aciclica de W en la cual ni {wi, wy, w3} ni {w],wf,wd} son monocromdticos,
entonces existen dos vértices w;, wl tales que f(w;) = f(w}) = f(wo).y

(w;, wo, w;f') es un ciclo tridngular monocromatico. -

Por lo tanto el niimero dicromatico de W es tres.

Definimos ahora:

Wo =W+ {wi—w?—’ wz_w;, w;wg'} - {w-li-wl_a w;wi;"w;w:!_} y
W= Wt fubub, wrd) o fotug, wbury

Ademds W, = Wy + wiw] — wywi
Wo: !
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Observemos que Wy y Wi contienen un subtorneo isomorfo a T'T}, por
ejemplo (w},w,w;,w;) que se encuentra en los dos.
; ' — +ou— = wt =
Definimos W' = W — {w] wy ,wfw;,wiws}

+
Wy Wy
-~ Claramente Wy, W) D W' Probaremos que el nimero dicromdtico de



Wo y de W] es tres. :
de(W’') # 1 ya que W' no es aciclica. ‘

ni {w;,ws,w; } son monocromaticos.

Podemos suponer que f(wp) = 0. Si wi.y
vértices tales que f(w) = f (w'*') = 0, entonces (w :
tridngular monocromatico; de ahi existe i fijo tal que‘ f(w'
para todo j # iy f(w;)= f(w})=0.

Pero {w; +; j # i} contiene un ciclo trlangulm (mc
Wo—wlwlDWO, Wi. — :

Mas claramente: :
Si i = 1 se forman los ciclos (w§,w¥,w7) y (w2
Si i = 2 se forma el ciclo (w},wy ,w;') :
Si i = 3 se forma el ciclo (wi, w7 ;w3 ).

Entonces el mimero dicromatico de Wy vy de Wy es tres. '

Teorema 2.3: STy, W, Wy y W, son' torneos 3-dicromaticos de orden 7
mutuamente no isomorfos. e s

Demostracién:

ST no es isomorfo a ninguno de los ot;ros ‘tres ‘ya que no - cont‘,xene

ningun subtorneo isomorfo a TTy.

Wy es un torneo regular mientras Que‘: ”
En W: d*(wg, W) = 3, cl*(w,-",I'V)""

Y en Wy: dt(wo, Wo) = 3, d* (w1
d*(z,Wy) = 3 para todo = ;é w'l*",w1



Entonces W, W, y W) no son mutuamente isomorfos. |
3 Yy 1

Observamos que W, Wy y W) tienen un dnico vértice, wy para el cual
q ’ y )

sus dos semi-vecindades son ciclos triangulares. Por esta razén llamaremos
a wy el vértice especial de estos torneos.

En cada caso el grupo de automorfismos correspondiente fija a wo,
ademds hay exactamente tres (dos) N~ (wo, Wp)—~ N7 (wo, Wp) flechasen Wy .
(respectwamente en W)) que son independientes, es decir que no coinciden
en ningun vértice.

En el apéndice I veremos que:
Aut(ST7) = {Yab; a € {1,2,4},b €Z7}, donde Pas(z) =az +b.

Definimos 0,5 : V(W) — V(W) para 07_<_ 7,8 5 3 como:
ors(wo) = wo :
Urs(wi_) = w;}-r‘

ors(wi)t =wlh,

En particular ogg es la idéntidad.

Probaremos que:
(i) Aut(W) = {0,5;0< 7,8 3}
(ii) Aut(Wp) = {o/r;0 <7 <3}
(lll) Aut(Wl) = {()’oo}
(iv) 8T7, W, Wy y W) son torneos autoduales.
{o+s;0 € 7,3 < 3} es un grupo de automorfismos ya que:

1) Es cerrado bajo la composicién y es un automorfismo:
Ors © Ur’S'(wﬂ) =Wy = U(r+r’)+(s+s )(U)())
Ops © Opg (W) = Ur-s(w1+r') =Wy = a(r+r,)(s+s )(w

Ors © ar/g:(w ) = ars(wﬁ_‘9 )= Wiigps = a(,._,_,.,)(s_,_s,)(w ).
De ahigrs00ms € {0750 < 1,8 < 3} Yy ademas

Ors O O0ris! = O(r4r')4(s+s')

Como es un conjunto finito entonces es' un grupo.




Ahora probaremos que es automosfismo:
Ors (wo) = Wo

N*(wo,W) y N~(wy, W) inducen ciclos triangulares ajenos en W,
ors({N*(wo, W)}) = N*(wo, W) y si wHw},, € A(W) entonces:
ars(wi)ors (w;:.1) = w;'{-+sw;'+.+s+1 € A(W) )
Analogamente para N~ (wg, W).

Ahora w+w1 € A(W) para todo 1 < 7,5 < 3 a,.s(w )ars(w;) —"
t’-s Witr € A(‘V) SR
Entonces {o,;/0 < r,5s < 3} C Aut(W)

Ahora probaremos la otra implicacién: ;

Sea a € Aut(W) entonces awg) = wp. 7 . i
Como dH(w} , W) =4y d (wy,W) = 2 ‘para’ toda. < i < 3 entonces
a(w"');éw paral <¢,57<3 - : , .

Sia(w) =w}, ;1<ir<3 (tomando la suma mod 3); entonces

a(w?_"_l) t{-r-&-l y a(w,+2) ;’:{-r+2

Analogamente para {w; /1< j <3}

De ahi a(w]") = i, y o(w]) = v, para
1<14,j<3y0<r,s< 3;lasuma tomada mod 3.

Entonces Aut(W) = {0,s/0 < i,j < 3}.

{o++/0 £ 7 < 3} es un subgrupo de {a,..,/O < r, s < 3} y contxene ala
idéntidad, por lo tanto es un grupo. ,

opr(wp) = wg; como {o.+/0 < r < 3} € {o,5/0 < r,s < 3} entonces
manda los ciclos triangulares ajenos NV +(wo, Wo) y N~ (wg, Wp) en ellos

mismos.

Si wi w; € A(Wp) entonces i # j, ~

o (wf )0’,-T(‘LUJ ) = wh w j+r € A(PVO) ya que’i + 7 %] + 7.



Hi)

Sx w; w E A(PVO) entonces‘z .

Demostraremos ahora: Aut(l
Sea a € Aut(Wp) a(wo

o(wf) # w; para 1

paratodol<3<31m
todo0<7<3 ’

Seaa(w}) = w},, entoxiées ow

Analogamente para {w; /1 5_7_<_

Si w;w} € A(W,) entonces i = j ’
Si o es automosﬁsmo a(w; )a(w;") wiwih € A(I/Vo) para 0 <
r,s < 3 y la suma tomada (mod3), ento 'ces r=s.

Por lo tanto o € {0,./0 < r < 3}
Es decir, A(Wp) = {0,./0 < r <3}

Ahora probaremos que Aut(W;) = {ogo}
ogo C Aut(W)) porque es la idéntidad.

Sea a € Aut(1¥,), entonces- cv(wo)'——'wo porser w’o'"'el' \'fé'r"tiéé Eépé’ci’z’il’ C
Sabemos que: d*(wi, W) =4; a“*'(w1 ,H )= 2 y d‘*’(z W' ) =3 para '

z = w}, wj_con2<z,3<3'

Entonces ao(w;) = wf

Ry
Ademés a(w]) # wy
TT3 mientras qué

Entonces a(w )iz
porque a ﬁJa w'*‘




para2<z,_7<3 z;é_y

De ahi a(w +) =w y 'Lnalogamente a(w ) w;‘ para 1 <%,5 < 3.
ASICY—Uoo e e s T

Sea STy y su dual D(ST7)

D(ST) :

Si definimos a: V(ST7) — V(D(ST7)) tal que:

a(0) = O/
a(l) =6
a(2) =5
a(3) =4
a(4) =3
al3) =2

a(6) =1
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o es un isbmc’jrﬁ:s‘r'ridzéﬁ’t"ré' 7 T7 yD(ST7 ntonces STj'iqslz}utdidual. .

by DOW):

Si definimos 8 : V(W) — V(D(W)) tal que:
wy ) = wy
ﬂ(w;{) = w'z
plwy) = wlH
ﬁ(wz:) = w:_z.*',
Blwy ) = we oo ' e ‘
A es un isomorfismo entre Wy D(W) y entonces W es autodual.
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‘c) b(?f’o) :

. > =1
w
v 1
ante
w2+| u)l:;l
v
"
| .
wit w3

Si definimos 3 : V(W) — V(D(W;)) como en W obtenemos un
isomorfismo entre Wy y su dual y entonces W) es autodual.

d) D(W;) :

wk wy !

3 V(W) — V(D(117)) definido como antes también os un isomor- -



fismo entre W, y su dual y entonees W es autodual.
Ahora podemos probar el siguiente:-* - -

salvo. isomosfismo;, los 1inicos torneos

Teorema 2.4: ST;, W, Wy y W, son,
3-dicromdticos de orden T. CE

Demostracién:

Sea T7 un torneo 3- dlcromatlco de orden 7 Consxderemos tres casos -
diferentes:

Caso 1) T7 no contiene un subtorneo transmvo de orden 4. Entonces
T7 =~ g T7 n

Caso 2) T es regular y contiene un subtorneo transitivo de orden 4.
Sea U = {u1,us2,us,us} C V(T%) un conjunto que induce un T7y y
suponemos que u;u; € A(T¥) para 1<i < j < 4.

Sea R = {20,21, 22} = V(T',') -

Claramente T7[R] = C-";; ya que 7% es 3-dicromaético, podemos asumir
que z;ziy1 € A(T;) para ¢ € {0,1, 2} (la suma se toma mod 3).

Uy =P U4
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Como T% es regular z;juy, uqsz; € A(T;

Ademds exite una tnica up R N e
Podemos asumir que. U2z YZ1Un; 2aUs, ZpUz €
A(TY). ' T L :

Entonces uzz;, uzze € A(T7).

De esta forma Ty queda determinado salvo isomorfismo y como Wy
satisface las condiciones Wy = T%. ] o

Damos a : V(Ty) — V(Wy) un isomorfismo definido por:
CY(Z()) = wy L : ; ! . .
a(z;) = wi
afze) = wy
a(u;) = wt
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» un subtorneo- transitivo de orden

tende1 la,,

Sea W =T7 — { } ent;onc
2v € A(T:) y sea f: V(IV)
que f(v) = 0, definimos f(z)-=
contenga a z contiene también a v’ dc ahn f V (T~‘ -
buena coloracién para T7 lo cual es una conmadlccmn

lo cual conmadlce la hlpOtCﬁlS :
Escribimos N~ (z0,T7) = {21, 227233 ,.4} y N+(zo,T7) :
" sideramos dos subcasos:

N “(zo, T7) es fuertemente conexa.

Podemos asumir que (21, 23, 23, 24,21 ) esun c1clo dlrlgldo el N (zo, T-) :
y que z123, 2224 € A(T%). Ademds z525 € A(T7)
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Como {zg, 22, 23, 24} induce un torneo aciclico entonces (zy, 25, zs) es un
ciclo triangular, analogamente {zo, 21,29, ~3} induce un torneo aciclico
de ahi (z4,25,26) €s un ciclo triangular.

Por lo tanto z; 25, 2¢21, 2425, 2624 € A(Tr) .

Abora {zg, 21, 24, 25 } también mduce un torneo ac1c11co entonces (Z'), 23, %6)
es un ciclo triangular, z3z¢, 2620 € A{(T7) . T

Como {z2, 24, 26} induce un TT3 entonces {40,21, z3,z;,} no puede in-
ducir un T7Ty, por lo tanto z523 € 4(T7) ‘ i

Analogamente {z3,24,2¢} innduce un T'T; entonces '{40,21,22,25} in-
ducir un T73, de ah1 52 € A(T—-) o




Entonces T estd determinado salvo isomorfismo y como Wi s
las condiciones T7 & W;. ] R T &

Sea a : V(Ty) — V(W;) un isomorfismo definid

a(z0) = wy
a(zy) = wi
a(z2) = w¥
a(z3) = wy
a(zq) = w;
ofz5) = wy
Q’(ZG) = uyg

ii) N=(z0,T%) no es fuertemente conexa.. -



Podemos asumir que z; es una fuente o un pozo en N~ (zp,T7), que
{23, 23,24} es un ciclo triangular dirigido y que z52¢ € A(T%)

Como N~ (zg, T-,)U{zo}—'z}‘pgrarj - 2 3 4es amchca entonceS'{z 25, zc}

Ademds z5z, € A(T?) ya que d_é 'dt'r

s



Entonces T7 estd determinado salvo 1somorﬁsmo y ‘como. W satxsface
las condiciones T7 =2 W. =

Sea a: V(T7) — V(W) un isomorﬁsmbidgéﬁnidé por: i

a(zo)=wi

a(z) = wy
a(_zg) = w;"
a(za) = wg'
ofz4) = wf
oz5) = wy

a(z6) = wo
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Teorema 2.5: Sea Z un torneo 3-dicromdtico de orden 7y Z2 2 Zo ¢ ST, -
entonces Z = ST:. Ademds todo isomorfismo fo : Zo — STs puede
extenderse a un isomorfismo f: Z — ST7. ) SR

Demostracién:

Por el Teorema 2.4, Z es 1somorfo a alguno de los torneos ST, , W’ Wo’ ’
o W. o SR : :

Observamos que cada uno de los conjuntos {w1 ,w;*' yWag ,w3 }, :
{w, ywd wl,wy Y, {wf, wiwlws } inducen un T en W, T/Vo ¥ Vi
y si eliminamos cualquier vértice en ellos alguno de los torneos aciclico
Se conserva.

Como ST no contiene ningin T'T), entonces Z = ST7.

Para probar la segunda parte, definimos f(z) fo( y sxkz E Za y s

f(z)=0siz &€ Z~ Zy y entonces f es un isomorfismo. ]

SiW, =W,y f: W, — Wi es el (\inico) isomorfismo de W} aﬁ/—f,
entonces & denotard el vértice f(w).

El siguiente lema se usard en el capitulo IIL:

Lema 2.6: Sea W, una copia isomorfa de W cuya interseccién con W es :
Wi — w;' v sea £ el vértice de W, que no estd en Wi,
Si fwf € A(Wl), entonces:

+
Wp = wy, wi =w;, wi =¢, wi —wf',wl =w}, wy =w;, w; =wg.

Demostracién:

Observamos que todo vértice de grado exterior 3 en W tiene al menos
una semivecindad ciclica, las vecindades interiores de wi y wf son
ciclicas, también lo son las vecindades exteriores de w3 y w; . Ademas
g tiene sus dos semivecindades ciclicas.
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Como d*(wf, W) = 3 y N+(w}, W) = {w., \Wy 7“’3} mduce un
torneo transxtxvo entonces N~ (w1 ,Wl) 1nduce un’ciclo’ tna.ngular, de
ahf wowy, wie, fwo € A(WY). :

Entonces wq, w{, w{ tienen grado exterior: tres en” Wy = =

Como los vértices de grado exterior dos en V L, WwE Y wy
entonces los vértices de grado exterior dd 5 wy, E}

Sid*(£,W1) =2y N*(€,Wy) = {wo, w] } co emivecindades
de w} en W, son ciclos tridngulares wo = w in; ]los vértices de

grado exterior 2 y 4 en PVI son wy = f NE w1
ambos estén en Nt (g, W) lo cual es i

Supongamos ahora que d* (w3, Wy ) '

Siwg €€ 4(%) w5 es el dnico vert;lce (
y w:';" = Wy ya que las dos sermvecmdades de
de ahi £ = wy.

Ademds, por hipdtesis wy = w] se t1ene qu
wFw;s € A(W7) lo cual es imposible.

Si Ewy € A(W;) entonces wy = wi, Ef =€ y'ﬁ): wy , de ahi Z;_f—' ¥
w] estdn ambos en N*(wy, W;) lo cual es imposible. ‘

Entonces tenemos que probar que w; = wy .

Si Ew, € A(I'Vl) entonces w‘l" = £ y Wy = wy, en este caso Ef €

N~ (@o, W1) que es imposible, de ahi w; ¢ € A(W;) y se deduce que:

W = w3
wf =wg
wi =¢ ’
wy = wf !
wi =w}



g |8
w|xa|
e
g g
S W
|

Daremos ahora el dual del Lema anterior que usaremos también en el
tercer capitulo: »

Lema 2.6 (dual): Sea W] una copia isomorfa a W, cuya interseccién

con W; es W — wf‘ y sea £ un vértice de Wi tal que no estien Wy.™
Si wi& € A(W)) entonces:
Wo =wy, wy =wd, wy =w,w; = wf =wy,w

fj:wo,'w;':wi_,".

La demostracién se sigue por dualidad
Observamos que las igualdades del Lema 2.6 y su dual (respectiva-

mente) dan una descripcién completa de W, cuando £w}, € A(W,) (res-
pectivamente w £ € A(Wh)).
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CAPITULO III

EL TORNEO 4-DICROMATICO DE ORDEN 11

En este capitulo mostraremos que el orden minimo de un torneo 4-
dicromatico es 11 y probaremos que el Torneo de Paley:
STy, = Cy = (1,3,4,5,9) es el tnico torneo 4-dicromatico de orden 11
salvo isomorfismo.

En el Capitulo I observamos que todo Tjo contiene un conjunto de
cuatro vértices U que genera un subtorneo aciclico. Como T3¢9 — U es un
torneo de orden 6, entonces de(Tio — U) < 2y de(Tio) < 3.

i

{

'
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Teorema 3.1: ST); es 4-d1cromat o Ademas para todo-conjunto ac1chco :
maximal U de vértices de STu, STu - U W1

ST]_I.
0
10 1
o
9 > £ <] 9
A \ 3
-
7 4
L 4
6 5
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WO

- G- = m
5 © 0 oot

Demostracién: - . :
Aut(STn) = {‘I’a b(u
de automorﬁsm

0,1€ Uo, 0 es la fuente de Ug y 1 es la fuente de UQ
Como N+{(0,1),ST11} = {4.5}, entonces Uy = {0, 1; 4 3}

Calcularemos ®, (Up) para distintos valores de a 'y de )
asi los conjuntos aciclicos de orden 4 contenidos en S'Tl‘

Sea Uy = {0,1,4,5}

—— . e

D1, ®3,

{0,1,4,5}  {0,3,1,

{1,2,5;6} - {1,4,2, 2}
{2,3,6,7} . {2,5,3, 3}
{4,5,8;9} - {4,7,5, 7.5}
{5,6,9,10}- - {5,8,6; 6}
-{6,7,10,0} " {6,9,7,1 T}
{7,8,0,1}  {7,10,8 0,8}
{8,9,1,2} -{8,0,9,1} 9}
{9,10,2,3} {9,1,1 0}
{10,0,3,4} {10,2, 0}

Asi encontramos cuatro subtorneos transitivos de STu a.Jenos a Ug
{2,3,6,7}, {9,10,2,3}, {6,9,7,10} ¥ {9,2,3,7}.

Sea U cualquiera de estos cuatro subtorneos, entonces el complemento
de Up UU en V(ST1) es {8,9,10}, {6,7,8}, {2,3,8} v {6,8,10} re-
spectivamente y estos inducen tridngulos ciclicos en ST);.

Con lo anterior mostraremos que dc(ST1;) = 4.

Supongamos que ST}; tiene una 3-coloracién aciclica {C,C2,C3} donde
podemos suponer que:

|C\| > |C2] > |Cs|, entonces claramente |C1| > 11/3 > 3 por lo tanto

|C1] = 4 ya que ST); no contiene un TT; (para todo z € V(ST1,),
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N*t(z,5Tu)={z+1,2+3, :z:+4 :z:+5 m+9}y{z+3 :v+4 z+5}
induce un ciclo en STy; ). -

Sea ¢ la fuente de Cy e i + l la ’fuente de Cy —{i+1}.

Dado que ST}, es transitivo en flechas existe un automorfismo que
manda la flecha i{i + 1} en la flecha 01, claramente este automorfismo
manda a Cy en Up. Podemos asumir que C'1 = Up.

Analogamente |Cg| > 7/2 > 3 entonces l02| =4,

Como Cs es ajeno a C; entonces Ca es 1somorfo a-uno de los. cua.tro,‘ ‘
conjuntos dados para U.

C3 es el complemento de C; U Cy, enﬁonées G
lo que contradice la hipétesis, entonces dc(ST

La particién: {{0,1,4,5},{2,3,6, 7}, {8,9}, {10}} es cmhca entonces
induce una buena 4—colora01on para STy;. : : . :

Observamos que STy, — Up satisface las condiciones de Wi ya que
de(SThi1—Up) =3y

V{(STi1—Up) = {2,3,6,7,8,9, 10} donde el grado exterior de cualquier
vértice de ST1; — Up es 3 salvo el de 7y 9 que es dos y cuatro respec-
tivamente, ademds 97 € A(STy; — Up).

Entonces STy, — Uy = Wh.

Sea f: STy; — Uy — W el isomorfismo tal que:

f(2)=wf
f(3) = wy
f(6) = wi
(1) = wy
f(8) = wo
f(9) = wf
£(10) = w3

Como ST, -Uy = STy -U para cualquier U conjunto maximal aciclico
en ST,; entonces ST,; — U = STy; — Up.
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Lema 3.2: Si de(T1:) =4, ent‘onc‘:e's Tues ,rggglar.; s

Demostracién:

Es suficiente probar que 6+(Tu) = 5 ‘ya ue:

Sea w un vértice tal que d+(w,T11) 6 (Tu) tenemos que
de(Ty1 — {w}) < 3. | -

Si 6+(Ty;) < 2 entonces dc(T11) < 3 ya que si ‘
f : V(T11 — {w}) — I3 es una 3-coloracién de Tu - {w} puedej
extenderse a una 3-coloracién f’ de T;; de la siguiente manera: -

Sea N*(w,T11) = {u,v}, f(u) =0y f(v) =1, como toddr 'cnibélb ué',‘»“ e
contenga a w en T}; contiene a u y a v entonces si f/(w) = 2, fles una." ‘
3-coloracién de T4, y de(Th1) < 3, entonces §T(T7;) > 3=

Si §*(T11) = 3 entonces Ty, [N~ (w)] & ST+, en otro: casd
contendria un T'Ty, Ty, contendna un T7T5 y de(Ti1) < 3

Sea (z1, 20, 23) una trayectoria dirigida en T} 1[N+(w)]

Si £ € N~ (w) afirmamos que ya sea T11[{z1, 22,&}] 6 Th1[ 22, 33,6}]’ es
transitivo; esto se afirma por lo siguiente:

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que hay al menos dos
flechas desde Ti1[N*(w)] = {z1,22,23} a &, si z:i§, ziz1€ € A(T11) en-
tonces T11[{z:, zi+1,£}] es aciclico (en & convergen dos flechas).

Si z:£, 21406 € A(Ty,) entonces también T3:[{z;, z:4-1,E&}] es aciclico
(aqui es en z;4; donde convergen dos flechas).

Como el orden de Ty; [N~ (w)] es 7 entonces existen dos vértices (ufer—

entes £;,$2 € N~(w) para los cuales o Ty;[{= 1,»,5,}] es transitivo
para i = 1,2 o T11[{za, 23, }] es transitivo para i =1, 2.
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Asumimos que Ti1{{z15 22, Ei}]fééitrajﬁsiti‘; ‘

Claramente dc(Ty; — {21, 2 ,.;;,f,}) < p:
Tll - {‘1)22’ 51} Ts y dC(TB)

Como w tiene grado e\:teno
dc(Tll - {"11""’?Sl$w})‘,< 0'
driamos e*ctendel la 2
f-\demas T]_]_ - {21, 2,
Teorema. 2. 5 que pa.ra.

: 2 € A(Tn[N (w) U {' } ‘

Supongamos ahora que 6+(T11) 4 Tu[N (w)] ‘ otro.caso’. -
Ty1[N~(w)] contendria un TTy v -Ti; contendna. un Ts e
'dC(T]_l) < 3) TR

Extendemos T3 [NV ~(w)] a un torneo T; = ST% a.umentando un vertlce
A & V(T11), las flechas quedan determinadas. :

Sea z; € N*(w,Ty), i = 1,2 tal que Ty, [N+ (w) — {z;}] sea aci'élico.

Entonces 711 [N+ (w) U {w} — {z:}] es aciclica y de ahi:
de(Ty; [N~ (w)U {z:}]) = 3.

Como T[N~ (w)] = ST entonces nuevamente por el teorema 2.5
T1: [N~ (w) U {z:}] & ST, y de ahi, para todone N~ (w) i=1,2;
nzi € A(Tu[N~(w) U {z:}]) si n) € A(T7).

Tomamos 7y, 72 € N~ (w) tales que n;\ € A(T%) para j = 1,2} en-

tonces 1;3; € A(Ty) para i,j = 1,2 y Th1[{z1, 22, w, r]l,n 2 He2TT; lo
cual es una contradiccidn, entonces §+(T},) = 5. | B
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En lo siguiente U/ denotard un conjunto de vértices de T}, t'llyq{xeff -
T11[U] 2 TTy y (u1,us, u3,uy) es una trayectoria dirigida en T4[U]. -

Lema 3.3: Si T3, es regular y 113 — U =2 W, entonces Tu contlene un
subtorneo isomorfo a TT5. . .

Demostracién:

Podemos asumir que 73, — U = W, supongamds Qﬁe Ty
un subtorneo isomorfo a T'T5 S

El a.rco w Uy & A(Tn) ya que si w uy € 4(T11)
,qu € A(Tu) para j =1,2,3 y T11[UU {w"'}] TT5} ntonces:

',a) u4w € A(Ty;) para i = 1,2,3; mmﬂarmente e '
:b) w;uy € A(T1) para ¢ = 1,2,3; ya que si uyw; € A(Tu) entonces
":w u, € A(Thi) para j =1,2,3 y WU U{w; = T'T;.

i 'Ahora., si pa.ra dos indices diferentes j, k y alguna ¢ E {1,2 3}
’wj'u,, wiu; € A(Th1) tendriamos que umwj', umwy € A(T11) para
m € {1,2,3,4} — {i} y Tu[{w}, wf}u (U — {w:})] = TTs.

Entonces existe exactamente una w}"U — flecha para cada j, es decir,

el conjunto {w},wd,wf} — (U — {u,}) — flechas es independiente y
tiene cardinalidad 3.

Analogamente el conjunto (U — {u1}) — {w],w; ,w3 } — flechas es
independiente y tiene cardinalidad 3, ya que si para dos indices dife-
rentes j, k y alguna i = {2,3,4} ww;, ww; € A(T11) entonces
W} U, wium € A(T11) param € {1,2,3,4) - {i} y

Tu[{’w;, w[} U {'U.,'}] = TTs. j

(

Asumimos que wi uy, uqwy € A(Ti1) (*) entonces:



2]

c) w;ula uiwi*f, jﬁiW; yumwg‘GA(T ] ) ara m-
mente: . . oo

d) wawy, Wi, Wy Ug Y w3 um € A(
Por regularidad: e) wouj y U4t

34y similé.r—

Ademis existe exactamente una {wy,w; }
m e {2,3} ya que el conjunto ({uz,us})
pendiente y tiene cardinalidad 2.~

Ahora, por regularidad existe exactamente una wg
Sea wous € A(Ty1) con s € {2,3} entonces: -

Th1a({u1, us, wo, wy, w3 }] = TTs donde w; esel vértiﬁéé»tlalv’qpefw use =

A(Tw). !

Entonces el T}; dado contiene un 7Ts.




Lema 3.4: Si Ty y Tii— U

b)

En la figura anterior u, = us, wy
TTs estan indicados. L

-y los vértices que inducen el

1 o contiene un T'T5,
ue:: i

Si¢€e V(Tu) U es tal que £u4 E A(Tn) entonces tenemos:
éula 'U.of, ’I.L3f, f'll4 € fl(Tll) O iR

wé, Eus, uzf, fus € A(T11) ya que en otro caso T [UU{€}] =TT,
esta afirmacién se deduce de lo siguiente:

Si §uq € A(T]_l)

Caso 1) Si &uy € A(Th1) entonces por la regularidad de Ty, ua€, uzf €
A(T11) (insiso a)).,

Caso 2) Si fus € . (T11) entonces u1§, us€ € A(T11) (insiso b)) y

Caso 3) Si £us € 4(T11) entonces 1€, usé € A(T11) y hl[UU{&}] =
TTs.
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Sean &;, & dos valores diferetes de &, observamos que no pueden ser
ambos del tipo (a) o ambos del tipo (b) ya que T1;[{£1, &2, U1, Us, Us }]
es isomorfo a TT5.

Entonces existe un vértice z del tipo (a) y un vértice w del tipo (b).

Dualmente si § € V(T11) — U tal que u,§ € A(TY;) entonces tenemos
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Si uls E A(Tll)
Caso 1) Si- Uof
TTs -




Si tomamos dos valores diferentes &, 2 de £ observamos que no pueden
ser ambos del tipo (c) ya que T11{{1, &2, u1, u2, us}] es isomorfo a T'T5.
Entonces existe un dnico 2’ que satisface (ii)

La propiedad (iv) se satisface por la regularidad de Ty;.

Finalmente. si {z3/,zw, wz'} estuviera en A(Tu) {ul,u4 s 2w} in-
duce un TT- lo cual es imposible. a . : FOR TS

Lema 3.5: Si T}, es 4-dicromdtico entonces Ty, — U = W;. '
Demostracion:

Como T; — U es 3-dicromético y no es isomorfo a W (lemas 3.3 v.3. 4) '
es suficiente, por el Teorema 2.4 probar que no es regular (garantizando
asi que Ty1 — U no es isomorfo ni a ST; ni a Wy).

Supongamos que Tj; ~ U es regular; por el lema 3.4 {zz', zw,wz'} q§ :
estd contenido en A(T31)

Si 2’z € A(T1;) entonces Uy = {us,us, z,2'} induce un torneo aciclico.
Ademds Ty; — U, no es isomorfo a W (lemas 3.3 y 3.4).

Como dt(u;,Tyy — Uy) =2 y dt(uq, 11 — U1) = 4 se sigue que .
Ty — Uy 2 Wy y uguy € A(T11 — Uy) lo cual es una contradiccidn.

Si wz € A(T11) entonces Us = {us, u4, z,w} es aciclico y:
d*(uy, Thy — Us) = d¥(u2, Thy — Un) = 2.

Si 2'w € A(Ty1), entonces Uz = {uj,us, ', w} es aciclico y:
d=(u3, T11 — Us) = d~(u4,T11 — Us) = 2.

Como Ty —Us y T1y — Us son 3-dicromadticos, no regulares y diferentes

i de W (lema 3.3) entonces los dos son, isomorfos a Wi, pero cada uno
tendria que tener solo un vértice de valencia exterior 2 y un vértice
de valencia interior 2, entonces {zz/, zw, wz'} € A(T,) lo cual es una
contradiccion.
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Por lo tanto Tli —UEWI l -

Teorema 3.6: STi; es el tinico ;t:ii(v)vr:fileo“ftl—‘di‘croméfti_ccxf de orden 11.
Demostracién:

Sea 711 un torneo 4-dicr6ni’é.tié§’.-
podemos asumir que T1; — U =W,

Comeo Ti; es regular (por el Ie
sola uw; — flecha.

Si wius € A(T11) entonév‘és;
a.) u‘;'wf' S A(Tn) o

Dualmente, si uqwy € A(Tu) entonces"f
ahi: .
) wl Uy & A(T]_l)

Definimos U; = U U {w;} — u; para { = 1 2 3 4 y probaremos que
ugwy es la Uw] — flecha.

Dualmente definimos U ! =U — {wf§}—u; parai=1,2,3,4 y probare-
mos que wy us es la wi U — flecha.

Supongamos que usw; € A(T1;) entonces Uy (Ua = U U {wi } —uz)
es aciclico y dt(us, T — Us) = 2.

Como wf, wy y w tienen grado exterior 2 en T3 — Us — {uz} y
— Us 2 W, (por el lema 3.5), se deduce que: :

wius, wyus, wius € A(Ty1) y {u2, w, wd, wt, wy} induce un T'T5,
lo cual es imposible.

Entonces tenemos que:
b) wfuz € A(Tll)

55



Dualmente suponga.mos que wl U3 GIA(Tn)rentonces U3
(U3 =UuU {w1 } - U3) es ac1chco y.d- :

Como w;" , Wy 'y wy tlenen

‘Tu - U3 W1 (por el lem '3

‘ug w',*', u3w, 5 u;;ws € A(Tu),_ ‘771‘)3'}1‘1‘].d}10‘¢p;"‘>lil]‘:‘TT5,"'

-lo cual es 1mp051b1e
‘Entonces b') ugwi € A(Tu) _
Supongamos ahora que u4w1 e A(T11), entonces Uy es aciclico,

Ti~-Us =W, yd (v, iy —u4) = 2 aplicando el lema 2.6 con & = uy,
tenemos que d~(uq, T11 7—_3}14)” 3710 cual es imposible, entonces:

) wiug € A(Th1), d)ugw; € A(Th).
Dualmente, si wl u1 € A(Tu) entonces U] es aciclico y T{ =U =W,

y d¥ (Ui, T11 — Ul) = 2, si aplicamos el dual del lema 2.6 con & = u;
d*(u1,Ti1 — U}) = 3 lo cual es una contradiccién, entonces:

) uiwf € A(Th) y &) wius € A(Ty) *
Mas arin, tenemos que:

e) ugwy € A(T11), ya que si woug € A(T7;) entonces:
Nt (ug, T11)UN*(wi, Th1) = {wF, w5, ws } que es aciclica y entonces:

- {ua, w7, w3, wy , w3} induce un T'T5.

Dualmente: €') wou; € A(T11), ya que, si uywg € A(T'11) entonces
- N~ (u1,T11)UN"(wy,T11) = {w'z*',w;', w3 } que es aciclico y entonces
{wT,u1,ws, ws,wT} induce un TT; lo cual es una contradiccién.

Ahora U; es aciclico, entonces aplicando el lema 2.6 a T}, —Us haciendo

€ = uz, N*(u3, T11 — Us) = {wo, w},w§} y con esto N+ (u3,T7;) estd
bien determinada.
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Como {wg,w;, wi} ‘es aciclico ¥ uqw, u‘gw"{' €
wi,"ut; € A(T11), de otra manera {ug,u4, Wo;w
Se sigue que N~ (uq,T11) = Uy U {wi}.-

+

1

Por dualidad Uj; es aciclico entongé,s[‘ap
T1 — U; y haciendo us = §, N~ (ua,
esto N~ (ug2,T11) = {w], w3 ,woe} que

Como {w, w3 ,wp} es aciclico y w!
uywy € A(T11), si no {wy,wy ,w
Se sigue que N*(uy,Ty;) = U] U

Asi T11 queda completamente dét'
las siguientes: S
s + - 4
Wy U, W3 U, Wo U, UaWy , UsW3
uqwy , ugwy € A(T1).




APENDICE 1

Se sabe [6] que el orden minimo de un torneo 5-dicromatico es mayor
que 16. En este apéndice mostraremos un torneo de orden 19 debido a
Victor Neumann-Lara, que es 5-dicromatico.

Sean Dy = (W3, A1, f1) ¥ Da = (Va, Aa, fo) grificas, definimos la com-
posicién D de D; con Da, simbolicamente D = D;[Ds] como la grafica cuyo
conjunto de vértices V(D) es el producto cartesiano de Vi y Va:

V(G) = V1 XV, y ademds si para u = (u1,us) € V(D) y

v = (v1,v2) € V(G), uv € A(D) si uyv; € A(D;) 6 us = vy y usva € A(Ds)
Es facil ver que la composicién no es conmutativa. '
Ademds es claro que la composicién de dos torneos es un torneo.

Sea Tig de la siguiente manera:
T = ST[Cs] - {(0,0),(0,1)}
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PROPOSICION 1: El niimero dicromédtico de T es 3.
Demostracion:

Ya que T contiene un subconjunto ac1chco U de orden 5 v
de(T — U) < 4 entonces dec(T) < 5.

Suponemos que de(1') < 4 y sea:
f:V(T) — I una coloracién aciclica de T

Supongamos, sin pérdida de genera.hdad que f ((0 )) =0.

Sea k :Z7y — Z3 tal que K(0)=2, entonces el conJunto
S = {(¢,k(?)) /i €Z;} induce un STy en T

Para i €Z7 — {0} sea: (C3); = {(4,5) /j GZI&}?V .

Dado que dc(S) = 3 entonces f : S — {0,1} no es una buena col-
oracién de S, entonces existe algiin (Cs); tal que f : (Cs); — {2, 3}

Analogamente existen (C’},)k y (63)[ con i # k # [ tales que:

f:(Ca)e — {1,3} y f : (C3) — {1,2}.
Seani=1,k=2yI[l=3

Como S no contiene un 7T entonces i € (f (V(C-"c,)k) para una y solo
una k = 4,5,6 con 7 = 1,2,3 yaque si 1,5 € {f(V((f";;k)} para una
k=4,56fijaconi#jyij=1,23, entonces existe (C3); con k 7
tal que f(V(Ca);) = 0 lo cual no es posible.

Entonces: 1 € {f(V(st)k)} I
2e{f(V(C3)n)}y
3 e {f(V(C3)s)} |

Con k #r # s. Podemos asumir k =4, r=5y 5s=86.
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Entonces 0 € {f(V(C-':;),}para i'=4,5,6y esto nos lleva a una con-
tradiccién ya que f((0, 2) = 0.y S no contiene un T'T.

Entonces de(T) > 4; de ah{ide(T) = 5. [
La siguiente f : V(T}g) =
f(0,2)=0
fiV(Ca) — (2,3}
f:V(Ca)e — {1,3}

f: V(C_'?)a - {172}

f : V(Cg)4 — {0, 1}
f
f

: V(Ca)s — {0,2}
: V(Cs)e — {3,4}
es una buena coloracién de T'.

Sea ahora T’ = ST7[03] ¥y sea:
(C3)e ={(4,5) /i €23}, i €Z¢

Como el torneo de orden 19 expuesto anteriormente es una subdigrafica
del ahora definido entonces dc(T") < de(T"), por lo tanto de(T") > 5.

Sea f :_‘V(T’ ) — I5 de la siguiente manera:
:V(C3h — {2,3}
L V(Co)s — {1,3}
: V(Ca)e — {1,2}
: V(Cj‘g)‘l — {0, 1}
:V(Ch)s — {0,2}
:V(C3)e — {3,4}
: V(C3)7 -_— {0, 4}
es una buena coloracién para T”.
Entonces dc(T") = 5.

h S e s

. i

Sabemos que todo T»; contiene un subtorneo transitivo de orden 4.
Llamemos U a este subtorneo transitivo, 75; — U es un torneo de orden 16
y dc(Tie) < 5 entonces de(To;) < 6.
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Hemos encontrado un torneo de orden 21 con ntmero dicromdtico 5,

? N ’ .
serla interesante ahora buscar un torneo de orden 21 con numero di-
cromadtico 6 6 probar que dc(Ts;) = 5.
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APENDICE II

En este apéndice trabajaremos con el grupo de automorfismos de los
Torneos de Paley de orden p, donde p un primo congruente con 3 mddulo
4,

Sea A(p) = {f(z) = a=z + b /a es residuo cuadritico (mod p) y b €Z,}
PROPOSICION: A(p) es un subgrupo de Aut(ST,)
Demostracion:

i) Demostraremos prin ero que A(p) es un grupo respecto a la composicién
de funciones: f

Sean f, g € A(p); f(z) = apz + bo ¥ g(&) = a1z + b; con a, ¥y &y
residuos cuadraticos mod p y be, by €2,. , ‘
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I c>g)(-'b) f(g(w)) |
f(al.'z: + bl) = ao(alx + bl) + bo :
= apa1T + agh, +b:

Como aga; es residuo cuadratico y agh, + by eZ(p),‘fioj'E'A(p)

Sabemos que los elementos de A(p) son b1yecc1ones y que A(p) es finito
entonces A(p) es un grupo. u ;

ii) Demostremos ahora que A(p) C Aut(ST})

Sea f € A(p), f(m)—a$+bysea.
ij € A(ST,) entonces j — i es un remduo cua
f(@) =laz ‘,+::b

f9) =aj+t

FG) = FG) = a(j - )

Como a y j — i son residuos cuadratlcos mod p, entonces

f(3) - 1(3) € A(STy).
De ahi: A(p) C Aut(STp) n

Ahora mostraremos que para p = 3,7,19 y 23 A(p) =-4ut(ST},).

LEMA: Si todo automorfismo de ST} que deja fija a la. arista 01 estd en
A(p) (v por lo tanto es la idéntidad), entonces todo automorfismo de ST,
estd en A(p).

Demostracién:

iSea o € Aut(ST}) tal que o(0) =i y a(l) =j.

Y sea B = .Lx - J— tal que

B(E)=0y ,6(1) =L
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p porque:

| ,, 35~ 4) (mod p)
Como 1 y ] - son re51cluos cuadratlcos entonces y también 10 es.
Ademas _)—l;_z eZp ya: que si:
]T = J (mod p)
i=y(i— i) (meod p)

Como ¢, j — i-€Z, entonces YyEZy. i S
Ademas como A(p) < 4ut(STp) /3 E Aut(STp)

Ttone: RS e e
o € Aut(ST;) y off deja fija a 01 por hipSteisis off = 7 € A(p),
entonces: - - Tt s
a=y"lyacdlp. =

:'l.ut(STs):

Este caso es trivial ya que STj es un ciclo y si « es un automorfismo
que fija 01 « es la idéntidad y entonces a € A(p).

De ahi Aut(ST;) = A(3)
Aut(ST—,-):

Sea o € Aut(STr) que fija 01, sabemos que:

N+(0,8T7) = {1, 2,4}

N*(1,8T:) = {2,3,5)

fComo J_Y’*'(O, ST:)NN*(1,ST:) = {2}, entonces « deja fijo al 2; de ah{
« fija 12.
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Si hacemos un proceso andlogo (ahora con 1y 2) observamos que- a fija
23 como ST es finita podemos concluir que fija a todo ST, es decu' (o
es la idéntidad, entonces « € A(7) '

Por lo tanto Aut(ST7) = A(T)

Aut(STu):

Entonces o deja fijo al con]unto {4 5}, como 45 € A(ST11) entonces
45 queda fija, siguiendo el mismo proceso quedan fijas: 89, 12, 56, 910,

23 y 67, es decir, fija todo STh;. Por lo tanto o es la 1dent1dad y
o€ A(ll).

Entonces Aut(STy1) = A(11)
Aut(STlg):

Sea a € Aut(STip) que deja fija 01, sabemos que:
N+(0,STy9) ={1,4,5,6,7,9,11,16,17}
N*(1,8T) = {2,5,6,7,8,10,12,17,18}

Como N+(0,ST19)NN*(1, §Tig) = {5,6, 7,17}, e deja fijo al conjunto
R={5,6,7,17}

65



o

- Observamos que:
d*(5,R)=d*(7,R) =1y
d*(6,R) =d*(17,R) = 2.

Entonces o podria identificar el 5 con el 7 y/o el 6 con el 17:
Como N+(5,8T19) = {7} entonces a(5) =5y (7) = 7.

Ademds 67 € A(STyg) 177 ¢ A(STlg), entonces o(6) = 6 y (17) = 17.

Entonces  deja fijo a la grafica inducida por R en 5739 en particular
deja fija a la arista 56.

Siguiendo con el mismo proceso vemos que o deja fijo todo STyg en-
tonces es la idéntidad.

Por lo tanto: a € A(19) y Aut(STi) = 4(19).
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Aut(Sng)'
Sea o € Aut(STz3 que deja ﬁJO a vecOl sabemos que

N+(0,5Tss) = {1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18} .
N*(1,8Tss) _{2 3,4,5,7,9,10,11, 12 17, 19}

Como N‘*'_(O STos) ﬂN"'(l STf)g) = {2 3 4, 9 13} e deJa fijo al con-
Junto R ”{2 3 4 9,13} '

Observamos que:

d*(4,R) =1,
d+(2,R) =d+(3,R) =d+(13,R) =2 y
d*(9,R) = 3.

Entonces los vértice 9 y 4 se quedan fijos.

Como N*(9,R) = {2,4,13} y N~ (4,R) = {2,3,9}, entonces « deja
fijo al 2 ya que, de otra manera «(2) tendria que estar en N*(9,R) y
en N~(4,R) y no hay ningin otro vértice, ademds de 2, que este en
ambos.

)

Entonces a deja fijo a 12. ‘

Siguiendo con el proceso « deja fijo a todo STz, y de ahi a es la
idéntidad.
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ambos.

Entonces o deja fijo a 12.
Siguiendo con el proceso. « deJa. ﬁ]o:
idéntidad. ;

: ng, y de ahf o es la :

Por lo tanto o € A(23) y AUt(ST%
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